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Resumo: O objetivo deste trabalho € estudar como a mecanica foi influenciada
pelo desenvolvimento da geometria ndo-euclidiana durante o século XIX. Este
estudo parte das primeiras teorias das geometrias ndo-euclidianas, até o formalismo
desenvolvido com a introdu¢do da geometria diferencial ndo-euclidiana, e a
geometrizacdo da mecanica. Nesse contexto, estudamos como principio de minima
acdo, na mecanica, e o estudo das geodésicas, na geometria diferencial ndo-
euclidiana, se mostraram relacionados, e de que forma esses dois conceitos
formaram a base da mecanica ndo-euclidiana e, posteriormente, da relatividade.

Abstract: The aim of this work is to study how mechanics was influenced by the
development of the non-Euclidean geometry during nineteenth century. This study
starts from the first non-Euclidean geometries, and then studies the formalism
developed by the non-Euclidean differential geometry, and the geometrization of
the mechanics. In this context, we study how the mechanical principle of least
action, and the study of geodesics, in non-Euclidean differential geometry, are
related, and how these concepts made the basis of the non-Euclidean mechanics,
and, afterwards, of the general relativity.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

Como ¢ bem conhecido, a geometria diferencial nado-euclidiana é o formalismo
matematico bésico utilizado na teoria da relatividade geral. No entanto, antes do desenvolvimento
dessa teoria, j4 existiam vdrias tentativas de aplicar as ciéncias fisicas alguns resultados da
geometria nao-euclidiana.

Até o inicio do século XIX, acreditava-se que a geometria apresentada nos Elementos de
Euclides e desenvolvida pelos matematicos posteriores era a unica geometria possivel.
Acreditava-se também que essa geometria era verdadeira, no sentido de corresponder a realidade.

Embora nao se colocasse em divida a validade dessa geometria, havia certa insatisfacao
com seus fundamentos, por causa do cardter ndo intuitivo do postulado das paralelas. Desde a
Antigiiidade, diversos autores (como Proclos) tentaram substituir o postulado das paralelas por
outro mais intuitivo, ou demonstra-lo a partir dos demais postulados, com a finalidade de tornar a
geometria mais bem fundamentada.

Para espanto dos matematicos, como resultado dessas tentativas de prova do postulado
das paralelas foram criadas as primeiras geometrias ndo-euclidianas no século XIX, a partir do
trabalho de Lobacevskii, Bolyai e Gauss, seguido por desenvolvimentos importantes como a
criacdo da geometria diferencial ndo-euclidiana e o estudo de espacos com mais de trés
dimensdes. O desenvolvimento dessas geometrias levou gradualmente a compreensdo de que a
geometria euclidiana era apenas uma de vérias geometrias possiveis (ndo contraditérias), e que
todas elas eram igualmente validas, nenhuma delas sendo mais verdadeira do que a outra.

O surgimento das geometrias ndo-euclidianas teve forte repercussdo na fisica, por dois
motivos. Primeiramente, porque até o inicio do século XIX muitos autores acreditavam que a
mecanica newtoniana era uma teoria verdadeira a priori — como a geometria — € que seus
principios basicos podiam ser provados a partir de postulados ou axiomas intuitivos. Essa
concepcdo caiu por terra, juntamente com a visao andloga a respeito da geometria. A alternativa
mais simples, para os fisicos, era a de que a mecanica seria um conhecimento empirico, mas
parecia existir alguma diferenca importante entre a mecanica (que era descrita, até o final do
século XVIII, como uma area da matemadtica) e outras disciplinas como o estudo da eletricidade
ou do calor (que eram aceitos como estudos empiricos). Aos poucos, comecou a surgir a suspeita
de que poderiam existir vrias mecanicas diferentes.

Paralelamente, a existéncia de diferentes geometrias tinha uma conseqii€éncia imediata na
fisica, pois muitas teorias fisicas utilizam a geometria (juntamente com pressupostos fisicos) em
suas dedugdes. Mesmo se os principios bdsicos da fisica (incluindo os da mecanica) fossem
mantidos, a existéncia de diferentes geometrias abria a possibilidade de teorias fisicas
alternativas, que levassem a novas conseqiiéncias, pelo uso dessas geometrias alternativas.

Dentro da mecanica um principio em particular foi assunto de controvérsias durante o
século XIX e depois acabou sendo diretamente influenciado, e também influenciando, as
diferentes geometrias que surgiram. O principio da minima ac@o teve origens metafisicas, com
Leibniz e Maupertuis, mas com a introdu¢do do cdlculo variacional de Euler, foi formulado
matematicamente e possibilitou a determinagdo das equagdes do movimento.

No entanto, a expressdao encontrada por Euler, ndo estava diretamente associada a acao.
Lagrange, por sua vez, definiu o que chamou de principio de minima agdo e determinou as
equagdes do movimento a partir da condi¢ao de extremo, onde a variacdo era nula. O modo como



Lagrange deduziu o principio de minima acdo permitia encontrar as equacdes de movimento,
muito semelhante ao que temos hoje, mas nao fornecia diretamente a equagao da trajetdria.

A relagdo entre o principio de minima a¢do e a equacdo da trajetdria apareceu no trabalho
de Poisson. Ele encontra uma condi¢do em que o principio de minima agdo, na forma dada por
Lagrange, poderia ser interpretado como a equagdo da geodésica. Porém, a forma que Poisson
deu ao principio ndo considerava as forcas dependentes da posicdo, o que tornava seu resultado
restrito.

Outra forma de obter as equacdes de movimento vem da relacdo que Hamilton faz entre a
Otica e a mecanica. Mas a teoria de Hamilton também ndo permitia encontrar diretamente as
equagdes da trajetdria e ndo mencionava, explicitamente, uma relacdo com o principio de minima
acdo. A relacdo final, que geometrizou a mecanica, s6 apareceu com Jacobi, que reescreveu o
principio de minima acdo eliminando a varidvel tempo, e entdo encontrando diretamente
informacdes sobre a trajetoria de um corpo sujeito a acdo de forcas dependentes da posicdo. A
geometrizagdo que Jacobi faz da mecanica permite uma nova interpretacio da mecanica
newtoniana, pois nessa nova formulagdo € possivel encontrar a equacdo da trajetéria sem
considerar conceitos como velocidade, aceleracgao, etc.

A partir de metade do século XIX, a geometria diferencial passou a ser a linguagem
adotada na descricdo das teorias do calor e da elasticidade, o que Lamé faz usando os parametros
diferenciais. No mesmo periodo, surgiam solucdes para problemas com n graus de liberdade na
mecanica, que levaram a geometria diferencial n-dimensional.

A interpretacdo de Jacobi para o principio de minima a¢do dependia exclusivamente de
uma forma quadratica, o que levou a relacdo entre esse principio e a determinacdo da equacdo da
geodésica. Apds a publicagdo do trabalho de Riemann em 1867, a métrica passou a ser a principal
caracteristica do espaco, determinando suas propriedades. Isso fez com que o principio de
minima acdo tivesse outras interpretacdes num espaco n-dimensional.

Essa relac@o entre o principio de minima acdo e a geometria ndo-euclidiana, ou seja, a
determinacdo da geodésica num espago n-dimensional qualquer, aparece claramente nos
trabalhos de Darboux e Lipschitz, que tratam da mecanica n-dimensional. Porém o formalismo
matematico que permitiu interpretar essa relacdo da forma que foi usada na teoria da relatividade
foi o calculo diferencial absoluto, que surgiu no final do século XIX.

Ainda que tenhamos nos restringido ao século XIX na parte principal do trabalho, foi
muitas vezes necessdrio retornar a autores anteriores para que pudéssemos compreender a
seqiiencia dos fatos. Principalmente quanto ao principio de minima a¢do, o trabalho ficaria
incompleto se nao voltdssemos aos séculos XVII e XVIII para entender a definicdo dada por
Leibniz e Euler, pois ndo encontramos literatura secundéria que pudesse esclarecer as diferencas
com relagdo ao principio como o conhecemos hoje, ou mesmo a diferenca entre o principio de
Lagrange e de Hamilton.

A inexisténcia de trabalhos que apontassem as diferencas nesse principio e sua relacdo
direta com a métrica do espaco, nos levou a questionamentos que tentamos responder ao longo do
trabalho. Como se deu a geometriza¢do da mecanica e como esse fato estava relacionado com um
principio de origem metafisica, como o de minima acdo? Como foi feita a interpretacdo desse
principio no caso n-dimensional? Quais as conseqiiéncias, perante a comunidade cientifica, do
surgimento de uma geometria diferente da euclidiana? Quando essa geometria passou a ser
aplicada nas ciéncias fisicas? Estas sdo algumas questdes que conduziram o trabalho.

Como parte da metodologia de pesquisa adotada em um trabalho sobre histéria da ciéncia,
a pesquisa teve como ponto de partida um texto secundéario que mostrava uma idéia geral sobre o
assunto principal da tese. A relacdo entre geodésicas e a geometria nao-euclidiana ja era bem
conhecida da teoria da relatividade, mas nao havia trabalhos que aprofundavam como se deu o
inicio dessa relagdo, quais as hipdteses iniciais, etc.



Com relacdo a geometria ndo-euclidiana, partimos do livro do Bonola (1955) que
apresenta aspectos gerais do desenvolvimento desta geometria desde o século XVI até as teorias
de Lobacevskii e Bolyai. Esse texto também forneceu as primeiras referéncias bibliogréficas,
tanto primdrias quanto secunddrias, diretamente relacionadas com o assunto. Também foi
necessdria a consulta aos principais tratados de geometria euclidiana utilizados durante o periodo
pesquisado, bem como consulta a traduc@o da obra de Euclides.

Na parte referente a mecanica, iniciamos com o estudo de parte da obra do Dugas (1988),
que mostrava as principais linhas de estudo da mecanica durante o século XIX e que forneceu a
bibliografia inicial sobre o assunto.

Quanto ao principal ponto da tese, ou seja, a geometrizacdo da mecanica n-dimensional
partindo do principio de minima agdo, encontramos trabalhos em que o assunto era apenas
apresentado vagamente, porém sem discussdes ou mesmo aprofundamento. O nimero de
pesquisadores que se dedicaram ao estudo das conseqiiéncias, para a fisica, de uma geometria
ndo-euclidiana foi pequeno, e os estudos sobre possiveis mecanicas ndo-euclidianas nao
chegaram a se tornar uma linha de pesquisa popular, durante o século XIX.

Quando a teoria da relatividade geral foi formulada, na segunda década do século XIX,
ela utilizou os trabalhos matematicos sobre geometria diferencial e célculo tensorial, mas ndo fez
uso desses estudos sobre mecanicas ndo-euclidianas. Assim, esses desenvolvimentos anteriores
foram gradualmente esquecidos e ndo foram ainda objeto de estudos histéricos mais profundos.

Feita a pesquisa bibliogréfica inicial, foi necessario buscarmos as fontes primadrias, o que,
devido ao periodo a que se referem, ndo sdo de facil localizacdo, fisicamente ou virtualmente.
Outro ponto a ser destacado quanto a pesquisa bibliogréfica € a variedade de idiomas em que os
trabalhos foram encontrados. Foram encontrados, e lidos, trabalhos em italiano, francés, inglés,
latim e alemao, sendo que muitas vezes as referéncias que esses trabalhos traziam nao obedeciam
a um padrao e eram incompletas, dificultando a pesquisa. Considerando a quase total auséncia de
estudos historiograficos sobre o assunto, o presente trabalho poderd constituir uma contribui¢ao
relevante sobre o tema.

Este trabalho é composto de seis Capitulos, incluindo essa Introdug¢do. No Capitulo 2
discutimos a origem da geometria ndo-euclidiana, restrita a trés dimensdes. Mostramos as
diferentes tentativas de demonstracdo do quinto postulado de Euclides, até a concep¢ao de uma
geometria imagindria por Lobacevskii e Bolyai.

No Capitulo 3, discutimos a geometria diferencial, formulada para o estudo de superficies.
Detalhamos o trabalho de Gauss, o trabalho de Riemann em que sdo definidas as multiplicidades
n-dimensionais e a interpretacao das formas quadraticas e dos parametros diferenciais.

No Capitulo 4 mostramos como o principio de minima acao assumiu diferentes formas
desde a defini¢dao de Leibniz até a formulacdo de Jacobi. Também mostramos como a definicdo
do principio de minima a¢do usando uma forma quadrética permite relaciond-lo com a geodésica
sobre uma superficie.

No Capitulo 5 mostramos como a relacio entre as geodésicas e o principio de minima
acdo foi generalizada para o caso de n-dimensdes, até a constru¢do do cdlculo diferencial
absoluto de Ricci e Levi-Civita.

No Capitulo 6 expomos uma conclusio de cada capitulo relacionando-os com o objetivo
geral da tese.



CAPITULO 2

GEOMETRIA EUCLIDIANA E NAO-EUCLIDIANA

Atualmente € possivel distinguir geometria euclidiana e ndo-euclidiana porque ambas sio
conhecidas e t€m suas diferencas claras quando comparadas. Mas € evidente que, quando apenas
a geometria de Euclides era conhecida, ndo havia por que caracterizd-la como ‘“geometria
euclidiana”, pois era a unica. Desta forma, o nome ‘“geometria ndo-euclidiana” s6 passou a ser
popularizado quando se percebe a possibilidade de construcdo de geometrias diferentes da antiga
e que violam o postulado de Euclides. A conscientizacdo de que a nova geometria seria uma
geometria nao-euclidiana s6 aconteceu algum tempo depois das primeiras propostas. S6 apds essa
conscientizacdo é que faz sentido falar em geometria euclidiana e ndo-euclidiana’.

A geometria ndo-euclidiana tem como origem os postulados de Euclides, ou seja, as bases
da geometria euclidiana. Os Elementos de Euclides s@o a base para o desenvolvimento de uma
geometria axiomatica, fundamentada sobre defini¢des e postulados que serviram, e servem, como
referéncia para o estudo da geometria plana.

Porém, um dos postulados de Euclides, o quinto postulado, conhecido também como
postulado das paralelas, despertou dividas que levaram a uma geometria que pode ser construida
como a de Euclides, sem apresentar contradicdes, mas que leva a teoremas diferentes. Durante
séculos, ou mais precisamente, desde a primeira tentativa de prova de que se tem conhecimento,
feita por Geminus no século 1 a.C., varios estudiosos tentaram demonstrar o quinto postulado de
Euclides, sem resultados, mas as diversas hipdteses acabaram servindo como ponto de partida
para as geometrias de Lobacevskii e Bolyai, estabelecidas no século XIX.

Entre esses 20 séculos, a geometria passou por periodos de pouco e grande interesse. Com
a traducdo do livro de Euclides para diferentes idiomas, o quinto postulado foi objeto de estudo
entre os drabes e depois entre os europeus, que fizeram novas tentativas de demonstracao.

A tentativa de demonstragdo por absurdo de Saccheri, em 1733, pode ser considerada a
primeira a mostrar a possibilidade de construir uma nova geometria coerente e diferente daquela
postulada por Euclides, embora o préprio Saccheri nao tenha visto isso.

A introdu¢do de uma nova geometria s6 veio mesmo a acontecer com os trabalhos de
Lobacevskii (1829) e Bolyai (1832). Ainda assim, essas descobertas ndo foram suficientes
durante uma geracdo para convencer que uma geometria diferente da de Euclides seria possivel.
Somente nos anos 60 a comunidade matemadtica comecou a aceitar a nova geometria (GRAY,
1987, p.37).

Ha4 um outro desenvolvimento na geometria que ocorre paralelamente ao surgimento
desses trabalhos, que estuda superficies curvas, e que nao estd tentando alterar a geometria
euclidiana. Dentro dessa linha de pesquisa, o trabalho de Gauss de geometria diferencial em 1827
mostra a possibilidade de analisar superficies usando propriedades intrinsecas. A conexdo entre o
trabalho de Gauss e a existéncia de uma nova geometria s6 pdde ser percebida apds o trabalho de
Riemann, em 1854 (publicado apenas em 1867), mas a relacdo entre essa nova geometria € o
quinto postulado demorou a acontecer, pois a geometria diferencial apresentava uma outra forma
de estudar o espaco.

Os trabalhos de Lobacevskii e Bolyai s@o contemporaneos ao trabalho de Gauss sobre
superficies curvas e sdao complementares. Enquanto os primeiros desenvolviam de modo
axiomdtico uma nova geometria, Gauss explorava a geometria euclidiana e a trigonometria

'O primeiro a empregar o termo “geometria nio-euclidiana” foi Taurinos em 1825, com a criagio da geometria
logaritmica-esférica, mas ndo obteve muita atencdo (BONOLA, p. 81, 1955).



esférica para descrever superficies com um formalismo que dependia apenas das propriedades
intrinsecas destas. Com o trabalho de Riemann, a métrica e a curvatura do espaco passaram a ser
a principal maneira de descrever o espaco n-dimensional, e a geometria de Euclides era o limite
para o caso tridimensional.

Considerando-se essas diferentes abordagens, pode-se ter dois tipos de geometrias nao-
euclidianas: as que estdo limitadas ao espago tridimensional, porém com propriedades nao-
euclidianas, como € o caso de Lobacevskii e Bolyai; e aquelas que abordam um espaco com
dimensao maior que trés.

Neste capitulo, abordaremos desde o inicio dos questionamentos sobre o postulado das
paralelas, até a geometria desenvolvida por Lobacevskii e Bolyai, limitando-nos ao primeiro tipo
de geometria ndo-euclidiana. Nao discutiremos em detalhes as provas matemadticas de cada
demonstracdo, pois ndo faz parte do objetivo desse trabalho e podem ser encontradas no trabalho
de Bonola e Gray (BONOLA, 1955; GRAY, 1989).

2.1 QUINTO POSTULADO DE EUCLIDES

Os Elementos de Euclides sdo formados por 13 livros, na versdo que conhecemos, que
contém as bases da geometria e da aritmética. Tanto a histdria dos livros, como a do proprio
Euclides (~325a.C.-~265 a.C.) € cheia de contradicdes e especulacdes que surgiram das muitas
tradugdes que eles tiveram no decorrer dos séculos®. Nesse trabalho vamos nos dedicar apenas ao
livro I, com os comentérios feitos por Proclus (410-485).

Nessa versdo, o livro I possui 23 defini¢des, 5 postulados, 5 no¢des comuns (axiomas) e 48
proposic¢des (teoremas). As defini¢des e os axiomas nao t€ém demonstragcdo, sendo que as nogdes
comuns sdo principios gerais ndo geométricos. Assim como o0s axiomas, os postulados nao
possuem demonstracdo e devem ser admitidos. As proposicdes, ou teoremas, sdo provadas a
partir das defini¢cOes, postulados, no¢des comuns e teoremas anteriores, através do método
dedutivo.

No inicio do livro 1, Euclides fornece algumas defini¢des, das quais vamos destacar trés de
maior interesse para o trabalho, que sao assumidas como verdadeiras e que definem conceitos que
fardo parte dos postulados. Ele define linha reta e paralelas como segue (EUCLIDES, vol. 1,
1956, pp. 153-154):

2. Uma linha é um comprimento sem largura.

4. Uma linha reta é uma linha que tem os pontos sobre ela colocados regularmente.

23. Linhas retas paralelas sdo linhas retas que, estando no mesmo plano e sendo
prolongadas indefinidamente em ambas dire¢des, ndo se encontram em qualquer diregao.

Os postulados determinam o modo e possibilidade de construgdo, ou seja, o que é possivel
construir a partir das defini¢des iniciais. Os postulados nessa versdo do livro I sdo (EUCLIDES,
vol. 1, 1956, p. 155):

[E possivel] tracar uma linha entre dois pontos quaisquer.

[E possivel] prolongar uma reta finita continuamente em uma reta.

[E possivel] tracar-se uma circunferéncia com qualquer centro e qualquer raio.
Todos os angulos retos sdo iguais entre si.

el

20s capitulos de I a VIII da traducéio de Thomas Heath ( EUCLIDES, vol. 1, 1956) sao dedicados a histéria dos
livros de Euclides e as suas traducdes.



5. Se uma linha reta que corta duas outras linhas retas forma angulos interiores do
mesmo lado cuja soma é menor que dois angulos retos, as duas linhas retas, se
prolongadas indefinidamente, se encontrardo no lado em que a soma dos angulos é
menor do que dois dngulos retos.

Ou seja, sejam r e s retas coplanares, cortadas por uma terceira reta . Se a soma dos
angulos interiores @ e B, do mesmo lado, for inferior a 180°, entdo as duas retas r e s irdo se
encontrar quando prolongadas para esse lado (veja a figura 2.1).

Em algumas apresentacdes do trabalho de Euclides, o modo de colocar os postulados e

axiomas € diferente, e aquilo que se costuma chamar de quinto postulado aparece como Axioma
3
XTI

Figura 2.1: Segundo o quinto postulado, as retas r e s se encontram do lado em que os angulos interiores
o e B somam menos que 180°

A partir das definicoes e dos quatro primeiros postulados, Euclides demonstra as
primeiras 28 proposicdes e comeca utilizar o quinto postulado a partir da proposicao 29. H4
vdarias proposi¢des importantes que s6 podem ser demonstradas utilizando o quinto postulado,
como (EUCLIDES, vol. 1, 1956, pp. 311-322)":

Proposicao 29: Uma linha reta cortando duas linhas retas paralelas, faz os angulos alternos
iguais entre si, o angulo exterior igual ao angulo interno oposto, e os angulos internos de
um mesmo lado iguais a dois angulos retos.

Proposicao 30: Linhas retas paralelas a uma mesma linha reta sdo paralelas entre si.
Proposicao 31: Através de um dado ponto passa uma linha reta paralela a uma dada linha
reta.

Proposicao 32: Em qualquer tridngulo, se um dos lados for prolongado, o dngulo externo é
igual aos dois dngulos internos e opostos, € os trés angulos internos do tridngulo sdo iguais
a dois angulos retos.

Proposicao 33: Linhas retas unindo linhas retas iguais e paralelas (nas suas extremidades)
nas mesmas direcdes (respectivamente) sdo também iguais e paralelas.

7z

O quinto postulado € usado também para estabelecer as propriedades de figuras
semelhantes (BONOLA, 1955, p. 2).

3 Em 1795, John Playfair propds o seguinte axioma: dada uma linha e um ponto fora dela, uma e somente uma
paralela a linha dada passa por esse ponto. O axioma de Playfair € interpretado como uma nova forma do quinto
postulado que, nesse formato passou a ser chamado de axioma XI.

* As proposicdes 29 e 32 consideram, implicitamente, a soma dos angulos internos.



Embora as pessoas ndo duvidassem de que a geometria apresentada nos Elementos fosse
correta, eles consideravam que o quinto postulado ndo era intuitivo e era muito mais complicado
que os demais. Surgiram entdo tentativas de demonstracdo do quinto postulado, de forma que ele
passaria a ser uma proposicao, ou deveria ser substituido por outro postulado mais simples.

Para se tentar demonstrar o quinto postulado, outras defini¢des foram dadas para “linhas
paralelas” durante a Antigiiidade. A definicdo dada por Posidonius de Rhodes (135-51 a.C.),
como cita Proclus em seus comentdarios, € baseada na distincia entre as linhas e as
perpendiculares que podem ser tragadas:

Linhas paralelas sdo aquelas que, estando num plano, ndo convergem nem divergem, mas
tém todas as perpendiculares que sdo tracadas de um ponto de uma das linhas para a outra,
iguais. (EUCLIDES, vol. 1, 1956, p. 190)

Porém ndo é possivel afirmar que, se duas linhas retas, supostas paralelas, sdo cortadas
por uma terceira, fazendo um angulo reto com uma das linhas paralelas, necessariamente faz um
angulo reto com a outra paralela. Essa afirmagdo s6 € possivel se considerarmos o quinto
postulado. Desta forma, essa definicdo de paralelas supunha como verdadeiro o quinto postulado,
0 que gerava uma contradicdo. Geminos (século 1 a.C.) usou a definicdo de paralelas de
Posidonius para tentar demonstrar o quinto postulado, mas terminou por usar a proposicao, o que
invalidou sua demonstracdo, assim como também ocorreu com Claudius Ptolomeu (século 2 d.C)
(EUCLIDES, vol 1, p. 297).

O quinto postulado foi objeto de estudo durante muitos séculos, em periodos distintos da
histéria. Desde a tentativa de Ptolomeu até John Wallis (1616-1703), os Elementos de Euclides
foram conhecidos por vérios povos e o quinto postulado foi objeto de tentativas de
demonstracdes que utilizaram a teoria da eqiiidistancia, da semelhanca de figuras, etc.’, que de
modo geral apenas determinavam uma outra forma de enuncid-lo (BONOLA, 1955, pp. 1-21).

2.2 AS PRIMEIRAS TENTATIVAS E OS TRABALHOS ARABES

Durante a Idade Média, nos séculos IX e X, o postulado foi mais estudado pelos drabes do
que na Europa. Com as traducdes dos livros de Euclides entre os drabes, alguns trabalhos
tentavam demonstrar o quinto postulado.

Entre os darabes, destacam-se os trabalhos de Al-Gauhari, Thabit ibn Qurra, Ibn al-
Haytham, Omar Khayyam e Nasir Eddin al-Tusi®.Vamos nos restringir ao segundo e ao tdltimo
desses autores citados e que apresentam hipdteses mais interessantes nas tentativas de
demonstracdo do postulado.

No seu segundo tratado sobre a geometria de Euclides, Thabit ibn Qurra (836-910),
estabeleceu inicialmente que um segmento de linha poderia se mover sem ter seu comprimento
alterado, pois considerava que a auséncia de deformacdo das figuras geométricas quando hi
movimento, ndo era 6bvia (GRAY, 1989, p. 43).

A introducdo do movimento para a medicdo da magnitude era uma idéia que havia sido
contestada por Aristételes’ e Ibn Qurra argumentou que o préprio Euclides o havia utilizado ao

> A tradugdo de Heath (EUCLIDES, vol. 1, 1956) também apresenta varias demonstragdes, com suas conseqiiéncias
e contradi¢oes.

® Jeremy Gray (1989, pp. 41-54) e Rosenfeld (1988, pp. 42-89) fazem uma descrigdo detalhada dos trabalhos de cada
um desses autores.

’ A relagdo entre geometria e movimento voltard a ser discutida com Poincaré e seu modelo de geometria ndo-
euclidiana, como veremos no préximo capitulo.



demonstrar a proposi¢io 4° do livro 1 (ROSENFELD, 1988, p. 52). Na demonstracio da
proposicao 4, Euclides considera que um dos tridngulos pode ser movido e colocado sobre o
segundo para fazer sua andlise. Ibn Qurra introduz uma figura que serd muito utilizada nas
tentativas de demonstracao do quinto postulado: um quadrildtero com dois lados iguais e opostos
fazendo o mesmo angulo com a base, como na figura 2.2, onde os lados DA e CB sao iguais, € 0s

angulos DAB e CBA sio iguais’.

D ¢ . -
E F
A B A ‘B
Figura 2.2: Ibn Qurra considerou um quadrilatero Figura 2.3: Os angulos da base sdo retos e EF é
com angulos iguais na base e lados AD e BC iguais. igual a AB.

Segundo essa hipdtese, em um quadrilatero no qual os dngulos da base sdo angulos retos,
como na figura 2.3, e considerando EF igual a AB, pois essa linha seria o deslocamento da base e
portanto manteria o comprimento, entdo o quarto angulo, AEF, também seria reto. Usando essa
hipétese, Ibn Qurra tentou provar o quinto postulado usando a figura 2.4.

I

/AZ n E H

Figura 2.4: Construgéo de Ibn Qurra para tentar demonstrar o quinto postulado.

Na figura, as linhas / e m cortam uma terceira linha n, sendo que / e n sdo perpendiculares
(hipétese). Entdo ele tomou um ponto W sobre m e tragou a perpendicular WZ até n. Se AZ é
menor que AE, entdo algum multiplo dele, AH excede AE, e pode formar o tridngulo retangulo
AHN, onde N estd sobre m. Segundo a hipétese do quadrilatero, NH ndo encontra [, pois se
encontrasse, ndo formaria o quadrildtero que ele introduziu inicialmente (figura 2.2). Entdo / deve
encontrar m e o quinto postulado estd provado, ou seja, as linhas / e m se encontram do lado em
que a soma dos angulos (os 4ngulos A e E) somam menos que dois angulos retos.

No entanto, em sua demonstracdo Ibn Qurra teve que assumir uma das proposicdes que
utilizavam o quinto postulado na demonstracdo'®, o que invalidou sua demonstracdo (GRAY,
1989, p. 44).

Nasir Eddin al-Tusi (1201-1274) também utilizou o quadrildtero com pelo menos dois
angulos retos e um raciocinio semelhante ao de Ibn Qurra para fazer sua demonstragdao do quinto
postulado (ROSENFELD, 1988, pp. 74-85). Porém, ele falhou ao supor que linhas que pareciam

¥ Proposicdo 4: Se dois tridngulos tm dois lados iguais, respectivamente, e tém angulos iguais entre linhas retas
iguais, eles também terdo as bases iguais, o tridngulo serd igual ao tridngulo, e os dngulos restantes serdo iguais aos
angulos restantes respectivamente, isto € aqueles que subentendem lados iguais (EUCLIDES, vol. 1, 1956, p.247).
? As figuras foram retiradas do livro do Gray (1989, p. 43)

19 A proposicgio considerada é a 33, sobre linhas que unem paralelas.



convergir de um lado efetivamente iriam se encontrar. Sua demonstragdo foi a que causou maior
interesse na Europa, quando publicada em Roma em 1594 (GRAY, 1989, p. 51) e € a tnica que
aparece na maioria dos livros sobre o postulado, como Bonola (1955).

Outros matemadticos fizeram diferentes hipdteses nas tentativas de demonstracdo, mas sem
sucesso, € as criticas ao quinto postulado apareceram com mais freqii€ncia nas tradugdes do livro
durante o século XVI (ROSENFELD, 1988, pp. 92-107).

2.3 TRIANGULO DE SACCHERI

Entre as tentativas de demonstra¢des, a que mais se aproximou de uma solucido para o
quinto postulado foi a de Gerolamo Saccheri (1667-1733), ainda que o autor ndo tenha observado
que, a partir de seus resultados, poderia ser construida uma nova geometria sem contradicoes.

Ele dedicou grande parte do seu trabalho de 1733 a provar o quinto postulado por redugdo
ao absurdo. Na prova por absurdo ele assume a hipdtese de que a proposicdo a ser provada é
falsa, chegando a conclusdo, por contradi¢do, de que € verdadeira. Ele assumiu todas as primeiras
28 proposi¢des de Euclides como validas e a hipotese de que o quinto postulado fosse falso, e
procurou chegar a uma proposicdo que entrasse em contradicao com as demais.

Ele partiu de um quadrildtero ABCD com dois angulos retos em A e B, e dois lados iguais
AD e BC ( figura 2.5), e provou o seguinte Lema:

Se um quadrilatero ABCD tem os angulos consecutivos A e B retos, e os lados AD e BC iguais,
entdo o angulo C € igual ao angulo D; mas se os lados AD e BC sdo desiguais, dos dois angulos
C,D, € maior o que é adjacente ao menor lado, e vice-versa.( BONOLA, 1955, p.23).

Figura 2.5: Quadrilatero de Saccheri, com angulos retos em A e B e lados AD e BC iguais.

Na hipétese de Euclides, os outros dois angulos, C e D, também serdo retos, e para provar
essa igualdade € necessdrio usar o quinto postulado. Assumindo como hipétese inicial que ambos
sao obtusos ou agudos, o quinto postulado estd sendo negado.

Saccheri assume entdo trés hipoteses:

1* - hipdtese do angulo reto [ X C=x D = angulo reto], entdo AB = CD
2* - hipdtese do angulo obtuso [ X C= %D > angulo reto], entao AB > CD
3% - hipdtese do angulo agudo[ X C= xD < angulo reto], entio AB< CD

As hipéteses 2 e 3 também levariam a uma conclusdo sobre a soma dos angulos de um triangulo
diferente da euclidiana:

Conforme as hipéteses do angulo reto, a hipdtese do dngulo obtuso, ou a hipétese do
angulo agudo, sejam consideradas verdadeiras, a soma dos angulos de um tridngulo serd



respectivamente igual, maior que, ou menor que dois angulos retos (SACCHERI, apud
BONOLA, 1955, p. 28)

Antes de demonstrar a veracidade ou ndo das hipdteses, Saccheri demonstrou que, se cada
uma das hipéteses fosse valida para um quadrildtero, entdo ela seria valida para todos os outros
quadrilateros. Isso também valeria para a soma dos angulos de um triangulo, que sendo menor ou
maior que dois angulos retos para um tridngulo, também seria para todos os outros, ja que um
quadrilatero sempre pode ser dividido em triangulos.

Para provar que a segunda hipdtese (angulo obtuso) leva a uma contradicdo, Saccheri
considerou um tridngulo retangulo (figura 2.6) onde M € o ponto médio de AC e MN é uma
perpendicular de M até AB.

|
|
|
Iml

A N B

Figura 2.6: Tridngulo retangulo usado por Saccheri na demonstragdo da hipétese do angulo obtuso.
Considerando a hipdtese como verdadeira, NB > NA.

Se vale a hipétese do angulo obtuso no quadrilditero NBCM, entdo a soma dos angulos
MCB + CBN + BNM + NMC > 360° entdo os angulos MCB + NMC > 180°, ja que ABC é um

tridangulo retangulo em B. Mas AMN + NMC = 180° pois sdo angulos suplementares; e entdao

MCB > AMN . Tracando a perpendicular ML, de M até BC, temos os triangulos AMN e MCL
com hipotenusas iguais. A soma anterior leva a concluir que ML > AN, pois oposto a0 maior

angulo, estd o maior lado. No quadrildtero LBNM, o angulo NML > 90° e entdo NB > ML ¢ NB
> AN, se vale a hip6tese do angulo obtuso.

Entdo, se considerarmos intervalos iguais ao longo da linha AC, suas projecdes verticais
levardo a intervalos crescentes na linha horizontal AB. Esse resultado leva Saccheri a concluir que
a hipdtese do angulo obtuso leva a uma contradi¢do e, portanto sua negagdo, ou seja, 0 quinto
postulado, seria valido.

A hipétese do angulo obtuso € completamente falsa porque ela destréi a si mesma.
(SACCHERLI, apud ROSENFELD, 1988, p.98).

Saccheri usou o mesmo raciocinio para provar a nao validade da terceira hipétese
(hipétese do angulo agudo), mas nao conseguiu chegar a uma conclusdo. Se a terceira hipotese
fosse valida, teriamos o seguinte (GRAY, 1987, p. 41):

Dada uma linha / e um ponto P fora de [ (Figura 2.7), as linhas que passam por P estdo
divididas em trés familias:

a) uma familia infinita de linhas que se encontram com /;

b) uma familia infinita de linhas que nunca se encontram com /;

¢) duas linhas que sao assintéticas a [ e que separam as duas primeiras familias.
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Apesar dessas condicdes parecerem absurdas do nosso ponto de vista euclidiano, elas sdao
impossiveis de se negar logicamente. Consciente disso, Saccheri usou como argumento para

negar a hipétese do angulo agudo que ela seria “contrdria a natureza da linha reta...”
(SACCHERI, apud BONOLA, 1955, p. 43).

Figura 2.7: Se a hipétese do dngulo agudo fosse valida, partindo do ponto P seria possivel tragar uma
infinidade de linhas que nunca se encontram com / e uma infinidade de linhas que sempre se encontram
com /.

Johann Heinrich Lambert (1728-1777) considerou hipdteses parecidas com as de
Saccheri, variando o quarto angulo de um quadrildtero com trés angulos retos. Ele também rejeita
a hipdtese do angulo obtuso mostrando que sob essa hipétese duas perpendiculares a uma mesma
linha deveriam se encontrar. Se a hipdtese do angulo obtuso fosse vélida, entdo as propriedades
das figuras seriam como aquelas quando as figuras sdo tragadas sobre uma esfera, e nesse caso as
linhas retas seriam como os circulos maximos. Porém, como os circulos maximos se encontram
em mais de um ponto, ndo possuem as propriedades das linhas retas, o que permite refutar a
hipétese do angulo obtuso (ROSENFELD, 1988, p. 100).

Lambert obtém que sendo validas as hipéteses do angulo obtuso e do angulo agudo, o
defeito'' na soma dos Angulos de um tridngulo seria proporcional  drea deste tridngulo.

No caso do quadrilitero com o terceiro angulo agudo (terceira hipdtese), Lambert
concluiu que quanto mais agudo fosse o angulo, maior seria o quadrilatero. A hip6tese do angulo
agudo impunha que a soma dos angulos de um tridngulo poderia ser inferior a dois angulos retos.

Voltamos a terceira hipétese. Como vimos, sob esta hipétese a soma dos trés angulos de
um tridngulo € menor que 180 graus, ou dois dngulos retos. Mas a diferenca até 180 graus
aumenta com a 4drea do tridngulo; isto pode ser expressado assim: se um dos dois
tridngulos tem uma drea maior que o outro entdo o primeiro tem uma soma dos dngulos
menor que o segundo... (LAMBERT, apud ROSENFELD, 1988, p. 101)

Para a hipétese do angulo agudo, Lambert concluiu que, se comparada a hipdtese do
angulo obtuso, poderia ocorrer no caso de uma “esfera imagindria”.

Eu acho extraordindrio que a segunda hipdtese vale se ao invés de um tridngulo plano
consideramos um tridngulo esférico, para o qual a soma dos angulos é maior que 180
graus e o excesso também é proporcional a drea do tridngulo.

O que me ocorre que ainda mais extraordindrio € que o que eu disse aqui sobre tridngulos
esféricos pode ser provado independentemente das dificuldades impostas pelas linhas

'O defeito de um tridngulo corresponde ao excesso sobre 180° ou ao déficit sobre 180° na soma de seus 4ngulos na
trigonometria esférica.
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paralelas e assumindo somente o axioma que todo plano através do centro de uma esfera a
divide em duas partes iguais.

Disto eu quase deveria concluir que a terceira hipdtese vale sobre alguma esfera
imaginaria. (LAMBERT, apud ROSENFELD, 1988, p. 101).

Considere um tridngulo com angulos @,f,y sobre uma esfera de raio r. A édrea desse
tridngulo € dada por S=r( o+f+y—r ). Se consideramos a esfera com raio imagindrio, tal que r=i,
entdo a drea é dada por S =i o+P+y—r )=n—(o+f+y ), que coincide com a férmula encontrada
por Lambert para a soma dos angulos de tridngulo no caso da terceira hipétese, e o que o levou a
considerar a hipétese da esfera de raio imaginério (INGLIS, 2003, p. 24).

Na obra publicada apés sua morte (Teoria das paralelas), Lambert também discutiu
sobre “medidas absolutas” para dngulos e comprimentos associando-os a idéia anterior entre o
defeito na soma dos angulos do tridngulo e a drea deste (GRAY, 1989, pp. 72-74).

Um dos mais importantes trabalhos sobre geometria do final do século XVIII, Elements
de géometrie (1794), de Adrien-Marie Legendre (1752-1833) fazia parte de um movimento que
pretendia revitalizar a obra de Euclides. A obra trata a geometria do ponto de vista cartesiano e
assume o quinto postulado como um teorema, demonstrando-o através da hipdtese de que a soma
dos angulos de um tridngulo € igual a dois dngulos retos. Porém essa hipétese € um dos teoremas
demonstrados a partir do quinto postulado, o que invalida sua demonstragao.

Durante o século XVIII, varios gedmetras tentaram de diferentes maneiras, demonstrar o
quinto postulado e também outras perspectivas surgiram para a geometria, que deixou de ocupar
um lugar de destaque, sendo substituida pela andlise (GRAY, 1989, p. 86).

2.4 TAURINUS, UM DESCONHECIDO

Carl (ou Karl) Friedrich Gauss (1777-1855) foi um brilhante matemadtico, que deu
contribuicdes nas dreas de teoria de numeros, teoria de fungdes, probabilidade, geometria, etc.
Por alguns historiadores, € considerado um dos fundadores da geometria ndo-euclidiana, pois a
partir de vérias de suas cartas pode-se inferir que realizava pesquisas nessa drea. No entanto,
apesar de ter escrito na carta'” a Wolfgang Bolyai que “pensava no assunto hd 40 anos” , Gauss
nao publicou nenhum trabalho em que discutia a possibilidade da existéncia de uma geometria
diferente da euclidiana (GRAY, 1989, pp. 86-87).

Durante o século XVIII, a geometria tinha como base dois caminhos diferentes: a
trigonometria esférica, que era utilizada nos estudos astronomicos; € uma geometria, no plano,
que se baseava nos argumentos de Euclides. Foi baseado na trigonometria esférica, que Lambert
propds que a hipétese do angulo agudo poderia ser associada a uma esfera de raio imaginario. Ja
eram conhecidas as funcdes seno e cosseno no formato dado por Euler'” , e com isso Lambert
associou as propriedades de uma esfera de raio imagindrio ao seno e cosseno hiperbdlico (GRAY,
1987, p. 46).

No mesmo periodo em que Gauss pesquisava o postulado das paralelas, mas
independentemente deste, Ferdinand Karl Schweikart (1780-1859) publicava um trabalho sobre
esse mesmo assunto usando trigonometria esférica. Em 1807 ele publicou Die Theorie der
Parallellinien nebst dem Vorschlage ihrer Verbannung aus der Geometrie, no qual desenvolveu
o quinto postulado baseado na idéia do paralelogramo, sem conseguir prova-lo (ROSENFELD,
1988, p. 218). Mas, em uma carta escrita para Gauss em 1818, descreveu uma geometria que nao
seria baseada nas hipéteses de Euclides, a qual deu o nome de geometria astral.

"2 Trata-se da carta em que Gauss comenta o artigo de Janos Bolyai, Teoria absoluta do espago, escrita em 1829.

" Euler havia publicado em 1748 as expressdes sen x=(e"-¢™)/2i e cos x=(¢"+e™)/2.
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A geometria astral € construida partindo-se da propriedade de que a soma dos trés angulos
de um tridngulo ndo é igual a dois angulos retos, ou seja, pode ser associada a hipétese do angulo
agudo:

Isto sendo assumido, podemos provar rigorosamente que:

a) asoma dos trés dngulos de um tridngulo é menor que dois angulos retos;

b) asoma se torna menor quanto maior for a drea do tridngulo;

¢) que a altitude de um tridngulo retangulo isdsceles aumenta continuamente,
assim como aumentam os lados, mas ela ndo pode nunca se tornar maior que
um certo comprimento, o qual chamo a Constante. (SCHWEIKART, apud
BONOLA, 1955, p. 76)

A geometria de Euclides valeria no caso em que essa Constante € infinita. Schweikart é
claramente influenciado por Saccheri e Lambert, uma vez que a geometria astral possui as
caracteristicas da hipdtese do angulo agudo do primeiro e da relacdo entre drea e valor do angulo
do segundo (BONOLA, 1955, p. 77). Isso também justifica que ele tenha partido diretamente da
hipétese do angulo agudo, sem considerar a hipétese do angulo obtuso, ja que Saccheri e Lambert
j4 haviam rejeitado esta hipdtese.

Num tridngulo de Schweikart (figura 2.8), em que os trés pares de lados sdo assintéticos

2

ol 2

entre si, a area € dada por , onde C ¢é a Constante da geometria astral.

%/—\ec

Figura 2.8: Tridngulo de Schweikart, onde ab e ac sdo assintdticos ao lado de.

Apesar de ter recebido uma resposta positiva sobre sua teoria da parte de Gauss,
Schweikart ndo continuou seu trabalho sobre o assunto, convencendo seu sobrinho, Franz Adolf
Taurinus (1794-1874), que era matematico, a fazer investigacdes sobre a geometria astral.

Assumindo uma posicdo diferente de seu tio, Taurinus publicou dois trabalhos em que
desenvolveu a geometria astral': Theorie der Parallelinien (1825) e Geometriae Prima Elementa
(1826), tendo sempre o quinto postulado como uma verdade absoluta. No primeiro deles,
Taurinus rejeitou a hipétese do angulo obtuso, influenciado pelos trabalhos de Saccheri e
Lambert, e rejeitou a hip6tese do angulo agudo, pois a validade desta levaria a existéncia de
infinitos parametros (o parametro de Taurinus corresponde a Constante de Schweikart). A
existéncia de infinitos parametros de Taurinus levaria a inexisténcia de uma medida absoluta de
comprimento, o que contrariava sua concepgdo de espaco (BONOLA, 1955, p. 78) .

Porém, em seu segundo trabalho, Taurinus ndo assume mais o quinto postulado como
verdadeiro e desenvolveu a hipétese do angulo agudo, concluindo que ela seria equivalente a uma
trigonometria esférica em que o raio € um numero imaginario. Ele atribuiu o nome de geometria

' Os trabalhos de Taurinus podem ser encontrados em aleméo na obra de Engel (1895).
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logaritmica-esférica a sua teoria e determinou suas propriedades substituindo o raio na
trigonometria esférica (k) por um nimero imaginario (ik). Considerando a férmula fundamental
da trigonometria esférica, descrita pela figura 2.9, dada por

o B vy, B

COS — = COS—COS — + Sen—sen —cCos A,
k k k k k

Figura 2.9: Representagao do tridngulo esférico sobre uma esfera de raio k.

onde B é o angulo em B, yé o angulo em C e o € o adngulo sé6lido. Substituindo o raio k por um
raio imagindrio ik, podemos rescrevé-la usando fungdes hiperbdlicas, como

B Y B Y 1)

cosh “ = cosh—cosh— +senh—senh —~cos A.
k k k k k

No limite quando k—»eo, (usando a forma exponencial das func¢des hiperbdlicas) esta
equacao fica: a’= ,32 + 72—2,3 ycosA , que € a férmula fundamental da trigonometria euclidiana
plana (lei dos cossenos)15 .

Usando outra férmula da trigonometria esférica que envolve os angulos de um tridngulo,
dada por

A A A A A (x
COos A =—cosBcosC+senBsenCcosE,

e substituindo pelo raio imaginério, usando fun¢des hiperbdlicas, fica

N . N . N o (2.2)
coSA =—cosBcosC + senBsenCcoshE.

!> A demonstrac¢io pode ser encontrada no livro do Gray (1989, pp. 102-103).
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No caso especial quando A=0e C=90°, temos

cosh— =

sen B

A Eq. 2.3 descreve o triangulo em que um angulo € igual a zero e os dois lados que
contém esse angulo seriam infinitos e paralelos (assintéticos), dado pela figura 2.10, onde os
lados AC e AB sao paralelos, considerando que duas paralelas nao sao retas euclidianas.

B .
\
a
. { s
' g0

C

Figura 2.10: Triangulo de Taurinus, onde os lados AB e AC sio infinitos e assintdticos.

Outra propriedade que pode ser obtida da trigonometria esférica considerando o raio
imagindrio, € a relagdo entre a drea de um tridngulo e seu defeito, como previsto por Lambert
(BONOLA, 1955, p. 81). Ainda que tenha obtido uma resposta para o problema da soma dos
angulos do triangulo, a Eq. 2.1 assume uma esfera de raio imagindrio que ndo possui significado
geometricamente, e responde apenas a hipétese do angulo agudo. No caso da hipdtese do angulo
obtuso, a geometria esférica ndo tem um raio imagindrio, mas deveria ter defini¢cdes diferentes
das que Euclides utiliza na geometria plana. A obra de Taurinus pode ser considerada como a
primeira a tratar de uma geometria ndo-euclidiana (HOUZEL, 1992, p. 7).

2.5 BOLYAI E LOBACEVSKII

Durante o periodo em que Gauss publicava seu trabalho sobre geometria diferencial, dois
matemadticos desenvolviam, independentemente um do outro, suas teorias envolvendo o
postulado das paralelas, seguindo o modelo axiomadtico de Euclides: Janos Bolyai e Nikolai
Lobacevskii.

Janos (ou Johann) Bolyai (1802-1860), hingaro, era filho de Wolfgang (ou Farkas)
Bolyai (1775-1856), amigo de Gauss. Wolfgang havia tentado provar o quinto postulado em dois
trabalhos, mas o que fez foi encontrar formas semelhantes do mesmo (BONOLA, 1955, p.60).

A demonstracdo de Wolfgang chamou a atencdo de seu filho, Janos, que construiu o que
chamou de Teoria Absoluta do Espaco. Inicialmente, Janos pretendia seguir 0 mesmo caminho
que Saccheri e Lambert, mas, devido aos erros de seu pai, acabou por seguir o0 método axiomatico
dos gregos, sem decidir, a priori, sobre a validade ou nao do quinto postulado. Com a
colaboracdo de Szdsz, seu amigo no Escola Real de Engenharia, Janos teve as primeiras idéias
com relacio ao paralelismo (BONOLA, 1955, p. 97). Tanto Janos como Lobacevskii comegaram
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suas teorias a partir da idéia de que mais de uma paralela a uma dada linha reta poderia passar
pelo mesmo ponto, o que contraria uma das conseqiiéncias do quinto postulado de Euclides.

Em um manuscrito enviado a seu pai em 1823, Janos escreveu que estava prestes a
terminar um trabalho sobre a teoria das paralelas em que havia feito grandes descobertas.

Em 1829, Janos enviou o trabalho final para seu pai, que o publicou como apéndice de seu
livro em 1832 (Tentamen). No trabalho'®, Janos fornece uma nova definicdo para paralela, que
depende do “angulo de paralelismo™:

Se o raio AM ndo é cortado pelo raio BN, situado no mesmo plano, mas é cortado por
qualquer outro raio BP compreendido no dngulo ABN, chamaremos o raio BN paralelo ao
raio AM; isto é designado por BN Il AM.” (BOLYALI, [1832] 1955, p. 5)

Se observarmos a figura 2.11, veremos que a definicdo de paralelas usada por Janos
Bolyai nao implica eqiiidistancia entre os raios paralelos, e portanto podemos imaginar o raio BN
como sendo assintético a AM, sem deixar de ser paralelo.

M pX

A
B

E
Figura 2.11: Segundo a defini¢do de Bolyai, o raio BN ¢ paralelo ao raio AM.

Baseando-se nas propriedades das paralelas como definidas por ele, Bolyai provou uma
série de teoremas para a “nova” geometria, todos independentes do quinto postulado. Um deles é
o que se refere aos lados de um triangulo:

Em qualquer tridngulo esférico, os senos dos lados sdo como os senos dos angulos opostos
(BOLYALI [1832] 1955, p. 21).

Alguns dos resultados mais importantes encontrados por Bolyai na constru¢ao da Teoria
absoluta do espago foram a defini¢do de paralelas e de suas propriedades independentemente do
postulado de Euclides, e a deducdo de uma geometria independente do quinto postulado, onde
aparece um parametro i, que ele chama de unidade absoluta de comprimento. Quando i tende a
infinito, a geometria se aproxima da euclidiana.

Ainda que nio tenha partido da mesma hipétese inicial de Taurinus, ou seja, a hipétese do
angulo agudo, Bolyai desenvolve uma teoria muito semelhante, que parte das férmulas da
trigonometria plana para construir uma outra trigonometria que depende de um parametro, que no
caso de Taurinus correspondia a uma geometria imagindria.

190 titulo do apéndice é Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens:a veritate aut falsitate Axiomatis XI.
Euclidei, a priori haud unquam decidenda, independentem: adjecta ad casum falsitatis quadratura circuli
geometrica.
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No mesmo periodo em que Janos pesquisava o postulado das paralelas, Nikolai
Ivanovitsch Lobacevskii (1793-1856) fazia, sem conhecimento do trabalho de Bolyai,
investigagdes sobre o quinto postulado na Universidade de Kazan. O primeiro trabalho de
Lobacevskii sobre o quinto postulado foi publicado em 1829 e continha os principios bdsicos de
uma nova geometria (chamada de Geometria Imagindria ou Pangeometria), em que mais de uma
paralela a uma dada linha pode passar através de um ponto, o que contradizia o postulado
euclidiano e era a mesma hipétese de Bolyai. Ele publicou sua teoria antes de Bolyai (em 1829).
Lobacevskii publicou seu trabalho, Sobre os principios da geometria,'’ numa revista da
Universidade de Kazan, em russo, o que ndo o tornou conhecido (GRAY, 1989, p. 106). No
periodo de 1835 a 1840, Lobacevskii publicou 5 trabalhos, em outros idiomas, em que discutia os
principios e aplicacOes da geometria imagindria e sua relacdo com o postulado das paralelas.

Diferentemente de Bolyai, que se mantém indiferente ao quinto postulado e assim
desenvolveu sua teoria, Lobacevskii tem a impossibilidade de demonstracdo desse postulado
como principal motivo para desenvolver sua teoria, como estd mencionado na introdu¢do do
trabalho Pesquisas Geométricas sobre a Teoria das Paralelas:

Em geometria encontro certas imperfei¢des as quais acredito serem a razdo porque esta
ciéncia, além da transi¢do para a andlise, pode ainda ndo ter feito avangos do estado em
que se encontrava desde Euclides. Fazendo parte dessas imperfei¢des, considero a
obscuridade nos conceitos fundamentais de magnitudes geométricas, e finalmente a
importantissima lacuna na teoria das paralelas, no preenchimento da qual todos os
esforgos dos mateméticos tém sido em vio. (LOBACEVSKII, [1840] 1955, p. 11)

Lobacevskii constr6i uma nova geometria baseado em defini¢des diferentes da geometria
euclidiana, e atribui propriedades diferentes para linhas retas, como (LOBACEVSKII,[1840]
1955, pp.12-13):

1. Uma linha reta ajusta-se sobre si mesma em todas as posi¢des. Com isto quero dizer que
durante a rotacdo de uma superficie que a contém, a linha reta ndo muda seu lugar se ela
passa por dois pontos fixos na superficie (com isso quero dizer que se giramos a superficie
contendo a reta por dois pontos da linha, a linha nao se move).

2. Duas linhas retas ndo podem se interceptar em dois pontos.

3. Se uma reta estd num plano limitado por uma fronteira, entdo essa reta quando for
suficientemente prolongada para os dois lados, deve ultrapassar a fronteira e assim dividir
o plano em duas partes.

4. Duas linhas retas perpendiculares a um terceira nunca se cortam, ndo importa o quanto sdo
prolongadas.

A defini¢do que Lobacevskii da para linhas retas deixa claro que ele nao esta pensando
em curvas, mostrando que sua proposta € de uma nova geometria em que as retas tém
propriedades diferentes daquelas da geometria euclidiana. Entre outras defini¢des que
Lobacevskii fornece, ele inclui a de retas paralelas como (LOBACEVSKII, [1840] 1955, p.13):

16. Todas as linhas retas que em um plano partem de um mesmo ponto podem, com
relacdo a uma dada linha reta no mesmo plano, ser divididas em duas classes: as secantes
e ndo-secantes. As linhas fronteiricas' desta e daquela classe de linhas serdo chamadas
de paralelas a linha dada.

70 titulo em russo é O nacalh geometriii (ROSENFELD, 1988, p. 206).
'8 Linha fronteirica seria a traducdo para boundary line.
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Figura 2.12: Na defini¢éo de paralelas de Lobacevskii, AF € secante a linha DC, AG € ndo-secante a linha
DC e AH é paralela a linha DC.

Seja AD perpendicular a BC e AE (figura 2.12). Algumas retas que partem do angulo reto
EAD encontram a linha DC, como por exemplo AF; outras ndo encontram a linha DC, como a
perpendicular AE. Assuma a possibilidade de que exista outras retas que ndo cortam DC, como
AG, por mais que sejam prolongadas. Entre as linhas secantes, como AF, e as linhas nao-
secantes, como AG, existem linhas como AH, paralelas a DC, que s@o linhas fronteiricas, ja que
de um lado de AH, todas as linhas cortam DC, como AF; e do outro lado de AH, todas as linhas
nao cortam DC, como AG. O angulo HAD entre a paralela AH e a perpendicular AD é chamado
de dngulo de paralelismo, denominado por /1(p), onde p € a distancia AD.

Se Il{p)=n2, AE pode ser prolongada, obtendo AE’, que também serd paralela a
prolongacdo da linha DC, que € DB. Este caso corresponde a geometria euclidiana, que
Lobacevskii chama de ordindria, onde a distancia entre as paralelas é constante. Mas se o angulo
de paralelismo for menor que /72, temos duas linhas paralelas: AH paralela a DC e a linha AK,
paralela a prolongacdo DB da linha DC, o que define dois lados de paralelismo: o lado em que
estd AH e o lado em que esta AK.

Com essa definicdo de paralelas, Lobacevskii estabeleceu novas proposi¢des, tais como
(LOBACEVSKII, [1840] 1955, pp. 17-45):

18. Duas linhas sdo sempre mutuamente paralelas'’.

19. Em um tridngulo retilineo a soma dos trés angulos nao pode ser maior que dois
angulos retos.

24. Quanto mais duas linhas paralelas sdo prolongadas do lado do paralelismo, mais elas
se aproximardo uma da outra™.

31. Chamamos de linha fronteiri¢a (horocirculo) a curva sobre um plano para a qual todas
as perpendiculares erguidas nos pontos médios das cordas sdo paralelas entre si. Na

' Podemos entender essa proposicdo como: se duas linhas, AB e CD, prolongadas, satisfazem a defini¢do de
paralelas de Lobacevskii, entdo em qualquer ponto delas, elas serdo paralelas.
%% Ou seja, do lado do paralelismo, a distincia entre duas linhas paralelas diminui ao serem prolongadas.
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figura 2.13, a linha ACH € o horocirculo, o segmento AC € a corda, da qual, no ponto
médio, D, sai a perpendicular DE, que sera paralela a linha FG, que € perpendicular ao
ponto médio da corda AH.

Figura 2.13: O arco AH forma o horocffculo, onde as linhas KL, FG, AB e DE sdo paralelas.

34. Superficie fronteirica®' (horoesfera) é a superficie que se forma a partir da revolugo
das linhas fronteiricas ao redor de um dos eixos. Na figura 2.14, Q representa a
horoesfera.

Figura 2.14: Q representa a horoesfera.

Lobacevskii também conseguiu encontrar, no caso do tridngulo esférico,va relagﬁg entre o
defeito na soma dos angulos do tridngulo e a drea dele sobre a esfera (LOBACEVSKII, [1840]
1955, pp. 24-25).

2 Superficie fronteirica seria a tradug@o adotada para boundary surface.
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A pangeometria € entdo fundada sobre uma série de proposi¢des e a negacdo do quinto
postulado, onde paralelas nao sdo eqiiidistantes mas assintéticas, e permite a Lobacevskii
construir uma férmula trigonométrica usando o angulo de paralelismo, para determinar a relacao
entre os lados e os angulos de um tridngulo retdngulo. Nesse caso, sejam a, b e ¢, os lados do
tridangulo e A,B e C os angulos opostos aos respectivos lados. Assim, Lobacevskii deduz as
equacdes que relacionam esses angulos e lados como (LOBACEVSKII, [1840] 1955, pp. 41-44)

sen A tanIl(a) =sen BtanII(b),

cos AcosII(b)cosII(c)+ sen 1(b) sen I(c) =1,
senII(a) 2.4)
cot AsenCsenII(b)+cosC = Ln(b),
cosII(a)
cos A +cosBcosC :M.
senlI(a)

Supondo os lados do tridngulo como muito pequenos e usando uma das proposi¢des de
Lobacevskii que relaciona os angulos e os lados de um tridngulo retingulo” (LOBACEVSKII,
[1840] 1955, p. 39), as equagdes 2.4 sdo as equagdes da geometria euclidiana que permitem
encontrar que a soma dos angulos do tridngulo pode ser menor que dois angulos retos na
pangeometria.

As Egs. 2.4 sio muito semelhantes a encontrada por Taurinus, e podem ser escritas,
usando a notagdo de fung¢des trigonométricas hiperbdlicas (ou seja, supondo os lados como av-1,
V-1 e V-1 de um triangulo esférico), como

sen A _ senB

senha senhb’

cosh a
cos A tanhbtanc + =1,
coshbcoshc
que pode ser reduzidas a
cos A senhbsenc+ cosha =coshbcoshc. (2.5)

Podemos ver que a Eq. 2.5 é muito semelhante a Eq. 2.1, fazendo-se a mudanga adequada
de parametros, porém nao ha indicios de que Lobacevskii ou Bolyai tivessem conhecimento do
trabalho de Taurinus (GRAY, 1989, p. 117).

Os trabalhos de Lobacevskii e Bolyai sdo iguais em muitos pontos. Um deles € a defini¢do
de retas paralelas a partir de um feixe de retas, que serve para estabelecer e provar varios
teoremas.

Um ponto que difere nos trabalhos é o objetivo estabelecido. Para Bolyai, a geometria
poderia ficar restrita apenas a um ‘“‘exercicio mental” enquanto que para Lobacevskii existe a

*2 Trata-se da proposicdo 36 (LOBACEVSKII, p. 39).
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necessidade de testar empiricamente a validade da nova geometria (CICENIA, 1994, p. 13).
Além disso, ele também acreditava que conceitos nao existem, mas sdo ‘“sentidos”, posicao que
serd a mesma adotada por Poincaré e Helmholtz, como veremos no préximo capitulo.

Superficies, linhas e pontos, como definidos em geometria, existem somente em nossa
representacdo; visto que realmente medimos superficies e linhas através de nossos
corpos.[...] De fato, ndo conhecemos nada na natureza além de movimento, sem o qual
nossas impressdes sdo impossiveis. Conseqiientemente todos os outros conceitos, por
exemplo conceitos geométricos, sdo gerados artificialmente pela nossa compreensio, a
qual deriva das propriedades do movimento; isto € porque o espago em Si mesmo € por si
mesmo ndo existe para nds (LOBACEVSKII, apud TORRETTI, 1984, p.65-82).

Além de contradizerem a concep¢do de espaco aceita até entdo, com propriedades
diferentes para “linhas retas”, a existéncia de uma nova geometria questionava também a
concepcdo da geometria como uma ciéncia empirica. Podemos falar de um espaco matemaético
abstrato, onde as propriedades sdo definidas a partir de um conjunto de teoremas e axiomas; € um
espaco fisico que tem suas propriedades admitidas a partir de observacdes e medig¢des. A
geometria como ciéncia empirica implicava sua aplicagdo no espaco fisico, além de sua
formulacao para o espago matematico.

Virios autores, exceto Lobacevskii, estavam preocupados apenas com 0O espaco
matematico. O espago proposto pela teoria de Newton e pela filosofia de Kant, era basicamente
Euclidiano e eqiiivaleria também ao espago fisico JAMMER, 1970, pp. 118-147). Lobacevskii
acreditava que o espaco fisico poderia ser representado por um espago matematico em que seria
vélida a geometria ndo-Euclidiana.

A futilidade de todos esses esfor¢os dos ultimos dois mil anos desde o tempo de Euclides,
me fazem supor que em geometria os proprios conceitos ndo implicam na verdade cuja
prova buscamos e cuja justificativa, como as justificativas de outras leis naturais, podem
ser alcancadas através da experi€ncia, como por exemplo por observacdes astrondmicas
(LOBACEVSKII, apud JAMMER, 1970, p. 149).

Portanto, a geometria de Lobacevskii poderia possuir exemplos em que era a unica
possibilidade de explicacdo, o que ele sup0s que aconteceria em experimentos de larga escala,
como medidas astrondmicas. Somente com medidas astrondmicas havia esperancgas de se aplicar a
pangeometria na explicacdo do espaco fisico.

Portanto a geometria imagindria se transforma na ordindria, quando supomos que os lados
de um triangulo retdngulo sdo muito pequenos.

Tenho, nos boletins cientificos da Universidade de Kazan, publicado algumas pesquisas
com relacdo a medida de linhas curvas, de figuras planas, das superficies e volumes dos sélidos,
bem como em relacdo a aplicacdo da geometria imagindria a andlise.

As equacdes 8 [2.4] teém nelas mesmas fundamentos suficientes para considerar a hipétese
da geometria imaginaria como possivel. Assim, ndo hi outros meios além das observagdes
astrondmicas, para julgar com exatiddo os cdlculos que pertencem a geometria imagindria.
(LOBACEVSKII, [1840] 1955, p. 44).

Lobacevskii pretendia, através da andlise de dados astrondmicos, determinar se, nesse
caso, a teoria da geometria imagindria se aplicaria. Para isso ele aplicou a teoria da pangeometria
para determinar a paralaxe de uma estrela e comparar este valor com o encontrado
empiricamente. Ele discutiu o caso de uma estrela fixa C com paralaxe 2p, localizada exatamente
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sobre um ponto A da 6rbita terrestre (em relacdo ao plano da 6rbita). No ponto B oposto da 6rbita,
cuja distancia AB=a, a paralela AC faria um angulo de paralelismo /f(a) (figura 2.15).

Se a linha BC ¢ paralela a linha AC, entdo Ifa) = (7w/2) — 2p. Do célculo do angulo de
paralelismo, ele encontrou que a< tan 2p. Considerando a menor paralaxe que ja havia sido
encontrada (correspondente 2 estrela Sirius, que era de 1.24’) e estimou que a<6,012.10°, onde
a tem dimensdo igual a 1. Lobacevskii também calculou o defeito em um tridngulo do sistema

solar formado por uma base e uma altura aproximadamente iguais ao diametro da 6rbita da terra,
encontrando o valor de 0°°,000003727 (LOBACEVSKII, 1898, pp. 19-24).

C

2p
I(a)

B A

Figura 2.15: AB € o diametro da Terra e C € a posicdo da estrela fixa com paralaxe 2p.

Outra diferenca entre os trabalhos de Lobacevskii e Bolyai foi o uso da Pangeometria para
o cdlculo de integrais definidas, o que mostra que ele estava interessado na aplicacdo da
geometria ndo-euclidiana e no apenas na sua axiomatizacio™:

Do que foi visto pode-se deduzir duas expressdes do valor da drea de um poligono
fechado, uma expressa por uma integral definida, a outra dependente somente da medida
do angulo de um poligono. Os dois valores calculados devem ser iguais. Deste modo
obtém-se um novo método de encontrar o valor de muitas integrais definidas, valores que
seriam dificeis de solucionar de outro modo (LOBACEVSKII, 1867, p. 314).

O defeito angular de um tridngulo ou de um poligono é proporcional a sua 4rea na
pangeometria, € como € possivel obter os angulos de um tridngulo na pangeometria usando
relacdes trigonométricas que envolvem o angulo de paralelismo (Egs. 2.4), também é possivel
obter a drea de um poligono usando as relagdes trigonométricas entre seus angulos. Portanto, é
possivel obter a drea de um triangulo, ou de um poligono, sem calcular uma integral. Lobacevskii
também propds algumas aplicacdes para a mecénica, relacionando velocidade e distancia com
angulos e linhas mas que ndo tiveram muita divulgacdo (DANIELS, 1975, p. 80).

Os trabalhos de Lobacevskii e Bolyai ndo foram muito bem recebidos de inicio e
permaneceram praticamente isolados durante muito tempo. Enquanto Bolyai publicou apenas o
apéndice na obra de seu pai, Lobacevskii publicou vdrios trabalhos sobre o assunto, traduzidos
também para francé€s e alemado, como: Geometria Imagindria, com tradu¢do também para o
francés em 1836; Pesquisas geométricas sobre a teoria das paralelas, em alemdao em 1840;
Pangeometria, com traducdo também para o franc€s em 1856; além de mais dois trabalhos
escritos apenas em russo, publicados em uma revista da Universidade de Kazan.

As diferentes concepcoes de espago que surgiram desde Platdo até o conceito atual
tiveram grande influéncia na aceitacdo da geometria ndo-euclidiana. Espacgo finito ou infinito,

2 Para Cicenia (1994, pp. 22-26), Lobacevskii teria sido influenciado por L. Carnot, ao adotar o mesmo conceito de
continuidade e de interpretacdo fisica dos conceitos matematicos.
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natureza do espaco, espago n-dimensional, etc, sdo vérias questdes que durante anos serviram

como base, bem como ajudaram a esclarecer as propriedades da geometria ndo-euclidiana e sua
. - N - . .. 24

aplicacdo na mecanica, mas ndo fazem parte do objetivo principal deste trabalho™.

** Para um resumo das posi¢des acerca da natureza e filosofia do espaco, veja ROSENFELD, 1988, pp. 181-205 ¢
RICHARDS, 1979.
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CAPITULO 3

GEOMETRIA DIFERENCIAL

z

Neste capitulo iremos tratar de outra abordagem da geometria, que € a geometria
diferencial, e como ela permite analisar diferentes geometrias nao-euclidianas, e também iremos
incluir a geometria num espaco com dimensdo maior que 3.

A teoria de méaximos e minimos de Leibniz, em 1684, introduziu a notacdo dos
diferenciais, que permitiam descrever variacOes infinitesimais, ou melhor, pequenas dimensoes
(STRUIK, 1933a, p.96). Este conceito aplicado na geometria permite encontrar a medida integral
de uma linha ou superficie, partindo de seu comprimento infinitesimal.

O uso de diferenciais na geometria permite, partindo de pequenas dimensdes, descrever
uma figura sobre uma superficie qualquer. Porém, quando a superficie ndo é um plano, a
curvatura influencia na sua descricao, alterando a variagao da coordenada ao longo das diferentes
direcdes.

Durante o século XVIII, os trabalhos de Leonhard Euler (1707-1783) e Alexis Claude
Clairaut (1713-1765) se destacaram no desenvolvimento de uma nova forma de andlise de
superficies curvas usando o cdlculo diferencial e integral (STRUIK, 1933a, p. 100). Neste
trabalho iremos nos concentrar na contribuicdo de Euler, uma vez que, além da influéncia que
teve sobre o desenvolvimento da geometria diferencial, sua andlise dos problemas de
isoperimétricos foi de fundamental importancia para a andlise do movimento®.

Euler usava a notagao da geometria diferencial para descrever a variagdo das coordenadas

ao longo dos eixos. Por exemplo, a expressio dz=pdx+qdy, onde pz[%j e
X

d . .
q= (d—z) representava a variagdo da coordenada z ao longo dos eixos x e y (EULER, [1728]
y

1732, p. 112). Porém, ao estudar uma superficie curva, a variacdo da coordenada deveria levar
em consideracdo a curvatura da superficie. Para Euler, a curvatura da superficie poderia ser
determinada pelo raio osculador, o qual, no caso das superficies era determinado usando-se
secoes normais. Uma secao normal corresponde ao plano que corta a superficie ao longo da
normal ao ponto onde se quer determinar a curvatura (figura 3.1). Em cada ponto € possivel
tracar vdrias secoes normais, sendo a secdo principal aquela em que o raio osculador € maximo.

No conceito dado por Euler (EULER, 1767, p. 142) o raio osculador da superficie (1),
dependia dos raios maximo f e minimo g em cada ponto, sendo que os raios maximo e minimo
eram determinados pelos planos que cortavam a superficie no ponto em que se pretendia
determinar a curvatura.

* No Capitulo 4 fazemos uma exposicio detalhada da relagdo entre o problema de isoperimétricos e as equagdes do
movimento.
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Figura 3.1: O raio de curvatura de Euler é determinado através das secdes normais, que fornecem
0s raios maximo e minimo em cada ponto da superficie curva.

Sendo ¢ o angulo entre as secdes normais que definem os raios osculador maximo e
minimo fe g, a expressdo para o raio osculador da superficie é dado por

2fe (3.1)
r= :
f+g—(f —g)cos2¢

Além de estudar a curvatura de uma superficie em fun¢do dos raios maximo e minimo e
do angulo entre as secdes normais, Euler também investigou o desenvolvimento de superficies
durante os anos 70 do século XVIIIL. Para isso ele representou as coordenadas x,y,z de um ponto
sobre uma superficie como funcdes de duas varidveis ¢ e u como (EULER, 1772, pp. 3-7)

dx* +dy” +dz* =dt* +du’,
PF+m*+n°=1, A +p*+v:i=1L,  IA+mpu+nv=0,
dx =1dt + Adu, dy = mdt + vdu, dz = ndt + vdu,

onde /,m,n sdo os cossenos dos angulos que a dire¢do das coordenadas ¢ e u faz com os eixos das
coordenadas x,y,z.

Através dessa representacdo Euler obtinha a descri¢cdo de uma figura sobre uma superficie
curva qualquer, tendo como referéncia eixos de coordenadas cartesianas exteriores a superficie.
Ou seja, as coordenadas das figuras sobre a superficie curva sdo projetadas sobre os eixos
cartesianos x,y,z .

Euler também apresentou vdérios trabalhos em trigonometria esférica (ROSENFELD,
1988, pp. 31-34) e, em 1779, apresentou um trabalho em que associava esse dois assuntos para
escrever a equacdo da linha geodésica sobre uma superficie. Lagrange, em sua Mécanique
Analytique (1788) também influenciou a geometria diferencial ao parametrizar as equacdes do
movimento® e da estatica (LAGRANGE, 1788).

Sob a influéncia de Lagrange e de Euler, o trabalho de 1827 de Gauss permitiu determinar
a curvatura de uma superficie curva qualquer, em funcdo apenas das suas propriedades
intrinsecas. Mas Gauss estava limitado ao espaco tridimensional euclidiano e foi para esse espaco

26 O trabalho de Lagrange seré discutido no Capitulo 4 desta tese.
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que determinou a relacdo entre o defeito na soma dos angulos de um tridngulo e a drea deste

tridangulo sobre uma superficie qualquer.
Apenas em 1854, Riemann, em sua tese de livre docéncia, apresentou uma forma de

extensdo das idéias de Gauss para um espaco n-dimensional, e que, algum tempo depois, em
1868, foi associado por Beltrami a geometria de Lobacevskii.

O que discutiremos neste capitulo sdo os pontos principais na obra de Gauss e Riemann, e
como Beltrami e Lamé utilizaram a nova geometria para determinar outras propriedades de
curvas e espaco que foram de fundamental importancia no desenvolvimento da mecanica ndo-

euclidiana.

3.1 A GEOMETRIA INTRINSECA DE GAUSS

Carl Friedrich Gauss (1777-1855) desenvolveu trabalhos em varias areas, envolvendo
astronomia, matematica, fisica, etc. No periodo de 1818 a 1825, realizou uma série medidas de
campo para o rei de Hannover (figura 3.2). Este fato aumentou seu interesse pelo estudo das
geodésicas que vinha do estudo do mapeamento da superficie terrestre sobre uma esfera e um
plano, em 1816 (MAY, 1981, p. 298).
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Figura 3.2: Mapa da triangulagao feita por Gauss, de uma regido da Alemanha.
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Com o fim das medidas de campo, Gauss dedicou-se aos cdlculos e andlise dos resultados
e paralelamente, em outubro de 1827, apresentou a Sociedade Real de Géttingen o trabalho
Disquisitiones generales circa superficies curvas, que se tornou seu trabalho fundamental
introduzindo a geometria diferencial em superficies curvas quaisquer. Nele, Gauss tratou da
curvatura de uma superficie curva de modo diferente do que era conhecido desde Euler. Além de
relaciond-la com a drea correspondente sobre uma esfera auxiliar, Gauss encontrou equacgdes para
a curvatura que dependiam das coordenadas intrinsecas a superficie, o que lhe permitiu definir
seu Theorema Egregium, e construir uma linguagem em geometria diferencial que servird como
base para o desenvolvimento posterior de uma geometria nao-euclidiana por Riemann (1854).

3.1.1 A natureza da superficie curva

Gauss inicia o seu trabalho definindo uma esfera auxiliar para o estudo de uma superficie
curva qualquer. A esfera auxiliar tem raio unitdrio, sem unidade dimensional. Gauss utiliza a
esfera auxiliar para descrever dire¢cdes de retas e planos. A direcdo de uma reta qualquer pode ser
associada a um raio da esfera, paralelo a mesma (figura 3.3); e esse raio pode ser representado
pelo ponto em que ele toca a superficie da esfera. Assim, a direcdo de uma reta pode ser
representada por um ponto na superficie da esfera (GAUSS, 1827, se¢des 1 e 2 ). Na figura 3.3, a
direcdo da reta r é dada pelo ponto P sobre a esfera auxiliar.

Figura 3.3: O ponto P sobre a esfera auxiliar representa a dire¢do da reta r, paralela ao raio da
esfera auxiliar.

Note-se que, a rigor, temos na esfera sempre dois raios opostos, paralelos a qualquer reta.
Gauss considera sempre retas orientadas, o que elimina a indeterminacao dessa correspondéncia.

Consideremos uma superficie curva diferenciavel: é possivel tracar um plano tangente em
cada ponto da superficie e, sobre este ponto, uma normal ao plano tangente. A normal, ou o que
poderiamos descrever como um vetor normal, tem sua direcdo definida por um raio
correspondente (paralelo) na esfera auxiliar e por um ponto na superficie da esfera. Dessa forma,
a cada ponto da superficie curva fica associado um ponto na superficie da esfera de referéncia.
Como sobre a superficie curva as normais em diferentes pontos podem ter a mesma direcao, os
raios correspondentes podem ser sobrepor. Do mesmo modo, uma figura sobre a superficie curva
tem vdrios raios associados na esfera auxiliar e desse modo forma uma figura também sobre a
esfera auxiliar.

A normal a um ponto P=(x,y,z) da superficie curva € representada pelo ponto P’ sobre a
superficie da esfera de referéncia, que tem coordenadas X, Y, Z. Como o raio da esfera de
referéncia € unitdrio, as coordenadas desse ponto sd@o os cossenos dos angulos formados pela
normal com as direc¢des x, y, Z.

A direcdo de um plano pode ser caracterizada também utilizando a esfera de referéncia.
Consideremos um plano qualquer, e um plano paralelo a ele que passe pelo centro da esfera e que
a corta em um circulo maximo. Esse circulo méximo representa a direcdo do primeiro plano

27



(figura 3.4). Porém, a direcdo do plano pode ser também representada através da direcao de sua
normal. Como a normal ao plano pode ser representada por um ponto na esfera de referéncia,
entdo a direcao do plano pode ser descrita por esse ponto.

N

Figura 3.4: O ponto A sobre a esfera auxiliar representa a dire¢do do plano, paralelo ao plano que
corta a esfera formando um grande circulo..

Com a associacao de qualquer reta, plano e angulos a pontos sobre a superficie da esfera
auxiliar, o estudo de qualquer superficie curva, a qual se pode sempre determinar ponto a ponto
através de planos tangentes, € normais a esses planos, passa a ser feito através da trigonometria
esférica, que no inicio do século XIX j4 era bem conhecida.

Definida a esfera auxiliar, é possivel estudar a natureza da superficie curva através da
andlise da normal ao plano tangente em cada ponto da superficie curva, utilizando para isso as
coordenadas de cada ponto e seu correspondente na esfera auxiliar. Para este fim, Gauss adota
trés métodos de descricao da superficie, supondo sempre que se trata de uma curvatura “suave e
continua”, ou seja, em linguagem atual, em que as derivadas de primeira e segunda ordem nao se
anulam (GAUSS, 1827, secdes 3,4 e 5).

O primeiro método consiste em definir uma fun¢do que descreve a superficie como
W=f(x,y,2)=0, onde x, y, z sdo as coordenadas cartesianas de cada ponto sobre a superficie. A
forma diferencial dessa relagdo € escrita por Gauss como dW=Pdx+Qdy+Rdz, onde os
coeficientes P, Q, R sdo evidentemente as derivadas parciais de W em relacdo a cada uma das
coordenadas. Neste e em outros pontos, a notagdo utilizada por Gauss é diferente da atual, o que
dificulta um pouco a compreensdo de seu raciocinio.

Figura 3.5: As coordenadas p e g estdo sobre a superficie curva.

28



O segundo método assume um sistema de coordenadas p, g sobre a superficie curva,
sendo que x=x(p,q); y=y(,q); z=z2(p,q), onde x,y,z sdo as coordenadas cartesianas do ponto sobre
a superficie (figura 3.5). A forma diferencial dessas relagdes € apresentada por Gauss como
dx=adp+a’dq; dy=bdp+b’dq; dz=cdp+c’dq.

O terceiro método utiliza coordenadas cartesianas como o primeiro método, mas assume
que a terceira coordenada z € uma fungdo das outras duas, ou seja, z=z(x,y). Sob forma
diferencial, dz=tdx+udy, onde ¢ e u ndo sdo coordenadas como p e ¢, mas sim parametros que
correspondem a variagdo das coordenadas x e y em relagdo a z.

Fazendo uma andlise geométrica e utilizando considera¢des de proporcionalidade, Gauss
determina a relacdo entre as coordenadas X, Y, Z na esfera auxiliar (ou seja, a dire¢do da normal a
superficie) e as derivadas das coordenadas na superficie curva (ou seja, os coeficientes das
relacdes acima descritas).

Para os trés métodos anteriores temos, respectivamente:

Primeiro método

P Q . R

Xzi\/ 5 5 2;Y= /== , (3.2)
P"+Q"+R

+ 7=+
JP?+Q% +R? JP>+Q? +R?

onde o sinal deve ser escolhido de tal forma que a normal esteja dirigida para o lado do plano
tangente que ndo contém a superficie, naquele ponto.

Segundo método

X:ibc—cb'Y:ica—ac‘Z:iab—ba 3.3)
A A A
onde A representa
A= \/ (bc'—cb')2 + (ca'—ac')2 + (ab'—ba')z.
Terceiro método
(3.4)
X=+ t Y=+ 4 . 7=+ -1

1+ t2 w2’ 1+ t2 40l 1+ 4w

Assim, a partir da funcdo que descreve a superficie curva, em cada um dos trés métodos,
pode-se determinar a dire¢ao da normal a cada ponto da superficie. Esse é o ponto de partida da
andlise que Gauss desenvolve para a curvatura da superficie.
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3.1.2 A curvatura da superficie

A correspondéncia entre pontos da superficie e da esfera é feita através da direcdo da
normal, porém nao de forma biunivoca. Portanto, quando essa comparagdo ¢é feita com uma linha
ou uma figura, as duas figuras podem ter formas semelhantes ou diferentes.

Assim como a cada ponto definido sobre a superficie curva € feito corresponder um ponto
definido sobre a esfera, pela direcdo da normal a superficie curva que € transferida para a
superficie da esfera, da mesma forma também qualquer linha, qualquer figura, sobre a
superficie curva serd representada pela correspondente linha ou figura sobre a superficie
da esfera. Na comparagdo de duas figuras correspondentes entre si deste modo, uma das
quais serd o mapeamento da outra, dois pontos importantes devem ser considerados: um
quando apenas a quantidade é considerada; o outro quando, desprezando relagdes
quantitativas, apenas a posi¢do é considerada (Gauss, 1827, secdo 6).

As quantidades a que se refere Gauss correspondem as dreas das figuras; enquanto que as
consideragdes de posi¢do se referem a dire¢cdo adotada para a normal. Quando todas as
normais tém o mesmo sentido, elas podem formar sobre esfera auxiliar figuras semelhantes a
que estd sobre a superficie curva (figura 3.6). Evidentemente, essas duas figuras podem ter
formas completamente distintas se as normais tiverem sentidos opostos.

Figura 3.6: As normais ao plano tangente a cada ponto da figura sobre a superficie curva sdo
representadas por pontos sobre a esfera auxiliar, formando uma figura semelhante.

A correspondéncia entre a figura sobre a superficie curva e a figura sobre a esfera auxiliar
permitiu a Gauss estabelecer um novo conceito de medida da curvatura e determinar esta
constante em funcdo das coordenadas da superficie curva através dos métodos anteriores
(GAUSS, 1827, secdo 6).

Gauss define a curvatura pela razio entre as dreas da figura sobre a esfera auxiliar e sobre
a superficie curva. Sendo o raio da esfera auxiliar sem unidade dimensional, a area da figura
sobre a esfera também ndo tem unidade dimensional. Como a drea da figura sobre a superficie
curva tem dimensdao de comprimento ao quadrado, a curvatura terd dimensdo do inverso de
comprimento ao quadrado.

Assim, a cada parte de uma superficie curva encerrada com limites definidos associamos
uma curvatura total ou integral, que é representada pela drea da figura sobre a esfera que
lhe é correspondente. Desta curvatura integral deve ser distinguida uma curvatura mais
especifica que chamaremos medida da curvatura. Esta ultima se refere a um ponto da
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superficie, e deverd denotar o quociente obtido quando a curvatura integral do elemento
de superficie ao redor de um ponto € dividida pela area do préprio elemento; e, portanto
ele denota a razdo de dreas infinitamente pequenas correspondentes uma a outra sobre a
superficie curva e a esfera (GAUSS, 1827, secdo 0).

O raio de curvatura de Euler, como foi mostrado no inicio deste Capitulo (ver Eq. 3.1), s6
pode ser definido em cada ponto, utilizando-se as se¢des normais. Pelo contririo, o conceito
introduzido por Gauss pode ser aplicado em um ponto (utilizando-se figuras infinitesimais), mas
também pode ser aplicado a uma regido finita da superficie. O valor da medida de curvatura
obtido pelo método de Gauss € igual ao valor do raio de curvatura de Euler, apesar de obtido por
um método diferente. Na sec@o 8, Gauss utiliza uma escolha adequada de eixos e compara seu
resultado ao que ja havia sido obtido por Euler, estabelecendo o seguinte teorema, que
corresponde a defini¢do de raio de curvatura de Euler:

A medida de curvatura em qualquer ponto da superficie € igual a uma fragdo cujo
numerador € a unidade, e cujo denominador € o produto dos raios de curvatura extremos
das secOes normais planas (GAUSS, 1827, secdo 8).

A medida de curvatura corresponde a curvatura em cada ponto da superficie e, integrada,
fornece a curvatura para toda a superficie curva. Dependendo do sentido adotado para a normal
como positivo, a medida de curvatura pode ser positiva ou negativa, o que deve ser levado em
consideracdo na integracdo, para determinar a curvatura final. Com isso, alguns pontos se
sobrepdem e outros se anulam na integracdo total (Gauss, 1827, secoes 6 a 11) .

Para calcular a razdo entre as duas dreas (na superficie e na esfera auxiliar)
correspondentes a um pequeno tridngulo, Gauss utilizou um recurso interessante: dois triangulos,
um sobre a superficie curva e outro sobre a esfera auxiliar. Os dois tridngulos possuem a mesma
normal e pertencem a planos paralelos; por isso, as dreas de suas proje¢des no plano xy mantém a
mesma propor¢cdo que as dreas dos triangulos. Basta, portanto, considerar as projecdes desses
dois triangulos para calcular a curvatura da superficie.

Considerando um pequeno tridngulo ABC sobre a superficie curva, como na figura 3.7, as
coordenadas dos vértices do tridngulo podem ser escritas em fun¢do da coordenada de um dos
vértices. Seja A=(x,y) o vértice a partir do qual as outras coordenadas serdo descritas. Em relacao
ao vértice A, o vértice B possui incrementos na dire¢cdo do eixo x e na direcdo do eixo y, que
denotaremos por 0.

y A
B E
D
C
A »
F X

Figura 3.7: A relacdo entre as dreas sobre a superficie curva e sobre a esfera auxiliar, do tridngulo
ABC, fornece a medida de curvatura.

Um incremento diferente daquele do vértice B serd denotado por d. Desta forma, o vértice C
possui um incremento dx na dire¢cdo do eixo x, e dy na direcdo do eixo y. O vértice D do
retangulo que contém o tridngulo ABC, possui 0 mesmo incremento que o vértice B do triangulo,
na dire¢do y, portanto dy. Desta forma, podemos escrever as coordenadas dos vértices como
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A=(x.y), B=(x+0x, y+0y), C=(x+dx,y+dy),
D=(x,y+dy), E=(x+dx,y+dy), F=(x+dx,y).

Assumindo x=0,y=0 para facilitar, a drea do tridngulo ABC serd igual a drea do quadrado ADEF
subtraida da soma das éreas dos tridngulos ADB,BEC,AFC, o que fornece o resultado dxdy —
oxdy, ou oxdy — dxdy, de acordo com a posi¢do do ponto B em relagio ao ponto C.

Para o tridngulo correspondente sobre a esfera auxiliar, usando agora as coordenadas
como X e Y, pode ser obtida uma expressao semelhante para a drea. Deste modo, a medida de
curvatura, que € a relagc@o entre a drea do tridngulo sobre a superficie curva e a area do tridngulo
correspondente sobre a esfera auxiliar, pode ser dada por (GAUSS, 1827, sec¢ao 7)

_dX8Y —dY8X (3.6)
dxdy —dydx

onde o numerador corresponde a projecdao no plano xy da drea do tridngulo sobre a esfera auxiliar
e o denominador corresponde a projecdo no plano xy da drea do tridngulo sobre a superficie
curva.

Usando os trés métodos anteriormente apresentados que descrevem a natureza da
superficie curva, a medida de curvatura k¥ em um ponto pode ser escrita em funcido dos
coeficientes diferenciais que descrevem as coordenadas da prépria superficie, ficando, para os
trés métodos, da seguinte forma:

1° método (Gauss, 1827, secdo 9)

k(P2+Q2+R?2 = PAQ'R’-P2) + QAP'R'-Q2) + R¥(P’Q-R™?) +  (3.7)
ZQR(Q”R”_P’P”) + 2PR(P”R”_Q’Q”) + 2PQ(P,’Q,’_R’R,’)’

onde P’, O’ e R’ sao as derivadas primeiras dos coeficientes diferenciais P, Q, R em relacdo as
respectivas coordenadas, e P”, O e R” sdo as derivadas segundas correspondentes.

3° método (Gauss, 1827, secdo 7)

3.8)
TV - U?

k=Z6(TV—U2)(1+t2+u2)=Z4(TV—U2)=( -y
I+t"+u

9

onde, em notag¢do atual, =0z/dx, u=0z/dy, T=0%z/0x2, U=0%z/0xdy, V=0%z/dy?, Z2=1/(1++u?).
2° método (Gauss, 1827, secdo 10)

DD"-D" (5:9)
(A2 +B2+C2f

k=
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onde A=bc’—cb’, B=ca’-ac’, C=ab’-ba’, D=A(0%x/dp?)+B(d%y/dp?)+C(0%z/dp?),
D’=A(0%x/dpdq)+B(02y/dpdq)+C(0%2/dpdq), D’=A(9%x/dg?)+B(92y/dg?)+C(3%2/dg?).

O segundo método tem a vantagem de trabalhar com quaisquer coordenadas p, g sobre a
propria superficie curva. Assim, os métodos utilizados por Gauss até a Eq. 3.8, faziam uso de
coordenadas extrinsecas, ou seja, partiam da projecdo da superficie sobre os eixos cartesianos. No
entanto, na Eq. 3.9, aparecem as derivadas das coordenadas cartesianas em relagdo a essas
coordenadas intrinsecas, p,q, 0 que permite Gauss rescrever o resultado obtido de um modo que
envolve as derivadas das coordenadas na prépria superficie curva, obtendo

JEJG dEIG ,dEF

ity Rl

NG aFaG+(an Pk WP kA

LIPS

ddy P (3.10)
EIG_EF_(E) e[ B IF 96
ok )

_I_

onde E=a?+b%+c?, F=aa’+bb’+cc’, G=a’?+b’2+¢’2, sendo a, b e ¢ definidos como no 2° método de
descricdo da natureza da superficie.

Os parametros E, F, G possuem um significado importante. Se utilizarmos a relagdo para
um elemento de linha como: a’s2:a’x2+dyZ+a’z2 e substituirmos os diferenciais das coordenadas
cartesianas em funcdo dos diferenciais das coordenadas intrinsecas a superficie, utilizando
dx=adp+a’dq, dy=bdp+b’dq e dz=cdp+c’dq, substituindo depois os coeficientes E, F, G,
encontramos, para o elemento de linha nas coordenadas intrinsecas da superficie, a expressao
(GAUSS, 1827, secaol?2)

ds* =Edp*+2Fdpdq+Gdq’. (3.11)

Podemos portanto considerar que E, F, G sdo as fung¢des das coordenadas intrinsecas p, ¢
que permitem calcular o elemento de linha. Dessa forma, fica eliminada toda relacdo com as
coordenadas cartesianas. As expressdes encontradas para a curvatura e elemento de linha nao
dependem das coordenadas cartesianas x, y, z, apenas das coordenadas p, g, sobre a superficie
curva.

Como os coeficientes E, F, G dependem apenas de p, g e das derivadas dessas
coordenadas em relacdo a projecdo sobre a esfera auxiliar, € possivel “varrer” toda a superficie
curva, fazendo uso de coordenadas intrinsecas. Como a curvatura € a integracdo da medida de
curvatura, fica possivel obté-la apenas com as coordenadas sobre a prépria superficie curva.

Sendo a curvatura em cada ponto determinada a partir de E, F' e G, que sdo os coeficientes
do elemento de linha, segue-se que duas superficies nas quais os elementos de linha sejam
descritos por férmulas semelhantes, em pontos correspondentes, terdo a mesma curvatura. Ou,
dito de outro modo: se forem iguais as medidas elementares de distdncia em todas as dire¢des, a
partir de pontos correspondentes de duas superficies, entdo as curvaturas dessas superficies serdao
iguais nos pontos correspondentes.
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Gauss apresentou essa propriedade da seguinte forma: se a distancia entre todos os pares
de pontos ndo se altera quando uma superficie é desenvolvida sobre outra (entendendo-se
desenvolvimento como se pudéssemos ‘“cobrir” uma superficie com a outra), entdo os
coeficientes do elemento de linha permanecem inalterados, o que leva ao Theorema Egregium de
Gauss:

Se uma superficie é desenvolvida sobre qualquer outra superficie, a medida de curvatura
em cada ponto permanece inalterada (Gauss, 1827, secdo 12).

Uma superficie que pode ser desenvolvida sobre um plano, como um cone ou um cilindro,
possui curvatura igual a zero. Um plano ndo pode ser desenvolvido sobre a superficie de uma
esfera, por isso ndo possuem a mesma curvatura. Podemos comparar isso com o que se pode
fazer manipulando materiais, como o que se faz com uma folha de papel. Se tomamos uma folha
de papel plana e a enrolamos, transformando-a em um cilindro ou cone, sem que as distancias
entre pontos proximos se altere, ou seja, sem deformacao eléstica, isso significa que a curvatura
do cilindro ou cone € igual a curvatura do plano. Mas ndo podemos transformar uma folha de
papel em uma esfera, sem que haja deformacao eldstica, entdo a curvatura da esfera € diferente da
curvatura do plano.

O conceito de desenvolvimento de uma superficie sobre outra pode ser entendido através
da analogia com uma rede flexivel e inextensivel, tal que a distancia entre os “nds” permanece a
mesma quando esta rede envolve duas superficies diferentes. Ou seja, se uma esfera é envolta
nesta rede e entdo esta rede é levada a envolver outra superficie curva, sem sofrer qualquer
alteracdo de distincia entre os nds, entdo a curvatura desta superficie curva € a mesma da esfera.
Esse conceito serd muito importante quando a geodésica numa superficie for associada a
trajetéria do sistema. Nesse caso, superficies que podem ser “desenvolvidas” implicardio em
sistemas mecanicos semelhantes, como veremos no Capitulo 5.

3.1.3 A soma dos angulos do triangulo

O passo seguinte no trabalho de Gauss € a aplicacdao deste resultado para o tridngulo
geodésico de tamanho finito. Para encontrar a curvatura para essa figura, inicialmente Gauss
estabelece uma série de propriedades paras as “linhas mais curtas™’ (Gauss, 1827, secdes 14 a
16). Utilizando as definicdes dadas nas primeiras pédginas do trabalho, que relacionam a
geometria na superficie curva e na esfera auxiliar, Gauss estabelece dois teoremas que serdo
importantes posteriormente, na relagdo entre geometria ndo-euclidiana e mecanica:

TEOREMA: Se sobre uma superficie curva um nimero infinito de linhas mais curtas de igual
comprimento saem de um mesmo ponto inicial, a linha unindo suas extremidades serd normal a
cada uma das linhas. (GAUSS, 1827, se¢do 15).

TEOREMA: Se sobre uma superficie curva imaginamos qualquer linha que seja, a partir da
qual sai, em angulo reto, de diferentes pontos, um nimero infinito de linhas mais curtas e de
mesmo comprimento, e que estio do mesmo lado, a curva que une suas extremidades cortard
cada uma das linhas em angulo reto. (GAUSS, 1827, se¢do 16).

*7 Gauss ndo usa o termo “geodésica”, e se refere sempre a “linhas mais curtas”.
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Figura 3.8: As linhas mais curtas que saem do mesmo ponto central sdo normais a linha que une
suas extremidades, passando por P.

Usando o segundo teorema, ele associa aos coeficientes E, F, G um significado
geométrico no sistema de coordenadas p, g, considerando-se o crescimento de cada uma das
coordenadas separadamente, ¢ mantendo-se a outra constante. Uma das possibilidades de
representacio dessas coordenadas intrinsecas € utilizar como uma das coordenadas a constancia
até um ponto determinado e a outra coordenada como sendo um angulo, e entdo transformar as
coordenadas p,q para coordenadas polares.

Figura 3.9: Sobre a superficie curva, o sistema de coordenadas pode ser representado, de modo que
o elemento de linha dl, faz um angulo 8 com o elemento de linha ds.

Os elementos de linha dl; e dl, (figura 3.9) podem ser escritos em funcao do angulo @, e,
aproximando-se o tridngulo infinitesimal da figura 3.9 por um triangulo plano, pode-se aplicar as
propriedades da trigonometria plana para encontrar o elemento de linha ds Nesse caso, com uma
escolha adequada de unidades, E=1 e F=0, obtém-se a seguinte equac¢do para a medida de
curvatura (Gauss, 1827, secoes 17 a 20)

_i azm om (3.12)

k= m@ onde do = _gdq sendo m=\/a.

A adocdo do sistema de coordenadas da figura 3.9 e os teoremas anteriores permitem
escrever a equacao da geodésica em coordenadas polares (LUTZEN, 1995, p. 5).

A seqii€éncia de desenvolvimentos feitos por Gauss nas se¢des anteriores tem como
objetivo encontrar a soma dos angulos de um tridngulo sobre uma superficie qualquer, portanto, o
passo seguinte € o calculo da medida de curvatura para o tridngulo retangulo geodésico.
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Calculado a integral da medida de curvatura para um tridngulo finito formado por “linhas
mais curtas” (geodésicas), Gauss encontra a relacdo entre o excesso ou déficit (comparado com
180°) da soma dos angulos do tridngulo e a 4rea do tridngulo correspondente sobre a esfera
auxiliar:

O excesso sobre 180° da soma dos dngulos de um tridngulo formado por linhas mais
curtas sobre uma superficie concava-concava, ou o déficit de 180° da soma dos angulos de
um tridngulo formado por linhas mais curtas sobre uma superficie concava-convexa, €
medido pela 4rea da parte da esfera a qual corresponde, através das dire¢des das normais
aquele tridngulo, se a superficie total da esfera é tomada igual a 720 graus®. (Gauss, 1827,
secdo 20)

O resultado pode ser generalizado para qualquer poligono de n lados que possa ser
subdividido em triangulos.

Figura 3.10: O déficit ou excesso, sobre 180°, na soma dos angulos do tridngulo sobre a superficie curva
(em azul) é proporcional a drea do tridngulo sobre a esfera auxiliar (ao lado). Em (a) temos uma superficie
com curvatura positiva; em (b) temos uma superficie com curvatura negativa.

A relacdo entre a soma dos angulos e a drea jd era conhecida para um triangulo esférico
(Legendre, 1817, p. 426); o resultado de Gauss generaliza essa relagdo para um tridngulo sobre
qualquer superficie curva (Gauss, 1827, secdes 21 a 27).

No caso de um tridngulo finito, onde a curvatura pode ser diferente em cada um dos
vértices, Gauss analisou a diferenca angular em cada um dos vértices do tridngulo formado por
linhas geodésicas (figura 3.11).

Consideremos um triangulo de angulos A, B,C, lados opostos aos dngulos respectivamente
iguais a a,b,c, sobre uma superficie curva de raio médio de curvatura constante R? , cuja érea € o,
e outro tridngulo retilineo geodésico, de dngulos A* B* C*. Para uma superficie com curvatura

constante, a soma dos angulos do tridngulo é A+ B+C = 7r+% » - Se compararmos com um

tridangulo no plano, onde A*+B*+C* =7 ,temos A*+B*+C*=A+ B+ C—%Z .

% Note-se que Gauss utiliza graus como medida de dngulo s6lido, neste ponto.
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Figura 3.11: ABC representa um 'triéngulo geodésico com lados a,b,c sobre a superficie curva S.

Se a curvatura nio é constante, o termo ©, varia em cada um dos vértices. Nesse caso,
RZ

cada um dos angulos deve ter uma correcao devida a essa curvatura, o que pode ser feito através
da expansdo em série dos trés angulos do tridngulo. Feita a expansdo, o resultado geral para um
triangulo qualquer que relaciona os angulos e a area, € dado por

Ar=A-—2 % (b4’ —2a%)
3R? 180R
o o 2 2 2
B*=B— - a?+c?—2b%),
3R? 180R4( )
Cr=C-—2 -9 (a2 +b2-2¢?)

3R2  180R*

lembrando que a,b,c sdo os lados do tridngulo. E curioso que, depois de dezenas de paginas de
complexas deducgdes gerais, Gauss utilizou esse resultado ao problema pritico de medidas da
superficie da Terra. Desprezando os termos de quarta ordem em relacdo ao lados dos tridngulos,
Gauss aplicou essa relacdo ao caso do tridngulo entre as cidades de Hohehagen, Brocken e
Inselberg (Gauss, 1827, secdo 28):

Entdo para os dngulos A, B, C sobre uma superficie ndo-esférica, devem ser aplicadas
reducdes desiguais, tais que os senos dos angulos alterados se tornem proporcionais aos
lados opostos. A desigualdade, geralmente falando, serd de terceira ordem; mas se a
superficie diferir pouco de uma esfera, a desigualdade serd de ordem mais alta. Mesmo
nos maiores tridngulos sobre a superficie da terra, cujos angulos sdo possiveis de se medir,
a diferenca sempre pode ser considerada como insensivel. Assim, por exemplo, no maior
dos tridngulos que pudemos medir nos anos recentes, ou seja, aquele entre os pontos
Hohehagen, Brocken, Inselberg, onde o excesso da soma dos angulos foi 14785348, o
célculo deu as seguintes reducdes a serem aplicadas aos dngulos:

Hohehagen. ............... —-4795113
Brocken................... —-47.95104
Inselberg. ................. —47.95131.
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O tridngulo formado por essas trés cidades ndo é equildtero®, e a curvatura estd variando
de um ponto para outro, pois o tridngulo estd sobre a superficie da Terra. Para esse triangulo,
aplicando a teoria desenvolvida, Gauss obteve os valores acima. A medicdo feita por Gauss
fornece uma diferenga entre as correcdes dos trés angulos na casa do décimo de milésimo de
segundo de arco, o que € desprezivel tendo em vista a precisdo permitida pelos aparelhos
utilizados na época. Com instrumentos modernos, a precisdao nas medidas fica entre 3 e 6
segundos de arco para cada observacdo e mesmo repetindo as observacdes, os erros ficariam
entre 1 e 2 segundos de arco, em boas condicdes de observacio (BREITENBERGER, 1984, p.
279).

Apesar de nao ter sido ttil na aplicacdo pratica, a teoria desenvolvida por Gauss permitiu
encontrar as propriedades de qualquer superficie curva utilizando suas coordenadas intrinsecas.

Lobacevskil e Bolyai estdo estudando um espago tridimensional que nao € igual ao da
geometria euclidiana, diferentemente de Gauss. Quando Lobacevskii procura comparar essa
geometria com as observagdes astronOmicas, ele ndo estd estudando as propriedades de uma
superficie, mas de um espaco tridimensional, enquanto que Gauss estd estudando uma superficie
sobre o espaco euclidiano. Ou seja, Gauss nao estd colocando em duvida que o espago €
euclidiano.

Houve algumas aplicacdes do trabalho de Gauss no mapeamento de superficies (relagao
entre curvatura e elemento de linha) e para determinar geodésicas sobre um elipsdide, como o
trabalho de Jacobi (1804-1851) em 1838. Mas além de aplicacdes, a geometria diferencial
durante a década seguinte nao recebeu muitas contribuicdes. A geometria algébrica apresentava
novos resultados tanto na Franga quanto na Alemanha, paises onde estavam os matematicos mais
reconhecidos do periodo, e recebia mais aten¢do do que a geometria diferencial.

Durante a década seguinte, as questdes relacionando a teoria diferencial e sua aplicac@o na
mecanica e na optica foram o centro das atengdes. Os trabalhos de Gabriel Lamé, envolvendo
elasticidade, faziam uso da descri¢do da superficie usando o método de Gauss, e influenciaram
Beltrami na andlise das geodésicas, como veremos posteriormente. Outros como Liouville,
Serret, Poisson, entre outros na Franca, mostravam como os trabalhos de Gauss e Jacobi eram
importantes para as leis do movimento no espago Euclidiano® (STRUIK, 1933b, pp-167-172),
principalmente por seu cardter invariante.

Outro aspecto da geometria desenvolvido durante a década de quarenta foi sua extensdo
para o caso de mais de trés varidveis, como os trabalhos de Arthur Cayley (1843) e Hermann
Grassmann (1844), em que o nimero de varidveis usado na teoria algébrica se confunde com
nimero de graus ou dimensdes, mas nao € associado a geometria. Cayley introduz o termo
“geometria de n-dimensdes”, mas apenas desenvolve uma teoria algébrica com n varidveis.
Grassmann fala de entes geométricos com mais de 3 dimensdes, mas ndo relaciona com a
realidade, mantendo dimensdes superiores apenas para a algebra. Schlifli em 1851, publica um
trabalho sobre geometria euclidiana multidimensional, como um caso especial de geometria
analitica de n dimensdes, em que a geometria do plano e do espagco € um caso especial quando
n=2 e n=3 (ROSENFELD, 1988, pp. 247-257). Para o conceito de espago aceito, a geometria
diferencial era uma geometria descritiva, de posicdo, portanto somente aplicdvel no caso do
espaco de trés dimensdes. A unido entre a geometria diferencial e a geometria de n-dimensdes,
com a conseqiiente mudangca no conceito de espaco, foi feita no trabalho apresentado por
Riemann em 1854, publicado em 1867.

* As distancias sdo: Hohehagen-Brocken=70km; Inselberg-Hohehagen=82 km; Brocken-Inselberg=105km.
30 A aplicacdo da geometria diferencial na mecénica serd explorada no préximo capitulo desta tese.
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3.2 A MULTIPLICIDADE DE RIEMANN

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), nasceu em Hannover em 1826, sendo o
segundo de seis filhos. Teve o pai como mestre até os 10 anos de idade, e sob sua influéncia
ingressou na Universidade de Gottingen em 1846 no curso de teologia, mudando o curso para
filosofia depois de se interessar por matemdtica. Em 1847 mudou-se para a Universidade de
Berlim para estudar com Steiner, Jacobi, Dirichlet e Eisenstein, retornando para Géttingen em
1849 onde se formou e teve sua tese de livre docéncia, Ueber die Hypothesen, welche der
Geometrie zu Grunde liegenﬂ, apresentada em 1854 (FREUDENTHAL, 1981, p. 456). Riemann
ndo possui uma grande quantidade de trabalhos, mas os que produziu influenciaram tanto a
matematica quanto a fisica, principalmente a teoria da relatividade de Einstein.

Neste trabalho, € feita a introducdo ao conceito de multiplicidade n-dimensional e
generalizacdo do conceito de curvatura dado por Gauss em Disquisitiones generales circa
superficies para uma superficie n-dimensional. Além da introducdo de novos conceitos
matematicos, ha também a introdu¢do de uma nova idéia sobre o conceito do espaco em si.
Diferente da posicdo da maioria dos matematicos e filésofos da época, que admitiam a estrutura
métrica como fixa e independente do fendmeno fisico a que estd associada, Riemann considera
que o espago € destituido de forma, e a adquire somente através do material que o preenche e
determina suas relagcdes métricas. Posteriormente, a concepcdo de que o espago pode ter sua
métrica varidvel e “influencidvel” pelos fenomenos levou alguns autores a associar a métrica a
um campo métrico, analogamente ao campo elétrico, campo magnético, etc., onde as
propriedades métricas alterariam os fendmenos (SCRIMIERI, 1992, pp. 155-156).

O espaco para Riemann ¢é diferente do espaco euclidiano. Ao espago euclidiano €
associada a geometria fundamentada nos Elementos. Espago para Riemann € passivel de qualquer
relacdao métrica, do qual o espaco euclidiano € um dos casos em que a dimensao € igual a 3, e que
tem suas propriedades estabelecidas pela experiéncia3 ? (TORRET]I, 1984, p. 84).

Sobre as hipoteses... teve pouca repercussiao e sé obteve reacdes importantes de outros
matematicos apds a morte de Riemann. A primeira publicagdo do seu trabalho aconteceu apenas
em 1867, em alemao, quando Dedekind publicou as obras completas de Riemann. A primeira
tradu¢do para o inglés conhecida foi feita por Clifford e publicada em 1873. Interessado no
trabalho de Riemann e responsdvel por editar suas memdrias, junto com Weber, Dedekind
escreveu um trabalho em que investiga inteiramente a tese de Riemann™.

Beltrami, que vinha trabalhando com geometria diferencial, principalmente com
geodésicas, apos conhecer o trabalho de Riemann, comecga a aplicd-lo na teoria de parametros
diferenciais de Lamé, o que foi o ponto de partida para Ricci e Levi-Civita desenvolverem as
ferramentas matemadticas do célculo diferencial absoluto.

Seguindo o trabalho Sobre as hipoteses.., de Riemann, nos proximos topicos
apresentaremos a definicao de multiplicidade, as propriedades métricas da multiplicidade e como
se da a aplicacdo desse novo conceito no espaco.

3! Na tradugdo para o portugués: Sobre as hipéteses que servem de fundamento @ geometria. Para abreviar usaremos
apenas Sobre as hipoteses...

32 A teoria de Riemann para o espaco ¢ diferente da de Kant e mostra-se mais influenciada por Herbart, que
considerava espaco topologicamente (LAUGWITZ, 1999, p. 222).

33 0 trabalho § intitulado “Analytische Untersuchungen zu Bernhard Riemann’s Abhandlungen Uber die
Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen” e uma tradug@o para o francés do original pode ser encontrada
em Sinaceur (1990).
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3.2.1 Definicao de uma multiplicidade n-dimensional

Para Riemann, a geometria desenvolvida desde Euclides até Legendre ndo esclarecia
certos axiomas pois ndo assumia a existéncia de uma Mannigfaltigkeit. O termo introduzido por
Riemann tem diferentes traducdes. Na tradugdo para o inglés, manifoldness; e na traducdo para o
portugués, é mais comum encontrar como variedade. Porém, optamos por utilizar a tradugao
literal da palavra em alemao, ou seja, multiplicidade.

Ele ndo menciona explicitamente o quinto postulado, mas considerando que o trabalho de
Legendre, Eléments de géométrie, era largamente conhecido na época, podemos supor que era a
esse postulado que ele se referia, ja que trabalho de Legendre contém um teorema sobre a soma
dos angulos do tridangulo que ndo depende do postulado das paralelas.

Uma multiplicidade é definida como uma extensdo contendo pontos ou elementos,
podendo no primeiro caso ser continua, € no segundo caso, discreta. Uma multiplicidade seria
entdo um “ente” matemdtico, formado por pontos ou elementos, que pode ter n-dimensoes.
Riemann chama os constituintes da multiplicidade de “especializacdes” (RIEMANN, 1959, p.
413)**. O modo mais simples de se pensar em uma multiplicidade é associd-la & geometria, mas
outras formas podem ser multiplicidades.

O espaco euclidiano € um espaco onde seus pontos formam uma multiplicidade
tridimensional. O conjunto de todas as elipses que podem ser determinadas, individualmente, a
partir de seus semi-eixos maior e menor, forma uma multiplicidade bidimensional. As possiveis
posicdes de um sistema mecanico com n graus de liberdade constituem, em geral, uma
multiplicidade n-dimensional, pois sdo fornecidas através de n equagdes (WEYL, 1952, p. 84).
De um modo geral, a caracteristica de uma multiplicidade n-dimensional é a de que cada ponto
ou elemento que a forma pode ser determinado usando-se n parametros, onde n pode ser um
numero finito, mas pode ser também infinito de varios tipos.

Ha multiplicidades nas quais a determinacio da posi¢do requer ndo um nimero finito, mas
sim uma série infinita ou uma multiplicidade continua de determinacdes de quantidade. Tais
multiplicidades sdo, por exemplo, as possiveis determinagdes de uma fungdo para uma dada
regido, as possiveis formas de uma figura sélida, etc. (RIEMANN, 1929, p. 415).

O que define a dimensdao de uma multiplicidade € o nimero de pardmetros necessarios
para identificar cada ponto ou cada elemento sobre a multiplicidade, seja ela discreta ou continua.
Se em uma multiplicidade ha dois pontos em que o modo de ir de um ao outro € Ginico, entao esse
modo define uma multiplicidade linearmente estendida, ou seja, unidimensional, pois apenas com
um parametro é possivel localizar um ponto sobre a multiplicidade. Se ha duas linhas, entdo sao
necessarios dois parametros para localizar o ponto, pois ele pode estar em qualquer uma das
linhas. Se sao necessdrios dois parametros, entdo duas linhas definem uma multiplicidade
duplamente estendida, ou seja, bidimensional; e assim sucessivamente para as outras dimensdes,
seja a multiplicidade discreta ou continua (RIEMANN, 1959, p. 414).

Se um conjunto de especializagdes, ou seja, de pontos e elementos, forma regides na
multiplicidade, que sdo definidas por uma marca ou contorno, entdo esse conjunto é chamado
Quantum. A comparagio entre os quanta e a multiplicidade é determinada através de um processo
de contagem (quantos quanta existem na multiplicidade), se a multiplicidade for discreta; ou
através de um processo de medida, que pode ser feito utilizando-se um padrdo, ou através de
comparagdo com o todo, se a multiplicidade for continua (RIEMANN, 1959, p. 413). Formado o

¥ Usamos a tradugdo para o inglés de Henry White [1929] 1959.
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conceito de uma multiplicidade n-dimensional, o conceito de determinagdo de lugar é reduzido ao
conceito de determinagdo de quantidade, ou seja, a determinacdo de um ponto numa
multiplicidade a partir da determinacdo de quantas regides ha entre este ponto € um origem
determinada.

Com as defini¢des acima Riemann caracterizou uma multiplicidade, seus elementos e sua
transformac¢ao e o modo de localizacdo de um ponto sobre ela através de uma quantidade e nao
pela posi¢do, ou seja, quantas coordenadas determinam a localizacdo do ponto. Esta tdltima
condicdo pode ser considerada a primeira hipétese de Riemann, ou seja, a de que um elemento da
multiplicidade € determinado por n grandezas continuas independentes xj,xy,...x, €, de modo
reciproco, n grandezas determinam um tunico elemento da multiplicidade (FERNANDES, 1989,
p. 97).

3.2.2 Relacoes métricas numa multiplicidade n-dimensional

As relagdes de medida em uma multiplicidade tém como fundamento a obra de Gauss,
Disquisitiones circa superficies curvas, como o proprio Riemann observa, e possuem o carater
geométrico.

Determinacdes de medidas requerem que a quantidade seja independente da posicdo, o
que pode acontecer de varios modos. A hipétese que apresentamos primeiro, é que o comprimento
da linha é independente da sua posi¢do, e conseqiientemente, toda linha é medida por qualquer
outra linha (RIEMANN, 1959, p.415).

Este método de medicdo “relativo” permite estabelecer apenas quanto uma linha € menor
ou maior que outra dentro da mesma regidao medida, mas nao seu comprimento exato. Esta é a
segunda hipétese de Riemann, ou seja, da independéncia da linha com a posigao.

Estabelecida a independéncia da linha com a posi¢do, deve-se ter as seguintes restricoes e
suposi¢des: 1) as razdes entre as variagdes infinitesimais das vdrias coordenadas x;, (dx; /dx;),
variam de forma continua, ou seja, estd considerando apenas curvas suaves, continuas; 2) as
linhas podem ser divididas em partes de modo que as razdes entre os dx; sdo constantes; 3) o
elemento de linha ds varia na mesma razao que as variagdes infinitesimais.

Com estas suposi¢des, o elemento de linha pode ser escrito como uma fun¢ao homogénea
de 1° grau em dx;, j& que varia linearmente com dx;, sendo que as constantes arbitrarias sao
funcdes continuas das quantidades x;.

Para procurar os casos mais simples, procurarei primeiro uma expressdo para
multiplicidades de n-I dimensdes que sdo em todo lugar eqiiidistantes da origem do
elemento linear; ou seja, procurarei uma funcdo continua da posicdo cujos valores
distinguem um do outro. Partindo da origem, esta deve crescer em todas as direcdes ou
decrescer em todas as diregdes; eu assumo que ela cresce em todas as diregdes, e portanto
tem um minimo naquele ponto. Se, entdo, o primeiro e o segundo coeficientes diferenciais
desta funcdo sdo finitos, sua diferencial primeira deve se anular, e a segunda diferencial
ndo pode se tornar negativa; eu assumo que ela é sempre positiva. Esta expressdo
diferencial de segunda ordem permanece constante quando ds permanece constante, e
aumenta na razdo dupla quando o dx, e portanto também ds, aumenta na mesma razao; ela
deve ser portanto ds’ multiplicado por uma constante, e conseqiientemente ds é a raiz
quadrada de uma funcdo de segunda ordem integral homogénea sempre positiva das
quantidades dx, na qual os coeficientes sdo funcdes continuas das quantidades x
(RIEMANN, 1959, p. 416).
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Para o caso mais simples, considere esferas concéntricas ao longo de s, com centro na
origem do elemento de linha ds, e seja f uma func¢io de posicao cujos valores sempre aumentam
em todas as direcOes e para a qual a origem € um ponto de minimo. Assumindo que os
coeficientes da primeira e segunda derivadas sdo finitos, entdo a primeira derivada se anulard na
origem (ponto de minimo) e a segunda serd sempre positiva. A funcio, desenvolvida em torno da
origem, fornece f=Cds’, onde f é sempre positiva e C sdo funcdes continuas das quantidades x.

Embora Riemann ndo escreva a forma geral do elemento de linha, podemos tirar da
andlise que ele faz o seguinte: como f é sempre positiva, da suposicdo anterior entre ds e dx,
encontramos que a expressao para o elemento de linha ds € da forma

1

ds? = Z g;dx;dx, (3.13)
]

onde os g;=gji sdo fungdes das varidveis x;, utilizando linguagem atual.

A condicdo de que a derivada segunda nio € negativa, permite estabelecer o elemento de
linha para uma fun¢do de grau superior, desde que ela tenha um minimo, como o caso da fungao
de grau quatro:

O préximo caso na simplicidade incluiria aquelas multiplicidades nas quais o elemento de
linha pode ser expresso como a raiz quarta de uma expressdo diferencial qudrtica. A
investigacdo deste tipo mais geral ndo requereria principios diferentes, mas levaria um
tempo considerdvel e traria pouca luz sobre a teoria do espago, especialmente porque os
resultados ndao podem ser expressos geometricamente (RIEMANN, 1959, p. 417).

Por se tratar de uma apresentagdo sem muitos célculos, o raciocinio de Riemann € muitas
vezes tido como “intuitivo” (PORTNOY, 1982, p. 4), mas se considerarmos que seu objetivo era
encontrar uma definicdo para multiplicidade que dependesse apenas de ‘“‘quantidades”, é
compreensivel que o caminho adotado seja através de suposi¢des e construido direcionado para
os resultados ja conhecidos, como o elemento de linha de Gauss.

A seguir, Riemann considera o espacgo tridimensional, em coordenadas retilineas, para o

~ . , 2 . .
qual a expressdo para o elemento de linha € ds = (z dx) , como sendo o caso mais simples e

ao qual ele d4 o nome de chato.

Para determinar a forma quadratica do elemento de linha, com coeficientes dependentes
apenas das coordenadas intrinsecas da superficie curva, Gauss parametrizou a superficie curva™.
A equacio do elemento de linha para Gauss depende das derivadas parciais das coordenadas x,y,z
em fun¢do do sistema de coordenadas p,q adotado sobre a superficie curva. O caminho adotado
por Riemann para determinar a expressdao do elemento de linha ndo utiliza uma relacdo entre as
coordenadas da multiplicidade e coordenadas cartesianas no espaco especial. Utiliza apenas
coordenadas quaisquer que definem a posi¢do dos pontos, € que por serem em nimero igual ao
nimero de dimensdes da multiplicidade, podem ser consideradas como coordenadas intrinsecas.

Na secdo seguinte, Riemann introduz coordenadas geodésicas normais e estabelece um
triangulo geodésico que seria a generalizagdo do tridngulo usado por Gauss para n dimensdes. A

métrica, ds’, pode ser representada, em primeira aproximacdo, por dez para valores

3 O formalismo de Gauss pode ser encontrado no item 3.1 desta tese.
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infinitesimais de x, mas existe um termo seguinte, que € uma funcdo homogénea de segunda
ordem de expressdes do tipo x;dxj-xjdx; . Dividindo esses termos de ordem superior, que sdo
infinitesimais de quarta ordem, pelo quadrado da drea do tridngulo geodésico de vértices
(0,0,0,...), (x1,X2,X3,...),(dx;, dxz, dx;s, ...) fornece uma quantidade finita (chamemos de Q). Essa
quantidade Q depende das geodésicas escolhidas, portanto depende do ponto inicial e da direcao
formada, e se mantém constante se o tridngulo for escolhido numa mesma superficie. Quando a

multiplicidade € plana, Q € zero, pois o elemento de linha é reduzido a dez , € portanto, Q
fornece o quanto a multiplicidade estd se distanciando de uma multiplicidade plana. Riemann vai

estabelecer uma relagcdo entre Q e a curvatura de Gauss seria (—Z

3JQ , ja que é determinada

apenas com relacao a esfera auxiliar.

A andlise feita por Gauss parte de um tridngulo e seu correspondente sobre a esfera
auxiliar, obtendo a relag@o entre as dreas, o que apresenta uma semelhancga distante com o que é
feito por Riemann, pois este define uma multiplicidade apenas pelas relacdes de medida.

Riemann argumenta que em uma multiplicidade plana, as relagcdes métricas sdo expressas
por uma funcdo diferencial de 2* ordem, independentemente das varidveis escolhidas, o que
mostra que localmente a multiplicidade pode ser tratada como um espaco euclidiano, onde as
geodésicas sdo retas. A curvatura em um espaco euclidiano n-dimensional, como um caso
especial de um espaco riemanniano de curvatura constante, € igual a zero em todos os pontos.

Na demonstracdo do tridngulo, inicialmente € estabelecido que uma geodésica ¢é
completamente determinada a partir de sua direcdo inicial. Cada triangulo escolhido a partir de
um determinado ponto pode ser considerado como pertencendo a uma superficie formada por
geodésicas que passam por esse ponto. Para cada uma dessas superficies pode-se encontrar uma
curvatura caracteristica. Riemann entdo estende o teorema de Gauss sobre mapeamento de
superficies, para o caso n-dimensional.

Na idéia de superficies, junto com suas relagdes de medidas intrinsecas nas quais somente
o comprimento das linhas sobre as superficies é considerado, estd sempre misturada com a
posicdo de pontos que estdo fora da superficie. Podemos, entretanto, abstrair das relagdes
externas se considerarmos deformacdes tais que deixam inalterados os comprimentos das
linhas, ou seja, se consideramos a superficie como revirada de qualquer modo sem se
esticar, e tratarmos todas as superficies assim relacionadas entre si como equivalentes.
Entdo, por exemplo, qualquer superficie conica ou cilindrica é considerada como
equivalente a um plano, uma vez que podem ser transformadas neste apenas dobrando, e
assim as relagdes de medidas intrinsecas permanecem, e todos os teoremas sobre um
plano- toda a planimetria — mantém sua validade. Por outro lado elas sdo totalmente
diferentes da esfera, a qual ndo pode se transformar em um plano sem se esticar.
(RIEMANN, 1959, p.419)

As relagdes métricas de um superficie bidimensional sdo caracterizadas pela curvatura
total. Como interpretagdes geométricas dessas caracterizagdes, Riemann argumenta que a
curvatura total, multiplicada pela area de um pequeno tridngulo geodésico fornece o excesso
esférico do mesmo, ou seja, a drea do tridngulo € proporcional ao excesso esférico. Este teorema
nada mais € que o teorema de Gauss sobre o excesso esférico de um triangulo (GAUSS, 1827,
secdo 20) em uma superficie, generalizado para um espago n-dimensional.

A curvatura definida por Riemann depende da localiza¢dao do ponto onde a curvatura serd
determinada e da dire¢do da superficie que contém o tridngulo analisado nesse ponto. No caso de
multiplicidades em que a curvatura € constante para todas as dire¢cOes que a geodésica assume, as
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relacdes métricas passam a depender apenas do elemento de linha, que é um invariante, e da
curvatura, assumindo a expressao

1 (3.14)

dez,

ds® = ]
1+4(XZX2

onde a € o valor da curvatura (RIEMANN, 1959, p. 421)*®. Um caso particular de multiplicidade
com curvatura constante é aquele que possui curvatura total nula em todos os pontos e em todas
as diregdes, ou seja, o espaco euclidiano. Riemann utiliza como ilustragdo dessas idéias a andlise
de superficies curvas e indica que nas superficies de curvatura constante as figuras podem girar e
se deslocar sem deformacao .

A idéia de figuras, ou corpos, se deslocando sobre uma superficie, tendo sua forma
condicionada apenas a curvatura, independente das coordenadas, foi utilizada posteriormente por
Helmholtz na teoria de grupos (SCRIMIERI, 1992, p. 129) e também nas tentativas de
divulgacdo da geometria ndo-euclidiana, como faz Poincaré, e que detalharemos posteriormente.

Superficies com curvatura positiva constante podem ser caracterizadas por uma esfera
com raio R e com curvatura a=1/R’, o que é semelhante a expressdao encontrada por Gauss no
espaco euclidiano. A curvatura serd maior quanto menor for o raio R da esfera que pode ser
associada. Podem ser representados diferentes tipos de curvaturas por superficies que sejam
tangentes a esfera no equador, como na figura 3.12. Um cilindro apresenta curvatura nula. Um
anel que tangencie a esfera no equador, e que € indicado pelos circulos tangentes, tem curvatura
negativa nessa regido. Um elipsdide que tangencie a esfera por dentro, e que esteja contido na
esfera, teria uma curvatura positiva maior que a da esfera no ponto de tangéncia.

Figura 3.12: Em torno da esfera central, de curvatura positiva, € possivel representar uma superficie com
curvatura nula (cilindro) e uma superficie com curvatura negativa (anel em torno do cilindro, cuja se¢des
normais sao os circulos externos ao cilindro).

3% A demonstragdo da expressdo encontrada por Riemann pode ser obtida usando-se simbolos de Christoffel, como
faz Scrimieri (1992, pp. 142-148).
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A distin¢do entre superficies com curvatura positiva e aquelas com curvatura negativa é
feita através do conceito de regioes de superficie. As regides de superficie corresponderiam a
partes da superficie que podem se deslocar pela superficie.

Se consideramos estas superficies como locus in quo para regides de superficies se
movendo nelas, assim como Espaco é o locus in quo para os corpos, as regides de
superficies podem se mover em todas estas superficies sem deformacdes®’. As superficies
com curvatura positiva podem sempre ser de tal modo construidas que regides de
superficies podem ser movidas arbitrariamente sobre elas sem deformacdes [...]
(RIEMANN, 1959, pp. 421-422).

Para exemplificar, considere uma regido circular numa esfera: ela pode se mover ao longo de
toda esfera sem que seu formato seja alterado. A diferenciacio entre curvatura positiva e negativa
de Riemann difere da de Gauss, uma vez que ndo leva em consideracdo a direcdo da normal e,
portanto, ndo € uma propriedade intrinseca da superficie, mas que s6 pode ser observada
externamente. Para uma superficie com curvatura nula haveria também uma independéncia
quanto a direcdo, ou seja, a direcdo de um vetor tangente a regido de superficie permaneceria a
mesma ao longo de toda a superficie plana. No entanto, esta afirmacao s6 pode ser considerada se
tomamos como superficie de curvatura nula apenas o plano, ji que em um cilindro ou em um
cone a dire¢do do vetor pode se alterar, dependendo da direcio inicial adotada.

Considerando-se a independéncia do comprimento de uma linha com a posicdo e as demais
relacdes métricas em uma multiplicidade, podemos estabelecer trés condi¢des para que uma
multiplicidade riemanniana seja considerada euclidiana, infinitesimalmente:

1- A curvatura deve ser igual a zero em todos os pontos e em todas as direcdes, sendo que as
propriedades métricas serdo determinadas se a soma dos dngulos do tridngulo € sempre igual
a dois angulos retos, ou seja vale o teorema de Pitdgoras: o quadrado da distancia entre dois
pontos € uma forma quadratica das coordenadas relativas dos dois pontos.

2- Se a curvatura € constante em todo lugar, e as linhas sdo independentes da posicao, as figuras
podem se mover sem deformacio, o que eqiiivale a dizer que, se a soma dos angulos de um
triangulo € igual a dois angulos retos, a soma dos angulos de qualquer outro tridangulo também
serd igual a dois angulos retos.

3- Se além do comprimento da linha ser independente da posi¢ao e da direcdo, ou seja, a0 mover
um objeto numa multiplicidade, o comprimento ndo se altera; também a direcdo seja
independente da posi¢do, ou seja em qualquer lugar da multiplicidade a dire¢do € a mesma,
entdo a posicdo pode ser expressa por trés unidades independentes38.

3.2.3 Aplicacoes ao espaco

7z

No final do artigo, Riemann ird discutir o quanto do que foi falado € comprovado
empiricamente. Neste caso, deve haver uma distingdo entre relacoes de extensdo (para
multiplicidades descontinuas) e relacdes métricas (para multiplicidades continuas):

Para as primeiras, onde os possiveis casos formam uma multiplicidade discreta, a
experiéncia, ainda que ndo seja totalmente certa, nao € inexata, uma vez que o processo &

7 Riemann estd se referindo a superficies com curvatura constante.
3 A . . . . ~ . o~ . .
¥ As trés unidades seriam o comprimento, a direciio e a posi¢do, todas independentes entre si.
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de contagem; enquanto que para as relagdes métricas, onde os possiveis casos formam
uma multiplicidade continua, toda determinacdo da experi€ncia permanece inexata.
Discutir a experiéncia em termos de extensdo e métrica € importante porque quando se
trata do infinitamente pequeno, menores medidas tornam mais impreciso o resultado;
enquanto que para o infinitamente grande, a imprecisdo estd além dos limites de
observagdo operacionais. As relagdes métricas ou de extensdo determinam como deve ser
o espaco (RIEMANN, 1959, pp. 422-423).

Segundo Riemann, o espago pode ser ilimitado mesmo sendo finito. A ilimitagcdo estd
vinculada a relacdes de extensdo enquanto a infinitude esta vinculada a relagdes métricas. O
melhor exemplo disto é uma esfera que € ilimitada, ou seja, um objeto pode ser deslocado por
toda a esfera sem encontrar uma barreira ou um ponto que ndo pode ser ultrapassado (sem
fronteiras); porém € finita, pois por mais que d€ voltas em torno da esfera o objeto sempre volta
ao mesmo lugar. Ao infinitamente pequeno ele relaciona os experimentos com 4tomos, € ao
infinitamente grande, os experimentos astrondmicos.

As relagdes de extensao, as relagdes métricas e as hipéteses sobre uma curvatura diferente
de zero, ou seja, uma geometria ndo-euclidiana, podem ser provadas e estdo ligadas a outra
ciéncia, a fisica, que Riemann alega ndo fazer parte da atual discussdo. Merece ser destacada a
observacdo de Riemann de que “as relacoes métricas ou de extensdo determinam como deve ser
o espaco”.

As idéias de Riemann eram muito diferentes da proposta da geometria diferencial e da
geometria de n-dimensdes, e sua apresentacdo, como na maioria de seus trabalhos, estava muito
mais direcionada para os aspectos filoséficos da nova visdo da geometria do que com célculos ou
aplicacdes. A aplicacdo da teoria apresentada foi parcialmente feita apenas em 1861, em um
trabalho em que analisa a conducao do calor™.

Ainda que Riemann também discuta superficies, ele vai além do que Gauss fez, pois ao
tratar do espaco tridimensional, ou com mais dimensdes, ele generaliza as idéias para um espaco
genérico curvo, enquanto Gauss permanece restrito ao espago euclidiano. Apesar de tratar de um
espaco diferente, a forma de abordagem de Riemann é completamente diferente daquela de
Lobacevskii e Bolyai. Riemann ndo estd preocupado com a questdo das paralelas ou com a
validade de postulados (geometria axiomética), mas com a definicdo e descri¢ao das propriedades
de um novo espago, baseado nas relagdes métricas, que sdo estudadas usando a geometria
diferencial.

3.3 REPERCUSSAO E APLICACAO DAS NOVAS
GEOMETRIAS

O trabalho de Riemann s6 passou a ser discutido apds sua publicacdo por Dedekind em
1867, e apresentava uma nova forma de entender o espaco € a geometria que causou diferentes
reacoes na comunidade cientifica. Em 1870, Willian Clifford (1845-1879) propds a teoria

O trabalho apresentado 2 Academia Parisiense em 1861, faz uma andlise da condugio de calor como resposta a um
problema proposto pela academia. Estd dividido em duas partes: na primeira, Riemann faz uma andlise geral e na
segunda aplica especificamente o resultado para o problema proposto. Ainda que faga uso de transformagao de
coordenadas e utilize um pouco da linguagem do tema da apresentagdo, o trabalho apresenta poucos aspectos
geométricos. Para Farwell (1990), a idéia que se tem de que o “Commentatio” foi uma aplicacéo de “Sobre as
hipéteses..” € um engano, ja que Riemann ndo utiliza os conceitos mais importantes da apresentagdo, como a
multiplicidade e geodésicas em um espaco n-dimensional; porém para Klein, Rosenfeld, Portnoy e outros, é clara a
utilizag@o dos conceitos introduzidos na apresentacao.
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espaco-matéria, em que desenvolvia as idéias de Riemann sobre a variacdo da curvatura do
espaco e sua implicacdo nas teorias fisicas e que teve influéncia na concep¢cdo do tempo como
uma quarta dimensao (TORRETI, 1984, p. 105).

A concepg¢ao de espaco de Riemann teve grande influéncia de Johann Friedrich Herbart
(1776-1841), que possuia uma visdo de espaco associada as percep¢Oes, diferente da concepgao
kantiana, que possuia uma visdo empirica do espaco (TORRETI, 1984, pp. 107-109). Essa
concepcdo influenciou em grande parte as discussdes que ocorreram durante a segunda metade do
século 19 sobre a origem e os fins da geometria no estudo do espago. Discutia-se também a
validade da geometria axiomadtica de Euclides na defini¢do de espaco e interpretacdo dos espagos
com curvatura diferente de zero.

Ao mesmo tempo em que a geometria de Riemann passava a ser conhecida, a geometria
de Lobacevskii e Bolyai, 40 anos apds seus primeiros trabalhos, também comecgava a ser
divulgada, como nos trabalhos de Beltrami, Poincaré, etc., o que permitiu a constru¢cdo de uma
geometria nao-euclidiana n-dimensional.

Herman von Helmholtz (1821-1894) publicou trés artigos entre 1866 e 1870 em que
discutia os aspectos filoséficos da geometria e da concep¢do do espaco. Devido a sua formacao
de médico, Helmholtz propds uma interpretacido do espaco baseada mais em sensagdes do que em
axiomas. Em 1870 ele publicou Sobre a origem e o significado dos axiomas geométricos em que
estabelece suas conclusdes finais sobre o espaco. Nesse trabalho ele propde a constru¢do de um
mundo no interior de um espelho convexo em analogia ao espago nao-euclidiano. Como os
conceitos geométricos estdo baseados na percepcdo que se tem em relagdo as medidas, os
habitantes do espelho ndo perceberiam que seu mundo nao € euclidiano, ja que eles sé teriam a
percepcao do que ocorre dentro do espelho (HELMHOLTZ, 1876, p. 316).

Helmholtz também apresentou varias dedugdes sobre as multiplicidades de Riemann e o
formato do espaco considerando a geometria ndo-euclidiana em n-dimensdes (TORRRETI, 1984,
pp- 153-170) que influenciaram a teoria de grupos e a obra de Hilbert sobre os fundamentos da
geometria, mas que nao fazem parte do objetivo principal dessa tese e ndo serdo discutidos aqui.

Henri Poincaré (1854-1912) também contribuiu para a disseminagdo das idéias de Riemann e
da geometria de Lobacevskii e Bolyai no final do século XIX e comego do século XX. Além de
trabalhos matemadticos relacionados com a geometria ndo-euclidiana, Poincaré apresentou
trabalhos em filosofia em que discutia o cardter empirico da geometria, no sentido de Kant, e a
interpretacdo de um espaco diferente do euclidiano.

Nas obras sobre filosofia que escreveu (Ciéncia e hipotese, O valor da ciéncia, Ciéncia e
método, Ultimos pensamentos), Poincaré discutiu a concep¢io do espaco a partir do
deslocamento dos corpos, como havia proposto Lobacevskii. Ele estabeleceu um “diciondrio” de
correspondéncia entre termos da geometria ndo-euclidiana e termos da geometria de Euclides,
que permitia a “tradu¢do” de uma geometria na outra, mostrando que ambas eram consistentes
(POINCARE, 1946, p. 59). Deste modo, ndo seria possivel afirmar qual geometria era valida,
pois ambas poderiam ser corretas. Vdarias geometrias poderiam existir, todas corretas e
consistentes. Poderiam ser desenvolvidas teorias fisicas validas utilizando tanto a geometria
euclidiana quanto a ndo-euclidiana, pois a geometria adotada dependeria da “conveniéncia”.

Poincaré acreditava que a geometria é construida através do estudo das leis pelas quais um
sOlido invaridvel se move. Para exemplificar, ele prop6s um mundo no interior de uma esfera, no
qual a temperatura interior variava de acordo com a lei T=k(R*-r*), onde R é o raio da esfera e r é
qualquer distancia entre o centro e a superficie da esfera e conclui sobre a geometria valida nesse
mundo (POINCARE, 1902, p. 87).

Na forma como foi apresentada inicialmente, a geometria proposta por Riemann ndo
desenvolvia um formalismo matemaético, apesar de conter uma equacao semelhante ao elemento
de linha de Gauss. Somente apds os trabalhos de Beltrami e de Lamé, ela foi associada ao
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formalismo dos parametros diferenciais e a toda a geometria diferencial de Gauss, e passou a ser
uma geometria diferencial nao-euclidiana. Foi Beltrami também que viu na geometria de
Riemann uma associacdo com a geometria de Lobacevskii e Bolyai, como discutiremos na
préxima se¢ao.

3.4 FORMAS QUADRATICAS E PARAMETROS
DIFERENCIAIS

Gabriel Lamé (1795-1870) graduou-se na Escola Politécnica em 1817 e na Escola de
Minas, como engenheiro, em 1820. Durante o periodo compreendido entre 1820 e 1832,
acompanhou Clayperon a Rissia, onde trabalhou no planejamento e constru¢do de estradas e
pontes na cidade de Sao Petersburgo. Logo apds voltar a Paris, abandonou a firma de engenharia
que havia feito com Clayperon, para assumir a cadeira de fisica na Escola Politécnica,
continuando carreira tanto como professor, como consultor na drea de engenharia de estradas e
trens (GREITZER, 1981, p. 601).

Lamé sempre desenvolveu sua obra tendo em vista a aplicagdo da teoria, como pode ser
observado em seus trabalhos sobre termodinamica e teoria da elasticidade, o que o tornou teérico
demais entre os engenheiros e aplicado demais entre os matematicos.

As obras de Lamé abrangem teoria da elasticidade e teoria de coordenadas curvilineas,
além do estudo da teoria do calor. Em Lecons sur les coordonnées curvilignes, de 1859, Lamé
desenvolveu idéias que ja tinha apresentado em trabalhos anteriores, como o conceito de funcao
de ponto e o conceito de parametros diferenciais, associando-os a conceitos fisicos, envolvendo
teoria do calor e potencial. Como o préprio Lamé menciona na introducao do trabalho, ele esta
preocupado com familias de superficies caracterizadas por uma propriedade comum, mais
propriamente propriedades de elasticidade e hidrostitica, que podem ser estudadas usando
geometria, num espaco tridimensional.

De acordo com a lei de atrag@o universal, se, para qualquer ponto do espago, considera-se
a soma das massas de todas as moléculas materiais do universo, respectivamente divididas
por suas distancias a esse ponto, obtém-se a fun¢do a que se dd o nome de potencial, e da
qual a derivada parcial, seguindo uma dire¢ao qualquer, fornece a componente, seguindo
essa mesma direcdo, da resultante das atracdes exercidas sobre o ponto considerado. O
potencial tem o mesmo valor para todos os pontos de uma certa superficie, que se chama
também superficie de nivel e que também tem a propriedade deste de ser normal a
resultante das atracdes. O espaco € o lugar geométrico de uma infinidade de superficies da
mesma natureza, as quais compdem uma familia de superficies de igual potencial, e cuja
consideragdo esclarece singularmente o enunciado e a solucdo de um grande nimero de
problemas da mecénica celeste (LAME, 1859, p. vi).

Lamé também usa o espaco como lugar geométrico da familia de superficies
equipotenciais no caso do calor, caso em que as superficies corresponderiam as isotermas. Ele
associa o estudo das familias de superficies isotermas como uma extensdo dos trabalhos em
geometria diferencial de Gauss, Monge e Liouville.

A integracio de equacgdes com diferenciais parciais de fungdes de duas varidveis apenas, é
o estudo de superficies individuais, ou a andlise aplicada de Monge, completada pelos
trabalhos numerosos, de Gauss, de Liouville, e de outros gedmetras. Enfim, a integra¢ao
de equagdes com diferenciais parciais de fungdes de trés varidveis, corresponde ao estudo,
que serd objeto desse curso, de superficies reunidas em familias, de superficies isotermas,
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de superficies de nivel, de superficies de ondas, de superficies de isostiticas ou
ortogonais. (LAME, 1859, p. xi)

Enquanto Gauss, Monge e Liouville restringem sua geometria diferencial a uma curva
sobre uma superficie, ou uma linha sobre uma esfera, ou uma curva sobre o elipséide, como € o
caso de Liouville, Lamé pretende estudar funcdes de trés varidveis, ou seja, superficies curvas
que se sobrepdem e que possuem as mesmas propriedades. Para Lamé, seria possivel usar do
mesmo método para o estudo de fungdes com mais de trés varidveis, mas isso seria apenas
geometria analitica, sem uma possivel visualizagdo. Como seu objetivo direto € a aplicagdao dos
novos métodos da geometria diferencial na fisica, principalmente nas equacdes de calor, ele se
restringe a 3 dimensdes. No caso da mecanica, o uso de trés dimensdes descreve completamente
toda a estdtica, enquanto que a dindmica é explicada pela variacdo dessas familias de superficies
em instantes seguintes (LAME, 1859, pp. xii - xiii).

E pouco provivel que Lamé tivesse conhecimento do trabalho de Riemann em 1859, ji
que este ainda ndo havia sido publicado, mas a defini¢do de familias de superficies pode ser
comparada as multiplicidades de Riemann.

Em qualquer sistema ortogonal, além dos trés pardmetros das superficies conjugadas, que
sdo as trés coordenadas curvilineas, introduzirei mais trés outras quantidades, ou
coeficientes, cuja consideracdo € necessdria para a completa definicdo do sistema.
Isolamos uma das familias, duas de suas superficies infinitamente vizinhas, e o valor do
pardmetro que pertence a uma delas. Geralmente, essas duas superficies ndo sao em toda
parte igualmente distantes, e a espessura da camada, entre elas, varia de uma normal a
uma outra. Se, portanto, dividimos o acréscimo constante do parametro, por essa
espessura, a relacdo serd variavel, ndo somente de uma camada & outra, mas também por
todo o comprimento de uma mesma camada. (LAME, 1859, p. xv).

Seja F uma funcdo de posicdo, entendendo como fungio de posi¢cdo toda quantidade que
possui um valor determinado e particular, e que pode ser escrita como uma fun¢do do sistema de
quaisquer coordenadas, retilineas ou curvilineas. Lamé dd o nome de pardmetro diferencial a
propriedade de diferenciacio da funcio de posi¢io (LAME, 1859, pp. 5-6), sendo que

dF\* (dF)  (dFY’
dx dy dz

2

corresponde ao pardmetro diferencial de primeira ordem (AF).O parametro diferencial de
segunda ordem (A,F) é dado por

d’F . d’F N d’F
dx* dy* dz?

Os parametros diferenciais de primeira e segunda ordem sao invariantes com relacdo ao
sistema de coordenadas ortogonais. Assim, usando p; como coordenadas ortogonais gerais,
funcoes de x,y,z:

p=f(X1,X2,X3), (3.15)
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p1=f1(X1,X2,X3),
p2=f2(x 1 ’XZ’X3)’

os parametros diferenciais da fung¢do F podem ser escritos em fungdo dessas novas coordenadas
como (LAME, 1859, pp 17-23)

2
AF= th(j—ij (3.16)

L@ d &E d &E

hh, d h,hd hhd ,

A,F=hhh, ld; P n ilp Pi n ilp P2 ’ (3.17)
1 2

onde A; sdo também parametros diferenciais de primeira ordem das coordenadas generalizadas p;
(LAME, 1859, p.9). Neste trabalho de Lamé, nota-se a preocupagiio em procurar invariantes e
trabalhar com coordenadas generalizadas que € caracteristica que serd utilizada posteriormente na
geometria diferencial de Ricci e Levi-Civita, como veremos no Capitulo 5. E interessante
observar que, se usarmos a notacdo de derivadas parciais, o parametro diferencial de primeira
ordem corresponde ao modulo do gradiente e o parametro de segunda ordem corresponde ao
laplaciano, que utilizamos atualmente.

Esse ndo foi o primeiro trabalho em que Lamé estudou as propriedades dos parametros
diferenciais. Em 1852, em Lecons sur la théorie mathématique de [’elasticité des corps solides,
Lamé j4 havia relacionado o parametro diferencial de segunda ordem nulo a dilatagdo de corpos
em equilibrio eldstico, corpos a temperatura de equilibrio, etc., (LAME, 1852, p. 69), o que
correspondia a equacdo de Laplace; enquanto o parametro diferencial de primeira ordem
determinaria a forca H devida a presenca de um potencial dado por F, ou seja, H=A,F (LAME,
1859, p. 29).

Ainda que tenha sido fundamental para o desenvolvimento do cdlculo tensorial
(TAZZIOLI, 1997, p. 25) os parametros diferenciais de Lamé ndo tiveram relacdo com a
geometria ndo-euclidiana até serem estudados por Eugenio Beltrami (1835-1900). Nos trabalhos
de Lamé essas defini¢des ficaram restritas ao estudo da teoria do calor e da elasticidade, sempre
associadas a uma visualizacdo geométrica, porém limitadas ao espaco euclidiano tridimensional.

Antes de 1872, os trabalhos de Beltrami envolviam principalmente geometria diferencial
de curvas e superficies, sob influéncia de Gauss e Lamé. Nesses trabalhos, Beltrami esta restrito a
um espaco tridimensional e, ainda que tivesse conhecimento dos trabalhos de Lobacevskii, ndo
associou diretamente as equacgdes da geometria diferencial a uma geometria que nao fosse a
euclidiana. Apds conhecer o trabalho de Riemann, em 1868, Beltrami passou a desenvolver a
geometria diferencial em um espago que poderia ter dimensao maior que trés e adotar o elemento
de linha no formato deduzido por Riemann. Depois de 1872, seus trabalhos envolviam
matemadtica aplicada nas teorias da elasticidade, eletromagnetismo e outras dreas da fisica
(STRUIK, 1981, p. 599).
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Beltrami também aplicou a geometria diferencial no caso das linhas geodésicas e deduziu
equagdes que relacionavam a geometria diferencial com a mecéanica, utilizando a integral de acao
para determinar a equagdo da geodésica, como serd visto no préximo capitulo.

Nos trabalhos em que apresenta um estudo da geometria num espago tridimensional, fica
evidente a influéncia que Beltrami recebeu de Gauss e Jacobi. O primeiro desses, com relacao ao
elemento de linha na forma quadratica e nas coordenadas intrinsecas da superficie; o segundo
autor influenciou na interpretacdo diretamente relacionada as equacdes de movimento da
mecanica, principalmente no que se refere as equacoes de isoperimétricos (BELTRAMI, 1868b,
pp- 708-718) .

Em Saggio di interpretazione della geometria non-euclidea, Beltrami determina as
propriedades de linhas geodésicas em superficies com curvatura constante negativa € demonstra
que a geometria de Lobadevskii-Bolyai pode ser aproximada por uma pseudoesfera®® (ver figura
3.13) (BELTRAMI, 1868a, pp. 384-385).

pseudoesfera tractrix

Figura 3.13: Para Beltrami, a pseudoesfera corresponderia a geometria de Lobacevskii-Bolyai. A
pseudoesfera corresponde a revolugdo do tractrix em torno do eixo reto.

Inicialmente, ao estudar a geometria de Lobacevskii, Beltrami imaginou que ela sé
poderia ser valida em superficies especiais, € nao que esta geometria estaria associada a um
espaco diferente do euclidiano.

Beltrami pretendia estabelecer um fundamento para a geometria de Lobacevskii a partir
de uma ‘“‘substancia real”, que seria a geometria euclidiana e isso poderia ser feito através da
“planimetria” da geometria de Lobacevskii. Ele parte de dois critérios de demonstracdo: a
superposicdo de figuras iguais e a linha reta como o elemento fundamental de constru¢dao na
geometria elementar. Porém, tanto para o critério da superposi¢ao de figuras, quanto o da linha
reta, € preciso considerar a curvatura da superficie, como fez Gauss. Para eliminar o problema da
curvatura da superficie, o que faria que uma reta ndo “obedecesse” a sua definicdo elementar,
Beltrami resolve aplicar, na analogia entre a geometria euclidiana e a geometria de Lobacevskii
planificada, a linha geodésica.

0 A pseudoesfera é a revolugdo da tractrix. A tractrix é uma curva eqiiitangecial, estudada por Huygens em 1692.
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Uma linha geodésica sobre qualquer superficie possui a propriedade de ser (geralmente
falando) determinada sem ambigiiidade por apenas dois de seus pontos. Mas para a
superficie de curvatura constante, e s para esta, mantém integralmente a propriedade
andloga aquela da reta no plano, que é: se temos duas superficies, nas quais a curvatura
seja constante em todos os pontos, e igual em ambas, e se sobre cada uma existe uma linha
geodésica, fazendo encaixar a duas superficies de modo que as geodésicas se
sobreponham nos dois pontos, essa sobreposi¢cdo se mantém ao longo de toda extensdo
(BELTRAMI, 1868a, p.376).

Porém, o argumento de Beltrami ndo € correto porque se compararmos um cilindro ou um
cone, com o plano, que possui a mesma curvatura, podemos ter geodésicas que coincidam em
dois pontos para o plano e o cilindro, e que ndo coincidam no cone. Beltrami ndo reconhece esta
falha da analogia, apenas a existente quando € considerada uma esfera (curvatura constante
positiva). Nesse caso, pode haver mais de uma geodésica passando pelos mesmos dois pontos
opostos da esfera. A seguir, Beltrami pretende mostrar o que acontece no caso € uma superficie
de curvatura negativa, que ele chama de pseudoesfera. Ele ndo deduz, mas para conjunto de
coordenadas u,v, numa superficies com curvatura igual a (—]/Rz), apresenta a forma do elemento
de linha como (BELTRAMI, 1868a, p. 377)

(a2 ~v° )du2 + 2uvdudv + (a2 —u’ )dv2 (3-18)

2
> -u?-v?)

ds®> =R?

onde a € uma constante.

Implicito ao argumento de Beltrami, estd o fato de que as geometrias euclidiana e ndo-
euclidiana tém que ser autoconsistentes, ou seja, um prova de inconsisténcia da geometria nao-
euclidiana levaria a uma inconsisténcia na geometria euclidiana também (GRAY, 1989, p.150).

Na projecao de superficies com curvatura constante negativa sobre um plano, as linhas
geodésicas sdo representadas por cordas do circulo que se forma no centro da figura e que tem
raio a*'. Nesse caso, Beltrami encontra que uma linha geodésica é unicamente determinada por
dois pontos. Ele mostra em detalhes que a geometria de Lobacevskii € satisfeita na pseudoesfera
se o que for reta para Lobacevskii for identificado com linhas geodésicas. A singularidade
presente na pseudoesfera, ndo € discutida por Beltrami, e foi estudada por David Hilbert em 1901
(TORRETI, 1984, pp. 135-136).

Em Sulla teoria delle linee geodetiche (BELTRAMI, 1868b), Beltrami utiliza as equagdes
de Euler-Lagrange, nas condi¢des de méximo e minimo, e o elemento de linha nas coordenadas
intrinsecas na forma dada por Gauss, para determinar as relagdes métricas e isoperimétricas em
uma superficie com curvatura negativa. Desta forma também ele consegue encontrar a condi¢ao
para a geodésica numa superficie com curvatura negativa, onde o elemento de linha é dado pela
Eq. 3.18. Nesse trabalho, Beltrami ainda est4 restrito ao espago tridimensional, aplicando a teoria
de Lobacevskil para superficies especiais; as geodésicas para o espago n-dimensional s6 serdo
estudadas apds o conhecimento do trabalho de Riemann, em Sulla teorica generale dei
parametrii differenziali (1868c¢).

Nesse trabalho, Beltrami associa dois conceitos que até entdo haviam sidos estudados
separadamente: os parametros diferenciais de Lamé e a forma quadritica na descricao do
elemento de linha de um espacgo n-dimensional.

1 Beltrami chama de “circulo limite”.
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Ao introduzir os parametros diferenciais, Lamé estava restrito a coordenadas curvilineas
ortogonais, como vimos no inicio desta secao. Jacobi em um trabalho de 1836, mostra a restricao
presente no trabalho de Lamé, esclarecendo-a. Porém, ao explicar a restricdo de Lamé, Jacobi
restringe seu proprio trabalho ao caso em que o elemento de linha deve estar reduzido a forma

ds® =dx* +dy* +dz> (BELTRAML, 1868c, pp. 74-75).

Beltrami pretende mostrar que a teoria do pardmetro diferencial ¢é vélida
independentemente da forma do elemento de linha, desde que seja quadrética, e do nimero de
varidveis. Apesar de usar uma nota¢do comum a geometria, 0 nimero de varidveis maior que trés
nao permite uma visualizacdo, como no caso da geometria tridimensional.

Antes de entrar no assunto, peco licenca por algumas vezes usar a linguagem geométrica, ndo
obstante o ndmero de varidveis ser maior do que trés (BELTRAMI, 1868c, p. 77).

Beltrami considera que qualquer fungiio que possa ser escrita sob a forma quadratica®?

ds® =) a,dx,dx,, 319

pode satisfazer a equacdo para os parametros diferenciais na forma dada por Lamé.

Assumindo a condi¢do de positividade para o elemento de linha e dx e dx como variagdes
infinitesimais em direcdes diferentes, Beltrami encontra duas condi¢des que lhe permitem
escrever a equacao da geodésica.

Z a,.dx,ox,
dsOs

Z a, dx,dx, =cos 6 dsds *. Isso o leva a concluir que:

Primeiro, que < 1, sempre, podendo ser associado a um angulo 6, tal que

a possibilidade de satisfazer a equacdo acima com um valor real de 6 de tal modo que é
satisfeita a condicdo inicial pela qual a expressdo diferencial quadritica se mantém
positiva para qualquer sistema de valores de dx, conduz a importante conseqiiéncia de que
se pode considerar o ds dado como um elemento linear, andlogo aquele que possui este
nome na teoria de superficie e na geometria analitica do espaco (BELTRAMI, 1868c,
p.86)

A associacdo com um angulo, permite que Beltrami utilize a equacdo para construir um
tridngulo, de lados dx e dx, baseado na relagio entre seus lados e o Angulo entre eles. Isto leva a

segunda condi¢do, que é a da ortogonalidade, ou seja, quandoZamdx,é' x, =0, é possivel

determinar a equacdo de uma linha introduzindo uma varidvel independente t:

Quando a expressio quadratica [ds” = Za” dx dx ] se mantém constantemente positiva,

constituindo uma determinada dependéncia das n varidveis x; da unica varidvel
independente ¢, define-se uma série, geralmente continua, de um sistema de valores de n

“Beltrami demonstra que qualquer fungdo escrita nessa forma é passivel de transformacdo para qualquer sistema de
coordenadas, mantendo as mesmas propriedades (BELTRAMI, 1868c, pp. 77-83).
“ Isto é o que se utiliza em geometria diferencial para representar o produto escalar em coordenadas quaisquer.
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variaveis, série que pode ser concebida como uma linha da qual ds é o arco elementar
(BELTRAMI, 1868c, pp. 87-88).

v ,_ds ,_dx o — - . .. .
azendo s = e x'= o sendo s'= a,x' x'. ,aequacdo para a linha minima, é
t t ‘ ‘

dada por

ds' d [ 0s' (3.20)
ox, dtlox')

z

Esse ponto no trabalho de Beltrami € muito importante para o que serd discutido no
capitulo seguinte, pois ele utilizou uma relacio de minimo conhecida na mecanica para
determinar a equacdo da geodésica, supondo-a uma fun¢do quadritica. Ou seja, Beltrami estd
aplicando para uma fun¢do quadratica a condicdo de minimo das equacdes de Euler-Lagrange,
embora ndo seja desta maneira que utilizamos na mecanica.

As equacdes de Euler-Lagrange, como conhecemos atualmente, sdo dadas por

doL o,

obtidas a partir da variagao ) J. Ldt=0 , que é uma condicdo de minimo. Porém, L = T-U, que

nao é uma funcdo quadratica. Essa € a principal questdo para o proximo capitulo da tese.

Escolhendo para uma das varidveis a distancia entre dois corpos e o coeficiente a;;=1, o
que significa adotar a primeira varidvel como radial e utilizando a Eq. 3.20 e a forma da Eq. 3.19
para o elemento de linha, Beltrami encontra a forma generalizada do elemento de linha como
(BELTRAMLI, 1868c, p. 89):

ds® =dx; + Zarsdxrdxs. (3:21)

A Eq. 3.21, considerando apenas duas varidveis, € uma generalizagdo para coordenadas
esféricas e corresponde a simplificacdo do elemento de linha de Gauss (Eq. 3.12). Beltrami
também pretende generalizar os parametros diferenciais de Lamé para o caso de mais de trés
varidveis, pois eles corresponderiam a descricdo da variagdo do elemento de linha ao longo das n
varidveis. Supondo uma funcdo qualquer U, que corresponde a funcdo de ponto de Lamé,
Beltrami encontra a expressdo para o parametro diferencial de primeira ordem como

(BELTRAM]I, 1868c, p. 91)

oU oU (3.22)

AU=)> A
Z “ax ax

IS

54



sendo os coeficientes A, reciprocos a a,.. A Eq. 3.22 corresponde a uma forma generalizada do
parametro diferencial de Lamé e é independente das coordenadas. No caso em que o elemento de
linha ds € normal a fun¢do de posicao U, entdo a Eq. 3.22 corresponde ao mddulo do gradiente, e
Beltrami a escreve como

du 2 (3.23)

AU=|—
ds

Esta férmula [Eq. 3.22] exprime que o parametro diferencial de primeira ordem da fungdo
U € igual ao quadrado da relacdo entre o incremento dU devido a uma varia¢do ds normal
a U=const., dividido pela variagdo dessa normal ds. Ora, esta propriedade concorda
exatamente com aquela que é caracteristica do parametro considerado por Lamé no espago
ordindrio de trés dimensdes.(BELTRAMI, 1868c, p. 92).

Beltrami também encontra a expressao para o parametro diferencial misto, que dependeria
de duas funcdes U e V, dada por (BELTRAMI, 1868c, p. 93):

U 9V _ dUdV (3.24)
" ox, 0x,  ds’

AUV =Y A

IS

Como a condi¢do U=const. e V=const. em trés dimensdes determina superficies ortogonais,
AUV =0 representa que os dois gradientes sdo perpendiculares. O parametro diferencial de
segunda ordem € dado por Beltrami como (BELTRAMI, 1868c, p. 98)

! <ofu.a) 529
AU = L ,
s Ja Z ox,

onde \/Z € o determinante da matriz formada pelos a,(BELTRAMI, 1868c, p. 78). A Eq. 3.25 ¢
igual a expressdo determinada por Jacobi para o parametro diferencial de segunda ordem de
Lamé para uma superficie no espago euclidiano. Como ja vimos, A4,U representa o laplaciano,
agora para o caso de um espacgo n-dimensional onde o elemento de linha possui forma quadrética,
independente das coordenadas™.

Beltrami também encontra uma expressao que relaciona os raios de curvatura maximo e

minimo de uma superficie (n=2) aos parametros diferenciais de primeira e segunda ordem,
obtendo (BELTRAMI, 1868c, p. 101)

“ Beltrami aplica o pardmetro diferencial de segunda ordem na teoria de potencial, em artigos que publicou ap6s
1880 (TAZZIOLI, 1993, p. 5).
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AU dJAU 1 (3:26)
JAU dU R, R,

onde U=const. € a equagao que define a superficie. Essa relacdo ja havia sido obtida por Lamé
(LAME, 1859, p.42), porém restrita ao espago tridimensional e coordenadas curvilineas
ortogonais.

O resultado encontrado (j& obtido por Lamé), revela uma perfeita analogia entre a
curvatura tangencial (ou geodésica) de uma linha tracada sobre uma superficie e a soma
das curvaturas principais de uma superficie existente no espaco, sendo que uma e outra
quantidade € representada (excegdo feita ao nimero de varidveis) por uma sé e mesma
expressao analitica. Esta analogia é a verdadeira origem de duas propriedades conhecidas
ha algum tempo, ou seja, que a soma das curvaturas principais € constante para a
superficie cuja drea, para um dado volume contido, é minima, e € nula para aquela cuja
drea, entre dados limites, ¢ um minimo absoluto.(BELTRAMI, 1868c, p. 102).

Beltrami publicou outros trabalhos em que relacionava a teoria de Riemann com a sua
pseudoesfera, expandido-a para o caso de um espaco com mais de trés dimensdes, e no final do
século XIX desenvolveu trabalhos em que procurava aplicar a teoria dos pardmetros diferenciais
em espagos n-dimensionais a teoria do éter e da elasticidade (TAZZIOLI, 1993). Porém destaca-
se sua tentativa de descrever os parametros diferenciais (que caracterizam, de modo geral,
propriedades fisicas, como propunha Lamé), usando apenas as propriedades intrinsecas das
superficies (TAZZIOLIL, 1997, p. 36).

A equagdo encontrada para o parametro diferencial de primeira ordem (Eq. 3.23) é
invariante € ndo depende das coordenadas nem utiliza o espaco euclidiano ou coordenadas
cartesianas. A idéia de encontrar invariantes para um espacgo n-dimensional, como faz Beltrami,
foi o ponto de partida para a construc¢do do cdlculo diferencial absoluto.

Também foi importante para o desenvolvimento do trabalho de Beltrami e da mecanica
nao-euclidiana, o conceito de geodésicas ao longo do século XIX, como veremos no préoximo
capitulo.
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CAPITULO 4

RELACAO ENTRE GEODESICAS E PRINCIPIO DE MINIMA
ACAO

Em 1696, Johann Bernouli (1667-1748) propds o problema da braquistécrona, que pretendia
determinar a equacao do curva entre dois pontos num plano vertical, com alturas diferentes, para
a qual o tempo da particula, partindo do repouso de um ponto superior € indo para um ponto
inferior, seja minimo (figura 4.1). Esse problema foi resolvido em 1697 pelo irmao de Johann
Bernoulli, Jacob Bernoulli, I’Hopital, Newton e Leibniz (SUSSMANN; WILLEMS, 1997, p. 33).

Se sdo dados dois pontos A e B em um plano vertical, entdo € necessario especificar a
trajetéria AMB do ponto mével M, ao longo da qual, partindo de A, e sob a influéncia de
seu proprio peso, ele chega em B no tempo mais curto. Aqueles que estio interessados em
resolver este problema, é bom saber que ele ndo €, como parece, apenas especulativo e
sem interesse pritico. Ainda que ndo pareca, e isto pode ser dificil de acreditar, ele
também € 1til para outros ramos da ciéncia além da mecanica. Para evitar uma conclusao
apressada, deve ser lembrado que a linha reta € a distancia mais curta entre A e B, mas ela
ndo é a que leva menos tempo. Entretanto, a curva AMB — que eu divulgarei no final deste
ano se ninguém mais a encontrar - é muito bem conhecida entre os gedmetras.
(BERNOULLI apud SUSSMANN; WILLEMS, 1997, p. 33)

B

Figura 4.1: O problema da braquistécrona pretendia encontrar a equacéo da trajetéria AMB que o corpo
levaria o menor tempo possivel para descrever, sob a influéncia de seu préprio peso.

A melhor solugdo para o problema da braquistécrona, segundo Mach (MACH, 1942, p.
522), foi a dada pelo proprio Johann Bernoulli e que partia do problema da luz (como proposto
por Fermat) em um meio em que a velocidade obedecia a mesma lei dos corpos em queda livre,
encontrando a equacdo da cicldide. A solugdo de Johann foi criticada por seu irmdo, Jacob
Bernoulli (1654-1705) e depois Euler apontou que tal argumento sé seria vélido se o meio ndo
oferecesse resisténcia.

Esse problema serve como ponto de partida para algumas questdes. Uma delas é quanto
ao problema dos isoperimétricos45: qual a sua influéncia sobre a mecanica? Como os problemas
de minimo se aplicam ao movimento? O movimento se da tendo como objetivo o menor tempo, a

* O problema dos isoperimétricos consiste em encontrar a figura que tem a maior 4rea, para um dado perimetro; ou o
maior volume, para uma dada superficie. Depois esse nome foi generalizado para quaisquer problemas de maximos e
minimos.
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menor energia, a menor distdncia, ou a menor acao? Como o conceito de geodésicas evoluiu
durante os séculos XVII a XIX? Neste capitulo tentaremos responder a essas questdes, limitados
ao espaco euclidiano tridimensional, e no proximo capitulo serd tratada a questdo de um espago
mais genérico.

Durante os séculos XVII e XVIII, o problema dos isoperimétricos também atraia muita
atencdo, juntamente com o cdlculo de méaximos e minimos, destacando-se os trabalhos de
Leibniz, Euler e Lagrange, que tratavam do assunto de forma analitica, vinculando-o ao
movimento dos corpos (STRUIK, 1933a, pp. 95-109).

O termo geodésicas apareceu vinculado a fisica, pela primeira vez, num tratado de
Laplace de 1799 (NABONNAND, 1995, p.160)*°. Geodésicas, isoperimétricos e braquistécrona
sdo conceitos interrelacionados e que vinculam a geometria diferencial e a mecanica.

Como foi visto no item 3.3, Beltrami deduziu a equagdo da geodésica num espago n-
dimensional partindo de uma equacdo de minimo semelhante a equacdo de Lagrange para o
principio de minima agdo. Essa relacdo levou-nos a questionar a relagdo entre o principio de
minima acdo, a forma quadrética do elemento de linha e a relacdo com o conceito do lagrangiano
que € utilizado atualmente.

A teoria das geodésicas passa por teoria de superficies, geometria diferencial e calculo de
variacdes na mecanica. Estes trés assuntos também sofreram varias modificagdes com o
surgimento de uma geometria ndo-euclidiana, o que levou a uma nova interpretacdo da mecanica,
baseada na nova geometria, ou seja, os diferentes tipos de espacos e o movimento dos corpos
nesses espagos, o formalismo adotado no célculo tensorial e, no século XX, o tempo considerado
como uma coordenada.

De um modo geral, uma geodésica implica na minimiza¢do do elemento de linha ds’.
Durante o século XVI, com os trabalhos de Leibniz, a minimizacdo do caminho implicava a
minimizagdo da acdo, e esta idéia era interpretada de forma metafisica. Depois de Leibniz, vieram
os trabalhos de Euler, com rigor matematico e o inicio do célculo variacional, e os argumentos de
Maupertuis.

Na mecanica analitica de Euler e Lagrange, o principio de minima a¢do e a minimizacao
do elemento de linha deixaram a visdo metafisica e passaram a ter uma relacdo direta com as
equagdes de movimento.

Se a geometria diferencial pode ser generalizada para o caso de um espago n-dimensional
qualquer, o mesmo poderia ser feito com as equagdes de movimento de um corpo € com o
principio de minima acao.

Neste capitulo veremos as diferentes interpretacdes do principio de minima agao, desde o
século XVII até as obras de Hamilton e Jacobi e como as diferentes teorias sobre a minima ac¢ao
se relacionam com a teoria das geodésicas no espaco euclidiano tridimensional.

4.1 O PRINCIPIO DE MINIMA ACAO DE MAUPERTUIS

No século XVIII, o principio de minima a¢do comeca a ser desenvolvido a partir dos
trabalhos de Pierre-Louis Moreau de Maupertuis (1698-1759) e Leonhard Euler (1707-1783).
Maupertuis partiu do principio 6ptico do minimo tempo de Fermat de 1662, adaptou-o a teoria
corpuscular da luz (Newtoniana) e o aplicou a muitos problemas mecanicos, usando o conceito de

“ Em Traité de mécanique céleste de Laplace: “Assim, todas as linhas tracadas pelas medidas geodésicas tém a
propriedade de serem as mais curtas que se pode medir sobre a superficie do esferdide, entre dois quaisquer de seus
pontos; [...] elas serdo descritas por um moével se movendo uniformemente sobre a superficie da esfera [...]
designaremos estas linhas sob o nome de linha geodésica” (NABONNAND, 1995, p. 160).
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acdo de Leibniz (JOURDAIN, 1913, pp. 2-6; DUGAS, 1988, pp. 260-268). A acdo para Leibniz
era proporcional ao produto da massa pela velocidade e pelo deslocamento, ou ao produto da
forca viva pelo tempo, como veremos no final desta secao.

De acordo com Maupertuis, luz ou particulas seguem o caminho no qual a quantidade de
acdo ¢ a minima. Ele apresentou o principio em palavras e ndo o escreveu na forma de uma
equagdo. Suas primeiras publica¢des sobre este principio, em 1744 e 1746, ndo estavam muito
claras e seu uso do principio de minima ac¢do era completamente diferente do corrente, como ele
aplicou o principio ao estudo da alavanca e colisdes — objetos que nao estdao incluidos em nosso
uso atual do principio de minima agdo.

Membro da Academia de Ciéncias de Paris, Maupertuis foi convidado por Frederico, o
Grande, sob a recomendacgdo de Voltaire, para ser presidente da Academia de Ciéncias de Berlim,
cargo que assumiu em 1746, ano em que apresentou a Academia seu trabalho aplicando o
principio da minima quantidade de a¢do a mecanica (publicado em 1748).

Antes desse trabalho, Maupertuis havia escrito dois trabalhos em que aplicava a condi¢ao
de minimo na estatica, em 1740 e 1744.

No trabalho de 1740, Loi du repos des corps, Maupertuis fez uma andlise das condi¢des
de repouso de um sistema de corpos pesados, partindo de idéias iniciais que ndo té€m
demonstracdo, ou seja, fazem parte dos principios da natureza.

O conceito de extremo, ou seja maximo ou minimo, de um produto entre massa e
distancia a uma poténcia qualquer, aparece inicialmente na andlise de decomposicao de forcas
num sistema de trés corpos. O maximo, ou o minimo, corresponde a posicdo do centro de
gravidade num conjunto de corpos pesados sustentados por uma alavanca e sujeitos a apenas uma
forca central.

Maupertuis encontrou a equacdo que dd as condi¢des de equilibrio em fungdo das
distancias dos corpos ao ponto de apoio e da forca aplicada em relacdo ao centro da alavanca. A
condicdo de equilibrio neste caso € aquela em que a soma dos produtos entre a distancia e a forca
para todos os corpos do sistema € um valor médximo ou minimo, e esse valor determina a posicao
do centro de gravidade. Apesar de ser uma lei baseada nos principios da estitica, Maupertuis
argumentou que o resultado poderia ser aplicado a “mecanica ordindria”, mas ndo forneceu um
exemplo (MAUPERTUIS, 1740, pp. 173-176). Embora neste trabalho Maupertuis nao use a
palavra acdo, ele foi considerado posteriormente por Euler como o inicio do principio de minima
acdo, como veremos ainda nesta se¢ao.

A interpretacdo metafisica do principio de minima quantidade de acdo aplicado a
mecAnica tem seu inicio no artigo escrito em 1744, Accord de différentes loix de la Nature®.
Nele, Maupertuis discutiu trés maneiras de se analisar o comportamento dos raios luminosos ao
passar de um meio para o outro, utilizando o modelo corpuscular da luz.

A primeira dessas maneiras, aquela que é seguida por Descartes, supde que a luz age
como uma bola que atravessa uma superficie, e nesse caso, a luz andaria mais rdpido num meio
mais denso do que num meio mais rarefeito. A segunda das maneiras de se analisar a refracio e
reflexdo da luz, € a de Newton, em que a relagdo seria de atrag@o entre o raio € o meio, e também
nesse caso a velocidade seria maior no meio mais denso. A terceira maneira, corresponde, nas
palavras de Maupertuis, ao principio metafisico em que a Natureza, por ser originada de um Ser
divino, faz as coisas sempre da maneira mais simples.

A terceira classe enfim compreende as explicacdes que sdo extraidas de principios
metafisicos, daquelas leis em que a Natureza, por estar sujeita a uma inteligéncia superior,

*7 Este trabalho foi publicado somente em 1748.
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na produg¢do de seus efeitos, o faz sempre procedendo da maneira mais simples
(MAUPERTUIS, 1744, p. 419).

Um século antes, Fermat ja tinha aplicado uma idéia semelhante para a refracio da luz,
supondo que a luz ao ser refratada percorre o caminho no qual o tempo é minimo. Porém, na sua
andlise, Fermat concluia que a luz deve caminhar mais lentamente no meio menos denso, o que
entrava em conflito com a dptica de Descartes e depois com a de Newton. O que Maupertuis vai
tentar fazer neste trabalho € conciliar uma idéia de minimo ou de simplicidade com a Optica
Newtoniana.

Levando em consideracdo o fato conhecido na época (nas palavras do préprio Maupertuis)
de que a luz anda sempre em linha reta em um meio homogéneo, Maupertuis questiona se a luz
“escolhe” tal caminho por ser o mais curto ou por ser o mais rapido. E concluiu que o caminho
que a luz segue € aquele em que a quantidade de acdo € minima, sendo que esta grandeza é
definida como segue:

A quantidade de agdo € tanto maior quanto maior € a velocidade do corpo, e quanto maior
¢ o caminho percorrido, ela é proporcional a soma dos espagos multiplicados cada um pela
velocidade com a qual o corpo os percorre (MAUPERTUIS, 1744, p. 423).

A quantidade de acdo é dada apenas pela defini¢do anterior, sem o uso de uma expressao
ou mesmo uma deducdo matemadtica. Para aplicar o principio de que a quantidade de agdo é
minima na refracao/reflexdo da luz, Maupertuis utilizou o exemplo de um raio que vai de um
meio para o outro, mudando de velocidade na refracdo (figura 4.2).

Figura 4.2: Maupertuis aplicou o principio de minima quantidade de a¢do no caso de um
raio de luz que vai do meio A para o meio B, percorrendo as distancias D e d em cada meio,
respectivamente.

Aplicando o mesmo formalismo que usou nas alavancas, Maupertuis mostrou que, se vale
a condi¢do de minima quantidade de acdo, entdo se encontra a relacdo entre os senos dos angulos
de incidéncia e refracio (MAUPERTUIS, 1744, p. 424). Neste caso entdo, a luz ndo percorre o
caminho mais curto, pois ndo € uma reta; nem no menor tempo, pois estd supondo a teoria
Newtoniana para a luz — o tempo sé seria 0 mais curto na teoria ondulatéria - mas percorre o
caminho no qual a quantidade de acdo € minima.

Maupertuis reconhece o principio de minima quantidade de acdo como uma ‘“‘causa final”
aplicada a fisica, pois é vélido quando o movimento completo € realizado. O principio s6 pode
ser aplicado se conhecidos os pontos inicial e final, ou do contrdrio, a luz poderia seguir qualquer
caminho, o que foi uma critica feita ao trabalho de Fermat. Se o principio € aplicado no caso em
que sabe-se que a luz sai de um ponto e vai para outro determinado ponto, entdo ele € vélido.
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O caréter de “causa final” do principio s6 € justificado, na opinido de Maupertuis, se ele
foi criado por um Ser supremo, que, com toda sua sabedoria e poder, € capaz de determinar as
condi¢des para que 0 movimento acontega.

Os trabalhos de 1740 e 1744, apesar de tratarem de assuntos diferentes como alavancas e
luz, apresentam o mesmo formalismo, sendo que o primeiro trata da condi¢do de minimo para a
soma dos produtos de distancia por for¢a; e o segundo trata da condi¢do de minimo para a soma
dos produtos de distancia por velocidade.

Quase simultaneamente a publica¢do do trabalho de Maupertuis, Euler publica, em 1744,
um trabalho em que aplica o principio de minima agdo (sem utilizar esse nome), para o
movimento de um corpo num meio sem resisténcia, como serd discutido mais adiante.

Em 1746, Maupertuis escreveu Les loix du mouvement et du repos déduites d’un Principe
Metaphysique, também publicado em 1748, em que fez referéncia ao trabalho de Euler de 1744.
Maupertuis afirma que o principio de minimo dado por Euler é a aplicacdo do seu proprio
principio para o movimento dos planetas. No primeiro capitulo do trabalho, Maupertuis se dedica
a mostrar como tanto o movimento dos planetas proposto por Newton, quanto a formagdo que
algumas espécies possuem (e para isso dd o exemplo da “dura pele do rinoceronte”) sdo obras de
um Ser™® superior.

Ele também pretendia, através do movimento das partes da Natureza, mostrar que existe
esse Ser. Maupertuis argumenta que a causa externa que inicia 0 movimento ou o interrompe, é
proveniente desse Ser superior, que Aristételes comparava a Deus. Esse Ser também explica o
que acontece quando dois corpos colidem e o equilibrio das alavancas.

O estudo da colisdo entre corpos duros e eldsticos € o que leva Maupertuis a aplicar o
principio de minima acdo. Segundo ele, os corpos, duros ou elasticos, sdo formados por corpos
primitivos, que sdo duros, inflexiveis e inalterdveis. Os corpos eldsticos possuiriam intervalos
entre os corpos primitivos, permitindo uma flexibilidade; enquanto os duros ndo possuiriam esses
intervalos. O movimento que ocorre apds o choque entre dois corpos tinha sido explicado através
de duas leis de conservacdo: a conservagcdo da quantidade de movimento, estabelecida por
Descartes; e a conservacdo da forga viva, estabelecida ap6s Descartes.

A primeira lei, segundo Maupertuis, ndo € vélida em alguns casos; a segunda lei s6 é
valida para corpos eldsticos, o que levaria a concluir que s6 existem corpos eldsticos. Portanto
essas leis ndo formam um principio universal do qual se poderia deduzir a lei geral de movimento
dos corpos. Para Descartes, a quantidade de movimento € uma grandeza escalar e, nessa condicao
ndo se conserva em alguns casos. A forca viva (ou vis viva) corresponde ao conceito de energia
cinética e sO se conserva para choque eléstico.

O principio que € vdlido para o movimento dos corpos duros, para 0 movimento dos
corpos eldsticos e se estende para a lei de repouso, portanto universal, segundo Maupertuis, € o
principio da minima quantidade de agdo.

No choque dos corpos, o Movimento se distribui de modo que a quantidade de agdo, que
supde a ocorréncia da mudanga, é a menor possivel. No repouso, os corpos que se mantém
em equilibrio, devem estar situados numa posi¢do tal que para qualquer pequeno
movimento, a quantidade de a¢do seja a menor (MAUPERTUIS, 1746, p. 286).

Esse cardter de minimo da acdo e sua universalidade, o tornam digno de ser criado por um
Ser supremo. Portanto, se esse principio é vélido, e ele s6 pode ter sido criado por um Ser
supremo, esse Ser supremo existe. Ou seja, Deus existe. E Maupertuis tentou mostrar sua
existéncia através desse principio metafisico que € o de minima quantidade de agdo.

* Maupertuis recorre sempre 2 letra maitscula para se referir a um ser onipresente e onipotente.
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Provada a existéncia de Deus, Maupertuis usou o principio de minima acdo como o
principio geral na andlise de trés problemas e o definiu como:

Principio geral
quando ocorre qualquer mudanga que haja na Natureza, a quantidade de acdo, necesséria
para a mudanga, € a menor possivel (MAUPERTUIS, 1746, p. 290).

onde a quantidade de acdo é definida como o produto da massa dos corpos por sua velocidade e
pelo espaco percorrido. Note-se que no trabalho de 1744, quando falava sobre luz, ele ndo usava
a idéia de massa das particulas. Maupertuis aplicou o principio da minima quantidade de a¢do no
problema de choque entre dois corpos e encontrou as velocidades finais adquiridas pelos corpos
apods o choque.

O primeiro caso € o de dois corpos duros (ndo elédsticos) que se movem no mesmo sentido
com velocidades diferentes. Entdo seja o corpo com massa A e velocidade a, percorrendo um
espaco a (considerando um tempo unitdrio); e seja o corpo com massa B e com velocidade b,
percorrendo um espaco b. Eles se movem no mesmo sentido, mas a € maior que b, de modo que
os corpos se chocam. Apds o choque eles passardo a ter uma velocidade b<x<a. Esse movimento
também pode ser visto como se A se movesse com uma velocidade (a-x) quando analisado de um
outro referencial (o que Maupertuis chama de “plano imaterial”) e percorresse um espago (a-x).
Nesse referencial, o corpo B teria uma velocidade (b-x) e percorreria um espago (b-x). A
quantidade de acdo é dada por A(a - x)z eB(b-x )2 e a soma deve ser um minimo. Portanto

Aaa-2 Aax+Axx+Bxx-2Bbx+Bbb=minimo,

que, diferenciando em relacdo a x, pode ser escrita como

-2Aadx+2Axdx+2Bxdx-2Bbdx=0, 4.1)

de onde se pode obter a velocidade x como

_Aa+Bb
A+B

Um raciocinio semelhante € feito para o choque de corpos duros se movendo em sentidos
contrarios e para corpos eldsticos. Para o caso da lei de repouso (equilibrio das alavancas), a
quantidade minima de acdo € analisada supondo que os corpos que estdo nos dois extremos t€m
um pequeno movimento em torno do ponto de equilibrio, e que a soma das acdes dos dois corpos
¢ minima (MAUPERTUIS, 1746, p. 292-294).

A quantidade de acdo, como analisada na colisdo por Maupertuis, ndo apresenta um
“caminho” pelo qual acontece 0 movimento, ou seja, ndo sido consideradas as posi¢des inicial e
final e o0 modo como € percorrido esse “caminho”, sendo portanto completamente diferente do
modo como se aplica atualmente o principio de minima agdo.

O principio de minima quantidade de acdo e sua relagdo com o poder e a sabedoria do Ser
divino que criou o Universo volta a aparecer em Essai de Cosmologie (MAUPERTUIS, 1750, p.
40), mas Maupertuis ainda o manteve restrito ao caso dos choques entre corpos duros ou
elasticos.
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Nao estd claro na argumentacdo de Maupertuis a que quantidade de acdo ele estd se
referindo. Se esta quantidade de acdo corresponde a quantidade total de a¢do, entdo a equagao de
conservacdo da diferenca das velocidades obtida por Maupertuis nada mais é que a combinacao
da conservagdo da quantidade de movimento com a conservacio da for¢a viva (BACHELARD,
1975, p. 105).

No caso da refracdo da luz Maupertuis calculou a acao da luz antes da refracdo e depois
da refragcdo, somou as duas e imp0s a condicao de que essa soma fosse minima. Se usasse, como
esperado, o mesmo raciocinio para o problema da colisdo, entdo teria que calcular o valor da
quantidade de a¢@o antes da colisdo e o valor da quantidade de a¢do depois da colisdo, somar as
duas agdes e impor a condi¢ao de que essa soma fosse minima, ou seja

Aa2+Bb2+AX2+BX2:m1’nimo,
Diferenciando esta equacdo em relacdo a x fica

2Ax+2Bx=0,

e portanto

x=0,

0 que vai levar a uma conclusdo errada. Na verdade ele utiliza uma idéia de acdo minima que é
obscura, pois ndo estd somando as acdes antes e depois, mas estd calculando uma agdo que leva
em consideragdo tanto a velocidade inicial quanto a final, e que no final d4 certo. A Eq. 4.1 pode
ser escrita como Ax+Bx=Aa+Bb, que representa a conservacao da quantidade de movimento. No
caso do choque entre corpos elésticos, o resultado que ele obtém é equivalente a usar tanto a
conservacgdo da quantidade de movimento quanto a conservagao da forca viva.

O conceito de acdo ja tinha sido utilizado por Leibniz em Essai de Dynamique para
analisar colisdes de corpos, sem usar a idéia de acdo minima, mas usando um conceito de
conservacdo da acdo, onde ele tenta mostrar, de maneira confusa, que, quando o tempo
considerado € unitdrio, entdo a conservacdo da quantidade de acdo eqiiivale a conservacdo da
“forca”. Neste mesmo trabalho, Leibniz fala, as vezes, de uma “forca total absoluta”; outras
vezes, de “forca viva absoluta”. Em todos os casos, cremos que ele estd se referindo a vis viva (o
dobro da nossa energia cinética), diferenciando-a da vis mortua, aplicada no caso da estética
(BACHELARD, 1975, p. 106; LEIBNIZ, 1971, v. 6, p. 225).

O trabalho de 1746 de Maupertuis teve vdrias contestacdes na época. Algumas delas,
como a de D’Arcy se referem as demonstragdes que Maupertuis fez para encontrar a minima
quantidade de agdo. D’Arcy resolveu usar a acdo num sentido diferente do de Maupertuis e
semelhante ao que chamamos de momento angular para fazer dedugdes relativas tanto a colisoes
quanto ao equilibrio de alavancas (D’ARCY, 1753), e também na refra¢do da luz (D’ARCY,
1756). Para ele, a acao tem a defini¢do de d’ Alembert:

[...] a ag@o é o movimento que um corpo produz ou tende a produzir sobre um outro
D’ARCY, 1753, p. 536).

Considerando esse conceito de acdo, € possivel fazer cdlculos diferentes para a colisdo, de
modo que, se fosse usado o principio de minima acdo, entdo teria sido necessdrio calcular a acao
antes e depois do choque, depois considerar a soma ou a diferenca das agdes como minima,
levando a um resultado errado, como jia mostramos. A discussdo com D’Arcy rendeu varios
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trabalhos publicados na Academia de Berlim e de Paris, a favor ou contra a argumentacdo de
Maupertuis (JOURDAIN, 1913, pp. 32-43).

Outras contestagdes estavam relacionadas com a autoria do principio geral. Segundo
Samuel Konig, que reproduziu na Acta Eruditorum de Leipzig em 1751 uma carta escrita por
Leibniz a Hermann em 1707, o principio da minima quantidade de acdo no movimento dos
corpos ja havia sido estudado por Leibniz. Leibniz também defendia a utilidade das causas finais
na fisica e propunha um “principio da razdo suficiente” ao qual estava relacionado o “principio da
perfeicdo”. Na fisica, segundo Leibniz, o principio da perfei¢do determina o movimento atual
entre todos os movimentos possiveis, de modo a haver uma quantidade que seja maxima ou
minima e que leva a idéia de “o melhor de todos os mundos possiveis” (HOFMANN, 1981,
p-156). A idéia do melhor caminho possivel e da quantidade que deveria ser mdxima ou minima
leva a associar os argumentos de Leibniz aos de Maupertuis, pois ambos possuem fundamentos
metafisicos e foram usados para justificar a existéncia do Ser superior na criagdo do Universo,
confirmando uma associacdo entre teologia e mecanica que apareceu em diferentes periodos da
histéria (MACH, 1942, p. 542).

Em seu estudo da obra de Leibniz, Gueroult observa que a a¢do aparece em Leibniz como
acdo motriz e tem a mesma definicio que Maupertuis usou para o caso do choque dos corpos,
mas € objeto de um principio de conservacdo e nao de minimo (GUEROULT, 1934, p. 217).
Porém a definicdo de acdo motriz de Leibniz ndo estd clara e confunde-se com a propria
conservagao da for¢a viva, entendida como o produto da massa pela velocidade ao quadrado
(LEIBNIZ, 1971, v. 6, p. 221). A idéia de Leibniz ndo teve influéncia pois ndo foi publicada e
ndo era conhecida. Apenas seu conceito de acdo € que foi utilizado por Maupertuis.

A acdo, em sua definicdo como dada por Leibniz e vélida na época, envolve o tempo. No
caso do choque entre corpos, a mudanca a que Maupertuis se refere ocorreu em um instante, um
tempo indivisivel, e portanto nulo. Assim, a acdo também seria nula. No caso da refracdo da luz,
a mudangca na quantidade de acdo ocorre entre dois pontos diferentes. A simples andlise
diferenciada para os dois casos jd mostra que o principio ndo tem a universalidade defendida por
Maupertuis para sobrepd-lo ao principio de conservacdo da vis viva e da quantidade de
movimento (GUEROULT, 1934, p. 221).

A discussdo com Konig envolveu Euler e outros membros da Academia de Berlin, e acabou
levando a expulsdao de Konig da Academia (DUGAS, 1988, p. 270).

4.2 MAXIMOS E MINIMOS NA OBRA DE EULER

O método de maximos e minimos era objeto de estudo de varios matematicos e filosofos
durante o século XVIII, entre eles Leonhard Euler. Como apéndice a sua obra geométrica sobre
maximos e minimos, Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes,
sive solutio problematis isoperimetrici latissimo sensu accepti, Euler publicou uma andlise do
movimento de projéteis (em meios sem resisténcia) e movimento devido a forcas centrais,
determinado pelo método de méiximos e minimos: Additamentum II. De motu projectorum in
medio non resistente, per methodum maximorum ac minimorum determinando (EULER, 1744,
pp. 309-320).

Nesse apéndice, Euler comeca assumindo que existe alguma lei de maximo ou minimo
que rege o movimento curvo descrito pelos projéteis e se propde encontrar qual a propriedade que
obedece a essa lei. A apresentagdo de seu raciocinio é um pouco obscura porque ele representa a
velocidade pela raiz quadrada de v, que representa por .
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Seja a massa do corpo projetado = M, que se desloca um pequeno espago = ds, com a
altura associada a velocidade® = v; a quantidade de movimento do corpo neste lugar serd
= M v; a qual, multiplicada por esse pequeno espaco ds fornece M.ds~Nv que é o
movimento coletivo do corpo pelo espago ds. Digo entdo que a linha que € descrita pelo
corpo € aquela na qual, de todas as outras linhas que tém as mesmas extremidades,
[M.ds\lv (ou, sendo M constante, [ds\v) seja minima (EULER, 1744, pp. 311-312).

Euler ndo justifica nem tenta justificar esse principio e sim estudar suas conseqiiéncias.
Ele parece assumir que, se as conseqiiéncias estao corretas, isso justifica o principio. Euler ndao da
nenhum nome para a grandeza que esta integrando e ndo utiliza a palavra ag@o neste trabalho.
Euler assume que é possivel representar a velocidade do projétil em funcdo de sua posicao,
utilizando a lei das forcas vivas (o equivalente a nossa lei da conservacdo da energia).
Substituindo ds por drv, Euler conclui que [v.dt deve ser um minimo e que ele descreve dizendo
que na curva descrita pelo corpo projetado, a soma de todas as for¢as vivas que o corpo possui
nos momentos individuais de tempo € minima. A for¢a viva é o produto da massa pelo quadrado
da velocidade; Euler estd desprezando a massa (que € sempre a mesma, no problema estudado
por ele) e por isso estd considerando que v representa a for¢a viva (EULER, 1744, p. 312).

O primeiro caso em que Euler analisa as conseqiiéncias desse principio € o caso de um
corpo que ndo estd submetido a nenhuma forca (EULER, 1744, p. 312). Nesse caso sua forca
viva é constante. Representando-a por b, o principio de Euler afirma que [dsVb deve ser um
minimo — ou, como b é constante, [ds deve ser um minimo, entre todas as trajetérias que possuem
as mesmas extremidades. Portanto, o projétil deve descrever uma trajetéria retilinea.

Note-se que Euler pensou, aqui, em um corpo livre, no espaco. Se o corpo estiver preso a
uma superficie, sua trajetdria ndo serd uma reta, evidentemente. Euler ja havia estudado, no
capitulo 4 do volume 2 de sua Mechanica de 1736, o movimento de corpos presos a superficies.
O primeiro caso que ele estudou foi o de corpos que ndo estdo sujeitos a nenhuma forga (exceto a
forca que os prende a superficie). Nesse caso, o corpo descreve sobre a superficie uma “linha
mais curta” — o nome que era dado, na época, as geodésicas (EULER, 1736, vol. 2, p. 464; cf.
ibid., p. 24). No mesmo capitulo, Euler mostrou que a trajetéria também serd uma geodésica se
houver apenas forcas normais a superficie, ou se houver atrito, ou se houver qualquer outra forca
na direcao do movimento do corpo (como resisténcia do ar).

Voltando ao trabalho de 1744, o segundo caso estudado por ele é o de gravidade
uniforme, com uma aceleragdo vertical constante g (EULER, 1744, pp. 312-313). Na figura 4.2 ,
seja AM a curva descrita pelo corpo, que corta no ponto A a reta vertical CAP. Em um dado
momento, o projétil estd no ponto M, e sua altura (contada a partir do ponto A) é AP=x, sendo a
distancia horizontal percorrida por ele PM=y. O elemento da curva Mm € ds. Pelo principio das
forcas vivas, a variacdo de Mv (onde v € o quadrado da velocidade) € igual ao trabalho realizado
pela for¢a, ou seja, Mg.dx. Portanto, dv=g.dx e v=a+gx, onde a € uma constante de integragdo. A
rigor, a variacdo da forga viva dividida por 2, ou seja, o que chamamos de nossa energia cinética,
€ que corresponde ao trabalho realizado pela for¢a. Haveria entdao um fator numérico 2 nas
relacdes que Euler desenvolve, mas que ele despreza pois nao afeta a propriedade de maximo ou
minimo da integral.

* Euler utilizou aqui a expressdo técnica “altura associada a velocidade” (celeritas debita altitudini) que ele havia
definido em seu livro Mechanica, de 1736, capitulo 3, definicdo 15: é a altura da qual um corpo deve cair, a partir do
repouso, na superficie da Terra, para adquirir uma certa velocidade. Representando a velocidade (celeritas) pela letra
c e a altura correspondente a velocidade por v, Euler indicou que v é proporcional a ¢ e que, por comodidade
(pensando na velocidade como um espaco percorrido em certo tempo), podia ser utilizada a relacdo v=c? ou c=\y
(EULER, 1736, vol. 1, p. 80). Assim, para Euler, a letra v ndo representa a velocidade e sim o quadrado da
velocidade.
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Figura 4.2: AM € a curva descrita pelo projétil sob a ac@o apenas da gravidade, e que corta a reta
vertical CAP no ponto A.

Assim, o problema se transforma em encontrar a curva para a qual a integral [dt.(a+gx) ou
fds.\/(a+gx) ¢ um minimo (ou, em notacdo moderna, f(a+gx)1/2ds deve ser um minimo). Agora,
todas as grandezas que aparecem na integral sao geométricas. Euler representa entdo dy/dx pela
letra p, substituindo ds por dxV(1+pp) — ou, em notacdo moderna, ds=(1+p?)"dx. A integral que
deve ser minima se torna entdo (utilizando a notacdo de Euler) [dxA (a+gx)(14+pp) ou, em notacdo
moderna, [[(a+gx)(1+p?)]"*.dx.

Euler compara entdo a equagdo obtida com a férmula geral do problema de minimos, que
representa por [Z.dx, onde Z é uma funcdo de x, y e de dy/dx=p. A funcio Z, neste caso, é
portanto [(a+gx)(1+p?)]"2.

Para encontrar a trajetéria, Euler utiliza um método que eqiiivale ao uso daquilo que
chamamos de “equacdo de Euler”. Antes de mostrar o modo pelo qual Euler resolve o problema,
vamos indicar como ele seria solucionado atualmente, por notacdo moderna. A condicdo de
minimo da integral |Z.dx (ou, mais exatamente, condicdo de variacdo primeira nula) ¢ satisfeita se

dZ d JdZ _
dy dx dy'

9

onde y’=dy/dx. Nessa época, ndo existiam os simbolos de derivada parcial. Por isso, Euler utiliza
uma outra forma de exprimir a mesma relacdo. Ele representa a diferencial total dZ da fun¢do Z
por dZ=Mdx+Ndy+Pdp. Traduzido em nota¢do moderna, M=0Z/0x, N=0Z/dy, P=0Z/dp=0Z/dy’.
Para satisfazer a condi¢do de minimo da integral, devemos portanto ter N—dP/dx=0.

No caso que estd sendo estudado, Z:[(a+gx)(1+p2)]1/ 2 e, portanto, N=0 e
P=pl(a+gx)(1+p>)]"*. Logo, N-dP/dx=0 se reduz a dP/dx=0 e P deve ser uma constante, que
Euler representou por VC. Resolvendo a equagdo diferencial, Euler obteve o resultado

y =%\/C(a—C+gX).
g

Euler comenta entdo que essa é a equagdo de uma pardbola, e escolhendo o vértice da
pardbola como o ponto onde x e y valem zero, obtém C=a e a equacdo se reduz a
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onde a pode ser interpretado como o quadrado da velocidade no vértice da pardbola (EULER,
1744, pp. 312-313).

Antes de prosseguir a andlise do trabalho de Euler, € importante fazer um comentério.
Atualmente utilizamos o principio de agdo minima sob a forma

6s:éstdt:0.

O Lagrangeano L é a diferenca entre a energia cinética K e a energia potencial V.
Portanto, no problema estudado por Euler, o modo atual de resolver o problema seria diferente do
utilizado por ele. A integral que deve ser minima é [(Mv?/2+Mgx)dt (utilizando x com o mesmo
significado empregado por Euler, ou seja, a distincia medida de cima para baixo a partir do ponto
mais alto do movimento). Eliminando a massa M, que € constante, ¢ multiplicando por um fator
numérico 2, teriamos 8f(v2+2gx)dt =3/ [(dx/dt)*+(dy/dt)*+2gx]dt = 0 e a solugdo do problema é
obtida através da equacdo de Lagrange. Se chamarmos o integrando [(dx/dt)*+(dy/dt)*+2gx] de L’,
devemos ter:

ox dtox 9y dtoy

onde X =dx/dt e Y =dy/dt. Como 0L’ /dx=2g e OL’/d X =2 X , obtemos X =g (aceleracdo vertical

constante). Como 0L’/dy=0 e dL’/0 Y =2y, obtemos Y =0, ou seja, velocidade horizontal
constante. E facil mostrar que a trajetéria é uma pardbola, concordando com o resultado obtido
por Euler. No entanto, o procedimento é completamente diferente; e Euler obtém diretamente a
equacdo da trajetoria, enquanto pelo procedimento atual obtemos as equagdes do movimento para
cada componente.

H4 outro ponto a ser discutido. O principio proposto por Euler € representado pela
afirmacdo de que [v.dr deve ser um minimo (onde v para Euler é o quadrado da velocidade).
Poderfamos dizer, portanto, que o principio exposto por Euler corresponde a 8/K.dt=0 e ndo,
como aceitamos atualmente, 8/L.dr=8| (K=V).dt=0. Portanto, de acordo com a abordagem atual da
mecénica analitica, o principio utilizado por Euler estd errado. E dificil entender como Euler
consegue chegar a resultados corretos. Esse ponto serd discutido mais adiante.

Depois de estudar o movimento de projéteis com aceleracao gravitacional constante, Euler
estuda o caso de uma forca varidvel na direcdo x (vertical). A aceleracdo X € uma funcdo da
coordenada x (EULER, 1744, pp. 313-314). Chamando, como antes, a coordenada horizontal de
y, € substituindo, como no caso anterior, dv=X.dx (e, portanto, v=A+fde) e ds:dx\/(1+pp), a
integral que deve ser minima seria [\ (A +fde)(1+pp). Chamando o integrando de Z, como no
caso anterior, temos que 0Z/dp deve ser constante. Chamando essa constante de \C, Euler obtém
o resultado
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dy JC

T \/A—C+dex'

Assim, a trajetéria do corpo pode ser obtida pela integral

y= I fdx
\/A C+[Xdx

No caso seguinte estudado por Euler o corpo estd sujeito a forcas tanto na dire¢do x
quanto na direcdo y, e ele supde que as aceleragdes correspondentes X e Y sdo fungdes apenas das
coordenadas respectivas (EULER, 1744, pp. 314-315). Esse € um caso particular, em que a
solucdo pode ser obtida por separacao de varidveis sob a forma:

J~ dy J~ dx
yB+[Ydy 7 JC+[Xdx

Como casos particulares, Euler indica que, quando [Xdx e [Ydy sdo poténcias de mesmo
grau de x e y, a trajetoria pode ser obtida sob forma algébrica; dois casos especiais sdo quando
essas integrais sdao proporcionais a primeira poténcia das coordenadas (trajetoria parabdlica) ou a
segunda poténcia das coordenadas (trajetdria eliptica). As integrais sdo proporcionais a primeira
poténcia das coordenadas quando as aceleracdes forem constantes nas direcdes x € y, o que
corresponde a queda livre quando a aceleracdo € considerada numa direcao inclinada em relacao
axey.Jaocaso em que a integral é proporcional a segunda poténcia da coordenada é quando a
forca € proporcional a primeira poténcia das coordenadas, ou seja, uma forca central,
proporcional a distdncia a origem.

A quinta situacdo analisada por Euler é a de forcas centrais, ou seja, quando o corpo de
massa M € impelido sempre na dire¢ao de um ponto fixo C, com uma aceleragdo 7 que depende
apenas da distancia ¢ entre M e C (EULER, 1744, pp. 316-317). Euler apresenta a solu¢do geral
trabalhando com coordenadas cartesianas e depois prova que o resultado contém a lei das dreas
(ibid., p. 317). Depois, Euler analisa 0 mesmo problema utilizando um método equivalente ao uso
de coordenadas polares no plano, ou seja, utilizando como varidveis a distancia MC e um angulo
que determina a direcdo dessa reta. Obtém um resultado concordante com o primeiro (ibid. pp.
317-318).

ApO6s resolver todos esses casos, Euler comentou que em todos eles obteve resultados
corretos, partindo do principio de minimo que havia proposto; e que seria possivel estudar
também casos mais complexos. Porém, ele esclarece que hd duas situacdes diferentes a serem
consideradas: (1) aquela em que a velocidade de um corpo tem sempre o mesmo valor quando ele
retorna a0 mesmo ponto; e (2) aquela em que a velocidade do corpo niao depende apenas de sua
posicdo. Essa segunda situa¢do ocorre ou quando o corpo se move em um meio resistente, ou
quando os centros de forca que agem sobre ele estio em movimento (EULER, 1744, p. 318). No
primeiro caso, o principio pode ser aplicado, mesmo se o corpo estiver submetido a vérias forgas
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simultaneamente. Ou seja: em nossa linguagem moderna, Euler estava dizendo que o seu
principio de minimo era valido para forcas conservativas.

No final do apéndice, Euler generaliza o seu principio para o caso de muitos corpos: se
muitos corpos se movem atuando uns sobre os outros (mas com forcas conservativas), “a soma de
todos os seus movimentos € minima” (EULER, 1744, p. 320) — o que provavelmente queria dizer
que a integral em relacdo ao tempo das somas de Mv (forca viva, sendo v o quadrado da
velocidade) para todos os corpos deve ser minima. Por fim, Euler comenta que esse principio
provavelmente poderia ser justificado pela metafisica® — mas ndo desenvolve essa idéia.

Em nenhum ponto do seu trabalho Euler utilizou 0 nome “a¢do”, nem se referiu a Leibniz,
nem a Maupertuis. E possivel que Euler tenha desenvolvido seu trabalho de forma totalmente
independente de Maupertuis. A prépria linguagem com a qual ele apresenta o principio mostra
que ele o propde na primeira pessoa do singular, “digo”:

Digo entdo que a linha que ¢ descrita pelo corpo € aquela na qual, de todas as outras linhas

que t€m as mesmas extremidades, IM.ds\ly (ou, sendo M constante, st\/v) seja minima.
(EULER, 1744, pp. 311-312)

Pela correspondéncia de Euler fica claro que ele ja havia chegado no inicio de 1743 ao seu
principio de que a integral de JdsVv deveria ser um minimo. De fato, hd uma carta de Daniel
Bernoulli a Euler, datada de 23 de abril de 1743 (FUSS, 1843, pp. 522—528)5 1, na qual Bernoulli
tece comentdrios sobre o rascunho que havia recebido do tratado dos isoperimetros e faz
consideragdes especificas sobre o principio mecanico proposto por Euler: “Eu considero muito
bela e de grande importincia a observagio de que, nas trajetdrias, Jds\v deve ser um maximo ou
um minimo; mas eu nao vejo a demonstragdo desses principios” (BERNOULLI, apud FUSS,
1843, p. 524). Assim, pode-se afirmar que ndo foi o artigo de Maupertuis de 1744 que inspirou a
pesquisa de Euler, mas que se trata de trabalhos independentes, apesar de, como vimos,
Maupertuis ter afirmado que o trabalho de Euler era uma aplicag¢do do seu trabalho de 1744.

E relevante que, embora Euler apresente seu principio sob vdrias formas, tais como o
principio de minimo da integral Jv.dr ou da integral Jds\v, é sob esta iltima forma que ele o
utiliza, representando v como uma funcdo das coordenadas. O tempo, de fato, ndo tem qualquer
papel nas andlises que Euler realiza; e seu objetivo principal é sempre obter resultados
geométricos, ou seja, a trajetéria da particula. Além disso, deve-se notar que a velocidade da
particula € sempre obtida a partir do principio das forcas vivas e que, em notacdo moderna, a
integral utilizada por Euler poderia ser expressa por

[V2(E-V)Mds,

onde E é uma constante (energia total) e V a energia potencial (uma fun¢do das coordenadas).
Como ds é também uma funcdo das coordenadas e de suas derivadas (por exemplo,
ds=[1+(dy/dx)?]""*dx, como utilizado por Euler para a andlise em duas dimensdes), o problema
acaba sendo reduzido a uma forma geométrica.

% Logo no inicio do apéndice, Euler havia também afirmado que esse principio poderia ser justificado
metafisicamente, mas que a metafisica ndo permitiria descobrir qual a propriedade que obedece ao principio de
minimo. Também indicou, no mesmo ponto, que esse principio de minimo podia ser considerado como uma lei
baseada em causas finais (EULER, 1744, p. 309).

> Herman Goldstine cita essa correspondéncia de forma equivocada, atribuindo-lhe a data de 15 de abril de 1743
(GOLDSTINE, 1980, p. 67).
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Em um trabalho escrito em 1748%, Euler comparou seu trabalho ao de Maupertuis, a
quem ele concedeu a prioridade para a minima ac¢do. Nesse trabalho, Euler mostra que é sempre
possivel encontrar um maximo ou um minimo em diferentes problemas, como o que ele estuda
no artigo (fio flexivel), e a essa fung¢dao que assume o valor minimo ele d4 o nome de quantidade
de acdo. Deste modo pode haver uma fun¢do que é minima no caso da estética, que serd chamada
quantidade de acdo; para qualquer outro problema, seja na estdtica ou na mecanica, em que é
possivel encontrar uma fun¢do que serd minima, essa fun¢do, com diferentes grandezas, serd
denominada quantidade de acdo. No caso em que a funcdo que pode que é minima é dada por™

I v.ds , entdo a quantidade de acdo € aquela a que Maupertuis de refere (EULER, 1750, p. 150).

Apesar das idéias de Euler serem mais claras que as de Maupertuis, vamos dar o nome de
“principio de Maupertuis-Euler” a seguinte forma do principio de minima agao:

jmv.ds _ Imvz.dt € um minimo, 4.2)

adicionando a condi¢do de que as velocidades sdo uma fungdo da posi¢cdo da particula. Para
evitar uma leitura completamente anacronica de Euler, porém, é relevante dizer que ele aceitou o
uso de Maupertuis do principio de minima acdo para colisdes e para estética.

Em outros dois trabalhos, publicados pela Academia de Ciéncias de Berlim em 1753,
Euler atribuiu explicitamente a Maupertuis a descoberta de dois principios gerais, um para o
estado de repouso ou equilibrio (ou seja, o trabalho de Maupertuis de 1740), e outro para o estado
de movimento, que, apesar de parecerem diferentes, estdo baseados no mesmo fundamento, que é
o da simplicidade da natureza. Para Euler, os principios de Maupertuis para o equilibrio ou
repouso e para o movimento estao relacionados pois possuem a mesma base que € a “economia”
da Natureza, e feita a demonstracao para um dos casos, 0 outro ja estaria provado.

Partindo do caso estdtico, Euler define esforco (effort), representado pelo simbolo
@, como a integral do produto da massa pela forca e pela distincia. No equilibrio, a soma de
todos 0s esforcos é maxima ou minima, ou seja

D= M.[Vdv + .[V’dv' + J-V”dv” +...=max ou min, onde V,V’, V"’ corresponde as forcas centrais

a que o corpo estd sujeito, e v,v’,v’’ corresponde as distancias (EULER, 1753a, p. 174)54,

Tendo estabelecido este principio para o repouso, ou equilibrio, o que haveria de mais
natural do que manter que este mesmo principio também ocorra no movimento dos
corpos, sujeitos pelas mesmas forcas? Pois se a inten¢do da Natureza é economizar o
maximo que € possivel na soma dos esforcos, é necessirio também que ela se estenda
também ao movimento, desde que se tomem o0s esforcos, ndo apenas como eles subsistem
num instante, mas em todos os instantes juntos, que dure o movimento (EULER, 1753a, p.
175).

No movimento, entdo, a integral .[ &dt seria minima. Esta integral pode ser escrita como

_[ Muudt, onde udt exprime o elemento de espaco que o corpo percorre num tempo df, ou seja,

32 Trata-se de Recherches sur les plus grands et plus petits qui se trouvent dans les actions des forces, publicado em
1750.

>3 Na notagdo utilizada por Euler, corresponderia a .

>* Trata-se do artifo Harmonie entre les principes generaux de repos et de mouvement de M. de Maupertuis, escrito
em 1752 e publicado em 1753.
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ds, e desta forma a condicdo de minimo para o esforco, ao longo de todos os instantes do
movimento, corresponde a condicdo de minimo da integral jMuzdt, 0 que corresponde ao

principio de Maupertuis de minima quantidade de acdo (EULER, 1753a, pp. 175-176). A
expressao que ¢ minima para Euler ( .[ Mu’dt )leva em consideracdo uma integracio em relacio

ao tempo, e ndo como Maupertuis, em que o tempo € unitario em todos os exemplos que analisa.

Euler também aplica o principio de minimo esfor¢o no caso de alavancas, para provar que
no caso do equilibrio a base da condicdo de minimo € a mesma que no movimento. O esforco
passa a ser representado pelo produto da for¢a pela distincia ao ponto de apoio, contrariando a
defini¢dao que ele préprio havia dado quando deduziu o conceito de esforco (EULER, 1753a, p.
190). Depois, apresentando o caso de equilibrio para diferentes tipos de alavancas, Euler associa
o caso de equilibrio em torno de um ponto as caracteristicas que descrevem uma curva eldstica, o
que ja havia sido feito por Bernoulli ao tratar das catendrias™. E clara a concordancia de Euler
com o principio de minima acdo como dado por Maupertuis, tanto para o caso das alavancas
como para o caso das colisoes.

Em Sur le principe de la moindre action, escrito e publicado em 1753, Euler defendeu o
trabalho de Maupertuis dos ataques de Konig e o relacionou com a grandeza que antes era
denominado esforco, e agora denominada eficdcia, que determinaria 0 movimento a cada instante

(EULER, 1753b, p. 216). A integral da eficicia pelo tempo é .[ Muds , como no caso do esforco

no movimento. Embora queira dizer que € um unico principio, sdo na verdade dois: para a
estdtica, onde a soma de todas as eficécias (eficicia total) € minima no equilibrio; e no caso da
dinamica, onde a integral da eficdcia em relacdo ao tempo € minima e corresponde ao principio
de Maupertuis.

Euler também possui uma interpretacdo para o principio de minima acdo como uma
“causa final” no sentido teoldgico da expressao:

Como a constru¢do do Universo € a mais perfeita possivel, sendo o trabalhador o Séabio,
nada pode ser encontrado no mundo no qual uma propriedade de madximo ou minimo nio
exista. Nao h4, conseqiientemente, dividas, de que todos os efeitos do mundo podem ser
derivados pelo método de méixima e minimo de suas causas finais, bem como de sua
eficiéncia. ( EULER, apud MACH, 1942, p. 551)

Fica claro que Euler, apesar de considerar o cardter de “causa final” ao principio de minima agao,
procurou formular uma expressao analitica para o mesmo, enquanto Maupertuis realmente nao
tinha um principio, propriamente falando, mas somente uma férmula vaga, que era forcada a
servir como a expressao de diferentes fendmenos familiares.

Alguns historiadores argumentam que a forma com que Euler re-interpretou o principio de
Maupertuis tinha o objetivo de ser livre de preocupagdes teoldgicas, e estava baseado na tentativa
de unificar a mecéanica por meio de um formalismo matemdtico universal, caracteristica do
periodo em que Euler vivia, a “idade das luzes” (PANZA, p. 488, 1995).

4.3 A MECANICA DE LAGRANGE

% No artigo de 1748, publicado em 1750, Euler j4 tinha aplicado em diferentes problemas envolvendo fios flexiveis,
o principio de minimo no caso de equilibrio para diferentes pontos de aplicacao de forgas nesses fios. Ou seja, Euler
reforga a posi¢do de Maupertuis sobre a aplicagdo da minima quantidade de acdo num caso estéatico.
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Joseph Louis de Lagrange (1736-1813) teve seus interesses voltados para a determinacdo
de médximos e minimos de funcdes a partir de 1759 quando publicou seu primeiro trabalho na
Miscellanea Taurinensia (Recherches sur la methode. De maximis et minimis).

Este primeiro trabalho de Lagrange pretendia mostrar as condi¢des em que existe um
méximo ou um minimo na andlise de uma funcdo dependente de uma ou mais varidveis. Para
isso, diferentemente do que fard posteriormente, Lagrange utilizou a geometria e estudou o caso
em que a fun¢do da qual se quer determinar os maximos ou minimos € a terceira coordenada no
espaco. No entanto, ainda que nao faca uso do célculo variacional, Lagrange ja4 menciona que em
um préximo trabalho deduzird as condi¢des de maximo e minimo para vdrios tipos de corpos,
solidos ou fluidos, usando o principio de minima acdo (LAGRANGE, 1759, p. 15).

A primeira aplicacdo que Lagrange fez da teoria desenvolvida para mdximos € minimos
neste trabalho segue a mesma linha de Maupertuis, analisando o choque entre corpos.
Conhecendo as massas do primeiro e do dltimo corpo, e supondo que a velocidade do ultimo € a
maxima possivel, ele prova que as massas dos corpos intermedidrios formam uma progressao
geométrica. Segundo Lagrange, este problema ja havia sido demonstrado por Huyghens, sem usar
a condi¢do de maximo ou minimo, mas ele ndo menciona em que trabalho (LAGRANGE, 1759,
p. 18).

O préximo passo de Lagrange foi desenvolver um outro método puramente analitico para
determinar maximos e minimos de integrais indefinidas, de que trata o trabalho Essai d’une
nouvelle methode pour determiner les maxima et les minima. Seguindo o trabalho de Euler,
Lagrange introduz uma nova “variagdo”, simbolizada por J que, segundo ele, representa uma
nova forma de variar, diferente de d (LAGRANGE, 1760-1761a, p. 336). De um modo geral, o

método desenvolvido por Lagrange propde que a integral indefinida IZ assume um valor

5[2:0@j52=0,

onde Z pode ser qualquer funcdo, desde que a diferencial dZ seja definida. A nova diferenciacao
0, apesar de ter um significado diferente da diferenciagdo ja conhecida, segundo Lagrange, pode

simplesmente substituir a antiga. Desse modo dZ=mdx pode ser escrita também como &Z=mox e
também vale (LAGRANGE, 1760-1761a, p. 335-337):

4.3)

ddx = ddx . 8d°x = d*8x.

O novo método de Lagrange, além de apresentar resultados iguais aos de Euler no caso da
braquistcrona, permite encontrar a menor superficie entre aquelas que possuem o mesmo
perimetro:

Sr Euler ja tinha apresentada férmulas gerais para encontrar curvas nas quais a fungdo
integral dada é maior ou minima, mas as férmulas desse autor sdo menos gerais que as
nossas: 1° porque ele sé pode variar y da expressdo Z; 2° porque ele supde que o primeiro
e o ultimo ponto da curva sio fixos (LAGRANGE, 1760-1761a, p. 345).
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A férmula obtida por Euler ndo serve se a funcdo Z depender da coordenada e de sua
variacdo, ou seja, se Z(y, y ); por outro lado, vemos que, diferentemente de Euler, o método de
Lagrange inicialmente ndo supde que os extremos sao fixos.

Em Application de la méthode exposée dans le mémoire précédent a la solution de
différents problemes de dynamique Lagrange é estimulado pelo trabalho de Euler:

Sr. Euler, no apéndice de sua excelente obra que tem por titulo: Methodus inveniendi
lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes: sive solution problematis
isoperimetrici latissimo sensu accepti, demonstrou que, nas trajetérias que os corpos
descrevem por forcas centrais, a integral da velocidade, multiplicada pelo elemento da
curva, faz sempre um maximo ou um minimo. Eu me proponho a generalizar este mesmo
principio, e mostrar que seu uso permite resolver com facilidade todas as questdes da
Dinamica (LAGRANGE, 1760-1761b, p.365)™.

Podemos ver que o principio ndo estd se referindo a uma a¢do, mas apenas a integral do
produto da velocidade pelo elemento de curva (a massa € constante, portanto estd fora da
integral). Lagrange parte deste principio para aplicar o método demonstrado no trabalho anterior
a corpos sujeitos a forcas centrais, dependentes da distancia, e obter os mesmo resultados de
Euler para as trajetorias. Ele adotou, para desenvolver a variacdo da integral, uma relacdo entre a
velocidade dos corpos e forcas centrais dependentes das distancias, dada por (LAGRANGE,
1760-1761b, p. 366)

02 4.4)
= const. — j (Pdp +Qdq+Rdr +...),

onde P,Q,R sdo forgas atrativas sobre o corpo m, dirigidas para um centro fixo; e p,g,r s@o as
distancias do corpo até o centro de forcas. Lagrange ndo estd considerando a massa do corpo, e
considera que a integral € positiva, enquanto que na notacao atual a integral seria negativa. Esta
igualdade nao foi citada como a conservacao da vis viva, mas € entendida como conhecida
(“comme tous les Géometres le savent™").

Ele parte da equagdo O (M J.uds)z 0, onde considera os limites da integral constante, o
que lhe permite colocar a variacdo dentro da integral. Ou seja, essa equacdo, dividindo pela
massa, pode ser escrita 5(Iuds)=j5(uds)=0. Desenvolvendo o termo no interior dessa

integral, temos &(uds)= udds + duds . Substituindo o termo da integral, ficamos com

[ (udds + Suds) = 0. (45)

A variagdo (diferenciagcdo) da Eq. 4.4, permite escrever

5 ~ . .
% Note que Lagrange nio se refere ao trabalho de Maupertuis neste trabalho, ou nos anteriores, baseando-se apenas
em Euler.
5 )
7 “como todos os geometras sabem’
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udu = —8_[ (Pdp+Qdq +Rdr +...),
que, passando a variacdo para dentro da integral, pode ser escrita como
udu = —[ (8Pdp + P3dp + 5Qdq + Q3dq + SRdr + Rdr +..).

Mudando &dp em ddp e integrando por partes os termos Pddp, fica

udu = —Pdp — Qdq — Ror + j (SPdp — dP&p + 8Q — dQ8q + SRdr — dRdr +....).

~ ~ oA - oP dP .
Supondo que as forcas sdo fungdes das distancias, entdo pode-se escrever — :d_ , € assim

P
igualmente para as outras for¢cas Q e R. Por essa hipdtese, oPdp —dPdp =0. Usando esse

d . .
resultado e sabendo que —S:dt, obtemos o segundo termo da integral da Eq. 4.5, ou seja
u

(LAGRANGE,1760-1761b, p. 366-367)

duds = —Pdtdop — Qdtdq — Rdtor —...,

e portanto

S(Mj uds)=0 & [ (udds — Pdtdp — Qdtdq — Rdtdr —...) = 0. (4.6)

E interessante notar que Lagrange obtém a equag¢do de minimo (ou a integral de variacio
nula) partindo apenas de uma relacdo equivalente ao principio de conservagao de energia, € nao
do que chamamos de equacoes de Euler-Lagrange, como fazemos atualmente. Ele usa

- ds L1
novamente a relacdo — =dt para fazer desaparecer o tempo, fazendo apenas uma andlise
u

geométrica (trajetoria).

Lagrange mostrou que as equacdes com a solugdo do problema sdo obtidas para quaisquer
coordenadas adotadas e também aplica o método das variacdes em casos estdticos, em que 0S
corpos estdo presos a fios (extensiveis ou ndo; eldsticos ou ndo) como Euler havia feito no
trabalho de 1748 em que reforcava a tese de Maupertuis; e também no caso dos fluidos, obtendo
um resultado semelhante ao de d’ Alembert (LAGRANGE, 1760-1761b, p. 446).

Durante algum tempo Lagrange esperou que este principio trouxesse uma nova luz sobre
a dindmica. Entretanto, em torno de 1764, ele perdeu muito de seu interesse nesse assunto, pois
notou que era equivalente ao principio de d’Alembert, o qual era mais fécil de usar do que o
primeiro (JOURDAIN, 1913, pp. 1, 53).

O principal trabalho de Lagrange foi Méchanique analytique, publicado primeiro em 1788
e reimpresso vdrias vezes. Sem figuras, o livro pretende demonstrar apenas analiticamente, sem
utilizar geometria, todas as leis da estética e da dindmica, seguindo uma corrente diferente do que
havia feito Newton. O préprio Lagrange faz esta observacdo na introdugdo:
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Nido se encontrard figuras nesta obra. Os métodos que exponho nio pedem construcdes,
nem raciocinios geométricos ou mecanicos, mas somente operagcoes algébricas, sujeitas a
uma seqiiéncia regular e uniforme (LAGRANGE, 1788, p. 1).

Nas vdérias edi¢des de Méchanique analytique, Lagrange mudou a seqiiéncia de
apresentacdo dos tépicos e a notacdo utilizada em algumas equacdes. Neste Capitulo,
inicialmente trabalhamos com a primeira edicdo e depois comparamos a notacao que foi utilizada
na terceira edigﬁoSS.

Na primeira edi¢ao, apdés o estudo da estdtica dos corpos, Lagrange deu inicio ao estudo
da dindmica dos corpos e argumentou que os principios primitivos desta sdo quatro: principio da
conservacao da forca viva; conservacao do movimento do centro de gravidade; conservagdo dos
momentos de rotagdo ou principio das dreas™ e principio da minima quantidade de acao.

Lagrange atribuiu cada um dos principios a “seus fundadores”, sendo que o principio da
minima quantidade de acdo € atribuido a Maupertuis, mas Lagrange o criticou por ter proposto o
principio sem o provar.

Chegamos enfim ao quarto Principio que chamo de minima agdo, por analogia aquele ao
qual o Sr. de Maupertuis ja deu essa denominagdo, € que mais autores ilustres tornaram
tdo famoso (LAGRANGE, 1788, p. 188).

Lagrange apresentou vérios argumentos para discordar do principio de minima acdo
como era entendido até entdo. Para ele, os exemplos que Maupertuis usou na demonstra¢ido do
principio sdo demasiadamente particulares (“trop particulieres”) para estabelecer a veracidade de
um principio geral (LAGRANGE, 1788, p.188).

Ele comentou que Euler tinha atribuido uma maneira mais rigorosa de mostrar que, no
caso de uma particula se movendo sob a acdo de forgas centrais, a integral da velocidade
multiplicada pelo elemento da curva serd sempre um maximo ou um minimo. Lagrange entdao
apresentou um “novo principio geral”, aplicando as idéias de Maupertuis e Euler a um sistema de
particulas:

[...] a soma dos produtos das massas com as integrais das velocidades, cada uma
multiplicada pelo elemento da distancia percorrida, € invariavelmente um mdximo ou um
minimo (LAGRANGE, 1788, pp. 188-189).

Lagrange manteve o mesmo nome, principio da minima agdo, lembrando entretanto que o nome
ndo era adequado e que ele o tinha mantido como uma conseqiiéncia das leis da mecénica e nao
como um principio metafisico — como Euler e Maupertuis pensavam®.

O principio de minima a¢do aparece no principal trabalho de Lagrange como uma solugdo
geral para o problema em que um sistema de corpos é submetido a for¢as dependendo somente de
suas posicoes relativas. E diferente do trabalho de 1760 pois naquele estava preocupado em obter
apenas as trajetérias; enquanto que neste trabalho, ele estd preocupado em obter as equagdes do
movimento em fun¢do do tempo.

%% A terceira edigdo nio difere da segunda edicdo na seqiiéncia de tépicos ou na notagdo utilizada. Optamos por
trabalhar com a terceira edi¢do reeditada em 1853, com os comentdrios de J. Bertrand.

% Lagrange admite D’ Arcy como o fundador do principio das dreas, se referindo ao trabalho em que D’ Arcy
criticava Maupertuis (ver item 4.1 deste Capitulo).

% D’ Arcy havia proposto este principio sem usar 0 nome a¢do, mas depois, ao criticar o trabalho de Maupertuis, ele
chamou de acdo outra grandeza (aquela que chamamos de momento angular) e determinou que se tratava de uma
conservagdo e nao de minimo.
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O problema inicial supde que os corpos estdo sob a acdo das “forcas aceleradoras”, sendo
que estas forcas sdo as responsdveis por imprimir a qualquer instante uma velocidade
infinitamente pequena e igual a todas as particulas (LAGRANGE, 1788, p. 190). Estas forgas,
que Lagrange nomeia como P, Q, R, etc., podem ser entendidas como apenas a “acelera¢do” a da
notacdo atual. Ou seja, para Lagrange Pdt (e Qdt, Rdt,...) representa a velocidade que a “forca” P
imprime (ou tende a imprimir) ao corpo m na mesma direcio da “forca” (LAGRANGE, 1788, p.
192-193). No trabalho de 1760, embora ndo explique melhor o significado de P,Q,R,
provavelmente ele estava usando a mesma idéia. Lagrange descreve de duas maneiras as
velocidades e suas variagdes: por um lado, ele usa coordenadas retangulares x,y,z que descrevem
as posi¢cdes absolutas dos corpos em relacdo ao eixo de referéncia; e por outro lado ele usa
também as varidveis p,q,r que sdo distancias em relagdo ao centro de forca, e portanto t€ém
direcdes variantes.

Lagrange define momento de uma forca como o produto da forca pelo deslocamento
infinitesimal. Ele utiliza o principio de d’Alembert , o qual diz que, se um sistema estd em
equilibrio, a soma dos produtos das forcas pelos deslocamentos virtuais € nula. Se o sistema nédo
estd em equilibrio, a soma de todos os momentos das forcas € igual ao produto da massa de cada

corpo pela sua aceleragdo pelo seu deslocamento. Ou seja, para as componentes retangulares,
2

sendo a aceleragcdo dada por , a soma dos momentos das forcas serd dada por

t2
d X d’ d’ z
—dx+m y@+
d
sera dada por mPép + mQ(Sq +mROor .
Assim, a férmula geral da dinamica, que determina o movimento de um sistema de corpos
sujeitos a forgas quaisquer, € estabelecida como a “a soma dos momentos das for¢as nessas duas

direcdes”. Atualmente, € descrita como uma representacdo das relagdes de trabalho
(LAGRANGE, 1788, p. 195)°!

P,O,R, a soma dos momentos

d*x d*y d*z
> ?6 +d—6y+d—8z m+ X(PSp + Q8q + Ror +...)m=0. (4.7

A primeira soma (aplicada a todas as particulas) representa o produto das forcas
resultantes atuando sobre cada particula (dada como o produto da massa pela aceleragdo) pelos
seus deslocamentos. A segunda soma representa o trabalho feito pelas forcas dirigidas a cada
centro de forgas fixos (P, O, R, ...), quando as distancias aos centro de for¢a (p, g, r, ...) mudam.

Neste ponto, Lagrange apresenta a diferenca entre o e d. Apesar das duas variagdes
possuirem as mesmas regras, a letra J representaria as variacoes relativas a mudangas arbitrarias
que sdo introduzidas na posi¢do instantdnea dos corpos, ou seja, para as variagdes, o tempo é
considerando constante; enquanto que a letra d serd sempre uma diferenciacao relativa ao tempo
(LAGRANGE, 1788, pp. 195-198).

Os diferenciais dx,dy,dz representam o deslocamento efetivamente realizado pela
particula; enquanto o, dy, & representam um deslocamento geral. Um caso particular da relagio
geral que ele estd apresentando € obtido substituindo os deslocamentos gerais pelos efetivos.

%1 A forma da equacio original de Lagrange era um pouco diferente. No lugar do simbolo X ele usou a letra S. Sua
representacdo das derivadas também era um pouco diferente.
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Em geral, de qualquer maneira que os diferentes corpos do sistema sejam dispostos ou
ligados entre si, desde que esta disposicdo seja independente do tempo, digamos, que as
equagdes de condicdo entre as coordenadas ndo contém a varidvel ¢; € claro que sempre se
poderd, na férmula geral do movimento, supor que as variagdes Ox, dy, Oz, iguais as
diferenciais dx, dy, dz, que representam os espagos efetivamente percorridos pelos corpos
no instante dt, enquanto que as variagdes das quais falamos devem representar os espacos
quaisquer, que os corpos poderiam percorrer no mesmo instante, tendo em conta sua
disposi¢do mutua. (LAGRANGE, 1788, p. 207).

Com a substituicdo, a Eq. 4.7 fica

2

d*x d*y d°z
> ?dx t dy + " dz |m+ X(Pdp + Qdq + Rdr +...)m=0,  (4.8)

onde a primeira parte da somatéria € a integral obtida pelo principio das forcas vivas.
No caso particular em que (Pdp + Qdg + Rdr +...) é uma diferencial exata, ela pode ser
trocada por dI1, e integrando a Eq.4.8 Lagrange obteve:

2 2 2
> L) fdyy (42 gl o F, 4.9)
2|\ dt dt dt

Lagrange chamou IT a fungdo de for¢a, e destacou que a constante de integracdo F deveria
ser computada levando-se em conta os valores das quantidades do lado esquerdo da equagdo a
qualquer tempo escolhido (LAGRANGE, 1788, p. 208). A fun¢do de forca IT serd integravel
sempre que as forcas aceleradoras P, Q, R, etc. tenderem a centros fixos e forem proporcionais a
qualquer fun¢do da distancia a estes centros.

Lagrange observou que esta era uma forma da lei de conservagdo das forcas vivas. Para
entender melhor, XITm € a energia potencial total do sistema, e F' é o que atualmente chamamos
de energia mecanica total do sistema.

Ele também a escreveu sob uma outra forma

2
> u7+H m=F. 4.10)

Nesta equagdo, u é a velocidade de cada particula. E curioso que nas edicdes posteriores
de Mécanique Analytique Lagrange tenha usado a letra H no lugar de F (LAGRANGE, 1811, pp.
268, 270, 273-274, 277). Parece que isto foi a origem do uso por Hamilton da mesma letra para
esta quantidade, e mais tarde do uso de H para a funcdo Hamiltoniana.

Lagrange entdo introduziu variagées das posi¢cdes das particulas, e variacoes
correspondentes das suas distancias, (LAGRANGE, 1788, pp. 195, 208-209), obtendo

Y(udu + oI)m =0,
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OIT=Pdp + Qdq + Ror + ....

Substituindo a segunda dessas equacdes na primeira, obtemos

Y(Pop + Qdq + Ror + ...)m = — Em(udu). (4.11)
Lagrange substitui a Eq. 4.11 na Eq. 4.7, obtendo

2 2 2 4.12)
> d—fﬁx +d—§8y+d—2zf>z—u5u m=0.
dt dt dt

A deducao de Lagrange parece muito confusa pois a Eq. 4.7 foi o ponto de partida para se
obter a Eq. 4.11. Como as caracteristicas de d sdo independentes, valem as relacdes das Egs. 4.3,
demonstradas no trabalho anterior, e € possivel escrever

d’x8x +d°ydy + d’zdz = d(dx8x + dydy + dzdz) + (4.13)
—%S(dx2 +dy” + dzz)

. ds
Considerando o elemento de espaco nas coordenadas x,y,z como ds’=dx’+dy’+dz’ e dt =—,
u

Lagrange rescreve a Eq. 4.12 como

2 4.14)
Y d(dx&x + jzlzay +dzdz) ~u des —uSu lm =0,
S

Diferente do que entendemos atualmente, Lagrange multiplica todos os termos por dt para
eliminar a variagdo da velocidade. No conceito atual que fazemos de diferenciacdo, dr nao
poderia ser usado como um elemento de multiplicagdo, mas sim de diferenciacdo. Usando a
relacdo udds+dsou=Nuds), ele obteve (LAGRANGE, 1788, p. 210)

d(dx8x + dydy + dzdz) (4.15)

Z( o — S(uds)jm =0.

Integrando a Eq.4.15, e lembrando que a somatoéria € independente da variagdo, ele obteve:
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dxox + dyo +dz§z
> ydy

— .[ SZ muds = const.,

dt
ou
dxdx + dydy + dzdz )m
SIZmuds = Z( gl y ) —const..
t
Quando =0, %y=0 e &=0, a expressdo Z(dX&—’_?t@—’_dZ&)m se anula, e nos limites de

integragcdo de §I2muds , as variacdes Ox,oy, oz também sdo nulas. Tendo concluido que a
constante era nula, Lagrange reescreve a Eq. 4.15 como (LAGRANGE, 1788, p. 211)

dy dz
0-) m ds— —OX+—90y+—0z m. 4.16
2mfu (dt dt Yt Z) (10

Assumindo que dx, Oy, e dz sdo nulos nos pontos inicial e final (os limites da integracéo),
Lagrange concluiu que o lado esquerdo da equacao era nulo

5> mI uds =0. 4.17)

Entdo, a variacdo de Zm _[ uds € nula, e portanto esta integral serd um méaximo ou um

minimo. Este é o principio de minima acido de Lagrange, aplicado a uma sistema de particulas, e
deduzido de principios mecanicos gerais.

Note que, como oposto ao principio de Euler, a formulacio de Lagrange tem uma
representacdo variacional explicita. Lagrange claramente estabeleceu as condi¢des de validade
desta derivagdo: os pontos final e inicial de cada trajetéria devem ser entendidos como dados, e as
variacdes das coordenadas daqueles pontos sdo nulas; Euler ndo havia estabelecido essas
condicoes.

A dedug¢do assumiu o principio das forcas vivas, como foi mostrado acima; e em outro
ponto de sua deducdo, Lagrange também estabeleceu que ele estava estudando somente os casos
em que existe a funcdo de forca I1, e quando ndo existe qualquer dependéncia entre as particulas
(LAGRANGE, 1788, p. 209). Ao estabelecer a condi¢do de minimo para a integral do produto da
velocidade pelo deslocamento, Euler apenas indicou a velocidade como uma fungao da posicao,
sem explicitar a validade do principio das for¢as vivas.

Deste modo, fica clara a diferenca que existe entre a formulacao do principio de minima
quantidade de acdo para Lagrange e Euler. Apesar de possuir uma formulagdo mais rigorosa que
a de Maupertuis para o principio, Euler ainda mantém a caracteristica de “causa final” do
principio, € ndo o apresenta a partir da conservacao das forcas vivas como faz Lagrange. Euler
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também ndo mostra o principio como uma integral de caminho, onde a variagdo nos pontos
inicial e final deve ser nula.

Além de desconsiderar os aspectos metafisicos do problema, Lagrange € o primeiro a
deduzir o principio de minima quantidade de agdo, usando o principio das forcas vivas e o
principio de d’ Alembert; Euler leva em conta o principio das forgcas vivas para encontrar que as
velocidades devem ser funcdes das posi¢des, mas nao deduz o principio de minima quantidade de
acdo, apenas mostra que ¢ vélido.

E relevante observar que Lagrange ndo introduziu a chamada funcdo Lagrangiana
(cinética menos energia potencial). A forma utilizada atualmente € mais parecida com o que foi
proposto por Hamilton, como veremos neste Capitulo. Seu ponto de partida foi o principio de
minima acdo de Euler, e Lagrange apresentou-o em uma nova forma, aplicado a um sistema de
particulas, e deduziu dele as leis fundamentais da mecanica. Ele também mostrou que era
possivel deduzir as equagdes que ele havia assumido no inicio do principio de minima agao.

Portanto, além de conter uma propriedade muito importante do movimento dos corpos,
este teorema pode ser usado para determinar tal movimento. De fato, uma vez que a
férmula S m J u ds deve ser um mdximo ou um minimo, ¢ suficiente buscar pelo método
das variacoes as condi¢des que podem produzir este resultado; e usando a equacio geral
de conservagdo da forga viva, pode-se sempre encontrar todas as equacdes que sdo
necessdrias para o conhecimento do movimento de cada corpo; pois para um mdximo ou
minimo, é necessario que a variagdo seja nula, e conseqiientemente 3.5 m [uds= 0;ea
partir disto, repetindo em ordem inversa as operacdes que foram apresentadas antes, serd
encontrada a mesma férmula geral que foi o ponto de partida (LAGRANGE, 1788, p.
212).

Para mostrar como o principio de minima a¢do determina as equagdes do movimento,
Lagrange considera novamente que os extremos da integracao sdo constantes, € 0 rescreveu como

B-ijuds=0(:) Zm_[ﬁ(uds):O.

Usando a relacéo udds+dsdu=Nuds)

> m_[ (dsdu + udds)=0. (4.18)

Na primeira parte desta integral ele substituiu ds por udt e inverteu a ordem da integral
com a somatoria, encontrando

> m|(dsdu)=[dt) mudu. (4.19)

A equagdo geral do principio das forgas vivas , dada pela Eq. 4.11, permite escrever
m» udu=-> (Pdp+Qdq+RAr+...)m. (4.20)

O somatério da integral da Eq. 4.19 € igual a Eq. 4.20. Para a outra parte da Eq. 4.18,
Lagrange substitui ds por seu valor em coordenadas retangulares, ou seja, ds’=dx*+dy’+dz’, que
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¢ mais conveniente do que tornd-lo a substituir por udt. Fazendo a variacdo de ds, e usando a
independéncia entre d e o, para inverté-las, Lagrange obteve (ver Eq. 4.13)

dxdox + dyddy + dzddz 4.21)
ds '

ods =

ds . ~ =
Lembrando que df = —, e integrando a equacdo, Lagrange obteve a expressao
u

J- dxddx + dyddy + dzddz (4.22)

Iuﬁds = m

Usando integral por partes, Lagrange eliminou as variacdes, pois considerou que as
variagdes Ox, dy, € 0z sdo nulas nos pontos inicial e final. Assim (LAGRANGE, 1788, p. 213)

J- dxdox

dx
= —I oxd —
dt dt
O mesmo vale para as coordenadas y e z. Substituindo o resultado acima no segundo
termo da Eq. 4.18, e substituindo o primeiro termo da mesma equacao pela 4.20, obtemos

4.23)
j(dtZ(Pﬁp +Q8q+Rdr+...)Jm+ Z(Sxda+ 8yd m + 0zd dtj j =0.

Lagrange argumentou que, como essa relacdo vale para todas as variagdes possiveis, era
necessario que a quantidade integrada seja nula a qualquer instante, o que significa que o
integrando € nulo e portanto

4.24)
ded (PSp + Qdq + Rdr +...)m + Z(Sxd— + 5yd + 0zd m jm =0.

dt

A Eq. 4.24 corresponde exatamente a Eq. 4.7, se considerarmos que a caracteristica d na
segunda parte da expressao € uma diferencial em relagdo ao tempo.

Lagrange também generalizou seus resultados substituindo o elemento de linha em
coordenadas polares na Eq. 4.20 e obteve uma forma mais geral da Eq. 4.23.

As deducgdes de Lagrange ndo eram claras e rigorosas, pelos padrdes atuais. Além disso, é
interessante notar que Lagrange obteve uma relacdo final (Eq. 4.23) que inclui a fun¢do de forca
e a velocidade a partir de uma expressdo que possui apenas a velocidade. Incluir ou retirar a
fungdo de forca depende apenas das manipulacdes matemaéticas, sem levar em consideracdo o
problema inicial, dos corpos sujeitos a forcas de atracdo. Por introduzir e retirar a fun¢do de forca
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€ que ele chega a resultados que se conhece atualmente, partindo inicialmente de uma expressao
que possui apenas a energia cinética.

Note-se também que Lagrange ndo deduziu as chamadas “equagdes de Lagrange” a partir
do principio de minima a¢do, como fazemos atualmente. Pelo contrario, ele deduziu do principio
uma equacdo equivalente a Eq. 4.7 (LAGRANGE, 1788, p. 214).

Somente depois, deixando de lado o principio de minima agdo, Lagrange deduz as
“equacodes de Lagrange” usando coordenadas generalizadas (LAGRANGE, 1788, pp. 216-226).
Para isso, ele estabeleceu as coordenadas x, y, z como funcdo de outras varidveis, ou seja
dx=Ad&+Bdy+Cdp+...; dy= A’dE+B’dy+C’dg+..e dz=A"dE+B”dy+C’’d¢+..., onde os
coeficientes A,A’,A”,B,B’,... sdo fun¢des conhecidas das varidveis & ;@ Fazendo as variacdes e
diferenciacdes das novas coordenadas, Lagrange obteve a férmula geral do movimento (Eq. 4.7)
como

EOE+ oy + POO+... =
onde

T _ AT _ 3V
ode 0t 3¢

Loan

=x. 4.25)

A Eq. 4.25 parece com uma forma especial das equagdes de Lagrange, sem a “funcio
Lagrangiana” como a conhecemos atualmente. Aqui ele usou 7 como uma fung¢do correspondente
a metade do valor da for¢a viva (nossa energia cinética), usando coordenadas gerais; e V é uma
funcdo que representa o valor de XIIm (nossa energia potencial), também usando as mesmas
coordenadas gerais.

Quando as coordenadas sdo independentes entre si, o lado direito da Eq. 4.25 € nulo
(LAGRANGE, 1788, p. 226)*. Uma vez que V nio depende das velocidades das particulas, a Eq.
4.25 € equivalente a nossa férmula moderna

doL L _d T-V) T-V)
== : =0. (4.26)
dtdq oq dt aq aq

O principio de minima acdo de Lagrange, como apresentado na primeira edicdo de
Méchanique Analytique (Eq. 4.17) contém somente velocidades e coordenadas — ndao o tempo.
Entretanto, na segunda edi¢do de seu livro (dois volumes, publicados em 1811-1815) ele observa
que o principio também poderia ser transformado em

J. dtZ mu’ =max ou min, 4.27)

onde a somatdria exprime a forca viva de todo o sistema num instante qualquer.

Assim o principio se reduz propriamente a que a soma das forgas vivas instantineas de
todos os corpos, entre dois pontos dados, ¢ um maximo ou um minimo (LAGRANGE,
1811, p. 281).

62 Quando ndo sdo independentes entre si, o lado direito da Eq. 4.25 corresponde aquilo que atualmente chamamos
de multiplicadores de Lagrange.
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Esta formulacdo utilizando a forca viva forneceria outra vantagem do principio, que
passaria a ser geral também para o equilibrio, j4 que “a forca viva de um sistema é sempre a
maior ou a menor na situacao de equilibrio” (LAGRANGE, 1811, p. 281).

Lembremos que Euler ja havia apresentado o principio de minima a¢do sob uma forma
similar. Claro, ¢ muito facil transformar a Eq. 4.17 na Eq. 4.27 pois

Ymfuds=Xm/u (udt) =] Zmu2dt=]2T dt.

Observe, entretanto, que o célculo variacional € um tanto “escorregadio”, e que a
igualdade de duas integrais definidas ndo significa que suas variagdes sdo iguais. Isto ndo foi
percebido por Lagrange, mas em 1816, logo depois da publicacdo da nova edi¢do do livro, o
problema foi discutido por um jovem estudante da Ecole Normale, Benjamin Olinde Rodrigues
(1794-1851).

Olinde Rodrigues mostrou que quando a Eq. 4.17 € desenvolvida, é necessdrio assumir
que o tempo deve variar (JOURDAIN, 1913, p. 54). Neste caso, a varia¢do da integral de acdo
pode ser escrita como

0A = 6_[ 2Tdt = 2(_[ 0Tdt + _[TS.dt) (4.28)

A variagdo 2T € equivalente a mudu e a solugdo da integral pode ser obtida eliminando
os mudu pelo uso da equagio da vis viva e introduzindo o termo constante 7-V (usando a notagao
de Lagrange), que eqiiivale a nossa energia total.

A integral original de Lagrange (Eq. 4.17) era uma integral espacial; quando a forma da
integral € alterada e o tempo ¢ introduzido como uma varidvel, entdo o tempo deve ser entendido
como varidvel dependente do espaco, se o significado da variagdo da integral é mantido. Se a
varidvel tempo é entendida como uma varidvel independente, o significado da variagdo da
integral ndo é o mesmo de antes. Isto mostra o quanto € “escorregadio” trabalhar com calculo
variacional®.

A contribuicio de Olinde Rodrigues foi publicada em wum jornal obscuro
(Correspondance de 1’Ecole Polytechnique de Paris) e nio é muito clara, permanecendo
negligenciada por um longo tempo.

4.4 POISSON E A RELACAO ENTRE GEODESICAS E O
PRINCIPIO DE MINIMA ACAO

Antes do desenvolvimento da geometria diferencial, Siméon-Denis Poisson (1781-1840)
discutiu a relacdo entre geodésicas e o principio da minima a¢@o. Poisson foi influenciado pela
obra de Lacroix® na determinacio de mdximos e minimos, e por Lagrange no uso da
caracteristica opara a variagdo dos caminhos e d para um incremento no mesmo caminho. Esta
contribuicdo apareceu no livro Traité de Mécanique (1811), no mesmo ano em que Lagrange
publicou a segunda edicdo de seu trabalho. Em seu livro, Poisson analisou varios casos de
movimento de corpos em linha reta, ou em curvas, sob a a¢ao ou nao de forcas, incluindo a forca

Veja algumas observagdes sobre este assunto em JOURDAIN, 1913, pp. 54-55.
% Poisson cita Traité élémentaire de calcul différentiel et de calcul integral de Lacroix na primeira parte do livro,
onde apresenta a estdtica dos corpos.
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centrifuga e a forca gravitacional. Ele provou que a trajetéria de uma particula material se
movendo sobre qualquer superficie, mas nao submetida a forgas (exceto as de interagdo com a
superficie), ¢ uma geodésica daquela superficie. Este foi um importante passo, € por essa razao
ele dedicou uma apresentacio detalhada®.

O problema aparece na solug@o das equacdes de movimento para um corpo se movendo
em curva sobre uma superficie, utilizando na andlise o plano osculatério a curva. A for¢ca normal
que prende o corpo a superficie € a forca centripeta, e depende do quadrado da velocidade e do
raio de curvatura no ponto em que o corpo material estd. O corpo também estd sujeito a uma
forca dependente das coordenadas, perpendicular a trajetéria, de modo que as forcas a que o
corpo estd sujeito ndo alteram o valor, mas apenas a dire¢do da velocidade, mantendo-o na curva.
Poisson estabelece as componentes das forcas que agem tangencialmente a trajetéria em fungdo
dos angulos entre as coordenadas do movimento e as coordenadas da curva. Quando o corpo nao
possui nenhuma outra for¢ca que imprima a este uma mudanga no valor da velocidade (forca
aceleradora), o plano osculatério da trajetéria serd sempre perpendicular a superficie onde ocorre
0 movimento.

A anélise de Poisson pode ser apresentada de um modo muito simples, diferentemente de
sua propria exposicdo (POISSON, 1811, vol. 1, pp. 457-460). Suponha um ponto material
movendo-se sobre uma superficie curva. O caminho da particula pode ser uma curva altamente
complexa. Vamos supor que a for¢a que a superficie produz sobre a particula é, em cada ponto,
perpendicular a superficie naquele ponto (ou seja, nao hé forcas de friccdo ou qualquer outra
forca com componente com direcdo tangencial). Esta € a tunica forca sobre a particula, por
hipétese. Portanto, a aceleragdo da particula serd paralela a esta forca, ou seja, serd perpendicular
a superficie, em cada ponto. A velocidade da particula serd constante, e portanto sua aceleracao
produzira alteracdes somente na dire¢io do movimento. Em cada ponto, a curva descrita pela
particula tem um plano osculante e pode ser aproximada por um arco circular com um raio de
curvatura Y que pode ser diferente em cada ponto®. A aceleracdo da particula serd igual a v?/y e
sua direcdo serd aquela do raio do circulo osculante. Agora, desde que a aceleracdo deve ter a
direcdo da forca atuante sobre a particula, e esta for¢ca é perpendicular a superficie, entdo o plano
osculante da curva descrita pela particula é também perpendicular a superficie, em cada ponto.

Ja era conhecido que esta é uma propriedade que pertence as geodésicas da superficie.
Portanto, o caminho que a particula segue, em cada ponto, é uma geodésica da superficie curva e
a particula segue o caminho mais curto para ir de um ponto a outro daquela superficie
(POISSON, 1811, vol. 1, p. 460).

Até este ponto, o argumento de Poisson nao fez uso do principio de minima agao. Apds
obter a conclusdo anterior, entretanto, ele observa:

Esta propriedade da trajetéria de um ponto se movendo [sobre uma superficie] que ndo
estd submetido a forcas®’” aceleradoras é apenas um caso particular de uma propriedade
mais geral, que foi inicialmente reconhecida sob um ponto de vista metafisico, e a qual foi
dado o nome impréprio de principio de minima agdo.[...] O principio de minima agdo
estabelece que a particula, se ela se move livremente, escolherd entre todas as curvas que
podem ser feitas entre os pontos A e B, a curva tal que a integral [uds é um minimo; e se
estd restrita a se mover sobre uma dada superficie, ela escolherd a curva correspondente ao

% Jesper Liitzen apenas mencionou que Poisson apresentou esta conexdo entre geodésicas e o principio de minima
acdo (LUTZEN, 1995, p- 20), mas ndo analisou esta contribuig@o.

% Isto ¢ verdade no caso de superficies “bem comportadas”. Poisson ndo discutiu os casos em que aquelas condi¢des
ndo sdo satisfeitas.

57 Poisson assume que ndo hd aceleracdo no sentido de mudanca do médulo da velocidade.
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minimo desta integral, entre todas as curvas feitas sobre esta superficie que passa pelos
pontos A e B. (POISSON, 1811, vol. 1, pp. 460-461)

Poisson entdo apresentou uma demonstracao do principio de minima ag¢ao semelhante a de
Lagrange (aplicado apenas a uma particula), mas sem utilizar a forca viva ou uma func¢do de
forca. Ele partiu da integral Juds , e considerou que ela seria um minimo se sua variacdo fosse
nula, supondo que os dois extremos da curva fossem fixos. Usando as regras do calculo de
variacdes, a variacio da integral pode ser escrita como Juds=[d.uds; e sabendo que

Oo.uds=ou.ds+udds, a primeira parte desta equacdo pode ser substituida por du.ds =%.5.u2 , ja

que ds=udt. Poisson usou um resultado anterior (POISSON, 1811, vol. 1, p. 454) que permitiu
escrever

4.29)
%Su2 = (X&x + Y8y + Z5z),

onde X,Y,Z sdo as componentes das aceleragdes que agem sobre o corpo € Xox+Yoy+Zdx é a
variacdo de uma fun¢do de posi¢do que mantém o corpo preso a trajetéria. Esta funcdo pode ser
entendida como a fun¢do potencial, na notacdo atual (desprezando a massa), pois depende apenas
das coordenadas do ponto onde o corpo estd. Quando o corpo se move livremente, a variacao
desta func¢do pode ser escrita como

> > > (4.30)
X0x + Yoy + 720z =i—§8x+i y5y+z—8
t

A Eq. 4.30 € substituida na Eq. 4.29, fornecendo o primeiro termo da variacdo. O segundo termo
da variagdo, usando ds’=dx’ +dy2+dzz, pode ser rescrito como

4.31)
dds = d—XdSX + ﬂdSy + dz doz.
ds ds ds

Usando novamente ds=udt, Poisson transforma a Eq. 4.31 numa diferencial em relagdo ao tempo

4.32)
udds = —d8 +—= dy doy + —ZdSZ.
dt dt dt

Podemos resumir essa seqiiéncia, escrevendo a equacao inicial como
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2 2 2
; i—§8x+dg]8y+ ZZSZ dt +
Iﬁuds=j A Su? + udds =I ! ! t
2 dx dy dz
+ —d8x+ad6y+—td82

O termo entre colchetes corresponde ao resultado de uma derivagao do produto. Portanto,
podemos rescrever a equagao anterior como

4.33)
J.Sudsz-[d d—XSx+d—ySy+%5z =d—XSx+d—ySy+%5z.
dt dt dt dt dt dt

A Eq. 4.33 serd nula entre os extremos A e B, ji que as variagdes 0x, dy, 0z sdo nulas nesses
pontos; portanto a integral [uds é um minimo. Este resultado é igual a Eq. 4.16 no trabalho de
Lagrange, porém obtido de consideracdes diferentes. Poisson entdo conclui:

Quando o corpo em movimento ndo estd submetido a forgas aceleradoras, sabemos que
sua velocidade é constante; portanto o integral definida Juds se torna o produto us, e
portanto é a curva s descrita pelo corpo se movendo, do ponto A ao ponto B, aquela que
serd um minimo, como foi visto anteriormente. (POISSON, 1811, vol. 1, p. 465)

O argumento de Poisson pode ser posto em uma forma muito simples: se a velocidade da
particula é constante, duds=0 (o principio de minima acdo) é equivalente a 8Jds=0 (a equacdo
que descreve uma curva geodésica). E claro, este argumento é muito mais simples que o
primeiro, usando consideracdes geométricas. Entretanto, o primeiro argumento pode ser aplicado
a diferentes situagdes: Poisson observa que se existe qualquer fric¢do entre a particula e a
superficie, ou se existe qualquer outra for¢a na direcao da velocidade instantanea do corpo que se
move, ele também descreverd uma linha geodésica sobre a superficie, porque esta for¢a (sendo
paralela a velocidade) ndo mudard a dire¢do de seu movimento (POISSON, 1811, vol. 1, p. 460).
Porém, o principio de minima a¢do nao pode ser aplicado a estes casos. Como ja mostramos,
Euler tinha associado o movimento de uma particula com uma geodésica (EULER, 1744), porém
nao o tinha relacionado com o principio de minima acao.

Poisson citou, como principal aplicagdo do principio de minima a¢do, a reflexdo e
refracdo da luz, entre dois meios diferentes. (POISSON, 1811, vol. 1, pp. 466-468).

No segundo volume de seu tratado, Poisson discute o principio de minima acao no caso de
um sistema de particulas (POISSON, 1811, vol. 2, pp. 304-306). As principais linhas de sua
deducdo foram similares aquelas de Lagrange, mas sua apresentag¢do era muito mais simples.

Desta vez, Poisson parte do principio de conservacdo de forgas vivas para encontrar a
condicdo de maximo ou minimo do movimento. Como premissa, Poisson mostrou, antes do
principio de minima agdo, que a conservagdao das forcas vivas sé € vilida para meios nao
resistentes. O enunciado do “teorema geral” da minima a¢do para o sistema de corpos é:

Dado o movimento de um sistema de corpos, para o qual o principio das forcas vivas vale,
se ¢ feito o produto da velocidade de qualquer mével, por sua massa e pelo elemento de
sua trajetdria, se é tomada a soma de todos esses produtos, para todos os moveis, e se
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integra em seguida esta soma, de uma posi¢do dada a outra posicdo dada: o valor desta
integral serd um minimo. (POISSON, 1811, vol.2, p. 304).

Para provar que a variacdo da integral [Emuds é nula, ele usou as relacdes encontradas no
volume 1 da obra e encontrou

B B d_X d_y % (4.34)
SIZmuds = IZm.&uds = Zm " Ox + m oy + m oz

Esta equacdo corresponde a Eq. 4.33 para muitos corpos, mas, diferentemente da outra,
foi obtida usando a conservacao das forcas vivas. Poisson estabeleceu que a dltima parte da Eq.
4.33 € nula nos limites inferior e superior da integral e, portanto, dEmuds é nula. Entdo concluiu
que o principio também poderia ser descrito usando a integral [Smuzdr:

[mudt é o mesmo que a soma das forgas vivas de todos os pontos do sistema, durante o
mesmo tempo: o principio de minima acao estabelece entretanto que a soma das forcas
vivas de um sistema, durante o tempo que ele leva para passar de uma dada posicdo para
outra posicao também dada, é um minimo.

Quando o corpo que se move ndo estd submetido a qualquer forca aceleradora®, a soma
das forcas vivas é constante, em cada instante; a soma das forcas vivas, durante qualquer
intervalo de tempo, € portanto proporcional aquele tempo; segue que o sistema passa de
uma posi¢do para outra no menor tempo. (POISSON, 1811, vol. 2, p. 506)

O argumento é completamente andlogo ao que ele usou para provar a relagdo entre o
principio de minima acdo e geodésicas: se as velocidades das particulas sdo constantes,
SIZmudr=0 (o principio de minima acdo) é equivalente a 8Jdr=0. Porém, o menor tempo possivel
€ zero; e portanto concluir-se-ia a partir deste argumento que as particulas se movem
instantaneamente da posicao inicial para a final. Claro que a conclusdo estd errada. O argumento
induz ao erro porque ele assume dt como uma varidvel independente. Se consideramos que
dt=(1/u)ds, entdo concluiriamos que det:SI(l/u)ds:O, e como u € constante, isto € equivalente a
8lds=0 (a condicdo de geodésica). Esta seria a conclusio correta.

Podemos concluir que o calculo variacional apresenta detalhes que tornam muito relevante
a andlise no caso do movimento. A consideragdo do tempo como varidvel dependente ou
independente também foi a causa da conclusao de Lagrange para escrever o principio de minima
acdo também como S[Zmurdr=0 na segunda edicdo de sua obra. A relacdo entre o principio de
minima acdo e a conservagdo das forcas vivas parece ser uma idéia recorrente que vem desde
Leibniz e s6 terd um esclarecimento final na obra de Jacobi, como veremos na secdo 4.6 deste
Capitulo.

4.5 O PRINCIPIO DE HAMILTON

Em 1834 e 1835 William Rowan Hamilton (1788-1856) publicou dois trabalhos altamente
influentes sobre dindmica. O interesse de Hamilton no principio da minima acdo veio de seu
recente interesse em Optica e no principio de Fermat (DUGAS, 1988, pp. 390-394), porém este

% Para Poisson, for¢a aceleradora tem o mesmo sentido que usamos para aceleracio. A expressio for¢a aceleradora
era usada por Newton.
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aspecto da sua contribuicdo nio serd discutido aqui. Sua primeira aplicagdo do principio de
minima acdo a problemas de mecanica foi feita provavelmente em 1833 (DUGAS, 1988, p. 394),
e no ano seguinte ele publicou seu trabalho fundamental sobre principios gerais de mecanica.

O objetivo de Hamilton ndo era a discussdo do principio de minima agao, mas a proposta
de novos métodos para lidar com problemas dinamicos. A principio, todos os problemas de
dindmica podem ser solucionados partindo de uma equacdo que ja tinha sido usada por Lagrange
(Eq. 4.7)

Y m (x"0x +y"dy + z"0z) = U (4.35)

Nesta férmula, Hamilton chama de U=-mII de funcdo de forca, onde /71 ¢é a funcdo de
forca de Lagrange, que depende das posicdes e propriedades das particulas (HAMILTON, 1834,
p- 249), e portanto U corresponde a menos nossa energia potencial. Os simbolos x", y" e z"
representam os componentes retangulares das aceleracdes de cada particula do sistema. Segundo
Hamilton, esta equacdo contém todas as equacdes diferenciais de movimento de um sistema de
pontos livres que se atraem ou se repelem. E interessante notar que Hamilton ja ndo usa mais o
termo “forca aceleradora”, mas sim “aceleracio”, para a variacdo da velocidade com o tempo.

A variagdo das coordenadas € definida como “um deslocamento infinitesimal que o ponto
pode receber nas mesmas dire¢des retangulares” e oU é a “variagdo infinitesimal correspondente
de uma funcdo U que depende das massas e das suas distancias muituas” na forma U=2m.mf{ r)®.

Se a funcdo de for¢a é conhecida, o movimento de cada particula do sistema pode ser
obtida de 3n equagdes diferenciais tais como

m;x;" = dU/dx, (4.36)

Essas equagdes diferenciais sdo equivalentes a nossas equagdes mx = —dU */dx , onde U*

¢ nossa energia potencial. Observe que Hamilton usou a notagdo dU/Ox para derivadas parciais,
onde nés usamos dU*/dx. Hamilton comentou que é geralmente muito dificil integrar essas
equacgdes de segunda ordem, e por essa razdo ele estava procurando outros métodos. Seguindo
Lagrange, Hamilton representou metade da forca viva (nossa energia cinética) por 7, e apresentou
a lei de forca viva sob a forma:

T=U+H. (4.37)

Autores anteriores tinham sempre entendido H como uma constante. Hamilton entendeu,
entretanto, que H é uma constante durante qualquer movimento especifico, mas que H pode
sofrer alteracdes quando se considera condigoes iniciais diferentes do mesmo sistema mecanico,
movendo-se sob o mesmo conjunto de forcas. Nesse caso, a variagdo de H estd relacionada as
variacoes de T'e U:

0T = dU + OH. (4.38)

Utilizando as defini¢oes de T e U, podemos escrever as expressdes para dI e oU, que
multiplicadas por dt e integradas, fornecem

% Hamilton est4 tomando inicialmente como exemplo uma for¢a gravitacional, depois utiliza uma forma mais geral
de U.
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_[ 2 m(dxdx'+dydy'+dzdz') = j > m(dx'8x +dy'dy +dz'8z) + j SHdt, “43)

Hamilton entdo introduziu uma nova func¢do, a acdo V do sistema, que ele considerou
como uma fung¢ao das coordenadas inicial e final e da quantidade H, dada pela expressao

t (4.40)
V= IZm(x'dx +vy'dy+ Z'dZ)=j2T dt.
0

A variacdo de V € dada pela Eq. 4.39. A segunda parte da Eq.4.39 integrada no tempo e
considerando as coordenadas finais como x,y,z € as iniciais como a,b,c, fornece (HAMILTON,
1834, p. 251)

oV = Z m(x'8x +y'dy +2'dz) - Zm(a' Sa+b'8b+c'dc)+tdH. (4.41)

Ele provou que, se V fosse conhecida, seria possivel descrever o movimento das particulas
usando equagdes diferenciais de primeira ordem (ao invés de equagdes de segunda ordem como
Eq.4.36), tais como (HAMILTON, 1834, p. 251)

oV ,
o MyXy. (4.42)
X

Hamilton considerou a funcdo V como altamente importante e deu a ela o nome de
‘funcdo caracteristica’ do sistema. A integral da Eq. 4.40 representava a for¢a viva acumulada,
que também era chamada a¢do do sistema, da sua posicao inicial a posicao final. Observe, porém
que Hamilton ndo estabeleceu que V era uma minimo, ou que a variacdo de V era nula.
Entretanto, 8V ndo é zero quando as condi¢coes iniciais do sistema sdo variadas, e essa foi a
hipétese de Hamilton.

Para salientar a diferenca entre sua propria abordagem e aquelas de outros autores,
Hamilton deu o nome de ‘lei da agdo variante’ a férmula representando o valor de oV
(HAMILTON, 1834, p. 252). Ele considerou essa lei como muito mais util do que o principio da
minima agﬁo70 o qual, segundo ele, servia somente para obter as equagdes de segunda ordem do
movimento, que podem ser facilmente obtidas de outro modo.

Mas quando esta bem conhecida lei de minimo, ou como deveria ser melhor denominada,
de agdo estaciondria, é aplicada para determinar o movimento atual de um sistema, ela
serve somente para formar, pelas regras do célculo de variagdes, as equacdes diferenciais
do movimento de segunda ordem, que podem ser sempre encontradas de outro modo
(HAMILTON, 1834, p. 252).

" Hamilton deu ao principio de minima acio o nome “lei da agdo estaciondria”, para enfatizar que era necessario
somente aceitar que a variacdo da acdo era nula, sem assumir que ela era um maximo. (HAMILTON, 1834, p. 252).
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Hamilton mostrou entdo que, partindo da lei da acdo variante, seria possivel chegar as
condicdes iniciais do problema. Usando as equagdes diferenciais para a fung@o caracteristica
dadas como na Eq. 4.42 para as coordenadas finais (x,y,z) e iniciais (a,b,c), € combinando com a
Eq. 4.37, obteve

2 2 2

l i 8_V +8_V _|_8_V :U_|_H,

2 m [\ Ox dy oz a43)
2 2 2

lZi S_V +8_V +8_V :U0+H.

2““m [\ da ob oc

Aparentemente o significado do primeiro termo da Eq. 4.43 € a energia cinética nos
pontos inicial e final da trajetéria, mas ndo Hamilton estd derivando em relacdo a essas
coordenadas inicial e final. Diferenciando a Eq. 4.42 e usando o resultado da Eq. 4.43, Hamilton
encontra a Eq. 4.36, o que mostra a validade da Eq. 4.40 na determinacdo das equacdes de
movimento, quando V € conhecida.

E facil perceber, no primeiro trabalho de Hamilton sobre os principios da dindmica, que
ele considerou o principio de minima a¢do como de importancia secunddria, € que ele estava
buscando por diferentes métodos, usando a nova fungdo caracteristica, que permitissem a ele
obter equacdes diferenciais de primeira ordem do movimento’'. Entretanto, en passant, ele
mostrou que a variacio de V=[2Tdr poderia ter muitos significados e usos, e que autores
anteriores ndo se deram conta dessas circunstancias.

Hamilton também mostrou como a funcao caracteristica poderia ser empregada no caso de
coordenadas polares e na composi¢do de movimento, considerando o movimento do centro de
gravidade e dos corpos ao redor dele.

No fim de seu trabalho de 1834, talvez como uma reflexdo, Hamilton introduziu uma
nova funcao S, pela relacio (HAMILTON, 1834, p. 307)

V=tH+S. (4.44)

Esta nova funcdo S também poderia ser escrita como

S

t
I(T + U)dt. (4.45)
0

Note que 7+U, na integral anterior, corresponde a nossa funcdo Lagrangiana, uma vez
que T é metade da vis viva, e U € a funcdo de forca, ou seja, menos nossa energia potencial. A
funcdo S de Hamilton é o que atualmente chamamos de acdo integral associada ao movimento da
particula (DUGAS, 1988, p. 397). Contudo, Hamilton ndo introduziu esta funcio para apresentar
uma nova forma da lei de a¢@o variante.

"'E curioso que Hamilton ndo deu o nome de “equacdes candnicas” as equagdes diferenciais de primeira ordem que
obteve, mas sim descreveu as equagdes de Lagrange como “ as elegantes formas candnicas na Mécanique Analytique
de Lagrange” (HAMILTON, 1834, p. 261).
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A motivagdo de Hamilton € simples. Partindo de sua fun¢do caracteristica V (definida na
Eq. 4.40) ele obteve a variacdo da fun¢do caracteristica em funcdo de todas as coordenadas e do
tempo, sendo que tanto as coordenadas iniciais (a,b,c), quanto finais (x,y,z), € o tempo podem
variar. A partir da Eq. 4.41 obtém-se diretamente as derivadas parciais de V relativas a todas
aquelas coordenadas, e também a relagdo nada usual dV/oH=t¢. Por exemplo (HAMILTON, 1834,
p. 251)

oV oy oV Y ,
~ s = — ’ =m,z,,
le 121 5y1 1)1 1 121
oV Y Y
mya,, =mb'}, =m,C',
Sal 5b1 o 1
oV
—_— = mlt.
OH

Seria mais til obter dV/ot ao invés de dV/dH. Isso requereria, entretanto, a presencga de
HOt ao invés de t0H, na Eq. 4.41.

A introducdo da fungdo S foi a chave para substituir a Eq. 4.41 por outra férmula onde
haveria Hot no lugar de tdH. O truque é muito simples. Ele eqiiivale a trocar V por outra funcio
S=V-tH. A variacdo de S é S=0V-Hor—toH. O tltimo termo de &S cancelara com o dltimo termo
de OV no lado direito da Eq. 4.41, e Hamilton obteve o que ele queria (HAMILTON, 1834, p.
307)

0S = X m(x'0x + y'dy + z'0z) — £ m(a'da + b'db + ¢'dc) — Hot. (4.46)

Isto explica porque Hamilton introduziu a nova fung¢ao, definida como S=V-tH.
Agora, usando a Eq. 4.40 (a defini¢ao de V=[2Tdr) e trocando H por T-U, obtemos

S:V—tH=j2Tdt—det=j2Tdt—j(T—U)dt=j(T+U)dt. 4.47)
0 0 0

0 0

Esta parece a explicacdo mais coerente para a introducdo da nova fungdo de acdo S e a
associagdo relacionada com (7+U) que atualmente chamamos de fung¢do Lagrangiana.

No trabalho de 1834, Hamilton teve sua atencdo voltada para o uso da funcdo
caracteristica V, como destaca o titulo On a general method of dynamics: by which the study of
the motion of all free systems of attracting or repelling points is reduced to the search and
differentiation of one central relation, or characteristic function. Poucos meses depois, ele
apresentou um novo trabalho a Royal Society, onde a fun¢do caracteristica tinha perdido toda sua
importancia, sendo trocada pela nova funcdo S, que Hamilton chamou de “Fun¢do Principal”,
com letras maidsculas (HAMILTON, 1835, p. 95).

Hamilton partiu do mesmo problema inicial do trabalho de 1834, ou seja, um sistema de
pontos livres se atraindo ou repelindo, em que a funcdo de forca U depende da distancia entre os
corpos. Ele utilizou a mesma definicdo dada anteriormente para a funcdo de forca e partiu das
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equagdes propostas por Lagrange (ver Eq. 4.25) em funcdo da forca viva e das coordenadas
generalizadas

d 8T 8T _ 38U (@48
dtén; om; dn,

onde 77; expressam as posicdes e 77’; representam as velocidades generalizadas. A variacdo de T
. ~ . 72
pode ser escrita, em func@o das coordenadas generalizadas, como

OT T
oT = d————0n. |.
Z i on,' om; g

Deste ponto em diante, Hamilton foi direto a algumas inovag¢des do seu método. Ele
introduziu o momento generalizado @, associado a cada coordenada generalizada m; pela
relagio@, = 8T/&n; (usando a notagdo do proprio Hamilton) e substituiu todas as velocidades na

expressdao de T por aqueles momentos, obtendo uma nova funcdo F, que representa metade da
forca viva, em fungdo das coordenadas e momentos generalizados, de modo que (HAMILTON,
1835, p. 98)

E— '-E— ' ﬁzn' .
5, My sz—nz,---;m% 3n >
SF 8T OF 8T OF _ T

B 8an .

— = ; = . =
on; on, o, on, ons,,

Ele entdo expressou a funcdo H como H=F-U,ao invés de H=T-U, para reforcar que as
velocidades ndo entram em H. Este foi o surgimento da fun¢do de Hamilton. Depois ele obteve
muito facilmente as chamadas equa¢des de Hamilton de primeira ordem (HAMILTON, 1835, p.
98), ou seja

dn, &H (4.49)
dt Sm,

dw,  6H

dt &,

As Egs. 4.49 sdao muito semelhantes ao formalismo que usamos atualmente para as
“equacgdes de movimento de Hamilton” (MARION, 1995, p. 271) se adotamos a notacdo de
variacdo de Hamilton () como a notagao atual de derivagao parcial

" Nesta e em outras equacdes adicionamos os indices, pois Hamilton ndo os indicou.
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Qe ==
< 9p, (4.50)
m
« an

Hamilton deu uma nova forma a funcdo principal, neste trabalho. Ao invés da Eq. 4.47,

S= I(T +UMNt, ele usou a seguinte expressdo (HAMILTON, 1835, p. 98):
0
t SH
S:I > ©o_——H . 4.51)
n Q)

Hamilton ja tinha provado que Xn'(87/6M')=27, e ele obviamente assumiu que

ZGT (5%67): 2F . Desde que U, a func¢do de forca, ndo depende dos momentos generalizados,

também temos ZGT (5%w)= 2F . Portanto, o integrando da Eq. 4.51 € equivalente a 2F—

H=F+U. Ela nao corresponde ao nosso familiar Lagrangiano, porque ndo contém as velocidades
generalizadas. Da variacdo da Eq. 4.51 Hamilton obteve um novo conjunto de equagdes de
movimento de ordem zero, que sdo as integrais do movimento (HAMILTON, 1835, p. 99).

Em ambos os trabalhos, Hamilton usou muitas integrais diferentes que davam as
dimensdes de acdo. Ele fez uso freqiiente de métodos variacionais, mas sua &nfase nao foi o
desenvolvimento de diferentes formas do principio de minima a¢do. Podemos inferir que este
principio foi um componente secundario em seu trabalho. A discussdo de Hamilton do principio
de minima acdo, no segundo trabalho, ¢ muito curta:

Esta funcdo S foi introduzida no primeiro Ensaio sob a forma

s=j@+Uhg

os simbolos T e U tendo nesta forma seus significados recentes; e € importante observar,
que quando S é expresso por esta integral definida, as condi¢cdes para sua variacio valendo
(se as coordenadas inicial e final e o tempo sdo dadas) sdo precisamente as equacgdes
diferenciais do movimento [...] sob a forma dada por Lagrange. A varia¢do desta integral
definida S tem portanto a dupla propriedade, de fornecer as equagdes diferenciais do
movimento para quaisquer coordenadas transformadas quando as posi¢des extremas S3o
tomadas como fixas, e de fornecer as integrais daquelas equagdes diferenciais quando as
posicdes extremas sdo tratadas como varidveis. (HAMILTON, 1835, p. 99)

N3ao ha outro comentdrio sobre este principio, neste trabalho. Observe que Hamilton ndo usou os
nomes “principio de minima ac¢do” ou “lei da ac¢do estaciondria”, no segundo trabalho. Porém,
podemos entender a variagdo da Eq. 4.45 como a forma do principio de minima ac¢do de
Hamilton, ou seja
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t
oS = BJ (T+UNMt=0. (4.52)
0

Claro que o principio de Hamilton nao € equivalente as formas de Euler e Lagrange do
principio de minima a¢do. Quando se usa 8[Zmuds=0 ou 8[2Tdr=0 é possivel obter os resultados
corretos se o principio das forgas vivas € usado e considerando as variacdes das quantidades
corretas. No caso de 8J(T+U)dr=0 ndo é necessdrio introduzir o principio das forgas vivas, porque
jé estd contido no principio de Hamilton.

Hamilton volta a mencionar a fungdo caracteristica em outra parte do trabalho, apenas
relacionando-a com a fung¢do principal, de modo que S e V estdo conectadas entre si € uma pode
ser deduzida a partir da outra.

A maioria dos tratados de mecanica do século XIX ndo esclarece as condi¢des de uso e as
diferencas dessas formas do principio de minima acdo. Essas questdes ndo sdo geralmente
descritas nos livros-texto atuais sobre mecanica analitica também, mas € possivel encontrar uma
discussao cuidadosa no classico tratado de Arnold Sommerfeld (SOMMERFELD, 1942, capitulo
4).

Ainda que o principio de Hamilton (na forma moderna 8JLd#=0) seja a forma mais usada
do principio de minima a¢do atualmente, ele nao foi a formulagdo que levou a forte relacdo entre
mecanica e geometria. Como mostrado anteriormente, Poisson chegou a sua relacdo entre
geodésicas e principio de minima acdo usando Slmuds=0, que se reduz a 8lds=0 no caso de
velocidade constante. O principio de Hamilton S(T+U)dr=0 ndo leva a qualquer comparagdo
ficil com a equacdo de geodésica 8Jds=0, porque ele contém velocidades (em 7) e tempo (a
varidvel independente). O mesmo problema ocorre no caso de 827dr=0.

Sommerfeld comentou que o significado que deve ser atribuido a este principio depende
do modo como se entende a varidvel tempo. Se esta quantidade ndo sofre variacdo, entdo o
principio deveria ser interpretado como da “ chegada mais répida” das particulas; se o tempo
sofre variagdes, entdo o principio descreve o “caminho mais curto” (ver figuras 4.3 e 4.4). A
associacdo entre minima a¢do e geodésica deve partir da dltima interpretacdo (SOMMERFELD,
1942, p. 207).

No principio de Hamilton, o tempo ndo varia entre os diferentes caminhos que o sistema
pode percorrer ao ir de um ponto para o outro. Neste caso =0 e podemos escrever
%SX = 5((;—): = % . Usando esta hipétese, é possivel encontrar o principio de Hamilton na forma
conhecida atualmente, e que ndo permite tirar conclusdes diretas acerca da geodésica
(SOMMERFELD, 1942, p. 182-184).

Para o principio de minima acdo dado por Lagrange, o tempo deve variar entre oS
caminhos. Neste caso, 0 que ndo varia entre os diferentes caminhos € a energia total, e é possivel
escrever a integral da acdo como a integral de uma fun¢do quadratica, que pode ser associada ao
comprimento do caminho, e portanto a geodésica, como fez Poisson. Este serd o préximo passo
dado por Jacobi. N6s ndo estamos dizendo que aqueles cientistas estavam procurando por tal
relacdo. Estamos apenas estabelecendo algumas condi¢des (conhecidas a posteriori) da
possibilidade de estabelecer tal relagao.
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Figura 4.3 — Principio de minima acdo de Figura 4.4- Principio de Hamilton, onde o
Lagrange, onde o tempo varia e a energia total deve tempo € constante.
ser considerada constante.

4.6 A REFORMULACAO DE JACOBI DO PRINCIPIO DE
MINIMA ACAO

Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) dedicou grande parte de sua vida como matemético
ao estudo das fung¢des elipticas, em que foi influenciado pelo trabalho de Legendre. Ele analisou
estas fungdes nao s6 com teoria dos nimeros como também com a teoria de integracao e que estd
relacionada diretamente com a teoria de equagdes diferenciais (SCRIBA, 1981, p. 54). Na busca
de novos métodos para a resolugdo de equagdes diferencias de primeira e segunda ordens, Jacobi
utilizou e apresentou métodos relacionados com a mecanica, principalmente com o principio de
conservacgdo da vis viva e com o principio de minima acao.

A relacdo entre o célculo de variagdes e a teoria das equacdes diferenciais é o objeto de
estudo numa carta de Jacobi de 1836 (JACOBI, [1836]) em que aparece o principio de minima
acdo. Jacobi argumenta que a determinagcdo de maximos e minimos € um problema que apresenta
uma lacuna na teoria de variagdes. Ele propde um novo método para a solucdo de equagdes
diferenciais de segunda ordem de forma a obter um conjunto de condi¢cdes que permitiria
determinar com exatiddo o maximo ou minimo da funcdo. Na resolucdo de uma funcdo f

d ) . .
qualquer, dependente de x,y, d_y , mas nao dependente de ¢, Jacobi conclui que pode haver varias
X

curvas que satisfazem as mesmas condicdes e possuem as mesmas equagdes diferenciais e cita
como exemplo o principio de minima a¢do aplicado ao movimento eliptico dos planetas,
criticando Lagrange:

A integral a ser considerada no principio de minima ag¢do ndo pode jamais ser um
mdaximo, como cré Lagrange; contudo ela ndo é sempre um minimo; é necessario para isto
que certas condigdes, dadas pela regra precedente’, sejam aplicadas aos limites, sem as
quais ela ndo serd nem um maximo nem um minimo (JACOBI, [1836], p. 51).

Quando se toma uma distancia finita entre os pontos inicial e final do movimento, entdo a
acdo no caminho efetivamente percorrido pelo mével pode ndo produzir um minimo, mas sim um
maximo ou, em geral, um caminho no qual a variacio da acdo € zero. Em certos casos, dados os
pontos inicial e final, pode existir mais de um caminho para o qual a variacdo da a¢do é nula’.

73 Jacobi estd se referindo a exposi¢do que faz no inicio do trabalho, em que demonstra as condi¢des para que uma
fun¢do, cuja variacdo € nula, possa ter um valor maximo ou minimo.

™ Esta é uma critica que j havia aparecido nos trabalhos em que se aplicava o principio de minimo na 6ptica, como
o de Fermat, que citamos no item 4.1 deste Capitulo.
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A aplicacdo das condicdes dadas ao movimento de um planeta entre o afélio e o periélio
leva Jacobi a concluir que a curva entre os dois limites dados na qual a integral jvds ¢ minima

nao € uma elipse (JACOBI, [1836], p. 51). No final da carta, Jacobi discute o0 método apresentado
por Hamilton para a solucdo das equacdes diferenciais, mas ndo se aprofunda na relacao entre o
principio de minima acdo e a geometria.

Em 1837 Jacobi publicou dois trabalhos diretamente relacionados com o principio de
Hamilton e o principio de minima ac¢do. No segundo trabalho de 1837, Note sur l’intégration des
équations differentielles de la dynamique, Jacobi critica o trabalho de Hamilton sob muitos
aspectos. O que nos interessa particularmente € o principio de minima a¢@o. Jacobi entendeu a

introducdo do tempo na integral de acdo como uma deficiéncia da equagdo 62 .[ mu’dt=0, e

mostrou como é possivel elimind-lo (JACOBI, [1837] 1886, pp. 133-134). E interessante notar
que o método que Euler tinha utilizado em seu trabalho de 1744 j4 pretendia eliminar o tempo da
equagdo envolvendo a forca viva, deixando apenas grandezas geométricas para determinar a
equacdo da trajetdria, como vimos no item 4.2 deste capitulo.

Jacobi partiu da equacdo de ac@o para um sistema de particulas

jz m;v;ds, = _[ > m C;St‘ ds,. (4.53)

A equagdo da vis viva pode ser escrita

%Zmi"iz:%zmi(

2
di):U+h (4.54)

S
dt
Aqui, U ¢é a fungdo de forca e & é a constante associada ao principio de forgas vivas (como

H no formalismo Lagrangiano). Da Eq. 4.54 € possivel obter o valor de df (JACOBI, 1869, p. 45-
51)

1
N
dt = 2 mds’; g (4.55)
2(h+U)

Substituindo Eq. 4.54 na Eq. 4.53, Jacobi obteve
2
J.Z:mividsi = J.W/Z(h +U)y > myds;. (4.56)
1

Assim, € possivel escrever o principio de minima acao da seguinte forma
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2

6_[1/2(h +U)y/D>_mds; =0. (4.57)

1

Jacobi criticou a observagdo inicial de Lagrange, de que tal variacdo da integral poderia
ser um maximo ou um minimo, e citou um trabalho seu em que provou que essa integral é um
minimo somente se obedecer certos limites””. Ele também observou que, se Euler aceitasse que
tal variacdo também poderia ser um méaximo, seria como reconhecer que “a natureza se faz agir
sempre com a maior ou a menor sabedoria” (JACOBI, [1837] 1886, p. 133), o que contrariaria
sua posicdo a favor da providéncia divina®.

O integrando na Eq. 4.57 contém somente quantidades dependentes das coordenadas. As
velocidades e o tempo desapareceram no principio de minima acdo de Jacobi. Ainda que ele
tenha sido derivado do principio de minima a¢do de Euler, seu significado é novo. Euler havia
utilizado em seu trabalho de 1744 a integral [M.ds\v para obter diretamente a trajetéria das
particulas. No entanto, posteriormente, até Hamilton, o principio passou a ser usado para obter as
equagdes do movimento. Do principio de Jacobi € impossivel obter as equacdes de movimento,
porque as quantidades cinematicas (tempo e velocidade) foram eliminadas. Do principio de
Jacobi € possivel obter somente a relacdo entre as coordenadas da particula — ou seja, seu
caminho.

Jacobi ndo esclareceu a razdo porque queria excluir o tempo do principio de minima acao.
Também ndo € claro se ele notou ou ndo a semelhancga de sua formulacdo do principio de minima
acdo e a condicdo de geodésica. Ele estudou linhas geodésicas sobre um elipséide nos anos
seguintes, mas ndo houve uma conexdo explicita entre suas investigacdes geométricas e
mecanicas, nos artigos publicados. Em seu curso de mecanica, entretanto, que foi publicado
postumamente, ele revelou que tinha obtido as geodésicas do elipsdide interpretando-as como as
trajetérias de uma particula livre”’ (LUTZEN, 1995, pp. 20-21). Porém, ele ndo usou a Eq. 4.57
para relacionar o movimento de uma particula em um campo conservativo a geodésicas.

Nos trabalhos subseqiientes, a abordagem de Jacobi foi uma ferramenta fundamental para
associar o caminho de uma particula se movendo sob forcas conservativas e linhas geodésicas.

No entanto a relagdo entre o principio de minima agdo na teoria de Jacobi e a geometria
na mecanica € motivo de controvérsia entre os historiadores. Para Dugas (DUGAS, 1988, p. 407),
Jacobi “geometrizou” o principio de minima acd@o ao relaciond-lo com a equagdo das geodésicas.
Para Liitzen (LUTZEN, 1995, p. 22), Jacobi explicitamente negou a origem geométrica dos
principios de minimo que usa para descrever analiticamente a mecanica. O que podemos notar €
que Jacobi estd preocupado com maximos e minimos de fungdes sem associar diretamente a uma
equacgdo de geodésicas e a geometria do problema. A aplicacdo do principio de minima agdo ao
movimento eliptico dos planetas e seus trabalhos posteriores sobre linhas geodésicas sobre
elipséides nao foram diretamente relacionados por Jacobi, mas sua interpretacdo matematica da
mecanica foi alterada (PULTE, 1997).

Com relacdo ao principio de minima acao € possivel distinguir trés caminhos diferentes da
influéncia deste no desenvolvimento da mecanica. Um deles estd relacionado com o problema de
extremos. Nos trabalhos de Euler e Serret pode-se notar uma preocupacdo em estabelecer se a

7 Jacobi apenas cita a data de apresentacio desse trabalho como sendo 29 novembro de 1836, o que coincide com o
trabalho Sur le calcul des variations et sur la théorie des équations différentielles.

7% Na verdade, como vimos no item 4.2, apesar do que Jacobi diz, Euler tinha falado sobre a possibilidade de que a
integral do principio de minima a¢do pudesse ser um maximo ou um minimo.

" Usamos a frase “particula livre” para descrever uma particula que é obrigada a se mover sobre uma dada
superficie, mas tem uma velocidade constante, sendo que estd submetida apenas as forgas de confinamento.

97



variacdo nula da acdo determina, ou ndo, um maximo, um minimo ou nenhum dos dois. O
trabalho de Serret de 1873 é dedicado apenas ao estudo da variacdo de segunda ordem da fun¢ao
V, que possui a mesma forma que a fungdo caracteristica de Hamilton. Euler também procura
relacionar o principio de minima acdo ao cdlculo de isoperimétricos, ou seja, estabelecer a
condi¢cdo de minimo.

Outro caminho € o adotado por Lagrange, que estd basicamente preocupado em encontrar
as equacdes gerais do movimento. J4& Hamilton e Jacobi, apesar de fazerem uma andlise do
principio préxima a de Lagrange, estdo mais preocupados com as constantes arbitrdrias que
determinam as equac¢des do movimento, e que dependem apenas do principio de conservacio da
Vis viva.

4.7 A MEC}ANICA DE LIOUVILLE E A EQUACAO DO
ELIPSOIDE

Encontramos no trabalho de Joseph Liouville (1809-1882) um passo decisivo na unido de
dois elementos centrais discutidos aqui — o principio de minima a¢ao e o estudo de geodésicas.

Em 1844, Liouville publicou um artigo onde discutiu as geodésicas sobre um elipséide
(LIOUVILLE, 1844). Ele assumiu como um teorema conhecido que a linha descrita por uma
particula livre sobre uma superficie qualquer é uma linha geodésica78

Tenho por ponto de partida o teorema conhecido (ou se quisermos, esta defini¢io)””, que a
linha geodésica sobre uma superficie € aquela que descreve, sem qualquer impulso, um
mével sujeito a residir sobre a superficie e do qual o movimento nédo serd alterado por
qualquer forca aceleradora (LIOUVILLE, 1844, p. 401).

Ele usou coordenadas elipticas para descrever a superficie do elipsdide, e entdo usou a
equacgao de Lagrange para encontrar o caminho da particula sobre a superficie. As coordenadas
elipticas sdo p,u, v, determinadas pela intersecdo de trés superficies (uma elipsoidal e duas
hiperbdlicas, de uma e duas folhas) num ponto de coordenadas x,y,z. Liouville adota o elemento

de linha como formado por dois elementos de linha ds’=\/; du e ds”:\/g dv, que

correspondem ao comprimento ao longo das duas coordenadas g e V, respectivamente. Os
coeficientes p,q dependem das coordenadas elipticas

o vt) vt v (459
Ty u) b2 -v?)e? -v?)

onde b,c sdo os parametros do elipsdide. Usando essas coordenadas, o quadrado da velocidade do
movel sobre o elipséide serd dada por

8 Como vimos no inicio deste capitulo, Euler j4 havia demonstrado esse teorema em seu trabalho de 1744 e Poisson
também ja havia estudado essa questao.

7 Nao nos parece correto dizer que essa propriedade mecénica é uma definicdo de geodésica, pois a geodésica possui
uma definicdo geométrica.
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Liouville usa as equagdes do movimento dadas por Lagrange e a conservagdo da forga viva nas
coordenadas generalizadas /4, v e obtém

du
@_mzzg(d_u]im(d_vf
dt  2dul dt 2dul\dt )’
4.60
Loy (4.60)
Azm(d_ujﬁid_q(d_vf
dt  2dul dt 2duldt )’

2 2
p(d—uj + q(d—vj = constante C.
dt dt

As equacdes em 4.60 permitem, apds uma série de manipulagoes (LIOUVILLE, 1844, pp.
404-406), encontrar a integral que determina s sobre o elipséide e, conseqiientemente, a equagao
da geodésica. Este trabalho ¢ muito semelhante ao de Jacobi, porém parece um desenvolvimento
independente. Liouville ndo usou o principio de minima a¢do como um meio de minimizar o
comprimento do caminho percorrido pelo mével e associd-lo a uma geodésica, mas apenas o
principio de conservacdo da forca viva. O principal ponto a ser observado nesse trabalho de
Liouville é que ele escreveu a superficie através de coordenadas ortogonais que se tornam
varidveis separdveis na equagio da trajetéria (LUTZEN, 1995, p. 26).

Pouco depois, em 1846, Liouville introduziu um novo método. Ele comparou o
movimento da particula sobre uma superficie curva ao movimento de uma particula submetido a
forcas (portanto com velocidade varidvel) se movendo sobre um plano. Para esta particula, o
principio das forcas vivas vale e é dado pela equagao

2 4.61)
(ﬁ) —2U+C,
dt
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sendo U a fun¢do de for¢as e C uma constante. Liouville expressa o elemento de linha em funcao
de duas varidveis a,f, chamadas de coordenadas isotérmicas ortogonais™, ou seja s=f{ a,f) de
modo que a Eq. 4.61 pode ser escrita em funcio dessas novas coordenadas também, ficando:

2 2 (4.62)
ds? = Mo B){da +dp?) (2] + i—f - (U +C)

Essa é uma forma de ds’ que segue o trabalho de Gauss, onde o elemento de linha,
ds’>=Edp*+Fdpdq+Gdq? (Eq.3.11), depende apenas das coordenadas intrinsecas, sendo que os
coeficientes E, F' e G sdo funcdes das coordenadas p, g. Na seqiiéncia, ele utilizou novamente as
equagdes de movimento de Lagrange, como fez nas Eqgs. 4.60, incluindo agora a derivada da
funcdo U em relacdo as novas coordenadas. Apds uma série de manipulagdes e substitui¢des
(LIOUVILLE, 1846, pp. 347-350), Liouville encontra que a condi¢do de U=0 permite encontrar
A&ds=0, para o elemento de linha dado em fungdo de @, 5. Ele também fornece exemplos no caso
em que U#0, usando o elemento de linha da Eq. 4.62 para encontrar as trajetérias (LIOUVILLE,
1846, pp. 351-359).

E recorrente no trabalho de Liouville o conceito de superficie desenvolvida sobre outra
superficie, que foi utilizado por Gauss para demonstrar que, nesse caso, o elemento de linha ndo
se altera e a curvatura € a mesma. Este era um assunto que estava tendo muita atencao por parte
do estudiosos da geometria diferencial, principalmente na Franca e na Alemanha (STRUIK,
1933b, p.179).

O problema constava em conhecer quando duas superficies sdo aplicaveis, ou seja, duas
superficies que tenham o mesmo elemento de linha ds’, sem que haja deformacdo. No caso
aplicado a mecanica de Liouville, significava descrever o caminho que a particula percorreria
sobre a superficie, usando as mesmas coordenadas isotérmicas ortogonais, no formato da Eq.
4.62. Feito isso, encontrar a equacao da trajetéria depende da substituicdo desse novo elemento
de linha nas equag¢des de movimento de Lagrange.

A influéncia de Gauss sobre Liouville € clara no trabalho de 1847, Sur un théoreme de M.
Gauss concernant le produit des deux rayons de courbure principaux en chaque point d’une
surface. Nele, Liouville mostra que o resultado encontrado por Gauss para a curvatura pode ser
obtido considerando-se o elemento de linha da superficie em fun¢do das coordenadas isotérmicas
ortogonais @, 5, como na Eq. 4.62 (LIOUVILLE, 1847a, pp. 295-300).

A associagdo entre o elemento de linha da trajetéria da particula sobre uma superficie
qualquer e aquele com as coordenadas isotérmicas ortogonais aparece nos trabalhos de 1846 e
1847. Neles, Liouville ndo faz uso do principio de minima agdo, ou de qualquer outra hipétese do
calculo variacional para estudar a trajetdria da particula. Ele parte da hipé6tese inicial de que um
corpo nao sujeito a uma forca aceleradora ird percorrer uma geodésica e encontra a equagao da
trajetdria usando as equagdes de movimento de Lagrange e a conservagdo da forga viva.

O principio de minima agdo aparece de maneira explicita no artigo de 1856, onde
Liouville faz um procedimento semelhante ao de Jacobi, ao excluir o tempo da equagdo da forca
viva, e depois faz outras consideracoes.

% Coordenadas isotérmicas ortogonais sio coordenadas que se comportam como coordenadas cartesianas normais,
mas o elemento de linha é multiplicado por uma fungao da posicio, como o usado por Liouville, e localmente o
elemento de linha € cartesiano.
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Liouville parte da hipétese inicial de que o principio de minima agdo sé € aplicavel nos
sistemas em que vale o principio das forcas vivas. Seja esse sistema de pontos materiais de
» ’» . » » . . , . 81
massas m,m’,m”... com velocidades v,v’,v”.... a integral das forcas vivas € escrita como

> mv? =2(U+K), (4.63)

sendo U a fun¢do de forgas (ou seja, menos nossa energia potencial) e K uma constante que
depende da forga viva inicial (ou seja, nossa energia total). O elemento de tempo dt pode ser
escrito em fungao da Eq. 4.63, como fez Jacobi, como:

(4.64)

A quantidade que Liouville considera no principio de minima acdo € a integral , da
posicdo (1) a posicao (2), da soma dos produtos mvds, da quantidade de movimento de cada
ponto material pelo elemento ds, que descreve, em qualquer instante dt, a trajetéria. Substituindo
as Egs. 4.63 e 4.64, a integral a acdo é (LIOUVILLE, 1856, p. 298):

2

[V2(U+K)Y mds®. (4.65)

1

Segundo Liouville, o principio da minima ac@o consiste em comparar o valor que a
integral da Eq. 4.65 assume para levar o sistema da posicdo (1) a posicdo (2) através de um
“movimento real” e um “movimento ficticio”. Comparando-se as integrais do “movimento real”
com as do “movimento ficticio” seria possivel obter as equacdes das trajetdrias das particulas.

Ainda que no artigo de 1856 ele nao se refira a comparagdo entre movimento num plano
sob a a¢do de forcas e o movimento livre sobre uma superficie curva, a Eq. 4.65 € sem divida a
relacdo geral que estava por trds dos artigos de 1846 e 1847. Utilizando as coordenadas
isotérmicas ortogonais, € possivel comparar a Eq. 4.65 a Eq. 4.62 e assim obter a equacdo da
trajetdria.

O trabalho de Liouville continha a relagdo fundamental entre linhas geodésicas e
movimento sob forcas conservativas, mas era restrito a duas dimensdes. Neste ponto de nossa
estéria, era impossivel avancar mais, pois a descri¢do diferencial de um espago curvo
tridimensional ainda ndo existia.

4.8 A INTERPRETACAO DE THOMSON E TAIT

Ainda considerando-se o espaco tridimensional euclidiano, Willian Thomson e Peter
Guthrie Tait apresentaram o principio de minima agdo e suas aplicagdes envolvendo o conceito

#1 Nesta equacio, K ndo é a energia cinética. Liouville usou a letra K no lugar de H para representar a constante no
principio da vis viva.
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de conservacdo de energia no sentido que conhecemos atualmente. No tratado sobre filosofia
natural de 1879, eles diferenciam o principio de minima a¢do em dois tipos: um a que eles
chamaram de “least action” e outro a que deram o nome de “minimum action”.

O primeiro tipo estd associado ao conceito de Maupertuis e Euler, porém agora apresenta
uma defini¢do envolvendo a energia cinética. Neste caso, a acdo estd definida como a integral
(THOMSON; TAIT, [1879] 1923, pp. 337-338):

t (4.66)
A=2[Tdt o A = [ m(xdx + ydy + 2dz),
0

ou seja, a agdo € o dobro da integral temporal da energia cinética, de um instante 0 até um
instante t. A expressdo para a acdo em termos da energia é igual a fungdo caracteristica V de
Hamilton (Eq. 4.40), mas seu significado ¢ diferente. Baseados na definicio da Eq. 4.66, o
principio de minima acao é entendido como:

De todos os diferentes conjuntos de caminhos ao longo dos quais um sistema conservativo
pode ser levado a se mover de uma configuracdo para outra, com a soma de suas energias
potencial e cinética igual a uma dada constante, aquele para o qual a acdo é a minima ¢ tal
que o sistema precisard apenas comecar com as velocidades adequadas, para se mover ao
longo dele naturalmente (THOMSON; TAIT, [1879] 1923, p. 338).

O objetivo dessa aplicagdo para Thomson e Tait € descobrir quais sdo as velocidades
iniciais que levardo o sistema de uma configuracdo para outra configuracdo. O principio de
minima acdo com a definicdo anterior, em conjunto com a conservagdo da energia, permitem que
se encontre as equagdes de Lagrange no formato apresentado no Mécanique Analityque, de um
modo muito semelhante ao que se faz nos livros atuais (THOMSON; TAIT, [1879] 1923, pp.
340-341).

A associacdo da equagdo da geodésica com o principio de minima a¢do sé apareceu para a
outra interpretacdo do principio, ou seja, minimum action. Neste caso, a andlise feita pelos
autores € totalmente diferente do que foi visto até agora. No caso Optico, os raios de luz, (luz
como particula) se concentram nos focos das lentes. Fazendo uma analogia com o caso 6ptico,
uma perturbacdo no movimento de um sistema levaria a existéncia de focos cinéticos.

Se, a partir de qualquer configuracio, dois caminhos diferindo infinitamente pouco um do
outro t€m novamente a mesma configuragcdo em comum, esta segunda configuracio serd
chamada de foco cinético relativamente ao primeiro: ou (por causa da reversibilidade do
movimento) estas duas configuragdes serdo chamadas focos cinéticos conjugados
(THOMSON, TAIT, [1879] 1923, p. 428).

A acdo é minima no caso em que o movimento do sistema entre dois focos cinéticos
conjugados, partindo de uma configuracdo dada, se d4 pelo caminho natural, e vice-versa. Nesse
caso entdo pode ser associada a esse caminho uma geodésica. A explicacdo € bastante confusa e
estd mais voltada para a anédlise de pontos extremos e varia¢des de segundo grau, como fez Euler
e Serret, agora considerando-se a energia do sistema.

Um ponto importante no trabalho de Thomson e Tait estd relacionado com as trajetdrias
ao longo das normais a uma superficie:
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Se, de todos os pontos de uma superficie arbitraria, particulas que nao se influenciam
mutuamente sdo projetadas com velocidade apropriadas na dire¢do das normais, os pontos
que elas alcancam com iguais agdes formam uma superficie cortando os caminhos com
angulos retos. A espessura infinitamente pequena do espago entre duas quaisquer dessas
superficies, correspondentes a quantidades de agdo diferindo por qualquer quantidade

7

infinitamente pequena, € inversamente proporcional a velocidade da particula que a
atravessa, sendo igual a diferenca infinitamente pequena da acdo dividida pelo momentum
total da particula (THOMSON; TAIT, [1879] 1923, p. 353).

Se usarmos linhas no lugar das superficies, este teorema pode ser comparado ao teorema
de Gauss, a linha que corta, formando angulo reto, um conjunto de linhas mais curtas que partem
de um mesmo ponto, é também uma linha mais curta (GAUSS, 1827, secao 15). Isto permite
fazer uma associacdo entre geodésicas (linhas mais curtas) e a acdo, pois para que as superficies
sejam paralelas, a acdo, que ¢é distancia entre as superficies tem que ser minima, ou seja, coincide
com uma geodésica (figura 4.5).

Figura 4.5: Particulas projetadas da superficie A, com velocidades ao longo das normais, que
possuem a mesma acao, cortam, em angulos retos, a superficie B.

Porém, Thomson e Tait ndo fazem essa relacao direta entre a agdo, como a distancia entre
as superficies, e as geodésicas, como as linhas que unem as superficies perpendicularmente. Esta
relacdo entre linhas unindo superficies, acdo e geodésicas, serd reforcada com a mecénica de
Darboux e Lipschitz. Nesse caso, ndo serdo apenas superficies bidimensionais imersas num
espaco euclidiano tridimensional, mas as multiplicidades de Riemann, num espaco n-
dimensional.
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CAPITULO 5

MECANICA DO ESPACO N-DIMENSIONAL

Niao é possivel estabelecer um marco onde o estudo da geometria ndo-euclidiana e a
mecanica se juntam, pois fica claro com o que foi visto até agora, que sao insepardveis os
progressos feitos em ambos os campos apds a introducdo do cdlculo diferencial.

Se era possivel a descricdo de uma superficie usando suas propriedades intrinsecas,
também poderia ser descrito 0 movimento de uma particula livre sobre essa superficie usando o
mesmo recurso do elemento de linha. A extensdo para n particulas deveria levar em consideracao
a interacao entre elas e acdes que modifiquem o movimento do centro de massa, mas ainda assim
ficaria restrito a0 movimento sobre uma superficie bidimensional, imersa no espaco euclidiano.

Com a generalizagdo da geometria diferencial para n varidveis, a mecanica num espaco
com mais de trés dimensdes passou a ser previsivel, ainda que nao fosse possivel sua visualiza¢ao
ou a comprovagao através de experimentos. O desenvolvimento do formalismo que descreveria o
movimento passou a ser a diferenca entre os estudiosos da época.

Ao mesmo tempo, Lipschitz e Christoffel desenvolveram dois métodos diferentes para a
andlise do movimento: o primeiro de forma mais aplicada ao problema da mecanica; o segundo
de maneira mais analitica; mas nenhum deles estava preocupado com o principio de minima acao
e sua relacdo com geodésicas. Essa relagdo s6 foi aparecer nos trabalhos de Darboux, e de
maneira mais compreensivel do que nos outros dois autores.

Depois do trabalho de Darboux, a mecanica voltou a ser construida apenas através de
métodos formais, o que se deu com a introduc¢do do cdlculo diferencial absoluto de Ricci e Levi-
Civita. O cdlculo diferencial absoluto teve suas origens nos parametros diferenciais de Lamé, que
por sua vez estavam relacionados ao elemento de linha descrito com as propriedades intrinsecas
das superficies e diretamente relacionado, desde Euler, com a descricdo da geodésica e
maximizac¢do e minimizacao de fun¢des quadraticas.

Neste capitulo mostraremos como se deu a extensao do principio de minima ac¢ao no caso
das multiplicidades de Riemann e as interpretagdes posteriores para a relacao entre geodésicas e
minima acgao.

5.1 AS CONTRIBUICOES DE LIPSCHITZ

Com o trabalho de Riemann e a introducdo das multiplicidades, a extensdo da mecanica
implicava na generalizacdo dos métodos de Hamilton e Jacobi para o movimento de um sistema
em um espaco n-dimensional.

Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) investigou muitas areas da matematica,
como geometria, cdlculo, teoria de nudmeros, etc, mas € seu trabalho apresentado apds a
publicacdo da tese de Riemann que merece mais destaque aqui. Influenciado pela teoria de
Riemann das multiplicidades n-dimensionais, Lipschitz relacionou tais multiplicidades aos
problemas de cdlculo variacional, geometria e mecanica (SCHONEBERG, 1981, p. 389).

A primeira relacdo entre o trabalho de Riemann, de 1854 (publicado em 1867), e as
equacdes da mecanica foi proposta por Lipschitz em 1869, coincidindo com o trabalho de
Christoffel, publicado no mesmo jornal e ano. Em seus trabalhos, tanto Christoffel quanto
Lipschitz estavam preocupados em encontrar as condi¢des para as quais o elemento de linha
inspirado na andlise de Riemann (Eq. 3.13) mantivesse uma curvatura constante através de uma
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transformagdo de coordenadas. Enquanto Christoffel estava interessado apenas nos aspectos
analiticos do problema, Lipschitz relacionou-o as equagdes da mecanica para encontrar a solu¢ao
(TAZZIOLL, 1994, p. 114).

Lipschitz considerou o caso para um elemento de linha f{dx) dependente das diferenciais
das coordenadas dx;, dx,, ...dx, de grau p > 2, diferente de Riemann que havia considerado, como
possibilidade, apenas até o grau 4. Lipschitz obteve uma transformacio de coordenadas de duas
funcdes f(dx)=g(dy) que, no caso de p=2, era o Teorema egregium de Gauss, ou seja, a
transformacgao do primeiro elemento de linha (f{dx)) para o segundo (g(dy)) levava em conta a
curvatura e o desenvolvimento de uma multiplicidade sobre outra (LIPSCHITZ, 1869, pp. 74-
79). O novo conceito de elemento de linha foi aplicado em outros trabalhos e, associado as
propriedades mecénicas de um sistema de pontos preso a uma superficie, ndo influenciados por
outras forgas, levou Lipschitz a determinar a relacdo entre uma certa “pressao” e a curvatura de
uma superficie (LUTZEN, 1995, p. 36).

Em 1872 ele tentou generalizar a mecanica para multiplicidades n-dimensionais
arbitrdrias. Sua andlise era tdo geral que ele até ignorou a condicdo de Riemann de que o
elemento de linha deveria ser uma forma quadréatica como a dada pela Eq. 3.13 e considerou a
possibilidade de lidar com elementos de linha de diferentes graus (LUTZEN, 1995, pp. 34-35).
Assim, ele generalizou o conceito de energia cinética, o qual ndo precisava ser uma forma
quadratica também, mas deveria ser uma funcdo homogénea das velocidades generalizadas, e das
coordenadas.

Lipschitz partiu da forma de Hamilton para o principio de minima a¢do (Eq. 4.45), e no
caso em que p=2, reescreveu o teorema das forcas vivas como T=U+h, sendo h uma constante
que corresponde a energia total. Com essa forma para o teorema das forcas vivas, a alga?lo82 de
Lipschitz € dada pela integral (LIPSCHITZ, 1872, pp. 123- 126)

(5.1)

t
® = [2(U+h)2Tdt.

4
Para eliminar o elemento de tempo da Eq. 5.1, Lipschitz usou a expressdao adotada para o
elemento de linha geral, ou seja, f{dx), de modo que \T.dr=\f{dx’).dt=\f(dx). A variacio da agdo

fica dada por

(5.2)

30 =38 jz J2(U+h)2f(dx) =0.

ty

Lipschitz entdo introduz uma nova funcdo F, dada por F(dx)=2(U+h)2f(dx), o que
permite rescrever a variagdo da ac¢do, no caso em que p=2, como

ty | ty |
50 =3 [ (F(dx))p =& [ F(dx")pdt =0.

t t

%2 Lipschitz chamou a acdo de ©.
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Para um p arbitrério, Lipschitz mostrou que o teorema das forgas vivas poderia ser escrito
como

(p—1f(x')-U=H. (5.3)

Usando a Eq. 5.3 para escrever a agdo, a funcdo F generalizada para qualquer p assume a
forma

F(dx) = p(U+H)"™ pf (dx). N

p—1

Para este novo valor da fungdo F, o principio de minima ac¢ao assumiria a forma geral:

t v (5.5)
S j I g
I

Ao desenvolver sua mecanica geral, Lipschitz notou a forte semelhangca entre os
resultados que ele obteve no caso de um elemento de linha quadréatico e os resultados geométricos
obtidos por Gauss para as superficies curvas e obteve a equacdo para a geodésica no formato em
que Gauss havia encontrado (LIPSCHITZ, 1872, p. 129). Usando a nova forma da equacdo da
geodésica, agora levando-se em consideragdo a curvatura da superficie, Lipschitz generalizou
seus resultados. Assim, ele encontrou as relagdes entre movimento livre sobre uma superficie, e
movimento sobre um plano sob uma for¢a conservativa, para uma multiplicidade n-dimensional.

A influéncia de Gauss e Beltrami no trabalho de Lipschitz foi essencial para a
geometrizacdo que ele fez da mecédnica no caso das multiplicidades, para um espaco n-
dimensional. Usando a definicdo geral para a acdo, num caso n-dimensional, Lipschitz
generalizou o teorema de Thomson e Tait para superficies.

Ou seja, considerando duas multiplicidades com dimensao (n-7), a variagdo ao longo da
normal de uma multiplicidade a outra, necessariamente cortard a segunda multiplicidade num
angulo de 90°, se ao longo de todos os caminhos perpendiculares a acdo for a mesma (LUTZEN,
1995, pp. 43-44). Como ja foi mencionado, este teorema tem como origem o trabalho de Gauss™
sobre superficies curvas e sua interpretacdo com os problemas da mecanica para um espago n-
dimensional € feita pelo proprio Lipschitz:

No lugar de uma geodésica sobre uma dada superficie vem uma solucdo do problema
mecanico; no lugar do contorno do ponto inicial estd uma equacao para os valores iniciais
das variaveis; no lugar da condi¢do que a geodésica e o contorno dos pontos iniciais sejam
perpendiculares vem a condi¢do sobre os valores iniciais das varidveis; e no lugar do
comprimento final das geodésicas um valor fixo da integral de minima acado (LIPSCHITZ,
1872, p. 120).

% Ttem 3.1.3 do Capitulo3.
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Lipschitz aplicou seus resultados generalizados no caso do problema de planetas em um
espaco n-dimensional (CAYLEY, 1873) e na associagdo entre mecanica em um espago n-
dimensional ndo-euclidiano e as propriedades de curvatura da multiplicidade (TAZZIOLI, 1994,
pp. 123-124).

5.2 ESTUDO DE DARBOUX

O trabalho de Lipschitz é muito dificil de entender, principalmente porque ele sempre
tentou alcangar resultados completamente gerais. O resultado mais acessivel da relaciao entre o
principio da minima acdo e geodésicas apareceu logo depois, em um tratado geométrico
publicado em 1889 por Darboux .

Jean-Gaston Darboux (1842-1917) comegou sua carreira ensinando na escola secundaria,
apo6s sua formacao na Escola Normal. Devido a fama que adquiriu com seus trabalhos publicados
durante esse periodo, assumiu uma posi¢do na Escola Normal em 1872. Darboux era um
gedmetra, mas tinha habilidades para usar os métodos sintético e analitico na teoria de equagdes
diferenciais e a combinacdo dessas duas qualidades o levou a fazer descobertas em andlise e
mecanica racional (STRUIK, 1981, p. 559).

Durante o tempo em que lecionou na Escola Normal, Darboux escreveu Lecons sur la
théorie générale des surfaces et les applications géométriques du calcul infinitésimal, em que faz
uma andlise completa da teoria das equacdes diferenciais e sua aplicacdo na mecanica. Nos
capitulos 4 e 5 do livro 5, Darboux estudou as propriedades das linhas geodésicas de superficies
curvas e aplicou a teoria desenvolvida ao movimento.

Darboux usa coordenadas especiais ortogonais 6, 8;,0, medidas sobre geodésicas, de
modo que o elemento de linha tem a forma ds’=d0*+0c%d o, 2 Para determinar como variam as
novas coordenadas em funcdo das coordenadas cartesianas, Darboux iguala esse elemento de
linha ao de Gauss®™ (ds’=Edu’+2Fdudv+Gdy®), encontrando a expressio que o coeficientes
devem ter, ou seja (DARBOUX, [1889] 1915, vol. 2, pp. 438-439)

E = (@jz + 02(%),2
Jdu Jou
0000 , 08, 09,
= — — 4oL,
Jdu ov ou ov

0 .90, )
G=|= sl
5 5

Com as novas coordenadas, Darboux forneceu um significado geométrico ao parametro
diferencial de primeira ordem (46 ) de Lamé, relacionando-o com a teoria das geodésicas. A
determinagdo da equagdo para o parametro diferencial permite relacionar a teoria das geodésicas
com a mecanica analitica (DARBOUX, [1889] 1915, vol. 2, pp. 438-443). A expressdo para o
parametro € dada por

(5.6)
F

% Gauss usou as letras p e ¢ para as coordenadas intrinsecas. Darboux usa as letras u e v.
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Jdu ov ov

EG - F?

2 2 (5.7)
o2 -2, )
Ag =N

Darboux demonstra que a equacdo da geodésica e a curvatura da superficie podem ser obtidas
considerando-se 46 =1 (DARBOUX, [1889] 1915, vol. 2, p. 439-450). Essa é condi¢do também
para relacionar a teoria das geodésicas com a mecanica de Hamilton e Jacobi:

Uma vez obtida a equagdo

AD=1
podemos tratar o problema das linhas geodésicas como qualquer outro problema de
mecanica e a ele aplicar, sem nenhuma modificacdo, os métodos de Hamilton e Jacobi.
Encontrar-se-do assim todos os resultados precedentes. (DARBOUX, [1889] 1915, vol. 2,
p. 450).

As geodésicas entdo poderiam ser interpretadas como as trajetérias de uma particula
“livre” limitada a superficie. Nos proximos capitulos ele discutiu o movimento de particulas
submetidas a forcas, sendo que o primeiro caso apresentado por Darboux (DARBOUX, [1889]
1915, vol. 2, p. 452) foi aquele de uma particula se movendo sobre uma superficie plana e
submetida a forcas descritas por uma func¢do de forcas (ou seja, um campo conservativo).
Partindo das equagdes:

2 2 2 2 (5.8)
dt ox dt° dy dt dt

onde U € a fun¢do das forcas (nossa energia potencial com sinal trocado) e da equacao das forcas
vivas, Darboux estuda como obter as equagdes das trajetdrias.

O movimento da particula no plano pode ser tirado do principio de minima agdo, ou seja
(DARBOUX, [1889] 1915, vol. 2, p. 464):

Entre todos os movimentos que conduzem um moével de um ponto A a um ponto M, a
velocidade de qualquer trajetdria € regida pela equacio:

V=2(U+h),
o movimento natural € aquele para o qual a acdo, ou seja, a integral:

M M
I,/2(U +h)ds = J.VdS ¢ um minimo.
A A

O integrando /2(U + h)ds pode ser interpretado como um ds’ , e portanto a variagdo da
M

integral da ac¢do pode ser escrita como: o I ds' =0 e portanto pode ser interpretado como a
A

equacgao de uma geodésica.
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Nao vamos nos alongar mais sobre os principios precedentes e observaremos, assim para
terminarmos, que a demonstracdo do principio da minima agdo pode ser diretamente
correlacionada a teoria das linhas geodésicas da seguinte maneira:
x ey sendo as coordenadas retangulares de um ponto sobre um plano, U sendo a funcdo de
for¢a e h sendo a constante das forgas vivas, vamos considerar a superficie cujo elemento
de linha é dado pela formula

ds?=2(U+h)(dx2+dy?).
Esta superficie € representada sobre a superficie plana com conservacdo dos dngulos;
além disso, a correspondéncia € tal que a toda trajetoria do corpo que se move no plano
corresponde uma linha geodésica sobre a superficie, e vice-versa. (DARBOUX, 1915,
vol. 2, pp. 466-467).

O principio de minima agcdo e a relacdo entre as trajetérias do moével e as linhas
geodésicas também foram analisados para o movimento no espagco (DARBOUX, [1889] 1915,
vol. 2, 478-495), o que permitiu encontrar o teorema de Thomson e Tait em um novo formato.

Em outro capitulo de seu livro, Darboux estendeu este resultado para o caso geral,
referindo-se explicitamente a Jacobi, Liouville, Beltrami e Lipschitz. Ele estudou um sistema
com n graus de liberdade, seu movimento sendo descrito por n quantidades independentes ¢g;. A
forca viva € uma funcdo quadratica das velocidades ¢'i (DARBOUX, [1889] 1915, vol. 2, p. 496)

2T = Z Z 2,99} - (5.9)
ik

Partindo do principio de minima agdo, a integralJ-ZTdté um minimo. Generalizando o

método de Jacobi, Darboux elimina o elemento de tempo e reescreve essa integral como
(DARBOUX, 1915, vol. 2, pp. 508)

j‘\/m\/z Z a;dq;dqy . (5.10)

Esta integral serd um minimo. A Eq. 5.10 ndo estd tratando de uma particula no espaco
tridimensional, mas de um sistema de n particulas num espago qualquer, ou seja, o resultado
agora € genérico para n graus de liberdade. Com a elimina¢do do elemento de tempo, Darboux
pdde interpretar o integrando

ds®> =2(U+h)> > a;dq;dq, (5.11)

e observar (DARBOUX, [1889] 1915, vol. 2, p. 516):

ds indicard o que chamamos de agdo elementar, e vemos que a solucdo do problema geral
de Mecanica € reduzida a busca do maximo ou minimo da integral

PI
I ds,
PO

onde ds? é uma forma quadrética obedecendo a unica condic¢do de ser definida positiva.

Este € o significado da minima agdo; e imediatamente se reconhecerd, gracas a este
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principio, que o problema geral da Mecanica € apenas uma extensdo para ndmero
qualquer de varidveis do problema de investigacdo das linhas geodésicas.

O nome “linha geodésica” foi dado inicialmente para as linhas mais curtas que podem ser
feitas sobre uma dada superficie. Darboux generalizou o significado de “linha geodésica”
interpretando-as como as linhas que obedecem a condicdo de minimo da integral [ds. Portanto, a
equacgdo que descreve o movimento de qualquer sistema mecéanico conservativo (com n graus de
liberdade) pode ser interpretado como equivalente a equacdo de uma linha geodésica em uma
multiplicidade n-dimensional com um elemento de linha conveniente, sendo os coeficientes da
métrica influenciados pela funcao de forga do sistema (DARBOUX, [1889] 1915, vol. 2, pp. 523-
526).

5.3 TRABALHO DE CHRISTOFFEL

Como jé foi dito, no mesmo ano em que Lipschitz publicou seu trabalho, Elwin Bruno
Christoffel (1829-1900) publicava um trabalho em que relacionava as equagdes da mecanica com
a teoria das multiplicidades n-dimensionais de Riemann, considerando o problema analiticamente
(TAZZIOLI, 1994, p. 114).

Christoffel introduziu simbolos que representavam geometricamente uma superficie num
espaco tridimensional e que pretendiam resolver a equivaléncia entre formas diferenciais
quadraticas como um problema de equivaléncia para sistema de formas algébricas (BUTZER,
1981, p. 255 ). Ele também deu inicio a teoria de invariantes e de derivacdo covariante. Ou seja,
seu objetivo era encontrar uma transformagcdo para uma fungdo diferencial que fosse
independente das varidveis adotadas.

O trabalho de Christoffel foi um primeiro passo num longo caminho que vai resultar nos
conceitos de grandezas invariantes, covariantes e contravariantes, e também equagdes cuja forma
¢ invariante, ou seja, equacdes que permanecem vdlidas para qualquer transformacdo de
coordenadas que seja feita.

Uma grandeza € invariante se seu valor permanece inalterado apés uma transformacdo de
coordenadas. Uma grandeza vetorial é contravariante se as suas componentes se transformam do
mesmo modo que as diferenciais das coordenadas e correspondem, geometricamente, a achar as
componentes do vetor projetando-o paralelamente aos eixos de referéncia locais. As componentes
covariante do vetor podem ser interpretadas geometricamente como projecdes ortogonais aos
eixos locais. Os vetores covariantes se transformam da mesma forma que os vetores de base
locais. Tensores covariantes e contravariantes sdao definidos, por analogia com os vetores
covariantes e contravariantes, a partir das propriedades das componentes. Com as grandezas
covariantes ou contravariantes podemos escrever equacdes cuja forma se mantém qualquer que
seja a transformacdo de coordenadas utilizada. Esses conceitos serdo de extrema importancia
posteriormente, no desenvolvimento do célculo diferencial absoluto e sua aplicacio na
relatividade e no eletromagnetismo.

O estudo dos invariantes surgiu como conseqiiéncia da linguagem dada por Gauss em seu
trabalho sobre superficies curvas. O trabalho de Gauss mostra algumas propriedades da superficie
que se mantém invaridveis no desenvolvimento dessa superficies sobre outra, como o elemento
de linha, a curvatura e o angulo entre duas dire¢des na superficie. Seguindo uma linha diferente
da geometria de Gauss, Lamé estudou os parametros diferenciais, que também possuiam a
propriedade da invaridncia. Ambos possuiam objetivos similares, mas em campos de pesquisa
diferentes, quais sejam: geometria intrinseca para Gauss e equagdes diferenciais aplicadas a teoria
de calor e elasticidade para Lamé. Esses objetivos sé convergiram para um mesmo formalismo
apos o trabalho de Riemann (DELL’AGLIO, 1996, p. 219).
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O trabalho de Christoffel permitiu encontrar uma expressao para os elementos invariantes
de Gauss, enquanto o trabalho de Lamé recebeu uma nova interpretacdo geométrica com o
calculo diferencial absoluto, agora ambos aplicados a multiplicidades n-dimensionais.

Os simbolos de primeiro e segundo tipo, atualmente chamados de simbolos de Christoffel,
sdo dados, respectivamente, por (CHRISTOFFEL, 1869, pp. 48-53)

1] dwy L 90y 9wy, | _|gh >
2| dx,  dx,  Ox k |
gh (5.13)

gh
Zr: ik r k |

onde ®jy, sdo os coeficientes de uma forma quadratica que pode ser interpretada geometricamente
ou ndo. Ele vai generalizar um conceito de diferencial que independa do sistema de coordenadas.
O trabalho de Christoffel segue uma linha diferente da de Lipschitz pois ndo envolve calculo
integral e variacional, mas sim de uma forma quadratica que € interpretada de modo geral.

Os resultados do trabalho de Christoffel de 186985, junto com o trabalho de Lipschitz,
foram a base para o desenvolvimento do cdlculo diferencial absoluto de Ricci e Levi-Civita pois
permitiram formular uma teoria em que o sistema de varidveis adotado ndo importava.

5.4 AS TRANSFORMACOES DAS EQUACOES DA DINAMICA

ApO6s o trabalho de Darboux, em que o principio de minima agdo e a equagdo da geodésica
foram relacionados para um sistema com n graus de liberdade, a preocupagdo nos trabalhos
posteriores parece ter mudado. Trabalhos como os de Appel e Painlevé, que influenciaram Levi-
Civita na interpretacdo da dinamica através do cdlculo diferencial absoluto, estavam interessados
em encontrar a equivaléncia entre dois sistemas diferentes com relag@o a forca viva e a funcgado de
forca.

Em 1892, Paul Appel (1855-1930) estudou o problema de dois sistemas cujos vinculos
sejam independentes do tempo, com n graus de liberdade cada, em que um deles estava sob a
acdo de uma forca dependente da posicdo e da velocidade e o outro estava sob a acdo de uma
forca qualquer. Ele encontrou uma transformacdo das coordenadas e do tempo que permitia
estabelecer a correspondéncia entre os movimentos dos dois sistemas, usando a forca viva como
uma forma quadrética, semelhante a Eq. 5.9. Ele vai mostrar que se a transformacdo existe, ela
faz com que o movimento do primeiro sistema, quando ndo existe nenhuma forca, corresponda a
um movimento andlogo do segundo sistema, € que nesse caso os dois movimentos sao
geodésicos, e portanto, um movimento geodésico se transforma em outro (APPEL, 1892, pp. 37-
40).

Pode-se, por exemplo, transformar o movimento sobre uma esfera projetando esse
movimento sobre um plano, através de projecdo central, e desde que sejam satisfeitas certas
condi¢Oes, pode-se transformar o movimento de um ponto sobre uma superficie qualquer em um

% Em 1882 Chritoffel publicou outro trabalho em que aprimorava os resultados de 1869.
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movimento sobre outra superficie ndo aplicdvel, desde que as linhas geodésicas se correspondam
nessas duas superficies (APPEL, 1892, pp. 40-41).

Paul Painlevé (1863—1933) também estudou as transformacdes das equagdes da dinamica
do mesmo ponto de vista que Appel, porém de modo mais detalhado. O estudo de Painlevé ndo
se restringe aos casos em que as for¢as derivam de um potencial. Ele procurar obter equivaléncia
entre movimentos em dois sistemas diferentes, quaisquer que sejam as forcas agindo sobre o
sistema. Painlevé e Appel ndo usaram célculo diferencial no seu formalismo, mas uma notacao
confusa e muito complicada.

A transformacdo das equagdes como mostrada nos trabalhos acima estabelece o seguinte
problema. Se existem duas maneiras diferentes de descrever o mesmo sistema, apenas com
manipulagdo matemética, os dois sistemas formados possuem a mesma trajetéria. Se o problema
diz respeito a dois sistemas diferentes onde, por exemplo, um estd submetido a forcas
dependentes da velocidade e o outro estd submetido a forcas quaisquer, a equivaléncia das
trajetérias também pode ser demonstrada pelas transformagdes das equagdes de uma forma
apropriada, o que corresponde a encontrar uma forma quadrética cuja integral corresponda as
trajetdrias. Dessa forma, se para qualquer configuragao do sistema € possivel obter outro sistema,
cuja trajetéria € a mesma, perde-se informacao sobre 0 movimento, pois ndo se estd levando em
conta a relagdo entre posicdo e tempo, nem as velocidades, mas apenas a forma geométrica do
deslocamento.

No método de resolucdo atual, o principio de minima ac¢do € usado calculando-se a
variacdo da integral do lagrangiano, que ndo é uma forma quadrética, para encontrar as equagdes
do movimento, isto é, obter informacdes sobre o movimento. O principio de minima a¢@o pode
ser formulado também com a equacdo de uma geodésica, ou seja, uma forma quadrética. Quando
se faz isso ndo se pode mais obter as equacdes de Lagrange, obtendo-se apenas a trajetoria do
movimento, € portanto nesse caso, o principio ndo fornece todas as informacdes sobre o
movimento. Isso independe do nimero de dimensdes do sistema.

Euler j4 havia demonstrado que uma particula ndo submetida a forcas descreve uma
geodésica. Ou seja, ele associou uma forma quadratica ao movimento da particula. Com qualquer
configuracdo de sistema, com forcas ou sem forcas, é possivel “construir’” uma forma quadratica
que € integrada para encontrar a equacdo da trajetéria. A parte mais importante € uma
parametrizacdo do tempo, de modo a exclui-lo da integral, como foi feito por Jacobi, Liouville,
Darboux e outros. Assim, a integral da forma quadrdtica sempre pode ser associada a uma
trajetdria geodésica.

As transformacgdes de Appel e Painlevé mostram o processo inverso, ou seja, dada uma
trajetdria, € sempre possivel encontrar dois sistemas diferentes que a sigam. Essa trajetoria, que é
determinada pela forma quadritica, € o invariante. Como veremos no préximo item, em seu
trabalho de 1896 e no artigo final sobre o cdlculo diferencial absoluto, o que Levi-Civita faz é
simplesmente escrever a mesma transformacao discutida por Painlevé, Appel e Roger Liouville,
usando a notacdo do cdlculo diferencial absoluto. Ele ndo menciona o principio de minima acao e
apenas utiliza a forma quadratica, que € invariante, para obter a trajetéria comum entre sistemas
com configuragdes diferentes.

Desde 1892, o que consideramos como o primeiro trabalho sobre as transformacoes, até
atualmente, foram encontrados poucos trabalhos que mostram as conseqiiéncias das analises de
Painlevé e Appel®®.

No livro de 1915, Levi-Civita relaciona essas transformagdes e sua interpretacao
geométrica fornecida pela nova notag¢do, com a relatividade de Einstein.

8 Veja THOMAS (1946) e LICHNEROWICZ (1952).
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5.5 RICCIE LEVI-CIVITA

Gregorio Ricci (ou Ricci-Curbastro) (1835-1925) e Tullio Levi-Civita (1873-1941)
desenvolveram o cdlculo diferencial absoluto, posteriormente chamado de cdlculo tensorial e
aplicado na teoria da relatividade.

No célculo diferencial absoluto as férmulas independem do sistema de varidveis usado. O
principal requisito para que seja vdlida essa propriedade é a introducdo de um elemento
invariante (também chamado de “absoluto”), ou seja, que também pode ser usado ao lidar com
outros sistemas. Esse elemento para Ricci é a forma diferencial quadratica, que pode ser
interpretada, geometricamente, como a distancia elementar entre dois pontos.

O trabalho de Ricci sobre célculo diferencial absoluto comeca por volta de 1880, incluindo
0s principais conceitos e o inicio de uma teoria sistemdtica. No inicio, entre 1884 e 1886, estava
diretamente ligado as formas quadraticas diferenciais e parametros diferenciais e criticava o uso
do cdlculo de variagdes no estudo dos parametros diferenciais, o que estava contra a teoria
vigente na época. Influenciado por Casorati (1835-1890) e Christoffel, Ricci encontra expressoes
para as leis de transformacdo de vdarias grandezas matemadticas seguindo o raciocinio desse
ultimo, e introduz, em 1888, os termos “covariante” e “contravariante” (DELL’AGLIO, 1996).

Em seu trabalho de 1884, Ricci inicia a teoria do calculo diferencial absoluto, usando os
simbolos de Christoffel para reduzir uma forma quadritica de dimensdo n, dada por

n n—1
Q= Z .a,dx dx_, para uma de dimensdo n-/, dada por @ = Z mbmdu,du, . o que significa,
1 1

geometricamente, a descricdo de um subespacgo de (n-1)-dimensdes por coordenadas intrinsecas.
O trabalho apresenta uma interpretacdo geométrica para o invariante encontrado, que € a forma
quadratica, utilizando um nimero de varidveis igual a dimensdo do supespaco. No caso de n=3, a
partir dessa forma quadrética € possivel encontrar a curvatura da superficie como dada por Gauss
(RICCI, 1884, pp. 164-165). Ricci mostra-se influenciado pelo trabalho de Christoffel, Gauss e
por Beez (do qual ndo se encontram referéncias), e também por Beltrami e Lamé, discutindo
detalhadamente a validade dos parametros diferenciais de primeira e segunda ordens com relacao
a forma quadrética invariante (RICCI, 1886).

Ricci introduz uma nova notagao para representar grandezas covariantes e contravariantes e
analisa suas transformacdes, além de aplicar aos pardmetros diferenciais para definir a derivacao
covariante das grandezas. Os trabalhos que se seguem mostram aplica¢des diferentes na relacao
entre geodésicas e as equacdes da dinamica.

Em 1894, a Academia de Ciéncias de Paris propds o estudo das integrais algébricas das
equagdes da dindmica e das integrais quadriticas, como objeto de prémio. Em resposta ao
problema proposto, Roger Liouville escreveu um trabalho em que mostrava que as equagdes de
movimento de Lagrange, para m graus de liberdade, poderiam ser associadas a um sistema de
equagdes diferenciais lineares, cuja solugdo tinha como condicao a existéncia da integral de uma
forma quadratica. Ele estudou duas hipéteses: a primeira, em que o sistema material estava
sujeito a uma forca nula; e a segunda, em que o sistema estava sujeito a um potencial dependente
da posic¢ao.

O objetivo ¢ a transformagao das equagdes de movimento, e para isso ele faz consideragdes
importantes, pressupondo a eqiiivaléncia entre o estudo de um problema dinamico e a obtencao
de geodésicas generalizadas. Ele vai utilizar coordenadas x;, xp, ...x, para representar o
movimento do sistema num espago generalizado no qual o movimento é uma geodésica e cuja
métrica € ds’ = Zeikdxidxk . Como ds*=2Tdr’, considerando m=1, e como nesse espaco, onde

ik
estd sendo estudada a geodésica generalizada, as forcas desapareceram, entdo as equacdes de
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movimento sdo de uma particula que ndo estd submetida a nenhum potencial, que sdao
(LIOUVILLE, 1895, p. 256)

dx; e 4

d(aT) or (5.14)
dt 7 dtlox,) ox,

0,

as quais, desenvolvidas, fornecem:

(5.15)

2 . de, .. .
Zeik d X; +Z de;, _ldey | dx, dx, ~0
k dt h.h' aXh 2 aXi dt dt

Essa solugdo leva Liouville a associar o problema da dinAmica em que € vélida a integral
das forcas vivas (e ndo ha forgas atuantes sobre o sistema) ao problema das geodésicas, com a
integral de uma forma quadrética, e aplicar essa associagdo para obter transformacdes entre
sistemas dinamicos.

O trabalho de Liouville influenciou Levi-Civita a escrever, em 1896, um trabalho em que
discutia as transformagdes das equacdes da dinamica. Nesse trabalho, Levi-Civita aplica a teoria
de Liouville para concluir que a toda integral algébrica do movimento de um sistema, sob a acao
de forcas dadas, corresponde uma integral para o movimento do mesmo sistema, sem a atuacao
de forcas. Isso permitia encontrar a integral para a forma quadratica de um sistema sob a atuacao
de forcas com base na mesma integral sem a atuacao das forgas.

Levi-Civita também discutiu a chamada “conservagao das geodésicas”. Dado um sistema
dindmico em que a forca depende da velocidade, é possivel encontrar um sistema dinamico
correspondente a esse em que a forca ndo dependa da velocidade e que tenha a mesma trajetéria
que o sistema original. Geometricamente, esse problema, no caso em que ndo ha forgas,
corresponde a encontrar todas as multiplicidades ¥ representdveis sobre uma multiplicidade ¢, de
modo que a uma geodésica de ¥ corresponda uma geodésica de ¢, cujo elemento de linha seja
dado por ds=d2T (TOSCANO, 2001, pp. 327-328).

Pode-se observar que, para que seja vélida a conservagao das geodésicas, como proposto
por Levi-Civita, a forma quadrética do elemento de linha j4 ndo possui a for¢ca dependente da
posicdo, ou o potencial, como chamamos hoje. Rescrevendo a Eq 5.11, o elemento de linha de
Darboux teria a forma

ds =/2(U +h)dt+/2T. (5:16)

A Eq. 5.16 possui a forca dependente da posicdo, dada pelas fungdes U e h,
diferentemente da forma proposta por Levi-Civita na conservacdo das geodésicas, ou seja,
ds=dr2T, o que leva a0 mesmo questionamento que existiu entre os trabalhos de Hamilton e
Lagrange. Esta equacgdo, se voltarmos ao que foi discutido no inicio do capitulo, estava associada
a uma geodésica também. Isso mostra como a relacdo entre geodésicas e principio de minima
acdo, conceitos expressos através de formas quadréticas, é confusa ao longo da histdria.
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A primeira publicacdo dos métodos do célculo diferencial absoluto de Ricci e Levi-Civita,
em 1901, ndo teve reconhecimento por parte dos outros matematicos. De um modo geral, o artigo
procura apenas descrever com a nova notagdo de covariantes, contravariantes e derivadas
covariante e contravariante, a teoria ja existente para a transformacdo de coordenadas numa
multiplicidade n-dimensional. Como resultado importante para a mecanica, ele apresenta a
relacdo entre a forma quadratica invariante, a métrica e a expressao que a forgca viva pode assumir
em qualquer multiplicidade.

No capitulo 5 eles propdem aplicagcdes a mecanica, considerando um sistema material,
com n graus de liberdade, com vinculos independentes do tempo. A forca viva do sistema assume
a expressdo (RICCI; LEVI-CIVITA, 1901, pp. 178-179)

n
_ ' '
2T—Zarsxrxs,
1

ou seja:

n (5.17)
2Tdt* =) a,dx,dx,.
1

A Eq. 5.17 é usada nas equacdes de Lagrange de um sistema sob a acdo de forcas, dada
por

dfdT | JT _x (5.18)
dtlox', ) ox, h

onde X, determina as forcas aplicadas. Os autores argumentam que X, se transforma por
covariancia, o que permite encontrar um sistema reciproco, o que leva as transformacdes da
dinamica ja discutidas aqui. Baseado na covariancia dos parametros e na existéncia do sistema
reciproco, concluem que:

E bem conhecido que a toda integral algébrica (com relagdo a x’) do movimento de um
sistema, sob a acdo de forcas dadas, corresponde uma integral homogénea (sempre com
relacdo a x’) para o0 movimento do mesmo sistema, sem forgas.

Este estudo de caso adquire uma importancia toda particular. Sob forma geométrica ele
corresponde as integrais homogéneas das geodésicas, porque as trajetérias do movimento
na auséncia de forcas ndo sdo outras que as geodésicas da variedade V,, onde 27dr’ é a
expressio de ds’ (RICCI; LEVI-CIVITA, 1901, p. 179).

Se a forma quadratica, ou seja, o elemento de linha, € um invariante, entao a integral deste
elemento deve fornecer a equacdo da trajetéria para qualquer funcdo das coordenadas em
qualquer sistema, para qualquer nimero de graus de liberdade. Se a forca viva, escrita como na
equacgdo de Darboux pode ser associada a uma forma quadrética, ela pode ser associada a métrica
em qualquer variedade ou multiplicidade e portanto apresenta uma relagdo com a curvatura da
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multiplicidade. Ela também pode ser associada com o elemento de linha de Riemann e a sua
integral com relagdo ao tempo descreve a trajetoria na multiplicidade considerada.

No entanto, o objetivo principal do trabalho era a divulgacdao do novo método e ndo havia
a preocupacao de “explicar”, mas apenas de “aplicar” ou “rescrever” os resultados ja conhecidos
com a nova notagdo (TOSCANO, 2001, pp. 325-326). Com o formalismo do cdlculo diferencial
absoluto, fica imediata a transformagdo das equacdes da dindmica, o que nos mostra sua
importancia.

Além da influéncia de Christoffel, o calculo diferencial absoluto também foi influenciado
por Lamé e Beltrami, com a teoria dos parametros diferenciais. Isto fica muito claro num trabalho
anterior de Levi-Civita, publicado em 1899, em que ele os emprega no estudo de potenciais.

Em 1911, Ricci e Levi-Civita publicaram novamente o trabalho, agora no Bulletin des
Sciences Mathématiques, mas também nao houve reconhecimento. Os matemadticos da época
discutiam sua relevancia uma vez que ele ndo apresenta novos resultados e, nas aplicagcdes
possiveis até entdo, ele parecia mais complicado do que os outros algoritmos existentes. Ele s
passou a ser relacionado a métrica quadridimensional do artigo sobre relatividade de Einstein
quando Grossmann tomou conhecimento do método (SPEZIALI, 1981, p. 410).

116



CAPITULO 6

CONCLUSAO

Nesta tese estudamos como se deu o desenvolvimento da mecénica ndo-euclidiana
durante o século XIX.

Nesse periodo, a geometria ndo-euclidiana seguiu por um caminho diferente da geometria
diferencial, que passaram a ser interrelacionadas apenas apds o trabalho de Riemann. Desde as
tentativas de demonstragdo do quinto postulado, que ocorreram durante o século XVIII, com
Saccheri, até as demonstragdes de Bolyai e Lobacevskii, a geometria nao-euclidiana estava
voltada mais para a constru¢do de uma nova teoria de forma axiomatica.

Ainda que as teorias de Bolyai e Lobacevskii se aproximassem muito, principalmente na
nova defini¢do de paralelas (a qual supunha que mais de uma paralela a uma reta passaria pelo
mesmo ponto) e tivessem sido construidas ambas de forma axiomatica, elas tinham objetivos
diferentes. Bolyai deduziu sua nova teoria preocupado com a demonstracdo do quinto postulado,
ficando a existéncia de uma nova geometria restrita a exercicios mentais. A geometria imaginaria
de Lobacevskii também foi construida de forma axiomadtica, mas a possibilidade de aplicacao da
teoria era uma de suas preocupagdes, tanto que ele tentou aplica-la para encontrar desvios da
geometria euclidiana usando dados da paralaxe das estrelas.

A existéncia de uma geometria onde a soma dos angulos de um tridngulo poderia ser
maior ou menor que dois angulos retos implicava em um novo conceito de espaco. Um espago
que poderia existir apenas como ente matematico, mas que também poderia existir fisicamente,
como propunha Lobacevskii através da sua aplicacdo. Isso fez com que as teorias de Lobacevskii
e Bolyai ndo fossem bem aceitas na época e permanecessem na obscuridade durante um longo
tempo, até poderem ser associadas com as novas teorias que surgiram.

E interessante notar que o desenvolvimento de uma nova geometria tenha partido de uma
davida, como foi o caso do quinto postulado. Existia divida sobre se ele era um postulado que
nao precisava de demonstracdo, ou se deveria ser um teorema, deduzido a partir de definicoes e
outros postulados. Esta divida foi fundamental para a criagdo de uma nova teoria, que mostrava
que poderiam existir outras geometrias diferentes que nao eram contraditdrias.

O outro caminho que levou a geometria ndo-euclidiana teve inicio com o estudo de
superficies. Apesar de se restringir apenas ao espaco euclidiano no inicio, foi a possibilidade de
determina¢do das propriedades de uma superficie usando apenas suas coordenadas intrinsecas o
que tornou a geometria diferencial importante na expansdao da geometria nao-euclidiana. A
geometria diferencial teve as primeiras contribui¢cdes com os trabalhos de Euler e Clairaut, mas
foi o trabalho de Gauss em 1827 que definiu as principais caracteristicas que seriam seguidas no
estudo de superficies.

Enquanto Euler descrevia a superficie projetando-a sobre coordenadas cartesianas, Gauss
construiu um sistema de coordenadas na prépria superficie, que permitia obter sua curvatura. As
expressOes para a curvatura e para o elemento de linha eram dependentes apenas das
propriedades intrinsecas da superficie euclidiana.

Dentro do espaco tridimensional euclidiano a que se restringia, a teoria de superficies de
Gauss permitiu a determinagdo de equagdes das geodésicas para diferentes superficies, como o
elipséide, feita por Jacobi.

No mesmo periodo em que a geometria passava da abordagem axiomdtica para a
descricdo diferencial, a mecanica passava da interpretacdo metafisica para a descricao analitica e
racional do movimento.
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No final do século XVII, as equagdes do movimento eram determinadas pelas equagdes
de Newton. Leibniz apresentava uma visao mais metafisica, tratando o movimento sob influéncia
divina. Por esse caminho também seguiu Maupertuis durante o século 18, associando a perfei¢ao
divina a causa do movimento.

Com uma visao voltada para a geometria do movimento, Euler usava o célculo diferencial
e variacional para descrever uma mecanica racional. Ainda que declarasse em alguns trabalhos a
influéncia de Maupertuis, Euler manteve a mecanica restrita a demonstragdes geométricas e
calculos diferenciais e variacionais, sem explicd-la através da metafisica.

Durante o século XVIII, o livro de Lagrange, Mécanique Analytique, passou a descrever a
mecanica apenas de forma analitica, sem se preocupar com a geometria do problema, e
influenciou no caminho que a mecénica passaria a ter a partir dali.

Tanto na interpreta¢do metafisica da mecanica, quanto na analitica, o principio de minima
acdo aparecia como a forma mais simples de explicar o movimento. Para Leibniz, ele se
confundia com o principio de conservagdo da forga viva e era justificado pela perfei¢do Divina,
que estabelece o movimento a partir de sua finalidade, que ¢ sempre a de despender a menor
quantidade de energia possivel.

Em Maupertuis, o principio de minima acdo ainda aparecia como conseqiiéncia dos
designios divinos, porém era aplicado também ao caso de choques e equilibrio de alavancas.

Euler nesse periodo estava envolvido com a determinagdo de maximos € minimos e
isoperimétricos. Para ele deveria haver uma lei de maximo ou minimo que regesse 0 movimento
dos corpos. Supondo corpos sob a acdo de forcas conservativas, Euler encontrou que a condi¢ao
de minimo da integral ao longo do percurso, do produto da massa pela velocidade, levava a
trajetdria descrita pelo mével, o que, no caso do corpo em queda livre, levaria a equagdo de uma
reta.

Lagrange determinou a condi¢do de minimo usando calculo variacional. Ou seja, uma
variacdo nula implica numa condicdo de extremo, que, no caso da ac¢do, € um minimo. Usando
essa condicdo de minimo, ele obteve as equacdes do movimento, para corpos sujeitos a forcas
conservativas, sem ter imposto condi¢des para a variacao do tempo.

A integral da forca viva também pode ser escrita como uma integral de ds, apds algumas
transformagdes. A condi¢do de minimo desta forma quadratica leva a equagao da geodésica. No
entanto, o trabalho de Lagrange ndo tinha como objetivo tratar a geometria do problema, e ele
nao fez consideracdes sobre o tipo de trajetoria que seria conseqiiéncia da condi¢do de minimo.

A relagdo entre geodésica e a condicao de minima agdo é tratada por Poisson, que analisa
o principio de minima agdo para o caso de um corpo isolado e um sistema de corpos. Poisson
estabelece explicitamente que o principio de minima acdo leva a minima trajetéria entre dois
pontos, no caso em que o modulo da velocidade é constante. Porém Poisson, como Lagrange,
assume o tempo como varidvel independente e chega a uma conclusdo errada quanto a equacao
que deve ser minimizada.

Ap6s o trabalho de Lagrange, Hamilton e Jacobi voltaram a usar o principio de minima
acdo para obter as equagdes de movimento do corpo. No entanto, esse nao foi o ponto mais
importante em seus trabalhos.

Hamilton, influenciado pelo trabalho de 6ptica de Fermat, pretendia encontrar novos
métodos de se analisar problemas mecanicos. Seu objetivo era estabelecer o menor nimero
possivel de varidveis e equagdes diferenciais que permitissem determinar a evolucdo do
movimento.

Ele introduziu a funcdo caracteristica (V) do sistema, que era obtida pela integral, ao
longo do tempo, da forca viva, e determinou as equagdes do movimento em funcio dela. Apesar
de ter a mesma forma que a agdo de Lagrange, Hamilton nao estabeleceu nenhuma condi¢do de
extremo para a funcdo caracteristica. Ele apenas usou essa funcdo para construir outra, chamada
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de funcdo principal (S), que dependia da forca viva (T) e da funcdo de forca (U), e que era
equivalente a nossa funcao lagrangiana.

Hamilton n@o usou a funcdo principal S no principio de minima ag¢do, mas de suas
deducdes € possivel estabelecer que a variagao de S seria nula. Nesse caso, a condicdo de minimo
nao € mais determinada por uma fun¢do quadritica, e sim por uma funcdo semelhante ao
lagrangiano que conhecemos atualmente. A esse principio de minimo, chamamos de principio de
Hamilton. Partindo do principio de Hamilton, ndo € possivel determinar diretamente a equagdo da
geodésica, pois a funcao a ser integrada nao é mais uma forma quadratica.

Tanto o principio de minima a¢do de Lagrange, quanto o principio de Hamilton, permitem
chegar as equagdes de movimento, porém sao diferentes no modo como fazem a variagdo das
funcdes. No principio de minima a¢do de Lagrange, o tempo, varidvel independente, também
varia entre os diferentes caminhos que podem ser seguidos entre duas configuracdes do sistema
no movimento. O que se mantém constante para Lagrange ¢ a energia total do sistema, como
pdde ser determinado posteriormente na andlise feita por Sommerfeld, enquanto que no principio
de Hamilton, para se encontrar a condi¢do de minimo, o tempo deve ser mantido constante na
variagao.

Hamilton também ndo estava preocupado em estabelecer a geometria do problema, ou
seja, associar sua funcdo principal a um determinado tipo de trajetoria.

Jacobi tinha os mesmos objetivos que Hamilton na determinacdo do menor nimero
possivel de equacdes que determinassem o movimento. Porém, em um de seus trabalhos,
influenciado pelo principio de minimo de Euler, ele obteve um principio de minima acdo (Eq.
4.57) em que a funcdo a ser integrada dependia apenas das coordenadas, o que permitia
determinar diretamente a trajetdria do sistema.

Porém Jacobi ndo obteve relacdes entre seu principio de minima acdo e a equacgdo da
geodésica, ainda que o integrando contivesse uma forma quadritica. Ao obter a equacdo da
geodésica sobre um elipséide, Jacobi fez uso do elemento de linha proposto por Gauss, mas nao
relacionou com o movimento de um corpo sobre esse elipsdide.

Essa relacdo aparece em Liouville, que determina a equagcdo da geodésica partindo das
equagdes de movimento de um corpo sem a a¢do de forgas. Ele parte da hipétese inicial de que
nessas condicdes, o corpo necessariamente descreveria uma geodésica, como ja havia sido
demonstrado por Euler. O principio de minima acdo aplicado ao movimento do corpo sobre o
elipséide permite encontrar a correspondente equacao da geodésica.

Quando Liouville publicou seu trabalho, a geometria diferencial estava voltada para as
aplicacdes na mecanica e na 6ptica. Nessa época, Lamé comecou a desenvolver sua teoria de
parametros diferenciais diretamente voltada para a aplicacdo na teoria do calor e da elasticidade.
A andlise de Cayley e Grassmann, que utilizava n varidveis na mecanica, surgia como as
primeiras idéias para uma geometria n-dimensional.

Com o trabalho de Riemann, associando a geometria diferencial intrinseca de Gauss com
as multiplicidades n-dimensionais, uma nova visdao do espago surgiu também para a mecanica. As
duas teorias forneciam as ferramentas para se descrever o movimento sobre qualquer superficie,
em qualquer espago. O espaco passava a ser determinado por suas propriedades métricas, que
eram fornecidas pelo elemento de linha ds’.

Beltrami percebeu a relacdo que havia entre as equacdes de movimento da mecénica
aplicadas numa multiplicidade e as propriedades da métrica, e encontrou, usando o principio de
minima acdo na forma adotada por Jacobi, a equacdo da geodésica numa multiplicidade n-
dimensional. Ele também generalizou os parametros diferenciais de Lamé.

A possibilidade de descrever qualquer espago fisico baseando-se nas propriedades da
métrica levou Beltrami a associar a geometria de Lobacevskii-Bolyai a um tipo especial de
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geometria, em que poderiam valer relacdes diferentes, assim como valiam relagcdes diferentes na
geometria de multiplicidades de Riemann.

A associacdo que passou a existir entre geodésicas e a¢cdo levou a interpretacdes fisicas de
teoremas validos para geodésicas. E o que fazem Thomson e Tait ao estabelecer que pontos que
possuem a mesma quantidade de agdo, ao partirem perpendicularmente de uma superficie,
formarao outra superficie, perpendicular aos seus caminhos.

Esse teorema aplicado num espaco n-dimensional relaciona multiplicidades n-
dimensionais, cuja distancia entre elas, ao longo da normal, corresponde a agdo, como
generalizam Lipschitz e Darboux. Partindo do trabalho de Jacobi, Darboux vai fazer uma
generalizagdo para um espaco n-dimensional, e mostrar claramente a relacdo entre o cédlculo de
geodésicas e o principio de minima acdo num espago geral n-dimensional.

Darboux seguiu o caminho inverso de Beltrami. Ao invés de utilizar as propriedades da
mecanica num espaco n-dimensional para encontrar resultados matematicos nesse espago,
Darboux preferiu usar os recursos da geometria diferencial em n dimensdes para generalizar os
resultados da mecanica que eram vélidos para o espaco tridimensional.

Nos trabalhos e Appel e Painlevé havia a tentativa de encontrar a correspondéncia entre
duas descricdes diferentes do movimento de um sistema, mas ndo havia ainda métodos
matematicos para trabalhar isso de forma geral. Mas eles procuram encontrar correlagdes entre o
movimento de sistemas submetidos, ou ndo submetidos a for¢as, empregando, em alguns pontos
a relacdo entre geodésicas e principio de minima agdo. Tentativas desse tipo parecem ter sido a
origem do célculo diferencial absoluto de Ricci e Levi-Civita. Eles pretendiam construir um
algoritmo que permitisse resolver todos os problemas da mecanica n-dimensional baseando-se em
transformadas covariantes e contravariantes. Porém, ao estabelecer o novo formalismo, Ricci e
Levi-Civita ndo citam a origem da relagdo entre geodésicas e principio de minima acdo que
permeou o desenvolvimento da mecanica nao-euclidiana durante o século XIX.

Parece, ao chegarmos nesse ponto, que a geometria construida por Lobacevskii e Bolyai
ndo teve influéncia no desenvolvimento da mecanica, e que esse desenvolvimento se baseou
apenas na extensdo da geometria diferencial para o caso n-dimensional. Porém, existe outra
vertente da mecénica ndo-euclidiana desenvolvida no século XIX que nio foi possivel abordar,
objeto de estudos de Genocchi e Jules Andrade, entre outros, que se desenvolveu
independentemente da geometria diferencial (MARTINS, 1995).

E também de fundamental importancia lembrarmos que na teoria proposta por Riemann
uma das caracteristicas que determinardo a métrica vigente € a curvatura da multiplicidade. A
curvatura negativa descreve a geometria imagindria de Lobacevskii e pressupde propriedades de
feixe de paralelas como suposto por Bolyai. Assim a geometria diferencial em n-dimensdes
forneceu as ferramentas para a descri¢ao da geometria nao-euclidiana.

Embora alguns autores cujos trabalhos foram estudados nesta tese fossem conhecidos,
como Gauss, Euler, Jacobi, etc., varios outros (menos conhecidos) colaboraram no
desenvolvimento da geometria ndo-euclidiana, tanto a que possuia uma abordagem axiomdtica
quanto a seguiu a notacdo da geometria diferencial. Nao existia separacdo entre fisica e
matemadtica, e a relacdo entre essas duas ciéncias foi fundamental para a associagdo entre o
principio de minima acao e o principio das geodésicas.

Entre as ferramentas da geometria diferencial, o elemento de linha nas coordenadas
intrinsecas possibilitou a determinacdo das geodésicas em qualquer espaco, e sua forma
quadrética, junto com a conservacdo das forcas vivas, permitiu a associacdo entre métrica e
movimento na mecanica.

Essa relacdo entre a métrica do espago, dada pelo elemento de linha nas coordenadas
intrinsecas de qualquer espaco n-dimensional, € o movimento, teve origem na relacdo entre
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formas quadrdticas e principio de minima acdo, e é a base da constru¢do da relatividade de
Einstein.

Em 1906, Max Planck apresentou a dindmica relativistica de uma maneira simplificada,
em que fez um uso do principio de Hamilton usando grandezas relativisticas. Usando
transformagdes de Lorentz e transformacdes das grandezas eletromagnéticas, ele obteve a
equacgao fundamental da dindmica relativistica

onde m € a massa de repouso, X € a componente x da for¢a que age sobre o corpo, x € a projecao
de sua velocidade na dire¢cdo x, e ¢ € o moddulo da velocidade do corpo, ou seja,

g=+/x"+7y°+2’ . Chamando de H o lagrangeano do sistema, Planck comparou essa equacio
fundamental com a equacdo de Lagrange, e obteve

mk  oH
1-q%/c* 0%

Ele deduziu que o lagrangeano seria expresso por

H=-mc”\/1- qz/c2 + const.

. . , . 7 .
O principio de Hamilton, na forma como o usamos atualmente, para uma particula livre®’ seria
dado por

(6.1)

8}(— mczw/l—qz/c2 )1t =0.

Partindo da Eq. 6.1 é possivel obter toda a dindmica relativistica, porém Planck nao fez
nenhuma relagdo entre essa equacgdo e a equacao da geodésica.

Em 1911, Sommerfeld rescreveu a Eq. 6.1 (desprezando um fator i=+/—1 ), como

8} (— mc2q/1—q2/c2 }it =9 mc]lds =0,
to to

¥ No caso da particula livre, Planck considerou que a variagdo da fungdo dependente das forcas de vinculo se
anularia.
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onde ds € o elemento do intervalo relativistico, ds’=dx* +dy2 +d7’-cdr. Portanto, conclui
Sommerfeld, o principio de minima acao da relatividade especial pode ser reduzido ao principio
de que a particula descreve uma geodésica no espaco-tempo. Note-se, no entanto, que no caso da
relatividade especial € necessdrio introduzir as forcas que agem sobre a particula, ao analisar o

movimento. Na expressdo obtida por Planck, H =-mc’+/1—¢°/c? +const, ele s6 poderia

concluir que além de —mc?\/1—g?/c?, o lagrangeano sé poderia conter fungdes que nio
dependessem das componentes da velocidade (mas que poderiam depender da posi¢do). Portanto,

a rigor, o lagrangeano da relatividade especial deveria ser escrito L =-mc’\I—q*/c? +U .
Porém, nesse caso, ja ndo se pode mais passar diretamente de O J. Ldt =0 para 0 J. ds =0, ando

Ser no caso em que ndo existam forgas agindo sobre a particula, ou seja, quando U=0 ou U=cte.

A conclusdao de Sommerfeld vinha de um raciocinio recorrente na fisica e na matematica
que € o de generalizacdo. Inicialmente, tanto a geometria quanto a mecanica estavam restritas ao
espaco euclidianao tridimensional. Com os estudos que surgiram, a geometria € a mecanica
sofreram um processo de generalizac¢do, agora considerando um espago qualquer n-dimensional.
A andlise de Sommerfeld generalizava a relagdo que havia sido encontrada no inicio do século
XIX para o caso do espago-tempo relativistico.

Nao encontramos nenhum outro trabalho sobre relatividade especial antes desse, em que
aparecesse a relaco entre o principio de minima acdo e o principio das geodésicas. E relevante
assinalar que um ano antes do Conselho Solvay, Sommerfeld ja havia publicado um trabalho
(SOMMERFELD, 1910) no qual apresentava o formalismo quadridimensional da teoria da
relatividade, baseando-se na abordagem de Minkowski. No entanto, nesse trabalho nio havia
tratado do principio de acdo minima, nem discutido a questdo das geodésicas. Portanto, foi
provavelmente em 1911, no Conselho de Solvay, a primeira vez que Sommerfeld apresentou essa
andlise como de sua autoria. Como Einstein estava presente nesse congresso, € provavel que
tenha sido a partir da exposicdo de Sommerfeld que ele tomou conhecimento da relacdo entre
geodésicas e o principio de agdo minima que iria utilizar depois na relatividade geral.

Uma parte da presente tese (capitulos 2 e 3), que descreve o desenvolvimento das
geometrias ndo-euclidianas, nao contém resultados originais significativos. A maior contribui¢ao
historiogréfica desta tese estd nos capitulos seguintes. Como mostramos ao longo deste trabalho,
o principio das geodésicas e sua relacdo com o movimento de uma particula teve inicio no século
XIX e esta vinculado ao desenvolvimento da geometria ndo-euclidiana e ao principio de minima
acdo. A forma como tal relacdo foi construida ao longo da histéria é uma contribuicao importante
dada por este trabalho. Os estudos anteriores que encontramos nao discutem, de forma detalhada,
quais as diferengas entre o principio de Maupertuis-Euler, o principio de minima acdo de
Lagrange e o principio de Hamilton, e nem de que forma foi possivel chegar a notagdo utilizada
atualmente para as equagdes de Lagrange. A discussdo aqui apresentada das diferengas entre
esses principios € fundamental para entender como sdo atribuidas a pesquisadores isolados,
“descobertas” que na verdade foram construidas através da colaborac@o de muitos autores. Além
disso, este trabalho mostra em detalhes como a geometrizagdo da mecanica e a busca por
invariantes foram fundamentais na constru¢do do formalismo da relatividade geral e seus
principios basicos, o que ndo € encontrado nas diversas referéncias utilizadas.
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