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RESUMO 

E~t~ trabalho analisa uma nova teoria de Potencial Quàntico,a 

qual pre~erva a noç~o de traj~tória~. Foram calculada~, 

explicitamente, as previ~~~s desta nova formulaç~o para diversa~ 

experiências chave~ da Mecânica Quàntica, onde foram obtida~ boas 

concordância~ teórico-experimental. Foi também deduzida, neste 

trabalho, uma nova r~presentaç~o integral como soluç~o da equaç~o 

d~ Schrodinger unidimen~ional 



ABSTRACT 

present " novel Guantum Potential 

Theory,preserving the trAjectory's concept. We 

compute our theory's,predictions for several 

key GuAntum MechanicAl experiments And obtain 

good Agreemat with the lAtter. Also we 

formulate a new IntegrAl representation for 

the one dimensional Schr6dinger equAtion 
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INTROOUÇXO 

O formalismo da M~cànica Guàntica t~m mostrado um grande 

poder d~ pr~visibilidad~ ~ uma notAv~l autoconsistência. Porém, 

ap~sar dos grandes r~finamentos r~alizados nesta última metad~ do 

século,a sua interpr~taç~o ainda p~rman~c~ em discuss~o • Uma das 

raz~~s principais d~stas controvérsias s~ d~ve a int~rpr~taç~o 

usual adotada em Cop~nhagen por diferent~s fisiccs, a qual 

transc~nd~ a noç~o de traj~tórias, ~ pr~ssup~~ estados ~stendidos 

d~ probabilidade capaz~s de uma autoint~raç~c. Esta concepç~c t~m 

se mostrado ~ficaz para uma descriç~c estatlstica da dinâmica das 

partlculas. No ~ntanto, estas amplitudes de probabilidad~ pod~m se 

encontrar arbitráriament~ ~st~ndidas no ~spaço, como por ~xemplc, 

nos cases d~ scattering; o qu~ parece implicar um colapso 

"instantâneo" a um ~stado de particula no transcurso de sua 

cbservaç~o. 

Esta quest~o incomodou a diferent~s flsiccs como : 

de Brcglie, Schróding~r, Ehrenfest, ~ sem dúvida ao próprio 

A 

Einstein, dado que este tipo d~ f~nomeno parec~ ~star em conflito 

com os principies locais da relatividad~ . Este fato, certam~nt~ 

não imp~diu c surgimento da t~oria Guàntica Relativista. O teorema 

de Godel(ll(1931),qu~ demonstra qu~ todos os sist~mas axiomáticos 

formais apresentam prcpcsiç~~s indecidiv~is, pareceu conc~der um 

apoio lógico a nova corrente filosófica que propunha um principie 

de complementaridade. Todavia, este tecr~ma Metamat~mático pede 

ser ent~ndido de uma man~ira similar aos resultados de 
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Turing 121 ( 1936) ,que prevê que certos algoritmos 

efetuados num tempo finito. Deste pente de 

não podem ""r 

vista,. podemos 

Quàntica sugerida pela interpretação usual. Algun" paradc~cs 

gerados pela interação dos principies Clá,.,.iccs e Quànticcs, estllc 

· d b t 1 "o d d t d a~n a em a er o, come, por e~emp c, para c~c c ga c e 

Se: hrOd inger- 11 
• 

O principal objetivo de!5te trabalho é de tentar elucidar c 

caràcter F1sicc e Matemático da função de onda. A ausência de 

outra" Teoria" Quànticas que possam ser competitivas cem a 

interpretação usual, num plano experimental, tem gerado polêmica" 

de indole s~mAntic:::a.,. viste c carácter probabilisticc de qua!5e 

toda" "" interpretaç~e ... Desta forma, seria necessário também ter 

uma solução geral da equação de Schródinger, susceti vel de ser 

estudada analiticamente. Fcrmulaç~es como integrais das 

de Feynman se apresentam consistente" com a 

1nterpretaçãc usual, prometendo assim uma "oluçãc Matemática aos 

parado~o" "uscitadcs. 

O primeiro capitulo é dedicado ao estude da formulaçllo 

de Feynman. Demonstramos que a representação integral de Feynman 

num conte~to de trajetória" continuas e diferenciàvei" não 

apresenta uma validade geral, como "oluçllo da equação de 

Schrodinger.Devemos """inalar que c próprio Feynman manteve 

reservas cem sua formulação original, a qual encontrou um 

prolongamento numa outra interpretação de 1ndcle e"tocástica 

formulada por Nel,.on. A formulação e"tccástica demonstra a 

conjectura de Feynman,pcrém,num ccnte~tc de intregrai" com medidas 
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de Wiene~,onde se conJectura um movimento das particulas de tipo 

B~owniano, mas com um coeficiente de difus~o imaQiná~io.A dificil 

manipulaç~o Matemática e sua 

inte~p~etaçXo em termos clássicos, nos dá luga~ a p~ocurar uma 

out~a interpretação Fisico-Matemática da funç~o da onda Cuántica. 

No capitulo dois expomos alQumas das p~incipais 

problemáticas da Teoria Quántica. D• Broglie( 3 ) as tentou 

soluciona~ através de uma Teoria de Potencial Cuántico 

(1926),contudo, foram encont~adas algumas inconsistencias nesta 

fo~mulação. Em 1952, Bohm( 4 ) a ~eexamina e soluciona pa~ci~lmente 

' 
algumas destas inconsisténcias,optando po~ um principio sincronico 

numa teo~ia de va~iáveis escondidas, mas esta nova inte~p~etação 

não ap~esenta grandes possibilidades de verificação experimental. 

Este fato nos motivou ~ postula~ uma nova Teoria de Potencial 

auántico, para estados estacionários de energia,a qual é deduzida 

num quad~o variacional. Esta nova formulação apresenta num nivel 

espectrosc6pico, uma perfeita concordância com a interp~etação 

usual,como acontece também na Teo~ia de De Broglie e Bohm. As 

' diferenças desta nova teoria Cuántica com ~espeito a usual~ se 

dá em dois niveis: conceitual e dinâmico. 

Num nivel conceitual, esta nova formulação prese~va a noção 

de trajet6~ias,e não pressup~e p~incipios não-locais (nos estados 

estacionários). Assim postulamos um Lag~angeano de uma particula 

que é pe~tu~bada por uma flutuação partícula~, que e considerada 

como sendo de um campo de 1ndole Quántico As condiç~es de 

extremo do Lagrangeano com ~espeito as variáveis do campo 

Quántico, junto com as condiçdes de normalização, forne~em O§ 
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valores iniciais de energia,do sistema Clássico-OuAntico, os quais 

s~o iguais aos autovalores da equaç~o de Schrodinger. Esta 

flutuaç~o no Lagrangeano foi associada a um novo Potencial 

~uAntico,que apresenta uma dependencia com respeito as funç~es de 

onda de Schrodinger. Assim o aparente comportamento ondulatório 

das particulas pode ser atribuida ~ aç~o deste Potencial ~uAntico 

Para analisar os aspectos din~micos e necessário estudar ent~o 

as densidades de probabilidade de presença das particulas nas 

diversas regi~s do espaço. Por conseguinte, foi analizada a 

experiencia das duas fendas, onde comparamos as previs~es teóricas 

desta nova formulaç~o com as da interpretaç~o usual. Dado a 

similitude dos resultados, encontramos uma situaç~o delicada, onde 

pequenos efeitos de difraç~o podem ser decisivos na escolha da 

previs~o mais adequada. 

No capitulo estudamos o caso de scattering: 

próton-próton Foram obtidos resultados encorajadores, na 

previs1lto das secç~es diferenciais de scattering. Porém , para 

colis~es correspondentes a casos de grande aproximaç~o entre as 

particulas, os resultados obtidos n~o foram totalmente 

satisfatórios,e isto se justifica pela forma assintótica da funç1lto 

de onda utilizada,assim tambem como pela n1lto inclus1lto das forças 

nu(:leares .. 

Na seç~o seguinte, analizamos o oscilador harmoni~o no seu 

estado fundamental, onde se obteve um resultado intermediário 

entre a densidade de probabilidade Clássica e ~uAntica. 

Para estados n~o estacionários assumimos a axiomática usual 

da Mecânica Ouántica,e mostramos a viabilidade desta conjectura ao 
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qeneralizar nosso Lagrangeano, onde se 

continuidade no intervalo métrico. Uma 

indica que um tipo de tratamento 

(Born),parece também ser imprescindivel 

pressupõe uma perda de 

análise detalhada nos 

estatistico não 

nesta nova teoria 

local 

Uma 

das várias razões que nos levam a adotar estas 

as funções de onda QuAnticas normalizáveis 

hipóteses, é que 

devem obedecer 

condições de contorno, que dificilmente poderiam ser adotadas por 

uma teoria puramente local (nos tempos de transição). Entretanto,o 

mais relevante é que os principies clássicos podem ser utilizados 

sem ambiguidade nos estados estacionários, onde a métrica é bem 

definida •• Assim as controvérsias são superadas não através de uma 

axiomática sincrética, mas por um dualismo no estrito sentido do 

termo. 

Na secção seguinte generalizamos a nova teoria de Potencial 

QuAntico para o caso de várias particulas. Isto nos permite 

reexaminar as estatisticas QuAnticas segundo a concepção desta 

nova formulação.Posteriormente, introduzimos o sp~n 1/2 nesta 

formulação Lagrangeana, onde são obtidas previsões similares as da 

teoria usual para os casos relativos a interferência QuAnticas de 

nêutrons. A seguir, estudamos o átomo de hidrogênio no seu estado 

fundamental, sendo estes resultados coerentes com as experiências 

de Stern-Gerlach. 

Um dos aspectos mais estudados atualmente no que concerne 

aos fundamentos da Teoria QuAntica • são as implicações das 

desigualdades de Bell.Desta maneira,mostramos uma forma geométrica 

de compreende-las para o caso de dois férmions de spin 1/2 que se 

encontram num estado singlet. Postulamos um modelo Clássico que 
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permite a violaç~o destas desigualdades sob certas condiç~•• 

iniciais.Em nossa formulaç~o, estas condiç~es seriam fixadas pela 

axiomática usual.Entretanto , estas 

deveriam ser sensiveis ao serem perturbadas pela presença dos 

detectores, fato que poderia provocar " anomalias li nas 

probabilidades de detecç~o das polarizaç~es do spin. Assim, 

propomos modificar os campos eletro-magnéticos , nas regi~es das 

condiç~es iniciais (emiss~es) como un teste geral para as teorias 

de variáveis escondidas. 

Por outro lado, retornamos a um tipo de expe~iencia de 

duas fendas, na presença de um potencial vector. Constatamos 

assim,o efeito Aharonov e Bohm. No entanto, para intensidad•s de 

campos magnéticos dezenas de vezes mais intensos que os 

' habitualmente utilizados neste tipo de experiencia ' uma 

deformaç~o topológica em cada faixa de interferência deveria ser 

observada, segundo esta nova teoria. Diversas limitaç~es técnicas, 

n~o tem propiciado o estudo experimental para estas intensidades 

do potencial vector Tratando-se de um teste capital, SUQerimos 

algumas idéias para sua possivel execuç~o experimental. 

Na última seç~o do capitulo três, foi proposta uma 

experiência, que permitiria um teste experimental para outras 

grandes variedades de teorias de campo guia. Mostramos como este 

tipo de experiência pode ser utilizada para a obtenç~o de ondas 

quánticas vazias, o que representaria a prova definitiva de que a 

mecanica quàntica ondulatória deve ser um tipo de formulaç~o de 

campo guia ou onda piloto. 

No último capitulo procuramos uma soluç~o da equaç~o de 
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Schrodinger. ~ fAcil constatar que os manuais matemAticcs n~c 

fornecem uma soluç~o analitica compacta da equaç~o de segunda 

ordem linear, que seria correspondente a equaç~o de onda QuAntica 

estacionAria-unidimensional. Construimos ent~o uma scluç~c da 

equaç~o de onda de uma particula para um estado estacionAria 

unidimensional, em termos de uma representaç~c integral. Esta 

representaç~o parece ser mais facilmente manipulAvel que as 

soluções propostas pela teoria estocAstica e algumas de suas 

propiedades prometem uma boa operacionalidade.A sua aplicabilidade 

analitica depende da determinaç~o de certas funções particulares , 

que sastifazem regras de recorrências bem definidas, e que 

possuem soluções grAficas (computacional) continuas~regulares. 

Este método tem sido testado computacionalmente cem um êxito 

absoluto em uma grande variedade de potenciais(demonstrada através 

de um método construtivo). Esperamos ent~c que este tipo de 

representaç~o integral fechada e compacta, tenha uma rApida 

aplicaç~c come um método analiticc num futuro próximo. 

Após meio-século de Arduos debates sobre as diversas 

interpretações da Teoria Quântica , dificilmente podemos pretender 

finaliza~lcs definitivamente, contudo, esperamos através deste 

trabalho, contribuir moderadamente com novos critérios, que possam 

dar uma maior determinaç~c fisico-matemAtica da funç~o de onda. 
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CAPITULO I 

(1.1). INTRODUçÃo. 

Uma das mais ~élebres interpretaç~es da MecAnica 

( 1 ) 
Quàntica foi dada por R. Feynman , em termos de uma integral de 

trajetórias. O autor demonstra a viabilidade de sua ccnje~tura, 

expandindo em série em termos do tempo a sua representaç~c 

integral, e mostra que em primeira ordem esta é a scluç~c da 

equaç~c de Schr6dinger. 

Este capitulo versará sobre a inconsistência desta 

soluç~c, se considerarmos ordens superiores de sua expans~c em 

série em relação ao tempo. 

Oeve-se esclare~er, no entanto, que a moderna teoria de 

integrais de trajetórias dada por R. Feynman, está dada num 

t t d -d d w· L b <2 > 1 ccn ex c em me 1 a e 1ener- e esgue , a qua apresenta pouca 

aplicabilidade dada a grande ~cmplexidade algébrica desta medida. 

Porém, ao que parece ainda n~o tem sido estabelecido se 

esta soluç~o tem ou não validade num ~ontexto de integrais do tipo 

Riemann. Fato que é da maior importância, visto que dela dependem 

quest~es como: 

Se existe ou não uma solução analitica fe~hada (em termos de 

poucas integrais) da equação de Schr6dinger? 

E se a função de onda quAnti~a é susceptivel a ser 

interpretada genéricamente ~orno a superpcsiç~c de todos os 

trajetos ~lássiccs possiveis do sistema? 

Desse modo, apresentamos a seguir a idéia original de 
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( 1 • 2 l • KERHEL SEMI -CLÁsSJ CO 

Podemos expressar a funç~o de onda quAntica como 

soluç~o de uma equaç~o integral do tipo: 

00 

~<x 2 t 2 ) = J K(x 2 ,t 2 ;x 1 ,t 1 l~<x 1 ,t 1 ldx 1 
-oo 

A conjectura de 

KERNEL é igual a: 

( 1) 
Feynman consiste 

(2.1) 

em supor que o 

(2.2) 

onde S corresponde a aç~o clássica do sistema descrito por um 

Lagrangiano L. Em primeira aproximaç~o no tempo temos que para o 

caso de uma particula de massa m submetida a um potencial V, a 

funç~o de onda é : 

com 

00 

~(x,t+~) = J ~ exp L(x~y,x;y)~(y,t)dy 
-oo 

tb 

S = Jt L(x,x,t)dt 

a 

; 
m ·2 

L = 2 K - V(x,t) 

9 
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Se considerarmo5 y ~ x+n como uma variável arbitrária 

que passa por todas as posiç~es, obtemos! 

co 

( t ) I 1 imn
2

t2h& -i&/h·V((x+n)l2,tl < + tld 
~ x, +& ~ A e e ·~ X n. n 

-co 

Expandindo em série de Taylor ambos os lados, temos 

co 

~(x,t)+& ~ ~ I 
-co 

· [~<x,tl+n 

Levando em con5ideração que; 

"" 
~I 

-oo 

+ 
1 
2 

2 
n 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

Se obtém a constante de normalização A ~ Desta forma 

R.Feynman mostra que: 
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O que equivale a equaç~o de Schródinger se igualarmos os 

fatores que contém igual &: 

+ V(x,t) VI (2.9) 

aue prova a consistência da representaç~o integral com 

Kernel semi-clássico, como soluç~o da equaç~o de Schrodinger, em 

primeira ordem. Sabe-se que esta r .. presentaçll:o fornec .. resultados 

consistentes, no caso do oscilador harmônico simples, exemplo 

apres .. ntado pelo próprio Feynman: 

Posteriormente, foi demonstrado por Nelson que esta 

conjectura era absolutamente válida se considerarmos integrais na 

medida de Wiener-Lebesgue, todavia, nll:o é esclarecido o que ocorre 

com a conjectura original, que está expressa em integrais de 

Rit2-ma.nn. 

Assim se .. sta representaç~o original fosse também 

adequada, podemos nos perguntar: 

Se os trajetos clá,.sicos apresentam bifurcações ou 

inestabilidades paramétricas, c: em c .. stas d~v~m ser 

tratadas?. 

E se con,.iderarmos o principio de incerteza, como seriam a"' 

possivei"' distribuiçõe"' dos pesos probabilisticos para os estados 

latentes? 
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Antes de tentar responder a e~tas quest~es, devemos 

verificar a validade ou n~o da representação integral com Kernel 

semi-clássico no contexto de integrais de Riemann. 

(1.3). EXPANSÃO EM ORDENS SUPERIORES 

Nesta seç~o estudaremos a consistência da soluçl!o 

oferecida por Feynman, testando-a em diferentes ordens de expansXo 

em série no tempo. 

Suponhamos que tL é um tempo entre ta,tb, entl!o a açXo 

em alguma parte entre a e b pode ser descrita : 

S[b,a) = S[b,c] + S[c,a) (3.1) 

Assim utilizaremos os mesmo~ argumentos apresentados na secçl!o 

ant~rior, mas considerando ordens u no d~§envclvimento em ~éri~; 

seja entl!o: 

t2 

S(t2 ,t1 l = J L(x,x)dt 

ti 

pelo teorema do valor médio, sempre podemos encontrar 

tal forma que: 

Ct. 
J 

L(x(t) ,x(t)) 
J J 
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Antes de tentar re§pcnder a estas quest~es, devemos 

verificar a validade cu n~c da representaç~c integral cem Kernel 

semi-clássico no contexto de integrais de Riemann. 

( 1. 3 l • EXPANSÃo EM ORDENS SUPEIU ORES 

Nesta seç~c e§tudaremcs a consistência da 

oferecida per Feynman, testando-a em diferentes ordens de expans~c 

em série no tempo. 

Suponhamos que tL é um tempo entre ta,tb, ent~o a aç~c 

em alguma parte entre a e b pede ser descrita : 

S[b,a] = S[b,c) + S[c,a) ( 3. 1) 

Assim utilizaremos os mesmos argumentes apresentados na secç~c 

anterior, mas considerando ordens u no desenvolvimento em série; 

seja ent~c: 

t2 

S(t2 ,t1 l = J L(x,x)dt 

t1 

pelo teorema de valer médio, sempre podemos encontrar 

tal forma que: 

u 
I: 
j=l 

ct. L(x(t),x(t)) 
J J J 
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Suponh~mos que V independe do tempo, perten~endo a uma 

~lasse diferen~iàvel, fazendo a mudança de variàveis y 

tal que: 

x(t) = x + BY) 
J J 

Por outro lado: 

X(1") = X(1", l) + C X(1") 
J ,- J 

O que equivale: 

B Yl 
)( ( t ) 

J 

= _J_ 
c 

Que permite es~rever: 

u 
= c E 

,=1 

Propositalmente, temos definido B ~omo 
J 

)( + 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

a.rbitrá.rios, 

sendo esta uma forma de possibilitar a introduç~o de uma funç~o 

sua.ve a~ompanhante que foi sugerida por R. Feynman para a. obtenç~o 

de uma. soluç~o exata 

De fato poder1amos ligar estes ~oefi~ientes se 

~onsiderarmos a lei de ~onservaç~o de energia, mas n~o o faremos 

em vista. de generaliza.r a.inda. ma.is nossas ~on~lusões fina.is. 

Definiremos agora: 
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u 
À = I: 

j=1 
R = imÀ 

2h& 

u 
w = I: 

j=1 
01 V(x + B -T/) 

J J 

Temos ent:lo: 

(X) 

'#( ><, t+c) = I 
-(X) 

Introduzimos a nova notaç~o 

r 
Ar = A·B ; "' =1 o 

' 

• (3.9) 

(3.9) 

(3.10) 

(3.11) 

(3.12) 

Consideramos assim A e Br como vetores em um espaço euclidiano em 

Rn, o que facilitará a compactaç~o das express~es que surgiram do 

desenvolvimento em sêrie,e é o que faremos a seguir : 

De forma similar do realizado por Feynman ,expandimos em 

série as 
ü:W( T/) 

express~es exp h é '#(x+n,tl ,que 

R 2 
e integradas junto ao fator ,.- T/ com 

s~o multiplicadas 

entre si, respeito a T/ como é 

indicado em (3.10), e os termos s~o agrupados nos fatores comuns 

aos potenciais de c". Assim os termos obtidos tem a forma: 

(3.13) 
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,<Ki>v 
K 

bX 
1 

(K) 
'I' (3.14) 

(3.15) 

Os co~fici~nt~s C (K1 , ... K ,L1 .•. l ,Kl, originam-s~ dos 
2 

n s s 

valores da int~gral f~-Rn na dn, qu~ s~o adicionados nas diversas 

combinaç~es poss1v~is qu~ forn~çam igual potência ~m n ;r~alizando 

com: 

/}. l /}. t 

K1) 1 ( K") s 
k • • • k 

1 ~ 5! 

+ • - .. l 
s 

n' J(d) 
~ 

J < d > = 1 < d-1 > 1 • 

(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

S~ desejarmos comprovar a ~quivalência da ~quaç~O d~ 

Schróding~r com ~sta integral d~s~nvolvida ~m séri~, ~m termos d~ 

e, d~v~mos compará-la com o d~s~nvolvim~nto em série no t~mpo da 

própria funç~o de onda qu~ satisfaça a ~quaç~o d~ Schroding~r. 

Aplicamos ~nt~o o argumento chav~ d~sta d~monstraç~o: 

(-!_)n (-h2 
h 2m 

n 
+ V(X)) VJ(X,t) (3.19) 

que substituimos na ~xpr~ss~o: 
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JP(X,t,c) "- JP(X,t) + & ~ 
2 

c 
+2T + ••• (3.20) 

O que nos permite ~amparar os fatores entre as duas express~es de 

1p(X,t+&) para cada potén~ia n de &. As regras de comutaç~o em 

(3.19) nos levam também a coeficientes da forma: 

(3.21) 

aue s~o equivalentes aos da representaç~o integral 

proposta for Feynman, exceto pelos fatores numéri~os C' 
n' c que 

facilita a comparaç~o entre ambas express~es. 

Estes novos coeficientes s~o de difi~il ~ompactaç~o 

algébri~a, mas podemos estabele~er através do principio de 

induç~o, a relaç~o de recorrência: 

c: em: 

(K ; Ks)e· n-1 ((v (K1 )r~1. (v (K2))l2 ... (v (Ks))'s -1 

.. 
6' [1] .. 1 

n 
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6'
1

[V] ._ 1 

(3.22) 

(3.23) 



: • b=i/h (3.24) 

O mais importante a ser notado, é que estes coeficientes 

C ,c· s~o diferentes per n~o satisfazerem as m~smas regras de 
n n 

r~carrência, c que gera uma incompatibilidade entre 

express~es. 

Apresentamos a tabela que correspcnde a segunda iteraç~o 

da equaç~o de Schrodinger, com a respectiva express~c relativa a 

2 
segunda ordem em ~ da representação integral de Feynman. 

Observamos que deve ser À = 1, e À = A2 que contradiz 

ambas as relaç~es no termo V
(2) 

~. 

coeficientes pedem ser conciliados. 

entretanto os demais 

Então para um potencial do tipo V = ax2 + bx + c, hà uma 

diferença pouco significativa, pois esta pode apenas representar 

uma diferença em uma fase da função de onda. Temes ent~o que os 

paràmetros ajustàveis nos coeficientes C s~o os A , pois A = À, 
n r 2 

ver (3.8), (3.12) e (3.16). O número destes paràm~tros depende do 

número u (arbitràrio) de subdivis~es nos poss1veis caminhos, ver 

(3.3). Porém as equaç~es simultàneas que devem satisfazer estes A 
r 

são não lineares~ fato que acaba as sobredeterminando 

independentemente do número de intervalo• u Assim notamos a 

grande relevància de como foram compactadas estes paràmetrcs 

ajustàveis. 
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TABELA 1 

CoeCicientes da Equação de Schrodinger 

~ 2-l l 
Partiçl!o Monomic l a b c:2 co .. f i c: io.n te 

4 v<2l'# 1 1 1 
1 

2m 2m 

3+1 v<1l'#<ll 1 
1 2 

1 
2m m 

2+2 v2'# 2 
1 1 

1 

h2 
--

h2 

2+1+1 V·'#(2) 1 
1 2 

1 
2m m 

2 2 
1+1+1+1 

( 4) o -(Bm) 1 - (Bm) '# 

TABELA Z 

Coeficientes da Integral de Feynman 

Partiçl!o Monomio k. l. k l K Coefic:i .. nt .. 
1 1 

4 v<2l'# 1 2 1 o 1 2 
1>2 

mll. 

3+1 v<1l'#<1l 1 1 1 1 1 2 
21>1 

mll. 

2+2 V2-.p 1 o 2 o o 1 --
h2 

2+1+1 V·'#(2) 1 o 1 2 1 2 
1 
mll. 

1+1+1+1 >p 
( 4) o o o 4 o 4 -(2~)\.f 
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L~mbr~mo5 qu~ o núm~ro d~ co~ficient~~ C ou C' 
n n 

corresponde 

ao número d~ partiç~~5(
3 ) P(2n), dada uma iteraç~o n segundo a 

r.,laç~o (3.15). (v~r tabela) 

Quando o potencial é um polinômio d~ baixa ord~m, ocorre 
( K 1) 

que grand~ part~ dos t~rmos anulam-§e d~vido aos fator~§ V o 

que disp~nsa um grande núm~ro d~ ordens 

superiore5.Assim, muitas possiveis incompatibilidad~s entre as 

diferent~s orden5 do d~5envolvimento em série s~o eliminados,mas 

que num caso com V arbitrário, isto n~o ocorr~. 

Pod~mos ainda dar uma maior liberdad~ na exprwss~o (3.5) 

fazendo X(Tj) = X(Tj_1 ) +&6j X(Tj) , o qu~ n~o resolve a situaç~o, 

devido a que s6 é aum~ntado em um o núm~ro de variáveis 

ajustáv~is. Pois n~sta situaç~o ~ 
r 

u 
= ~ 
j=l 

C(_ 
J 

~ .. ~ r' 

notamos que podemos determinar individu~lmente cada A calculando 
r 

os termos que possu~m l = o, para l "' r, v~r (3.16) mas que s~o 

s § 

contraditórios com os outro§ coeficientes 

Schrôdinger iterada.Por ex~mplo, a5 equaç~~§ 

m 
(A l como variáveis ajustáveis. 

r 

da equação de 

que 56 apre5entam 

D~sta forma mostramo§ o porqu~ esta representaç~o int~gral 

• 
apresenta bom resultado para o oscilador harmonico. 

( 1. 4 l MEDI DAS DE Wl ENER 

Mostraremos superficialmente 

~stocástica(
4 ) das int~grais de Feynman. 
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s~ ~onsiderarmos um tipo de movimento browniano em uma 

dimensão, onde os avanços no espaço estão dis~r~tisados p~l~ 

m~gnitude ~ e o tempo por c, a probabilidade d~ se en~ontrar a 

part1~ula, ~ntre [a,b] no tempo t, se em t = O, " = o, 

des~rita por: 

b b 

J p(xt)dx 

a 
= J ~-{=4-;:_TI::;;~:;t:-

~ 

2 
exp -X /4Dt dx ;D= =Co~f.Difusão, ( 4. 1) 

Se define en~ão a ~xpe~tação Ext d~ uma variável, Cl que dep~nda 

dos ~aminhos ~omo: 

E (CI)=lim 
X N-.m 

dx · n·l 

(4.2) 

Suponhamos um~ soluç~o W da ~qu~ção de difusão da partl~ula 

definida ~omo: 

W(x,t) = Ext[exp(-fu(x(T))dT)] 

Dado a line~ridade da expe~tação definida t~mos: 

W(x,t) 

Se soub~rmos que: 

J 
Ext[(fu(x(T))dT) ) 

20 
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T n-1 

J 
dTN·f(Tl)·f(T 2 )·f(Tn) 

o 
(4.:5) 

e fá~il mostrar que: 

T 

W(x,t) = W
0
(x,t)-J dT 

o 

"' 
J d~ W (x-~,t-T)U(~)W(~tl 

o 
-oo 

(~om W = p). Que é uma equaç~o integral equivalente a: 
o 

c7W(x,t) 
8t 

2 
= D 8 W(x,t) 

ox2 
- U(x)W(x,t) 

(4.6) 

(4.7) 

Podemos ent~o interpretar graficamente a soluç~o como a integraç~o 

produzida em todos os trajetos continuas, que passam pelo conjunto 

de intervalos [a.,b.] possiveis, considerando a distribuição de 
1 1 

probabilidade p tipi~a do movimento browniano. 

Notemos também que é ne~essário definir um coeficiente de 

difusão imaginário( 5 )para obter a equivalência ~om a equaç:l!o da 

função de Green da teoria de Schródinger. Este fato difi~ulta a 

interpretação fisica desta formulaç~o. Por outro lado , de todas 

as trajetórias possiveis a uma grande contribuição 

diferenciáveis, o que está de acordo com o fato de que em um 

contexto de integrais de Rienmann, esta representação integral n~o 

apresenta em geral soluç~es exatas. 

21 



Posição 

I 
I 
I b3 

bN-1 . . . . . . . 
b, 1 a 3 A. I 

I 
I I 
I I 

I o, I I 

I I I 

I I I 
I I I 
I I I 
I I I 
I I I 
I I 
I I I 
I I I 
I I I 

T 

FIG (1) 

A definiç~o rigorosa deste assunto requer medidas de 

Wiener em integrais de Lebesgue, e a sua manipulaç~o práti~a é por 

Rnquanto difi~il( 6 l. 

< 1. s > • DIscussÃo 

Concluimos então que a representaç~o integral de Kernel 

semiclássi~o proposta por R. Feynman n~o tem validade r:: ema 

soluç~o exata da equaç~o de s~hrodinger para potenciais 

arbitrârios. 
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T~ndc ~5te fato duas ccnsequ•ncias muito importantes: 

A não existência de uma representação integral no contexto de 

Riemann, cama solução da equação de Schr~dinger;Este fato não é 

tão surpreendente, visto que há uma grande variedade de problemas 

clássicos, cujas 5oluç~es depend~m também da integrabilidade d~ 

equaç~es de tipo de Schr~dinger, mas que nunca foram abordadas do 

ponto d~ vista de Feynman, o que seria válido matemAticamente se 

estas pcssiveis soluç~~s fossem exatas. 

Na conferência de prêmio Nobel(?) ,R.Feynman com~ntou alguns 

das problemas desta tecria,nc entanto a ccer•ncia com a 

interpr~taçãc usual,e sua elegante capacidade aproximativa, tem 

mantida esta formulação original longe d~ criticas. Na último 

capitule estudaremos uma outra representação integral que é 

proposta como solução da equação de Schródinger. 

A segunda questão se refere a não validade da interpretação da 

função de anda em termo de uma integral de ação cem trajetos 

clássicos diferenciáveis, c que pode nos dar margem a nevas 

interpretaç~es da mecânica quAntica e é o que faremos na 

capitule. 
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CAPiTULO II 

(2.1). INTRODUÇÃo. 

O formalismo matemático da Mecânica Quàntica, refinado e 

generalizado no espaço de mais de 50 anos, até agora n~o tem sido 

contestado seriamente, nem dos ponto» de vista teórico ou 

eKperimental. Existe sim uma grande controvérsia em relaç~o à 

interpreta~io dos resultados. Quest~es come o significado da 

matemática envolvida e da realidade subjacente nas leis e 

procedimentos da Mecânica Quântica continuam sendo motive de 

acirradas disputas entre as diferentes escolas de pensamento. A 

interpretação Ortodoxa de Copenhagen (Bohr, Born) tem-se deparado 

com as mais diversas alternativas propostas. Dentre estas 

gostar1amos de mencionar a interpretação Estccàstica (Nelson), a 

teoria das Variáveis Escondidas (Bohm,), a dos Universos Múltiplos 

(Wheeler, Everett), e finalmente a teoria do Potencial Quântico 

(de Broglie, Rcsen, Bchm). 

A interpretação ortodoxa usual assume que as particulas 

atômicas podem ser descritas atravé~ de uma distribuiç~o de 

probabilidade estendida no espaço, sendo que a ncç~o de trajet6ria 

pede n~o ter mais sentido (Principie de Incerteza). A funç~o de 

onda quAntica carece de realidade objetiva e deve ser associada à 

infcrmaç~o potencial que possui um observador sobre o sistema em 

estude. 

Em contraste, a formulaç~c Estocàstica é baseada num 

processo prcbabillstico puramente clàssicc, onde a particula está 
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~ujeita à movimento Browniano cau~~do pelas flutuaç~es do Campo 

Quàntico. A equ~ç~o de Schrôdinger é obtida em an~logia com um 

processo de difus~o (com coeficiente de difus~o imaginAria), 

ass~m esta formulaç~o vem sendo alvo de 

matemàticos. 

extensos estudos 

Outra corrente importante procura fornecer uma vis~o 

mais ampla ~em ruptura da realidade entre o micro e o macromundo, 

p~rticulamente no relativo aos proces~os de mediç~o. A teoria do 

Potencial Quàntico é o ma~5 puro expoente desta linha de 

pensamento. Nela ~~ part1cula~ s~o considerad~s como localizadas 

dentro dos seus raios clàssicos conven~ionais; o carA ter 

ondulat~rio passa a ser uma manifestaç~o de um PotBncial-Guia 

induzido pela funç~o de onda Quàntica. 

No contexto da teoria de Medição, a interpretação dos 

Universos Múltiplos aparece como uma tentativa desesperada para 

evitar a idéia do colapso da funç~o de onda c~da vez que uma 

medição é feita sobre o sistem~. 

Neste Capitulo abordaremos algumas novas idéias que 

seguem o anAlise pioneiro de de Broglie d~ onda piloto. Uma nova 

teoria do Potencial Quàntico serA proposta inspirada na dedução 

original de Schrôdinger (através de um Principio Variacional) da 

equação de ondas. O Potencial Ouàntico confere realidade objetiva 

à função de onda, SUBBrindo os caminhos susceptiveis de serem 

transit~dos pelas particulas (por exemplo elétrons). Fenômenos 

ondulatórios t1picos podem ser descritos desta maneira sem ter que 

recorrer a interpretaç~es como a formulada por Dirac (cada foton 

intBrfBre unicamente consi60 mBsmo>. Desta forma analis~mos a 
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experiência de Young das duas fendas, na sua realizaç~o moderna 

. (17) 
dev~da à Tonomura • 

A 

( 2. 2 l • O PRI NcÍ PIO DE CORRESPONDENCI A REVI SI T ADO 

A Mecânica Quàntica, sendo considerada uma teoria mai5 

geral, deverá fornecer os resultados clássicos em at6um timit9. 

' Este fato tem recebido o nome de PRINCIPIO DE CORRESPONDENCIA 

desde o nascimento da teoria. Porém n~o existe um modus op9rando 

geral no estudo dos limites semiclássicos, sendo que cada situaç~o 

pode merecer um estudo muito particular. Já no caso simples 

do oscilador harmOnico é necessário proceder com cuidado, e 

introduzir os Estados Coerent9S para se aproximar do caso 

clássico. Isto se deve a que o valor médio quAntico da posiç~o (X) 

é identicamente nulo para todos os estados estacionários, 

inclusive para números quánticos arbitrariamente grandes. Os 

( 1 ) 
Estados Coerentes n~o correspondem à autoestados de nenhum 

observável e formam uma base sobrecomple~a, permitindo uma grande 

variedade de superposiç~es quAnticas sem alterar a energia média. 

Na representaç~o de coordenadas podem ser visualizados como 

pacotes gaussianos cujos centros seguem a trajet6ria clássica sem 

sofrer dispers~o, e minimizando o Principio de Incerteza. Esta 

imagem é a que mais se assemelha à uma particula clássica em 

termos de localizaç~o da funç~o de onda, mas compromete a clareza 

de outras situaç~es onde é necessária uma vis~o de estados 

estendidos (como no caso da interferência na experiência de duas 

tendas). Isto na verdade é apenas um reflexo do antigo dilema da 
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' duatidad& particuta-onda, onde o comportamento da particula é 

referido à particular mediç~o onde será feita sobre ela. Uma vis~o 

pseudo-realista que considere as parti cu las como entes 

estritamente localizados no espaço-tempo, dificilmente poderá 

descrever, dentro deste quadro, as autointerferências para grandes 

distAncias e energias. Neste sentido, a interpretaç~o do Potencial 
~ 

Quantico que proporemos neste Capitulo, é uma tentativa radical 

que aponta a dar realidade fisica à funç~o de onda, conservando a 

localizaç~o das particulas atOmicas. 

Finalmente, para encerrar esta seç~o gosta ri amos 

comentar o chamado Teorema de Ehrentest, que muitas veze§ é 

apresentado como contendo o Principio de Correspondência, dada sua 

semelhança formal com as equaç~es de Newton. Procedendo na 

representaç~o de Schrodinger, a variaç~o temporal do valor médio 

de um observável é dado por 

d 
dt <1.'1> " = <at 1.'1) + ' 

(2.1) 

e no caso do observável ser o momentum obtemos a seguinte equaç~o 

de evoluçlro 

d <j!> = 
dt -<'1V( r)) 

' 

que é conhecido como Teorema de Ehrentest. 

(2.2) 

A equaçlro (2.2) em 

geral n~o descreve o movimento clássico da particula para o centro 

do pacote de ondas, porque em geral 
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<7V(r)) = <~I~V(r)l~> ~ 7V(r)lr=R (2.3) 

onde R é a coordenada do centro do pacote.< 2 l O limite clAssico é 

obtido assumindo, de maneira autoconsistente, Que o potencial V(r) 

n~o varia apreciavelmente para distAncias da ordem do tamanho do 

pacote, de modo que a estrutura interna dele pode ser ignorada. O 

oscilador harmônico é uma exceç~o onde n~o é vAlida a 

desigualdade(2,3), dai a possibilidade de construir estados que 

reproduzam ~Matam~nt~ o movim&ntc clAssico para energ~a 

arbitrAria. Na interpretaç~o do Potencial QuAntico a particula 

sempre segue uma trajet6ria bem definida no importando a energia! 

esta trajet6ria se aproxima da clAssica no limite semiclAssico que 

definiremos na seç~o seguinte. 

(2.3). TEORIA DA MEDIDA. 

A interpretaç~o ortodoxa sup~e estados arbitrariamente 

estendidos no espaço. Ao serem registrados como particulas, 

deveria suceder algo como um colapso da funç~o de onda, o que 

parece exigir correlaç~es" instAntaneas", fato que foi assinalado 

por Einstein, no congresso de Solvay, em 1927. No mesmo congresso 

Schrodinger ressaltava que esta interpretaç~o ortodoxa necessita 

de um esqueleto clAssico, para estabelecer correlaç~es entre os 

diferentes estados, o que parece até contradit6rio com 

interpretaç~o dos estados estendidos. Isto mesmo; quiçA, possa ser 

dito assinalando a impossibilidade, segundo esta interpretaç~o, de 
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se estabele~er em ~erto» casos a diferença "'imples 

.. upersposiç~es de estados e misturas de e .. tados (superposiç~es 

entre estados ma~roscopicamente excluentes). Podemo"' ent~o fazer 

a seguinte pergunta - Como atua um observador ou aparelho de 

medida para eliminar as interferên~ias entre as misturas de 

estados? Um simples ~aso de interferên~ia entre elétrons é 

apresentado claramente na experiên~ia das dua» fendas (neste caso 

o esqueleto ~làssi~o resulta ser inque»tionavelmente o sistema das 

duas fendas fixas). 

A posição de Bohr é que a me~ànica quAntica não é uma 

teoria para saber o que acontece durante a medição e sim depois, 

sustentando-se nas relaç~es de incerteza e no principio de 

~omplementaridade. Bohr advoga uma nova concepção epistemo16gica, 

livre de argumentos ontol6gicos. Apesar de todo o pragmatismo 

desta posição, ela é factivel a criti~as como as feitas por Fock, 

que foi o responsàvel pela redução do entusiasmo inicial de Bohr. 

Um dos argumentos de Fock é que se a linha divis6ria entre sistema 

e aparelho de medida é puramente imaginària e ••móvel", 

dificilmente poderiamos afirmar que os contornos desta linha 

gnoseol6gica, não devam ser analisados pela mecânica quànti~a! A 

própria ~onstrução dos aparelhos de medida, geralment .. 

fundamenta-s,. na concepç~o de particulas, ou seJa !I a 

'"Pistemiologia clàssica continua a ser utilizada e é d,. vital 

importância. e inequivo~o que ~ertos conceitos, tais como o de 

função de onda, autovalores, auto-estados, quantum de ação, etc., 

s~o con~eitos decididamente necessàrios na ~ompreens~o dos 

processes microscópico§. 
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Uma renúncia a visualizaç~o e causalidade clàssica é 

ainda prematura, apesar das controvertidas interpretaç~es que 

possam ser feitas de experiências tipo E.P.R. (Einstein, Podolsky 

e Rosen)( 3 l, ou as violaç~es das desigualdades de Bell (como 

mostraremos no próximo capitulo), argumento que tem sido utilizado 

para proibir teorias realistas locais. 

Por outro lado, tem havido intentos para explicar a 

ausência de interferência quAntica macroscópica, empregando os 

principias termodinâmicos. Desse 

Prosperi(
4

), em 1962, explicaram o 

modo, Daneri, 

processo de 

Loinger e 

medida como 

mudanças irreversiveis no aparelho de medida, que apresenta 

caracteristicas macroscópicas. Lamentavelmente, c::cmc foi 

reconhecido pelos próprios autores acima citados, a interferência 

quàntica entre estados macroscópicos era eliminada antes do 

aparelho de medida chegar ao equilibrio, fazendo uso das equaç~es 

mestres, as quais n~o s~o compativeis com a microrreversibilidade 

das equaç~es quànticas, e portanto esta demonstraç~o pode ser 

considerada clàssica ad hoc. 

~igner( 5 ), demonstrou que a superposiç~o macroscópica 

subsiste ainda que o aparelho de mediç~o encontra-se inicialmente 

em estado n~o puro. Desta forma, ~igner, em 1967, reafirmou as 

posiç~es de London e Bauer (1939). Segundo esses autores, o 

processo de medida propriamente dito culmina com uma superposiç~o 

macroscópica e, quando, po .. teriormente, o observador toma 

consciência do estado do aparelho a superposiç~o desaparece; 

emergindo um único estado de carActer clàssico. Assim, um autómato 

n~o seria c:apaz de efetuar c 11
COrt.~·· em uma mediç:!'o!l sendo a 
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~ons~iência o verdadeiro responsável por este corte transcendental 

- sem dúvida alguma, resulta em uma dificil compreens~o do porquê 

espelhos e outros dispositivos macroscópicos n~o 

interremporem a interferência quàntica; haveria ent~o de ser um 

outro fator de ~arâcter mais transcendental? •••• Acreditamos que a 

con~lus~o de Wigner(b) pode ser considerada como imediatista. Além 

disso, estas conclus~es fundamentam-se em experiências 

reproduz1veis e aparentemente desvin~uladas das particularidadas 

da conscién~ia do observador. No entanto, n~o podemos perder de 

vista que n~o s~o as interferén~ias quànticas observadas, se n~o a 

con~epç~o dos estados extendidos que levam a todas 

controvérsias, raz~o pela qual postulamos neste ~apitulo uma nova 

teoria quànti~a realista. 

Em 1957, foi criada uma nova interpretação, conhe~ida como 

a de ''Universos Múltiplos'', assim Everett, Wheeler e DeWitt( 7 l, 

sugeriram que o pro~esso da medida ~ulmina com uma superposição 

de distintos estados (seja no micro ou no macromundo), 

~ara~terizando ~ada estado um universo.Esta interpretaç~o foi um 

tipo de ~ontinuaç~o de uma outra formulaç~o de 

(8) 
Relativos '' proposta originalmente por Everett • 

" Estados 

Deste modo, esta teoria antie~onómica é ~apaz de 

conciliar a aparente contradição entre um formalismo determinista 

e o ~arâcter, até ~erto ponto, aleatório da medida. Wheeler, 

DeWitt, Cooper e outros autores têm contribuido a esta teoria, e, 

Lom base na mesmA foram criadas nevas co§molcgias com principiO§ 

antr6picos. 

Em outro contexto interpretativo, em 1952, 
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r~~~u~citou a teoria de de Brogli~ da onda piloto ou campo guia, 

que a tinha abandonado em 1928, devido a~ fort~~ pres~~es 

argumentativa~ de Bohr, Pauli e Perrin; ma~ que c:antava,. 

inicialmente, com o apoio de Ein~tein e Schródinger. De~ta forma, 

e~ta interpretação realista surgiu ou apareceu com um novo nome, 

que é .. Teoria de Variâ.veis Escondida:~··. 

(2.4). TEORIA DO POTENCIAL QUANTICO. 

De Broglie( 10 • 11 l e Madelung sup~em uma solução da equação 

iS 
de Schródinger de uma particula ,da forma ~ ~ A exp ~ 

( 4. 1) 

ao separar a parte real e imaginária,na equação de onda , obtemo~: 

8S + v + 1 ("75)2 
h2 

~A I A Ot 2m 
~ 

2m 
(4.2) 

QA2 1 di v (A2 "75) o Ot 
+ ~ 

m (4.3) 

A~~im, a primeira relação parece sugerir um movimento clá~~ico 

~ubmetido a um potencial quántico do tipo -(h2 /2m)(âA/A) e a 

segunda ilustra a equação de continuidade, que mo~tra uma 

con~i~tência com o carActer probabilistico de 2 I V' I , ~u~tentado 

também pela própria interpretação ortodoxa. Contudo, de Broglie 
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sup~~ qu~ a partlcula n~o s~ difund~ ~m uma nuvem de 

probabilidades,mas que é p~rturbada por um pot~ncial quAntico, 

produzido pela própria função de onda. Como ~xemplo expor~mos esta 

int~rpr~tação no caso da ~Kp~riência d~ duas f~ndas. 

Elétrons são emitidos por um cAtodo , os quais ~ncontram 

duas fendas no caminho ao detetor (contador de cent~lhas). A 

experiência mostra que ainda qu~ os ~létrons s~jam lançados um de 

cada vez, a distribuição de impacto obed~c~ a relação: 

P(x) = I'# (K) + '# (x) 12 (4.4) 
a b 

A fórmula I'# 12 + I'# 12 , não é ~atisfeita como poderia t~r 
a o 

sido ~sp~rado por uma formulação probabilística d~ lndole clàssica 

Tem-se concluído, s~gundo a interpretaç~o ortodoxa qu~ o ~létron 

passa a interagir com ele m~smo ~m forma d~ onda através da 

amplitud~ d~ probabilidade, quando a incerteza na posição do 

elétron abrang~ as duas f~ndas, existindo um colapso como 

particula no contador de centelhas. 

A t~oria d~ d~ Broglie-Bohm, pr~vê que o ef~ito de 

int~rf~rência é produzido p~lo pot~ncial quAntico, e, desta forma 

as particulas s~gu~m os caminhos sugeridos p~los vales d~st~ 

pot~ncial. Philippidis, Dewdney ~ Hil~y( 121 , monstraram a forma 

deste pot~ncial quAntico fig (2), ond~ ~ste é observado d~sde a 

t~la de impactos , a função d~ onda foi extraida do formalismo d~ 

Feynman,de maneira a considerar os ~f~itos de difração. 
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FIG (2) 

O denominador representado pela funç~o de onda em seus zeros torna 

-~/A ~ ~ oo, criando repuls~es e atraç~es que ligam fortemente os 

elétrons nestes vales (depress~es). Assim, os estados estendidos 

são dispensados num novo conteMto realista. 

colocadas nas seç~es anteriores s~o em grande parte respondidas de 

forma imediata. Não há nece~~idade de colapso ''ingt~ntAneo'
1 a um 

estado de particula,não havendo ruptura de comportamento entre o 

macro e micromunda. 

Apesar desta teoria realista ganhar cada vez mais 

popularidade, possui sérios problemas em casos tais como por 
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exemplo de s~attering entre partlculas próton próton, et~ .••• , 

como foi assinalado por Perrin( 131 , sendo esta uma das raz~es pela 

qual de Broglie decidiu abandonA-la, (1928). Notemos que a 

derivaç~c da equaç~c de continuidade implica que as trajetórias 

clássi~as obedeçam a lei de distribuiç~c espacial quAntica. Porém 

tem sido assumido intrinsicamente de que 5 é a aç~o cu que 75 

representa o momentum da partlcula, o que compromete seriamente 

esta interpretaç~o. Por exemplo,para funç~es de onda puramente 

reais temos que 75 = O, c que nos leva a uma situaç~o onde as 

partlculas estariam em repouso; naturalmente esta quest~o 

apresenta-se no mlnimc ~uricsa. Per outro lado ,esta interpretaç~c 

realista n~o pode em principio apresentar uma outra distribuiç~o 

de impa~tc, que c da própria interpretaç~o ortodoxa. 

Deste modo esta pare~e nos oferecer um novo ~ampo 

imaginativo, mas de pouco valor predictivc.Pcsteriormente, de 

Broglie prcpós ~riar uma outra onda, u, desta vez com sentido 

fisico objetivo, de tal forma a ser u = fciS, onde a faseS seria 

idênti~a a da funç~c de onda ~. a qual só possuiria um ~ará~ter 

meramente estatlstico e n~o real no sentido de ser dotada de 

energia ou momentum. Assim sendo, de Broglie pretendia superar 

muitos dos problemas, assumindo em f, uma singularidade móvel que 

representaria a própria partlcula. E, procurou ent~c, uma relaç~o 

entre u e~. via relatividade geral, fazendo uso de argumentos 

geométri~cs intuitivos para conectar ambas e, ainda este autor 

pretendeu demonstrar que ~A/A = ~f/f. 
Ccntudc,de Broglie re~onhe~eu que até ent~o n~o há uma 

forma simples cu conveniente de ligar estas ondas; reinvidicou no 
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~ntanto a possibilidade de mant~r viva esta teor1a semi-realista 

que adm1te estados estendidos. Porem com uma singularidade central 

que representa a partlcula, esta teoria semi-realista que dispensa 

o potencial quAntico de Broglie a denominou " Teoria da dupla 

~oluçâo 
11 

Os problemas com sua teoria original começaram já no 

caso de onda plana, onde ruA/A se faz constante no espaço, 

fornecendo um movimento retil1neo. Entretanto, de Broglie 

decidi•• voltar a defender esta sua antiga interpretação (1952), 

e utilizou, grande parte dos artigos em justificativa de diversos 

casos elementares problemáticos. E, desse modo, esta teoria perde 

elegância no meio de longos colóquios e argumentos que apesar de 

terem sentido f1sico, dificultam a compreensão e comprometem a 

utilidade prática desta teoria. 

No§ inic:ics da teoria quântica, 

centravam-se na realidade física do campo gu1a. 

positivas de de Broglie o levaram a um paradoxo, 

as discussl':les 

As afirmaçl':les 

em vista das 

novas estatísticas de Bose-Einstein (BE), Fermi-Dirac (FD) que 

asseveravam a indistinguibilidade entre as partlculas. Argumentos 

que o conduziram a aceitar a interpretação de Copenhague. Após a 

intervenção de Bohm (1952) de Broglie junto a Andrade e Silva( 14 l, 

fundamentando-se na teoria da dupla solução conseguiram 

explicar o fator~. (Número de partículas idênticas), próprio da 

estat1stica de Bose. Assumindo soluçl':les simétricas da função de 

onda propostas por Pauli, justificam o fator N!-1 , proferindo que 

este r~presenta as permutaçl':les irrelevantes das partículas dentro 

das possíveis trajetór1as (dadas pel,a simetria do potencial 
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quânticc).De mede que estas permutaç~es bruscas e ccrrelacionadas 

seriam provocadas por flutuaç~es subquànticas. Cem esta 

interpretação realista explicam indistinguibilidade das 

particulas, mas sem o sentido de estados ex tendidos de 

probabilidades. 

A quest~c era então colocada de um outro pente de vista; 

anteriormente perguntava-se que sentido fisico poderia ter uma 

funç~c de onda de várias particulas e que momentum ou energia real 

ela poderia ter, se esta onda quàntica só indica probabilidade das 

correlaç~es espaciais entre as particulas Assim, esta quest~o 

foi parcialmente resolvida não priorizando argumentos filosóficos 

Como um exemplo prático sobre esta questão ilustramos um 

trabalho de Dewdney, A. K · 'd. J P V1'g'e~(l 5 l, ypr1an1 1s e • • ~ . onde 

estudou - se o itinerário de duas particulas submetidas a um 

potencial tipo oscilador harmónico,onde é utilizada a seguinte 

solução não dispersiva: 

2 1 
coswt) 2 

e 
i( 1 x2 sin2wt-2XX sinwt)) 2 o o ( 4. 5) 

Que adota diferentes formas segundo as estatisticas assumidas MB, 

BE, e FD: 

(4.6) 

( 4. 7) 
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(4,8) 

A força quântica para cada particula é expressa como F '=-'<1 (V ) 
:<. X, Q 

l. l. 

Neste caso nllo ,;:;:o introduzida,; as perturbaç15es; subqctàntica,; de 

Broglie, e ,;implesmente s;llo utilizadas as equaç15es dinâmicas. 

'I' = R i S/h (4.9) e ; 

R "" ± ~ (4.10) 

v 
h2 

<i' R /R <i' R /R ) (4.11) = 2m + 
q " X 

i 2 

temos entllo que o potencial quàntico v(q) é generali~ado para duas 

particulas de acordo com (4.11), 

O,; itinerários mostram o,; ,;eguintes comportamentos: 

': 

(b) 

~ \~" 

fi(,,,'\ 
x, 111 x 1( li x, (f) x1 (I) 

FIG ( 3) 
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que coincidem intuitivamente com o comportamento e§perado das 

diferentes estatisticas:. 

Porém a dificultade da interpretaç~o de de Broglie é de 

indole fisico-matemática.A origem.de toda5 as dificuldades, provém 

do fato de que a equaç~o de onda, deve sastifazer certas 

condiç~es de borde normalizaç~o,o que im~e em certos ca5oS que 

esta deve ser puramente real .Assim a particula deve ,.,.r 

considerada em repouso , e ainda a densidade de probabi 1 idade 

quàntica l~<x>l 2 n~o mostra c:o~rênc:ia com esta pr6pria 

interpretação. Podemos notar que na solução da equaç~o de 

continuidade (4.3) esta apresenta certa "liberdade" nos casos onde 

95~0, (ou que ao menos um destes componentes seja zero),de modo 

que ne§tes casos se pode admitir a existência de densidades de 

probabilidades que fujam da interpretaç~o fisica proposta.Isto á, 

que a densidade de probabilidade seja inversamente proporcional 

a velocidad., da particula ,(Esta "liberdade" é provocada pelo 

tipico efeito da multiplicaç~o por zero) 

Estes tipos de situaçõe§ poderiam ser consideradas como 

"provas ou refutaç~es "da interpretação original de de Broglie, 

onde é adotada a densidade de probabilidade inversa da velocidade 
.., 

da particula.No entanto, o significado fisico de ~~~-

ainda desconhecido nestes casos singulares • 

permanece 

Apesar de todos os esforços realizados, de Broglie n~o 

encontrou uma resposta definitiva na sua "Teoria de Dupla 

Solução".a estes paradoxos. 

Em 1952, D.Bohm reexamina a teoria original de de Broglie, e 

prop~e acO!itar definitivamente qUe 1~1 2 
é a densidade de 
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probabilidade.Bohm po~tula ent~o que a relaç~o entre 7 S e 1~1 2 

pode §er considerada como sendo sempre consistente (num sentido 

puramente estatistico),se variáveis escondidas têm uma influência 

sincronica sobre a§ condiç~es iniciais da particula. 

Porém esta hipótese confere um caracter, que pode ser 

considerado como sendo de indole n~o local esta nova 

interpretaç~o.A condição de n~o localidade de uma teoria de indole 

realista sugerida pelas desigualdades de Bell,ju§tificam em parte 

a posição de Bohm.Mas e útil assinalar que uma simples aç~o a 

distancia é um caso particular do sincronismo imposto. 

E§ta última interpretação pode ser c::onsiderada c: ame 

equivalente a interpretaç~o usual,dado que não apre§enta novas 

previs~es e ao que parece deve ser considerada .:o mo uma 

possibilidade imaginativa.Devemo§ entretanto notar que uma posicão 

s~ncron~ca implica posiç~es filosóficas 
' 

e apresenta o 

inconveniente do n~o questionamento da ordem implicita "constatada 

ma.t~matic::amente .. 

(2.5). UM NOVO POTENCIAL QUANTICO. 

As dificuldades encontradas pela interpretaç~o de De 

Broglie ,nos leva a po§tular uma nova teoria de Potencial 

guántico, baseada nas idéias de Schrodinger, que deduziu sua 

(16) 
famosa equação mediante principios variaciona~s 

Para uma rápida expo§iç~o da nova teoria dispensaremos 

as raz~es heuristicas, que no entanto ser~o evidentes. Postulamos 
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o ~~guint~ lagrang~ano de uma partlcula,em um e~tado estacionário 

de energia E. 

2m 

"2 
(5.1) 

A di~tribuiç~o 6
9 (r-r(t)) é um tipo de delta d~ Dirac que 

localiza a~ trajetórias em torno do centro de mas~a da partlcula. 

Assumimo~ por simplicidade de exposição, funç~es de onda reais. 

Temos ent~o que P represent~ momentum , Vc(r) o potencial clássico 

e E a energia total do sistema.Onde o último termo se apresenta 

como uma perturbaç~o de origem quàntica. Se otimizarmos a 

integral: 

4 
6 r:e d x = o (5.2) 

derivando com relação as variáveis do campo quàntico ~ e 9~ nas 

equaç~es do tipo Lagrange,temos: 

9 
ôL 
"69~ 

6L 
6~ = o 

Deduzimos a equaç~o de Schrodinger: 

"2 _2 
-- v-~ - (E-V )~ = O 
2m c 

(5.3) 

(5.4) 

O que nos sugere considerar um potencial quàntico 

igual a: 
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v = 
q 

Otimizando c 

2m 
h2 

Lagrangeanc cem relaç:ll:c 

dinàmica~,,temcs uma equaç:ll:o determinista, da forma: 

"'V 
c 

"'V = - V (V + V l 
q c q 

( ::1. 5) 

as variâveis 

(5.6) 

Em principio podemos imaginar >p conoo uma flutuaç:ll:o do 

vàcuo em torne das particula~ clA~~icas, o que ~eria incluidc no 

lagrangeano na forma de um tipo de oscilador harm6nicc.Ac 

otimizarmos e~tas flutuaç~es ~~o obtidas a~ funç~es ~ que ~~o 

~oluç~es normalizadas da equaç:ll:o de Schrbdinger .Portanto a~ 

autofunç~es e autovalores devem ~er calculado~ prioritAriamente, 

para posteriormente ~erem aplicadas á~ equaç~es de movimento 

(5.6). 

Uma maneira da energia total n~o aparecer em forma 

explicita nc potencial quàntico é substituir a express:ll:c: 

v = 
c 

em (5,4), obtemos ent:ll:o: 

v 
q 

h
2 2 = (J V(V(>p) l 

4m 
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A diferença ~om o poten~ial quàntico de De Broglie • 

evidente pois este é da forma: 

=- (::i.9) 

A generalizaç~o para ondas compleKas, resulta dos próprios 

estudos das lagrangeanas quánti~as que fornecem a equação de 

Schrodinger, e nestes ~asos a fórmula deve ser a seguinte: 

V (r)= 
q 

v (r) =(1 
q 4m 

(::i.10) 

(5.11) 

O que é evidente se ~onsideramos ~omo variáveis de campo 

A constante (1 não é determinada pela própria formulaç~o 

(como é habitual em todas as teorias de potencial).Postulamos que 

(1 é igual ao inverso da constante de normalização da função de 

onda. Um estudo mais detalhado sobre esta questão será analizada 

no fim deste capitulo. 

A segu~r estudaremos uma eKperién~ia ~om interferén~ia 

quántica, equivalente ao das duas fendas. 
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A 

(6.1). EXPER!ENCIA DAS DUAS FENDAS. 

Uma das ma~s recentes demon~traç~o de interferência quAntica, 

na experiência da~ dua~ fenda~, foi realizada por A. ronomura ( 17 ) 

e colaboradore~, utilizando um micro~c6pio eletr6nico equipado com 

um biprisma de elétrons, cuja funç~o era oca~ionar interferência. 

E~ te processo é feito de 1.1ma forma a ser equivalente a um biprisma 

6ptico. A interferência é registrada num contador de elétrons 

(filme fluorescente concrolado por monitores) e a experiência é 

realizada enviando-se um elétron de cada vez (~eparaç~o virtual de 

500 metros). 

FlG (4) 
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O principio d~§te biprisma foi inv~ntado por MOllenstedt ~ 

DUc:ker, ~m 1956. Est~ di§positivo consi§t~ de dua§ placas 

paralelas com um filamento entre elas, c:om um potencial em torno 

deste, dado apro~imadamente por: 

V(X,Z) =v [log(~ 2 /b)/log(a/b)] 
a 

( 6. 1) 

Onde V =10 V ,a=0.5, ~m b-5mm ,c:onsideramos a funç~o de onda 
a 

do elétron inc:id~nt~ c:omo ik z 
~ z qu~ estA já renor-maliza.da p~lo 

fator ~ ,e que ao sofrer defle~~o transforma-§~ em: 

lf'(~z) = OI e'~ p (i ( I( Z 
z 

I V(~,z· )dz') l 

-rn 

que é conhecida como apro~imaç~o de> Glauber e, 

(6.2) 

que consiste 

fundamentalmente> em e>~pandir a raiz da soluç~o da e>quaç~o eikonal 

quando h
2

K
2

t2m >> eiV(~,z) I, c:omo é no caso desta e~periência. z 

Por c:ontinuidad~ da funç~o 

transforma, c:omo ~stA indicado na fig (4) em: 

'I'= 01 e~p(iK z)c:os(k ~~ 
Z X 

K =(ne V /h v 1ogb/a) 
x a z ; v =c:/2 z 

onda ,esta. se 

(6.3) 

(6.4) 

Nesta apro~imaç~o 01
2 

re>pr~§~nta o co~fic:i~nt~ d~ transmiss~o da 

funç~o d~ onda provocada pelo biprisma.Os valores dos param~tros 

• utilizados nesta e~per~nc:ia s~o O§ s~guint~§: a.=O,S,um , b=5mm ' 
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v = c/2, V = 10 V, K z a x 

o_l 
= (~/900)A ,onde os eletrons s~o emitidos 

o o 
com um ~=0.054 A. Deste modo,o espaçamento das faixas é d = 900 A, 

e a amplitude da func~o de onda estaria dada por: 

Temos então que o potencial quântico, teria a forma 

(6.6) 

Para calcular a distribuiç~o de probabilidade de 

impactos das particulas, determinaremos o tempo de permanência dos 

elétrons neste potencial quântico, de forma a ser: 

~t =I ~X 

v 
X 

A velocidade do elétron no eixo x é : 

v = 
hK 

X 

x m 

(6.7) 

(6.8) 

z ' O fator a n~o e determinado nesta experiencia,devendo ser 

estimado em primeira instancia de forma autoconsistente,e devemos 

recordar que n~o adotamos a hip6tese probabilistica usual,assmi a 

porcentagem de eletrons trasmitidos pelo sistema 6ptico n~o e 

exatamente equivalente ao coeficiente de transmiss~o da onda 

quàntica.Podemos esperar que se o pacote de onda inicial se 
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encontrass~ mais ~Mt~ndido qu~ o feixe d~ eletrons, o coefici~nt~ 

de transmiss~o da função de onda seria menor que a probabilidade 

de transmiss~o das particulas, dadas as possiveis perdas lat~rais. 

Na Fig (5,a), é comparada a previs~o da interpretação usual. 

1~1 2 - cos2 K X ,com as probabilidades desta nova formulação para 
X 

valores de a-9/10 mostrada na Fiq (5,b) ~para a-7/10 na Fig(5,c). 

Há uma defasagem em n/2, entre ambas formulaç~es. Porém esta 

não é observável, devido ao fato que esta depende das fases 

iniciaes da função de onda adotada • 

P(x) 

c' l\lv\)\j\ 
~ 

JU I~Í I\ 
I \ I 

........_.1 \ 

r 
11 \ 

) 

X 

FIG (5) 
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Tonomura estimou através das m .. didas .. xperimentais.uma 

desviação de 10% com r .. sp .. ito a pr .. visão taórica usual, e sQgUndo 

este autor,esta seria ocasionada pelos efeitos d .. difração com o 

biprisma. 

De acordo com esta neva teoria d .. pot .. ncial 

quAntico ,as particulas estariam com maior probabilidad.. nos 

extremos superiores do pot .. ncial quAntico, onde sua velocidade é 

m~nor. 

O número total d'" '"létrons numa r .. gião [R1 ,R2 J é dada 

pela integral ellptica do tipo: 

Onde A 

2 
p = 

o 

--2-
l+a 

fator de normalização 

probabilidade, que .. dada P'"la função eliptica: 

-1 
A = k In K(p) ~ 

X 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11) 

da d .. nsidad .. d .. 

(6.12) 

Est .. s co .. fici .. ntes devem ser utilizados no caso d .. s .. tratar 

da avaliação em unidad .. s absolutas da densidade de probabilidade, 
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o que n~turalmene implica na contagem de todos os impactos 

eletronicos. 

Segundo a interpretaç:o usual a forma do pacote de ondas 

seria diretamente observável através da própria distribuiç:o de 

impactos.Nesta nova formulação a onda e a particula são dois entes 

diferentes, assim a forma do p~cote de ondas poderia ser também 

deduzida de forma autoconsistente. Para estimar a dispersXo ~K do 

pacote de onda, de maneira aproximada, podemos fazer uso da 

relação ~X ~K ~ 1 (a um nivel de função de onda). A qual, permite 

conhecer o ~K através da distância minima X, onde o ti~o de pacote 

analizado, ainda interage com ele mesmo. Em geral, neste tipo de 

experiência s:o observadas poucas faixas n1tidas de interferência, 

porém, isto pode ser devido a distribuição de elétrons, que podem 

estar concentrados num feixe, produzidos pelos efeitos de refração 

ou de difração como particula. Assim esta distribuição F (x) deve 
p 

multiplicar a probabilidade de parmanência anteriormente 

calculada,isto é : 

P(x) <:> 
-1 

F(x)lv 1 
p X 

(6.13) 

De forma a modular esta densidade, na fig (ó) é mostrada uma 

distribuição de impactos de nêutrons obtida em uma experiência de 

duas fendas(lSl, onde se estimou um coeficiente de transmissão dos 

el~trons, como sendo da ordem de 9/10. 
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e interesante notar um fundo minimo de impactos no centro das 

faixas de interferência,e este fundo resulta ser exatamente a 

grande particularidade desta nova formulaç~o .Notemos também que a 

medida que o potencial quântico diminui, a visibilidade das faixas 

deveria se reduzir.Resultado que se apresenta em diversas 

. . ( 19 20) 
exper1ênc1as ' , e que parece ter sentido fisico devido a 

dificuldade de imaginar que um potencial n~o dependa de uma 

amplitude, como por exemplo, ao de coeficientes de tr~nsmiss~o.No 

entanto, isto parece ser o caso da antiga teor1~ de de 
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Brogli~,ond~ ~stas amplitud~s s~riam canc~ladas. 

Em uma outra ~xp~riência r~alizada por J. Komrska 121 lond~ é 

utilizado o mesmo tipo d~ biprisma, as distribuiç~es de impacto 

são comparadas com cálculos ~laborados d~ uma t~oria d .. 

difração,ond~ é obtida uma r~lativa boa concordância com o tipo d~ 

t~oria d~ difraç~o assumida. e ~vidente qu~ pequenos efeitos de 

difração pod~m ter um pap~l d~terminant~ na comprovação 

experimental de cada formulaç~o. 

Not~mos que ao consid~rar estas funç~~s d~ onda s~m 

~feitos de difração na t~oria de de Brogli~, t~mos que: 

K X = 
X 

(6.14) 

qu~ naturalmente não corr~spond~ as expectativas ~xp~rimentai5. 

Como mostramos ant~riorm~nte na secção (2.4)' foi necessário a 

inclus~o de funç~es d~ onda d~rivadas da formulação d~ Feynman, 

para obt~r resultados compativ~is com as exp~riências. 

Dev~mos notar que existe uma outra. possibilidad~ 

int~rpr~tativa na teoria do pot~ncial quAntico de d~ Broglie, se 

considerarmos a amplitud~ A como purament~ positiva, ou seja, se 

assumirmos as coordenadas polares. Isto gera uma descontinuidade 

nas derivadas ,no caso d~ ondas planas, produzindo poços estr~itos 

atrativos tipo deltas d~ Dirac, nos zeros de ~· Porém, isto não 

provoca grandes consequências pois ~sta alteração tem m~dida nula. 

Existe também um outro fator que deveria s~r considerado n~sta 

nova teoria,como por ~x~mplo, as condiç~es iniciais dos elétrons 

na saida do filamento incandescent~, como é sugerido por Bohm na 
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sua teoria de variáveis es~ondidas. Se bem que esta hipótese será 

coerente cem a nova formulaç~o. neste caso parti~ular, podemos 

negligenciá-la, como veremos no pr6~imo capitulo. 

(2. 7). COMENTÁRIOS. 

A determinação da constante do novo potencial quântico 

poderia ser abordada de maneira diferente se considerarmos que a 

~onstante r dependa de outras ~onstantes fisicas. instrutivo 

assinalar que nos casos de interferências de elétrons, ao 

função de onda normalizada, seria adequada uma 

Porém esta constante não se 

mostra de acordo ~om as interferências observadas nos 

nêutrons, dado que a amplitude do potencial quàntico seria muito 

pequena. 

Se conjecturamos uma. dependência com outras constantes 

fi~ic:.as c:cmc ma$Sa, c:a.rga., etc;cs fenomenos nitidos de 

int .. rferência. dependeriam s"'nsivelmente da con<5tante de 

normalização da função de onda., i<5to é do comprimento de onda, o 

que não parec"' ser o caso. 

Devemo"' ressaltar, no entanto, que e~iste uma outra forma d"' 

definir a ~onstante r. sendo esta. o inverso do valor má~imo de 

[~(r 0 J[ 2 , i<5to ~.na região das condiç~e"' iniciais.(em muitos casos 

e<5ta última definição de r equivale a originalmente proposta) 
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CAP f TULO I li 

(3.1). EFEITO AHARONOV E BOHM, 

Na presença de um potencial electrcmagnéticc, c potencial 

quAnticc deve adquirir uma forma consistente cem a própria 

equaç~c de Schrodinger,pcr conseguinte, 

ef.,tivc é: 

v = ~ q 
t? 
2m h c h c 

c potencial quAnticc 

( 3.1) 

O efeito Aharcncv e Bchm( 1 • 2 ) pede ser observado 12m uma 

"'xperiência similar ~ das duas fendas • quando se inclue um 

pot.,ncial vector, o qual é geralmente gerado por um solenóide 

"longo" (de forma a ter um campo magnético nulo no seu ext.,ricr), 

que se encontra entre as traj .. tórias dos elétrons , como podemos 

ver na figura (7l : 

Oesse mede, s~o evitadas as forças de Lorentz 13 l.Nc entanto, 

a funç3c de onda se modifica em cada trajeto da seguint., maneira: 

ie Pr ~ ~ . 
~=~O exp---J H dx;( 1/2m)(-1h7-

c; P;. 
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FIG (7) 

Consideraremos a mesma funç:i!:o de onda L\ t.i .i i ;;::.a,da. na 

experiência das duas fendas, mas devemos incluir ~ fa$e provoLada 

pelo potenLial veLtor, temos ent:i!:o: 

l 2 ~ ~ e/hL P Ã dx ( 1.3) 

Onde 1 Ã dx é o fluxo magnétiLo enc:err~do entre os 

trajetos • Este efeito de mudança da fase tem sido observado em 

diferentes experiênLias 
. (4-7) 

real~zadas ,_não possu1n!~o análogo 
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clássic:o. 

Uma quantizaç~o do fluxo magnétic:o(B) nas unidades 2rrhc: 
"' 2e 

-7 2 
10 gauss c:m tem sido também observada no efeito Josephson,onde o 

meio de propagaç~o dos elétrons é um anel superc:onduc:tor. e útil 

lembrar que o efeito Meisser Oc:hsenfel prevê um campo magnético 

nulo no interior destes materiai§, e que um fator 2 que aparece no 

fluxo magnético é interpretado c:omo devido a carga efetiva das 

quasi-partlc:ulas previstas na teoria BCS da superconductividade. 

Assim o potencial quántic:o adquire a forma; 

2 h
2 2 2 2 

V =a ---((K -2K c:os (K X +~ 
q 2 m X X X ~ 

( 1.4) 

Temos dois ~~:asas qualitativamente diferentes,que s~o 

mostrados na fig (8) onde determinamos por c:onveniénc:ia a c:arga do 

eletron e c:omo lei , definindo as magnitudes R ; L c:omo; 

; ( 1. 5) 

2m me: 

Nas experiências onde se c:omprova o efeito Bohm & Aharonov , 

são utilizados fluxos magnéticos de ordem hc/e gauss 
2 

cm que 

provoca uma desfasagem ~ nas faixas de interferências. Por outro 

1 d t . 1 t t . 1 6"d <
9 • 10 ' a o, o pc enc1a v~c or ex er~cr ao ~o en ~ e é da ordem 

de. 
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A~ a ( ~ ~ d~ )/2nr 
'P 

( 1.6) 

Em geral, a di~tànc:ia do ~olen6ide a plac:a que r·egistra o~ 

impac:to~ é da ordem de 10 c:m , e, ne~te tipo de e:<periência e 

utilizado frequentemente um mic:ro~c:6pio eletronic:o,com longitude~ 

de onda ~imilare~ a e~ta~ e~tudada~ na experiênc1a de duas 

fenda~.Ademai~, é comum que a~ faixas de interferênc:ia ~eJam 

amplificadas por outro sistema de lente~ eletronicas,fato que no~ 

-2 
indica que o termo L/R~lO , implic:ando a confirmaç~o do efeito 

Aharonov e Bohm ne~te novo quadro interpretativo.Ou seja ,é 

previsto uma simples mudança de fase devida ao fluxo magnético, e 

este caso pertence ao t1po da fig (8.a) 

E 
P<x> 

E 
h) 

Uq / 
o 

X 

____ ........., .. 
~~ 

FIG (8) 
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Sugerimos ent~o uma experiencia chave na qual é aumentada a 

intensidade do potencial vector, de m~neira a test~r o novo efeito 

que se mostra na fig(B.b), L/R~l • Nos trabalhos realizados em 

TObingen 9~o utilizados p&quenos solen6ides que dificultam maiores 

intensidades de corrente elétrica. Resulta instrutivo assinalar 

que para a verificaç~o experimental qualitativa deste possivel 

efeito, n~o é estritamente necessário que o solen6ide esteja no 

interior dos trajetos, o que facilita radicalmente a preparaç~o 

experimental. 

t importante notar que as zonas proibidas nas faixas de 

interferência, que s~o previstas nesta nova teoria n~o dariam 

margem a dúvidas, visto que, este efeito dependeria da corrente 

elétrica dentro do solen6ide,e n~o da difraç~o com o 

biprisma. Assim outras quest~as como a relevAncia das condiç~es 

iniciais dos elétrons, n~o seriam capazes modificar 

qualitativamente este possivel efeito. 

(3.2)-SCATTERING 

Nesta secç~o analisamos, as colis~es entre pr6ton-pr6ton e 

elétron-pr6ton, sem ~onsiderar o spin, nem os conceitos de 

particulas idênticas , que ser~o analisados posteriormente. 

Para a colis~o pr6ton-pr6ton , ao situarmos no centro de 

massa, a expressão assint6tica da funç~o de onda, é a seguinte: 
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2 
e -2 f:t 

--sin (-l 
4E:r- 2 

ikr 
e ( 2-1) 

Poten~ial QuAntico (autointeraç~o). Assim ~ste adquire a forma: 

h2 
(-4 

2m r 

2 f:t 
~osec (--) 

2 

2 
+ e 
~ 

r 
=m=m /2 . p 

(2.2) 

Desenvolvemos uma simulaç~o numérica para o registro das 

trajetórias, ~endo que esta ~onsiste fundamentalmente em computar 

através do método de Runge e Kutta, os lançamentos de um próton 

contra um outro em repou$o,com diferentes condiç~e$ iniciais~~omo 

indica a figura (9) (respeitando a uniformidade do parâmetro de 

impacto s l 

'o 

FIG (9) 

58 



Lembramos a relaç~o entre os Angulos 

laboratório ~om o do ~entro de 
1 

massa el b= - e ' a 
2 

~m 

do sistema do 

que é ne~essár~a 

para a redução a um Laso de um ~orpo. Fixamos então um raio 

arbitrário r·, de maneira a registrar o Angulo ~j da partiLula 

emergente neste r·.A s~metria azimutal nos permite fazer uma 

análise bidimensional,porém a densidade angular de difusão deve se 

multipliLar pelo fator 2n(j+1/2), para a tr~nsformação ao 

tridimensional,( dada ~ondição da uniformidade do parAmetro de 

impa~to). Uma forma de obter a probabilidade de difusão, é o de 

dividir em diferentes setores angulares, Lomo por exemplo,n/1000, 

de maneira a somar todos os Lasos de emergen~ia angular que se 

en~ontram nas mesma~ divis~es~ o programa é conferido 

iniLialmente Lom os modelos Llássi~os de difusão, o que nos indi~a 

a ~onstante de proporLionalidade da se~ção de probabilidade de 

s~attering.Assim, para um caso de 2,4 MEV (Lab), incluimos o 

Poten~ial OuAnti~o que apresenta a forma indi~ada na f1g (10) 

FIG (10) 
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Como podemos observsr a força repulsiva deste potenc:ial, 

impede um retorno do próton,visto que este não o deixa se 

aproximar demasiado da outra part1c:ula, porém favorec:e os desvios 

intermediáriosw Comparamos então na fig (11.a) os 

' t . (11,12) 
a)(per1.men a~s c:::om o c:a.so puramente c:oulombiano 

dados 

( 1 inhas 

entrecortadas), e na fig(11.b) está representada a simulação 

numérica. 

O I!', --r-----,-----,---,-, 

OA -

a) o 3 -

1 
I I 
I I 
1 I 
I , I 
\";----' -/ 
I ' Q I ; m 1 

I f / 

\ l'iMI)n (/)} I 

' I '- / 

~----~--~~~~-~~~-~-~----L-'----~ 0 o· go• 

-

0.1 ·-

180" 
'__,.. 

o.s 1 ,---.~~~-------,--.., 

0.4 

b) 0.3 

FIG (11) 
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A dis~~epAncia pa~a o~ ângulos de ~eto~no podem se~ ge~ados po~ 

dife~entes fato~es, que enume~amos: 

!)Como estes casos ~orrespondem a s~atte~ing de tipo ~asante1 

o spin, fo~ças de tipo nu~lea~, e modelo~ de dist~ibuiç~o de carga 

deve~iam se~ in~luidas.Devemos lemb~a~ que a p~6p~ia inte~p~etaç~o 

usual deve acudi~ a estas ~onside~aç~es,pa~a obte~ uma labo~iosa 

conco~dAncia te6~ico- expe~imental. 

2)Temos utilizado uma soluç~o a~sint6tica,válida pa~a k~• 1, 

o que pode~ia explica~ estas disco~dAncias . Também , se adotou 

pa~a maio~ simplicidade, que a onda quAntica eme~gente está 

p~esente antes da p~6p~ia '' difus~o da pa~ti~ula". Fato que 

signifi~aria que o pa~ote de onda in~idente é muito estendido. 

Devemos nota~ que em te~mos de po~centagem total estas 

disco~dAncias s~o pequenas, e assim podemos conside~a~ que estes 

~esultados s~o en~o~ajado~es.Fo~am também checados out~as gamas de 

ene~gias n~o ~elativistas apresentando o mesmo g~au de 

~ 

conco~dancia teó~ico-expe~imental. 

(3.3)- ESTADOS NÃO ESTACIONÁRIOS 

Estimamos que a formulaç~o da teo~ia de estados n~o 

estacioná~ios deve se~ análoga à axiomática p~obabilisti~a usual. 

A ~az~o desta hipótese é que um tipo de n~o-localidade também se 

imp~e nesta nova fo~mulaç~o. Devemos lembra~ que a equação de 

autovalo~es p~essup~e condiç~es de contorno sufi~ientemente 

61 



distantes como para ser assumida por uma teoria puramente local, 

(nos seus tempos de transiç~o). Assim estimamos que a geraç~o da 

funç~o de onda qu~ntica processada nos estados 

estacionários, e que estes devem possuir um caracter n~o 

local. Ademais, os fenomenos de emiss~es e absorç~es apresentam 

grandes dificuldades para uma descrição puramente determinista. 

Parece então, ser necessária uma ruptura da localidade e 

do determinismo, a qual podemos introduzi-la , se considerarmos 

esta formulação como um limite não relativista de uma teoria 

covariante. Esta versão probabilistica não local pode ser 

incorporada nesta nova teoria se postularmos uma fractalização da 

' metrica nos estados não estacionários. A adoção da interpretação 

ortodoxa para os estados de transição pode ser justificada 

matematicamente se procedemos de forma análoga a formulação 

lagrangeana da teoria mecanica relativista 
(13) porem quando 

conjeturamos a existência de um fator < 1 +6 < M < I'P I l , t l l que 

multiplique o intervalo ds, temos então: 

L~-ó
3
(r-r(t))(mc ds (l+G((MilJII),t)) +V (r)+ v (lJI,VlJI,.)l 

c q 
( 3. 1) 

b) M<I'Pil=O (Estado estacionário) (3.2) 

Se exigirmos que o fator G((MilJII),t)) seja igual a zero para 

os estados estacionários (ver (3.2bl), obteremos a formulação da 

nova teoria de potencial qu~ntico no limite n~o relativista ; e 

se nos estados não estacionários este fator não for diferenciável, 
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a velocidade da particula permanecerá indefinida(l4 ) Assim se a 

equação de Schrodinger continua a ser a condição que otimiza o 

lagrangeano em função das variáveis de campo, ent~o nestas 

circuntancias uma linha de raciocinio probabilistica similar a 

adotada por Born(l 5 ) se impõe para os estados não-estacionários. 

Como na interpretaç~o usual , consideramos que as emissões 

fotonicas são consequencia das transições da funç~o de onda e as 

probabilidades de transiç~o seriam determinadas pela axiomática 

probabilistica .A evolução temporal de um sistema no intervalo de 

emissão deve ser determinada através do teorema de Ehrenfest. De 

modo que,no caso limite (não estacionário ~ estacionário) podemos 

esperar que as condições iniciais de um estado estacionário 

obedeçam as distribuições de probabilidade da Teoria Quántica 

convencional;(condições iniciais que incluem os autovalores).Deste 

medo~ podemos interpretar os estados de transiç~o, Lomc um 

mecanismo probabilistico não local das leis quánticas de 

conservação Na análise da experiência das duas fendas 

consideramos que as posições iniciais dos eletrons ~ram 

aleat6rias,no entanto,como Jexp(ikzzol1
2 =1 , não foi necessária a 

inclusão destas condições iniciais de maneira explicita,porem o 

foi de forma impllcita ao supor que a part1cula e a funç~o de onda 

surgiram da mesma região do espaço no filamento incandescente. 

Resulta instrutivo assinalar que ao conjecturar esta hipótese 

de 1ndole probabilistica não local, evitamos a exigencia de um 

sincronismo temporal entre as energia total do sistema e a energia 

quántica imposta pela equação de Schrodinger Dado que se 

' adotássemos uma descrição em termos de equações dinami~as 
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clàssicas para os estados n~o estacionàrios, a dependencia 

temporal das funç~es de onda no potencial quàntico perturbaria a 

partícula de uma forma n~o conservativa , devendo neste caso se 

impor um tipo de ligadura ad hoc. D•vemos enfatizar que nosso 

interesse n~o e o de preservar todas as intuiç~es de índol• 

clàssicas ou relativistas, se n~o a de possuir um sistema lógico 

operacional livre de contradiç~es. 

~ interesante notar que durante os estados estacionàrios, 

podemos assumir os principies relativos a uma métrica bem 

definida, e devemos também lenoorar que as relaç~es relativistas 

s~o comumente utilizadas na própria teoria quàntica convencional. 

Assim esta nova conjectura dualista nos permite contornar uma 

axiomàtica sincrética. 

R.Feymann elaborou modelos de radiaç~o electromagnética,com 

(16) potenciais avançados e retardados no tempo. Este autor foi 

motivado pelo problema tiplco , de como uma partícula carregada 

recebe a informaç~o das deformaç~es de seu campo electromagnético 

provocadas pela sua própria aceleraç~o. Em nossa interpretaç~o, as 

regras de conservaç~o que s~o processadas nos estados de transiç~o 

n~o s~o obrigados a respeitar o principio de localidade 

relativista. Desta forma, podemos estimar que os valores iniciais 

de energia num espectro semicont1nuo regulam, durante os estados 

de transiç~o 
' as perdas fotonicas de energia do campo 

electromagético. 

As quest~es suscitadas pelas desigualdades de Bell que s~o 

estudadas na secç~o (8) ,tambem sugerem uma teoria quântica n~o 

local,de maneira que este dualismo ,local-n~o local, parece ser 
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necessário se n~o desejarmos uma axiomática sincr~tica. 

A hip6tese feita por Bohm ,de que variáveis escondidas fazem 

corresponder estatisticamente as condiç~es iniciais de um sistema 

de modo a ser coerente com as probabilidades Ouànticas(cap 2 

sec 4),parece ser equivalente a nossa hip6tese .Todavia, as 

condições iniciais de Bohm se ajustam de acordo com o valor de 

vs. de modo a aceitar um tipo de sincronismo entre particula e 

' 
funç~o de onda.Isto é , se um principio sincronico é assumido ad 

hoc, efeitos n~o locais seriam somente uma manifestaç~o particular 

desta forte condiç~o que presume um tipo de ordem implicita. 

(3.4).0SCILADOR HARMONICO 

A equaç~o de Schródinger para um oscilador harmonico 

unidimensional é: 

----
2m 

1 

2 
E '11 ( 4. 1) 

O Potencial Ouàntico para o estado fundamental é da 

seguinte forma : 

v "' a - 1) 

2 
-(_x_) 

e 
X o 

(4.2) 

A densidade de probabilidade se obtém adicionando este novo 

potencial quântico ao potencial clássico v "' c 
1 

2 

2 
mwx para 

determinaç~o da velocidade da particula.Devemos também multiplicar 
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das condiç15es iniciais 

postulado na secção a.nte~1o~, de forma. a ter : 

-•lz 
v - v ) 

c q 

"'#i) c:cmo foi 

( 4 '3) 

Podemos obse~va~ na. fig (12.a) que estes ~e'5ulta.dos são 

intermediários entre a teo~ia quàntica usual P- a mec:â.nic:a 

clássica. fig (12,b) ent~etanto as medidas expe~iment~is são em 

geral de caracter espectrográfico(i7 ),resultando na dificuldade de 

estabelecer critérios para avaliação desta. previsão.Ademais,estas 

deve~iam depender do método experimental utilizado ( e~pec ialmemte 

de como se pertu~bam os niveis de ene~gia do s1stemal.No fim deste 

cap1 tu lo propomos um novo método óptico de observ•w"o que se 

de~iva desta nova visão Ouàntica. 

I· 
p 

i: 

O) 

o.sx. 

FIG (12) 
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D~v~mos r~5saltar qu~ s~ utilizarmos a constant~ ~ como sendo 

o inv~rso do valor máximo d~ 1~1 2 (como foi sug~rido tamb~m no 

fim do capitulo 2), os pontos de r~torno§ coincid~m com a mecanica 

clássica,isto ~, est~o localizados ~m + x0 

As previs~~s das t~oria9 de d~ Broglie ~ Bohm par~c~m s~r 

menos ~ncorajantes para est~s casos,( no s~ntido d~ uma mediç~o 

individual), dado que nas m~5mas, d~v~ s~ pr~sumir um estado de 

repouso. 

(3.5)~ ESTATISTICAS E MUITOS CORPOS 

A introduç~o da equaç~o de Schr~dinger para muitas 

particulas deve consistir na integraç~o por partes de uma 

funcional hamiltoneana, que junto ~s condiç~es de normalizaç~o no5 

permita a obtenç~o desta equaç~o • Oe5te modo, o func:icnal a 

otimizar é o próprio potencial quàntico ~fetivo , que apresenta a 

forma: 

2 
+ ••• l'''x~l 

n 

As ~quaç~es de movimento s~o do tipo: 

H. 
l. 

2 
d r. 

l. 

~2 

F a. remes 

"1 V (x. ,.,x ) 
x. c: l. n 

l. 

sOmente alguns 

"l V (X. , •• x ) 
xi q l. n 

comentários essenciais 

particularidades deste campo quàntico: 
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As estatisticas de Fermi-Dirac e as de Bose-Einstein,s~o 

deduzidas de forma usual;isto é, no caso de se tratar de 

particulas idênticas, as propriedades do operador de permutaç~o na 

de Schródinger sugerem ou 

antisimétricas da funç~o de onda. A degenerescência da funç~o de 

onda ante as permutaç~es inobserváveis entre as particulas 

idênticas resulta ser a causa das estatisticas quànticas. Dev~mos 

notar uma vez mais de que em nossa formulaç~o, as energias 

iniciais do sistema s~o deduzidas da funç~o de onda.A noç~o de 

estados estendidos é completamente irreievante neste novo 

conte~to. Para muitos corpos podemos esperar que o potencial 

quàntico tende a zero,( dado seus termos individuais oscilantes).~ 

util lembrar que somente as condiç~es iniciais de energia s~o 

e~igidas para cada estado estacionário N~o postulamos uma 

correspondencia temporal sincronica entre a energia cinética 

individual de cada particula e sua energia inicial. A dependência 

espacial do potencial quàntico, mesmo quando a consideramos como 

sendo quase nula, pode provocar uma curta flutuaç~o,capaz de 

produzir variaç~es nas energias cinéticas das particulas. 

.Toda emiss~o ou absorção de f6tons, fonons,.etc; seria 

causada pelas transiç~es da funç~o de onda do sistema. Assim o 

conceito de entropia deve ser entendido em relação as 

possibilidades das transiç~es de energia de um sistema.''O Parado~o 

de Gibbs(iB)., deve ser interpretado então como uma tentativa de 

definir a funç~o de partição, em termos da energia cinética das 

particulas,que leva a magnitudes mal definidas. 

Em geral, podemos esperar que tratando-se de poucas 
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partlLulas (idênticas ou não) a LOndição s~guinte: 

E- V (~i, ••• ~.)- V (~., •• ,~.)=min 
c J q ~ J 

(5.3) 

nos forneLeria apro~imadamente a configuração mais provável das 

posiç~es das partlculas , para um estado estacionário. 

Um dos aspectos mais Lurio5o se oferece quando dois sistemas 

isolados Lomeçam a se apro~imar, como ,por e~emplo,um neutron e 

um pr6ton.Assim se imaginarmos , funç~es de onda relativamente 

' extendidas,o neutron não teria interação LOm o potenLial quAntico 

do próton e vice-versa. Este tipo de situação pareLe Lonferir un 

LaráLter subjetivo ao campo quántico, retirando-lhe certa 

realidade fisica. No entanto, deve também e~istir um potencial 

quAntiLo comum produzido pela interação entre estas partlLulas 

(gravitaLional,spinorial etc), de modo que nem sempre a função de 

onda individual de uma partlLula deve ser Lons~derada como 

observável. De qualquer forma, o conceito de linha de força sobre 

uma particula de prova,onde não se considere a função de onda 

total do sistema, deve ser abandonada neste novo Lonte~to teórico. 

(3.6). SPIN 1/2 

Intoduziremos o spin ,de forma similar a realizada por 

. (19) . 
Paul1 ,ass1m postulamos um potencial quAntico ef~tivo: 
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v =~ 

h2 * ~ -v ~(~ ê)) * ~ (6.1) ?~ X ?~ X - ~ (E ~ X ~ X q 
2m 

c 
2mc 

(a) X~ * .~·) x~x 2 
1~12= 1 (6.2) X = = (a =lal + 

~ 

Derivando nas equações de Lagrange pelas variáveis de campo 

é obtida a equaç~o e5tacionária de Pauli para 

part1culas neutras. Apesar de que nos estados estacionários a fase 

temporal de ~ desaparece do potencial quàntico, devemos inclui-la 

explicitamente, e o fator que contém a energ~a no potencial 

quàntico deve ser substituido por: 

(6.3) 

A generalizaç~o para as particulas com carga é evidente se 

introduzimos o potencial vector da mesma forma a como foi 

realizado na primeira secç~o. A seguir estudaremos uma das 

experiências mais contra intuitiva da Mecânica guàntica ,a qual 

consiste em enviar um feixe monoenergético de neutrons,de modo 

similar a experiência de duas fendas( 2 0) ,mas que num dos 

trajetos encontra um campo magnético B, capaz de provo~ar uma 

precess~o no spin do neutron, no seu tempo T de passagem pela 

regia~ de campo B n~o-nulo. 

(21 22) 
Os registros de impactos no detector ' confirmam as 

interferências previstas pela axiomática usual,as quais apresentam 

uma interferência destrutiva para o caso de uma rotaç~o do spinor 

em um ângulo de 2n , fato que se deve na teoria ao fator 
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semi-inteiro do spin do n~utron • A frequênc:ia de 

spinor é neste ca~o : 

w -
e B 

M C 
n 

g - -1.91 
n 

prec:essão do 

(6.4) 

~ prevista uma interferência quAntic:a do tipo c:os2 ck x 
X 

wT ) +--
4 

que resulta altamente contraintuitiva,devido ao fato de que uma 

rotação do spinor em 2n , provocaria um efeito observavel,que 

desaparece para una rotaç:ío de 4n • fato foi motivo de 

grande interesse, 
(23) 

por e:<.,mplo, Wheeler o ilustra grá f ic:amente 

através da analogia segu1nte: 

(.~----

FIG (13) 
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Esta r~presentaç~o par~c~ t~r dado num sentido 

heuristico um impulso a t~oria de fibrados aplicadas a 

quAntica. 

Porém a interpretaç~o deste ef~ito é d~ grand~ simplicidade 

nesta nova formulaç~o , d~vido ao fato que nao presumimos uma 

id~ntidade entre funç~o de onda e particula .Se calcularmos a 

interferência das ondas pr6ximas aos detectores (B~O) por exemplo, 

para um spin inicial z+~(~),devemos ant~o considerar a defasagem 

provocada pela diferença da evoluç~o temporal da funç~o de onda 

entre ambos trajetos que é: 

-iEt/h iK Z 
e e :z ( e 

iK X 
X 

-iK X-iwT/2 
+ e x ) 

O Potencial QuAntico r~sulta ser ent~o: 

v ~ 
q 2m 

WT 

4 
) ) 

(6.5) 

(6.6) 

Temos adotado um pacote de onda similar ao da experiência de 

duas fendas, analisado no cap 2,de modo que este efeito deveria 

ser devido pura e simplemente a diferença de fase provocada por 

uma evoluç~o temporal diferente da funç~o de onda entre seus 

trajetos. 

(3.7)-ATOMO DE HIDROG!NIO 

Ao situarmos no centro de massa, a equaç~o de Schrbdinger 
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para o átomo de hidrogên1o no seu estado fundamental, temos; 

d
2 r 2 2 2 

dr2 + 1(1+1) h /2mr- e /r) ~(rl=Eo ~(r) (7.1) 

O poten~ial quànti~o na ausen~ia de ~ampo magneti~o n~o 

apresenta dependên~ia e:<pl1~ita do spin,para o estado fundamental 

do átomo de hidrogênio e este resulta ser: 

., 2 2 
v ~( e e /(m +m ) ( 7. 2) = ~o -- ;m.:m m 

q 
•o r P e p e 

r h2 
( 7. 3) 

~ = exp(-- ao=--2 o 
ao me 

A ~ondiç~o inicial do momantum angular 1=0 nos indi~a 

que o elétron ~ai ao núcleo :a fig (14) mostra ~ densidade de 

probabilidade a qual é cal~ulada de forma análoga a realizada no 

' oscilador harmoni~o. 

:I 
'· 

r 

1. 9a 

FIG (14) 
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o 
O valor media de r e da ordem de 0.72 A ,valor- que se 

o 
~nc:ontra entr~ o raio teórico d .. Bohr igual a 0.53 A e o raio 

e - (24) o 
ionic:o experl.mental do hidrogênio igual a 0.84 A .No entanto, 

esta previsão parece apresentar um problema o qual se refere ao 

curto tempo de caida do elétron ao núcleo.Esta quest:irío é resolvida 

se lembrarmos de que toda transiç~o fotonica de energJ.a deve ser 

processada a um nivel de funç:irío de onda,e deste modo, n!:o 

deveriamos esperar um scattering com o núcleo As vidas médias 

dos estados ressonantes deduzidos pela teoria ondulatória , devem 

ser também respeitadas nesta nova formulaç~o. No exemplo das duas 

fendas a particula pode criar através do seu potencial clássico 

uma outra funç:irío de onda comum com o detector, o que possibilita 

uma transição energética. Devemos notar, que mesmo incluindo as 

forças nucleares, a axiomática usual deve prever aproximadamente 

os mesmos estados estacionários para o átomo de hidrogênio. Desta 

forma, deve ocorrer uma transmissão ou a reflex:irío do elétron, 

devido ao potencial nuclear .Esta interpretação não implica em um 

tipo de tunelamento semiclássico sobre barreiras de potencial, mas 

sim uma renúncia ao conceito de "substância clássica da mat.;,ria" 

' ~ 
como foi tambem abandonada pela teoria quantica de campo. 

Uma outra quest:irío a ser analisada e concernente as medidas 

realizadas nas experiêncJ.as com aparelhos Stern - Gerlach onde se 

observa um sp~n 1/2 quantizado nas direções do eJ.xo do gradiente 

do campo magnetico do aparelho .Resulta útil lembrar das antigas 

controvérsias dos análogos c1Assicos( 251 do spin.Isto é,o potencial 

quãntico relativo ao centro de massa nestas condições 

~xp~rimentais tend~ A zero, devido as soluções assintóticas do 
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tipo: 

lfl (r,&,<P) = 
-ikr 

e 

r 
lfl (&,4> ) 

De modo que nestas experiências deve ser medido o 

(7.4) 

mometum 

orbital do spin que pertence a parte clássica do lagrangeano. 

Notemos então que devemos conjecturar que o spin do elétron 

possue um análogo clássico. De forma que num cálculo mais refinado 

/ 

das trajetorias de particulas interactuantes devem ser 

/ 

consideradas tambem as forças de Lorentz provocadas pelos 

/ 

pequenos campos magneticos do spin. 

O mais importante na experiência de Stern-Gerlach, analisada 

de um ponto de vista da teoria de estados estacionários, e que a 

condição de quantização inicial do momentun angular magnético 

evita a longa precessão prevista pela teoria clássica . De modo 

que o itinerário da parti cu la ( átomo neutro ) seria do tipo 

l F t 2 f - l l d . - - l t ( 26 ) t . "- t - d 
-- como 01 ca cu a o 1n1c1a men e na eor1a quãn 1ca o 

2m 

spin. 
/ 

Resulta instrutivo assinalar que tambem e possivel ter um 

momentum angular não nulo nos estados s nesta nova formulação , se 

adotarmos as soluções da função de onda que são descartadas na 

interpretação usual por ser singulares na origem (r~o). Assim são 

~ 

obtidas órbitas semi- circulares próximas aos raios atomicos. 
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(3.8)- DESIGUALDADES DE BELL 

Se em uma des1ntegrac~a ou calis~a, s~a emitidas em 

sentidas apostos duas partlculas idênticas em estada singlet, e 

cujas polarizações s~o determinadas por dais detectares 

(Stern-Gerlach),que estejam pararelamente rodados em um ângulo 

podemos definir as 

probabilidades de coinc1dências como P(â,S) e que ~ calculada pela 

multiplicaç~o dos componentes quantizadas ± 1 das duas mediç~es. 

p 

/ 

/ 

p Fig (15) 
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Dar .. mos uma nova noção geométrica das desigualdades 

propostas por Bell( 271
• Considerar .. mos por simplicidad.. qu.. as 

particulas e seus spin emergem sempr,. d,. maneira idêntica. Assim 

se imaginarmos uma medição .. m cada uma das quatro configuraç~es de 

-> -> 
P(à,b') I IP<â' ,bl P(â' ,b' l I"' P(a,b)- + + 2 

(++) (++) + (++) + (++) I"' 2 

(++) (++) + (-+) + (-+) I"' 2 

(++) (+-) + (++) + (+-) I"' 2 

(++) (+-) + (-+) + (--) I"' 2 

(+-) (++) + (+-) + (++) I"' 2 ( 8. 1) 

(+-) (++) + (--) + (-+) I"' 2 

(+-) (+-) + (+-) + (+-) I"' 2 

(+-) (+-) + (--) + (--) I"' 2 

Podemos constatar facilmente qu,. .. sta quantidad .. está 

limitada por 2 (faltam na tab .. la a metade dos casos 

polarização em -1 ) . presumido 

iniciais impostas,por ex .. mplo,quando .. st .. s est~o sufici,.ntemente 

longe.Assim se impomos um comportam .. nto determin1stico ,onde a.§ 

condiç~ .. s iniciais s~o idênticas em todos os casos,cada spin dev,. 

se polarizar de maneira similar para com as outras mediç~es onde o 

detector encontra-se igualmente rodado,visto qu,. a part1cula 

sofreria as mesmas forças no caminho ao detector. 
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arbitrária ,a desigualdade deveria ser satisfeita para 

condiç~es imposta~.Outros tipos de desigualdades tem sido 

demonstradas ( 28 • 29 )por diversos autores,contudo,nem sempre as 

hipóteses s~o equivalentes. 

As previs~es da teoria quântica que em geral est~o de acordo 

com os resultados . t . ( 30) 
exper1m~n a1§ , podem violar esta~ 

desigualdades para certas configuraç~es angulares dos 

detectores. Fato que também ocorre com as coincidências de 

polarizaç~o de fótons de spin 1( 29 •31- 33 >.oe modo que este tipo de 

efeito parece proibir poss1veis teorias quânticas realistas 

locais.Na interpretação usual,. os e~tados estendido" de 

probabilidade e "eu colapso instantâneo impedem os argumento" 

deterministas locais apresentado" ne .. ta demonstração geométrica. 

Em principio podemos argumentar que uma n~o localidade pode 

ser adotada na no""" formulação, nos estado" de transição, 

provocada pela medição do spin • A fa"e de Berry é comumente 

t . l . d ( 34 ) d . t t • d f ... l l P A u ~ ~za a na e"cr1ç~o des e ~po e enomeno ndo oca • or~m 

resulta interessante fazer certos comentários. 

' Na interpretação "incronica de Bohm parece que o potencial 

quAntico deveria atuar a distancia e de forma instantânea para que 

suas previs~es sejam idênticas as quânticas. No entanto, exi,.te a 

possibilidade de "e tratar de uma questão de condiç~e" iniciais. 

Apesar de que em geral é enfatizada a primeira hipótese, a segunda 

é também adequada,dado que o sincronismo proposto por Bohm teria 

sua origem nas próprias condiç~es iniciais, as quai" dependeriam 
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de variáveis escondidas de indole não local. 

e ~mportante notar que na exposição geométrica da desigualdade 

de Bell,presumimos os detectores longe da região da emissão.No 

entanto, o fenomeno de quantização do momentun angular magnético 

na teoria de uma particula , deve ser obtida mesmo com campos 

magnéticos infinitesimais.Assim, uma pequena amplitude de um campo 

magnético não deveria ser negligenciada , e a superposição do5 

campos dos detectores na região da emissão, poderia ser a causa da 

violação das desigualdades de Bell.Os pequenos gradientes de campo 

magnético seriam diferentes em cada caso de rotação relativa 

entre os detectores. Deve~se enfatizar que nesta nova demonstração 

geometrica das desigualdades de Bell e absolutamente necessário 

que as condiç~es iniciais não dependam de mane~ra arbitrária do 

angulo relativo entre os dois detectores. Por exemplo, estimaremos 

qu~ um detector 11 ideal 11 se c:omporta de maneira a medir"" c:omo spin 

up, ,todos os spins que cheguem a ele ,entre o intervalo 

(~n/2+& ,n/2+& ),com respeito a seu eixo de simetria situado no 
a a 

ângulo & . Então, devemos impor que as distribuiç~es angulares 
a 

iniciais f do estado singlet devem sastisfazer as seguintes 

equaç~es integrais : 

2 
f (&,VB,V B, •. ) d& = 1 (8.2) 
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n/2 +&ab 

J f(&,9B,v2B)d& 

n/2 

(8.3) 

Supomos por simplicidade que & =n/2.,cuja a primeira condição 
a 

(8.2) é relativa a uma distribuição normalizada,e a segunda 

condição (8.3),é de satisfazer as probabilidades quânticas N que 

geram as coincidências P(â,bl 

~ ~ 

P!a,b)=N++ + N N -+ 
(8.4) 

As outras equaç~es que podem ser estabelecidas são equivalentes, 

$~ considerarmos as simet~ias óbvias entre spin up e 

down.Naturalmente podemos descartar as soluç~es factorizáveis 

~ ~ 

entre as variáveis a,b " Para uma possivel interpretação fisica 

destas distribuiç~es iniciais do estado singlet,é conveniente 

impor a condição de simetria entre os detectores f(&,9B, •• ) 

Uma simples inspeção geométrica intuitiva nos indica uma 

grande variedade de soluç~es possiveis (trata-se de uma equação 

funcional com várias variáveis). Resulta evidente que nem todas 

as emiss~es sairiam quantizadas no ei~o dos detectores,fato que 

deveria provocar uma precessão dos spins (segundo a formulação 

da teoria de estados estacionários).e óbvio então que deveriamos 
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se~ obrigado~ a aceitar pelo menos um e~tado de t~an~ição não 

local no caminho ao detector. Ent~etanto, isto não ~eria 

equivalente a adoção do~ me~mos a~gumentos quànticos tradicionai5 

pa~a com e~ta questão, pois e~tas t~ansiç~e~ não necessita~iam em 

p~incipio esta~ acoplada~ • Esta experiência hipotética não foi 

ainda realizada,já que a força de Lo~entz p~ovocada por um Stern-

Ge~lach sob~e particula~ ca~~egada~, dificulta~ia a obse~vaç~o da 

pola~ização do spin. 

Esta discu~~ão tende a evidencia~ a grande impo~tància da~ 

condiç~e~ iniciais,a~ quais podem se~ ~ensivei~ aos gradientes 

do~ campos dos detecto~e~. Assim ~eria intere~sante p~ovocar uma 

alteração dos gradientes de campo nas regi~es de emiss~o. ~ útil 

nota~ que nas experiências ~ealizadas com f6ton~ são em ge~al 

utilizados grandes polarizadore~,e que nem todas a~ 

experiências135 ) estão de acordo com a Mecânica Quàntica. No 

entanto, na expe~iência de Aspect as condiç~es iniciais pa~ecem 

se~ pouco ~elevante~, contudo, nesta não se varia sistematicamente 

os campo~ nas ~egi~e~ da emiss~o dos f6ton~. 

Devemo~ nota~ que uma análise geométrica do compo~tamento 

da distribução das polarizaç~es iniciais do estado singlet, dados 

por (8,3),para o caso em que p~esumimos que não há precess~o no 

caminho ao Stern-Ge~lach, deveria existi~ uma tendência a 

pola~izaç~o pe~pendicula~ das mesmas aos campos magnético~ na 

~egi~o de emis~ão, que em principio deve~ia apre~entar uma maio~ 

. 
inténsidade magnetica no eixo de simet~ia dado pelo angulo 

(l/2&ab).De modo que este tipo de pola~isaç~o inicial dificilmente 

pode se~ p~evista po~ uma ~epresentaç~o pu~amente clássica, 
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ao presumir uma super sensibilidade aos gradientes de ~ampo 

magneti~o. 

e ~onveniente notar também que a natureza dos dete~tores n~o 

s~o especialmente questionados na teoria quAnti~a 
(36) 

usual • Por 

exemplo, pare~em exitir várias maneiras de superpor ~ampos 

magnéticos para observar a quantizaç~o de um spin 112.o que 

resulta na difi~uldade de saber qual seria o dete~tor" ideal". E, 

se as probabilidades de deteç~o podem ser ou n~o modifi~adas 

através de pequenas alteraç~es dos ~ampos dos dete~tores.Todas 

estas quest~es s~o relevantes a nova formulaç~o. 

Diversos fisicos tais ~omo Selleri( 37 ) e Costa de Beauregard 

insistem que eviden~iar a n~o separabilidade n~o é o mesmo que 

sustentar uma n~o ~ausalidade. 

Existem várias correntes de opini~o ~on~ernentes as quest~es 

sus~itadas pelas desigualdades de Bell, e podemos assinalar que 

estas n~o apresentam uma resposta definitiva ao ~onhe~ido 

(38) 
paradoxo de Einstein ,Podolski e Rosen .Dado que os argumentos 

forne~idos por Bohr( 39 ) referentes a n~o separabilidade n~o 

respondem a violaç~o do prin~ipio de incerteza ~omo foi proposto 

originalmente neste ~ontrovertido artigo. Isto é, as previs~es da 

teoria quânti~a usual n~o apresentam correlaç~es ne~essariamente 

mais incertas do que as de uma teoria puramente clássi~a,dado que 

as probabilidades de ~oin~idén~ias positivas para &ab~o s~o nulas. 
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(3.9). EXPERlÊNCIA CHAVE. 

Finalmente propomos uma experiência de indcle ainda mais 

geral, que permitirá testar e:<perimentalmente uma gama maior de 

pcssiveis teorias quánttcas de campo gu~a. 

Se elétrons s~c en·•iadcs per um cátodo c, come se mestra na 

fig (16), onde a onda quántica pede seguir os trajetos 1 ~ 2: 

Fonte 

Briprisma 

2 

Prisma Prisma 

8 i prisma 

Rede de difração 

Fai)(.as de interferências 

FIG(16l 
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s~ int~r~alamos uma r~de de difração no traj~to 2 , como é 

mostrado na fig (16) d~ maneira que na part~ 2 as zonas ab~rtas 

da rede de difração (espe~ialm~nte ~onstruida) Loicidam com as 

zonas de maior amplitude da função de onda,podemos esp~rar assim, 

qu~ s~gundo ~sta nova formulaç~o d~ campo guia, que mesmo qu~ 

passem poucos elétrons pela rede d~ difração,a informação da 

pr~s~nça d~sta rede d~v~ria s~r nitidam~nte registrada p~las 

int~rf~rên~ias das ondas quânti~as ~ntre ambos os trajetos. Este 

fenomeno deveria ocorr~r segundo esta int~rpretação, d~vido ao 

fato de existir uma defasag~m ~quivalente a ~/2 ~om a teoria 

~ 

quantica usual, d~ forma que nesta nova formulação e menos 

' provábel d~ ~n~ontrar os ~l~trons onde a amplitude da função de 

onda e maior. 

Podemos generalizar ~sta experiência, pelo fato qu~ esta 

poderia fun~ionar também para uma vasta gama d~ outras possiv~is 

formulaç~es quânti~as. 

Exemplificamos uma outra teoria qu~ prop~e um potencial 

quántico V de maneira a ser quas~ ~onsistent~ ~om a teoria 
q 

usual,isto é, qu~ as densidades de probabilidade sejam da forma: 

(9.1) 

Assim esta ~xp~riên~ia poderia d~t~rminar a fas~ 6 d~sta 

formulação, dado qu~ a função de onda dev~ passar pela r~de de 

difração ~m proporção diferente da dos elétrons, oque seria em 
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principio, obs~rvável nas fa1xas de interf~rências, através d~ um 

controle do núm~ro de elétrons qu~ provem de cada trajeto 1 e 2. 

Dado qu~ a separaç~o da onda quàntica e da particula é 

impossivel segundo a interpr~taç~o usual ,a confirmaç~o de uma 

transmiss~o de informaç~o dada p~la funç~o de onda ,em zonas onde 

esta d~v~ria s~r quase nula (segundo a int~rpretaç~o probabilista) 

se apresentaria como uma contradiç~o. 

Intensos esforços tem sido realizados na d~t~cç~o de ondas 

(40-41) 
vaz1as ,no entanto os quadros te6ricos n~o parec~m ~star 

inteiramente bem d~finidos. 

Na interpretaç~o das variáveis ~scondidas d~ Bohm, a 

medição experimental de um campo guia, parece impossivel, po1s ~m 

principio se sup~e um p~rf~ito sincronismo entre a dinâmica da 

funç~o d~ onda ~ a particula. 

Como notamos no final do capitulo ( 2) • as r~lações de 

incerteza como àx àk~l continuan t~ndo validad~ a nivel da funç~o 

d~ onda,porem n~sta nova vis~o quàntica nada imp~de uma maior 

' 
determinaç~o das variáv~is dinamicas da particula como foi 

assinalado no fim da secção ant~rior. Por~m para os estados n~o 

~stacionários AS relaç~es de incerteza têm o mesmo significado qu~ 

a da interpretação usual. 

Pod~mos constatar que as antigas polêmicas ~st~o long~ de 

s~r~m purament~ s~mánticas • Assim finalizamos este capitulo s~m 

apresentar conclus~es definitivas, mas esperamos que as análises 

r~alizadas através da ~xposiç~o desta nova vis~o quàntica possam 

contribuir para elucidaç~o d~sta 
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CAPiTULO IV 

( 4 .1) INTRODUÇ1(0. 

As dificuldades que enfrentam as integrais de R.Feynman num 

conte~to de medida de Riemann (cap 1) , nos levam a procurar uma 

outra representaç~o integral, Procedemos ent~o a elaboraç~o de um 

método construtivo que nos permite a obtenç~o de uma soluç~o 

geral compacta para um potencial arbitrário. No entanto, este 

método requer para uma rápida operacionalidade a determinaç~o 

analitica de soluções e~atas de equações de diferenças 

lineares particulares. Este metodo entretanto,tem sido comprovado 

computacionalmente em uma grande variedade de potenciais. Uma das 

grandes qualidades deste método, é que este permite sua 

aplicaç~o ~ todas as equaç~es lineares • 

Estudamos em form.a. particular o c:aso estacionário 

unidimensional de uma particula, apesar da aparente simplicidade, 

este tipo de equaç~a diferencial linear de segunda ordem, n~o tem 

encontrado ainda uma saluç~o geral fechada e compacta 

Esta situaç~o acaba favorecendo o debate sabre o carácter 

fisico da funç~o de onda quàntica,e uma soluç~o geral seria por 

e~emplo, de grande utilidade para a comparaç~o analitica de 

diferentes casos e suas possiveis interpretaç~es SoluçOes 

. d (1) 
aprox~ma as como a WKB tiveram um papel fundamental na 

consolidaç~o da interpretaç~o ortodo~a. A pr6pria formulaç~o de de 

Broglie pode ser cons1derada como uma motivaç~o heuristica,dada as 
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relaç~es sugeridas pela sua equação de continuidade, que liga o 

momentum a densidade de probabilidade.Podemos pensar que uma 

solução exata e compacta 
' 

poderia ter um papel decisivo na 

análise interpretativa da função de onda quàntica. 

A ausência destas soluç~es analiticas compactas pode ser 

considerado como o principal problema da fisica matemática, e 

se encontra intimamente relacionada a uma grande variedade de 

quest~es, como fraç~es continuas, equaç~es integrais como as de 

Fredholm's, equação de Riccati, etc,. 

Os métodos desenvolvidos para a análise deste tipo de 

- - - d 121 t . equaçQc s~c var~a os , a1s como as trasformações de Laplace, 

método de séries de Frobenius ' funç~es de Green , .... ,et~. 

Entretanto, nenhum destes fornece uma solução geral compacta. 

Uma equação de primeira ordem linear 

através da seguinte regra de recorrência : 

y - y = ~ A y 
n n-1 n-1 n-1 

Que podemos escrevê-la como: 

y 
n 

lim ~ ~o 

,pode ser expressa 

(1.1) 

(1.2) 

Utilizando sucessivamente esta relação de recorrência 

temos: 

n-1 

Yn= v0 r-!11 +~Ajl 
J=O 
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Express~o que é equivalente a: 

n-1 

Y(n)=Y0 exp & <E 
j=o 

A ) 
J 

( 1.4) 

Relação que se obtém ao escrever o produto como soma de 

logaritmos. 

exp log (1 + & A. 
1 

= exp 
n 

& E 
i=O 

log(1 + & ( 1. 5) 

Adotamos esta introduç~o para mostrar a razão heurlstica da 

utilidade deste produto,neste caso simples.Generalizamos ass1m 

este método ao caso de uma equação linear de segunda ordem. 

e conveniente mostrar que o produto: 

n 
(2 1 

n 
1)(2

3
+1) 

n 
r 

••••• (2 + 1 ) 

o 

Esta afirmação a demostraremos pelo método do absurdo. 

Se; 

n 
(2 1

+1) 
n n n· 

(2 2 +1 ) •• (2 r +1 )=(2 1 +1) 
n' n 

(2 2 
+1 ) •• (2 r+!) 
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Ond~ O§ fator~§ comuns foram já §implificados. 

Obt~mo§ ~ntão uma r~lação do tipo: 

r 
2 m =O e 

A contradição r~sulta ~vid~nt~ s~ multiplicarmos por: 

-r 
2 1 

Ond~ r
1 

é o núm~ro natural minimo ~ntr~ todos os r. 
~ 

(1.8) 

(1.9) 

,a§§im 

r~§ulta impo§slv~l qu~ a adição ou §ubtração d~ números pares 

possam s~r iguais a 1. 

(4.2). SOLUÇ~O DA EQUAÇ~O DIFERENCIAL DE SEGUNDA ORDEM LINEAR 

A ~quação de Schrodringer estacionária unidim~nsional d~ 

uma particula pod~ ser escrita em t~rmos de uma relação d~ 

recorrência da forma: 

= E ~ n 

2 
~n+l-12 -~ (E -Vn)) ~n + ~n-l =O ;n c~ ;lim & ~O 

D~finimos R (z) como a solução geral d~: 
n 
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R 
1

<zl -(2+c (2n+1)-iz)R (z) +R 
1

<zl ~o 
n+ n n-

Definimos a função L (z,V-E) como o produto: 
n 

n 

Ln(z,V-E) ~r-r (1 + & ( 2J 

j=1 

+ 1) iz (V. -E) ) 
J 

.2 
l. ~-1 

A solução geral de ~n com as seguintes condiç~es iniciais: 

; ~1 - ~o= c f1 ' 

admite a seguinte representação integral: 

1/f 

~ =(1/2)lim J 
n t .. o 

-1/f 

lim f -.O 

(a R '(z)+(1 R ''(z)) L (z,V-El dz n n n 

3 
1/f 2: 2n 

R ''(z) •O R "(z)•&f o • 1 

Que são soluç~es particulares de (2,3). 
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(4.3)COMENTARIOS SOBRE O MeTODO CONSTRUTIVO 

llust~a~emos este método pa~a a condiç~o inicial B= O,onde 

denotamos: 

V.-E= a. 
J J 

( 2+&2 (V . -E) l =b . ; 
J J 

(j 2:2) 

c:om: 

a :b 
o 

1 + & (1 la 

lte~ando (2,1) temos, po~ e~emplo: 

n-t n-z 
=bb.b(1-

o i n 
E < b b. > -• + 

. \. \.-1'1 
E E <b 

1.. -t 

n- 3 

E E E (b b 
L i..+t 

i.. < k < l 

b 
k+i 

b 
k+Z 

i..<k 

b 
l+Z 

b 
l+3 

' 

= b • 

b 
k+t 

-1 
) + •• ) 

b 
hZ 

) -· 

Notemos que todas as combinaç~es dos p~odutos e a 
J 

contidas em: 

( 3. 1) 

(3.2) 

(3.3) 

est~o 

( 3. 4) 

De modo que LÁz,al pode se~ utilizado como ••backgrcund''~ e 

devemos imaginar então um método de elimina~ os 

que n~o pe~tecem a soluç~o ~ . 
n. 

O p~ocesso de eliminaç~o baseado 

produto(1,6);o qual pode se~ esc~ito como: 
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Lembrando( 31 uma eMpress~o das deltas de Dirac. 

lim 
f .. o 

1/f 

J eMp (ikz)dz 

-1/f 

'"' 
2f-1 k'"'Ü 
O k'"O 

.2 1 
;~ ;;;;;;- (3.6) 

Devemos notar tambem que o desenvolvimento de ~n contém 

sómente termos do tipo: 

( s. ,, ... k • , 1·) & IN 

Os elementos de L (z,a) s~o do tipo: 
n 

(m,i,k, •• l) & IN 

E os de R · ( z) • 
n 
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De modo que ao integrar com respeito a z, os elementos de 

R' (z) L (z,a), n~o s~o eliminados os termos de L (z,a), que 
n n n 

encontram seus produtos conjugados em R '(zl, 
n 

isto e, que n~o 

dependam dez (ver (3.5),(3.6)). Assim dado que R ' ( z) 
n 

possue a 

mesma estrutura que a soluç~o do desenvolvimento ~ ,este fornece 
n 

no produto os termos 
m 

& 

ver 

os indices 

(2.2),(2.3),(3.1)). 

lado,o "background" L (z a) contribue com os elementos 
n ' 

apropriados 

Por outro 

m 
& a_ 

~ 

a
1 

que n~o s~o eliminados pela delta de Dirac , lembrando oue a 

condiç~o da unicidade do produto ( 1.6) exige que 

(s'',i'' .• l'')~<~· ,i~ .. 1' ). 

A dependência geral com respeito as condiç~es inic~a~s 

arbitrárias evidente se utilizarmos a 

t - - l( 4 )d ~ ma r~c~a a equaçao de segunda ordem. 

~~(s) I= la~s) ~I I~( s) I 
(3.13) 

~(S) ~(S) 

:< o 1 

I I ds • 

~~(x) I 
s=O a(s) o I~(O) I 

(3.14) 
= e 

~(X) >p(O) 

Assim as soluç~es podRm ser decompostas em: 

1
)#(0) I 
~(0) = 1~1 + 1~1 

(3.1~) 

Que fornece a estrutura concernente as condiç~es iniciais. 

Uma caracE!ristica notável de5te mé_todo,é que ii. suficiE!nte a 
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dete~minaç~o bidimen~ional de ~omente uma da~ funç<'le~ R ( z l 
n 

ou 

Ln(z,a).Por- exemplo ~e dete~minarmos R
60

· (c.), a solução de '~'n será 

a cor~eta para n $ 60,e esta propiedade é consequência da 

unicidad .. do p~oduto (1,6).E; conveni .. nte mudar a origem pa~a uma 

aprox1mação de a uma exponencial simples do tipo 

exp(izn) assim ilust~amos a função R
60

· (zl na fig (18), 

n
0 

= 20; f = o.o001 ; c = 0.01. 

f 

-- '• .. ·· ·-...... ------~ ______ _....._ ___ ~ 
----- ----

·· .. · 

0,9 f 

z 

Fig. (17) 
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Esta funç~o par apresenta uma dependência linear com 

respeito a f, e este fato nos permite renormaliza-la de maneira 

que a integral (2,6) possa ser expressa entre os limites de 

integraç~o (-~,~);se substituirmos as funç~es R (z) pelas funç~es 
n 

-1 
normalisadas f R (z). 

n 

Apresentamos na tabela,a comparaç~o númerica entre os 

resultados deste metodo com diferentes intervalos de integraç~o 

2 
(-1/f,1/f) para o caso vn-n ,&-1, ~0-o; ~1=0.0 1 

n 1/f=100;17Z=0.1 1/f=1000;17Z=0.1 EXATO 

1 0.009 0.010 0.010 

2 0.049 0.050 0.050 

3 0.537 0.541 0.540 

4 0.982 0.972 0.967 

5 27.01 26.33 26.05 

Existem fundamentalmente duas fontes de erros numericos o 

primeiro destes e devido aos elementos discretos 17Z na integraç~o 

numerica de (2.6) e o segundo fator se deve a delta de Dirac (3.6) 

que se define para intervalos de integraç~o entre (-~.~). Assim 

para valores finitos este delta apresenta uma certa largura; de 

forma a n~o eliminar totalmente todas a series de produtos do tipo 

(2,4) que n~o apresentem a estrutura de R '(z).~ fácil 
n 

notar na 

tabela Que a medida que os intervalos (-1/f:1/f) da representaç~o 

integral (2.6) tendem ao infinito,os resultados numericos deste 

metodo melhoram. 

Para obter express~es analiticas e necessário avaliar o produto 
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Ln(z,V-E), (2.4), o que equivale ao problema da soma, como foi 

mostrado em (1.5). Isto e,temos reduzido de ordem a equaç~o (1,1). 

Uma maneira de expressar uma soma atraves de uma integral e dada 

pela teoria de residuos. 

n 
E (E-V.)(2j+i)iz= 

J=O J 
J (E-V((ll(2C+1lizrr cotrr( d( 

ABCD 

(3.16) 

Onde o circuito fechado ABCD deve incluir sómente o eixo real 

iz C iz 
positivo de O a n, e (E-V(() (2 +1) deve ser analitica em seu 

interior. Uma outra forma de avaliação deste tipo de soma e dada 

pelo teorema de soma de Euler( 5
) 

A grande expectativa desta nova representaç~o integral e a 

de uma fácil manipulaç~o analitica.Assim uma funç~o que seria 

conveniente determinar algebricamente é: 

n 

L' (z "l= 
n "> E (cosh (ot

0 
j (3.17) 

J•O 

; L (z,(3)=exp(c L' (z,{3)) 
n n 

(3.18) 

Ao derivar d(3L'n(z,(3li(3=0 obteriamos as express~es analiticas 

nec:essária§ para. esc:rever L ( z, V-E), 
n 

para c:asos onde 

potencial V é um polinomio arbitrário de grau n.Lembrando que 
n 

o 

n 

L ( z ' V-E ) "' .. X p ( & E 
n 

(3.19) 
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Esta soma possui propriedades lineares que fornecem uma boa 

operacionalidade deste método,dado que para vn polinomios de grau 

n,a soma (3.16) pode ser expressa atrav~s das superposiç~es das 

derivadas param~tricas (iguais o menores que o) de L · < z .rn. 
n 

A 

1ntegração parametrica de (3.17) daria lugar a obtenção da 

expressão analitica da soma (3.16) para casos onde V e uma fração 
n 

racional,fato que resulta da maior relevância,dado o grande poder 

apro~imativo do metodo de Painlev~ (que aproxima. funç~es 

arbitrárias V por express~es racionais). Da mesma mane1ra se 
n 

avaliarmos(3.17) para ~1 ~ possivel determinar a soma nos casos 

onde o potencial ~ exponencial ou trigonom~trico. 

Resulta diflcil dar uma interpretação fisica desta 

solução,mas certas analogias podem ser feitas com a teoria de 

difração para os intervalos onde n»z, devido a semelhança de 

(3,17) com as figuras de difração de fendas regularmente 

( 6) 
espaçadas • Dado que se trata de soluç~es da equação de onda, e 

possivel associar z ao vector de onda k, assim as funç~es R ( z l 
n 

podem ser interpretadas como sendo ondas incidentes ,e o produto 

L <z,V-El 
n 

como a enesima autosimilaridade de um fator de 

e -trutura(?) d- um• d · t 1 d d d t · 1 = ~ - re e v1r ua que epen e o po enc1a • 

Por outro lado, e~istem diversos tipos de produtos de valores 

únicos que poderiam ser utilizados para uma outra representação 

integral, por e~emplo: 

;g(nle IN (3.20) 
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'~ 2g(n) 
2~~ ) ;g(n) e IN (3.21) 

Este último apresenta para g(n)=+ n , a vantagem de poder 

analisar e compactar em duas variáveis c desenvolvimento em 

serie de L '(z,n). Assim é conveniente analisar em primeiro lugar 
n 

as projeç~es deste método. 

Uma generalizaç~o é possivel a diversa~ regras de 

recorrências lineares, como por exemplo, para uma do tipo: 

R 

+ 2 b + ( 7+& 
2 =O 

Yn+1 & Yn a Yn-1 n n-1 

Podemos então definir a função R* 
n 

( z ) como: 

* ( 2 2n +1 -iz R* +(7 ( 2 2n-1+ 1 1
-iz 1 R* 

+c ) +c 
n+1 n n-1 

E o 11

ba~kground•• deve ~~r: 

n 
+ c <2 2j-1 ... 11 iz l aj 

(3.22) 

=O (3.23) 

(3.24) 

De maneira que a expressão exponencial deste produto poderia 

ter c::cmponeontes comun~ aos 11 backgrcund 11 de outras regras de 

recorrências.Isto é ,se estes produtos s~o tabelados através de um 

tipo de função L' <z,nl, 
n 

seria c:cnveni~nte universaliza-los, 

definindo o número máximo de variáveis independentes que deve 
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apresentar uma regra de recorrência que pretende-se analisar por 

este tipo de representaç~o integral. Resulta instrutivo assinalar 

que o metodo de Runge Kutta tamb~m ~ suscetivel de ser tratado 

analiticamente para o caso de equaç~es diferenciais lineares, 

fato que permite aumentar o intervalo &,redefinindo um novo vj. 
' Uma poss1vel generalizaç~o deste metodo às equaç~es do tipo 

n~o linear, implica uma outra estrutura dos produtos únicos. A 

distribuiç~o dos números primos se apresenta c:omc uma 

possibilidade, dado sua unicidade ante produtos repetidos.Contudo, 

a sua distribuiç~o irregular deve apresentar problemas,mesmo para 

possiveis aproKimaç~es deste ''background", e que ademais deve 

apresentar as repetiç~es na série de produtos: 

n 

(1 + 

; ( (z) =7-iz 
4 

(3.25) 

(3.26) 

Seria ent~o conveniente uma representaç~o analitica mais 

simples para a universalizaç~o do "background" • 

O estudo dos pontos de ramificaç~o desta representaç~o 

integral pode fornecer um rápido mecanismo de obtenç~o dos 

autovalores da funç~o de onda.Assim também o estudo da 

estabilidade paramétrica das equaç~es diferenciais lineare-s 

poderia ser simplificado. 

Desta maneira,a representaç~o integral (2.6) requer para 
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uma boa operacionalidade um estudo analitico detalhado de certas 

funç~es especiais, o que serA motivo de trabalhos futuros. 
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