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“Embora isso possa parecer um paradozo,
toda ciéncia exata é dominada pela idéia de aproximacdao’
(Bertrand Russel)



Resumo

Frente a crescente demanda por uma alta producao de energia aliada a necessidade de dimi-
nuicao das emissoes de gases que potencializam o efeito estufa, o uso da termoeletricidade
se mostra uma alternativa viavel para, funcionando em conjunto com outras maquinas
térmicas, tornar os processos de producao de energia cada vez mais eficientes. Neste
trabalho estudamos o comportamento termoelétrico do trisseleneto de arsénio (AsySes)
cristalino por meio de simulagbes computacionais a fim de verificar sua aplicabilidade em
dispositivos termoelétricos reais. Esse estudo é feito por meio da solugao da equacgao de
transporte de Boltzmann semiclassica. A informacao sobre a estrutura eletronica é obtida
por meio de célculos de primeiros principios através da teoria do funcional da densidade
na aproximacao de gradiente generalizado. Os tempos de relaxacao sao estimados por uma
analise semiempirica através do ajuste entre dados calculados e experimentais. Por fim,
¢ feita uma anadlise sobre o comportamento da figura de mérito, e apesar dos resultados
para as amostras experimentais serem pouco expressivos, com valores da ordem de 1078, é
proposta uma engenharia da figura de mérito onde, lancadas algumas hipdteses sobre a
concentracao de defeitos com base em diferentes resultados experimentais, valores entre 2

e 10 podem ser obtidos.

Palavras-chave: Termoeletricidade, Teoria de Transporte, Teoria do funcional da densi-
dade.



Abstract

Faced with the growing demand for high energy production coupled with the need to reduce
greenhouse gas emissions, the use of thermoelectricity proves to be a viable alternative for,
working together with other heat engines, to make the energy production process more
and more efficient. In this work, we study the thermoelectric behavior of crystal arsenic
selenide (AsySes) through computer simulations, in order to verify its applicability in
real thermoelectric devices. This analysis is done by solving the semi-classical Boltzmann
transport equation. The information about the electronic structure is obtained from first-
principles calculations through the density functional theory in the generalized gradient
approximation. The relaxation times are estimated by a semi-empirical analysis using the
adjustment between calculated and experimental data. Finally, an analysis is made about
the behavior of the figure of merit, and although the results for the experimental samples
are not very expressive, with values in the order of 1078, engineering of the figure of merit
is proposed, where some hypotheses about the concentration of defects are launched based

on different experimental results, whence values between 2 and 10 can be obtained.

Keywords: Thermoelectricity, Transport theory, density functional theory.
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1 Introducao

Nos tltimos anos a demanda por energia elétrica mundial vem crescendo constante-
mente, saltando de um consumo de cerca de 14 PWh no ano 2000 para quase 24 PWh em
2017 [1]. Junto a esse aumento, temos a preocupagiao com os impactos climaticos causados
pela queima de combustiveis fosseis, o que faz com que o interesse por meios de producao
de energia limpa seja de grande interesse da comunidade cientifica mundial. Entretanto, no
cenario atual nos encontramos muito distantes de um mundo sem combustiveis fosseis. Na
figura 1, é apresentados as fontes priméarias de energia utilizadas na produgao de energia

elétrica em 2017.

M Carvao
uOleo
Gas Natural
B Biocombustiveis
B Nuclear
Hidroelétrica
M Edlica
Qutras

Total = 25.607 Twh

Figura 1 — Fontes de produgao de energia elétrica no mundo em 2017. Fonte: Referéncia [1].

Além da grande dependéncia de combustiveis fosseis, outro fator que chama a
atencao nesses dados, ¢ que com excec¢ao da producao hidrelétrica, edlica e algumas
outras menos expressivas, todos os outros meios de produgao (pouco mais de 70% do
total) utilizam a matéria prima como fonte de calor, que por meio de algum processo
termodinamico, é transformado em energia elétrica. Essas maquinas térmicas operam
geralmente com eficiéncia na faixa de 35% — 50% [2], o que, frente & producao total de
25,607 PWh, da qual cerca de 18 PWh sao advindos de maquinas térmicas, representa

algo entre 35 e 50 PWh de energia térmica perdidos por ano.

Esses niimeros ja sao extremamente expressivos por si s0, porém estamos falando
apenas do consumo de energia elétrica. Se olharmos para todo o consumo energético
mundial, incluindo por exemplo os transportes e uso industrial nao elétrico, esse uso de
energia sobe para algo préximo de 150 PWh por ano, com cerca de 95% da produgao
advinda de méaquinas térmicas [3]. Isso representa valores em torno de 300 PWh de energia

térmica perdidos anualmente no mundo.
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Se de alguma forma, for possivel aproveitar parte dessa energia térmica perdida as
emissoes de gases de efeito estufa, bem como as dificuldades geradas pelo aumento continuo
na demanda de energia podem ser reduzidas consideravelmente. Neste contexto, dispositivos
termoelétricos podem contribuir de maneira significativa no aproveitamento dessa energia.
Dispositivos termoelétricos sao aqueles que exibem o chamado efeito termoelétrico, ou seja,
quando submetidos a uma diferenca de temperatura é criado um campo elétrico no mesmo,
conhecido como efeito Seebeck [4], ou a aplicacdo de uma corrente elétrica da origem
a um gradiente de temperatura no sistema, o chamado efeito Peltier [5]. Esses efeitos
foram descobertos, primeiramente em metais, na primeira metade século XIX. Contudo,
a utilizacao de metais como materiais termoelétricos em aplicacoes de energia nunca se
viabilizou devido & sua baixa eficiéncia de conversao. Apenas em meados do século passado,
com a descoberta de materiais termoelétricos semicondutores [6], a utilizacdo de materiais
termoelétricos em conversao de energia passou a ser uma possibilidade real. Desde entao
vem ocorrendo uma intensa pesquisa voltada ao desenvolvimento e aperfeicoamento de

novos materiais termoelétricos.

A eficiéncia na conversao de energia em materiais termoelétricos, depende de uma
grandeza conhecida como figura de mérito, 27", definida como:
oS*T

T 1.1
=2 (1)

onde o é a condutividade elétrica, S o coeficiente Seebeck, T a temperatura e x a
condutividade térmica, esta iltima, ¢ composta por duas contribuicoes: a condutividade
térmica eletronica k. e a condutividade térmica por fonons ;. Dessa forma temos:
2

oST
S =2 (1.2)

Ke + Ky
Com isso, fica claro o motivo de metais nao serem bons candidatos a esse tipo de
aplicacao, dadas suas altas condutividades térmicas. Dessa forma, a busca por melhores
materiais termoelétricos tem por objetivo bons condutores elétricos que, apresentem ao

mesmo tempo, baixas condutividades térmicas.

Um material que recentemente vem recebendo muita atencao por exibir altas figuras
de mérito é o SnSe [7]. Como mostrado na figura 2, a estrutura cristalina desse material é
formada por camadas em que os atomos estao ligado por ligagdes covalentes e as camadas

sao ligadas por ligagoes tipo Van der Waals.

Ainda da figura 2, vemos que a figura de mérito nas dire¢oes cristalograficas contidas
nos planos das camadas (nesse caso, diregoes b e ¢) pode chegar a valores em torno de 2,5,
sendo essa, a mais alta figura de mérito ja reportada até o momento. As altas figuras de
mérito nesse material, sdo atribuidas em grande parte a baixa condutividade térmica da

rede que o mesmo apresenta.
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Figura 2 — Estrutura cristalina do SnSe e figuras de mérito para as dire¢oes cristalinas. Aqui,
diregdo a é perpendicular aos planos atémicos. Fonte: referéncia [7].

Além do SnSe e do seu similar SnS, existem varios outros materiais que possuem
caracteristicas quimicas e estruturais semelhantes, e assim, sao potencialmente relevantes
para aplicagoes termoelétricas, porém, ainda nao explorados. Um exemplo desses materiais
¢ o trisseleneto de arsénio (AseSes) cristalino, um composto calcogénio V-VI cuja estrutura
cristalina é monoclinica com os atomos arranjados em camadas, onde analogamente, as
camadas sao formadas por ligagoes covalentes e mantidas unidas por interacoes de Van
der Waals (figura 3). Antonelli, Tarnow e Joannopoulos estudaram intensivamente as
propriedades eletronicas e estruturais do AsySes [8,9] e obtiveram uma alta anisotropia
da massa efetiva dos elétrons, onde a componente perpendicular as camadas (diregoes a e
¢) é muito maior, enquanto que a paralela as camadas (dire¢do b) é muito menor, o que

favorece a mobilidade eletronica e, consequentemente, a condutividade elétrica.

Figura 3 — Estrutura cristalina do AssSes. A direcdo b é perpendicular aos planos atdémicos.
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Em um trabalho mais recente, Gonzalez-Romero et al. estudaram a condutividade
térmica dos fonons para o AssSes por meio de calculos ab initio [10]. Os resultados
mostraram que nas dire¢oes cristalograficas contidas nas camadas atomicas a condutividade
térmica por fonons é bem baixa, da mesma ordem que as encontradas no SnSe, enquanto
que na direcdo perpendicular as camadas a condutividade térmica da rede é ainda mais

baixa. Os resultados podem ser vistos na figura 4.

20 y T - T g T
As,Se, SnSe
15~ —0— a ---ra o
YRR —o—b b
> T --=-C
~ T O\O .o —O—c¢
4 ~O< TN~
- 0'-.. S~
E1.0 \ 0\0\0 ‘\__‘\ —
2 %o "O~0g_ . TT--_
g_l —J. - b ‘QtO\O\O 050‘0.__0‘0 == E
~*‘*~::"“:Q-Q:O~oﬁ ©-o
05 _"“--s::::EQ:Q:Q:Q:Q-
~0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0-0
0.0 : : : : :

300 400 500 600
Temperature (K)

Figura 4 — Comparagao entre condutividade térmica do AsoSes e SnSe. Fonte: referéncia [10].

Desse conjunto de resultados apresentados, fica claro que o As,Ses é potencialmente
favoravel para aplicagoes termoelétricas, a depender de suas propriedades de transporte.
Por esse motivo, propomos neste trabalho, um estudo computacional das propriedades
termoelétricas do trisseleneto de arsénio através de uma modelagem semiclassica dos
processos de transporte. Para isso, resolvemos a equacao de transporte de Boltzmann
utilizando da aproximacgao do tempo de relaxacao, o que ¢ possivel, desde que conhecida a
estrutura de bandas eletronicas do material, que também é estudada aqui por meio da
teoria do funcional da densidade (DFT).

Da analise das propriedades de transporte eletronico no AssSes através da solucao
da equagao de Boltzmann, pretendemos determinar o coeficiente Seebeck, a condutividade
elétrica, e a condutividade térmica eletronica, e tomando os dados citados para a conduti-
vidade térmica dos fonons, determinar a figura de mérito do trisseleneto de arsénio. Além
disso, é feita uma analise dessa grandeza com relacao ao potencial quimico e discutido
quais fatores sao importantes para otimizar a mesma, estabelecendo assim, sob quais

condigoes o trisseleneto de arsénio é ou nao viavel para aplicacoes termoelétricas.

Apesar de ser fundamentalmente de primeiros principios, este trabalho conta com

uma parte semiempirica que, além de permitir a determinagao de alguns parametros livres
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advindos da solugao da equacao de Boltzmann na aproximacao do tempo de relaxacao,
serve também como uma 6tima ferramenta de verificagao metodolégica, garantindo a

validade da estratégia utilizada para o calculo dos coeficientes de transporte.
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2 Termoeletricidade

2.1 Introducao

2.1.1 Efeito Seebeck

As primeiras observagoes de fendmenos termoelétricos foram feitas em 1822 por
Seebeck [4], verificando que ao aplicar uma diferenga de temperatura nas jungoes de um
circuito elétrico fechado feito de dois metais distintos, era possivel defletir a agulha de
uma bussola, o qual ele atribuiu uma interpretacao puramente magnética do fendmeno.
Apesar da descoberta ter ocorrido na mesma época das observacoes de Oersted e do
grande desenvolvimento tedrico e experimental do eletromagnetismo, Seebeck negou
veementemente a relacdo de suas observagoes com fendmenos de natureza elétrica, o que
pode ser explicado pelo fato que Seebeck ja demonstrava de tempos anteriores, a intenc¢ao
de relacionar o campo magnético terrestre com a diferenca de temperatura entre o equador

e os polos [11], o que inclusive, pode ter motivado seus estudos em termopares.

Apesar da interpretacao equivocada sobre a origem fisica do fendmeno, Seebeck
estudou intensamente o efeito que hoje leva seu nome . De fato, se considerarmos um
termopar constituido de dois metais A e B, no qual é estabelecido um gradiente de
temperatura entre suas jungoes através de dois reservatorios de temperatura 7}, e T, com
Ty, > T. (Figura 5), uma diferenca de potencial poderd ser medida entre os terminais do

condutor B, de modo que o coeficiente Seebeck relativo Ssp é definido como:

. V
SAB :AI%QOE’ (2.1)

onde S4p € positivo se o efeito tende a produzir uma corrente elétrica através do condutor

A no sentido do reservatorio quente para o frio.

A

\Y

Figura 5 — Representagao de dispositivo para observacao do efeito Seebeck.

Em alguns textos, em especial mais antigos, o nome thermoelectric power ou thermopower também pode
ser encontrado para referéncia ao efeito.
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2.1.2 Efeito Peltier

Cerca de vinte anos apos a descoberta de Seebeck, em 1834, o Fisico francés Jean
Charles Athanase Peltier identificou [5] que ocorriam anomalias de temperatura nas jungoes
de dois condutores distintos ao serem percorridos por uma corrente elétrica. O motivo
dessa anomalia nao era claro e Peltier tentou relacionar esse efeito com propriedades ja
conhecidas dos materiais, como a condutividade elétrica e sua dureza. Somente quatro anos
depois, o fisico Emil Lenz verificou que isso se tratava de um novo fenémeno, congelando
uma porcao de agua ao estabelecer uma corrente elétrica em um termopar de Bismuto
e Antimoénio conforme representado na figura 6. Além disso, ele mostrou que invertendo
o sentido da corrente elétrica o gelo se fundia novamente [12], ou seja, a absorgao ou
producao de calor nas juncoes dependem do sentido da corrente elétrica. De fato, a taxa
() com que calor é absorvido ou gerado nas juncoes, estd relacionada com a intensidade I
da corrente elétrica e com os materiais utilizados na constru¢ao do termopar, para o qual,

definimos o coeficiente Peltier relativo 1l 45 como:

Map = —, (2.2)

1
onde II4p5 é definido como positivo se a juncdo onde a corrente entra no condutor A é

aquecida.

Figura 6 — Representacao de dispositivo para observagao do efeito Peltier.

2.1.3 Relagbes entre os coeficientes termoelétricos e efeito Thomson

Apesar de inicialmente os efeitos termoelétricos nao terem chamado tanto a atengao
da comunidade cientifica, em especial pelo grande desenvolvimento do eletromagnetismo que
acontecia a época, com o aprimoramento dos conhecimentos no campo da termodinamica
o interesse nos processos de conversao de energia foram se tornando cada vez mais objeto
de interesse dos fisicos, o que incluia entender os efeitos Seebeck e Peltier. De fato, cerca de
trinta anos se passaram desde a descoberta de Seebeck, até que um melhor entendimento

dos efeitos termoelétricos fosse possivel. Thomson — posteriormente, Lord Kelvin —
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publicou um artigo [13] onde, com um desenvolvimento termodindmico, mostrou que os

efeitos Seebeck e Peltier nao sao independentes e se relacionam por:

Map = SapT. (2.3)

Para isso, Thomson assume que o efeito termoelétrico nao esta fundamentalmente
relacionado com os processos irreversiveis de conducao térmica e producao de calor via efeito
Joule, e partindo dessa suposicdo, Thomson mostrou que caso os efeitos Seebeck e Peltier
fossem os unicos presentes, o coeficiente Seebeck deveria apresentar uma dependéncia linear
com a temperatura, o que nao corresponde as observagoes [14]. Para que o comportamento
fosse de acordo com o que se observava, um terceiro efeito termoelétrico deveria ocorrer —
conhecido hoje como efeito Thomson — onde o coeficiente Thomson 7 para um tnico
condutor (diferente dos anteriores que necessitam de um termopar para serem observados),
estd relacionado com a taxa com que calor é produzido ou absorvido dQ quando uma
densidade de corrente elétrica J; flui por um condutor submetido a um gradiente de

temperatura VT’ tal que:

dQ = —T3J; - VT, (2.4)

nao considerando, obviamente, o efeito Joule. Logo, o fendmeno termoelétrico é constituido

por trés efeitos (Seebeck, Peltier e Thomson) que se relacionam por:

Ta—Tp = — SaB. (2.5)

Em outras palavras, a suposicao feita por Thomson é que os coeficientes Seebeck,
Peltier e Thomson nao possuem nenhuma relacdo fundamental com a condutividade
térmica e elétrica em um dado condutor, e apesar de nao haver nenhuma justifica tedrica
convincente para essa afirmacgao, os resultados provenientes dela foram extensamente

corroborados experimentalmente em diversas ocasioes [11].

2.1.4 Coeficientes termoelétricos absolutos

Até agora, tanto o coeficiente Seebeck como o Peltier foram definidos somente para
um par de condutores, o que pode gerar alguns empecilhos ao se estudar a fundo esses
fendmenos e suas aplicagoes. Seria interessante, de alguma maneira, definir coeficientes
Seebeck e Peltier absolutos para um tnico material. Por exemplo, na figura 5 se cada um

dos segmentos A e B possuem coeficientes Seebeck absolutos S, e S respectivamente,
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podemos obter o coeficiente Seebeck relativo do termopar com uma simples integracao.

Supondo que os terminais onde se é medido V se encontram a temperatura 7 temos:

. dT T dT T dT T
V= 5T ary [ Sy [ sy a = / "(Sp—S)dT  (2.6)
To dl T. dl Ty dl .
de onde vemos que obtemos nesse caso, Squg = Sg — S4. Com isso poderiamos obter

informagoes sobre termopares distintos sem necessariamente termos de construi-los.

Para isso, podemos observar que é possivel igualar os coeficientes Seebeck e Peltier
absolutos aos coeficientes relativos tomando um dos segmentos do termopar como tendo
coeficientes absolutos iguais a zero, o que é possivel na pratica colocando um supercondutor
em um desses segmentos. £ razodvel atribuir coeficientes termoelétricos iguais a zero para
supercondutores, uma vez que termopares compostos de dois supercondutores distintos

possuem coeficientes relativos nulos [6].

Apesar de nao haver supercondutores em temperaturas mais altas para poder-
mos obter os coeficientes Seebeck e Peltier em um intervalo suficientemente grande de

temperaturas, substituindo a equacao 2.3 em 2.5 podemos obter, para um tnico condutor:

ds

T = Tﬁ' (2.7)
Dessa forma, se conhecemos o coeficiente Seebeck absoluto de um material em temperaturas
préoximas de 0 K através da medida quando conectado a um supercondutor, podemos,
medindo o coeficiente Thomson e utilizando a equagao 2.7 determinar o coeficiente Seebeck
e consequentemente o coeficiente Peltier (equagdo 2.3) para qualquer temperatura. Ao
serem definidos de maneira absoluta, o sinal do coeficiente Seebeck e Peltier ficam atrelados
ao tipo de portador que realiza o transporte eletronico, onde no caso de transporte realizado

por elétrons, teremos S < 0 e para o caso de transporte por buracos S > 0.

No capitulo 3 veremos que sob certas condigbes é possivel determinar os coeficientes
termoelétricos por calculos de primeiros principios, que € justamente a abordagem utilizada
neste trabalho. Por fim, apesar de estar fora do escopo deste trabalho, visto que estamos
interessados em avaliar a eficiéncia de geradores termoelétricos, vale destacar que novos
fendomenos podem surgir se os processos descritos acima ocorrem na presenca de campos
magnéticos, conhecido genericamente como efeito termomagnético, sao eles os efeitos
Nernst e Ettingshausen. Mais informacoes sobre esses efeitos podem ser encontradas nas

referéncias [15-19).

2.2 Dispositivos termoelétricos - Figura de mérito

Com base na descricao feita anteriormente do efeito termoelétrico, é direta a

percepcao da aplicabilidade desses efeitos. Através do efeito Seebeck, um gradiente de
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temperatura gera uma diferenca de potencial elétrico permitindo que, com a insercao de
algum dispositivo como um motor elétrico entre os terminais na figura 5, trabalho liquido
possa ser retirado do processo, ou ainda, se conhecida a temperatura de um dos reservatorios
e o coeficiente Seebeck relativo do termopar, transformar o problema de medi¢oes de
temperatura em medigoes de diferenga de potencial elétrico, que podem ser feitas com
altissima precisao. De maneira inversa, ao acoplar objetos nas juncoes do termopar e
uma fonte de corrente elétrica aos terminais, o resfriamento ou aquecimento dos mesmos
pode ser feito por meio do efeito Peltier. De fato, por um longo tempo os termopares
vem sendo usados como uma ferramenta confiavel para medi¢oes de temperatura, sendo
aplicaveis ainda hoje dadas suas grandes faixas de temperatura de operacao, rapido tempo

de resposta, altissima robustez e baixo custo de produgao [20].

Entretanto aplicagoes nas areas de geracao de energia elétrica e resfriamento ficaram
por um longo tempo deixadas de lado apds as descobertas de Seebeck, o que se dava
principalmente pela baixa eficiéncia apresentada por esses tipos de dispositivos. Em 1909,
Altenkirch fez um estudo sobre a eficiéncia na producao de energia elétrica e refrigeracao
termoelétrica [21], onde obteve resultados que nao ultrapassavam 0,6% para a eficiéncia
desses dispositivos. Nesse trabalho, Altenkirch obteve as primeiras evidéncias de que
um um bom "material termoelétrico"deveria apresentar altos valores para o coeficiente
Seebeck, altos valores de condutividade a fim de minimizar as perdas por efeito Joule,
e além disso, uma baixa condutividade térmica para que fosse possivel manter altos
gradientes de temperatura. O problema da baixissima eficiéncia dos termopares, que até
entao eram constituidos de metais, foi parcialmente resolvido com o advento dos materiais
semicondutores, que permitiram a construcao de dispositivos mais eficientes e retomou
o interesse da comunidade cientifica na area. Apesar da grande melhora gerada pelos
termopares semicondutores, ainda hoje, as aplicacoes dessa tecnologia sao presentes em
campos muito especificos como na industria militar ou aeroespacial, com dispositivos que

apresentam uma eficiéncia da ordem de 5% [22].

Parte dos esforcos atuais na area da termoeletricidade se baseiam em buscar novos
materiais que aumentem a eficiéncia dos dispositivos construidos, para isso, a eficiéncia de
um gerador termoelétrico é calculada em termos de uma grandeza adimensional conhecida

como figura de mérito 27 dada por: 2

S%a

T=_""T. 2.8
2 - (2.8)

O produto S?0 é comumente chamado de fator de poténcia. Além disso para fins praticos,
em especial para calculos computacionais, a condutividade térmica pode ser dividida em

duas contribuicoes kK = k. + K, sendo a contribuicao k; proveniente do transporte de calor

A obtencao detalhada dos resultados para a Figura de mérito e eficiéncia é descrita no apéndice A.
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por fonons, e k. a contribui¢ao do transporte por portadores de carga. Sendo assim:

S%a

Ke + K

2T =

T. (2.9)

A fim de criar uma familiaridade com essa grandeza, na tabela 1 temos alguns
valores obtidos para z1' em materiais semicondutores. Em um trabalho recente Zhao et
al. [7] obtiveram uma figura de mérito de 2.6 a 923 K para uma dada direcao cristalina

em amostras de SnSe, valor esse sendo o mais alto reportado até entao.

Tabela 1 — Valores tipicos de figuras de mérito.

Material Temperatura (K) 2T

BiySe; [23] ~ 300 08— 1.0
PbTe dopado com Télio [24] 773 1.5
PbTe dopado com Sédio [25] 850 1.8
BagGaysGesy [26] 700 0.7
BagGamSigg [26] 870 0.87

A figura de mérito de um material se faz importante pelo fato de que a eficiéncia
de um gerador termoelétrico é funcao somente das temperaturas dos reservatorios e de 2T

com uma relacao dada por:

YA T P
T T T+ B
onde T, = (T. 4+ T},) /2 é a média da temperatura dos reservatorios. Notemos da equagao
2.10 que:

(2.10)

lim n(zT) = 7., (2.11)

2T =00
onde 7, é a eficiéncia de uma maquina ideal de Carnot 7. = AT /T},. Na figura 7 temos
um plot da eficiéncia tedrica de um gerador termoelétrico em fungao da temperatura da
fonte de calor, com um dissipador & temperatura ambiente (T, = 300K) para diferentes
valores de zT. Na mesma figura ainda estd indicado a eficiéncia de outros processos de

producao de energia, bem como o limite de Carnot.

Da figura 7, vemos que para os melhores valores atuais de figuras de mérito, temos
eficiéncias bem abaixo de outros métodos de producao de energia elétrica, entretanto, as
descobertas de figuras de mérito mais altas ocorreram quase em sua totalidade nas duas
ultimas décadas [28], o que nos permite esperar ainda mais resultados promissores na érea,
motivados tanto pelo interesse atual em producao de energia limpa quanto pela evolucao
dos métodos computacionais e capacidade de processamento, que como veremos, permitem

um tratamento particularmente interessante para esse tipo de sistema.
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Figura 7 — Eficiéncia termoelétrica tedrica em funcao da temperatura do reservatério quente
para T, = 300K, para diferentes valores de z7'. Pontos mostram a eficiéncia de outros
processos para produgdo de energia elétrica. Fonte: Referéncia [27].

2.3 Coeficientes termoelétricos e termodinamica

2.3.1 Maquinas térmicas e termoeletricidade

Para iniciar o tratamento termodinamico do efeito termoelétrico, uma analogia
interessante entre dispositivos termoelétricos e maquinas térmicas classicas pode ser de
grande ajuda [29]. A chave para a comparagao desses dois sistemas se da pela observagao de
que ambos possuem um fluido de trabalho onde, para uma méaquina térmica classica temos
em primeira aproximacao o nosso bem conhecido gas ideal. No caso de um dispositivo
termoelétrico, o fluido de trabalho é dado por um gas de Fermi que podemos considerar,
a principio, a auséncia de interacao entre as particulas , assim como em um gas ideal
termodinamico. Buscar um melhoramento na figura de mérito z7" é analogo a buscar
um fluido de trabalho com propriedades termodinamicas especificas. Enquanto que para
descrever uma maquina térmica classica nos atentamos para temperatura e pressao, nesse

caso o interesse ¢ voltado para temperatura e potencial eletroquimico p. dado por:
fe = p+ eAV, (2.12)

onde p é o potencial quimico e AV a diferenca de potencial eletrostatico.

Em maquinas térmicas tradicionais, como uma primeira aproximacao consideramos
somente o fluido de trabalho, desprezando qualquer influéncia das paredes que contém o
mesmo. Para os dispositivos termoelétricos estendemos essa aproximacao desprezando a
influéncia das vibragoes da rede cristalina (fénons). Dessa forma, representamos ambas as
maquinas de maneira equivalente, nao so6 pela descrigao do fluido de trabalho, como pelos

mecanismos que dissipam calor desse fluido (paredes ou fénons) [30].



Capitulo 2. Termoeletricidade 27

Através dessa analogia podemos notar de maneira simples, a relagdo entre o
surgimento de uma tensao elétrica e o gradiente de temperatura, bem como o porqué da
necessidade de se unir dois materiais distintos em um termopar. Consideremos inicialmente
somente o material A na figura 5 com extremidades nas temperaturas T} e T,.. Sabemos da
mecanica estatistica que podemos associar ao lado quente, um gas de Fermi com particulas
em alta velocidade e baixa densidade, e para o lado frio particulas com baixa velocidade e
uma alta densidade do gas, o que geraria a principio um fluxo do gas do lado quente para o
lado frio, porém como essas particulas sao portadores de carga, se uma particula passa da
metade quente para a fria, isso gera uma alteracdo no potencial eletroquimico que faz com
que uma particula passe do lado frio para o lado quente, anulando o efeito. Isso também
aconteceria se inserirmos o mesmo material na posicao do material B. Consideremos entao
que temos dois materiais de potenciais quimicos py e pup com ps > pp. Na juncao em
contato com o reservatorio quente, os elétrons no material B aumentam sua energia através
do calor fornecido pelo reservatorio. Eventualmente, parte desses elétrons adquirem energia
suficiente para superar a barreira de potencial quimico na juncao, e conseguem passar
para o material A. Na juncao fria, os elétrons no material A perdem energia e passam
para o material B de menor potencial quimico, e ali, ndo possuem energia suficiente para
retornar novamente ao material anterior. Assim, uma corrente elétrica se estabelece no
circuito ou, no caso de um circuito aberto, uma forca eletromotriz pode ser medida, que ¢é

o efeito Seebeck.

No caso inverso, ao estabelecer uma corrente elétrica no sistema, por exemplo no
sentido horario na figura 6, os elétrons percorrem os condutores com uma energia média
constante, dessa forma, ao passar do condutor de maior potencial quimico para o de menor
sua energia cinética deve aumentar, o que se reflete como um aquecimento da juncao, do
outro lado, o elétron passa do material de menor potencial quimico para o de maior e para
isso tem de ceder parte de sua energia cinética para vencer a diferenca de potencial, o que

se reflete como um resfriamento da jun¢ao, o que conhecemos como efeito Peltier.

Vale destacar que apesar de nao levarmos em conta nesse momento do trabalho,
outros fendmenos provenientes da diferenca de temperatura também contribuem para

aumentar ou diminuir os efeitos citados acima, como por exemplo o phonon-drag [31,32].

2.3.2 Termodinamica irreversivel - estados estacionarios

Podemos notar da descrigao do sistema acima, que o mesmo nao se encontra em
equilibrio termodindmico, pois ha um fluxo de calor da jungdo quente em direcao a juncao
fria devido ao gradiente de temperatura estabelecido pelos reservatorios. Apesar disso,
o fluxo liquido de portadores é nulo, visto que nao hé passagem de corrente elétrica no
mesmo, ou seja, o fluxo de particulas do lado quente para o lado frio é igual, mas em

sentido oposto, ao fluxo de particulas do lado frio para o lado quente, o que nos mostra
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uma relagao entre os processos térmicos e elétricos.

Para entendermos melhor os argumentos dados acima, consideremos um dos ramos

de um termopar, conforme representado na figura 8. Como ha uma diferenca de temperatura

Q

Figura 8 — Estado estacionario de condugao de calor ao longo de uma barra.

entre os reservatorios, calor cruza a barra no sentido do reservatério a temperatura 7}, para
o reservatério a temperatura T,.. Se olharmos para um trecho infinitesimal da barra em
contato com o reservatério Tj,, o mesmo perde calor devido a uma diferenca de temperatura

infinitesimal de maneira reversivel, o que gera uma perda de entropia & a uma taxa:

ds,  1.dQ
o T a (2.13)

de modo andalogo, o reservatério a temperatura 7, aumenta sua entropia a uma taxa:

ds. 1.dQ
@ Ta (2.14)
de modo que a taxa de criagao de entropia total do sistema ¢ dada por:
ds dS, dS. dQ 1 1
e Tch =2 |= - = . 2.1
T TR T {TC Th]>0 (2.15)

ou seja, temos um processo irreversivel pois a producao de entropia ¢ nao nula. En-
tretanto, o argumento utilizado anteriormente onde escolhemos um trecho infinitesimal
da barra em contato com o reservatorio, vale para qualquer ponto da barra, de modo
que nesses pequenos 'subvolumes'as leituras de temperatura nao dependem do tempo
e 08 processos sao reversiveis. Mesmo com o sistema fora do equilibrio termodinamico,
ap6s um tempo suficientemente grande, nao acontecem mais alteragoes temporais nos
parametros macroscopicos do mesmo, situagdo essa em que dizemos que o sistema se
encontra em um estado estaciondrio. Nessa situagao, podemos dividir nosso sistema em
um conjunto de subsistemas em equilibrio e mapear os parametros intensivos do sistema
macroscopico localmente atravéz desses subsistemas. Isso é sempre possivel desde que
as perturbagoes no sistema sejam pequenas, de modo que os subsistemas possam ser
construidos de forma que contenham um nimero suficiente de particulas, fazendo que os

valores médios termodindmicos que definem as grandezas macroscépicas tenham sentido®.

Uma introdugao a termodindmica de estados estaciondrios pode ser encontrada na referéncia [33].
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2.3.3  Fluxos e forcas termodinamicas

Como ja sugerido, o desenvolvimento das relagoes termodindmicas para sistemas
préoximos do equilibrio €, até certo ponto, andlogo ao estudo da dinamica de particulas,

assim, em um caso geral podemos escrever relagoes da forma:

J=K-X, (2.16)

onde J é um fluxo termodinamico, X uma forca termodinamica e K é, no caso mais geral,
uma matriz de coeficientes que deve ser determinada experimentalmente para cada sistema.
Além disso, esses coeficientes dependem somente do sistema em si, e ndo das forcas ou
fluxos. Temos como exemplos simples desses tipos de relagoes a lei de Ohm, onde J; é a

densidade de corrente elétrica:

dqe
led—i:a-E, (2.17)
e a lei de Fourier: 10
K
Jo=—=—-VT 2.1

com Jg representado a densidade de corrente térmica.

Quando dois processos distintos acontecem de forma que um gera algum efeito no
outro, como no caso termoelétrico em que transporte de calor e carga estao relacionados,
dizemos que esses dois processos sao acoplados. Nessa situagao, podemos descrever os

fluxos como:

Ji =K1 - X + Ky - Xy

(2.19)
Jo = Ky - X + Koz - Xy

ou ainda em forma matricial:

J1 _ K1 K| | Xy (2.20)
Ja K21 Kaz| [ Xy
A matriz quadrada que aparece na expressao anterior é conhecida como matriz de transporte,
onde no caso geral nao isotrépico, cada coeficiente Kj; ¢ uma matriz 3 x 3. Claramente,
os termos da diagonal principal representam os processos desacoplados, enquanto que os
outros sao os termos de acoplamento dos processos, isso significa em nosso caso, como ja

sugerido anteriormente que o processo de transporte de carga, que se da pela difusao dos

portadores de carga, também transporta calor nesse processo e vice-versa.

Para um caso geral de fendmenos acoplados, podemos escrever:

J
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A menos que tenhamos mais informagoes, as equagoes anteriores nao sao muito
tteis. De fato, obtemos essa informacao das relagoes reciprocas de Onsager [34,35], que
escolhe as forcas termodinamicas de tal maneira que a soma dos produtos das mesmas por
seus respectivos fluxos, seja igual a taxa de criacao de entropia por unidade de volume no

sistema, O, multiplicada pela temperatura:

76 =>"J;-X;. (2.22)

Onsager mostrou que se a condi¢ao acima ocorre, entao a matrizes fora da diagonal, em

geral, se relacionam por:

Kij = Kji. (223)

Analisando a produgao de entropia atravéz das relagoes reciprocas de Onsager, po-
demos obter informagoes relevantes sobre as forcas termodindmicas. No caso de transporte

térmico em um condutor, o fluxo de entropia no tempo por area de se¢ao transversal é
dado por [36] :

dS d (Q\ 1dQ
rACIRE & (2.24)
de modo que podemos definir o fluxo de entropia Js:
1dS 1 (1dQ
S A 2.2
ST Adt A (T dt) (2.25)
Uma vez que o fluxo de calor é Jg ¢é definido como:
dQ/dt
Jo = Qf{ , (2.26)

obtemos o importante resultado que a relagao entre entropia e calor para um processo
quase-estatico dS = dQ/T pode ser estendida para processos estaciondrios na forma dos

fluxos termodindmicos:

_Je

Js T (2.27)
A taxa de producao de entropia por unidade de volume sera entao:
d (dS d (1dS dJs
- [ =) 2222 ) 2 e 2.2
o= (%) =a(3%) =% 229
logo temos da equagao 2.27:
_d g\ JodT
~dL ( T > - T2dL’ (2:29)

Analogamente no caso de transporte elétrico, consideramos um fio em contato

com um reservatorio térmico a temperatura T, com uma densidade de corrente elétrica
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Jr = I/A devido a uma diferenca de potencial elétrico dV. Como o fio estd em contato com

o reservatorio térmico o calor transferido por ele sera igual ao trabalho elétrico realizado,

ou seja:
dQ
— = —J/Ad 2.
o JrAdV, (2.30)
que nos da a producgao de entropia em um volume dV':
_ JrAdV _JpdV

Logo, tomando a equagao 2.22 e os resultados das equagoes 2.29 e 2.31 podemos

identificar as forgas termodindmicas para o caso termoelétrico como:

X, =¢E, X,=(-VT/T). (2.32)

No capitulo 3 por meio da equacao de Boltzmann, também obteremos as forcas
termodinamicas e veremos como calcular os coeficientes da matriz de transporte por

primeiros principios.

2.3.4 Coeficientes termoelétricos e matriz de transporte

Das equagoes de transporte para os fend6menos acoplados (equagao 2.19) e dos

resultados obtidos para as forcas termodinamicas na equagao 2.32 temos:

T

JI = K11 -eE + K12 . (-z ) s (233)
T

JQ = K21 -ek + K22 . (—v,_z_‘> . (234)

Vale destacar aqui, que os fendmenos acoplados ao qual nos referimos sdo o transporte
de energia elétrica e o transporte e energia térmica pelos portadores de carga, de modo
que o transporte por féonons nao entra nessa descri¢do, sendo um processo suposto como

independente dos demais.

Considerando os distintos arranjos experimentais, conseguimos identificar os coefi-

cientes de transporte:

Caso isotérmico sem transporte de calor: nesse caso temos VI' = 0e¢ Jg = 0,

de modo que nos resta:

JI = K11 . €E, (235)
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que nada mais é que a Lei de Ohm 2.17, que nos permite identificar:

g = €K11 (236)

Circuito aberto com gradiente de temperatura: dessas condigoes temos
Jr = 0, porém, teremos um campo elétrico resultante do efeito Seebeck, de modo que da

equagao 2.33:

E = E(Kn)—lK12 P (2.37)

esse resultado ao ser substituido na equagao 2.34 nos da:

_ vT
Jq = [Kaz — Ko1(K11) 'Ky - (_T) ; (2.38)
que ¢é a lei de Fourier para o transporte de calor, onde:
1
Ke = T[K22 — Kzl(Kll)_lKlz]. (239)
Ainda, tomando o coeficiente Seebeck de E = S - VT obtemos que:
S— L (Ky) 'K (2.40)
= op B 12- .

Das equagoes 2.36, 2.39 e 2.40 vemos que se conseguirmos de alguma maneira
determinar os coeficientes da matriz de transporte, poderemos calcular os coeficientes de
transporte necessarios para obter a figura de mérito termoelétrica, e consequentemente, a
eficiéncia de dispositivos termoelétricos. Nos proximos capitulos, veremos a construcao da

metodologia que iremos utilizar a fim de determinar esses coeficientes.
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3 Dinamica semiclassica de elétrons

3.1 Introducao

A fim de determinar os coeficientes Kj; da matriz de transporte introduzida no
capitulo 2, precisamos entender como os portadores de carga se comportam ao serem
perturbados por agentes externos, como campos elétricos e magnéticos. Para isso vamos
utilizar uma representacao semiclassica, a fim de descrever a dinamica dos portadores de

carga em um solido.

No modelo semicléassico é considerado que a estrutura de bandas eletronicas do
sistema de interesse é completamente conhecida, de modo que, a principio, nenhuma
informacao adicional é necessaria para a analise dos coeficientes de transporte. Ou seja,
desde que conhecido ¢,(k), onde n é o indice de banda, é associado uma funcao de
distribuicao eletronica no instante de tempo t, e analisado como se da a evolugao temporal
dessa na presenca de um campo elétrico E(r,t) e um campo magnético H(r,t), de acordo

com as seguintes condigdes [37]:

e O indice de banda n é uma constante de movimento. Assim, nesse modelo nao
acontecem transi¢oes de bandas, de modo que um dado elétron se encontra sempre
em uma mesma banda. Veremos mais adiante, que isso impoe condi¢oes sobre os

campos externos ao sistema.

e Em uma dada banda n, a evolugao temporal do vetor de onda e da posicao sao dadas

pelas equacoes de movimento:

r=v,(k) = %ai;l({k), (3.1)
hk = —e |E(r,t) + ivn(k) x H(r,t) (3.2)

e O vetor de onda de um elétron é definido a menos da adigao de um vetor da rede
reciproca K. Ou seja, os conjuntos n, r, k e n, r, k+ K representam o mesmo elétron.
Com isso, precisamos descrever o comportamento dos elétrons apenas na primeira

zona de Brillouin e isso se estendera para todo o cristal.

A primeira equagdo, vem simplesmente da afirmacio de que a velocidade de um elétron semicléssico é
dada pela velocidade de grupo do pacote de onda que o descreve. Justificar a segunda é uma tarefa um
pouco mais complicada, e requer uma anélise do efeito dos campos nas funcoes de Bléch que descrevem os
elétrons, através dos potencias vetor e escalar. Essa andlise pode ser vista no capitulo 18 da referéncia [38].
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3.2 Condicoes de validade

Na situagdo onde o potencial periddico vai para zero, nos aproximamos do limite
de elétron livre, que ao serem submetidos a um campo elétrico uniforme tem sua energia
aumentando indefinidamente. Esse aumento de energia faz com que, em um dado momento,
o elétron exceda o limite de energia da banda a qual pertence, o que ird gerar transi¢coes de
bandas saindo das condi¢oes de aplicacao do modelo semiclassico. Entao, algum potencial

periédico é necesséario para podermos aplicar o modelo semicléssico [37].

Em um potencial periddico fraco, a transicao de bandas acontece sempre que o
vetor de onda de um elétron cruza um plano de Bragg. Por sua vez, as energias (k)
possuem grandes curvaturas préximas desses planos, de modo que uma pequena mudanca

no vetor de onda gera grandes mudancas nas velocidades, ou seja:

Avik) = &Y Ak~ L <825<k>> Ak, (3.3)

T ok h\ ok2

Para que a aproximacao semiclassica seja valida, temos de ter v < vy. Da expressao
anterior, se Av é da ordem da velocidade de Fermi, temos um limite para a incerteza em
k:
hv f

22
k2

Ak < (3.4)

Uma vez que o potencial peridédico é fraco, podemos utilizar os resultados de
elétrons quase livres para estimar o valor da segunda derivada das energias, que em uma

dire¢ao normal sobre um plano de Bragg nos da:

e (W°K/m)?

= 3.5
or2 " T0x] (3:5)
Usando que hK/m = vf e £44p =~ |Uk| & equacao 3.4 fica:
Eqga (k) 1 FLUf
Ak < 222 Ar ~ — :
S They, T ST AR T (k) (36)

o que estabelece um limite inferior para a incerteza Ax na posicao do elétron, essa que
por sua vez gera uma incerteza na energia potencial relativa ao campo elétrico aplicado
eEhvs
Egap(K)

eAp = eEAz > (3.7)
Se essa incerteza na energia potencial se torna comparavel com o gap de energia,
transicoes de bandas podem ocorrer. Para que isso nao acontega, temos de impor a condi¢ao

de que a energia do gap seja muito maior que a incerteza na energia dos elétrons, ou seja:

eEhvy
Egap(K) ’

Egap(k) > (3.8)
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Como hvs/a ~ €g, onde a é a constante de rede, temos

2
<K M. (3.9)
eac s

Para cristais semicondutores tipicos no caso intrinseco, o nivel de Fermi se encontra,

em geral, préximo ao meio do gap de energia. Dessa forma, para constantes de rede da
ordem de alguns Angstrons e gaps em torno de um elétron-volt, temos da expressao anterior
E <~ 10°N/C. Além disso, uma condicao relativa a frequéncia dos campos tem de ser
feita tal que hw < g44p(k), pois caso contrario, um tnico féton teria energia suficiente
para lancar um elétron para bandas superiores. Como estamos interessados em estudar o
caso onde campos elétricos sdo gerados por efeito Seebeck — que em geral sao estaticos e
muito pequenos — essas condigoes sao suficientes para garantir a aplicabilidade do modelo

semicldssico em sistemas termoelétricos?.

3.3 A funcao de distribuicao

A fim de descrever o comportamento dos portadores de carga em um sistema,
definimos uma fungdo de distribuicao f(n,k,r,t) que nos dé a probabilidade de se encontrar
um elétron com indice de banda n, vetor de onda k e posicao r no instante de tempo
t [40]. Dessa definicao também fica claro o cardter semicldssico dessa descricao, uma vez
que estamos especificando tanto r quanto k em um mesmo instante de tempo, o que a
principio, contraria o principio da incerteza de Heisenberg Ak;Ar; > 1, i ==z, y, z. Isso
faz com que a descricao s6 seja possivel em situacoes onde a funcao de distribui¢ao nao
varie de maneira abrupta no espaco e no tempo, o que nos leva novamente as condi¢oes

discutidas para os campos anteriormente.

No caso onde o sistema se encontra em equilibrio termodindamico, a funcao de
distribuicao é simplesmente nossa ja conhecida distribuicao de Fermi-Dirac

1

Uma vez que transicoes entre bandas nao acontecem, a dependéncia com n se torna
simples, visto que qualquer grandeza pode ser calculada para cada banda, e obtida para
todo o sistema através de uma soma nas bandas. Logo, caso f(k,r,t) seja conhecida, a
densidade eletronica n(r,t) e o nimero de portadores N podem ser obtidos integrando a

funcao de distribuicao no espaco de fases tal que:

2
N=r Zn://fn(k,r,t)dkk;dr, (3.11)

Apesar de ndo mostradas aqui por estar fora do caso de interesse, condi¢bes similares para os campos
magnéticos podem ser obtidas. Ver, por exemplo, secio 16.4 da referéncia [39].
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2
nr )= G S / Fulk,r, t)dk. (3.12)

Onde o fator 2 aparece a fim de incluir a degenerescéncia de spin. Ainda, tomando o

produto da funcao de distribuicao pela velocidade dos portadores e a carga eletronica, a

densidade de corrente elétrica pode ser calculada:

Ji(r.t) = (22;)32 [ falie e v (3.13)

3.4 Equacao de Boltzmann

Para que possamos fazer uso das equacoes anteriores, precisamos conhecer como
se d4 a evolucao temporal da funcao de distribuicao, para isso utilizamos a equacgao de
transporte de Boltzmann. A ideia fundamental aqui, é que quando o sistema se encontra
em equilibrio, ou mesmo em um estado estacionario se estabelecidas forgas externas, a taxa
de variagao temporal da funcao de distribuicao é nula. Em outras palavras, a probabilidade
f(r,k,t)dy(t) de, no tempo t, encontrar elétrons dentro do subvolume dv(t) = drdk na

posicao r com vetor de onda k é constante no tempo. Assim:

d of(lcr,t) | Ofkrt) . of(r.)

gl ort) = =75 or K

k= 14
o 0, (3.14)

que é conhecida como Equacao de Boltzmann livre de colisoes.

Porém, para o caso de portadores de carga em cristais, a equacao anterior se
encontra incompleta. Como ja discutido, processos de espalhamento devem ocorrer com os
portadores de carga para que ao serem submetidos, por exemplo a um campo uniforme,
sua energias (e a corrente elétrica) ndo aumentem indefinidamente. A presenca de um
potencial periédico por si 86, apesar de necessaria no modelo semicldssico, nao é suficiente
para que isso ocorra, uma vez que como pode ser visto na referéncia [41], ondas podem
se propagar em um cristal sem atenuacao devido as interferéncias construtivas das ondas

espalhadas.

De fato, diversos mecanismos podem espalhar elétrons em um cristal, como o
espalhamento por fonons, espalhamentos entre elétrons ou mesmo por defeitos e impurezas
incorporadas durante o crescimento das amostras. Esses tltimos levam a uma resisténcia
residual mesmo em T = 0 K. Vamos voltar nossa atencao para defeitos pontuais fixos,
que nao possuem estados internos para serem excitados em energias da ordem de £(k),
fazendo com que os espalhamentos acontecam de forma eldstica, ou seja, nao ha alteracao

na energia dos portadores espalhados.

Esses varios processos de espalhamento, fazem com que elétrons possam entrar ou

sair do volume dv no espago de fases no decorrer do tempo. A partir disso, definimos a
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grandeza I(f(k,r,t)) conhecida como integral de colisao, tal que:

of (k,r,t)

I(f(k,r t)) = 3.15
(f< a )) ot colisoes ( )
Onde o termo de integral de colisao pode ser obtido como:?
1
1) = 5 J1r0er,0) = £ x, D] Wicge 8(ex — 20K (3.16)

sendo k e K/, respectivamente, os vetores de onda do estado inicial e de um estado espalhado
elasticamente, Wy s € o elemento de matriz proporcional a probabilidade de espalhamento
de k para kK’ e §(ex — e)/) é a fungdo delta de Dirac, que faz com que sejam levados em
conta somente espalhamentos elasticos. Com isso, podemos escrever agora, para a equacao
3.14 observando que F = hik:

of(k,r,t) . of(k,r,t) . L1 of(k,r,t)
. I‘ _—
ot or h 0k
que é a equacgdo cinética de Boltzmann. Na forma como estd, a aplicabilidade desse modelo

F = I(f(k,1,1)), (3.17)

é extremamente limitada, uma vez que temos uma equacgao integro diferencial nao linear,
e na pratica, a determinacao da funcao Wy x é extremamente complicada. Usualmente,
duas aproximagoes sao tomadas para a solucao desses problemas, sendo elas a linearizacao
da equacao de Boltzmann e a aproximacgao do tempo de relaxacao para o termo de integral

de colisdo.

3.4.1 Equacdo de Boltzmann linearizada

Nessa aproximagao, tomamos uma versao linearizada da equagao cinética. Uma
vez que v <K v, o transporte de elétrons pode ser considerado somente uma pequena
perturbacao em relagao ao equilibrio. Entao, vamos nos restringir ao caso em que o estado
do sistema se afasta pouco do estado de equilibrio, onde podemos tomar a funcao de

distribuicao como
flk,r,t) = fole(k),t) +0f(k,r,t), (3.18)

sendo fy a funcao de distribui¢ao no equilibrio e § f é o termo de perturbacao que assumimos

proporcional a forga externa F. Substituindo essa equacao na 3.17 temos:

Ofs g O Of  OOf L 0bf  00f _
o F+ = I v+ T +h8k F + o v+ 5t =I(f(k,r,t)). (3.19)

Uma vez que o sistema atinge um estado estacionario temos: fo(e(k),t) — fo(e(k)), e
tomando somente os termos lineares na forga:

20 dfo a0 f dof

CF 4 20 =4, =4

nok S e Y e YT e

A obtencdo desse resultado pode ser vista na secdo 19.2.1 da referéncia [38].

— I(f(k,1,1)). (3.20)




Capitulo 3. Dindamica semicldssica de elétrons 38

3.4.2 Aproximacao do tempo de relaxacao

Para tratarmos o termo de integral de colisdo, fazemos uma aproximacao com
um raciocinio simples: ao invés de nos preocupar com a probabilidade de acontecer
espalhamentos dados pelo elemento de matriz Wy y/, vamos assumir simplesmente que ao
serem perturbados, os portadores de carga sao espalhados de modo que retornam ao estado
de equilibrio através de um decaimento exponencial, com um tempo caracteristico 7(e(k))
que, a principio, depende da energia do elétron espalhado. Esse tempo caracteristico de
relaxacao é relativo ao efeito liquido de todos os processos que espalham elétrons, se

combinando através da regra de Matthiesen:

=3, (3:21)

T

onde 7; é o tempo de relaxagao associado a cada processo de espalhamento (fénons,
impurezas, defeitos etc.) e 7 a combinacao desses, que é de fato o tempo de relaxagao que

entrard na equagao de Boltzmann. Com isso, o termo de integral de colisao se torna:

of
I(f) = —m. (3.22)
Logo, podemos escrever finalmente:
9 fo dfo 9o f 9o f of
B A . = — ) 2
ok o Y e YT o T T (8:23)

que é a equacao de Boltzmann linearizada na aproximacao do tempo de relaxacao, forma

essa que vamos usar para estudar o efeito termoelétrico.

Com a equagao 3.23, podemos entender de maneira clara a ideia da aproximacao
do tempo de relaxacdo. Vamos considerar que perturbamos o sistema através de algum
campo externo e que em t = 0 todos os campos sao retirados. Nessa situagao, temos da

equacao 3.23:

asf  of
B k) (3.24)

que tem como solugao:
Of(t) = 0f(0)e "7, (3.25)

ou seja, na auséncia de perturbacoes, o sistema retorna exponencialmente ao estado de

equilibrio.

3.5 Transporte na presenca de campos elétricos e gradientes de

temperatura

Vamos agora voltar nossa atengdo ao caso termoelétrico. Um gradiente de tem-

peratura estatico VT é estabelecido no sistema, que por sua vez, por meio do efeito
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Seebeck, gera um campo elétrico E também estatico quando o sistema alcanca um estado
estacionario. Nessas condi¢oes, os pardametros macroscopicos do sistema nao apresentam
mais variagoes temporais, de modo que, como discutido nos capitulos anteriores, podemos
mapear o sistema localmente como um conjunto de subsistemas em equilibrio, tomando fj

COImo: 1
for = W00 = e — e T @] T 1 (320

onde agora, para o sistema global, a temperatura e o potencial quimico sdo dependentes

da posi¢ao. Usando a funcao de equilibrio na forma 3.26 na equagao 3.23:

0fs(e(k), 1) Ofo(e).x) , 03f  98f _ Of

.F = ) .
hok T o or ot 7k (3:27)
Para os dois primeiros termos temos:
9fo _ 9fo 9fo _ 9fo —g_MVT—Vu ) (3.28)

hok 9= or 0= | T
Além disso, é natural esperar que os espalhamentos acontecam de maneira homogénea no
sistema, de modo que a perturbacao ¢ f é igual em toda a extensao do material, e ainda,
como o sistema se encontra em um estado estacionario:
ooy _ovy _, 3
assim, podemos resolver a equagao 3.27 para 0 f, lembrando que nesse caso F = eE. O
que nos da:

9fo

5f(k,r) = —7(e(k)) [—‘g(l‘)_“(r)vm) — Vu(r) + eE] (k)52 (3.30)

T(r)

Com as equagoes 3.13, 3.18 e o resultado anterior, podemos determinar a densidade de

corrente elétrica J;. Uma vez que fy nao gera corrente liquida, temos:

2 (k) — af
Ji(r) = (2;)3 ;/T(k)vn(k) [_WVT(r) — Vu(r) + eE} -vp(k) <_850> dk.
(3.31)
Ainda, da primeira lei da termodinamica:
dE = dQ) — PdV + udN, (3.32)

onde, se podemos desprezar a dilatagdo volumétrica (dV = 0), obtemos o calor como sendo
a diferenca entre energia e o produto N, e assim, definir a densidade de corrente térmica

como: )
Jo= G X JTeati) = u(r)vK)6 7 (K)dk (3.33)
e assim, novamente com a equacao 3.30:

2

Talt) = oo 5 [ 70000001 -5

%VT B v eE] v (k) (=200

k.
Oe d
(3.34)
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onde a dependéncia em r foi omitida apenas por simplicidade.

Aqui, vale notar que existem dois mecanismos responsaveis pelo transporte de carga
no sistema. O primeiro é o campo elétrico E que exerce uma forca eE nos portadores de
carga. Porém, o gradiente no potencial quimico Vu produz um transporte de massa que
gera, consequentemente, um transporte de carga. No entanto, ao realizar uma medida
no sistema, o resultado obtido é o efeito liquido gerado pela combinacao desses dois
processos, por esse motivo, escrevemos eE — Vi — eE, onde agora, E é o campo elétrico
macroscopico medido em laboratério. Com isso temos para as densidades de corrente

elétrica e térmica:

) = G 2 / 7 (K)va(K) [-WW%E} vo(K) (-%) dk,  (3.35)

Jo(r) = (2i)3 > / 7(K)[en(k) — p]va(K) l—g"(k%_“w + eE] (k) (-%@) dk.

(3.36)

Podemos notar que essas equagoes possuem exatamente a mesma forma das equagoes 2.33

e 2.34, que nos permite identificar os tensores Kj; em uma dada banda como:

o2 i (0o hea
(K1) h(%)g/ Ok ( ag)de, (3.37)
.4:726 T(E)E — Uil —% 3
(Kizhy = s | 76 =l (-5 ) asi, (3:38)
(Ko = - (Kia)y, (339
2 o UiVj 0 fo
(Kaxh = g | 7O~ 20 (-2 ) asi (3.40)

onde as integrais em dk foram reescritas como uma integral na energia e na superficie de
Fermi. Logo, podemos calcular os coeficientes de transporte com as equacoes anteriores e

as equagoes 2.36, 2.39 e 2.40 repetidas aqui por conveniéncia:

o = 6K11, (341)

1
Ke = T[Kzz - K21(K11)_1K12], (3.42)
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1
S =—(Kjp;) 'Kyo. 4
eT( 1) Kiz (3.43)

Note que novamente, o termo de condutividade térmica foi escrito como Kk, ao invés
de k. Isso se da pois nessa descri¢ao estamos considerando apenas a dinamica dos elétrons,
de modo que obtemos como resultado a contribuicao para a condutividade térmica apenas

desses. A contribuicdo dos fonons &; tem de ser obtida por outros meios.

Ainda, esse resultado para k. pode ser escrito de maneira mais sugestiva: multi-
plicando o segundo termo do lado direito da equacao 3.42 por K11(K11)_1 e usando os
resultados 3.41 e 3.43 temos:

1
Ke = me —ToS? (3.44)

Na secao de resultados, quando de fato sao calculados as integrais Kj; ficara clara a

importancia desse resultado.

Das expressoes anteriores, vemos que o problema agora passa a ser determinar as
energias dos portadores de carga (k); as velocidades v(k), que sao dadas pelas derivadas
das energias com respeito aos vetores de onda; o potencial quimico p e os tempos de
relaxagao 7(¢). Outra aproximacao que serd feita aqui, é considerar que os tempos de
relaxacao sao independentes da energia dos portadores de carga. Ao fazer isso, podemos
tirar 7 da integrais acima, o que simplifica consideravelmente o cdlculo das mesmas, nos
permitindo calcular as razoes /7 e k/7 em funcdo de u e T' desde que conhecido (k).
Além disso, nessa aproximacao, o coeficiente Seebeck passa a ser independente dos tempos
de relaxacao, o que é fundamental para a parte semiempirica desse trabalho discutida no

capitulo 5.

A aproximacao semicldssica utilizada nao nos diz nada a respeito da determinacao
da estrutura de bandas eletrénicas (k), mas nos fornece informagoes sobre como obter
os coeficientes de transporte, caso as energias sejam conhecidas. A fim de determinar as

energias, € feito um estudo ab initio do problema.
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4 Calculo das energias dos elétrons

4.1 Formulacao do problema - A parede exponencial

Dos textos tradicionais de mecénica quantica (e.g. [42]) sabemos que para com-
preender o comportamento de particulas quanticas, é necessario conhecer a funcao de
onda v(r) que descreve o sistema, obtida através da solu¢ao da equagdo de Schrodinger,
onde para o caso de um elétron submetido a um potencial V (r), a equagao de Schrodinger

independente do tempo tem a forma:

e

l—jVQ + V(r)] U(r) = Ey(r), (4.1)

onde m, é a massa do elétron. Se o sistema se encontra em equilibrio no estado fundamental

Yo(r), a probabilidade de se encontrar o elétron na posi¢iao r é dada por |1y (r)|*> que é o

mesmo que a densidade eletrénica n(r) do sistema.

Se um segundo elétron é adicionado ao sistema poderiamos escrever, a principio,
que a densidade eletronica é o dobro do caso anterior, entretanto, a distribuicao espacial
da densidade eletronica também ird se alterar, uma vez que um terceiro termo de interagao
entre elétrons tem de ser adicionado na equagao 4.1. Ainda, se quisermos adicionar um
terceiro elétron, esse ja nao pode mais ser adicionado no estado 1y devido ao principio da
exclusao de Pauli, isso nos mostra que no caso de materiais onde precisamos descrever

varios elétrons e ntcleos atomicos, um raciocinio diferente precisa ser adotado.

Para discutirmos o problema de elétrons em cristais, precisamos definir uma funcgao
de onda de muitos corpos, ¥(ry,re,...,rn, R, Ro, ..., R4), que depende das posigoes r; e
R; de cada um dos N elétrons e A ntcleos no sistema, respectivamente. Como a massa
dos ntcleos é muito maior que a massa dos elétrons, a escala de tempo dos movimentos
eletronicos é muito menor que a dos movimentos atomicos, de modo que para uma nova
estrutura atomica, os elétrons se ajustam muito rapidamente, o que nos permite considerar
os nucleos atoémicos como fixos, de modo que podemos analisar somente a dindmica dos
elétrons. Isso é conhecido como aproximagao de Born-Oppenheimer. Logo, para um sistema
de N elétrons, a fungdo de onda de muitos corpos assume a forma ¥(ry,rs,...,ry). De
modo andlogo ao caso anterior, |¥(ry, Ty, ...,ty)|? descreve a probabilidade de encontrar
simultaneamente o elétron 1 na posicao ry, o elétron 2 na posi¢ao ry e assim por diante.
Assim, a probabilidade de encontrar o elétron 1 em r enquanto os outros elétrons estao

em qualquer posicao serd [43]:

P(ry=r)= / |U(r, Ty, ..., rn) |[Pdradrs...dry, (4.2)
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logo, a densidade eletronica serd dada pela probabilidade de encontrar qualquer elétron na
posicao r:

n(r)=P(ry=r)+P(ro=r)+ ..+ P(ry =r), (4.3)

e uma vez que elétrons sao indistinguiveis entre si:
n(r) = N/ |U(r,rs, ..., rn)|2drodrs...dry, (4.4)
integrando ambos os lados em r e impondo que ¥ seja normalizada obtemos:

/ n(r)dr = N, (4.5)

como esperado. A funcao de onda ¥ sera obtida também da equacao de Schrodinger, agora,
de muitos corpos, onde escrevendo os termos de Potencial com interagoes tipo Coulomb
temos:

h? e? Z;

+Z —;

7 4meg [r; — Ry

U =EU. (4.6)

R

47Teo |1“Z — rj|

Sendo que o primeiro termo ¢é o de energia cinética, o segundo o termo de interacao elétron
elétron, e o terceiro o potencial de interagdo elétron nucleo, sendo Z; o niimero atéomico
do I-ésimo atomo. E usual escrever a equacio anterior em unidades atomicas (Unidades
Hartree) [44], ficando:

B DR kDD e Z‘rl R} U =EU. (4.7)

{ v o1 1 7
i i#j

Uma vez que tomamos a aproximacao de Born-Oppenheimer, as posi¢oes atomicas Ry
sao fixas, e dessa forma, podemos considera-las como parametros externos ao sistema, de

modo que vamos escrever:
Z1
I |I‘ - g |
e com as equagoes anteriores, podemos definir o Hamiltoniano de muitos elétrons:

A

H(ry,ro, ... 1) = Z——l—ZV r;)+ - Z

i 1753

(4.9)
v — I'J|
A principio, a equagao 4.7 é a solu¢do para o problema de determinar as energias eletronicas.
Entretanto nao é possivel obter solugoes analiticas para a equagao acima, o que nos leva
a uma abordagem computacional, onde podemos discretizar o espago 3N-dimensional
em que WV reside, e resolver a equacao com algum método numérico. Porém, o niimero
de parametros M necessarios para escrever a funcao de onda de varios elétrons ¥ sera
M = N;’N sendo [V, o numero de pontos no espaco discretizado. Um semicondutor simples
como o Silicio possui, em sua fase cristalina, uma célula ctibica de face centrada com

pardmetro de rede a = 5.43 A [45] contendo dois atomos, totalizando 28 elétrons. Uma
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discretizacao razoavel seria tomar um espacamento de 0,1 A entre os pontos, o que geraria
N, ~ 150000 e M = N;’N ~ 10143, Mesmo considerando somente os elétrons de valéncia (4
por 4tomo), ainda temos M =~ 10%°. E claro que seria impossivel diagonalizar matrizes

dessas dimensoes, de fato, sequer armazenar essa quantidade de parametros é possivel.

O problema anterior é conhecido na literatura como "parede exponencial" [46], e
impoe sérias limitacoes a resolucao da equacao 4.7 na pratica. Durante os anos, diversas
formas de contornar esse problema por meio de aproximacoes da equacao 4.7 foram
desenvolvidas, o que permite estudar materiais a nivel atdomico em diversos graus de

precisao.

4.1.1 Elétrons independentes

Analisando o Hamiltoniano da expressao 4.9 podemos notar que os dois primeiros
termos sao de particula tinica, assim como a equacao 4.1. Entao, uma primeira aproximagao
para o problema, é supor elétrons independentes ignorando o termo de interagao elétron-

elétron. Assim, a equacao 4.7 se torna:
3" Hy(r,)¥ = BV, (4.10)

onde agora temos o Hamiltoniano de um elétron

A

Hy(r) = ;VQ + Vi (r). (4.11)

Com isso, a probabilidade |¥(ry, s, ...,rx)|? de se encontrar o elétron 1 na posigao
r{, 0 elétron 2 na posicao ry e assim por diante, serd dada pelo produto das probabilidades
individuas do elétron i estar na posigao r;. Sendo ¢;(r) a fun¢ao de onda do elétron i,

temos entao:
\If(rl, ro, ..., I'N) = ¢1(I‘1)¢2(F2)...¢N(I’N). (412)

As fungoes ¢;(r) sdo determinadas através do Hamiltoniano de um elétron 4.11:

Hy(r)oi(r) = eii(r), (4.13)

logo com 4.12 e 4.10 e como cada Hy(r;) atua somente na respectiva ¢;(r;):
Z]flo(ri)ngzﬁj(rj) = EHgbj(rj), E = Z€Z (414)
7 7 J )

Porém existe um problema fundamental com as solucoes do tipo 4.12. Uma vez que
os elétrons sao Férmions, o principio de exclusao de Pauli, exige que a funcao de onda do
sistema seja antissimétrica quanto a troca das varidveis (posigao e spin) de dois elétrons,

ou seja, no caso de um sistema com dois elétrons:

U(ry,ry) = —¥(rg,ry). (4.15)
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Uma func¢ao que da conta da condicao anterior, e que quando substituida em 4.10 continua
fornecendo o mesmo resultado de 4.14 para a energia total é:

1
V2

que pode ser facilmente verificado. De fato, para o caso de N elétrons, a funcao de onda

U(ry,ry) = [f1(r1)Pa(r2) — P1(r2)Pa(ry)], (4.16)

do sistema pode ser escrita de maneira compacta como um determinante conhecido como
determinante de Slater [47]:

¢1(r1)  @a(r1) - on(r1)
1 [¢1(r2)  da(ra) -+ on(ra)

\I/(rl,rz,...,rN) = W (417)

¢1(rn) da(rn) - on(rw)
Se as solugoes da equagao 4.10, sao ortogonais (| ¢;(r)¢;(r)dr = 0) pode-se mostrar ainda

que:

n() = Y |x(r) . (1.18)

4.1.2 Aproximacao de campo médio

Na secao anterior foi ignorada completamente a interacao entre elétrons, uma
forma de melhorar as aproximacoes feitas até entao, seria incluir de alguma forma essa
interacdo, porém a questao aqui é como fazer isso ainda mantendo a aproximacao de

elétrons independentes.

Inicialmente, fazendo uma analise completamente classica dessa interacao, sabemos
que uma distribui¢ao de carga n(r) gera um potencial eletrostatico conforme a equacgao de

Poisson, que em unidades Hartree fica:
V2V (r) = —4mn(r), (4.19)

onde Vi (r) é conhecido como potencial de Hartree. A equagao anterior tem solugao:

n(r’

Vir(r) = / )/’ dr'. (4.20)

r—r
Com isso, ao invés de considerarmos diretamente a interagao dos elétrons uns com os
outros, podemos considerar que cada elétron interage com o potencial eletrostatico médio
gerado pela distribuicao de cargas no sistema. Inserindo essa interacgao classica entre os
elétrons na equacao 4.13 temos:

(—V; + V() + VH(I“)> ¢i(r) = £:¢i(r). (4.21)

Essa equagao, juntamente com 4.8, 4.18 e 4.19 nos permitem realizar um calculo autoconsis-

tente das solugoes, por isso esse método é conhecido como self-consistent field method. Essa
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formulacao representa uma simplificacdo gigantesca do problema inicial, pois saimos de
uma equacao 3N-dimensional, para um conjunto de N equagoes em 3 dimensoes. Enquanto
que no primeiro caso, como visto, o nimero de parametros M necessarios para a descricao
do sistema era da ordem de N;’N , agora precisamos de 3N x N, parametros. No exemplo

040

anterior para o Silicio cristalino, isso representa uma reducao de 10 para 10° parametros,

quantidade essa que ja se encontra tranquilamente dentro das capacidades computacionais.

Essa aproximagao de introduzir uma interagao puramente classica aos elétrons,
aparentemente sem muitas justificativas, produz bons resultados em situacoes onde os
elétrons podem ser tratados como particulas classicas. Entretanto, ao tentar obter resultados
quantitativos em escala atomica, onde os efeitos quanticos das interacoes entre os elétrons

surgem, as equagoes anteriores deixam de funcionar.

4.1.3 Hartree-Fock

Anteriormente nés consideramos que os elétrons nao interagiam entre si, e com isso
conseguimos escrever a fungao de onda ¥ do sistema como uma combinacao das fungoes de
onda dos elétrons independentes através do determinante de Slater. Agora, vamos voltar a
considerar a interacao Coulombiana entre os elétrons, entretanto, vamos impor que essa
interacao ¢é fraca o suficiente para que ¥ ainda possa ser aproximada por uma combinag¢ao
linear de funcgodes de onda de elétrons independentes na forma de um determinante de
Slater [48].

Considerando ¥ no estado fundamental, sabemos que a energia F desse estado é

dada por:

E = (V| A V) = /\If*f]\lfdrldrg . .dry (4.22)

Quando escrito dessa maneira, fica claro que a energia possui uma dependéncia funcional
com a funcao de onda W. Como essa, por sua vez, é dada pela expressao 4.17, a energia
passa a ter uma dependéncia funcional com as fungoes ¢;(r). Como estamos interessados
na energia do estado fundamental, podemos realizar derivadas funcionais a fim de terminar

as ¢;(r) tal que:

SE
09

Se consideramos que as fungoes de onda ¢;(r) sdo ortogonais entre si, ou seja, que temos a

=0, (4.23)
relagdo (¢;|¢;) = d;; sendo d;; a funcdo delta de Kronecker, obtemos de 4.23":

<_V2 + Valr) + VH@)) ¢i(r) + /Vx(r, )i (r))dr' = g,¢(x), (4.24)

A obtengdo desse pode ser encontrada no apéndice A da referéncia [43]
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=3 lo() P, (4.25)

(4.26)

v —r'|

Vy(r,r')=—-> ——-—2 G (r)dilr ) (4.27)
~ |r—1|

O termo Vx é conhecido como potencial de troca e surge diretamente do principio de

exclusao de Pauli, impedindo que dois elétrons ocupem o mesmo estado quantico. Vemos

que o fato da func¢do de onda ser antissimétrica inclui um comportamento nao local na

equacao de Schrodinger, o que aumenta a complexidade da solucao de 4.24.

Vale destacar que as equagoes de Hartree-Fock (HF'), nos fornecem uma descri¢ao
exata da energia de troca dos elétrons, ou seja, as solugdes possuem as mesmas propriedades
relativas a troca de coordenadas de dois ou mais elétrons que as solugoes diretas da equagao
de Schrodinger. Para as consideragoes fisicas feitas até aqui, o método HF é o mais preciso
possivel, porém ainda difere dos valores reais (experimentais) uma vez que o efeito de

correlagao eletronica nao ¢ considerado nessa descri¢ao [49].

4.2 Teoria do funcional da densidade

Na se¢ao anterior, vimos que a energia total é um funcional da fun¢do de onda de

muitos elétrons W(ry, ry,...,ry) que descreve o sistema. Ou seja:

E= (0| A|0) = /‘I/*lf[\Ifdrldrg . .dry = E = F[V], (4.28)
onde o Hamiltoniano de muitos elétrons H:

ﬁ<r17r27 "'7rn) = Z Vn(ri> + T + W? (429>

onde, por simplicidade, adotamos a notacao:

P= YV W=yt

#J

(4.30)
|rz r; |
Porém, até aqui, isso ndo passa de uma constatacdo uma vez que o problema de determinar
a fun¢do de onda de muito elétrons ainda continua. Entretanto, com trés observagoes
simples mas com grandes implicacoes Hohenberg e Kohn mudaram esse cenario em 1964

com o que conhecemos hoje como teorema de Hohenberg-Kohn [50], exposto abaixo:
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4.2.1 Teorema de Hohenberg-Kohn

1 - No estado fundamental, a densidade eletronica determina unicamente o potencial
externo aos elétrons.
n(r) — V,(r) (4.31)

Apesar de nao ser muito intuitiva, essa afirmacao pode ser facilmente demonstrada.
Suponhamos que existem dois potenciais externos V,, e V! tal que V,, # V! que
produzam a mesma densidade eletrénica n(r) em um dado sistema, denotemos entéo
U, H,EeV', H e E como a funcdo de onda no estado fundamental, o Hamiltoniano
e a energia do estado fundamental respectivamente para cada um dos potenciais.

Como V¥ nao é o estado fundamental do sistema com potencial externo V.| temos:
(WA |W) = (W] 3V (x:)[0) + (U|T + W[T) > B (4.32)

Observando a equagao 4.4, o termo para o potencial externo pode ser escrito explici-

tamente como:
(WY Vi) ®) = [n(e)Vi(x)dr, (4:33)

com isso:

/mﬂmumpu@ﬁ+ﬁmm>gc (4.34)
A energia E do estado fundamental no sistema com potencial externo V,, é:

E:/m@m@m+@@+me (4.35)
Combinando as duas expressoes anteriores obtemos:

(r)]dr. (4.36)

n

E-E< [n)lVa(x) -V,
Se iniciamos agora com V' e H e fazemos o mesmo procedimento temos:
E—E</Mﬂﬂ@—%ﬁMr (4.37)
Por fim, se combinamos as duas equagoes anteriores, temos como resultado:
0<0, (4.38)

o que é obviamente uma contradi¢ao. Logo, a premissa de que dois potenciais externos

podem produzir a mesma densidade eletronica no estado fundamental é incorreta.

2 - Em qualquer estado, o potencial externo V,, determina unicamente a funcao de
onda de muitos elétrons.
Vo, — V. (4.39)

Isso vem simplesmente do fato que mudar as posi¢oes atoémicas gera uma nova fungao

de onda para o sistema e nao requer, a principio, nenhuma demonstracao.
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3 - Em qualquer estado, a energia total E é funcional da func¢ao de onda de muitos
elétrons.

U E. (4.40)

Essa afirmacao sai diretamente do fato da energia ser dada pelo valor esperado do

Hamiltoniano (equagdo 4.28) e também nao requer nenhuma prova.

Unindo os resultados das observagoes feitas acima, concluimos que, no estado
fundamental:
n(r) - V,(r) >V - E = E = F[n]. (4.41)

Logo, a energia do estado fundamental é um funcional somente da densidade eletrénica do
sistema. Ao fazer isso, saimos do problema inicial de resolver uma equagao 3N-dimensional,

para um problema tri-dimensional onde:

E=Fn]= /n(r)Vn(r)dr + (W] T + W [n)) . (4.42)

Porém, apesar de o teorema nos fornecer esse incrivel fato, ainda nao sabemos

como se da a dependéncia dos termos T' e W com a densidade eletronica.

4.2.2 Equacoes de Kohn-Sham

A fim de contornar o problema da dependéncia implicita com a densidade eletronica
para os termos de energia cinética e interagdo elétron-elétron Kohn e Sham [51] escrevem
esse termo como sendo a energia cinética e a energia de interacdo Coulombiana (potencial
de Hartree) para elétrons independentes, e adicionam ainda, um terceiro termo que dé

conta da diferenca gerada por essa aproximagao. Assim, a equacao 4.42 se torna:
2 1 /
E = /n(r)Vn(r)dr— Z/ﬁb:(r)VQQ%'(r)dr—i- 2//Mdrdr’ + Eye[n],  (4.43)
- r—r

onde o termo E,.[n]| surge das contribuigoes quanticas de troca e correlagao, e a densidade
eletronica vem das fungoes de onda dos elétrons independentes sendo n(r) = 3, [¢;(r)[*.
Com isso, precisamos nos preocupar agora em determinar a dependéncia funcional com a
densidade eletronica somente desse tltimo termo e, caso a mesma nao seja muito grande
com relagao a outras contribui¢oes, aproximagoes simples para E,.[n] podem gerar bons

resultados.

Se a forma funcional de E,.[n] é conhecida, podemos determinar a energia E do
estado fundamental, desde que conhecamos a densidade eletronica do sistema. Uma vez
que a densidade eletronica do estado fundamental ny determina unicamente a energia
desse mesmo estado, podemos obter ng pela minimizagao da expressao anterior. Ou seja:

dFn|
on

n=ng

=0. (4.44)
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Ao realizar a minimizagao, podemos obter um conjunto de equagoes para os orbitais

eletronicos ¢;(r) conhecida como equagdes de Kohn-Sham:
1
S+ V() + Viglr) + vxc(r)} i(r) = eibi(r), (4.45)

onde:

n(r) = 3 16,0), (4.46)

Vi) = [ L (4.47)
V) = - % ’r_ZfRﬂ, (4.48)
Vi) = el ) (4.49)

A tltima equacgao desse conjunto pode ser obtida desde que seja determinado
a forma funcional de V,.(r). Vale destacar que caso F,.[n| seja conhecida, a Teoria do
funcional da densidade é uma teoria exata. Como nao hd uma maneira de se conhecer
a forma exata da energia de troca e correlagdo, o que se faz na pratica é tomar alguma

aproximacao para a mesma, como veremos mais adiante.

Uma grande vantagem do conjunto de equagoes 4.45-4.49 é que ele pode ser resolvido
de maneira autoconsistente, permitindo que calculos computacionais possam ser realizados
com precisao tao boa quanto a aproximacao utilizada no termo de troca e correlacao. O
primeiro passo, é entrar com as posi¢oes atomicas, que no caso de um cristal é a rede de
Bravais com a devida base. Com isso, é possivel determinar V,,, que serd fixo nos calculos
da estrutura eletronica. Em seguida, se inicia o calculo com um “chute” inicial para a
densidade eletrénica n(r), onde um bom ponto de partida, é tomar a densidade como
sendo a superposigao da densidade eletronica dos atomos isolados. Com n(r) determinado
¢é possivel determinar Vg e V., este iltimo, desde que escolhida a aproximagao que sera
utilizada. Com todos os potenciais determinados, é possivel determinar as func¢oes de onda
¢i(r) que por fim, permitem determinar uma nova densidade eletrénica. Esse processo
pode ser repetido quantas vezes for preciso, até que a variagao na densidade eletronica
(ou, o que é mais comum, na energia eletronica) entre passos sucessivos esteja dentro de
um critério de convergéncia preestabelecido. A figura 9 mostra esquematicamente esse

Processo.

Restam ainda dois problemas para que de fato seja possivel resolver as equagoes de
Kohn-Sham, o primeiro, como comentado logo acima, é a determinagao da forma funcional
da energia de troca e correlagdao, quanto ao segundo, nao foi feita nenhuma mencao no

texto até entao, mas, da forma como estd na equacao 4.48, o termo de potencial externo
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n(r) inicial

!

Ve = [ " dr V, =

[r—r|

OE, . [n] = - i
— (I') Vn (I') - Zl Ir—Ry|

——

=3 V2 + Va®) + Vi @) + Vie@)] $i(x) = eidpi(x)

n(r) = Y. 1 (1)l

NAO @ préxima o suﬁc@

Figura 9 — Representacao esquematica da solugdo autoconsistente das equagdes de Kohn-Sham.

V,, torna os célculos computacionais extremamente custosos, impossibilitando na pratica
que sistemas mais complexos sejam trataveis. Assim, uma aproximacao também tem de
ser tomada para o mesmo, os chamados pseudopotenciais. Vamos discutir cada um desses

problemas a seguir.

4.3 Energia de troca e correlacao

Dos resultados anteriores, vemos que o problema chave da teoria do funcional da
densidade esta na determinacao da forma funcional da energia de troca e correlagao. De
fato, desde a formulacdo das equacoes de Khon-Sham diversas aproximacoes surgiram
na literatura [43], e ainda hoje, grande parte dos esforgos teéricos em DFT é encontrar

aproximacoes cada vez melhores e mais eficientes.

4.3.1 Aproximacdo de densidade local (LDA)

A primeira aproximacao, que também serve de ponto inicial para a maioria das
aproximacoes mais robustas, se baseia em mapear localmente a energia de troca e correlagao
do sistema como sendo a de um géas de elétrons uniforme, uma vez que a primeira pode

ser obtida analiticamente como sendo?:

Ex(n) = —Z (—)é niv, (4.50)

™

onde n é a densidade eletronica. Quanto a energia de correlagdo, ndao ha uma forma

analitica para a mesma, entretanto, pode-se obter 6timos resultados por meio de simulagoes

Os passos principais na obtengao desse resultado podem ser vistos no apéndice B.
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estocasticas para o sistema, onde se calcula a energia total e posteriormente se subtrai as

energias conhecidas, de onde se obtém [52]:

0.0311lnr, — 0.048 4+ 0.0020r,Inr, — 0.01167,, se ry < 1.

Eo=nV 451
c=n —0.1423 (4.51)

1+ 1.0529,/r + 0.3334r,’

se rg > 1.

Onde r, é o raio de Wigner-Seitz, que se relaciona com a densidade eletrénica por:

3 1\3
= (22, 4.52
" (47771) ( )

Em posse desses resultados, como discutido, podemos aproximar localmente a

energia de troca e correlacao do sistema de interesse para a de um gas uniforme, ou seja:

_ B n(r)]

dE,. = % dr = n(r)eCn(r)]dr. (4.53)

xc

Onde o sobrescrito 'UG" indica “Gés uniforme”, e € é a energia de troca e correlacido por

elétron.

Esse tipo de aproximagao é conhecida como aproximacao de densidade local (LDA),
e com isso, podemos aproximar a energia de troca e correlacao de um sistema qualquer

somando a contribui¢ao para cada elemento de volume dr, ou seja:

By = /V dE,, = /V n(r)eSn(r)]dr. (4.54)

Dessa definicao fica claro que a densidade eletronica deve variar lentamente para que seja
possivel a determinagao de um elemento de volume onde dF,. seja praticamente constante,

ou seja, no limite de pequenas variagoes a equacao 4.54 se torna exata.

4.3.2 Comentarios sobre spin e aproximacdes de gradiente generalizado (GGA)

O desenvolvimento anterior bem como o do apéndice B foram desenvolvidos para o
caso onde nao ha momento magnético liquido. Quando isso nao é verdade, é necessario
incluir as contribui¢oes de spin nas expressoes anteriores. Para as equagoes de Kohn-Sham,
é suficiente considerar que o vetor r é um vetor generalizado, que contém coordenadas de
posicao e spin. Os potenciais V,, e Vg nao sao spin dependentes e permanecem inalterados.

Quanto a equacao 4.54, temos:

L) = [ ()l ng(x), my (1)ldr, (455)
onde agora o sobrescrito “LSDA” indica “local spin density approximation”. A energia
de troca e correlagao por elétron para o caso de um gés de elétrons independentes spin-

polarizado também é bem conhecida, e pode ser vista por exemplo, na referéncia [53].
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Uma primeira tentativa de melhorar a LSDA, seria tomar uma aproximacao de

segunda ordem no gradiente (GEA) [54] da densidade eletrénica. Assim:

EGFAng, )] = Ex2PAng, ny] + Z/C” ne,n,)Vng - Vg /n2*n2?, (4.56)

Porém, diferente do que se espera inicialmente, para atomos, moléculas e sdlidos, as
aproximagoes GEA sdo menos precisas que aproximagoes LSDA. Isso nos mostra que a
densidade eletrénica de sistemas reais nao esta préxima do limite de variac¢ao lenta [55].
A razao para os melhores resultados da LSDA vem do fato que ela preserva algumas
propriedades da energia de troca e correlagao exata [56], enquanto que a GEA nao preserva

as mesmas [5H7].

As aproximagoes mais utilizadas sdo conhecidas como aproximagoes de gradiente

generalizado (GGA) e possuem a forma:
E:?CGA[nTJ ni] = /f(nTJ ny, vnTy vni)dra (457)

Existem diversas GGA distintas, que vém através da determinacao semiempirica ou tedrica
da funcdo f *. A GGA mais utilizada em estado sélido, e que também foi utilizada neste
trabalho, foi criada por Perdew, Burke e Ernzerhof [63] e é conhecida como método PBE.
A discussao da obtencao dos resultados fica fora do escopo desse trabalho, de modo que
nos limitamos a apresentar a forma funcional das aproximacoes. Para a energia de troca,

a mesma ¢ dada por:

1 1
EJ g, ny] = §Ef “A2n4] + §Ef “A2ny), (4.58)
ESAn] = [ n(x)el®(n) Py (s)dr, (4.59)
sendo:
n=ns +ny, (460)
3k
UG F
_ 4.61
€& (n) == (4.61)
kr = (37°n)3, (4.62)
|Vn|
4.63
2k:Fn ( )
Fu(s)=1+p— —2 (4.64)
1 o8

Ver por exemplo, as referéncias [58-63].
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Com p =0.804 e u = 0.21951.

Quanto a energia de correlagdo, a mesma possui a seguinte forma no método PBE:

ECGGA[nT? ni] = /n(r)[chG<r37 C) + H(TS, Cv t)]dl', (465>

ry = (Slf | (4.66)

sendo agora:

dmn
¢ = % (4.67)
t= ;ZZL (4.68)
6= 511+ 4+ (1= 0, (4.69)
e — 47’?“ (4.70)
H =~¢’In {1 + 5# L ;j&;ﬁt;ﬂ] } : (4.71)
A= f {exp [—;%;] - 1}_1, (4.72)

com v = 0.031091 e B = 0.066725.

4.3.3 Comentarios sobre interacoes de van der Waals

Os potenciais de troca e correlacao citados nas se¢des anteriores sdo incapazes de
descrever corretamente as interagoes de van der Waals que surgem de correlagoes advindas
de flutuagoes nas distribuicoes eletronicas. Para que interagdes desse tipo sejam incorpora-
das na metodologia, se soma a energia de Kohn-Shan, Fxg, discutida anteriormente, a

energia vinda dessas interacoes de longo alcance. Assim:

E = EKS + Eva. (473)

Existem diversas metodologias para o termo de correcao Ey py*. Em nossos célculos

utilizamos o método DFT-D3 conforme desenvolvido por Grimme et al. [69], e assim como

ver por exemplo, referéncias [64-68].
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na secao anterior, nos limitamos somente a apresentar as relagoes que descrevem essas

interacao. Nesse método, o termo Ey py assume a forma:

Evow = —5 >0 <fd,6(m-,j,L) St fas(rign) =2 ) (4.74)
i i L TigL Tig.L

onde a soma em i e j sao feitas até o nimero N de atomos na célula unitaria, L indica a
célula, r; ; 1, ¢ a distancia entre o &tomo i na célula de referéncia L = 0 e o 4tomo j na célula
L. Os coeficientes Cs; j e Cs; j sao os coeficientes de dispersao para o par atomico i, j e
sao dependentes da geometria local por meio do niimero de coordenacao de cada dtomo °.
Por fim, a fun¢do f4,(r; ;) ¢ uma funcao de corte que diminui as interagoes de van der
Waals quando r decresce, em especial, quando a distancia interatémica se aproxima de

distancias de ligacoes atomicas tipicas. No método utilizado, essa funcao assume a forma:

Sn

146 (rig )
- (SR,nRo,z‘,j)

sendo que nessa, Ro;; = 1/Cs;;/Ce.ij, a6 = 14, ag = 16, sgs = 1, e 0s termos restantes
sao ajustados conforme a GGA escolhida. No caso do método PBE: sg =1, ss = 0.722 e

SR,6 = 1.127.

Jan(rijL) = (4.75)

Vale destacar que todas essas corregoes também sao estendidas a corregoes nas
forcas atomicas, de modo que a depender da estrutura cristalina do composto analisado,
a inclusao dessas corregoes nos calculos de DFT podem levar a melhores resultados na

determinacao, por exemplo, de parametros de rede.

4.4 Solucao das equacao de Kohn-Sham em sistemas periddicos

Uma vez que em sistemas cristalinos temos condigoes de contorno periddicas, as

fungoes de onda devem ser tal que:

o(r+R) = o(r), (4.76)

onde R é um vetor da rede. Por esse motivo, é usual que em problemas de matéria
condensada se escreva as funcoes de onda em uma base de ondas planas, uma vez que

temos do teorema de Bloch:

¢n,k = un,k(r)eik.ra un,k(r + R) = un,k(r>7 (477>

podemos expandir as fungées ¢;(r) em uma série de Fourier:

Gri(r) =Y Cp(k + Gkt T (4.78)
G

Pode-se ver mais sobre a determinagdo desses termos, por exemplo, na referéncia [70].
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onde G é um vetor pertencente a rede reciproca e C,(G) sdo os coeficientes da expansao

de Fourier. Substituindo a equacao anterior na equacao de Kohn-Sham temos:

1
[ — 4V, +VH+VIC] ZC (k + G)e'kt@r — ankZC (k + G)ektGT (4.79)
multiplicando ambos os lados por e *®+G&)r ¢ integrando por toda a zona de Brillouin
temos: )
3 {2|k G2+ V(G- G')} Co(k+ G') = £k Cu(k + G), (4.80)
G/

onde Vepr = Vi, + Vg + V.

Dessa forma, a grandeza a se determinar passam a ser os coeficientes C),(k + G), a
equacao anterior pode ser escrita em forma matricial, e o processo de se obter os coeficientes
passa a ser um problema de determinacgao de autovalores e autovetores. Com os coeficientes
determinados, pode-se reconstruir as fungdes de onda através da equagao 4.78 e o processo

auto consistente representado na figura 9 pode ser feito.

Da forma como estd a equagao 4.78, o nimero de ondas planas que constituem
a base onde as fungoes ¢, x(r) sdo escritas é infinito, o que obviamente, nao é possivel
computacionalmente. De fato, o nimero de ondas planas deve ser finito para a realizacao
dos calculos, para isso definimos um tnico parametro, conhecido como energia de corte,
E.ut, que é definido como a energia cinética associada com a onda plana que tem maior

vetor de onda G. Ou seja:

|Gmaz|

E cut = 2

(4.81)

Dessa forma, fica claro que a quantidade de ondas planas utilizadas na base
influencia diretamente na precisao com que o calculo pode ser realizado, e também tera um
impacto direto na capacidade e tempo computacional necessarios para os cdlculos serem
realizados. Diversas metodologias sao utilizadas a fim de descrever da melhor maneira
possivel as fung¢oes de onda utilizando o minimo possivel de ondas planas. A seguir, sao

feitos alguns comentarios sobre esses métodos.

441 Pseudopotenciais

Apesar dos elétrons serem particulas indistinguiveis, o comportamento de cada
elétron esta fortemente ligado com a posicao média com que o mesmo se encontra no atomo,
nos permitindo classifica-los em dois grupos distintos: os elétrons de carogo, sao aqueles
que, em média, se encontram mais proximos dos nucleos atdémicos, e como estao fortemente
ligados com os prétons, em geral, permanecem assim, apenas oscilando rapidamente pela
forte atracao de Coulombiana a que estdao submetidos, independente do ambiente em que

o atomo se encontra, seja isolado ou em um soélido. Além disso, esses elétrons acabam
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“neutralizando” parte da carga nuclear sentida pelo elétrons mais externos. Esses por sua
vez, sao chamados de elétrons de valéncia, e sdo aqueles que se encontram, em média, mais
distantes do nucleo atomico (Geralmente, os elétrons da tltima camada atomica), por
estarem mais fracamente ligados sdo eles, por exemplo, que formam ligagoes quimicas, sao

retirados quando o &tomo se torna ionizado ou conduzem eletricidade.

Uma vez que os elétrons de carogo nao participam das liga¢oes nas formacoes de
sélidos ou mesmo nos fendémenos de transporte de carga e/ou energia, seria de grande ajuda
se de alguma maneira fosse possivel simplesmente remover os niicleos e elétrons de carogo
do nosso modelo, e descrever apenas os elétrons de valéncia, esse processo é conhecido
como frozen-core approximation. Com isso, os elétrons de carogo acabam “blindando” a
carga nuclear, e somente uma forca suave atua nos elétrons de valéncia. Esse processo é

representado de maneira esquematica na figura 10.

Figura 10 — Representacao esquematica da aproximacao froze-core para um atomo de Arsénio.

Além da implicacido direta na reducao da quantidade de elétrons que precisam
ser descritos pelo modelo, essa aproximacao gera, como veremos a seguir, implicagoes
muito mais profundas na expansao das fungoes de onda em séries de Fourier, de modo
que sistemas com mais que alguns poucos atomos s6 podem ser estudados dentro dessa

aproximacao.

Como os elétrons de carogo estao fortemente ligados com o nicleo atémico, suas
fungoes de onda sao altamente localizadas. Assim, quando uma func¢ao de onda de valéncia
passa pela regiao de caroco, ela tem de oscilar rapidamente, com varios nos, a fim de
ser ortogonal as fungoes de onda de carogo, o que garante que cada fungao de onda seja
Unica. Isso faz com que, em um calculo computacional, a descricao da fun¢do de onda
original, U, onde o subscrito indica “todos os elétrons”, se torne extremamente custosa,
sendo demandada uma quantidade imensa de ondas planas para a base, a fim de descrever

corretamente essa fungao de onda.

A ideia entao é construir uma pseudo funcao de onda que reproduza a funcao de

onda original na regiao dos elétrons de valéncia, porém, seja suave e sem nés na regiao
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dos elétrons de caroco, além de manter algumas propriedades de interesse. A figura 11

representa esquematicamente essa ideia.

Figura 11 — Representagao esquematica da ideia por tras do método de pseudopotenciais. As
linhas sélidas representam as funcgoes de onda pseudo e TE. As linhas pontilhadas
representam a reconstrucao das mesmas em uma rede discreta igualmente espagada.
Nota-se que, na funcao TE uma rede extremamente fina seria necessaria para
descrever os detalhes da mesma na regido dos elétrons de carogo. O eixo horizontal
representa a distancia radial em unidades arbitrarias.

Para fazer essa substituicao de Wrg por ¥pp o seguinte procedimento ¢ adotado:

Calcula-se as fungoes de onda de Kohn-Sham, W7 g, na presenca dos elétrons de

carogo para um atomo isolado.

e Toma-se uma distancia radial de corte, r., que ira definir a regiao de pseudizacao

0 < r < r.onde a funcao de onda sera modificada.

e Nessa regiao, a funcao de onda ¢é substituida por uma funcao suave e sem nos.

A nova funcao de onda deve ser tal que:

8\I/TE(T')
or

_ a\prp(T')

Urp(re) = Upp(r.) e ar

(4.82)

r=rc r=rc

A metodologia anterior determina Wpp, porém ainda envolve o calculo da funcao
de onda de todos os elétrons. A questao remanescente é como determinar a funcao de onda
suavizada diretamente das equagoes de Kohn-Sham. Para isso, definimos um potencial
nuclear modificado, ou pseudopotencial, tal que (7) fora da regiao de pseudizagao esse
coincida com o potencial original obtido por um célculo envolvendo todos os elétrons e (i)

dentro da regiao de pseudizacao reproduza precisamente a pseudo fungao de onda.

Existem varias metodologias para a sistematizacao das ideias descritas anterior-

mente, e de fato construir os pseudopotenciais. Essas constituem um campo de pesquisa em
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Fisica por si s, e descrevé-los aqui foge da proposta deste texto. Para o leitor interessado,
os principais métodos pseudopotenciais em matéria condensada sao os pseudopotenciais
de norma conservada que pode ser consultado nas referéncias [71-74], pseudopotenciais
ultrasoft [T5-77], e o que de fato foi usado nesse trabalho o método Projector augmented-
wave [78-80).



60

5 Metodologia do trabalho

Todas as simulagoes dos coeficientes de transporte foram feitas usando os resultados
da equagao de transporte de Boltzmann, como implementado no cédigo BoltzTraP [81].
Uma vez que o BoltzTraP calcula os coeficientes de transporte por meio da determinagao
dos tensores dados pelas equacoes 3.37-3.40 vemos que, além da estrutura cristalina,
precisamos de informagoes sobre o tempo de relaxacao 7; das bandas eletronicas bem
como as velocidades dadas pelas derivadas das bandas; e por fim, do potencial quimico
do material de interesse. Como ja discutido, ao assumir que o tempo de relaxacao é
independente de k, podemos retirar 7 das integrais e calcular a razao de o e K, pelo tempo
de relaxacao. Sendo, respectivamente oy, € Kepor, & condutividade elétrica e térmica em

funcao de 7 calculadas pelo BoltzTraP, teremos:

O = TOWltz; Ke = TRepoltz- (51>

Aqui, vale um comentario importante sobre a condutividade térmica eletronica
calculada. Como pode ser visto na documentacao do BoltzTraP, a grandeza calculada
pelo mesmo (e na maioria dos softwares que implementam o formalismo semicldssico) é a
condutividade térmica eletronica quando o potencial eletroquimico na amostra é igual a
zero, denotada aqui por Kg. Isso corresponde somente ao primeiro termo na equacao 3.42.
Ou seja: .

Ko — TK22. (52)

Porém, a condutividade térmica que é de fato medida no laboratério, e que entra
na expressao 2.9 da figura de mérito, é a condutividade térmica quando a corrente elétrica
na amostra é igual a zero, que é o caso adotado para chegar nas equacoes 3.42 e 3.44.

Usando a notacao anterior temos entao:
Ke = ko — ToS?, (5.3)

e é esse resultado que deve ser usado na expressao da figura de mérito. Uma vez que o
proprio BoltzTraP realiza os calculos de o e S, nao se faz necessaria nenhuma alteragao
no codigo original, podendo K¢y, Ser determinado com um pés-processamento simples

dos proprios resultados BoltzTraP.

Além dos resultados obtidos pela equagao 5.1 ao fazer o tempo de relaxacao
independente da energia dos portadores, o ponto chave do método semiempirico que iremos
utilizar em parte desse trabalho é que, ao considerarmos que 7 independe de k, o coeficiente

Seebeck passa a ser independente do tempo de relaxacao. Assim, desde que tenhamos
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Otimizagao Estrutural e
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Figura 12 — Representacao esquematica do desenvolvimento metodolégico para o calculo da
figura de mérito.

informagoes sobre as bandas eletronicas, podemos calcular S com a equagao 3.43 tendo
o potencial quimico como um parametro livre. Munidos dos dados experimentais para o
coeficiente Seebeck, um ajuste entre os dados nos permite determinar o potencial quimico
em funcao da temperatura. Com o potencial quimico determinado ¢ possivel calcular
Owolt- € através da equacao 5.1 e de medidas experimentais para a condutividade elétrica,
determinar os tempos de relaxagdo em funcao da temperatura. Finalmente, em posse dos
resultados para os tempos de relaxagao, podemos calcular a condutividade térmica com a
equagao 5.1 e com isso, teremos toda a informacao necessaria para o calculo da figura de

mérito. Na figura 12, é apresentado esquematicamente o processo descrito acima.

Resta ainda tratar o problema das energias e velocidades dos portadores de carga.
Para isso, usamos as técnicas da Teoria do Funcional da Densidade (DFT), através do
método Projector augmented Wave (PAW) conforme implementada no Vienna Ab initio
Simulation Package (VASP) [82-85]. Além disso, para os potenciais de troca e correlagao,
o funcional Perdew-Burke-Ernzerhof (PBE) foi utilizado. Corregoes para levar em conta
as interagoes de van der Waals entre as camadas também foram explicitamente inclusas

em todos os calculos conforme o método de Grimme et al. [69]

Uma vez que o BoltzTraP calcula as integrais por meio de uma interpolacao das
bandas eletronicas, e as velocidades sao dadas por derivadas dessas interpolagoes, os
resultados para as bandas eletronicas que servirao de entrada no BoltzTraP devem estar
muito bem convergidos a fim de minimizar os erros resultantes desse processo. Para isso,
precisamos de uma estrutura cristalina bem relaxada, e ainda, um calculo cuidadoso da
estrutura eletronica por meio de uma alta densidade de pontos no espago reciproco, como

pode ser verificado na secao de resultados.
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6 Resultados

6.1 Estrutura cristalina

O semicondutor trisseleneto de arsénio (AsySes) em sua forma cristalina se apre-
senta em uma estrutura monoclinica (Grupo espacial P2;/n) com seus atomos arranjados
em camadas, de modo que uma célula unitaria contém duas dessas que se relacionam
uma com a outra por uma rotagao de 7 em torno do eixo b (perpendicular as camadas
atomicas) [8,86-89], possuindo 20 atomos dispostos conforme figura 13. No plano ao longo
das camadas, os dtomos se encontram fortemente ligados por ligagoes covalentes, enquanto

que forgas do tipo van der Waals sao responsaveis por manter as camadas atomicas unidas.

Figura 13 — Representagdo da Estrutura do AssSes ao longo das trés diregoes cristalinas.

Os atomos de As existem em dois tipos de ambientes quimicos, identificados como
As(1) e As(2), onde cada um desses se encontra ligado a mais trés atomos de Se. Ja os
atomos de Se sdo vistos em trés ambientes quimicos distintos (Se(1), Se(2), Se(3)) ligados

a dois dtomos de As.

Atomos de As e Se do tipo 1 e 2 formam dois tipos de cadeias que se alternam
ao longo do plano das camadas ligadas por um atomo de Se do tipo 3, conforme visto
na figura 14. Com as posicoes desses cinco atomos, a célula unitaria pode ser construida

levando em conta as quatro operagoes de simetria:

(xvyvz)v (1_3:’1_3/’1_2)’
(%—x,y+%,%—z), (6.1)
(x+%,%—y,z+%).
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Figura 14 — Representacao dos 5 ambientes quimicos que compdem os cristais do AssSes.

6.1.1 Relaxacao estrutural

Para a relaxacao da estrutura cristalina, foi usada a energia de corte de 700 eV
para a base de ondas planas e uma rede de 5 x 7 x 15 pontos no espago reciproco. Para
os calculos da estrutura eletronica, uma diferenca maxima de 1 x 107 eV entre passos
sucessivos foi usada como critério de convergéncia, e como condi¢ao estrutural, uma forca

maxima por dtomo de 1 x 1075 eV/A.

A estrutura inicial foi tomada conforme dada em Stergiou e Rentzeperis [88]. Uma
bateria de calculos de relaxacao foi realizada permitindo que as posi¢oes atomicas e os
angulos entre os eixos primitivos variassem livremente para volumes fixos ligeiramente
diferentes do volume inicial, e os dados foram fitados usando a equacao de estado de
Murnaghan [90]:

1 A4 1
E(V) = By + KoV | o (£ - 2
V)= Eo+ Ko [K{,(K{,—l) %) tmmomo) 62

onde Ej e Vj sao respectivamente a energia total e o volume inicial, Ky o médulo de Bulk

e K|, sua derivada com relacao a pressao.

Para variar o volume, multiplicamos os eixos primitivos por um parametro f,
conforme ja implementado no VASP. Em termos do parametro f o novo volume é dado
por V = f3V,, fazendo o ajuste de nossos dados obtivemos f=1,0065, o que nos da um
volume de 522,36 A® para a célula relaxada. Os pardmetros advindo do ajuste, sdo dados

na tabela 2.
Tabela 2 — Valores obtidos do ajuste da equacao de estado de Murnaghan.

Pardmetro | f | Eg(eV) | Ko(GPa) | K]
Valor | 1,0065 | -85,814 | 117,6 | 20,74

Na tabela 3, temos as posi¢oes atomicas finais apds os calculos de relaxacao. A
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Tabela 3 — Posi¢des atomicas em coordenadas fracionarias para o AssSes apds os calculos de
relaxacao.

Direcao | As(1) | As(2) | Se(1) | Se(2) | Se(3)
a 0.235 | 0.009 | 0.096 | 0.151 | 0.377
b 0.197 | 0.324 | 0.116 | 0.411 | 0.299
c 0.088 | 0.599 | 0.460 | 0.962 | 0.429

célula completa pode ser obtida com os dados da mesma juntamente com as operacoes de

simetria dadas pela equacao 6.1.

Ja na tabela 4, é apresentada uma comparacao dos nossos calculos com os de outras
referéncias. Vemos desses dados que os valores obtidos em nosso trabalho se encontram
em acordo com os resultados tedricos e experimentais, e que de fato, as interacoes de
longo alcance precisam ser incluidas para obtermos melhores resultados para a direcao b,
mostrando que essas interacoes estao presentes no cristal.

Tabela 4 — ParAmetros de rede para o AsySes. * Representam dados experimentais. ** Célculo
realizado sem incluir corre¢des de van der Waals.

a(A) | b(A) [cA) [a| B |~
Este trabalho 12.216 | 10.039 | 4.259 | 90 | 90.526 | 90
Este trabalho ** 12.117 | 10.989 | 4.505 | 90 | 90.271 | 90
Gonzalez-Romero et al. [10] 12.20 10.04 4.27 190 | 9047 | 90
Vaipolin [86] 12.053 | 9.890 | 4.277 | 90 | 90.47 | 90
Vaipolin [91]* 11.49 9.59 4.25 190 | 90.45 | 90
Stergiou [88]* 12.0774 | 9.9037 | 4.2835 | 90 | 90.458 | 90
Renninger e Averbach [87]* | 12.84 9.94 4.30 | 90| 90.47 |90

6.1.2 Estrutura eletronica

A fim de visualizar a estrutura de bandas do trisseleneto de arsénio, usamos o
procedimento descrito por Setyawan e Curtarolo [92], que propéem uma metodologia
padronizada para a determinacao da célula unitaria e das coordenadas dos pontos de alta

simetria na zona de Brillouin para todas as redes de Bravais.

Uma representacao da zona de Brillouin com os pontos de alta simetria no caso
de uma rede monoclinica pode ser vista na figura 15, onde o caminho sugerido pela
metodologia anterior para a andlise das bandas, de modo a cobrir toda a zona irredutivel

da primeira zona de Brillouin é dado por:

I-Y-H-C-E-M—A-X-T—-Z—-D-M|Z-AD-Y|X - H

Por fim, temos o resultado para as bandas de energia obtidas com o VASP na

figura 16, dessa vemos que o trisseleneto de arsénio apresenta o maximo da banda de
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Figura 15 — Representacao da zona de Brillouin do AssSes com os pontos de alta simetria para
o céalculo das bandas eletronicas.

valéncia no ponto D (fixado em 0 eV) com vérios méaximos secundarios, como o pico no
caminho I' — Y com energia -0,282 eV e os pontos E e I' com energias de -0,412 e -0,423
eV respectivamente. J& o minimo da banda de conduc¢ao se encontra no caminho entre
os pontos X e H; com energia de 1,210 eV e minimos secundarios sao encontrados nos
caminhos X-I" e Z—D com energias 1,215 e 1,240 V.

Claramente, o semicondutor As3Ses apresenta um gap de energia do tipo indireto,
com uma barreira de energia de 1,210 eV. Este valor estd de acordo com outros calculos
tedricos, como por exemplo as referéncias [9, 93] com valores de 1,26 ¢V e 1,45 V!
respectivamente. Além disso, o menor gap direto, se encontra no ponto I' com energia de
1.407 eV. Vale destacar que, como esperado, os calculos de DFT subestimam o valor do

gap de energia, que apresenta valores experimentais proximos de 2.0 eV [94, 95].

6.2 Coeficientes de transporte

Apébs obtida a estrutura de bandas eletronicas com os cédlculos de DFT, para
calcular os coeficientes de transporte é necessario “abrir” o gap de energia de maneira
rigida (sem mudar a forma das bandas) para levar o gap de energia calculado para o
experimental de 2 eV, fun¢do essa ja implementada no BoltzTraP e comumente conhecida

na literatura como scissors operator [96].

A fim de minimizar os erros nas interpolacoes e calculos das derivadas realizadas
pelo BoltzTraP, uma anélise cuidadosa da convergéncia dos coeficientes de transporte foi

realizada. Para isso, calculos estaticos (sem atualizacao da célula e das posigoes atdmicas)

Este valor foi obtido com calculos de DFT sem a inclusao das interagdes de van der Walls.
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Figura 16 — Estrutura de bandas eletronicas para o AsoSes.

de DFT foram realizados para a estrutura eletronica, aumentando a densidade da rede
no espago reciproco e esses foram usados como entrada nos calculos dos coeficientes de
transporte no BoltzTraP. Para conseguirmos uma variacdo maxima menor que 1% na
condutividade elétrica ao ir aumentando a densidade da rede, chegamos em uma rede de
15 x 19 x 45 pontos no espago reciproco (figura 17), o que deixa claro como esses calculos

sao sensiveis a rede.

Os célculos foram realizados no intervalo de temperaturas de 0 a 600 K, uma
vez que o ponto de fusdo do AsySes estd em 633K [97]. Ja para o cdlculo numérico das
integrais de transporte, o método do tetraedro [98] foi utilizado conforme implementado
no BoltzTraP.

6.2.1 Coeficiente Seebeck e potencial quimico

Conforme discutido, ao tomarmos a aproximagao de que o tempo de relaxacao é
independente da energia dos portadores de carga, o coeficiente Seebeck deixa de depender
do mesmo, se tornando fung¢ao apenas da temperatura, 7', e do potencial quimico p(7).
Em geral, o coeficiente Seebeck apresenta um comportamento linear com o inverso da

temperatura, conforme a expressao [31]:

S——@ Ecpy — p+ 0T

A 6.3
. T + Al (6.3)

onde Ecpy € a energia minima da banda de conducao, i é o potencial quimico em 0 K,

¢ a dependéncia do potencial quimico com a temperatura e A é um termo proporcional ao
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Figura 17 — Convergéncia da condutividade elétrica com densidade da rede reciproca.

espalhamento.

Com os calculos realizados, podemos determinar o potencial quimico ajustando
o coeficiente Seebeck. Os resultados para o ajuste podem ser vistos na figura 18, onde o

ajuste do Seebeck foi realizado para a direcao a conforme os dados medidos por Brunst e
Weiser [94].

O processo de ajustar o coeficiente Seebeck serve, a principio, para a determinagao
do potencial quimico do material. Porém como ja temos disponiveis dados experimentais
para o potencial quimico, sendo que iz, (7') = (0.00032x7T+1.23)eV [94], esse processo terd
um papel talvez até mais importante: ele sera nossa ferramenta de verificagdo metodologica.

Afinal, uma série de aproximacoes foram tomadas, dentre elas as principais:

e Aproximagao de gradiente generalizado (pelo método PBE) para a energia de troca

e correlacao, bem como as correcoes para as interagoes de Van der Waals.
e Potencias atomicos aproximados pelo método Projector Augmented Wave.
e Fungoes de onda expandidas em uma série de Fourier finita (E < E.u).
e Descricao semiclassica dos portadores.
e Equagao de Boltzmann linearizada e na aproximacao do tempo de relaxacao.

e Tempos de relaxagao independente da energia dos portadores.
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Figura 18 — Coeficiente Seebeck experimental e calculado com o fit ja realizado para a direcao a.
* Sao dados experimentais da referéncia [94].

Tabela 5 — Comparagio entre os coeficientes linear e angular do ajuste dos dados obtidos nesse
trabalho e dados experimentais.

o(meV/K) p(0)(eV)

Este trabalho 0,306 1,246
Brunst e Weiser 0,32 1,23
A(%) 4.4 1,3

A principio, ndo podemos garantir que o AssSes possa ser bem descrito com essa série de
aproximacoes, em especial, a suposta independéncia dos tempos de relaxacao com a energia
dos portadores, que é relativamente forte. Entao, nossa maneira de garantir a qualidade
dos calculos foi verificar quao bem o potencial quimico experimental é representado pelo
advindo do ajuste entre coeficiente Seebeck calculado e experimental. Os resultados do

ajuste para u(7') estao apresentados na figura 19.

Na tabela 5, temos uma comparagao quantitativa entre o ajuste linear do potencial
quimico calculado e os dados experimentais. Os calculos no BoltzTraP convergiram somente
para temperaturas acima de 260 K, o que é esperado da aproximacao semiclassica. No
intervalo de temperaturas onde foram feitos os calculos (260 < 7" < 600)K, o maior desvio
do potencial quimico com relacao ao da referéncia foi de 0.012 eV a 326 K, correspondente

a uma diferenca de 0.9%.

Com esses resultados, ficamos seguros para seguir os calculos para os outros

coeficientes.



Capitulo 6. Resultados 69

1.50
—— (u=0.00032 xT+ 1.23)*
e Este trabalho (Fit Seebeck)

1.45 ~

1.40 A

1.35 A

u (V)

1.30 4

1.25 4

1.20

T T T T T T T T
250 300 350 400 450 500 550 600
Temperatura (K)

Figura 19 — Potencial quimico calculado e experimental. * Referéncia [94].

6.2.2 Condutividade elétrica e tempos de relaxacao

Tomando os resultados para o potencial quimico podemos extrair a condutividade
elétrica em funcao de 7 e através da equagao 5.1, calcular o tempo de relaxacdo em
funcao da temperatura para cada diregdo. Na figura 20, temos a razao o/t calculada
para as diregoes cristalinas e os dados experimentais da referéncia [94|. Nas medidas,
Brunst e Weiser nao obtiveram diferencas significativas na condutividade elétrica para as
dire¢oes contidas nas camadas atOmicas, por isso apenas dois conjuntos de medidas sao
apresentados para cada amostra. A fim de obter melhores detalhes da dependéncia de 7
com a temperatura, trabalhamos com as equacoes que descrevem os dados experimentais,

uma vez que temos um comportamento do tipo:

In(c) = A <%) + B, (6.4)

realizamos um ajuste linear dos dados experimentais para cada curva, e para a aplicagao

da equacao 5.1 usamos:

Oy = ¢ A/TTE), (6.5)
Os coeficientes A e B para cada uma das curvas da figura 20 sao dados na tabela 6.

As duas amostras distintas que tem seus resultados apresentados por Brunst e
Weiser correspondem aos casos limites de um conjunto com varias amostras, ou seja, foram

apresentados os dados para a amostra em que se mediu a maior condutividade elétrica
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Figura 20 — Condutividade elétrica por unidade de 7 calculada (esquerda) e condutividade elétrica
experimental (direita) [94].

Tabela 6 — Coeficientes do ajuste linear para cada conjunto de dados da condutividade elétrica
experimental.

Conjunto de dados | A(KQ™'m™1) | B(Q~'m™)
Amostra 1 (j L b) -9182,2686 10,3708

Amostra 1 (j || b) | -9399,0130 7,4446
Amostra 2 (j L b) | -8912,2685 8,2045
Amostra 2 (j || b) | -8950,2631 5,3300

dentre todas (amostra 1) e a menor (amostra 2) condutividade elétrica. Com isso, temos
todas as ferramentas necessarias para o calculo dos tempos de relaxacdo. Ao realizar os

ajustes, obtivemos os resultados para os tempos de relaxacao vistos na figura 21.

Ainda da figura 21, percebemos a importancia de levar em consideragao a depen-
déncia do tempo de relaxagao com a temperatura, pois no intervalo relativamente pequeno
de temperaturas entre 260 e 600 K, os valores de 7 variam em torno de 50%. Além disso,
vemos que existe uma grande anisotropia nos processos de espalhamento no AsySes, pois,
enquanto que nas dire¢oes que constituem as camadas atomicas que formam o cristal os
tempos de relaxacao sao relativamente proximos, o mesmo difere por quase duas ordens
de grandeza em relacao a direcao perpendicular as camadas. Isso era esperado, uma vez

que os processos de espalhamento nessa dire¢cao podem ser muito mais complexos.
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Figura 21 — Tempos de relaxacao em funcao da temperatura para as direcoes cristalinas em duas
amostras distintas de AssSes.

Os valores obtidos para os tempos de relaxacao no AssSes se encontram consi-
deravelmente abaixo dos tempos tipicos encontrados na literatura para outros materiais
cristalinos, que em situagoes normais de transporte, geralmente se encontram em ordens
de grandeza de 1 a 10 femtossegundos [99-102]. Vale destacar aqui que, apesar dos tempos
de relaxacao atipicos, isso nao representa um problema na metodologia utilizada, visto
que se encontram de acordo com as baixas condutividades elétricas medidas nos cristais de
AsoSes, essas também, ordens de grandeza menores que em cristais similares. Atribuimos
esse comportamento atipico da condutividade elétrica, e consequentemente dos tempos de

relaxacao, a presenca de defeitos que devem existir no AssSes, discutidos a seguir.

6.2.2.1 Defeitos e tempo de relaxacao

Como discutido, acreditamos que os baixos tempos de relaxacao obtidos anterior-
mente ocorrem possivelmente pela alta concentracao de defeitos nas amostras experimentais

do AsySes. De fato, é sabido que a presenca de defeitos de anti-sitio é comum nesse mate-
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Figura 22 — Defeitos de anti-sitio produzidos no AssSes cristalino. Fonte: Referéncia [94].

rial [94,103]. Para nos referir a esses defeitos, vamos usar a notagao adotada por Vanderbilt
e Joannopoulos [104], onde C ird representar o calcogénio Se, e P o pnicogénio As. Nume-
ros subscritos representam o nimero de coordenacao do d&tomo em questao, e as linhas
sobrescritas quantos desses atomos sdo da mesma espécie. Por exemplo, P, , representa um
atomo de As que ocupa o lugar de um atomo de Se com nimero de coordenagao 2, e esse
atomo se encontra ligado com mais dois atomos de As. O que é claramente um defeito,
pois como podemos ver nas figuras 13 e 14, cada atomo de Se faz ligacoes somente com

atomos de As e vice-versa. Na figura 22 temos uma representagao desses defeitos.

Notemos que um atomo de Se carregado positivamente possui a mesma configuracao
eletronica que um atomo de As ([Ar]3d'4s%4p?), e obviamente, um atomo de As carregado
negativamente possui a mesma configuracao eletronica que um atomo de Se neutro
([Ar]3d'94s%4p*), e isso faz que que esses fons citados possam substituir facilmente seu

reciproco, facilitando a formagao desses defeitos de anti-sitio.

Como esses defeitos sao carregados, eles podem gerar dependendo de sua concen-
tragao, um grande espalhamento de elétrons e explicar os baixos tempos de relaxacao.
Entretanto, os defeitos de equilibrio que sao criados termicamente discutidos anterior-
mente, tiveram sua concentracao estimada [103], onde foram calculadas concentragoes

relativamente baixas (entre 10" e 10'® defeitos/cm?), nao suficientes para explicar os



Capitulo 6. Resultados 73

valores de 7.

Um efeito importante gerado por esses defeitos, que vale a pena ser mencionado é
que, conforme pode ser visto também na referéncia [94], o potencial quimico do AsySes se
encontra “pinado” em 1,23 eV acima do topo da banda de valéncia com uma dependéncia
d com a temperatura de 6 = 0,32meV/K. O termo pinado representa o fato que nao
foi possivel alterar o potencial quimico através da dopagem do semicondutor, pois esses
defeitos criam niveis de energia dentro do gap, e esses por sua vez acabaram capturando
os elétrons ou buracos fornecidos pelas tentativas de dopagem realizadas por Brunst e

Weiser.

Voltando aos tempos de relaxacao, nossa hipotese é que durante o crescimento dos
cristais de AsySes outros defeitos foram incorporados nas amostras, e esses por sua vez,
contribuem ainda mais para os espalhamentos. Uma possibilidade é que essas amostras
tenham sido crescidas fora da composicao estequiométrica ideal de 2 arsénios para cada 3
selénios, e assim, uma vez que a estrutura eletronica de ambos é muito parecida, o cristal
pode ser crescido sem distor¢oes da ordem cristalina, porém, com uma alta concentracao
de defeitos de antisitio que pode ser bem maior que a concentracao de equilibrio da ordem

de 10 a 10'® defeitos/cm? [103] causadas por exemplo, por efeitos térmicos.

Um dado que sustenta essa hipétese, é que a condutividade elétrica apresenta
diferencas consideraveis para diferentes amostras, como pode ser visto na figura 20, a
diferenca na condutividade para amostras diferentes nas mesmas condi¢oes é de quase
uma ordem de grandeza. Isso, para amostras crescidas com o mesmo processo, pois, se
considerarmos outras referéncias para o AsySes, essa diferenca fica ainda maior. Conforme
podemos ver na figura 23, as diferencas entre as referéncias podem chegar a cinco ordens
de grandeza em uma mesma temperatura, o que nos indica que algum fator relacionado
com a forma como essas amostras sao crescidas interferem fortemente na mobilidade dos

elétrons.

6.2.3 Condutividade Térmica

Como discutido, para realizar calculos computacionais da condutividade térmica, é
costumeiro separar a mesma em duas contribuigoes distintas. A primeira, k;, é advinda do
transporte de energia térmica realizado pela rede cristalina, e a segunda, K., a contribuicao
dos portadores de carga, que é a grandeza que podemos calcular com a equagao 5.3

proveniente da solucao da equacao de transporte de Boltzmann para os mesmos.

A condutividade térmica eletronica, serd dada conforme as equacgoes 5.2 e 5.3, de

modo que a condutividade térmica real sera:

KRe =T - (K'Oboltz - Ta-boltzSQ)- (66)
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Figura 23 — Comparacgado entre condutividades experimentais em dire¢bes contidas nas camadas
do AsySes em diferentes referéncias. * Referéncia [94], ** Referéncia [105], ***
Referéncia [106].

Apesar de nao ser discutido sobre esse detalhe da condutividade térmica na documentacao
do BoltzTraP, devemos nos atentar a diferenca entre a condutividade térmica quando a
corrente elétrica ou gradiente do potencial eletroquimico é igual a zero. Na maioria dos
casos, a diferenca entre ambas é de fato, irrelevante, porém, quando o potencial quimico
se encontra proximo dos extremos do gap de energia, esse fato ndo pode ser ignorado,
conforme pode ser visto na figura 24 onde plotamos tanto k. quanto kg e também a

diferenca entre ambos em uma dada dire¢ao cristalina no As,Ses.

Para a condutividade térmica dos fonons, utilizamos os dados calculados por
Gonzalez-Romero et al. [10], obtidos por meio de célculos de primeiros principios usando a
DFT e a equagao de transporte de Boltzmann. Na figura 25, sdo apresentados os resultados

obtidos para k. e & calculados com os tempos de relaxacao obtidos para a amostra 2 2.

Aqui, a contribuicao dos portadores de carga para a condutividade térmica é
irrelevante, sendo varias ordens de grandeza menor que a dos fonons. Porém nas segoes

seguintes, quando analisarmos a dependéncia dos coeficientes de transporte com o potencial

Daqui em diante usamos os tempos de relaxagdo calculados com os dados da amostra 2, uma vez que a
amostra 1 apresenta um comportamento atipico para a dire¢do b com o tempo de relaxacdo aumentando
com a temperatura.
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Figura 25 — Condutividade térmica devido aos portadores de carga, fénons e condutividade
térmica total para as direcOes cristalinas. As cores representam as diregoes seguindo
o padrao das figuras anteriores.

quimico, sua contribuigao sera de grande importancia, inclusive, sendo um dos principais
fatores na dificuldade em se obter figuras de mérito mais altas.
6.3 Figura de mérito

Desde o inicio do trabalho, se esperava obter figuras de mérito baixas para o

AssSes intrinseco, uma vez que sua condutividade elétrica apresenta valores muito baixos
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como vimos nas segoes anteriores. De fato, temos na figura 26 a figura de mérito para o
caso intrinseco, onde os valores calculados foram da ordem de 10~7 usando os tempos de
relaxacao da amostra 2. A figura de mérito é calculada pela equacao ja apresentada, e

repetida aqui por completeza:

52
=227 (6.7)
Ke + K
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Figura 26 — Figura de mérito para o AssSes intrinseco ao longo das diregoes cristalinas, usando
os tempos de relaxacdo da amostra 2.

6.3.1 Dependéncia com o potencial quimico

O objetivo principal neste trabalho, é observar o comportamento da figura de
mérito quando deslocamos a posi¢ao do potencial quimico, situagao essa que pode ser
alcancada através da dopagem do semicondutor, caso a mesma seja possivel. Para isso,
assumimos que tanto a condutividade térmica devida aos fonons, quanto os tempos de
relaxagao dos processos de espalhamento nao sao dependentes do potencial quimico. Na
figura 27 sao mostrados os resultados para a figura de mérito da amostra experimental 2

em funcao do potencial quimico e da temperatura, para as diregoes cristalinas.

O primeiro fato que nos chama a atencao nos resultados das figuras ¢ a existéncia
de dois picos de 2T quando variado o potencial quimico. Um aumento da figura de mérito
era esperado quando elevado o potencial quimico, porém uma diminui¢ao do mesmo, ou
seja, ao transformar o AsySes em um semicondutor do tipo p gera figuras de mérito mais
altas que o do tipo n para as dire¢oes contidas nas camadas. Outro resultado interessante,

é que a figura de mérito é monotonicamente crescente com a temperatura para todas as
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dire¢oes cristalinas, o que seria um bom caminho para o aumento de z7', nao fosse o ponto

de fusdo relativamente baixo do material.

Apesar de obtermos um aumento significativo da figura de mérito ao mudar a
posicao do potencial quimico, de cerca de cinco ordens de grandeza, ainda continuamos
com resultados nao muito animadores, com uma figura de mérito maxima de 0.006 a 600 K.

Isso acontece por conta dos baixissimos tempos de relaxacao que impedem o crescimento
do fator de poténcia (PF = ¢5?).
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Figura 27 — Figura de mérito em fung¢ao da temperatura e do potencial quimico para cada diregao
cristalina na amostra 2.
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6.3.1.1 Entendendo a dependéncia de zT com o potencial quimico

A fim de entender melhor a dependéncia da figura de mérito com o potencial
quimico e com a temperatura (27'(p,T")) vistos na segao anterior, devemos observar como
os coeficientes de transporte dependem dos mesmos. Uma vez que z1' é monotonicamente
crescente com 7', vamos fazer nossa andlise com a temperatura fixa em 600 K. Na figura
28 temos os coeficientes de transporte em funcao do potencial quimico para a dire¢do a na
amostra 2. Podemos notar que a figura de mérito tem a mesma forma do fator de poténcia,
que é o numerador na fracao da equacgao 6.7, isso ocorre pois como os tempos de relaxacgao
sao muito baixos temos k; >> k., mesmo variando o potencial quimico, dessa forma o
denominador é aproximadamente constante. Além disso, apesar de a condutividade elétrica
crescer quando cruzamos os limites da banda de valéncia ou de conducao, o coeficiente

Seebeck se aproxima de 0 nessas regioes, impedindo o aumento da figura de mérito.
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Figura 28 — Coeficientes de transporte em funcao do potencial quimico para T = 600 K no
AssSes.

O comportamento dos coeficientes de transporte para as outras diregoes cristalinas,
seguem a mesma linha e nao sao apresentados aqui. Os resultados estao apresentados no

anexo A.
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6.3.2 Dependéncia com o tempo de relaxacao

Como atribuimos como causa aos baixos tempos de relaxacao espalhamentos
causados por defeitos que sao incorporados na amostra durante o seu crescimento, fizemos
uma segunda suposicao a fim de observar o comportamento da figura de mérito: motivados
pela dependéncia da condutividade com o cristal no qual se realiza a medida (figura 23), o
que provavelmente ocorre pela presenca de maiores ou menores concentragoes de centros
espalhadores, caso seja possivel crescer amostras “melhores”, de modo que os tempos de
relaxacao nos cristais de AsySes tome valores dentro do intervalo para outros cristais
semicondutores (por exemplo, o SnSe [100]), queremos estudar o comportamento de 27T

nessa situagao. Na figura 29 temos os resultados para z7'(u, 7).
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Figura 29 — Figura de mérito calculada em fungao do potencial quimico e do tempo de relaxacao
para as direcdes cristalinas com T = 600 K.

E notdvel a sensibilidade da figura de mérito com os processos de espalhamento
que ocorrem no cristal. Em cristais de SnSe os tempos de relaxacao estao em torno de
20 fs, que nos da para o AsySes figuras de mérito entre 2 e 9 para as diferentes diregoes

cristalinas.

Vale destacar que para valores de tempo de relaxagdo maiores que os apresentados



3

Capitulo 6. Resultados 80

na figura anterior (50 fs) o crescimento da figura de mérito se torna cada vez mais lento,
pois nesse caso, a condutividade térmica dos portadores de carga passa a dominar sobre
a condutividade da rede, crescendo com uma taxa préoxima a da condutividade elétrica,
fazendo com que a figura de mérito se torne constante com o tempo de relaxacao. Esse
tipo de comportamento ¢ intrinseco dos materiais, e nao ha meios simples de contornar
esse "problema". A condutividade térmica e elétrica sao fundamentalmente relacionadas,
e o aumento de uma leva, em geral, ao aumento de outra. No caso de metais temos a

conhecida lei de Wiedemann-Franz onde as grandezas se relacionam por:

L=— 6.8
O'T’ < )

onde L é o nimero de Lorentz. Apesar de em muitos casos a lei anterior nao se aplicar, em
geral, o comportamento das condutividades é préximo do enunciado. Na figura 30 temos
os coeficientes de transporte em funcdo do potencial quimico para 7 = 20 x 107155 onde

esse comportamento pode ser observado®.
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Figura 30 — Coeficientes de transporte em fun¢ao do potencial quimico para T = 600 K e
7 =20 x 10~ 1.

As outras direcoes cristalinas podem ser encontradas no anexo B.
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Observa-se também que o fato de a condutividade térmica dos elétrons passar a
ser relevante nessa situagao, o pico da figura de mérito em funcao do potencial quimico se

torna mais estreito e é trazido para dentro do gap de energia.
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7 Conclusao

Foi apresentada nesse trabalho uma série de célculos computacionais com o objetivo
de determinar a figura de mérito do AsySes, que podem ser divididos em trés partes
principais: Na primeira parte, calculos por primeiros principios foram realizados a fim de
otimizar a estrutura cristalina do material e em seguida é feito o cdlculo da estrutura de
bandas eletronicas. Na segunda parte, uma aproximacao semiclassica foi utilizada e os
coeficientes de transporte foram obtidos, por meio da equagdo de Boltzmann linearizada
no tempo de relaxacao, como fungoes do potencial quimico e do tempo de relaxagao. Por

fim, um ajuste com os dados experimentais foi realizado a fim de determinar u(7") e 7(7T').

Os célculos estruturais e de bandas eletronicas foram realizados com a DFT
conforme implementado no VASP. Na otimizacao estrutural, obtivemos resultados de
acordo com dados experimentais e conseguimos verificar que, de fato, interagoes tipo Van
der Waals devem ser incluidas explicitamente nos calculos a fim de se reproduzir de maneira
mais proxima da realidade a estrutura cristalina do AssSez. Quanto as bandas eletronicas,
necessarias para que os calculos da aproximacao semiclassica possam ser realizados, nossos

resultados se mostraram em bom acordo com outros resultados de DFT.

Quantos aos calculos dos coeficientes de transporte, o ajuste feito entre coeficiente
Seebeck calculado e o experimental nos deu um potencial quimico que concorda com boa
precisao com outras referéncias. Em se tratando de verificacdo, esse é o principal resultado
deste trabalho, pois nos permite concluir que a metodologia utilizada de fato reproduz o
cristal real de interesse. Sabendo disso, e frente aos resultados para os tempos de relaxacao,
juntamente com a observagao da grande variacao da condutividade elétrica experimental
para medidas de diferentes referéncias, concluimos que as amostras utilizadas para fazer
os ajustes de nossos dados calculados, devem conter uma alta concentragao de defeitos
chamados de antisitios, incorporados no crescimento dos cristais, além daqueles formados
termicamente no AssSes como ja discutido. Outro destaque que deve ser feito aqui é a
importancia de se considerar a condutividade térmica calculada quando a corrente elétrica
na amostra é igual a zero assim como deduzimos da equacao de Boltzmann, que é o que

de fato é medido experimentalmente.

Para a amostra que utilizamos de referéncia, vemos que mesmo que seja possivel
alterar a posicao do potencial quimico através da dopagem dos cristais, nao conseguimos
obter valores relevantes para a figura de mérito, ficando com ntimeros bem menores que
1. Porém, ao supormos que a quantidade de defeitos (e consequentemente os tempo de
relaxagdo) possa ser controlada no crescimento das amostras, conseguimos aumentar a

figura de mérito para valores maiores que 10. Porém, como dito, esse resultado depende
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de uma sequéncia de trés hipoteses que precisam ser melhor verificadas, que podem servir

de motivacao para um trabalho futuro.

e A primeira delas, e digamos, intermediaria, é a de que a dopagem do As,Ses seja
possivel, uma vez que na referéncia [94], foi observada uma “pinagem” do potencial
quimico, atribuida aos estados ocupaveis criados dentro do gap de energia pelos
defeitos de antisitio, que acabam por capturar os elétrons ou buracos fornecidos por

agentes dopantes.

e A segunda e mais fraca delas, é se de fato, os baixos tempos de relaxacao obtidos
por meio do ajuste da condutividade elétrica sao causados por defeitos carregados
incorporados no cristal durante seu crescimento. Essa hipotese é mais fraca no sentido
que como para cristais tipicos, o espalhamento por fonons difere dos encontrados
nesse trabalho por véarias ordens de grandeza, nao hé, a principio, motivos para crer

que isso deveria ocorrer no AsySes.

Essa afirmacdo pode ser verificada através de calculos de primeiros principios,
calculando-se diretamente os tempos de relaxacao devido ao espalhamento por
fonons e defeitos'. De fato, existem métodos computacionais para realizar esses
célculos por primeiros principios [108], porém o mesmo apresenta um custo com-
putacional relativamente alto, e s6 foi testado em sistemas com células unitarias
consideravelmente menores que a do AsySez. Caso os calculos sejam possiveis, um
dos parametros de entrada nesses calculos é a concentracao de defeitos, de modo que
poderiamos verificar se as concentracoes de defeitos necessarias para se chegar aos
tempos de relaxacao obtidos nesse trabalho sao de fato maiores que as concentragoes

de defeitos de equilibrio.

e A terceira e mais forte hipdtese, é a de que, caso a hipotese anterior seja verificada,
a concentracao de defeitos carregados que sao incorporados durante o crescimento
das amostras possa ser controlada de fato. Nao ha justificativas fundamentais para
essa hipdtese, se baseando apenas no fato que, como ha poucos dados experimentais
para o trisseleneto de arsénio em sua forma cristalina, e principalmente pelo fato
dessas medidas apresentarem uma diferenca significativa entre si, além de serem
relativamente antigas, talvez seja possivel crescer amostras com uma concentragao
menor de defeitos com métodos modernos. Essa questao, somente pode ser respondida

com o crescimento de amostras em laboratorio.

Em resumo, a principal conclusao desse trabalho é que caso seja possivel a dopagem
e o crescimento de amostras com menos defeitos, o trisseleneto de arsénio se apresenta

como um bom candidato para aplicagoes termoelétricas.

A teoria por tras desses calculos é relativamente complicada e foge do escopo desse texto. Detalhes podem
ser vistos na referéncia [107].
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APENDICE A — Obtencdo da express3o

para a figura de mérito

Baseados nos resultados mostrados em [6,30] tentaremos desenvolver de maneira
clara os calculos para obtencao das relagoes para a eficiéncia e figura de mérito de um
gerador termoelétrico. Para isso, vamos considerar o gerador termoelétrico representado
na figura 31, onde temos o reservatério fonte de calor na temperatura 7}, e o reservatorio
dissipador de calor a uma temperatura menor 7,, ligado com os semicondutores A e B
por jungoes ideais com resistividade elétrica nula. Os semicondutores A e B possuem
condutividade elétrica o;, condutividade térmica k;, coeficiente Seebeck S;, coeficiente
Peltier II;, area de secao reta A; e comprimento L; sendo i = A, B. Vamos considerar
ainda, por simplicidade, que o sistema se encontra isolado termicamente de modo que

somente fonte e dissipador trocam calor através dos semicondutores.

V\\/
Ry

Figura 31 — Representacao de gerador termoelétrico

Ao atingir um estado estacionario, uma diferenga de potencial V' é estabelecida na
resisténcia de trabalho Ry fazendo com que trabalho 1til possa ser extraido do sistema.

Dessa forma, podemos calcular a eficiéncia n desse gerador como sendo:

trabalho obtido w

_ - = Al
" energia injetada Q) (A1)

A resisténcia de trabalho esta ligada em série com os semicondutores A e B de
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modo que teremos para a corrente I no sistema com uso da equacao 2.1:

V SapAT

J = = A2
Rs+Rp+ Rr Ra+ Rp+ Ry’ (4.2)
de onde obtemos para o trabalho obtido:
SupAT ]
= Rpl* = Rr. A3
vo [RA + Rp + RJ ! (A-3)

Quanto ao calor fornecido pela fonte, temos trés processos distintos a serem

considerados:

Calor de condugao (.: devido a diferenca de temperatura AT = T}, — T, calor
flui naturalmente de maneira irreversivel entre a fonte e o dissipador, usando a lei de

Fourier obtemos para esse processo:

QC _ <I€AAA 4 IQBAB

154 | BT ) AT = AapAT, (A4)

Calor de compensagao ao efeito Peltier (),: como uma corrente I flui pelo
sistema, uma quantidade @), de calor ¢ retirada da fonte quente pelo efeito Peltier para que

a temperatura 7}, seja mantida constante, sabendo disso, e usando a equagao 2.3 temos:

Q, = lapl = SapThl. (A.5)

Efeito Joule ();: por fim, dada a presenca da corrente elétrica I, calor é produzido
irreversivelmente em ambos os semicondutores por meio do efeito Joule (jungoes, fios e
resisténcia de trabalho sdo ideais), onde dada a simetria do sistema, podemos argumentar
que metade desse calor produzido é diretamente dissipado pelo reservatorio frio, enquanto
que a outra metade é "devolvida'ao reservatério quente, de modo que a contribuicao @);

do efeito Joule ao processo é dada por:

Q) = —5(Ra+ Ry)I* (A.6)

Unindo esses efeitos e denotando por simplicidade R4 + Rg = Rap temos:

1
Q=Qc+Q,+Qj = \NapAT + SapTyI — 5(RAB)P. (A7)
Definindo ainda uma grandeza adimensional m = Ing podemos reescrever algumas

das expressoes anteriores de maneira mais conveniente:

L S pAT? R, — S2EAT? m
(Rap + Rrp)? Rap (m+1)%

(A.8)
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SapAT  S%,TRAT

= SurT = , A9
O = San s+ By~ Rag(m + 1) )

1 S2 L AT? 1 S%,AT?
T Rap——ABT - PABTY A.10
QJ 9 AB (RAB n RT)2 2RAB(m + 1)2 ( )

Logo, temos para e eficiéncia do gerador:

SZLAT2

Rap (m+1)2 A11>
S2 TIAT 1 82 AT? ( )
AABAT"" AB(Wl’L+1) ERAgj?mHP

que pode ser escrita de maneira mais clara, ao definirmos uma grandeza que chamamos de

figura de mérito z = S% 5/ \apRas:

mAT

_ (m+1)?
N"=1_""m, _ 1_Ar% > (A.12)
T oD T 2Tmr?

que pode ser reorganizada de uma maneira mais sugestiva:

Th — T m
T m+1+ (";;}1) QATi (A13)

Esse resultado é particularmente interessante pelo fato que obtemos para a eficiéncia
de um gerador termoelétrico o produto da eficiéncia de Carnot (n. = AT/T}) por um
termo dependente das propriedades do gerador. De fato, esse termo sempre serd menor
que 1, o que coloca a expressao de acordo com o esperado. Antes dessa analise, voltemos
nossa atencao para o termo m = %. Como estamos interessados em obter um gerador
com o maximo de eficiéncia possivel, podemos encontrar a relacao entre Ry e R p que

maximiza a eficiéncia fazendo:

LU (A.14)
om| .,
1 L, (M4 AT M L AT 0
(M +1)2 2Ty, 2T (M +1)| M +1|2T, 20,(M+1)2] 7

de onde obtemos, com um pouco de algebra:

M=\/1+2T,, T,= 5 (A.15)
substituindo M na equacao A.13:
T, —T. V1421,
_ T2 (A.16)

maz = Th STt 2T, +1+ W1F2Tp+1)?2 AT’

z Th 2 Th
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que pode ser simplificada, nos dando finalmente:

Nmazxz = Tc =T .
VIt + 5 "M+

VIt 2T, —1 M—1 (A7)

Agora, voltemos novamente nossa atencao para a figura de mérito z definida

anteriormente:

z= _Sip (A.18)
AapRap '
Como vimos na equacao 2.6, o coeficiente Seebeck relativo é dado pela diferenca dos

coeficientes Seebeck absolutos de cada material, de modo que podemos escrever:

(Sa — SB)* (Sa—Sp)*
2= = , A19
(Ra+ Rp)(Aa+Ap)  (24Fa 4 eele)(sada 4 nnln) (8.19)

onde p; = 1/0; é a resistividade elétrica. Podemos notar claramente que, definido dessa
forma, z é um termo que depende da geometria do dispositivo, o que é pouco interessante.
A fim de definir uma figura de mérito para o material em si, vamos determinar a geometria
que maximiza z, uma vez que o interesse é sempre em uma maior eficiéncia nao ha, a
principio, nenhum motivo para construir um dispositivo fora dessa geometria, de modo
que os esforcos podem ser direcionados aos estudos dos materiais. Para isso, temos
de minimizar o numerador da equagao A.19, que vamos definir por simplicidade como

F = F(AA,AB,LA,LB)Z

ja (PziA+PiiB)(ﬁzsz+ﬁiz:B) _ pAﬁAJFpBRBJFPAZ,ZIZiAB /)BZB;E‘AA’ (A.20)
O o=ty = Lo Z g (A21)
S =0 Ly = T4n £ g (A22)
OF o - Lot [ g (A2
I o, = Lo g % (A21)
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Tomando o produto das equagoes A.21 e A.22:

L3 A3 PARB
LpAy = S4B 22 A.25
BEAT AyLpppra (A.25)
e das equagoes A.23 e A.24:
L3 A% pakp
LaAp = =B82ARAE A.26
AT A Lapars (A.26)
por fim, tomando a razao entre A.25 e A.26:
LpAg (PAMB)é
= 7 A.27
LaAp PBKA ( )

que ¢ a condicao geométrica que otimiza a eficiéncia do gerador, assim ficamos com a

figura de mérito:

(Sa — SB)?
[(PARA)% + (PBHB)%]Z.

(A.28)

Usando os mesmos argumentos do capitulo 2, se um dos materiais ¢ um supercon-
dutor podemos definir uma figura de mérito absoluta. Além disso, a fim de tornar esse
parametro adimensional, chamamos nao z — que tem dimensao de inverso de temperatura
e aparece sempre multiplicada por uma temperatura na expressao da eficiéncia — mas

sim o produto 2T de figura de mérito, ficando assim com:

52
72l

2T = (A.29)

K
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APENDICE B - Energia de troca para um

gas de elétrons livres

Em um gas de elétrons livres (Gas de Fermi), podemos representar os elétrons por

ondas planas com vetor de onda k tal que, em unidades Hartree:

Px(r) = i, (B.1)

onde V é o volume da caixa que contém os N elétrons. As energias se relacionam com o
vetor de onda pela relacao:
2
k|

Ek = 7 (BQ)

A autoenergia do estado ocupado com maior energia é conhecida como energia
de Fermi, denotada por er. O grande trunfo do modelo de elétron livre é que qualquer
propriedade fisica pode ser descrita em termos de uma tnica propriedade do sistema: a
densidade eletrénica n = N/V. O vetor de onda de Fermi, definido através da energia de

Fermi (ep = k%/2), é dado em termos da densidade eletronica por [38]:
kp = V3m2n. (B.3)

Com isso, podemos determinar a energia de troca Ex para o gas de Fermi, que no caso de

momento magnético liquido igual a zero, pode ser calculada resolvendo a integral [109]:

1 @7 (1) ¢i(r') 5 (r') g5 (r)
Ex——zz%:/vdr/vdr PO

(B.4)

Onde a soma é feita em todos os estados ocupados 7, j, o termo 1/2 exclui a contagem
dupla do par i, j e o fator 2 é incluido pois, como estamos no caso de momento magnético
igual a zero, cada estado deve conter dois elétrons com diferentes spins. Como no caso
de um gas de Fermi temos um espectro continuo de autovalores, podemos substituir as

somam pela integral:

S (2‘;)3 /|k|§kf dk, (B.5)

i
assim, a equacao B.4 se torna:

By — — % /dk/dk,/dr/dr,¢?(r)¢i(r’)¢j(r’)¢j(r)‘ (B.6)

(2m)° v — 1’|

Onde os limites de integracao foram omitidos apenas para que a notagao nao fique muito

carregada. Como as fungdes de onda para os elétrons livres sao ondas planas dadas pela
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B.1, ficamos com:

—zkr zkr —zk’ ’ezk’~r
Ex = 6V2 /dk/dk’/dr/dr (B.7)

v — |

—i(k—k’)-(r—r’)
_ /dk/dk’/dr/dr .
27r

v — 1|
Considerando que na expressao anterior, somente a posi¢ao relativa |r — r'| é levada em

conta, e além disso, escrevendo os vetores de onda k em termos do vetor de onda de Fermi,
vamos fazer as substituicoes:

K K d
w=ke(r =) q=g d= > dd= k; dk = k3dq, dk' = kidq, (B.8)

o que nos da:

d i(a—q’)u
dq/deq /d ue

C (B.9)
kr
q')-u
/dq/dq/dr/du
uma vez que [, dr =V podemos reescrever:
E Vo Mg [ [ an B.10
X__WF/O Q/O Q/O ufa ()

A integral tripla anterior é apenas uma constante na expressao de Ex, de fato, pode-se
mostrar que [109], no limite de V grande:

1 1 Vv eila—d)u
/ dq/ dq’/ du— = 167°
0 0 0

. B.11

§ (B.11)
De modo que obtemos:

1673V,

———kp. B.12

(277')6 F ( )
Por fim, usando a equacao B.3 e rearranjando as contantes, obtemos

Ex = —

(i)énév. (B.13)
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Anexos
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ANEXO A - Coeficientes de transporte em

S (V/K)

funcao do potencial quimico a 600 K na

amostra 2
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Figura 32 — Coeficientes de transporte na direcdo b para a amostra 2.
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Figura 33 — Coeficientes de transporte na direcao c para a amostra 2.
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ANEXO B - Coeficientes de transporte em

funcao do potencial quimico a 600 K com
T=20fs
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Figura 34 — Coeficientes de transporte na dire¢do b com 7 = 20fs.
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