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❉❛♥✐❡❧ ❆♥t♦♥✐♦ ▲ó♣❡③ ❉❡❧❣❛❞♦

❚❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r② ✐♥ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❚❡♦r❡♠❛ ❞♦ ❧✐♠✐❛r ♣❛r❛ ✉♠❛ ♠❡♠ór✐❛ q✉â♥t✐❝❛ ❡♠ ✉♠ ❛♠❜✐❡♥t❡ ❝♦rr❡❧❛❝✐♦♥❛❞♦

❚❤❡s✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦ t❤❡ ●❧❡❜ ❲❛❣❛t❤✐♥ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢

P❤②s✐❝s ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛♠♣✐♥❛s ✐♥ ♣❛rt✐❛❧ ❢✉❧✲

✜❧❧♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❉♦❝t♦r ✐♥

❙❝✐❡♥❝❡s

❚❡s❡ ❛♣r❡s❡♥t❛❞❛ ❛♦ ■♥st✐t✉t♦ ❞❡ ❋ís✐❝❛ ●❧❡❜ ❲❛t❛❣❤✐♥

❞❛ ❯♥✐✈❡rs✐❞❛❞❡ ❊st❛❞✉❛❧ ❞❡ ❈❛♠♣✐♥❛s ❝♦♠♦ ♣❛rt❡ ❞♦s

r❡q✉✐s✐t♦s ❡①✐❣✐❞♦s ♣❛r❛ ❛ ♦❜t❡♥çã♦ ❞♦ tít✉❧♦ ❞❡ ❉♦✉t♦r

❡♠ ❈✐ê♥❝✐❛s
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P❛r❛ P❛✉❧❛✱ ♣❡❧♦ ❛♠♦r ❡ ❛ ♣❛❝✐ê♥❝✐❛



❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts

❚❤✐s ✇♦r❦ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❤❡❧♣ ❛♥❞ s✉♣♣♦rt ♦❢ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡✳ ■ s❤♦✉❧❞

st❛rt t❤❛♥❦✐♥❣ ♠② ❢❛♠✐❧② ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s✉♣♣♦rt t❤❡② ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ♠❡ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡s❡ ②❡❛rs✳ ❚❤❡②

❛r❡ ✇✐t❤ ♠❡ ❡✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❤❛❧❢ ❛ ❝♦♥t✐♥❡♥t✳ P❛✉❧❛ ✐s t❤❡ ❢❛♠✐❧② ■ ❝❤♦s❡✱ s❤❡ ❤❛s

s✉✛❡r❡❞ ❛♥❞ ❥♦②❡❞ ✇✐t❤ ♠❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✜♥✐s❤✐♥❣ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ▼② ❢r✐❡♥❞s ♣❛st ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝r✉❝✐❛❧ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ❛❝❛❞❡♠✐❝ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞ ✐♥ s❤❛r✐♥❣ ✇♦❡s✱ ❤❛♣♣✐♥❡ss✱ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞

♠✉s✐❝✳

▼② ❛❞✈✐s♦r✱ ❆♠✐r✱ ✇❛s ♣❛t✐❡♥t ❛♥❞ ❦✐♥❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❧❡t ♠❡ ✜♥❞ ♠② ♦✇♥ ♣❛t❤ ✇❤✐❧❡ s✉♣♣♦rt✐♥❣

♠❡ ✐♥ ❡✈❡r② st❡♣ ♦❢ t❤❡ ✇❛②✳ ▼② ❝♦✲❛❞✈✐s♦r✱ ❊❞✉❛r❞♦✱ ✇❛s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢

t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳ ❚♦ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠✱ ♠② s✐♥❝❡r❡ ❣r❛t✐t✉❞❡✳

■ t❤❛♥❦ ❈◆Pq ❢♦r ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ❞✉r✐♥❣ ♠② ❢♦✉r ②❡❛rs ❛s ❛ ❞♦❝t♦r❛❧ st✉❞❡♥t✱ ❛♥❞ ■ ❤♦♣❡

t❤❡ ❜❡st ❢♦r ❇r❛③✐❧✐❛♥ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✳



❘❡s✉♠♦

❆ ❝r✐❛çã♦ ❞❡ ✉♠ ❝♦♠♣✉t❛❞♦r q✉â♥t✐❝♦ é ✉♠ ♣r♦❥❡t♦ q✉❡ ❣✉✐❛✱ ❛♦ ♠❡s♠♦ t❡♠♣♦✱ ❛✈❛♥ç♦s t❡❝✲

♥♦❧ó❣✐❝♦s ❡ ✉♠ ♠❡❧❤♦r ❡♥t❡♥❞✐♠❡♥t♦ ❞❛s ♣r♦♣r✐❡❞❛❞❡s ❞❡ s✐st❡♠❛s q✉â♥t✐❝♦s ❡ ❞❛ ▼❡❝â♥✐❝❛

◗✉â♥t✐❝❛ ❡♠ ❣❡r❛❧✳ ❖ t❡♦r❡♠❛ ❞♦ ❧✐♠✐❛r é ❞❡r✐✈❛❞♦ ❞❛ t❡♦r✐❛ q✉â♥t✐❝❛ ❞❡ ❝♦rr❡çã♦ ❞❡ ❡rr♦s ❡

❣❛r❛♥t❡ q✉❡✱ s❡ ♦ r✉✐❞♦ ❡st♦❝ást✐❝♦ q✉❡ ❡ ❛❢❡t❛ ♦s ❝♦♠♣♦♥❡♥t❡s ❞❡ ✉♠ ❝♦♠♣✉t❛❞♦r q✉â♥t✐❝♦

❡♥❝♦♥tr❛✲s❡ ❛❜❛✐①♦ ❞❡ ✉♠ ✈❛❧♦r ❧✐♠✐t❡✱ ♣♦❞❡♠♦s ♦♣❡r❛r ❡ss❡ ❝♦♠♣✉t❛❞♦r q✉â♥t✐❝♦ ❝♦♥✜❛✈❡❧✲

♠❡♥t❡✳ ■♥✈❡st✐❣❛♠♦s ❝♦♠♦ ❡ss❡ t❡♦r❡♠❛ é ♠♦❞✐✜❝❛❞♦ q✉❛♥❞♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛♠♦s ✉♠❛ ♠❡♠ór✐❛

q✉â♥t✐❝❛ ✭❛ q✉❛❧ ✉s❛ ♦ ❝ó❞✐❣♦ ❞❡ s✉♣❡r❢í❝✐❡ ♣❛r❛ ❝♦rr✐❣✐r ❡rr♦s✮ ❛❝♦♣❧❛❞❛ ❛ ✉♠ ❛♠❜✐❡♥t❡ ❝♦r✲

r❡❧❛❝✐♦♥❛❞♦✳ ❖ ❧✐♠✐❛r ❞❡ ❡rr♦s ♥❡ss❡ ❝❛s♦ é r❡❧❛❝✐♦♥❛❞♦ à tr❛♥s✐çã♦ ❞❡ ❢❛s❡ ♦r❞❡♠✲❞❡s♦r❞❡♠

❞❡ ✉♠ s✐st❡♠❛ ❞❡ s♣✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❡✳

❆❜str❛❝t

❚❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡r ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t ✇❤✐❝❤ ❞r✐✈❡s✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧

❛❞✈❛♥❝❡♠❡♥t ❛♥❞ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s ❛♥❞ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠

▼❡❝❤❛♥✐❝s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♦r❡♠ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r②

❛♥❞ ✐t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t✱ ✐❢ st♦❝❤❛st✐❝ ♥♦✐s❡ ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡r ✐s

❜❡❧♦✇ s♦♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ♦♣❡r❛t❡ t❤✐s q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡r r❡❧✐❛❜❧②✳ ❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡

❤♦✇ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r② ✭✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ s✉r❢❛❝❡

❝♦❞❡ t♦ ❝♦rr❡❝t ❡rr♦rs✮ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡

✐s r❡❧❛t❡❞ t❤❡ ♦r❞❡r✲❞✐s♦r❞❡r ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♣✐♥ s②st❡♠✳
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✷ ◗✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✶✹

✷✳✶ ◗✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✷✳✶✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✶✳✷ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✷✳✷ ❚❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♦r❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺

✷✳✷✳✶ ❊rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ❛s ❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
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✷✳✸✳✶ ❙t❛❜✐❧✐③❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽

✷✳✸✳✷ ◗✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ st❛❜✐❧✐③❡r ❝♦❞❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵

✷✳✹ ❙✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✷✳✹✳✶ ❙✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡✬s ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺

✸ ❖♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s ✸✼

✸✳✶ ❙②st❡♠ ♣❧✉s r❡s❡r✈♦✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✷ ❲❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✸ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✸✳✹ ❙♣✐♥✲❜♦s♦♥ ♠♦❞❡❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✸✳✺ ❆❝❝✉r❛❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾

✸✳✺✳✶ ❙✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡✬s ❛❝❝✉r❛❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✹ ❙✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡ ✐♥ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✺✸

✹✳✶ ❋✐❞❡❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹

✹✳✶✳✶ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺

✹✳✶✳✷ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻



✹✳✶✳✸ ◆♦r♠❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾

✹✳✶✳✹ ❋✐❞❡❧✐t②✬s ♥✉♠❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✹✳✷ ❙✉♣❡r✲♦❤♠✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✷✳✶ ❊rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ❛s ❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✷✳✷ P❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✷✳✸ S = 1 ■s✐♥❣ ❝❤❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✷✳✹ ❈r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✼✸

❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② ✼✺

❆ ❋✐❞❡❧✐t② ✽✵

❆✳✶ ◆✉♠❡r❛t♦r 〈ψ|↑̄〉〈↑̄|ψ〉 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✵

❆✳✷ ❉❡♥♦♠✐♥❛t♦r 〈ψ|ψ〉 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✶

❆✳✸ A ❛♥❞ B ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

❇ ●r❡❡♥✬s ❋✉♥❝t✐♦♥s ✽✹



✶✵

❈❤❛♣t❡r ✶

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◗✉❛♥t✉♠ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ❝✉tt✐♥❣ ❡❞❣❡ ♦❢ ♣❤②s✐❝s r❡s❡❛r❝❤✳ ■t ✐s ❛ ♣❛r❛❞✐❣♠

❝❤❛♥❣❡✱ ❢♦❝✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢

✈✐❡✇ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ s②st❡♠s ♦r ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦

t❤❡✐r st❛t❡s✳ ◗✉❛♥t✉♠ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✬s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ♣❡r♠❡❛t❡❞ ❛♥❞ ❡♥r✐❝❤❡❞ s❡✈❡r❛❧

♦t❤❡r ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ P❤②s✐❝s✱ ❢r♦♠ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❬✶❪ t♦ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡s r❡s❡❛r❝❤ ❬✷❪ ❛♥❞ ✐ts

❛❞✈❛♥❝❡ ❤❛s ✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② ❤❡❧♣❡❞ ✉s ✉♥❞❡rst❛♥❞ ♠♦r❡ ❞❡❡♣❧② ❛♥❞ t❤♦r♦✉❣❤❧② ◗✉❛♥t✉♠ ❚❤❡♦r②✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ ◗✉❛♥t✉♠ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐❞❡❛

♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❞❡✈✐❝❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s②st❡♠✱

✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♦r ✏❝❧❛ss✐❝❛❧✑ ❝♦♠♣✉t❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛ s②st❡♠ t❤❛t

❢♦❧❧♦✇s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❜♦♦❧❡❛♥ ❧♦❣✐❝✳

❆ ✉♥✐✈❡rs❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦✉❧❞ ♣♦ss✐❜❧② s♦❧✈❡ ❛♥② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ✐♥

t❤❛t ❛s♣❡❝t ✐t ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❛ ❚✉r✐♥❣ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡♠ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t s♦♠❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t❡ ✭✐✳❡✳ ❤❛r❞✱

♣r♦❤✐❜✐t✐✈❡❧② t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✮ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❡rs ❛r❡ ❜❡❧✐❡✈❡❞ t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✭✐✳❡✳

✐♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② s❤♦rt t✐♠❡s✮ ❜② q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡rs✱ ❞✉❡ t♦ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❧✐❦❡

❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❬✸❪✳

❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ t❤❛t ❝❛♥ ♥♦t

❜❡ s♦❧✈❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ■t ❛❝t✉❛❧❧② ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s

❢♦r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡rs ❬✹❪✳

❚❤❡ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r

t❤❡ ✇❛② ✇❡ ❞♦ t❤✐♥❣s ❧✐❦❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤②✱ ✇❤✐❝❤ ♥♦✇✲❛✲❞❛②s r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ❢❛❝t♦r✐♥❣

❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ✭t❤❡s❡ ♥✉♠❜❡rs ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ❦❡②s ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝♦❞✐❢② ✐♥❢♦r✲



✶✶

♠❛t✐♦♥✮✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❢❛❝t♦r✐♥❣ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥

s❤♦rt t✐♠❡s t❤❡r❡❜② ❜❡✐♥❣ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❜r❡❛❦✐♥❣ ❡♥❝r②♣t✐♦♥ ❛s ✇❡ ❞♦ ✐t t♦❞❛②✳ ❇✉t✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r

❤❛♥❞✱ q✉❛♥t✉♠ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤② ❡♥❛❜❧❡s ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ ♣r♦t♦❝♦❧s t❤❛t ❛r❡ ✉♥❜r❡❛❦❛❜❧❡ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡

❬✸❪✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ❢♦r ❛ s❝❛❧❛❜❧❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r ❛ q✉❛♥t✉♠

❝♦♠♣✉t❡r✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡s ❬✺❪✱ tr❛♣♣❡❞ ✐♦♥s

❬✻❪✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❬✼❪✱ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❬✽❪✱ ❥✉st t♦ ♥❛♠❡ ❛ ❢❡✇✳ ❙♦♠❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s

❞♦ ♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐✈❡rs❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ❧✐❦❡ ❉✲❲❛✈❡✬s q✉❛♥t✉♠

❛♥♥❡❛❧❡r✶ ❬✾✱ ✶✵❪✳ ❆❧❜❡✐t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ❛r❡ ❞❛✉♥t✐♥❣✱ t❤❡ q✉❛♥t✉♠

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐s ✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦s♣❡❝t ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡rs

✐♥ t❤❡ ♠✐❞✲t❡r♠✳

■♥ s♣✐t❡ ♦❢ t❤✐s ❝❧✐♠❛t❡ ♦❢ ♦♣t✐♠✐s♠✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ q✉❡st✐♦♥s t♦ ❜❡ ❛♥s✇❡r❡❞✳ ❖♥❡

♦❢ t❤❡♠ ❤❛s t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s ❛r❡ ✈❡r② ❢r❛❣✐❧❡✱ q✉❛♥t✉♠ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❝❛♥

❜❡ ❞❡str♦②❡❞ ✈❡r② q✉✐❝❦❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ s②st❡♠✬s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✳ ❙♦✱ ❤♦✇ ❝❛♥

✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛♥❞ ♣r♦t❡❝t ❛ s②st❡♠ s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ st♦r❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡

r❡❧✐❛❜❧② ✇✐t❤ ✐t❄

❆ r❡❧❛t❡❞ q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ s❝❛❧❛❜✐❧✐t②✳ ❯♣ t♦ ♥♦✇ ♦♥❧② s♠❛❧❧ ❞❡✈✐❝❡s ✭✇✐t❤ ❛ ❤❛♥❞❢✉❧ ♦❢

❢❡✇ q✉❜✐ts✮✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✭❧♦♦s❡❧② ❝❛❧❧❡❞ q✉❛♥t✉♠

♥♦✐s❡✮ ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❝❡✱ ✇✐t❤ t❤♦✉s❛♥❞s ♦r ♠✐❧❧✐♦♥s ♦❢ q✉❜✐ts ✐s ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡

❛r❡ ❜♦✉♥❞ t♦ ❛s❦ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ♦r ❢♦r st♦r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤✐♥ s✉❝❤

❛ ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❝❡❄

❚❤❡s❡ q✉❡st✐♦♥s ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ❛♥s✇❡r❡❞ ❜② t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♦r❡♠ ❢r♦♠ ❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥❝❡ t❤❡♦r②✳

❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ st❛t❡s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ♥♦✐s❡ t♦ ✇❤✐❝❤ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡r ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ ✐s ❜❡❧♦✇

s♦♠❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥❝❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ♣r♦✈✐❞❡s

❡♥♦✉❣❤ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ♥♦✐s❡ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② ❧✐❦❡❧② t♦ s✉❝❝❡❡❞

❬✸✱ ✶✶❪✳

❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♦r❡♠ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s

❛r❡ ❝✉st♦♠❛r✐❧② ✉s❡❞ t♦ st✉❞② ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♣❛rt ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡

❡❛s✐❡r t♦ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥ r❡s✉❧ts✳ ❇✉t st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r ❛

❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s②st❡♠s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❡✳❣✳ s♦❧✐❞ st❛t❡ ♦♥❡s ❬✶✷❪✳

✶❆♥ ❛♥♥❡❛❧❡r ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛ ❝♦♠♣✉t❡r ✇❤✐❝❤ s♦❧✈❡s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t❛s❦ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ♠❛② ♥♦t s❡❡♠ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛t ✜rst s✐❣❤t✱ ✐t s♦ ❤❛♣♣❡♥s t❤❛t ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t ♣r♦❜❧❡♠s
❝❛♥ ❜❡ ♠❛♣♣❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ s♦♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳



✶✷

❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♦r❡♠ ❜✉t ✉s✐♥❣ ❛ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧✳ ❲❡

t❛❦❡ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❧❡t ✉s ♥♦t ✇♦rr② ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠

❝♦♠♣✉t❡r✬s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ r❡s✉❧ts✳ ❲❡ ♦♥❧② ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ✇❡❛❦ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ♠♦❞❡❧ ✐t ❛s ❛ ❜❛t❤ ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs

✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❇r♦✇♥✐❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❬✶✸❪✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♦✉r

♠♦❞❡❧ ✐s t❤❛t ✐t ✐s ♠♦r❡ ❣❡♥❡r✐❝ t❤❛♥ ❛♥ st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❛❞❡q✉❛t❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t

t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ q✉❜✐ts

❬✶✹❪✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✶✺✱ ✶✻✱ ✶✼❪✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r② ✇❤✐❝❤

✉s❡s ❛ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝❛st

✐♥t♦ ❛♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s t❤❡♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧

♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♣✐♥ ♠♦❞❡❧✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛♣t❡rs ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t❡①t✱

❜✉t ✇❡ ❛r❡ ❛✇❛r❡ t❤❛t ♥♦ t❡①t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② s❡❧❢✲❝♦♥t❛✐♥❡❞✳ ❙♦♠❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ q✉❛♥t✉♠

❛♥❞ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ s♦♠❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t ♠❛♥②✲❜♦❞② ♣❤②s✐❝s

❛♥❞ ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s ✇♦✉❧❞ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ r❡❛❞✐♥❣ ❜✉t ✐s ♥♦t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧

✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ♦✉r ✇♦r❦✱ ❜✉t ❢♦r ❛ ❜❡tt❡r

✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡♥ ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ ◆✐❡❧s❡♥ ❛♥❞ ❈❤✉❛♥❣✬s ❜♦♦❦ ❬✸❪✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❜♦♦❦

❞♦❡s ♥♦t ❡♥❝♦♠♣❛ss t❤❡ ❧❛t❡st ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✐t ❝♦♥st✐t✉t❡s

❛ ✈❡r② ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ❣✉✐❞❡ t♦ ✐ts ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣ts✳

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✇❡ st❛rt ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ◗✉❛♥t✉♠ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥

t❤❛t ✇❡ ✉s❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ t❡①t✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥ ❤❡r❡ ❤♦✇ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥

✇♦r❦s✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♦r❡♠✳

• ❈❤❛♣t❡r ✸ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s✬ t❤❡♦r②✿ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ s②st❡♠✲♣❧✉s✲❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❍❡r❡ ✇❡ r❡✈✐s✐t

t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♦r❡♠ t♦ s❤♦✇ ❤♦✇ ✐t ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡♥✈✐✲

r♦♥♠❡♥t✳

• ❈❤❛♣t❡r ✹ ❝♦♥t❛✐♥s ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❍❡r❡ ✇❡ st✉❞② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠

♠❡♠♦r② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✈✐❛ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❞r✐✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

♦❢ ♦✉r ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✳



✶✸

• ❈❤❛♣t❡r ✺ ❤❛s ♦✉r ✜♥❛❧ r❡♠❛r❦s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦✉r ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡

❡①t❡♥❞❡❞✳

• ❲❡ ❧❡❢t s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❆♣♣❡♥❞✐①❡s ❆ ❛♥❞ ❇✳



✶✹

❈❤❛♣t❡r ✷

◗✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥

◗✉❛♥t✉♠ ❊rr♦r ❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❙♦♥♥❡t

❲❡ ❝❛♥♥♦t ❝❧♦♥❡✱ ♣❡r❢♦r❝❡❀ ✐♥st❡❛❞✱ ✇❡ s♣❧✐t

❈♦❤❡r❡♥❝❡ t♦ ♣r♦t❡❝t ✐t ❢r♦♠ t❤❛t ✇r♦♥❣

❚❤❛t ✇♦✉❧❞ ❞❡str♦② ♦✉r ✈❛❧✉❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❜✐t

❆♥❞ ♠❛❦❡ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❛❦❡ t♦♦ ❧♦♥❣✳

❈♦rr❡❝t ❛ ✢✐♣ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✲ t❤❛t ✇✐❧❧ s✉✣❝❡✳

■❢ ✐♥ ♦✉r ❝♦❞❡ ❛♥♦t❤❡r ❡rr♦r✬s ❜r❡❞✱

❲❡ s✐♠♣❧② ♠❡❛s✉r❡ ✐t✱ t❤❡♥ ●♦❞ ♣❧❛②s ❞✐❝❡✱

❈♦❧❧❛♣s✐♥❣ ✐t t♦ ❳ ♦r ❨ ♦r ❩❡❞✳

❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ♥♦✐s② s❡✈❡♥✱ ♥✐♥❡✱ ♦r ✜✈❡

❆♥❞ ❡♥❞ ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ♦♥❡✳ ❚♦ ❜❡tt❡r s♣♦t

❚❤♦s❡ ✢❛✇s ✇❡ ♠✉st ❛✈♦✐❞✱ ✇❡ ✜rst ♠✉st str✐✈❡

❚♦ ✜♥❞ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡s ❝♦♠♠✉t❡ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t✳

❲✐t❤ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ❡✐❣❡♥st❛t❡✱ ✇❡✬✈❡ ❧❡❛r♥❡❞ t♦ ✜①

❨♦✉r q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦rs ✇✐t❤ ♦✉r q✉❛♥t✉♠ tr✐❝❦s✳

❉❛♥✐❡❧ ●♦tt❡s♠❛♥

❲❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r q✉❛♥t✉♠

❝♦♠♣✉t❡rs✱ ❛r❡ ❝♦♠♣❡❧❧✐♥❣ ❛s ❛ r❡s❡❛r❝❤ t♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛s ❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳ ❇✉t✱ ❛s ✇❡ ❛❧s♦ r❡♠❛r❦❡❞✱

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♥♦✐s❡ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦❜st❛❝❧❡ t❤❛t ♠✉st ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❚❤✉s t❤❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✐s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳

❆s ✐ts ♥❛♠❡ ✐♠♣❧✐❡s✱ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

st♦r❡❞ ✐♥ ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❜② q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ s✐♥❝❡ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡

✈❡r② ❢r❛❣✐❧❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦❞✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡♠ ✐s ♣r♦♥❡ t♦ ❡rr♦rs ❞✉❡ t♦ t❤❡ q✉❛♥t✉♠

❝♦♠♣✉t❡r✬s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s ✭❛❧s♦ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮✳

❲❡ ❧❡❛✈❡ ❢♦r ❈❤❛♣t❡r ✸ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s s②st❡♠✲❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❘✐❣❤t ♥♦✇ ✇❡

❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ✇❛♥t t♦ st♦r❡ ❛♥❞ ❤♦✇ ✇❡

❝❛♥ ♣r♦t❡❝t ✐t ❢r♦♠ ❞❛♠❛❣❡✳





✷✳✶✳ ◗❯❆◆❚❯▼ ❊❘❘❖❘ ❈❖❘❘❊❈❚■❖◆ ❚❍❊❖❘❨ ✶✻

✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡rr♦rs✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✷ ✇❡ s❤♦✇ ❤♦✇ ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛

✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ t❤❡♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s

✐s t❤❛t ❜② ♣r♦t❡❝t✐♥❣ t❤❡ q✉❜✐t ❢r♦♠ ❜✐t ✢✐♣s ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ✢✐♣s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♣r♦t❡❝t✐♥❣

✐t ❛❣❛✐♥st ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤♦s❡ t✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ❡rr♦rs✳

❍❡r❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r✐❡s✳ ❚❤♦s❡ ♠❡♠♦r✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥

♦❢ q✉❜✐ts s✉❝❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ st♦r❡ s♦♠❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s t❤❡✐r st❛t❡✳ ❲❡ ✇❛♥t t♦

❞❡t❡r♠✐♥❡ ✉♥❞❡r ✇❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ ♣r❡♣❛r❡ ❛ s②st❡♠ ✭❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r②✮ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r

st❛t❡ ❛♥❞ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t ❛❢t❡r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② t✐♠❡ t❤✐s st❛t❡ ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ✉♥♣❡rt✉r❜❡❞✳

❚❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❡s t♦ ♣r♦t❡❝t t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ st♦r❡ ✐♥ ❛

q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ❛♥❞ ❛❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ P❛ss✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥✈♦❧✈❡

❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝s✱ r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ st❛t❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡

✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✐t✳ ❆❝t✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥✈♦❧✈❡ ❝♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤

✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❣✐✈❡ ✉s ❛♥② ❞❡t❛✐❧s ♦❢

t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ st♦r❡❞ ❜✉t t❤❡② ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✉s ✇❤❛t ❡rr♦rs ❤❛✈❡ ❛♣♣❡❛r❡❞ ✐♥ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

s♦ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝♦rr❡❝t t❤❡♠✳

❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ ♣❛ss✐✈❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r✐❡s s❡❡♠ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ❝❤♦✐❝❡✳ ❲❤② ✇♦✉❧❞ ✇❡

✇❛♥t t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ♦✉r s②st❡♠ ❥✉st t♦ ❝❤❡❝❦ ❢♦r ❡rr♦rs❄ ❲❡❧❧✱ s✐♠♣❧② ❜❡❝❛✉s❡

❝♦♥str✉❝t✐♥❣ s✉❝❤ ♣❛ss✐✈❡ ♠❡♠♦r✐❡s ❤❛s ♣r♦✈❡♥ ❛ ❢♦r♠✐❞❛❜❧❡ t❛s❦ ❬✶✽✱ ✶✾❪✳ ❆♥❞ ❡✈❡♥ ✉s✐♥❣

t❤❡ ❜❡st ♣❛ss✐✈❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ✉s❡ ❛❝t✐✈❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦

r❡s✐❞✉❛❧ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❞❛♠❛❣❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ st♦r❡❞✳

❋♦r ♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ♣❛ss✐✈❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r✐❡s ✇❡ ❧❡❛✈❡ ❤❡r❡ s♦♠❡

r❡❢❡r❡♥❝❡s✿ t❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ♣❛ss✐✈❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r✐❡s ✐s ❑✐t❛❡✈✬s t♦r✐❝ ❝♦❞❡ ❬✷✵❪✱

❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❝✉rr❡♥t r❡s❡❛r❝❤ ✐♥ t❤❛t ✜❡❧❞ ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② ❇r♦✇♥ ❡t✳ ❛❧✳ ❬✶✽❪✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ q✉❜✐ts ✇❡r❡ r❡✈✐❡✇❡❞ ❜② ❉♦✉ç♦t ❛♥❞ ■♦✛❡ ❬✶✾❪✳

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ ♦♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ❆s ❞♦♥❡

✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ✇♦r❞ ✏❛❝t✐✈❡✑ ✐s ✐♠♣❧✐❡❞ ❤❡r❡✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥s ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❧❡❛✈❡ ♦✉t

✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r♠❛❧ r❡s✉❧ts✱ ❜✉t ✇❡ tr② t♦ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❡ t♦♣✐❝ ❛s ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

✷✳✶ ◗✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r②

■❢ ✇❡ ✇❡r❡ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ❧❛st ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ s❛② t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ♠❡t❤♦❞

✉s❡❞ t♦ ♣r♦t❡❝t q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
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q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❡①❛❝t❧② ❤♦✇ q✉❛♥t✉♠

❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ♠❛✐♥❧② r❡❢❡r❡♥❝❡s ❬✸❪ ❛♥❞ ❬✶✶❪✳

❊❛❝❤ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❝♦❞❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦❞✐✜❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝❧❡✈❡r

✇❛②✱ ♠❛✐♥❧② ❜② ❛❞❞✐♥❣ r❡❞✉♥❞❛♥❝②✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡ss s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ❡rr♦rs✳

▲❡t ✉s st❛rt ❜② ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❤♦✇ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✇♦r❦s ❜❡❢♦r❡ ❣♦✐♥❣ t♦

t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❝❛s❡✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉s s❤♦✇ t❤❡ ❜❛s✐❝s ♦❢ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❛s ♣❧❛✐♥❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳

❚❤❡ ♠♦r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✐s t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❝♦❞❡✳ ❇❛s✐❝❛❧❧②✱

t❤❡ ✐❞❡❛ ✇✐t❤ t❤✐s ❝♦❞❡ ✐s t♦ ♣r♦t❡❝t t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♣②✐♥❣ ✐t ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✳ ❲❡

❝♦✉❧❞ s❛② t❤❛t ❛♥ ❛♥❛❧♦❣② t♦ t❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s r❡♣❡❛t✐♥❣ ✇❤❛t ②♦✉ s❛② ✐♥ ❛ ♥♦✐s② ♣❤♦♥❡ ❝❛❧❧✱ s♦

②♦✉ ✐♥t❡r❧♦❝✉t♦r ❝❛♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ②♦✉ ❛r❡ s❛②✐♥❣✳

❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ♣r♦t♦❝♦❧✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐t s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s 0

♦r 1✳ ❙❛② ✇❡ ✇❛♥t t♦ st♦r❡ t❤✐s ❜✐t ❢♦r s♦♠❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❞ ✐ts st❛t❡ ❧❛t❡r✶✳ ❉✉r✐♥❣

t❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ǫ ♦❢ t❤❡ ❜✐t ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐ts st❛t❡ ✭❢r♦♠ 0 t♦ 1 ♦r t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✮✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t 1− ǫ ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❜✐t ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛t❡✳

❚♦ ❦❡❡♣ t❤✐♥❣s ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❤❡r❡ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❝♦❞❡✿ t❤❡ t❤r❡❡✲❜✐t

r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡♥ ✇❡ r❡q✉✐r❡ ♦♥❧② t✇♦ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ♦✉r ❜✐t s✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜✐t ❛♥❞ ❡❛❝❤ ♦❢

✐ts ❝♦♣✐❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜✐ts ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❜✐t s̄✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ❜✐t ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s 0 ♦r 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

s = 0 → s̄ = 000 ✭✷✳✸✮

s = 1 → s̄ = 111. ✭✷✳✹✮

❇✉t ✇❤② ✐s t❤✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧❄ ❚♦ ❛♥s✇❡r t❤✐s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ǫ ♦❢ t❤❡

♦r✐❣✐♥❛❧ ❜✐t t♦ ❣❡t ❝♦rr✉♣t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ǭ ❢♦r t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ q✉❜✐t✳ ❚♦ t❤✐s

❡♥❞ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❡rr♦rs ✐♥ ❡❛❝❤ ❜✐t ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

❲❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❝❧❛r✐❢② ♥♦✇ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥

❝♦❞❡✿

• ❡♥❝♦❞✐♥❣✿ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜✐t ❜② ♠❛❦✐♥❣ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ✐t✱

• st♦r❛❣❡✿ ✇❡ st♦r❡ ♦✉r ❧♦❣✐❝❛❧ ❜✐t ❢♦r ❧❛t❡r ✉s❡✱ ❛♥❞

✶◆♦r♠❛❧❧② t❤❡s❡ ✐❞❡❛s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❜✉t s✐♥❝❡ ♦✉r ❢♦❝✉s ✐s ✐♥ q✉❛♥t✉♠
♠❡♠♦r✐❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ st♦r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❛❞❡q✉❛t❡✳
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▲♦❣✐❝❛❧ ❜✐t st❛t❡ s̄ ✶✶✵ ✵✶✵ ✶✶✶
❉❡❝♦❞❡❞ st❛t❡ s ✶ ✵ ✶

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❉❡❝♦❞✐♥❣ st❡♣✳

• ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✭♠❛❥♦r✐t② ✈♦t❡✮✿ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛t❡ ♦❢

t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜✐ts✱ s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳

❚❤❡♥✱ ❣✐✈❡♥ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❧♦❣✐❝❛❧ ❜✐t✱ ❡✳❣✳ s̄ = 000✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜✐ts ❝❛♥ ❤❛✈❡

❛♥ ❡rr♦r ✭❜✐t ✢✐♣✮ ❞✉r✐♥❣ st♦r❛❣❡ s♦ t❤❛t t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❜✐t ✐s ♥♦t ❝♦rr✉♣t❡❞ ✭✐✳❡✳ s = 0 ✇✐❧❧ ❜❡

t❤❡ st❛t❡ ❛❢t❡r ❞❡❝♦❞✐♥❣✮✳ ❖t❤❡r✇✐s❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❧t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❣❡t s = 1 ❛❢t❡r ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✐❢ t✇♦ ♦r t❤r❡❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜✐ts

✢✐♣♣❡❞ t❤❡✐r st❛t❡✳

❚❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ✜♥❛❧ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜✐t✬s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t

❞❛♠❛❣❡❞✿ 000✱ 001✱ 010✱ ❛♥❞ 100✳ ❲❤✐❧❡ 000 ❤❛s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1− ǫ)3 t♦ ❜❡ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✱

❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r t❤r❡❡ st❛t❡s ❤❛✈❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② (1− ǫ)2 ǫ t♦ ❜❡ s♦✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② p ♦❢

t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧

p = (1− ǫ)3 + 3 (1− ǫ)2 ǫ = 1− 3ǫ2 + 2ǫ3, ✭✷✳✺✮

❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ❜✐t✬s ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛t❡ ❜❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ✐s

ǭ = 1− p = 3ǫ2 − 2ǫ3. ✭✷✳✻✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s t❡r♠s t♦ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦❢ 2 ❛♥❞ 3✱ t❤❡♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ❡rr♦r

r❛t❡s ǫ ✇❡ ❡①♣❡❝t ǭ t♦ ❜❡ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r✳ ▲❡t ✉s ❝❤❡❝❦ ✐❢ t❤❛t ❤♦❧❞s tr✉❡✿

ǭ < ǫ =⇒ 3ǫ2 − 2ǫ3 < ǫ =⇒ 0 < 2ǫ2 − 3ǫ+ 1. ✭✷✳✼✮

❚❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✐s ♠❡t ❜② ✈❛❧✉❡s ǫ < 1/2 ♦r ǫ > 1✳ ❆♥❞✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤

♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ✭0 ≤ ǫ ≤ 1✮✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ✐❢ ǫ < 1/2✱ t❤❡♥ ǭ < ǫ✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✱ ✇❤❡♥

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜✐ts ✐s ❜❡❧♦✇ 1/2✱ ❝♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❜✐t ✇✐t❤ t❤❡

r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❛❦❡s ✐t ❧❡ss ♣r♦❜❛❜❧❡ t❤❛t ✇❡ ❧♦s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

◆♦✇ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ st✉❞② ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ q✉❛♥t✉♠ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✉♥✐t

♦❢ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ q✉❜✐t✿ ✐t ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❛ t✇♦✲st❛t❡ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts

st❛t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ st❛t❡s✱ ✐✳❡✳ 1 → |1〉✱ ❛♥❞ 0 → |0〉✳ ❇✉t✱ s✐♥❝❡ ♥♦✇ ✇❡ ❛r❡
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✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ q✉❜✐t ❝❛♥ ♥♦t ♦♥❧② ❜❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ ❛♥② ♦❢ ✐ts t✇♦ st❛t❡s✱ ❛s ✐t ❝❛♥

❛❧s♦ ❜❡ ✐♥ ❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ✐ts st❛t❡s✱ ❛s ✇❡ ✇r♦t❡ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✳

❆s ❛ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ s❡❡ ✐❢ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦❞❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r q✉❛♥t✉♠

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ❝❛♥ ✇❡ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❝❛s❡❄ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s ♥♦✱ ❜❡❝❛✉s❡

✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐t❛r② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♥♦✲❝❧♦♥✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❬✸✱ ✷✶❪ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✈❡r② s✐♠♣❧②✱

❜② ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

■♠❛❣✐♥❡ t❤❛t ✐t ❡①✐sts ❛ ✉♥✐t❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ U ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♠❛❦❡ ❝♦♣✐❡s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② q✉❛♥t✉♠

st❛t❡s✱ ❡✳❣✳ |ψ〉 ❛♥❞ |φ〉✳ ❚❤❡♥ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t✿

U (|ψ〉|s〉) = |ψ〉|ψ〉 ✭✷✳✽✮

❛♥❞

U (|φ〉|s〉) = |φ〉|φ〉. ✭✷✳✾✮

❚❤❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ ❛r✐s❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♠♣❧② t❤❛t✿

〈ψ|φ〉 = |〈ψ|φ〉|2 ,

✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ♣♦ss✐❜❧❡ ✐❢ 〈ψ|φ〉 = 0 ♦r 〈ψ|φ〉 = 1✱ ✐✳❡✳ ❡✐t❤❡r |ψ〉 = |φ〉 ♦r |ψ〉 ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦

|φ〉✳ ❚❤✉s |ψ〉 ❛♥❞ |φ〉 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛r❜✐tr❛r② st❛t❡s✳

❖t❤❡r ❞✐✣❝✉❧t✐❡s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦❞❡s ❛r❡

t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❞❡str♦② t❤❡ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ❜❡✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡❞✷✱

❛♥❞ t❤❛t ❡rr♦rs ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✭❛s ✇❡ ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❇❧♦❝❤ s♣❤❡r❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳

▲✉❝❦✐❧② ❢♦r ✉s✱ t❤❡s❡ ❛s♣❡❝ts ♦❢ q✉❛♥t✉♠ t❤❡♦r② ❞♦ ♥♦t ♣r❡✈❡♥t ✉s ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❞♦

q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠

s②st❡♠s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✈❡r② str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ t♦ ✐t✿ ✐t ✐s t❤❡ q✉❜✐t ❜✐t✲✢✐♣ ❝♦❞❡✳ ❆❣❛✐♥

✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ s✐♠♣❧❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❜✐ts✱ ❜✉t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ t♦

❛♥② ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❜✐ts ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✳

▲❡t ✉s st❛rt ❜② ❝❧❛r✐❢②✐♥❣ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦t ❝♦♣② t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ♦✉r q✉❜✐t✱ ❜② ❛❞❞✐♥❣

❛♥❝✐❧❧❛r② q✉❜✐ts ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♦♥ t❤❡♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ st❛t❡s s✉❝❤ t❤❛t✱ ✐❢ |s〉 = |0〉 t❤❡♥
✷❲❤❡♥ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ q✉❜✐t |s〉 ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ✐ts st❛t❡s ✇❤❛t ✇❡ ❣❡t ✐s |0〉 ✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② |α|2 ♦r |1〉

✇✐t❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② |β|2✳
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❛✮ ❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❛✮ ❈◆❖❚ ❣❛t❡✳ ❜✮ ◗✉❛♥t✉♠ ❝✐r❝✉✐t ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ q✉❜✐t ❜✐t ✢✐♣ ❝♦❞❡✳

|s̄〉 = |000〉✱ ❛♥❞ ✐❢ |s〉 = |1〉 ✇❡ ❤❛✈❡ |s̄〉 = |111〉✸✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ♦✉r

q✉❜✐t ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✮✮ ❛s✿

|s〉 = α|0〉+ β|1〉 → |s̄〉 = α|000〉+ β|111〉. ✭✷✳✶✵✮

❆s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡✱ t❤✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❣❛✐♥ ❛s ✇❡ ❤❛❞ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤

t❤❡ r❡♣❡t✐t✐♦♥ ❝♦❞❡✳ ❇✉t ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ✇❤② t❤✐s ✐s s♦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❤♦✇

✇❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ q✉❜✐t |s̄〉 ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✳

❚❤❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s ❞♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ ✉♥✐t❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❦♥♦✇♥ ❛s ❣❛t❡s✳ ●❛t❡s ❝❛♥ ❜❡

❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ❥✉st ♦♥❡ ♦r ✈❛r✐♦✉s q✉❜✐ts ❛t ❛ t✐♠❡✳

❍❡r❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞✲◆❖❚ ♦r ❈◆❖❚ ❣❛t❡✳ ❚❤✐s ❣❛t❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ◆❖❚

❣❛t❡ t♦ ❛ q✉❜✐t ✭❦♥♦✇♥ ❛s t❛r❣❡t✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r q✉❜✐t ✭❦♥♦✇♥ ❛s ❝♦♥tr♦❧✮✳

❆ ◆❖❚ ❣❛t❡ ✐♥✈♦❧✈❡s ♦♥❧② ♦♥❡ q✉❜✐t✱ ✐t s✐♠♣❧② ❛♣♣❧✐❡s ❛ σx P❛✉❧✐ ♦♣❡r❛t♦r t♦ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛

q✉❜✐t✱ ✐✳❡✳ |0〉 ◆❖❚←→ |1〉✳
❆ ❈◆❖❚ ❣❛t❡ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ q✉❜✐t ✐s ✐♥ t❤❡ |0〉 st❛t❡✱ ✐t ❧❡❛✈❡s t❤❡ t❛r❣❡t

q✉❜✐t ✉♥t♦✉❝❤❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ q✉❜✐t ✐s |1〉✱ t❤❡♥ ❛ ◆❖❚ ❣❛t❡

✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ t❛r❣❡t q✉❜✐t✳ ❋✐❣✉r❡ ✭✷✳✷✲❛✮ s❤♦✇s t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❈◆❖❚ ❣❛t❡ ✇❤❡r❡

t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ q✉❜✐t ✐s |q0〉 ✐♥ t❤❡ st❛t❡ |s〉✱ ❛♥❞ t❤❡ t❛r❣❡t q✉❜✐t ✐s |q1〉 ✐♥ t❤❡ st❛t❡ |0〉✳ ❚❤❡

❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈◆❖❚ ❣❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ |s〉 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮ ✐s✿

|s〉|0〉 = α|0〉|0〉+ β|1〉|0〉 ❈◆❖❚01−→ α|0〉|0〉+ β|1〉|1〉 = α|00〉+ β|11〉. ✭✷✳✶✶✮

■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♥♦✇ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❝✐r❝✉✐t✹ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✭✷✳✶✵✲❜✮ t❛❦❡s

t❤❡ st❛t❡ |s〉 ✭❣✐✈❡♥ ❛❣❛✐♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮✮✱ ❛♥❞ ❡♥❝♦❞❡s ✐t ❛s ✇❡ st❛t❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮✳

❆s ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛s❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ t❤✐s ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ❜❡♥❡✜❝✐❛❧ ❢♦r ♦✉r ♣✉r♣♦s❡s✳

✸❍❡r❡ |000〉 = |0〉|0〉|0〉 = |0〉 ⊗ |0〉 ⊗ |0〉✱ ❛♥❞ s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r |111〉✳
✹❆ q✉❛♥t✉♠ ❝✐r❝✉✐t ✐s ❛ ❣r❛♣❤✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❞♦♥❡ ♦♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❜✐ts✳ ❊❛❝❤ q✉❜✐t ✐s

r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ t✐♠❡ r✉♥s t♦ t❤❡ r✐❣❤t✳
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❚♦ t❤❛t ❡♥❞ ✇❡ r❡✈✐❡✇ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ❛❣❛✐♥✱ ❛❞❛♣t✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝✐t✐❡s ♦❢ t❤❡

q✉❛♥t✉♠ ❝❛s❡✿

• ❡♥❝♦❞✐♥❣✿ ✉s❡ ❛♥❝✐❧❧❛r② q✉❜✐ts t♦ ❡♥❝♦❞❡ ♦✉r ♦r✐❣✐♥❛❧ q✉❜✐t✱

• st♦r❛❣❡✿ ✇❡ ❧❡❛✈❡ ♦✉r q✉❜✐t ❢♦r ♣♦st❡r✐♦r ✉s❡✱

• ❡rr♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦r s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✿ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ ♦✉r q✉❜✐t ✉s✐♥❣ ❛♥ s♣❡❝✐✜❝ s❡t ♦❢

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs s♦ t❤❛t ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡rr♦rs t❤❛t ❤❛♣♣❡♥❡❞ t♦

♦✉r q✉❜✐t✱ ❜✉t ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✐ts ❛❝t✉❛❧ st❛t❡✳

• r❡❝♦✈❡r②✿ ♦♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ ✇❤❛t ❡rr♦r ❤❛♣♣❡♥❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❜✐ts✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② t❤❡

❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✭σx ♦♣❡r❛t♦rs✮ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛t❡✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠♣❧② ❞♦♥❡

❜② ✢✐♣♣✐♥❣ ❜❛❝❦ t❤❡ ❢❛✉❧t② ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❜✐t✳

❚❤❡ s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐t ✐s ❞✐✛❡r❡♥t t♦ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣

✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛s❡✳ ❚❤✉s ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡①♣❛♥❞ ♦♥ ✐t ♥♦✇✳

❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛r❡✿







































P0 = |000〉〈000|+ |111〉〈111|

P1 = |100〉〈100|+ |011〉〈011|

P2 = |010〉〈010|+ |101〉〈101|

P3 = |001〉〈001|+ |110〉〈110|

✭✷✳✶✷✮

❉✉r✐♥❣ s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t♦rs ✇✐❧❧ r❡t✉r♥ ❛ ✈❛❧✉❡ 1✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡rs 0✳

■❢ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✈❡❞ st❛t❡ |s′〉 ♦❢ t❤❡ q✉❜✐t ❛❢t❡r st♦r❛❣❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱

❛♥❞ ♦❜t❛✐♥✿ 〈s′|P0|s′〉 = 1✱ ❛♥❞ 〈s′|Pi|s′〉 = 0 ❢♦r i = 1, 2, 3✱ t❤❡♥ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ♥♦ ❡rr♦rs

♦❝❝✉rr❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ P1 ✭P2 ♦r P3✮ ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r t❤❛t ❤❛s ✈❛❧✉❡ ♦♥❡ ✇❤❡♥

♠❡❛s✉r❡❞✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡r❡ ✇❛s ❛♥ ❡rr♦r ✭❜✐t ✢✐♣✮ ♦♥ t❤❡ ✜rst ✭s❡❝♦♥❞ ♦r t❤✐r❞✮ ♣❤②s✐❝❛❧

q✉❜✐t✳

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ q✉❜✐t ✐s ✉♥❛❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

♦♣❡r❛t♦rs✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❛r❜✐tr❛r② st❛t❡ |s〉 ✇❡ ❡✐t❤❡r ❤❛✈❡ Pi|s〉 = |s〉 ♦r

Pi|s〉 = 0 ✭i ∈ {0, 1, 2, 3}✮✳
■♥ ❛♥❛❧♦❣② ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛s❡✱ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r✐s❡ t❤♦✉❣❤ ✐❢ t✇♦ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❜✐ts ❛r❡ ✢✐♣♣❡❞✳

❙✉♣♣♦s❡ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ |000〉 ❧♦❣✐❝❛❧ q✉❜✐t✳ ■❢ ❜✐t ✢✐♣s ♦❝❝✉rr❡❞ t♦ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❜✐ts

❞✉r✐♥❣ st♦r❛❣❡✱ ✇❡ ❣❡t ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡s |011〉✱ |101〉 ♦r |110〉✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✬s
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♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❧❡❛❞s ✉s t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ❛s |111〉✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❜✐t ✢✐♣♣❡❞✳

❚❤❡ r❡❝♦✈❡r② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❢❛✐❧✿ ✐t ✇♦✉❧❞ ✢✐♣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ q✉❜✐t ❛♥❞ ♠❛❦❡ |111〉 ❜❡
t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡✳

❙✐♥❝❡ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢

s✉❝❝❡ss ❛♥❞ ❢❛✐❧✉r❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❜✐t ✢✐♣ ǫ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤

♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❜✐ts✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❝♦rr❡❝t ❛♥ ❡rr♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥

✭✷✳✺✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛✐❧✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✻✮✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡

✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ✇❤❡♥ ǫ < 1/2✳

❚❤✐s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❧s♦ ❤❡❧♣ ✉s t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡rs✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

t♦ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❆s ❜❡❛✉t✐❢✉❧❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❘✐❝❤❛r❞ ❋❡②♥♠❛♥ ✐♥ ❤✐s ❢❛♠♦✉s

❜♦♦❦ ✧t❤❡ ❋❡②♥♠❛♥✬s ▲❡❝t✉r❡s✧✱ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❛♥t✉♠ ♣❛t❤s ✐♥ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ t❤❛t

❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞✱ t❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ t❛❦❡s ❜♦t❤ ♣❛t❤s✳ ■♥ t❤❡ t❤r❡❡ q✉❜✐t ❝♦❞❡ ✐♥✐t✐❛❧❧②

♣r❡♣❛r❡❞ ✐♥ t❤❡ st❛t❡ |000〉✱ t❤❡♥ ❛❢t❡r ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❢♦r ❛ t✐♠❡ t ❛♥❞ ❛ s②♥❞r♦♠❡ P0 ✐s ❢♦✉♥❞✱ ✐t

♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ q✉❛♥t✉♠ st❛t❡ ✐s |000〉 + A|111〉✱ ✇❤❡r❡ A ✐s ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ t❤❛t

❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ p✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❧✐♠✐ts t♦ t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ t❤❛t ❛ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ♦✛❡r t♦ ❛ s②st❡♠ ✐s

t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❡rr♦r ❛❢t❡r ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s s✉❜t❧❡t② ✐s s♦♠❡ t✐♠❡s ♦✈❡r❧♦♦❦❡❞✱

❜✉t ✐t ✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss✳

✷✳✶✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥

❲❡ ♠❛❞❡ s♦♠❡ ♣r♦❣r❡ss t♦✇❛r❞s ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❜✐t

✢✐♣ ❡rr♦r ❝♦❞❡✿ ✇❡ s❛✇ ❤♦✇ t♦ ❜②♣❛ss t❤❡ ♥♦✲❝❧♦♥✐♥❣ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ q✉❜✐ts

❢♦r ❡rr♦rs ✇✐t❤♦✉t ❞❛♠❛❣✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡② ❝♦♥t❛✐♥✳ ❇✉t t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ♦♥❡ ♦❜st❛❝❧❡ t❤❛t

✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✿ t❤❡ s❡t ♦❢ ❡rr♦rs t❤❛t ❝❛♥ ❛✛❡❝t q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❢❛r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥

t❤❡ ♦♥❡ ❛✛❡❝t✐♥❣ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❚♦ s❡❡ ❤♦✇ t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞✐✣❝✉❧t②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ❦✐♥❞s ♦❢ ❡rr♦rs ❝❛♥ ❜❡

❞❡❛❧t ✇✐t❤ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✉s✐♥❣ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡s ✇❡ ❢♦❧❧♦✇

♠❛✐♥❧② ❬✷✷❪✱ ❜✉t ✇❡ ❛❧s♦ t❛❦❡ s♦♠❡ ✐❞❡❛s ❢r♦♠ ❬✸❪✳

▲❡t ✉s st❛rt ✇✐t❤ s♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❝❛❧❧ C t❤❡ ❝♦❞❡ s♣❛❝❡✿ t❤✐s ✐s ❛ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ❝♦♠♣♦s❡❞

❜② t❤❡ s❡t ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ st❛t❡s✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ❛ s✉❜✲s♣❛❝❡ ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✳ ▲♦❣✐❝❛❧ st❛t❡s ❛r❡

t❤❡ ♦♥❡s ✇❡ ✉s❡ t♦ ❡♥❝♦❞❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦❞❡✇♦r❞s✱ ❡✳❣✳ |000〉 ❛♥❞
|111〉 ❛r❡ t❤❡ t❤r❡❡✲q✉❜✐t ❝♦❞❡✬s ❝♦❞❡✇♦r❞s✳

❲❡ ❞❡♥♦t❡ E ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡rr♦rs✳ ❚❤✐s ❡rr♦rs t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝ts ♦❢
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♦♣❡r❛t♦rs✿

Ea =
⊗

i

Oi,a, ✭✷✳✶✸✮

✇❤❡r❡ a ❧❛❜❡❧s ❞✐✛❡r❡♥t ❡rr♦rs ❛♥❞ i ❧❛❜❡❧s t❤❡ q✉❜✐ts✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡✲q✉❜✐t

❝♦❞❡ ✇❡r❡ ❜✐t ✢✐♣s✱ ✐✳❡✳ σx P❛✉❧✐ ♦♣❡r❛t♦rs ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛♥② ♦❢ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜✐ts✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r t❤✐s

❡①❛♠♣❧❡✿ Oi ∈ {σx
i }✱ i = 1, 2, 3✳

◆♦t ❛❧❧ ❡rr♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦rs ✐s

❞❡♥♦t❡❞ Ec✳ ■❢ Ea ∈ E ❜✉t Ea /∈ Ec✱ t❤❡♥ Ea ✐s ❛♥ ✉♥❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦r✳

❍♦✇ ❞♦ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛♥ ❡rr♦r ❤❛♣♣❡♥❡❞❄ ❲❤❡♥ ❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦rs ♦❝❝✉r✱ s②♥❞r♦♠❡

❡①tr❛❝t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ q✉❜✐t ❜❡✐♥❣ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥t♦ ❛ s✉❜✲s♣❛❝❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦

C✳ ❇✉t ✇❤❡♥ ❛♥ ✉♥❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦r ♦❝❝✉rs t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ q✉❜✐t r❡♠❛✐♥s ✐♥ C✱ t❤✉s t❤❡ ❡rr♦r

❣♦❡s ✉♥♥♦t✐❝❡❞✳

❲❡ ❝❛♥ ❡①❡♠♣❧✐❢② t❤✐s ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡✲q✉❜✐t ❝♦❞❡ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✇❡ s❤♦✇ ❛ ✈✐s✉❛❧

r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s ❝♦❞❡✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ C ✐s

t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✈❡❝t♦rs |000〉 ❛♥❞ |111〉✳
❲❤❡♥ ❛ ❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦r ♦❝❝✉rs✱ s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝ts t❤❡ ❢❛✉❧t② st❛t❡ ♦♥t♦ ❛ ♣❧❛♥❡

♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ C✳ ❚❤✐s ♣❧❛♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ s✉❜✲s♣❛❝❡s ❞❡✜♥❡❞ ❜② P1✱ P2 ♦r

P3 ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✷✮✮✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡rr♦r✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛♥ ✉♥❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦r ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐♥ C✱ ✐✳❡✳ t❤❡

❢❛✉❧t② st❛t❡ r❡♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞s✳

◆♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣✉t t❤✐s ✐♥t♦ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❲❡ ❧❛❜❡❧ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❞❡✇♦r❞s |i〉 ❛♥❞ |j〉 ∈ C✳

❋♦r ❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦rs t♦ ❜❡ ♣❡r❢❡❝t❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡✱ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞s t♦

♦rt❤♦❣♦♥❛❧ st❛t❡s✱ ❛s ✇❡ ❥✉st ❞✐s❝✉ss❡❞✱ ✐✳❡✳✿

〈i|E†
aEb|j〉 = 0, ✭✷✳✶✹✮

❢♦r Ea✱ Eb ∈ Ec✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦rs ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s✉❝❤ t❤❛t✿

〈i|E†
aEb|i〉 = Cab. ✭✷✳✶✺✮
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❱✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦rs ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡✲q✉❜✐t ❝♦❞❡✳ |000〉
❛♥❞ |111〉 ❛r❡ t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞s✱ ❛♥❞ |Ψ〉 ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ q✉❜✐t✳ ❈♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦rs ❝❛♥
❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡② ♦❝❝✉r✱ s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♣r♦❥❡❝ts t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ q✉❜✐t
♦♥t♦ ❛ s✉❜✲s♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝♦❞❡ s♣❛❝❡✳ ❯♥❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦rs ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ q✉❜✐t ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡ s♣❛❝❡✱ t❤✉s ❜❡✐♥❣ ✉♥❞❡t❡❝t❛❜❧❡✳

❆❧s♦✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❧❛st ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

(

〈i|E†
aEb|i〉

)†
= C∗

ab ✭✷✳✶✻✮

❛♥❞
(

〈i|E†
aEb|i〉

)†
= 〈i|E†

bEa|i〉 = Cba. ✭✷✳✶✼✮

❚❤✉s Cab ✐s ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ✭Cba = C∗
ab✮ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ |i〉✳

❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ♠❡t ❜❡❝❛✉s❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❣❡t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞

st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❞❡str♦② ✐t ❜② ❞♦✐♥❣ s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳

❚❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s✿

〈i|E†
aEb|j〉 = Cabδij ✭✷✳✶✽✮

❆♥♦t❤❡r ✇❛② t❤✐s ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦rs P ♦♥t♦ C✿ P =
∑

i |i〉〈i|✱ ❢♦r |i〉 ∈ C✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s✿

PE†
aEbP = CabP, ✭✷✳✶✾✮

✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❢♦r♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ❬✸❪✳



✷✳✷✳ ❚❍❘❊❙❍❖▲❉ ❚❍❊❖❘❊▼ ✷✺

✷✳✶✳✷ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡rr♦rs

■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❡rr♦r ❝♦❞❡ t❤❛t ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ❛ ✜♥✐t❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡rr♦rs t♦ ❣❡t ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❡rr♦rs✳

■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❡rr♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts

♦❢ Ec ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦rs✳ ■✳❡✳✱ ✐❢

Fj =
∑

i

mijEi, ✭✷✳✷✵✮

✇❤❡r❡ t❤❡ mij ✐s ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ Ei ∈ Ec✱ t❤❡♥ Fj ∈ Ec✳
❚♦ ♣r♦✈❡ t❤✐s✱ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦rs✳ ❲✐t❤✲

♦✉t ❧♦♦s✐♥❣ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t Cab ✐s ❞✐❛❣♦♥❛❧✱ ✐✳❡✳ Cab = Caaδab✳

❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❜❡❤❛✈❡s ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ❡rr♦rs t❤❛t ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐✲

♥❛t✐♦♥s ♦❢ Ei✱ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✵✮✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞ ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ E → F ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞ s✐❞❡

♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✽✮✱ ❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ t♦ F †
j =

∑

im
∗
ijE

†
i ✇❡ ❣❡t✿

〈i|F †
aFb|j〉 = 〈i|

∑

a′

m∗
a′aE

†
a′

∑

b′

mb′bEb′ |j〉 =
∑

a′b′

m∗
a′amb′bCa′b′δa′b′δij

=
∑

a′

m∗
a′aCa′a′ma′bδij = C̄abδij. ✭✷✳✷✶✮

◆♦✇ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡t❤❡r C̄ab =
∑

a′ m
∗
a′aCa′a′ma′b ✐s ❍❡r♠✐t✐❛♥ ♦r ♥♦t✳ ■❢ ✐t ✐s✱

t❤❡ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐❛ ❤♦❧❞s ❢♦r t❤❡ ❡rr♦rs F ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡✳

C̄ab ✐s ❍❡r♠✐t✐❛♥✱ ✐❢ C̄† = C̄✱ ✐✳❡✳ C̄∗
ba = C̄ab✳ ▲❡t ✉s s❡❡✿

C̄∗
ba =

(

∑

a′

m∗
a′bC

∗
a′a′ma′a

)∗

=
∑

a′

ma′bC
∗
a′a′m

∗
a′a. ✭✷✳✷✷✮

❆♥❞✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Cab ✐s ❍❡r♠✐t✐❛♥✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t C̄ab ✐s ❍❡r♠✐t✐❛♥ t♦♦✳

✷✳✷ ❚❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♦r❡♠

❯♥❞❡r ✇❤❛t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ ✇❡ s❝❛❧❡ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡r ❛♥❞ ♦♣❡r❛t❡ ✐t ❢♦r ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t✐♠❡

✇✐t❤♦✉t ❡rr♦rs ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦rr✉♣t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥❄ ❚❤✐s ✐s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ❛♥s✇❡r❡❞ ❜②

t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

❚❤✐s t❤❡♦r❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳
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p2 ≈ cp21 ≈ α2
(

α2ǫ2
)2
. ✭✷✳✷✹✮

❚❤❡♥✱ ❢♦r L ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

pL ≈ cp2L−1 ≈
(α2ǫ)

2L

α2
. ✭✷✳✷✺✮

❙✉♣♣♦s❡ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ t❛❦❡s T ❧♦❣✐❝❛❧ q✉❛♥t✉♠ ❣❛t❡s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇❛♥t

t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❢♦r ❛ t✐♠❡ t = Tτ ✱ τ ❜❡✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ✐t t❛❦❡s t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❡❛❝❤ ❣❛t❡✳ ❚♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤

t❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛❝❝✉r❛❝② ǫt❤✱ ✇❡ ♥❡❡❞ L ❧❡✈❡❧s ♦❢ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ s✉❝❤ t❤❛t✿

pL ≈
(α2ǫ)

2L

α2
≤ ǫt❤

T
. ✭✷✳✷✻✮

■❢ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ǫ < ǫt❤ ≡ 1/α2 ✐s ♠❡t✱ t❤✐s ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r L✿

L > L̄ ≈ log

[

log (T/α2ǫt❤)

log (1/α2ǫ)

]

. ✭✷✳✷✼✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ q✉❜✐ts r❡q✉✐r❡❞ ✐s ntot = nL̄✱ t❤✉s✿

ntot =

[

log (T/α2ǫt❤)

log (1/α2ǫ)

]logn

. ✭✷✳✷✽✮

❆s ✇❡ s❡❡ ntot ♦♥❧② ❣r♦✇s ♣♦❧②❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝❛❧❧② ✭❛♥❞ ♥♦t ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✮ ✇✐t❤ T ❛♥❞ 1/ǫ✱

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s ❢❡❛s✐❜❧❡ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳

❚❤❡ ❞♦✇♥s✐❞❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ✐s ♦❜✈✐♦✉s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❜✐ts

r❡q✉✐r❡❞ ❞♦❡s ♥♦t ❣r♦✇ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t✐♠❡✱ ✐t ❞♦❡s ❝❛♥ ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② ❧❛r❣❡✳

✷✳✷✳✶ ❊rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ❛s ❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

❉♦r✐t ❆❤❛r♦♥♦✈✬s ♣❛♣❡r ❬✷✸❪ ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ■♥ t❤❛t ✇♦r❦✱ ❆❤❛r♦♥♦✈

st✉❞✐❡❞ ❛ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡r ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② n q✉❜✐ts ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ ❛ d✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡s✳

❙❤❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ r❡♠✐♥❞s

♦♥❡ ♦❢ ❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✿ t❤❡r❡ ❡①✐st t✇♦ r❡❣✐♠❡s✱ ♦♥❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡

✭✇❤❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦✐s❡ r❛t❡ ǫ ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ǫt❤✮ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❛♥t✉♠

❝♦♠♣✉t❡r ❝❛♥ ❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♠♣✉t❡r ✭❧♦❝❛❧ ♥♦✐s❡ r❛t❡ ❛❜♦✈❡ ǫ1 >

ǫt❤✮✳
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❚♦ ❢✉rt❤❡r t❤✐s ❛♥❛❧♦❣②✱ ❆❤❛r♦♥♦✈ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡s t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t s❤❛r❡❞ ❜② s♣❛t✐❛❧❧② s❡♣✲

❛r❛t❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡r✮✱ ✇❤❡♥ n → ∞✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡♥t❛♥✲

❣❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤✳ ❊♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ✐s t❤❡ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡

♣❛rts ♦❢ s②st❡♠ ❞❡❝❛②s ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❧❡♥❣t❤✳

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦✉t❝♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ✐s t❤❛t t❤♦s❡ t✇♦ r❡❣✐♠❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥♦✐s❡

❛r❡ ❛❧s♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤✿

• ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞✱ 0 ≤ ǫ < ǫt❤✱ t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ✐s ✐♥✜♥✐t❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✐s

❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ✐♥ t❤❡ s②st❡♠❀

• ❛❜♦✈❡ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ♥♦✐s❡✱ ǫ1 < ǫ ≤ 1✱ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ✐s

✜♥✐t❡✱ s♦ t❤❛t ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡✳

❚❤✐s r❡s✉❧ts ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛t ❛ ♥♦♥✲

tr✐✈✐❛❧ ❧♦❝❛❧ ♥♦✐s❡ r❛t❡ ǫc✱ s✉❝❤ t❤❛t ǫt❤ < ǫc < ǫ1✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t❛♥❣❧❡♠❡♥t ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞

❛s ❛♥ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤✐s ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

✷✳✸ ❙t❛❜✐❧✐③❡r ❝♦❞❡s

❲❡ ♥♦✇ st❛rt t♦ s♣❡❝✐❛❧✐③❡ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡ ♦❢ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦

st✉❞②✿ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡✳ ❇✉t s✐♥❝❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡ ✉s❡s t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛s ✐ts ❜❛s✐s✱

✇❡ st❛rt ❜② ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❜r✐❡✢② t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇ ♠❛✐♥❧② ❬✸❪✳

✷✳✸✳✶ ❙t❛❜✐❧✐③❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠

❲❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ♦r t❤❡

❝♦❞❡✇♦r❞s ❢♦r q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ■♥st❡❛❞ ✇❡ ✇♦r❦ ✇✐t❤ ❛ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs {Si}✱ t❤❡
st❛❜✐❧✐③❡r ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s❡t VS ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t❡s ✭♦r ❝♦❞❡✇♦r❞s✮ s✉❝❤ t❤❛t

Si|ψ〉 = |ψ〉. ✭✷✳✷✾✮

▲❡t ✉s ❣✐✈❡ ❤❡r❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✿ ✇❡ ✇✐❧❧ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ q✉❜✐t ❜✐t✲✢✐♣ ❝♦❞❡

✉s✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❤❡❧♣ ✉s ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❛❜str❛❝t ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s

✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❧❛t❡r✳
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❙❛② ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ♦♣❡r❛t♦rs✿

S1 = σzσzI, ❛♥❞ S2 = σzIσz. ✭✷✳✸✵✮

❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ st❛t❡s |ψ〉 s✉❝❤ t❤❛t S1|ψ〉 = |ψ〉✱ ❛♥❞ S2|ψ〉 = |ψ〉✳ ❋♦r S1 ✇❡ ❤❛✈❡✿

|000〉✱ |001〉✱ |110〉✱ ❛♥❞ |111〉✳ ❋♦r S2 ✇❡ ❤❛✈❡✿ |000〉✱ |010〉✱ |101〉✱ ❛♥❞ |111〉✳ ❚❤❡♥ t❤❡

❝♦♠♠♦♥ st❛t❡s ❢♦r S1 ❛♥❞ S2 ❛r❡ |ψ〉 = |000〉✱ ❛♥❞ |ψ〉 = |111〉✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡

❝♦❞❡✇♦r❞s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ q✉❜✐t ❝♦❞❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ t❤r❡❡ q✉❜✐t ❝♦❞❡ ❧❛t❡r ♦♥✳

◆♦✇✱ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t♦ ❝♦♥str✉❝t t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r ♦♥❡ q✉❜✐t✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ P❛✉❧✐✬s

❣r♦✉♣ G1
✺ ✭t❤❡ s✉❜✐♥❞❡① ❥✉st ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤✐s ✐s P❛✉❧✐✬s ❣r♦✉♣ ❢♦r ♦♥❡ q✉❜✐t✮✳ ❚❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts

♦❢ t❤✐s ❣r♦✉♣ ❛r❡ t❤❡ P❛✉❧✐✬s ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♣✬s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠❛tr✐①

♣r♦❞✉❝t✳ ❊①♣❧✐❝✐t❧② t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ G1 ❛r❡✿

{±I, ±iI, ±σx, ±iσx, ±σy, ±iσy, ±σz, ±iσz} , ✭✷✳✸✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ −1✱ ❛♥❞ i ❢❛❝t♦rs t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t G1 ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❝❧♦s❡❞ ✉♥❞❡r

t❤❡ ♠❛tr✐① ♣r♦❞✉❝t✳

Gn ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t❤❡♥ t♦ t❤❡ P❛✉❧✐✬s ❣r♦✉♣ ❢♦r n q✉❜✐ts ❛♥❞ ✐ts ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ s✐♠♣❧② t❤❡

t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ G1 ✭❡✳❣✳ Gn✬s ✐❞❡♥t✐t② ❡❧❡♠❡♥t ✐s I1 ⊗ I2 . . .⊗ In✮✳
◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ st❛❜✐❧✐③❡r S✳ ❚❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ✐s ❛ s✉❜❣r♦✉♣ ♦❢ Gn ✇❤✐❝❤

s♣❡❝✐✜❡s ❛ s❡t ♦❢ st❛t❡s Vs✳ Vs ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❡✐❣❡♥✲st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ S✳

❲❡ s❛② t❤❛t Vs ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② S✱ ♦r t❤❛t S ✐s Vs✬s st❛❜✐❧✐③❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡

❡❧❡♠❡♥ts ❢r♦♠ Vs ❛r❡ st❛❜❧❡ ✭✐♥✈❛r✐❛♥t✮ ♦✈❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ S✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡♣t ✐s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣✬s ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ❲❡ ❛❝t✉❛❧❧② ✐♠♣❧✐❝✐t❧②

✉s❡❞ ✐t ✐♥ ♦✉r ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ q✉❜✐t ❝♦❞❡✳ ❲❡ s❛✇ t❤❛t t❤❡ s❡t S ′ = {S1, S2} ✭❊q✉❛t✐♦♥
✭✷✳✸✵✮✮ s♣❡❝✐✜❡s t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞s ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ q✉❜✐t ❜✐t✲✢✐♣ ❝♦❞❡✳ ❇✉t ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s❡t

S = {I, S1, S2, S3}✱ ✇✐t❤ S3 = Iσzσz✱ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✇♦r❦✳

❍❡r❡ S1 ❛♥❞ S2 ❛r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ S✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡② ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts

♦❢ t❤✐s ❣r♦✉♣✱ s✐♥❝❡ S1S1 = I✱ ❛♥❞ S1S2 = S3✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ S = 〈S1, S2〉 t♦
❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ♦❢ ❣r♦✉♣ S✳

❆s ✜♥❛❧ r❡♠❛r❦s✱ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ S ♠✉st ❛❧❧ ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r s♦ ✐t

✺❆♥ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❣r♦✉♣✬s t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❆r❢❦❡♥ ❛♥❞ ❲❡❜❡r✬s ❜♦♦❦ ❬✷✹❪✳ ❋♦r ✉s ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t
t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❛t ❛ ❣r♦✉♣ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞ s❡t ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♥❡❡❞s t♦ ❤❛✈❡ ❛♥
✐♥✈❡rs❡✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❡❧❡♠❡♥t ♠✉st ❡①✐st✳
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❡①✐sts ❛ ❝♦♠♠♦♥ s❡t ♦❢ st❛t❡s ❢♦r t❤❡♠✳ ❆❧s♦ −I /∈ S✱ s✐♥❝❡ −I|ψ〉 6= |ψ〉 ✉♥❧❡ss |ψ〉 ✐s ❛

tr✐✈✐❛❧ ✭♥✉❧❧✮ st❛t❡✳

✷✳✸✳✷ ◗✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ st❛❜✐❧✐③❡r ❝♦❞❡s

❯s✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✇❡ ❝❛♥ st❛rt ❞❡✜♥✐♥❣ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❝♦❞❡s✿ ❛ st❛❜✐❧✐③❡r ❝♦❞❡

C (S) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✈❡❝t♦r s♣❛❝❡ VS ✇❤✐❝❤ ✐s st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ s✉❜❣r♦✉♣ S ♦❢ Gn✳ ❲❡ ✉s❡

t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ [n, k] t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ C (S) ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t ✐t ✉t✐❧✐③❡s n ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❜✐ts✱ ❡♥❝♦❞❡s k

❧♦❣✐❝❛❧ q✉❜✐ts✱ ❛♥❞ ✐ts s✉❜❣r♦✉♣ S ❤❛s l = n− k ❣❡♥❡r❛t♦rs✳

❊rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r st❛❜✐❧✐③❡r ❝♦❞❡s

◆♦✇ ❛ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ t♦ ❛s❦ ✐s✱ ✇❤❛t ❦✐♥❞ ♦❢ ❡rr♦rs ❝❛♥ t❤✐s ❝♦❞❡ ❝♦rr❡❝t❄ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠s✱

❛♥❞ ❛s ✇❡ s❛✇ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✱ ❡rr♦r ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t t❛❦❡ ❛ st❛t❡ ✐♥ VS t♦ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ st❛t❡ ✭♦r

❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡♠✮ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t② ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞✳

▲❡t ✉s ❡①♣❛♥❞ ♦♥ t❤✐s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡s✳

❙✐♥❝❡ ❛♥② 2× 2 ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ P❛✉❧✐ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ❬✷✹❪✱

t❤❡♥ ✇❡ ❧♦s❡ ♥♦ ❣❡♥❡r❛❧✐t② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡rr♦rs E ∈ Gn✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥

❡rr♦r E ❡✐t❤❡r ❝♦♠♠✉t❡s ♦r ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ S✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ s✐t✉❛t✐♦♥s

t❤❡♥✿

• ■❢ E ∈ S✱ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ ❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ S ❛♥❞✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❛❧t❡r ❛t

❛❧❧ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✾✮✮✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ t♦ ❝♦rr❡❝t✳

• ■❢ E /∈ S ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ S✱ t❤❡♥ E ✐s ❛ ❝♦rr❡❝t❛❜❧❡

❡rr♦r✱ ✐t ✇✐❧❧ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡ ESi = −SiE ✇✐t❤ s♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ S t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧

st❛t❡ t♦ ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞✳

• ■❢ E /∈ S ❜✉t ✐t ❞♦❡s ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ S✱ t❤❡♥ ✐t ✇✐❧❧ t❛❦❡ ❛♥ st❛t❡

✐♥s✐❞❡ VS t♦ ❛♥♦t❤❡r ♦❢ t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤✐s s❡t✳ ❚❤✐s ✐s ♣r♦❜❧❡♠❛t✐❝ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡♥ E ✐s ❛✱

s♦ ❝❛❧❧❡❞ ✉♥❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦r✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ❝❛♥ ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞✳

❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡r Z (S) ♦❢ S ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs t❤❛t ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs

Si✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦rs ♦❢ ❝♦❞❡ C (S) ❛s t❤❡ s❡t

Ec = {Ek} ❢♦r ✇❤✐❝❤ E†
jEk /∈ Z (S)− S✻ ❤♦❧❞s ❢♦r ❛❧❧ j✱ ❛♥❞ k✳

✻◆♦t✐❝❡ t❤❛t Z (S)− S ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs Si ❜✉t t❤❛t ❛r❡ ♥♦t t❤❡
❣❡♥❡r❛t♦rs t❤❡♠s❡❧✈❡s✳
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❲❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✇❤✐❝❤ ❡rr♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞✳ ❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤❡ t❤r❡❡✲

q✉❜✐t ❝♦❞❡ t♦ ❡①❡♠♣❧✐❢② ❛❧❧ t❤✐s✱ ❜✉t ❜❡❢♦r❡ t❤❛t ✇❡ ✜♥✐s❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ st❛❜✐❧✐③❡r ❝♦❞❡s

❜② ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ❤♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡❝t ❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦rs ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t t❤❡♠✳

❋♦r s②♥❞r♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤❛t ♣r♦❥❡❝ts t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡

s②st❡♠ ♦♥t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs✳

P =

∏n−k
j=1 (I + Sj)

2n−k
. ✭✷✳✸✷✮

❚❤❡♥✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs Si ✐s 1✱ ✇❡ ❣❡t P = 1✳ ❇✉t ✐❢ ♦♥❡ ♦r

♠♦r❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ Si ✐s −1✱ ✇❡ ❣❡t P = 0✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ✐♥ ❛ r❛♣✐❞

s❡q✉❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ✈❛❧✉❡s βi = ±1 ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ s✉❝❤

t❤❛t EjSiEj = βiSi✳ ■♥ ❝❛s❡ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ βi = −1 ❢♦r s♦♠❡ i✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡

♦♣❡r❛t♦r E†
i t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ❡rr♦r t❤❛t ♦❝❝✉rr❡❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❝❧❡❛r❡r ✇❤❡♥ ✇❡

❛♣♣❧② ✐t t♦ ♦✉r ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲q✉❜✐t ❝♦❞❡ ❜❡❧♦✇✳

❚❤❡ ❧❛st ❝♦♥❝❡♣t ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐s t❤❡ ❝♦❞❡✬s ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t s✐♥❝❡

✐t t❡❧❧s ✉s ❤♦✇ ♠❛♥② ❡rr♦rs ❝❛♥ t❤❡ ❝♦❞❡ ❝♦rr❡❝t✳

❚❤❡ ❝♦❞❡✬s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r✬s ✇❡✐❣❤t |Ek|✳ ❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ✐s

t❤❡ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ❛♥ ❡rr♦r ♦♣❡r❛t♦r ✇❡ r❡❝❛❧❧ t❤❡✐r ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✸✮✿ ❛♥ ❡rr♦r ♦♣❡r❛t♦r

Ek ∈ Gn ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ P❛✉❧✐ x✱ y✱ z

♠❛tr✐❝❡s ♦r t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳ ❚❤❡♥ ❡rr♦r✬s ✇❡✐❣❤t ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐ts ❢❛❝t♦rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t

t❤❡ ✐❞❡♥t✐t②✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦❞❡✬s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦rs✱ ✐✳❡✳

Ek ∈ Z (C)− S✿

d = ♠✐♥
Ek∈Z(C)−S

|Ek| . ✭✷✳✸✸✮

❆s ✇❡ s❛✐❞✱ t❤❡ ❝♦❞❡✬s ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤♦✇ ♠❛♥② ❡rr♦rs ❝❛♥ ✐t ❝♦rr❡❝t✿ ✇❡ ♥❡❡❞ t❤❡

❝♦❞❡✬s ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❜❡✱ ❛t ❧❡❛st✱ d = 2t+ 1 s✉❝❤ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❝♦rr❡❝t t ❡rr♦rs ❬✸❪✳

❱❡r② s✐♠♣❧❡ ❡①❛♠♣❧❡✿ t❤r❡❡✲q✉❜✐t ❜✐t ✢✐♣ ❝♦❞❡

▲❡t ✉s ✉s❡ ♦✉r ❣♦✲t♦ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❡ ❥✉st ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❆s ✇❡ s❛✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r✬s ❣❡♥❡r❛t♦rs ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛r❡ S = 〈σzσzI, σzIσz〉✱ ✇❤✐❝❤
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σzσzI σzIσz ❊rr♦r t②♣❡ ❆❝t✐♦♥

+1 +1 ♥♦ ❡rr♦r III
+1 −1 q✉❜✐t ✸ ✢✐♣♣❡❞ IIσx

−1 +1 q✉❜✐t ✷ ✢✐♣♣❡❞ IσxI
−1 −1 q✉❜✐t ✶ ✢✐♣♣❡❞ σxII

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❊rr♦r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❆❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✸❪✳

t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ Si|ψ〉 = |ψ〉 s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞s |000〉✱ ❛♥❞ |111〉✳
❚❤❡ ❡rr♦rs ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ❛r❡ ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② x P❛✉❧✐ ♠❛tr✐❝❡s✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥❧② ✇✐t❤

❜✐t✲✢✐♣ ❡rr♦rs✳ ❊rr♦rs t❤❡♥ ❢♦r♠ t❤❡ s❡t✿

E = {III, σxII, IσxI, IIσx, σxσxI, σxIσx, Iσxσx, σxσxσx} . ✭✷✳✸✹✮

❆s ✇❡ s❛✇✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦rs ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs✳ ■t ❝❛♥ ❜❡

r❡❛❞✐❧② ✈❡r✐✜❡❞ t❤❛t t❤❡s❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❡t✿

Ec = {III, σxII, IσxI, IIσx, σxσxI, σxIσx, Iσxσx} .

❯♥❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦rs ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ❜✉t ❛r❡ ♥♦t t❤❡♠s❡❧✈❡s

❣❡♥❡r❛t♦rs ✭✐✳❡✳ t❤❡② ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ s❡t Z (S) − S✮✳ ❋♦r t❤❡ t❤r❡❡✲q✉❜✐t ❜✐t✲✢✐♣ ❝♦❞❡✱ ♦♥❧②

σxσxσx ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ✉♥❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦r ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t |E| = 3✱ t❤❡ ❝♦❞❡✬s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s

d = 3✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❝♦rr❡❝t ❡rr♦rs ✐♥ ❥✉st t = 1 q✉❜✐t✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ ❞♦ s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇❡ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦rs ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t

❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ❚❤✐s ❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳

❚❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❞♦❡s ♥♦t ❜r✐♥❣ ✉♣ ❛♥②t❤✐♥❣ ♥❡✇ ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦❞❡✱ ❜✉t ✐t ❝❡rt❛✐♥❧②

❤❡❧♣s ✐❧❧✉str❛t❡ st❛❜✐❧✐③❡r ❝♦❞❡s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡✱ ❛♥ s♣❡❝✐✜❝ t②♣❡ ♦❢

st❛❜✐❧✐③❡r ❝♦❞❡✱ ❛ ♠♦r❡ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t❛s❦✳

✷✳✹ ❙✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡

❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡ ✐s ❛♥ st❛❜✐❧✐③❡r ❝♦❞❡ C (S) ❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦♥ ❛♥ sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤ s♣✐♥s

❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ ✐ts ❧✐♥❦s ❬✷✺✱ ✷✻❪✳ ■t ✐s s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❡❛t✉r❡s✿ ✶✮ ✜rst ✐t ❤❛s ❛ ✈❡r② ❤✐❣❤

t❤r❡s❤♦❧❞ ❬✷✼✱ ✷✽✱ ✷✾❪❀ ✷✮ ✐ts t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡tr② ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❛♥ ❡❛s② ❛❝❝❡ss t♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧

q✉❜✐ts ✭❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♠✮❀ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ✸✮ ✐t r❡q✉✐r❡s
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♦♥❧② ❧♦❝❛❧ ❣❛t❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s ✐♠♣r❡ss✐✈❡ ❧✐st ♦❢ ❢❡❛t✉r❡s✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝t✐✈❡❧②

r❡s❡❛r❝❤❡❞ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥❬✸✵✱ ✸✶❪✳

❍❛✈✐♥❣ ❥✉st✐✜❡❞ ♦✉r ❡❧❡❝t✐♦♥ ❢♦r s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡s✱ ❧❡t ✉s ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡✐r ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡

s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡✬s ❣❡♥❡r❛t♦rs✱ ❝❛❧❧❡❞ s✐♠♣❧② st❛❜✐❧✐③❡r ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛r❡ st❛r As ❛♥❞

♣❧❛q✉❡tt❡ Bp ♦♣❡r❛t♦rs✿

As =
∏

j∈s
σx
j ❛♥❞ Bp =

∏

j∈p
σz
j . ✭✷✳✸✺✮

❛✮ ❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❙✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡

❙t❛r ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✈❡rt❡①❡s s✱ ❛♥❞ ♣❧❛q✉❡tt❡ ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡

❢❛❝❡s p ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✭✷✳✺✮✳

■t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❡❡♥ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ♦♣❡r❛t♦rs ❝♦♠♠✉t❡✱ ❛s ✐s ❡①♣❡❝t❡❞✿

[As, Bp] = [As, As′ ] = [Bp, Bp′ ] = 0. ✭✷✳✸✻✮

❙t❛rs ❝♦♠♠✉t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ tr✐✈✐❛❧❧② ❛♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ♣❧❛q✉❡tt❡s✳ ❙t❛rs ❛♥❞ ♣❧❛✲

q✉❡tt❡s ❝♦♠♠✉t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠ s✐♥❝❡ t❤❡② s❤❛r❡ ❡✐t❤❡r ♥♦♥❡ ♦r t✇♦ q✉❜✐ts✳

❲❡ ❧❛❜❡❧ n×m ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✭✷✳✺✮✮ ✇❤✐❝❤ ❤❛s nm t♦t❛❧ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❦s✱ ❛♥❞ (n+ 1) (m+ 1)

t♦t❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❧✐♥❦s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ❛ q✉❜✐t ✐♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❦✱ ✇❡ ❤❛✈❡

nt♦t❛❧ = 2mn+m+ n+ 1 ✭✷✳✸✼✮

q✉❜✐ts ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ (n+ 1)m st❛r ♦♣❡r❛t♦rs✱ ❛♥❞ n (m+ 1) ♣❧❛q✉❡tt❡ ♦♣❡r❛t♦rs✳

❚❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ ❤❛✈✐♥❣
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k = 2nm+ n+m ✭✷✳✸✽✮

❣❡♥❡r❛t♦rs t♦t❛❧✳ ❘❡❝❛❧❧✐♥❣ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤✐s ❝♦❞❡ s✉♣♣♦rts nt♦t❛❧−k = 1 ❧♦❣✐❝❛❧

q✉❜✐ts✳

▼♦r❡ q✉❜✐ts ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛tt✐❝❡ ❜② r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ❝♦♥str❛✐♥✳ ❆♥♦t❤❡r

❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ✐s t♦ ❤❛✈❡ ✜♥✐t❡ ♣❛t❝❤❡s ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡ ✭❡❛❝❤ ♦♥❡ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛

❧♦❣✐❝❛❧ q✉❜✐t✮ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ♥❡❝❡ss❛r② ❛tt❛❝❤ t❤❡s❡ ♣❛t❝❤❡s ❜② t✉r♥✐♥❣ ♦♥ q✉❜✐ts ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡rs

❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡♠✳ ❆s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡ ❤❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

❧❛r❣❡st ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞s ✭❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ♦t❤❡r ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✮ ♠❛❦❡s ✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡s❡ ♣❛t❝❤❡s

❝♦✉❧❞ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡ q✉✐t❡ s♠❛❧❧✳

❚❤❡ ♣r♦t❡❝t❡❞ s♣❛❝❡ VS ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛s t❤❡ s❡t ♦❢ ❝♦♠♠♦♥ ❡✐❣❡♥✲

st❛t❡s ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✐✳❡✳✿

VS = {|ψ〉 ∈ H : As|ψ〉 = |ψ〉, Bp|ψ〉 = |ψ〉 ❢♦r ❛❧❧ s, p} , ✭✷✳✸✾✮

✇❤❡r❡ H ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ q✉❜✐ts ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳

❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡✬s ❝♦❞❡✇♦r❞s ❛r❡✿

∣

∣↑̄
〉

= G |Ω〉 , ✭✷✳✹✵✮
∣

∣↓̄
〉

= X̄
∣

∣↑̄
〉

, ✭✷✳✹✶✮

✇❤❡r❡ |Ω〉 ✐s t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ st❛t❡ ✭σz
j |Ω〉 = + |Ω〉 ❢♦r ❛❧❧ j✮✱ G = 1√

2Ng

∏

s (1 + As)✱ ❛♥❞

X̄ ✐s ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ str✐♥❣ ♦❢ σx ♦♣❡r❛t♦rs ❛❝t✐♥❣ ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❜✐ts

❛♥❞ ✐t ❣♦❡s ❢r♦♠ t❤❡ t♦♣ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ❡✳❣✳ ♣❛t❤ Γ′ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✲❜✿

X̄ =
∏

j∈Γ′

σx
j . ✭✷✳✹✷✮

❚❤❡ ♦t❤❡r ❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐s Z̄✱ ❛ str✐♥❣ ♦❢ σz ♦♣❡r❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ❣♦❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ s✐❞❡

♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ ❡✳❣✳ ♣❛t❤ Γ ❢r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✲❜✿

Z̄ =
∏

j∈Γ
σz
j . ✭✷✳✹✸✮
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❇♦t❤ ♦❢ t❤♦s❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✇❤❡♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❝♦♥st✐t✉t❡ ✉♥❝♦rr❡❝t❛❜❧❡

❡rr♦rs✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❝♦♠♠✉t❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ st❛❜✐❧✐③❡r ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧②

t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳

❲❡ r❡❝❛❧❧ ♥♦✇ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✬s ❞✐st❛♥❝❡ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✸✸✮✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ✇❡✐❣❤t

♦❢ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✉♥❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦r✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡ t❤♦s❡ ❡rr♦rs ❛r❡ X̄ ❛♥❞ Z̄✱ t❤❡

❝♦❞❡✬s ❞✐st❛♥❝❡ ✇✐❧❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ♦r t❤❡ ❧❡❢t

❛♥❞ r✐❣❤t ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✱ ❢♦r ❛♥ n×m ❧❛tt✐❝❡ t❤✐s ✐s d = ♠✐♥ {n+ 1, m+ 1}✳ ❚❤❡♥ t❤❡

s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❝♦rr❡❝t ⌊(d− 1) /2⌋ ❡rr♦rs✳

✷✳✹✳✶ ❙✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡✬s ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞

❆♥ ❡❛r❧② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡✬s ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❉❡♥♥✐s ❡t✳ ❛❧✳ ✐♥

❬✷✻❪✳ ❚❤❡② ❝♦♥s✐❞❡r ✉♥❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦rs ❛♥❞ t❤❡② ♠❛♣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡

s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡✬s ❛❝❝✉r❛❝② t❤r❡s❤♦❧❞ t♦ ♦♥❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t

s♣✐♥ s②st❡♠✳

❚❤❡② st✉❞② t✇♦ ❝❛s❡s✿ ✐♥ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤❡ s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ✐s

♣❡r❢❡❝t❧② ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦♥❡ t✐♠❡ st❡♣ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❡rr♦rs ❞❡t❡❝t❡❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❧② t♦ t❤❡ ❡rr♦rs

t❤❛t ❤❛♣♣❡♥❡❞ ✐♥ ♦✉r s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ ♥♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦rs ✐♥t❡r✈❡♥❡❞ ✐♥ ♦✉r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮✳ ■♥

t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ t❤❡② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥

♣r♦❝❡ss✱ s♦ t❤❛t s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✈❛r✐♦✉s t✐♠❡s ✭✐✳❡✳ ❞✉r✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s

t✐♠❡ st❡♣s✮✳

❚❤❡ ✜rst ❝❛s❡ ✭♣❡r❢❡❝t s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✮ ❧❡❛❞ ❉❡♥♥✐s ❡t✳ ❛❧✳ t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♣✐♥

s②st❡♠ ✐♥ t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❛❝t✉❛❧❧② ❛ r❛♥❞♦♠ ❜♦♥❞ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞

pc = 0, 1094± 0, 0002 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦♥ t❤❡ ◆✐s❤✐♠♦r✐ ❧✐♥❡✳

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s❡ ✭✐♠♣❡r❢❡❝t s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥✮ ❧❡❛❞ t❤❡♠ t♦ ❛♥ s♣✐♥ s②st❡♠ ✐♥ t❤r❡❡

❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❛ Z2 ❣❛✉❣❡ t❤❡♦r② ✇✐t❤ q✉❡♥❝❤❡❞ r❛♥❞♦♠♥❡ss✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❤✐r❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥s ♦❝❝✉r✳ ❆❣❛✐♥ t❤❡ ❡rr♦r

t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ◆✐s❤✐♠♦r✐ ❧✐♥❡✳ ❍❡r❡ t❤❡② ♦♥❧②

❝♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦❢ pc ≥ 0, 0114✳

❙♦♠❡ ❧❛t❡r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣

st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥t♦ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♣✐♥ ♠♦❞❡❧ ❬✸✷✱ ✸✸❪✳

❆♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥✈♦❧✈❡s ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r

❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ❡rr♦r r❡❝♦✈❡r② ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥
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❬✷✾✱ ✸✹❪✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦rs ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ✐♥ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r② ❛r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞

✐♥ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✜♥❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♣❛ss❡❞ ♦♥ t♦ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❤❛t ✇✐❧❧

❞❡t❡r♠✐♥❡ ❤♦✇ t❤❡ r❡❝♦✈❡r② s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ t✐♠❡s t❤❛t t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❣♦t t❤❡ r❡❝♦✈❡r② ♣r♦❝❡❞✉r❡ r✐❣❤t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② t❤r❡s❤♦❧❞✳ ❚❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s ❧❡❛❞

t♦ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ ♣r♦♣❡r❧② ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦rs✳

❲❡ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ t♦ ♦t❤❡r ❦✐♥❞s ♦❢ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s

❢♦r ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✳



✸✼

❈❤❛♣t❡r ✸

❖♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s

◗✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s t❤❛t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s✱

✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❝❧♦s❡❞ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡✐r

s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✳ ■♥ t❤✐s s❡♥s❡✱ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡rs ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s✳

❚❤❡ st✉❞② ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s ❜❡❣❛♥ ✇❡❧❧ ❜❡❢♦r❡ ◗✉❛♥t✉♠ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥t❡r❡❞ t❤❡

r❡s❡❛r❝❤ ♠❛✐♥str❡❛♠ ❬✸✺✱ ✸✻❪✱ ❜✉t s✐♥❝❡ t❤❡♥ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣❧② r❡❧❡✈❛♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞

t❤❡✐r ❞②♥❛♠✐❝s ❜❡❝❛✉s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ✉♣♦♥ t❤✐s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✳

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❈❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ♣r♦t❡❝t✐♥❣ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r② ❢r♦♠

t❤❡ ♣❡r✈❛s✐✈❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ✐ts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❲❡ ❛❧s♦ st❛t❡❞ t❤❛t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

st✉❞② ♦❢ t❤♦s❡ ♠❡t❤♦❞s ❤❛s tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s✳

■♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✇❤❛t t❤❡s❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s ❛r❡

❛♥❞ ✇❤❛t ❛r❡ t❤❡✐r ❞♦✇♥s✐❞❡s✳ ❲❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❣♦✐♥❣ t♦ st✉❞② t❤❡ s②st❡♠ ♣❧✉s r❡s❡r✈♦✐r ❛♣♣r♦❛❝❤✱

❛ ❜r♦❛❞❡r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ s❤♦✇

t❤❛t st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s ❝♦♥st✐t✉t❡ ❛♥ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♣❧✉s r❡s❡r✈♦✐r ❛♣♣r♦❛❝❤

✭✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣✮✳

❚❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ s♣✐♥✲❜♦s♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥st✐t✉t❡❞ ❜② ❛ t✇♦ ❧❡✈❡❧ s②st❡♠

✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❜❡✐♥❣

❡①❛❝t❧② s♦❧✈❛❜❧❡ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❧✐❦❡ ♥♦♥✲▼❛r❦♦✈✐❛♥✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝❛♣t✉r❡❞

❜② st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ r❡✈✐s✐t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♦r❡♠ ❛♥❞ s❤♦✇ ❤♦✇ ✐t ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✇❤❡♥ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
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✸✳✶ ❙②st❡♠ ♣❧✉s r❡s❡r✈♦✐r ❛♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r❡st S ✭❡✳❣✳ t❤❡

q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r②✮ ❛♥❞ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t B ✭❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❜❛t❤ ♦r r❡s❡r✈♦✐r✮✶ ❢♦r♠ ❝❧♦s❡❞ t♦t❛❧

s②st❡♠ S +B✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤✐s t♦t❛❧ s②st❡♠ ❡✈♦❧✈❡s ✉♥✐t❛r✐❧② ❬✶✹✱ ✸✱ ✶✸❪✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧ S

❛♥❞ B s✉❜✲s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s②st❡♠✳

❚❤❡ t♦t❛❧ s②st❡♠✬s ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✬s ❛♥❞ ❜❛t❤✬s

❍✐❜❡rt s♣❛❝❡s✱ ✐✳❡✳ HS ⊗HB✱ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✐s ❬✶✹❪✿

H (t) = HS ⊗ IB + IS ⊗HB +HI (t)

= HS +HB +HI (t) , ✭✸✳✶✮

✇❤❡r❡ HS✱ HB✱ ❛♥❞ HI ❛r❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

s②st❡♠✲❜❛t❤✳ IS✱ ❛♥❞ IB ❛r❡ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ♦❢

t❤❡ ❜❛t❤✳ ❲❡ ❞✐❞ ♥♦t ✇r✐t❡ t❤❡ t❡♥s♦r ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ❥✉st t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳

❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✐♥tr♦❞✉❝t♦r② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜② ✐ts ✇❛✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❡✳❣✳ ✐♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s♣❛❝❡✱ Ψ(~r) ♦r ❜② ✐ts st❛t❡ ✉s✐♥❣ ❉✐r❛❝ ♥♦t❛t✐♦♥ |Ψ〉✳ ❇✉t

t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ✐s t❤r♦✉❣❤ ✐ts ❞❡♥s✐t②

♠❛tr✐① ρ✳

❲❤❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✐♥ ❛ ♣✉r❡ st❛t❡ |Ψ〉✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ✐s s✐♠♣❧② ρ = |Ψ〉〈Ψ|✳ ❇✉t ❛

❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ✐s ❡q✉❛❧❧② ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠✐①t✉r❡ ρ =
∑

awa|ψa〉〈ψa|✱
❢♦r s♦♠❡ s❡t ♦❢ st❛t❡s {|ψa〉} ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ ✇❡✐❣❤ts {wa}✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❡t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

∑

awa = 1✳

▼♦r❡ ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✹❪✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ t♦t❛❧ s②st❡♠ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✐ts ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧

❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H (t) ❛♥❞ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❛♥❞ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐❢

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ✭❛t t✐♠❡ t0✮ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ s②st❡♠ ✐s ❛ ♣✉r❡ st❛t❡ |ψ (t0)〉✱ t❤❡♥ ✐ts t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥

❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥✿

i
d

dt
|ψ (t)〉 = H (t) |ψ (t)〉. ✭✸✳✷✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r U (t, t0) s♦ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ♦❢

✶❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♥❛♠❡s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❜❛t❤✱ ❛♥❞ r❡s❡r✈♦✐r ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧②✳ ❚❤❡ ❧❛❜❡❧ B ❢♦r t❤❡
❜❛t❤ ✐s ❝♦♥t✐♥❣❡♥t✳



✸✳✶✳ ❙❨❙❚❊▼ P▲❯❙ ❘❊❙❊❘❱❖■❘ ❆PP❘❖❆❈❍ ✸✾

t❤❡ s②st❡♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

|ψ (t)〉 = U (t, t0) |ψ (t0)〉. ✭✸✳✸✮

❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

i
∂

∂t
U (t, t0) = H (t)U (t, t0) . ✭✸✳✹✮

❆♥❞ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ t✐♠❡ ♦r❞❡r❡❞ Tt ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✿

U (t, t0) = Tte
−i

∫ t
t0

H(t′)·dt′
. ✭✸✳✺✮

❉②s♦♥ s❡r✐❡s ❛♥❞ ▼❛❣♥✉s ❡①♣❛♥s✐♦♥

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡✱ s♦ t❤❡r❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡①♣❛♥s✐♦♥s✱

❧✐❦❡ t❤❡ ❉②s♦♥ s❡r✐❡s ♦r t❤❡ ▼❛❣♥✉s ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ tr✉♥❝❛t❡❞✱ ❜✉t

✇♦r❦❛❜❧❡✱ ❡①♣r❡ss✐♦♥s✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t ❜r✐❡✢② t✇♦ ♦❢ t❤❡s❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ❤❡r❡✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈❤❛♣t❡r ✶ ♦❢

❬✶✶❪✳

❚❤❡ ❉②s♦♥ s❡r✐❡s ✐s ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ s✉♠✱

U (t) = I +
∞
∑

n=1

Sn (t) , ✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts t❡r♠s ✐♥✈♦❧✈❡s t✐♠❡✲♦r❞❡r❡❞ ✐♥t❡❣r❛❧s✿

Sn (t) ≡ (−i)n
∫ t

0

dt1H (t1)

∫ t1

0

dt2H (t2) . . .

∫ tn−1

0

dtnH (tn) . ✭✸✳✼✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t✐♠❡ ♦r❞❡r❡❞ ❤❡r❡ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡❛r❧✐❡r t✐♠❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ❛t t❤❡ ✉t♠♦st r✐❣❤t✱

❛♥❞ ❧❛t❡r t✐♠❡s ❢♦❧❧♦✇ t♦ ✐ts ❧❡❢t s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳

■❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐s t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t❡r♠s ❜❡❝♦♠❡ Sn (t) = (−iHt)n /n!✱
t❤❡♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r t❛❦❡s t❤❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ❢♦r♠ U (t) = e−iHt✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ▼❛❣♥✉s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛t ❛ t✐♠❡ t ✐s ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r s❡r✐❡s

Ω (t) ≡
∞
∑

n=1

Ωn (t) ,
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✇❤❡r❡ Ωn (t) ✐s nt❤ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H (t) ❛♥❞ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❧♦✇❡st ♦r❞❡rs ❡①♣❧✐❝✐t❧②

❜❡❧♦✇✳

■♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r t❤✐s s❡r✐❡s ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✱ t❤♦✉❣❤✱ U (t) = eΩ(t)✳ ■♥

t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✿ ✐❢ ✇❡ t❛❦❡ ❛ ✜①❡❞ t✐♠❡ T ✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛♥

❡✛❡❝t✐✈❡ t✐♠❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ Heff = i
T
Ω (T ) ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡r❛t❡s ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t✐♠❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳

❚❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▼❛❣♥✉s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠✉❧❛ ❧✐❦❡ t❤❡ ❉②s♦♥

s❡r✐❡s✬ ♦♥❡s✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❝✉rs✐✈❡ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❍❡r❡ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ✜rst

t❤r❡❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▼❛❣♥✉s ❡①♣❛♥s✐♦♥✿

Ω1 (t) = −i
∫ t

0

dt1H (t1) , ✭✸✳✽✮

Ω2 (t) = −
1

2

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2 [H (t1) , H (t2)] , ✭✸✳✾✮

Ω3 (t) = −
1

6

∫ t

0

dt1

∫ t1

0

dt2

∫ t2

0

dt3 ([H (t1) , [H (t2) , H (t3)]] + [H (t3) , [H (t2) , H (t1)]]) .

✭✸✳✶✵✮

❆❧t❤♦✉❣❤ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❡r♠s ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ♦r❞❡r ✐s ❡❛s② ✇✐t❤ t❤❡ ❉②s♦♥ s❡r✐❡s ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥✈❡r✲

❣❡♥❝❡ ✐s ❣r❛♥t❡❞ ✐❢ H ✐s ❛ ❜♦✉♥❞❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ❢♦r ❛❧❧ t✱ ❛ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s ❞♦❡s ♥♦t ❧❡❛❞s

t♦ ❛♥ ✉♥✐t❛r② ♦♣❡r❛t♦r✳

❚❤❡ ▼❛❣♥✉s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✐❢
∫ t

0
dt′ ‖H (t′)‖ < π✱ ❜✉t ✐t ♠❛② ♥♦t ❞♦ ✐t ♦t❤❡r✇✐s❡✳

❆s ✇❡ s❛✐❞ ✐ts t❡r♠s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠✱ ❜✉t t❤✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ✉♥✐t❛r② ♦r❞❡r ❜② ♦r❞❡rs✳

❍❡♥❝❡ ❛ tr✉♥❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s ✇✐❧❧ ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ✉♥✐t❛r② ♦♣❡r❛t♦r✳

❘❡❞✉❝❡❞ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①

❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❦❡② ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❢♦r ♦✉r ❧❛t❡r ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ S+B s②st❡♠ ❛s ❛ ✇❤♦❧❡ ✐s ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ✇❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✿ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡

✇❤❛t ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢

r❡❞✉❝❡❞ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ ❛ s✉❜✲s②st❡♠✱ ✇❡ ✏tr❛❝❡ ♦✉t✑ t❤❡ ♦t❤❡r

s②st❡♠✬s ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❬✶✶✱ ✸❪✳ ❙♦ ✐❢ {|φB,i〉}✱ i = 1, 2, ..., nB✱ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡t ♦❢

t❤❡ ❜❛t❤✬s st❛t❡s✱ t❤❡♥ ρS = trBρ =
∑nB

i=1〈φB,i|ρ|φB,i〉 ✐s t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡
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s②st❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✶✹❪✿

ρS (t) = trB
{

U (t, t0) ρ (t0)U
† (t, t0)

}

, ✭✸✳✶✶✮

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r O✳ ❆♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r❡st t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ OS =

OS ⊗ IB✱ ❛♥❞ ✐ts ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

〈O〉 = trS {OρS (t)} . ✭✸✳✶✷✮

❈❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤✐s ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♥❣ ♦♣❡r❛t♦rs ✐s ❜② ♥♦ ♠❡❛♥s ❛ tr✐✈✐❛❧ t❛s❦✳

❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤❡r❡ ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠

s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❋❡②♥♠❛♥✲❱❡r♥♦♥ ♣❛t❤ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❬✶✷✱ ✶✸❪✱ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❬✶✹❪✱ ❛♥❞

st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s ❬✶✹✱ ✶✺❪✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❙❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ♠❛❦✲

✐♥❣ t❤❡ ❇♦r♥✲▼❛r❦♦✈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛t ❧✐♠✐ts ✐t t♦ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❜r✐❡✢② ✇❤❛t st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s ❛r❡✳

❲❡ ✇❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✈❡r② ✉s❡✲

❢✉❧ ❢♦r st✉❞②✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❛s❡✳ ❆❧s♦ t❤❡② ❛r❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡✐r

♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s✐❡r t❤❛♥ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❧♦t ♦❢ ✐♠♣♦rt❛♥t

r❡s✉❧ts✱ ❧✐❦❡ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♦r❡♠✱ ❤❛✈❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r st✉❞②✳ ❇✉t

✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♣r♦✈❡ ❛ ❧✐tt❧❡ ❢✉rt❤❡r t❤❡ t♦♣✐❝ ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s ✇❡ ✇✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ❣♦

❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s✳

✸✳✷ ❲❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❆ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s r❡❣✐♠❡ ✐s t❤❡ ♦♥❡ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ♠❛st❡r

❡q✉❛t✐♦♥s ❬✶✶✱ ✶✹❪✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ❤❡r❡ ✐s ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ✜rst✲♦r❞❡r ❧✐♥❡❛r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s t❤❛t

❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠✱ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ s♣✐r✐t ♦❢ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r

❡q✉❛t✐♦♥✳ ◗✉❛♥t✉♠ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥s ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐❝❡s t♦ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐❝❡s✱ t❤♦✉❣❤✱

♥♦t ♣✉r❡ st❛t❡s t♦ ♣✉r❡ st❛t❡s ❧✐❦❡ t❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❞♦❡s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡s ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❛st❡r

❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❇♦r♥✲▼❛r❦♦✈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞
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✐t ✐s t✐♠❡ ❧♦❝❛❧ ✭✐t ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦♣❡r❛t♦r ❛t ♣r❡s❡♥t t✐♠❡✱ ✇✐t❤♦✉t r❡t❛r❞❡❞ t❡r♠s✮✳

❋r♦♠ t❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♠❛✐♥ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✬s ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s

✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❇✉t ❛❧s♦ t❤❡②

❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✿ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝

❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ ✈❛r✐♦✉s ✇❛②s t♦ ❣❡t t♦ t❤❡ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❢♦❧❧♦✇

❇r❡✉❡r ❛♥❞ P❡tr✉❝❝✐♦♥❡✬s ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❬✶✹❪ ✭❈❤❛♣t❡r ✸✮✳

❲❡ ✇r✐t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❛s ✇❡ ❞✐❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✮✿ H = HS + HB + HI ✳

❆♥❞ ✇❡ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣✐❝t✉r❡✿

d

dt
ρ (t) = −i

[

ĤI (t) , ρ (t)
]

, ✭✸✳✶✸✮

❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r♠ ρ (t) = ρ (0)− i
∫ t

0
ds
[

ĤI (s) , ρ (s)
]

✳

■♥s❡rt✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ tr❛❝❡ ♦✈❡r

t❤❡ ❜❛t❤ ✇❡ ❣❡t✿
d

dt
ρS (t) = −i

∫ t

0

dstrB
[

ĤI

[

ĤI (s) , ρ (s)
]]

, ✭✸✳✶✹✮

❛ss✉♠✐♥❣ trB
[

ĤI (s) , ρ (0)
]

= 0✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ♦♥❧② ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜rst✲♦r❞❡r t❡r♠s ✐♥ t❤✐s

❛♣♣r♦❛❝❤✳

◆♦✇ ✇❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ✐s t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ ρ (t) ≈ ρS (t)⊗ ρB✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s✿

d

dt
ρS (t) = −i

∫ t

0

dstrB
[

ĤI (t)
[

ĤI (s) , ρS (t)⊗ ρB
]]

. ✭✸✳✶✺✮

❚❤✐s ✐s t❤❡ s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❘❡❞✜❡❧❞ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❧♦❝❛❧ ✐♥ t✐♠❡ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ❛ ▼❛r❦♦✈✐❛♥

♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ②❡t s✐♥❝❡ ✐t st✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞s ✉♣♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s

✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ✇❡ ♠❛❦❡ ♦♥❡ ♠♦r❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✿ ✇❡ s✉❜st✐t✉t❡ s ❜② t−s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♥❞ ❧❡t

t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❣♦ t♦ ✐♥✜♥✐t②✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞♦ t❤✐s ✐❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛♥❞ ❞✐s❛♣♣❡❛rs

s✉✣❝✐❡♥t❧② ❢❛st ❢♦r s ≫ τB✱ ✇❤❡r❡ τB ✐s t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡ ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡s❡r✈♦✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥

❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡❝❛②✳ ❚❤✉s t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❢♦r τR ≫ τB✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t✐♠❡ s❝❛❧❡

♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠s ✈❛r✐❡s ❛♣♣r❡❝✐❛❜❧② τR ✐s ❢❛r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t t✐♠❡

s❝❛❧❡ ❢♦r t❤❡ ❜❛t❤✬s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s τB✳
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P❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤✐s s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✇❡ ✜♥❛❧❧② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ▼❛r❦♦✈✐❛♥ q✉❛♥t✉♠ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✿

d

dt
ρS (t) = −i

∫ ∞

0

dstrB
[

ĤI (t)
[

ĤI (t− s) , ρS (t)⊗ ρB
]]

✭✸✳✶✻✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ τB ✐s ♥♦t r❡s♦❧✈❡❞✱ t❤✉s

✇❡ s❛② t❤❡ t❤❛t t❤❡ t✐♠❡ ❛①✐s ✐s ❝♦❛rs❡✲❣r❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❇♦r♥✲▼❛r❦♦✈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

■t ✐s ❛❧s♦ ❞❡s✐r❛❜❧❡ t♦ ✇♦r❦ ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♠♦r❡ ♦♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ s♦ ✐t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❣❡♥❡r❛t♦r ♦❢

❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ s❡♠✐❣r♦✉♣✳ ❚❤✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞

tr❛❝❡ ♣r❡s❡r✈✐♥❣✳

❚♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ✇❛✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ❛✈❡r❛❣✐♥❣

♦✈❡r t❤❡ r❛♣✐❞❧② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❇✉t ✜rst ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✇r✐t❡ s♦♠❡ ♦❢

t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✬s t❡r♠s ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛♥♥❡r✳ ❚❤❡ ❙❝❤rö❞✐♥❣❡r ♣✐❝t✉r❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ✐ts ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✿

HI =
∑

α

Aα ⊗ Bα,

✇❤❡r❡ A†
α = Aα ❛♥❞ B†

α = Bα✳ ❆♥❞ ✐t ❝❛♥ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s✿

HI =
∑

α,ω

Aα (ω)⊗ Bα =
∑

α,ω

A†
α (ω)⊗ B†

α,

✇❤❡r❡ ω = ǫ− ǫ′✱ ❛♥❞ ǫ ❛♥❞ ǫ′❛r❡ ❡♥❡r❣② ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❯s✐♥❣ t❤✐s✱ ❛♥❞ t❤r♦✉❣❤ s♦♠❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❬✶✹❪✱ ✇❡ ❣❡t t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿

d

dt
ρS (t) = −i [HLS, ρS (t)] +D (ρS (t)) . ✭✸✳✶✼✮

❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ♦♣❡r❛t♦r

HLS =
∑

ω

∑

α,β

Sαβ (ω)A
†
α (ω)Aβ (ω) , ✭✸✳✶✽✮

❛♥❞ t❤❡ ❞✐ss✐♣❛t♦r ✐s

D (ρS) =
∑

ω

∑

α,β

γαβ (ω)

(

Aβ (ω) ρSA
†
α (ω)−

1

2

{

A†
α (ω)Aβ (ω) , ρS

}

)

. ✭✸✳✶✾✮



✸✳✸✳ ❙❚❖❈❍❆❙❚■❈ ❊❘❘❖❘ ▼❖❉❊▲❙ ✹✹

❉✐❛❣♦♥❛❧✐③✐♥❣ γαβ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ❢♦r♠✳ γαβ (ω) ❛♥❞ Sαβ (ω) ❛r❡ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞

✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

Γαβ (ω) =
1

2
γαβ (ω) + iSαβ (ω) ≡

∫ ∞

0

ds · eiωs
〈

B†
α (t)Bβ (t− s)

〉

. ✭✸✳✷✵✮

▲❡t ✉s s✉♠ ✉♣ t❤❡ ✇❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧✐♠✐t ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛ss✉♠♣✲

t✐♦♥ ❧❡ts ✉s ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❡①❛❝t ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① t♦ ✜rst ♦r❞❡r✳ ❚❤✐s

❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❧s♦ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛t❤✬s ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②

s❡♣❛r❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛t❤ ✐s ❛❧♠♦st ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞✱ ✐✳❡✳ ρ (t) ≈ ρS (t)⊗ ρB✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s

♠❛❦❡ ✉♣ t❤❡ ❇♦r♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥✳

❚❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❧♦❝❛❧ ✐♥ t✐♠❡ ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐① ρS (s) ❛t

t❤❡ r❡t❛r❞❡❞ t✐♠❡ s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t t✐♠❡ ρS (t)✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ▼❛r❦♦✈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❧✐♠✐t ✐s ♣✉s❤❡❞ t♦ ✐♥✜♥✐t② t♦ ❣❡t t❤❡ ❇♦r♥✲▼❛r❦♦✈ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t t❤❡ ❜❛t❤

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ τB ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ τB ≪ τR✳

❖♥❡ ❧❛st ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❞♦♥❡ ❜② ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ r❛♣✐❞❧② ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ t❡r♠s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ ei(ω
′−ω)t ❢♦r ω′ 6= ω✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ✇❛✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♠❛st❡r

❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▲✐♥❞❜❧❛❞ ❢♦r♠✳ ❚❤✐s ❛♠♦✉♥ts t♦ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡

♣r♦❜❧❡♠ ❜❡✐♥❣ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳ τS ∼ |ω′ − ω|−1 ≪ τR✳

✸✳✸ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❧❛st ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦

t♦✉❝❤ ♦♥✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st❛t✐♥❣✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥

❧✐t❡r❛t✉r❡ ❞✉❡ t♦ ✐ts s✐♠♣❧✐❝✐t② ❬✶✶✱ ✸❪✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❢♦r t❤✐s ♠♦❞❡❧s ✐s ❛ ❜❛s✐❝ s❡t ♦❢

❡rr♦rs✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♦♣❡r❛t♦rs {Ei} ✇❤✐❝❤ ♠✉❧t✐♣❧② t❤❡ st❛t❡ ♦❢ s②st❡♠ |ψ〉 → Ei|ψ〉✳ ■❢ t❤✐s

♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ♥♦t ✉♥✐t❛r②✱ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ♦❢

❛♥ ❡rr♦r ♦♣❡r❛t♦r✳

■t ✐s ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡❞ t❤❛t t❤✐s ❡rr♦rs ♦❝❝✉r ❛t s♦♠❡ ✜①❡❞ r❛t❡ ri✱ ❛s ❛ P♦✐ss♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡♥

t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥ ❡rr♦r Ei ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ∆t ✐s pi = ri∆t✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢

q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✐t ✐s ♥❡❡❞❡❞ t❤❛t ri ✐s s♠❛❧❧✱ ❛s ✇❡ s❛✇ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳

❉❡♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ♥♦✐s❡ ✐s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝✲

t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ❡❛❝❤ q✉❜✐t ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ P❛✉❧✐ ♦♣❡r❛t♦rs σx✱ σy✱ ❛♥❞ σz✳ ■❢ t❤❡ r❛t❡s ♦❢ ❡❛❝❤
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❡rr♦r ✐s t❤❡ s❛♠❡✱ r/3✱ t❤❡♥ ❛❢t❡r ❛ t✐♠❡ ∆t ❞❡♣♦❧❛r✐③✐♥❣ ♥♦✐s❡ t❛❦❡s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡♥s✐t② ♠❛tr✐①

ρ ❢♦r ♦♥❡ q✉❜✐t t♦ ❬✸❪✿

ρ (E) = (1− p) ρ+ p

3
(σxρσx + σyρσy + σzρσz) , ✭✸✳✷✶✮

✇❤❡r❡ p = r∆t✳

❆❢t❡r t❤✐s ❜r✐❡❢ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇❡ ❥✉st ✇❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t✇♦ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t

❢♦r ✉s✳ ❚❤❡✐r ♣r♦♦❢ ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❢♦r ✐t ✇❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡r

t♦ ❈❤❛♣t❡r ✶ ♦❢ ❬✶✶❪✳ ❋✐rst✱ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s♦♠❡

❈P❚P ✭❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♣♦s✐t✐✈❡ tr❛❝❡✲♣r❡s❡r✈✐♥❣✮ ♠❛♣s✳ ❆♥❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s t✐♠❡✱

t❤❡ ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ▼❛r❦♦✈✐❛♥ ♠❛st❡r ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❚❤✐s ❧❛st r❡s✉❧t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t

t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✐❞✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✳

✸✳✹ ❙♣✐♥✲❜♦s♦♥ ♠♦❞❡❧

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s②st❡♠✲♣❧✉s✲❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦r❡ ❛❞✲

❡q✉❛t❡ ❢♦r t❤❡ t❛s❦ ♦❢ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛♥ ♦♣❡♥ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❜② ❡①t❡♥s✐♦♥

♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r②✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❝♦♥❝❡r♥ ♦✉rs❡❧✈❡s ♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ✇❤❛t ❡①❛❝t❧② ✇✐❧❧ ♦✉r

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❜❡✳

❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t s❤♦✉❧❞ ❜❡ s✐♠♣❧❡ ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧

❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢❡❛s✐❜❧❡ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ❝❛♣t✉r❡s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ ❛ r❡❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡

s♣✐♥✲❜♦s♦♥ ♠♦❞❡❧ t❤❡♥ ✜ts ♥✐❝❡❧② ❤❡r❡✿ ✐t ♠❡❡ts ♦✉r r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧②

st✉❞✐❡❞ ✐♥s✐❞❡ ❛♥❞ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❬✶✸✱ ✸✼❪✳

■♥ t❤❡ s♣✐♥✲❜♦s♦♥ ♠♦❞❡❧ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s ♦❢ ❛ t✇♦✲❧❡✈❡❧ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠ ✐s

st✉❞✐❡❞✱ ❡✳❣✳ ❛♥ s♣✐♥✲1/2 ♣❛rt✐❝❧❡✱ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ❜❛t❤ ♦❢ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❚❤✐s

❦✐♥❞ ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② ✐ts s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✸✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡ts ✉s ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧

❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts✳

❆t T = 0✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✬s ❜❛t❤ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ❧✐♥❡❛r❧②

t♦ t❤❡ s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❛✛❡❝ts ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✇❛s

♥♦t ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣✉r♣♦s❡✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s s✐♥❝❡ ✐t ❧❡ts ✉s

✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦♥ ❛ q✉❜✐t✳

❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ♠✉st ❜❡ ♠❛❞❡ ❜❡❢♦r❡ ✇❡ ♠♦✈❡ ♦♥ st✉❞②✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✐t ❤❛s
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❚✇♦✲✇❡❧❧s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r✳ ~ωl ❛♥❞ ~ωr ❛r❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❡①✐t❡❞ st❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ✇❡❧❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ε ✐s t❤❡
❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡st st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t s✐❞❡✳

t♦ ❞♦ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤✐s t✇♦ ❧❡✈❡❧s✱

❧✐❦❡ ❛♥ s♣✐♥✲1/2 ♣❛rt✐❝❧❡✳ ❇✉t ✐t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧②

t✇♦ r❡❧❡✈❛♥t ❡♥❡r❣② st❛t❡s ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ ♦t❤❡rs ❛r❡ ♥♦t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❜② ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡r♠❛❧

♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✳

❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ tr✉♥❝❛t❡❞ s②st❡♠ ✐s ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♦♥❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ q

✭❡✳❣✳ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ♦♥❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✮ ❛♥❞ ✐t ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t✇♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧s

s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r V0✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❤❛t ❛ tr✉♥❝❛t❡❞ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠ ♥❡❡❞s t♦ ♠❡❡t✳ ❉❡✜♥✐♥❣ ❛

❢r❡q✉❡♥❝② ω0 ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s ωl ❛♥❞ ωr✱ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤♦s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

V0 ≫ ~ω0✱ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❜❛rr✐❡r ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇❡st

❛♥❞ ✜rst ❡①❝✐t❡❞ ❡♥❡r❣② st❛t❡s✳

kBT ≪ ~ω0✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

❧♦✇❡st ❛♥❞ ✜rst ❡①❝✐t❡❞ ❡♥❡r❣② st❛t❡s ✭kB ✐s ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ T ✐s t❤❡

t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡r♠❛❧ ❡♥❡r❣② ❝❛♥ ♥♦t t❛❦❡ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❛♥

❡①❝✐t❡❞ st❛t❡✳

❖♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t V0 ≫ ~ω0 ❢♦r t❤✐s tr✉♥❝❛t❡❞ s②st❡♠ ✐s t❤❛t

t❤❡ ♠❛tr✐① ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❡❧❧s✱ ~∆0✱ ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② s♠❛❧❧

❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ~ω0✳ ❚❤✉s t❤❡ t✉♥♥❡❧✐♥❣ ❞♦ ♥♦t ♠✐① t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳

◆♦✇ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♣r❡s❡♥t ❢♦r♠❛❧❧② t❤❡ s♣✐♥✲❜♦s♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐rst ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ st✉❞②

t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛s ✐s ❝✉st♦♠❛r② ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❬✶✷✱ ✶✸✱ ✸✻❪✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✉♠

✈❡rs✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♠❛♥♥❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♥❡✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞

❛❢t❡r t❤❛t✳



✸✳✹✳ ❙P■◆✲❇❖❙❖◆ ▼❖❉❊▲ ✹✼

▲❡t ✉s st❛rt ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛s❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ t✇♦✲❧❡✈❡❧ s②st❡♠✱ ✐✳❡✳

✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ▲❛t❡r ♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✱ ❜✉t ❢♦r

♥♦✇ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s✿

HTSS = −1

2
~∆0σ

x +
1

2
ǫσz, ✭✸✳✷✷✮

✇❤❡r❡ σx ❛♥❞ σy ❛r❡ t❤❡ P❛✉❧✐ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❛s ✉s✉❛❧✳ ❲❡ ❝❤♦s❡ ❛ ❜❛s✐s ❢♦r t❤❡ st❛t❡s ♦❢ t❤❡

s②st❡♠ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ σz ♠❛tr✐① ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠✬s ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✐❢

t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s +1✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥

✐t ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ✐s −1✳
❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡♥ ❜② ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s

♦❢ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ✇❡❧❧s✳ ❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ✇❡ ❝❛♥ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

P (t) = Pr (t) − Pl (t)✱ ✇❤❡r❡ Pr ❛♥❞ Pl ❛r❡ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲

❤❛♥❞ ♦r ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✇❡❧❧✳ ❆ss✉♠✐♥❣ P (0) = 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

P (t) = cos

[
√

ǫ2 + (~∆0)
2 · t
]

. ✭✸✳✷✸✮

◆♦✇ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢✉❧❧ s②st❡♠✱ s②st❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ♣❧✉s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❤❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐s♦❧❛t❡❞ s②st❡♠✱ t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❡ ❝♦♠✐♥❣

❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s②st❡♠✲❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿

H = HTSS +HHO + V

= −~∆σx

2
+
εσz

2
+
∑

α

(

mαω
2
αx

2
α

2
+

p2α
2mα

)

+
q0σ

z

2

∑

α

Cαxα, ✭✸✳✷✹✮

t❤✐s ✐s t❤❡ s♣✐♥✲❜♦s♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ HTSS ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮✱HHO =
∑

α

(

mαω2
αx

2
α

2

+ p2α
2mα

)

✐s t❤❡ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✬ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱ ❛♥❞ V = q0σz

2

∑

αCαxα ✐s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥

t❡r♠✳ ❍❡r❡ ∆ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ∆0 ❜✉t r❡♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❡✛❡❝ts✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s

pα✱ mα✱ xα✱ ❛♥❞ ωα ❛r❡ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ♠❛ss✱ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ α✲t❤ ❤❛r♠♦♥✐❝

♦s❝✐❧❧❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤✳ ±q0/2 ❛r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❡❧❧ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡

✸✳✶✮✳ Cα ✐s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t♦ t❤❡ α✲t❤ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳

■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦❞✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ❛♥ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ J (ω)✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿
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J (ω) ≡ π

2

∑

α

C2
α

mαωα

δ (ω − ωα) . ✭✸✳✷✺✮

❚❤✐s s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❤❛s ❛ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝✉t♦✛✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❢r❡q✉❡♥❝② ωc✳ ❚❤✐s ❝✉t♦✛ ❝❛♥

❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❢♦r♠s✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❢r♦♠ ω = 0 t♦ ω = ωc

✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t♦ ω →∞✳ ❚❤✉s ✇❡ ❛✈♦✐❞ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r ❛❧❧

❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝✉t♦✛ ✐s t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t②

❜❡❤❛✈❡s ❛s ❛ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✐t ❜② ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② t♦♦✱ ❛s t♦ ❛✈♦✐❞ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✿

J (ω) = Aωs′e−ω/ωc . ✭✸✳✷✻✮

❍❡r❡ ✇❡ ✉s❡ s′ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❥✉st ♣❧❛✐♥ s t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✐t ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s t❤❛t ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r

✐♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤✐s s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ str✐❝t❧② ♦♥❡ s♣✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❜♦s♦♥✐❝ ❜❛t❤✱ ✇❡

❝❛♥ ✐❞❡♥t✐❢② t❤r❡❡ r❡❣✐♠❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ s✿

0 < s′ < 1✱ s✉❜✲♦❤♠✐❝ ❝❛s❡✿ ❢♦r T = 0 t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡

✇❡❧❧s ❛♥❞ ❢♦r T 6= 0 t❤❡ s②st❡♠ r❡❧❛①❡s ✭❜❡❝♦♠❡s ❧♦❝❛❧✐③❡❞✮ ❛t ❛ r❛t❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ exp
[

− (T0/T )
1−s′
]

✱ T0 ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

s′ = 1✱ ♦❤♠✐❝ ❝❛s❡✿ ❤❡r❡ ✇❡ r❡❞❡✜♥❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❛s J (ω) = ηωe−ω/ωc ✳ ■♥ t❤✐s

❝❛s❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ α ≡ ηq20/2π~✱ t❤❡r❡ ❡①✐st ✈❛r✐♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦rs✿

α > 1✱ T = 0 ✇❤❡r❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ ❛♥❞ α = 1/2 ❛♥❞ ❛♥② T ✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥

❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛② ✇✐t❤ π∆2/2ωc✳

s′ > 1✱ s✉♣❡r✲♦❤♠✐❝ ❝❛s❡✿ t❤❡ s②st❡♠ s❤♦✇s ❞❛♠♣❡❞ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✳

■t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❝r❡❛t✐♦♥ aα ❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ a†α ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ❜♦s♦♥s✳

❚❤❡② ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✱ ✐✳❡✳✱
[

aα, a
†
α′

]

= δαα′ ✳ ❲❡

❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦s♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡s❡ ♥❡✇ ♦♣❡r❛t♦rs ❛s✿

xα =

√

~

2mαωα

(

aα + a†α
)

, ❛♥❞ pα =

√

~mαωα

2

(

aα − a†α
)

. ✭✸✳✷✼✮

❆♥❞ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✹✮ ❛s✿
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H = HTSS +
∑

α

~ωαa
†
αaα +

~

2
σz
∑

α

fα. ✭✸✳✷✽✮

❍❡r❡ HTSS ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✷✮✮✱
∑

α ~ωαa
†
αaα = HHO ✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞r♦♣♣❡❞

t❤❡ ③❡r♦✲♣♦✐♥t ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ ~

2
σz
∑

α fα = V ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ fα ❝♦❞✐✜❡s t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✿

fα = λα
(

a†α + aα
)

. ✭✸✳✷✾✮

❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ λα ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛s Cα ✇❛s ♣r❡✈✐♦✉s❧②✿

G (ω) =
∑

α

λ2αδ (ω − ωα) =
q20
2~

∑

α

C2
α

mαωα

δ (ω − ωα) . ✭✸✳✸✵✮

❆s ✐t ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ s❡❡♥✱ t❤✐s s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② G (ω) ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡

❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠♦❞❡❧✿ G (ω) = (q20/π~) J (ω)✳

✸✳✺ ❆❝❝✉r❛❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts

■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❈❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ t❛❝❦❧❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠♦❞❡❧✐♥❣

t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❲❡ ❣❛✈❡ s♦♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts t♦

✐❧❧✉str❛t❡ ✇❤② st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ st❛♥❞❛r❞ ✐♥ t❤❡ st✉❞② ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r

❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ❛r❡ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❋♦r t❤❡s❡ r❡❛s♦♥s✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ♦♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛

♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛❝❝✉r❛❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ✭✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✷✳✷ ❛♥❞ ✷✳✹✳✶✮✱ ❜②

st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s♣✐♥✲❜♦s♦♥ ♠♦❞❡❧✱ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r②✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❧ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡❧s ❝♦rr❡❧❛t❡❞

s✐♥❝❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛s ✐♥ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ❜✉t t❤❡② s❤♦✇ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡♠✳

❚❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ tr✐❡s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ❜r✐❞❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s

t♦ t❤❡ ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ◆♦✈❛✐s✱ ▼✉❝❝✐♦❧♦ ❛♥❞ ❇❛r❛♥❣❡r✬s ✭◆▼❇✮ ✇♦r❦ ✭❈❤❛♣t❡r ✷✺

♦❢ ❬✶✶❪✮✳

❆t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ❧✐❡s t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❧♦❝❛❧ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐✲

t✐❡s ❢r♦♠ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♠♦❞❡❧s ❬✶✺❪✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s ♦♣❡r❛t♦r ♥♦r♠s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❬✸✽❪✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❣♦♦❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✐♥❝❡ s♦♠❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥s ❝❛♥



✸✳✺✳ ❆❈❈❯❘❆❈❨ ❚❍❘❊❙❍❖▲❉ ❆◆❉ ❈❖❘❘❊▲❆❚❊❉ ❊◆❱■❘❖◆▼❊◆❚❙ ✺✵

❤❛✈❡ ❧❛r❣❡ ♥♦r♠s ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s②st❡♠✲❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♥♦t str♦♥❣✳

◆▼❇ ❛ss✉♠❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✿

V =
∑

x

∑

α={x,y,z}

λα
2
fα (x) σα (x) . ✭✸✳✸✶✮

◆♦t✐❝❡ ✐t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s♣✐♥✲❜♦s♦♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✬s ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✷✽✮✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠✱ ❜✉t

t❤❡r❡ ✐s ❛ s✉♠ ♦✈❡r ❛❧❧ P❛✉❧✐ ♠❛tr✐❝❡s✳

❚❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ❢r❡❡ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✱ ✐✳❡✳ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡

●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ❲✐❝❦✬s t❤❡♦r❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❍❡r❡

t✇♦✲♣♦✐♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡❝❛② ❛s ♣♦✇❡r ❧❛✇s✿

〈Ψ❡♥✈|fα (x1, t1) fβ (x2, t2) |Ψ❡♥✈〉 ∼ O
(

1

|x2 − x1|2δ
,

1

|t2 − t1|2δ/z

)

, ✭✸✳✸✷✮

✇❤❡r❡ δ ✐s ❝❛❧❧❡❞ s❝❛❧✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ z ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✳

❲✐t❤ t❤✐s ❜❛s✐s ◆▼❇ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❤✐st♦r② ♦❢

s②♥❞r♦♠❡s t❤r♦✉❣❤ ❛ ❉②s♦♥ s❡r✐❡s✳ ❚❤❡② ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡

❜❛t❤ ✐s

〈Fα (xi, ti)Fα (xj, tj)〉 ∼ O
(

1

|xi − xj|4δα
,

1

|ti − tj|4δα/z

)

, ✭✸✳✸✸✮

✇❤❡r❡ Fα ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ fα✳ ❆❧s♦ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

D + z − 2δα < 0 =⇒ δα >
D + z

2
, ✭✸✳✸✹✮

✇❤❡r❡ D ✐s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤✱ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡✳

❲❤❛t t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s ✐s t❤❛t ✇❤❡♥ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✹✮✮ ✐s ♠❡t✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦

❛ss✐❣♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s t♦ t❤❡ ❡rr♦rs✱ ❛s ✐♥ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ t❤✉s t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡

t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♦r❡♠ ❛♣♣❧✐❡s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r δα > (D + z) /2 ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❛ss❡rt t❤❛t q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥

✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❲❤❛t ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥ ✐s t❤❛t ❛ ♥♦♥✲♣❡rt✉r❜❛t✐✈❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♦r❡♠

✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♣ t♦ s♦♠❡ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦ str♦♥❣ t❤❛t t❤❡② ♥♦✇ st❛rt t♦ ♠❛❦❡ ✐t

✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st♦r❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡ ✇✐t❤ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

◆▼❇ ❛❧s♦ ❛ss♦❝✐❛t❡ t❤✐s r❡s✉❧ts t♦ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❡♦r②✿ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✹✮ ❞❡✜♥❡s ✇❤❛t ✐s

❦♥♦✇ ❛s ✉♣♣❡r ❝r✐t✐❝❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡r





✸✳✺✳ ❆❈❈❯❘❆❈❨ ❚❍❘❊❙❍❖▲❉ ❆◆❉ ❈❖❘❘❊▲❆❚❊❉ ❊◆❱■❘❖◆▼❊◆❚❙ ✺✷

✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞✱ ✇✐t❤♦✉t s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ✐ts ❞❡t❛✐❧s✿

H❡✛ ({σx}) =
∑

i

hiσ
x
i +

∑

i 6=j

Ji,jσ
x
i σ

x
j , ✭✸✳✸✺✮

✇❤❡r❡ hi ❛♥❞ Ji ❝♦❞✐❢② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❞❡t❛✐❧s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧ ♦r ✐♠❛❣✐♥❛r② ♥✉♠❜❡rs✳

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛❣❛✐♥ ♠❛♣♣✐♥❣ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ✭♦❢

t❤❡ ❡✈♦❧✈❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♦♥❡✮ t♦ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧

♠❡❝❤❛♥✐❝s ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♣✐♥ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧

♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♦♥❧② ✜rst ♥❡✐❣❤❜♦rs ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

✐♥ t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s s♣✐♥ s②st❡♠ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❢♦r ❣r❡❛t❡r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳

■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♥❡①t ❈❤❛♣t❡r ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱ ✇❤❡♥ ❛

t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❡♥❝♦♠♣❛ss✐♥❣ ♠✉❧t✐♣❧❡ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝②❝❧❡s✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❥✉st ♦♥❡✱ ✐s

❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳



✺✸

❈❤❛♣t❡r ✹

❙✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡ ✐♥ ❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞

❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❍❡r❡ ✇❡ st❛rt ♣✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ❛❧❧ t❤❡ t❤❡♦r② ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❈❤❛♣t❡rs✳ ❲❡ st✉❞②

t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r② ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡ ✭❈❤❛♣t❡r

✷✮✳ ❚♦ ❜❡♥❝❤♠❛r❦ t❤❡ ♣r♦t❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✈❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r②✱

❛❢t❡r N ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝②❝❧❡s✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✳ ❚❤❡ ✜❞❡❧✐t② ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢

t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ st❛t❡ |ψ〉 ♦♥t♦ s♦♠❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡ |ψ0〉✿

F =
〈ψ|ψ0〉〈ψ0|ψ〉
〈ψ|ψ〉 . ✭✹✳✶✮

■t ✐s ❡❛s② s❡❡ t❤❛t 0 ≤ F ≤ 1 ❛♥❞ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ♠❡❛s✉r❡✿

• ✐❢ F = 1 t❤❡♥ |ψ〉 = |ψ0〉✱ ❢♦r ✉s t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❡✈♦❧✈❡❞ st❛t❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡

♦♥❡ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r②✱ ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛s ❧♦st✱ ❛♥❞

• ✐❢ F = 0 t❤❡♥ |ψ〉 ✐s ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ |ψ0〉✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐s ♥♦✇❤❡r❡ t♦

❜❡ ❢♦✉♥❞✳

❚❤❡♥✱ ✐❢ |ψ0〉 ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭♠❡♠♦r② ♣❧✉s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮ ❛♥❞ |ψ〉 ✐s ✐ts

❡✈♦❧✈❡❞ st❛t❡✱ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ ❝❧♦s❡st ✇❡ ❝❛♥ ❦❡❡♣ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② t♦ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ q✉❛♥t✉♠

❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ✐t ✐s t❤❛t ♦✉r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧②

❞❡❝♦❞❡❞✳

❲❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠❡♠♦r②✬s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❛ ❜♦s♦♥✐❝ ❜❛t❤✱ ❛s ✐s ❞♦♥❡

✐♥ t❤❡ s♣✐♥✲❜♦s♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭❈❤❛♣t❡r ✸✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t ③❡r♦
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t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ T = 0✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ r❡❣✐♠❡ ✇❤❡r❡ q✉❛♥t✉♠ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ❤❡r❡ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ♦❢ t❤✐s ♠❡♠♦r② ✭❈❤❛♣t❡r ✷✮✱

✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♠♦st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✉♠

❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛❧❧ s②♥❞r♦♠❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡t✉r♥ ♥♦♥✲❡rr♦r ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s

♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❧② ✉♥❝♦rr❡❝t❛❜❧❡ ❡rr♦rs ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♦❝❝✉rr❡❞✳

❚❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♠❛♣♣✐♥❣ ♦✉r ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥t♦ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧

♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦♥❡✳ ❆s ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s t❡①t✱ t❤✐s ✐s ❝♦♠♠♦♥✲♣❧❛❝❡✳

✹✳✶ ❋✐❞❡❧✐t②

❚❤❡ ✜❞❡❧✐t② ❣✐✈❡s ✉s ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ ✏❤♦✇ ❢❛r✑ ♦♥❡ st❛t❡ ✐s ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r ❬✸❪✳ ■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✇❡

❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ st❛rt ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✈❡❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦

t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ ♦✉r q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r② |↑̄〉〈↑̄| ⊗ I❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ✉s

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✇❤❡t❤❡r t❤❡ st❛t❡ ♦❢ ♦✉r ♠❡♠♦r② st❛②s ♥❡❛r ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦r ✐❢ ✐t ❞❡✈✐❛t❡s

s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❢r♦♠ ✐t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❧♦s❡ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦❞✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡

♠❡♠♦r②✳

❋♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r② ✐s ♥♦t ❡♥t❛♥❣❧❡❞

✇✐t❤ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t♦t❛❧ st❛t❡ ✐s s❡♣❛r❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ✐s ❛ s♦✉♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✇❡

s❤♦✉❧❞ ❡①♣❡❝t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✐♥ ❛♥② st❛t❡ ✇❡ ❞❡s✐r❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ♥♦t

❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❛s ❛ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ❞❡✈✐❝❡ ❬✸❪✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ✉♣ st❛t❡ |↑̄〉 ✭❊q✉❛t✐♦♥
✭✷✳✹✵✮✮ ✐s ❡♥❝♦❞❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r②✿

|ψ0〉 = |↑̄〉 ⊗ |0〉. ✭✹✳✷✮

❲✐t❤ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡✱ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ❜❡❝♦♠❡s✿

F =
〈ψ|
(

|↑̄〉〈↑̄| ⊗ I❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

)

|ψ〉
〈ψ|ψ〉 , ✭✹✳✸✮

❛♥❞ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ ✇r✐t❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② I❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
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✹✳✶✳✶ ❈❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠ ♣❧✉s r❡s❡r✈♦✐r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜②

❜♦s♦♥s ✭♦r ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦rs✮✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ♣❧✉s t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐s✿

H = H0 + V =
∑

k

ωka
†
kak + λ

∑

r

f (r, t) σx
r , ✭✹✳✹✮

✇❤❡r❡✿

H0 = H♠❡♠ +H❜❛t❤ =
∑

k

ωka
†
kak, ✭✹✳✺✮

H♠❡♠ = 0 ✐s t❤❡ ♠❡♠♦r②✬s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✭✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ q✉❜✐ts ❞♦ ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✮

❛♥❞ H❜❛t❤ =
∑

k ωka
†
kak ✐s t❤❡ ❜❛t❤✬s ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

✐s✿

V = λ
∑

r

f (r, t) σx
r . ✭✹✳✻✮

✇❤❡r❡ λ ✐s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❛t❤ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠

❛♥❞ f (r, t) ✐s t❤❡ ❜♦s♦♥✐❝ ♦♣❡r❛t♦r✿

f (r, t) =
(v/ω0)

D/2+s

LD/2

∑

k 6=0

|k|s
(

e+ik·r+iωkta†k + e−ik·r−iωktak

)

, ✭✹✳✼✮

✇❤❡r❡ ω0 ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❢r❡q✉❡♥❝② s❝❛❧❡✱ v ✐s t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ♦❢ ❡①❝✐✲

t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ D ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❍❡r❡ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥

❛♥❞ ❛♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛❣❛✐♥ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❤❛r♠♦♥✐❝ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s✱
[

ak, a
†
k′

]

= δkk′ ✳ ❆❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t s ❤❡r❡ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡

s♣✐♥✲❜♦s♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ✉s❡❞ s′ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s ✇❤❡♥ ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐t ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳

❚❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✸✮ ❝❛♥ ❣✐✈❡ ✉s ✈❛❧✉❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

❛s t♦ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥❝r❡t❡ ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠ ♦✉r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❡s✳ ❲❡ r❡✇r✐t❡ ✐ts

❡①♣r❡ss✐♦♥ ❤❡r❡✿

J (ω) ≡ π

2

∑

k

C2
k

mkωk

δ (ω − ωk) , ✭✹✳✽✮

✇❤❡r❡ Ck ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✿

V = q0σz
∑

k

Ckqk. ✭✹✳✾✮
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■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ❡①✲

♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r Ck✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✼✮✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣

qk =
√

~/2mkωk

(

ak + a†k

)

✳ ❆❧s♦ ❛ss✉♠✐♥❣ ωk = v |k|✱ ✇❡ ❣❡t✿

C2
k = 2λ2

(v/ω0)
D+2s

q20L
D

mkvk
2s+1. ✭✹✳✶✵✮

◆♦✇ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t②✳ ❲❡ ❞♦ t❤✐s ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ C2
k ✐♥t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✽✮

❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t ❢♦r k ✭
∑

k → LD

(2π)D

∫

dDk✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❜❛t❤ ✐s

t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭✐✳❡✳ D = 2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡ ❧❛tt✐❝❡✮✿

J (ω) =
λ2π

(2π)2
(v/ω0)

2+2s

q20

∫

kdk · dθ · k2sδ (ω − ωk)

=
2λ2

q20ω
2+2s
0

ω2s+1, ✭✹✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② δ (ω − vk) = δ
(

k − ω
v

)

/v✳

✹✳✶✳✷ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠

◆♦✇ t❤❛t ✇❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ ♦✉r s②st❡♠✱ ❧❡t ✉s st❛rt ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥✲

t✐t✐❡s 〈ψ|↑̄〉 ❛♥❞ 〈ψ|ψ〉 ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✜❞❡❧✐t②✳

❚❤❡ ❦❡② ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❡✈♦❧✈❡❞ st❛t❡ |ψ〉✱ t❤✐s st❛t❡ ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❢r❡❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s

✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥s✮ ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s②♥❞r♦♠❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥s✮✿

|ψ〉 = P0U (N − 1)P0U (N − 2) . . .P0U (2)P0U (1)P0U (0) |↑̄〉|0〉. ✭✹✳✶✷✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ♠❡❛s✉r❡ ❡rr♦r s②♥❞r♦♠❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞

♦❢ ❡❛❝❤ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝②❝❧❡ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉♥✐t❛r② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡

♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✳

■♥ t❤❡ ❧❛st ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❛♥t✐t✐❡s✿ t❤❡ ❢r❡❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r U (n)

❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ P0✳ ▲❡t ✉s st❛rt ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡✲❡✈♦❧✉t✐♦♥

♦♣❡r❛t♦r✳ ■t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✺✮ ❛♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉st ✇r✐tt❡♥

✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✹✮✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❧❛❜❡❧ ❡❛❝❤ ❝②❝❧❡ ♦❢ ❞✉r❛t✐♦♥ ∆ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r n ∈ [1, N ]✱ s♦ t❤❛t
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✐t st❛rts ❛t t✐♠❡ (n− 1)∆ ❛♥❞ ❡♥❞s ❛t t✐♠❡ n∆✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❢❛❝ts ❧❡❛❞ ✉s t♦✿

U (n) = Tte
−iλ

∫ n∆
(n−1)∆ dt

∑
r
f(r,t)σx

r . ✭✹✳✶✸✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝②❝❧❡ ✐s

s✐♠♣❧②✿

P0 =
∏

P

(1 + BP ) = |↑̄〉〈↑̄|+ |↓̄〉〈↓̄| = |↑̄〉〈↑̄|+ X̄|↑̄〉〈↑̄|X̄, ✭✹✳✶✹✮

t❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ♣r♦❥❡❝ts t❤❡ st❛t❡ ♦♥t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ st❛rs✬✶ ❍✐❧❜❡rt s♣❛❝❡✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦

✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦✈❡r t❤❡ ♣❧❛q✉❡tt❡s✱ s✐♥❝❡ ♦✉r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦✉♣❧❡s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❜✐ts ♦♥❧②

t♦ σx ♦♣❡r❛t♦rs ✭❜✐t ✢✐♣s✮✱ s♦ ♥♦ ♣❤❛s❡ ❡rr♦rs ❛r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❝❡rt❛✐♥❧②

❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❜✉t ✐t ♣❡r♠✐ts ✉s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥❛❧②t✐❝ r❡s✉❧ts✳ ❆❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t s✐♥❝❡

♣❧❛q✉❡tt❡s ❛r❡ t❤❡ ❞✉❛❧ ♦❢ st❛rs✱ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❤❡r❡ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤

♦♥❧② t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♣❤❛s❡ ❡rr♦rs ✉♥❞❡r ❛ ❞✉❛❧✐t② tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❲♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r✲

❛t♦r✱ ✇❡ ❣❡t✿

〈ψ|
(

|↑̄〉〈↑̄|
)

|ψ〉 =
∑

KJ
〈0|

0
∏

i=N−1

〈↑̄|KiU
† (i)Ki+1|↑̄〉

N−1
∏

i=0

〈↑̄|Ji+1U (i)Ji|↑̄〉|0〉, ✭✹✳✶✺✮

✇❤❡r❡ J0 = K0 = JN = KN = I✱
∑

KJ =
∑

K1,...KN−1

∑

J1...JN
✱ ❛♥❞ Ji 6=0,N = Ki 6=0,N =

{

I, X̄
}

✳ ❲❡ ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ s♦♠❡✲

✇❤❛t ❧❡♥❣t❤② ❛♥❞ ❛❞❞ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ t♦ ♦✉r ♣r❡s❡♥t ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

❚❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✿

〈ψ|ψ〉 =
∑

KJ
〈0|

0
∏

i=N−1

〈↑̄|KiU
† (i)Ki+1|↑̄〉

N−1
∏

i=0

〈↑̄|Ji+1U (i)Ji|↑̄〉|0〉, ✭✹✳✶✻✮

✇❤❡r❡ J0 = K0 = I✱ KN = JN ✱
∑

KJ =
∑

K1,...KN

∑

J1...JN
✱ ❛♥❞ Ji 6=0 = Ki 6=0 =

{

I, X̄
}

✳

❆❣❛✐♥ ✇❡ s❦✐♣ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❤❡r❡ ❛♥❞ ✇❡ ❧❡❛✈❡ t❤❡♠ t♦ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳

◆❡①t ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ s♣✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ x ❜❛s✐s✳ ❚❤❡♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ | ↑〉i st❛t❡s ✇❡ ✉s❡

|+〉i ❛♥❞ |−〉i ♦♥❡s✳ ❚❤❡s❡ ♥❡✇ st❛t❡s ❛r❡ s✉❝❤ t❤❛t σx
i |±〉i = σi|±〉i✱ ✇❤❡r❡ σi = ±1✳ ❚❤❡♥

✶❙t❛rs ♦r st❛r ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡✬s st❛❜✐❧✐③❡r ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❙❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✭✷✳✹✮✳
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✇❤❡r❡ J0 = K0 = JN = KN = I✱ ❛♥❞ Ji 6=0,N = Ki 6=0,N =
{

I, X̄
}

✳ ❆♥❞ ✐ts ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✐s✿

〈ψ|ψ〉 =
∑

τ,σ

∑

KJ
〈0|
[

0
∏

i=N−1

u†i (τ)
N−1
∏

i=0

ui (σ)

]

|0〉
0
∏

i=N−1

〈τ |KiKi+1G|τ〉
N−1
∏

i=0

〈σ|Ji+1JiG|σ〉,

✭✹✳✶✾✮

✇❤❡r❡ J0 = K0 = I ❛♥❞ Ji 6=0 = Ki 6=0 =
{

I, X̄
}

✳

✹✳✶✳✸ ◆♦r♠❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣

■♥st❡❛❞ ♦❢ ❞♦✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ♦r❞❡r✳ ❚❤✐s

✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✉s ❛❞✈❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♦✉r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳

❲❡ st❛rt ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ▼❛❣♥✉s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✮ ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱

❊q✳ ✭✹✳✶✸✮✳ ❚❤✐s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣r✐s❡❞ ♠❛✐♥❧② ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳

■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ✐t st♦♣s ❛t s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♠✉t❛t♦r ✐s ❛ ❝✲♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ♥♦t ❛♥

♦♣❡r❛t♦r✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❜❡❝♦♠❡s✿

u (n) = e
1
2

∫ n∆
(n−1)∆ dt1

∫ t1
(n−1)∆

dt2[−iλ
∑

r
f(r,t1)σx

r ,−iλ
∑

r′ f(r
′,t2)σx

s ]e−iλ
∫ n∆
(n−1)∆ dt

∑
r
f(r,t)σx

r . ✭✹✳✷✵✮

❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥s t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥✬s s❡❝♦♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✿

e−iλ
∫ n∆
(n−1)∆ dt

∑
r
f(r,t)σx

r = e−
λ2(v/ω0)

D+2s

LD

∫ n∆
(n−1)∆ dt

∫ n∆
(n−1)∆ dt1

∑
r,r′

∑
k 6=0|k|

2seik·(r−r
′)+iωk(t−t1)σx

r σ
x
r′ ×

: e−iλ
∫ n∆
(n−1)∆ dt

∑
r
f(r,t)σx

r : ✭✹✳✷✶✮

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ r❡❛rr❛♥❣❡ t❤❡ t❡r♠s ❛♥❞ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s α ❛♥❞ G t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡

❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛s✿

u (k, n) =
∏

k

e−G(k,∆,0)e−iα(k,n)a†
ke−iα∗(k,n)ak , ✭✹✳✷✷✮

✇❤❡r❡

α (k, n) =
λ (v/ω0)

D/2+s

LD/2

∫ ∆n

∆(n−1)

dt
∑

r

|k|s σx
r,ne

+ik·r+iωkt

=
2λ (v/ω0)

D/2+s

LD/2

∑

r

|k|s
ωk

σx
r,ne

ik·r+iωk∆(n− 1
2) sin

[

ωk∆

2

]

, ✭✹✳✷✸✮
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❛♥❞

G (k, n) = λ2 (v/ω0)
D+2s

LD

∫ ∆n

∆(n−1)

dt1

∫ t1

∆(n−1)

dt2
∑

r,r′

|k|2s e−ik·(r−r′)−iωk(t1−t2)σx
r,nσ

x
r′,n.

✭✹✳✷✹✮

❋♦r t❤❡ r❡✈❡rs❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❡ r❡♥❛♠❡ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s α→ β✱ ❛♥❞✱ ❛s ✇❡ st❛t❡❞ ❜❡❢♦r❡✱

✇❡ ✉s❡ t❤❡ s♣✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ σ → τ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ t✇♦ ❜r❛♥❝❤❡s ♦❢ t❤❡ ❑❡❧❞②s❤ ❞✐❛❣r❛♠✳ ❙♦

✇❡ ✇r✐t❡✿

u† (k, n) =
∏

k

e−G∗(k,∆,0)eiβ(k,n)a
†
keiβ

∗(k,n)ak , ✭✹✳✷✺✮

✇❤❡r❡

β (k, n) =
λ (v/ω0)

D/2+s

LD/2

∫ ∆n

∆(n−1)

dt
∑

r

|k|s τxr,ne+ik·r+iωkt. ✭✹✳✷✻✮

❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ♥♦r♠❛❧ ♦r❞❡r t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs t❤r♦✉❣❤ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦r✲

r❡❝t✐♦♥ ❝②❝❧❡s✳ ❋✐rst ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✿

uN−1 (σ) . . . u0 (σ) =
∏

k

e−
∑N−1

i=0 G(k,i)e−
∑N−1

n=1

∑n−1
m=0 α

∗(k,n)α(k,m) ×

e−iα(k,N−1)a†
k . . . e−iα(k,0)a†

ke−iα∗(k,N−1)ak . . . e−iα∗(k,0)ak , ✭✹✳✷✼✮

❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✿

u†0 (τ) . . . u
†
N−1 (τ) =

∏

k

e−
∑N−1

i=0 G∗(k,i)e−
∑N−1

n=0 β∗(k,n)
∑N−1

m=n+1 β(k,m) ×

eiβ(k,N−1)a†
k . . . eiβ(k,0)a

†
keiβ

∗(k,N−1)ak . . . eiβ
∗(k,0)ak . ✭✹✳✷✽✮

P✉tt✐♥❣ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ ❞♦✐♥❣ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ t✐♠❡ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t

t❤❡ t♦t❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐s✿

u†0 (τ) . . . u
†
N−1 (τ) uN−1 (σ) . . . u0 (σ) =

∏

k

e−
∑N−1

i=0 [G∗(k,i)+G(k,i)]e−
∑N−1

n=0

∑N−1
m=n+1 β

∗(k,n)β(k,m)e−
∑N−1

n=1

∑n−1
m=0 α

∗(k,n)α(k,m)e
∑N−1

n=0

∑N−1
m=0 α(k,n)β

∗(k,m)×

e−i[α(k,N−1)−β(k,N−1)]a†
k . . . e−i[α(k,0)−β(k,0)]a†

ke−i[α∗(k,N−1)−β∗(k,N−1)]ak . . . e−i[α∗(k,0)−β∗(k,0)]ak

✭✹✳✷✾✮
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◆♦✇ ✇❡ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r ✐♥❞❡①❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ s❧✐❝❡ ❢r♦♠ t❤♦s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡

s❧✐❝❡s✱ ✐✳❡✳
N−1
∑

n=0

N−1
∑

m=0

=
∑

n

+
∑

n 6=m

, ✭✹✳✸✵✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✇r♦t❡
∑

n =
∑

n=m =
∑N−1

n=0 ❛♥❞
∑

n 6=m =
∑N−1

n=0

∑N−1
m=0,m 6=n✳ ❇② ❞♦✐♥❣ t❤✐s ✇❡

❣❡t✿

u†0 (τ) . . . u
†
N−1 (τ) uN−1 (σ) . . . u0 (σ) =

∏

k

e−
∑

n S(k,n)e−
∑

n 6=m C(k,n)

× e−i
∑

n[α(k,n)−β(k,n)]a†
ke−i

∑
n[α

∗(k,n)−β∗(k,n)]ak , ✭✹✳✸✶✮

✇❤❡r❡

S (k, n) = G∗ (k, n) + G (k, n)− α (k, n) β∗ (k, n) ✭✹✳✸✷✮

✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ s❧✐❝❡✱ ❛♥❞

C (k, n) = α∗ (k, n)α (k,m) + β∗ (k, n) β (k,m)− α (k, n) β∗ (k,m)− α (k,m) β∗ (k, n)

✭✹✳✸✸✮

✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❡r♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❧✐❝❡s✳ ■t ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ♥♦✇ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥

✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤✿

〈0|u†0 (τ) . . . u†N−1 (τ) uN−1 (σ) . . . u0 (σ) |0〉 =
∏

k

e−
∑N−1

n=0 S(k,n)e−
∑

n

∑
m C(k,n). ✭✹✳✸✹✮

❲❡ ♥❡❡❞ t♦ s✉♠ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❧✐❝❡ S (k, n) ♦✈❡r t❤❡ ❜❛t❤ ♠♦❞❡s k✳ ❚♦ t❤❛t ❡♥❞✱

✇❡ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ωk ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ■♥ t❤✐s ✇❛② ✇❡ ❣❡t✿

∑

k

S (k) =
∑

r,r′

[F (r− r
′) (τxr − σx

r ) (τ
x
r′ − σx

r′) + iΦ1 (r− r
′) (τxr − σx

r ) (τ
x
r′ + σx

r′)]

✭✹✳✸✺✮

❆♥❞ ❢♦r t❡r♠s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡ s❧✐❝❡s✱ ✇❡ s✉♠ C (k, n) ♦✈❡r t❤❡ ❜❛t❤ ♠♦❞❡s t♦ ❣❡t✿

∑

k 6=0

C (k, n) =
∑

r,r′

{[Fc (r− r
′, n−m)− Φ2,s (r− r

′, n−m)] (τr,n − σr,n) (τr′,m − σr′,m)

+i [Φ2,c (r− r
′, n−m) + Fs (r− r

′, n−m)] (τr,n − σr,n) (τr′,m + σr′,m)} ✭✹✳✸✻✮



✹✳✶✳ ❋■❉❊▲■❚❨ ✻✷

■♥ t❤❡ ❧❛st t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ F (r− r
′)✱ Φ1 (r− r

′)✱ Φ2 (r− r
′)✱ Fc (r− r

′, n−m)✱ Φ2,s(r−
r
′, n−m)✱ Φ2,c(r−r

′, n−m)✱ ❛♥❞ Fs (r− r
′, n−m) ❛r❡ ❛❧❧ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ●r❡❡♥✬s

❢✉♥❝t✐♦♥s ✭G (k, n)✱ α (k, n)✱ ❛♥❞ β (k, n)✮✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡ ❛♥❞ s✉♠♠❡❞

♦✈❡r t❤❡ ❜❛t❤ ♠♦❞❡s✳ ❚❤❡✐r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳

P✉tt✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣✐❡❝❡s t♦❣❡t❤❡r ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡

♦❢ t❤❡ ❜❛t❤✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✿

〈0|u†0 (τ) . . . u†N−1 (τ) uN−1 (σ) . . . u0 (σ) |0〉 = e−H, ✭✹✳✸✼✮

✇❤❡r❡

H = H (τ, σ) =
∑

n

∑

k 6=0

S (k, n) +
∑

n 6=m

∑

k 6=0

C (k, n,m) . ✭✹✳✸✽✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ♣r♦❞✉❝t ❧♦♦❦s ❧✐❦❡ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t ❛s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t♦

❝❛❧❝✉❧❛t❡ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥s t❤❛t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ s②♥❞r♦♠❡

❡①tr❛❝t✐♦♥ ❛❢t❡r ❡❛❝❤ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝②❝❧❡✳

✹✳✶✳✹ ❋✐❞❡❧✐t②✬s ♥✉♠❡r❛t♦r✱ ❛♥❞ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r

❘❡t✉r♥✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❡ ♣r♦❝❡❡❞ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ t✇♦ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ✐♥✈♦❧✈❡❞

✐♥ t❤❡ ✜❞❡❧✐t②✳ ■ts ♥✉♠❡r❛t♦r ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✽✮✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ✇r✐t❡ ❛s✿

〈ψ|
(

|↑̄〉〈↑̄|
)

|ψ〉 =
∑

S,Q

∑

KJ
e−H

N−1
∏

i=0

〈τ |KiKi+1G|τ〉
0
∏

j=N−1

〈σ|Jj+1JjG|σ〉, ✭✹✳✸✾✮

✇❤❡r❡ J0 = K0 = JN = KN = I✱ ❛♥❞ Ji 6=0,N = Ki 6=0,N =
{

I, X̄
}

✱ ❛s ❜❡❢♦r❡✳ ❆♥❞ ✐ts

❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✾✮✮✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✿

〈ψ|ψ〉 =
∑

S,Q

∑

KJ
e−H

N−1
∏

i=0

〈τ |KiKi+1G|τ〉
0
∏

j=N−1

〈σ|Jj+1JjG|σ〉, ✭✹✳✹✵✮

❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ♥❛♠❡❧② J0 = K0 = I✱ KN = JN ✱ ❛♥❞ Ji 6=0 = Ki 6=0 =
{

I, X̄
}

✳

❯♥t✐❧ ♥♦✇ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ❡①❛❝t❧②✱ ❜✉t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❣❡t s♦♠❡ r❡s✉❧ts ✇❡ ♥❡❡❞ t♦

♠❛❦❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❛t ✐❢ ωk ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝✱ t❤❡♥ ❜♦t❤ Φ2,c (r, n)✱ ❛♥❞ Fs (r, n)

❣♦ t♦ ③❡r♦ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦❞❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦✈❡r ❛❧❧ k ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥
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r❡✇r✐t❡ H ❛s✿

H =
∑

r,r′

{

∑

n 6=m

[Fc (r− r
′, n−m)− Φ2,s (r− r

′, n−m)] (τr,n − σr,n) (τr′,m − σr′,m)

+

[

F (r− r
′)
∑

n

(τr,n − σr,n) (τr′,n − σr′,n) + iΦ1 (r− r
′)
∑

n

(τr,n − σr,n) (τr′,n + σr′,n)

]}

✭✹✳✹✶✮

■t ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❢✉❧ t♦ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ s✉♠ ✇✐t❤ r = r
′✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡st✳ ❙✐♥❝❡ Φ2,s (0, n) = 0

✭❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✱ H ❜❡❝♦♠❡s✿

H =
∑

r

{

∑

n 6=m

Fc (0, n−m) (τr,n − σr,n) (τr,m − σr,m)

+

[

F (0)
∑

n

(τr,n − σr,n) (τr′,n − σr′,n) + iΦ1 (0)
∑

n

(τr,n − σr,n) (τr,n + σr,n)

]}

+
∑

r 6=r′

{

∑

n 6=m

[Fc (r− r
′, n−m)− Φ2,s (r− r

′, n−m)] (τr,n − σr,n) (τr′,m − σr′,m)

+

[

F (r− r
′)
∑

n

(τr,n − σr,n) (τr′,n − σr′,n) + iΦ1 (r− r
′)
∑

n

(τr,n − σr,n) (τr′,n + σr′,n)

]}

✭✹✳✹✷✮

❲❡ s❡♣❛r❛t❡ ♥♦✇ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t

sin

[

∑

n

∑

r 6=r′

Φ1 (r− r
′) (τr,n − σr,n) (τr′,n + σr′,n)

]

= 0,

s♦ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

〈ψ|
(

|↑̄〉〈↑̄|
)

|ψ〉 =
∑

S,Q

∑

KJ
e−H cos

[

Φ1 (0)
∑

n

∑

r

(τr,n − σr,n) (τr,n + σr,n)

]

×

cos

[

∑

n

∑

r 6=r′

Φ1 (r− r
′) (τr,n − σr,n) (τr′,n + σr′,n)

]

N−1
∏

i=0

〈τ |KiKi+1G|τ〉
0
∏

j=N−1

〈σ|Jj+1JjG|σ〉

✭✹✳✹✸✮
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✇✐t❤ Ki✱ ❛♥❞ Ji ❛❣❛✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✇❡ ❣❛✈❡ ❜❡❢♦r❡ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✺✮✮✱ ❛♥❞

H =
∑

r

F (r− r
′)
∑

n

(τr,n − σr,n) (τr′,n − σr′,n)+
∑

n 6=m

∑

r

Fc (0, n−m) (τr,n − σr,n) (τr,m − σr,m)

+
∑

n 6=m

∑

r 6=r′

[Fc (r− r
′, n−m)− Φ2,s (r− r

′, n−m)] (τr,n − σr,n) (τr′,m − σr′,m) . ✭✹✳✹✹✮

❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r♠✱ ✇✐t❤ ♣r❡s❝r✐♣✲

t✐♦♥s ❢♦r Ki✱ ❛♥❞ Ji s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✻✮✳

◆♦✇ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡♣❛r❛t❡ t❤❡ t❡r♠ n = m✿

H = Fc (0, 0)
∑

n

∑

r

(τr,n − σr,n) (τr,n − σr,n)

+
∑

r 6=r′

∑

n

Fc (r− r
′, 0) (τr,n − σr,n) (τr′,n − σr′,n)+

∑

n 6=m

∑

r

Fc (0, n−m) (τr,n − σr,n) (τr,m − σr,m)

+
∑

n 6=m

∑

r 6=r′

[Fc (r− r
′, n−m)− Φ2,s (r− r

′, n−m)] (τr,n − σr,n) (τr′,m − σr′,m) . ✭✹✳✹✺✮

❲❡ t♦♦❦ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❛t Φ2,s (r, 0) = λ2

LD

∑

k 6=0 |k|
2s sin (k · r) sin (0) 1−cos[ωk∆]

ω2
k

= 0✱

F (r− r
′) = Fc (r− r

′, 0)✱ ❛♥❞ t❤❛t F (0) = Fc (0, 0) ✭❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤✐s ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✳

❖♥❡ ♠♦r❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s✉♠ ♦✈❡r s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥

✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ✜rst ❝♦s✐♥❡ ❛❞❞s ✉♣ t♦ ③❡r♦✿

N−1
∑

n=0

∑

r

(τr,n − σr,n) (τr,n + σr,n) =
N−1
∑

n=0

∑

r

(τr,nτr,n − σr,nσr,n) = NsN −NsN = 0.

✭✹✳✹✻✮

❚❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ✐s✿

〈ψ|
(

|↑̄〉〈↑̄|
)

|ψ〉 =
∑

S,Q

∑

KJ
e−H cos

[

∑

n

∑

r 6=r′

Φ1 (r− r
′) (τr,n − σr,n) (τr′,n + σr′,n)

]

×

N−1
∏

i=0

〈τ |KiKi+1G|τ〉
0
∏

j=N−1

〈σ|Jj+1JjG|σ〉 ✭✹✳✹✼✮
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✇✐t❤

H = Fc (0, 0)
∑

n

∑

r

(τr,n − σr,n) (τr,n − σr,n)

+
∑

n

∑

r 6=r′

Fc (r− r
′, 0) (τr,n − σr,n) (τr′,n − σr′,n)+

∑

n 6=m

∑

r

Fc (0, n−m) (τr,n − σr,n) (τr,m − σr,m)

+
∑

n 6=m

∑

r 6=r′

[Fc (r− r
′, n−m)− Φ2,s (r− r

′, n−m)] (τr,n − σr,n) (τr′,m − σr′,m) , ✭✹✳✹✽✮

❛♥❞ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✇❡ ❛❧r❡❛❞② st❛t❡❞ ❢♦r K✱ ❛♥❞ J ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✺✮✮✳

✹✳✷ ❙✉♣❡r✲♦❤♠✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ s✉♣❡r✲♦❤♠✐❝ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤✐s s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ❤❛s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t

❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❞❡❝❛② ✈❡r② r❛♣✐❞❧② t❤r♦✉❣❤ s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇

t❤❛t✱ ❢♦r s = 1/2✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts t♦ ✜rst ♥❡✐❣❤❜♦rs t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts

t❤❛t ❝♦♠❡ ❢r♦♠ s❡❧❢✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❣♦❡s t♦ ③❡r♦ ❛s t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❝✉t✲♦✛ Λ✷ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤

❞✐✈❡r❣❡s✿
Fc (z, 0)

Fc (0, 0)
∼ Fc (z, 1)

Fc (0, 0)
∼ Fc (z, 0)

Fc (0, 1)
∼ Fc (z, 1)

Fc (0, 1)
∼ 1

Λ
✭✹✳✹✾✮

❛♥❞

Φ1 (z)

Fc (0, 0)
∼ Φ1 (z)

Fc (0, 1)
∼ 1

Λ1/2
, ✭✹✳✺✵✮

✇❤❡r❡ z = a/v∆ ✐s ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥st❛♥t a✱ t❤❡

♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s v✱ ❛♥❞ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞ ∆✳

❉♦✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♦✉r ❡①♣♦♥❡♥t ❜❡❝♦♠❡s✿

H ≈ Fc (0, 0)
N−1
∑

n=0

(τr,n − σr,n) (τr,n − σr,n)+
∑

n 6=m

∑

r

Fc (0, n−m) (τr,n − σr,n) (τr,m − σr,m) .

✭✹✳✺✶✮

❚❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜❡s ❣r❡❛t❧② ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥

♦♥❧② t♦ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❧❡ts ✉s ♠❛❦❡ ❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ♣❤❡✲

♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❝r❡t❡ t②♣❡ ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

✷Λ ✐s t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❢r❡q✉❡♥❝② t❤❡ ❜♦s♦♥✐❝ ♠♦❞❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤ ❤❛✈❡✳ ■t ❛♣♣❡❛rs ✇❤❡♥ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠

❧✐♠✐t ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡✿
∑

k
→ (2π)2

L2

∑

k
→
∫

d2k =
∫ Λ

0
kdk

∫ 2π

0
dθ✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t s♣✐♥ ❧❛tt✐❝❡✿ ❡❛❝❤ ✷❉ s❧✐❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❡❛❝❤ s②♥❞r♦♠❡
❡①tr❛❝t✐♦♥✱ t✐♠❡ r✉♥s ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s✳

✹✳✷✳✶ ❊rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ❛s ❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥

■♥ t❤✐s ❙❡❝t✐♦♥ ✇❡ r❡t✉r♥ t♦ t❤❡ ✐❞❡❛s ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts ✉s t❤❛t

t❤❡ ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ❛ q✉❛♥t✉♠ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤ t❤✐s ✇❡

✐❞❡♥t✐❢② ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡ ❜❛t❤ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ✈❛r②✱ ❛♥❞ ✜♥❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♠❡s✳ ■♥ ♦♥❡ ♦❢

t❤❡♠ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ❤❛s ✈❛❧✉❡ ♦♥❡ ✭s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✜❞❡❧✐t②

❞❡❝❛②s t♦ s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ✭❧♦ss ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✿ t❤❡s❡ r❡❣✐♠❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t✇♦ ♣❤❛s❡s ♦❢ ❛

st❛t✐st✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❛❧♦❣ ✭❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✮ t♦ ♦✉r q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡r ✇✐t❤ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ t❤❡

❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇♦✉❧❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❡rr♦r t❤r❡s❤♦❧❞✳

❚♦ ✜♥❞ t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✐t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ st❛rt ❜② r❡✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ✜❞❡❧✐t②✱ ❊q✉❛t✐♦♥

✭✹✳✸✮✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s A✱ ❛♥❞ B ❛s✿

F =
〈ψ|
(

|↑̄〉〈↑̄|
)

|ψ〉
〈ψ|ψ〉 =

A
A+ B . ✭✹✳✺✷✮

❲❤❛t ✇❡ ❣❛✐♥ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ B✳ ❲❤❡♥ B = 0 t❤❡

✜❞❡❧✐t② ❤❛s ✈❛❧✉❡ 1✱ ❛♥❞ ❢♦r B 6= 0 t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ ❧❡ss t❤❛♥ 1✳ ❚❤✉s ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥

✇❡ ❝❛♥ r❡str✐❝t ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤✐s ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ B✳
❚♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r B✱ ✇❡ ✜rst ♥♦t❡ t❤❛t tr✐✈✐❛❧❧② t❤❛t A = 〈ψ|↑̄〉〈↑̄|ψ〉✳ ❚❤❡♥✱ ❛❢t❡r

s♦♠❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

B = 〈ψ|ψ〉 − A

=
∑

σ,τ

∑

′′

{K},{J }
e−H

N−1
∏

i=0

〈τ |KiKi+1G|τ〉
0
∏

j=N−1

〈σ|Jj+1JjG|σ〉, ✭✹✳✺✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠
∑′′ ❤❛s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s J0 = K0 = I✱ JN = KN = X̄✱ ❛♥❞ Ji 6=0,N = Ki 6=0,N =

{

I, X̄
}

✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t B ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤ H ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✱

❜✉t ✐t ❤❛s t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♣❧❛q✉❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤
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❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝②❝❧❡✳

✹✳✷✳✷ P❤②s✐❝❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥ ✈❛❧✲

✉❡s

❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ s✉♠
∑ ′′

{K},{J }✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s ♠❛✐♥❧② t❤❡ ❢❛❝t♦rs 〈τ |KiKi+1G|τ〉
❛♥❞ 〈σ|Ji+1JiG|σ〉✳

❋✐rst❧② ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡

♦❢ ♦✉r ♠❡♠♦r② ✐s ✐♥ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ ✉♣ ✭❞♦✇♥✮ st❛t❡✱ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ❢♦r❝❡s ✐t t♦ ♣r♦♣❛❣❛t❡

t❤r♦✉❣❤ t✐♠❡✳

❲❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤✐s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛♥♥❡r✳ ▲❡t ✉s ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ♣r♦❞✉❝t

. . . PUPU |ψ0〉, ✭✹✳✺✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❧♦❣✐❝❛❧ q✉❜✐t ✐s✿

P = |↑̄〉〈↑̄|+ X̄|↑̄〉〈↑̄|X̄ = |↑̄〉〈↑̄|+ |↓̄〉〈↓̄| ✭✹✳✺✺✮

❙♦✱ ✐❢ |ψ0〉 = |↑̄〉✿

PU |ψ0〉 ∝ P |↑̄〉 = |↑̄〉〈↑̄|↑̄〉, ✭✹✳✺✻✮

❛♥❞ ✐❢ |ψ0〉 = |↓̄〉 = X̄|↑̄〉✿

PU |ψ0〉 ∝ P |↓̄〉 = |↓̄〉〈↓̄|↓̄〉. ✭✹✳✺✼✮

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ❢❛❝t t♦ ✇r✐t❡ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❇✉t ✜rst ✇❡ ♥❡❡❞ t♦

r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t s✐♥❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥ t❤❡ x ❜❛s✐s✱ t❤❡♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉♣ ❛♥❞ ❞♦✇♥ st❛t❡s ✇❡ ✉s❡

+ ❛♥❞ − st❛t❡s ✭s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✼✮✮✳ ❚❤♦s❡ st❛t❡s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ❜② ❛ Z̄ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❋♦r t❤❡ σ

✈❛r✐❛❜❧❡s ✇❡ ✇r✐t❡
{

|σ+
i 〉
}

✱ ❛♥❞
{

|σ−
i 〉
}

✱ ✇❤❡r❡✿

|σ+
i 〉 =

∏

j

B�j
|Fx〉i, ❛♥❞ |σ−

i 〉 = Z̄γ
i |σ+

i 〉. ✭✹✳✺✽✮

❚❤❡♥ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❜❛s✐s ❛r❡✿
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〈σ+
i |X̄G|σ+

i 〉 = +〈σ+
i |G|σ+

i 〉, ✭✹✳✺✾✮

❛♥❞

〈σ−
i |X̄G|σ−

i 〉 = 〈σ+
i |Z̄X̄Z̄G|σ+

i 〉 = −〈σ−
i |G|σ−

i 〉. ✭✹✳✻✵✮

■♥ t❤❡ ❧❛st ❧✐♥❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t Z̄ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❡s ✇✐t❤ X̄✱ ❛♥❞ Z̄Z̄ = 1✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ s❤♦rt❤❛♥❞ ♥♦t❛t✐♦♥ 〈σα
i |G|σα

i 〉 = G (σα
i )✱ ✇❤❡r❡ α = +, −✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t

t❤❡ τ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡✳

❚❤❡♥✱ ✉s✐♥❣ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❛t❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤r♦✉❣❤

q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝②❝❧❡s✱ B ❤❛s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

B ≈
∑

σ,τ

e−H
N−1
∏

i=0

N−1
∏

j=0

[

G
(

τ+i
)

G
(

σ+
j

)

+G
(

τ−i
)

G
(

σ−
j

)

−G
(

τ+i
)

G
(

σ−
j

)

−G
(

τ−i
)

G
(

σ+
j

)]

,

✭✹✳✻✶✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s✐❣♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ✉♥t✐❧ ❤❡r❡✳

✹✳✷✳✸ S = 1 ■s✐♥❣ ❝❤❛✐♥

❋♦r s♦♠❡ ✐♥s✐❣❤t ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡str✐❝✲

t✐♦♥s G
(

τ±i
)

❛♥❞ G
(

σ±
j

)

❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❧✐❝❡s✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ♦♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭t✐♠❡✮ ❛①✐s

❛r❡ ❢r❡❡ ♦❢ r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

Sr,m = τr,m − σr,m, ✭✹✳✻✷✮

✇❡ s❡❡ t❤❛t ♦✉r ❍❛♠✐❧✐t♦♥✐❛♥ H ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥ 1 ❝❤❛✐♥s ✇✐t❤ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✐♥

t❤❡ t✐♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✿

H =
∑

r

Hr =
∑

r



D

N−1
∑

n=0

S2
r,n − J

∑

〈n,m〉
Sr,nSr,m



 , ✭✹✳✻✸✮

✇❤❡r❡

Hr = D

N−1
∑

n=0

S2
r,n − J

∑

〈n,m〉
Sr,nSr,m,
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D = 5
4
Fc (0, 0)✱ ❛♥❞ J = −Fc (0, 1)✳

❈❛♣❡❧ ❬✹✹❪ st✉❞✐❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✿

H = −D
∑

i

(

1− S2
zi

)

− J
∑

〈i,j〉
SziSzj − µH

∑

i

Szi, ✭✹✳✻✹✮

✇❤❡r❡ D ✐s ✏③❡r♦✲✜❡❧❞ s♣❧✐tt✐♥❣✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♥❣❧❡t ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡t✑✱ ❛♥❞ J ✐s t❤❡

❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✳

❖✉r ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❈❛♣❡❧✬s ✐♥ t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❤❛s ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞

❧❛❝❦s t❤❡ ❝♦♥st❛♥t −D
∑

i 1 = −DN ✱ ✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣✐♥s✳ ❇✉t ❈❛♣❡❧ st✉❞✐❡s t❤❡

❝❛s❡ ✇✐t❤ ♥♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t DN ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡r✈❡♥❡ ✐♥ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s✳

❚❤❡♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ❢♦r ✉s ✐s t❤❛t ❢♦r H = 0✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ❢♦r D > 1
2
zJ

✭z ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✮✳

■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ Fc (0, 0) ❛♥❞ F (0, 1) ❢♦r 2s − 1 = 0 ♦r s = 1/2✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡

❦♥♦✇ t❤❛t✿

Fc (0, 0) ≈
λ2v

2πω3
0

Λ, ✭✹✳✻✺✮

❛♥❞

Fc (z = 0, 1) ≈ − λ2v

2πω3
0

Λ

2
, ✭✹✳✻✻✮

s♦ t❤❛t Fc (0, 1) = −Fc(0,0)
2

✳ ❋r♦♠ t❤✐s r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ D = Fc (0, 0)✱ ❛♥❞ J = −Fc (0, 1)

✇❡ ❣❡t J = 1
2
D✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t D > J ✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s❡♥t

♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥ ✐♥ ✐ts ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♣❤❛s❡✳

❲❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ r❡♠❡♠❜❡r ✐s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s G
(

τ+i
)

✱ Ḡ
(

τ+i
)

✱ ❡t❝✳✱ ✇❤✐❝❤

❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ s❧✐❝❡s✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s s♦ t❤❛t ✇❡

❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦r❞❡r ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ s❧✐❝❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ✇❡

♥❡❡❞ ♦♥❧② t♦ s♦❧✈❡ ❛ ✷❉ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳

❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥s ✇❡ ♥♦✇ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿
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B′ ≈
∑

σ,τ

e−H1
[

G
(

τ+
)

G
(

σ+
)

+G
(

τ−
)

G
(

σ−)−G
(

τ+
)

G
(

σ−)−G
(

τ−
)

G
(

σ+
)]

,

✭✹✳✻✼✮

✇✐t❤ H1 = Fc (0, 0)
∑

r (τr − σr)
2✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

❛s ❊q✳ ✭✹✳✻✶✮✳

✹✳✷✳✹ ❈r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

▲❡t ✉s r❡✇r✐t❡ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ H1 ♦❢ ♦✉r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧✿

H1 = Fc (0, 0)

(

Ns −
∑

r

τrσr

)

, ✭✹✳✻✽✮

❤❡r❡ Ns ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s♣✐♥s✳ ◆♦✇ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠❛ss ✜❡❧❞s µ ❢♦r σ✱ ❛♥❞ ν ❢♦r τ ✳

▼❛ss ✜❡❧❞s ❛r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❧❛q✉❡tt❡ ❬✶✼❪✳ ❚❤❡② t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s

+1 ♦r −1✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❛rr❛♥❣❡❞ s♦ t❤❛t ❛♥② s♣✐♥ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s

t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ✐ts t✇♦ ♥❡❛r❡st ♠❛ss ✜❡❧❞s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳✸✱

σr = µxµy. ✭✹✳✻✾✮

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ τ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳ τr = νxνy✳

▼❛ss ✜❡❧❞s ❛r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ✉s ❜❡❝❛✉s❡✱ ✐♥ ✇r✐t✐♥❣ ♦✉r ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡♠✱ t❤❡

r❡str✐❝t✐♦♥s ❢♦r ♣♦s✐t✐✈❡ st❛rs ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♠❡t✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② s❡❡♥✿ t❤❡ ♠❛ss ✜❡❧❞s

❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❛ st❛r ♦♣❡r❛t♦r AS r❡♣❡❛t t❤❡♠s❡❧✈❡s t✇✐❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t s♣✐♥

✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙✐♥❝❡✱ ❢♦r ❛♥② x ✇❡ ❤❛✈❡ µx = ±1✱ t❤❡♥ µxµx = 1✱ ❛♥❞ t❤✉s AS = 1 ❢♦r ❛❧❧ ❧❛tt✐❝❡

♣♦s✐t✐♦♥s✳

◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❛t t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ♦❢ ♦✉r ❧❛tt✐❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥✿

st❛rs ❧♦❝❛t❡❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② ♦♥❧② t❤r❡❡ q✉❜✐ts✱ ❛♥❞ ♠♦r❡♦✈❡r q✉❜✐ts ❛t t❤♦s❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s

❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♠❛ss ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r

AS = σr′σr′′σr′′′ ✳

▲❡t ✉s st❛rt st✉❞②✐♥❣ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥ ❜② ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t σr′′′ = µx′µx′′ ✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ q✉❜✐t ❛t r′′′

✐s ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦✳ ❆♥❞ s✐♥❝❡ ❛❧❧ st❛r ♦♣❡r❛t♦rs ♠✉st ❤❛✈❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s✱ AS = σr′σr′′σr′′′ = 1✳

❯s✐♥❣ t❤✐s t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❡ ❣❡t µx′µx′′σr′σr′′ = 1✳ ◆♦✇ ✇❡ ♠✉❧t✐♣❧② µx′′σr′′ ❛t ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢

❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❣❡t✿
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠❛ss ✜❡❧❞s ✐♥ t❤❡ ❜✉❧❦✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❢♦r t❤❡ σ ✈❛r✐❛❜❧❡✳

µx′σr′ = µx′′σr′′ := α, ✭✹✳✼✵✮

✇❤❡r❡ α ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡ +1 ♦r −1✳ ❲❡ ❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✇✐t❤ ❛❧❧ s♣✐♥s

❛t ❡❛❝❤ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t α ✇❡ ❞❡✜♥❡❞ ❝❛♥ ❛ss✉♠❡ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ✐t ❤❛s t♦ ❜❡

t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r ❛❧❧ s♣✐♥s ❛t ♦♥❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳

❯s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✻✾✮✱ ❛♥❞ ✭✹✳✼✵✮✱ ✇❡ ❣❡t✿

H1 = Fc (0, 0)



Ns −
∑

〈x,y〉∈❜✉❧❦
νxνyµxµy −

∑

x∈❜♦✉♥❞
αxνxµx



 , ✭✹✳✼✶✮

✇❤✐❝❤ st✐❧❧ ❛♣♣❡❛rs t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢♦r♠✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥❡✇ s♣✐♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ sr = νrµr✱ sr = ±1✳ ❚❤❡♥ ♦✉r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥

❤❛s ❛ ♠♦r❡ ❢❛♠✐❧✐❛r ❢♦r♠✿

H1 = Fc (0, 0)



Ns −
∑

〈x,y〉∈❜✉❧❦
sxsy −

∑

x∈❜♦✉♥❞
αxsx



 . ✭✹✳✼✷✮

❚❤✐s ✐s ♥♦✇ s✐♠♣❧② ❛♥ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧

✇✐t❤♦✉t ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❛s ✜rst st✉❞✐❡❞ ❜② ❖♥s❛❣❡r ❬✹✺❪✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ♠❛❣♥❡t✐❝

✜❡❧❞s ❞♦ ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡

♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜✉❧❦✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s s✉❝❤

t❤❛t✿

1

βcJ
=

2

ln
(

1 +
√
2
) ≈ 2, 26918531421. ✭✹✳✼✸✮

❋r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✷✮✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t βcJ = Fc (0, 0) ❛♥❞✱ ❛s ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✱

Fc (0, 0) ≈ λ2Λv/2πω3
0✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts✳

❋✐rst❧②✱ ✉s✐♥❣ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✼✸✮✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✿
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2πω3
0

Λv

1

(λc)
2 =

2

ln
(

1 +
√
2
) =⇒ λc =

√

πω3
0 ln
(

1 +
√
2
)

vΛ
, ✭✹✳✼✹✮

✇❤❡r❡ λc ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✭♦r t❤r❡s❤♦❧❞✮ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ♦✉r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡♥ ❢♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡❧♦✇ λc t❤❡ q✉❛♥t✉♠

✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ r❡❧✐❛❜❧② ❛♥❞ ❢♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ λc t❤❡ ❝♦♥tr❛r② ✐s tr✉❡✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t βc = 1/kTc t♦ r❡❧❛t❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧✿

Tc ∝ 1/ (λc)
2 . ✭✹✳✼✺✮

❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ❧❡ts ✉s ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ t♦ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ r❡❣✐♠❡s✳ ❚❤❡

❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ s②st❡♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ T > Tc ❛♥❞ t❤✉s t♦ λ < λc ✇❤✐❝❤ ✐s

t❤❡ r❡❣✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ r❡❧✐❛❜❧②✳ ❚❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♣✐♥ s②st❡♠ ✭T < Tc✮ t❤❡♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥

✐s ❧♦st ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✭λ > λc✮✳
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❈❤❛♣t❡r ✺

❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❖✉r ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♦r❡♠✱ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ♦❢ q✉❛♥t✉♠

❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♦r❡♠✬s ✈❛❧✐❞✐t② ✐s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡

t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❢✉t✉r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡rs t❤❛t ❝❛♥ s♦❧✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧

♣r♦❜❧❡♠s✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② ♠♦r❡ ❛❞❡q✉❛t❡❧② t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡r ❛♥❞

✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ✇❡ ✇❡♥t ❜❡②♦♥❞ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞ ✐♥ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥

t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤ ❡♠♣❧♦②s st♦❝❤❛st✐❝ ❡rr♦r ♠♦❞❡❧s✳

❚❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱

♠❡♠♦r② ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳

❲✐t❤ ❛❧❧ t❤✐s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✇❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r② t♦ ✇❤✐❝❤

✐ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧② ✉s✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❝♦❞❡✳ ❲❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡

❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ◆♦✈❛✐s✱ ▼✉❝❝✐♦❧♦ ❛♥❞ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t♦rs ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❇✉t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♦♥❡ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝②❝❧❡✱ ❤❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞N q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥

❝②❝❧❡s ❛♥❞ ✇❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② s♦❧✈❡❞ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s✉♣❡r✲♦❤♠✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥✳

❚❤✐s ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✇❛s ♠❛♣♣❡❞ ♦♥t♦ ❛♥ st❛t✐st✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♦♥❡✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ✇❤❛t

❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s✳ ❲❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ t❤❛t✱ ❢♦r t❤❡ s✉♣❡r✲♦❤♠✐❝ ❞✐ss✐♣❛t✐♦♥ r❡❣✐♠❡✱

t❤✐s t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♣✐♥ ♠♦❞❡❧ ✐s s✉❝❤ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤❡ ✜rst✲♥❡✐❣❤❜♦rs✬ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ✭✐✳❡✳ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ σr,nσr±a,n ♦r σr,nσr,n±1✮ ❛r❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♦♥✲s✐t❡ ✭♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ σr,nσr,n✮

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥✳

❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❧♦❝❛❧✐t②✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ st❛r

r❡str✐❝t✐♦♥ ❡♥❢♦r❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣❧❛♥❡s✱ ❛♥❞ ♥♦t

❞✉❡ t♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥s ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✭t✐♠❡✮ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s ✉s t♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t✱
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❢♦r t❤❡ s✉♣❡r✲♦❤♠✐❝ ❝❛s❡✱ ✭✶✮ ♦♥❡ ♦r ♠❛♥② ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝②❝❧❡s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② t❤r❡s❤♦❧❞✱ ❛♥❞ t❤❛t ✭✷✮ ♦✉r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ✐ts ❡✛❡❝t ✐s

❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❛t ♦❢ ❛♥ st♦❝❤❛st✐❝ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t λ∗ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜❡ ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦

t❤❡ ✉❧tr❛✲✈✐♦❧❡t ❝✉t♦✛ Λ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s

v✳

❆❧s♦✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♣✐♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧

t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♠♦❞❡❧✱ T ∝ λ−2✳ ❚❤✉s λ < λ∗ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡

r❡❣✐♠❡ ✇❡r❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ st♦r❡❞ r❡❧✐❛❜❧② ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r❡❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡

❡q✉✐✈❛❧❡♥t s♣✐♥ s②st❡♠✱ ❛♥❞ λ > λ∗ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❣✐♠❡ ✇❡r❡ q✉❛♥t✉♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s

❧♦st t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t♦ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧✳

❖✉r ✇♦r❦ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉❡❞ ✐♥ ✈❛r✐♦✉s ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❖❤♠✐❝ ❛♥❞ s✉❜✲❖❤♠✐❝

r❡❣✐♠❡s ♠❛❦❡ t❤❡♠ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ t❛❝❦❧❡✱ ❜✉t ♥♦♥❡t❤❡❧❡ss ✐t ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ st✉❞② t❤❡♠

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ❛ q✉❛♥t✉♠ ♠❡♠♦r② ❝♦✉♣❧❡❞ t♦

❛ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳

❲❤❛t ✇❡ ❝❛♥ st❛t❡ ❢♦r s✉r❡ ❛❜♦✉t t❤♦s❡ t✇♦ r❡❣✐♠❡s ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s

❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♣✐♥s ✐♥ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♠♦❞❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ r❡❧❡✈❛♥t✳ ❆❝t✉❛❧❧② ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t

❢r♦♠ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r t❤✐s r❡❣✐♠❡s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥

❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥st❛♥ts ❛r❡ ✈❡r② ❝♦♥✈♦❧✉t❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s

t❤❡② ❡✈❡♥ ❞✐✈❡r❣❡✳

❆❧s♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ♦♥❧② ❣♦✐♥❣ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡✱ s✐♥❝❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥

q✉❜✐ts ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❞❡❝♦❤❡r❡♥❝❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ✐t ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❣r❡❛t❡r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②

♦❢ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❡rr♦rs ✭❧♦♥❣ ❝❤❛✐♥s ♦❢ σx ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✮✳

◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❛❧s♦ ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡② ✇♦✉❧❞ ❤❡❧♣ ✜♥❞ ❝♦♥✲

❝r❡t❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛♥❞ ❡st❛❜❧✐s❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❡rr♦rs ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥

❛❧❧♦✇s ✐t✳

❖✉r r❡s✉❧ts ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❛❧✐st✐❝ s②st❡♠s t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦r ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ q✉❛♥t✉♠ ❝♦♠♣✉t❡r✱ t❤✐s ✐s ❛ ✈❡r②

❞❡s✐r❛❜❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳
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❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥t❛♥❣❧❡❞ ♣❤♦t♦♥s ✐♥ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ q✉❛♥t✉♠ ✇❛❧❦✳ ◆❛t✉r❡ P❤♦t♦♥✐❝s✱

✼✿✸✷✷✕✸✷✽✱ ✸ ❆♣r✐❧ ✷✵✶✸✳ ✶✶



❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨ ✼✻
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❆♣♣❡♥❞✐① ❆

❋✐❞❡❧✐t②

❆✳✶ ◆✉♠❡r❛t♦r 〈ψ|↑̄〉〈↑̄|ψ〉

❲❡ st❛rt ❜② ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❢❛❝t♦r ♦❢ t❤✐s ♣r♦❞✉❝t✿ 〈↑̄|ψ〉✳ ❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤✐s✱ ✇❡ ♥❡❡❞

t♦ ❡①♣❛♥❞ ♦✉r ❡✈♦❧✈❡❞ st❛t❡ |ψ〉 ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❢r❡❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s U (i) ❛♥❞ s②♥❞r♦♠❡

❡①tr❛❝t✐♦♥s P0✳ ❋♦r N q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝②❝❧❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

〈↑̄|ψ〉 = 〈↑̄|P0U (N − 1) . . .P0U (2)P0U (1)P0U (0) |↑̄〉|0〉 ✭❆✳✶✮

❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐s t♦ s✉❜st✐t✉t❡ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❢②✳ ❲❡ ❦♥♦✇

t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s P0 = |↑̄〉〈↑̄| + X̄|↑̄〉〈↑̄|X̄✱ ❜✉t ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ✐t

✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❛②✿

P0 =
∑

J
J |↑̄〉〈↑̄|J , ✭❆✳✷✮

✇❤❡r❡ J = 1, X̄✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿

〈↑̄|ψ〉 = 〈↑̄|
(

∑

J
JN |↑̄〉〈↑̄|JN

)

U (N − 1) . . .

(

∑

J
J2|↑̄〉〈↑̄|J2

)

U (1)

(

∑

J
J1|↑̄〉〈↑̄|J1

)

U (0)J0|↑̄〉|0〉

✭❆✳✸✮

❲❡ ❧❛❜❡❧ t❤❡ J t♦ ❦❡❡♣ tr❛❝❦ ♦❢ t❡r♠s t❤r♦✉❣❤ q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝②❝❧❡s✱ ❛♥❞ ✇❡

❛❧s♦ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✐♠♣♦s❡ J0 = I✳ ◆♦✇✱ s✐♥❝❡ 〈↑̄|X̄|↑̄〉 = 0✿



❆✳✷✳ ❉❊◆❖▼■◆❆❚❖❘ 〈ψ|ψ〉 ✽✶

〈↑̄|
(

∑

J
JN |↑̄〉〈↑̄|JN

)

U (N − 1) = 〈↑̄|I|↑̄〉〈↑̄|IU (N − 1)

= 〈↑̄|U (N − 1) .

❆❧s♦✱ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥str❛✐♥ JN = I ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s✿

〈↑̄|ψ〉 =
N−1
∏

i=0

∑

{J }
〈↑̄|Ji+1U (i)Ji|↑̄〉|0〉

❚❤❡ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦r ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r ✐s s✐♠♣❧② ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥✬s ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧②

❡①tr❛ ❞❡t❛✐❧ ✐s t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❧❛❜❡❧ ❞✐✛❡r❡♥t❧② t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛❝❦✇❛r❞s ❡✈♦❧✉t✐♦♥✿

〈ψ|↑̄〉 =
∑

KJ
〈0|

0
∏

i=N−1

〈↑̄|KiU
† (i)Ki+1|↑̄〉

P✉tt✐♥❣ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦❣❡t❤❡r✱ ✇❡ ❣❡t✿

〈ψ|↑̄〉〈↑̄|ψ〉 =
∑

KJ

N−1
∏

i=0

〈0|〈↑̄|KiU
† (i)Ki+1|↑̄〉

0
∏

j=N−1

〈↑̄|Jj+1U (j)Jj|↑̄〉|0〉, ✭❆✳✹✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s K1 = KN = J0 = JN = I ❛♥❞
∑

KJ =
∑

K1,...KN−1

∑

J1...JN
✳

❆✳✷ ❉❡♥♦♠✐♥❛t♦r 〈ψ|ψ〉

❆s ❜❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❡①♣❛♥❞ |ψ〉 ❢♦r N q✉❛♥t✉♠ ❡rr♦r ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❝②❝❧❡s✿

〈ψ|ψ〉 = 〈0|〈↑̄|U † (0)P0 . . . U
† (N − 1)P0U (N − 1) . . .P0U (0) |↑̄〉|0〉, ✭❆✳✺✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t P2
0 = P0✳ ◆♦✇ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ❛♥❞

❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✷✮✳



❆✳✸✳ A ❆◆❉ B ✽✷

〈ψ|ψ〉 = 〈0|〈↑̄|U † (0)

(

∑

K1

K1|↑̄〉〈↑̄|K1

)

. . . U † (N − 1)

(

∑

JN

JN |↑̄〉〈↑̄|JN

)

U (N − 1) . . .✭❆✳✻✮

(

∑

J1

J1|↑̄〉〈↑̄|J1

)

U (0) |↑̄〉|0〉

❚♦ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ ✇❡ ✐♠♣♦s❡ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ J0 = K0 = I✳ ❆❧s♦✱ ❥✉st ❢♦r t❤❡

s❛❦❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇r✐t❡
∑

JN
JN |↑̄〉〈↑̄|JN =

∑

JN
KN |↑̄〉〈↑̄|JN ✱ KN = JN ✳ ❲❡ ❣❡t✿

〈ψ|ψ〉 = 〈0|〈↑̄|K0U
† (0)

∑

K1

K1|↑̄〉〈↑̄|K1 . . . U
† (N − 1)

∑

JN

KN |↑̄〉

〈↑̄|JNU (N − 1) . . .
∑

J1

J1|↑̄〉〈↑̄|J1U (0)J0|↑̄〉|0〉. ✭❆✳✼✮

■♥ t❤✐s ✇❛②✱ ✇❡ ✜♥❞ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r✬s ♦♥❡✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡str✐❝✲

t✐♦♥s✿

〈ψ|ψ〉 =
∑

KJ
〈0|

N−1
∏

i=0

〈↑̄|KiU
† (i)Ki+1|↑̄〉

0
∏

j=N−1

〈↑̄|Jj+1U (j)Jj|↑̄〉|0〉, ✭❆✳✽✮

✇❤❡r❡ J0 = K0 = I✱ KN = JN ✱ ❛♥❞
∑

KJ =
∑

K1,...KN

∑

J1...JN
✳

❆✳✸ A ❛♥❞ B

❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ q✉❛♥t✐t✐❡s✱ A ❛♥❞ B✿

F =
〈ψ|↑̄〉〈↑̄|ψ〉
〈ψ|ψ〉 =

A
A+ B . ✭❆✳✾✮

❚❤❡♥ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t✿

B = 〈ψ|ψ〉 − A. ✭❆✳✶✵✮

❲❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r A ✭❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✮✱ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r❛t♦r

♦❢ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② A = 〈ψ|↑̄〉〈↑̄|ψ〉✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦✇ ✇r✐t❡ ✐t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢r❡❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs U (i) ❛♥❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs P0✿



❆✳✸✳ A ❆◆❉ B ✽✸

A = 〈↑̄|U † (0)P0 . . . U
† (N − 1)P0|↑̄〉〈↑̄|P0U (N − 1) . . .P0U (0) |↑̄〉|0〉 ✭❆✳✶✶✮

◆♦✇ ✇❡ ✇r✐t❡ t❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛t♦r ♦❢ t❤❡ ✜❞❡❧✐t② ❛♥❞ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r P0 =

|↑̄〉〈↑̄|+ X̄|↑̄〉〈↑̄|X̄ ❛t ✐ts ❝❡♥t❡r✿

〈ψ|ψ〉 = 〈0|〈↑̄|U † (0)P0 . . . U
† (N − 1)P0U (N − 1) . . .P0U (0) |↑̄〉|0〉

= 〈0|〈↑̄|U † (0)P0 . . . U
† (N − 1)

(

|↑̄〉〈↑̄|+ X̄|↑̄〉〈↑̄|X̄
)

U (N − 1) . . .P0U (0) |↑̄〉|0〉✭❆✳✶✷✮

❉✐str✐❜✉t✐♥❣ t❤❡ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢②✐♥❣ A✱ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✶✮✱

✇❡ ❣❡t✿

〈ψ|ψ〉 = A+ 〈0|〈↑̄|U † (0)P0 . . . U
† (N − 1) X̄|↑̄〉〈↑̄|X̄U (N − 1) . . .P0U (0) |↑̄〉|0〉. ✭❆✳✶✸✮

❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭❆✳✶✵✮ ✇❡ ✜♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r B✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥

❜❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡❞ ❛s✿

B =
∑

σ,τ

∑

{K},{J }

′′

e−H′
1e−H2

N−1
∏

i=0

〈τ |KiKi+1G|τ〉 ×
0
∏

i=N−1

〈σ|Ji+1JiG|σ〉, ✭❆✳✶✹✮

✇❤❡r❡ t❤❡ s✉♠
∑′′ ❤❛s t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥s J0 = K0 = I✱ JN = KN = X̄✱ ❛♥❞ Ji 6=0,N = Ki 6=0,N =

{

I, X̄
}

✳



✽✹

❆♣♣❡♥❞✐① ❇

●r❡❡♥✬s ❋✉♥❝t✐♦♥s

❲❡ ♥♦✇ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t

✐♥✈♦❧✈❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞✴♦r t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ s♦ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡ ♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉♣ t♦

♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs✳ ❋♦r t❤❡ s✉♣❡r✲♦❤♠✐❝ ❝❛s❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s

❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦rs t♦ ●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛✉t♦✲✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣♦❡s t♦ ③❡r♦

❛s t❤❡ ✉❧tr❛✲✈✐♦❧❡t ❝✉t♦✛ ♦❢ t❤❡ ❜❛t❤ Λ ❞✐✈❡r❣❡s✳

●r❡❡♥✬s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s ✇✐t❤ r = r
′ ❛♥❞ n = m✳

❲❤❡♥ ♦✉r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇❡ t❛❦❡ r − r
′ = a✱ ✇❤❡r❡ a ✐s t❤❡ ❧❛tt✐❝❡

♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ n−m = 1✳

❚❤❡ ●r❡❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡✿

Fc (0, 0) =
λ2 (v/ω0)

D+2s

LD

∑

k 6=0

|k|2s cos (k · [r− r
′]) cos ([n−m]ωk∆)

1− cos (ωk∆)

ω2
k

=
λ2 (v/ω0)

D+2s

LD

∑

k 6=0

|k|2s 1− cos (ωk∆)

ω2
k

✭❇✳✶✮

❆♥❞ ❢♦r ✜rst✲♥❡✐❣❤❜♦rs s♣❛t✐❛❧❧② ❛♥❞ ✐♥ t✐♠❡✿

Fc (0, n−m = 1) =
λ2 (v/ω0)

D+2s

LD

∑

k 6=0

|k|2s cos ([n−m]ωk∆)
1− cos (ωk∆)

ω2
k

=
λ2 (v/ω0)

D+2s

LD

∑

k 6=0

|k|2s cos (ωk∆)
1− cos (ωk∆)

ω2
k

, ✭❇✳✷✮



✽✺

Fc (r− r
′, 0) =

λ2 (v/ω0)
D+2s

LD

∑

k 6=0

|k|2s cos (k · [r− r
′]) cos ([n−m]ωk∆)

1− cos [ωk∆]

ω2
k

=
λ2 (v/ω0)

D+2s

LD

∑

k 6=0

|k|2s cos (k · a) 1− cos [ωk∆]

ω2
k

, ✭❇✳✸✮

Fc (r− r
′, n−m) =

λ2 (v/ω0)
D+2s

LD

∑

k 6=0

|k|2s cos (k · [r− r
′]) cos ([n−m]ωk∆)

1− cos [ωk∆]

ω2
k

=
λ2 (v/ω0)

D+2s

LD

∑

k 6=0

|k|2s cos (k · a) cos (ωk∆)
1− cos [ωk∆]

ω2
k

, ✭❇✳✹✮

Φ2,s (r− r
′, n−m) =

λ2 (v/ω0)
D+2s

LD

∑

k 6=0

|k|2s sin (k · [r− r
′]) sin ([n−m]ωk∆)

1− cos [ωk∆]

ω2
k

=
λ2 (v/ω0)

D+2s

LD

∑

k 6=0

|k|2s sin (k · a) sin (ωk∆)
1− cos [ωk∆]

ω2
k

, ✭❇✳✺✮

Φ1 (r− r
′) =

λ2 (v/ω0)
D+2s

LD

∑

k

|k|2s cos [k · (r− r
′)]
ωk∆+ sin (ωk∆)

ω2
k

=
λ2 (v/ω0)

D+2s

LD

∑

k

|k|2s cos (k · a) ωk∆− sin (ωk∆)

ω2
k

. ✭❇✳✻✮

❲❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ ❛ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✿

ωk = v |k| , ✭❇✳✼✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❞❡q✉❛t❡ ❢♦r s♠❛❧❧ ❡♥❡r❣✐❡s✳

❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛❧s♦ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜❛t❤✳ ❚❤❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧✐♠✐t✱ k → ρ✱ ✇❡ ❤❛✈❡
(2π)2

L2

∑

k →
∫ Λ

0
ρdρ

∫ 2π

0
dθ✳

▲❡t ✉s st❛rt ❜② ✇r✐t✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r Fc (r− r
′, n−m)✱ Φ2,s (r− r

′, n−m)✱ ❛♥❞ Φ1 (r− r
′)✿



✽✻

Fc (a, 1) =
λ2 (v/ω0)

2+2s

(2π)2

∫ Λ

0

ρdρ

∫ 2π

0

dθρ2s cos (ρa cos θ) cos (vρ∆)
1− cos (vρ∆)

v2ρ2

=
λ2 (v/ω0)

2+2s

(2π)2 v2

∫ Λ

0

dρρ2s−1 cos (vρ∆) [1− cos (vρ∆)]

∫ 2π

0

dθ cos (ρa cos θ)✭❇✳✽✮

Φ2,s (a, 1) =
λ2 (v/ω0)

2+2s

(2π)2

∫ Λ

0

ρdρ

∫ 2π

0

dθρ2s sin (ρa cos θ) sin (vρ∆)
1− cos (vρ∆)

v2ρ2

=
λ2 (v/ω0)

2+2s

(2π)2 v2

∫ Λ

0

dρρ2s−1 sin (vρ∆) [1− cos (vρ∆)]

∫ 2π

0

dθ sin (ρa cos θ)✭❇✳✾✮

Φ1 (a) =
λ2 (v/ω0)

2+2s

(2π)2 v2

∫ Λ

0

dρρ2s−1 [vρ∆− sin (vρ∆)]×
∫ 2π

0

dθ cos (ρa cos θ) ✭❇✳✶✵✮

◆♦✇ ✇❡ ❝❤❛♥❣❡ t♦ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✿

x = v∆ρ =⇒ ρ =
x

v∆
✭❇✳✶✶✮

dρ =
dx

v∆
✭❇✳✶✷✮

z =
|a|
v∆

=⇒ a = v∆z ✭❇✳✶✸✮

❚❤❡♥ ✇❡ ❣❡t✿

Fc (a, 1) =
λ2 (v/ω0)

2+2s

(2π)2 v2

∫ v∆Λ

0

dx

v∆

( x

v∆

)2s−1

cos x (1− cosx)

∫ 2π

0

dθ cos
( x

v∆
v∆z cos θ

)

=
λ2 (v/ω0)

2+2s

(2π)2 v2s+2∆2s

∫ v∆Λ

0

dx · x2s−1 cos x (1− cos x)

∫ 2π

0

dθ cos (xz cos θ) ✭❇✳✶✹✮

Φ2,s (z, 1) =
λ2 (v/ω0)

2+2s

(2π)2 v2s+2∆2s

∫ v∆Λ

0

dx · x2s−1 sin x (1− cos x)

∫ 2π

0

dθ sin (xz cos θ) ✭❇✳✶✺✮



✽✼

Φ1 (z) =
λ2 (v/ω0)

2+2s

(2π)2 v2s+2∆2s

∫ v∆Λ

0

dx · x2s−1 (x− sin x)

∫ 2π

0

dθ cos (xz cos θ) ✭❇✳✶✻✮

❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣❛rt ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❛ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✶✿

∫ 2π

0

dθ cos (xz cos θ) = 2πJ0 (xz) ✭❇✳✶✼✮

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ Φ2,s✬s ❛♥❣✉❧❛r ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s

∫ 2π

0

dθ sin (xz cos θ) = 0 ✭❇✳✶✽✮

❙♦✿

Fc (a, 1) =
λ2 (v/ω0)

2+2s

2πv2s+2∆2s

∫ v∆Λ

0

dx · x2s−1 cos x (1− cosx) J0 (xz) ✭❇✳✶✾✮

Φ2,s (z, 1) = 0 ✭❇✳✷✵✮

Φ1 (z) =
λ2 (v/ω0)

2+2s

2πv2s+2∆2s

∫ v∆Λ

0

dx · x2s−1 (x− sin x) J0 (xz) ✭❇✳✷✶✮

❚❤❡ ♦❤♠✐❝ ❝❛s❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡✿

2s− 1 = −1, ✭❇✳✷✷✮

s♦ t❤❛t s = 0 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♦❤♠✐❝ ❝❛s❡✱ s > 0 ✐s s✉♣❡r✲♦❤♠✐❝✱ ❛♥❞ s < 0 ✐s s✉❜✲♦❤♠✐❝✳

▲❡t ✉s ♥♦✇ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ s✉♣❡r✲♦❤♠✐❝ ❝❛s❡✳

2s− 1 = 0 ♦r s = 1/2✳

❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡✿ Fc (0, 0)✱ F (0, 1)✱ Fc (r− r
′, 0)✱ Fc (r− r

′, n−m)✱ ❛♥❞ Φ1 (r− r
′)✳

❲❡ ❤❛✈❡ s = 1
2

=⇒ 2s− 1 = 0 =⇒ 2s = 1✱ ❛♥❞ 2s+ 2 = 3✳

✶❊q✉❛t✐♦♥ ✶✶✳✸✵✱ ❬✷✹❪



✽✽

Fc (0, 0) =
λ2 (v/ω0)

3

2πv3∆

∫ v∆Λ

0

dx (1− cos x)

≈ λ2v

2πω3
0

Λ ✭❇✳✷✸✮

Fc (z = 0, 1) =
λ2 (v/ω0)

3

2πv3∆

∫ v∆Λ

0

dx cos x (1− cos x)

=
λ2 (v/ω0)

3

2πv3∆

[

sin (v∆Λ)− v∆Λ+ sin (2v∆Λ)

2

]

≈ − λ2v

2πω3
0

Λ

2
✭❇✳✷✹✮

Fc

(

z =
a

v∆
, 0
)

=
λ2 (v/ω0)

3

2πv3∆

∫ v∆Λ

0

dx · (1− cos x) J0

( xa

v∆

)

=
λ2

2πω3
0∆

∫ v∆Λ

0

dx ·
[

J0

( xa

v∆

)

− cosx · J0
( xa

v∆

)]

✭❇✳✷✺✮

❍❡r❡ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡✿

∫ ∞

0

dxJ0 (zx) =
1

z
✭❇✳✷✻✮

❛♥❞

∫ ∞

0

dx cos x · J0 (zx) =



























1√
z2−1

, 1 < z

∞, z = 1

0, 0 < z < 1

✭❇✳✷✼✮

❚❤❡♥✱ ❢♦r z > 1✱

Fc

(

z =
a

v∆
, 0
)

=
λ2 (v/ω0)

3

2πv3∆

(

1

z
+

1√
z2 − 1

)



✽✾

Fc

(

z =
a

v∆
, 1
)

=
λ2 (v/ω0)

3

2πv3∆

∫ v∆Λ

0

dx · cos x (1− cos x) J0

( xa

v∆

)

=
λ2

2πω3
0∆

∫ v∆Λ

0

dx
[

cosx · J0
( xa

v∆

)

− cos2 x · J0
( xa

v∆

)]

✭❇✳✷✽✮

◆♦✇ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ❇✳✷✼✱ ❛♥❞✿

∫ ∞

0

dx cos2 x · J0 (xz) =











1
2z

+ 1
2
√
z2−4

, 2 < z

1
2z
, 0 < z < 2

✭❇✳✷✾✮

◆♦✇ ❢♦r z > 2✿

Fc

(

z =
a

v∆
, 1
)

=
λ2

2πv3∆

(

1√
z2 − 1

− 1

2z
− 1

2
√
z2 − 4

)

✭❇✳✸✵✮

Φ1

(

z =
a

v∆

)

=
λ2

2πv3∆

∫ v∆Λ

0

dx · (x− sin x) J0

( xa

v∆

)

=
λ2

2πv3∆

∫ v∆Λ

0

dx ·
[

xJ0

( xa

v∆

)

− sin x · J0
( xa

v∆

)]

✭❇✳✸✶✮

◆♦✇ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡✿

∫ v∆Λ

0

dx · xJ0 (zx) = xJ1 (x)|v∆Λ
0 ≈ v∆Λ

√

2

πv∆Λ

=

√

2

π
v∆Λ ✭❇✳✸✷✮

❛♥❞

∫ ∞

0

dx sin xJ0 (zx) =











0, 1 < z

1√
1−z2

, 0 < z < 1

✭❇✳✸✸✮

❋♦r z > 1✿

Φ1

(

z =
a

v∆

)

≈ λ2 (v/ω0)
3

2πv3∆

√

2

π
v∆Λ ≈ λ2 (v/ω0)

3

√
2π3v5∆

Λ1/2 ✭❇✳✸✹✮



✾✵

P✉tt✐♥❣ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r✿

Fc (z, 0)

Fc (0, 0)
∼ Fc (z, 1)

Fc (0, 0)
∼ Fc (z, 0)

Fc (0, 1)
∼ Fc (z, 1)

Fc (0, 1)
∼ 1

Λ
✭❇✳✸✺✮

❛♥❞

Φ1 (z)

Fc (0, 0)
∼ Φ1 (z)

Fc (0, 1)
∼ 1

Λ1/2
. ✭❇✳✸✻✮
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