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Resumo

Neste trabalho investigamos o modelo de gas de rede de Doniach em redes
bipartidas, considerando a divisdo do sistema em duas sub-redes interpenetrantes, atra-
vés da aproximagdo de campo médio. O gas de rede de Doniach consiste num modelo
estatistico mapeavel num modelo de Ising de spin-1 com estados de sitio inico altamente
degenerados e a inclusao de interagoes dipolo-quadrupolo, além das interagdes usuais
dipolo-dipolo, de campo cristalino e de efeito Zeeman, utilizando a nomenclatura do mo-
delo analogo magnético. A sua formulagao foi motivada visando o estudo de transigoes
de fase em estruturas supramoleculares de fosfolipidios zwitterionicos, em particular, para
permitir a introdugao de flutuagdes de densidade no sistema, nao incorporada, até entao,
em propostas anteriores. Esta analise do modelo em redes bipartidas permitiu a investi-
gacao de fases alternadas, que passaram despercebidas na primeira analise do modelo na
aproximacao de campo médio, justamente por ter-se considerado apenas a presenca de
fases uniformes, isto é, sem a divisdo do sistema em duas sub-redes distintas. No entanto,
tais fases alternadas foram observadas para este modelo na aproximacao de pares em re-
des bipartidas. Para complementar nossa analise, foi realizado um estudo comparativo
entre resultados experimentais para o fosfolipidio zwitterionico dimiristoilfosfatidilcolina

(DMPC) e os obtidos teoricamente pelo modelo na aproximacao de campo médio.

Palavras-chave: Fisica estatistica, transigoes de fase, fenémenos criticos (Fi-

sica).



Abstract

In this work, we investigate the Doniach lattice gas (DLG) model, consider-
ing the division of the system into two interpenetrating sublattices, under the framework
of the mean-field approximation. The Doniach lattice gas consists of a statistic model
mappable on a spin-1 Ising model with highly degenerate single-site states and the inclu-
sion of dipole-quadrupole interactions, besides the usual dipole-dipole, crystal-field and
Zeeman-effect interactions, using the nomenclature of the analogous magnetic model. Its
formulation was motivated aiming at the study of phase transitions in supramolecular
structures of zwitterionic phospholipids, in particular, to allow the introduction of den-
sity fluctuations in the system, not considered so far in previous proposals. This analysis
of the model on bipartite lattices allowed the investigation of staggered phases, which
were overlooked in the first analysis of the model in the mean-field approach, precisely
because it was only assumed the presence of uniform phases, i.e., without spliting the
system into two distinct sublattices. However, such staggered phases were observed for
this model in the pair approximation on bipartite lattices. To complement our analysis, a
comparative study was carried out between experimental results for the zwitterionic phos-
pholipid dimiristoylphosphatidylcholine (DMPC) and those theoretically obtained by the

model in the mean-field approach.

Keywords: Statistical physics, phase transitions, critical phenomena (Physics).
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Introducao

1.1 Membranas celulares e moléculas anfifilicas

Quando estudamos substancias, uma das principais classificagoes que podemos
fazer é quanto a sua solubilidade em agua, considerada como solvente universal. Em uma
descricao bem simplificada, quando tentamos dissolver uma substéncia (soluto) na dgua
liquida (solvente) e o soluto nao se ioniza, temos uma competigao de interagoes atrativas
entre as proprias moléculas de dgua e entre as moléculas de dgua com as moléculas do
soluto, dita interacao dipolar.

Chamamos uma substancia de hidrofilica quando esta apresenta uma grande
afinidade com a agua. Isso ocorre quando a substancia é fortemente polar e as moléculas
de agua tendem a se rearranjar ao redor desta, minimizando assim a competicao entre as
interagoes dipolares e as ligagoes de hidrogénio entre as moléculas de agua. Em contra-
partida, substancias ditas hidrofébicas, que nao apresentam afinidade com a agua, como
por exemplo Oleos e parafinas, sao substancias nao suficientemente polares, de forma que
a interagao entre as moléculas de agua seja forte o bastante para expulsar a substancia e
separd-la em uma fase distinta [1, 2].

As moléculas ditas anfifilicas apresentam ambas caracteristicas descritas acima
na mesma molécula. Essas moléculas sao compostas, em geral, por um grupo funcional
polar, como uma carboxila, junto a uma cadeia hidrocarbonica apolar. A competigao entre
as duas partes, hidrofilica e hidrofébica, pode gerar alguns comportamentos coletivos
quando estas estao inseridas em algum solvente, permitindo a formacgao de estruturas
supramoleculares com diferentes graus de simetria, podendo ser estaveis ou metaestaveis.
Elas podem se formar no interior do meio solvente inserido ou em sua interface com algum

outro meio, como é o caso de filmes finos formados na interface dgua-ar.
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As diferentes estruturas, esbogadas na Figura 1.1, se formam dependendo da
caracteristica das moléculas, como por exemplo o tamanho das partes hidrofilicas e hi-
drofobicas e a proporcao entre elas, como também dependem de como estas moléculas
interagem com o solvente ou com outros tipos de moléculas que podem estar presen-
tes. Entre outros fatores temos a influéncia da concentragao de lipidios, do pH (acidez),
e da possibilidade das cabecas polares sofrerem dissociacao idnica, implicando também

dependéncia da forga i6nica [3-5].

=% membrana planar
b4 (bicamada, lamela)

b . 2
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:@ 5 pum - 100 wm
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estruturas micelares vesicula esférica unilamelar

Figura 1.1: Representacao esquematica de algumas estruturas supramoleculares formadas
por moléculas anfifilicas em solu¢ao aquosa.

Um exemplo notério de estrutura supramolecular sao as membranas celulares,
definidas em uma primeira aproximacao como uma estrutura auto-organizada de bicama-
das semifluidas formadas por moléculas anfifilicas quando imersas num meio aquoso. A
representagao genérica de uma membrana celular define o “modelo do mosaico fluido” [6],
esbocado na Figura 1.2. Neste modelo temos uma bicamada composta por diferentes mo-
léculas anfifilicas na qual diversos tipos de proteinas sao inseridas. A funcao das proteinas
¢ realizar o transporte ativo de substancias entre os meios externo e interno da célula.

Em membranas celulares animais as moléculas anfifilicas que fazem parte da
sua composi¢gdo em maior abundancia sao os fosfolipidios” (FLs) e em membranas celu-

lares vegetais os galactolipidios, que se comportam de maneira analoga aos fosfolipidios'.

*Vale ressaltar que além dos fosfolipidios encontramos também glicolipidios e colesterol fazendo parte
da composicao de membranas celulares animais.
"Neste trabalho o foco serdo os fosfolipidios.
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Os fosfolipidios (Figura 1.3) sdo moléculas compostas por uma cabega polar (hidrofilica)
e uma cauda apolar (hidrofébica) formada por duas cadeias hidrocarbonicas com compri-

mento geralmente entre 16 e 24 carbonos.

Extracellular Fluid Carbohydrat

Protein channel
(transport protein)

Globular protein Glycoprotein

Hydrophilic heads

\\mmf MY {) \ " ) Phospholipid bilayer
(el iy

/ Phospholipid
molecule

(Globular protein) Surface protein

. . ’ Filaments of Alpha-Helix protei -
Peripherial protei eytoskeleton (Integral protein) Hydrophobic tails
Cytoplasm

Figura 1.2: Representacao da seccao transversal esquematica de uma membrana celular
biolégica segundo o modelo de mosaico fluido com os seus componentes.

Hydrophilic head

Hydrophobic tail

Figura 1.3: Representagao esquemaética de um fosfolipidio com a identificacao de suas
duas partes principais, a cabega polar (hidrofilica) e as caudas hidrocarbénicas apolares

(hidrofébicas).

Em um sistema como das membranas biolégicas, as caudas, que possuem uma
baixa polaridade, possuem uma interacao entre elas mais forte que a sua interagao com as
moléculas de agua, fazendo assim com que a interacao cauda-agua seja repulsiva. Desta
maneira, as caudas tendem a se organizar voltadas umas as outras, interagindo somente
entre si e preenchendo a parte interior da membrana. Em contraponto, as cabecas polares
sofrem uma interacao atrativa com a agua, de forma a se organizarem nas interfaces
extracelular e intracelular da bicamada, exteriormente a membrana. A pequena regiao
formada pelas caudas, que é da ordem de nanoémetros, é suficiente para impedir a passagem

livre de substancias. Dentre os fosfolipidios que aparecem na composicao da membrana
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celular animal, em maior quantidade temos as fosfatidilcolinas, que possuem duas cadeias

hidrocarboénicas ligadas a uma cabega polar do tipo colina.

1.2 Monocamadas de Langmuir e transicoes de fases

Os estudos sobre monocamadas ¢ bastante antigo. Os primeiros relatos da
formacao de finas peliculas formadas por 6leos em 4dgua parada remontam a 2000 a.C.,
na antiga Babilonia [7-9]. Entretanto, no final do século XIX, a cientista italo-germéanica
autodidata Agnes Pockels observou em sua cozinha que podia controlar o tamanho de uma
mancha de 6leo, formada em uma pia cheia de agua, com a utilizacdo de um bastao. O seu
mecanismo de medir a forca lateral com que a mancha empurrava o bastao é o precursor
das balancas de tensao superficial. Durante dez anos ela realizou experimentos medindo e
catalogando a resposta de diferentes 6leos, notando que uma pequena quantidade de 6leo,
quando comprimida, sofria variacao abrupta de compressibilidade, indicando a ocorréncia
de transicoes internas de estado no filme de 6leo. Naquela época, por ser mulher e dona de
casa, e ainda nao possuir credenciais cientificas, ela ndo pode publicar suas descobertas.
Entretanto, ela soube que Lord Rayleigh estava realizando experiéncias semelhantes a sua,
e assim, escreveu-lhe uma carta informando suas descobertas. Através de Lord Rayleigh
e apesar de todas as implicacoes sociais, Pockels teve sua carta publicada na prestigiada
Nature [10].

Lord Rayleigh repetiu os experimentos relatados por Pockels e notou que a
razao para ocorrer mudangas abruptas na compressibilidade era que o filme de 6leo se
organizava em uma camada compacta monomolecular na superficie da dgua. No inicio do
século XX, o cientista Irvin Langmuir, inspirado por esses trabalhos anteriores, apresentou
uma descricdo avancada sobre os fenémenos de absorcao e sua relacdo com a tensao
superficial dos liquidos [11]. Katharine Burr Blodgett, primeira mulher a concluir em 1926
o doutorado [12] na universidade de Cambridge, Massachusetts, trabalhou com Langmuir
e deu continuidade aos estudos de monocamadas, melhorando equipamentos e realizando
as primeiras decomposicoes sucessivas de monocamadas sobre vidro, técnica esta que
permitiu a fabricagdo dos primeiros vidros antirreflexo.

As monocamadas de Langmuir sao filmes monomoleculares formados nas su-
perficies de liquidos. Elas sdo mais comumente formadas na interface dgua-ar por mo-

léculas anfifilicas, que se auto-organizam de forma que as cabegas polares (hidrofilicas)
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interagem com o meio aquoso, enquanto as caudas hidrofébicas ficam voltadas para a
interface com o ar [13]. Em 1925 foram apresentados na literatura os primeiros indicios
de que as células biolégicas eram delimitadas por uma bicamada fosfolipidica [14]. Neste
trabalho foi realizada a extracdo das fragoes lipidicas de glébulos vermelhos, tanto de
sangue humano quanto de diferentes animais, e espalhadas na forma de uma monoca-
mada de Langmuir. Em praticamente todas as amostras, a area da monocamada formada
apresentava o dobro da area total estimada para as células.

Quando comprimimos isotermicamente monocamadas de Langmuir, conforme
mostra a parte superior da Figura 1.4, observamos que, para uma pressao superficial (de
coexisténcia) especifica dependente da temperatura e da substancia anfifilica em andlise,
podem haver variagoes bruscas de area por molécula na monocamada, associadas a tran-
si¢oes de fase [13, 15]. A parte inferior da Figura 1.4 apresenta as transigdes propostas
teoricamente e mais frequentemente observadas experimentalmente, através de uma curva
isoterma tipica (abaixo da temperatura critica). Em geral, sdo observadas duas transigoes,
comumente chamadas gés-liquido expandido (G-LE) e liquido expandido-liquido conden-
sado (LE-LC), em analogia com as transigoes gas-liquido em fluidos simples tridimensio-
nais. Quando comprimido ainda mais o filme, propoe-se a existéncia de uma transicao de
fase de segunda ordem, liquido condensado-sélido (LLC-S), que nao sera considerada neste
projeto. A pressoes superficiais altas o suficiente, é provocada a expansao para a terceira
dimensao e, eventualmente, a ruptura da monocamada, que nao esta incluida na Figura
1.4.

Apébs anos de controvérsia a respeito da natureza das transi¢oes G-LE e, prin-
cipalmente, LE-LC [16-19], reconhece-se atualmente que elas seriam de fato descontinuas,
ou seja, de primeira ordem [13, 15]. A discussao acerca da ordem da transicao se d& devido
a dificuldade experimental e de sua repetibilidade e reprodutibilidade. A maior parte dos
resultados experimentais presentes na literatura [20], como mostra a Figura 1.5, apresen-
tam na regido de coexisténcia LE-LC a auséncia de platos perfeitamente horizontais, que

seriam caracteristicos de transi¢oes de primeira ordem.
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Figura 1.4: Na parte superior, temos uma representacao esquematica de uma monoca-
mada de Langmuir na interface ar-agua sendo comprimida por uma barreira mével. Na
parte inferior, temos propostas qualitativas de uma isoterma tipica de pressao superficial
IT X a (4rea por molécula) para uma monocamada anfifilica abaixo de sua temperatura
critica. Para areas por molécula menores, observam-se as fases tilted condensed e untilted
condensed, também denominadas, respectivamente, de fase liquida condensada (LC) e
solida (S). Para areas por molécula maiores, observamos as fases liquida expandida (LE)
¢ gasosa (G). Imagem extraida da Ref. [13].

Durante o periodo de debate sobre a ordem das transi¢ées, com o auge das
discussoes entre as décadas de 80 e 90, diferentes propostas envolvendo modelos de spin-1
apareceram na literatura [21-26], na tentativa de explicar as isotermas experimentais que
nao possuiam caracteristicas de primeira ordem. Nesses modelos as transi¢oes de fases sao
previstas como sendo de segunda ordem (Figura 1.6), e muitos deles tratam as transigoes
como um problema de ordem global do sistema e nao relacionadas com a mudanca de
conformacao das caudas hidrocarbonicas.

A partir da segunda metade dos anos 80 e até recentemente, experimentos rea-
lizados com maior cautela passaram a evidenciar que as transi¢oes de fase de fato seriam de
primeira ordem (Figura 1.7). As divergéncias dos resultados poderiam ser atribuidas aos

métodos experimentais utilizados. A auséncia de caracteristicas de transi¢oes de primeira
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Figura 1.5: Isotermas experimentais de pressao lateral x area por molécula para mo-
nocamadas de Langmuir formadas por DMPC (dimiristoilfosfatidilcolina). As isotermas
compreendem um intervalo de 12°C a 20°C, associadas respectivamente as curvas que
passam pelos pontos (a) e (c¢). As isotermas intermediarias foram obtidas em intervalos
regulares de 1°C. A regiao de coexisténcia termina em um ponto critico (ponto c), asso-
ciado a temperatura critica T.. Em cada regiao do diagrama de coexisténcia apresenta-se

uma representagao esquemadtica do estado dos FLs na interface. Imagem extraida da
Ref. [20].

ordem seriam devido a presenca de impurezas no sistema, as condicoes de estabilidade
do filme, e principalmente a velocidade de compressao da monocamada, onde resultados
mais precisos seriam obtidos com compressoes mais lentas [L6-18, 30]. Eventualmente, a
medida que esses experimentos foram aparecendo na literatura, evidenciando as transi-
¢oes de fases como sendo de primeira ordem, as propostas de modelamento apresentadas
anteriormente, visando sua aplicacao a fosfolipidios, foram abandonadas.

Quando tratamos de sistemas de bicamadas imersos em solucao aquosa, dife-
rentemente das monocamadas, nao possuimos o grau de liberdade de pressao lateral, uma
vez que estas encontram-se completamente imersas na subfase aquosa e nao na interface
agua-ar. As transigoes de fase em bicamadas ocorrem a uma temperatura fixa para cada

tipo especifico de fosfolipidio. Quando aquecemos o sistema partindo de temperaturas
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Figura 1.6: A Figura a esquerda, extraida da Ref. [21], mostra isotermas II X a, sendo II
a pressao superficial e a a area por molécula, obtidos utilizando a aproximagao de Bragg-
Williams, sendo a temperatura das curvas 7' = 280K (a), 300K (b), 320K (c), 340K (d).
A Figura a direita, extraida da Ref. [25], mostra isotermas de II x o, sendo I a pressao
superficial e o a area por molécula. Nela temos a comparagao do resultado tedrico obtido
pelo método variacional de cluster (linha tracejada) com trés resultados experimentais
medidos para T" = 293,15K: triangulos [27], simbolo de adicao [28], linha continua [29].

suficientemente baixas, tem-se em geral a passagem de um estado semelhante ao sélido,
denominado sub-gel (L.), para um estado gel (L}), esta transicio pode ser denominada
de subtransicao. Desse estado gel, aumentando a temperatura, temos a transicao de fase,
chamada de pré-transicao, para um estado intermediario denominado ripple (P'B), com
regioes alternadas de alta curvatura/caudas desordenadas e baixa curvatura/caudas or-
denadas. Por fim, o sistema sofre uma transicao de fase, chamada de transicao principal,
quando este passa do estado ripple para o estado fluido bidimensional (L,). E valido
ressaltar que a auséncia de algumas transicoes e a ocorréncia de diferentes fases estaveis
e metaestaveis sao caracteristicas de cada fosfolipidio em questao [31-33].

Uma das maneiras de estudar qualitativamente as transicoes de fases em bica-
madas é por meio de analogias feitas com os arranjos de monocamadas. Dessa forma, é
possivel associar uma pressao lateral equivalente entre as bicamadas e as monocamadas,
tratando a bicamada como um estado de pressao lateral especifico da monocamada de

uma mesma substancia [34]. Com essa equivaléncia pode-se relacionar a transicao de fase
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Figura 1.7: A Figura (a), extraida da Ref. [17], mostra as isotermas de pressao superficial
por area por molécula de fosfolipidios da familia DPPC em diferentes temperaturas. Os
dados foram obtidos utilizando o método de compressao lenta e continua. A Figura (b),
adaptada da Ref. [18], mostra a isoterma de pressao superficial por area por molécula
da monocamada de DPPC em T = 25°C. A curva foi obtida pela compressao constante
da barreira com uma velocidade de 10 cm?/min. As diferentes fases sio denotadas por
LE (liquido-expandida), LC (liquido-condensada), e a regiao de coexisténcia das duas
fases por LE/LC. Os circulos (0) correspondem a um tnico dado obtido nas condigoes
de equilibrio. Ampliacao: Imagens de texturas na regiao de coexisténcia da monocamada
em 25°C.

LC-LE em monocamadas de Langmuir com a transi¢cao principal em bicamadas, onde
as cadeias hidrocarbdnicas passam de uma configuracao compacta ordenada (all-trans)
a uma configuracao desordenada altamente degenerada com maior entropia e maior area
ocupada por fosfolipidio. A representacao desses dois estados em bicamadas chamados
gel e fluido, respectivamente associados aos estados LC e LE em monocamadas, sao re-

presentados na Figura 1.8.
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Figura 1.8: Resultados de simulacao de dindmica molecular de uma bicamada formada
por 1l-palmitoil-2-oleoil-sn-glicero-3-fosfatidilcolina (POPC), composto por uma cabega
do tipo PC e duas caudas distintas, sendo uma palmitica, saturada, composta por 16
carbonos e outra oléica, com 18 carbonos e uma insaturagao (ligacao dupla) entre o nono
e 0 décimo carbonos. A esquerda temos a bicamada no estado gel e a direita no estado
fluido. Note que a espessura da bicamada é maior no estado gel. Imagem extraida da

Ref. [35].
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Modelo teodrico

Desde que as transicoes de fases de primeira ordem em monocamadas de fosfo-
lipidios vém sendo confirmadas por diversos experimentos na literatura, novas tentativas
de modelar este problema foram apresentadas. Dentre as variadas propostas tedricas para
a modelagem de transigoes de fase em fosfolipidios zwitterionicos [36, 37], isto é, sem carga
liquida na cabega polar hidrofilica, encontra-se o trabalho pioneiro na area publicado em
1973 por Nagle [38]. Motivado por sistemas simples de bicamadas fosfolipidicas, onde
considerava somente as interagoes presentes nas caudas hidrocarbdnicas, Nagle apresen-
tou uma descricao em detalhe sobre a entropia destas, atribuindo a transicao principal
nas bicamadas ao aumento desta entropia. A proposta de Nagle reduziu o problema es-
tatistico a um modelo de dimeros que pode ser resolvido de forma exata para o caso de

caudas de comprimento infinito.

2.1 Modelo de Doniach

Posteriormente, tivemos a proposta feita por Doniach [39], cujo problema é
abordado como um modelo de ligas binarias, onde a entropia das caudas do estado de-
sordenado é tratada através de um parametro de degenerescéncia w fixo. O modelo de
Doniach consiste entdo em um modelo de rede bidimensional com dois estados e interagoes
entre primeiros vizinhos (Figura 2.1). Os estados considerados sdo: o estado ordenado
com configuracao estendida (all-trans) e lateralmente compacta e o estado desordenado,
onde as ligagoes de carbono nas caudas podem apresentar diferentes formas, sendo essas
possiveis diferentes rotagoes consideradas no modelo através do fator de degenerescéncia
w, que representa, assim, uma média sobre toda a densidade de estados excitados.

Pelo formalismo de ligas binarias com interagoes entre primeiros vizinhos, o

hamiltoniano do sistema pode ser escrito em termos das varidveis de ocupacao n; = 1 para
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Figura 2.1: Representagao esquematica dos estados considerados no modelo de Doniach:
(a) FL no estado ordenado; (b) conjunto de estados desordenados com degenerescéncia
w. Energias de interagao possiveis: (c) energia de interagao €,, entre dois vizinhos em
estados ordenados; (d) energia de interacao €,q entre dois vizinhos, um em estado ordenado
e outro em estado desordenado; (e) energia de interagao eqq entre dois vizinhos em estados
desordenados. Figura extraida da Ref. [40].

o estado ordenado e 7; = 0 para o estado desordenado, onde 7 indica o sitio da rede,

—H = Z €0 + 6d(l - 771 + Z {60077177] + Gdd(l - 77z)<1 - 77])"_
(4,9)

+ €oa [mi(1 = 1) +m;(1 = m:)] |- (2.1)

O primeiro somatoério é realizado sobre o nimero total de sitios Ny = N, + Ngq, que neste
caso coincide com o nimero total de lipidios, e o segundo somatoério ¢é realizado sobre
todos os pares distintos de primeiros vizinhos. A quantidade de cada tipo de lipidio, com

caudas ordenadas ou desordenadas, pode ser expressa respectivamente por

No=Ym  Na=Y(-n) 22)

i

Realizando a transformagao para a variavel de spin

o = %(1 s, (2.3)
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no hamiltoniano (2.1), podemos reescrevé-lo, a menos de uma constante, como

— =T sis;+ H Zsl, s; = *+1, (2.4)
(4,5)

com 0s parametros

1 1
J = Z(edd - 26od + E00)7 Hl - 1(260 o 26d + €ad — EOO)' (25)

A fungao de partigao pode ser escrita no ensemble candonico
Z(T, Ay, Ny) = Trwie 77 = exp [=BF(T, Ay, Ny)], (2.6)

onde 8 = 1/kgT, kp é a constante de Boltzmann, e F(T, Ay, N;) é a energia livre de
Helmholtz. A area total do sistema é dada por A; = a,N, + aqNgq, onde é associado
de forma arbitraria uma area minima a, ocupada por cada lipidio no estado ordenado e
uma area fixa aq para o estado desordenado. No ensemble candnico, o trago da funcao de
particao deve ser realizado com o vinculo de A; constante, o que torna o calculo nao-trivial,
uma vez que A; possui uma ligagao direta com a quantidade Ny de lipidios desordenados
da rede. Assim, é mais conveniente utilizar o ensemble das pressoes, onde o vinculo passa
a ser de pressao lateral constante. Entao, sendo o nimero de sitios no estado desordenado

expresso em termos da variavel de spin,

Na= 2> (1—s), (2.7)

podemos incorporar o fator w dentro do hamiltoniano (2.4), de forma que este se acopla ao

termo linear nos {s;}, obtendo assim um campo efetivo H” dependente da temperatura,

=J> sis;+ H'(T ZSZ—JZSSJ (H'—lnw)Zsl (2.8)

(4,9) (4,9)

Para trabalhar no ensemble das pressoes, realizamos a transformada de Legendre da

energia livre de Helmholtz para a energia livre de Gibbs,

G(T, H, Nt> - F[T, At(T, H, Nt)7 Nt] —+ HAt(T, H, Nt) (29)
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Assim, a func¢ao de particao no ensemble de Gibbs é dada por
Y (T,11, Ny) = exp[—BG(T, 11, Ny)| = Trexp {—5 [ (s;) + [1A]} . (2.10)
Substituindo a expressao da area total em termos da variavel de spin,

Qo a
Ay = aoN,y + agNg = 52(1+5i)+§2(1—si), (2.11)

i %

e ignorando o termo constante, chegamos a um hamiltoniano efetivo do tipo Ising com

um campo efetivo H (I, T') dependente da pressao lateral e da temperatura,

- 1 II
_%”’:JZsisj—i-H(H,T)ZSi:JZSiSj—F H/—%hlw‘f‘g(ao_ad) Zsi'
(i) i (i:4) '

(2.12)

§ melted phase , /

(mainly ) / /
H(mT) /

/
»
/ ,-{ sz
Ts{ 7/ /’
’ solid phase
/ / (mainly a)

Figura 2.2: Diagrama de fases de campo efetivo H por temperatura 7' do modelo de
Doniach mapeado no modelo de Ising ferromagnético bidimensional de spin 1/2. As
quantidades I1; e II, estao associadas as linhas isobaricas, que cruzam a linha de transicao
de primeira ordem nas temperaturas T e Ty, respectivamente. A temperatura critica
T™ indica o final da linha de transicao de fase de primeira ordem e estd associada a uma
pressao critica II* (nao indicada). Figura extraida da Ref. [39].

O diagrama de fases para este modelo (Figura 2.2) é idéntico ao do modelo
de Ising ferromagnético bidimensional de spin 1/2, exibindo uma transi¢do de primeira
ordem entre as fases de lipidios com caudas ordenadas e caudas desordenadas ao cruzar a

linha de campo nulo H = 0. Assim, para uma dada pressio II;, temos uma temperatura
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Ty = Tj associada a campo efetivo nulo }NI(Hl,Tl = Tr1) = 0, que pode ser obtida a
partir da solucdo exata de Onsager do modelo de Ising bidimensional [41-45].

Apesar do modelo de Doniach apresentar um comportamento semelhante ao de
monocamadas que queremos descrever, este ainda possui varias limitagoes. O modelo nao
descreve de forma independente as flutuacgdes nos parametros de ordem, uma vez que estes
dependem diretamente da variagao da area total e, consequentemente, das areas a, € aq
atribuidas arbitrariamente para cada configuragao lipidica. Mesmo que a area por lipidio
no estado ordenado seja quase constante experimentalmente, a area média por lipidio
no estado desordenado tende a variar bastante com a temperatura. Ainda, o modelo
nao permite a descricdo da transicao G-LE. Para suprir estas limitagoes foi introduzido
na literatura o modelo de gés de rede de Doniach (DLG) [40], que sera apresentado na

proxima segao.

2.2 Modelo de gas de rede de Doniach (DLG)

O modelo de gas de rede de Doniach (ou Doniach Lattice Gas: DLG), re-
centemente introduzido na literatura [40], representa uma generalizagdo do modelo de
Doniach [39] de dois estados de spin s; = £1. Nesta generalizacao se introduz mais um
estado no modelo, ou seja, além do estado +1, representando o estado ordenado (com as
caudas hidrocarbénicas dos lipidios estendidas), e do estado —1, representando o estado
desordenado (com as caudas hidrocarbénicas dos lipidios apresentando torcoes), temos
um estado de spin adicional 0 que representa a introducao de sitios vacantes/vazios, ou
melhor dizendo, de acordo com a nossa motivacao, ocupado por uma molécula de dgua
ao invés de uma molécula lipidica.

Tanto no modelo de Doniach quanto no modelo DLG, o estado ordenado é
descrito por um singleto que representa um estado tnico das caudas hidrocarbonicas
em uma configur¢do estendida (all-trans), e o estado desordenado é descrito por um
multipleto de degenerescéncia w > 1, que representa uma média sobre toda a densidade
de estados excitados, ou seja, sobre todas as possiveis configuragoes (tor¢oes) que as

cadeias hidrocarbonicas podem assumir, conforme esbocado na Figura 2.3.
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1 248488490 7

Figura 2.3: Representacao dos estados que a molécula lipidica pode assumir: (a) estado
ordenado (all trans) de cauda estendida; (b) conjunto de lipidios no estado desordenado
com degenerescéncia w > 1. Figura extraida da Ref. [10].

Uma das principais diferengas entre o modelo de Doniach e o modelo DLG
estd em como a area total da rede ¢ tratada. No modelo de Doniach a area total da rede
varia de acordo com a quantidade de lipidios ordenados e desordenados, uma vez que a
estes sao atribuidas de forma arbitraria areas de ocupagao distintas e independentes. O
modelo DLG, em contrapartida, mantém a area total da rede fixa, com os sitios possuindo
uma mesma area fixa ag determinada por um parametro de rede. Desta forma, o modelo
DLG introduz flutuagoes de densidade no sistema que nao estao presentes no modelo de
Doniach, sendo esta densidade controlada pela quantidade de sitios vacantes presentes
em toda rede, ou também dizendo, pela quantidade de sitios ocupados por lipidios. A
comparagao entre os dois modelos ¢ apresentada na Figura 2.4.

O hamiltoniano de ocupacao para o modelo DLG ¢ dado por [1]:

26y 2 2€o
= T {E 0= A0+ (= 8]+ T A = 6+ 2,01 = 5)] + 222 (A + Ag6)}
(i7j)
+ D {eww(T = A)(1 = Aj) + ewa [Ai(1 = A5)(1 = 6) + A;(1 = A)(1 = 5]}
(4,9)
+ Z {ewo )(5 + A ( Aj)éz)] + eddAiAj“- — (51)(1 — (S])}
(4,9)
+ Z {eooAiAj(si(sj + EodAiAj [(2(1 — (51) + (1 — 5])(51]} 3 (213)
(4.5)
onde temos agora duas varidveis de ocupacao, descrevendo a presenga (A; = 1) ou a

auséncia (A; = 0) de um fosfolipidio (FL) em um sitio 7, e se este esta no estado ordenado
(0; = 1) ou desordenado (§; = 0). Ainda €, sdo referentes as energias de sitio Gnico, €y
as energias de interagoes entre os primeiros vizinhos e z ¢ a coordenagao da rede, isto ¢,
o numero de sitios primeiros vizinhos.

Podemos trabalhar com apenas uma variavel de spin 1, ao invés de duas va-
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Figura 2.4: Para a coordenagao da rede z = 4 (rede quadrada), comparacao entre: (a) rede
do modelo de Doniach; (b) rede do modelo DLG. Circulos brancos representam sitios com
lipidios no estado ordenado, circulos hachurados representam sitios com lipidios no estado
desordenado e sitios vazios, na Figura (b), representam sitios ocupados por moléculas de
agua. Figura extraida da Ref. [40].

ridveis de ocupagao, realizando a seguinte transformacao no hamiltoniano:

1
A; = 2, 5 = 5(1 + 54), (2.14)

1

sendo agora s; = —1,0,1. Realizando a substituigdo na expressao (2.13), obtemos o
hamiltoniano do tipo BEG [46] estendido com um pardmetro de interagao de dipolo-
quadrupolo [47-51] L da forma s7s; + s7s;:

L

- = Ey+ JZS»L‘S]‘ +KZS?S? + 5 ZSiSj(SZ’""Sj) — DZS? —l—HZsi, (2.15)
(4.) (4.) (4,9) { i
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onde os parametros do hamiltoniano sao dados por

Ey = N, (;eww + ew) , (2.16)
J = le(Edd + €00 — 2€04), (2.17)
K = éll[edd + €00 T 2€0a — 4(€wa + €wo — Eww)], (2.18)
L= ;(Eoo — €d4d + 2€wa — 2€40), (2.19)
D = ;[QEW — €4 — €0 + 2(26ww — €Ewd — €wo)]s (2.20)
H= ;[60 — ea+ 2(ews — ewa)]. (2.21)

O efeito dos pardmetros do hamiltoniano do modelo BEG [46] estendido podem
ser compreendidos individualmente da seguinte maneira: o parametro de acoplamento
bilinear J > 0, associado as interagoes de dipolo-dipolo, favorece que os sitios sejam
ocupados, a baixas temperaturas, com pares de spins vizinhos alinhados com a mesma
configuragao, ou seja, que os spins sejam todos s; = +1 ou s; = —1; o termo biquadratico
K > 0, associado as interacoes de quadrupolo-quadrupolo, favorece que os sitios estejam
ocupados por spins nao-nulos, independendo das suas configuragoes s; = +1 ou s; = —1;
o termo ciibico L > 0, associado as interacoes de dipolo-quadrupolo, favorece o estado em
que os spins sao s; = +1. O pardmetro D é um campo cristalino e H o campo externo
acoplado (efeito Zeeman).

Como dito anteriormente, a area total do modelo é fixa e dada por Ay = aglV,
sendo N = Ny, + N,, o nimero total de sitios da rede, com N, sendo o ntmero de
sitios vacantes e Ny, = N, + Ngq o numero total de lipidios, dado pela soma dos ntimeros
de lipidios com caudas ordenadas (N,) e com caudas desordenadas (Ng). Uma vez que
o numero total de lipidios varia dentro da rede, é interessante utilizar o formalismo do

ensemble grande-candnico. A funcao de particdo grande-canonica é dada por:

E(T> At; Ha ip, :uw) =Tr de eXp [_B (% - ,ulileip - ,UWNW)] =Tr de exp (_64%2) )
(2.22)

onde w ¢ a degenerescéncia do estado desordenado e

H = I — pnipNiip — i Ny (2.23)
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Podemos expressar as quantidades Nq, Ny, € IV, da seguinte forma:

Nd: 5281-(81-—1), Nlip:ZSZZ> NW:Z<1_812) (224)

()

Substituindo as tltimas expressoes (2.24) e o hamiltoniano (2.15) na equacao (2.23),

obtemos o hamiltoniano efetivo no formalismo grande-candnico:
> L
—H = Ey+ J(Z)sisj + K(Z) 5755 + ) (Z)sisj(s,- + ;) + ,LLef'fZS? - HZsi, (2.25)
1,7 (2] 1,] [ 1

onde
2w

E(/) = Ny ( +ew + ,UW) ) Heff = Hlip — Hw — D. (226)

Vale ressaltar que o fator de degenerescéncia w™ presente na expressio da
funcao de particao grande-canonica pode também ser incorporado ao hamiltoniano, como
efetuado para o modelo de Doniach, de forma que, para altas temperaturas, este contribua
a uma maior desordem no sistema. Os parametros de ordem do sistema sao escritos em
termos dos momentos de dipolo e quadrupolo das varidveis de spin do sistema magnético
associado,

Y N T =T

% )

onde (---) representa a média no ensemble grande-candnico e ag a area associada ao
parametro de rede. Ainda, m representa a magnetizacao por sitio, associada a ordem
(m > 0) e a desordem (m < 0) das caudas hidrocarbénicas dos lipidios, e ¢ representa
a densidade superficial adimensional, relacionada com a area média de ocupacao a por
lipidio. Dessa forma, os pares (m, q) que representam as configuragoes saturadas tipicas
das fases liquido condensada (LC), liquido expandida (LE) e gas (G) sao, respectivamente,
(+1,1), (—=1,1) e (0,0). Obviamente efeitos do potencial quimico ou da agitagado térmica
podem alterar estes valores saturados dos pardmetros de ordem. Por exemplo, a fase LE
saturada (—1,1) descrita acima deve ocorrer somente no limite assintético y — oo, pois
tipicamente a fase LE é menos densa do que a fase LC, g < qLc, podendo estar associada
a densidades substancialmente menores do que o valor saturado ¢ = 1 — verificar, por
exemplo, o perfil da fase LE ao longo da linha de coexisténcia (transigdo de primeira

ordem) LE-LC na Figura 3.3.
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2.3 Modelo DLG na aproximacao de campo médio

Para o problema estatistico formulado até aqui, podemos encontrar uma solu-
¢ao aproximada utilizando a abordagem de campo médio. Nesta aproximacao, ao invés
de considerar um sistema de spins com interacoes entre seus z primeiros vizinhos, con-
sideramos um sistema em que todos os spins do sistema interagem entre si através de
acoplamentos renormalizados, de forma a desprezar as flutuacoes das fungoes de corre-
lagao (aproximagao de Bragg-Williams [52]), ou seja, considerando (s;s;) ~ (s;)(s;). Na
pratica, podemos efetuar as seguintes substituicoes nos termos do hamiltaniano efetivo

envolvendo interagoes de pares de primeiros vizinhos,

JZ:)SZSJ — ;]é > ((si)s; + si(s;) — (si) szz — im) (2.28)
KZ:)S — ;(]5 > ((sf}s?—i—sf(s?} (s > ) quz s;— = (2.29)

L Lz
5 > sisi(si+s) — N ((s&s? + si(s7) — <SZ><832>> =Lz)_ i(gs; +ms; —mq),
(i.7) ] i
(2.30)

onde utilizamos a invaridncia translacional dos pardmetros de ordem m = (s;), ¢ = (s7).

Dessa maneira, a versdo de campo médio do hamiltoniano efetivo (2.25) pode ser escrita

como’
58w = gy L[5 s ) = 05) 4 (605 51050 — (0(5)
+/ ((sz)sj2 + 5;(s5) — (s)(s?})] + ;[(h — %lnw) si + (,u + %lnw) sﬂ
_%N(jm2+]gq2—|—€mq +( 1lnw+jm+§€q)§:sz
+<u+11nw+kq+1€m)§:s , (2.31)

=1

onde definimos os acoplamentos adimensionais,

j=BJz, k= BKz, ¢=BLz, h = BH, 0= Buer.  (2.32)

tQutra forma de se obter o potencial grande-canénico por sitio ¥ e as equacdes de estado é através
do método de ponto de sela aplicado & versdo de longo alcance do modelo [1, 40, 53].



2. Modelo teérico 30

A fungao de particao grande-canonica para a versao de campo médio (7, A = Nag, h, u) =
Tr e PHem — oY — N ¢ potencial grande-canénico por sitio’ ¢ = ¥ /N sao dados

por

N
E(T, Nag, h, j1) = exp [—%N(ij + k¢ + fmq)} Tr ] exp (7781' + 93?)
=1

= exp [—%N(jmz +kg* + qu)} (1 + 2¢ cosh )™, (2.33)

p(h, p) = %(ij + k¢ + Imq) — ln(l + 2¢? cosh 77), (2.34)
n=h— 3w+ jm+ g, (2.35)
0=p+3inw+kg+ 30m. (2.36)

Por meio do potencial grande-canénico ¥ (h, ) podemos obter as equagbes de estado
que definem os parametros de ordem termodinamicos através de suas derivadas parciais

apropriadas,

81nE> _ <W> — 2¢” senh = (cothn +1e7f cschﬁ)i1
2 )
"

14 2ecoshy
(2.37)

JlnZ= oY 2¢? coshn _ -1
q(h,,u) = <812> = < > = — () = m = (1 + %e esechn) .
h h

(2.38)

Apébs algumas manipulagoes algébricas podemos expressar os campos termo-

dindmicos conjugados (h, ) em termos dos parametros de ordem termodindmicos (m, q):

h(m,q) = 1In (q il m) —jm—Yg+ilnw — & =we WMl (q—l—m) , (2.39)
qg—m

p(m,q) = sIn(g+m)+ iIn(¢—m) —In[2(1 — ¢)] — kg — 3¢m — ihw —

2 2
2u _ —2kq—tm g —m 94
e e <4w(1 — q)2> . (2.40)

Efetuando a transformada de Legendre inversa para eliminar os campos (h, 1) e obter a

$Utilizando a relacio de Euler, temos que o potencial grande-canénico por sitio 1) = ¥/N se relaciona
diretamente com a pressao lateral IT conjugada a area total A = Nag através de ¢ = —Ilay.



2. Modelo tedrico 31

energia livre de Helmholtz adimensional por sitio f(m,q), temos

f(m,q) = 3 BF = B [h(m, q), u(m, q)] + mh(m, q) + qp(m, q)
=1(im* + k¢® + tmg) + In (1 — q) + m l;ln (;“:Z) — jm — g + ;1114
+ q{; In(g +m) + 2 In(g — m) —In[2(1 — q)] — kg — 2¢m — lnw}
= —3(Jm* + k¢ + tmq) — 3(g —m) Inw + (1 — ¢) In(1 — q)

—{—%(q—{—m)ln [%(qjtm)} +%(q—m)ln [%(q—m)} . (2.41)

Podemos verificar que as condigoes de equilibrio (2.39) e (2.40) sao recuperadas de forma

consistente na representacao de Helmholtz,

h(m, q) = (gf;)q =

u(m, q) = (gé) = %ln(q +m) + %ln(q —m) —1In[2(1 — q)] — kq — %Km — %lnw.

N[

In (Ztg) —jm —3lq+ 3 Inw, (2.42)

(2.43)

Para as investigacoes posteriores que realizamos ao longo deste trabalho, ha-
verd a necessidade de sub-dividirmos o sistema em duas sub-redes interpenetrantes a e b,

de forma que o hamiltoniano efetivo (2.25) passa a ser escrito sob a forma

—H# =FE)+ T sis +KZS“2$b + = ZS (s + sb)
X)) (4,3

+M§HZS?2+ueﬂZsi FH, Y st HY s (2.44)

Na aproximacao de campo médio, consideramos que um spin de uma sub-rede interage
igualmente com todos os spins da outra sub-rede, ou seja, um spin localizado em um sitio
da sub-rede a interage com todos os spins da sub-rede b, e vice-versa. As flutua¢des nas

funcoes de correlagdo sao mantidas nulas em campo médio, de forma que o hamiltoniano
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efetivo do sistema nesta aproximacao possa ser escrito como

~BHom = —LN (jmamb + koo + 30maqy + %Embqa)
+ (%hd — ilnw + %jmb + ifqb) Zsf + (%hb — ilnw + %jma + iﬁqa) Zs?
i J
+ (%ya + ilnw + %k:qb + %Emb) Z 502 4 (%,ub + ilnw + %kqa + ifma) Z s?z.
( J
(2.45)

Tomando as duas sub-redes iguais, m, = m, = m e q, = q, = ¢, recuperamos a equagcao
(2.31) do hamiltoniano efetivo de um sistema formado por uma tunica rede. De forma
andloga a um sistema de uma tunica rede, podemos escrever a fungao de particao grande-

candnica Z(T, Nag, h, ) e o potencial grande-canénico por sitio Si(h, u), sendo h =

(ha, ho), b = (fta, ),

— N . !{ 14
E(T,Nag, h, ) = exp [—Q(Jmamb + kqaqy + =maqy + mbqa)]

2 2
x (1 + 2e% cosh na)% (1 + 2e cosh Ub)%7 (2.46)
Bib(h, ) = L(jmamy + kqaas) + 1€ (magy + Msga)
— %ln(l + 2¢% cosh 77a> - %ln(l + 2¢% cosh 771,), (2.47)

onde definimos

Na = ha — 3 Inw + jmy, + g,
00 = o + 3 Inw + kg, + 30my,

= hy — %lnw + Jmg + %Eqa,

~—~~ o~~~
NN
(S S
(== e
~—  — ~—

Oy = 1y + %lnw + kg, + %Kma.
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As equacgoes de estado podem ser obtidas por derivadas parciais apropriadas de [,
0By 2¢e% senhn, 3 ~1
o(h, 1) = (81)0 = —2 = (cothn, + le % cschn,)
mah, p) = {s:) <ah“>hbu 1 + 2e% coshn, (CO la+ 3¢ T OsC 77)
(2.52)

Ga(hy 1) = (s2)y = =2 (%w)h —

Olha
Py

ol ) = (i = =2 (ah> -

Ay

(B 1) = (), = —2 (W’)M _

2¢e% cosh 1,
1 + 2e% coshn,

_ (1 + L% sech na)_l , (2.53)

2¢% senh 1,

= (coth + Le7% csch >_1
1 + 2e% coshn, T2 )

(2.54)

2¢e% cosh 1,
1 + 2ef% cosh n,

= (1 + 1e7% sech nb)il . (2.55)

Para um dado conjunto fixo de pardmetros do hamiltoniano as equagoes aco-

pladas dos parametros de ordem podem apresentar mais de uma solugao numérica, das

quais as que sao termodinamicamente estaveis e satisfazem, portanto, a condi¢ao de equili-

brio termodindmico sdo aquelas que minimizam o potencial (2.47). Diferentes escolhas dos

conjuntos de parametros do hamiltoniano podem produzir diferentes diagramas de fase,

como abordaremos no préoximo capitulo através da solugao numérica destas equagoes.
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3

Analise e resultados

Neste capitulo vamos apresentar os resultados obtidos para diferentes conjun-
tos fixos de parametros do hamiltoniano, escolhidos para resolver as equacoes acopladas
apresentadas no capitulo anterior. Todos os procedimentos numéricos foram realizados

. TM
no software Mathematica™ ™.

Para discutir esses resultados numéricos de forma geral, isto é, independente-
mente da coordenacao da rede z, vamos redefinir o conjunto de parametros adimensionais
apresentado em (2.32) por outros parametros adimensionais obtidos como razoes em re-

lacao ao acoplamento bilinear .J,

L1
BJz  j

1
Il
)
Il

- -

<=
<
w | S

H _
Jz

SIS
Il

k
J

DN N

h
J

Assim, a partir das expressoes analiticas para os parametros de ordem e do potencial
termodindmico, podemos construir diagramas de fases t/z X ji/z para qualquer conjunto
de pardmetros (k, [, h, w) do modelo. Em alguns trabalhos [40, 54] foram apresentados
os varios tipos de diagramas de fases que os diferentes conjuntos de parametros podem
produzir. A sintese dos possiveis tipos foi apresentada na Figura 2 da Ref. [54]. Aqui
temos o objetivo de reobter esses casos na aproximagao de campo médio, que ja havia sido
abordada anteriormente [40], s6 que agora considerando a possibilidade de ocorréncia de
fases alternadas, mesmo a nivel de campo médio, além de utilizar para a degenerescéncia
w uma estimativa mais proxima a casos experimentais. Dessa forma, ao final, podemos
fazer um breve comparativo entre os resultados experimentais e tedricos do modelo.
Para previamente observar e entender o comportamento das linhas de tran-

sicoes de fases dos diagramas, estes foram tracados de forma preliminar a partir das
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iteragoes das equagoes (2.52)—(2.55) dos pardmetros de ordem m e ¢ e calculando o valor

do potencial termodindmico (2.47) de cada solugao.

3.1 Modelos de spin 1/2 assintéticos

Adicionalmente, para auxiliar a localizacdo das linhas de transicoes de fa-
ses, podemos contar com uma andlise assintética, conforme apresentada no Apéndice da
Ref. [40] e no Apéndice C da Ref. [54]. Reproduzimos esta andlise assintética no Apén-
dice A.

No caso do modelo DLG, devido ao estado desordenado altamente degenerado,
mesmo com todos os acoplamentos sendo positivos, temos a presenca da fase alternada
(Stg), diferentemente do modelo BEG original [46], cujo diagrama de fases sem o termo
cibico do tipo sw? apresenta fases alternadas somente na presenga de um acoplamento bi-
quadrético K negativo ou um campo magnético H nao nulo [55-62]. A possivel ocorréncia
de uma fase alternada esta relacionada com a dominancia do termo ciibico’, associado ao
parametro L > 0 no hamiltoniano do sistema, uma vez que, nesse caso, a fase alternada
apresenta um valor de menor energia quando comparado com as demais fases possiveis.
Mesmo nao fazendo parte deste estudo, alguns trabalhos apresentam uma possivel relagao
entre a fase alternada com a fase ripple que se manifesta em bicamadas fosfolipidicas [32,
33, 63, 64].

As equacoes assintOticas apresentadas permitem orientar a procura dos dife-
rentes tipos de diagramas de fases, analogamente aos obtidos na aproximacao de pares
na Figura 2 da Ref. [54], com os possiveis valores dos pardmetros em um diagrama kx(
tal como na Figura 7 da Ref. [54]. Aqui os resultados de campo médio andlogos séo

sumarizados na Figura A.1.

3.2 Transicoes de primeira ordem

Para se obter as linhas de transi¢oes de primeira ordem entre fases uniformes
precisamos resolver um conjunto de cinco equacoes, onde neste conjunto, quatro delas sao
as equagoes de estado (m, q) que devem ser resolvidas para dois pontos fixos estaveis dis-

tintos (mq, q1) e (ma, g2), € a quinta equagao, a condigao de que o potencial termodindmico

IDe acordo com a andlise assintética apresentada no Apéndice A, na transicdo G-LE o pardmetro
de interacdo bilinear efetivo J das varidveis de spin-1 /2 relevantes é dado pela equagdo (A.4), J =
%(J + K — L), que se torna negativo (implicando ordenamento antiferromagnético e a possibilidade de
ocorréncia de fases alternadas) para L > J + K > 0.
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das duas solugoes acima devem se igualar de forma simultanea, 1), = 5. Dessa forma,
para resolver este conjunto de equacgoes escolhemos um dos parametros do diagrama, ji
ou t, para ser mantido fixo e resolvemos o sistema para o outro parametro mantido livre.

Explicando de forma mais detalhada, para que este sistema de equagoes seja
resolvido, é necessario ter um bom conjunto de valores iniciais (m{, ¢}, m3, ¢, jio ou to).
Primeiramente escolhemos qual variavel serd mantida fixa (fig ou tp). Para tomar esta
decisao podemos contar com o auxilio de um diagrama preliminar, que pode ser obtido
iterando as equagoes dos parametros de ordem m e ¢ e calculando o valor do potencial
termodindmico v de cada solucao. A escolha de i ou t pode ser feita de acordo com
a posicao relativa da linha de transi¢do no diagrama, de forma que, para uma linha de
transicao com t praticamente constante é interessante fixar fiy e resolver em ¢. Por outro
lado, para uma linha de transi¢do com u praticamente constante, é interessante fixar ¢, e
resolver para 1. Em qualquer outro caso intermediario da posicao da linha de transicao de
primeira ordem, este deve ser analisado individualmente, sendo que qualquer um dos dois
parametros fixados devem ser eficazes. A partir do valor fixado (jip ou t() encontramos dois
pontos fixos estaveis que possuam valores de potenciais termodindmicos proximos. Estes
dois pontos, que chamamos dos valores iniciais (mY, ¢, m39, ¢, fip ou ty), sdo utilizados
como as condigOes iniciais para a solu¢ao das cinco equacoes, fornecendo assim um ponto
da linha de transicdo de primeira ordem. A partir deste ponto encontrado da linha de
primeira ordem, a varidvel mantida fixa é incrementada em um passo da ordem de 1073
em seu valor absoluto e as coordenadas do ponto obtido anteriormente sao utilizadas como
novos valores iniciais para o célculo do ponto seguinte.

Ainda, para garantir que as solugoes encontradas para as linhas de transi¢oes
de primeira ordem sao estaveis termodinamicamente, ou seja, possuem o menor valor
de potencial termodinamico, iteramos as equagoes novamente nos valores das solugoes
encontradas, e comparamos este potencial da iteracao com o potencial de cada solucao
coexistente na linha. A medida que a solucdo das equacdes se aproxima de um ponto
critico (me, q.), o sistema de equagdes a serem resolvidas deixa de convergir (ou converge
lentamente) pelo método iterativo.

Para determinar com precisao a posicao de um ponto critico, término de uma
linha de transicao de primeira ordem, é mais conveniente obté-los de forma analitica,

ao invés de utilizar o método iterativo descrito no paragrafo anterior. No Apéndice B
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obtemos as condigoes satisfeitas pelos pontos criticos.

Por fim, para as linhas de transi¢oes de primeira ordem entre uma fase uni-
forme e uma fase alternada temos a necessidade de resolver um conjunto de sete equacoes,
onde agora temos as equagoes de estado para o ponto fixo da fase uniforme (my, ¢;), mais
as quatro equacoes de estado da solucao da fase alternada que possui os valores de cada
sub-rede distintos (mg, ¢3) e (mb, ¢5). Essas solugdes devem, assim como explicado anteri-
ormente, satisfazer a condi¢ao de que o potencial termodindmico de ambas solugoes devem
se igualar de forma simultanea, lembrando que o potencial da fase alternada depende dos
valores de (m, q) obtidos para ambas sub-redes. Em nossa investigagdo do modelo DLG
nao foi encontrado um intervalo de parametros, com (l%, 57) positivos, onde ha coexisténcia

e transicao de fase de primeira ordem entre duas fases alternadas distintas.

3.3 Transicao de segunda ordem LE-Stg

Para um certo intervalo do conjunto de parametros do hamiltoniano foi ob-
servado, na aproximagao de pares [54], que o modelo DLG apresenta uma fase alternada
(staggered: Stg), ou seja, uma fase cuja solucao estavel, ao invés de representar um ponto
fixo, oscila entre dois valores, m, # my # 0, ¢o # q # 0. Durante a investigagdo do
modelo DLG na aproximagao de campo médio da Ref. [40], a regido de pardmetros em
que esta fase alternada surge acabou passando despercebida. Assim, retornando & aproxi-
macao de campo médio aqui neste trabalho, conseguimos confirmar a ocorréncia da fase
alternada, mesmo a nivel de campo médio.

Para se obter a linha de transicao de segunda ordem que delimita a fase al-
ternada no diagrama t/z x ji/z, devemos resolver a equagao (B.15) juntamente com as
duas equagoes dos pardmetros de ordem (m,q). Entao, a partir do diagrama preliminar
realizamos a fixagdo de um dos paraAmetros (i ou t), assim como efetuado para se obter
a linha de transicdo de primeira ordem. Neste caso, como a regiao da fase alternada
aparece em formato de bolha, ndo hé diferenga qual pardmetro é mantido fixo. Apods isso,
temos que resolver um sistema de trés equagoes, sendo as duas equagoes dos parametros
de ordem e a condicao critica LE-Stg (B.15). Resolvemos inicialmente para um ponto
da linha de transicao de segunda ordem, e a partir deste ponto perturbamos a variavel
mantida fixa (assim como feito para determinar a linha de transicdo de primeira ordem)

para obter o restante da linha.
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3.4 Teoria versus experimentos

Quando falamos em realizar um comparativo entre resultados experimentais
e aqueles obtidos por meio de uma modelagem tedrica, devemos nos atentar aos dados
que retiramos dos graficos experimentais e como vamos relaciona-los com as respectivas
variaveis tedricas. Os dados relativos obtidos nas analises de monocamadas consistem em
temperaturas de transicoes, suas pressoes laterais e as varia¢oes de area por molécula dos
FLs. Sabemos que o potencial grande-candnico extensivo de um sistema bidimensional

esta relacionado com a pressao lateral e drea total por meio da relagao de Euler:

Em nosso modelo tedrico, temos que a area total é fixa e dada por A; = Nag onde N
representa o nimero total de sitios, tanto os vazios — isto é, ocupados por moléculas de
agua — quanto os ocupados por um molécula lipidica. Dessa forma o potencial grande-

canonico é

W= Ny = 2~ 1A, (3.3)

Qo

Assim, a pressao lateral pode ser escrita, em termos do potencial grande-candnico por

sitio, como

__¥
m=- (3.4)

Da mesma forma que fizemos ao longo deste trabalho, podemos definir uma pressao lateral

adimensional, expressando o potencial termodinamico grande-canonico em unidades de J,
N i v (3.5)

Para relacionar a pressao lateral advinda do modelo tedrico com a pressao
lateral obtida experimentalmente, geralmente expressa em newtons/metro, é necessario
conhecer a escala de energia do parametro .J, que pode ser obtida através da temperatura

critica do sistema experimental T, dada em kelvin, e da temperatura critica adimensional
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do modelo t.,

kgT. kpTe
= e =B (3.6)

te
J tc

Para se obter uma melhor concordancia na comparacao do modelo tedrico com o experi-
mental, podemos introduzir um fator de correcdo que relaciona a temperatura critica na
aproximacao de campo médio com a temperatura critica exata do modelo de Ising de spin
1/2 ferromagnético em uma rede triangular bidimensional/,

cm
te z

tesato(A) ~ 4/In3

b= ~ 1,64792..., (3.7)

de forma que este fator de correcao™ serd incorporado a expressao da pressao lateral,

(%)

3.5 Comparacao com dados experimentais do DMPC

Para exemplificar essa comparacao entre os resultados experimentais de mo-
nocamadas de Langmuir presentes na literatura e os calculos do modelo DLG em campo
médio que foram apresentados até aqui, escolhemos os dados relativos a monocamadas do
fosfolipidio zwitterionico mais comumente estudado na literatura, o DMPC (dimiristoilfos-
fatidilcolina). Os dados utilizados foram extraidos da Ref. [20], com base na comparagao
feita entre diferentes trabalhos que foi realizado nas Refs. [1, 65]. Os dados experimentais
de area de ocupacao por lipidio na fase desordenada a, pressao lateral IT e temperatura T’
que serao utilizados nesta andlise estao listados na Tabela 3.1. Eles referem-se aos dados
na coexisténcia em monocamadas de Langmuir de DMPC.

Ainda, foi utilizada a area aq associada ao parametro de rede coincidindo com
a 4rea ocupada pelo fosfolipidio no estado ordenado, ay = a, = 46,9 A%, Os fosfolipidios
DMPC possuem as duas caudas saturadas de 14 carbonos. Pela Ref. [66] estima-se que
o parametro de degenerescéncia seja, portanto, w ~ 4 x 10%. Além disso, foi mantido

o parametro de campo h = 0. Com base nesses dados, o préoximo passo foi ajustar os

lUma vez que a fase LC apresenta configuracdo hexagonal, a coordenagao para as futuras andlises
foram tomadas como z = 6.
**Nao confundir este fator de corre¢ao ¢ com o fator ¢ definido em (A.7).
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Tabela 3.1: Tabela compilada nas Refs. [1, 65] com os dados experimentais extraidos da,
Ref. [20], relativos & transi¢do de primeira ordem LC-LE para o DMPC. A tltima linha
da tabela é referente ao ponto critico (a., I, T¢).

a(A?)  II(mN/m) T (°C)
57,4372 21,7682 12
56,9653 22,9849 13
56,0887 25,4179 14
55,2798 27,4935 15
53,8639 31,2864 16
53,3245 32,7892 17
52,6503 34,5783 18
52,0437 36,0100 19
Ponto critico

48,0704 43,3160 20

parametros restantes do modelo de tal forma que os valores calculados reproduzam os
valores experimentais da Tabela 3.1. Para isso devemos resolver seis equagoes de forma

simultanea para as seis incognitas (m, q, i, t, k, £). Podemos fazer o seguinte raciocinio:

o Primeiramente devemos ajustar o ponto critico. Para isso, escolhemos inicialmente
os valores de k e ¢ orientados pela Figura (7b) da Ref. [54]. Ou seja, resolvemos
as duas equagoes de estado (m,q) e as duas equagbes de condicao critica (B.9) e
(B.10), e verificamos pela expressio da pressao lateral (3.8) o quanto este chute esta

longe do valor da pressao critica experimental.

o A partir deste ponto, escolhemos um dos parametros k£ ou ¢, para manté-lo fixo, e
resolvemos as quatro equagoes anteriores mais a condicao da pressao lateral critica,

e obtemos as solugoes para o conjunto (k ou £, m, q, fi, t).

« Perturbando levemente o pardmetro k ou ¢ que foi mantido fixo, obtemos uma curva
de valores de (/5, l7) que satisfazem a condigao critica para a pressao lateral e para a

temperatura.

o Com essa curva de valores de k e ¢ e suas respectivas solugoes para (me, g, fc,
t.) ajustados para a pressao critica experimental, devemos restringi-los novamente,
de forma que, além de satisfazer a condicao critica, também reproduzam alguma

temperatura e pressao lateral de coexisténcia experimental. Neste caso escolhemos o
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primeiro ponto da Tabela 3.1 para este ajuste. Com o valor de t. é possivel calcular
o valor do parametro J, determinado pela expressao (3.6). De posse do valor de
J podemos determinar o valor da temperatura de coexisténcia t.,.x. Dessa forma
devemos escolher os parametros (k, ) cuja linha de primeira ordem se ajusta somente
a um ponto experimental de coexisténcia além do ponto critico. Idealmente, os
outros pontos experimentais associados a isotermas distintas deveriam estar ao longo
da linha de coexisténcia calculada através do modelo com estes mesmos parametros

(k,0) ajustados.

Depois de realizar este procedimento, obtemos os seguintes valores ajustados
listados na Tabela 3.2. A linha de coexisténcia no diagrama de pressao lateral x tem-
peratura, obtida através do ajuste dos parametros, é apresentada na Figura 3.1. Uma
comparagao entre as isotermas tedricas obtidas por meio do ajuste e as isotermas expe-
rimentais é apresentada na Figura 3.2. Os resultados do ajuste experimental realizados
até aqui na aproximacao de campo médio podem ser comparados com os resultados na
aproximagao de pares apresentados na Ref. [65], uma vez que os dados experimentais

utilizados foram os mesmos.
DMPC
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Figura 3.1: Diagrama de fases temperatura x pressao lateral para o DMPC. As linhas
tracejadas representam a transicao de fase de primeira ordem entre as fases LE-LC que
termina em um ponto critico (@), obtidas pelo modelo DLG na aproximagao de campo
médio (linha espessa) e na aproximagcao de pares (linha delgada). Os dados experimentais
(A) estao listados na Tabela 3.1.
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Tabela 3.2: Parametros (/5,!7) ajustados para reproduzir a temperatura e pressao criticas
(T¢,11.) e de coexisténcia (Teoex, Heoex ) €xperimentais do DMPC. Resultados do modelo nas
aproximagoes de campo médio e de pares (Bethe—Peierls): area critica por molécula (a.),
temperatura critica reduzida (t./z), potencial quimico critico (ji./z), magnetizacao critica
(m.), temperatura reduzida de coexisténcia (feoex/2), potencial quimico de coexisténcia
(licoex/2) € escala de energia (J); *Jy é o valor de referéncia para a aproximagao de campo
médio, retirado da Tabela 3 da Ref. [66].

DMPC (dupla cauda de 14 carbonos) Campo Médio Bethe—Peierls

Parametros de entrada

z 6 6

h 0 0

w 4 % 10* 4 x 10*
ag (A?) 46,9 46,9
Ponto critico experimental

T. (°C) 20 20

[T, (mN/m) 43,3160 43,3160
Ponto ao longo da linha de coexisténcia experimental

Teoex (°C) 12 12
Meoex (MN/m) 21,7682 21,7682
Parametros ajustados

k 8,45139 6,51200
l 10,87713 9,30161
Parametros criticos calculados

ac (A% 46,954 47,1922
te/z 1,02569 0,8751
e/ % —7,24775 —5,30818
me —0,07394 —0,08289
Parametros da linha de coexisténcia calculados

teoex/ 2 0,997699 0,851182
-~ —8,715399 —6,85531
Escala de energia J, Jy

J (Joules) 6,5767 x 10722 7,709 x 102
2Jd(z) (Joules) 6,5027 x 1072' 6,27 x 102!

Jo (Joules) 6,36 x 1072 6,36 x 1072
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Figura 3.2: Parte superior: Isotermas obtidas através do modelo DLG em campo médio,
utilizando os parametros ajustados da Tabela 3.2; ampliacao: Uma melhor visualizagao
nas proximidades do ponto critico. Parte inferior: Isotermas experimentais, extraidas da
Ref. [20]. Tanto as isotermas experimentais quanto as teéricas partem de uma temperatura
de 12°C (isoterma de menor pressao de coexisténcia, que passa pelo ponto a), aumentando

em passos de 1°C até a temperatura critica em 20°C, que passa pelo ponto c.
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Como pode ser observado na Tabela 3.2, apesar dos valores numéricos do
parametro de ordem da magnetizacao m. no ponto critico nas aproximagoes de campo
médio e de pares (Bethe-Peierls) serem préximos, eles possuem uma pequena diferenca. A
fim de comparar de forma mais global os resultados das duas aproximagoes, foram tracados
os perfis dos pardmetros de ordem (m,q) ao longo da linha de coexisténcia (transigao
de primeira ordem) ajustada numericamente, como mostra a Figura 3.3. Apresentamos
também os pontos fixos obtidos no calculo na arvore de Cayley [1, 54], utilizados para se
determinar os parametros de ordem no centro da arvore, correspondentes aos resultados

na aproximagao de pares (Bethe-Peierls).
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004FT T T T | ’ LC
0.4 -0,08}- P 0.96- ' |
ok )
1996 20 20,04
m 0 1 0,88 |
4 L 1 [ B
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’ LE 0,99 —
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Figura 3.3: Perfis dos pardametros de ordem da magnetizacao m e da densidade g em fungao
da temperatura ao longo da linha de coexisténcia (transi¢do de primeira ordem) LE-LC
ajustada numericamente, obtidos através de diferentes métodos aproximativos. Linhas
espessas: aproximagao de campo médio (CM); linhas delgadas: aproximacao de pares ou
Bethe-Peierls (BP); linhas pontilhadas: pontos fixos na arvore de Cayley, que representam
resultados intermediarios para se obter os parametros de ordem na aproximacao de pares.
Os parametros criticos estao assinalados por circulos ao final da linha de coexisténcia em

T =20°C.
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3.6 Outros resultados do modelo

Embora os valores de (k,f) ajustados especificamente para o DMPC assumam
valores bem definidos, apresentamos na Figura 3.4 os diferentes tipos de diagramas de
fases t/z x fi/z e na Figura 3.5 os seus respectivos diagramas fllag x t/z para w = 4 x 10*
(estimado para o DMPC), que poderiamos obter para o modelo DLG ao variarmos os
valores de (k, /). Para obter estes diferentes diagramas tipicos nos orientamos pelas esti-
mativas definidas pelos limites assintéticos, apresentados na Figura A.1, onde os valores
de (k, /) utilizados em cada diagrama de fases das Figuras 3.4 e 3.5 estdo listados na

Tabela 3.3.

Tabela 3.3: Tabela dos pares (l%, Z) utilizados para se obter os respectivos diagramas de
fases tipicos apresentados nas Figuras 3.4 e 3.5. Os dois diagramas de fases inéditos,

correspondentes aos pontos b’ e f', sdo apresentados separadamente nas Figuras 3.7 e 3.9.

Tipo k 0
a 7,0 4,0
b 13,9 10,7
c 6,0 7,0
d 8,0 12,0
e 3,0 9,0
f 5,2 10,7
b’ 20,0 12,0

f’ 5,2 25,0
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Figura 3.4: Diagramas de fases t/z x ji/z obtidos para o modelo DLG na aproximagao

de campo médio com b = 0 e w = 4 x 10*. Os valores de (/2,!7) para cada diagrama

representativo sao listados na Tabela 3.3 e também localizados na Figura A.1. As possiveis

fases sao: LE (liquido-expandida), LC (liquido-condensada), G (gasosa) e Stg (alternada).

As linhas tracejadas representam transi¢oes de fase descontinuas (de primeira ordem),

enquanto as linhas sélidas representam transigoes de fase continuas (de segunda ordem).

Os pontos especiais nos diagramas de fases sao representados pelos simbolos: ponto critico

(@), ponto triplo (A) e ponto critico terminal (M). A mesma notagao sera utilizada nas

proximas Figuras.
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Figura 3.5: Diagramas de pressao adimensional Sllay = —(v por temperatura reduzida
t/z obtidos para o modelo DLG na aproximagao de campo médio com h=0ecw=4x10"%
Os valores de (l;:, [7) para cada diagrama representativo sao listados na Tabela 3.3 e também

localizados na Figura A.1.
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Conforme esperavamos, foi possivel obter para o modelo DLG na aproximagao
de campo médio os casos (e) e (f) exibindo a fase alternada (Stg), representados na Fi-
gura 3.4. Estes dois casos, no trabalho pioneiro do modelo DLG [40], analisado também
na aproximacao de campo médio, haviam passados despercebidos, uma vez que a inves-
tigagao foi realizada somente em redes uniformes com anélises assintoticas baseadas no
modelo de Ising ferromagnético de spin 1/2, enquanto as fases alternadas surgem quando
o tratamento ¢é realizado com a divisao em duas sub-redes, ja que, no limite em que es-
ses casos ocorrem, a analise assintotica deveria ser realizada através do modelo de Ising
antiferromagnético de spin 1/2.

Tomando o caso (f) como exemplo, tragamos na Figura 3.6 as isotermas ob-
tidas através do modelo DLG em campo médio em trés valores distintos de temperatura
reduzida. Podemos observar nas isotermas as transi¢oes de fase de primeira ordem, as-
sociadas aos platos horizontais, e as transicoes de fase de segunda ordem, representadas

por descontinuidades sutis nas derivadas das curvas.
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Figura 3.6: Diagrama de fases t/z x ji/z do caso (f) com as retas pontilhadas localizando
as diferentes temperaturas reduzidas utilizadas para tragar as isotermas que se seguem
de pressdo adimensional BIlag = —B3% por area por lipidio adimensional a/ay = ¢ *
correspondentes a diferentes temperaturas reduzidas t/z, conforme identificadas indivi-
dualmente em cada grafico. Os perfis apresentam dois tipos de transicoes de fase: as
transi¢oes de primeira ordem associadas a platos de coexisténcia horizontais, e as transi-

¢oes de segunda ordem com uma descontinuidade sutil na derivada dos perfis, que, para

melhor visualizagao, salientamos com asteriscos ().
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Embora a Figura A.1 indique uma regiao relativamente extensa para a com-
binacdo de pardmetros (k,f) na qual seria possivel obter o caso (b), que apresentaria
dois pontos criticos, um associado a transicao G-LE e outro relativo a transicao LE-LC,
verificamos que este caso ocorre, na verdade, somente em uma faixa estreita de valores de
(l%, Z). Fora desta faixa estreita em que o diagrama de fases apresenta de fato dois pontos
criticos, ha apenas um ponto critico, término da transicao de primeira ordem entre as fases
G-L, onde agora temos apenas uma unica fase liquida, conforme mostra a Figura 3.7. A
distingao entre as fases liquidas surge a partir da anomalia incipiente que pode ser melhor

visualizada na ampliacdo no diagrama a direita.
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Figura 3.7: Diagrama de fases t/z x ji/z obtido para o modelo DLG na aproximagao

de campo médio com os pardmetros h = 0, w = 4 x 10*, k = 20 e ¢ = 12, indicado
como (b') na Figura A.1, e ao seu lado, o diagrama [llag X t/z correspondente. De
forma distinta a todos os diagramas de fases apresentados anteriormente, neste caso a
fase liquida representa uma fase tinica L. A distingao entre as fases liquidas surge a partir
da anomalia incipiente em torno de t/z ~ 1,12, que pode ser melhor visualizada na
ampliacao no diagrama a direita.

A fim de corroborar a conjectura de que a transicdo de primeira ordem LE-
LC (ou G-LE) e o ponto triplo associado surgem a partir de uma anomalia incipiente,
apresentamos na Figura 3.8 a evolucao dos diagramas de fases t/z x i/z e Sllag X t/z
mantendo-se o pardmetro ¢ = 12 fixo e reduzindo-se o pardmetro k em relacio ao valor
k = 20 correspondente ao caso (b") apresentado acima, que exibe apenas um ponto critico,
término da linha de transicao de primeira ordem G-L. Para tais conjuntos de parametros,
os diagramas de fases se tornam topologicamente idénticos ao diagrama de fases do caso
(b), embora as linhas de transicdo de primeira ordem associadas a fase emergente LE
sejam bem reduzidas, quase imperceptiveis. A evolucao dos diagramas de fases entre os

casos (b'), (b) e (d) sera discutida em maior detalhe no Apéndice C.
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Figura 3.8: Diagramas de fases t/z x ji/z e correspondentes diagramas llag x t/z, obtidos

para o modelo DLG na aproximacao de campo médio. Os parametros mantidos fixos

foram h = 0, w

4 % 10* e ¢ = 12, sendo os valores de k indicados em cada um dos
diagramas. Note que estes diagramas sdo topologicamente idénticos aqueles apresentados
anteriormente para o caso (b), contendo um ponto triplo (A) e dois pontos criticos (@),
términos das linhas (tracejadas) de transigoes de primeira ordem G-LE e LC-LE. Apenas a
inclinacao da linha de transigao LE-LC no diagrama t/z X i/ z é negativa, em contraposigao
a inclinagao positiva do caso (b) tipico apresentado anteriormente. As quase imperceptiveis
transigoes de primeira ordem associadas a fase emergente LE — transicao LE-LC (para
k = 15,55) e transicio G-LE (para k = 15,45) — surgiram a partir de anomalias na por¢ao

superior da transicdo G-L, que ocasionou também a eclosao de um ponto triplo.

Além deste caso acima, nomeado de (b’), foi observado a existéncia de um novo
tipo de diagrama na regidao na qual seria possivel obter o caso (f). Este novo caso, que
denominaremos (f'), ocorre para valores elevados do pardmetro /, assim como indicado na
Figura A.1. No caso (f) a linha de transigao de primeira ordem LE-LC, que terminaria em

um ponto critico, deixa de existir. As linhas de transi¢des de primeira ordem e de segunda
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ordem entre a fase alternada e a fase liquida uniforme se encontram tangencialmente num

ponto tricritico (#), conforme apresentado na Figura 3.9.

40 30 20 <10 0

Figura 3.9: Diagrama de fases t/z X fi/z obtido para o modelo DLG na aproximacao de
campo médio com os pardmetros h = 0, w = 4 x 10*, k = 5,2 e £ = 25, indicado como (f")
na Figura A.1, e ao seu lado, o diagrama [llag x t/z correspondente. Assim como nos
diagramas de fases apresentados para o caso (b'), a fase liquida representa uma fase tnica.
No entanto, optamos por identificar as diferentes regioes, assim como feito anteriormente
para o diagrama do caso (f). O ponto tricritico (#), onde as linhas de transi¢do de
segunda ordem Stg-LE e de primeira ordem Stg-LC se encontram tangencialmente, pode
ser melhor observado na amplia¢ao no diagrama a esquerda.

O Apéndice C apresenta em maior detalhe, a partir da analise das linhas
espinodais (limites de estabilidade) das fases coexistentes, como surgem esses dois casos

inéditos, (b') e (f'), a partir das fases (b) e (f) previstas anteriormente.
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4

Consideracoes finais

Ao longo deste trabalho realizamos o estudo do modelo DLG em redes bipar-
tidas através da aproximacao de campo médio. A partir desta andlise foi possivel obter
um comparativo entre os resultados numéricos adquiridos através do modelo tedérico com
resultados experimentais presentes na literatura associados a transicdo LE-LC em mono-
camadas de Langmuir do fosfolipidio zwitterionico DMPC. Esta comparagao teoria versus
experimentos havia sido realizada anteriormente para o caso do modelo DLG na apro-
ximacao de pares [1, 65]. Assim, utilizando os mesmos dados experimentais que nesses
trabalhos, foi possivel comparar os nossos resultados obtidos pela anélise de campo médio
tanto com os resultados experimentais diretamente, quanto aos resultados numéricos do
modelo DLG na aproximagao de pares.

Para completar nossa andlise, confirmamos os casos dos diagramas (e) e (f),
que foram observados no trabalho do modelo DLG na aproximagdo de pares [54]. A
principio, estes dois diagramas nao haviam sido observados durante a analise do modelo
DLG na aproximagao de campo médio [40]. No entanto, revisitando o modelo DLG
nesta aproximacao, constatamos que eles podem ser obtidos quando tratamos o sistema
dividindo-o apropriadamente em duas sub-redes interpenetrantes. Além dos diagramas
dos tipos (a)-(f), também encontramos dois novos tipos de diagramas: (b’) e (f'), que nao
haviam sido observados nos trabalhos anteriores do modelo DLG, seja na aproximacao de
campo médio ou na aproximacao de pares. Esses dois novos tipos de diagramas ocorrem
quando as fases LE e LC passam a nao ter mais distingao, resultando numa tnica fase
liquida e a transicao de fase de primeira ordem LE-LC deixa de existir. Em outras
palavras, essas fases se transformam continuamente uma na outra, sem ocorréncia de

variagoes bruscas nos parametros de ordem.
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Apéndice A

Analise dos modelos assintoticos

Neste apéndice reproduzimos a analise assintotica do modelo DLG efetuada no
Apéndice da Ref. [10] e no Apéndice C da Ref. [54]. Esta andlise baseia-se no mapeamento
do modelo DLG em modelos de Ising equivalentes de spin 1/2 em trés limites distintos,
correspondentes as transi¢oes de primeira ordem G-LE, G-LC e LE-LC. Estes trés modelos
de Ising assintoticos apresentam apenas dois estados do modelo de spin 1, obtidos ao se
desconsiderar um dos trés estados do modelo completo. Assim, as fungoes assintéticas

apresentadas para cada caso limite sao:

o Transicdo LE-LC (sem estado s; = 0), Egs. (A2), (A3) e (A9) da Ref. [10]:

T . 1, -
Jj =7, h=h-+ §z€ — §lnw, t) = m(zé—i— 2h) = t,. (A.1)

o Transicio G-LC (sem estado s; = —1), Egs. (A4), (A5), (A10) e (A11) da Ref. [40]:

| _ _
JO+k+0,  h=g@th)+ ekl

1 _ _
iy =—h =521+ k+ 0 =fia,  tey = 7(1+k +0)26(2). (A.3)

—_

), (A.2)

W

o Transicao G-LE (sem estado s; = —1), caso ferromagnético, Eqgs. (A6), (A7), (A12)
e (A13) da Ref. [40]:

~ 1 - = -1 -1 -t
j:Zj(lJrk—é), h:i(ﬂ—h)+1z(1+k—£)+ilnw, (A.4)
1 - 1 -
[y (t) = h — 5z(l +k—0)—thw, te(isi) = Z<1 +k—=0zp(z) =t1, (AD)
~ 1 - 1 _
Fie(iin) = Mgy = I — 52(1 +k—-0) |1+ 5925(3) Inw| = fi. (A.6)
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Visando uma comparagao com a aproximacao de pares de Bethe-Peierls (BPA) [54] foram

definidas as funcoes,

BPA
tc

2
A = fBPA S T (A7)

In (3%)

No entanto, para o caso da aproximacao de campo médio, basta considerar a funcgao

o) = 1.

A g

z—2

No tratamento com a aproximagao de pares [54] foi observado que para o
caso em que ¢ > 1 + k, a temperatura critica da linha de transicdo das fases G-LE se
torna negativa, t; < 0, o que implica em um tratamento no modelo de Ising de spin 1/2
antiferromagnético. Desta maneira, o raciocinio para estimar uma temperatura assintotica
t3 deve ser baseado em resultados do modelo de Ising de spin 1/2 antiferromagnético, com
uma linha critica no diagrama H X T'. Definindo agora um fator de corre¢ao para o caso

antiferromagnético,

3 BPA (j,
¢wmaz@mgj (A9)

) Y
onde agora temos a dependéncia com o campo magnético efetivo h. Sob a condicdo
{ > 14k, as equacdes (A7), (A12) e (A13) da Ref. [40], que definem a linha de transicao de
primeira ordem terminada em um ponto critico entre as fases G-LE, devem ser substituidas

pelas equagoes que descrevem toda a linha critica,

h 1. - 1. -t
l_jlcrit o ﬁ thrit 1 0. _} —(7
. = . + B —+ 2(6 k 1) 1 2¢ (hcnt;z) Inw ) (A]'O)
teri 1 - - 5
Ctzzw—k—lw(mmﬁy (A.11)
z

Para o caso de redes bipartidas, tanto em campo médio quanto na aproximagcao de pares,
a temperatura de Néel em h.y = 0 coincide com a temperatura critica associada para o

caso do modelo de Ising de spin 1/2 ferromagnético,

¢ (herit = 0,2) = (2), (A.12)
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e assim podemos estimar as equagoes assintoticas do potencial quimico p3 e temperatura

t3 como
fis _fev s bl oo on 1 _m L op
== (herit) = +2(€ k—1)|1 2¢(z)lnw = 2(€ k—1)p(2) Inw,
(A.13)
t3 _ tcrlt 7 1, - 7 o E
2= ey = 0) = J(0— k= 1)p(z) = —. (A.14)

Como discutido no Apéndice da Ref. [40], as condi¢oes aproximadas para a
ocorréncia dos pontos criticos G-LE e LE-LC ao longo de suas respectivas linhas de tran-
sicao de primeira ordem, podem ser escritas em termos de duas desigualdades envolvendo

o parametro /,

~ 1+k 2h[ 1 -1
3 ponto critico G-LE se t; >t — (< % —— |1+ -0(z) nw| =/L(k),
L+ ¢(2) Inw 4
(A.15)
» _ oh -
3 ponto critico LE-LC se ty > t. — (> ¢(2)Inw — — = 4. (A.16)
2

Ainda, para a fase alternada, no Apéndice C da Ref. [54] em que esta foi

analisada, é considerada a condi¢ao aproximada t3 = |t1] > to tal que

. 1+k 2 1 =
3 fase Stg se t3 = [t;| > to — €>1+lz_h 1—Z¢(z)lnw =/(_(k). (A.17)

T p(z)Inw

Na Tabela A.1 sao listadas as possiveis combinagoes das trés condicoes apre-
sentadas anteriormente, (A.15)—(A.17), assim como a sua relagdo com os diferentes tipos
de diagramas de fases i/z x t/z que podem ser obtidos para o modelo DLG na apro-
ximagcao de campo médio, apresentados na Figura 3.4. Esses resultados assintoticos sao
apresentados no plano (k, £) na Figura A.1. Apesar de representado na Figura A.1, ainda
nao ha uma condigao explicita para o tipo de diagrama (b'), e por isso ele ndo se encontra,

na Tabela A.1.
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Tabela A.1: Possiveis topologias dos diagramas de fases para h = 0, referenciados na
Figura A.1, e as diferentes condi¢Oes necessarias para a ocorréncia dos pontos criticos
G-LE e LE-LC, e da fase alternada (Stg).

Tipo Condigoes em ¢ PC G-LE  PC LE-LC fase Stg
a C<ly NL<li(k) v X X
b >l N <ty (k) v v X
c C<ly NE<Ll (k) NL>L(K) X X X
d 0>y NE<Ll (k) NL> L (k) X v X
e €<€0A€>€,(1§) X X v
f >0y N >0 (k) X v v

20/l DMPC ®
w=4x10*
15
(b)
10
@) /| k o(d)
[ ) C ;
5 1) @
(f)
0
0 5 10 15 20 25
/

Figura A.1: Divisao do plano (k, /) definida pelas condicoes assintéticas, para h = 0
e w = 4 x 10*. As diferentes regides estdo identificadas pelas letras (a)—(f), havendo
para cada regiao pelo menos um valor escolhido (@), de acordo com a Tabela 3.3. Os
diagramas de fases tipicos associados a cada regiao sao apresentados na Figura 3.4. O par

(k,¢) correspondente ao ajuste das isotermas experimentais do DMPC (%) esta localizado
na mesma regiao do diagrama (d). Os pontos (b') e (f’) estdo associados aos diagramas
de fases inéditos apresentados nas Figuras 3.7 e 3.9, no qual ha, na realidade, apenas uma
tnica fase liquida, de forma distinta dos demais diagramas. Figura adaptada da Ref. [54].



Apéndice B

Pontos criticos e a linha critica LE-Stg

Neste apéndice obtemos as condi¢oes analiticas satisfeitas pelos pontos criticos,
loci associados ao término de linhas de transicao de primeira ordem, bem como a condigao
critica da transicao LE-Stg, associada ao limite de estabilidade da fase Stg.

As condigbes criticas para transi¢coes entre fases uniformes podem ser dadas
em termos das derivadas parciais de h em relacdo a m (mantendo p constante), de forma,

que a definicdo para a n-ésima derivada parcial seja

e (2) )] S )

m

Assim, as condi¢des para um ponto critico e para um ponto tricritico sao dadas, respec-

tivamente, porH

ponto critico: A =r® =0, 1r® >0, (B.2)

ponto tricritico: A =h® =p® =p@ =0 p® > 0. (B.3)

Utilizando-se uma notac¢ao condensada para as derivadas parciais,

_(of _(of _ (0fm _ (9 _ (O _
= () 0= (), om= () 0= (551 = () =

(B.4)

" Condigdes (19) e (20) da Ref. [47].
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podemos obter explicitamente aquelas derivadas relevantes para as condigoes criticas,

B — <ah> _ d(h,p) 9(m,q) _ N fm, fq) O(m, q) _ Jomfoqg — fn21q (B.5)

% B a<m7 Q) a(ma :u) a(ma q) a<m7 fq) qu ’
h(l) _ 8h(1) o f3m.f2q + f2mfm2q - 2fmqf2mq . f2mf2q - fTQqu f
"o \om q - J2q f22q e
_ o 2fmqf2mq fmq 2
— f3m f2q + <f2q> meq; (B6)
h(l) — <8h(1)> _ f2mqf2q+f2mf3q_2fmqu2q . <f2mf2q_f72nq>f
! aq m f2q f22q %
— _ 2 fmqfm2q fma ’
= famg Fon + <f2q> f3q> (B.7)
h(2) _ <8h(1)> . a(h(1)7fq> a(m>Q) _ h%)thI - hgl)fmq
~\om ), 9(maq) 9m.f) foq
- o 3fmqf2mq fmq ? o @ 3
= f3m Fon +3 <f2q> Jm2q <f2q> J34> (B.8)

em concordancia com os resultados da Ref. [67].
Empregando programas de manipulagao algébrica para se obter explicitamente

as derivadas parciais necessarias até terceira ordem, as condi¢oes para o ponto critico ficam

1 —q)[l(¢? — m?) + 4m] — 4 — 4j(m? —
Ao o = 1TQAE mm) tdm] — 4~ dj(mT —g) (B.9)
41 = q)li(¢* =m?) — 4]
=0 — & =" (B.10)
K2

ki =m* [8jg — 457 (4g* — 2 +1) — 3C3(1 — ¢)?] + 45°m”°
+4m*(1 - q) {3 — q[35(1 - q) + 2]}
+¢* {4+ q [45°(1 — 29)q +8j(2¢ — 1) + 3C(1 — ¢’ — 8}
—4lm(1 - q)g*[1 = 3j(1 — q)q) —4m* {3 — g [4+ (3jg° — 8¢ +4)|},  (B.11)

ke = 4m(1 — q)%q (€m2 . — 2m) ) (B.12)

Outra forma de se obter os limites de estabilidade é através de uma matriz
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jacobiana, utilizando as Eqgs. (2.35-2.38),

_ ( 0(n, 0) ) om,q) [ 7 3L g—m> m(l—q)
a(m,q) ), , 0(n,0) sk m(l—q) q(1-q)
km + Zé{é;_ﬂ:i) k‘q + %Em J21 z]22

Os limites de estabilidade das solugoes uniformes de campo médio sdo associados aos

autovalores desta matriz jacobiana J,

1 1
Ay = §(J11 + Jag) & 5\/(J11 — J)? + 419 dn = £1 = JiaJoy — Judag = Jin £ Jog = 1,
(B.14)

que reproduzem, respectivamente, a condi¢do espinodal (B.9) e a condicao critica LE-

alternada,

(o _ (L= )l = m?) — 4] — 4 + 45 — )
o 4(1 - q)li(¢* — m?) + g '

(B.15)
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Linhas espinodais dos casos (b') e (f')

Neste apéndice discutimos em maior detalhe o surgimento dos diagramas de
fases inéditos dos tipos (b') e (f'). Estes novos casos, apresentados na se¢ao 3.6 (outros
resultados do modelo), sao fruto da resolugao numérica das equagoes de estado acopladas
que descrevem a monocamada. Para cada ponto fixo do sistema de equagoes acopladas,
ou seja, para cada solucao numérica obtida, temos uma regiao de estabilidade numérica
e uma fase termodinamica associada. Como apresentado no Apéndice B, os limites de
estabilidade das solugoes uniformes podem ser obtidos a partir dos autovalores da matriz
jacobiana (B.13). A sobreposicao de regioes de estabilidade numérica (regido de coestabi-
lidade numérica) associadas a diferentes solugoes e seus respectivos autovalores de modulo
|A| < 1 indicam a presenca de uma transi¢do de primeira ordem entre fases termodina-
micas coexistentes. Essa regido de coestabilidade numérica é delimitada, nos diagramas
de fases, pelas chamadas curvas (ou linhas) espinodais, que, para o caso de solugoes uni-
formes, podem ser localizadas através da condigao (B.9). Elas representam o limite de
estabilidade (numérico) de uma particular solugao uniforme das equagoes de estado.

Com o auxilio da evolugao das linhas espinodais podemos compreender melhor
como o caso (b') surge a partir do caso (b), e vice-versa. Relembrando o caso (b'),
representado na Figura 3.7, tinhamos uma linha de transi¢do de primeira ordem entre a
fase gas (G) e a fase liquida (L), essa ultima, a principio, sem distin¢gdo em duas fases
liquidas distintas. Quando tracamos as linhas espinodais podemos observar a presenca dos
dois limites de estabilidade, sendo a espinodal verde (& direita) o limite de estabilidade
da fase G (localizada a esquerda dessa espinodal) e a espinodal laranja (a esquerda) o
limite de estabilidade dessa fase L indistinta (localizada a direita dessa espinodal) , que
denotamos no diagrama de fases como LC (liquido condensado) a baixas temperaturas

e como LE (liquido expandido) a altas temperaturas, apesar de nao haver aqui, de fato,
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uma transicao de fase LC-LE.

2’5 L6 [ T [
OPFSI ‘ !
i L5F 4
| 1,4+ — _|
2 13k o
- 1,2? s\\g -
1,141 | I T T N
1>57 21 =20 -19 -18 -17]
/7 T 1
1, _
0,5+ -

\ \
-30 -20 -
Wz
Figura C.1: Diagrama de fases t/z X [i/z obtido para o modelo DLG na aproximagcao de
campo médio com os pardmetros h = 0, w = 4 x 10, k = 20 e £ = 12, indicado como
(b’) na Figura A.1 e previamente apresentado na Figura 3.7 sem as linhas espinodais. As
linhas espinodais (curvas continuas coloridas) representam os limites de estabilidade nu-
mérica de cada solugao das equagoes de estado. A linha verde (& direita) estd associada
ao limite de estabilidade da fase G, enquanto a linha laranja (& esquerda) estd associada
ao limite de estabilidade da fase L, denotada como LC a baixas temperaturas e LE a altas
temperaturas. As duas linhas espinodais se encontram no ponto critico (@), término da

linha de transicio G-L (tracejada) de primeira ordem.

A medida que diminuimos o valor do pardmetro k, mas mantendo-se o va-
lor de / fixo, podemos observar o surgimento de um ponto pseudocritico LE-LC e uma
curta estrutura na forma de laco que limita essa pseudolinha de primeira ordem LE-LC,
associada a esse ponto (primeiro diagrama da Figura C.2). As espinodais associadas a
essa pseudotransicao de maior potencial termodindmico, sao as espinodais laranja, que
representa o limite de estabilidade da fase LC (localizada a direita dessa espinodal), e a
espinodal roxa que representa o limite de estabilidade da fase LE (localizada a esquerda
dessa espinodal). A espinodal vermelha, também ausente no diagrama de fases anterior

com maiores valores de k, representa o limite de estabilidade da fase LE (localizada a
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direita dessa espinodal).

Continuando o processo de diminuir o valor de k, esse laco de espinodais se
eleva ligeiramente (segundo diagrama da Figura C.2), de forma que o pseudoponto critico
LE-LC, que anteriormente se encontrava abaixo da linha de transi¢ao de primeira ordem
G-LE, agora se encontra ligeiramente acima, tornando-se um ponto critico genuino. Esse
ponto critico representa o término de uma (curta, quase imperceptivel) linha de transigao
de primeira ordem LE-LC, cuja outra extremidade se encontra com a linha de transicao
de primeira ordem G-LE em um ponto triplo.

Eventualmente, diminuindo ainda mais o valor de k, encontramos uma situacao
onde temos algo mais similar ao caso (b), apresentado anteriormente na Figura 3.4, com os
dois pontos criticos associados as linhas de transi¢oes de primeira ordem G-LE e LE-LC se
encontrando em um ponto triplo. Observamos que a linha de transicao LE-LC orientada
para a direita no caso (b) tipico, Figura 3.4, se apresenta aqui orientada para a esquerda
(terceiro diagrama da Figura C.2). Nesse diagrama de fases fica mais evidente que a fase
LE é numericamente estavel na regiao compreendida entre as espinodais vermelha e roxa.

Por fim, para valores menores de k, a linha de transicdo de primeira ordem
G-LE se retrai acima da linha de transicio de primeira ordem LE-LC e se torna me-
taestavel, representando o seu término agora um ponto pseudocritico, com um lago de
espinodais (tltimo diagrama da Figura C.2) similar ao que tinhamos para o caso LE-LC
com k maiores. Note que esse tipo de diagrama é topologicamente idéntico ao do caso (d)
apresentado anteriormente, sendo a diferenca devido a inclinacao da linha de transicao de
primeira ordem LE-LC. Aqui ela se encontra inclinada para a esquerda, diferentemente
do caso (d) tipico em que ela se encontra inclinada para a direita, conforme mostrado
na Figura 3.4. E claro que, para valores de k menores ainda, ¢ esperado que essa linha

transicao LE-LC se incline para a direita e recuperamos o caso (d) tipico da Figura 3.4.
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Figura C.2: Diagramas de fases t/z x i/z obtidos para o modelo DLG na aproximagao
de campo médio. Os pardmetros mantidos fixos foram h = 0, w = 4 x 10* e ¢ = 12,
sendo os valores de k indicados em cada um dos diagramas. Linhas tracejadas represen-
tam transi¢oes de fase de primeira ordem, linhas espinodais (coloridas) indicam os limites
de estabilidade numérica de cada solucao das equacoes de estado. Os simbolos represen-
tam pontos especiais dos diagramas de fases: ponto critico (@), ponto triplo (A), ponto

pseudocritico (&), encontro das linhas espinodais da fase LE (0).

Para o caso (f), como também foi mencionado ao longo do texto principal na
secao 3.6, este surge quando a linha de transicdo de primeira ordem LE-LC terminada
em um ponto critico deixa de existir. De fato, & medida que tomamos valores de ¢ sufi-
cientemente elevados, a linha de transicdo de primeira ordem LE-LC, juntamente com o
seu ponto critico associado, deixam de ser termodinamicamente estaveis e passam a ser
metaestaveis, ao se deslocarem para uma regiao onde a fase de menor energia é a fase
alternada (Stg). Na Figura C.3 foram tracadas as linhas espinodais associadas aos limites
de estabilidade numérica de cada uma das solucoes das equacoes de estado. Comegando

em temperaturas abaixo do ponto critico terminal (M), temos a linha de transigao de pri-
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meira ordem entre as fases G-LC. A espinodal laranja representa o limite de estabilidade
da fase LC e a espinodal verde representa o limite de estabilidade da fase G. Aumentando
a temperatura acima do ponto critico terminal (M), temos a linha de transi¢do de pri-
meira ordem entre as fases Stg-LLC, onde a linha espinodal laranja representa o limite de
estabilidade da fase LC e a linha espinodal azul o limite de estabilidade da fase Stg. Po-
demos observar ainda que, & medida que a temperatura aumenta acima de t/z ~ 24,
a linha de transicdo de primeira ordem muda de forma continua da transicao Stg-LC
para a transicao Stg-LE, uma vez que nao temos mais uma transicao de fase distinguindo
as fases liquidas. Essa linha de transicao de primeira ordem Stg-LE encontra tangenci-
almente a linha de transicdo de segunda ordem Stg-LE em um ponto tricritico () em
torno de t/z ~ 2,5. O interessante desse caso é observado ao longo das ampliagoes da Fi-
gura C.3. Na ampliagdo superior podemos observar que, a esquerda da linha de transi¢ao
de primeira ordem, temos um laco das espinodais laranja, vermelha e roxa em torno de
fi/z = —6,5. Na ampliacao inferior, temos um zoom desta regiao de lago, onde podemos
observar melhor o encontro das linhas espinodais vermelha e roxa, que delimitam a regiao
de estabilidade numérica da fase LE, localizada entre essas duas espinodais. Por outro
lado, observamos no mesmo zoom o encontro das linhas espinodais laranja e roxa, que
delimitam a regidao de estabilidade numérica da fase LC, localizada entre essas duas es-
pinodais. Associado a este lago, temos a presenga do ponto pseudocritico LE-LC (&) e o
encontro das linhas espinodais da fase LE (0), de forma andloga & observada na evolugao
dos diagramas do tipo (b"). O que deve ocorrer, ao se diminuir o valor de ¢, é que este
ponto pseudocritico deve cruzar a linha de primeira ordem Stg-LE, passando a se localizar
a sua direita e se tornando um ponto critico genuino, término da transicdo de primeira

ordem LE-LC.
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Figura C.3: Diagrama de fases t/z x ji/z obtido para o modelo DLG na aproximagao de
campo médio com os pardmetros h = 0, w = 4 x 10*, k = 5,2 ¢ £ = 25, indicado como
(f') na Figura A.1 e previamente apresentado na Figura 3.9 sem as linhas espinodais. Li-
nhas pretas tracejadas representam transicoes de fase de primeira ordem, linhas pretas
continuas representam transigoes de fase de segunda ordem. As linhas espinodais (curvas
continuas coloridas) representam os limites de estabilidade numérica de cada solugao das
equacoes de estado. A linha verde esta associada ao limite de estabilidade da fase G, a
linha laranja estd associada ao limite de estabilidade da fase LC, a linha azul esta associ-
ada ao limite de estabilidade da fase Stg, e as linhas vermelha (a partir da direita) e roxa
(a partir da esquerda) estdo associadas ao limite de estabilidade da fase LE. Os simbolos
representam pontos especiais dos diagramas de fases: ponto critico terminal (M), ponto

tricritico (®), ponto pseudocritico (&), encontro das linhas espinodais da fase LE (0).
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