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Resumo

O fenémeno de Ressonancia Paramétrica é atualmente o modelo mais aceito para explicar
a enorme produgdo de matéria no Universo pés-inflaciondrio. Neste trabalho mostramos que
este fendmeno também pode aparecer em modelos de estrelas de néutrons sendo a pega chave
para um mecanismo de produgdo de fétons em seu interior.

O Capitulo 1 é uma introducio geral 4s estrelas de néutrons. Descrevemos, resumida-
mente, o comportamento da matéria no interior deste objeto, mostramos como obter uma
Equagdo de Estado Politrépica, e também indicamos como um condensado de pions pode
alterar a Equagdo de Estado. A existéncia deste tipo de condensado é fundamental para
nosso trabalho.

O Capitulo 2 introduz o fenémeno de Ressonincia Paramétrica tal como ele é utilizado
em Cosmologia, isto €, como um mecanismo para producéo de matéria. Este capitulo mostra,
de modo breve, a matemdtica que esid por traz deste fenémeno.

O Capitulo 3 traz a descri¢ao do modelo de Garcia-Bellido e Kusenko que descreve o
fenémeno de Ressonancia Paramétrica no modelo de colisio entre duas estrelas de néutrons.
O objetivo destes pesquisadores era o de aplicar este mecanismo de producéo exponencial de
matéria para explicar os jatos de raios gama que sdo detectados na alta atmosfera terrestre
como um subproduto da colisdo entre duas estrela de néutrons. '

Apds estes capitulos introdutérios apresentamos no Capitulo 4 o nosso modelo para
producéo de matéria em uma estrela de néutrons isolada. Utilizamos em nosso modelo um
condensado de pions acoplado ac campo eletromagnético da estrela de néutrons. A solugio
para o condensado de pions aparece na equagio de movimento para o campo eletromagnético
como um potencial periédico. Neste caso, a equagdo de movimento para o campo eletro-
magnético é classificada como uma Equac¢io de Lamé. Este tipo de equacio possui solugdes
estaveis e instaveis no espaco de pardmetros. As solugGes instaveis (bandas de ressonancia)
descrevem uma producdo exponencial de fétons.

No Capitulo 5 fazemos uma analise do nimero de particulas e da densidade de ener-gia
produzidas na primeira banda de ressonincia através do mecanismo de Ressonincia Pa-
ramétrica. Desconsiderando o efeito de absorcéo de fétons pela matéria circundante tere-mos
uma produgdo exponencial de particulas. No entanto, efeitos de absorcio precisam ainda
ser analisados j& que os fétons produzidos podem alterar a evolugdo térmica da estrela e
modificar sua Equacdo de Estado.

Trés apéndices complementam nosso trabalho. O primeiro (Apéndice A) traz algumas
consideragdes fundamentais sobre as Equagdes de Hill. O segundo (Apéndice B) traz algumas
dedugbes de férmulas utilizadas para obtengdo do Expoente de Floquet. O terceiro trata do
Universo Inflaciondrio de Guth.

Encerramos este trabalho com as Consideracdes Finais, onde fazemos uma anslise mais
critica desta dissertacao de mestrado.
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Abstract

The Parametric Resonance phenomenon is nowadays the most accepted model to explain
the huge production of matter in the pos-inflationary Universe. In this work we show that
this phenomenon can also appears in models of neutron stars describing the production of
photons in its interior.

The Chapter 1 is a general introduction to the neutron stars. We describe, the behavior
of the matter in the interior of this object, we get a Politropic Equation of State and we show
as a pion condensate can change the Equation of State. The existence of this condensed is
fundamental for our work.

The Chapter 2 introduces the phenomenon of Parametric Resonance as it is used in
Cosmology, that is, as a mechanism for matter production. This chapter shows, also shortly,
the mathematics needed to study this phenomenon.

The Chapter 3 is the description of the model of Garcia-Bellido and Kusenko describing
the Parametric Resonance phenomenon in the collision among two neutron stars. These
authors applied this mechanism of exponential production of matter to explain the jets of
gamma-rays detected in high atmosphere, as a result from the collision among two neutron
stars.

After these introductory chapters we show in Chapter 4 our model for matter production
in a single neutron star. We used in our model a pion condensate coupled to the electromag-
netic field of the neutron star. The solution for the pion condensate appears in the equation
of motion for the electromagnetic field as a periodic potential. In this case, the equation of
motion for the electromagnetic field is classified as a Lamé’s Equation. This equation type
presents stable and unstable solutions in the space of parameters. The unstable solutions
(resonance bands) describe an exponential photon production.

In the Chapter 5 we make an analysis of the particle number and energy density produced
in the first resonance band through Parametric Resonance mechanism. Neglecting effects of
photon absorption by the surrounding matter we get an exponential production of parti-
cles. Nevertheless, absorption effects need to be analyzed more carefully since the photons
produced can change the thermal evolution of the star as well modify its Equation of State.

Three appendixes complement our work. The first {(Appendix A) presents some consi-
derations about the Hill’'s Equation. The second (Appendix B) shows some derivations of
formulas used to obtain the Floquet’s Exponent. The third shows the Guth’s Inflationary
Universe.

We finish this work with Final Remarks, where we offer a deeper analysis of our work.
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Introducao Geral

O presente trabalho tem como objetivo tentar fornecer um modelo para a producio de
particulas em estrelas de néutrons utilizando para isto um mecanismo empregado primeira
e majoritariamente em Cosmologia Inflacionéria [13, 14, 20], denominado Ressonancia Pa-
ramétrica (RP) [12, 11]. Dentro do contexto da Cosmologia Inflaciondria este mecanismo
¢ bastante efetivo, pois permite “popular” rapidamente o Universo pés-inflacionsrio com
particulas escalares.

Neste trabalho, a aplicagio deste fendmeno em estrelas de néutrons tem como objetivos
basicos:

1) estudar a producdo de particulas via RP numa escala mais baixa de energia
que aquela encontrada em Cosmologia Inflaciondria;

2) sugerir possiveis modificacdes na equacio de estado da estrela e dai na sua
estrutura e evolucio;

A plausibilidade deste fenémeno pode contribuir para uma melhor compreensio dos meca-
nismos evoluciondrios de uma estrela de néutrons como, por exemplo, seu resfriamento.

O uso do fenémeno de Ressondncia Paramétrica como um mecanismo para produgio
exponencial de particulas na fase pds-inflaciondria do Universo é relativamente recente {pouco
mais de 10 anos). Assim, para introduzirmos nosso trabalho empregamos trés capitulos com
o tnico objetivo de fornecer uma boa bagagem de informagdes para que o fenémeno pudesse
ser entendido a contento.

No Capitulo 1 fornecemos uma viso geral, embora resumida, de como é encontrada a
Equagéo de Estado para um estrela da Seqiiéncia Principal e como construir a mesma equacao
para uma estrela de néutrons. A seguir, descrevemos brevemente o conteido material de uma
estrela de néutrons, modelando o interior deste tipo de estrela com apenas trés camadas:
Crosta, Matéria Nuclear e Core. Mostramos como o comportamento de uma equagéo de
estado com e sem um condensado de pions interfere na estrutura deste objeto compacto.
Este capitulo tem como objetivo principal mostrar que o condensado de pions pode existir
no interior de uma estrela de néutrons e além disto pode modificar sua evolucdo podendo
levar ao surgimento de novos fenémenos.

No Capitulo 2 tratamos do fenémeno de Ressonincia Paramétrica tal como ele é visto
em Cosmologia Inflaciondria, isto é, como um mecanismo para produc¢io exponencial de
particulas num dado intervalo de tempo. O objetivo deste capitulo serd o de introduzir o
ferramental matematico necessario para a utilizagio e entendimento deste fenémeno. Neste
sentido, 0os Apéndice A e B sio um complemento deste capitulo tratando da Equacdo de Hill
e do Expoente de Floquet, respectivamente.

No Capitulo 3 mostramos a primeira aplicacio do fenémeno de Ressonancia Paramétrica
em estrelas de néutrons, que deve-se a Garcia-Bellido e Kusenko [21].

Apos estes trés capitulos introdutérios apresentamos, no Capitulo 4, nosso modelo. Uti-
lizando como base a interagio entre um condensado de pions negativamente carregado e
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0 campo eletromagnético’ da estrela de néutrons, aplicamos o fendmeno de Ressonincia
Paramétrica, obtendo uma produgio exponencial de fétons no interior deste objeto. A exis-
téncia conjunta do condensado de pions e do campo eletromagnético da estrela est4 garan-
tida nos trabalhos de Harrington e Shepard [41, 43]. Assim, uma vez tendo sido satisfeitas
as condigbes impostas por Harrington e Shepard, podemos dizer que o fenémeno de Res-
sonancia Paramétrica ocorre de forma quase que natural. Este fato é fundamental pois nao
€ necessario fazermos hipéteses adicionais para que o fenémeno ocorra.

No Capitulo 5 mostramos, finalmente, os resultados obtidos para o niimero de fétons
produzidos e densidade de energia produzida via RP. Vemos claramente a efetividade do
funcionamento deste mecanismo proposto. Infelizmente, n&o levamos em conta os efeitos de
absor¢do dos fétons produzidos pela matéria circundante e, portanto, nio tratamos nesta.
dissertacdo de eventuais modificagdes que possam ocorrer na equacéo de estado deste objeto.
O efeito de back reaction, em trabalhos futuros, deve ser levado em conta de modo a tornar
este mecanismo mais real.

Salientamos, por fim, que nesta dissertacio fizemos apenas um estudo qualitativo do
fendémeno. Porém, o mecanismo mostrou-se bastante robusto mesmo para grandes variacses
dos pardmetros envolvidos, garantindo que este método de producdo de particulas pode
ocorrer nesta escala de energia.

sto inclui o préprio campo magnético da estrela bem como contribui¢bes de outros constituintes deste
objeto.

ix



Contetido

1 Estrelas de Néutrons 1
LI Introduco . . . . . . .. .. 1
1.2 Modelo Estelar Politrépico . . . . . . . . ... .. .. ... .., 2
1.3 [Equagio de Estado para uma Estrela de Néutrons . . . . ... ... ..... 7

1.3.1 Equacdes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff . . . . ... ... .. ... 8
1.4 O Interior de uma Estrela de Ndutrons . . . ... .. ... ... .. ... .. 10
LAl Crosta . . . . o i i e 11
142 Matéria Nuclear . . . . .. . . . ... . ... ... . . ... ... ... 12
143 Core . . . o . 13
1.5 Estrela de Néutrons com Condensadode Pions . . . . . ... .. ....... 14

2 Ressonéncia Paramétrica no Universo Inflaciondrio 17
21 Introduglio . . . . . . .. . 17
2.2 Universo Inflaciondrio . . . . . .. .. ... ... ... .. ... ... ... 18

221 ModeloPadrdo . . ... ... . .. ... ... 18
2.2.2 Modelo Inflaciondrio . .. .. .. .. ..... ... ... ... ..., 20
2.2.3 Ressondncia Paramétrica em Cosmologia . . . . ... ......... 22

3 Modelo de Garcia-Bellido e Kusenko 29
3.1 Introdugdo . . . . . . .. . . ... 29
3.2 O Modelo de Garcia-Bellidoe Kusenko . . . ... .. ... ... ....... 29

4 Ressondncia Paramétrica no Modelo ¢ 35
41 Introdugdo . . . . . . .. ... 35
42 CondensadodePions . . .. ... .. ......... e e e e e 36
4.3 O Modelo ¢ de Harrington e Shepard . . . . .. ... ............. 38
4.4 Lagrangiana de Harringtone Shepard . . . . . .. .. ... ... ....... 40
4.5 Equagdo do Movimento do Condensado =~ . . . . .. ... .. ... ..... 43
4.6 Caso Homogéneo (|T,>=0). .. ... ... . ... . . ... ... 45

4.6.1 Solugdo com |¥,[2=0no Caso 1 (=2M2) . .. ... ......... 53
4.6.2 Solugdo com |¥,|? =0no Caso 2 (+2M?) . . ... .. ... ..... 59
4.7 Caso Ndo-Homogéneo ({T,2#£0) . . . .. .. ... .. .. ... ... . .... 61
4.8 Equaco de Movimento para 4% . . . . ... ... ... ... ... ... ... 63



53 Producao de Particulas 81
5.1 Imtrodugho . . . . . . ... ... 81

5.2 Andlise das Solugbes e Bandas de Ressondncia, . . . . . . .......... . 82
5.2.1 Ressondncia Paramétrica no Caso Homogéneo (J¥,|2 = 0y ...... 82

6 Consideracoes Finais 91
A 93
Al Equagdode Hill . . ... . ... ... ... .. 93

B 95
B.1 ExpoentedeFloquet . ... ... .............. ... . .. .. .. 95
B.1.1 Método Geral . . . . . ... ... ... ... ... 95

B.1.2 Métodode Bogolyubov . . . . . . .. ..., ... ... .. ... ... 96

B.1.3 Métodode Hill .. .. ... ....... ... ... .. . ... .. | 98

C 101
C.1 O Principio Cosmolégico . . . . ... ... ... . ... .. . ... . ... 101
C2 OModelo Hot BigBang . . . .. ... ... ..\ 102
C.3 Problemado UniversoPlano . . . .. .... .. ........ . .. . ... . 106
C.4 Problema do Horizonte de Particulas . . . . .. ... ............. 107
Bibliografia 111

xii



Lista de Figuras

1.1

1.2

1.3

1.4

b
—

2.2

3.1
3.2
3.3
3.4

4.1

4.3

4.4

Representagéo esquemitica do potencial ®(r) para uma estrela com simetria
esférica. O vetor § aponta para o centro da estrela. Uma figura semelhante a
esta pode ser encontrada na referéncia [5). . . .. .. ... . ... ... ...
A figura acima mostra o corte seccional de uma estrela de néutrons. Estio
representadas as camadas nas quais estaria disposto o material estelar que
compoe o interior deste objeto. As camadas nio estio em escala. . . . . . . .
Equilibrio entre n, p, hipérons, pions e leptons no interior estelar. Figura
obtida da referéncia [9).. . . . . . .. ... .. ... ...
Massa de uma estrela de néutrons como funcdo da densidade central com-
putada para quatro equacdes de estado. Observe que uma estrela apenas de
néutrons superestima a massa deste objeto. Figura obtida da referéncia [9]. .

Representacdo pictérica do potencial de um campo escalar para 0 modelo de
inflagdo cadtica. . . . . . .. ... .. L
Representacdo pictérica da carta de estabilidade/instabilidade para a Equagdo
de Hill. As 4reas hachuradas representam bandas de ressonincia. . . . . . . .

Potencial de Ginzburg-Landau. O potencial tem unidade de MeV?. . . . . .
Amortecimento do campo ¢(¢) ac longo do tempo. . . . . . .. ... ... ..
Evolugdo do expoente de Floquet para virios valoresde k. . . . ... .. ..
As flutuagdes na densidade de energia diminuem com o tempo, mostrando
que existe um limite de fétons que podem ser produzidos com determinado
momento k. . ... ...

Estados ligados do modelo ¢ como uma fungiio do campo externo e do potencial
quimico do pion. Para este caso especifico, m2~2.8 x 107G [41] . ... .. .
Evolucdo temporal de 7;. Para o Caso 1 a) com M = 140MeV b) com
M = 420MeV e para o Caso 2 ¢) com M = 140MeV e d) com M = 420MeV.
Em todos os caso tomamos A =7.7. . . . .. ... .. ... ... ... ...
Evolugdo temporal de 7;. Para o Caso 1 a) com M = 140MeV b) com
M = 420MeV e para o Caso 2 ¢) com M = 140MeV e d) com M = 420MeV.
Em todos os caso tomamos A =7.7. . . . ... ... ... ...
Espago de fase para m no Caso 1: a) M = 140MeV e b) M = 420MeV.
Espaco de fase para m no Caso 1: ¢} M = 140MeV e d) M = 420MeV. Em
todososcaso A=T7.7.. . . . ...

11

15

15

21

24

30
32
33

34

39

47



4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11

4,12

4.13

4.14

4.15

Espago de fase para m; no Caso 2: a) M = 140MeV e b) M = 420MeV.
Espago de fase para m; no Caso 2: ¢) M = 140MeV e d) M = 420MeV. Em
todososcaso A=T7.7.. . . . ... L

Evolugdo temporal do campo auxiliar 7; baseada na equagéo (4.23): Caso
1a) M = 140MeV e b) M = 420MeV; Caso 2 ¢)M = 140MeV e d)
M =420MeV. Emtodososcasos A=7.7. . . . . . . .. .. ... ...,

Representacdo pictdrica da equagéo (4.27): a) Caso hard spring e b) Caso soft
SPTING. « o o e e e e e

Graficos da equagdio (4.41). Para o Casol: a) com M = 140MeV e p = 0.001,
b) com M = 140MeV ep =1ec) com M = 140MeV e p = 1000. Para o
Caso 2: d) com M = 420MeV e p = 0.001, e) com M = 420MeV ep=1e
f) com M = 420MeV e p = 1000. Para todos os casos, A=7.7. . ......

Graficos da equagio (4.46). Para o Caso 1: a) com M = 140MeV e p =
~0.001, b) com M = 140MeV ep = —0.1 ec) com M = 140MeV e p = —~0.49,
Para o Caso 2: d) com M = 420MeV e p = —0.001, ) com M = 420MeV e
p=—0.1¢ef) com M =420MeV e p = —0.49. Para todos os casos, A = 7.7.

Gréficos da equagdio (4.50). Para o Caso 1: a) com M = 140MeV e p =
—0.001, b) com M = 140MeV ep = —0.1ec) com M = 140MeV e p = —0.49.
Para 0 Caso 2: d) com M = 420MeV e p = —0.001, e) com M = 420MeV e
p=—01ef)com M = 420MeV e p = —0.49. Para todos os casos, A = 7.7.

Gréficos da solugdo numérica do sistema (4.56) para 7 com A = 0.0001 e
M = 140MeV no Caso 1: a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos
sen negativo e cos negativo; em c) temos sen positivo e cos negativo e em d)
temos sen negativo e cos positivo. Para todos os casos, A=7.7. ... .. ..

Grificos da solugdio numeérica do sistema (4.56) para #; com A = 10000 e
M =140MeV no Caso 1: a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos
sen negativo e cos negativo; em c) temos sen positivo e cos negativo e em d)
temos sen negativoe cos positivo. . . . .. ... L.

Gréfico do sistema (4.56) para m; com A = 0.0001 e M = 420MeV no Caso 1:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b} temos sen negativo e cos negativo;
em c) temos sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos
positivo. Para todos oscasos, A=7.7. . .. ... ... ... .. ... . ...

Gréfico do sistema (4.56) para 7 com A = 10000 e M = 420MeV no Caso 1:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo;
em c) temos sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos
positivo. Para todos os casos, A=7.7. . .. .. . .. ... ... ... ...

Gréfico do sistema (4.56) para m; com A = 0.0001 e M = 140MeV no Caso 2:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo;
em c) temos sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos
positivo. Para todos os casos, A=7.7. . .. ... ... ... ... ......

Xiv

48

49

ol

36

58

60

65

66

67

68



4.16

4.17

4.18

4.19

4.20

4.21

Gréfico do sistema {4.56) para m, com A = 10000 e M = 140MeV no Caso 2:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo;
em c) temos sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos
positivo. Para todos os casos, A=7.7. . .. ... ... ... ... . ... ..

Gréfico do sistema (4.56) para m; com A = 0.0001 e M = 420MeV no Caso 2:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo;

em ¢) temos sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos

positivo. Para todos os casos, A=7.7. . ... . ... .. .. ... ...

Gréfico do sistema (4.56) para 71 com A = 10000 e M = 420MeV no Caso 2:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo;
em c) temos sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos
positivo. Para todos os casos, A=T7.7. . . . ... .. .. .. ... ..., .

Gréficos do sistema (4.56) para 72 com A = 0.0001 e M = 140MeV no caso
Caso 1: a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos
negativo; em c) temos sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo
e cos positivo. Para todososcasos, A=T7.7. . . . .. .. ... .. ......

Grafico do sistema (4.56) para 7, com A = 10000 e M = 140MeV no Caso 1:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo;
em ¢) temos sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos
positivo. Para todos os casos, A=7.7. . . . ... ... .. ... ... ...,

Gréficos do sistema (4.56) para 7y com A = 0.0001 e M = 420MeV no Caso
1: a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos
negativo; em c) temos sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo
e cos positivo. Para todos os casos, A=7.7. . .. ... ... ... .. .. ..

Gréficos do sistema (4.56) para my com A = 10000 e M = 420MeV no Caso 1:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo;
em c) temos sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos
positivo. Para todos os casos, A=7.7. . .. .. ... ... ... .......

Gréficos do sistema (4.56) para m com A = 0.0001 e M = 140MeV no Caso
2: a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos
negativo; em c) temos sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo
e cos positivo. Para todososcasos, A=7.7. . .. .. ... ... .. .....

Gréficos do sistema (4.56) para 7 com A = 10000 e M = 140MeV no Caso 2:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo;
em c) temos sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos
positivo. Para todos 0s casos, A=7.7. . . . . . . .. ... ..

Gréficos do sistema (4.56) para 7 com A = 0.0001 e M = 420MeV no Caso
2: a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos
negativo; em ¢) temos sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo
e cos positivo. Para todos os casos, A=7.7. ... .. E S

XV

70

71

~
3%}

73

74

75

76

77

78

79



4.26 Graficos do sistema (4.56) para ms com A = 10000 e M = 420MeV no Caso 2:

5.1

3.2

3.3

5.4

5.5

C1

C.2

a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo ¢ cos negativo;
em c) temos sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos
positivo. Para todos os casos, A=7.7. . . ... ... ... ... ... . ...

Expoente de Floquet em fungdo de k obtido para vérios valores de A(0): (a)
A(0) = ~1000, (b} A(0) = —100, (c) A(0) = —1 e (d) A(0) = —0.001. Este
determinante controla a amplitude de oscilagdo de uy e seus possiveis valores
reais ou imagindrios. . . . . ... ... L L
Densidade de particulas obtida através da expressdo (5.9) com u4 tomado a
partir de (5.11). Tomamos A(0) = ~1 ek, =20MeV.. . ... ... .....
Densidade de energia produzida pelos fétons, em unidades de MeV*: (a)
‘Temos trés gréficos para a densidade com M = 140MeV e p=0.001, p=1e
p = 1000. Nao ha diferengas visiveis. (b) Temos trés graficos para a densidade
com M = 420MeV e p=0.001, p =1 e p = 1000. Nio h4 diferengas visiveis.
Tomamos A(0) =—-lek, =20MeV. . .. .. ... ... ...........
Densidade de energia produzida pelos fétons, em unidades de MeV*: (a)

Temos trés graficos para a densidade com M = 140MeV e p=0.001,p=1e

p = 1000. Nao h4 diferengas visiveis. (b) Temos trés graficos para a densidade
com M = 420MeV e p=0.001, p =1 e p = 1000. Nio h4 diferengas visiveis.
Tomamos A(0)=—-1ek, =20MeV. . .. .. ... ... ... ... ....
Densidade de energia produzida pelos fétons, em unidades de MeV4: (a)
‘Temos trés graficos para a densidade com M = 140MeV e p = 0.001, p=1le
p =1000. N&o ha diferencas visiveis. (b) Temos trés grificos para a densidade
com M = 420MeV e p = 0.001, p =1 e p = 1000. Nio h4 diferencas visiveis.
Tomamos A(0)=—-1ek, =20MeV. . .. .. ... . ... .. .. ......

Modelos de Universo dependentes do parimetro de curvatura k: k = —1
(aberto), k =1 (fechado) e k=0 (plano).. . . . . ... ... .........
Potencial sugerido por Guth para seu modelo inflaciondrio. . . . . ... ...

80

85

86

87

88



Capitulo 1

Estrelas de Néeutrons

1.1 Introd’ugéoﬂ

O estudo detalhado da estrutura e evolucio estelar leva, em geral, a um sistema complexo de
equagdes diferenciais acopladas. No entanto, numa primeira aproximacao, é possivel descrever
razoavelmente sua evolucéo utilizando-se apenas duas caracteristicas internas da estrutura
estelar: sua densidade de matéria p e sua pressio interna p. Usualmente, costuma-se utilizar
uma relagdo simples que una estas duas varidveis de forma a tornar integravel o sistema
de equacdes diferenciais do modelo sem que se perca, por outro lado, as outras informagées
relevantes sobre a fisica do interior estelar. Para isto adota-se a inclusdo de uma relagio de
dependéncia p = p(p) (ou p = p(p)), usualmente denominada Equacdo de Estado, onde p(p)
é uma funcio simples de p. Um caso bastante usado na literatura é uma relagao de poténcia
do tipo p = Kp”, onde K e v sfo constantes reais. Este tipo especial de relagdo é chamada
de Equagdo de Estado Politrépica e o fluido associado, simplesmente politropo. A dedugao
da equacdo de estado, a partir de primeiros principios (fisica esﬁatistica,- atomica ou nuclear)
é bastante intrincada e depende fortemente do conhecimento da microfisica do fluido. No
que segue vamos considerar somente estrelas com fluidos politrépicos.

Com base neste tipo de equagdo é possivel mostrar que certos tipos de estrelas atingem,
em seus estagios finais, a forma de uma supernova. Quando a pressio de radiagio é mais forte
que a atracio gravitacional a estrela literalmente explode, emitindo uma colossal quantidade
de matéria e energia para o espago exterior. Este tipo de estrela é caracterizado observacio-
nalmente pelo seu raio imenso (milhares de raios solares), intensa atividade de nucleossintese
de elementos pesados (carbono, ferro, etc) e intensa producéo de neutrinos durante o colapso

1
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do que restou da estrela (estagio final).

Em 1934, Baade e Zwicky [1] previram que um possivel estdgio final para uma estrela
em fase de supernova pudesse ser o de um objeto constituido basicamente de néutrons num
“regime de matéria superdensa. Em outras palavras, este estdgio poderia ser atingido apés a
explosdo que liberaria grande quantidade de matéria e energia, mas que deixaria o ntcleo da
estrela num estado de altissima densidade. O objeto resultante da explosédo da supernova,
ou seja, o que restou dela, foi denominado de Estrela de Néutrons.

Alguns anos depois, Oppenheimer e Volkoff {2], utilizando-se de um trabalho de Tolman
[3], puderam, efetivamente, calcular a equacio de estado para um objeto deste tipo.! Mas
somente em 1968 [4] é que um pulsar, descoberto em 1967, foi interpretado corretamente,
a0 que parece, como sendo uma estrela de néutrons girando rapidamente sobre seu eixo.
As dificuldades de deteccio se devem basicamente as reduzidas dimensdes deste objeto, que
tem raio tipico de poucos quilémetros (~ 5 — 15K m), porém com densidade da ordem da
densidade nuclear (pp~2.8x10'*g/em?). A massa deste tipo de objeto pode variar entre 1 e
3 massas solares (Mg).

Neste capitulo introduzimos o chamado Modelo Estelar Politrépico, e obtemos a equagio
de estado para uma estrela de néutrons, isto é, a Jé conhecida equagio de Tolman-Oppenhei-
mer-Volkoff (TOV). No regime de densidade nuclear e supranuclear, particulas elementares
e ressonancias tém um papel importante na dedugéio da equacio de estado. Neste trabalho
consideraremos especialmente a contribuigio do campo de pions e por este motivo, mostramos
as idéias centrais de um modelo de equacéo de estado para uma estrela que tenha entre seus
constituintes um condensado de pions. Nos capitulos subseqiientes procuramos esclarecer a
necessidade do condensado de pions neste modelo estelar.

1.2 Modelo Estelar Politrépico

Primeiramente, comegaremos considerando uma estrela com simetria esférica, gasosa, sem
rotagao e sem campos magnéticos intensos. Com excessio da falts de rotacgao, estas aproxi-
macoes sdo perfeitamente vilidas para estrelas que estfio na chiamada Segqiiéncia Principal.®

Sabe-se que a aceleragfio gravitacional ¢ numa estrela depende somente de duas quanti-
dades: do raio da estrela e da sua massa. Na Teoria Newtoniana da Gravitacdo g é escrito

! Curiosamente, o trabatho de Oppenheimer e Volkoff ¢ o trabalho de Tolman safram num mesmo volume
da Physical Review. '

Estrelas da Seqiiéncia Principal sio aquelas que apresentam, ao longo do tempo, variagbes em suas
propriedades semelhantes a de uma estrela conhecida ¢omo, por exemplo o Sol. Tém tipicamente massa
entre 0.1 e 60 M, [7]. '
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COomo:

g=—, (1.1)

onde G = 6,673x107%din.cm®/g* é a constante gravitacional universal e m = m(r) é a
massa contida na esfera de raio r. Neste trabalho consideramos apenas estrelas cuja evolugio
é lenta. Isto €, podemos considerar que por um longo periodo de tempo elas estio num
estado estaciondrio. Este é o caso de estrelas que se éncontram, como mencionado acima,
na Seqiiéncia Principal. Vamos também considerar esta hipétese para estrelas de néutrons.
Uma conseqiiéncia disto é que a massa m contida na esfera de raio r é funcio apenas de r,
isto é, m = m(r).

Usualmente, o campo gravitacional no interior de uma estrela deste tipo pode ser descrito
pelo potencial gravitacional ® que é solugéo da equagio de Poisson [5]:

720 = 47Gp,

onde p € a densidade de matéria dentro da estrela e V2 é o operador Laplaciano. A estrela
que -consideramos aqui tem simetria esférica, o que nos permite escrever a equacdo acima,
como

1d [ ,d®
—_—— — | = 47 Gp. 1.2
r2dr (T dr) i (1.2)

Por simplicidade, nesta equacdo a densidade depende somente de 7, isto é p = p(r) e
portanto, também & = @(r). O vetor aceleragio gravitacional aponta para o centro da
estrela e em coordenadas esféricas pode ser escrito como § = (—g,0,0). Claramente temos a

relagdo vetorial [5]

-véd = § ’
que para simetria esférica se reduz a
d®
—_— = . 1.3
=9 (1.3)
Por simples comparago entre as equagdes (1.1) e (1.3) obtemos
| d® Gm
— T e— -4
dr 72’ (1.4)

que relaciona o potencial gravitacional ® A aceleragio gravitacional. A equagio (1.4) pode
ser facilmente integrada

s=o(r)= [ Slar +C, (1.5)

Jo ,rJ2
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Figura 1.1: Representacdo esquemdtica do potencial ®(r) para uma estrela com simetria
esférica. O vetor § aponta para o centro da estrela. Uma figura semelhante a esta pode ser
encontrada na referéncia [5).

onde C é uma constante de integracdo. O potencial gravitacional se anula quando r—o0,
o que implica, na equagdo acima, C = 0. A Figura 1.1 mostra esquematicamente a fungio
d(r). '

Como mencionado acima, as estrelas da Seqiiéncia Principal passam por longas fases
sem que nenhuma mudanga significativa possa ser observada. Isto equivale a dizer que um
elemento de matéria em seu interior nio sofre nenhum tipo de aceleragio, ou seja, 0 somatério
das forcas que atuam neste elemento acaba sendo nulo. Este equilfbrio mecéanico é conhecido
como Equilibrio Hidrostdtico.

No Equilibrio Hidrostético as tinicas forgas que atuam na estrela sio a presso de radiagao,
do interior para o exterior da estrela, e a forca gravitacional, para o interior da estrela. Numa
casca esférica de espessura dr, a massa é dada simplesmente por pdr e a forca peso serd —gpdr,
onde o sinal negativo significa que esta forca ¢ atrativa. A diferenca entre as pressdes p; e
Pi, que sao as pressOes nas partes superior e parte inferior da casca, respectivamente, é dada

por
dp
Di — P = —Ed'f‘. ' (16)
A soma de todas as forcas que agem sobre esta casca esférica deve ser nula, ou seja,
dp
— =0
e, portanto,
a__Gm, (1.7)
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Esta ¢ a primeira equagéo para o Equilibrio Hidrost4tico que descreve a estrutura estelar
[5]. O raio da estrela é tomado neste caso como sendo uma varidvel independente do sistema.
A equagdo (1.7) foi deduzida pelo chamado método de Euler, que consiste em tomar como
Unica varidvel livre do sistema o raio r [7].

Utilizando o método de Lagrange, que consiste em tomar a massa como um parametro li-
vre [7], obtemos a segunda equagio para o Equilibrio Hidrostético. Notemos que a quantidade
de matéria numa casca esférica é dada por

dm = 4mrpdr.

Usando a Regra da Cadeia encontramos

d d dr
am =@ S am (18)
A expressdo (1.8) aplicada a um elemento de massa m resulta
dm dm  dr dr dr 1
= —_—=4 25— - = . .
dm ~dr Jdm T am dm  4mrep (1.9)
Retornando este resultado & equagdo (1.8) obtemos
d 1 d
_ dm ~ 4wrpdr’
A simples aplicacfo de (1.8) na equagdo (1.7) resulta em
dp dp dm Gm dp Gm
= e X e — = —_— 1.1
ar = dam dr zf dm drrd . (1.10)

As equagdes (1.9) e (1.10) sdo as equagdes bésicas de nosso problema e podem ser escritas
na forma de um sistema, a saber

g _ __ Gm
dm = 7 dmrtt

dr _ _ 1
{ dm ~T amrlip
No sistema acima temos 3 varidveis para duas equages: =, p e p, todas consideradas
dependentes de m. Assim, para resolvermos este problema & necessdrio introduzir uma nova
equacéo que tem o papel de condigdo de integrabilidade do sistema. Vamos tomar como

ansatz a equacdode estado politrépica

onde K€ a chamada constante politrépica e v é 6 ezpoente politrépico. Eqmvalentemente n
é o indice polztropzco definido por
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Diferenciando (1.11) com respeito a r resulta

dp _,dp
N
ar = 0P G

Utilizando (1.4) e {(1.7) obtemos para o potencial & a partir da expressao acima

@ _ o adp

Para v#1 podemos integrar a equagdo acima obtendo

o= |(-mm) +2)

onde usamos a definicio acima de indice politrépico. Escolhemos D = 0 para que na superficie
da estrela tenhamos @ = 0, pois a densidade é nula nesta regido. Ficamos entdo com

o= (-ﬁ)n. (113)

No interior da estrela ® < 0, pois p > 0 [5].
De (1.2) e (1.13) obtemos a equagio

Ee 24P P "
—_— —me | 1.14
T E = 4G ( (n+ 1)K) (114)

Por meio das substituigbes de varidveis (5]
z = Ar,

onde

) ik n=l

s a7 _Ar
MR

T (n+ 1)K

@ 1/11
3= ()"
. Pe

n
onde p, = (_(n_-ff)_K) é a densidade no centro da estrela, podemos escrever a equagao (1.14)

( q,)(n—l) —

como

P 2 dw 1d [ ,dw n
—_— n —_ =0, 1.15
Zrtom TV S AL ( )—l—'w (1.15)
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que ¢ conhecida como Equacdo de Lane-Emden [5]. Interessa-nos encontrar solugdes para a
equagdo (1.15) que sejam finitas na origem do sistema. Sem perda de generalidade, podemos

impor
dw(0)
dz 0,
w(0) =1

A primeira condigdo acima nos diz que a variagio da razao entre as densidades (pﬁc) no
centro da estrela {r = 0) ¢ apenas de segunda ordem; a segunda condigio nos diz que no
centro teremos g = p.. A solucdo de (1.15) com as condigGes iniciais acima ¢ entéo [5]

p(r) = pew”, | (1.16)

onde p, foi definido na pégina anterior.
A partir da equacgo de estado (1.11) obtemos para a pressdo p a seguinte expressao

p(r) = pew™*, | | | (1.17)

onde p. = Kp.”. Para v = 5/3 temos para a matéria estelar o caso nio relativistico; para
v = 4/3 temos o caso relativistico [5]. ' ,

O modelo construido até agora é bastante geral, mas indicado apenas para estrelas da
Seqiiéncia Principal, o que infelizmente nio é o caso das estrelas de néutrons. Por serem
extremamente densas elas necessitam de um tratamento relativistico por gerarem uma forte
curvatura na regifo do espaco onde se encontram alterando a equacido de estado do seu
conteido material. '

Na préxima se¢do abordaremos com maiores detalhes a construgdo de uma equacio de
estado para este tipo de objeto.

1.3 Equacao de Estado para uma Estrela de Néutrons

Em 1939, Oppenheimer e Volkoff [2], utilizando as equacdes de Einstein para a Gravitagio,
conseguiram deduzir uma equacdo de estado para uma estrela de néutrons, tratada entdo
como um gés de Fermi ideal. A equagdo por eles encontrada passou a ser chamada de
Equagao de Tolman-Oppenheimer-Volkoff {TOV). O nome de Tolman foi incorporado a esta
equacdo pois seu artigo (veja referéncia [3]) foi de grande importincia para que Oppenheimer
e Volkoff atingissem. seus resultados. ‘
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A idéia central ao se procurar uma equagdo de estado para uma estrela de néutrons é
a de fazer uma transi¢do continua entre a métrica exterior ao objeto que, para uma estrela
simetricamente esférica, é a conhecida métrica de Schwarzschild, e a métrica interior, que
depende dos constituintes da estrels. Portanto a métrica exterior é bem definida, enquanto
que a métrica interior, por outro lado, admite indmeras possibilidades, pois depende do
modelo do material estelar adotado ser menos ou mais realistico.

Faremos, aqui, uma breve introducio &s equacdes de TOV passando depois a um modelo
mais realistico que leva em conta, entre os constituintes do interior estelar, um condensado

de pions.

1.3.1 Equacoes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff

O elemento de linha mais geral com simetria esférica é dado por 6]
ds® = e"dt? — eMdr® — p992 . 12500292,

O campo gravitacional de uma estrela com simetria esférica & muito bem descrito na
- Teoria da Relatividade Geral pela famosa solugéo de Schwarzschild

5 -1
ds? = [1 - gﬂl} dt® — [1 - @—] dr? — r9? — r2sen?6dy?, (1.18)

onde G é a constante gravitacional universal e m ¢ a massa do corpo considerado. Mostra-se
que a singularidade no ponto r = 2G'm é removivel, enquanto que a singularidade em r =0 é
essencial. Esta é a chamada Solugo Exterior de Schwarzschild para as Equacgdes de Campo
de Einstein R, = 0. E imediata a identificacdo

- 2
) — [1_ Gm}, o (L19)
—
. -1 ,
) = [1 - 2ij} . (1.20)

Precisamos, agora, encontrar a métrica ou solugéo interior e “cols-la” (usando as chama-
das condi¢des de colagem) & métrica exterior. As Equagdes de Campo de Einstein para este

Caso sao

G* = 8rTH,
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onde T é o Tensor Energia-Momento associado a matéria estelar. Utilizando-se novamente
a simetria esférica estas equagdes reduzem-se ao sistema [2]

!
e (V) 1Y 1 2
8rp=e ( i 5 (1.21)
X{ry 1 1
— o= A(r) — — 22
Erp=e ( - ri’) + =t (1.22)
dp _ _(p+p),
b . S ‘ 9
. 5V (r) (1.23)

Aqui o tensor energia-momento, 7%, tem como elementos nio-nulos apenas os termos da
diagonal principal, que sdo

Tog = 0, Tl]_ = ng = T33 = —p.

As linhas nas varidveis das equagdes (1.21), (1.22) e (1.23) referem-se a diferenciagio em
relagdo & varidvel 7. A equacdo (1.23) pode ser integrada em r se considerarmos p = o(p).

Assim,
2} 2dp
v(r) = v(r' —f —_—
) =vr) o P+pop)

onde 7’ € o raio da estrela no qual temos evidentemente a condicio de fronteira p{r') = 0.
Dai,

r)_2d
1) = ) = I

Do ponto de vista fisico é intuitivo que a transigiio do interior para o exterior da estrela
deve ser continua o que implica, por (1.19), que devemos ter

ey(r.') = (1 _ 2Gm) .
TI

Introduzimos agora a mudanga de varigvel

u(r) = %—r (1 - e""(")) )

L

Derivando a fungdo acima com respeito & 7 obtemos

du 2] o (N() 1 1
e s O B I S A -
dr 2 [e ( T r? + r2 |’

Ou seja,
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que, apés um pouco de slgebra, é exatamente a derivada da equagéo {1.22) com respeito a
r[2].
Também diferenciando a equagdo (1.21) com respeito a r obtemos

dap _ _(p+plp)
dr (r — 2u)

Observe que as equagdes (1.24) e (1.25) formam um sistema nas varidveis « e p. Lembre-

= (4rpr® — ). (1.25)

mos que a transicio entre interior e exterior deve ser continua. Assim, tomando os valores
iniciais v = up e p = pg em r = 0, as duas equagdes podem ser simultaneamente integradas
até r = r', onde obviamente devemos ter p(r’) = 0. Tomandoo valordeu =Uemr=1'"e
utilizando o valor j4 obtido da métrica exterior para e*" dado por (1.20), escrevemos

nrr_ Yol aaen) _ L _2Gm\ | _
u(r)U—§r (1 e )—57" [1—(1 ~ = Gm.

Assim, as equagdes (1.24) e (1.25), com as condigdes de fronteira acima, formam um
sistema que determina por completo a distribuigdo de matéria na estrela de néutrons. Estas
sdo portanto as equagdes de estado para esta estrela.

A equagdo (1.25) pode ser convenientemente escrita como

dp  Gm P d7rp 2Gm\ ™ 5
8o+ (-2, o

que é a conhecida Equacdo de Tolman-Oppenheimer-Volkoff para o equilibric hidrostatico

de uma estrela de néutrons. Escrita na forma acima pode-se ver facilmente que no limite de
campos fracos e baixas velocidades, a equagio acima reduz-se & sua forma classica (1.7)
dp _ G’m
ar e
As equagdes (1.24) e (1.26) formam um sistema de duas equagdes diferenciais acopladas
com trés incégnitas. Daf uma equacgio de estado (condigdo de integrabilidade) é necessaria
para determinar a densidade p e a pressio p. Oppenheimer e Volkoff utilizaram a equagéo
de estado para um gas ideal de Fermi para obter uma expressio para a densidade e pressdo
no interior da estrela e assim poderem estudar o comportamento da matéria em seu interior.
Na préxima secio faremos um estudo resumido do interior de uma estrela de néutrons,
procurando compreender um pouco melhor sua constituicao.

1.4 O Interior de uma Estrela de Néutrons

Apés o colapso e explosdo de uma supernova, o mais provéavel é que 0 objeto compacto
restante seja uma estrela de néutrons. Em outras palavras, estes objetos extremamente
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10Km

Figura 1.2: A figura acima mostra o corte seccional de uma estrela de néutrons. Estio
representadas as camadas nas quais estaria disposto o material estelar que compde o interior
deste objeto. As camadas ndo estdo em escala.

densos sdo produzidos nos nicleos das estrelas massivas que sofrem colapso gravitacional e
explodem, entdo, como supernovas. Em Astrofisica, as estrelas de néutrons sio exemplos dos
chamados Objetos Compactos® em razdo de suas altissimas densidades e tamanhos bastante
reduzidos (da ordem de algumas dezenas de quildmetros).

Desde a descoberta dos pulsares nos anos de 1960, mais de 600 objetos identificados como
pulsares foram observados e algo em torno de 200 estrelas de néutrons foram identificadas
em sistemas binarios 0s quais sdo fontes intensas de raios X. |

Estes objetos compactos sdo extremarnente importantes para o entendimento da fisica em
regimes extremos de densidade, presséio e campos eletromagnéticos. A matéria ndo tem um
comportamento usual quando submetida a tais regimes extremos. A Figura 1.2 mostra uma
representacdo pictérica do interior de uma estrela de néutrons com 10 Km de raio. Embora,
bastante simples, esta figura é uma razodvel aproximagdo do que se espera que ocorra no
interior estelar. Observando a Figura 1.2, pode-se perceber uma nitida divisio em camadas
do interior estelar, como uma ”cebola”. Baseados nesta divisio faremos uma descri¢do dos
principais constituintes da matéria constitutiva de uma estrela de néutrons. Para maiores
detalhes, veja a referéncia [8]

1.4.1 Crosta

As temperaturas no interior de uma estrela de néutrons sio relativamente baixas, na escala de
energia de excitagdo nuclear { ~MeV'). Além disto, os processos nucleares por vezes ocorrem

*Também Buracos Negros e An3s Brancas pertencem a esta categoria.
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de modo bastante réapido se comparados com o periodo de resfriamento deste objeto.

A densidade p cresce a medida que penetramos no interior da estrela. A atmosfera, que
pode ser comprimida pela atracdo gravitacional a menos de 1 cm, € seguida pela crosta que
tem profundidade tipica de 1 Km. Esta crosta é composta basicamente de elétrons degene-
rados com alguma quantidade de 3¢ Fe, o (ltimo elemento produzido na queima termonuclear
pela estrela que deu origem & supernova.

A medida em que penetramos na crosta, a energia de Fermi aumenta e quando a densidade
p~8 x 108g/em? os elétrons que estdo no topo do mar de Fermi comegam a ser capturados

pelos nucleos, convertendo prétons em néutrons via reagao
e-+p—n—+ e

Devido a sua fraca interagcdo com a matéria 0 neutrino produzido escapa da estrela de
néutrons carregando energia e resfriando-a. Esta reacfio de captura ocorre ainda no inicio
da formacio da estrela de néutrons. Qutros processos ocorrerem posteriormente no interior
estelar, produzindo mais neutrinos e acelerando ainda mais o resfriamento da estrela.

Com o aumento do niimero de néutrons no nicleo, a matéria passa a ser organizada por
camadas compostas por elementos cada vez mais pesados. A primeira camada contém 56 Fe,
62Ni e Ni. Quando os néutrons atingem o nimero de 50, ocorre a chamada blindagem
do ntcleo e temos, entdo, a formacio da segunda camada: %'Se, ¥Ge, 8Zn, ®Ni e "*Fe.
A terceira camada comega com 82 ndutrons: ‘Mo, 2Zr, 12°Sr e M8Kr [8]* . Em cada
uma destas camadas a densidade é sempre crescente e quando atinge pgrip~4.3 x 1011 g/cm®
(densidade de encharcamento de néutrons) a matéria estelar passa a ter o comportamento de
um fluido superdenso. A partir da densidade pgrip, 2 matéria passa a ser composta cada vez
mais por néutrons. Em contrapartida ao mar de elétrons, teremos agora um mar de néutrons.

Ao ser atingida a densidade de py/2 (veja Introdugdo), a matéria passa a ser composta
basicamente por néutrons e uma pequena quantidade de prétons, elétrons e mions. A neu-
tralidade de carga no interior estelar impde que o nimero de prétons seja igual a soma do
nimero de elétrons e miions. Esta regido superfluida ja esté nos dominios da matéria nuclear.

1.4.2 Matéria Nuclear

O entendimento da matéria nuclear nesta regifo é bastante complicado. N&o hd mais ele-
mentos compostos, apenas niicleons, mésons, hipérons, kdons, elétrons e algums tipos de
ressonancias, como a A, por exemplo.

40s nimeros 50 e 82, bem como o 2, 8, 20, 28 e 126, sdo os chamados “niimeros magicos” ¢ estao
relacionados a0 modelo nuclear de camadas e ao modelo spin-6rbita [10].
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Devido a esta quantidade de novos constituintes, o calculo de uma equagio de estado
¢ bastante complicado e 0s processos numéricos tornam-se imprescindiveis. Para que as
equagdes de estado sejam as mais préximas o possivel da realidade utilizam-se os resultados
experimentais dos espalhamentos nn e pn a baixas energias (~ 300Mel’) para se obter um
melhor entendimento de suas interagdes e dai um modelo que descreva o interior estelar de
modo satisfatério.

Temos nesta regido, além de uma enorme quantidade de constituintes, o problema. da
superfluidez dos néutrons e dos prétons. Os prétons além de poderem estar num estado de
superfluido podem, também, estar num estado de supercondutor do Tipo II (altas tempera-
turas). A relacdo entre esse supercondutor e os altos campos eletromagnéticos presentes
no interior estelar ainda permanece em aberto. J4 os néutrons em estado superfluido po-
deriam ser comprovados pelos chamados pulsar glitches: os vértices de néutron superfluido
permanecem fixos no meio estelar e estio dispostos paralelamente ao eixo de rotaco da
estrela; acredita-se que mudancas bruscas nas posigdes destes vértices poderiam fazer com
que houvesse transferéncia de momento angular da regido superfluida para a crosta, ji que
estas regides teriam diferentes velocidades angulares. Esta transferéncia de momento angular
abrupta ocasionaria os pulsar glitches.

As componentes mesdnicas presentes nesta regiio podem ser macroscopicamente excita~
das, atingindo o estado de condensados. Nio se sabe ainda até que ponto estes condensados
poderiam afetar a evolugdo da estrela de néutrons. No Capftulo 4 faremos um estudo mais
detalhado da condensagdo pidnica. Aprofundando um pouco mais no interior da estrela
chegamos nicleo, também chamado de core.

1.4.3 Core

Esta regido é pouquissimo conhecida e pode ter densidades acima da densidade nuclear
(5 — 10po) [8]; temos aqui a presenca de ndutrons livres e prétons.

O limiar entre a matéria nuclear ordinéria e quarks livres pode ser atravessado, de modo
brusco, acima de uma certa densidade limite, p, . Assim, acima desta “densidade de corte”,
teriamos o que se denomina na literatura como uma estrela de quarks. Este tipo de objeto
poderia ser o iltimo estdgio antes do colapso gravitacional completo, ou seja, do surgimento
de um buraco negro a partir de uma estrela de nédutrons.
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1.5 Estrela de Néutrons com Condensado de Pions

Daremos, aqui, uma pequena introdugio a um modelo de equacio de estado para uma estrela
de néutrons que tenha entre seus constituintes um condensado de pions. A existéncia de um
condensado deste tipo no interior estelar pode acelerar o resfriamento da estrela [§] e, assim
sendo, é de grande importéncia sabermos se esta matéria pode ou nio existir neste tipo de
objeto compacto.

Uma possivel densidade Lagrangiana descrevendo a matéria no niicleo de uma estrela de
néutrons é dada por [9]

o 1
L= 21&3(%7#5“ ~ MB + o8B0 — Jun* — S 9,m VT3P 5) Y+
= 2

1 1 1
+§(3“0'3”0' —m,) — TWu™ + -émwzw“w“—i—
L v, 1 o 1 s_ 1 4
_Zp,u,u -+ §m,o Pu- P — gbmn(gaa) - Zc(gcro') s (1.27)

onde o indice B soma sobre todas as contribui¢des bariénicas carregadas no core (micleo), ou
seja, B = N, %% A,2%, A, etc. Esta Lagrangiana descreve a conhecida teoria o — w — o [9],
onde o € um campo escalar, w é um campo vetorial e p é campo isoescalar. Este modelo
fornece uma boa aproximagio para a descrigio da matéria nuclear até o limite da transicdo
dos quarks, ou seja, da densidade de transicio puqn.

A simples aplicacdo das equagGes de Euler-Lagrange, substituindo os campos mesonicos
por seus valores médios e as correntes nuclednicas pelos valores gerados por estes Campos
médios, permite-nos obter da Lagrangiana acima a chamada Aproximacio de Campo Médio.
Esta aproximagio ndo é relativistica e portanto nio poderia, a principio, ser utilizada na.
equacdo de TOV. Assim, é necessdrio que se utilize a Aproxiniagé',o Relativistica de Hartree
(ARH)® [9], de tal modo que tenhamos, de fato, uma pressio que descreva uma estrela com
matéria relativistica. No caso em questdo, a ARH nada mais é que a soma da pressdo obtida
por meio da Aproximagcio de Campo Médio e das contribuicdes do vécuo para os niicleons e
para os mésons ¢. A pressio assim obtida pode ser substituida na equacio ( 1.25) fornecendo
a relagio entre densidade e pressdo procurada.

Note que a Lagrangiana pode ser muito mais complexa do que a mostrada em (1.27).
O inconveniente imediato estd evidentemente na dificuldade de se trabalhar com grandes

3Pode-se utilizar outros tipos de aproximacdo, evidentemente.
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Figura 1.3: Equilibrio entre n, p, hipérons, pions e leptons no interior estelar. Figura obtida
da referéncia [9].
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Figura 1.4: Massa de uma estrela de néutrons como fungio da densidade central computada

para quatro equagdes de estado. Observe que uma estrela apenas de néutrons superestima a
massa deste objeto. Figura obtida da referéncia [9].

quantidades de particulas interagentes. O tratamento matematico exato fica muito intrincado
e o entendimento ffsico pode ficar bastante compromentido.

Os pions, como veremos com maiores detalhes no Capitulo 4, podem se condensar se
tiverem sua massa efetiva® no meio menor do que o potencial quimico do elétron. Este fato
causa uma subita queda no potencial quimico do elétron, como pode ser visto na Figura
1.3. Na Figura 1.4 vemos que a massa maxima da estrela também sofre uma ligeira queda,
mostrando que os pions contribuem para uma razéo menor entre M /M.

Concluimos, entdo, que os pions contribuem efetivamente para a evolugéo de uma estrela e

SPodemos definir a massa efetiva, para particulas de momento p;, como mZ, = (3 p:)*. O subindice i
corresponde 20 tipo de particula que estamos lidando. :
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que portanto ndo podem ser menosprézados quando se procura descrever uma estrela através .

de uma equacao de estado do tipo TOV.
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Capitulo 2

Ressonancia Parametrlca no Unlverso
Inﬂacmnarlo

2.1 Introducao

Neste capitulo estudamos o fenémeno de Ressonincia Paramétrica no contexto do Mo-
delo Cosmolégico Inflaciondrio do Universo e seu papel como um mecanismo vigvel para
a producdo de matéria. _

Embora o Universo “hoje”, em grande escala, pareca estar em expansio, esta claramente
nio é uma expansao exponencial. Dado que o Universo contém matéria e energia, é for¢oso
que o periodo de inflagdo cesse e numa fase seguinte é necessario um mecanismo que permita
a criagdo de matéria. |

Em 1990, Traschen e Brandenberger [13] e, independentemente, Dolgov e Kirilova [14],
propuseram um modelo de produgdo de matéria baseado no fenémeno de Ressonincia Pa-
ramé-trica, numa tentativa de explicar a producdo exponencial de matéria na fase de reaque-
cimento do Universo [15]. As equagdes diferenciais obtidas nestes modelos sdo conhecidas na
literatura matemdtica como Equacgdes de Mathi-eu [16, 17, 18, 19] , por sua vez, pertencentes
ao conjunto das chamadas Equagdes de Hill (veja Apéndice A). Este tipo de equacio apre-
senta solugOes exponencialmente crescentes (instéveis) em certas regides de seu espaco de
parametros denominados de bandas de ressonédncia (ou de instabilidade), e que se interpreta
fisicamente como uma producgio exponencial de matéria.

Em 1994, Kofman, Linde e Starobinsky [20] obtiveram em seu modelo de producdo de
particulas, as chamadas Equagdes de Lamé [16, 17, 18, 19], também pertencentes ao conjunto

17
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das Equagoes de Hill, e que apresentavam também solugdes instéveis e, po.rtanto, fisicamente,
produgao exponencial de matéria dentro de suas faixas de ressonéncia. Neste mesmo artigo
0s autores mostram que a fase de producéo de particulas pode ser dividida em duas subfases:
a primeira, denominada pré-reaquecimento (preheating), na qual hs efetivamente producio
exponencial de particulas (na qual mecanismos de back reaction que podem ser desprezados)
e a segunda, denominada reaquecimento (reheating), na qual os mecanismos de back reaction
sao levados em conta, além da termalizacdo de toda a matéria produzida.

No que segue deste Capitulo faremos uma introdugio da aplicacdo do fenémeno de Res-
sonéncia Paramétrica como o mecanismo bésico para producio de matéria no Universo Infla-
cionério, pois tanto o modelo de Garcia-Bellido e Kusenko (GB-K) {21] quanto o nosso, fazem
uso deste mecanismo. Vamos nos restringir nesta dissertagio acs mecanismos presentes no
preheating, cujo modelo andlogo serd desenvolvido nos Capitulos 3 e 4 para modelos estelares.
Estudamos 0 modelo de GB-K no Capitulo 3, e introduzimos nosso modelo no Capitulo 4.

2.2 Universo Inflacionario

2.2.1 Modelo Padrao

No Modelo Cosmolégico Padréo, a evolugdo do Universo é descrita pelas Equagées de Campo
de Einstein®

GH = 8rT*.

Dados observacionais nos levam a crer que o Universo, em grande escala, é homogéneo e
isotrépico, isto é, nenhum ponto ou diregéo é privilegiado [24, 26].

Pode-se provar que métricas espacialmente isotrépicas e homogéneas podem ser descritas,
sem perda de generalidade, pela métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)

dr?

ds? = dt* — a*(t) T

+ r2(d8? + sen®Bdy?)| , (2.1)

onde (¢, 7,6, ¢) sio as coordenadas do sistema e a(t) é o chamado fator de escala cosmico [24].
O tempo ¢ é o tempo préprio medido por um observador movendo-se conjuntamente (co-
movendo) com a estrutura espacial do sistema, isto é, (1,8, ¢) é constante para o observador.

A principio, o pardmetro k¥ pode assumir qualquer valor real, porém é possivel fazer uma
transformagéo tal que apenas trés valores para k sejam permitidos: -1, 0 e 1. Esta parame-
trizagdo de k descreve possiveis curvaturas da parte espacial da métrica e, conseqgiientemente,

! Aqui consideramos apenas os modelos de Universo sem a constante cosmolégica, isto é, A = 0.
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os modelos de Universo acabam sendo definidos por estas curvaturas. Assim, quando k = —1
0 espago ¢ dito de curvatura negativa e o Universo é aberto?; se k = 0 o espago é infinito e
tem curvatura nula e o Universo é dito plano; ese k = 1 o espago € finito e tem curvatura
positiva e o Universo é dito fechado.

As equagCes de Einstein independentes para a métrica FRW reduzem-se a

(1) = ~5-Glo+ sp)a(®), (22)
b B (H0), B
w4 = () +am = 5o 29

onde p e p sdo a densidade de energia e a pressio da matéria (ou radiagdo) presentes no
Universo, respectivamente, e H é o fator de Hubble. A constante G = Mp“g, onde M, =
1.2 x 101GeV ¢ a massa de Planck. As equagdes acima s3o denominadas Equacdes de
Friedmann.

Das equagGes de Friedmann é possivel derivar a lei de conservagdo de energia que pode
ser escrita na forma

pa’(t) + 3(p + p)a®(t)a(t) = 0. (2.4)

A equagdo acima pode ser facilmente obtida derivando-se a equacdo (2.3) com respeito
a0 tempo t e substituindo o resultado na equagio (2.2). Para integrar completamente (2.4)
é necessdrio claramente uma equagéo de estado p = p(p).

Por simplicidade, assumiremos que esta equagao de estado pode ser expressa pela relacio

simples:
p=op, (2.5)
onde & é um pardmetro real que nio depende do tempo. Substituindo (2.5) na equacéo (2.4)
obtemos
pa*(t) + 3p(1 + @)a®(¥)a(t) = O, (2.6)
cuja solugdo é dada por
p = kla(t)] 30+, (2.7)

onde k é uma constante de integragio. Os casos mais interessantes descritos pela equagéo
(2.5) séo:

*Esta afirmacio é verdadeira apenas para espagos ditos smplesmente conexos. Entretato, existern espagos
tridimensionais, localmente homogeneos, com curvatura negativa constante € que ndo sio simplesmente co-
nexos. 5a0 os chamados espagos de Thurston [25].
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(a) gés ndo-interagente: p = 1p (e.g. fotons)
p = ka=*(t)
(b} matéria nio relativistica fria: p = 0
p=ka=¥(t)
(¢) estado de vdcuo: p = —p

p = constante

Para o caso (a) dizemos que temos um Universo dominado pela radiacdo; para (b),
dominado pela matéria e (c), dominado pelo vicuo [26]. E comumente aceito que O nosso
Universo real passou por vérias fases do tipo acima mencionadas [24]

No caso em que a contribuigdo da curvatura k é pequena em comparagéo com %’iG’p, a
equacdo (2.3) reduz-se a

at)\* 8n 8T  _3(1+a)
— | x—Gpx~— t 2.
(a(t)) 3Gp 3Ga (1), (2.8)
cuja solugdo é aproximadamente

a(t)~t T, (2.9)

2.2.2 Modelo Inflaciondrio

O primeiro modelo cosmolégico incluindo a fase de inflagio ¢ devido a Guth [23]. N&o vamos
estudar aqui o modelo de Guth porque ele j4 foi substituido por modelos mais realistas, no
entanto, apresentamos no Apéndice C uma visdo geral do Principio Cosmoldgico e de alguns
dos problemas inerentes a0 Modelo Padrio®. No que se segue vamos apresentar um resumo
do modelo atualmente mais aceito, o Modelo Cadtico, no qual 0 mecanismo de Ressonincia
Paramétrica tem um papel fundamental para criagdo de matéria apés a fase inflaciondria.

Nos modelos inflacionédrios atualmente aceitos, um campo escalar cldssico, denominado
inflaton, é dominante no periodo inflaciondrio e é o responsavel pelo crescimento exponencial
do fator de escala a(t). Algumas hipéteses simplificadoras devem ser feitas para que este
campo escalar possa dar lugar a um periodo inflaciongrio. Estas hipéteses sdo [24]:

Seguimos aqui a sugestdo do Prof. Dr. Mércio J. Menon para inclusio deste Apéndice.
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Vo)
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Figura 2.1: Representacio pictérica do potencial de um campo escalar para o modelo de
inflagdo cadtica.

i) A métrica FRW ¢ a métrica que descreve o Universo cuja taxa de expansio é dada pela
equagdo (2.3). Esta aproximagio pode ser tomada como sendo muito boa se considerarmos
que rapidamente apds a inflagdo a métrica novamente aproxima-se da de FRW;

1) O campo escalar, que chamaremos de ¢ = ¢(t), tem valor inicial ¢ # o, onde ¢ é 0 seu
ponto de minimo global. Este ponto de minimo, corresponde ao estado de vacuo do potencial
V() isto é, V() = 0 (V"(5).> 0): o valor de V(¢) é denominada Energia de Ponto Zero
(Zero Point Energy);

i4i) As correcdes quanticas deste campo escalar podem ser tratadas como pequenas per-
turbagdes de um campo cléssico.

A Figura 2.1 mostra o potencial deste campo escalar. Este campo é descrito por uma
equacao de movimento cldssico que ¢ dada por [24, 22]

6+3H$+V'(¢) =0, (2.10)

onde V'(¢) = %. Em uma analogia mecénica, esta equagio descreve o movimento de
descida de uma bola por uma rampa inclinada com atrito dado pelo termo 3H¢ (termo de
amortecimento). Este campo evolui até o seu ponto de minimo. Durante esta descida dd-se
0 aumento exponencial do fator de escala a(t).

Um ponto importante na anélise deste campo escalar é saber quéo rdpido ele ird atingir
seu ponto de minimo o. Para entendermos o porqué disto, suponhamos que na fase de inflacio

0 tempo para que ¢ atinja o seja da ordem de 10051 [24]* E possivel mostrar que o fator

“Tipicamente H-!, denomidado Tempo de Hubble, é o perfodo de tempo necessério para que 0 Universo
dobre seu tamanho (raio). '
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de escala é aumentado exponencialmente da forma [24]
a{100H ~1)~el®,

0 qual mostra um aumento incrivel no fator de escala.

Utilizando o valor de M = 10*GeV obtemos um tempo de expansdo na escala H~! como
sendo de 10~%*seg enquanto que o tempo para que ¢ atinja o é da ordem de 10~%2seg [24].
Embora os tempos sejam incrivelmente pequenos, o tempo de “descida” do campo escalar
¢ até seu ponto de minimo dura 100 vezes mais do que o periodo de expansdo do fator de
escala.

Na préxima Subsegdo descrevemos o mecanismo de Ressonincia Paramétrica com deta-
lhes, mostrando também como se d4 sua utilizagdo nesta fase de expansio. -

2.2.3 Ressonéncia Paramétrica em Cosmologia
Equacao de Mathieu
A equaggo de Mathieu é um caso particular da equacio de Hill. Para nossos propositos ela

pode ser escrita como [11]

2
a2

onde wy é a uma freqiiéncia de oscilacio inicial do sistema e € é um parametro arbitrario, mas

(t) + wo®[1 + heos(2wy + €)t]f (£) = 0, (2.11)

pequeno. Esta forma de escrever é mais adequada para se fazer uma andlise perturbativa das
solugdes.
Seguinde Landau [11], seja a fungio periédica (ver também Apéndice A)

p(t) = cos(2wy + €)t.
Como ansatz procuramos solugoes para a equagdo (2.11) que possam ser escritas como
€ € '
fo(t) = g1(t)cos (L«J() + 5) t+ go{t)sen (wo + 5’) i, (2.12)

onde ¢1(%) e go(¢) sdo fungdes que variam lentamente com o tempo (muito mais lentamente
que as fungdes seno e cosseno acima). Este tipo de imposicao limita bastante nossas solugdes,
porém fornece uma boa aproximagio para as primeiras bandas de ressonanaa que sao as mais
importantes para o fenémeno de Ressonéncia Paramétrica.

 Assim, substituindo a expressdo (2.12) na equagdo (2.11) obtemos

- (25}1 (£) + g2(t)e + h—;uﬂgg(t)) wosen (wo + g) t+
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+ (zgg(t) - gl(t)ﬁ + E;{-)-gq(t)) WoCos (wo + ‘%) t=0, (213)

que é bastante simples de ser obtida se desconsiderarmos todos os termos de segunda ordem
em € (€ << 1). Além disto, g:(t) ~ §(t) ~ 0, por causa de sua lenta variacio temporal.

A equacdo (2.13) s6 serd verdadeira se os coeficientes das fungdes trigonométricas forem
simultaneamente nulos. Segue dai o sistema

{ 0ty +35(e+2) 01 =0
92(t) + § (e~ 22) g1 (2) = 0.

Devemos procurar agora uma solugio que seja coerente com o Teorema de Floquet {ver
Apéndice A), isto &, que seja proporcional a e, onde u é o chamado Expoente de Floguet ou
Ezpoente Caracteristico. Supomos, entdo, que g;(t)~e " e gy(t)e”*, obtendo, portanto, o
sistema abaixo

{ pgi (1) + & (e + 222) go(¢) = 0 (2.14)

1uga(t) + 5 (e — 42 g1 (¢) = 0.

Observe que para termos a Ressondncia Paramétrica, isto é, crescimento exponencial do
nimero de particulas, devemos ter y > 0. Para que o sistema acima tenha solugéio nio-trivial,
seu determinante deve ser nulo 0 que implica que

W= % [(%)2 - 52] : (2.15)

Assim, a Ressondncia Paramétrica ocorrerd somente se € estiver contido no intervalo

huwy huwyg
- <Ee< =5 (216)

o ]

com freqiiéncia de oscilagdo em torno de 2wy. A Ressondncia Paramétrica também se verifica
para freqiiéncias préximas de %2, onde n é um nlmero inteiro qualquer [11]. Entretanto,
a largura dos intervalos de ressonincia diminui rapidamente com o aumento de n, ou seja,
este fendmeno € mais efetivo nas primeiras bandas de ressondncia. Na Figura 2.2 estdo
dispostas as regides de instabilidade. Uma figura semelhante a esta pode ser encontrada na
Referéncia [17].

Observe que encontramos acima uma associagio direta entre os pardmetros do sistema e
o expoente de Floquet responsavel pelas bandas de ressonincia na equacio de Mathieu. H4
ainda outros modos de se encontrar este expoente para este tipo de equagdo [15].

Na Subsecdo seguinte introduziremos o modelo geral de aplicagio destas equacdes em
Cosmologia.
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Figura 2.2: Representacio pictérica da carta de estabilidade/instabilidade para a Equacéo
de Hill. As 4reas hachuradas representam bandas de ressonéncia.

Equacédo de Mathieu aplicada a Cosmologia

A aplicacdo deste tipo de equacdo 3 Cosmologia se d4 no contexto inflacionsrio, mais pre-
cisamente na fase de reaquecimento do Universo. E postulado nesta fase de reaquecimento
que o inflaton decai em particulas escalares as quais posteriormente, por sua vez, decaem em
bérions [13, 20, 27]

Este campo obedece as regras ja impostas na, Subse¢do 2.2.2. Usualmente considera-se
para o inflaton a densidade Lagrangiana 7

£(8) = 506"~ V(9),

onde o potencial V(¢) inclui auto-interacdes e o termo de massa deste campo.
Aqui nao vamos considerar a contribuicio da curvatura do Universo, a qual pode ser
desprezada numa primeira aproximagcio. _
~ No contexto da métrica FRW a equagéo de movimento do campo gz& para a Lagfangiana
acima é dada por

S+3Hp+V'(g)=0, | (2.17)

onde V'(¢) indica derivacio funcional com respeito a ¢.

Para um valor inicial do campo inflaton muito grande (¢ > M,), o termo de friccio 3H¢
domina ¢, ou seja, podemos desprezar ¢. Este censrio corresponde ao estigio inflacionirio
[15]. Com o descréscimo do campo ¢, o termo 3H ¢ fica cada vez menor, cessando a inflacéo
quando ¢§A—gﬂ. ‘
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Apés um curto estagio de descida até o minimo do potencial V' (¢), o campo inflaton oscila
muito rapidamente com amplitude ¢~0.1M, [15] em torno do ponto de minimo. Por causa
do acoplamento do inflaton ¢ com campos de matéria, sua energia é transferida para estes
iltimos, apresentando estes um crescimento exponencial de suas amplitudes. Uma vez que
o numero de particulas produzidas é proporcional & amplitude dos campos de maiéria, aqui
coletivamente denotados por x, obtemos uma produ¢do enorme de particulas do tipo y. Este
é o mecanismo de Ressonincia Paramétrica para producio de matéria no Universo Infla-
ciondrio, cujo detalhamento matemdtico faremos a seguir. No que se segue, por simplicidade,
vamos considerar apenas um campo de matéria .

Tomemos a Lagrangiana de interagdo x como

£(6,%) = 386X (2.18)
onde g é a constante de acoplamento. A Lagrangiana do campo x é dada por
L(x) = % (8#9(“8")(‘“ —m2x? - %gzci)?xz) : (2.19)
A equacdo de Euler-Lagrange para o campo x se escreve como:

. ) k2
Xr + 3H xp + ( 20

Na equagio acima ja foi tomada a Transformada de Fourier da solugdo x(F) = x(7, 1),

+mx+f&)m 0. (2.20)

isto &, xk(t) = F[x(7t)], de modo que no cendrio do reaquecimento do Universo (%)
é interpretado como a amplitude dos campos de matéria x com particulas com momento
k = |k| (ou modo |E]).

Por outro lado a solugdo aproximada para a equacido de movimento do inflaton com o
potencial dado por V(¢) = $my¢?® (potencial do Modelo Cadtico) é dada por

8(t)~dosen(mqt),

onde ¢o é 0 ponto de minimo deste potencial. Substituindo esta solucdo na equagéo (2.20)

ficamos com
2

a2(t

Numa primeira aproximacao, a expansao do Universo pode ser desprezada e, sem perda

k+3Hx;;+( )—l—mx + g° ¢ sen (m¢t)) xx = 0.

de generalidade, podemos tomar a(t) = constante = 1. Assim, a equacgfo acima se escreve

Xi + (k2 + g2¢0236n2(m¢t)) xe = 0. ' (2_21)
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A equagdo (2.21) é facilmente reduzida a uma equacio de Mathieu [15]. O espago (2-
dimensional) dos pardmetros (k,g) da equacio de Mathieu (como também mais generica-
mente o da equacdo de Hill) apresenta regiées' no espago destes pardmetros onde a solucdo
cresce exponencialmente (bandas de ressonancia ou instabilidade) e outras com solucoes li-
mitadas e periddicas (bandas de estabilidada). O Teorema de Floquet nos garante que nas
bandas de ressonéncia a solugio comporta-se como:

xpocertt, (2.22)

onde uy € denominado expoente de Floquet ou expoente caracteristico. Através da trans-
formagio de Bogolyubov pode-se mostrar que o nimero de particulas é dado por [14]

ngocet, (2.23)

No caso do campo x ser bosdnico, como no caso de particulas escalares (spin zero),
teremos de fato uma produgdo exponencial de particulas. Por outro lado, se o campo x
é fermifnico, entdo essa produgdo nio poders ser exponencial em virtude do Principio de
Excluséo de Pauli [14].

Equacdes de Lamé

A equagédo de Lamé, num certo sentido, é bem menos conhecida e estudada que a equacdo de
Mathieu. Suas solugdes séo bem mais dificeis de serem encontradas que as de Mathieu, muito
embora as duas descrevam basicamente, do ponto de vista da mecanica, 0 mesmo fenémeno:
um péndulo oscilante com freqiiéncia varigvel.

Este tipo de equacédo, que também surge naturalmente quando se separa a equacéo de

Laplace em coordenadas elipsoidais [18], se escreve
d?
= (t) + (A + Bsn?t)f(t) = 0, (2.24)
onde A e B s&o constantes reais e sn(t) é o chamado seno eliptico de J acobi, que é uma funcéo
limitada e duplamente periédica. Assim, a equagdo acima pertence a classe das equacdes de
Hill e, portanto, apresenta regides de estabilidade ¢ instabilidade no seu espaco de parimetros
(A, B).
E conveniente escrever a equagdo (2.24) como

L1O) + b+ nln + Dm?sn®d 1 (t) =0, e

onde h é uma constante real, n é um nimero natural e 0<m<1 é o médulo do seno eliptico.
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A equagdo (2.25) é denominada a forma Jacobiana da equacio de Lamé. Além desta
forma, hé quatro outras que podem descrever esta equacdo: a forma de Weierstrass, a tri-
gonométrica e duas formas algébricas [18]. Cada uma destas formas possui vantagens e
desvantagens no estudo das propriedades deste tipo de equacéo. '

As solugdes analiticas para este tipo de equacio s6 existem para os casos onde n{n+1)é
um numero inteiro. Para estes casos é possivel obter uma expressio fechada para o expoente
de Floquet [28]. De modo geral, é bastante raro obtermos solugdes analiticas para a equacio
(2.25) e, por conseguinte, o expoente de Floquet pode ser apenas estimado.

Ecjuagaes de Lamé Aplicadas & Cosmologia

A primeira, aplicacao da equacdo de Lamé em Cosmologia Inflacionsria, se deu no estudo da
fase de pré-reaquecimento do Universo. Na Referéncia [20] os autores utilizaram um campo
escalar cldssico ¢ com potencial efeitvo dado por

Vig) = ﬂ:m2&+ 79" (2.26)

Neste potencial, o termo —~§m¢¢>2 leva & quebra espontinea de simetria dentro do modelo
inflaton. A Lagrangiana de interagio é a mesma que (2.18) e apenas para relembrar a

reescrevernos
1
ﬂ¢m=~y%%?

onde a-constante de acoplamento g é tomada como sendo pequena.
A equagdo de movimento para o campo ¢ é entio

b+ 3Ho + m2¢ — A¢® = 0.

Apds o periodo de inflacio, quando o campo ¢ decresce abaixo da massa de Planck, M,
o termo 3H¢ torna-se desprezivel possibilitando escrever

$£m’p— A¢® = 0. (2.27)

A equagdo acima, é soltvel exatamente por meio de fungdes elipticas de Jacobi [27]. Des-
prezado o termo de massa, uma solugio possivel é ¢(t)oxsn(t). Procedendo da mesma forma
que no caso da equagdo de Mathieu a equagio de movimento de x(t) se escreve como:

Xi(t) + [k* + g dosn®(mgt)]xe(t) = 0, | (2.28)

que ¢ uma equacao de Lamé e que portanto possui solugdes estdveis e instdveis dentro do
espaco de fase de seus parametros.
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Veremos no Capitulo 4 que o potencial (2.26) pode levar a solugdes extremamente com-
plexas, tanto do ponto de vista fisico quanto matemético, tanto para o campo ¢ quanto para
o campo X. Nas Referéncias [13, 15, 20, 27, 28] podem ser encontrados maiores detalhes
sobre as equagtes de Mathieu e Lamé aplicadas & Cosmologia Inflacionaria.




Capitulo 3
Modelo de Garcia-Bellido e Kusenko

3.1 Introducao

Em um artigo recente [21], Garcia-Bellido e Kusenko (GB-K) foram os primeiros a fazer
uso do fendmeno de Ressondncia Paramétrica (fora do contexto da Cosmologia Inflacionria)
para a produgdo de particulas em objetos compactos.

O modelo dd uma explicacdo para os chamados jatos de raios gama detectados na alta
atmosfera como conseqiiéncia do fendmeno de Ressonéncia Paramétrica num modelo de co-
lisio entre duas estrelas de néutrons. Por outro lado, este tipo de evento é raro e talvez as
esporadicas colisdes ndo sejam suficientes para dar conta do niimero de jatos de raios gama
detectados.

Neste Capitulo fazemos uma breve exposi¢io do modelo de GB-K, isto é, do mecanismo
de produgéo de particulas em objetos compactos resultantes da colisdo de duas estrelas de
néutrons.

3.2 O Modelo de Garcia-Bellido e Kusenko

A idéia basica do modelo GB-K reside na possivel existéncia de um estado de condensado de
prétons superfluido no interior de uma estrela de néutrons [21]. Como j& vimos no Capitulo
1, os prétons podem assumir um estado superfluido na regido de Matéria Nuclear, pois
podem formar pares de Cooper, 0s quais obedecem a estatistica de Bose-Einstein. Como sio
carregados, podem formar um supercondutor (do Tipo II), do mesmo modo como é feito com
elétrons na teoria convencional de supercondutores. ' '

29
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Figura 3.1: Potencial de Ginzburg-Landau. O potencial tem unidade de MeV*.

Para obter a densidade critica acima da qual a matéria nuclear torna-se supercondutora,
os autores observam que na colisdo entre duas estrelas de néutrons surgem ondas de choque
acusticas que modificam a densidade da matéria nuclear por onde passam. Os autores, a
partir deste ponto, assumem que estas flutuagdes na densidade irdo gerar um gap de energia
como o mostrado na Figura 3.1. Este gap causado pela passagem repetitiva das ondas de
choque produziré repetidas fases supercondutoras no condensado de prétons com periodo de
repeticio da ordem da escala actstica de tempo

Tq~10‘7 — 107 3seg

O tempo de relaxagio do condensado de prétons é da ordem de MeV ~1~10"seg << 1,
dai o sistema rapidamente atinge 0 minimo do potenaal a cada passagem da onda de choque
21].

Na presenca do campo magnético da estrela de néutrons, a transi¢do da fase supercon-
dutora é de primeira ordem e ocorre em dois estigios: no primeiro, uma fase de bolha
supercondutora surge e se expande; no segundo, o condensado de prétons oscila em torno do
ponto de minimo do potencial. |

Para descrever o condensado de prétons apés a fase de transicsio, ou seja, quando este se
encontra num estégio supercondutor, é usada a teoria da supercondutividade de Ginzburg-
Landau (GL). Segundo GB-K [21] a equagdo para o campo ¢ (ou parametro de ordem) pode

ser escrita como

861:' ...EF

b+ ob— 3

V¢ +U () =0 (3.1)

28¢(3) 5

onde ep = pF - ¢ a Energia de Fermi pa.ra o condensado de prétons de massa m, e ¢ = St
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¢ a constante que caracteriza o condensado!. A linha indica derivagdo com relagio a ¢.

O coeficiente de ¢ tem magnitude de alguns MeV e é comparavel 4 freqiiéncia de oscilagéo
w do condensado no ponto de minimo {¢q) do potencial. Assim sendo, este termo ndo poderé
ser ignorado.

O potencial U(¢) é da forma

U(¢) = —ag® + gqb‘*, (3.2)

e de acordo com [63], a = (T — T) (com o > 0) é fungdo apenas da temperatura (T < T,
e b € um parametro positivo dependente apenas da densidade do condensado de protons. De
acordo com [29)], a Figura 3.1 representa este potencial. Porém, segundo [21] a < 0 e portanto
a representacao correta deste potencial é a de um potencial quértico que contém um tnico
ponto de minimo.

Admitindo-se homogeneidade espacial para o pardmetro de ordem ¢, podemos escrever a
equacdo (3.1) mais simplesmente como

. 8ep - ,

B(t) + 5 6(1) + U'(4(t)) = 0. (3:3)

Segundo [29] esta equagdo tem solugdo aproximada ¢(t)~sen(wt). A partir do ponto de
minimo ¢, constréi-se a solugdo

@(t) = ¢o + Psenwt,

onde ¢op~50MeV e w4.7TMeV. Esta solugio estd incorreta pois ndo leva em conta o termo
de amortecimento dado por qb Em [21] introduz-se um termo de correcéo e passa-se a escrever

B(t) = do(1 + @e‘%ﬁsenwt), (3.4)
onde o termo e~ seria o responsével pelo amortecimento que diminuiria a efetividade das
oscilagbes do pardmetro de ordem ¢ no ponto de minimo do potencial. A Figura 3.2 representa
a evolucdo do campo ¢. Apés algumas oscilagbes o pardmetro é amortecido, mostrando que
o condensado rapidamente atinge seu ponto de minimo. Além disto, o termo & é redefinido
como

o=
_ P
onde ¢.~25MeV.

1¢(3) ~ 1.2 é a funcio zeta de Riemann calculada no ponto 3 e T, é temperatura critica para o condensado
~0.5MeV. ' '
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Figura 3.2: Amortecimento do campo ¢(t) ao longo do tempo.

O condensado de prétons ird constituir um par de Cooper com carga 2e. Dentro do gauge
unitério, no qual ¢ é real, o acoplamento entre ¢ e 0 campo eletromagnético A, sera dado
por {21]

L = (2e)2¢% A, A", (3.5)
Na referéncia [21] utilizando o gauge unitério os autores buscam solugdes do tipo
Au(z) = x(z)ey,

onde ¢, é um vetor de polarizagdo e x(x) € uma fungio que pode ser expandida em modos
de Fourier. A equagdo de Euler-Lagrange para o campo eletromagnético se escreve como:

Xe(t) + [K? + 2(2€)%¢%)x(t) = 0.

onde o subindice & indica que x¢ é a componente de Fourier com momento k = |E|.
Substituindo a solugdo (3.4) na equagdo acima obtemos

() + [B2 + 2(2e)2po2(1 + Be "t senwt)xi(t) = 0. (3.6)

Fazendo a substitui¢do de varidveis z = % podemos escrever a equagio (3.6) como.

2 24 2
) + |2 22O

16(2¢)2o>Pe~%sen2z - 8(2¢)%¢y @2 ~**sen’wz

- w? T 02 ] Xe(z) = 0. (3.7)
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- Figura 3.3: Evolugio do expoente de Floquet para varios valores de k.

A forma geral da equagio de Mathieu (para um modo k fixo) é do tipo

Xe(2) + [Ar + ¢(2)xe(2) = 0.
A equagdo (3.7) pode ser transformada numa equagiio de Mathieu com coeficientes [21]

4k [4(2¢)200?
=4 [T]

Ak=_—2"‘+4q0
_ W

4(2e)?¢y’

q(2) = 4goPe ™ =4 [ "> ] Pe~,

O termo
8(2e) %y B2e 2% gen2w 2
2

H

pode ser desprezado para um intervalo de tempo suficientemente grande. A equacéo resul-
tante pode entdo ser escrita como

W+ |t wdese) @ =0 g

~ Segundo [21] a expressio acima é andloga a uma equacéo do tipo Mathieu (1sto porque 0
fator de amortecimento e~** induz um decalmento na solugdo de (3.8)), os autores encontram
o expoente de Floquet (), associado 2 cada modo %, determinando assitn as banda.s de
instabilidade. A Figura 3.3 nos mostra a dependéncia deste expoente com relacdo & razio de
k/w para € = 0.31w fixo. '

O niimero aproximado de particulas com momento & é dado por [21]

1 .
e set o (39)
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Figura 3.4: As flutuagdes na densidade de energia diminuem com o tempo, mostrando que
existe um limite de fétons que podem ser produzidos com determinado momento k.

Segundo [21] & back reaction dos fétons produzidos se torna efetiva apés algumas oscilagdes
do condensado de prétons quando

ke 2
() = g7 [ a2 = 2, 3.10)

onde wy = k? 4 8e2¢?(t) ¢ a freqiiéncia de cada modo k, e a integracio se estende até o limite
do corte fisico para os modos k, que é dado por k..
A densidade de energia produzida pelos fétons durante seu estagio ressonante é dado por

ke
oy(8) = —— [ dkk2unmy(t). (3.11)

272 J,

A Figura 3.4 mostra a densidade de energia em fung¢do de wt. Observa-se claramente que
apds algumas oscilagdes a producgéo de fétons decai assintéticamente para um valor fixo.

E interessante notar que o livre caminho médio dos fétons no interior de uma estrela de
néutrons é de 10~%m e, além disto, o efeito Compton tende a equalizar a temperatura entre
fétons e elétrons. Com isto, os fétons tendem a se difundir no interior estelar. Os autores
garantem, no entanto, que a colisao entre duas estrelas de néutrons é um evento que ocorre
de modo suficientemente ripido para que possa permitir a saida de fétons.

Dada a raridade da colisdo de duas estrelas de néutrons, ¢ modelo de GB-K é bastante
dificil de ser comprovado experimentalmente. Este é um dos motivos que nos levaram a
procurar pelo fendmeno de Ressondncia Paramétrica em estrelas de néutrons isoladas nas
quais também a escala de energia envolvida é bem menor que nos gamma ray bursts. No
Capitulo 4 a seguir introduzimos o nosso modelo de produgao de particulas via mecanismo
de Ressonincia Paramétrica em estrelas de néutrons.




Capitulo 4

Ressonancia Paramétrica no Modelo o

4.1 Introducao

O modelo de densidade Lagrangiana proposto neste trabalho é o mesmo utilizado por Har-
rington e Shepard [43], que, por sua vez, fizeram uso dos trabalhos originais de Schwinger [47],
Gell-Mann e Lévy {48] e Weinberg [40]. Esta densidade Lagrangiana nada mais é que o mode-
lo o para campos de pfons, j4 bastante estudado nos dltimos 50 anos. Como introducio a
este modelo podem ser consultadas as referéncias [44, 47, 48].

Embora seja bastante simplificado para uma descrigio realista dos estados da matéria
nuclear, este modelo pode fornecer uma, primeira abordagem para a verificacdo da existéncia
do fenémeno de Ressonincia Paramétrica em objetos compa,ctos,‘r mais especificamente, em
estrelas de néutrons. Tal fendmeno, até o momento, com a excessio da Referéncia [21], sempre
esteve restrito ao estudo da produgio exponencial de matéria pelo campo inflaton na chamada
fase de reaquecimento/pré-reaquecimento do Universo [27, 20]. A possivel verificagio deste
mecanismo de produgio de matéria em estados cuja energia é muito menor do que aquela
encontrada na fase de reaquecimento/pré-reaquecimento poderia fornecer um ingrediente a
mais no estudo da perda de matéria (ou energia) em estrelas compactas ( loss mass argument)
levando, conseqiientemente, a alteracdes na estrutura e evolugao estelar.

Para este nosso modelo é essencial a existéncia de um condensado de pions carregados
no interior estelar. A existéncia deste tipo de condensado jé foi alvo de vérios artigos [30,
'31, 32, 33, 34, 35, 36], e alguma controvérsia ja surgiu quanto a possivel existéncia de um
condensado de pions neutros no interior de uma estrela de néutrons [36, 51, 38]. Mais
recentemente [37, 39, 60], j4 admite-se a existéncia individual ndo sé do condensado de pions

35
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carregados e de pions neutros como também a coexisténcia de ambos.

Assim, antes de introduzirmos o modelo ¢ de Harrington e Shepard [41, 43], faremos uma
pequena introducdo aos possiveis modelos de condensados de pions existentes em estrelas
de néutrons. Posto isto, poderemos introduzir nosso modelo de producéo de particulas em
estrelas de néutrons via fendmeno de Ressondncia Paramétrica.

4.2 Condensado de Pions

Definimos o campo de pions como sendo um méson isovetorial com trés estados de carga
(z*, 7=, 79) [44]. Os estados de carga 7% e 7~ podem ser representados por um campo escalar
complexo e o estado #° por um campo escalar real. E conveniente representarmos os estados
de carga 7+ e 7~ por um campo complexo dado por uma combinagio das componentes reais
da representagdo hermitiana de @ = (m, me, 73)'. Esta combinacio é dada por

Tf]_:l:?:ﬂ'g
7t = 7 (4.1)
restando ao campo 7° a representagio
70 = 7. (4.2)

A relagio (4.1) representa um operador de criagdo de um 7~ (ou destruicio de um 7).
Forgas nucleares nao distinguem os diferentes tipos de pions e deste modo, devido is massas
quase idénticas, elas sdo ditas invariantes sob transformacdes de rotagéo no espago de isospin.
Obviamente em se tratando de um ca,rripo eletromagnético essa propriedade ndo é mais vilida,
pois ha diferenca nos acoplamentos entre 0s pions carregados positivamente e negativamente
com este campo. O campo eletromagnético claramente ndo se acopla com o pion néutro.
Este fato sugere que talvez a pequena diferenca nas massas do pions carregados e do néutre
se deva exatamente a esses acoplamentos diferenciados com o campo eletromagnético [42].

A plausibilidade de uma fase de condensado de pions carregados no interior de uma estrela
de néutrons, com densidade acima da densidade nuclear (p > puua) € em equilibrio com uma
pequena quantidade de prétons e elétrons, ja foi bastante estudada (30, 31, 32, 33, 34, 35,
36, 37, 41, 43, 50]. As primeiras mengdes sobre esta possibilidade foram feitas por Bahcall e
Wolf [56] e Migdal [50]. O leitor interessado neste tema poderd consultar estas referéncias e
as contidas nelas.

'Esta representacio é possivel pelo fato dos diferentes tipos de pions terem massas aproximadamente
iguais. :
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Nas condigOes acima, para que ocorra o equilibrio termodinimico, é necesséria a existéncia
de um grande mar de Fermi de néutrons® e conseqiientemente de um grande potencial quimico

._3E
uznapi’

onde o subindice ¢ diz respeito ao tipo de matéria considerada (e.g., néutrons (n), prétons

(p), pions (), etc).
Caso tenhamos satisfeita a condigdo [58]:

Mo — Hp = e > U,
é possivel que tenhamos a reacéo
n—p+7n,

onde pin, tp, He € Lir SE0 08 potenciais quimicos do néutron, do préton, do elétron e dos pions,
respectivamente. Dadas as diferencas entre as quantidades de néutrons, prétons e elétrons
dentro de uma estrela de néutrons, ¢ necessdrio que se faga distingdo entre o potencial quimico
destes elementos [34].

Caso a condigdo acima seja satisfeita, a diferenca entre a energia inicial (E;,) e final (Et:)
do sistema ¢ dada, aproximadamente, pela diferenga entre os potenciais quimicos do néutron
e do préton e da massa efetiva dos pions (m,*f)

AE=E¢H-—Eﬁﬂﬂn—ﬂp—mwef.

Se assumirmos m* ~ m,, a expressdo acima nos diz que 4 energia do sistema pode ser
reduzida se AE > 0 [34]. Se esta transicdo ocorrer, os pions ocupario macroscopicamente
um unico modo com o nivel de energia mais baixo (ground state). Esta fase é conhecida.
como estado de condensado. .

Sawyer e Yao [51] mostraram que o ntimero de partl’éulas 7t presentes no interior da
estrela de néutrons é muito menor do que o nimero de particulas 7~. Disto conclui-se que o
potencial quimico u.+ é menor do que o potencial y,.-. Para o nosso estudo é indiferente com
qual condensado carregado estamos lidando, pois nos interessio, isto sim, as relaces destes
condensados, que genericamente chamaremos de carregados, com o campo eletromagnético
da estrela de néutrons. _

O condensado de pions néutros é freqiientemente estudado como uma onda estaciongria
[37, 38, 57]. Para que tal condensado tenha condigdes de existir é necessario que tenhamos a

2De acordo com o Capitulo 1, estamos na regido.da Matéria Nuclear.
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reacio
n—n + 7°,

que ocorrerd se a massa efetiva de 7° no meio considerado for nula {58]. Anslises teéricas
recentes sugerem a existéncia deste tipo de condensado em estrelas de néutrons [59].

Para o nosso caso, o condensado de 7% nio modificars a interacao entre o campo eletro-
magnético e o condensado carregado, pois ndo hi interagio entre o condensado de 7° e o
campo eletromagnético. Seguimos, aqui, o mesmo raciocinio que Migdal et al [57).

Por uma questéo de simplicidade centraremos nossa discussio no condensado de 7~ e em
suas interagbes com o campo eletromagnético. As equagbes de movimento do condensado de
7~ podem, por meio da igualdade (4.1), ser escritas para as suas componentes hermitianas.

Para maiores detalhes sobre a formacio de condensados de pions em matéria nuclear
superdensa podem ser consultadas as referéncias [57, 58).

Com base na existéncia do condensado de 7~ introduziremos o modelo de Harrington
e Shepard, utilizado para o estudo das relacdes entre este condensado e o campo eletro-
magnético da estrela de néutrons, com o intuito de fornecer uma base fisica para nosso
trabalho.

4.3 O Modelo ¢ de Harrington e Shepard

Harrington e Shepard introduziram no modelo & a presenca de um campo eletromagnético
interagindo com os pions carregados do interior estelar, através do acoplamento minimo [41],

ot — (O — ieA¥)r™

O campo eletromagnético interagente foi introduzido com o intuito de estudar o com-
portamento das propriedades supercondutoras deste tipo de condensado no interior de uma
estrela de néutrons. Este estudo se justifica pelo fato de que os campos eletromagnéticos
no interior deste tipo de estrela, dependendo do modelo politrépico de equagao de estado
utilizado, podem ser da ordem (ou até maiores) de 10G [45, 46] ou 10°G [57]. Campos
eletromagnéticos desta ordem podem modificar o comportamento usual da matéria nuclear.

A partir da introdugdo de um multiplicador de Lagrange u para a densidade de 7~ altera-
se 0 modelo o, j4 modificado anteriormente pela substituigio minimal, para que este passe a
levar em conta a densidade n3o nula do campo de pions. '

Com a introdugdo deste multiplicador, o modelo ¢ de Harrington e Shepard passa a ser
analisado sob dois pontos de vista: caso u > m, e caso u < m,, onde m,, como ja foi visto, é
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Figura 4.1: Estados hgados do modelo o como uma fung¢do do campo externo e do potencial
quimico do pion. Para este caso especifico, m2~2.8 x 107G (41]

amassa do 7F (oun~). A partir destes casos considera-se o comportamento das propriedades
supercondutoras do condensado com relagao a0 nlvel de penetragao do ﬂuxo eletromagnetlco
no interior da estrela de néutrons.

Mostra-se que para o caso u < m, havers completa penetracio do fluxo eletromagnético
no interior estelar levando a uma completa destruicio tanto das propriedades supercondutoras
como do proprxo condensado de pions [41, 43]. _

J& para 4 > m, ha duas possibilidades: ou hi completa penetracio do fluxo ou nio
ha pénetragéo alguma do fluxo. A primeira possibilidade é chamada de “fase normal” e a
segunda de “fase supercondutora”. E claro que na fase supercondutora, devido ao efeito
Meissner, no interior do supercondutor teremos (A) =0, onde 4 é o potencial vetor.

A partir da consideracdo de que x4 > m,, mostra-se que existe um certo valor critico (H.)
para o campo eletromagnético de tal modo que para H < H, o caso supercondutor é mais
provavel de existir e que pé,ra H > H_ o caso normal é o mais provével.

Neste modelo h4 ainda dois valores criticos para o campo eletromagnetlco acima de H,,
(~ 10™G [57]) nd@o temos a presenca de condensado de pions que é completamente destruido
pelo intenso campo; abaixo de H,, temos a presenca de condensado de pions com propriedades
supercondutoras. Estd claro que H,, < H, < H,,. O estado para o qual temos y > My e
H., < H, < H,, é chamado de vértex. Nesta fase, ocorre a transicio do estado supercondutor
do condensado de pions para uma fase nio supercondutora e depois disto, para um estado
sem a presenca do condensado. Esta transicdo ocorre & medida em que aumenta a penetracio
do fluxo eletromagnético no interior da estrela de néutrons. A Flgura, 4.1 mostra os estados
considerados até aqui.
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Para H ~ H_ é permitida a existéncia de uma fase supercondutora do condensado de pions
carregados [57]. Num trabalho posterior [43], Harrington e Shepard introduziram na Lagran-
giana de interacdo os nicleons presentes no interior da estrela [41]. A andlise para este outro
trabalho continua a mesma, com a diferenca de que agora os nicleons retardam a possivel
destrui¢ao do condensado de pions carregados e de suas propriedades supercondutoras.

Neste trabalho, ndo estamos particularmente interessados no estudo das propriedades su-
percondutoras do condensado de pions, mas sim na eventual producéo de fétons via fendmeno
de Ressonincia Paramétrica decorrentes da existéncia deste condensado. Interessa-nos, entio,
a regido de vortex, mais precisamente a regido onde H, <H.<H,, pois nela teremos a pre-
senga do campo eletromagnético e do condensado de pions, conjuntamente. Esta coexisténcia
dos dois campos é fundamental para 0 modelo de Ressonancia Paramétrica. Além disto, uti-
lizaremos a Lagrangiana proposta em [43] por ser a mais completa, isto é, por levar em

consideragao os nicleons presentes no interior estelar.

4.4 Lagrangiana de Harrington e Shepard

Como vimos no Capitulo 2, o fenémeno de Ressonéncia Paramétrica é bastante utilizado em
Cosmologia para o estudo da produgédo exponencial de matéria a partir do carhpo inflaton
[27, 20, 61, 14, 13]. Sua aplicacao em Astrofisica, em particular em estrelas de néutrons,
é fato recente [21]. Os autores de [21] utilizaram uma colisio de estrelas de ndutrons para
obter um estado de condensado de prétons com propriedades supercondutoras. Tanto quanto
sabemos, nosso modelo, apresentado a seguir, é a primeira aplicacdo deste fendmeno para
estrelas compactas isoladas.

Com base no que foi feito até agora, utilizaremos o modelo o de Harrington e Shepard [41,
43] para estudarmos a produgio de particulas via Ressondncia Paramétrica. Em Harrington e
Shepard, além dos pions e niicleons, inclui-se um méson escalar ¢ com spin isotdpico zero {48].
Este méson sofre interagdes fortes e se desintegra rapidamente em pions e, assim como #°,
ele é néutro e portanto nao interagente com o campo eletromagnético.

A densidade Lagrangiana total é dada por [43]:
L=Ls+ Lo+ L+ + Lo+ Ly — Ly, (4.3}
onde

Ca=—FuF™ + @A, (4.4
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Id » - nd . . 2 4
¢ a contribui¢do do campo eletromagnético e £ = k- & a constante de acoplamento eletro-
magnético®. O tensor anti-simétrico F,, tem a definicio usual

P = 8,4, — 8,4,
Além disto,

Ly = %(B,wo)2 + %mgga2 - §04 + €10, (4.5)
é a contribui¢do do méson ¢. O comportamento fisico deste méson depende muito da equagéo
de estado que se utiliza para descrever o comportamento da matéria no interior estelar e,
portanto, ndo temos de fato um “méson ¢”, mas sim possiveis candidatos (e.g. méson ¢, p,
etc.). .

O termo cio, presente em (4.5), é o responsdvel pela quebra espontinea de simetria
na densidade Lagrangiana (4.5). A quebra espontinea de simetria ocorre quando a agéo
de um sistema dinémico é invariante sob alguma transformacio de simetria mas o estado
fundamental (ground state) deste sistema deixa de ser representado por um singleto do grupo
de simetria [52].

A contribuigio do campo de pions carregados é dada por

2
Lp—r+ = Gym~On* & %moz(zﬂ_ﬂ'-l') - :\4—(27r'7r+)2, (4.6)
e
2
L= %(3“7r0)2 + %mgzﬂ'oz — %—71'04, (47)

¢ a contribuigdo do campo de pions néutros.
A contribuigdo dos nicleons é dada por

Ly = iy 6]0. (4.8)

Usamos aqui a representacio de isodubleto

onde ¥, = W, (7,t) e ¥, = U,(F, 1) sdo as funcdes de onda para os campos de néutrons e
protons, respectivamente.

3Também chamada de constante de estrutura fina.
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A densidade Lagrangiana de intera¢io é definida por

Lins = —te(ntln~ — = d4z+) A4+
_ 1 . s
—1If[efy“A“§(1 +13) — glo+ iF - Ty )0+

AQ : .

+T [027%% + o227 +) + 7% (27 )], (4.9)
e fornece o termo de interagdio do campo eletromagnético com as particulas do sistema e
também a interacio dos campos escalares e vetoriais entre si. A interacio entre os nicleons
¢ 0s pions se d4 por meio do acoplamento de Yukawa e a intera¢io com o méson ¢ se d4 por
meio do acoplamento escalar. Por definigdo [44],

5_ .. {01
7_75"" 1 0 ’

onde m € a massa do ntcleon, o vetor 7 é definido pelas matrizes de Pauli ¥ = (17, 7_,73) e
f=~93MeV é a constante de decaimento do pion.

Os pardmetros mo®, A? e ¢, na aproximacao de arvore (free approzimation), estio re-
lacionados com a massa observada do pion, m,, com a massa do méson ¢, m, e com fi
por [35]

2mg? = m,* — 3m.>, '
2 f,,%\2 = m,g — My, {4.10)
f?l'm’ll' o )

Os parimetros séo assim deﬁmdos levando-se em conta a quebra de simetria para o
méson ¢. Se a quebra de simetria ocorresse na densidade Lagranglana para o campo de
pions, diferentes constantes seriam definidas [35].

Usualmente a massa do méson o é tomada como sendo maior do que 1 GeV' [41, 43, 48].
Neste trabalho tomaremos m, como sendo de 1020 MeV e com isto obtemos my=700 MeV
e A~7.7. O valor dado para a massa do méson ¢ é arbitririo, pois néo temos como saber
qual é de fato o méson que estd interagindo na Lagrangina proposta. No interior de uma

”

estrela de néutrons ha varios “candidatos” a serem “o méson ¢”, como pode ser visto no

Capitulo 1. Na Referéncia [47] o méson ¢ é introduzido sem que se saiba de fato quais seriam



4.5. EQUACAO DO MOVIMENTO DO CONDENSADO n~ 43

suas caracteristicas basicas, como massa por exemplo. Sabe-se apenas que ela deve ser maior
do que 1GeV. Assim, optamos por tomar este valor para a massa apenas para termos uma
proximidade com alguma particula de massa conhecida. A primeira particula mesénica com
massa maior do que 1GeV é o méson ¢, que tem massa de 1019MeV. Na préxima secio
deduzimos a equac¢do do movimento para o condensado de 7.

4.5 Equacao do Movimento do Condensado 7~

Tomando as equagdes de Euler-Lagrange

oc 1 or

(onde z é um campo escalar ou vetorial qualquer), para a Lagrangiana Total (4.3), a equagdo
do movimento para o condensado 7~ se escreve
2

2
O~ + | ~ie — e(A¥)? — my? + %02 + %—-7?02] 7™+ A7t (r7)2 + igV2U[r_s| ¥ = 0(4.12)

onde O = 99, é o D’Alembertiano usual.

Aqui ndo levaremos em conta os efeitos do campo eletromagnético sobre o condensado
de pions carregados. Assim, vamos trabalhar em um regime onde ndo ha back reaction
de A* sobre os termos do condensado. Iremos, desta forma, estudar apenas os efeitos do
condensado sobre 0 campo eletromagnético. Para isto vamos restringir nosso estudo a uma
regido da estrela onde o campo A* nio é suficientemente forte para destruir o condensado de
7w~ ou para modificar significativamente sua estrutura, ou seja, estamos na regiio de vértice
segundo Harrington e Shepard [41, 43]. Isto nos possibilita desconsiderar os dois primeiros
termos entre os colchetes na equagio (4.12), a qual reduz-se a |

2 A2
Or~ + |—me® + %02 + 77:‘)2 7~ + At (r7)? - igV20,2 = 0. (4.13)

O fato de desconsiderarmos os efeitos do campo eletromagnético sobre o condensado car-
regado nos permite dizer que estamos numa regido no interior estelar onde H,) <H,<H, pois
este é o intervalo de coexisténcia de A* e do condensado. Vamos supor ainda, por simpli-
cidade, que nesta regido da estrela o condensado se apresenta homogenea e isotropicamente
distribuido. Assim, o condensado de T passars a ser analisado apenas sob o ponto de vista
de seu comportamento temporal. Desta forma, a equagio (4.13) reduz-se a

d2 _ ) A2 o 1\2 02 — 2 4+ ._2 . 2
protd + |—myp +—é-—cr T + Xt ()2 — igV2| T, > = 0, (4.14)
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onde agora 7+ e 7~ sio dependentes unicamente do tempo t.

Como ja vimos, o campo 7°, num estado de condensado, pode ser descrito como uma
onda estaciondria (37, 38, 57]. Isto, aliado ao fato de que ele ndo interage com o campo
eletromagnético, nos permite analisi-lo somente como um termo perturbativo para a massa
do condensado de 7~ presente na equacgio (4.14).

Para determinar a fungdo que corresponde ao estado de menor energia deste méson (estado
de vacuo) pode-se utilizar o método variacional, isto é, especificar vérias fungdes teste e
escolher aquela que melhor descreve este estado. Da referéncia [57], obtemos

(770}2(770)1)@58”(’; ) F):

onde o coeficiente (7%, = pode ser obtido pela minimizagio do potencial efetivo do campo
70 e k é o tri-momento associado a este campo. Assumiremos que o valor esperado médio
deste campo no estado de vdcuo é (%), = 0.

Este resultado restringe o campo 7% a um estado de ndo condensago. Este fato, numa
primeira aproximaggo, nao interferird nas relagdes do condensado de 7~ com o campo ele-
tromagnético. Mesmo que toméssemos (7%),4. # 0, 0 méximo que fariamos seria agregar um
termo de massa adicional ao condensado de 7.

Assim, levando-se em conta o que foi mencionado acima, a equagio (4.14) escreve-se

d? - A2 2 2| .~ 2+ =2 . 2
priii [?o — Mo ] 77 4+ A7t ()2 — igV2|8,* = 0. (4.15)

Quando introduzimos a quebra de simetria na densidade Lagrangiana (4.3) através do
termo ¢;0, presente na densidade Lagrangiana para o méson ¢, modificamos o estado de vécuo
do sistema, forcando o surgimento de um novo védcuo. Neste caso, ocorrers naturalmente a
condensagdo do méson ¢ devido as altas pressdes e densidades presentes no interior estelar.
Com base neste fato, teremos (0}yqc # 0 e de acordo com as referéncias [34, 35|

() pae(c0s0) fr.

O parémetro 6 é o chamado angulo chiral. Se ele é tal que cosd = 0, isto implicaria em
nao condensagio para o méson ¢. Para qualquer valor de 8 onde cos@ # 0, h4 condensacéo do
méson ¢. A partir deste valor para ¢ no vdcuo pode-se escrever, sem perda de generalidade

(0)22b(0) vac2b(cos8) frr = afr, (4.16)

onde ¢ = bcosf > 0 é um parametro real.
Adotamos esta aproximacio pois néo estamos levando em conta as eventuais interacdes
entre o condensado de 7~ ‘e 0 méson o, mas sim, em que este méson contribua apenas como
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um termo de massa para aguele condensado. Poderiamos também encontrar a equagio de
movimento para o condensado o, porém héd uma grande quantidade de candidatos para “o
méson o7 dentro de uma estrela de néutrons. Os eventuais tipos de mésons encontrados
no interior deste tipo de estrela estdo fortemente atrelados ao tipo de equacido de estado
que se utiliza para descrever este objeto compacto. Na referéncia [9] podem ser encontradas
algumas equacgdes de estado e seus respectivos constituintes basicos. Estéd fora do escopo
deste trabalho tentar encontrar qual é o melhor candidato para este méson ¢ e suas possiveis
interaces com a matéria ordindria.
Assim, substituindo este valor médio (4.16) para o méson ¢ na equagdo (4.15) obtemos
d? N )\2CL2 fﬂ_?
Eﬁﬂ' + { 5

- moﬁ] ™+ Mt (a)? — igV2| 8,2 = 0. (4.17)
O paradmetro livre a nos permite analisar a equagao acima em dois casos distintos:

.

2,24 2 22{‘2
]JAGQ!W _m02>0 e 2 Aagw _m02<0

Por simplicidade de notagdo escreveremos daqui para a frente

a2 f;?
2

onde o sinal negativo indica o Caso 1 (—2M?) e o sinal positivo o Caso 2 (+2M?). Incluindo

— mg = £2M?,

ambos 0s sinais, a equagio (4.17) escreve-se entdo como:

daz _ _ - . v

prd + 2M?n™ + A2t (n7)? — igV2| T, * = 0, (4.18)
Analisaremos a equagio acima sob dois pontos de vista distintos: quando {¥,|*> = 0 (Caso

Homogéneo) e quando |¥,|?40 (Caso Ndo-Homogéneo). Faremos isto nas duas préximas

secoes.

4.6 Caso Homogeéneo (|¥,]> = 0')'

No Caso Homogéneo estamos desconsiderando os efeitos que o0s nicleons podem exercer sobre
o condensado de pions carregados. A equagdo (4.18) reduz-se entéo a
@ _ o — 30t —\2
'&EETT +2M*nr -['-/\ﬂ'(ﬂ') = 0. (419)
A equacio acima, em casos especiais, pode ser resolvida por meio de Fungdes Elipticas de
Weierstrass [64]. O tipo de solugéo, quando existe, nio tem uma interpretacio fisica simples

e por este motivo optamos por ndo resolver esta equacdo por este método.
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Para resolvermos (4.19) utilizaremos a relagio (4.1), isto é, transformaremos uma equagao
complexa em um sistema de equagdes reais que, esperamos, seja mais simples de ser resolvido
e analisado. Assim, utilizando a representagdo (4.1) obtemos

d? A2 2 d2 )\2 )‘2
dtz’”l + 2M%m + —7l'13 + ETTQZTH] - [dﬁﬂz + 2M?%7y + -?772 + ———7r12772 = Q.

Dai obtemos imediatamente o sistema de equacoes

{ d%zﬂ'lﬂ:QM 7T1+-"'"IT1 +—":'T2 72'1_0 (420)

dtzﬂ‘z + 9M27T2 + "-'71'2 + "—71'1 7'{'2 =0,

O sistema acima é composto de duas equagdes diferenciais homogéneas de segunda ordem,
nio-lineares acopladas. Uma solugao geral é dificil de ser encontrada e ainda suas solugBes
podem depender fortemente das condigdes iniciais dadas. A simetria do sistema, porém, nos
sugere que 7, e 72 tém o mesmo tipo de comportamento no que diz respeito a freqiiéncia de
oscilagdo, amplitude e periodo descritos por suas solugdes, caso elas sejam periédicas. Para
ter uma compreensido melhor do conjunto-solugéo comegamos por analisar o sistema (4.20)

numericamente por meio de seu sistema equivalente de primeira ordem

dtﬂ.]- C(t) 2 5

dC() £2M%*7; — A m® — Amim 5
(1) 2 {4.21)

dt(,o(t) = £2M%my — 771'03 - A;’IT12772,

onde ((t) e @(t) sdo fungdes continuas com pelos menos a primeira derivada continua. As
Figura 4.2 e 4.3 nos mostram a evolugdo temporal dos campos m, e T, para o Caso 1 e
Caso 2. Como era de se esperar, devido & simetria do sistema acima, ambos tém mesma
freqiiéncia e mesma amplitude. Observe que a evolugéio temporal para ambos os casos €
bastante semelhante e, o que é mais importante para nés, ambas as evolugdes podem ser
descritas por funcgdes periddicas. Doravante utilizaremos a convengdo de que tanto 7, quanto
75 tém unidade de MeV e que t—1/T', onde T é o periodo de oscilagido do condensado.

A Figura 4.4 nos mostra o comportamento de 7 e 7 nos espagos de fase (71,%2) e
(7'2, 72), respectivamente, para o Caso 1; a Figura 4.5 mostra o comportamento de 71 e 7y
no espago de fase (ﬂl,d“’) e (’R’g,d;?), respectivamente, para 0 Caso2. Através destas figuras
nota-se que o comportamento periédico se assemelha a0 de fungoes do tipo eliptico e néo ao
de uma funcdo trigonométrica simples. Era de se esperar que isto ocorresse, pois as possiveis
solucdes de (4.19) sdo do tipo de fungdes elipticas.

A semelhanca entre os graficos de 7, e 7 nos sugere naturalmente o ansatz

™ = Ta. (4.22)
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Figura 4.2: Evolugio temporal de m;. Para o Caso 1 a) com M = 140MeV b) com M =
420MeV e para o Caso 2 ¢) com M = 140MeV e d) com M = 420MeV. Em todos os caso

tomamos A = 7.7.
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Figura 4.3: Evolugdo temporal de my. Para o Caso 1 a) com M = 140MeV b) com M =
420MeV e para o Caso 2 ¢) com M =140MeV e d) com M = 420MeV. Em todos 0s caso
tomamos A = 7.7.
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Figura 4.4: Espago de fase para m; no Caso 1: a) M = 140MeV e b) M = 420MeV. Espaco
de fase para 73 no Caso 1: c) M = 140MeV e d)} M = 420MeV. Em todos os caso A = 7.7.
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Figura 4.5: Espaco de fase para m; no Caso 2: a) M = 140MeV e b} M = 420M eV. Espago
de fase para 7, no Caso 2: ¢) M = 140MeV e d) M = 420MeV. Em todos os caso A = 7.7.
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Figura 4.6: Evolugdo temporal do campo auxiliar 7; baseada na equagio (4.23): Caso 1 a)
M =140MeV e b) M = 420MeV; Caso 2 ¢c)M = 140MeV e d) M = 420MeV. Em todos
08 casos A = 7.7.

Este ansatz se encaixa perfeitamente dentro da simetria do problema, isto é, ao fato de
termos um sisterna simétrico (sistemas ((4.20) ou (4.21)). Com esta escolha o sistema (4.20)
reduz-se a apenas uma equagéao, como é ficil de verificar. Assim, escrevemos para m;, por
exemplo,

5:2 —y £ 2M3m + X272 = 0. (4.23)

Na Figura 4.6 apresentamos o comportamento temporal de m;. Observe que o comporta-
mento temporal em ambos os casos é bastante semelhante.

A expressdo acima é conhecida como equagio de Duffing [53]. As solugdes para este tipo
de equacdo sdo dadas por meio de fungdes elipticas de Jacobi [18]. Apesar das aproximagcdes
feitas, continuamos ainda com solugées que apresentam o mesmo tipo de comportamento
eliptico o que apenas reforca o fato de que essas aproximacdes sdo consistentes. Existe uma
relagdo que nos permite representar solugdes dadas por fungdes elipticas de Weierstrass por
meio de fungdes elipticas de Jacobi [54]. A seguir faremos uma pequena anilise da equacio
de Duffing e de suas solugdes. ' '
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Resolugdo da Equacio de Duffing

A equagdo de Duffing apresenta forma geral

d? dy
prialry

onde ¥=y:(t) é um campo escalar massivo qualquer, k, a, b, f e z sdo constantes reais e

+ ay + by® = fH(zt), (4.24)

H{zt) é uma fungio trigonométrica do tipo seno ou cosseno. G. Duffing, em 1918, realizou
extenso estudo sobre esta equagdo aplicada a vibragdes forcadas [53).

Por simples comparagio entre (4.23) e (4.24) vemos que k = f = 0 e assim, o caso
particular da equagéo (4.24) que estamos interessados é escrita como

d*y
a2

Esta equagéo é normalmente analisada sob o ponto de vista do pardmetro b que é conside-

+ ap + byy® = 0. (4.25)

rado como sendo pequenc e representando um ligeiro desvio na linearidade do problema [53].
Hé dois casos a serem considerados e que tém relacdio com o sinal de &: se b > 0 teremos o
chamado caso hard spring; se b < 0, teremos o caso soft spring.

Para obtermos os gréficos associados a esses possiveis valores do pardmetro b devemos
resolver (4.25) do seguinte modo: definimos uma nova variivel dependente n=n(t) tal que a
equacdo (4.25) acima seja equivalente ao sistema de primeira ordem

i?é — 17
o 2
Fri —b?/} - av,b.
A dirego de campo dado por este sistema no plano coordenado (7, ) é dada por

dndt _dp _ —bp®—ay

Fr i " (4.26)
Uma simples separagio de varidveis na equagio (4.26) fornece
ndn = (=6’ — ay)dy.
Integrando a equacio acima obtemos
7 ¢4 — +ay’ = 2d, | | (4.27)

onde d é uma constante de integragio. .
“Para a > 0, b > 0 (hard spring) sé temos solucio real se d > 0. No plano (n,¢) a
Figura 4.7a representa esta situagio. As solugdes representam trajetérias fechadas tendo
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Figura 4.7: Representacéo pictérica da equagdo (4.27): a) Caso hard spring e b) Caso soft
Spring.

como origem o centro do sistema de coordenadas. Dito de outra forma: as solugdes sdo
periddicas. Para cada trajetoria, o valor de d representa um nivel de energia [53].

Para a > 0, b < 0 (soft spring) é possivel termos soluges reais se d < 0. Esta situacao
estd representada na Figura 4.7b. Observe que préximo aos pontos singulares temos solugdes
periddicas.

Para este caso, soft spring, teremos trés pontos singulares representadas pelos pontos

1 1
20\ ? 2a\?
(01 0): ((_?) 50) € (_ ("_"b_) $0) .
Observe que temos um ponto de sela em (0, 0).
Com base no que foi dito acima, é possivel resolvermos (4.23) do mesmo modo que foi
resolvida a equagdo (4.25). Porém, notemos que "32— pode ndo ser pequeno, de tal forma que
nossa equagdo pode ser “fortemente” nio-linear, diferentemente da equacao de Duffing, onde

este termo € pequeno, representado um desvio da linearidade do problema.
Aplicando o método de resolugdo j4 visto, teremos para a equagio (4.23)

2
¢+ %wl“ + 2M%7,? = 2¢, (4.28)

onde, ¢ é uma constante de integracio com unidade de massa 3 quarta poténcia e { = ((t) =

%1, isto ¢, estd definido do mesmo modo que 7.

Os minimos da equagéo (4.28) sio de dois tipos: |
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Para a equagdio ¢* + —-—771 + 2M?7,% = 2¢ temos apenas um ponto de minimo real dado
porm =0e (=0, isto e (0 0)."Néo temos pontos de instabilidade para esta equagao.

Para a equacdo (% + —-1r1 —2M?7;% = 2¢ temos dois pontos de minimo dados pelos pares
ordenados (7, {)

(M gy o (-2

Voltando para a equagio (4.28), podemos escrever para ¢

2
(= :I:J_%ﬂ-ﬁ + 2M2m 2 + 2. (429)

Por conveniéncia de notacgio escreveremos

)\2

Z A

2 2
e daf

| d’ﬂ'1

ﬁ = :I:‘\/—Aﬂ'14 + 2M27r12 + 2c.

Tomemos, sem perda de generalidade, o sinal positivo do segundo membro da igualdade
acima e utilizando uma simples separagdo de varidveis podemos escrever

d?l‘]_

\/'——Aﬂ']_‘l + 2M27T12 + 2¢ ( )
Introduzindo na equagio (4.30) a substituigdo de varidveis dada por [49]
z= ﬂm, (4.31)
V2M
obtemos (note que esta varidvel é adimensional)
dz o
= v/2Mdt. 4.32
- EZ + E ‘/_ { )
onde 2 = m
As solugdes reais de (4 32) s6 existirdo se
—Ax2+ 2> 0. (4.33)

2

Temos entdo duas desigualdades distintas

—z4—_|—22+§>_0 e —z"‘--z2+.§ >. 0.
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Para a equagio —z* + 22 + £ = 0 teremos as seguintes raizes (—2M?)

11
z::l:\/;)-:i:ax/1+2p.

Para a equagio —2* — 2% + 2 = 0 teremos as seguintes raizes (+2M12)

i1
z-i\/—~2—:l:§ 1+ 2p.

As rafzes encontradas acima, tanto para —2M? quanto para +2M?, nos fornecem os
possiveis intervalos onde teremos z real. Abaixo, separamos estas raizes em dois casos dis-
tintos, dependentes do sinal do termo 2 2, e encontramos as solugdes associadas a estes
intervalos (contemplando ainda os casos |¥,)2 = 0 e |5 [°#£0) da equagio (4.18) & qual
(4.33) é um equivalente via o ansatz (4.22).

4.6.1 Solugéo com |¥,[* =0 no Caso 1 (—2M?2)

As raizes para z neste caso sio

11

A varidvel z est4 parametrizada pela constante real p. Os valores possiveis deste parametro
para que tenhamos z real podem ser expressos por meio de 3 intervalos, a saber:

Np<-} 2)p>0; 3) -

[T

<p<o0.

E nestes intervalos que encontramos as solucdes para z real.
1)p< -5
Para o intervalo acima teremos —z*% + 22 + £<0, VzeR.

2)p>0
Para o intervalo acima teremos —z*% + 22 + £ > 0 se for satisfeita a desigualdade abaixo

1 1 1 1
— 4+ D -+ = 2
\/2-!—2 1+2p<z<\/9+2 1+ 2p.

=

Restringiremo-nos, sem perda de generalidade, a z > 0, ou seja, ao intervalo

1 1
0<2<\/5+§ _1+2p. (4.35)

w
—
]
o
I
3
(A
[
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Para este dltimo caso teremos —z* + 2% + & > 0 se

1 1 1 1
@—5\/1+2p<2<\/§+§ 1+2p,

ou

1 1 1 1
—\/;+§\/1+2p<z<—\/g—~§\/l+2p.

Da mesma forma, como foi feito no item 2) acima, restringiremo-nos ao intervalo

1 1 1 1

Com base nos intervalos (4.35) e (4.36) para z poderemos resolver a equagio (4.32).

Comecaremos integrando esta equagao definindo, por simplicidade, fp = 0. Assim,
} 4 dzr t
/ ——— =\2M dt',
0 — + zl2 -+ 5 to=0

de onde obtemos

f ’ dz_ = v2Mt. (4.37)
N g

A integral presente no primeiro membro da equagdo (4.37) é conhecida como integral
eliptica de Legendre do primeiro tipo. Ela pode ser resolvida em termos das funcdes elipticas 1
de Jacobi {18, 54, 55], o que esté de acordo com tudo o que foi feito até agora. Resolveremos
esta integral e, por conseqiiéncia, a prépria equagao (4.37).

Separando esta resolugéo em casos dependentes do pardmetro p teremos:

Solugao para o Caso 1) p < —-;-

Nio h solugdo real para z neste intervalo e, por conseguinte, 7, ndo seria real também.

Solugéo para o Caso 2) p > 0

%

Conforme j4 foi visto acima, restringimo-nos ao intervalo onde z é real, ou seja,

0<z< 1/%+}2-\/1+2p.
Definindo as raizes de (4.34) como

1 1 1 1
2— - 2-—
r ———2+—2 1+‘7pes~——2+—2 14 2p,
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e utilizando [54, 55] poderemos resolver a integral presente na equagio (4.37), no intervalo

acima, se tivermos satisfeits g, desigualdade s > z > 0. Assim,

1

ey R Kondl,  (43)
o V=TTHEE fy i) (B o) et '

onde o termo K[v,¢% é a integral eliptica do primeiro tipo dada por

[ it
0 V(I=¢*)(1 - sen?y)

aresen | 2./ 72T 8 ) s?
= arcsen | — € ¢ =——
T sV r?4 22 L

Com estas substituigdes convenientes, a equagio (4.36) pode ser escrita como

L« NG RN e =V2Mt.  (4.39)

Além disso

— arcsen e ———
(1+ 2p)s VE1+T+op)+p)’ 2/TF 2

Ou seja,

_ VeIt 401+ 2p))tage, LV %P 4.40
—r— 1+p)+p—sn[[( +op)jtars, 1 ,_o_l_hp] (4.40)

Na, equagé‘b (4.40) o simbolo sn denota o seno eliptico de Jacobi, uma fungio dupla-
mente periddica [54, 55|. Isolando z na equagao acima e utilizando 2 transformagdo (4.31)
encontramos para 7, a seguinte equagao de movimento

YA _ -———_‘gﬁs_”‘_.____, (4.41)
M= TFBR+end) -

onde fizemos, por simplicidade de notagéo, sn = sn [[4(1 +I)EM t,%wﬁ ”}:‘i]. Para esta
equacio de movimento temos os seguintes graficos apresentados na Figura 4.8. Relembremos
que a0 encontrarinos m,, encontramos automaticamente 7, €, portanto, 7.

Solugdo para o Caso 3) -1 <p<o0

Restringimo-nos, agora, ao intervalo onde z é real, isto é

1 1 1 1
\/5—5\/1+2p<z<\/§+-§ 1+2p.




o6

0.75%
0.5
0.25

-0.25
-0.5
-0.75

CAPITULO 4. RESSONANCIA PARAMETRICA NO MODELO ¢

0 0.02 0.04 0.06 0.08
-

NS

100

ﬂ

|

MUUMUHUHUUJ

] 0.02 0.04 0.06 0.08

R

AN
LUV

0 0.02 0.04 0.06 0.08

-5
~-10
-15

15 :

10 :

3 ]
i G \\H//

VA

0

0.02 0.04 0.06 0.08

nnn
Y

|

0

0.02 0.04 0.06 0.08

(£

300
200
100

O

-100
-200

-300

R
(R

0 0.02 0.04 0.06 0.08

Figura 4.8: Graficos da equagdo (4.41). Para o Casol: a) com M = 140MeV e p = 0.001,
b) com M = 140MeV e p = 1 e ¢c) com M = 140MeV e p = 1000. Para o Caso 2: d)
com M = 420MeV e p = 0.001, ¢) com M = 420MeV ep =1ef) com M = 420MeV e
p = 1000. Para todos os casos, A = 7.7.
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Se definirmos as raizes de (4.34) como

=t

1 1 1 _
r2=§+3' 1+2 e &= 5——\/1-1-210 (4.42)

(3]

teremos, segundo {54, 55] duas solugdes possiveis dadas a seguir, uma incluindo o ponto r
{fronteira superior) e outra incluindo s (fronteira inferior).

. {(r>z>s>0)

Para o intervalo r > z > s > 0 e utilizando [54 55] podemos escrever a mtegral presente
na equagao (4.37) como '

f

. 1 2
/ \/—Z’4 —|—z’2 + 2 / \/(T2 — z2) (27 + 82) _ TK-[§7Q' 1, (4.43)

onde K esta deﬁmdo como antes e
e 2282 , TE— 4%
£ = arcsen | — e g = .

\z

Com as substitui¢des convenientes

V2
'1+1/_1—i—2_p
\/1 1 222 -1 \/1 2 2\/1 2p
xK |arcsen + + z Rk * \/—Mt (4.44)
_ \/1+’5 "1+ I+ _
Ou seja,

\/1+ /T+2p ‘7z2—1+\/1+§ 3 2/T+2p

Vi sn{ 1+\/1+2 Mt m} (4.45)

Isolando ze utlhzando novamente a transformacdo dada em (4.31), encontramos a se-

g gumte equacao de movimento para m

VA VI R .(4.46)

™= — e
M T+ VIt 2p(1 — 2sn?)

onde sn = sn [\/1 + /1 + 2pMt 2V1E% } Para, esta solucdo teremos os graficos presentes

' TFVIT%
na Figura 4.9 dada a seguir.
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Figura 4.9: Graficos da equagio (4.46). Para o Caso 1: a) coin M = 140MeV e p = —0.001,
b) com M = 140MeV e p=—~0.1e c) com M = 140MeV e p = ~0.49. Para o Caso 2: d)
com M = 420MeV e p = —0.001, e) com M = 420MeV e p=—01ef)com M = 420MeV
e p= —0.49. Para todos os casos, A = 7.7. _ ;
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#. (r>2z>s5>0)

Para o intervalo » > z > s > 0 e novamente utilizando [54, 55] poderemos escrever a

integral presente na equagélo (4.37) €omo

? . 1 L2
/ \/—2’4 + Z!Q + ﬂ / _ zg) 2’2 — 32 ;K[C7q ]) 4 (4'47)

onde agora

2 rz

_ 2 _ 52 , 17— s
¢ = arcsen 2 e g = .

Com as substituicdes convenientes podemos escrever (4.47) como

V2 y
\/1+\/1+2p
| \/1+\/i+_2 7\ 2ITF%
K M ' .
.x. [arcsen (\/ 2T TT AT \/_ t. (4.48)
Ou seja, - . 3
14++/T+2p~ 222 . 21+ 2p ]

=sn [v/14+ /1 + 2pMt, ———| . 4.49
\/_ o/ T % 3”[ TV T AT (4.49)

Isolando z e utilizando a transformagﬁo (4.31) en’contramos finalmente para m

| '_—m \/1+\/1+9 1-2sn2 | (4.50)

onde, como na 's'olugéo (4. 46)' temos sn = [\/1 +/1+2pMt, 2VIT%. ] Os gréficos

' 1T+/19 %
contidos na Figura 4. 10 mostram a evolugao do campo 7r1 dado por esta equagao

4.6.2 Solugao com l\Ifn|2 =0 no Caso 2 (+2M?)

Para este caso, as raizes sdo

z::l:\/—-l-i 1+2

2
A (nica solugdo vélida é a mesma dada para o intervalo p > 0 no Caso 1. Ou seja,
VA _ v/ 2psn

(4.51)

T = == =.
M V1 +2p(2 + sn?) — sn?
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Figura 4.10: Graficos da equagio (4.50). Para o Caso 1: a) com M = 140MeV e p = —0.001,
b) com M = 140MeV e p = —0.1 e ¢) com M = 140MeV e p = —0.49. Para o Caso 2: d)
com M = 420MeV e p = —0.001, e) com M = 420MeV e p= —0.1 e f) com M = 420MeV
e p= —0.49. Para todos os casos, A = 7.7.
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onde fizemos, por simplicidade de notacdo, sn = sn [[4(1 + 2p)]E M, 1;' - _:'2; ] Esta é a
mesma solugdo que (4.41)

Esta solugdo é vdlida sempre, j4 que as trajetérias centradas na origem sao de fato Grbitas
concentricas (vide Figura 4.7a). Conseqiiéntemente, a evolugio temporal de m; pode ser

observada nos graficos da Figura 4.8.

4.7 Caso Nio-Homogéneo (|¥,[>#£0)

O fato de assumirmos que {|¥,1%),4.7#0 nos diz que |¥,|? representa de fato a funcio de onda
para um condensado de néutrons.

A formagio deste condensado se di do modo usual: os néutrons se comprimem num par
de Cooper com momentos e spins opostos passando a comportar-se estatisticamente como um
béson, e dai nédo obedecendo ao principio de exclusio de Pauli. E claro que quanto mais forte
a forca de interagao, maiores serdo as temperaturas em que a condensa¢do poders ocorrer.
De fato, ndo é um problema trivial descobrir qual sers o valor da temperatura de transicio,
T., abaixo da qual ocorrerd a condensacio.

O interessante disto tudo é que, neste estado de condensado, os néutrons podem ser
descritos por uma mesma funcdo de onda estaciondria [62] do tipo

U, (7) = (W), expli(k - 7+ wit)], (4.52)

onde {|¥,|?)
tem amplitude de onda numericamente igual ao seu valor no estado de viacuo. Na equagido

vae & 0 valor |¥,|%(F) no estado de vdcuo. Estamos supondo, entdo, que |¥,|*(F)
acima, k é seu tri-momento e w sua freqiiéncia de oscilagéo.

E natural supor que o condensado de néutrons esteja homogeneamente distribuido no
interior estelar com muito mais razdo do que o condensado de pions. Os néutrons séo o
constituinte basico desta estrela. O papel do condensado de néutrons nesta etapa seria o
de um substrato (um meio) no qual ocorreria a evolugdo temporal do condensado de pions.
Desta forma, supomos ainda, por simplicidade (em primeira aproximagéo) que ele é estdtico
ao longo do tempo escrevendo a expressdo (4.41) de forma mais simples como

Cal(7) = (1Wal*)yqc expIik - 7.

Supomos, também, que ele seja localmente isotropico, isto é, em cada ponto da regido
considerada ndo ha diregdes preferenciais para a distribui¢gdo de matéria do condensado. Esta
aproximacgao € perfeitamente vélida para a regido da Matéria Nuclear (ver Capitulo 1), na
qual estamos trabalhando. Assim, estamos assumindo que a quantidade p = k-7 possa
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ser considerada como aproximadamente constante na regido considerada, tornando possivel
escrever

[T () = {|Tnl*) o expli]- (4.53)

A amplitude de |¥,|%, que esté sendo controlada por {|¥5]?),,er € O conhecido pardmetro
de ordem de Ginzburg-Landau {63] cujo potencial pode ser descrito por

T B
ViY)=ca (ﬁ - 1) P2 + §¢4,

onde, por simplicidade de notagdo, fizemos 1) = {|¥,|*),,.- A expressdo acima é vilida para
a>0eT < T, ou seja, para o estado de condensagdo. Além disto, § > 0 depende apenas
da densidade dos néutrons no meio estelar. Notemos que para que a expressac acima seja
dimensionalmente consistente a constante « deve ter unidade de MeV?3 e 3, unidade de MeV.
E ficil mostrar que os minimos deste potencial sdo dados por

o T\1"*
e =+[5 (- 5)]

Podemos associar o valor {positivo, sem perda de generalidade) ao estado de vdcuo deste

(1%a[®) e = [% (1 - %)]1/2. (4.54)

Assim, substituindo (4.54) na equagdo (4.53), escrevemos finalmente para a fungio de

condensado

onda para o condensado de néutrons homogenea ¢ isotropicamente distribuido no interior
estelar como

T, [2(7) = [ (1— %)] exp[é?p]; | (4.55)

Substituindo este valor na equacdo (4.20) obtemos

{%m M2, + A 7r1 -i-—-vrg T = —Asen(?p) (4.56)

E[WQ + 2M27T'2 + "'71'2 + —71'1 ’iTz —-ACOS(Q,O),

onde por simplicidade de notagao fizemos A = g (%) V2 (1 — %) As solugbes numéricas
deste sistema n&o-linear de segunda ordem e ndo-homogéneo sdo mostradas nas Figuras 4.11
até 4.18 para m; e nas Figuras 4.19 até 4.26 para m,. Assumimos valores diversos para A

(107%, —1, 1 e 10*) e para cada um destes valores variamos os sinais de seno e cosseno,
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ou seja, de p. Como estamos realizando um estudo apenas qualitativo do fenémeno de
Ressonancia Paramétrica, tomamos 2p = (Z,3%, 2, I} de tal forma a garantirmos seno e

5' 513?15
cosseno positivos (), seno positivo e cosseno negativo (3?“), seno negativo e cosseno positivo
(3F) e, finalmente, seno e cosseno negativos (£).

Uma andlise rapida dos grificos de {4.11) a (4.26) indicam claramente que na presenca
de fonte externa (néutrons no nosso caso) nio somente nio destréi o cardter periédico das
“solugdes pidnicas” como também aumenta a freqiiéncia de oscilagdes da solugio pidnica,
podendo, no entanto, alterar substancialmente a amplitude das solucdes.

4.8 Equacgao de Movimento para A

Tomando como base a densidade Lagrangiana Total (4.3) e utilizando as equagdes de Euler-
Lagrange dadas em (4.11), podemos calcular a equagdo de movimento para ¢ campo eletro-
magnético A, a saber

0A4% — 849, A% + ie(n* 87~ — m~0%n™) + 2e} (7 ) A* — | T, = 0. (4.57)

Observe que agora o termo 2e?(x~7T) é de vital importéncia nesta equagio, pois quere-
mos saber que efeitos produz o condensado de pions carregados, cuja equagédo de movimento
jé foi encontrada na segéo anterior, sobre o campo A*. Numa estrela de néutrons, a contri-
buicao de prétons para o condensado de néutrons pode ser desconsiderada, de maneira que
a contribuicdo dos nicleons na equagio (4.57) pode ser descartada.

Tomando entdo |¥,|? = 0, podemos escrever a equagdo (4.57) como

OA* — 349, AY + ie(rntOtn™ — n~ 8%z T) + 263 (r ") A = 0 (4.58)

Esperamos encontrar uma solugdo para A% em torno do ponto de minimo do condensado.
J& vimos que a equagio de movimento para 7~ (ou 7F) tem infinitos minimos e por isso
esperamos que a producdo de particulas devido a Ressonancia Paramétrica seja realmente
efetiva, pela teoria de Floquet (vide Apéndice B).

Além disto, observemos que o termo de fonte ie(rTd#7~ — 7a~ O#n ") desta equagdo é nulo
devido a0 ansatz m = 1. Com isto, escrevemos simplesmente

04 — 849, A" + 2¢*(m~7F) A% = (. {4.59)
Introduzindo a modiﬁca.g'alo

AP A" = AR 4 BRC(F ), © (4.60)
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na equagdo (4.59) e impondo & condicdo do gauge de Lorentz [42]
9, A% = G, AR + (7, 1) = 0, (4.61)
onde (7, ¢) é uma fungdo arbitréria de 7 e do tempo ¢, podemos escrever
OA™ + 2e*(r~nt) A% = 0. (4.62)
Seguindo GB-K [21], vamos procurar solugées de (4.62) da forma
A (7, t) = x(F, t)e?,

onde x(7,t) é uma funcdo diferencigvel e e* é um vetor constante. Esta condicdo, embora
restritiva, é suficiente para nos levar a resultados nio-triviais, pelo menos qualitativamente.
Assim, escrevemos (4.62) como '

e“[Ox (7, t) + 2e* (=) x(7, )] = 0. (4.63)

Utilizando as suposigdes iniciais de que os campos 7+ e 7~ sdo homogéneos e isotrépicos
na regido da Matéria Nuclear no interior da estrela de néutrons, e aplicando a Transformada
de Fourier para o espago de fase k, a equacio (4.63) se resume a

2

ZoXkl0) + K+ 28 xu(t) = . (464

Esta equagdo, com as aproximagSes tomadas acima, descreve o movimento do campo
eletromagnético no interior da estrela de néutrons interagindo com o condensado de pions
carregados. '

Sabendo que

Tt = -‘15(7712 + %),
podemos reescrever (4.64) da forma
d? 2 20,2 2 '
—sxk(t) + [£° + €*(m® + m®)xi(t) = 0. (4.65)

dt?

Utilizando as solugdes j& encontrados para m; e 73 na Secdo 4.6 deste Capitulo , podemos
encontrar as solugdes numéricas ou analiticas (quando houver) para a equagdo (4.65). O
numero de particulas (fétons) produzidas é estimado (qualitativamente) usando um método
-devido a Bogolyubov [13, 14]. Mostramos isto no Capitulo 5, a seguir. -
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Figura 4.11: Gréficos da solugdo numérica do sistema (4.56) para m com A = 0.0001 e
M = 140MeV no Caso 1: a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo
e cos negativo; em c) temos sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos

positivo. Para todos os casos, A = 7.7.
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Figura 4.12: Gréficos da solugdo numérica do sistema (4.56) para m; com A = 10000 e
M =140MeV no Caso 1: a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo
e cos.negativo; em c) temos sen positivo e cos negatlvo e em d) temos Sen negativo e cos
positivo.
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- Figura 4.13: Gréfico do sistema (4.56) para m com A = 0.0001 e M = 420MeV no Caso 1:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo; em c) temos
sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e-cos positivo. Para todos os casos,
A=T.7. '
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Figura 4.14: Grafico do sistema (4.56) para 7, com A = 10000 e M = 420MeV no Caso 1:
a).temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo; em c) temos
sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos positivoe. Para todos os casos,

A=T.T.
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Figura 4.15: Gréfico do sistema (4.56) para m com A = 0.0001 e M = 140MeV no Caso 2:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo; em c¢) temos

sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos positivo. Para todos os casos,
A=T7. '
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Figura 4.16: Grafico do sistema (4.56) para m; com A = 10000 e M = 140MeV no Caso 2:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo; em c) temos
sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos positive. Para todos os casos,

CA=TT7. ' '
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Figura 4.17: Gréfico do sistema (4.56) para m; com A = 0.0001 e M = 420MeV no Caso 2:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo; em c
Sen positivo e cos negativo e em d)

A=T7T7.
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Figura 4.18: Gréfico do sistema (4.56) para 7; com A = 10000 e M = 420MeV no Caso 2:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo; em c) temos

sen positivo e cos negativo e em d} temos sen negativo e cos positivo. Para todos os casos,
A=TT.




4.8. EQUACAO DE MOVIMENTO PARA A* : 73

P ——— |
P rro—

30 |
20
10

" T v

Ll

: [ r
-20 -10
-30 -20
00.20.40.60.811.21.4 0 0.26.40.60.811.21.4
t t
(<) {(d)

CELLULRT Sl

_1§VT RRRRRN _mHH’\’[HV

-20 -20
00.20.8.60.8 1 1.21.4 00.20.40.60.8 1 1.21.4

Figura 4.19: Gréficos do sistema (4.56) para 3 com A = 0.0001 e M = 140MeV no caso
Caso 1: a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo; em
c) temos sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos positivo. Para todos
0s casos, A = 7.7.
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Figura 4.20: Gréfico do sistema (4.56) para 7w, com A = 10000 e M = 140MeV no Caso 1:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo; em c} temos

sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negative e cos positivo. Para todos os €asos,
A="71T.
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Figura 4.21: Gréificos do sistema (4.56) para m, com A = 0.0001 e M = 420MeV no Caso 1:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo; em ¢) temos
sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos positivo. Para todos os €asos,
A=TT.
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Figura 4.22: Gréficos do sistema (4.56) para 2 com A = 10000 e M = 420MeV no Caso 1:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos- sen negativo e cos negativo; em ¢) temos
sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negative e-cos positivo. Para todos os casos,
A=TT.
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Figura 4.23: Gréficos do sistema (4.56) para 75 com A = 0.0001 e M = 140MeV no Caso 2:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo; em c¢) temos
sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos positivo. Para todos os €ascs,

A=TT.
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Figura 4.24: Gréficos do sistema (4.56) para m, com A = 10000 e M = 140MeV no Caso 2:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo; em c) temos
sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos positivo. Para todos os casos,
A=177.
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Figura 4.25: Gréficos do sistema (4.56) para 7z com A = 0.0001 e M = 420MeV no Caso 2:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo; em c) temos
sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos positivo. Para todos os casos,

A=TT.
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Figura 4.26: Gréficos do sistema (4.56) para w2 com A = 10000 e M = 420MeV no Caso 2:
a) temos sen positivo e cos positivo; em b) temos sen negativo e cos negativo; em c) temos
sen positivo e cos negativo e em d) temos sen negativo e cos positivo. Para todos os casos,
A=T17. .



Capitulo 5

Producgao de Particulas

5.1 Introducgao

Neste Capftulo analisamos as solugbes para a equagio (4.65) onde o potencial periddico &
dado pelas solugdes para o condensado de pions carregados. Com a utilizag@o destas solucdes,
as equagdes de movimento para o campo eletromagnético sio classificadas como equacdes de
Hill e, mais especificamente em nosso caso, como equagdes do tipo Lamé.

Com esta classificagio é possivel encontrar as solugdes (exatas ou numéricas) para as
equagdes de movimento do campo A¥. Estas solugdes podern ser estdveis ou instiveis dentro
do espago de fase dos pardmetros (wy, €) (veja Apéndice A para um resumo da teoria).

A estabilidade ou instabilidade das solucées é dada basicamente pelos valores que pode
assumir o expoente de Floquet. Assim, é fundamental que se encontre uma expressio (exata
ou aproximada) que seja capaz de fornecé-los, pois a producio exponencial de fétons via
fenémeno de Ressonéncia Paramétrica se manifesta nas solugdes instdveis desta equacio de
movimento e, portanto, depende dos valores do expoent;e de Floquet.

Para a obtengdo do expoente de Floquet, utilizaremos as referéncias (17, 61], objetivando
comparar os valores obtidos por diferentes técnicas, caso seja possivel, é claro. No Apéndice
B encontram-se as deducgdes das expressdes utilizadas para este expoente neste Capitulo.

A partir do expoente de Floquet poderemos estimar a taxa de producdo de fétons no
interior da estrela. Para isto é necessério que utilizemos uma, transformagio de Bogolyubov
[14] para que possamos obter uma expressio para esta taxa de produgdo de particulas. Toda
a nossa analise sobre a producéo de fétons se restringird a primeira banda de ressonancia, o
que equivale dizer que estaremos fazendo uma aproximagéio de primeira ordem.

81
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5.2 Analise das Solugdes e Bandas de Ressonéncia

Através das solugdes encontradas para 7, € T, no Capitulo 4 tentaremos obter solugdes para a
equagdo (4.65) que apresentem o fendmeno da Ressonéncia Paramétrica. Matematicamente
isto significa crescimento exponencial de amplitude.

Temos trés solugdes analiticas distintas para a equacdo de movimento do condensado de
pions carregados (equagdes (4.41), (4.46) e (4.50)) e, portanto, teremos trés equagdes distintas
de movimento para o campo eletromagnético no interior da estrela de néutrons. Para cada
uma destas equagdes obteremos a densidade de particulas produzidas e a densidade de energia
produzida por estas particulas.

5.2.1 Ressonancia Paramétrica no Caso Homogéneo (1,2 = 0)

Pelo teorema de Floquet (veja Apéndice A), as solucdes da equacgdo (4.85), para a primeira
banda de ressonéncia, podem ser aproximadas por

Xi(t)ocet*?, (5.1)

onde p € o expoente de Floquet. Note que se ele for imagindrio puro no teremos solugdes
instéveis, isto é, exponencialmente crescentes ou decrescentes no tempo. .

A transformacéo de Bogolyubov dependente do tempo pode ser escrita para os operadores
de criagdo e destruigdo de fétons como [14]

ai(t) = an(t)ax (fo) + Be(t)al, (to),

al(t) = ar(t)al (o) + Bi(t)a—i(to),

onde %y é um tempo inicial fixo. No sistema acima deve ser obedecida a relagdo de unitaridade
para bosons (a transformagéo torna-se candnica)

o f? — |Bef* = 1.
O operador niimero de particulas é dado por
N = /0 d*katal.

onde k. = 20MeV é o cut off fisico. Adotamos este valor para o cut off baseados no modelo
GB-K, pois no trabalho destes autores é utilizado um k. = 50MeV. Supomos, entio, sem
perda de generalidade, que para os pions um k. menor que o destes autores devesse ser
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utilizado, j& que a massa dos pions é bem menor que a dos protons. Pode-se mostrar que o
nimero de particulas criadas é dado por [21]

. |
) = 5 OLN10) = s [“ewigr, (5:2)

onde V' é o volume considerado e N [ng) = ny|n;). E possivel mostrar que nx pode ser
expresso em fungéo da amplitude X como [20]

o 1
T = Wy (—"—Iﬁ! + le|2) —3

onde wy, é a freqiiéncia do modo ;.
Pode-se mostrar que o coeficiente de Bogolyubov pode ser aproximado, para a primeira
banda de ressonancia por [20]

B (t)ocet?, (5.3)
Substituindo (5.3) na equagéio (5.2) obtemos

1
(271')3 0

Nos céleulos acima, nés ndo levamos em conta efeitos de absorcdo de fétons pela matéria

ke :
n(t) = d3K et (5.4)

circundante, por isso, ao longo do tempo, deveremos ter um niimero crescente (exponencial)
de particulas sendo produzidas. Um estudo da obsorcio destes fétons produzidos seria bas-
tante 1nteressante, pois é muito provivel que eles provoquem um reaquecimento da matéria
estelar, levando a modificagbes na equagio de estado para a matéria nuclear desta estrela.
Observe que este é o processo de producéo de particulas fora do. e(juilibrio. A termalizacio
dos fétons produzidos se dd com sua posterior interagio com o meio estelar.

A densidade de energia produzida por estes fétons é dada por [21]

or(t) = .1 dk’k’? (t)ﬁk(t)- dk’k’2 ! (t)eit. (5.5)

Note que o pa,rametro Uy € fundamenta.l nas expressoes (5.4) e (5.5) e desta forma, quanto
maior for a preciséio na obtengéo deste fator tanto melhor serdo os valores obtidos por estas
expressoes no que tange & producgio de particulas e densidade de energia na primeira banda
de ressonancia. Como j4 foi dito na introducéo a este Capitulo, utilizaremos repetidas vezes
as referéncias {17, 61] numa tentiva de comparar as técnicas de obtencao deste expoente.

De posse das equagdes (5.4) e (5.5) podemos obter a densidade de particulas e a densidade
de energia para cada umas das equacdes de movimento que serao obtidas para 0 campo
eletromagnetlco Fazemos isto a seguir.
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Estudo da Producao de Fétons via Equacgio (4.41)

As componentes hermitianas m; e 7, para a solugdo (4.41) da equacgiio de movimento para o
condensado de pions carregados so:

o v2psn

M A[VI+2p(2 + sn2) — sn?]’
T _ x/%sn

M \/A[VT+ 2p(2 + sn?) — sn?

onde sn = sn [[4(1 + 2p)]M/4 Mt, %]

Conseqiientemente teremos

2pM?sn?

2 2

= ) . 5.6
T NVTF72p(2 + sn?) — sn?] (5.6)

Utilizando (5.8) na equagéo (4.65) obtemos a seguinte equacio de movimento para o
campo xx(t):

d? 0 2pM?2sn? _
)+ {k et [XQ[—_M(Q + sn?) — snz]] } xe(t) = 0. 57)

A expressdo acima pode ser classificada como uma equacdo de Lamé. O espago de

parametros ndo pode ser descrito por meio de uma expressdo simples o que dificulta bas-
tante a visualizagdo das bandas de ressonédncia. Isto restringe também os meios pelos quais
podemos obter y: nio poderemos utilizar, por exemplo, 0 método apresentado por [61].
As oscilagbes x; na equacgdo (5.7) tém freqiiéncia varidvel dada por
2pM2sn?
N[/TF2p(2 + sn?) — sn2]]

A equagdo (5.7) descreve, em uma analogia mecénica, basicamente um oscilador e o termo

wi? = wi(t) = k2 + € (5.8)

wx? pode ser interpretado como sendo uma massa varidvel no tempo.
Utilizando a aproximagdo (5.1) e (5.3) e a freqiiéncia varidvel dada por (5.8) escrevemos
a densidade de fétons produzidos no modo & como

1 [k
m(t) = G L B et (5.9)

e a densidade de energia dada por (5.5)

1 2pM2sn?
dk’k’z E? + ¢ — . Bt 5.10
pi(t) = " on2 J, ( e A2[/T+ 2p(2 +sn?) — sn?) ¢ (5.10)
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Figura 5.1: Expoente de Floquet em fungéo de k obtido para vérios valores de A(0): (a)
A(0) = —1000, (b) A(0) = —100, (¢c) A(0) = -1e (d) A(0) = —0.001. Este determinante
controla a amplitude de oscilagio de uy, e seus possiveis valores reais ou imagindrios.

O expoente uy serd dado pela expressao [17]
e = %arccosh [1 - A(O)senz(%ﬁ)] : (5.11)

O fator A(0) ¢ o determinante infinito que surge quando se toma a solucdo formal da
equagdo de Hill. Em geral, este determinante é extremamente dificil de ser calculado, por
isso optamos por variar A{0) num intervalo razodvel de valores para os nossos objetivos.
A Figura 5.1 mostra o comportamento de Lk, em funcdo de k, para alguns valores deste
determinante. O expoente i é real apenas para valores negativos de A(0), além disto,
quanto maior for o valor negativo atribuido a A(0) menor serdio as amplitudes de oscilagao
de py. Assim, este fator controla a amplitude de oscilagdo do expoente de Floquet e também
se este assumird valores reais ou imagingrios. E bastante provavel que os pardmetros A, M
e p entrem no célculo de A(0). Entretanto, obter o valor mais adequado possivel para este
determinante baseado nestes parametros est4 além do escopo deste trabalho.

A Figura 5.2 nos mostra o grafico do niimero de particulas produzidas em funcio de k
para vérios valores de py obtidos a partir da expressdo (5.11). Adotamos, sem perda de
generalidade, A{0) = —1 e desta forma obtemos apenas os valores reais para o expoente de
Floquet.

Para a densidade de energia temos a Figura 5.3. Nio consideramos efeitos de absorgéo
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Figura 5.2: Densidade de particulas obtida através da expressao (5.9) com py, tomado a partir
de (5.11). Tomamos A(0) = —1 e k. = 20MeV.

dos fétons produzidos de maneira que ndo temos nenhum amortecimento na producio de
energia. Efeitos de absorcéio somados a um provédvel momento de cut off, k., devem fazs-
com que a densidade de energia tenha um comportamento semelhante aquele mostrado nc
Figura 3.4 do Capitulo 3..

Vale ressaltar que tudo o que foi feito para o estudo da equagdo (4.65) no caso em que
temos como potencial periédico a equacio de movimento (4.41) é vélido também, obviamente,
para o caso em que temos o potencial periédico dado pela equagdo (4.51).

Estudo da Producéo de Fétons via Equacio (4.46)

As componentes hermitianas m, e m, para a solugdo (4.46) da equacio de movimento para o
condensado de pions carregados sdo: ' '

oo V=2
M A1+ I+ 2p(1—2sn?)
™ v — 2p

28n)’

M \/_\/1+\/-1+2p(1——
onde sn = sn [\/1 + /1 + 2pMt, 1_-1-7fﬁ=] Conseqiientemerite

8M?p
NI+ TF2(1 - 2sn2)]

Utilizando (5.12) podemos reescrever a equagio {4.65) como

T+ 7wyt = (5.12)

8e?M?p
AZ[

d 2 :
| @Xk(t)ﬂ- {k - Y o 23n2)]J } x&(t) = 0. . (6.13)
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Figura 5.3: Densidade de energia produzida pelos f6tons, em unidades de MeV*4: (a) Temos
trés gréficos para a densidade com M = 140MeV e p = 0.001, p = 1 e p = 1000. Nio h4
diferencas visiveis. (b) Temos trés gréificos para a densidade com M = 420MeV e p = 0.001,
p=1ep=1000. Nao hd diferencgas visiveis. Tomamos A(0) = —1 e k. = 20MeV.

A freqiiéncia de oscilagdo da equagdo acima é dada pelo termo

8e2M?p
M1+ /T+2p(1 - 2sn?)] |

Novamente, ndo podemos obter os parmetros (wy, €) e assim ficamos restritos a utilizagio

wi® = wp(t) = k* — (5.14)

de py, dado pela expressdo (5.11). Para o estudo da primeira banda de ressonincia, o coefici-
ente de Bogolyubov é o mesmo que aquele dado pela expressdo (5.3) e, portanto, a densidade
de particulas produzidas é dada novamente pela expressido (5.9). A Figura 5.2 nos mostra
que o crescimento nesta primeira banda é exponencial, como ja foi dito anteriormente.

A densidade de energia produzida por este crescimento exponencial de fétons é dada pela

expressao
1 ke 102 2 l: 862MQP :l) Lyt
f. -1
,ok(t)——2 A dk'k (k 3T TTop(1 — 2572)] € (5.15)

A Figura 5.4 nos mostra o comportamento da densidade de energia em funcdo de tempo.
Novamente obtivemos uma densidade de energia exponencialmente crescente com o tempo.
Claramente este comportamento sé pode ser valido por breves periodos de tempo apés o qual
os mecanismos de back reaction levam a um amortecimento na produgdo de particulas. O
comportamento de p; na Figura 5.4 é equivalente ao periodo de pré-reaquecimento no teoria

do reaquecimento do Universo via Ressondncia Paramétrica.
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Figura 5.4: Densidade de energia produzida pelos fGtons, em unidades de MeV*: {a) Temos
- trés graficos para a densidade com M = 140MeV e p = 0.001, p = 1 e p = 1000.’ Néo hd
-dlferen(;as visiveis. (b) Temos trés grificos para a densidade com M = 420MeV e p = 0.001,
p=1e p="1000. Nio hé diferencas visiveis. Tomamos A(0) = —1 e k. = 20MeV.

Estudo da Produgao de Fétons via Equacao (4.50)

As componentes hermitianas 7, e 73 para a soluciio (4.50) da equagio de movimento para o
condensado de pions carregados séo:

7 _ V/1+/T+2p(1 - 2sn?)

M \/K . ’. :
mo_ TE VIO osm)
M VA ] |
onde, como na solugio {4.46), temos sn = sn [W Mt,.%]. Conséqiiente-
mente, _
= LT @(1 — 2], (5.16)
Utilizando (5.16) escrevemos a equago (4.65) da seguinf;e forma: _
%Z‘Xk_(t) - {k2 LML+ ‘/Tg—é(l - 28n2)_] } xk(t) =0. (5.17)
A freqiiéncia varidvel é dada pelo termo
wkz' _ Q,ﬁ =K+ 4M2 2[1 +vTF2(1 - 2sm? 1 (5.18)

A2
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Figura 5.5: Densidade de energia produzida pelos fétons, em unidades de MeV*: (a) Temos
trés gréficos para a densidade com M = 140MeV e p = 0.001, p = 1 e p = 1000. Néo hd
diferencas visiveis. (b) Temos trés gréficos para a densidade com M = 420MeV e p = 0.001,
p=1e p=1000. Nao hd diferencas visiveis. Tomamos A(0) = —1 e k., = 20MeV.

A Figura 5.5 mostra a densidade de energia obtida para esta freqiiéncia varidvel com
i tomado da expressédo (5.11). Nota-se um comportamento exponencial, porém fortemente
influenciado pelo termo oscilatério dado por (5.18).

Na equagédo (5.18) podemos obter o espago de fase dos pardmetros (wy, €). Isto nos permite
utilizar uma outra expressdo para o expoente u, dada por [61]

€
p = £—/lo = 22, (5.19)
No Apéndice B encontra-se a dedugio da expressio acima. Para 0 nosso caso, os parametros

do espago sao

_8M2e2/T+72p
A2 ’

K2X% + 4M2e%(1 + /T + 2p) 0
= = . (5.20)

Wwo

onde s = QT“ com a e b numeros inteiros . Além disto,

1 2
A:—[wog—(g-w) },
€ b
onde w ¢ a freqiiéncia de oscilagdo da fun¢io sn na equagéo (5.18). Para que yy seja real

basta que tenhamos |g;| > A% Devido ao grande nimero de parimetros livres associados
a expressdo (5.19) ndo iremos construir os graficos para o nimero de particulas produzidas
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e nem para a densidade de energia produzida. Porém, mesmo nio possulndo os gréficos,
podemos deduzir que, dado . um tempo suﬁczente, o nitmero de particulas produzido sers
exponenmalmente crescente na primeira banda e, do mesmo modo, a exponencial dommara
0 termo oscﬂatorlo na 1ntegral da equagao (5. 5), ocasionando uma densidade ‘de energia
exponenmalmente crescente. '

Para que pudessemos obter expressdes mais preasas para o numero de particulas produ—
zido e para a densidade de energia seria necessério que tivéssemos uma expressao bastante
melhor para o expoente de Floquet do que aquelas utilizadas neste Capitulo. Do ponto
de vista matemdtico, encontrar umsa expressao para uy, dentro do contexto das equacoes
de Lamé, é um problema extremamente complexo e que nio tem, até onde sabemos, uma
- solugao geral. Efeitos de absor¢ao dos f6tons pela, matéria no interior da estrela de néutrons
- também forneceriam resultados mais: realistas para os graﬁcos para nimero de pa.rtlculas e

--den51dade de energla. produmdas o s ' o '




Capitulo 6

Consideracoes Finais

O estudo da fisica de objetos compactos é algo recente e dados observacionais séo ainda
bastante dificeis de serem obtidos. Em geral as informacdes destes sistemas elas sio sempre
indiretas, isto é, refletem um fenémeno ocorrido no interior da estrela, por causas normal-
mente desconhecidas (e.g jatos de pulsares). H4 ainda muito por fazer nesta area!

Sabemos muito pouco sobre o comportamento da matéria nuclear em condicdes extre-
mas de densidade e pressdo como as que podem ser encontradas no interior de uma estrela
de néutrons. Colisdes relativisticas entre particulas podem ser usadas para o estudo deste
comportamento, inclusive Teoria de Campos, mas em geral o nimero de varidveis para um
modelo realistico é muito grande bem como virias incertezas dos valores de constantes de
acoplamento em regime de matéria superdensa. Assim, modelos de mecanismos de produgio
de energia no interior destes objetos precisam ser criados, de modo a satisfazer os dados
observacionais.

Neste sentido, o fendmeno de Ressondncia Paramétrica pode ser uma explicacdo bastante
razodvel para os fétons e/ou raios gama produzidos no interior de estrelas de néutrons.
Estes fétons produzidos podem, num primeiro momento, aquecer anormalmente a estrela
provocando modificaces em sua equagdo de estado. Os fétons produzidos que nio fossem
reabsorvidos pela matéria circundante poderiam escapar da estrela, por exemplo, na forma
de jatos de particulas.

A eliminacio destes fotons pode levar a uma contrag¢do do raio da estrela, ocasionando um
aumento na densidade e temperatura. Este mecanismo é o chamado loss energy argument
[65]. Quando a densidade no interior da estrela de néutrons pode atinge levar a matéria a um
estado de transicéo, ocasionando o surgimento da chamada estrela de quarks. Eventualmente,
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podemos ter o colapso da estrela dando origem a um buraco negro.

Os Capitulos 4 e 5 nos sugerem que o fendmeno de Ressonancia Paramétrica e, conseqiien-
temente, produgéo de particulas no meio estelar é um mecanismo vidvel e razoavelmente
robusto frente a variagdes dos pardmetros envolvidos. Em resumo, tomando-se o modelo de
Harrington e Shepard para condensados em estrelas de néutrons, o fendmeno de Ressonancia
Paramétrica para o campo eletromagnético é uma conseqiiéncia mateméatica imediata. E
preciso também admitir-se que a transformacéo de Bogolyubov é valida neste regime.

Por fim, visto que postulamos que o condensado de pions estd num regime de vértice,
isto €, de coexisténcia com o campo eletromagnético da estrela, este deverd, por argumento
de conservagdo de energia, diminuir sua intensidade, visto que sua energia é transferida
rapidamente para a produgéo de fétons. Ainda em termos de conjectura, se admitirmos, por
fim, um acoplamento do campo eletromagnético da estrela com sua rotacio, a produgédo de
fétons, em 1dltima instdncia, podera afetar a rotagdo da estrela, ocasionando um freamento
da mesma.




Apéndice A

A.1 Equagao de Hill

Ha uma certa classe de equacfes diferenciais ordindrias, lineares e homogéneas que sdo ‘utilizadas
no estudo de sistemas oscilantes que apresentam a seguinte forma

L1O+ oo+ )7 () =0, (A1)

onde w, € € s30 pardmetros reais e a funcio reall p(t) é limitada e periédica, isto &, p(t) = p(t+T),
onde T' ¢ o periodo desta funcdo. Equagdes com estas caracteristicas sdo chamadas de Equagdes de
Hill. ' : '

As solugdes da equagdo (A.1) sao garantidas pelo teorema de Floquet [16]:

Teorema de Floquet: Seja P(t) uma fungéo real (ou complexa) continua por partes definida
para todos os valores de t e com periodo minimo T tal que

P@) = P(t+T).

Entdo a eguagdo diferencial (A.1) possii duas solugbes continuamente diferencidveis fi(t) e
f2(t), e a equagdo caracteristica é

P+ AT + £ (T +1=0, ' (A.2)

com autovalores p1 = e e py = e™#t. Se p1 e py forem distintos, entio (A.1) possui duas solucies
linearmente independentes o

Ji(t)=etpy (1),
Fo(t) e~ ipy(t),

onde p1(t) e p2(t) sdo funcées periddicas de periodo T.

O teorema de Floquet nao é de dificil demonstracdo e a mesma pode ser encontrada na referéncia
[16]. _ _ _ .
O comportamento assintético das solugdes da equagao de Hill esta controlado peloexpoente de
Floquet (ou caracteristico) u. Para valores reais de 4 as solugdes sdo exponencialmente crescentes

'No caso mais geral esta funcio pode ser complexa.
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(1 > 0) ou decrescentes (1 < 0). Para valores imagindrios de u temos solucdes limitadas e periédicas.
Para valores reais de u, as solugdes sdo ditas instaveis e para valores imagindrios, estéveis.

O expoente de Floquet estd relacionado aos pardmetros da equacio (A.1), wy e ¢, e por este
motivo as solugdes sao ditas instdveis ou estdveis dentro do espago de fase destes parametros.
Dito de outra forma: é possivel atribuirmos valores reais para wy e € de tal forma a termos solucdes
instéveis ou estdveis para {(A.1). A Figura 2.2 no Capitulo 2 nos fornece uma representacio pictérica
do espago de fase dos pardmetros wp € ¢. As regides de instabilidades também sio comumente
chamadas de banda de ressonéncia.

O exemplo mais simples da ocorréncia deste fenémeno é o de um pendulo cujo ponto de suspensao
realiza um movimento periédico dado na direcdo vertical [11].

Dentro da classe das equacdes de Hill, hd dois tipos de equagées que tém ligagdo direta com o
fendmeno da produgdo de particulas via fenémeno de RP: as equagdes de Mathleu e as equagoes de
Lamé [16].

A equacao de Mathieu é aquela em que a funcdo p(f) é uma funcio trigonométrica do tipo

. seno ou cosseno. Este tipo de equacdo apresenta infinitas bandas de instabilidade no espago de
parametros w, e € [16]. Para este tipo de equagio nao é dificil obter uma expressio fechada para o
expoente de Floquet (veja o Capitulo 2).
A equagdo de Lamé apresenta a funcdo p(t) como sendo uma funcio eliptica de Jacobi do tipo
sn = sn[t,k] (seno eliptico} ou en = cn[t, k] (cosseno eliptico), onde k é o chamado modulo da
funcio eliptica, 0 < &k < 1. Estas fungdes tém um comportamento muito semelha.nte ao das fungdes
trigonométricas seno e cosseno, respectivamente. A fungio sn é definida por meio da série [54]

2T o g2 um
=¥ 2 T-geereenn — D
e a fungdo cn por meio da série [54]

U e g2 uT
enln k] = 5 2 Ty gmmreosn — N

onde g = ek e K éa integral eliptica do primeiro tipo definida por

du’
K{uk =./1——-——--—,
(1) 0o V1—k2senu’

e além disto, k2 =1 — K e K’ = K'().
Estas fungdes elipticas tém duplo periodo: um real e outro imagindrio. A equacdo de Lamé s6
apresenta solugOes analiticas nos casos em que puder ser escrita como (com sn ou cn)

dth + {wo +n(n + l)k snlt, k]}f(t) =0, (A.3)

onde n € um nimero inteiro. As solucles para n = 1,2,3 estio tabela.das em [18] O numero de
bandas de instabilidade no espago de parametros ¢ sempre finito e igual an+ 1,se n > 0, ou a
-n—1,sen <0




Apéndice B

B.1 Expoente de Floquet

Comegaremos introduzindo o método geral para o cdlculo do expoente de Floquet. Veremos que
néo € um método muito interessante para efeito de cdlculo, seja numérico ou exato.

B.1.1 Método Geral
Para nossos propdsitos, escreveremos a equagio de Hill na seguinte forma,
d?
d¢?

onde wq? e € sdo parametros do sistema e p(wt) = p(wt+wT) é uma fungdo continua (por partes), tém
duas solugdes distintas e linearmente independentes, f1(¢) e f2(t), se estas satisfizerem as condigdes
normalizadas

F(#) + [wo® + eP(wt)]f(2) = 0, (B.1}

f1@) =1, fi(0)=0
f2(0) =0, f3(0)=1.

Ao satisfazerem estas condicdes, estas solugBes passardo a constituir uma base {f1(¢), f2(t)}
dentro do espaco de solugbes para (B.1). Assim, toda solucio de (B.1) pode ser escrita como
combinac8o linear destas solugdes

{ [t +T) = af1(t) + bfa(t) (B.2)
fo(t +T) = cf1(t) +df2(t), ’

onde @, b, ¢ e d so coeficientes nio-nulos que podem ser facilmente encontrados se utilizarmos as
condigdes normalizadas, possibilitando escrever

{ Hl+T) = filD) f1(t) + fL(T) f2(t) B3)
Folt +T) = fo(T)f1) + FUT) fo(2). - :

Suponhamos que temos uma terceira solucio g#0 tal que

gt +T) = pg(t), (B4)
para algum p#0. Mas g(t) pode ser escrito na base {fi(t), f2(¢)} como

g(t) = mfi(t) + nfa(t),
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onde m e n sao coeficientes ndo-nulos. Utilizando (B.3), (B.4) e as condigdes normalizadas encon-

tramos
g0} =m, g'(0) =n
9(T) = pg(0) = pm (B.5)
g(T) = pg'(0) =

A partir de (B.5) encontramos o sistema,

{ (T} = plm +nfa(t) =0 (B.6)
mf(T) + () ~ pin = 0 '

Se quisermos solugdes para m e n tal que ambos sejam ndo-nulos devermos ter
p2 = [A(T) + fo(D)jp + f2(T)f1(T) = F(T)f2(T) = (B.7)

A equacdo acima é conhecida como equagao caracteristica de {B.1). Sem perda de generalidade,
podemos assumir que 0 Wronskiano f5(T)f1(T) — f{(T) fo(T} = 1 e portanto

o = [H(T) + f(T)p+1=0. (B.8)

Mas segundo o teorema de Floquet, a equagio (B.1) tem solucdo da forma

fn(t) = empn ()

onde pp(t) é continua (por partes). Mas por (B.4} devemos ter p = e e portanto

o= (B.9)

'-SI

{[fl (T) + f5(T)] £ \/[fl Y+ I = 4} |

E simples verificar que a expressio acima ¢ real somente se 2 < [fi({T) + f4(T))? ou [f1(T) +
Ff(T))? < —2. Uma vez satisfeita esta condigio, a equagio (B.9) fornece todos os valores de u para
o calculo das regides de instabilidade. Esta expressdo possui dois inconvenientes: primeiro, devemos
ter duas solugdes linearmente independentes, o que nem sempre é possivel, como por exemplo, para
a equacdo de Lamé; segundo, devemos conhecer ¢ periodo de oscilagdo da funcdo f(¢), tarefa nada
trivial.

A deducao do expoente de Floquet por este método geral serve apenas como uma “confirmagio”
de sua existéncia, mas para fins de cdlculo ndo é interessante.

A seguir, daremos o método de Bogolyubov, bastante mais simples de ser utilizado e que ndo
requer, o priori, o conhecimento de solugbes da equacéo de Lamé.

B.1.2 Msétodo de Bogolyubov

O métode de Bogolyubov ¢ eficiente se considerarmos wy? e w como sendo constantes e € como sendo
um pardmetro pequeno. Assim, consideremos a equagao (B.1). Tentaremos encontrar uma solugio
que seja eficiente na primeira banda de ressonancia de freqiiéncia wy. Para tanto, utilizaremos teoria
de perturbagBo no pardmetro ¢, desconsiderando contribuigdes de ordem 2 (O(e?}). Comecamos por
escrever P(wt) na sua forma mais geral

P(wt) = Z Gnemt, _. (B.10)

n=—c0
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onde, para que P(wt) seja real devemos ter g,* = g-,. Assumimos que go = 0, por simplicidade.
Introduzimos as fases [61]

9n = |gnle™, (B.11)
e o valor A por
2 _ [P
wy” = (Ew) + €A, (B.12)

onde p e ¢ sfo nameros inteiros da fracdo irredutivel. Sustituindo (B.12) em (B.1) obtemos

510+ (%) 10 = ~epten + 170 B9

O método de Bogolyubov empregado aqui consiste em procurar solugbes para a equacao (B.13)
na forma de expansao em série sobre ¢

- el w
f (&) = acosyp + Ze u's) (a, 0, qt) , (B.14)

s=1
onde u(®) sdo fungdes periddicas no segundo e terceiro argumentos, a é a amplitude e @ é a fase
desta funcdo. Além disto,

p
=—wi+4.
v g

Dentro do método de Bogolyubov, a e # ndo sdo constantes, mas sim fungdes do tempo ¢. So-
mente aproximagoes de primeira ordem sao consideradas, o que equivale dizer que esta aproximacao
¢é interessante apenas para o estudo do fenémeno de Ressondncia Paramétrica na primeira banda
de instabilidade. Com isto, a fungo u{*) pode ser escrita como [61]

o0 .
e (a,B, Et) = Z uﬂ(a,G)eL&"’g, (B.15)
q n=—0

onde os coeficientes de up(a,f) sio periddicos em ¢.

Claramente, no caso em que ¢ = 0 deveremos ter ¢ = 0 e 6 = 0, 0 que equivale dizer a e 8
constantes. Quando €0 o0 método de Bogolyubov consiste em expandir ¢ e @ como funcdes de em
a ¢ 8 e potencias de ¢ da seguinte forma

a = cAla, 8) + O(2),
6 =¢B(a,0) + O(2). (B.16)

Substituindo (B.14) em (B.13) e utilizando (B.16) obtemos para u(!)
. L
u® + (gw) ut) = —(g + A)acosw +2 (g) wAseny + 2 (q) wBacosp. (B.17)

E possivel mostrar que as funcdes A(a,8) e B(a,#) podem ser escritas como [61]

A(a 8) = ag" =lsin (26 — ;) :
{ B(a,0)= [A+|gs|cos(29 o) (B.18)
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onde a fase o est4 definida em (B.11) para s inteiro. Por meio da mudanga de varidveis

a:='acos(9—92—s),

e’
y=asen(0—§),
o sistema (B.18) pode ser escrito como

= =(lg:l — D)y + O(e?)
{ = S (lgsf + D)y + O(e?) (B.19)

Este sistema tem solugio [61]

i = :E |gs[* - - (B.20)

A expressao acima é exatamente o expoente de Floquet procurado. Obviamente, este expoente
assume valores reais somente se |g;|2 > AZ.

Relembramos que no Capitulo 2 temos a dedugdo da expressdo para o expoente de Floquet para
o caso especifico de uma Equagdo de Mathieu. Infelizmente, para a Equacio de Lamé a deducio de
uma expressdo fechada para o expoente de Floquet nio é tdo simples [28].

B.1.3 Msétodo de Hill

Seguiremos nesta subse¢do a Referéncia [17] que traz um método bastante geral para o calculo do
expoente de Floquet.

Tomando a equacdo de Hill descrita por (B.1) e utilizando o teorema de Floquet (Apéndice A),
escrevemos sua solugio formal como sendo dada por

>0 .
= ey cp et (B.21)

onde % core?t é a forma mais geral de expressarmos P(wt) como uma funcio limitada e
periddica:
Substituindo (B.21) em (B.1) obtemos

{pz + 2;1;2 j; + [wo + eP(wt } Z 0, (B.22)

onde, por simplicidade de notagio, escrevemos 3 = Ei“’wc%e?i”"t. A equagdo (B.22) estabelece
uma relagdo recursiva entre todos os ¢y, [17]. Rearranjando os termos da equagdo (B.22) obtemos

—ecop + {(2r — ip)? — woleor — €carye =0, ' - (B.23)

onde r =...,,~2,-1,0,1,2,.... _
Dividindo cada equacdo por (2r — iu)? — wy, podemos eliminar o termo ¢ de cada equagio,
obtendo um determinante infinito com todos 0s elementos da diagénal principal iguais a unidade e
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determinante convergente! Denotando por A(iu) este determinante, a equacio para determinacio
de p € dada por A(iy) = 0. Explicitamente,

-2 1 v

Aip) = Y 1 7 =0, (B.24)

Yo 1 7

—_— —€
onde Yo = m—rtr—.

Espantosamente, a equagio (B.24) pode ser reduzida a [17]
cosh(um) = 1 — A(0)sen? (W____.,zwo) . ' (B.25)

O fator A(0) ndo é simples de ser obtido e estd relacionado com a aplicagio do teorema de
Liouville para a resolugdo de (B.24), quando 4 =0[17). E provével que este A(0) apresente alguma
relagdo com o pardmetro ¢, porém nio temos uma relagdo explicita para este fator. Uma anglise
mais detalhada do comportamento de A(0} pode ser encontrada na referéncia [17].

*Um determinante infinito & converFent_e se o produto dos elementos da diagonal principal e a soma dos
elementos fora desta diagonal sio absolutamente convergentes [17].



Apéndice C

C.1 O Principio Cosmolégico

- Em 1912, foi descoberto que as linhas espectrais de objetos luminosos no céu apresentavam um
desvio para o vermelho, ou seja, a linha emitida com comprimento de onda )g, caracteristico de
uma transicdo atdémica, era observada com um comprimento de onda A > )g. C deslocamento
ocasionado por esta diferenca, A\, depende de \g, porém a razio

A=Ay AX

)\0 = A—U’ (C’l)

2 =

€ constante para todas as linhas do espectro. Esta constante 2 ¢ conhecida como red shift.

Uma explicagdo para o red shift pode ser dada via efeito Doppler, isto é, a fonte estd em
movimento relativo com relagdo ao observador. O comprimento de onda aumenta se o objeto
luminoso estd se afastando do observador com velocidade v e assim, o red shift pode ser expresso
pela relacao

A 4y
o (1~ )i

2z =

Para v << ¢, podemos escrever a relagdo acima como

Em 1929, Hubble [72] observando algumas galdxias foi capaz de determinar uma, correlagio entre
a distancia d; das galaxias & Terra e o red shift como sendo

Z = -I'—:I—dz, ) (02)

onde o pardmetro H é conhecido atualmente como “constante” de Hubble e tem valores atuais entre
40 e 100 kms~ 1M pc! [26). A prec1sao de H depende de uma determinacio precisa da distancia d;.
E imediato que para v << ¢
v=H dz, ' (C.3

o que indica claramente que a velocidade de afastamento dos ob_]etos luminosos é. proporcmnal &
distancia d; que nos separa deles. :

101
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Devido & grande variagao da constante de Hubble é conveniente defini-la como [24]

o)

onde a(t} é o chamado fator de escala do Universo!. Grosseiramente falando, este seria o raio de
Universo. Mais adiante, quando expusermos a métrica de Friedmann-Robertson-Walker ficard mais
claro o que é a(?).

A observagéo do red shift das galdxias corrobora com a idéia de um Universo em expansio,
desde que utilizemos a explicagido deste fendmeno via efeito Doppler. A isotropia do mesmo pode
ser constatada por meio das seguintes consideragbes [26] (obtidas observacionalmente):

a) a distribuigdo de galaxias e radiogaldxias;

b) a radiacdo de fundo em microondas prevista por Gamow 2 e detectada, por Penzias e Wilson
(73] e cujo espectro corresponde & radiacio de um corpo negro com temperatura T = 2.73K;

¢) a radiacao de fundo em raio X, entre 2 e 18 KeV, correspondendo, provavelmente, 3 radiacio
integrada dos Objetos Quasi-Estelares (QSO’s).

Através de dados observacionais sabe-se que o Universo ndo tem distribuigdo homogénes de
matéria até distancias de 100Mpc [26].

Em escala cdsmica, pode-se adotar sem nenhum inconveniente a homogeneidade e isotropia do
Universo. Este é o Principio Cosmolégico.

Este principio é essencial para os modelos que tentam descrever o Universo levando-se em conta
a sua homogeneidade e isotropia, em grande escala.

Na se¢ho seguinte veremos o Modelo Hot Big Bung, que é o mais aceito atualmente para des-
crever a origem do Universo.

C.2 O Modelo Hot Big Bang

A métrica para um espaco homogéneo e isotrdpico, ou seja, em acordo com o Principio Cosmolégico,
é dada pela métrica de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) que se escreve

dr?
ds® = dt* — a®(¢ ) 3 + r2(d6? + sen?0d? )} (C4)

onde (¢,7,8,¢) sdo coordenadas do sistema no qual a métrica estd inserida e a(t) é o chamado
fator de escala cdsmica {24]. O tempo ¢ é o tempo préprio medido por um observador movendo-se
conjuntamente (co-movendo) com a estrutura espacial do sistema, isto é, (r,6, ) é constante para
o observador.

O parametro & pode, a principio, assumir qualquer valor real. No entanto, costuma-se adotar
uma escala na qual ele assume apenas trés valores: +1, 0 e -1.

Pode-se mostrar que as propriedades de curvatura de um espago isotrépico ficam inteiramente
determinadas por esta constante k [70].

Com base nos trés valores possiveis de k¥ podemos dividir a curvatura do espago em trés tipos e
classificar o espaco a partir destas curvaturas. Assim,

'O ponto indica derivada com respeito ao tempo préprio T

2Gamow possui alguns trabalhos a esse respeito com valores diversos para a radiagio de fundo. Para uma
mtrodugao 3 histéria da radiacio de fundo ver Referéncia [71).
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1) k=+1

Espago de curvatura positiva. (fechado)

2) k=0

Espago de curvatura plana. (plano)

3 k=-1

Espaco de curvatura negativa. (aberto)

Para analisar esses casos é mais simples recorrer a uma analogia ‘geométrica, considerando um
espago isotrépico tridimensional de uma hipersuperficie mergulhada num espaco quadridimensional
também isotrépico.

Para & = +1, a hipersuperficie é na realidade uma hiperesfera. A equagfo de uma hiperesfera
de raio a(t) é

)=+ + 22+, (C.5)

cujo elemento de linha é dado por
di? = da? + dy? + d2® + di?, (C.6)
O pardmetro k pode ser definido como [70]

1

k=ﬁm.

(C.7)

Geometricamente, a expressdo (C.7) mede o quanto uma curva se afasta de um plano tangente
a esta curva num dado ponto. Neste sentido, a(t) é o raio de curvatura do espago. Este Universo é
dito fechado pois a 4rea da hiperesfera com um dado centro ¢ de 472, ou seja, ¢ finita. O volume
deste espaco serd finito, dai o fato de poder ser chamado de fechado [70].

Para k = —1, a hipersuperficie é agora uma pseudo-hiperesfera com raio imagindrio. Note que
para k = —1 devemos ter a(t) complexo e portanto podemos redefinir (C.7) como
1
k=———. C.8
20 (C.8)

A drea desta pseudo-hiperesfera serd 4n2r2senhy, onde cosp = Htﬁ A drea cresce indefinida-
mente quando nos afastamos da origem do sistema de coordenadas (¢ crescendo). Obviamente o
volume desta hiperesfera ser4 infinito, dai o fato deste Universo poder ser chamado de fechado [70].

Para k = 0, a hipersuperficie se reduz a um plano com métrica .

ds® = dt? - a*(t)(da? + dy? + dz?). (C.9)

A parte espacial desta métrica descreve um espaco Euclidiano tridimensional. Se a{t) for cons-
tante ao longo do tempo ou variar muito lentamente, esta métrica descrevers um espaco de Min-
kowsky no grupo O(1, 3). A Pigura C.1 tenta descrever estes possiveis Universos.

Na dindmica do Universo descrito pela métrica FRW est4 implicita a dependéncia temporal do
fator de escala a(?). A evolugio temporal deste fator é governada pelas equagbes de Einstein ® [24]
(daqui para frente a = a(t))

i = —_%”G(p + 3p)a, (C.10)

3GH = 8xT#”, tomando A = 0.
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Fator de Escala

Tempo

Figura C.1: Modelos de Universo dependentes do pardmetro de curvatura k: k = —1 {aberto),
k =1 (fechado) e k = 0 (plano).

. 2 2
HY 42 = (%) + % = %’lap, (C.11)
onde a p e p sdo a densidade de energia e a pressio da matéria presentes no Universo, respectiva-
mente. A constante G = M,~? onde M, = 1.2 x 10'°GeV é a massa de Planck.

As equacdes acima sio as equacdes de Friedmann obtidas a partir das equagdes de Einstein para
um Universo homogéneo e isotrépico. Estas equacdes podem descrever o comportamento da matéria
e da radiacdo. Delas é possivel derivar uma lei de conservacio de energia que pode ser escrita na
forma, :
pa® +3(p + p)a’a = 0. (C.12)

Esta equacdo pode ser facilmente obtida derivando-se a equagéo {C.11) com respeito ao tempo
? e substituindo o resultado na equagao (C.10). A partir da equacgdo (C.12) é possivel deduzir uma

equacho de estado que poderd descrever a evolugdo temporal do Universo apenas com base em p e
! _ _
p
Por simplicidade, assumiremos que esta equacio de estado pode ser expressa pela relagdo simples:

p=ap, ' (C.13)

onde o ndo depende do tempo. Substituindo este resultado na equacdo (C.12) obtemos
pa® + 3p(1 + a)a’a = 0, , (C.14)

“cuja solucdo é dada por -
_ p = q~31+e), (C.15)

Este resultado reduz a equagio {(C.14) a uma equacio de estado politrépica, onde —3(1 + @) é
o indice politrépico. Os casos mais interessantes descritos pela equacdo (C.15) sao:

1Observe que p = p(t) e p = p(t).
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a) gds ndo-interagente: p = %o

b) matéria ndo relativistica fria: p =0
p~a
¢) estado de vicuo: p = —p
p~1 = constante

Para (a) dizemos que temos um estado dominado pela radiacdo; para (b), temos um estado
dominado pela matéria e para (c), temos um estado dominado pelo vécuo [26].

Utilizando a equagdo (C.11) é possivel deduzir uma expresséo aproximada que descreva o com-
portamento temporal do fator de escala a para os casos onde este é muito pequeno. Com efeito,

. P . . 2 .
quando ¢ é muito pequeno, o termo £33,,£G',o se torna muito maior do que ﬁr ¢ assim podemos escrever

sy 2
(%) z%EGp:%EGa"m"'“). (C.16)

Podemos deduzir, aproximadamente, a seguinte relagdo entre a e t:
2
a~t30+a), (C.17)

Esta expressdo é fundamental para entendermos a singularidade presente no modelo de Universo
de Friedmann, pois para t—0, o fator de escala também tende a zero (a—0). Para o estado dominado
pela matéria, caso b, temos p—o0. Pode-se mostrar que 0 tensor de curvatura presente nas equacdes
de Einstein tende ao infinito [24], ou seja, a densidade sera infinita num dnico ponto. Temos em
t = 0 a presenga de uma singularidade cosmoldgica.

Se considerarmos que toda a matéria e radiacfo do Universo estd, em algum momento t, con-
finado em um tinico ponto, podemos supor uma expansao deste ponto a partir de uma “explosio”
inicial chamada de Big Bang.

Este Universo em expansdo é descrito pelo Modelo Hot Big Bang que é muito bem aceito pela
comunidade cientifica em geral, por alguns bons motivos: prevé a lei de expansao de Hubble, a
radiagao césmica de fundo e a abundéncia dos elementos quimicos. Mas ele falha a0 tentar explicar
o momento da singularidade.

Em tempos anteriores a um segundo apés o inicio da expansao este modelo ja apresenta alguns
problemas: no contexto das Teorias de Grande Unificagiio (GUT’s) da fisica de particulas, temos
uma superproducio de monopélos nos momentos iniciais da criagdo; o problema do Universo Plano,
que estd diretamente ligado a razio entre a densidade atual do Universo e a densidade critica num
periodo primordial; e, por fim, o problema do horizonte de particulas, que mostra contradicdes entre
o Universo observavel e o que seria de fato possivel de observacio.

Dentre todos os problemas acima abordaremos apenas os dois 1ltimos por apresentarem uma,
~ ligagdo direta com a proposta do Universo Inflaciondrio de Guth.
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C.3 Problema do Universo Plano
Seja ) a razao entre a densidade de energia atual do Universo e sua densidade de energia critica
Q= @,
7 Pe
onde esta densidade critica para um Universo plano é definida como

3H*

Pe=sxG

O valor atual desta densidade critica é de aproximandamente 2x10~2°h2gem ™3, onde h é o
“pardmetro de ajuste” da constante de Hubble (0.4<h<1) [24].
Atualmente Q estd restrito ao intervalo [24] SR

0.150L1.

N
Para este intervalo ao qual Q esta restrito podemos deduzir a partlr da equa,(;ao {2.3) uma
relagio entre o fator de escala e esta razdo. Com efeito, a equagio (2.3) pode ser escrita como

B LN

As solucdes da equagdo acima sao

a(t);&;(____.ﬂc )”2
H\p-p/ ~’

o | 1/2
" H\pc—p) ’
onde a primeira solucdo é para p > pc e a segunda é para P < pc
Utilizando esta solugoes podemos escrever

[a(6)}? =

c

oo e

Para um gés ultra relativistico temos a a.pro:_clmagz’io | _
| | o [a.('t)]‘2~t, NIRRT - .(0.20)
e por simples _comparagéo entre as equagées (C.19) e (020) temds_ - . _
ot (e
Pe. L .

Pode-se mostrar que [ — 1| para o 1ntervalo de Q2 atual esta llmltado supenormente por [24]

19—1|<10—59(M”) ._ | _--(0-22)
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onde M, é a massa de Planck. Se tivermos ¢t~ M, entdo
| - 1|<107%.

O resultado representado pela equacio acima mostra claramente que se tivéssemos uma densi-
dade no tempo de Planck de, por exemplo, 10~3%p, menor que p, entdo a densidade de energia nos
dias atuais seria desprezivel e portanto nio teriamos nenhuma forma de vida no Universo. Por outro
lado, se no tempo de Planck tivéssemos uma densidade 10~%%p, tio grande quanto p., o Universo
fatalmente teria colapsado hd muito tempo atras [24].

Esta estranha peculiaridade do nosso Universo é conhecida como o problema do Universo Plano,
devido exatamente ao estreitissimo valor em que oscila . Sua explicacdo é possivel apenas se
utilizarmos o Modelo Inflacionario.

C.4 Problema do Horizonte de Particulas

Assumindo o Modelo Hot Big Bang como sendo o Modelo Padrdo e que a expansdo a partir da
singularidade se deu de modo uniforme, podemos entdo tentar imaginar qual seria a distancia
percorrida por um feixe de fétons a partir do tempo ¢ = 0 (singularidade) até o tempo o (atual).
Consideremos, por simplicidade, que ndo houve nem espalhamento e nem absorgao destes fétons.
Devido a homogeneidade da expanséo, temos um Universo esférico de raio r. A “casca” desta esfera
é o chamado horizonte de particulas.
Tomando o caso em que k& = 0 podemos escrever a equagio (2.1) como

ds?® = di? — a(t)?[dr? + r2{d6? + sen®0d?)). (C.23)
Um feixe de fétons somente ao longo do raio r da esfera implica df = dy = 0 e portanto
ds? = di* — a(t)?dr?. , (C.24)
A propagacdo de um feixe de fétons é governada pela condigéo ds = 0 e assim
di2 = a(t)%dr?. (C.25)

Consideremos que o feixe de fétons se propaga em diregdo ao observador localizado na origem
do sistema de coordenadas. Dessa forma podemos escrever

dt = —a(t)dr. (C.26)
Separando as varidveis da equagéo (C.26) e integrando-a obtemos
T T = / t dt’
°7 ] gal®)

Admitindo que 7y = 0 na singularidade escrevemos simplesmente

1 ! :
r—r0=/0;(%. : (C.27)
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4 Vie)

] I
Vac. Falso : Vac. Verdadeiro

Figura C.2: Potencial sugerido por Guth para seu modelo inflaciondrio.

Para um Universo plano a(t)~t2/3 e portanto
retl/3, (C.28)

Este resultado é extremamente importante pois indica que o raio do Universo é muitc menor
do se supunha®. Com uma raio tdo pequeno seria possivel “vermos” o limite do Universo com o
instrumentos disponiveis atualmente. Porém, sabemos que isto de fato ndo ocorre. 7

Este é o conhecido problema do horizonte de particulas do Universo. A Cosmologia padrao nao
apresenta solucdo para este problema. Somente dentro do Modelo Inflaciondrio é que teremos uma
solugao para este problema.

Em 1981, Guth [66] procurou resolver alguns problemas que surgiram ao longo do tempo dentro
do modelo cosmolégico padrao, a saber: o problema do horizonte de particulas e o problema do
Universo plano. O Apéndice B traz alguns detalhes a mais sobre estes problemas. Para isto, ele
propde um modelo onde a expansao nos primérdios do Universe ocorre de um modo extremamente
rapido num curtissimo espaco de tempo, dai esta fase do Universo é denominada inflagio. Durante
o periodo de inflagdo o fator de escala do modelo cosmolégico padrae sofreu um aumento incrivel
(talvez maior que 10°0 vegzes).

O que Guth faz, entdo, é tentar descrever um modelo que possa se encaixar nesta expansio
tentando com isto solucionar os problemas presentes no modelo cosmolégico padrio.

Para que o modelo inflacionario de Guth possa de fato ocorrer, requer-se um campo de Higgs
com potencial efetivo V() similar ao mostrade na Figura C.2, onde foi graficada apenas uma
componente deste campo. Na temperatura zero, o minimo global do potencial efetivo é chamado
de estado de vacuo verdadeiro, com ¢ = ¢,. O valor de V' (y,) representa a densidade de energia
deste estado de vacuo, e esta relacionado & constante cosmoldgica A por [22]

A = 8xGV (). (C.29)

Para Guth, o fato de nao termos detectado esta constante cosmoldgica indicaria que seu valor
no Universo primordial seria desprezivel. Isto, por sua, vez faria com que a densidade de energia do

5Para ver isto basta substituir ¢ pelo seu valor usualmente aceito ~10anos.
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estado de vacuo verdadeiro fosse muito menor do que as outras densidades de energia eventualmente
presentes naquele cendrio. Por este motivo ele assume que pode-se escrever

Vigs) =0.

Porém, é a energia deste estado de vicuo que permitird o estado de inflacdo [24]. Ela ¢ da
ordem de (10'*GeV)* para a grande unificacio de escala. Segundo a equagdo (C.29), deveriamos
ter também uma constante cosmolégica de valor considerdvel, porém, como se sabe, até hoje néo foi
encontrado nenhum indicio desta constante. Este fato por si 86 ndo-invalida esta teoria inflacioniria,
sendo apenas um ponto sobre o qual ela n3o é esclarecedora.

No modelo de Guth, observando ainda a Figura C.2, temos um segundo ponto de minimo
(local) chamado de estado de vacuo falso. Segundo este modelo inflacionsrio a temperatura zero
do potencial efetivo no ponto de minimo verdadeiro requer a existéncia deste ponto [22]. O valor
esperado deste estado de vécuo falso seria

e sua densidade de energia seria P

Assume-se que existe uma temperatura critica T, acima da qual a temperatura efetiva do po-
tencial tem um valor préximo ao valor para o vécuo falso. Esta temperatura critica permite a
chamada transicio de fase de primeira ordem. Utilizando a GUT SU(5), Guth obtém, para uma
estreita faixa de pardmetros, um potencial efetivo que possui precisamente estas caracteristicas 167].
A temperatura critica neste caso seria da ordem de 1014GeV. Ou seja, a energia minima necessiria,
para darmos inicio ao processo inflaciondrio seria desta, ordem.

Este fato é extremamente importante, pois caso este tipo de teoria inflaciondria se prove correta
um dia, ele nos diz entdo que as condi¢des da origem do Universo sio irrelevantes para o seu
desenvolvimento, importando apenas 0 momento em que a inflagio tem inicio.

Guth admite que este estado de vdcuo falso nunca foi observado, mas que no entanto suas
propriedades independem da teoria de particulas que se estd empregando [22]. Mostra-se que a
densidade de energia deste estado de falso vicuo é constante e tem valor tipico de quarta poténcia
da massa caracteristica da teoria de particulas que se estd usando. Este valor tipico seria

ps ~ (10MGeV)* ~ 10™gem 3. (C.30)

Assim, aceitando que o campo de Higgs possui um potencial com estas caracteristicas, tudo o que
precisamos para dar inicio ao processo inflaciongrio é que tenhamos uma temperatura 7' > T}, em
pelo menos um ponto do Universo no Modelo Padrio. Neste eventual ponto, uma répida expansao
levaria ao resfriamento desta regido trazendo-a de volta 3 temperatura 7, antes que um eventual
colapso gravitacional tivesse o efeito de reverter esta expansdo. Apés a inflacio, esta regidio do
espaco teria agora as dimensdes do horizonte de particulas do Universo naquele instante.

O problema que surge espontaneamente é o de que podemos ter vérias regides com 7' > T, de
modo que a expansdo exponencial do fator de escala poderia levar a colisdes entre essas “bolhas” de
densidade de energia. Estas bolhas tém em suas paredes uma enorme quantidade de energia cinética
devido exatamente 3 velocidade da expansio a. que estd sujeita (da ordem de ¢). As colisdes levariam
a um novo processo de aquecimento (reheating), ocasionando uma nova expansao inflaciondria. Este
processo ¢é infinito [68]. Mesmo que eventualmente este processo pudesse ter um fim, o Universo
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gerado a partir dele seria claramente ndo homogéneo e anisotrépico, o que estd em desacordo com

os dados observacionais obtidos para grandes escalas.
Este é o principal problema do modelo inflacionario de Guth. Usualmente refere-se a este modelo

como sendo o “modelo antigo de inflagio”, em contraste com os modelos {68] e [69] chamados de
“novos moadelos inflaciondrios”.
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