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Resumo

Sistemas unidimensionais desordenados destacam-se por apresentar fenémenos sem andlogos nos casos sem
desordem ou em dimensdes maiores. Fendmenos inerentes a sistemas com desordem incluem fases antiferro-
magnéticas de sistemas de spins, onde o estado fundamental é formado por cole¢bes de singletos de pares de
spins, e localizagdo de Anderson, onde a funcao de onda apresenta decaimento exponencial. Nesta Tese, estuda-
mos alguns casos onde a fisica de baixas energias é dramaticamente alterada quando o sistema é desordenado,
incluindo os exemplos citados anteriormente.

Além de sistemas que apresentam as propriedades fisicas anteriores, elucidamos ainda um mecanismo genérico
que leva ao aumento de simetria de baixas energias em sistemas de spins desordenados, um tema nao explorado
previamente. Investigamos os efeitos de desordem em cadeias de spin genéricos em uma dimensao, sendo as
interagoes invariantes por rotagao do sistema de coordenadas e por reversao temporal. Para tanto, consideramos
todos os termos possiveis que preservam estas simetrias. Tais termos vao além do habitual termo de Heisenberg,
em cadeias de spin S > %

Em cadeias de spin 1, encontramos distintas fases antiferromagnéticas onde o estado fundamental é com-
posto de uma colecao de singletos de spins cujas posi¢oes sao aleatérias. Em baixas energias, a desordem efetiva
nestas fases cresce sem limites; tais fases sdo chamadas, portanto, de “fases de desordem infinita”. Mais sur-
preendentemente, verificamos que nas fases antiferromagnéticas a simetria de baixas energias é aumentada, de
SU(2) para SU(3). Tal verificacdo é feita a partir do mapeamento de operadores de spin monopolares, dipo-
lares e quadrupolares para geradores de representagoes de SU(3), e a posterior constataciao de que a fisica de
baixas energias é invariante por rotagoes com tal grupo de geradores. Em analogia com a fisica de particulas,
uma das fases é do tipo “bariénica”, onde o estado fundamental é composto de singletos de colegbes de trés
spins (ou quarks formando um singleto de cor, pela analogia com altas energias), enquanto outra fase é do tipo
“mesobnica”, sendo o estado fundamental uma sopa de pares de spins (ou pares quark-antiquark, pela analogia).
Além das fases antiferromagnéticas, mapeamos o diagrama de fases completo da cadeia de spin 1 bilinear e
biquadrética (nos operadores de spin) no regime de desordem finita, incluindo fases ferromagnéticas e fases de
spin alto. Nestas, o ferromagnetismo e o antiferomagnetismo competem, o que se reflete no crescimento de spin
efetivos, que s@o os graus de liberdade efetivos em baixas energias, ser mais lento que no caso ferromagnético.
Ao contrdrio das fases antiferromagnéticas, nestas fases de spin alto, a desordem efetiva satura em um valor
finito.

Estendemos o estudo para spins S > 1 através do uso de tensores esféricos irredutiveis, que se mostram
a linguagem natural para construcdo das regras de dizimacéo e andlise do fluxo do grupo de renormalizagao
para desordem forte. Novamente, incluimos todos os termos possiveis que respeitam invaridncia por rotacao
SU(2) e reversao temporal. Descobrimos que hé também simetria aumentada nas fases antiferromagnéticas em
baixas energias, agora para o grupo SU(25+1), simetria esta herdada de um ponto no espago de pardmetros
onde o mapeamento para SU(2S+1) é exato em todas as escalas de energia. Esta é uma generalizacio da fase
“meso6nica” SU(3) de cadeias de spin 1. Nés também discutimos o porqué da fase “bariénica” ser muito mais
restritiva e, portanto, especial da cadeia de spins 1.

Outro objeto de nosso estudo foram sistemas de férmions nao-interagentes em uma dimensao. Os “hoppings”
de longo alcance sao escolhidos tendo um desvio padrao com decaimento em fungdo da distancia entre sitios,
em forma de lei de poténcia. Para tal estudo, estendemos o método de Equacdes de Fluxo, pioneiramente
proposto por Wegner, para sistemas desordenados. Acoplado a esta extensio do método, propusemos uma
técnica de grupo de renormalizagdo. A combinacdo do uso direto das Equacoes de Fluxo, mais o método de
grupo de renormalizacdo, permitiu o mapeamento completo do diagrama de fases, com uma fase estendida (néo-
localizada) para expoentes de decaimento menores que um, e uma fase localizada para expoentes maiores que
um. O cardter localizado ou delocalizado de determinada fase é determinado tanto pela evolugao da distribuicao
de acoplamentos, quanto pelos autovalores do Hamiltoniano, através da medida de sua repulsdo mutua entre
niveis.



Abstract

One-dimensional random systems are known to present phenomena that have no analog in the zero-disorder
limit or in higher dimensions. Among the phenomena inherent to disordered systems are the antiferromagnetic
phases of spin systems, where the ground state is formed by a collection of spin pairs, and the Anderson
localization, where disorder leads to the exponential decay of the wave function. In this Thesis, we study some
cases where the low-energy physics is dramatically changed by disorder, including the two previous examples
mentioned above.

Besides systems that provide the physical properties listed above, we elucidate a generic mechanism that
allows the symmetry enhancement in random spin systems, a theme that was previously unexplored. We
investigate the effects of disorder in generic one-dimensional spin chains, with spins coupled by interactions
that are invariant under rotation of the system’s coordinates and time reversal. We consider all the possible
terms that respect those symmetries. These terms go beyond the standard Heisenberg couplings in chains where
s> 1

In spin-1 chains, we find distinct antiferromagnetic phases, where the ground state is formed by a collection
of spin singlets, whose positions are arbitrary. In low energies, the effective disorder in such phases grow without
bounds, and, therefore, these phases are called “infinite-disorder phases”. Even more surprising is the fact that
in these antiferromagnetic phases, the low-energy symmetry is enhanced, from SU(2) to SU(3). In order to
make such claim, we map out the spin operators, including monopolar, dipolar and quadrupolar operators, into
generators of SU(3) representations. We verify that the low energy physics is invariant under rotation that use
this set of operators as generators. In analogy with particle physics, one of the phases is a “baryonic phase”,
where the ground state is a collection of three-spin singlets (or quarks that are bounded to form color singlets,
using the high-energy analogy), while the other phase is of the “mesonic” type, with the ground state formed
by spin pairs (or quark-antiquark pairs, using the analogy). Besides the antiferromagnetic phases, we map the
complete phase diagram of the spin-1 bilinear and biquadratic spin chains in the finite disorder regime, including
also the ferromagnetic phase and a large spin phase. In the latter, the ferromagnetism and antiferromagnetism
compete. This competition reflects on the effective spin size. These effective spins are the low-energy degrees
of freedom, and the growth is slower than in the ferromagnetic case. Unlike in the antiferromagnetic phase, in
these other phases, the effective disorder saturates at a finite value.

We extend the study to spins greater than one by using irreducible spherical tensors, that are shown to
be the natural language for building the decimations and the the strong-disorder renormalization group flow.
Again, we include all the possible terms that are invariant under SU(2) rotations and time reversal. We find
that the low energy physics of antiferromagnetic phases present a symmetry enhancement, with the SU(25+1)
being the low-energy symmetry. This symmetry is inherited from a point in the parameter space where the
mapping to SU(2S+1) is exact in all energy scales. This is a generalization of the “mesonic” SU(3) phase. We
also discuss why the “baryonic” phases are much more restrictive, and present only in the spin-1 chain.

Another system that we consider is the non-interacting long-range hopping fermionic chain. The hoppings
are chosen with a standard deviation decaying as a power-law with distance. To study such chains, we extend
the Flow Equation Method, developed by Wegner, for systems with disorder. Coupled to this extension of the
method, we develop a renormalization group technique, which allowed us to map the full phase diagram, with
an extended phase at decaying exponents less than one, and a localized phase for exponents greater than one.
The localized or delocalized phases can be probed by either the evolution of the coupling distribution or by the
eigenvalues of the Hamiltonian, and its associated level repulsion.



Sumario

1 Introducao 11
2 Grupo de Renormalizagao para Desordem Forte 15
2.1 Necessidade de novos métodos: um exemplo simples . . . . . . . . . .. ... L. 15
2.2 Aplicagdo do Grupo de Renormalizagdao para sistemas desordenados . . . . . . . ... ... ... 16
2.3 Descrigao qualitativa do estado fundamental antiferromagnético . . . . . . . . .. ... ... .. 16
2.4 Distribuicao de acoplamentos . . . . . . .. Lo e 17
2.5 Escalamento e solucdo da equacdo de fluxo . . . . . . .. L oL oL L 18
2.6 Propriedades fisicas a partir da distribui¢do de ponto fixo . . . . . . . .. ... ... L. 19
2.7 Outras fases relevantes . . . . . . . . . L 20
2.7.1  “Large Spin Phase” . . . . . . . .. e 20

2.7.2  Fase de singletos aleatérios de Hamiltonianos com Simetria SUN) . . . .. ... ... .. 21

2.8 Conclustes . . . ... 22

3 Emergéncia de simetria SU(3) em cadeias de spin 1 desordenadas 25
3.1 Introducdo: simetrias emergentes . . . . . . . . .. Lo L 25
3.2 Modelo . . . L 26
3.3 Caso sem desordem . . . . . ... e e e 26
3.4 Problema de dois spins . . . . . . ... e 27
3.5 Procedimento de Grupo de Renormalizagdo . . . . . . . . . .. ... . 27
3.6 Fluxos do Grupo de Renormalizacao . . . . . . . . .. . . . . . o 30
3.6.1 Pontos fixos com simetria SU(3) . . . . .. ... oo Lo 31

3.7 Diagrama de fases . . . . . . . .. e 33
3.8 Resultados numeéricos . . . . . . . . L. e 34
3.9 Comportamento no regime de desordem baixa . . . . . . ... ... 000 36
3.10 Simetria emergente SU(3) . . . . . . oL 37
311 Conclustes . . . . . o e e 38

4 Tensores esféricos irredutiveis e Hamiltonianos de spin 39
4.1 Tensores esféricos irredutiveis: definicdo . . . . . . . . . . . L L oL 39
4.2 Hamiltoniano de spin em termos de Tensores Esféricos Irredutiveis . . . . . . . ... .. ... .. 40
4.3 Elementos de matriz de TEIs . . . . . . . . . . . L 41
4.4 Geradores de SU(N) em termos de TEIs . . . . . . . . ... . 42
4.5 Hamiltonianos de Tensores Esféricos Irredutiveis invariantes por transformacoes SUN) . . . . . 43
4.5.1 Representagoes fundamental e antifundamental de SU(N) em sitios alternados . . . . . . . 43

4.5.1.1 Emtermosde TEIs . . . . . .. .. 43

4.5.2 Representagao fundamental de SU(N) em todos os sitios . . . . .. ... ... ... ... 44

4.6 ConclusOes . . . . . . o e 45

5 Cadeias de spin desordenadas invariantes por rotagoes 47
5.1 Breve Introdugao: Sistemas invariantes por transformagoes SU(2) . . . . . . . ... .. ... ... 47
5.2 Procedimento de Grupo de Renormalizagdo . . . . . . . . . ... . . oo 48
5.2.1 Teoria de perturbacao de primeira ordem . . . . . . . . .. ... ... . 48

5.3 Teoria de Perturbagao de Segunda Ordem envolvendo singletos . . . . . . . ... ... ... ... 50
5.4 Pontos fixos AFs e a classificacdo de estabilidade . . . . . .. ... ... L 0oL 51
5.4.1 Fase de singletos aleatérios com ¢ = % ............................. 51

5.4.1.1 Pontos fixos sobre os eixos onde o singleto é o estado fundamental . . . . . . . . 52

5.4.1.2 Estabilidade dos pontos fixos . . . . . . . ... 52

5.4.1.3  Outros pontos fixos antiferromagnéticos de ¢ = % ................. 53



SUMARIO

5.4.2 Fases de singletos aleatérios de ¥ = % .............................
5.5 “Large Spin Phase” . . . . . . . . e e
5.6 Cadeia de spins % ............................................
5.6.1 Dizimagdo sobre um eixo . . . . . ... L. L e
5.6.1.1 Fluxo nos outros Semi-eixos . . . . . . . . . ..o e e e
5.6.2 Dizimagoes nos planos . . . . . . ... oL
5.6.2.1 Fluxo no octante antiferromagnético (regiao azul) . . . . ... .. ... ... ..
5.6.2.2 Fluxo do GR em outras regides nos planos . . . . . . .. .. ... ... .....
5.6.3 Linha SO(5) e pontos SU(4) . . . . . . oo
5.6.4 Fluxo antiferromagnético sobre a superficie da esfera . . . . . . . ... ... ... ...
5.7 Cadeia de spins 2 . . . . . . L e e
5.8 ConclusOes . . . . . . . e e e e
Equacgoes de Fluxo
6.1 Introducgdo as Equagoes de Fluxo . . . . . . . . . . . . e
6.2 Exemplo simples: particula no campo magnético . . . . . . . .. ... oo
6.3 ConcluSdes . . . . . o o e e e e
Equacgoes de fluxo aplicadas ao Hamiltoniano de Anderson
7.1 Modelo de Anderson com interacoes de longo alcance . . . . . . .. ... ... ... .. .....
7.1.1 Diagrama de fases . . . . . . . ... e
7.1.1.1 Limitesa —0ea—>00. . . . . . . e e
7.1.1.2 O pontocritico . . . . . . . . oL
7.2 Equagoes de fluxo para o problema de Anderson . . . . ... ... L L L.
7.2.1 Solugdo do problema de dois sitios . . . . . . ... L
7.2.2 Problema de N sitios . . . . . . . . L
7.3 Grupo de Renormalizacao a partir de Equagoes de Fluxo . . . . . . . ... ... ... .. ....
7.4 Equacao do grupo de renormalizacdo no ponto critico . . . . . . .. ..o Lo
7.4.1 Solugdo no ponto critico . . . . . . . ..o
7.5 Resultados numéricos . . . . . . . . L e e e
7.6 ConclusOes . . . . . o i e e
Conclusoes
Regras de dizimagao para cadeias de Heisenberg de spin S
A.1 Dizimagdo de singletos . . . . . . . L
A.2 Dizimacdo no caso de momento angular finito . . . . . ... ... ... L L.
Introducgdo ao grupo SU(N)
B.l Ogrupo SU(2) . . . . o oo
B2 Ogrupo SU(3) . . . . o
B.3 O grupo SO(5) eogrupo SU(4) . . . . . . . o oo
Fisica de Particulas: Breve Introdugao
C.1 Osquarks . . . . . . . e e e e
C.2 MESONS . . . o o v e e
C.3 BArions . . . . . . . e e e
C.4 Relagdo com o grupo SU(3) . . . . . o oo
Demonstracao de que Oy é um operador escalar
Calculo de elementos de matriz reduzidos
E.1 Elementos de matriz reduzidos de operadores um corpo . . . . . . . . . . ..o
E.2 Teoria de perturbagao de primeira ordem . . . . . . . .. . ..o L Lo
E.3 Teoria de perturbagao de segunda ordem . . . . . . . . .. ...

Indo além da primeira ordem de teoria de perturbacio quando S # 0
F.1 Semi-eixo K®) < 0 . . .
F.2 Semi-eixo K@) >0 . . . . .

69
69
71
72

73
73
73
73
74
7
7
T
79
81
82
83
84

87

89
89
90

93
93
94
95

97
97
97
97
97

99



SUMARIO



Capitulo 1

Introducao

Defeitos e impurezas podem levar a fases e a transi¢coes de fase que nao tém andlogo em sistemas sem tais
imperfeicoes. Ao mesmo tempo, defeitos e impurezas, em maior ou menor grau, sao inevitaveis em experimentos.
De maneira geral, chamamos de desordem o conjunto de tais imperfeices. Como exemplos de novos fendémenos
oriundos da introducdo de desordem estdo a localizagdo de Anderson [1] e fases de singletos aleatérios com
desordem efetiva infinita [2, 3, 4].

Existem varios métodos desenvolvidos no passar dos dltimos 50 anos que permitem tratar sistemas desor-
denados (para detalhes de alguns desses métodos ver [5, 6, 7, 8] e demais referéncias 14 contidas). De maneira
geral, o tratamento de sistemas com desordem pode ser separado em duas grandes classes [9]. De um lado,
ha os sistemas em que o tratamento comega por tomar a média sobre a desordem, com a meta de calcular
observéveis auto-promedidveis (“self-averaging”). Para este caso, foram desenvolvidos métodos como a técnica
de réplicas [10], uso de supersimetria [11] e métodos dindmicos [10]. Uma vez que a média sobre a desordem é
calculada, estes sistemas passam a ser descritos de maneira andloga a sistemas sem desordem, sendo a desordem
responsavel pela renormalizagdo dos parametros do sistema limpo analogo.

De outro lado, e de maior interesse nesta tese, estao os métodos que vislumbram descrever a heterogeneidade
introduzida pela desordem explicitamente. Devido ao grande espectro de energias e escalas de comprimento
introduzidos na descricao destes sistemas, é esperado que métodos perturbativos que descrevem a classe onde
a média sobre a desordem ¢é tomada a priori nao sejam adequados para a descricao de baixas energias destas
fases, onde a desordem efetiva pode vir inclusive a crescer sem limites. Um método mais adequado é o do
Grupo de Renormalizagdao para Desordem Forte (SDRG, do inglés “Strong Disorder Renormalization Group”)
[12, 13, 14, 15], que usa a desordem como ponto de inicio e que descreve como a distribuigdo de comprimentos
e energias se comporta durante o processo de granulagao introduzido pelo grupo de renormalizacao.

Um exemplo da classe de sistemas fisicos onde a desordem leva a novas fases da matéria sdo as cadeias
antiferromagnéticas de Heisenberg com spins quaisquer, no regime de desordem alta. Uma representacao es-
quematica destas cadeias pode ser encontrada na Fig. 1.1. A fisica de baixas energias destas cadeias de spins
desordenadas foi pioneiramente estudada no fim da década de 1970, por Ma e Dasgupta [12, 13], e a fisica de
baixas energias foi elucidada na década de 1990, por Daniel Fisher [2, 4, 3]. O estado fundamental é composto
por uma cole¢cao de singletos formados por pares de spins formados segundo a hierarquia das constantes de

J A P()

@ @@ Q@@

Figura 1.1: Representagdo esquemdtica de um sistema de spins unidimensional desordenado. Os spins sao
representados pelas esfera pretas e o acoplamento de Heisenberg J tem intensidade representada pelas linhas
vermelhas. Os acoplamentos sdo escolhidos com base em uma distribuicdo de probabilidade P (J).
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acoplamento que os unem [14, 15]. Esta fase é chamada de “fase de singletos aleatérios” (RSP, do inglés “Ran-

-1
dom Singlet Phase”). A susceptibilidade x, por exemplo, diverge como (T In'/? T) , com um expoente de

tunelamento ¢ independente da desordem e igual a 1. A distancia entre spins que formam os pares também

pode atingir valores arbitrariamente altos [16]. ’

Também caracteristico de sistemas desordenados onde a desordem é relevante e refletido nesta fase é que
o comportamento tipico e médio devem ser distinguidos. De fato, em sistemas desordenados existem regides
exponencialmente improvaveis onde eventos raros surgem de maneira a dominar estatisticas médias. Como
exemplos deste fendmeno estdo as chamadas fases de Griffiths [17] nas quais regides de rara probabilidade
induzem singularidades tanto no regime estatico [17] quanto na regido dindmica, que passa a ser muito lenta
[18, 19], além da fase RSP descrita anteriormente. Na fase RSP, enquanto os valores tipicos das correlagoes de
spin decaem exponencialmente com a distdncia r como ~ exp (—rw), a média decai como lei de poténcia da
forma r—4¥.

Atribui-se & RSP uma desordem efetiva infinita, uma vez que a desordem efetiva em baixas energias cresce
sem limites (no sentido do fluxo do grupo de renormalizacao). Mais tarde descobriu-se que o comportamento de
desordem infinita nao estéd restrito as cadeias de spin antiferromagnéticas de Heisenberg. Outros exemplos de
sistemas que apresentam fases de desordem infinita incluem os pontos multicriticos de cadeias de spins dimeri-
zadas [20], cadeias com simetria SU(N) [21] e cadeias de 4nions ndo abelianos [22]. Para cadeias dimerizadas,
o expoente 1 tem valor igual a ¥ = 1/Ny, onde N; é o nimero de fases dimerizadas encontradas no ponto
multicritico (menor ou igual a 25 + 1, onde S é o valor do spin). No caso de sistemas invariantes pela simetria
SU(N), ¢» = 1/N3, com N5 sendo o nimero de representagdes diferentes de SU(N) presentes em baixas energias
(o maximo valor possivel é N). No modelo de &nions, ¢ = 1/N5 sendo N3 = k o nivel de SU(2) em que a série
de Clebsch-Gordan é truncada. De maneira geral, o estado fundamental passa a ser formado por singletos, nao
mais de spins SU(2), mas sim generalizados de acordo com o problema estudado.

Além das cadeias antiferromagnéticas com RSPs descritas acimas, que sdo naturalmente descritas sob o
escopo do SDRG, este método foi aplicado também com éxito em diversos outros sistemas (para uma revisao,
ver [9]). Alguns deles sdo:

1. Fases com excitagoes cujos spins podem variar. Por exemplo, na cadeia de spin 1, existem duas fases,
uma onde as excitagoes tém spin 1/2 (quando a desordem inicial é baixa) e outra com excitagoes de spin 1
(quando a desordem inicial é alta) [23, 24]. H4 uma transi¢do de fase entre as duas fases. Comportamento
similar foi também encontrado em cadeias de spin 3/2 [25].

2. Quando ha acoplamentos ferromagnéticos e antiferromagnéticos, a fase obtida é uma fase de spins grandes,
em que os graus de liberdade efetivos s@ao spins arbitrariamente altos, mas cujo valor médio cresce mais
lentamente que no caso puramente ferromagnético [26, 27]. Além disso, susceptibilidade magnética diverge
como uma lei de Curie e o coeficiente do calor especifico vai com C (T) /T ~ |InT| /T*~1/* [26, 27].

3. Cadeias de spins inteiros tém uma fase de Griffiths quintica [17, 28] para desordem fraca, na qual a
susceptibilidade magnética x (T') e o coeficiente linear do calor especifico C (T') /T divergem como uma lei
de poténcia nao-universal e varidvel.

Apesar do enorme progresso na andlise de cadeias unidimensionais desordenadas, varias lacunas permanecem.
Nao ha, por exemplo, um critério simples para decidir se uma classe de cadeias de spin apresentard uma fase
de singletos aleatérios. Nesta tese, contribuimos para esta questdao estudando uma grande classe de sistemas
invariantes por rotagdes (ou, equivalentemente, por transformagoes globais do grupo SU(2)) e por reversiao
temporal.

Além da motivagao tedrica mencionada anteriormente, esta classe de sistemas é experimentalmente relevante,
uma vez que descreve o setor de baixas energias de sistemas de dtomos frios em redes 6pticas comensuraveis
[29]. Nestas redes, em baixas energias, somente espalhamentos de onda s sdo relevantes, o que, juntamente com
a simetria da fun¢do de onda, seleciona somente estados de momento angular total impares de pares de spins
vizinhos. Tal selecio é consequéncia da funcdo de onda de um par de dtomos bosonicos de spin inteiro (ou
fermibnicos, de spins semi-inteiros) ser simétrico (ou anti-simétrico) com relagao a troca de dois spins.

Uma outra questao envolvendo sistemas desordenados que nunca fora explorada anteriormente e que estu-
damos nesta tese, é se o fato do sistema ser desordenado pode dar margem a emergéncia de simetrias. Uma
simetria é dita emergente se o estado fundamental do sistema total for formado por uma colecao de subsistemas
acoplados por termos que quebrem esta simetria em altas energias, mas que sejam irrelevantes (no sentido de
Grupo de Renormalizagdo) para a descrigdo de baixas energias [30, 31]. Ou seja, se a fisica de baixas energias for
efetivamente invariante por um grupo maior que o grupo de simetria do Hamiltoniano. Nesta tese, mostraremos
que, de fato, sob a 6ptica do SDRG, existe uma rota possivel para aumento de simetria em baixas energias.
Em uma cadeia desordenada genérica invariante por rotacdo e composta por spins 1 é possivel obter uma fase
em que a simetria de baixas energias é SU(3), sendo o Hamiltoniano invariante apenas por transformacoes
SU(2) [32]. A emergéncia da simetria SU(3) pode ser evidenciada por fungdes resposta, como susceptibilidades
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e fungdes de correlagéo de operadores de SU(3) apropriadamente definidos (dipolos e quadrupolos de spin), que
sdo governados por expoentes universais de SU(3) (1/} = %) Além disso, se mostra possivel fazer uma analogia
com a fisica de particulas, j& que a simetria SU(3) é uma das simetrias do Modelo Padrao. Em cadeias de spins
maiores que 1, a simetria emergente é SU(2S+1), onde S é o valor do spin. Ao contrério do caso de spin 1, que
admite fases mesdnicas e baridnicas, somente a fase mesonica estd presente para spins maiores.

Outro exemplo extremo onde desordem leva a novas fases da matéria é no caso da localizagdo de Anderson. O
Hamiltoniano mais simples que apresenta esta fisica corresponde a uma colecdo de férmions nao interagentes, com
"hopping” de curto alcance e desordem nas energias dos sitios [1, 33]. Em uma dimensao, é conhecido que todos
os autovetores do sistema sdo localizados [34, 1], ou seja, que o mdédulo quadrético das autofungoes, centradas
em posigoes aleatérias, decaem exponencialmente, com a escala de comprimento sendo dada pelo chamado
comprimento de localizacao &. Tal fendmeno de localizagao foi experimentalmente verificado em redes foténicas
desordenadas [35, 36]. Este caso contrasta dramaticamente com o caso sem desordem onde é possivel encontrar
as autofungoes por uma analise de Fourier, e todas estas autofuncgoes sdo estendidas pelo volume do sistema.
Por outro lado, quando hoppings de longo alcance sao introduzidos, é possivel encontrar fases delocalizadas e
transicoes entre as fases localizada e delocalizada. Um caso de hoppings de longo alcance é quando estes seguem
distribuicdes de probabilidade cuja amplitude média decai como lei de poténcia da distancia, com expoente . O
limite de a grande recupera o resultado de hoppings de primeiros vizinhos, onde os autoestados sao localizados
para qualquer desordem diagonal finita. Por outro lado, da teoria de matrizes aleatdrias, é sabido que em a = 0
todos os autoestados sdo delocalizados [37, 38]. Apesar do cardter unidimensional do sistema, se faz entao
possivel haver uma transi¢do de fase em funcao de a. O diagrama de fases desse sistema para qualquer valor
de « foi estudado sistematicamente por Mirlin e colaboradores [39], usando o método de supersimetria. Nesta
tese, revisitamos este problema sob uma nova ética.

Esta tese estd estruturada da seguinte forma. A introducdo detalhada do SDRG serd feita no Capitulo 2.
Também serao revisadas em detalhes as fases que serao relevantes nos Capitulos seguintes, e que sao natural-
mente obtidas da andlise do fluxo do SDRG. Sao estas as RSP, de distintos valores de v, além da LSP.

No Capitulo 3, tratamos da emergéncia de simetria em sistemas desordenados, pelo estudo do diagrama de
fase de cadeias de spin 1 invariantes por rotagdo e reversdo temporal. Em particular, além de dar uma rota de
como tal emergéncia pode ocorrer, mostramos que as fases antiferromagnéticas realizam uma simetria SU(3),
maior que a simetria SU(2) do Hamiltoniano. Fazemos ainda uma analogia entre as fases SU(3) e a fisica de
particulas elementares, j4 que os hddrons sdo singletos de cor do grupo SU(3).

No Capitulo 4, introduzimos a linguagem de tensores esféricos irredutiveis, além de algumas propriedades
lteis para o estudo de cadeias de spins. No Capitulo 5, mostramos que cadeias de spins .S invariantes por rotacao
admitem 25 + 1 pontos fixos antiferromagnéticos estdveis, cujos estados fundamentais sdo RSPs. Mostramos
que estes estados fundamentais sdo invariantes por transformagdes do grupo SU(2S + 1), andlogos aos mésons
SU(3) da cadeia de spin 1. Um dos pontos fixos que encontramos é o correspondente ao habitual Hamiltoniano
de Heisenberg. O fato deste ter um estado fundamental invariante por um grupo maior que SU(2) é um fato
que ndo havia sido percebido anteriormente, e que aparece naturalmente quando cadeias genéricas invariantes
por rotacdo e reversao temporal sdo estudadas. Estudamos também a questao de se a emergéncia de simetria
SU(3) do tipo “bariénico” em cadeias de spin SU(2) é um fendémeno genérico de cadeias isotrépicas de spin,
ou somente presente em cadeias de spin 1. A resposta envolve notar que ter um expoente ) = % é condicao
necessaria, mas nao suficiente para a emergéncia de simetria SU(3) do tipo barionico, que se mostra muito mais
restritiva que no caso mesonico. De fato, somente em cadeias de spin 1 encontramos tal fase barionica.

No Capitulo 6, introduzimos o método de Equagoes de Fluxo, revisando os principais passos que sido neces-
sarios para a aplicagdo do método, além de um exemplo simples para ilustrar o método, de um spin em um
campo magnético em um plano.

No Capitulo 7, revisitamos o problema de localizacdo de Anderson em Hamiltonianos com “hoppings” de
longo alcance usando a dtica das Equagdes de Fluxo, sendo esta a primeira utilizagao de tal método para sistemas
desordenados. E possivel ainda inferir, das Equacoes de Fluxo, um método de grupo de renormalizacio que
permite achar aproximagoes para todos os autovalores do problema. Note a distingdo em relagdo ao SDRG, que
é uma ferramenta til para a descricio da fisica de baixas energias '. Munidos das Equacdes de Fluxo e do
procedimento de grupo de renormalizagao associado, é possivel determinar o diagrama de fases do problema, com
uma fase localizada para decaimento de lei de poténcia com expoente o menor que 1, e uma fase delocalizada
para o > 1.

De maneira geral, os Capitulos 2, 4 e 6, mais técnicos, sdo destinados a introducio dos métodos que usaremos.
Os demais Capitulos sdo destinados ao estudo de sistemas desordenados propriamente ditos.

1H4 generalizacdes do SDRG que tém como meta manter o espectro todo, mas que funcionam para uma classe restrita de
sistemas. Tal generalizagdo foi chamada de SDRG-X [40].
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Capitulo 2

Grupo de Renormalizacao para
Desordem Forte

Neste Capitulo, introduziremos o método do Grupo de Renormalizacdo para sistemas desordenados além de
explicitarmos a fisica oriunda de sua utilizac¢ao.

2.1 Necessidade de novos métodos: um exemplo simples

No caso em que nao ha desordem, a técnica mais comum para diagonalizar o sistema e determinar propriedades
fisicas é a analise de Fourier. Por exemplo, para um modelo de elétrons em um sistema unidimensional de N
sitios onde somente o termo cinético é relevante, o Hamiltoniano é

H=—t» clejn+He, (2.1)
%

onde ¢; (cj) é o operador de aniquilagio (criagao) de elétrons no sitio ¢ e o hopping entre vizinhos é dado por

t. A transformada de Fourier

1 -
Cp=—= g e ic;, 2.2
VNS / (2.2)

nos fornece um Hamiltoniano diagonal nos operadores de criacao e aniquilagdo de elétrons com momento bem
definido

H = -2t cos(ka)cler, (2.3)
k

onde a é o espacamento de rede. Isto é consequéncia de que o momento é um bom niimero quantico quando o
sistema nao é desordenado. Mas o que acontece se o sistema é desordenado?

Suponhamos que a desordem seja inserida de maneira que o hopping entre primeiros vizinhos seja uma
variavel aleatéria, que chamamos de ¢;. O Hamiltoniano correspondente é

Haes = — ZtiCICz‘-H +H.c., (2.4)

Se a desordem é suficientemente forte, a transformagio da equaciao (2.2) ndo é mais 1til, e uma outra abordagem
é necessaria. Uma abordagem possivel é resolver o sistema numericamente, com métodos computacionais. O
sistema que descrevemos anteriormente é ndo-interagente, o que o torna comparativamente simples para solugao
numérica. Mas nem sempre esse é o caso. Além disso, é desejavel ter uma descri¢do analitica do problema que
possa fornecer informagoes adicionais, de dificil acesso por métodos numéricos. A discussao anterior ilustra,
com um exemplo extremamente simples, que as ferramentas usadas para sistemas sem desordem nao se aplicam
trivialmente para sistemas com desordem.

Passamos agora a um caso interagente, cujo sistema sem desordem também tem solucdo analitica: sistema
quantico de spins % com interagdo entre primeiros vizinhos. Vamos descrever agora qual o método que pode ser
aplicado para tal sistema (e para varios outros sistemas com desordem), fazendo uso explicito de que o sistema
é desordenado. Tal método é o Grupo de Renormalizacao para Desordem Forte (SDRG, da sigla para “Strong
Disorder Renormalization Group”).

15



CAPITULO 2. GRUPO DE RENORMALIZACAO PARA DESORDEM FORTE 16

2.2 Aplicacao do Grupo de Renormalizacao para sistemas desorde-
nados

Para ilustrar o método do SDRG, comegamos com uma cadeia de Heisenberg de spins 1/2 antiferromagnética
(AF) cujo Hamiltoniano é

H=> JiSi-Si, (2.5)

sendo S; o operador de spin % no sitio 7 e J; é a constante de acoplamentos entre primeiros vizinhos S; e S; 11,
que por enquanto consideraremos sendo maior que zero. As constantes de acoplamento J; > 0 sdo distribuidas
de acordo com uma distribuicdo de probabilidade P (J), que deve ser suficientemente larga para que o método
perturbativo a seguir possa ser aplicado. Na Figura 1.1, representamos esquematicamente as ligagoes da cadeia
e a distribuicao de probabilidade P (J).

O SDRG se baseia em reduzir graus de liberdade combinando spins em estados de singleto. Para isso, os
passos seguintes devem ser aplicados iterativamente:

1. Encontrar o maior gap para o problema de dois spins presentes na cadeia, = max[A;]. Nesse caso
particular de spins 1/2, em que o gap local é igual ao acoplamento J;, isso corresponde ao maior J;,
Q) = max [J;]. Para fixar a ideia, consideremos que o par de spins nos sitios 2 e 3 seja 0 mais fortemente
acoplado, 2 = Js.

2. Considerar H = Hy + H1, onde Hg = JoSs - S3 e Hy = J1S1 - So + J3S3 - Sy, sendo H; uma perturbagao
de Hp. Se a desordem for forte, ou seja, se o desvio padrao é alto, entao, é alta a probabilidade de que
Q> Ji, J3, o que justifica considerar H; como perturbagao de Hg. Os demais sitios ¢ # 1,2, 3,4 nao sao
afetados por estes passos e portanto podem ser ignorados.

3. Eliminar os graus de liberdade relativos aos spins S, e S3 do sistema, congelando esses dois spins em um
estado de singleto, e acoplar os spins S; e Sy com

H=JS; -S4, (2.6)

7 — J1Js
com J = <&,
4. Tterar os passos acima até que o Hamiltoniano seja totalmente resolvido, ou seja, todos os spins sejam
removidos da cadeia, ou até 2 atingir um valor da ordem da temperatura de interesse 7.

O céalculo detalhado para mostrar que, perturbativamente, os passos descritos acima fazem sentido é mostrado
no Apéndice A. Neste problema, é evidente que a nova constante de acoplamento J é menor que aquela retirada
da cadeia 2. Isto ndo é necessariamente o caso para spins maiores que %, conforme comentaremos mais tarde
(ver também o Apéndice A, que contém a derivagdo do novo acoplamento para qualquer valor de spin). Em
tais casos, o procedimento anterior necessita ser alterado para desordem baixa.

O congelamento de pares de spins mais fortemente acoplados no estado de singleto é justificado pelo fato de
que o GR visa estudar o comportamento de baixas energias do sistema. O fato da desordem ser forte justifica
o tratamento perturbativo para os spins vizinhos, ja que, quanto maior a desordem, mais alta a probabilidade
desses serem destes serem muito menores que ).

Fica claro que as regras que mostramos sao fechadas, de tal maneira que podem ser iteradas para cadeias
maiores até chegarmos a uma distribuigdo de acoplamentos que ndo muda mais (em varidveis propriamente
definidas), sendo esta a distribui¢do de ponto fixo. Existem diferentes distribuigdes iniciais P (J) que fluem
para a mesma distribui¢do de ponto fixo P*(J), o que determina a bacia de atracdo de P* (J) e o cardter
universal da distribuicdo. Tal caracteristica é ilustrada na Fig. 2.1.

2.3 Descricao qualitativa do estado fundamental antiferromagnético

As regras de dizimagdo descritas acima permitem uma visualizagdo do estado fundamental, desde que a hipétese
de que a teoria de perturbagdo, usada no passo 2, seja valida. Conforme singletos sdo formados, sitios mais
distantes passam a ser conectados por interacoes residuais, menores que as interacgbes originais. Quando esta
interagao residual se tornar a maior escala de energia do problema, este par de sitios, inicialmente desconectado,
formara um singleto. O estado fundamental formado esta representado esquematicamente na Fig. 2.2. Note
que as linhas que conectam pares de spins que formam singletos ndo se cruzam, consequéncia da estrutura das
regras de dizimacao.



CAPITULO 2. GRUPO DE RENORMALIZACAO PARA DESORDEM FORTE 17

Pa(np 1= S L
9
> >

Q | Q7

Figura 2.1: Representacao do fluxo do grupo de renormalizacao. Uma distribuicao arbitraria de acoplamentos
flui, sob agao das transformacoes do grupo de renormalizacdo, para a distribuigdo de acoplamentos de ponto
fixo, dada pela equacdo (2.19).

m

Figura 2.2: Representagao esquematica da fase dos singletos aleatdrios, onde pares de spins formam singletos.

2.4 Distribuicao de acoplamentos

Olhando a distribuicao de acoplamentos, podemos extrair observaveis que incluem propriedades do estado fun-
damental e de temperatura finita. Para isso, precisamos saber como a distribui¢do de acoplamentos é alterada
conforme a escala de energia ) diminui quando as regras 1-4 da Secao 2.2 sdo implementadas. Chamemos
de Pq (J) a distribuigdo de acoplamentos quando a escala de energia é Q. Nesta se¢do, iremos mostrar ana-
liticamente como determinar a forma desta distribuicdo. Para isso, é conveniente introduzirmos as variaveis

logaritmicas
Q
= 1 —_ 2.7
e = u(F). (27)

I = In (%) (2.8)

onde Qg é o valor de Q no inicio do fluxo. Note que £ é definido no intervalo 0 < £ < 0o ja que 0 < J < Q.
Note que I' aumenta monotonicamente durante o fluxo. A grande vantagem de introduzir essas variaveis ¢ que,
se desprezamos o pré-fator de Jy 4 (igual a % e irrelevante para desordem alta), a renormalizagao de £ é aditiva,

§la=8+8. (2.9)

Chamemos a distribui¢ao de acoplamentos em termos de e I' de p (§,T'). Para estudar a forma de p, computa-
mos a mudanga sofrida por uma mudanca dI' > 0 na escala de energia do problema: I' = ' +dI" e £ — & —dT.
Por um lado,

_ Oy Op
op = 8—FdF (%dr’ (2.10)
e entao,
0 0
p (€ D)leerar = p (6T) + Grdl — 5edr (2.11)
Por outro lado, tal variagdo pode ser escrita como
1 [ee] o0
P& Dlrerpar = = 2405 (0,T)] {P(&F) + dr/o d& /o d€sp (€1,1) p (&3,T) %
x [6(€—&—&)—d6(E—&)—d(E—&)}- (2.12)

O primeiro termo do numerador do lado direito é a distribuicao original, que é alterada pelo segundo termo,
que contém uma delta de Dirac com sinal positivo centrada no novo acoplamento a ser introduzido pelo fluxo
(& =& + &3), além de duas deltas centradas nas constantes dizimadas (£ e £3), com sinal negativo, ji que essas
sdo removidas da cadeia. O denominador toma conta da normalizagdo: é retirado da normalizac¢do original o
termo 2dl'p (0,T°), j& que sdo removidas duas ligagdes com probabilidade dT'p (0,T").

Comparando as duas equagoes acima, integrando nas deltas centradas em &; e €3 e cancelando o diferencial
dl', chegamos a
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Hen = Lenm [ da [ dp@nEnic-a-a). (2.13)
3
= ZED [ dapln)ple- 6D, (2.149)

Note que se trata de uma equagio integro-diferencial ndo-linear. Apesar disso, a solugdo de ponto fixo pode
ser encontrada analiticamente, conforme feito pioneiramente por Fisher [2]. Mostraremos, na sequéncia, qual o
procedimento a se seguir.

2.5 Escalamento e solugao da equacao de fluxo

A distribuicao p (§,T) é fungdo de duas varidveis, I' e £&. Podemos comegar procurando uma solugéo de escala.
Para isso, definimos uma nova variavel x = % cuja distribuigdo de probabilidade é @ (x). Substituindo na
equagdo de fluxo (2.13), encontramos que o expoente ¢ que elimina a dependéncia explicita em T" é

¢ =1 (2.15)

A equacio que resta para a funcio @Q (z) é

0= @+ 1DQ @)+ Q) +Q(0) [ drr [ dra@ (1) Q(w2)3 (o1 + 22~ ). (2.16)

O ltimo termo do lado direito é uma convolugio da fungao @ (), o que sugere que uma transformagao de
Laplace pode tornar a equagdo integro-diferencial algébrica. De fato, a solucdo dada pioneiramente por Fisher
[2] comega pela transformada de Laplace. Um atalho para encontrar a solucdo é pensar em fungdes que nao
mudam por convolugdo e derivacdo. Uma possibilidade sdo as fungbes exponenciais. De fato, a solugdo é

Q(x)=e¢"". (2.17)
Com isso,
p(eT) = te . (2.18)

Voltando as varidveis originais do problema e usando que Py (J)dJ = p (§,T) d€, encontramos a solugao de
ponto fixo

a [(Q

P1LQ) =5 (J) T Q-J), (2.19)

1 1

coma=+=——5.
T nQ
O valor médio e a varidncia da varidvel J sdo, respectivamente

O j e
« Q
(J)y = 5/0 dJ<J> J,
2 Q.

1+«

Q -« Q 11—«
.2 - @ 2 2_ (& 2
VarJ =05 = Q/o dJ<J) J (Q/o dJ<J) J> ,

No limite Q — 0, a — 0 e entao
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- 971/2

v/ VarJ o (J‘éa) ]
lim ——— = lim —= ~
Q—0 <.]> Q—0 Tta

- 1/2
. 1+« 2 «
= lim -1
Q—0 « 24«

- 1/2

101 2

— lIim (—‘_a)_l]
O=0|la 24+«

(1>1/2
~ = — 00,
(e

e dizemos entdo que esta fase tem desordem infinita.

2.6 Propriedades fisicas a partir da distribuicao de ponto fixo

Comecamos o calculo de propriedades fisicas com a determinacdo da relacdo entre energia e comprimento.
Para tanto, trabalhamos com a varidvel ng, que é o densidade de spins quando o maior gap local é Q (ou,
equivalentemente, o inverso da distdncia média entre spins). Como

an = QHQP (Q) dQ,

= 1 (2.20)
" /) '
Ja que Lq ~ n;zl, chegamos a
InQ~ —LY, (2.21)

onde ¢ = % é o expoente de tunelamento.
O procedimento bésico para determinar outras propriedades fisicas é:

1. Dizimar spins, aplicando o grupo de renormalizacao, até que a escala de energia (2 seja igual a temperatura
T.

2. Considerar os spins nao dizimados como sendo livres, ou seja, sem interacao entre eles. Os spins dizimados
sao considerados inertes.

A justificativa de tal procedimento é simples: na escala de energia 2 ~ T os estados excitados podem ser
acessados e entdo a aplicacdo do método, de congelar spins em singletos, deixa de fazer sentido. Por outro lado,
como estamos interessados na fisica de baixas temperaturas, quando a escala de energia passa a ser T ~ (Q,
a distribuicdo de probabilidade deve se encontrar préxima ao ponto fixo P (J) ~ P*(J), se Qy > T. Como
a distribuigdo de ponto fixo é larga (comparada ao valor médio), entdo o erro cometido considerando os spins
dizimados como congelados e os ndo dizimados como livres é negligenciavel.

Vamos agora analisar a susceptibilidade magnética a baixas temperaturas, que esta relacionada ao modo
como o sistema responde a um campo externo. No caso em que 2 > T', os spins, acoplados em pares de singletos,
sdo poucos excitados por flutuages térmicas. Por outro lado, no limite oposto, < T', podemos considerar os
spins livres, o que gera uma susceptibilidade do tipo Curie, que decai com o inverso da temperatura. Isso faz
com que paremos a dizimagao em 2 ~ T, o que fornece

LY 1
1\12°
I T ()]
Outras propriedades podem ser encontradas utilizando-se o mesmo argumento que aquele usado acima. A

uma dada temperatura T, separa-se os spins entre livres, com acoplamentos menores que 7', e pares de singletos,
formados a escalas de energia ) maiores que 7. Em particular, o calor especifico e a entropia sdo dados por

(2.22)

1
S = anl"(T) 10g2 ~ 1 (223)

c = T2 0 —— (2.24)
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Figura 2.3: Processo de renormalizagao que leva a Large Spin Phase.

2.7 Outras fases relevantes

Passamos agora a descricao de outras fases encontradas pelo estudo de cadeias de spin desordenadas usando o
SDRG, que serao encontradas nos capitulos seguintes.

2.7.1 “Large Spin Phase”

O procedimento basico do SDRG foi exemplificado para cadeia de spins 1/2 com ligagdes AF, por este ser o
exemplo mais simples. Porém, o método pode ser generalizado levando-se também em conta a possibilidade
de acoplamentos antiferromagnéticos e ferromagnéticos misturados. Para isso, a distribuicao de probabilidade
deve ter como dominio acoplamentos tanto de sinal positivo quanto negativo.

Nao entraremos nos detalhes sobre a demonstracao das regras de dizimacao, ja que estas correspondem a
um caso especial do Hamiltoniano que trataremos no Capitulo 5. O processo de dizimacao estd representado
esquematicamente na Fig. 2.3. Os spins que serao tratados perturbativamente sdo os vizinhos ao maior gap da
cadeia 2 = A,. Os gaps A; dependem de J; e do valor dos spins vizinhos S; e S;41.

O par de spins com maior gap, que aqui consideramos serem S5 e S3, pode ser substituido por um spin
efetivo S, caso o momento angular total do par de spins seja nio nulo. Neste caso, S terd valor igual ao spin do
multipleto do estado fundamental do par. Caso o momento angular total seja nulo, os dois spins sdo removidos
da cadeia.

Em suma, o processo de dizimagao se da pelas regras seguintes:

e Caso o spin total S do par (que chamaremos de Sy e S3, conectados por Jo) nao seja nulo, o tratamento
é feito em primeira ordem de teoria de perturbagao e as constantes de acoplamento vizinhas ao par serao
renormalizadas por

. S(S+1)+82(S2+1)—S55(S3+1)

J o= = J 2.25

! 25 (5+1) v (2.25)

. S(S+1)4+8S3(S3+1)—S5(Sy+1

5o SN+ SGr -5 (S )1, (2.26)
25 (S+1)

enquanto um novo spin S = S serd introduzido em substituicao ao par de spins original.

e Caso o spin total S do estado fundamental do par S, e S3 seja nulo, o tratamento ¢ feito em segunda
ordem de teoria de perturbagao e um acoplamento efetivo entre os spins S; e Sy é , dado por

G 21 (Sa+ 1)

2.27
s 2 (227)

No limite de baixas energias verifica-se a formagao de grandes aglomerados de spins. De fato, o tamanho do
spin efetivo do aglomerado de spin efetivo .S formado por [ spins esta relacionado com o tamanho original dos
spins por

l

Z FS;

i=1

S = (2.28)

sendo o sinal negativo quando os spins compartilham acoplamento FM e sinal positivo quando compartilham
acoplamento AF. Como a posigdo dos acoplamentos FMs e AFs é aleatéria, chegamos a um problema de passeio
aleatério e consequentemente o spin médio se relaciona com a escala de energia por

S~ LY. (2.29)

O fato desses spins efetivos serem arbitrariamente grandes justifica o nome “Large Spin Phase”.
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Figura 2.4: Representacio do estado fundamental para Hamiltonianos com simetria SU(N). Os singletos sao
formados por aglomerados de spins, cujos tamanhos dependem de N.

A distribuigao local de gaps A; obedece a seguinte relacio de escala [26]

2Oar (5. 5=) + (1—2) Qrm (5. o)

(A8 = OQl+2a )

(2.30)

onde z é a fragdo de acoplamentos com J > 0. A relacdo entre energia e comprimento nessa fase é da forma

Q~ L (2.31)

onde z = —1/(2a)) > 0. O expoente z é universal se a desordem é fraca (com valor aproximado z* ~ 2,27) e
nao universal e maior que z* caso a desordem seja forte [26].
A entropia por spin pode ser calculada diretamente, em um sistema a temperatura T'

In(2(S)+1 InL InT
> n(<>+)Nnn:n1:_TélnT (2.32)
Lo-r Lo-r T =
De maneira analoga, pode-se mostrar que a susceptibilidade magnética é do tipo Curie, se comportando como

x ~T71[26].

Por fim, mostraremos que no limite assintotico do fluxo a concentragao de acoplamentos FM e AF deve
ser nao nula, se assim forem no inicio do fluxo, ou seja, que tanto a cadeia FM quanto a AF sdo instaveis no
que se refere a introducdo de acoplamentos de sinal oposto. Se Jo > 0 e os spins Sy e S3 ndo forem iguais,
como o multipleto fundamental serd de S = |S2 — S3/|, entdo um dos acoplamentos vizinhos mudara de sinal,
se tornando FM. J4 na ligagdo FM, o multipleto fundamental é S = (S + S3) e nenhum dos acoplamentos
vizinhos muda de sinal na dizimagao do par. Logo, a dizimagdo do par FM preserva o sinal das vizinhangas,
enquanto a dizimacao do par AF inverte um dos sinais. Imaginemos uma ligagdo AF numa cadeia FM: se essa
ligacdo AF for dizimada, haverd produ¢do de uma vizinha AF substituindo a dizimada, enquanto se uma ligagao
FM for dizimada, as vizinhancas mantém-se FM. A introdugdo de uma ligacdo FM em uma cadeia AF prolifera
as ligacoes FM ja que a dizimagao de ligagoes AF transforma uma vizinha em FM.

2.7.2 Fase de singletos aleatérios de Hamiltonianos com Simetria SU(N)

Para cadeias de spin para as quais o Hamiltoniano tem simetria SU(N) hé algumas alterages em relagao ao
que encontramos na Se¢ao 2.6 (para uma introdugao ao grupo SU(N), convidamos o leitor ao Apéndice B). O
estado fundamental AF passa a ser uma colecao de conjuntos de spins, sendo que no interior de cada conjunto
os spins sao fortemente correlacionados, enquanto conjuntos diferentes interagem fracamente entre si. O ntimero
médio de spins em um conjunto depende somente de N. Para N = 2 retomamos o caso anterior, com conjuntos
formados por pares de spins. J4 quando N > 2 o nimero médio de spins em um conjunto (N,) aumenta com
N, sendo (N;) = N. Dessa maneira, a generalizagdo para o grupo SU(N) é feita considerando que a diminuigao
da escala de energia, que vem da dizimagdo de segunda ordem, ocorrerda quando N spins, em média, forem
dizimados, ou seja, i = (Ns) = N. A representagdo esquemdtica do estado fundamental dessa fase é feita na
Fig. (2.4).
A equagéo de fluxo agora é [21]

% er)=2
ar o€

Comparando com a Eq. (2.13), vemos as seguintes mudancas:

(i) O termo de convolugao é ponderado por um pré-fator p < 1, que corresponde a fracao de dizimagoes de
segunda ordem

(if) Um termo adicional gpop (§,T") é incluido. Tal termo é oriundo das dizimagdes de primeira ordem, que
ocorrem com probabilidade ¢ =1 — p.

Para esse caso, ndo convém repetir todos os passos que fizemos na solugao de Fisher do Hamiltoniano de
Heisenberg. Usando diretamente o Ansatz p (£,T) = 5 (') e ?¢ na Eq. (2.33), encontramos a solugio de ponto
fixo dada por [21]

(€.T) + qpop (6,T) + ppo /O ds, /0 desp (€1.7) p(ET) 8 (€ — &1 — &). (2.33)

« _ 1
pr(ET) = P (2.34)
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Em termos da variavel J, temos

P (J,Q) = % (?) - ). (2.35)

_ 1.1
onde a; = STma-

Podemos calcular novamente a relagdo entre comprimento e energia,

dnp = —(2p+q)nrp(0,T)dI.
Integrando a equagao, chegamos a
np~T7% (2.36)
onde definimos
p
= —. 2.37
=1 (2:37)

Note que mesmo quando o problema ndo tem simetria aumentada é possivel que o expoente 1) da RSP néo
seja % Para ver isso, suponhamos que, por qualquer que seja a razao, no regime assintotico do fluxo uma fragao
p das dizimagdes seja feita em segunda ordem de teoria de perturbagdo enquanto uma fracdo ¢ = 1 — p seja
feita em primeira ordem. Isso é equivalente a precisar em média de Il) + 1 spins para realizar uma dizimacao de

Hl% = 145 Voltaremos a este ponto no Capitulo 5.

segunda ordem e, com isso, ¥ =

2.8 Conclusoes

Neste Capitulo, introduzimos a técnica do SDRG, assim como algumas das fases encontradas em sistemas
de spins, tanto com fases antiferromagnéticas quanto com fases onde o spin aumenta de tamanho em baixas
energias. Nos proximos Capitulos, aplicaremos a técnica em sistemas de nosso interesse e mostraremos que,
além de propicia para achar estados fundamentais e de baixas energias, o SDRG também oferece uma rota para
determinar a emergéncia de simetrias em sistemas desordenados.
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Capitulo 3

Emergéncia de simetria SU(3) em
cadeias de spin 1 desordenadas

3.1 Introducao: simetrias emergentes

Simetrias constituem um ingrediente fundamental na nossa descrigdo do mundo fisico. No modelo padrao das
particulas elementares, a simetria de gauge é o principio organizador, restringindo fortemente a forma das
equagdes microscopicas [41]. Em sistemas de matéria condensada, simetrias desempenham um papel crucial na
classificacdo das vérias fases da matéria, assim como na classificacio das transi¢oes entre fases [42]. Simetrias
podem ser completamente ou parcialmente destruidas em baixas energias pelo mecanismo de quebra espontinea
de simetria, um tema familiar tanto em fisica de altas energias (por exemplo, na quebra da simetria eletrofraca)
como em fisica de matéria condensada (por exemplo, nas virias fases magnéticas e em supercondutividade).
Nas fases nas quais a simetria é quebrada, a quebra de simetria desempenha também um papel fundamental no
espectro de excitagdes de baixas energias (bdsons de Goldstone, quase-particulas, etc).

Um tema muito menos explorado é o aumento da simetria do sistema em baixas energias. Um dos primeiros
sinais de tais simetrias emergentes foi encontrado na regiao critica da cadeia de Ising em um campo magnético
transverso, onde mostrou-se que o espectro é governado pelo grupo de Lie Eg [43], o que mais tarde foi confirmado
experimentalmente [44]. Outros sistemas onde este fendmeno foi proposto incluem tanto pontos criticos [20, 45,
46], cujo acesso depende de um ajuste fino dos pardmetros, quanto fases estendidas [47, 30, 22, 48]. Algumas
propostas para simuladores quanticos de teorias de gauge em redes de dtomos frios dependem de uma simetria
de gauge, também emergente [49].

Mesmo a luz dos exemplos acima, ndo é conhecido um mecanismo genérico para a emergéncia de simetrias.
Ha sugestoes de que estas simetrias surgem quando o estado fundamental do sistema total é formado por
uma colecao de subsistemas acoplados por termos que quebram uma simetria em altas energias, mas que sao
irrelevantes (no sentido de Grupo de Renormalizacdo) para a descricio de baixas energias [30, 31]. A simetria
emergente corresponde, portanto, a simetria presente em cada subsistema, que passa a ser a simetria global de
baixas energias.

Neste Capitulo, ndés mostramos que a desordem também pode levar a um desacoplamento do estado funda-
mental, acompanhado de uma simetria emergente global. Cadeias antiferromagnéticas de spin 1 com simetria
SU(2) séo caracterizadas, em baixas energias, por uma simetria SU(3) emergente. A emergéncia da simetria
SU(3) pode ser evidenciada pelas fungoes resposta, como susceptibilidades e fungoes de correlaciao de opera-
dores de SU(3) apropriadamente definidos (dipolos e quadrupolos de spin), que sdo governados por expoentes
universais de SU(3). Nossos resultados sugerem uma visualizacio da fisica de baixas energias na qual o sistema
se comporta como uma cole¢do de objetos desacoplados [30, 31]: “quarks” e “antiquarks” de SU(3), livres, além
de “mésons” ou “barions” (dependendo da fase), ligados. O leitor interessado em estabelecer a analogia entre
os resultados para cadeias de spin e a linguagem de fisica de particulas é convidado a ler o Apéndice C. Nossos
resultados destacados neste Capitulo foram publicados em [32].

A simetria SU(3) emergente na cadeia de spin 1 é identificada em regides finitas do diagrama de fases, e
ndo requer ajuste fino para ser encontrada. Como ficard evidente neste Capitulo, nosso resultado, o estudo da
cadeia de spin 1 delimita uma rota genérica para o encontro de simetrias emergentes em sistemas desordenados.

Esse Capitulo é organizado da seguinte maneira: na Secao 3.2, introduzimos o modelo estudado e na Secao 3.3
revisamos o diagrama de fases deste problema no caso sem desordem. Posteriormente, na Se¢ao 3.4 trabalhamos
a fisica do problema da cadeia de dois spins, bésico para o procedimento de SDRG desenvolvido na Secéo 3.5.
Os resultados do fluxo sdo discutidos nas Segdes 3.6, 3.7, 3.8 e 3.9. Na Sec¢ao 3.10, discutimos a emergéncia de
simetria SU(3) neste sistema. Finalmente, encerramos com as conclusées na Secao 3.11.
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3.2 Modelo

Consideramos o Hamiltoniano da cadeia de spin 1 mais genérica, invariante sob agdo do grupo SU(2) e reversao
temporal, cujo Hamiltoniano é

%

onde J; e D; sdo varidveis aleatdrias independentes. Além de interesse em matéria condensada, esse Hamiltoniano
é relevante em sistemas de dtomos frios, onde os acoplamentos, a dimensionalidade e o grau de desordem podem
ser controlados com considerdvel flexibilidade [50, 51].

Estudaremos esse modelo desordenado por uma implementacdo do SDRG, conforme introduzido no Capi-
tulo 2, e cujas regras detalhadas para este caso serao introduzidas na préxima Segdo. Se mostrara util trabalhar

com variaveis angulares, definidas como tan 6; = 1}_"’. Em termos destas, o Hamiltoniano é reescrito como
k2

H= Z Jl |:Sz . Si+1 + tan 01 (Sz . Si+1)2 s (32)

Para definir um angulo qualquer no diagrama de fases usaremos, dependendo do caso, tan f; e o sinal de um
dos acoplamentos, J; ou D;, ou o angulo 0;, explicitamente.

3.3 Caso sem desordem

>
O

Haldane
........................ »

B Y T e e

Figura 3.1: Diagrama de fases para o caso sem desordem.

Antes de tratar o caso desordenado, consideremos o caso sem desordem, em que J; = J e D; = D. O rico

diagrama de fases do sistema deste caso foi estudado anteriormente em detalhes (para maiores detalhes ver

Ref. [52] e as referéncias 14 incluidas). As fases encontradas estdo mostradas na Figura 3.1. H&4 uma fase
us 5m ™

ferromagnética convencional quando § < 6 < °F, o sistema ¢é gapeado se —%” < 0 < 7 e critico quando

1< 0 < 5. Para —?{f <0< —7, o estado fundamental é espontaneamente dimerizado. A fase de Haldane se
estende de —% a 7.

Alguns pontos do diagrama de fase merecem atencao especial. O ponto tanf = %, com J > 0, é o chamado
ponto de Affleck-Kennedy-Lieb-Tasaki (AKLT'). Nele, o estado fundamental é conhecido exatamente [53]. Cada
spin 1 é representado por dois spins S = % simetrizados, e a fun¢do de onda AKLT é aquela na qual existe
um singleto em cada ligacao entre os dois spins % Esta funcao de onda também é chamada de VBS (do inglés
“Valence bond solid”), em alusdo & semelhanga com um sélido de valéncia. A representagio esquemdtica desse
estado encontra-se na Fig. 3.2. Além deste ponto, merecem destacque o ponto critico # = —7 e os quatro pontos
onde o Hamiltoniano apresenta simetria SU(3) explicita (isto é, independente da escala de energia), que sdo

_ _ s _ 3
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Figura 3.2: Funcao de onda VBS onde spins 1 sdo representados pela simetrizagdo de dois spins % . As linhas

horizontais representam singletos de spins % formados em sitios adjacentes.

Figura 3.3: Niveis de energia para um par de spins iguais a 1, em termos de 6 (ver Eq. (3.2)). Em azul, a

energia do singleto. Em vermelho, o tripleto (S = 1) e em verde o quintupleto (S = 2).

3.4 Problema de dois spins

Passamos agora ao tratamento do problema de dois spins, o que se mostrara util para posteriormente encon-
trarmos as regras de SDRG para spins e acoplamentos quaisquer. O Hamiltoniano para o problema de dois
spins, que chamaremos de Sy e S3, é dado por

HQspins = JQSZ ' SS + D2 (SQ : S3)2 (33)

E ébvio que trata-se de um Hamiltoniano invariante por rotacdes, ja que os termos presentes siao poténcias
do produto escalar de dois spins. Portanto, a base da soma do momento angular dos dois spins S = Sy + S3,
cujos autoestados sao |5, M), diagonaliza o problema. A menos de um termo constante, que corresponde a um
deslocamento global da energia, chegamos ao espectro dado por

S(S+1)+tan92{52(5+1)2—2[52(52+1)+53(Ss+1)]5(5+1)}

E(S,S2,583) = J2 5 1

(3.4)

Dados o sinal de J5 e o valor de tan 6, o estado fundamental serd determinado pelo valor S = S que minimiza ou
maximiza a expressao entre colchetes. Tal valor de S também é essencial para determinar o passo de dizimacao,
que é o que faremos na sequéncia. Assumindo Jo > 0, os trés niveis sdo graficados na Figura 3.3, como fun¢do
do angulo 6.

Munidos do espectro e dos autoestados do problema de dois spins, passamos agora ao calculo do passo do
SDRG.

3.5 Procedimento de Grupo de Renormalizacao

Para calcular as propriedades fisicas do sistema, usaremos o procedimento de SDRG introduzido no Capitulo 2,
aplicado para o Hamiltoniano da Eq. (3.1). Para tanto, é necessdrio estudar o problema de 4 spins, que
rotularemos com indices ¢, sendo i = 1,...,4. Consideramos o par mais fortemente acoplado como sendo aquele
formado pelos spins S e S3, de forma que
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Figura 3.4: Representacao esquematica da teoria de perturbacao para o Hamiltoniano com acoplamentos bili-
neares e biquadraticos.

Ho = JoSs - Sz + Dy (S2 - S3)° (3.5)

é o Hamiltoniano nao perturbado, e a perturbacao é

Hpert = J1S1 - Sa 4+ Dy (S1-S2)” + J3S3 - Sy + D3 (S3-S4)°. (3.6)

As relagoes de recorréncia do GR estdo representadas esquematicamente na Fig. 3.4. Se o estado fundamental
é um singleto (—%T’T < 03 < arctan %), ambos spins sao removidos da cadeia e um novo acoplamento entre os
spins S; e Sy é gerado, cujo valor é dado por

i _ @h-D)@K-Dy DDy o 2D
1,4 - - 4 — T 75 N\
9(J2 — D>)

3(J2 —3Do) 9(J2 — Do)’ D, 3.7
O modo exato como as novas constantes de acoplamento sdo encontradas é analogo aquele feito no Apéndice A.
No Capitulo 5, detalharemos como encontrar estas regras, cuja derivagdo é simples usando a linguagem de
Tensores Esféricos Irredutiveis, a serem introduzidos no Capitulo 4.

Se o estado fundamental é um tripleto (arctan % <y < %), o par de spins deve ser substituido por um novo
spin, S = 1, acoplado com S; e S; por

1

Ji==(Ji — Dy), Di:—gpi. (3.8)

1
2
sendo ¢ = 1, 3. Finalmente, se o estado fundamental for um quintupleto, o novo par de spins é substituido por
um grau de liberdade correspondente a um spin S = 2 e as novas constantes de acoplamento sio necessarias.
Os detalhes de como mostrar essas regras para multipletos de spins maiores sao deixados para o Capitulo 5.
Devemos mencionar que existe uma combinacao de J; e D; que permite uma simplificacdo na anélise do
fluxo:
D;

Ki=Ji— " (3.9)

Tal combinacao é conveniente ja que K; é a constante de acoplamento natural quando o Hamiltoniano é escrito
em termos de Tensores Esféricos Irredutiveis [54, 55]. Por enquanto, seguiremos com as varidveis J e D, mas
voltamos a este topico de Tensores Esféricos Irredutiveis no Capitulo 4.
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Figura 3.5: Diagrama de fases da cadeia de spin 1 com acoplamentos aleatérios. O angulo 6 é definido
pela razao entre acoplamentos biquadraticos e bilineares, tan 6; = [J)?’. As linhas sélidas representam transicoes
continuas. A fase de Haldane é caracterizada por um gap finito e ordem topolégica. Em vermelho (sombreado)
a regiao de Griffiths, onde o gap é zero, mas a ordem topoldgica ainda existe. No regime de desordem forte, ha
uma fase de singletos aleatérios “mesonica” e uma fase de singletos aleatérios “barionica” (ver Apéndice C para
uma introdugdo & Fisica de Particulas). Na fase “barionica”, os singletos sdo formados majoritariamente por
trios de spins. Ainda representados esquematicamente no topo da Figura, os estados fundamentais de singletos

aleatérios de ambas as fases. LS e FM sdo abreviagoes para as fases “Large Spin Phase” e Ferromagnética.
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3.6 Fluxos do Grupo de Renormalizagcao

(5) tDz (3

arctan 2

=37
T Ny
(6) arctan M

) 7)

Figura 3.6: Passos de dizimagao do grupo de renormalizacao, pontos fixos e bacias de atragao. Estrelas vermelhas
representam os pontos fixos estdveis, enquanto as estrelas brancas denotam os pontos fixos instaveis.

Denotaremos os pontos fixos caracterizados por angulos fixos 6; por nimeros, da seguinte maneira (ver Fig. 3.6,
onde tais pontos estdo representados)

(1) O ponto fixo D; =0, com J; > 0 (0; = 0) é a cadeia de spin de Heisenberg antiferromagnética, extensi-
vamente estudada anteriormente (ver Capitulo 2 para mais detalhes) [56, 23, 57, 58, 59].

(2) O ponto fixo §; = arctan2 com J; < 0, cujo fluxo é similar ao do ponto fixo (1) ji que todas as
dizimagoes formam singletos (ver Fig. 3.6), o que leva a uma fase de singletos aleatérios convencional.

(3) O ponto fixo §; = arctan2 com D;, J; com ambos sinais, isto é, §; em ambos primeiro e terceiro
quadrantes. Esse ponto fixo envolve passos do GR de dois tipos, que podem gerar singletos e tripletos (ver
Fig. 3.6). O Hamiltoniano efetivo de baixas energias apresenta fra¢oes iguais de acoplamentos D; positivos e
negativos e, consequentemente, fracoes iguais de dizimacoes de singletos e tripletos, ja que essa é a nica situacao
que é preservada pelo fluxo do RG. A presenga de ambos os tipos de dizimagao leva a um estado diferente dos
pontos fixos (1) e (2), descritos acima. De fato, o fluxo do GR é, a menos de pré-fatores numéricos, idéntico
aquele das cadeias simétricas por transformacgoes do grupo SU(3), discutidas na Ref. [21]. Este fato é relevante
na emergéncia de simetria SU(3), e voltaremos a ele mais tarde.

(4) O ponto fixo D; =0, com J; < 0 (6; = 7), que é a cadeia de Heisenberg FM desordenada. Spins maiores
que 2 sao gerados neste caso, e o procedimento de dizimagao deve ser complementado com regras dadas na
Ref. [26].

Estes quatro pontos fixos estao representados por estrelas vermelhas na circunferéncia da Fig. 3.6. Escolhe-
mos representar o ponto fixo (3), que na verdade envolve ambos sinais de D;, por uma tnica estrela no primeiro
quadrante. Os pontos fixos (1) a (3) s@o estdveis com respeito a distribui¢oes de angulo 6 com pequeno desvio
padrao. A discussao de estabilidade serd feita de maneira genérica no Capitulo 5, quando usaremos a linguagem
de Tensores Esféricos Irredutiveis.

Numericamente, também ¢é possivel confirmar que estes sao os quatro pontos fixos estaveis. Deve haver,
portanto, quatro outros pontos fixos instaveis. Os candidatos dbvios sdo os quatro pontos simétricos por trans-
formagoes do grupo SU(3), que mostraremos na Se¢ao seguinte serem dados por §; = £3, 7 e — %’T. As condigoes
iniciais 0; = 5 e 0; = —%T” nao sao contempladas pelo método aqui implementado, ja que o estado fundamental é
formado por um conjunto de mais de um multipleto. Todavia, pode-se verificar numericamente, comegando com
angulos préximos a esses valores, que o fluxo é sempre para longe desses pontos. Nos conjecturamos, portanto,
que eles sao pontos fixos FM instaveis, e denotamo-los por (5) e (6), respectivamente.

Na sequéncia exploramos em mais detalhes os pontos fixos de simetria SU(3) 0; = § e §; = — 5 , fundamentais
na construcao dos diagrama de fases.
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3.6.1 Pontos fixos com simetria SU(3)

Nesta Segao, mostramos que os pontos 0; = § e 0; = —7 sao pontos fixos de simetria SU(3). O fato destes
serem pontos fixos serd ingrediente fundamental para o entendimento da simetria emergente SU(3) em outras
regides do espago de parametros, o que analisaremos na Segdo 3.10. O leitor é convidado a ler o Apéndice B
para um introducdo ao grupo SU(N).

Comegamos escrevendo explicitamente os 8 geradores do grupo SU(3) na representacao definidora, que
também chamamos de representagdo “quarkionica”, em termos de operadores de spin 1 (no Apéndice C é feita
uma revisao dos conceitos de particulas elementares que usamos). Os vetores cartesianos S, e os operadores
tensoriais de ordem 2, que séo T}, = 5,5, + 5,5, (1, v = x,y, z) formam um conjunto completo de 9 elementos
que gera o espago de matrizes Hermitianas 3 x 3. Os geradores do grupo SU(3) s@o as 8 matrizes Hermitianas
sem trago. Uma escolha que se mostra conveniente neste caso é

Ay = -8, (3.10)
Ay = 8, (3.11)
Ay = -8, (3.12)
As = 8.5, +S,S., (3.13)
As = —S8,8.—8.S,, (3.14)
A¢ = S,8.+8.85,, (3.15)
A = =S+ 82, (3.16)
Ay = b (25252 52). (3.17)

V3

Em termos desses geradores, o termo de Heisenberg é obviamente linear, enquanto o termo quadratico pode
ser reescrito como

3 8
(S-8)° = % - %ZAQA; + %ZAQA;. (3.18)
a=1 a=4

O Hamiltoniano para dois spins adjacentes, em termos do dngulo 6 é dado, portanto, por

H(0) = cosfS-S +sinf(S-8)° (3.19)

3 8
4 3 3 1 1 ! 1 3] 4
3 sin 6 + <c050 — 5 sin 9) agzl AN, + 3 sin 0 g AGA,. (3.20)

a=4

cuja invariancia SU(3) em 6 = 7 é dbvia.
O outro ponto invariante por transformacées SU(3) é § = —7. Para mostrarmos isto, comegamos escrevendo
o Hamiltoniano de um par de spins como

—(s-8"? (3.21)

T
/~/
>
[

!
NE
~—7
[

11 1o
_ _ - [ !/
= —3+3 > Aah, 5 > AN (3.22)
a=1 a=4
Para tornar a simetria SU(3) do Hamiltoniano explicita, nés primeiro notamos que a representagao antiquark,

que é a complexa conjugada da quarkidnica, é obtida aplicando a seguinte prescrigdo para as matrizes geradoras

(Aa)i_j - = (Aa):j . (3.23)

Sob essa operagdo, e assumindo que estamos trabalhando na base em que S, é real e diagonal, obtemos
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Ay = S, (3.24)
Ay — S, (3.25)
As — 5, (3.26)
Ay —  S.S,+S,S:, (3.27)
As — 5.8, +S.S,, (3.28)
A —  S,S. + 8.5, (3.29)
A — SI-S, (3.30)
Ay — i(QSf—Sg—Sg). (3.31)

V3

Uma representagio equivalente aquela mostrada nas equagdes (3.10)-(3.17) é obtida se fizermos uma rotagio de
7 ao redor do eixo y: S, — —S;, S, = —5.. Uma vez aplicada essas transformagoes, encontramos

Ao = A, (a=1,2,3), (3.32)
Ao = —A,(a=4,5,6,7,8). (3.33)
onde denotamos a representacio de antiquark por um A,. Das equacdes (3.22) e (3.32)-(3.33), vemos que o
ponto 6§ = —3 acopla sites vizinhos pertencentes as representacoes de quark e antiquark
T 41 ~
2 3 + 2 az::l @ (3.34)
Note, adicionalmente, que os pontos FM 6 = —‘%’T e § = T também apresentam invariancia global SU(3), j& que
T T
H(O:f) - fH(0:77>, .
5 5 (3.35)

w

H (9 - I) - O (9 - 2) . (3.36)

O Hamiltoniano nestes pontos pode ser reescrito como

8
H=Y"% " Cila;-Aais1+ const. (3.37)
i a=1
sendo Ag; (e =1,...,8) os geradores de uma representacdo irredutivel (fundamental ou anti-fundamental) de
SU(3). Quando ¢; = — 7, temos C; = % e a representacdo é a fundamental (de quark) nos sitios impares,
enquanto nos sitios pares a representacio é a anti-fundamental (de antiquarks). Conforme mostrado no trata-
mento de cadeias antiferrromagnéticas com invariancia SU(N) na Ref. [21], o ponto fixo 6; = —F ¢ caracterizado

somente pela formacdo de singletos, ou um méson, na linguagem da QCD. Note que a alterndncia de quarks
e antiquarks na cadeia é preservada pelo fluxo. Entao, o tipo de fase é o mesmo que as fases de singletos
aleatérios dos pontos fixos (1) e (2) acima. Chamaremos, portanto, de estado de singletos aleatérios mesdnico
e enumeraremos como sendo o ponto fixo (7).

Quando 0; = 7, a representagao ¢ do tipo quark em cada sitio (representacdo fundamental de SU(3)) e
C; = Ji/2. A dizimacao de uma ligagao com 7 faz com que a ligagao adjacente se transforme em uma ligacao
com —7, de acordo com a Eq. (3.8) (ver Fig 3.7a para uma lista das dizimagdes que ocorrem neste caso). Nos
primeiros estagios do fluxo hé, entao, uma proliferacio de ligacdes com 6; = —%. Dizimagoes posteriores com
0; = —% levam a um estado de singleto de spin e a um angulo adjacente com —37, se 0;—1 = 0,11, ou T se
0;—1 # 0;41, conforme mostrado nas Eqgs. (3.7) e (3.8) e representado na Fig 3.7 pelas dizimag¢des marcadas
como b), d) e e). O fluxo do GR neste ponto fixo, que enumeramos como (8), é caracterizado por fragoes iguais
de ligagoes com ¢; = 7 e 0; = —7. Enfatizamos novamente que esta ¢ a tinica situacio estdvel: qualquer outra
fragdo de ligacoes fluiria para fragoes iguais de ambos &dngulos, assintoticamente. Na linguagem de SU(3), dois
quarks originais se ligam para formar um antiquark efetivo [21], com a regra de formagdo de acoplamentos dada
na Eq. (3.8), onde um spin efetivo igual a 1 é formado. Este antiquark posteriormente se liga a um terceiro
quark para formar um singleto. Efetivamente, este singleto é formado pelos trés antiquarks originais, assim
como um bérion é formado por trés quarks. De maneira geral, singletos com mais de trés spins (em multiplos
de 3) também podem ser formados, mas, conforme mostrado na Ref. [21], a ocorréncia de tais singletos é rara.
O estado fundamental originado dessa cole¢do de spins é representado esquematicamente na Fig. 3.8.
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Figura 3.7: Seis tipos de dizimacgoes de angulo no caso de 6; = 7, onde o Hamiltoniano apresenta simetria
SU(3). Inicialmente, as dizimagoes sao do tipo a), enquanto assintoticamente, os 6 tipos de dizimagao sdo
equiprovaveis.
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Figura 3.8: Comparacgao dos estados de singletos aleatérios quando este é formado por uma colegdo de singletos
de trios de spins ou, mais raramente, nimeros maiores de spins, multiplos de trés (verde), em contraste com o
caso em que é formado por singletos de dois spins (azul).

Note que a estrutura desse ponto fixo é a mesma daquele descrito como (3) acima, mesmo que os angulos e
os acoplamentos ndo sejam os mesmos. Chamamos este estado de estado de singletos aleatérios barionico. Estes
quatro pontos fixos instaveis sao representados como estrelas brancas na Figura. 3.6. Por simplicidade, assim
como no caso (3), representamos o caso (8) por uma tnica estrela no primeiro quadrante, mas enfatizamos
novamente que o ponto fixo envolve acoplamentos também no terceiro quadrante.

3.7 Diagrama de fases

Vamos agora descrever em detalhes as propriedades fisicas das varias fases. Os resultados listados nessa Secao
foram verificados numericamente, e os dados correspondentes serao mostrados na préxima Secao.

A identificacao de todos os pontos fixos e sua estabilidade permite a descricao das bacias de atragao para
distribuicoes iniciais de dngulo fixo 6; = 0, para todo i (ou seja, desvio padrao inicial og é nulo) e no regime
de validade da teoria de perturbacao, que é o de desordem alta. O resultado dos fluxos é mostrado com arcos
coloridos na circunferéncia da Figura 3.6. As setas vermelhas mostram a direcao do fluxo, com a sutileza de
que o fluxo no ponto fixo (3) (arco verde) também envolve liga¢des na regiao —?jT" <0< -3

Em toda a regiao —%T” < 6 < 7 (arco azul da Figura 3.6), todas as dizimagoes levam, apés um transiente
inicial, a formacao de singletos cujas distdncias médias aumentam durante o fluxo, com a caracteristica de
sempre serem formados por pares de spins, ou seja, nao haver formagao de singletos de trios de spin. O
estado fundamental é analogo a fase de singletos aleatérios da cadeia de Heisenberg antiferromagnética de spin
1/2 [2] (ver Capitulo 2). O fluxo é atraido por um dos dois pontos fixos estdveis (1) ou (2). J4 que a
estrutura destes é a mesma que do ponto fixo instdvel de simetria SU(3), ponto fixo (7), descrevemos toda
a regiao como sendo uma fase de singletos aleatérios mesonica. As propriedades de tal fase também foram
detalhadamente descritas no Capitulo 2. Em resumo, as escalas de energia 2 e o comprimento médio L das
excitacoes obedecem a relacdo In Q ~ —L¥ com um expoente universal ¥ = 1y = % e a susceptibilidade diverge

(1+1/4)

como x ~ 1/ (T|ln T|1/w> , enquanto o calor especifico ¢ ~ |InT|~ conforme T' — 0. As correlacoes

tipicas de spin-spin no estado fundamental se anulam como ~ exp (—const X |i — j|w), como consequéncia da
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0 = arctan 2

Figura 3.9: Regides fechadas sob fluxo do SDRG. Em vermelho, a regido 1 < tanf < co. Em tom mais escuro,
o caso de J < 0, que s6 gera outros J também negativos. Em tom mais claro, J > 0, cujo ponto fixo envolve os
dois sinais de J. Em verde, a regiao de singletos, que também é fechada sob fluxo do GR. Os pontos fixos sao
0 = arctan 2, na regiao vermelha, e § = 0, na regiao verde. As linhas tracejadas simbolizam os pontos fixos.

natureza localizada da fase, enquanto as correlagbes médias sdo dominadas por singletos de spin e se anulam
algebricamente~ e?4(i—7) li — j|7¢ com g = qp; = ™ e um expoente universal ¢ = ¢, = 2. A diferenca entre dois
pontos fixos estd relacionada a natureza de suas excitagoes. Para —3 < 6 < 7, as excitagoes mais baixas de um
par de singletos tém spin 1, enquanto para —3% < 0 < —7F, as excitagoes tém spin 2. No ponto fixo simétrico
por transformagoes SU(3) (ponto fixo (7)), os dois tipos de excitacgoes se degeneram e se tornam andlogas aos
octupletos mesonicos da QCD.

Na regiao § < 6; < 7, representada pelo arco verde da Figura 3.6, o fluxo converte para o ponto fixo (3)
e é caracterizado pela formacdo de trios de spin barionicos (e, mais raramente, outros multiplos de 3 spins).
De fato, ambos os pontos fixos (3) e o ponto fixo SU(3) instavel (8) tém a propriedade de que as fragdes de
singletos e tripletos que sdo gerados sdo as mesmas. Como resultado (ver Ref. [21]), as propriedades fisicas de
baixas energias desta fase de singletos aleatérios baridnicos tém a mesma forma genérica da fase de singletos
aleatérios mesonica, mas com ¢ = gg = 27/3 e a importante diferenca de que os expoentes universais mudam
para ¥ = Y5 = 1/3 ¢ ¢ = ¢ = 4/3.

Quando a distribuicao inicial de angulos tem um desvio padrdao oy, o diagrama de fases continua valido
conquanto que a distribuicdo de angulos seja tal que seu dominio esteja no interior de uma tUnica bacia de
atracdo. As bacias de atracao das fases antiferromagnéticas estdao mostradas na Fig. 3.9. Quando este nao
é o caso, a complexidade do fluxo aumenta. Se as fases mesonicas e baridnicas competem, a fase mesonica
absorve a fase bariénica. Quando a fase FM compete com qualquer outra, o sistema flui para uma “Large Spin
Phase” [26]. Com essa anélise, completamos a caracteriza¢do do diagrama de fases da Figura 3.5.

Conforme dissemos anteriormente, os resultados desta Secao também foram verificados numericamente.
Passamos agora a tais resultados numéricos.

3.8 Resultados numeéricos

Implementamos numericamente o procedimento de SDRG para complementar e verificar os resultados citados

anteriormente. Nos focaremos primeiro em Hamiltonianos nos quais todas as ligagoes tém o mesmo angulo

inicial 8; = 6y com —?ﬂf < 0p < 3, enquanto J ¢é distribuido uniformemente no intervalo 0 < J < 1. Os

resultados aqui obtidos correspondem a cadeias de comprimento Lo ~ 10%spins, e cuja média sobre a desordem
foi tomada considerando 20 cadeias diferentes.

Na Figura 3.10 mostramos, para uma cole¢ao de dngulos iniciais, o valor médio de tan # conforme a distancia
efetiva entre spins L entre spins ndo-dizimados aumenta monotonicamente. Esta distancia efetiva é dada por
L= %1, onde N é o nlimero de spins nao dizimados. Para —3 < 0y < § (trés curvas azuis), o fluxo ¢é na diregao
do ponto fixo (1), com # = 0. Quando —2F < fy < —% (curva vermelha), o fluxo tende ao ponto fixo (2), com
tanf =2, D < 0. As curvas verdes correspondem ao intervalo 7 < 6y < 7, no qual o sistema flui para o ponto
fixo (3), onde tanf = 2 e D < 0, sendo a probabilidade de D > 0 igual a de D < 0. Para o caso 6y = § (curva
preta), graficamos o inverso da (cot @) no eixo vertical direito. Esse fluxo corresponde ao ponto fixo (8), para o
qual, assintoticamente, metade das ligagoes tem § = —F e metade tem 6 = 7, de tal maneira que (cot ) — %

Esses resultados numéricos confirmam os pontos fixos encontrados e delimitam suas bacias de atracao.
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Figura 3.10: Fluxo do GR para valores fixos de angulos iniciais 6y, aqui representados pela sua tangente e
valor do sinal de J;, entre parénteses. O valor médio (tan#), como fungao da distancia média L entre spins nao

dizimados, para valores diferentes do angulo 6y. Para tan 6y = 1, graficamos <—10> no eixo direito vertical.

cot

0.4 2.4 0.20 . . . . 2.4
0.3 0.15
o A o A
2 2.2 oS < 2.2 JA
30.21 S 20.104 =
© 203 © 203
0.17 0.054 é\
0 0 L L L 51.8 0 0 L - L 51.8

T2 3 4 T2 3 4
log;0(£2¢/£2) logio (€20/€2)

Figura 3.11: Média e desvio padrao da distribui¢do de tan ; durante o fluxo do grupo de renormalizac¢ao, com
as condi¢oes iniciais 0; = 37/8 e ; = —57/8, respectivamente, e o,y = 0 em ambos 0s casos.

Nés também verificamos numericamente (Fig. 3.11) que a distribuigdo de dngulos inicialmente se alarga,
mas que eventualmente tende a uma delta de Dirac conforme o fluxo tende aos pontos fixos estaveis. Isso é
esperado ja que os pontos fixos estdveis sdo caracterizados por um unico valor de tanf. Em outras palavras,
Otang € uma variavel irrelevante nos pontos fixos estaveis. Conforme discutiremos & frente, quando falaremos
de desordem fraca, esperamos os resultados do regime de desordem forte deixem de ser validos em um domo
concentrado na fase de Haldane —% < 6 < 7. Isso encerra o estudo completo do diagrama de fases da Fig 3.5
no plano oy = 0.

Na regiao —5 < th < 7, o fluxo é caracterizado pelo desaparecimento de termos biquadraticos, porém
uma diferenca deve ser notada no transiente dos casos arctan% < by < Fe—5 < <arctan % Na regiao
—Z <y < arctan £ todas as dizimacdes resultam em singletos (ver Eq. (3.7) e Fig. 3.10) e, portanto, (tan 6)
flui monotonicamente para zero (ver casos tanfy = 0.2 e —1 da Fig. 3.10). Quando arctan% < Oy < 7, por
outro lado, ambos os tipos de regras listadas nas Eqs. (3.8) e (3.7) ocorrem, gerando dngulos negativos, de tal
maneira que (tan f) pode mudar de sinal durante o fluxo, antes de, assintoticamente, atingir zero (tanfy = 0.7
da Fig. 3.10).

Para determinar numericamente o valor de ¥ em cada fase de singletos aleatorios do diagrama de fases, nés
acompanhamos o fluxo da escala de energia I' = In % (onde Qg é o maior valor inicial de A;; ver Capitulo 2
para mais detalhes) como fung¢do da distdncia média L dos conjuntos de spins ndo dizimados. Na Fig. 3.12(a),
nos mostramos os resultados para varios angulos 6y. Os dados foram ajustados de acordo com

1
logg L =a+ m log,o (1 40T, (3.38)

sendo a,be % pardmetros de ajuste. Conforme pode ser visto na Fig. 3.12(a), o ajuste se mostra muito adequado

aos dados numéricos. Para bI' > 1, recuperamos a forma mais familiar do expoente de escalamento dindmico
1

L ~ T'% (ver Capitulo 2). Os valores de % que encontramos numericamente podem ser vistos na Fig. 3.12b
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Figura 3.12: Resultados numéricos do fluxo do GR. (a) Determinacao do expoente ¢ de escalamento dindmico
que relaciona distancia média L entre spins nao dizimados como funcdo de I' = In %, onde €2 é a escala de
energia do GR. As linhas cheias sdo o ajuste dos pontos usando a Eq. (3.38); (b) inverso do expoente % como
funcao do dngulo inicial 6.

como fungdo de 6y, onde pode-se ver a proximidade aos valores previstos para as fases de singletos aleatorios
mesdnica (¢p; = 3) e baridnica (5 = ). E também evidente o salto na fronteira entre as fases em 6y = .

1
As barras de erro sdo dominadas pela incerteza na regido onde a Eq. 3.38 é valida.

3.9 Comportamento no regime de desordem baixa

Comentamos agora sobre o comportamento do sistema quando a desordem é baixa. A fase espontaneamente
dimerizada (—?ﬂf <6< —%) é instavel por perturbagdes de desordem fraca devido a formagdo de paredes de
dominio fracamente acopladas [56, 60]. Pode ser mostrado também que a desordem fraca é uma perturbagio
relevante no ponto 6 = § [61]. Em geral, esperamos que desordem seja perturbativamente relevante em toda a
fase sem gap g <fh< g

Desordem fraca infinitesimal ¢ uma perturbagdo irrelevante na fase gapeada de Haldane —% < 6 < 7. O
comportamento em 6; = 0 foi determinado em detalhes [56, 23, 57, 58, 59]. O aumento gradual da desordem
leva ao fechamento do gap de Haldane, ao mesmo tempo que o parametro de ordem topolégico se mantém com
o mesmo valor [23]. Uma regido de Griffiths [62] aparece (ver Fig. 3.13), com um escalamento convencional
entre energia e comprimento dado por 2 ~ L™*. Nesta regido, as correlagées de spin tém curto alcance, a
susceptibilidade se comporta como x ~ T/#~1 enquanto o calor especifico apresenta comportamento ¢ ~ T1/%.
O expoente dindmico z diverge no ponto critico [23, 57, 58, 59, 63, 62]. Para valores de desordem acima desse
valor, o sistema entra em uma fase de singletos aleatérios (novamente, ver Fig. 3.13) governada por um ponto
critico de desordem infinita com ¢ = % O comportamento genérico é esperado se manter em toda a regido
—74 <0 < 7, com excegao do ponto AKLT.

Desde que o angulo local ; seja o mesmo em todos os sitios e igual a arctan %, o estado fundamental sera
independente da desordem [64]. Note que isso se reflete no procedimento do GR, uma vez que o gap de um par
de spins se fecha quando A; = 3J; |tan 0; — %} (ver Fig. 3.3), o que faz o passo de dizimagao que derivamos ser
mal definido nas vizinhancas do ponto AKLT. O gap de Haldane, contudo, se anulard no limite de desordem
forte quando a distribuicao de constantes de acoplamento nao tem um limitante inferior.

O procedimento de GR que usamos neste Capitulo é apropriado somente no limite de desordem forte. E
interessante notar que o procedimento falha no regime de desordem baixa, quando esta é irrelevante [56, 23, 57,
58, 59, 62, 65]. Esta falha é assinalada pelo fato de que a distribuicdo de acoplamentos ndo alarga conforme a
escala de energia é reduzida. Nés somente detectamos tal falha do método dentro do gomo na fase topoldgica
—% <0 < T . Para este caso, uma generalizacdo do método da referéncia [57] é necessario. Nossos resultados
numéricos indicam que a desordem fraca pode ser relevante mesmo préximo aos extremos da fase de Haldane
+Z. J4 que se espera que as fases dimerizadas (—2F < @ < —Z) e sem gap (T < 6 < Z) sejam desestabilizadas
por qualquer quantidade de desordem, conjecturamos que nao hé transi¢ao de fase em desordem intermediaria.
Colecionando tais resultados, chegamos ao diagrama de fases retratado na Fig. 3.5.
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Figura 3.13: Diagrama de fases da cadeia de spin 1 no ponto § = 0, conforme a desordem (caracterizada,
por exemplo, pelo desvio padrao da distribuicdo de J) aumenta. Cada spin 1 representado por dois spins %
simetrizados. O comportamento aqui esquematizado se generaliza para a regiao de angulos finitos no intervalo
—% < 0 < %. Para desordem baixa, o gap de Haldane protege a fase do sistema sem desordem (ver Fig. 3.2).
Para desordem intermedidria, hd uma fase de Griffiths, onde clusteres de mais de dois spins 1 formam um

singleto. Por fim, para desordem alta (RSP), os singletos sdo majoritariamente formados por pares de spins.

3.10 Simetria emergente SU(3)

Alguns elementos do fluxo para uma fase de desordem infinita determinam as propriedades fisicas do sistema a
temperatura nula ou baixas temperaturas. No caso que estamos analisando, os elementos necessarios sao:

(a) Estado fundamental composto por uma colegdo de spins que formem singletos fortemente acoplados,
formados por pares de spins, nos pontos fixos (1), (2) e (7), e majoritariamente por trios de spins nos pontos
fixos (3) e (8) [2, 16, 21]

(b) Excitagdes de baixas energias consistindo essencialmente de aglomerados de spin 1 com densidade bem
conhecida [2, 15, 21]

Vamos mostrar agora que estes dois elementos, suficientes para a caracterizagio da fase, apresentam proprie-
dades caracteristicas de sistemas com simetria SU(3), o que permitird concluirmos que, em uma regido estendida
do diagrama de fases, o sistema apresenta uma simetria SU(3) emergente. De fato, os singletos formados em
(a) ndo sdo somente singletos de SU(2), mas sim singletos de SU(3). Além disso, aglomerados de spin 1 de
(b) se transformam como quarks ou antiquarks de SU(3). Isso pode ser mais facilmente visto do fato que os
multipletos fundamentais de dizimagoes que geram tanto singletos quanto tripletos (equagoes (3.7) e (3.8)) sdo
independentes do dngulo . Em outras palavras, o estado fundamental dos pontos fixos (1), (2) e (7) sao os
mesmos, e entao os estados fundamentais de (3) e (8) também sdo os mesmos. Isso leva imediatamente ao re-
sultado de que, em T = 0, as funcoes de correlagao média e tipica de todos os operadores SU(3) A, (a =1,...8),
o que inclui operadores de spins dipolares e quadrupolares, sdo governados pelos mesmos expoentes (U, op)
sendo H = M ou B.

Analogamente, as susceptibilidades SU(3) das fases de singletos aleatérios podem ser escritas como [15, 21]

Xa (T) = (AZ) /T ~n(Q=T)xq(T), (3.39)
onden () = %ﬁl) é a densidade de aglomerados de spins ndo dizimados na escala Q e 2 (T') é a susceptibilidade
SU(3) de um aglomerado de spins livres. J4 que aglomerados de spins livres sdo quarks ou antiquarks SU(3),

X% (T)) é invariante por transformacdes SU(3) e independente de a. Tomando, por exemplo, Az = A3 = S,
1/¢m

, encontramos

concluimos que x2 (T') = 2/ (3T) para as duas representagdes. J4 que n(Q2=T) ~ 1/|InT|
finalmente que x, ~ 1/ (T \lnT|1/wH>.

A simetria emergente ocorre mesmo no ponto de Heisenberg (1), uma propriedade que nunca anteriormente
tinha sido percebida. Ressaltamos que mesmo que as varias quantidades sejam governadas pelos mesmos
expoentes, os pre-fatores nao sdo os mesmos devido a inexatidao do procedimento do SDRG no inicio do fluxo.
Um fendmeno similar é observado em cadeias de spin % do tipo XXZ (isto é, mesmos acoplamentos nas diregoes
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z e y, mas diferente na diregdo z). Neste caso, as correlagoes longitudinais e transversas sdo governadas pelos
mesmos expoentes, apesar da quebra da simetria SU(2). [2]

3.11 Conclusoes

Neste Capitulo, delimitamos a rota genérica que leva ao aparecimento de simetrias emergentes em sistemas
desordenados de spin: os multipletos fundamentais do problema de dois spins devem se transformar como re-
presentagoes irredutiveis da simetria emergente. No caso que aqui discutimos, o singleto e o tripleto de dois
spins 1 sdo invariantes por transformagoes do grupo SU(3). A simplicidade do mecanismo responsdvel pela
simetria emergente que aqui foi descoberto sugere outros casos onde o mesmo pode acontecer. Surpreendente-
mente, como mostraremos no Capitulo 5, cadeias de spin S invariantes por transformagoes SU(2) com S > 1
apresentam fases de singletos aleatérios mesénicas com invaridncia SU(25+1), mas sem fase de simetria SU(3)
do tipo baribnica.



Capitulo 4

Tensores esféricos irredutiveis e
Hamiltonianos de spin

Neste Capitulo, introduziremos os Tensores Esféricos Irredutiveis (TEIs) e mostraremos como utiliza-los em
situagoes de relevancia fisica. Este Capitulo introduz as ferramentas necessarias para o estudo de cadeias de
spin invariantes por rotagoes SU(2) e reversdao temporal, que serd feito no Capitulo seguinte. Além disso,
mostramos como escrever Hamiltonianos invariantes por SU(N) usando TEISs.

Comecamos recapitulando alguns exemplos bastante simples de tensores. Os exemplos mais familiares sao
tensores de ordem um, ou vetores, como os vetores posicdo R e momento linear P. Também familiar é o produto
escalar de dois vetores, invariante por rotagoes, que forma um tensor de ordem zero. Outros exemplos familiares
de tensores sdo os momentos multipolares de uma distribuicao de particulas, como os momentos de quadrupolo
nucleares (tensores de segunda ordem), formados a partir de componentes do vetor de posi¢do R. Para nossos
propésitos, usaremos tensores construidos a partir de operadores de spin S;, definidos no sitio ¢. Para tanto,
é necessaria a introducao formal de tais objetos, partindo de suas rela¢des de comutacio definidoras. E o que
faremos na sequéncia.

4.1 Tensores esféricos irredutiveis: definicao

Os TElIs construidos em termos de operadores de spin S; podem ser definidos através das relagoes de comutagao
que estes satisfazem com operadores de spin usuais [54]

[SE Y (S)] = VI(T+1)F M1+ MYy (S:), (4.1)
(S5, Yosm (S:)] = MY;m(S:). (4.2)
Aqui, Y (S;) é um TEI de ordem J, com 2J + 1 componentes rotuladas por M, sendo M = —J,—J +
1,...,J —1,J. O fato de serem irredutiveis diz respeito as suas propriedades sob transformacées ortogonais,

que nao misturam TEIs de ordens diferentes.
Uma vez conhecidas as relagoes de comutacio que esses objetos satisfazem, torna-se simples contrui-los. A
ideia é comecar com o TEI de maximo M, Y p=7 (S;), que é dado por

Y=g (S;) (S;F)J, (4.3)

e usar recursivamente a relacdo de comutacao (4.1), que permite diminuir a componente M

N [S7, Y (Si)]
Yyn-1(8i) = VIJ+1) =M (M —-1)

Note que esses TEIs nutrem certas semelhangas com os harménicos esféricos Yy ar (r). Uma diferenga fundamen-
tal, contudo, deve ser levada em conta: se os Yy s (r) forem promovidos a TEISs, um processo de simetrizacio
¢ necessario. Por exemplo, tomemos Vs oc %5. O TEI de spin equivalente serd Y (S;) o % (8%5% 4+ §*5%).
Esse processo de simetrizagdo nao é necessario para a promoc¢ao de harménicos esféricos de ordens zero e um a
TEls, ja que estes sao lineares nas componentes de spin. A origem da necessidade de simetrizagdo estd na nao
comutacao de componentes diferentes de operadores de spin. Tal procedimento nao seria necessario na formagao
de TEIs que fossem fun¢do da posicdo Yy (R;), jé que os operadores X, Y e Z comutam. As relacdes de

comutacao de spin sdo automaticamente levadas em conta pela aplicacio recursiva da Eq. (4.4) e, portanto, os

(4.4)

39
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TEIs originados com esta receita sdo naturalmente simetrizados. A tnica liberdade restante é a normalizagao
dos TEIs Y ps=y (S;). Usaremos a mesma normalizagdo da Ref. [54]

Um exemplo simples que evidencia a utilidade de usar TEIs é encontrada no produto de operadores de spins.
Consideremos o caso das 9 componentes cartesianas da diddica S7 Sk (j,k =x,y,2). Em termos de TEIs, a
diddica pode ser rescrita como

SISE = Yo(S)+Yi(S)+Y2(S)), (4.5)
sendo
2 2¢j,k
Yo (S) = 38707, (4.6)
Yy - Ylcigk_ ok
vis) = ;(sisk-skst), (4.7)
Y2(Si) = ;<Sgsf+sfsg—§s25jxk>. (4.8)

Note que nao especificamos a componente M dos tensores resultantes da decomposicao. Esta dependerd de
quais componentes do operador de spin j, k forem escolhidas. O importante é que Y (S;), Y1 (S;) e Y5 (S;)
ndo se misturam sob rotacio. E este fato fundamental, com consequéncias draméticas no fluxo do SDRG, que
motiva trabalharmos com TEIs.

4.2 Hamiltoniano de spin em termos de Tensores Esféricos Irredu-
tiveis

No Capitulo 5, estudaremos o diagrama de fases de cadeias de spins .S invariantes por rotagdes. O Hamiltoniano
de Ngites € spin S mais geral que é invariante por transformagoes SU(2) e reversao temporal é dado por

Nsites Jmax ; ;
H= Z Z Oég ) (S7 . Si+1) s (49)
i=1 J=0

~ . . s J) o~
onde S; = (57,57, S7) sdo operadores de spin S usuais no sitio ¢ e 04,5 ) 0 constantes de acoplamento que, por

hora, podem assumir quaisquer valores. A poténcia maxima Jmax ¢é igual a 25, uma vez que poténcias mais
altas que 25 podem ter decompostas em termos de poténcias menores. Por exemplo, para S = 1, temos que a
poténcia cubica do produto escalar pode ser decomposta em poténcias menores de acordo com

(Si-Sit1)® = (Si-Sit1) —2(S; - Siy1)* +2. (4.10)

Um passo importante é reescrever o Hamiltoniano (4.9) em termos dos TEIs. Para tal, definimos o operador
Oy (S;,Si4+1) como sendo o produto escalar de operadores de mesma ordem [54]

J
0;(8:,8ir1) = > (=DM Yyur (80) Ys—nt (Siga). (4.11)
M=—J

Usando as Eqgs (4.1) e (4.2), pode-se verificar que
|5+ 551,05] = 57+ 551, 04] =0, (4.12)

0 que mostra que O J € invariante por rotagdo. Alternativamente, no Apéndice D, mostramos de outra maneira,
usando o Teorema de Wigner-Eckart (ver Eq. (4.30)), que tais objetos sdo de fato invariantes por rotagéo.
Usando TEIs, o Hamiltoniano da Eq. (4.9) pode ser reescrito como

Nsite:; Jmax
J A
H=>" N K"0;(8:8i11). (4.13)
i=1 J=0
onde os acoplamentos K Z.(J) sdo combinacoes lineares dos ozEJ) e vice-versa.
Para nosso estudo, serdo importantes TEIs de até quarta ordem. Estes sao dados explicitamente em termos
de operadores de spin por
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0, = 43 (S1-8y), (4.14)
0, = 75 (S1-S2) + g (S1-82)" - %S%S% (4.15)
05 = 7 — (ST 453 - 38783 +3) (S1-S2) + i’—i (S: - 52)2 + 2—5 (S1-82)° = %sti (4.16)
Oy = —3475 (178382 — 6 (ST +S3) —9) (S1-S2) — or (68282 5 (81 +S3) —39) (S1 - S2)”

% (S - 82)* + % (S1-Ss)" — 729 Tosist - 127 (S28% + S82) + 27 -sist (4.17)

Invertendo as equagdes acima, podemos encontrar o produto (Sy - SQ)J em termos dos TEIs

A 4
(81-82) = 1017 (4.18)
8t A 1
(S1-S)* = —301 + iOz + §S§S%, (4.19)
8w 8T\ A 167 A 81 A 1
(S1-8,)° = ( 0 (ST + S35 —387S3) + 1) Or— 5502+ 3205 — 6sfsg, (4.20)
N 87 A 8T A 321 4
(S1-Sy)* = ? T (8248228282 —1) Oy + — 105 (31 — 5S% — 582 + 6S783) O, — — 03+ 5204
2 1
+ ﬁs‘{sg T (S1S3 +87S3) + 5s;*s;*. (4.21)

Usamos o mapeamento de operadores acima, segue que a transformacio dos acoplamentos a(’) para K(/) ¢

1 4 1
oM = Ton (12K<1> +15K® +14 (3 + S? + S — 38783) K<3>) + <3g5 + 16& (St +83) - 765 ) D)
5 . 1755 225 135
@ - 2 ( K® 14K<3>) 200 S3+83) — 1878} ) KO 42
@ sr R HETRETL 2) ’ (4.23)
35 1575
B — 220G 4 2@ 4.94
“ sro Tagp (4.24)
315
4 _ (4) 4.25
327 ’ ( )
e, equivalentemente,
1) am gy 2m gy 87T 2 g2 392G2 @), 2T (a2 | «2 2q2 (4)
8T 167 87r
K® a? — @) 1— 582 — 582 4 6828 4.27
I 5 15 3 + 65783) of (4.27)
8T 8T
K® or @B 2% (4) 4.9
3E «a - o'\, (4.28)
327
KW = =@, 4.2
315 (429)

4.3 Elementos de matriz de TEIs

Vamos agora mostrar como elementos de matriz de TEIs podem ser calculados. Para isso, consideremos um
problema de dois spins, que chamaremos de Sy e S3. Pelo Teorema de Wigner-Eckart (TWE), o elemento de
matriz de um TEI de ordem J e componente M, Y (S;), i = 2,3, é

JJ"; MM" |JJ"; ' M)
277 +1

(S5S3, J' M |Yyar (Si)] SaSs, J" M)y = (—1)7 7 +7" < (S5S3, J'|Y7 (Si)|| S5, J") |

(4.30)
onde (J'||Yi (S)|| J) é o chamado elemento de matriz reduzido, independente da componente M do operador
tensorial e das projecoes de momento angular M’ e M”. Quando necessdrio, detalhes sobre o célculo de
elementos de matriz reduzidos serdo explicitamente trabalhados, e os resultados colecionados no Apéndice E.
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4.4 Geradores de SU(N) em termos de TEIs

Nesta secdo, explicamos como obter os N2 — 1 geradores de SU(N = 2S + 1) pela combinagdo de TEIs. O
grupo SU(N) é introduzido no Apéndice B. A condicao para o trago do produto de geradores do grupo pode ser
escolhida como

Para fazer a conexdao com TEIls, comecemos notando que o nimero de tensores linearmente independentes
para determinada ordem, digamos, igual a J, é igual a 2J + 1. Colecionando todos eles, até ordem Jmax = 25,
exceto o tensor de traco nao nulo de J = 0, vemos que o nimero de tensores linearmente independentes dessa
colecao é

28
d(@2J+1) = 25(@2S+1)+2S (4.32)
J=1

= 4S(S+1), (4.33)

que é exatamente N2 — 1, sendo N = 2S5 + 1. A escolha hermitiana apropriada de geradores do SU(N), que
rotularemos por A s, pode ser encontrada pela combinagdo de TEIs de mesma ordem, com componentes M e
-M

YJ,M (S) + YJ,*M (S)a M > 07
AJ’M X YJ,O (S) s M = O7 (434)
YJ,M (S) — YJ7_]W (S) R M < 0.

Quando a combinacéo for feita com o sinal negativo, a constante global deve ser um nimero imaginério, para
garantir a hermiticidade do operador.

Como as N? — 1 matrizes sdo claramente linearmente independentes, hermitianas e sem traco, elas podem
ser usadas para gerar o grupo SU(N).

Para finalizar, podemos mostrar como a condigdo de normalizagdo, Eq. (4.31), também pode ser garantida.
Para isso, comegamos expandindo o produto de dois TEIs como uma combinagéo linear de TEIs [54]

Yo ) Yyar (8) = Y (LI, J") x (JJs IM|JJT'; MM’ ) Yyr apn (S), (4.35)
J//7M//

onde os fatores ¢ (J,J', J"”) ndo dependem de componentes de tensores, e a soma sobre J” vai de |J — J'| até
J+J.
O traco envolve o calculo de elementos de matriz diagonais da equagao acima, isto é

<SM |YJ7]W (S) Y]/’M/ (S)| SM> = Z <JJ/; J”M” |JJ/; MM/> X <SM |Y‘]1/}M'/ (S)| SM> (436)
J//,M//

O TWE, Eq. (4.30), garante que o lado direito da equagao é ndo-nulo somente se M" = 0 ou, equivalentemente,
se M' = —M. A condi¢ao de trago se torna

J+J’
T (Yo (8)Yr-m(S) = Y. (JJ5J0[JT M = M) x Tr (Y o(S)). (4.37)
Jr=|J—J'|

Contudo, somente Yj ¢ (S) tem um trago ndo-nulo. Portanto, o Gnico termo que participa do somatério é J” = 0.
A condicdo J” = 0 exige J = J’. Encontramos, portanto, que somente Y s (S) Yy _as (S) tem um trago néo-
nulo. Calculando explicitamente o produto Ay Ay pr em termos dos operadores Yy s (S) e assumindo, por
exemplo M, M’ > 0, chegamos a

Tr (AJ,]\/IAJ',M’) X 25‘])]/ ((SM)M' + 5]\/[)_]\/[/) . (438)

A condigao de traco, Eq. (4.31), é, portanto, satisfeita pelos geradores construidos & partir de TEIs.
Uma vez munidos dos geradores de SU(N) em termos de TEIs, partimos para a tarefa de escrever Hamilto-
nianos invariantes por transformagoes do grupo SU(N) em termos de TEIs.
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Tabela 4.1: Hamiltonianos de spin S simétricos por transformagoes de SU(N) (ver Eq. (4.9)), com a repre-
sentagao fundamental do grupo SU(N) em um dos sitios e a representacdo anti-fundamental no outro sitio.

4.5 Hamiltonianos de Tensores Esféricos Irredutiveis invariantes por
transformacoes SU(N)

Nesta Se¢ao, vamos procurar por ajustes nos acoplamentos do Hamiltoniano Eq. (4.9) que o tornem invariantes
por transformagoes do grupo SU(N). A ideia bésica é comparar o espectro do Hamiltoniano com simetria SU(N)
e 0 espectro proveniente da Eq. (4.9). Pelo ajuste dos pardmetros K ()| podemos fazer os espectros coincidirem,
o que é condicdo necessaria para a simetria dos Hamiltonianos ser a mesma. Como na Se¢ao anterior mostramos
a correspondéncia entre TEIs e geradores de SU(N), essa condicao se mostrard também suficiente. Usaremos de
base a Ref. [21], onde os autovalores de Hamiltonianos SU(N) foram determinados. O passo inicial é analisar o
problema de dois spins, chamados Sy e S3, que podem corresponder a representagdo fundamental de SU(N) no
sitio 2 e anti-fundamental no sitio 3 ou realizagdes da representagao fundamental do grupo SU(N) em ambos os
sitios. B evidente, da Secdo anterior, que N deve ser igual a 25 + 1, sendo S = S, = S3. O Hamiltoniano de
Ngites spins pode ser construido pela soma sobre sitios do Hamiltoniano de 2 sitios.

4.5.1 Representacgoes fundamental e antifundamental de SU(N) em sitios alterna-
dos

Neste caso, o estado de mais baixa energia é um singleto, cuja energia nés chamaremos de Ej e cujo autovetor
é |J =0). Todos os outros multipletos de SU(N) terdo a mesma energia Ej~¢ com autovetores |J > 0). A
dimenséo do espago gerado pelos vetores |J > 0) é obviamente (25 +1)° — 1 = 45 (S +1). Reescrevendo o
Hamiltoniano na base de autovetores, temos

Hsynya = EoPo + E1 (1 = Po) (4.39)

onde o projetor foi definido na Eq. (5.2). Deslocando a energia por uma constante —FE1, encontramos

Hsynya = (Eo—E1)Py=—RP

sendo —R = Ey — F7; < 0 um pré-fator global. Vamos agora a alguns exemplos explicitos onde podemos usar a
equagao acima. Representando os acoplamentos do Hamiltoniano (4.9) por um vetor a = (a(o)7 a® a(25+1)),
alguns exemplos de Hamiltonianos de spin .S simétricos por transformacoes de SU(N) sao listados na Tabela 4.1.

Para reescrever o Hamiltoniano em termos de TEIls, precisamos de alguns resultados adicionais. Sao esses
resultados que mostraremos na sequéncia.

4.5.1.1 Em termos de TEIs

Vamos agora reescrever o Hamiltoniano invariante por transformacdes SU(N) em termos de TEIs. Comegamos
assumindo que o projetor Py possa ser escrito como

—Py=2 6s(5)0,(8:,S3), (4.40)
J

onde S = S3 = S e os coeficientes dados por ¢ (S). Justificaremos a equagao acima encontrando explicitamente
¢y (S). Para o cilculo de elementos de matriz da equagdo acima, usamos a Ref. [54], onde mostra-se que
elementos de matriz de O; sdo dados por

N ” J’ S 8
<J/M/ OJ‘J//M//> — (_1)25+J 5J’J“5JVI’]VI”{ S o o

} (SIV©)ISE.  (aa1)
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onde {...} representa o simbolo 6-j de Wigner. O fato de que J = J” e M’ = M" decorrem trivialmente do fato
de que Oy é um operador escalar (ver Apéndice D para a demonstragao). O elemento de matriz reduzido de
Yy (S), (S||Ys(S)]| S), é calculado no Apéndice E. Usando que (S, M |Py| S, M) = 05,0, 0 célculo de elementos
de matriz da Eq. (4.40) no estado ‘5’, M> = |525’3; S, M>, encontrado pela soma dos momentos angulares S5 e
S3 fornece

25+5+1 S s S 2
(1255 6g,o=;¢1{ PR E AT (4.42)
Usando a relagdo de ortogonalidade, também obtida da Ref. [54],
5 S S s J" S S 81,0
%:@S—H){J s 5}{5 s S}:(2J”+1)’ (4.43)
o 5 J s S 5
multiplicamos a Eq. (4.42) por (25 + 1) § g g [ ©somamosem S para encontrar
Cesisns f 808 S USIYsS)IS)L
S L0 g o) - BRI, (1.44)

S

Usando a delta de Kronecker do lado esquerdo e o simbolo 6j quando S = 0 [54]
J"+28
0 S S| _ (" (4.45)
J s S 25 +1 :
e voltando & varidvel J, encontramos, finalmente, os coeficientes ¢ (.9)
(-7 @I+

P15 = Sy, @ISE @S 1) (440)

O elemento de matriz reduzido do denominador da equagao acima é discutido no Apéndice E. A caracteristica
mais relevante da Eq. (4.46) é que o sinal de ¢ (S) se alterna com J, o que garante que os acoplamentos do
Hamiltoniano com simetria SU(N) estdo na regido do espago de pardmetros onde o produto (—1)‘]+1 KW ¢
sempre positivo. Esse fato serda importante na determinacao da simetria dos pontos fixos do proximo Capitulo.

4.5.2 Representagao fundamental de SU(N) em todos os sitios

Podemos encontrar também o Hamiltoniano de spins para o caso onde os operadores de spin sao geradores da
representacao fundamental de SU(N) em cada sitio. O espectro consiste de dois niveis de energia, separados por

um gap que é independente de N [21]. A degenerescéncia do estado fundamental é [21] w =S5(25+1),

enquanto a degenerescéncia dos estados excitados é w =(25+4+1)(S+1).

Para ganhar intuigdo sobre qual é o Hamiltoniano que tem o mesmo espectro do problema SU(N), comegamos
com valores pequenos de N. Para N = 2 (S = %), as degenerescéncias sao 1, para o estado fundamental, e 3,
para os estados excitados. Obviamente, tal espectro pode ser encontrado tomando o singleto de SU(2) J =0
como estado fundamental, e J = 1 para o tripleto excitado. Para N = 3 (S = 1), as degenerescéncias sdo 3,
para o estado fundamental, e 6 para os estados excitados (conforme ji haviamos encontrado no Capitulo 3).

A generalizagio para maiores valores de IV é a seguinte. Os multipletos de momento angular pares e impares
sdo separados em dois conjuntos. O estado fundamental, com energia Ej, é formado por uma colegao de
multipletos pares se o spin é semi-inteiro (generalizando o caso N = 2, J = 0), enquanto, se o spin é inteiro,
consiste de uma colegdo de multipletos impares (generalizando o caso N = 3, J = 1). Todos os multipletos
restantes tém a mesma energia F4, e formam o estado excitado.

Por um célculo explicito, vejamos que a generalizacdo que fizemos acima realmente fornece os resultados
corretos para as degenerescéncias. Chamemos de Ny a degenerescéncia do estado fundamental. Para spins S
semi-inteiros, a degenerescéncia do estado fundamental é encontrada pela soma dos multipletos pares. Portanto,

S 1

Ny = i deg (2.), (4.47)
J=0

onde deg (J) = 2J + 1 é a degenerescéncia do multipleto de J. Entéao,
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LN | S ] o |
3 1 a=(-1,3,3)
4 | 3 o= (=g —16: 35 3)
5 2 Jo=(-1-3-% %)

Tabela 4.2: Hamiltonianos de spin S simétricos por transformagdes de SU(N) (ver Eq. (4.9)), com a represen-
tagdo fundamental do grupo SU(N) em ambos sitios.

s-3
Ny = (47 +1) (4.48)
J=0
_1 1
_ k8 2)2(S+2)+S+% 4.49)
= 5(25+1) (4.50)

Para valores inteiros de S, somando sobre multipletos de momento angular total impar, encontramos

M

Ny = deg(2J — 1) (4.51)
ng

= > (4J-1) (4.52)
J=1

— 4x w _s (4.53)

= S(25+1) (4.54)

Assim como na Sec¢do anterior, deslocamos a energia por um fator —FE;. Depois do deslocamento, os
estados excitados passam a ter energia zero, e ficamos com a soma sobre os projetores de multipletos do estado
fundamental

Hsyny = —R (4.55)

25 Py , se 25 é impar
Pojy1 ,se2S épar

J=0

onde, novamente, —R = Ey— F; < 0. Usando o projetor em multipletos, Eq. (5.2), encontramos o Hamiltoniano
invariante sob transformacoes SU(N). Explicitamente, calculando Eq. (4.55), chegamos aos valores da Tabela 4.2.

Assim como no caso anterior, usando a Eq. (4.4) faz com que consigamos reescrever o Hamiltoniano em
termos de TEIs. Este caso é menos relevante para o diagrama de fases que trataremos no Capitulo seguinte,
portanto, ndo prosseguiremos nesta rota.

4.6 Conclusoes

Neste Capitulo, desenvolvemos a teoria necesséaria para o tratamento de cadeias de spin usando a linguagem de
TEIs. Em particular, fomos capazes de escrever o Hamiltoniano mais geral invariante por rotagoes e reversao
temporal em termos de TEIs, uma vez que identificamos os operadores escalares nesta linguagem. Além disso,
identificamos que sempre ha pontos no espaco de parametros onde o Hamiltoniano de spin S apresenta simetria
explicita SU(25 +1). Séo esses os ingredientes basicos a partir dos quais construiremos o método de SDRG que
permitird o mapeamento do diagrama de fases desta classe de sistemas de spin. Como o caso de spin § = %
apresenta somente acoplamentos do tipo Heisenberg (j& que as matrizes de Pauli quadram para um) e o caso

de spin 1 foi tratado no Capitulo 3, nos focaremos majoritariamente em spins % e 2.



CAPITULO 4. TENSORES ESFERICOS IRREDUTIVEIS E HAMILTONIANOS DE SPIN

46



Capitulo 5

Cadeias de spin desordenadas
invariantes por rotacoes

5.1 Breve Introdugao: Sistemas invariantes por transformacoes SU(2)

Neste Capitulo, seguimos o estudo de cadeias de spins desordenadas, mapeando o diagrama de fases das cadeias
de spin de spin S invariantes por rotacoes. Os resultados deste Capitulo encontram-se publicados em [66].
O Hamiltoniano do sistema, escrito em termos de TElIs, foi introduzido no Capitulo anterior,

Nsites Nisites Jmax
H=> Hii= > > K0;(8:8i1). (5.1)
i=1 i=1 J=0

A motivacao para estudar este problema nao é somente tedrica, mas também experimental. A relevancia
experimental de sistemas com um grande niimero de graus internos de liberdade vem da possibilidade de sua
realizacdo em sistemas de matéria condensada ou, mais promissoramente, em sistemas de atomos frios em redes
épticas. Candidatos incluem os bésons alcalinos, como o ?*Na e 87Rb, além de férmions alcalinos (}*2Cs) e
alcalinos terrosos (*Be, 3°Ba, ¥*"Ba, 87Sr or 1™¥Yb). No limite isolante de Mott, os termos relevantes para a
descrigdo da interacdo spin-spin vao além do termo de Heisenberg. [50, 67, 51, 68]

Em alguns outros casos, o sistema possui uma simetria explicita maior que a simetria SU(2) usual. Por
exemplo, para o caso de férmions de spin %, uma simetria SO(5) exata foi descoberta sem haver a necessidade
de ajuste fino de acoplamentos [67, 68]. No caso de dtomos alcalinos terrosos, o spin total é de origem puramente
nuclear e desacoplado da dindmica restante. Estes sao graus de liberdade que realizam uma simetria SU(N > 2)
[69, 70], como no caso de 87Sr (N = 10) [71] ou 1™¥Yb (N = 6) [72]. Um estado isolante de Mott SU(6) também
foi realizado em ™¥Yb[73], mesmo com a impossibilidade de abaixar a temperatura em escala inferior Aquela
provinda pelo acoplamento de spins.

E relevante notar que no Hamiltoniano de spins que descreve o setor de baixas energias de um sistema de
atomos frios em redes Opticas comensuraveis, com espalhamentos de onda s sendo considerados, somente estados
de momento angular total de pares de spins com valores impares estao presentes. Tal selecdo é consequéncia
da simetria (ou anti-simetria) da fungdo de onda de um par de &dtomos bosdnicos (ou fermidnicos) [29]. Para
fazer a conexdo do Hamiltoniano Eq. 4.9 com estados de momento angular total de pares com valores bem
definidos, comegamos por escrever o projetor nestes estados. Para um par de spins S, o projetor em um estado
de momento angular total S é [54]

e Q. . (2Si-Si+1+2S(S+1)—a(a+1))
PS (Szyserl) - §(§+1) —U(U+1) ’ (5'2)

S
= Y [SMm)y(SMm], (5.3)

M=-3
onde ¢ = 0,1,...,25. Quando escrito em termos de projetores nos estados de momento angular total, o
Hamiltoniano toma a forma seguinte
Jm,aa:

H=> 3 &”P(8:,8:1). (5.4)
J=0

i
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’ Descrigao \ Notagao ‘
Acoplamento do produto escalar de operadores nos sitios i e 7 + 1, poténcia n ozl(n)
Acoplamento de tensores de ordem J nos sitios i e i + 1 Ki(J)
Operador tensorial esférico de ordem J, componente M, spin S Y (S)
Projetor em um multipleto de momento angular total S Ps(S;,8:11)
Acoplamento de um projetor no estado de momento angular total .J, sitios i e 7 + 1 cgJ)

Tabela 5.1: Notacao usada neste Capitulo.

K, K, Kj
cee 4. . ‘ t ces

Ist order  2nd order

Figura 5.1: Representagao esquematica do procedimento de dizimagao. Os spins dizimados podem ser comple-
tamente eliminados da cadeia ou substituidos por um spin efetivo S, dependendo do multipleto fundamental
do Hamiltoniano Hs 3. O conjunto de constantes de acoplamento renormalizadas K é dado nas Egs. (5.12) e
(5.22).

Voltaremos ao Hamiltoniano escrito na forma da Eq. (5.4) posteriormente, assim como o mapeamento

61('J) =2 K i(‘]). Para a Secdo seguinte, onde o procedimento de SDRG sera desenvolvido, é mais conveniente usar
a forma da Eq. (5.1).

5.2 Procedimento de Grupo de Renormalizacao

Neste Sec¢ao, mostraremos como o procedimento geral explicado no Capitulo 2 pode ser aplicado a Hamiltonianos
que seguem a Eq. (5.1).

O procedimento de GR sera encontrar o maior gap local A;, Q = max {A;}, que serd o “cutoff” de energia
e determinara os sitios onde a dizimacao serd feita. Seja #; ;41 o Hamiltoniano que acopla os spins S; e Si41.
Suponhamos que i = 2 ¢ 2 = Ay. O Hamiltoniano de 4 sitios, que inclui os sitios vizinhos ao par de spins 2 e
3,¢é

Hasites = H1,2 + Hoz + H3z . (5.5)

J& que o maior gap é gerado pela interacéo local dos spins Sy e S3, trataremos H; 2 + Hs3 4 como perturbacgao
de ’H273.

Vamos agora mostrar como calcular o passo de dizimagdao. A Fig. 5.1 resume o processo de dizimagao e
pode ser usada de guia durante a leitura dos passos detalhados que faremos a seguir.

5.2.1 Teoria de perturbacao de primeira ordem

Nos casos onde o multipleto fundamental do problema de dois spins nao é um singleto, é geralmente suficiente
tratar o problema usando teoria de perturbagdo de primeira ordem. O passo de dizimagao consiste em congelar
os spins Sy e S3 em seu mulipleto fundamental. Conforme mostraremos em mais detalhes a seguir, isso é
equivalente a substitui-los por um spin efetivo S. Os acoplamentos renormalizados K EQ, que conectam o spin S
aos spins 57 4, sdo obtidos projetando #; 2 + Hs 4 no multipleto de estados degenerados. Mostraremos também
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que o Hamiltoniano projetado tem a mesma forma funcional que o Hamiltoniano original, o que vai permitir a
iteragdo dos passos do SDRG.

Vamos agora ao passo-a-passo de como proceder sob a 6ptica do SDRG. Projetando ;2 no multipleto
fundamental de momento angular S, obtemos

Jmax

J
s = L 30 ()Y Vo (81) [PsYoow (S2) Pl (5.6)
M=—J

onde Py é o projetor na Eq. (5.2). O subscrito (1) em 7—2% indica que a correcdo é feita em primeira ordem de
teoria de perturbagdo. A projecdo de Hs 4 segue de maneira analoga.
Usando o projetor da Eq. (5.2) explicitamente, encontramos que esta é dada por

PsY;_a(Se) Py = (Z |SM") <SM’|) Y- (S2) (Z |SM") <§M”\> ,
M/ M
Z |SM') Z SM"| (SM' |Yy_s (S2)| SM”).
M’ M
Usaremos o TWE [54], Eq. (4.30), para manipular o elemento de matriz (SM’|Y;_ys (S2)| SM"). De acordo

com o teorema, este elemento de matriz é proporcional a <S 1Y (S2)]| S ) e ao coeficiente de Clebsch-Gordan
<J S;—MM" |J S, SM’ ). Para podermos escrever o Hamiltoniano em termos de um novo spin S, usamos o TWE
mais uma vez para calcular <§M'| Y M (g) |5'M">, onde S, foi substituido por S. O elemento de matriz de
Y M (S) é proporcional a <5’ | |YJ (S) H .§’> e ao mesmo coeficiente de Clebsch-Gordan, o que implica que

(SM' [Yy-a (S2)| SM”) — (S[|¥s (S2)I| S)

= = = = L 5.7
B Yo ©) 507~ 51V G)]13) o
Isolando o elemento de matriz (SM’|Y,_as (S2)| SM") na equagio acima, chegamos em
PsYy_n(S2) P MZZ\SM’ SM'|Yy_n (S)|SM") (SM"|, (5.8)
(S1[Ys (8)I19) 47 °7
(S11Y7(S2)|S) &
- ~—~~P~YJ_M (S) P~7 (59)
(S, S)18)° ’
= (82, 85,5) PsYs_u (S) Py (5.10)

sendo que a funcio f(/) nio depende de M. Esta é uma caracteristica importante do passo de dizimacio, e que
garante a manutencao da simetria SU(2) do Hamiltoniano efetivo.

A Eq. (5.10) é parte fundamental do processo de dizimagdo, e mostra que o Hamiltoniano renormalizado
tem a mesma forma funcional que o Hamiltoniano original. Deixaremos o calculo da razao dos elementos de
matriz reduzidos que define f(/) (527 Ss, 5’) para o Apéndice E. Para os acoplamentos, concluimos, portanto,
que

K = £ (8, 85,8) K. (5.11)

Para o acoplamento efetivo entre S e S, o cdlculo pode ser feito seguindo os mesmos passos, com a substituicao
Ss = S3. Os acoplamentos vizinhos K f‘]) e Ké‘])séo renormalizados, entdo, de acordo com

K = 1) (85,85, 8) K, K = 1) (85,85, 8) K7, (5.12)

enquanto o conjunto de acoplamentos {K éJ)} é removido da cadeia. Esta é uma generalizacao para tensores

de ordem maior do procedimento de GR mostrado por Westerberg et. al. [26].
O Hamiltoniano renormalizado, que conecta o spin S; com o spin efetivo S apds a dizimagao, fica sendo

Jlnax J
7'251% = Z Ky Z (=)™ Y (S1) Yo (S), (5.13)
J=0 M=—J
Tmax N
= Y K"0s(s51.9). (5.14)

J=0
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e analogamente para 7:1512

E interessante notar que o acoplamento efetivo IN{i‘]) pode ser nulo mesmo se S # 0. De fato, hd duas
possibilidades onde a renormalizacao encontrada acima se anula:

Caso (i): Se a ordem do tensor J é maior que 25. Se este é o caso, a projecdo é zero pelo simples fato
que o momento angular é conservado. Um exemplo é quando Se = S3 = 3/2 (portanto, Jmax = 3), a ordem do

tensor é J = Jpqe = 3 € 0 spin efetivo é S = 1. Este caso aparecerd futuramente no estudo de cadeia de spins
3

R

Caso (ii): Se a funcao ) se anula em alguma combinacio de S;, S5 e S nido contemplada na
regra (i). Por exemplo, se Sy = S3 = % eJ=5=2 f) (52,53,5’) = 0. Note que J < 25 e, entdo, a
regra (i) ndo é violada. Como néo hd maneira genérica de saber quando estes anulamentos das constantes de
acoplamento ocorrerao, as consequéncias devem ser analisadas caso a caso, dependendo dos spins e ordem dos
tensores.

O caso de tensores de ordem mais baixa J = 1, isto é, o Hamiltoniano de Heisenberg, foi estudado em
detalhes previamente [27, 26] (ver os resultados citados no Capitulo 2). E importante notar, em particular, que
os acoplamentos efetivos com J = 1 nunca se anulam, desde que S #0.

E também relevante notar que os novos spins gerados S ndo sdo necessariamente iguais aqueles removidos da
cadeia. A caracterizacdo completa do fluxo do SDRG envolve, portanto, determinar o modo como a distribuigao
conjunta de acoplamentos e de spins flui conforme a escala de energia {2 é reduzida.

Destacamos, por fim, que os calculos acima assumem que o estado fundamental do problema de dois spins
tem um spin bem definido S. O caso em que o estado fundamental é composto por mais de um multipleto de
spin requer um procedimento de SDRG mais elaborado. Como essa degenerescéncia de multipletos s ocorre
quando os acoplamentos do Hamiltoniano sdo finamente ajustados, este caso nao serd contemplado em nosso
trabalho.

5.3 Teoria de Perturbacao de Segunda Ordem envolvendo singletos

Quando o spin do estado fundamental do problema de dois spins é igual a zero, a teoria de perturbacao de
primeira ordem se anula e a andlise das correcoes de segunda ordem é necessaria. Vamos comecar enunciado
o resultado do calculo, para depois mostramos os detalhes. O par de spins Sy e S3 é congelado em um estado
de singleto e acoplamentos entre os sitios vizinhos 1 e 4 surgem devido a flutuagoes virtuais do singleto. Além
disso, acoplamentos de tensores de ordens diferentes nao sdo misturados no processo.

Vamos entao aos calculos detalhados. Chamemos S = S = S3, j4 que uma condi¢do necessaria para
formacdo de singletos é que os spins nos dois sitios sejam iguais. De maneira geral, a renormalizacdo do
Hamiltoniano via segunda ordem de teoria de perturbagdo é dada por [54]

. . 1 -
HE) = Po(Hiz+Hsa) PP (Hiz+Haa) Po. (5.15)
0o — Ha,z3

onde Ey é a energia do singleto, Py é o projetor no estado de singleto e P = 1 — Py é a projecdo em outros

multipletos J' = 1,...,2S. Negligenciando termos constantes, chegamos a

. . 1 -
H) = PyHy o P—————— PH3 4Py + Hec. (5.16)
? EO — HQ

Escrevendo Hi 2 e H3 4 explicitamente, chegamos ao desafio de calcular PyY;_ps (S) P. Denotemos por J' #0
um estado de momento angular total presente no operador de projecao P. Pelo TWE [54], o tnico valor de J’ que
contribui para a soma é o valor J' = J, isto é, (00|Y;_ns (S)| J'M') & 50, . Portanto, somente o tensor
cuja ordem ¢ igual a0 momento angular total do par contribui para a teoria de perturbagao de segunda ordem.

Definindo Jiyax = min (Jmax, 25) e AE(0,J) < 0 sendo a diferenca entre a energia do estado fundamental
(singleto) e do estado excitado de momento angular total J, temos

J J
i o (00 [Yy_ps (S)| JM) (JM |Yyar (S)] 00)
Hﬁ =2 Jzzl KD Z:_J AE(0,J) Yiar (S1) Yy (S4). (5.17)

Vamos calcular explicitamente a dependéncia em M da equagdo acima. Para isso, analisemos em detalhes o
produto de elementos de matriz (00 |Yy_as (S)| JM) (JM |Yspr (S)]00), usando o TWE. Como os elementos de
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matriz reduzidos sdo independentes de M, a dependéncia em M pode vir somente dos coeficientes de Clebsch-
Gordan correspondentes, (JJ; —MM |JJ;00) e (JO; MO0 |JO; JM ). Estes simbolos de Clebsch-Gordan séo dados
por

(JJ; —~MM|JJ;00) = ﬂ (5.18)
V1+2J
(JO; MO|JO; JM) = 1. (5.19)

Multiplicando ambos, encontramos que a dependéncia em M é(—l)M e, portanto, o produto pode ser escrito
como

(00[Y s (S2)| JM) (JM [Yyr (S3)|00) = (=1)" g (., S) . (5.20)

E importante destacar que nem o denominador de energia AFE (0,J) e nem a fungao g (S, J) dependem de M,
o que evidencia a simetria SU(2) do Hamiltoniano renormalizado.
Conclui-se, portanto, que o Hamiltoniano renormalizado acopla os sitios 1 e 4 e tem a forma seguinte

A =D K105 (81,84), (5.21)

onde as constantes de acoplamento renormalizadas sdo dadas por

= (J) g(S2,J)
K)) =22 22
L4 TAE(0,)

Das Egs. (5.12) e (5.22), fica claro a motivagdo para trabalharmos com TEIs. Sob transformagoes do SDRG,

KK, (5.22)

somente sao gerados Rl(‘j]) com J igual ao dos acoplamentos originais. Este fato simplifica substancialmente o
estudo do fluxo, justifica o trabalho com TEls e faz com que varios dos pontos fixos sejam escritos de maneira
simples.

Em resumo, determinamos o procedimento de dizimacao que permite tratar Hamiltonianos genéricos isotré-
picos de spin S, a menos de alguns casos em que os acoplamentos gerados em teoria de perturbacao de primeira
ordem sao nulos.

5.4 Pontos fixos AFs e a classificacao de estabilidade

A partir desta Secdo, aplicaremos o procedimento de dizimagdo mostrado anteriormente para o Hamiltoniano
de spins, Eq. (5.1), o que envolve determinar os pontos fixos do fluxo e a classificacio de sua estabilidade.

Conforme enfatizado nas Secbes 5.2 e 5.3, uma das razoes pelas quais o uso de TEIs é conveniente é que
tensores de diferentes ordens nao sdo misturados pelo procedimento de SDRG. Como consequéncia, se come-
¢armos dizimando uma cadeia cujos spins estao acoplados por operadores que sejam TEIs de ordem definida,
por exemplo, igual a I, entdo todos os passos de dizimac¢io manterdao os acoplamentos com J # I iguais a zero.
Portanto, podemos ja concluir que Ki(l) #0e Ki(J;H) = 0 é um ponto fixo do fluxo. A tarefa que resta é
calcular a distribuigdo de acoplamentos no ponto fixo Pj (K).

5.4.1 Fase de singletos aleatdrios com ) = %

Vamos comegar a analisar o diagrama de fases nos focando no caso mais simples: quando o estado fundamental
do problema de dois spins é sempre um singleto (Se¢do 5.3). Mais a frente argumentaremos que este é o
caso numa grande sub-regidao do espago de parametros. Como consequéncia de todas as dizimagoes serem de
segunda ordem, o tamanho dos spins se mantém fixo e igual ao valor inicial S. O fluxo do SDRG envolve, entao,
somente a evolugdo ndo-trivial das distribui¢oes de acoplamentos que, no regime de desordem forte (a menos
de transientes irrelevantes), é idéntica ao da cadeia de spin %, discutido no Capitulo 2 [2]. Para acoplamentos
de tensores de ordem I, que sdo assumidos serem fortemente desordenados no inicio do fluxo, a distribuigao
assintotica é

P
. pl—1 /0 L A
PrK)="a1q (% : (5.23)

sendo ¢ = 1 o expoente de tunelamento universal e 0 < K < Q [2]. Adicionalmente, P35 (K) = § (K), para
J#1
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Vamos agora delimitar uma regiao no subespaco de pardmetros onde temos a garantia de sé haver dizimacoes
de segunda ordem. O ingrediente necessario para que as dizimagoes sejam de segunda ordem é que os novos
acoplamentos gerados sejam tais que o estado fundamental se mantenha sendo singleto. Esse sempre é o caso
se (71)1+1 Ki(l) > 0, conforme mostraremos logo na sequéncia. Tal regido corresponde a um hiper-octante no
espaco de parametros. Numa cadeia de spins %, por exemplo, corresponde ao octante tridimensional KM > 0,
K® <0eK® >o0.

5.4.1.1 Pontos fixos sobre os eixos onde o singleto é o estado fundamental

Quando nos focamos em dizimacgoes sobre os eixos, somente tensores de uma determinada ordem digamos, igual
a J, sdo ndo nulos. A energia do multipleto de momento angular total J’, E; (J'), pode ser encontrada usando
a Eq. (4.41) em um autoestado genérico do Hamiltoniano |SS; J' M').

E;(J) = <SS;J'M’ OJ‘SS;J’M'>, (5.24)
= o {5 S bes s s (5.25)

Note que a simetria SU(2) do Hamiltoniano se reflete no fato que a energia do sistema é independente de M’.
Usando a Eq. (E.3), é possivel calcular o elemento de matriz reduzido (S ||Y; (S)||S) mas, por enquanto, tal
calculo nao é necessario. Como J e S sdo fixos, trabalhamos com a seguinte razao

~ / — EJ(J/)
ErD) = O st 0 151, GIIS)P
- <1)"’{:}; s g} -

A tarefa de minimizar (ou maximizar, dependendo de J e S) o lado direito envolve o valor minimo (ou maximo)
. [ J s S
do simbolo 65 { 7 S g
por célculo numérico explicito, verificamos que a condi¢ao de extremizagao é satisfeita quando J’ = 0. Isto nos
fornece evidéncia sélida que o singleto seja o estado fundamental quando (—1)‘] K >0.
Uma visdao geométrica do problema pode ser obtida considerando as constantes de acoplamento K; =

}. Nao é possivel escrever uma expressao analitica simples para tal simbolo mas,

<K i(l), ¢ i(‘]m‘”‘)) como definindo uma hiperesfera no espaco R”max. Nesta hiperesfera, representada na Fig. 5.2,

cada semi-eixo, no qual as dizimagoes sao tais que singletos sao formados, define um ponto fixo. Estes semi-eixos
podem ser escritos de maneira geral como

KM >0,K? <0,K® >0,. (5.27)
ou (—1)7** K > 0.

2

5.4.1.2 Estabilidade dos pontos fixos

Uma vez encontrado este conjunto de pontos fixos de desordem infinita, a questdo natural é se estes sdo estaveis
ou ndo, e quais sdo suas bacias de atracdo. Comecemos pela andlise da estabilidade. Para spins .S, a ordem do
acoplamento maximo é Jmax = 2S5 e existem, portanto, Jmax — 1 diregdes perpendiculares nas quais o ponto

)

J . e ~
fixo pode ser perturbado. Chamemos de 52( o desvio dos acoplamentos no sitio ¢, inicialmente nao-nulos na

5(J) B KI_(,J)_KgJ)*
;= ey

direcéo I, perturbados na direcdo J, sendo J # I, isto é, FR sendo K(/)* = (0 o valor no ponto

fixo. Em ordem mais baixa nio-nula para 6(/), as relacoes (5.22) se tornam
317 o 87857, (5.28)

onde negligenciamos o pré-fator numérico , cuja magnitude é da ordem da unidade, e irrelevante no regime de

desordem forte. Seguindo os mesmos passos da Ref [2], pode-se mostrar que o valor tipico de In ‘52(‘])‘ flui a zero
como

In )S}”‘ ~ —cl®?, (5.29)

- , . L. J
sendo ¢ = 1+2‘/‘;’ a razdo durea e I' = —log Q). Além disso, o valor tipico de § se anula como 5t(y; ~ exp (—CF¢).
Perturbagoes em quaisquer dire¢oes perpendiculares sdo irrelevantes (no sentido do grupo de renormalizagio).
Conclui-se, portanto, que todos os Jmax pontos fixos que moram sobre semi-eixos sdo estaveis com respeito a

perturbagoes que respeitem a simetria SU(2) e perturbem em dire¢oes perpendiculares aos eixos.
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Figura 5.2: Representacao esquemaética do hiper-octante que contém todos os pontos fixos AF totalmente
estéveis, aqui representados por circulos pretos nos semi-eixos (—1)‘]+1 K. Pontos fixos AF semi-estéveis
existem nos hiper-planos formados por duas ou mais dire¢oes coordenadas. Tridngulos vermelhos representam
o caso de duas diregoes coordenadas. Existem também pontos totalmente instéveis (quadrados verdes) no meio
do hiper-octante. Este ponto totalmente instével é simétrico por transformacoes do grupo SU(2S5+ 1), enquanto
os outros pontos fixos tém simetria SU(2S + 1) emergente, uma generalizagdo dos “mésons” SU(3) discutidos
no Capitulo 3.

5.4.1.3 Outros pontos fixos antiferromagnéticos de ¢ = %

Partimos agora para a busca de outros pontos fixos onde o estado fundamental do problema de dois spins é um
singleto, mas que nao sejam localizados sobre eixos. Para tanto, reescrevendo as equagoes do GR, Eq. 5.22,

em termos de varidveis angulares. Consideremos, como exemplo, o caso em que Ki(l) é nao-nulo e definamos
) . a
s¢) = K (2 < J < Jmax)- As relagoes de recorréncia do SDRG (5.22) se tornam

= KO
KO
1
K} = 20 (S,s) =50, (5.30)
2
7 = 298, s T =2, e (5.31)
onde s; = {552), RN sz(f]m“)} denota o conjunto das Jy,.x — 1 varidveis angulares e S; = S3 = S ¢é o valor do spin.

Note que as fungoes (D (S, s5) e 27 (8, 55) = ) /2D 530 fungdes somente dos dngulos, e independentes de
K2(1). O fato de que 55‘]4) depende somente do vetor sy é o que permite achar pontos fixos AF onde o vetor s

é mantido constante. E isso que faremos a partir de agora. No ponto fixo, o vetor s; é o mesmo em todos os
sitios. Denotemos por s* seu valor. A regra de dizimagao é

sW* = 2 (g, g*) s(* ()%, (5.32)

Note que, se s¢)* #£ 0, temos que Z(1)*s())* = 1. De maneira genérica, resolvendo o conjunto de Jyax — 1
equagoes acopladas (5.32) obtemos todos os pontos fixos AF que ndo estdo localizados sobre os eixos, e os
quais chamaremos de “pontos fixos angulares”. O pré-fator Z(/) (S,s*) depende de maneira nio trivial de S e
s*, 0 que nao permite uma solugdo genérica para valores genéricos de spin S. Repare que a nao trivialidade
estd relacionada com o fato de que o denominador de energia, na teoria de perturbacao de segunda ordem, é
nao trivial. Esta é uma consequéncia de trabalharmos com TEIs: o calculo perturbativo fica estruturalmente
simples, exceto pelos denominadores de energia. Resolveremos explicitamente a Eq. (5.32) nos casos de spins
S = % eS =2

A pergunta natural a se fazer é se esses pontos fixos de dngulo constante sdo estaveis ou ndo. Como veremos
agora, a estabilidade depende do tipo de perturbagdo que adicionamos ao sistema. Assumamos um ponto fixo
conhecido e dado pelo vetor s*. Definindo §(/) = s(/) — s(/)* ¢ expandindo a Eq. (5.31) em ordem quadratica
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Figura 5.3: Ingredientes bdsicos para uma fase de singletos aleatdrios de expoente 1) = % Neste exemplo,

J . .. ~ . ~ .
comecamos com Ki( ) <0 em todas as ligagoes, onde dizimagdes de primeira ordem sao assumidas ocorrerem,

com o estado fundamental do problema de dois spins tendo S = S. Em primeira ordem de teoria de perturbacio,
acoplamentos com K i(‘]) > 0 e spins efetivos S = S sdo gerados (dizimagao do tipo (b) na Figura). O problema

)

de dois spins com K i(‘] > 0 é assumido ter um singleto de estado fundamental (dizimacao representada com (a)

na Figura). A dizimagao de segunda ordem mantém o sinal de K Z.(J). Assintoticamente, metade das dizimacoes

s@o do tipo (a) e metade sdo do tipo (b), ingredientes necessarios e suficientes para uma fase de expoente ¢ = %

em ¢, chegamos a

Jmax
50 = SO (67 4 687 ) 4 D% 3 06 1 =g Del), (5.33)
K=2

. Usando que, para s())* #£ 0, temos Z())*s())* = 1, e mantendo somente os termos
Sp=s8* N
nao nulos de ordem mais baixa em d; 4, podemos reescrever a Eq. (5.33) como

K)x _ 98
onde ~( = =
asg )

(J (J * Jmax (K) *
g;{g:{él D 887 4 s s 4 UG para 50 0, 550

—'(J)5§J)5(J)

3 caso contrario.

=
—

Fica evidente, entdo, que para s(/)* #£ 0, 6(/) é caracterizado por um passeio aleatério, o que implica que seu
desvio padrao cresce de maneira ilimitada. Mais precisamente, |5(‘7 )’ ~ JoL'%asym 4 g sTYvm | com Qagym =

% (1 + 5+ 43(J)*7(J)*> € Qgym = % (1 + \/5 +4 (S(J)*W(J)*)2>, sendo dy e 09,5 a média e o desvio padrdo da

distribuicao de 6¢/)[2].

Concluindo, perturba¢des nas direcdes J nas quais s¢)* £ 0 sdo relevantes. Por outro lado, se s¢/)* = 0,
dai a equagdo (5.34) recupera (5.28), isto é, os valores tipico de |(5(‘])| ~ exp (—cI'?), o que quer dizer que
perturbagoes na direcao paralela a esta sao irrelevantes. Na Fig. 5.2, representamos esquematicamente estes
pontos fixos AF e suas estabilidades.

Nesta Se¢do, encontramos um grande ntmero de pontos fixos AF presentes no que chamamos de octante
AF, onde (—l)JK (/) > 0. E interessante notar que todos os pontos fixos encontrados apresentam estados
fundamentais compostos por singletos do problema de dois spins, que sao idénticos. Conforme mostraremos
em detalhes posteriormente, este fato implica em uma simetria emergente “mesonica”, mas agora estendida ao
grupo SU(N), com N =25+ 1.

Até o momento, nos focamos nos pontos fixos AF nos quais somente dizimacoes de segunda ordem, que
formam singletos, ocorrem. Naturalmente, existem outros pontos fixos nos quais o valor S do spin nao é
uniforme. Muitos destes sdo relacionados a mistura de acoplamentos FM e AF, e fluem para uma LSP [26].
Estes casos também serdo tratados posteriormente neste Capitulo.

5.4.2 Fases de singletos aleatoérios de v = %

No nosso Hamiltoniano de interesse ha um outro tipo de fase de singletos aleatérios, que pode ser diferenciada
pelo expoente v (e, consequentemente, pelas respostas termodindmicas que envolvem ). Neste caso, ¥ = %,
como consequéncia de fragoes finitas de dizimagoes de primeira e segunda ordem em baixas energias. Para
uma cadeia de spin S e todos os angulos iniciais iguais, esta fase é encontrada em semi-eixos do espago de
parametros onde o multipleto fundamental tem mesmo valor de o spin original S, ou seja, S = S, e onde os
acoplamentos vizinhos mudam de sinal sob dizimacdes de primeira ordem de teoria de perturbacio. E necessario,
adicionalmente, que o estado fundamental do problema de spins com acoplamentos efetivos de sinal contrario
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ao sinal dos acoplamentos iniciais seja um singleto. Estas condigoes estao representadas esquematicamente
na Fig. 5.3, e s@o suficientes para uma fase de singletos aleatorios de ¢ = % Assintoticamente, metade das
dizimagoes sao de primeira ordem e metade das dizimagoes sdo de segunda ordem, o que garante o expoente
Y = %, conforme mostrado no Capitulo 2. Em resumo, este expoente é decorréncia de somente as dizimagoes
de segunda ordem abaixarem a escala de energia significativamente [21]. O estado fundamental é uma colegéo
de singletos agora formados majoritariamente por trios de spin e, mais raramente, por 3k spins, sendo k& um
nimero natural maior que 1 (ver Fig. 3.8 para a representacao do estado fundamental).

Note que a condicdo de gerar S = S s6 ¢é possivel quando os spins iniciais sdo inteiros. De fato, verificamos
numericamente que, para spins inteiros com valor até S = 7, existe um semi-eixo no espaco de parametros em
que os ingredientes listados acima estao presentes e onde, portanto, o expoente 1 é igual a %

5.5 “Large Spin Phase”

Recapitulamos aqui os dois mecanismos distintos que podem levar o sistema a uma “Large Spin Phase” (LSP)
(para detalhes, ver Capitulo 2).

(i) Mistura de acoplamentos AF e FM;

(ii) Distribuicao de spins de desvio padrao finito.

Ambos mecanismos foram identificados no estudo da cadeia de Heisenberg feito em [26]. O primeiro meca-
nismo é o responsével, por exemplo, por uma LSP no eixo K (") com sinal de K Z-(l) aleatério, enquanto o segundo
mecanismo leva a uma LSP mesmo no semi-eixo K1) > 0 se a distribuicio de spins tiver um desvio padrio
nao-nulo.

Vamos revisitar as regras de dizimagao de primeira ordem, mostradas na Se¢ao 5.2.1, mas agora sob a 6ptica
de suas implicagoes fisicas. A determinacdo de qual fase predomina assintoticamente (fora do octante AF, onde
h4 total controle analitico) é uma questdo a ser analisada, caso a caso, pela implementagédo numérica dos passos
de dizimagdo, o que permite acompanhar a distribui¢do conjunta de acoplamentos e spins, Pg (K,S). Uma
caracteristica marcante das regras de dizimagdo, em comparagio com o caso da Ref. [26], é a possibilidade de
renormalizacdo para zero de acoplamentos vizinhos caso a ordem do tensor J seja maior que 1.

Ha duas possibilidades de gerar acoplamentos nulos, conforme enumerado na Secdo 5.2.1. Esta nulidade
dos acoplamentos gerados pode inviabilizar a caracterizacao fisica de algumas regides do espaco de pardmetro,
mas, fortuitamente, estas regioes sdo de contetido nulo e requerem, portanto, ajuste fino dos pardmetros do
Hamiltoniano. E importante notar, de antemao, que se acoplamentos de tensores de ordem 1 estdo presentes
(isto é, se K §J) # 0), entdo o controle sob o fluxo é total. Recordemos que

. S(S+1)+ Sa (S +1) — S35 + 1)K¢(1)7 (5.35)
25(5+1)

onde i = 1,3. Mas o multipleto fundamental neste eixo de J = 1 pode ser somente S = |S2 — S3| ou S =S5+,
)

. 1 ~(1 . . L
(dependendo do sinal de Ki( )) e, em ambos os casos, K l( serd nao-nulo. Concluimos, portanto, que a unica

maneira de obter acoplamentos efetivos nulos é em cadeias onde K Z-(l) # 0.

Os zeros do tipo (i) listado acima se proliferam no regime de spins efetivos S pequenos comparados & ordem
dos acoplamentos tensoriais J e sua geracao é esperada, portanto, nos primeiros passos de um fluxo para uma
LSP, j4 que durante o fluxo o spin efetivo cresce rapidamente. Para os zeros oriundos da consideragao (ii), ndo
h& uma regra equivalente: trata-se de um fenémeno que, até onde verificamos, ndo pode ser predito com uma
regra geral, ocorrendo mesmo depois dos passos iniciais onde a regra (i) poderia vir a ocorrer.

5.6 Cadeia de spins %

Nesta Secdo, analisamos em detalhes o limite de desordem forte da cadeia de spins % Comegamos analisando
as fases sobre um dos eixos. Ja que os eixos sao os pontos fixos estaveis, eles serdo o destino da maioria
dos fluxos e, portanto, merecem atengdo especial. Concomitantemente, vamos analisar os semi-eixos onde o
estado fundamental ndo é um singleto (ver Fig. 5.4 para um resumo dos resultados). Depois disso, vamos aos
pontos fixos onde dois dos acoplamentos sdo ndo-nulos em baixas energias, mas a razao entre eles é constante.
Finalmente, colecionando todos os pontos fixos encontrados, trabalhamos no diagrama de fases total sobre a
superficie da esfera K1) x K(2) x K®),
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Figura 5.4: Fases sobre os eixos.

l Eixo | Regra de dizimacao
1 KD D

K> 0] A - P
K@ <o | £® - 1 KVKD

14 =10 @

2
. ©F7)
(3) (3) _ 35 K7 K;
K¥>01 Kyj = 155 K

Tabela 5.2: Regras de dizimacdo em um semi-eixo AF, onde pares de dois spins sdo congelados em estados de
singletos.

5.6.1 Dizimacgao sobre um eixo

Comecamos a andlise nos focando nos pontos AF nos semi-eixos K1) > 0, K& < 0e K® > 0. As regras
- () g (D)
de dizimacao sao do tipo K ﬂl) =AU )%, conforme listado na Tabela 5.2. No limite de desordem forte,
2
o pré-fator é irrelevante e os trés pontos fixos apresentam mesmo comportamento. O fluxo de acoplamentos é

para uma fase de singletos aleatérios (de spin %) de expoente ¢ = %

Apesar das regras da Tabela 5.2 serem justificadas somente no limite de desordem alta, a analise do fluxo
do GR permite alguns comentérios sobre o limite de desordem fraca. Nos eixos K2 < 0 e K®) > 0, notamos
que o pré-fator 47) ¢ tal que 0 < /) < 1. Em analogia com o caso de spins % estudado por Fisher [2],
inferimos que, nestes semi-eixos, o fluxo é para a distribuicao de desordem infinita independentemente do desvio
padrao da distribuicao inicial. Ou seja, ndo ha uma transicao de fase entre fases onde a desordem é baixa e
onde a desordem é alta. O mesmo nao pode ser afirmado para o caso de Heisenberg K() > 0, onde o pré-
fator v(1) é maior que 1. Neste caso, para desordem baixa, os acoplamentos renormalizados podem ser maiores
que os acoplamentos iniciais, o que leva a fisica de baixas energias a ser descrita por outros pontos fixos (e,
consequentemente, outras fases)[25, 74, 75]. Nao hé consenso se o estado fundamental deste caso é uma fase de
spins aleatorios de spin % construida sobre um sélido de valéncia de spin 1 [25] ou se o sistema limpo é robusto
a introdugao de desordem pequena [74, 75]. O fato que acoplamentos maiores estabilizam a fase AF de singletos
aleatérios é um dos principais resultados encontrados neste estudo.

5.6.1.1 Fluxo nos outros semi-eixos

Conforme mencionamos na Se¢ao 5.2.1, a teoria de perturbagao de primeira ordem prevé uma correcao nula em
alguns casos onde a ordem do tensor J é maior que um e o multipleto fundamental vale S > 0. Curiosamente,
este é 0 caso para ambos os semi-eixos K2 > 0 e K3 < 0, na cadeia de spins % Vamos descrever o processo
natural para tentar corrigir este problema, o que permite obter um fluxo sem acoplamentos nulos por algumas
escalas de energia a mais.

Se K > 0, o célculo geral da teoria de perturbacio de primeira ordem resulta em

7@ _ 352 + 7 (29 — 623 — 3) + 3 (2 — 23 — 1) (22 — 23)
=

2
K :
27 (42 — 3) b (5:36)

onde z; = S; (S; + 1) envolve os spins dizimados e & = S (5’ + 1) é dado pelo estado fundamental do problema
de dois spins. Note que este resultado contempla o caso da cadeia de spin 1 descrita no Capitulo 3, pela
substituicdo T =1 = a2 =2 (S = 1), f(f) = —%K?).

L (2 .
A renormalizagio de Ké ) segue analogamente, pela mudanga xo &= x3. No caso do spin %, To = T3 = %.

Note que a combinagdo de spins S1.4 = % e o multipleto fundamental S = 2 é tal que a renormalizacio ¢ nula,

ou seja, K {2) =K §2) = 0. No Apéndice F, mostramos os detalhes de como calcular corre¢oes de segunda ordem

de teoria de perturbacao. Note que este caso nao foi contemplado na Secao 5.2.1, onde nos restringimos ao



CAPITULO 5. CADEIAS DE SPIN DESORDENADAS INVARIANTES POR ROTACOES 57

B 20 &8 20

Figura 5.5: (a) Passo do GR quando spins sdo iguais a % e K@ > 0. O estado fundamental do problema de

K=0

dois spins é S = 2 e a primeira correcdo finita para acoplamentos vizinhos é de segunda ordem. Ao contrario
do caso discutido na Secao 5.2.1, o passo de segunda ordem gera acoplamentos de tensores de ordem diferente
daqueles presentes no Hamiltoniano original. (b) Representacio esquemdtica de dizimagoes e da geracao de
acoplamentos nulos mesmo no caso em que a parte inicial do fluxo é controlada por dizimacoes de segunda
ordem de multipletos com S # 0. O par mais fortemente acoplado ¢ representado por uma linha vermelha. A
primeira dizimagdo gera um spin efetivo S = 2 (verde claro), que é acoplado aos seus vizinhos via K 51’3) #£ 0,
mas com Ki(Q) = 0. A segunda dizimagao leva a geracao de um spin %, com seu vizinho tendo K i(2) =0. A
terceira dizimagao envolve a dizimagdo de singletos (segunda ordem de teoria de perturbacao de singletos). Ja
que esta dizimagdo mantém a ordem dos tensores .J, envolvendo o produto direto de K(/) vizinhos, e o vizinho
direito tem somente K £ 0 enquanto o vizinho esquerdo tem K2 = 0, um acoplamento efetivo nulo volta
novamente aparecer.

calculo de segunda ordem quando o estado fundamental era um singleto de dois spins. O resultado, quando
termos nao-frustrantes de trés corpos e acoplamentos nao-frustrantes sao negligenciados é

@)?
(2) (Kl ) 90, - 36
AHZ) = —01——04]. (5.37)

onde O; = 0, (81 = %, S = 2). Por simetria, obtemos os acoplamentos que conectam ao sitio 4 pela substituicao
1 < 4. Mesmo com esta corre¢ao extra ao fluxo, porém, acoplamentos nulos ainda podem ser gerados, em
estigios posteriores. As regras de dizimagao sdo representadas esquematicamente na Fig. 5.5(a). Esta prescrigao
é suficiente para determinar com acurdcia as primeiras dizimagoes, mas acoplamentos zeros se proliferam em
dizimacoes tardias. Até o ponto onde o fluxo nao é dominado por estes zeros gerados, € tal que nao ha indicagoes
de crescimento do spin, e portanto, nem de LSP. A caracterizacao total da fase envolve eliminar o problema de
geracao de zeros através de (pelo menos) terceira ordem de teoria de perturbagdo, ou através de alguma outra
abordagem bastante diferente daquela feita neste trabalho.

Comecando com valores negativos de K3)| o estado fundamental de dois spins fornece S = 1. Mas operadores
de spin 1 nao apresentam acoplamentos de tensores de terceira ordem (lembre-se que operadores de spin com
25 < J ndo tém acoplamentos de ordem .J).

Note que no semi-eixo K3 < 0 a renormalizacio que leva a zero é do tipo (i) discutido na Secdo 5.2.1,
enquanto no semi-eixo K > 0, é relacionado ao caso (ii) da Segao 5.2.1. No Apéndice F, mostramos, em
detalhes, como calcular corregoes de segunda ordem para este caso. O Hamiltoniano que conecta um spin S; = %
com um spin S = 1 ¢, negligenciando interacoes de trés corpos, a menos de uma constante aditiva,

2
Kf’)) 63 189
AH(Q):(i —014+—0,). 5.38

L ‘Kém‘ 207 100" (5.38)

Aqui, O; = Oy (S1 = %,S = 1). Novamente, andlogo ao caso de K2 > 0, esta prescricdo é suficiente para
solucionar o problema de zeros nos primeiros passos de dizimacao. Nao ha, mais uma vez, indicagoes de geracao
de spins maiores na parte inicial do fluxo que conseguimos controlar.

5.6.2 Dizimacgoes nos planos

Vamos explorar agora os planos onde dois dos acoplamento sao inicializados com valores finitos. A estrutura do
estado fundamental do problema de dois spins S ¢ mostrada na Fig. 5.6. Na Tabela 5.3, listamos o conjunto de
cores vinculados aos possiveis S. O mesmo codigo de cores serd usado no estudo da cadeia de spins 2, mais a
frente.



CAPITULO 5. CADEIAS DE SPIN DESORDENADAS INVARIANTES POR ROTACOES 58

| Estado fundamental | Cor |
S=0 azul
S=1 vermelho
S =2 verde
S = laranja
S =4 roxo

Tabela 5.3: Esquema de cores para a andlise do estado fundamental do problema de dois spins nas cadeias de
.3
spins 5 e 2.

(b) K®

3
2
O momento angular total S pode ser S =0, 1, 2 e 3. As diferentes cores representam os estados fundamentais
do problema de dois spins (ver Tabela 5.3 para o esquema de cores). Os pontos fixos AF estdveis sdo aqueles
localizados sobre os eixos, com K1) > 0, K® < 0e K® > 0. Os pontos fixos localizados nos planos, mas
fora dos eixos (pontos pretos), sdo instdveis com respeito a perturbagoes nos planos e também podem ser
determinados analiticamente (ver o texto para mais detalhes). (a), (b) e (c¢) representam os planos K B) =,
K® =0e KM = 0, respectivamente.

Figura 5.6: Diagrama que representa o estado fundamental do problema de dois spins 5 e os pontos fixos AF.

5.6.2.1 Fluxo no octante antiferromagnético (regido azul)

Passamos agora para o caso em que duas constantes de acoplamento AF sdo ndo-nulas. Para tratar as dizimagoes
nos planos, comecamos listando explicitamente as regras mais gerais no caso AF. Sao elas:

(1) g (1)
) KYEK
Kf) =15 ———1 =8 oy (5.39)
(655" — 90K + 441"
) KO @
K} = -10———1 = v (5.40)
(4K2< )~ 40K + 49K} ))
s KO ®
g© 3 1 K3 (5.41)

2 (8K§” — 20K + 63K§3>) '

Tomando a razao das equagoes acima, obtemos a separacao da escala de energia das varidaveis angulares.
. ©) 3
Definindo s(?) = £ = e s6) = %, chegamos a

KD
) 2 () (2) [ 6— 90852 + 44155
S14 T T351783 @) @) | (5.42)
’ 3 4 —40s5” + 49s5
3 _ T 3 .36 908&2) + 441823)
54 = =81 83 @ & |- (5.43)
6 8 — 205y + 6355

Note que as equagoes acima devem ser complementadas com a equacao de renormalizacao do K

15 KV EM
(6 —90s$? + 441553)) K

K = (5.44)
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A condicdo de ponto fixo angular se torna 3(2) 352)* = séQ)* = séQ)* e éggi* = gg)* = ség)* = sgg). Uma

das maneiras de resolver este conjunto de equacdes é mantendo uma das varidveis, digamos s(?), iguais a zero,

e resolver para as outras (neste caso, resta somente 5(3)). Este é o mecanismo geral pelo qual os pontos fixos

planares do spin 2 séo encontrados.

2
No plano KM x K®) a solucdo na regido de singletos é s)* = %. Mantendo K®) = 0, encontramos o
ponto fixo s* = & (-9 — /141) ~ —0.70.

Podemos também procurar pontos fixos onde K1) = 0. Para tais, é conveniente introduzirmos as variaveis

() — KO y3) _ KO

= %@ (2) As regras sao:

(4t§1) + a9t — 40)

A1) __3,1),0)

t t t 4

14 = 3 ( RO 441t(3) 90) ) (5.45)

. (4t§1 + 49t(3 ~10)

O = . (5.46)
(8t§1 + 6315 20)

A solugao com t®) finito e tM) =0 6 t(3)* = 29 (1 — M) ~ —0.444.

Em suma, encontramos os trés pontos fixos AF nos planos. Estes pontos sdao representados na Fig. 5.6.
Conforme mostraremos, estes pontos sdo ingredientes fundamentais no estudo do diagrama de fases completo
da cadeia de spin % Do fato de que estes pontos sdo estdveis com respeito a perturbacoes fora dos planos, segue
que deve haver pelo menos mais um ponto fixo, instavel com respeito a qualquer perturbagdo SU(2). Conforme
mostraremos mais tarde, trata-se do ponto com simetria SU(4).

Por hora, vamos continuar o estudo nos planos, analisando outras regioes, onde o estado fundamental do
problema de dois spins nao é um singleto.

5.6.2.2 Fluxo do GR em outras regiées nos planos

Passamos agora a analise do fluxo em outras regioes do plano, onde o estado fundamental ndo é um singleto.
Assumimos que o angulo inicial é fixo e que a desordem estd na direcao radial. Vamos assumir adicionalmente
que comecamos de um ponto em que dois acoplamentos sdo nao-nulos, ji que dizimagdes sobre os eixos foram
contempladas anteriormente.

Comecamos nos planos K1 x K2 e K1) x K(3) Na regio laranja (Fig. 5.6), o fluxo gera spins S = S;+S; 11
em todos os passos do fluxo e, consequentemente, a fase é ferromagnética com K1) < 0 restando no limite de
baixas energias. Comegando o fluxo na regidao Vermelha(sv = 1) ou verde (5 = 2), somente K =£ 0, j& que

K® e K®) sao renormalizados para zero. Depois de alguns passos iniciais, terminamos com uma colecio de
spms 3 ¢ spins S, sendo S = 1 (S = 2) na regido vermelha (verde), acoplados por K(). Seguindo o fluxo
numerlcamente, encontramos que, ap6s alguns passos iniciais, o fluxo leva a uma LSP.

No plano K® x K®) o fluxo depende do angulo inicial. O segundo quadrante do plano é puramente
antiferromagnético, e foi analisado anteriormente. Na regido verde do primeiro quadrante, K (?) é renormalizado
para zero e spins efetivos S = 2 sdo gerados, acoplados por K| que passam a ter sinal negativo. Isto leva
a outras possiveis regras de dizimacdo, representadas na Tabela 5.4. E interessante notar que estas regras sao
fechadas com relagdo ao fluxo do SDRG. Em baixas energias, a regra do tipo 4 da Tabela 5.4 sobrevive, e a
fase é novamente uma fase de singletos aleatérios no semi-eixo K®) > 0 e expoente igual a % Note que esta
fase AF depende fortemente do fechamento das regras de dizimacao, j& que spins S # % sao gerados nos passos
iniciais do SDRG.

Comegando com angulos na regido vermelha do terceiro quadrante também gera-se spins diferentes daqueles
presentes no inicio do fluxo (no caso, S = 1). As regrab de dizimacao sao bastante parecidas com as descritas no
pardgrafo anterior, com as mudancas K2 = —K®) e S = 1. Novamente, a fisica de baixas energias é descrita
por uma fase de singletos aleatdrios de expoente ¥ = 2, agora no semi-eixo K2 < 0.

No quarto quadrante, o fluxo ndo é totalmente controlado ji que uma das constantes de acoplamento, K (?)
ou K@) é automaticamente renormalizada para zero, dependendo se a regido ¢é a verde ou a vermelha (Fig. 5.6).
A constante de acoplamento restante também se anula em estdgios posteriores do fluxo. O que difere este caso
dos anteriores é o fato de

(i) Nao haver um conjunto finito de regras (spins e acoplamentos) fechados sob agdo do SDRG (o que ocorre
em outros quadrantes deste plano);

(ii) Ndo haver acoplamentos K" presentes na cadeia.

Somente quando estas duas condi¢des sdo concomitantemente satisfeitas é que existe a possibilidade de haver
um fluxo onde acoplamentos nulos sao gerados, e sobre o fluxo resultante ndo temos total controle, em baixas
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’ Regra \ So \ S3 \ Acoplamentos \ S \ Regras do GR ‘
3 | 3 @ 3 ® 17-3) 2 _
1 3 § KQ,KQ >0 2 {13}—7K{13}6K{ 3}—0
2 |2 |2 [KP <0, kP =023 KY="3KkYckY =1k
- IE)
3 |22 |KY>0KY=0[0]| Ordeml; K = gKK{;
K<3>K<3>
4 |23 kP >0, kP =0|0| Ordem2 K3 =2 L

Tabela 5.4: Regras de dizimacao na regiao verde (S = 2) do plano K® x K®) (Fig. 5.6).

energias. Note que alguns semi-eixos correspondem a casos em que isso ocorre. Repare também que uma
pequena perturbacio na direcdo K1) é suficiente para evitar acoplamentos nulos, e leva o sistema a uma LSP.

5.6.3 Linha SO(5) e pontos SU(4)

Delimitamos agora regioes no espaco de parametros do Hamiltoniano de spin % onde o grupo de simetria do

Hamiltoniano é maior que SU(2). A discussio feita nesta Secdo é baseada numa tradugdo da Ref. [68] para a
linguagem de TEIs. Na Ref. [68], mostrou-se que o Hamiltoniano das cadeias de spins % possui uma simetria

aumentada para SO(5) em uma regido finita do espago de parAmetros. Ainda mais interessante é o fato que esta
regido é aquela acessivel a experimentos de dtomos frios. Em tais experimentos, regras de sele¢do determinam
que somente multipletos pares de dois spins estdao presentes no Hamiltoniano efetivo, isto é,

Nsites
HSO(S) = Z EEO)PO (S“ Si+1) + EEQ)PQ (SZ, Si+1) . (547)
i=1
Nos restringindo a multipletos pares (ou seja, 651) = egg) = 0), e descartando o termo constante Ki(o),

encontramos as relagdes de transformacao entre K e e:

W _ T, @

K,/ = 1 (61 +¢ ) ) (5.48)
@) T O @

K" = T (eZ 3¢, ) , (5.49)
@ _ _Am 0 @

K" = 315 (Q‘ +e¢ ) . (5.50)

2
Trabalhando na superficie da esfera de raio fixo 72 = (K i(l)) + (K 1(2)> (K (3)> achamos que os acoplamentos

podem ser parametrizados convenientemente através de

21r,

KZ-(U = —\/Z%cosﬁi, (5.51)

Ki(z) = r;sinb;, (5.52)
4r;

K® = -7 cos 0;, (5.53)

sendo 0 < 0; <2mer; >N0.
Quando 7; cos; = —34157, r;sin@; = %, o Hamiltoniano apresenta um simetria ainda maior: SU(4), com
a representacdo fundamental escrita em termos de spins em cada sitio [76, 68] (ver Apéndice B para uma

introducao ao grupo SU(N)),

A 1A 4 A
HSU(4)¢1 = Z R; (01 + 502 + 2103) s (554)

onde o acoplamento R; é aleatério. Os operadores da equagdo acima sao 0) 7= 0) 7 (Si,S;+1). Note que este
ponto do espaco de pardmetros tem um estado fundamental com degenerescéncia 6 (os multipletos de S = 0
e S = 2 sdo degenerados). As regras do SDRG e o fluxo neste ponto sdo explicados na Ref. [21], onde foi
mostrado que o fluxo do SDRG gera todas as representagoes de SU(4) e que, em baixas energias, as fracoes
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Figura 5.7: Diagrama de fases da cadeia desordenada de spins % com simetria SU(2), cujas fases sdo repre-
sentadas sobre esfera unitaria. Os pontos sobre a regiao azul da esfera representam condigdes iniciais do fluxo
numérico do SDRG, sendo o angulo inicial fixo. Os pontos sao coloridos de acordo com o ponto fixo para os
quais eles fluem assintoticamente, e uma colecao de pontos de mesma cor delimita uma bacia de atracao. Os
pontos bege fluem para o ponto fixo K1) > 0, enquanto os pontos marrons fluem para o ponto fixo K2 <0, e
nos pontos brancos sobrevivem, em baixas energias, somente os acoplamentos K () > 0. Também representada
na regiao AF azul da esfera, em preto, os pontos fixos angulares planares, onde acoplamentos de uma determi-
nada ordem sao inicialmente zero e assim se mantém durante todo o fluxo. Os dois pontos fixos com simetria
SU(4) sdo representados em rosa. Um deles estd na regido AF, enquanto o outro se localiza na fronteira entre
as regioes de singleto e quintupleto. A linha vermelha representa a curva onde o Hamiltoniano é invariante por
transformacoes SO(5), que obviamente contém o ponto SU(4). O estado fundamental de todas as fases AF é
composto de uma cole¢io de singletos idénticos aos singletos formados no ponto rosa, de simetria SU(4), o que

implica que toda a regido azul é uma fase de singletos aleatorios de SU(4), com expoente 1) = %

de cada representagao sao as mesmas. Foi mostrado que o estado fundamental é formado por uma colecao de
singletos de SU(4), com uma relagdo de energia-comprimento com expoente 1 igual a %.

Quando eEO) = 61(;2) = —%Ri, ou equivalentemente, r; cosf; = —‘;157, r;sinf; = —%7 temos outro ponto com
simetria SU(4):
Hovap = S Ri(01—10,+ =0 (5.55)
SU@b = i i 1 32 5173 ) .

Neste caso, sitios alternados contém representagoes fundamentais e anti-fundamentais do grupo, sucessivamente.
O fluxo do SDRG consiste de dizimagoes de segunda ordem que formam singletos de SU(4) em todos os passos,
0 que leva a um expoente ) = %, mas com singletos invariantes pela simetria SU(4). Obviamente, trata-se de
um ponto fixo angular, ja que o SRDG preserva simetrias do Hamiltoniano.

5.6.4 Fluxo antiferromagnético sobre a superficie da esfera

Os trés pontos fixos AF estédveis, mais os trés pontos fixos nos planos, além do ponto fixo instavel SU(4), tornam
o fluxo na regidao AF bastante rico. Para analisar em detalhes as bacias de atragdo, implementamos o fluxo do
GR numericamente. A condi¢ao inicial é de angulo fixo sobre a superficie da esfera, com a desordem na varidvel
radial. A cadeia é inicializada com ~ 10° spins e os raios sdo escolhidos de uma distribuicio uniforme, com

.. . . . ; (i) ,
dominio entre 0 e 1. Para caracterizar o fluxo, analisamos as varidveis angulares, <angK (‘)> = <KT>, além de
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(3)

_K(2

Figura 5.8: Regido em que K®) > 0 e o fluxo numérico do SDRG com diversas condicoes iniciais. Representados
na Figura estao os valores médios das variaveis angulares durante o fluxo. Ha4 uma cole¢ao de condigoes iniciais
perto da linha que separa as bacias de atracéo dos pontos fixos K2 < 0 (marrom) e K G >0 (branco). Durante
uma grande fragao do fluxo, o ponto fixo planar (preto) com K (1) = 0 domina o fluxo, porém, assintoticamente,
o fluxo converge para um dos pontos fixos estdveis. Também representado na Figura estd o fluxo comecando
préximo ao ponto com simetria SU(4) e K ) > 0, perturbado infinitesimalmente nas duas direcoes independentes
onde a simetria SO(5) é preservada. O fluxo se mantém sobre a linha de simetria SO(5), ji4 que pontos fora
desta linha tém simetria menor.

seu valor absoluto <ang |K (@) |> = @> Os resultados liquidos estao representados na Fig. 5.7, onde pontos
distintos representam diferentes condigOes iniciais, e cuja coloragao é determinada pelos valores assintéticos das
variaveis angulares.

Note que todas as fases AFs correspondem a cole¢oes de singletos aleatérios, com ¢ = % Pela topologia do
diagrama de fases, notamos que os singletos produzidos no ponto SU(4) sdo os mesmos que os produzidos nos
outros pontos fizos, em particular nos pontos fixos estaveis (os semi-eixos AFs). Concluimos, portanto, que o
estado fundamental de toda a fase AF é invariante por transformagoes SU(4). Esta é uma generalizagdao para
cadeias de spin % e para o grupo SU(4) do chamado ponto fixo “mesonico” que encontramos na cadeia de spin
1, no Capitulo 3.

Outra caracteristica interessante é que os pontos fixos correspondentes aos semi-eixos com tensores de ordem
maior que 1 (pontos brancos e marrons no diagrama de fases) tém uma bacia de atracdo grande comparada
com o ponto fixo de Heisenberg KW, mostrado em bege. Também evidente da Fig. 5.7 é o fato que o ponto
fixo KM > (0 é mais préximo & fronteira com outros multipletos. O fato de que tensores de ordem mais alta
estabilizam a fase AF é um dos principais resultados deste trabalho.

A proximidade do ponto de Heisenberg da fronteira onde outros multipletos passam a ser o estado fun-
damental do problema de dois spins (5' # 0) também explica o porqué da implementagdo do SDRG nao
ser necessariamente boa quando somente K1) #£ 0. Como o denominador de energia é pequeno, o pré-fator
A1) = g é maior que 1, o que pode comprometer a implementacao do SDRG no regime de desordem inicial
baixa [25, 74, 75].

Caracterizamos também o fluxo préximo a fronteira entre bacias de atragdo. Consideramos a fronteira
entre os pontos fixos K2 < 0 e K®) > 0. Comecamos de uma colecio de linhas, representadas em branco e
marrom na Fig.. 5.7. As linhas marrons representam os fluxos que assintoticamente terminam no ponto fixo
K® < 0, enquanto as linhas brancas sao aquelas em que o fluxo é na direcio de K®) > 0. O caminho aos
pontos fixos incluem excursdes préximas aos pontos fixos planares, no caso, o ponto fixo do plano K2 x K.
A aproximacao do ponto fixo planar é maior conforme a distancia da condic¢do inicial & linha critica é menor.
Comecando exatamente sobre a linha critica, o fluxo termina no ponto fixo planar.

A condigao angular inicial também pode ser escolhida, em contrapartida, préxima a linha critica SO(5), que
conecta os pontos fixos SU(4), e inclui o ponto fixo sobre o plano K® =0 e o ponto fixo K@ #£ 0. Esta linha
é representada em preto e em marrom na Fig. 5.7. Os dois tipos de perturbagao, que levam as curvas marrom
ou preta, podem ser descritos a partir das Eqs. (5.51)-(5.53), com r =1 e sinf; = % +te ek

Para outras regides na esfera, fora da regido azul, também seguimos o fluxo numericamente. De maneira
geral (a menos de regides de conteido nulo, como regides nos planos, que foram discutidas anteriormente), o
fluxo tende a uma “Large Spin Phase”, com somente K (1) = 0 em baixas energias, exceto na regido laranja,
onde o fluxo é completamente ferromagnético.
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AK(l) AK(z) AK(3) AK(4)

RSP 2 RSP ?
wep | W=3 )
® ® ® ®
RSP RSP RSP

Figura 5.9: Fases da cadeia de spin 2 com simetria SU(2), quando a conexao entre spins adjacentes se d4 através
de tensores de uma sé ordem. Comparado ao caso do spin %, encontramos adicionalmente uma fase de singletos

aleatoérios com ¢ = % quando K®) < 0. Além disso, no semi-eixo K < 0, a fisica é descrita por uma fase
de singletos aleatérios com ¥ = %, enquanto o semi-eixo K4 fornece acoplamentos efetivos nulos, o que torna
impraticavel determinar a fisica de baixas energias pelo método aqui proposto.

| Plano | Ponto fixo planar |
KD xK® [ K®=_-L (39+4V141) KO, KD >0
KO « K®) KB — %K(l)’ KO >0

KW x KW [ KW =—-2-(59+18181) K), KM >0
K® x K® K®=1({1-V4I)K? K? <0
K@® « K@) K@ — %K(Q), K® <0

K® x K®) K@ — _%K(Z)7 K® <0

Tabela 5.5: Pontos fixos angulares da cadeia de spin 2 localizados em planos.

5.7 Cadeia de spins 2

Passamos agora ao estudo do diagrama de fases da cadeia de spins 2. O espaco de parametros é gerado por 4

eixos, correspondentes aos quatro acoplamentos linearmente independentes possiveis: K1), K2 KG) ¢ K1),
Vamos comecar o estudo nos focando na regido AF. Recapitulamos que, ao considerar o problema de 4 spins,

a regra do SDRG consiste em congelar os spins So e S3, supostos como sendo o par mais fortemente acoplado

da cadeia, em um estado de singleto, e gerar acoplamentos efetivos K %:Q entre spins S7 e Sy, dados por

1 1
JRO 16K, K5 (5.56)
14 1) _ @) _ (3) @Y’ '
Ak Y — 21 (5K — 56K + 270K
2 2
K?) = - 28K} )Ké’), (5.57)
’ 4k — 85K + 616K — 810KV
3 3
i© 11259 P (5.58)
’ 8K — 110K + 252K — 12151
~ 378K W K (Y
BY - 1A (5.59)

5 (8K§1) — 30K + 252K — 675K§4>) '

Para acoplamentos em um determinado eixo, as fases encontradas estao representadas na Fig. 5.9. Lembre-se
que a fase AF tem como pontos fixos estaveis os semi-eixos (_1)J+1 K)o que neste caso fornece K > 0,
K® <0, K® >0e K® <0.

Os pontos fixos planares podem ser encontrados pelo mesmo método delimitado na cadeia de spins %, através
de varidveis angulares, dadas por razoes de pares de acoplamentos. As solugoes encontradas estdo listadas na
Tabela 5.5 e representadas pelos pontos pretos na Fig. 5.10.

) = K9 2,3, 4, os pontos fixos na superficie da esfera K1) x K x K®) na regiao

Usando a notagao s KD

do singleto sao

4
~(2)* = _—— )
5 617 (55 +2v1969 | , (5.60)

1
s@ _ L
5 I (253 + 5\/1969> . (5.61)
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(a) K®

Figura 5.10: Pontos fixos AF e estados fundamentais de problemas de dois spins. Diferentes cores representam os
diferentes estados fundamentais possiveis para dois spins. A equivaléncia entre as cores e os estados fundamentais
estd mostrada na Tabela 5.3.

Voltando a andlise sobre os eixos, podemos analisar a diferenca entre as duas fases encontradas sobre o eixo
K®) . No caso de K®) > 0, as regras de dizimacdo de segunda ordem em todos os passos do SDRG levam ao
expoente 1) = % O semi-eixo K®) < 0, por outro lado, envolve dizimacdes de primeira ordem que geram spins
efetivos S = 2, a0 mesmo tempo que os acoplamentos vizinhos mudam de sinal. Trata-se de um caso englobado
naquele descrito de maneira geral na Fig. 5.3, que leva a um expoente 1) = % Esta duas diferentes fases AFs
podem ser verificadas através de simulacdo numérica. Comecamos com cadeias de 8 x 10% ¢ implementamos
o processo de dizimagao numericamente. Na Fig. 5.11, graficamos log L x logT" (lembre-se que I' = —1log Q) e
L ¢é o espagamento médio entre spins nao-dizimados). No regime assintético (valores altos de I' e L), a curva
pode ser ajustada por uma reta log;, L = ¢¥log,oI' + B, de onde 9 pode ser extraido. Para todos os valores
iniciais K®) > 0, encontramos ¢ = 0.54, enquanto para K©) < 0 achamos ¢ = 0.38. Conforme mostrado na
Ref. [21], a introducao de qualquer fragao finita de acoplamentos que geram dizimagoes de primeira ordem (no

caso, fracdo finita de K®) < 0) leva a desestabilizacao da fase de ¢ = % e, assintoticamente, o fluxo consistird

de metade de dizimagoes de primeira e metade de dizimagoes de segunda ordem, ou seja, ¢ passa a ser %
Em analogia com a cadeia de spin 1 estudada no Capitulo 3, um expoente v igual a % sugere a possibilidade
de emergéncia de simetria “baridonica” SU(3). Vamos mostrar, na sequéncia, que a simetria da fase de baixas

energias se mantém SU(2), ao contrdrio do que ocorre na cadei spins 1. Para tanto, construimos os singletos

0 05 1 15 2 25 3 35 4
logyol

Figura 5.11: Relacdio entre energia e comprimento no eixo K ), comecando com todos os spins iguais a 2. Para
valores iniciais negativos, o expoente v é igual a 0.38, préximo ao valor esperado ¥ = 0.33, enquanto comegar
a cadeia somente com K®) > 0 gera 1) = 0.54, préximo ao valor esperado 1) == 0.5.
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de trés spins S = 2 que s@o formados em tal fase e calculamos as fungdes de correlagdo dos 24 geradores
de SU(5), Aga), com a = 1,..,24 e i = 1,2,3. Mantemos a normalizacdo de geradores de SU(5) dada por
Tr (A@WAW®) = 25%b. A ideia é que, se presente, a estrutura SU(3) aparece na degenerescéncia da funcao de
correlagdo. O célculo explicito fornece

£ a=1,23
2 a=4,...,8
[(AA) =95 AT (5.62)
£ a=10,...,15
&= a=16,...,24

Note que os resultados encontrados aparecem exatamente com as degenerescéncias esperadas para multipletos
de SU(2). Isto implica que, mesmo com ) = %, nao hd aumento de simetria em baixas energias. Munidos de tal
resultado, podemos fazer uma diferenciacao rigorosa entre aumento de simetria e fases de singletos aleatérios
com Y = %, n > 2. Os Unicos ingredientes necessarios para expoentes menores que % sdo fracoes finitas de
dizimacoes de primeira ordem no ponto fixo e manutencio dos valores de S = S. De fato, conforme mostrado
na Ref. [21], se assintoticamente, por um mecanismo qualquer, uma fragdo p das dizimagoes for de primeira
ordem, e 1 — p for de segunda ordem, o expoente 1) serd dado por
1—-p 1

¢—2_p§2 (5.63)
e a relacdo energia-comprimento serd I' ~ LY. Segue também da equacdo de fluxo do SDRG que as correlacoes
spin-spin decaem como ¢ = 4y [21, 2].

A emergéncia de simetria é mais restritiva. Os ingrediente acima sdo necessarios, mas nao sao suficientes.
Além de mudangas nos expoentes 1, os pré-fatores necessitam ter a estrutura do grupo emergente. No caso
de singletos de dois spins, em qualquer parte do diagrama de fases AF, singletos de dois spins tém um valor

esperado de Aga)Aéa) dado por

2
(A = 2 a=1,. 24 (5.64)
que é a exatamente o predito pela estrutura SU(5). Ou seja, toda a regiao azul do diagrama de fases da Fig. 5.12
é formada, em baixas energias, por uma colegdo de singletos invariantes por SU(5). Esta é a generalizacao do
ponto fixo “mesdnico” descrito no Capitulo 3, onde os singletos eram singletos de SU(3), para cadeias de spin
2 e o grupo SU(5). O Hamitoniano no ponto fixo SU(5) é dado por

A 4 A 1 A 4 4
Hsuep = ZRi <O1 — 5702+ 5705 - 18904> . (5.65)

Note que, apesar de instavel em todas as dire¢des, tal ponto é de fundamental relevancia, ja que a simetria
SU(5) deste ponto é herdada por todos os outros pontos fixos na regido AF azul.

Para o caso em que tensores de trés ordens séo inicialmente ndo-nulos, nos focaremos na regiao tridimensional
gerada pelos eixos KV, K®) ¢ K®) A introducdo do quarto acoplamento K* nio gera novas fases além
dessas que estamos analisando. O estudo do diagrama de fases é feito de maneira similar aquele feito na cadeia
de spins % Representamos, novamente, os pontos em uma esfera, na Fig. 5.12. O esquema de cores usado é o
mesmo daquele usado para a cadeia de spins % (ver a Tabela 5.2).

5.8 Conclusoes

Neste Capitulo, analisamos o limite de desordem forte de cadeias de spin S simétricas por transformagdes SU(2)
quando interagdes além das interacoes de Heisenberg estdo presentes. A adigdo destas novas interagdes leva
naturalmente a linguagem de TEIs. Os novos pontos fixos estaveis AF correspondem aos casos onde somente
TEIs de uma determinada ordem acoplam spins em sitios diferentes. Além dos pontos fixos estaveis, existem
varios outros pontos fixos (é simples mostrar que o nimero total de pontos fixos AF na “regido azul”, para
uma cadeia de spins S, é¢ 22 — 1). O mais interessante deles, para cadeias de spin S, é o ponto com simetria
SU(2S + 1). Apesar deste ponto requerer ajuste fino dos pardmetros do Hamiltoniano para ser sintonizado, a
simetria SU(2S + 1) estd presente em todas as fases AF onde somente singletos de dois spins sdo formados.
Além disso, é notério de nosso estudo que o esquema de SDRG desenvolvido aqui se torna mais preciso
conforme maior for a ordem dos tensores presentes. A razao por tras disso é que os pré-fatores das regras de
dizimagao diminuem, em decorréncia do aumento dos denominadores de energia. Conjecturamos, a partir disso,
que a fisica de desordem baixa, quando tensores de ordens maiores sao introduzidos, é similar a de desordem
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Figura 5.12: Diagrama de fases da cadeia de spin 2 invariante por transformagoes SU(2) com acoplamentos
desordenados, representados na esfera K1) x K2 x K®). As regides na esfera sio coloridas de acordo com o
estado fundamental do problema de dois spins (ver Tabela 5.3 para o esquema de cores). Os diferentes pontos
na esfera representam diferentes condigoes iniciais do fluxo numérico do SDRG, sendo mantido constante o
angulo inicial. Mantemos sempre K4 = 0, j& que a introducdo de K finito ndo leva a novas fases. Um fluxo
genérico na regido azul leva a um dos pontos fixos estéveis, K > 0, K® < 0, K& >0 (ou K* <0, se K%
for incluido). Também na regido azul estao os pontos fixos planares, representados por pontos pretos, além do
ponto fixo instdvel com respeito a perturbagoes nas trés diregoes (mas estavel com respeito a K (4)), representado
em rosa. O fluxo numérico na regido verde é na direcio de um ponto fixo com somente acoplamentos K ), sendo
a média de K@ nula. Os pontos verdes-claros representam diferentes condigoes iniciais nesta fase de singletos

aleatérios de exponente ¢ = L Mesmo com o expoente 1 = %, esta fase nao apresenta simetria emergente

3
SU(3) em baixas energias (ver texto para mais detalhes).

alta, o que elimina a possibilidade de transi¢do entre uma fase de desordem baixa e uma fase de desordem alta,
como aquela descrita nas Refs. [57, 58] para cadeias de spin 1 com acoplamento de Heisenberg.

Fomos capazes de fazer ainda uma diferenciacao clara entre simetria emergente e fases de singletos aleatérios
com expoentes ¢ < % Discutimos como ¢ < % é uma condigdo necessaria, mas nao suficiente, para emergéncia
de simetria em baixas energias (em analogia a fase “bariénica” discutida para spin 1 no Capitulo 3). Ficou
evidente também que, nestas cadeias de spin SU(2), obter fases com ¢ < % nao é uma tarefa trivial. Obter
expoentes iguais a % (sem simetria emergente, contudo) em cadeias de spins inteiros é uma tarefa relativamente
simples, cujos ingredientes necessdrios sao satisfeitos em porgoes do diagrama de fases para todos os spins
inteiros até pelo menos S = 7.

Algumas questoes interessantes ficam para trabalhos futuros. Uma delas é o fluxo nos casos onde a primeira
ordem de teoria de perturbagao fornece constantes renormalizadas para zero. Este é o caso em um subconjunto
de medida zero no espaco de fase Jmax-dimensional, isto é, em conjuntos contidos necessariamente no hiper-
plano K i(l) = 0. Ja que a renormalizacao de K 1(1) nunca é zero, estes acoplamentos sobrevivem e acabam por
dominar o fluxo em baixas energias. Em particular, seria interessante desvendar se os pontos fixos onde as
regras de SDRG que propomos falham apresentam estrutura familiar ou uma fisica totalmente nova.

Também é interessante a questdo de subregioes de simetria aumentada contidas no diagrama de fases. Um
exemplo é a linha SO(5) das cadeias de spin % [67, 68]. Claramente, estas serao caracterizadas por um fluxo
que é confinado a um espaco de dimensao menor que o espago de fase total, j4 que o grupo de renormalizacao
preserva a simetria, por construcao. Note que um Hamiltoniano genérico tem suporte de dimensao maximal.
Claramente, as Eqgs. (5.31) para as varidveis angulares contém toda a informagao que é necessaria para encontrar
essas “hiper-linhas invariantes”. Note que a escala de energia Eq. (5.30) é completamente irrelevante para esta
andlise. De fato, encontramos a linha SO(5) a partir de uma andlise que levou em conta somente varidveis
angulares. Deixamos para um estudo futuro a tarefa de encontrar um procedimento sistemdatico que permite
encontrar outras linhas invariantes neste caso genérico.

Finalmente, fica também a pergunta sobre a possibilidade de fases de ¥ < %, além do caso ¢ = % que
encontramos. Estas fases existem em outros sistemas, como pontos multicriticos de cadeias de spin S [20],
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em cadeias de spins SU(N) [21], e em cadeias anibnicas do tipo SU(2); [22]. Estas requerem ajuste fino de
pardmetros e/ou simetrias exdticas, o que nao é o caso em nossa fase de singletos aleatérios de ¢ = %7 0 que a

torna, em certo sentido, tnica. E dificil imaginar, contudo, que este seja o inico exemplo. Esta questao também
fica em aberto, para estudos futuros.



CAPITULO 5. CADEIAS DE SPIN DESORDENADAS INVARIANTES POR ROTACOES

68



Capitulo 6

Equacoes de Fluxo

Introduziremos, neste Capitulo, o método de Equacoes de Fluxo (EF). Este método serd usado no Capitulo 7.

Dividimos este Capitulo em trés partes. Na Secdo 6.1, introduzimos e contextualizamos o uso de Equagoes
de Fluxo. Na Secdo 6.2, exemplificamos o uso com um exemplo simples: uma particula de spin % na presenca
de campo magnético. Por fim, destacamos conclusbes vindas das Secoes anteriores.

6.1 Introducao as Equacoes de Fluxo

Nesta Segdo, introduzimos as EFs; seguindo o trabalho pioneiro de Wegner [77] em 1993-1994 e, concomi-
tantemente, Glasek e Wilson, no contexto de altas energias [78, 79]. Desde seu nascimento, este método foi
usado no tratamento dos mais diversos problemas, desde sistemas quanticos dissipativos até sistemas fortemente
correlacionados (ver a Ref. [80] e as referéncias 14 incluidas).

A ideia bésica é comegar com um Hamiltoniano que néo seja diagonal e, através de transformacoes unitarias
infinitesimais, tornar o Hamiltoniano “mais e mais diagonal” em energia. Explicaremos a seguir em detalhes o
que esta afirmacao significa. De maneira geral, conceitualmente, o método de EFs lembram o SDRG, mas com
a diferencga conceitual importante que as EFs retém todos os graus de liberdade, ao contrario do SDRG, que se
foca no setor de baixas energias. O fato de que todos os graus de liberdade sdo mantidos é til, por exemplo,
em sistemas fora do equilibrio, como é o caso em sistemas de muitos corpos localizados [81].

Na Fig. 6.1, esquematizados o processo de fluxo, sendo o Hamiltoniano, Eq. (6.1), representado matrici-
almente. Suponha que o Hamiltoniano seja de um sistema de muitos corpos, com os elementos da diagonal
ordenados, em ordem crescente em energia, desde £ = 0 até um “cutoff” E =T'. Os elementos fora da diagonal
sao acoplamentos entre modos de energia diferentes sendo que, quanto mais distante da diagonal, maior a trans-
feréncia de energia. Usualmente, em métodos de grupo de renormalizac¢io (incluindo o SDRG), sdo eliminados
modos de energia entre I' e I' — dI'. Em sistemas sem desordem, este procedimento é feito, por exemplo, através
de integrais de caminho. Sob a éptica das EFs, serdo eliminados primeiro os modos que transferem mais ener-
gia. No caso do SDRG, usamos I' como sendo o maior gap local (em escala logaritmica). No método de EFs,
Fig. 6.1b, o objetivo é manter todos os graus de liberdade, reduzindo I',¢; hierarquicamente. Nos primeiros
passos, serao resolvidos os modos com grandes diferencas de energia, enquanto modos quasi-degenerados serao
tratados ao final.

O primeiro passo no tratamento de problemas com EFs consiste em decompor o Hamiltoniano em duas
partes

H="Ho+V, (6.1)

sendo [Ho, V] # 0. Tipicamente, escolhe-se Hy como sendo a parte diagonal do Hamiltoniano ou cuja diago-
nalizacdo é simples, e V a parte fora da diagonal e, em casos interagentes, sendo também aquela que contém
os termos de mais de dois corpos. As transformacoes unitarias utilizadas para diagonalizar o Hamiltoniano sao
geradas pelo gerador canénico anti-hermitiano [77]

n = [Ho,V]. (6.2)

Chamamos de B a varidvel de fluxo (andloga ao tempo, na versao de Heisenberg da Mecanica Quéntica). A
familia de Hamiltonianos gerada durante o processo de atuacao das transformacgoes unitarias sera chamada de
‘H (B), sendo o Hamiltoniano de inicio H (I' = 0) = H.

Enfatizamos que o método de EFs é usado para diagonalizar sistemas mas que, adicionalmente e mais
fundamentalmente, provera uma expansao sistematica em termos de um parametro nao-perturbativo.

A equacdo de movimento para o Hamiltoniano é
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a) 0 b) o
e A

T r

Figura 6.1: Comparacao esquemadtica entre o método de SDRG que utilizamos nos Capitulos anteriores, e o
método de EFs, que introduzimos neste Capitulo. Assuma que os elementos da diagonal estdao ordenados, em
ordem crescente em energia, com valor maximo igual a I'. (a) No método de SDRG, os graus de liberdade
mais altos sdo removidos de maneira hierdrquica, ditada pelo maior gap local (ver Capitulo 2). (b) Nas EFs, a
hierarquia envolve remover primeiro graus de liberdade que transferem mais energia. Ao contrario do SDRG,
que mantém intacta a fisica de baixas energias, com as EFs o espaco de Hilbert todo é mantido.

dH
= (6.3)

Note que é simples achar uma solucao formal para a equacao acima, dada por

H(B)=U(B)H(B=0)U"(B) (6.4)

onde U (B) = Tpexp ( f r dBn (B)), com T’ representando o “ordenamento temporal” (no caso, ordenamento

de B). Apesar de formalmente simples, a equagdo acima envolve o cdlculo de exponencial de operadores, o
que torna esta equagao computacionalmente pouco atraente. De maneira geral, o gerador 1 (B) ndo comuta
em momentos diferentes do fluxo. Usaremos majoritariamente a Eq. (6.3) estudar o fluxo. Dimensionalmente,
o gerador, por ser o comutador de duas partes do Hamiltoniano, tem dimensao de energia ao quadrado. O
parametro B tera, entao, dimensao de (Energia)_z, 0 que garante que o produto de ambos seja adimensional.
Dimensionalmente, entdo, podemos fazer a identificacdo seguinte entre I'yrf e B:

1
~—
Loss ~ 75 (6.5)
Note que, ao mesmo tempo que este conjunto de transformacoes unitarias mantém a simetria do Hamilto-
niano, todos os termos que ndo quebram a simetria podem ser (e, de maneira geral, serdo) gerados durante o
fluxo. Note que um possivel desafio na implementacao das EFs consiste na geracao de termos de interacao extras
durante o fluxo. De maneira concreta, assumamos que a interagao inicial seja de termos de dois corpos, o que
corresponde a dois operadores de criagao e dois operadores de destruicao de bdsons ou férmions multiplicados
(em linguagem de segunda quantizagao). O comutador destes termos produzird termos com trés operadores
de criacao e trés de destruicao. Uma maneira de truncar o niimero de operadores nos termos deve, entao, ser
desenvolvida, dependendo da fisica do problema tratado.
Assim como tradicionalmente ocorre em procedimentos de grupo de renormalizacio, a simetria do Hamilto-
niano é preservada, se uma suposi¢do adicional for feita. Suponha que a simetria seja realizada pelo operador
S e que

[Hy (B =0),5]=0. (6.6)

Como [H (B =0),5] = 0, entdo S comuta com o gerador 7 e¢ a simetria se preservard durante o fluxo. Na
maioria dos problemas fisicos, a Eq. (6.6) é satisfeita. Deve ser tomado cuidado se for necessirio usar um
esquema para truncar a evolugdo das EFs, para garantir que a simetria continue sendo preservada.

A evolucao em I'" de um operador O segue, usando o mesmo gerador 7, através da equacao seguinte

dO
o= =0l (6.7)

Nao é 6bvio, do conjunto de transformagoes unitarias, que, no limite B — oo, o Hamiltoniano serd diagonal.
Vamos mostrar explicitamente que este é realmente o caso. Para tanto, calculemos %VQ (T"), que representa
o modo como a soma dos quadrados dos elementos de ¥V fluem. Uma condi¢do necessaria e suficiente para o
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Figura 6.2: Representagio esquemadtica da evolucao do vetor (h(B),J (B)) que representa os acoplamentos da
Eq. (6.8) durante o fluxo. As equagoes de fluxo equivalem a rotagdes infinitesimais sucessivas que tornam o
Hamiltoniano diagonal ou, equivalentemente, 6 (B — oo) = 0, mantendo a norma v/J2 + h? constante.

Hamiltoniano final ser diagonal é que V? (B — o0) = 0. Usando a hipétese que Tr (V d;}é") = 0 e fazendo o

calculo explicitamente, encontramos

%VQ (B) = 2Tr <v%)
<

onde usamos que n'n é um operador positivo-definido e ' = —5, da definicio de 7. A hipétese de que
Tr (V%) = 0 deve ser verificada caso a caso, dependendo do problema tratado. Como a soma dos médulos

quadrados de V (B) é sempre positiva e a derivada é sempre negativa, entdo assintoticamente, V (B — o) = 0.

Vamos exemplificar este método por um exemplo bastante simples: uma particula de spin % em um campo

magnético. Por sua simplicidade intrinseca, as equacoes de fluxo podem ser resolvidas analiticamente.

6.2 Exemplo simples: particula no campo magnético

Vamos tratar um exemplo extremamente simples onde as ideias de EFs podem ser aplicadas e resolvidas anali-
ticamente. Considere uma particula de spin % em um campo magnético no plano xz. Chamemos de h o campo
na direcao z e J o campo magnético na direcao x. Dal,

H = ho. + Jo,. (6.8)

Vamos restringir J e h de tal maneira que v/ J2 + h2 = 1.
Definindo Ho (B =0) = ho, e V(B = 0) = Jo,, o gerador das transformagoes infinitesimais 7 é dado por

n(B) = -2ih(B)J(B)o,

enquanto a equacao de movimento de H é

dH
dB

(B) = [nH],
4hJ (hoy — Jo3). (6.9)

Usando as Eqgs. (6.8) e (6.9), encontramos
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%(3) =ho,+Jo, = 4hJ(ho, — Jo.),
= % = 4hJ?, (6.10)
- % = —4n2J (6.11)

Combinando as Eqs. (6.10) e (6.11), achamos que a varidvel radial é uma constante de movimento,

% (W?(B)+J*(B)) =0 = h*>(B)+J*(B) = 1. (6.12)

Uma parametrizagdo conveniente para os graus de liberdade restantes é feita em termos de fungdes trigono-
métricas

h(B) = cosf(B), (6.13)
J(B) = sinf(B), (6.14)

o que leva a seguinte equacgao para a evolugao do angulo

do

o5 = —2sin(20). (6.15)

Integrando ambos os lados e usando as condigoes iniciais, chegamos a

/d(29) sinl2t9 = B
= tanf(B) = ‘2%643 (6.16)

Quando B — oo, tan @ se anula, o que implica h (c0) =1 e J (00) = 0 e, portanto, o Hamiltoniano é diagonal

H (B — 00) = 0. (6.17)

Além disso, da Eq.(6.16), vemos que o decaimento dos termos fora da diagonal é exponencial. Nem sempre
o decaimento é exponencialmente rapido, conforme ficard evidente no proximo Capitulo. Neste exemplo, o
processo de diagonalizacao é o mesmo que aquele obtido por uma rotagao do vetor representado na Fig. 6.2 que
o traz paralelo ao eixo z, representado por h na figura.

Este exemplo simples ilustra os passos basicos para a implementagdo das EFs; e pode ser usado como base
para o leitor caso o Capitulo seguinte se torne muito denso.

6.3 Conclusoes

Introduzimos neste Capitulo o método das EFs, caracterizando suas principais propriedades. Outros geradores
além do proposto neste Capitulo podem ser usados, dependendo do problema a ser estudado. Deve-se mostrar,
contudo, que o método converge assintoticamente, dependendo do gerador escolhido. Através de um exemplo
simples, delimitamos o modo como a técnica pode ser usada. Primeiro, calcula-se o gerador e as FEs, para
depois, se possivel, integra-las. Obviamente, em problemas de relevancia nao serd possivel fazer a integragao
analiticamente. Para tanto, aproximagoes fisicamente razoaveis devem ser introduzidas.



Capitulo 7

Equacoes de fluxo aplicadas ao
Hamiltoniano de Anderson

Neste Capitulo, aplicaremos o método de Equagoes de Fluxo introduzido no Capitulo 6 para o modelo de
Anderson com hoppings de longo alcance. No modelo onde somente hoppings entre primeiros vizinhos estao
presentes, o sistema é sempre localizado quando a desordem diagonal é finita. No caso de hoppings de longo
alcance, por outro lado, existe uma transicio entre uma fase localizada e uma fase delocalizada [39].
Destacamos que o diagrama de fases completo do sistema, que revisitamos neste Capitulo sob a 6ptica das
Equagoes de Fluxo, foi estudado anteriormente por Mirlin e colaboradores [39] usando técnicas de supersimetria.
Este Capitulo é organizado da seguinte maneira. Na Secdo 7.1, introduzimos o modelo de Anderson com
hoppings de longo alcance, assim como seu diagrama de fases, o que inclui uma descri¢ao qualitativa da delocali-
zagao a partir da contagem do nimero de ressonancias. A seguir, na Se¢ao 7.2, partimos para o desenvolvimento
do método, calculando as Equagoes de Fluxo. O grupo de renormalizacao baseado nas Equacoes de Fluxo é
derivado na Segao 7.3. Na Secgao 7.4, apresentamos a solugao de ponto fixo valida no ponto critico. Na Secao 7.5,
nos focamos nos resultados numéricos do fluxo e finalmente, na Secao 7.6, listamos conclusdes e dire¢oes futuras.

7.1 Modelo de Anderson com interacoes de longo alcance

Introduzimos agora o modelo que serd nosso objeto de estudos neste Capitulo. Trata-se do Hamiltoniano
desordenado de férmions com hopping de longo alcance, na presenga de um campos magnéticos externo, de
valores aleatdrios em sitios distintos. Este modelo, chamado modelo de Anderson com interacoes de longo
alcance, também é conhecido como PRBM (do inglés Power-law Random Banded Matriz). O Hamiltoniano,
escrito na forma de segunda quantizagao é

H= ZJijCjCj —|—ZhiCZCi, (71)
i i

onde h; e J! sdo varidveis aleatdrias, e cz (¢;) é o operador de criacao (aniquilagao) de elétrons no sitio i . Neste

7
o <y podem: PR . > oo
é independente dos indices i e j. O expoente a > 0 é responsavel pelo decaimento dos hoppings e é o parametro
de ajuste na transi¢do entre a fase delocalizada e localizada, desde que a desordem em h seja mantida finita.

. ; . ; G P~ o - . . ~
modelo, os hoppings J; podem ser escritos como J; = = onde G sao varidveis aleatdrias cujo desvio padrao

7.1.1 Diagrama de fases

Este modelo foi extensivamente estudado anteriormente para « genérico usando o método de supersimetria
[39]. O diagrama de fases encontrado estd representado na Fig. 7.1. O ponto critico é atingido com expoente
a = 1. Mostraremos, na sequéncia, como o método de Equacoes de Fluxo pode ser aplicado neste problema mas,
antes disso, faremos uma revisao de algumas das propriedades do modelo e argumentaremos qualitativamente o
porqué de uma transicdo de fase ser esperada em « = 1, seguindo argumentos desenvolvidos por Levitov, para
um sistema anélogo [82, 83].

7.1.1.1 Limites a - 0e a — o0

Vamos agora examinar a fisica do modelo introduzido na Eq. (7.1) para dois casos limites, « = 0 e @« — co. No
limite @ = 0, o Hamiltoniano corresponde a uma matriz aleatéria do chamado “Gaussian Orthogonal Ensemble”
(GOE). As propriedades dos autovalores e autovetores sdo dadas pela teoria de matrizes aleatérias (RMT, sigla
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Figura 7.1: Diagrama de fases do modelo de férmions unidimensional com energias intra-sitios desordenadas,
e hoppings com decaimento de lei de poténcia, com expoente a, baseado na Ref. [39]. Para a < %7 o sistema
é delocalizado e equivalente ao “ensemble” Gaussiano Ortogonal de matrizes aleatérias (GEO, da sigla para
“Gaussian Orthogonal Ensemble”), onde o expoente « é igual a zero. O sistema é localizado para a > 1,
enquanto na regiao % < a < 1 o sistema ¢é equivalente a um metal em dimensao ai% . Aregido 0 < a < % é
estudada por nés pela técnica das FEs. Para o > %, um esquema de grupo de renormalizacao é desenvolvido
baseado nestas equagdes, o que permite estudar, por exemplo, a estatistica de niveis do sistema. Note que o
ponto critico a. = 1 esta contido dentro da regido de validade do procedimento de grupo de renormalizagio.

da expressdo para “Random Matrix Theory”). Dado o conjunto de autovalores do problema {FE;}, ordenados
em ordem crescente, definimos o espacamento de niveis como sendo

0; = Ei+1 —FE;, >0 (72)

A distribuicao de valores de ¢;, P (J;), é nula no limite §; — 0, isto é, os autovalores apresentam repulsio
de niveis. Quando este é o caso, pode-se mostrar que a fase é delocalizada [84], e todos os orbitais de particula
tinica sdo estendidos. A varidvel § é definida como sendo a razdo de d; pelo seu valor médio (8;) e sua distribuicao
P (51) é a chamada distribui¢do de Wigner-Dyson, dada por [84, 85]

r (5) = %5 exp (—252) . (7.3)

Note o carater universal da distribuicao, independente da distribuicao de h; e Gz .

No limite oposto, quando o — oo, somente hoppings de primeiros vizinhos sdo relevantes e o Hamiltoniano
é um isolante de Anderson [34] sempre que a distribuigao de h tiver largura finita. Em tal fase, todos os orbitais
sdo exponencialmente localizados. Em contraste com a fase delocalizada, os niveis de energia ndo experimentam
repulsdo de niveis e a distribuigdo P (4;) é do tipo Poisson [84, 85], isto é,

P (5) = exp (—5) . (7.4)

Novamente o carater universal deve ser ressaltado.

7.1.1.2 O ponto critico

O modelo PRBM apresenta um ponto critico quando o expoente « é igual a 1. Os autoestados tém compor-
tamento multicritico [39] e os autovalores apresentam repulsdo de niveis, com estatistica intermedidria entre a
distribui¢do de Wigner-Dyson (Eq. (7.3)) e Poisson (Eq. (7.4)).

A transicdo entre a fase localizada e estendida é gerada pela proliferacdo de ressonéncias pelo sistema, cujos
tamanhos passam a ser da ordem do tamanho do sistema, L. Dizemos que dois sitios ¢ e j estdo em ressonancia
quando os parametros J}, h; e h; satisfizerem J] > |h; — h;|. Isto porque a amplitude da funcdo de onda passa
a ser apreciavel tanto no sitio ¢ quanto no sitio j. Deve ser possivel, entdo, pela contagem das ressonancias,
ter um entendimento qualitativo da transicdo. Seja P (R) a probabilidade de um sitio i estar em ressonéncia
com um sitio a uma distdncia R. Assumindo que a densidade de estados n seja constante, o espacamento de
niveis caracteristico A (k, R) em uma casca de espessura dR é A (k,R) ~ ﬁ, enquanto o hopping tipico é
J (k,R) ~ 7. O ntimero de ressonancias entre R e R + dR é dado pela razao entre J e A,

J (k, R)

P(R) dR x T, (7.5)
1
= o dR. (7.6)

O ntimero total de sitios em ressonincia N,, para qualquer comprimento r > R é obtido integrando P (R)
entre R e o tamanho do sistema, L:



CAPITULO 7. EQUACOES DE FLUXO APLICADAS AO HAMILTONIANO DE ANDERSON 75

log (%) , paraa =1

L
N, (r > R) = / dR' P(R')  § za— , para a > 1
B L~ , para a < 1

onde mantivemos somente os termos mais relevantes no limite termodindmico, de L grande. Conclui-se, por-
tanto, que na fase delocalizada, de o < 1, o nimero de ressonancias diverge, enquanto se mantém finito na fase
localizada e, portanto, irrelevante no limite termodindmico. No ponto critico @« = 1 o nimero de ressonancias
diverge logaritmicamente, o que sugere que este seja um ponto de transicao entre fases. Uma andlise completa do
ponto critico, incluindo um procedimento de grupo de renormalizac¢io apropriado, foi feita por Levitov [82, 83]
em D dimensoes.

Na proxima Secdo, comecamos a construgdo do método das EFs para estudar este problema. Esta é a
primeira aplicacao de tal método para sistemas desordenados.

7.2 Equacgoes de fluxo para o problema de Anderson

Nesta Se¢do, discutimos a aplicagio das EFs para o Hamiltoniano introduzido na Eq. (7.1). Neste Capitulo,
usaremos I' como sendo a variavel de fluxo, em contraste ao Capitulo anterior onde usamos B. Os acoplamentos
do Hamiltoniano passam a ser fun¢es do pardmetro I'. Separando o Hamiltoniano em duas partes, uma delas
sendo a parte diagonal Hg, e o restante, fora da diagonal, sendo V = H — Hy. Explicitamente,

Mo = Y hi(D)cles, (7.7)

v Z JZ (F) czcja (78)
i

onde Jij =J ]’ garante que o Hamiltoniano seja hermitiano.
Calculando explicitamente as EFs partindo da Eq. (6.2), o que é uma tarefa longa mas direta, encontramos

dJ] g (1) S ki (4] ok

oL = g (a) - a Y I (o] - af). (7.9)
k=1

dh; N e

= —8;(Jk) ak, (7.10)

onde definimos x} = h; — h;. As distribuicdes de probabilidade associadas as variaveis Jij e h; também passam
a depender de I'. As condicbes iniciais para os acoplamentos sio Jij (T'=0) = J/ e hi ([ =0) = h;. Como
consequéncia do Hamiltoniano se tornar diagonal no limite em que I' — oo, temos Jf (I' = o0) = 0. O conjunto
de equagdes de fluxo, (7.9) e (7.10), estd representado esquematicamente na Fig. 7.2.

Note que na Eq. (7.9) que dita a evolugdo de Jij, o termo —4Jij (x;)z é responsavel pelo seu decaimento

a zero, assintoticamente. Os outros termos da Eq. (7.9), 42sz1 Jik,],z (:z:fc - xf) , sdo termos de fonte que

retroalimentam o acoplamento Jij através do valor dos hoppings que conectam sitios arbitrarios aos sitios i ou
J. O espectro de particula tinica é encontrado através da cole¢do de campos {h; (I' = 00)}.

As equagdes de fluxo podem ser resolvidas numericamente, o que fazemos usando o software MATHEMA-
TICA 9. Na Fig. 7.3, representamos um fluxo tipico do problema de 5 sitios para & = 1 e G} escolhido de uma
distribuicdo Gaussiana de média zero e desvio padrao unitario. As diferentes cores correspondem a diferentes
distancias entre sitios. Vérias caracteristicas do fluxo podem ser visualizadas a partir deste grafico. Primeira-
mente, e mais 6bvia, é que todos os termos J; tendem a zero assintoticamente. Além disso, o decaimento de
acoplamentos a distancias maiores pode ser mais lento que o de distancias menores e estes acoplamentos de longa
distancia podem inclusive ter grandes amplitudes em estagios intermediarios do fluxo. Note ainda na Figura
que um dos acoplamentos em vermelhos, JZ, decai muito mais lentamente que os outros, o que é consequéncia
dos dois niveis de energia hj (o0) e hg (00) serem préximos. Lembre-se que o decaimento de J? proporcional a
(hy — hy)?. A Fig. 7.3 também contém o gréfico de h; (I') como funcdo de T, em azul, e os autovalores obtidos
por diagonalizacdo exata, em amarelo, evidenciando que uma concordancia boa mesmo se o fluxo for truncado
antes dos J! serem, de fato, muito pequenos. A estatistica de niveis, que depende da diferenga de energias, fica
comprometida com esse truncamento, especialmente para niveis préximos.

Nas Secoes seguintes, exploramos o conjunto de equagoes diferenciais, Eqgs. (7.10) e (7.9). Comegamos
resolvendo o problema de dois sitios analiticamente, para ganhar intuigdo sobre a solugdo. O exemplo de dois
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dh;
dI’

Figura 7.2: Representagdo pictérica das EFs para os hoppings e campos, representando as Egs. (7.9) e (7.10).
Todos os termos sao produtos de trés constantes de acoplamento. Para os hoppings, a primeira contribui¢ao vem
de uma combinacao de termos do tipo JJh, ou seja, dois termos de hoppings e um termo de campo magnético.
A segunda contribuicdo vem de Jhh, o produto de dois campos e um hopping. Para a renormalizacdo dos
campos, todas as contribuigoes sao do tipo JJh.

Figura 7.3: Fluxo tipico para o problema de 5 spins. Os campos e hoppings iniciais sdo varidveis aleatérias.
Os hoppings seguem Jij = %, sendo G{ variaveis Gaussianas e @ = 1. As cores distintas representam as
diferentes distancias |[i — j|. As curvas em vermelho sdo de acoplamento de primeiros vizinhos, as azuis sdo
de acoplamento de segundos vizinhos, as marrons sdo de acoplamento de terceiros vizinhos, enquanto a curva
preta corresponde ao hopping do sitio 1 para o sitio 5, correspondendo ao caso de quartos vizinhos. Também
representado na Figura (inset) o fluxo de campos, com os autovalores obtidos a partir de diagonalizacao exata
representados em amarelo escuro. As setas em preto representam um caso onde o fluxo do acoplamento .J; para
zero é lento, o que é consequéncia de dois niveis de energia serem préximos (seta no inset). Lembre-se que o

termo de decaimento é proporcional & diferenga entre os campos (Eq. (7.9)).
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sitios é também fundamental para o método de grupo de renormalizacdo que desenvolveremos subsequentemente,
na Secao 7.3.

7.2.1 Solugao do problema de dois sitios

Como um primeiro passo, vamos resolver o problema de dois sitios, com campos hi e hy e hopping, J = J?.
Definindo x = hs — hy, as EFs, Eqgs. (7.10) e (7.9), se reduzem a

d

/) = —4JD)( (1)), (7.11)
d 2
e (T) = 16(7 (D)% (). (712)

Da combinacdo das duas equagoes acima, surge naturalmente uma quantidade conservada, que chamamos de r
. . 2 2 .
(em analogia ao raio das coordenadas polares), sendo r? = 4J (I')° + 2 (I')”, com 2111: = 0. Parametrizando em

coordenadas polares, J (I') = £ sin@ (I') e 2 (I') = rcos § (I'), obtemos a equagao de evolucao para 6 (I'),

do

T —2r?sin 20 (T), (7.13)
%E)O))). A solugdo desta equagdo ¢ tan (I') = tan § (0) exp (—2r2T).
Claramente, no limite de tempo longo I' — oo, o limite do dngulo é § (I' — oo) = 0. O decaimento de tan 6 (T")
d4 uma escala natural de tempo no fluxo m ~ 2%_2, que é o intervalo apds o qual o Hamiltoniano de dois spins

se torna préximo de diagonal. Chamando Jy = J (0) e o = 2 (0), temos a evolugdo completa de J e x

onde a condigdo inicial é 0 (0) = arctan (

exp (—32r°T 2J0)% + 22
J (') = tan 6 (0) ( A 0 , (7.14)
(2J0)” exp (—6472T) + 23 exp (6472T)

exp (32r°I 2J0)° + a2
2 (T) = o (32r°T) Y o) + =i : (7.15)
\/(QJO)2 exp (—64r2T") + x3 exp (64r2T)

No caso de dois sitios, a equacgdo para a distribuicdo de probabilidade pode ser resolvida exatamente. As
variaveis mais simples para resolver esta equacao sao r e tan . Em termos destas, a distribuicao conjunta P é

P (tan@ ('), 7 (")) = P (tan g, 7o) exp (4rt) , (7.16)

sendo P (tanfy,7,) a distribuicdo inicial de tan6 e r. A distribuicio de probabilidade das variaveis (J,z) é
obtida usando o Jacobiano da transformagcao (tan@,r) — (J, z), e fornece

(mz +4J 2)

(22 +4J2%exp [2(16J2 + 422) T)
A solugao revela que as distribuigoes de log J (T') e = (T) sdo correlacionadas, o que tem origem no fato de que
as equagoes de fluxo vinculam x e J de acordo com 42°T o —log (J). Esta ndo é uma propriedade exclusiva
de cadeias de dois sitios: correlagdes andlogas entre J e x sdo também observadas em cadeias maiores. Na Fig.
(7.4), graficamos log J (') e z(I') em I' = 6. Os acoplamentos iniciais (Jy,xo) foram escolhidos com .Jy e os
campos hq e hy uniformemente distribuidos entre 0 e 1.

Os resultados encontrados nesta Secao serao fundamentais na construgdo de um método de grupo de renor-
malizagdo baseado nas EFs (Segdo 7.3). Antes disso, vamos explorar o conjunto de equagdes no problema de N
sitios, o que nos permitird desvendar a fisica de uma grande fragdo do diagrama de fases.

P(J,z) = P (Jo,x0)

exp [(16J% + 42°) T . (7.17)

7.2.2 Problema de N sitios

Passamos agora para a andlise do problema de N sitios. Se mostrara ttil trabalhar com a variavel G{ = Jij ==,
onde | = |i — j|. As distribui¢Ges iniciais para os hoppings J (I = |j —i|), B (Jij), tém uma variancia que escala
com [ de acordo com 0% (1) ~ 172>, Vamos assumir, sem perda de generalidade, que j > i. A EF Eq. (7.9)
reescrita para G = G se torna

1dG li — j “ 2
= = § X, | ——J i 1
4dr ﬁlk[wiUkJ HGlm) (718)

(7.19)

Il

>
=

—+

Q
£}
—
=
~—

[
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(b) P (log J, z)

1.0

log(J)

Figura 7.4: (a) Gréafico de densidade da distribuicio de z e logJ para I' = 6. Em vermelho, a curva
42°T = —log (J), que corresponde & regido de maior densidade para valores pequenos de log.J. (b) Gra-
fico da distribuigdo de probabilidade (Eq. (7.17)) em diversos cortes, quando log J = —5 (azul), —4 (roxo),—3
(amarelo), —2.5 (verde), —2.2 (azul), sendo I' = £2.

onde Xj = G’?Gj (:L‘fC — mk> é uma variavel aleatoria, cujo desvio padrao é independente da distancia. Definimos
também A (1) = Zk L Xk [Ik ‘Zz\lgﬂ kl} . H4 dois tipos de termo na Eq. (7.18). O termo G (z (1))* é responsével
pelo decaimento da magnitude de G, enquanto A (1) é uma fonte aleatéria que retroalimenta a distribuicao de
G com distribuigbes com outras leis de poténcia.

Qual é o comportamento do termo de fonte A (1)? Esta questdo é fundamental na anélise da proliferagdo de
ressonancias, mecanismo este responsavel por uma possivel delocalizagao do sistema. Assumimos que X, além
de ser uma variavel aleatéria independente de escala, seja também nao correlacionada, isto é

(XiXpr) = (X7) Ok (7.20)

A varincia do termo de fonte A (I) é dada por

oA (1)

N 2a
<XI%> (Z k—l|2a|ll—(k‘—l)|2a> ? (721)

k=1

(X@)re /ll xza( . </ /N J) - lix) (7.22)

A integral é dominada pelos pontos de divergéncia do integrando, que sao x = 0 e x = [. No caso em que « <
podemos mudar varidveis na integracao de maneira a explicitar a dependéncia em [. Segue que

1/2 d 1 d
/ — =~ 11*40*/ Y (7.23)
1 oz (l—x) 1 og2e(1- z)*

l1—2a

Q

a varidncia depende logaritmicamente de I,
a varidncia é independente da escala de

e, portanto, esperamos que O'QA (l) X No ponto a = %
o que indica um comportamento critico. Finalmente, para o >
comprimento, 0% (1) ~ const.

SIS

O termo de fonte é o principal responsdvel pela mudanca na distribuicao de acoplamentos P, (Jf ) E

aparente do “scaling” do termo de fonte que a dependéncia em [ da varidncia da distribui¢ao de acoplamentos
oy (1) é modificada durante o fluxo, a menos que a = % Genericamente, isto implica um ponto fixo em
a= %, que também esta de acordo com a dependéncia logaritmica da varidncia dos termos de fonte 02A. Para
expoentes que desviam em € do ponto fixo, @ = a® — €, 0 expoente & gerado pelo termo de fonte é tal que
a = a* — 2e < a. Qualitativamente, isto implica que durante o fluxo, os termos de fonte geram distribui¢oes
com expoentes menores, o que se torna a contribuicdo dominante em distancias longas. Assintoticamente, a
distribui¢ao flui para a = 0. Esses resultados caracterizam a fase de o < % da Fig. 7.1.

Para verificar numericamente as afirmagoes anteriores, resolvemos numericamente o fluxo de acoplamentos
J e campos h , Egs. (7.10) e (7.9), usando o software MATHEMATICA. As simulagoes foram feitas em cadeias de
tamanho IV = 45, o que corresponde a resolver 1035 equagoes diferenciais nao-lineares acopladas. O parametro
T'fluideT' =0 até T' = T',44, onde T'y00 é escolhido de acordo com a desordem nos hoppings, de tal maneira
que, conforme nos aproximamos de I';,42, 08 campos mudem pouco de valor.
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Figura 7.5: Mudanca do desvio padrao das distribuigoes o [P (J (1))] como fungao da distancia [, para diferentes
valores de I'. Note que para expoentes a < %, o expoente flui para a = 0, conforme I" aumenta. Para expoentes
a > 0.5, a calda inicial de longa distancia é mantida inalterada mesmo para I" alto.

O desvio padrao da distribuigdao de hoppings P.r (J), como fungdo del e T para varios expoentes a é mostrado
na Fig. (7.5). Nas partes (a) e (b) da Figura, onde os expoentes sdo menores que %, o desvio padrao flui para
valores constantes, independentes da distancia entre sitios [, mostrando explicitamente o que concluimos de
forma analitica no estudo de UZ. O fato de ser independente de [ é comportamento caracteristico do expoente
a = 0. Em contraste, para a = 0.7, o comportamento de longas distancias do desvio padrao nao se modifica
durante o fluxo, ou seja, se mantém oy (I) ~ [~ para [ grande. Este comportamento é ilustrado na Fig. (7.5)
(d). Em « = %, que é um ponto critico, a contribuicao logaritmica para o desvio padrao em I' alto ndo pode
ser verificada devido ao tamanho finito do sistema.

7.3 Grupo de Renormalizacao a partir de Equacgoes de Fluxo

Nesta Seg¢do, derivamos um método de grupo de renormalizagdo que usa como base o método das EFs. Pos-
teriormente, mostramos os resultados encontrados a partir desta implementacdo e discutimos os resultados. A
ideia bésica deste procedimento ¢ eliminar os termos de fora da diagonal .J/ de maneira sistemética.

Para abreviar a notacio durante esta subsecio, introduzimos a notacio i = cj» e 1 = ¢;. Consideramos a caso
de 3 sitios, que serd o problema basico sobre o qual o método sera construido. O Hamiltoniano de trés sitios é

dado por

HSS = (7'[0)35 + V387 (724)

sendo
(Ho)?)s = hlil + hQQ2 + h333, (725)
Vs = Ji (12+421) +J3 (23 +32) + J; (13+31). (7.26)

Calculando o gerador explicitamente, Eq. 6.2, encontramos

g = J2(hy — hy) (31 — 12) + J3 (hy — hs) (32 — 23) + J3 (hy — hs) (31 — 13) (7.27)
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Consideramos r; 2 > 79 3. Consideramos a evolugao de I entre 0 e I, sendo éI" escolhido de tal modo que
0I'r1,2 ~ 1. Neste intervalo, somente os termos conectando os sitios 1 e 2 mudam significativamente. Com isso,
a integral do gerador n neste intervalo fornece

/an = 4/dFJ12 (h1 — hs) (21 — 12) + O (oT) ,

s

onde definimos a9 = %sign(]x) (5 — |90|), e usamos explicitamente a solucdo do problema de dois sitios.
Corregoes de ordem superior em 6I' podem ser negligenciadas se dT'r2 3 < 1. Definindo A = [ dI'n e usando a
formula de Baker-Campbell-Hausdorff,

etHe 4 = H+[A,H}+%[A,[A,HH+..‘ (7.29)

encontramos que o termo de ordem mais baixa em 6I" do comutador [A, H] é

[H,on2 (21 —12)] = Jau2 (314 13) — JPaus (324 23) . (7.30)

Portanto,
[A,H] = Jiaiz (32+23) — Jiaus (31 +13), (7.31)
[A[A H]] = —JJai (324 23) — Jiame (31 +13). (7.32)

Por indugdo, é facil mostrar que a colegdo de termos que aparecem na Eq. (7.29) podem ser somados, e
resultam em

H(T) = (Jfcosaz+ J3sinaa) (31 + 13) (J5 cosaqa — J7 sinagz) (32 +23) . (7.33)

Podemos agora enunciar o passo basico do método de GR. A generalizagdo para mais de trés sitios é trivial, ja
que o procedimento de RG pode ser pensado como processos que atuam em blocos do problema de trés sitios,
enquanto os outros sitios permanecem inalterados.

Em suma, o passo do GR consiste em:

1. Achar o maior valor de r = v/4J2 4+ 22 ndo dizimado. Assuma ser entre os sitios i e j, ou seja, r;;.
Renormalize a ligagao correspondente J; para zero.

2. Calcular o angulo de ligagdo ay; = %Sign (Jf;v”) (g — |6’0|)7 sendo mf = h; — h; e 8y = arctan (%)

Renormalizar todas as ligacGes que conectam sitios k # i, j aos sitios ¢ ou j de acordo com

jzk = JFcos (ay;) + Jg sin (o), (7.34)

K3

JF = —Jfsin(ay) + Jf cos () - (7.35)
3. Renormalizar os campos h; e h; de acordo com
ilq; = |:H1'j + rijsgn (l‘g):| , (736)

[Hij — r;jSgn (x])} , (7.37)

>
.

Il
N = N =

onde Hij =h; + hj.
4. Calcular os valores renormalizados de 7, 71, e 7.

Na Fig. 7.6, representamos esquematicamente o processo de dizimacao de uma ligacgao.

Note que o niimero de passos até que o Hamiltoniano se torne diagonal escala com N2, onde N é o tamanho
do sistema. Nesta proposta de GR, cada campo h; é renormalizado O (N) vezes. Para achar o espectro,
esta renormalizacdo sucessiva se mostra ser uma vantagem em relagdo a outras propostas de GR, como aquela
feita por Javan Mard et al. [86], por exemplo. Na proposta da Ref. [86], sdo os sitios, e ndo as ligacdes, que
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max(ri;) _-Pl- | |
Step 1: ,i" Sso Decimate maximum r;;
—0O—0—0—0—o

/ Ny A S . .
Step 2: ( WA \ ~ _ Renormalize hoppings
6—o—0—o -
\ A / k 71k k 7k
e \ )///7\ / (JQ’JJ)%(JZ’JJ)

Figura 7.6: Esquema dos passos do GR que usa como base as EFs. O primeiro passo é encontrar a ligagao (i, )
com valor méximo de 7;;, e zerar tal ligacdo. Ao mesmo tempo, todos as ligagdes que partem dos sitios i e j
para outros sitios k # i,j sdo renormalizadas para jf e j]k, e 0s campos em ¢ e j, também renormalizados,
passam a valer ; e ﬁj. Este procedimento é iterado até que todas as ligagoes sejam removidas. O erro no passo

.. - - o . N(N-—1)
de dizimag¢do é menor quando os novos valores 7, e 75 sdo todos menores que 7;;. Depois de 5 passos,

o Hamiltoniano é diagonal.

sao removidas da cadeia. Os primeiros campos dizimados sequer sao renormalizados e, portanto, o espectro
encontrado nio é o correto, especialmente nas bordas’.

O fluxo do GR pode ser interpretado como uma sequéncia ordenada de rotacdo do problema de dois sitios,
andlogo ao algoritmo de Jacobi para a diagonalizacao de matrizes. A diferenca para tal algoritimo é que neste
RG que implementamos a hierarquia de dizimagoes é ditada pelos valores de 7, enquanto no caso de Jacobi o
pivd é escolhido como sendo o elemento fora da diagonal de maior valor. O método de Jacobi é iterado até
o maior elemento fora da diagonal ser menor que um determinado erro pré-fixado. No nosso RG, o método é
iterado w vezes, ja que, uma vez que uma ligacdo é removida, nao permitimos que ela volte a ter valor
finito em passos posteriores. Um detalhe técnico é que verificamos computacionalmente que o nosso processo de
RG é mais rapido e permite acesso a sistemas maiores que diagonalizacao exata. Conforme discutiremos mais a
frente, na parte das conclusoes, isso permite vislumbrar que, se generalizado apropriadamente, tal método pode
ser promissor no estudo de sistemas interagentes.

7.4 Equacao do grupo de renormalizacao no ponto critico

O procedimento de grupo de renormalizagdo proposto por Levitov [82, 83] é baseado na solugdo da ressonancia
de dois sitios e cuja estrutura é parecida ao que propomos no ponto critico « = 1. Uma diferenca importante
é que o método de Levitov se baseia em resolver ressonancias tendo como parametro no fluxo a distancia entre
sitios, que aumenta monotonicamente. Isto é, dado um comprimento genérico, pergunta-se quais sitios separados
por esta distancia estao em ressonincia. Resolve-se os problemas de dois sitios ressonantes e aumenta-se o valor
do comprimento. Itera-se estes passos até atingir-se o comprimento do sistema, onde espera-se que todas as
ressonancias sejam resolvidas.

Vamos resolver as ressonancias em uma casca de raio Ry < r < Ry, centrada em uma diferenca de campos
dada por |h; — hj|. Na varidvel G, fazemos a aproximagio que os sitios ressonantes i e j estdo distantes de um
sitio k arbitrério, isto é, |ry, — 75 ;| > |r; — r;|. Assumindo que |ry — r+| & |ry — 75|, onde ro = $|r; £ 1], as
Eqs. (7.34)-(7.36) podem ser escritas para a varidvel G = GF

i.j» sendo dadas por
,

G} = Gisina;+ Gi COS t;5, (7.38)
G, = -—Gsina;; + G} cosay;. (7.39)
Note que esta é uma grande simplificagdo, que s6 é possivel cancelando os denominadores de distancia de
j_ _Gi
Ji = [ri—r;|*

A ideia ¢é escrever a equagdo de evolugao da varidvel G7. Consideremos a densidade de estados como sendo
constante e de valor v e a densidade de sitios como sendo n. Para uma casca cuja diferenca de energia é

IDeve ser ressaltado, contudo, que na Ref. [86] o intuito era calcular a condutividade, e ndo a estrutura de niveis. Para tal fim,
o método 14 implementado mostra-se conveniente.
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dE = d|h; — h;| e um volume de tamanho dr, queremos descobrir como a distribuicdo de Gg é modificada
devido a ressonancias nesta casca.

Considere a dizimagao de um par de sitios i e j em ressonancia. Todos os acoplamentos conectados aos sitios
i e j serdo renormalizados. A modificagio da distribui¢do de probabilidade é dada pelo termo seguinte (para
uma analogia com a equagdo do SDRG, ver Capitulo 2, Eq. (2.13))

/dG{P () /R2 ndr/ ydE/H (4G1dcy) P(GL) P (GL) [ (G - G) + 8 (G~ Gy)
~5(G-ci)-i(c-6l)-s(c-cl)| (T

Os termos com sinal positivo indicam acoplamentos novos, inseridos na cadeia, enquanto Gi, G}€ (k arbitrario)
e G sdo removidos.

Conforme acoplamentos sao removidos da cadeia, a normaliza¢ao também muda. O nimero de acoplamentos
removidos é vdE ndr e, portanto, um pré-fator (1 — vdFE ndr)_1 deve ser incluido para manter P (G) . A nova
distribuicio P (@), apés a dizimacdo, é dada pela soma da distribuicdo anterior P (G) com a contribuicio
adicional do termo acima

1

P = —
(@) 1 — vdE ndr

P(G)+ / AGIP (G]) v ndr [ (dG1dGY) x
k

X P(Gi)P(Gi) Yse-an- Y 5(G—GZ)—5(G—G§) (7.41)

k,p==+ k,q=i.5

Simplificando, chegamos a

P(G) = P(G)+un/dagd5drp (Gg) /HdG;;dGiP(G;;) P(G;) S Y s@-an- Y sa-an
k ko \p={%} p={i,j}
(7.42)
Até este ponto, poderiamos pensar em repetir os passos para outros expoentes « que nao sejam o ponto
critico. Aqui, contudo, ficard evidente que uma simplificacdo essencial é possivel exatamente quando o = 1.
Tomando v e n constantes, fazemos a seguinte mudanca de varidveis na regido de integragao

(T,E7G§ ) E (r, T, GZ) (7.43)
dlhi—h;| _ dE
J T
A casca onde se realiza a integracao fica modificada para

sendo dr =

drdgaG] = (i Jg'D (r—dr) drdG?. (7.44)
—_———

i

Integrando sobre o volume, chegamos a

R R

: log () , ~1

I = / drr— = { ) o PERe (7.45)
Ry (Ry™™ —R;™) , paraa#1

11—

O fato de que em o = 1 temos uma variavel adimensional, logaritmica, é o que fard possivel a solucdo da
Eq. (7.42) no ponto critico. Esbogaremos a solugdo na sequéncia.

7.4.1 Solugao no ponto critico

Passamos a solugdo da Eq. (7.42) no ponto critico a = 1, seguindo alguns passos das Refs. [82, 83]. No ponto
critico, é possivel definir a varidvel logaritmica ¢ = log (R). Para simplificar a notagdo, chamemos G = G?,
Gi =G%e Gg = (. Cada termo da soma sobre k d4 a mesma contribuicio. Portanto, a Eq. (7.42) pode ser
simplificada para



CAPITULO 7. EQUACOES DE FLUXO APLICADAS AO HAMILTONIANO DE ANDERSON 83

09NP(G)
\ a=0.7

-2 -1 1 2

Figura 7.7: Distribuicdo de valores de G = Jij li — j|* ndo dizimados, P (@), durante o fluxo, nos passos
Ngteps = 1 (azul), 100 (vermelho), 1000 (verde), 2000 (rosa), e 3000 (preto). O nimero de sitios ¢ Ngjteq = 100,
e o numero total de passos para diagonalizar o Hamiltoniano é Nsteps = 4950. Os expoentes mostrados sao
a = 0.7, 1, 2. Em todos os casos, a distribuigdo inicial de G ¢é uniforme, de —1 a 1 (curva azul). Em
passos posteriores do grupo de renormalizacao, a distribuicao de G se torna gaussiana, uma generalizacao do
comportamento previsto por Levitov para o ponto critico a = 1.

gg (G,6) = m/N/dGO P(G°) |G°|/dr/dG dG2P (GNP (G [ (G- G +5(G-G")

-5(G-G" -6(G-G?)] (7.46)

Uma observacio importante é que G* depende somente de G2 e 7, 0 que implica que a integral sobre G°
desacopla das outras, ou seja, G e 7 podem ser tratados como varidveis independentes. A condicdo de ponto
fixo é que (%P = 0 e, portanto, a Eq. (7.42) fica

/dr/dGldGQP (GHYP(E)(B(G-GN)+6(G-G7)=d6(G-G")—6(G-G?)) =0. (7.47)

H4 duas contribuigoes distintas, a oriunda dos dois tltimos termos, que sao idénticos e iguais a P (G), e a
contribuicado menos trivial, dos dois primeiros termos, dada por

/ dGNG2P (GY) P (G?) (5 (G — G*) +6 (G —G™)) (7.48)
- / dG-P (G1 (G,G)) P (G*(G.G7)) + / dGP (G1(GF,G)) P (G*(GF.G))  (1.49)

Pode-se mostrar que a equagao acima admite uma solugao de ponto fixo gaussiana,

1 G?
Pr(G)=—exp|——=— ), 7.50
(€)= e (-5 (7.50
onde o é o desvio padrao, mantido invariante durante o fluxo. Note que a norma (e consequentemente, o desvio
padrdo da distribui¢do de G) é invariante sob a transformacgio dada nas Eqs. (7.38) e (7.39).

Na Secao seguinte, vamos mostrar os resultados numéricos do fluxo de grupo de renormalizacao, incluindo
evidéncia que a distribuigdo de ponto fixo P* (G) é gaussiana mesmo fora do ponto critico o = 1.

7.5 Resultados numéricos

Implementamos o procedimento de grupo de renormalizagdo numericamente, em cadeias de 100 sitios, com a
média sendo tomada sobre 20 realizagoes de desordem. Na Fig. 7.7, mostramos que a distribui¢ao de ponto fixo
da varidavel G é gaussiana mesmo fora do ponto critico a = 1. Analiticamente, ndo conseguimos mostrar este
fato, evidente dos resultados numéricos.

Na Fig. 7.8, comparamos o espectro do Hamiltoniano obtido pelo método do GR com aquele obtido por
diagonalizagao exata. O método fornece autovalores que sdo cada vez mais préximos do valor obtido por
diagonalizagao exata conforme o — oo, quando todos os autoestados sao localizados. O método se mostra
menos confiavel quando a < 0.5, que corresponde a regido equivalente ao ensemble de matrizes aleatérias
ortogonais. Este fato poderia ter sido previsto pelo fato de que, uma vez removida, uma ligagao nao pode voltar
a ter valores finitos. Quando as ligacoes renormalizadas 75 ou 7;; sdo maiores que 7;;, tal hipétese ndo pode
ser justificada. A estas dizimagoes que ndo abaixam a escala de energia chamamos de ’dizimacoes ruins’. Uma
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Figura 7.8: Comparagdo do espectro de particula tinica obtido de diagonalizagdo exata (vermelho), em compa-
ragdo com o espectro obtido pela técnica de GR (azul), para uma dada realizagdo de desordem. De (a) a (d),
graficamos os diferentes expoentes o = 0, 0.7, 1.0 e 1.5, Em todos os casos, a concordancia é aparente. A analise
da estatistica de niveis, por outro lado, mostra que o resultado obtido para o espectro é confidvel somente para
a> 1.

possibilidade que vai além do que trabalhamos aqui envolve diagonalizar simultaneamente mais de dois sitios
em um Unico passo de dizimagdo. Como temos um tratamento de EFs para a regido a < %, nao buscaremos um
método de GR mais acurado nesta regido, porém, para outros sistemas tal generalizacao pode ser necessaria.

A questao de acuracia do método pode ser testada analisando numericamente o nimero de 'dizimacoes ruins’
no limite termodindmico, que sdo aquelas que ndo diminuem o valor do 7; ; méximo. Na Fig. (7.9), mostramos
que para « > 0.5 o ntmero de ’dizimacgoes ruins’ se anula no limite termodinamico. Note que no ponto de
transicao de localizacao, a = 1, o método aqui proposto é eficaz.

O espectro e analise da estatistica de niveis para a > 0.5 também pode ser obtido partindo do esquema
de grupo de renormalizacdo. A estatistica de niveis serd sempre normalizada pelo valor médio da distribuicao
(0). A distribuigao P (5 = %) é calculada em funcao do distanciamento de niveis dividido por seu valor médio
no estagio final do fluxo, ' = 00, quando o Hamiltoniano é diagonal. Os resultados mostrados na Fig. (7.10)
indicam que o método ¢é eficiente para determinar a estatistica de niveis correta. Os expoentes mostrados sao
a=0.7, 1, 2, 5, de onde se vé o deslocamento da curva, comegando proxima a distribuicao de Wigner-Dyson, e
indo na direcio da distribuicio de Poisson. Um pequeno peso resta em o = 0, consequéncia da diagonalizacio
numérica ser feita em um sistema de tamanho finito.

7.6 Conclusoes

Neste Capitulo, aplicamos, de maneira pioneira, o método de Equacoes de Fluxo para sistemas desordenados.
Uma aplicacdo completa do método no caso desordenado passa por derivar as equagoes usando o gerador
de transformagoes unitdrias, dado na Eq. (6.2), e seguir a distribuigdo de acoplamentos até o pardmetro de
fluxo, que chamamos de I, ser suficientemente alto. Obviamente, ji4 que o método se propoe a deixar o
Hamiltoniano diagonal, assintoticamente, a distribuicdo de hoppings tendera a deltas de Dirac centradas em
zero. O interessante é, portanto, extrair informagoes das distribui¢oes de hoppings durante o fluxo.

No caso do modelo que estudamos, no qual a distribuicao de hoppings decai como lei de poténcia da distancia
entre sitios, uma informacao possivel é o desvio padrao das distribui¢gdes de probabilidade em funcao da distancia,
para varios I' (ver Fig. 7.5). De fato, fomos capazes de distinguir o cardter delocalizado da fase de a < % vendo
que o desvio padrao se torna independente da distancia, uma caracteristica tipica do caso em que o = 0, onde
o Hamiltoniano é equivalente ao ensemble de matrizes aleatorias ortogonais.

A solugao numérica das Equagoes de Fluxo nem sempre é computacionalmente simples, ji que envolve um
sistema de ~ N? equacdes diferenciais nio-lineares acopladas, no caso nao-interagente. No caso interagente, o
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Figura 7.9: Fracdo de dizimacoes que nao reduzem a escala de energia max (r; ;), durante o fluxo. As curvas
sdo fungdo do expoente a e diferentes curvas representam diferentes tamanhos do sistema Ngjteg- No limite
termodindmico, a fragdo de dizimagoes que nao abaixam a escala de energia tende a zero para a > 5, o que

indica que o método é eficaz nesta regiao. Como das EFs obtemos uma fase delocalizada para a < 5

temos acesso ao diagrama de fases para todos os expoentes.
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Figura 7.10: Estatistica de niveis obtidas pelo grupo de renormalizagao (azul) e a comparagao com diagonalizagao
exata (vermelho). (a), (b), (c), (d) correspondem a expoentes o« = 0.7, 1, 2, 5. O sistema é composto de
100 sitios, e a média foi tomada sobre 20 realizagoes de desordem, para cada expoente. As curvas preta e
verde sao as distribuicoes de Wigner-Dyson e Poisson, caracteristicas de sistemas delocalizados e localizados,
respectivamente.
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nimero de equagoes escalard exponencialmente com o tamanho do sistema. Se mostra, portanto, conveniente
introduzir um esquema de grupo de renormalizacao que diminui substancialmente o trabalho de capturar, por
exemplo, a estatistica de niveis, indicador da fase do sistema. Além disso, o grupo de renormalizagao fornece
o espectro completo, ao contrario da implementacao de SDRG feita anteriormente. FEste método de grupo de
renormalizagdo captura a fisica de a > %, enquanto o uso das equagoes de fluxo fornecem a fisica correta em
a< i

A generalizagdo para sistemas interagentes se mostra muito promissora. Ja que o método permite acessar
todos os niveis de energia do sistema, equagoes de fluxo podem se mostrar ferramentas poderosas no estudo
de localizacdo em sistemas de muitos corpos, um tema em destaque nos tltimos anos (ver Ref. [81] para uma
revisdo e o status atual desta drea). Por serem sistemas ao mesmo tempo interagentes e desordenados, e pela
necessidade de se conhecer o espectro todo, muito dos argumentos utilizados até o momento nesta area sao
qualitativos. Acreditamos que, se for possivel uma implementagdo de grupo de renormalizacdo acoplado as
Equacoes de Fluxo, nos moldes feitos neste Capitulo, resultados mais quantitativos podem vir a ser acessados.



Capitulo 8

Conclusoes

Estudamos, nesta Tese, classes de sistemas fortemente desordenados unidimensionais. Em particular, nos foca-
mos em duas destas classes: cadeias de spin desordenadas e sistemas desordenados de férmions ndo-interagentes.
Para a primeira classe, desvendamos o mecanismo genérico que leva ao aparecimento de simetrias emergentes
em sistemas de spin com desordem. Sucintamente, os multipletos fundamentais do problema local de dois spins
deve se transformar como representacao irredutivel da simetria emergente. No caso da cadeia de spin 1 estudada
no Capitulo 3, de simetria SU(2) com acoplamentos bilineares e biquadraticos, a simetria emergente é SU(3).

A generalizacdo para cadeias de spin S fortemente desordenadas, também simétricas por transformagoes
SU(2), foi feita no Capitulo 5, utilizando a linguagem de Tensores Esféricos Irredutiveis, introduzidos no Capi-
tulo 4. Os pontos fixos antiferromagnéticos estéveis sdo aqueles onde somente Tensores Esféricos Irredutiveis de
uma determinada ordem sobrevivem em baixas energias. Outros pontos fixos antiferromagnéticos surgem, onde
singletos sao formados por pares de spins, sendo o mais relevante destes pontos aquele com simetria SU(2S5+1).
Apesar de globalmente instavel, a existéncia deste ponto garante que todas as fases antiferromagnéticas herdem
sua simetria, pela conectividade do diagrama de fases. Fica evidente, ainda, que fases de singletos aleatorios
com expoentes ¥ < % devem ser diferenciadas de fases com simetria emergente. O expoente ser menor que meio
é condigdo necessaria para a emergéncia de simetria, mas nao suficiente, conforme evidenciado pelo estudo da
cadeia de spin 2. Mesmo para spins maiores (mas com valores inteiros), é relativamente simples obter ¢ = %,
mas a simetria em baixas energias se mantém SU(2).

Da introducao de tensores de ordem maior, também é notério o fato de que a precisao dos passos de dizimagao
do SDRG é maior conforme maior a ordem do tensor, o que nos permite conjecturar que a desordem baixa é
mais relevante conforme maior a ordem dos tensores através dos quais spins de diferentes sitios sao acoplados.

Em cada Capitulo onde um determinado sistema foi estudado, indicamos possiveis extensoes futuras, base-
adas no conhecimento construido. A maior parte das questoes que apareceram no Capitulo 3, onde estudamos
a emergéncia de simetria em sistemas desordenados através do exemplo de cadeias de spin 1, foi respondida
no Capitulo 5, através da generalizagdo para sistemas de spin S. Nessas cadeias de spin S invariantes por
rotagoes e reversao temporal, o fluxo do SDRG em subespacos do espacgo de pardmetros onde a renormalizacao
em primeira ordem de teoria de perturbacao é nula permanece nao elucidado. Tal anulamento nao ocorre em
cadeias de Heisenberg, e é uma caracteristica nova, inerente ao problema onde mais acoplamentos sao mantidos.
Uma questao que se origina é se os pontos fixos associados apresentam estrutura familiar, com fases conhecidas
de outros sistemas, ou uma fisica nova.

Outra questdo que fica para trabalhos futuros é sobre o conjunto de subespagos onde a simetria é maior
que SU(2). A linha SO(5) das cadeias de spin 2 [67, 68] é um exemplo, mas serd o tnico? O fluxo do SDRG
talvez possa ser usado para a determinagao dessas simetrias extras, nem sempre evidentes, a partir do estudo
da dimensao do espago para onde os acoplamentos fluem. Nos restringindo, por exemplo, a regras de dizimagao
de segunda ordem e a spin %, podem ser definidas duas varidveis “angulares” dadas pela razao de acoplamentos
de tensores de ordem distinta. Quando a simetria SO(5) estd presente, o fluxo fica restrito a uma linha,
ou seja, sobre o plano definido pelas variaveis angulares, uma restricdo extra aparece. No contrario do caso
geral, por outro lado, o fluxo gera acoplamentos em uma regido de dimensao dois sobre este plano de varidveis
angulares. A linha SO(5), de fato, foi encontrada levando em conta esta restrigdo de varidveis angulares. O
desafio de encontrar um procedimento sistematico para determinar estes subespagos onde a simetria é maior
que a simetria do Hamiltoniano, pelo redugao do subespago de fluxo do SDRG, fica para estudos futuros.

A outra classe de sistemas estudada por nés nesta Tese foi a de sistemas de férmions ndo interagentes,
quando hoppings de longo alcance sdo introduzidos (Capitulo 8). Estes hoppings sdo varidveis aleatérias, cujo
desvio padrao decai como uma lei de poténcia de expoente a. O fato de que os hoppings sdo de longo alcance
torna possivel uma transicao de fase, entre uma fase localizada e uma delocalizada, mesmo sendo o sistema
unidimensional. O diagrama de fases, em funcdo do expoente de decaimento «, por nés revisitado, havia
sido pioneiramente estudado por Merlin e colaboradores [39], através de técnicas de supersimetria. A nossa
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andlise se baseou na aplicacdo do método de Equagoes de Fluxo [77], introduzido no Capitulo 6, para sistemas
desordenados. Conseguimos captar o diagrama de fases total, sendo a fisica de expoentes baixos elucidada
pela aplicacao direta das Equagoes de Fluxo, enquanto a fisica de expoentes altos foi analisada através de um
procedimento de Grupo de Renormalizagao, que usa as Equagoes de Fluxo do sistema de trés sitios como base.
O caréter localizado ou delocalizado de determinada fase pode tanto ser inferido pela evolugao da distribuicao de
acoplamentos, quanto por caracteristicas dos autovalores do Hamiltoniano, através da medida de sua repulsao
miutua.

A rota por nés tracada na generalizagao das Equagoes de Fluxo para sistemas desordenados é promissora no
estudo de localizagdo em sistemas de muitos corpos interagentes (ver Ref. [81] e demais referéncias 14 incluidas),
topico muito atual em Matéria Condensada. A localizagdo em sistemas de muitos corpos interagentes é evi-
denciada, por exemplo, pela violagdo da hipétese de termalizacao de autoestados (ETH, do inglés “Eigenstate
Thermalization Hypothesis”). Portanto, ensembles convencionais de mecénica estatistica ndo sdo capazes de
capturar a fisica de tempos longos. Além do interesse tedrico nestes sistemas, estes podem ser também tteis
no contexto de armazenamento de informacao quantica uma vez que, por nao termalizarem, podem localmente
armazenar informacao sobre condigdes iniciais locais [81] .

O fato de que todo o espectro é mantido pelas Equacoes de Fluxo, ao contrario da implementacao canénica do
SDRG introduzida no Capitulo 2, é o que pode vir a permitir o estudo da fisica desses sistemas, onde propriedades
de todos os autovetores sao necessarias. Para tanto, é necessdrio incluir no Hamiltoniano termos de interacao,
0 que aumenta exponencialmente o nimero de equagdes a serem concomitantemente resolvidas. Acreditamos
que o mais desejavel seja usar novamente o sistema de Equagoes de Fluxo para motivar um procedimento de
grupo de renormalizagdo, assim como fizemos no caso sem interacao.



Apéndice A

Regras de dizimacao para cadeias de
Heisenberg de spin S

Neste Apéndice, vamos calcular as regras de dizimagao de cadeias de spins S com acoplamentos de Heisenberg.
Estas regras sdo citadas no Capitulo 2 e representam um caso particular do Hamiltoniano do Capitulo 5. Como
a demonstracdo do caso com somente termos de Heisenberg é bem mais simples do que aquela que fazemos no
Capitulo 5, preferimos explicita-la aqui.

Comecgamos com o Hamiltoniano do problema de 4 spins

H="Ho+Hi (A1)

sendo
Ho = 7‘[2,3 = J5S9 - S5 (A.Q)
Hi = Hig+Hza=J1S1-S2+ J383-Sy (A.3)

e com a consideracao que Jy > Ji, J3, 0 que permite tratar 7; como perturbacao de Hy.
Vamos considerar dois casos: quando Jy é positivo e quando Jy é negativo.

A.1 Dizimacao de singletos

Se Jo > 0, o estado fundamental de H(y é um singleto e primeira corre¢ido perturbativa ndo-nula é de segunda
ordem, dada por

1

1% = R P
Hiy 0 (H12+Hsza) Fo— Has

P(Hio+Hsa)Po, (A.4)
onde Py = |0,0) (0,0] é o projetor no estado de singleto dos sitios 2 e 3, |.J, M) = [0,0), e P = 1 — P,. Além
disso, Ey = —J2S (S + 1) é a energia do estado de singleto.

Vamos nos focar em um dos termos da Eq. (A.4), que serd responséavel por conectar spins dos sitios 1 e 4

(2) P 5
V5 = P, P————PH34P,. A5
14 0H1,2 Fo— Has H3z 1P (A.5)
Calculando explicitamente PO’HLQP, temos
PoHi2P = 0,0)(00|S14S%| JM) (JM |S3,S45| 00) (0,0], (A.6)
= 51454 0,0) (0,0] (00 |Saa| JM) (JM |S3p| 00) . (A7)

As componentes Ss, e S3, de spins sdo operadores vetoriais, o que significa, pelo Teorema de Wigner-Eckart
(Eq. (4.30) do texto principal) que, por exemplo, o elemento de matriz (00 |Sa,| JM) é ndo-nulo somente se
J = 1. Este fato simplifica dramaticamente a soma. Ficamos com

1

V) = 51484 10,0) (0,0] >
M=—1

(00 |Saa| 1M) (1M | S| 00)
Eo— E; ’

(A.8)
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onde F; é a energia do estado de momento angular total J = 1 e o denominador de energia é Fy — E3 = —Js.
Com isso,
S1a9.
Ve = 2k J;b 10,0) (00 ]S2453] 00) (0,0 . (A.9)

Definimos os seguintes operadores tensoriais de ordem bem definidas (ver Capitulo 4)

1

YO = g(;a,b52a53aa (AlO)
1

Vi = 5 (5208 — Ssaaa), (A.11)
1 1

sz = 5 (S2a53a + S3a52a) - géa,b52a53a7 (A12)

temos que o termo Sy,S3, pode ser escrito como

S2453, = Yo + Y1 + Yo (A.13)
Somente o termo Yy contribui para a Eq. (A.9), por se tratar de um operador escalar (novamente, detalhes
no Capitulo 4). Com isso, chegamos a
S(S+1)

Vi =222 0S4 8410,0) (0,0]. (A.14)
! 3J>

Ou seja, restritos no subespago onde Sy e S3 formam um singleto (o que é justificado se a temperatura for baixa
o suficiente para que os outros multipletos ndo sejam acessiveis), em segunda ordem de teoria de pertubagio
encontramos um acoplamento efetivo entre os spins S; e Sy dado por

ﬁﬁ = J1481 - S, (A.15)

sendo j1’4 = 2805+D () fator adicional de 2 de j1,4 vem da soma com a contribui¢do do complexo conjugado

372
da Eq. (A.5).

A.2 Dizimacao no caso de momento angular finito

Caso Jo < 0 ou Jy > 0¢e Sy # S3, o spin total S do estado fundamental do par de spins serd niao-nulo e o
tratamento é feito em primeira ordem de teoria de perturbacgao. Para a cadeia de Heisenberg, sempre o valor do
spin do multipleto fundamental é S = Sy + S5 (Jo < 0) ou S =[Sy — S3| (J2 > 0). Em primeira ordem de teoria
de pertubacdo, temos que a renormalizacao é obtida pela projecao da perturbagdo Hi 2 + Hs.4 no multipleto
fundamental

Hiy = Pg(Miz+Haa)Ps, (A.16)

Para continuarmos o calculo, é conveniente usarmos o Teorema da Projecdo , que é uma manifestagdo do
Teorema de Wigner-Eckart (Eq. (4.30) do texto principal) para o caso especifico de operadores vetoriais [54].
O teorema da projecdo diz que qualquer operador vetorial é proporcional ao operador de momento angular
total, em um subespaco onde todos os outros niimeros quanticos sao mantidos constantes. Colocando também
a constante de proporgao, ficamos com

g(g-i-l):ESQ(SQ'i-l):FSg(Sg-l-l)S

So3 = — A.18
3 25 (5 +1) (A.18)
Com o uso da equacgao acima, a calculo de (A.17) se torna trivial, e resulta em
7‘253 = j181 -S+j3S~S4, (Alg)
onde

. S(S+1)+82(Sy+1)—S3(Ss+1

ho= (S+1)+ 5 (Stl)= 5 (S + )1, (A.20)
25 (5+1)

. S(S+1)—S5(Sy+1)+S3(S5+1

. ( ) 2(S2 +1) 3 (93 )Jg. (A.21)

25 (S+1)
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Em suma, o passo de dizimacio neste caso consiste em substituir o par de spins S, e S5 por um spin efetivo S,
a0 mesmo tempo que os acoplamentos vizinhos J; e Js sdo alterados de acordo com as Egs. (A.20) e (A.21).
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Apéndice B

Introdugao ao grupo SU(N)

Neste Apéndice, introduzimos o grupo SU(N). Trata-se dos grupo das matrizes unitarias N x N cujo deter-
minante ¢é igual a unidade. Equivalentemente, se U é uma matriz pertencente ao grupo, entdo UUT = 1 e
det U = 1. Qualquer matriz que satisfaca essas propriedades pode ser escrita como U = exp (iA), sendo A her-
mitiana e com trago nulo. O conjunto de matrizes A linearmente independentes satisfazendo essa propriedade é
formado por N2 — 1 matrizes, chamadas de geradoras de SU(N). Um elemento do grupo SU(N) pode, portanto,
ser escrito como

N?-1
U = exp ’LZ coA@ | (B.1)
a=1

onde a colecdo de ¢,’s é de niimeros reais, chamados de pardmetros do grupo. O conjunto de matrizes A pode ser
escolhido, uma vez que o trago quadrado, que corresponde a normalizacao, for fixado. A escolha que seguiremos
[76] é

Tr (A<a>A<b>) = 25%b, (B.2)

A representagdo fundamental do grupo SU(N) é composta da colecdo de matrizes U formadas a partir da
Eq. (B.1). Na linguagem de tabelas de Young, a representagao fundamental do grupo é representada por uma
caixa,

U— [

Para mais detalhes sobre tabelas de Young, ver Ref. [76]. Antes de destacarmos o grupo SU(3), de maior
interesse nesta Tese, falaremos do grupo SU(2), por este ser mais simples e familiar.

B.1 O grupo SU(2)

Para o grupo SU(2), os 3 geradores A@) podem ser escolhidos como sendo as matrizes de Pauli 0(®). Os spins
maiores aparecem a partir da soma de spins menores. O spin igual a 1, por exemplo, origina-se do multipleto
simétrico da soma de spins % que, na linguagem de tabelas de Young, corresponde a duas caixas concatenadas
horizontalmente. A representacao da série de Clebsch-Gordan do grupo, quando a escolhemos a representacao
fundamental (de spin %) em cada sitio, estd ilustrada na Figura B.1.

Além disso, o singleto de SU(2) é o estado antissimétrico representado por duas caixas verticalmente con-
catenadas. De maneira geral, o estado de singleto, em SU(N), corresponde a N caixas verticais concatenadas.

Equivalentemente, o singleto é o estado totalmente antissimétrico nos N indices.

RL]=A®

S=45 S=3 S=0 S=1

Figura B.1: Série de Clebsch-Gordan de SU(2), do produto de duas representagoes fundamentais.
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n Oed=He » HeH=0e

2)D®H:1@ |

Figura B.2: Séries de Clebsch-Gordan para o grupo SU(3), com as trés combinagoes distintas de duas represen-
tagdes. Uma caixa corresponde a representacao fundamental, enquanto duas caixas concatenadas verticalmente
formam a representac¢io anti-fundamental. O estado de singleto formado em 2) representa os mésons, na lin-
guagem de fisica de particulas, onde o singleto é chamado de “singleto de cor”, associado ao nimero quantico
de cor. Em 1) e 3), estdgios intermedidrios na formacdo de bérions (ver Apéndice C para uma introdugao a
fisica de particulas necesséria).

Em SU(2), a dimensdo das representagoes é aquela obtida pela soma usual de momento angular. O tripleto
tem dimensao trés, enquanto o singleto tem dimensao 1. De maneira geral, qualquer que seja a ordem N do
grupo, o singleto tera dimensao 1, afinal, s6 hd uma maneira de antissimetrizar N indices distintos.

O problema de dois spins associado ao grupo SU(2) é dado pelo produto escalar dos geradores do grupo,

3 3
H = J; ZAEG) 'Az('il =J; Zaz‘(a) ) O—z(i)l' (B.3)
a=1 a=1

Os autovalores, que neste caso de SU(2) sdo os autovalores usuais de momento angular total, sdo os chamados
Casimir do grupo. Para N > 2 um Hamiltoniano invariante por transformacoes do grupo pode ser também
escrito em termos de outras representagoes, como ficara evidente na sequéncia.

B.2 O grupo SU(3)

Passamos agora aos possiveis Hamiltonianos de spin invariantes por transformagoes do grupo SU(3). As
séries de Clebsch-Gordan do grupo, para varias representacoes, estao listadas na Fig. B.2.

1) Produto de representagoes fundamentais

O Hamiltoniano é

8
Hpp=J; > A ALY, (B.4)
a=1
com A sendo o conjunto de 8 (= 3% — 1) geradores da representacio fundamental de SU(3). Este conjunto de
matrizes foi formado no Capitulo 3, em termos de operadores de spin 1.
2) Produto de representacao fundamental e anti-fundamental
Aqui,

3
Hyp=Ji y MY AY, (B.5)
a=1

sendo A a representacao anti-fundamental, cujo nimero de geradores é o mesmo que da representacao funda-
mental. O estado fundamental quando J > 0 é um singleto, enquanto os outros 8 niveis tém energia maior,
todas com o mesmo valor.

3) Produto de representagdes anti-fundamentais

O Hamiltoniano passa a ser

3
Hf* = Ji Z Aga) . A,Ei)l, (BG)

com o mesmo espectro do caso em que a representagao fundamental é escolhida em cada sitio.

Destacamos também, na Fig. B.3, a série de Clebsch-Gordan de trés representagoes fundamentais multipli-
cadas. O singleto formado corresponde, em fisica de particulas, a um barion.
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= HeOe =0
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Figura B.3: Série de Clebsch-Gordan do produto de trés representagées fundamentais. O estado de singleto
formado da combinacao de trés representagoes fundamentais, na fisica de particulas, corresponde a formacao
de um bérion (ver Apéndice C).

B.3 O grupo SO(5) e o grupo SU(4)

Passamos agora ao grupo SO(5), subgrupo de SU(4). Esta andlise detalhada do grupo SO(5) é justificada por

este grupo aparecer no estudo da cadeia de spin % feito no Capitulo 5. Os resultados aqui expostos sao uma

versdo condensada daquilo feito na Ref. [67], traduzido para a linguagem de Tensores Esféricos Irredutiveis.
Comegamos com a construcao dos operadores que se comportam como vetores de SO(5) sob rotagoes. Estes

sdo combinagoes lineares de tensores SU(2) de ordem 2, formados por operadores de spin %:

= 5 5 (YQ -2 (SZ) + Y2,2 (SZ)) ) (B'7)

w? = 2w (80 -8, (B3
P = %\/?i(ﬁéﬁ(si)-FYm(si)% (B-9)

2 /2
w0 "

ni = ~3 ?(5/2,71(51')—3/2,1(5;‘)): (B.10)
4 |
n® = 3\ 5 Y20(80). (B.11)

ga') n(.b)} = 26%". Escrevendo as matrizes

? 7

Os operadores acima satisfazem a relagdo de anti-comutagao {n

explicitamente, chegamos a

1 0 I 2 0 il 3,4,5 o 0
n! = (I 0)’ "E):(—il 0)’ n ):(0 a)’ (B.12)

sendo I a matriz identidade 2 X 2 e o as matrizes de Pauli.
Os operadores de ordem 2 de SO(5) sdo encontrados a partir do comutador de operadores vetoriais
1
LD = 2 [ng‘”,ng")} . 1<a<b<s5. (B.13)
Séo 11 operadores linearmente independentes L(*?) | que podem ser decompostos em termos de operadores de
spin 2 de ordem 1 e ordem 3 em SU(2). Por exemplo,

8 Im 8
L(LQ) — _g\/;YLO (S ) 15 \/;Y30 (S )

O Hamiltoniano mais geral invariante por SO(5) que podemos construir consiste de uma combinagao linear
do escalar de SO(5) (operador identidade), mais os 5 vetores e os 11 objetos tensoriais de ordem 2, isto é,

N .-
sites
s n a a (a,b) 1 (a,b)
Hsos) = Z )+ 7 )Zn( )nfﬂ ZL )Lerl , (B.14)

i=1

s L n el s sps s . . . .
sendo Ji( ), sz( ) e Ji( ) constantes arbitrérias no sftio i. Uma vez construido o Hamiltoniano acima, um passo
que se mostra conveniente é o mapeamento em termos de projetores. O resultado final é que somente projetores
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em multipletos pares estdo presentes, o que torna o problema atrativo do ponto de vista experimental (ver o
texto do Capitulo 5 para detalhes).
Os geradores da representagdo fundamental do grupo SU(4), do qual SU(5) é subgrupo, podem ser en-

(@) _

contrados colecionando o conjunto de 15 operadores A; = {L?b, nf} O Hamiltoniano com a representacao

fundamental de SU(4) em cada sitio é

5
Hsuap = O Ri [ D LPLE +3 nindy, |, (B.15)
% a,b a=1
167 A 1A 4 4
= Z T5Ri (01 (Si, Sit1) + 502 (Si;Siq1) + 503 (Si, Si+1)> , (B.16)

15
= DR AUADL (B.17)
i a=1

A notagao usada na Eq. (B.16) foi introduzida no texto principal, Capitulo 5. A representacao anti-fundamental
de SU(4) tem como geradores o conjunto A\*) = {L$*, —ng}. Disso, encontramos

5
Msvwa = Y Ri [ D LLLE, +> aindy, |, (B.18)

a,b a=1

5
= Z Rz Z L?bL?L - Z ningiy | s (B.19)
% a,b a=1

167 ~ A 14 4 A
= Z ERl <01 (Sl, Si+1) - 502 (Su Si+1) + ﬁOg (Su Si+1)) , (BQO)

%

15
= Y Ry AYAQL (B.21)
7 a=1



Apéndice C
Fisica de Particulas: Breve Introducao

Neste Apéndice, fazemos uma breve introducao a Fisica de Particulas, especialmente a hadrons, ji que estes
sao usados na analogia com excitacoes da cadeia de spin 1 desordenada estudada no Capitulo 3. Esta breve
introdugéo serd baseada em conteudo apresentado na Ref. [87].

Até o inicio da década de 1960, o nimero de particulas elementares conhecidas seguia aumentando. O que se
sabia era que as particulas encontradas podiam ser divididas em duas grandes classes: os hiddrons (como prétons
e néutrons), que sofriam efeitos da forga forte, e os 1éptons (como elétrons), que ndo eram influenciados por tal
forga. Porém, nao existia uma maneira sistematica de classificar todas as particulas descobertas, tampouco de
prever novas particulas.

A tabela periédica dos elementos quimicos permitiu uma classificacao sistematica dos elementos, assim como
a possibilidade de prever elementos até entdo desconhecidos. O principio da exclusdo de Pauli e, de maneira mais
ampla, a mecénica quantica, foram os ingredientes que possibilitaram esse entendimento mais profundo. Haveria
algo analogo para a tabela periddica das particulas elementares? A resposta é positiva, conforme mostrado por
Gell-Mann, e envolve a formagcdo de hadrons por quarks.

C.1 Os quarks

S&o seis os quarks descobertos: d, u, s, ¢, b e t, (abreviagdes de down, up, strange, charm, bottom e top), todos
com carater fermionico, spin % e carga fracionaria, igual a % ou % do moédulo da carga elementar, dependendo
do quark. De acordo com a cromodindmica quéntica, os quarks possuem também uma propriedade chamada
cor, arbitrariamente rotulada com nimeros quanticos azul, verde e vermelho. Associado a cada quark existe um
antiquark com ntmeros quanticos contrarios.

Os quarks se combinam para formar todos os hddrons, que podem ser separados em duas grandes classes,
os mésons e barions. Em comum nas duas classes é que as particulas devem ser singletos de cor de SU(3).

Voltaremos a este ponto mais tarde neste Apéndice.

C.2 Mésons

Os mésons sao particulas hadronicas compostas por um quark e um antiquark, unidos pela forga forte. Os
mésons sdo bdsons, com seu spin assumindo valores inteiros. Exemplos familiares de mésons sdo os pions e
os kaons. Todos os mésons sdo instaveis, sendo que os mésons carregados eletricamente decaem para formar
elétrons e neutrinos, enquanto os mésons sem carga elétrica decaem para formar fétons. Os mésons sem carga
participam das interacoes fortes e fracas, enquanto os mésons carregados sofrem também os efeitos da forca
eletromagnética. Todos os mésons possuem suas proprias anti-particulas.

C.3 Barions

Os barions sdo formados por trés quarks e sdo, portanto, férmions, de spin semi-inteiro. Assim como os mésons,
sao unidos pela forga forte. Os exemplos mais conhecidos de barions sdo o préton e o néutron. Cada barion
tem um anti-barion associado, nos quais os quarks sdo substituidos por anti-quarks, e vice-versa.

C.4 Relagao com o grupo SU(3)

Associada ao nimero quantico da cor existe uma simetria de gauge SU(8). Vamos entender melhor o que
isto quer dizer. Chamemos de fp, fg e fr as componentes de cores associadas a um quark. O vetor de trés
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componentes

fB
=1\ fe (C.1)
fr

se transforma de acordo com a representagio fundamental de SU(3) (ver Apéndice B para introdugio ao SU(3)).
Analogamente, os anti-quarks sdo compostos de acordo com
fB

f=1 fe |- (C.2)

fr

Todas as particulas livres observadas na natureza sdo singletos de cor (ou singletos de SU(3)), o que inclui
ambos mésons e barions. Os mésons sao singletos de pares de quark e anti-quark, da forma

RS
V3

sendo, portanto, simétricos na troca de indice de cores (ver Fig. B.2 do Apéndice B).
Por outro lado, os barions, formados de singletos de 3 quarks, sao do tipo

(frfr+ ff + frfr), (C.3)

|mésons) =

L
NG

antissimétricos pela troca de indices de cor (ver Fig. B.3 do Apéndice B).

(frfefa — fefrfc+ fBfafr — fafBfR + fafrfB — [RfCGIB), (C.4)

|barions) =



Apéndice D

Demonstracao de que O; é um
operador escalar

Neste Apéndice, mostraremos que os objetos definidos na Eq. 4.11 séo, de fato, invariantes por rotacio.
E simples ver que [Sf + S0, OJ] = 0 usando que [S?, Yy (S;)] = MYy (S;)d; ;. Mas, para mostrar a

invaridncia de Oy (S;,S;4+1) por rotagdes, é necessario mostrar também que [Si Sil, o J} =0, o que nao é

simples.
Para mostrar que Oy (S;, S;+1) é invariante por rotagoes, seguiremos outra rota. Calculemos o elemento de

matriz <J'M’ 0, (Si,Sit1) J”M”>. Mostraremos que J' = J e M’ = M”, o que significa que O (S;i,Sit1) é

um tensor de ordem zero, ou escalar. Usando a relagdo de completeza e o TWE, Eq. (4.30), obtemos

<J’M’

0, (S, 8i1)|J'M") = 30 MM Wi (80 Yoo (Susn)| M)

J
= > Z T M Yyar (S9)| TMY (TM Yy _ar (Siga)| " M")
M=—J j NI

= <J’|IYJ( D) TNV (Six)l| J”)

x Z S (=0)M(JI MM | T MY (" T M — M |J"T; M )(D.1)
M=—=J j M

Usando a seguinte propriedade dos simbolos de Clebsch-Gordan [88]

(J"T;M" = M |J" T M) = (-1)" M ,/22;,,7111 (JT; MM |JJ; J"M") (D.2)

e ignorando pré-fatores fora do somatério, chegamos a

Z Z JJ,MM jJ;J/M/><Jj;MM|Jj;JNMN>:6J/7J//5]\,{/7M//. (D3)
M=—J j 51

Ou seja,

<J/M’

OJ (Si7Si+1)‘J”Mﬁ> O(5J’,J’/6]\/f’,M"a (D4)

o que prova que Oy (S;,S;4+1) é invariante por rotagoes.
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Apéndice E

Calculo de elementos de matriz
reduzidos

Neste Apéndice, desenvolveremos o célculo dos elementos de matriz reduzidos, introduzidos no texto principal
na Eq. (4.30). Para simplificar a notagao, chamemos (J'||Y; (S;)|| J”) = (S253J" ||Ys (S;)|| S255J").
E.1 Elementos de matriz reduzidos de operadores um corpo

Os operadores tensoriais Y (S;) (i = 2,3) atuam em somente um dos dois sitios do problema de dois spins Sy
e S3. Quando este é o caso, o elemento de matriz reduzido é dado por [54]

Y Sl = o= e ] 54 S s sals) . @

!
onde { 5,2, é %), } ¢ o chamado simbolo 6j de Wigner e o elemento de matriz reduzido (Sz2||Yy (S2)|| S2)
2

é facilmente calculado usando o TWE mais uma vez, agora isolando (5255 |Yjq| S252):

Y (82592 [Yo| S2.52)
($211% (91 82) = (1) VaSy 7T el (B2)

E.2 Teoria de perturbacao de primeira ordem

A razdo de elementos de matriz reduzidos ¢ o que resta no cdlculo da teoria de perturbagao de primeira ordem.
O numerador (S [|Y; (S2)||S) corresponde ao caso em que J” = J' = S na Eq. (E.1). O denominador ¢ o
elemento de matriz reduzido <§ HYJ (g) H S >, que pode ser calculado a partir do Teorema de Wigner-Eckart,
Eq. (4.30), escolhendo também J"” = J =S

(-1)? V28 +1(S5 Y (S)| 85)

(S|[¥s(8)]5) = (75:05[75:55)

(E.3)

Depois de algumas simplifica¢des, obtemos

(S]1vs (S)]] S) @S-J)@@S+J+1) L S S J (SS Yy (S)|SS)

(E.4)
onde o ultimo termo do lado direito da equagdo, que envolve a razdo de elementos de matriz de Harmonicos
Esféricos, é independente da normalizagao escolhida para estes objetos e igual a

(S1Y; (S S) (1)5SS+T (2S+1)!\/(252 —J)!(ZSQ+J+1)!{ Sy S S } (5252 [Yyo (S2)| S252)
(25,)!

<SQSQ IYJO (S2)| SQSQ> _ HS:{O,%,.‘.,%} (SQ - S) (E 5)
(550 3)55) ooy, 20} G- 5) |

Juntando os resultados anteriores, chegamos a

101



APENDICE E. CALCULO DE ELEMENTOS DE MATRIZ REDUZIDOS 102

) o (S5 (82)115)

PGS = Sy ey 50

(_1)52+Sg+5‘+J (25’+1)! (25 — )1 (252 + J + 1)! { SNQ S S }HS<J 1( 27DS)
28 | @5-ar@S+s+1)r LS S J [ Tgo,, (S-5)

O simbolo 6j satisfaz a seguinte propriedade, que envolve trocar um nimero par de linhas e/ou colunas:

Sy S S s S J

{S S, J}{sg S, 53}' (E-8)
Uma condicdo necessaria para que o simbolo 6j acima seja ndo-nulo é que condigoes triangulares sejam
satisfeitas por (5’, S, J) e (S2,859,J). Uma triade (I1,l2,13) satisfaz uma condicdo triangular quando é possivel
construir um tridngulo de arestas I, o e I3. A triade (S’ .S, J ) satisfaz a desigualdade triangular somente se
J < 25. Em um dos casos discutidos no Capitulo 5, S = S3 = %, S =1, e J =3, a desigualdade nao é
satisfeita. Este caso representa o que chamamos de zero do tipo (i) no Capitulo 5 (ver Se¢do 5.2.1). A segunda
desigualdade triangular, de (S, S2, J), é equivalente a Sy < 25, e é sempre satisfeita nos casos que estudamos.
Em outro caso discutido no Capitulo 5, So = S5 = % novamente, mas S = 2 e J = 2. As condicoes
triangulares sdo todas satisfeitas mas, calculando explicitamente a Eq. (E.8), vemos que o simbolo 6 é igual a
zero. Este caso corresponde ao que chamamos de zero do tipo (ii), que ndo poderia ser obtido por meios que

nao fossem de calculo explicito.

E.3 Teoria de perturbacao de segunda ordem

Voltamos agora ao calculo de teoria de perturbacao de segunda ordem, para determinar explicitamente a funcao
g (J,S). As mudangas, comparado ao caso de teoria de perturbagdo de primeira ordem, é que os elementos de
matriz da Eq. (5.17) s@o calculados entre estados de momento angular finito e um estado de singleto. Estes
elementos de matriz sdo iguais a

(JJ; —MM|.J.J;00) S 0 S
Ol Sl = (7 BRI R Er s n{ § o 5 Hesivalss),
v sol00 = (s SRR e n st o § 5 Jssivulss).

Multiplicando as equagoes anteriores e simplificando o simbolo 6j, obtemos a funcao g (J, .S)

1—|—2S) (2S_J>!(2S+J+l)!\(SS|YJ0|SS>‘2~ (E.9)

9(,5) = (_1)J(1+2J 25 + )25 + 1)!

Os elementos de matriz de Harmonicos Esféricos que sdo usados explicitamente neste trabalho sao

1 /3
1 /5 1

(5,8 Va0l 5,8) = 5 7T5<52>, (E.11)
1 /7 1

s.5Ils,s) = /=8 (s-3) -, (£.12)
2V 2
3 /1 1 3

ssI¥al5.5) = Sy/is(sa-3) -1 (5-3). (£.13)

Note que os elementos de matriz sdo nulos se S < %, o que imediatamente implica um produto de S —S;, com
S; < S. A tnica tarefa que resta para tensores de ordens maiores é, entao, encontrar o pré-fator multiplicativo.
Este pré-fator depende da normalizagdo encontrada para os Harmonicos Esféricos.
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Explicitamente, para tensores estudados neste trabalho:

S+1)S

g(1,5) = _%, (E.14)
S+3)(S+1)S5(5-3

9(2,5):( 2) 47T) ( 2), (E.15)
(5+2)(S+3)(S+1)S(S—3)(S—1)

9(3.5) =~ = , (.16)
S+(S+2)(S+H)(S+nS(S-LH)ySs—-1)(8-2

47
As equagdes acima sugerem a seguinte férmula geral para g (J,S), para valor arbitrario de J
(1) (25 +1+J)
915 = TestnEs— (E-18)

— (_Ajf <S+J;r1> (S+‘2]>...(S+1)S<S—;>.‘.(S— (J;D), (E.19)

J—1
com a normalizagio genérica para tensores de ordem J sendo (S, S [Yjo| S, S) = /22t [Is (S —Si) [54].
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Apéndice F

Indo além da primeira ordem de teoria
de perturbacao quando S # 0

Vamos mostrar explicitamente como calcular efeitos de segunda ordem para casos concretos onde a teoria de
perturbacao de primeira ordem feita no Capitulo 5 se anula, mesmo quando o estado fundamental do problema
de dois spins tem momento angular S # 0. Os célculos para encontrar tais renormalizac¢Ges sdo longos e precisam
ser feitos caso a caso. Além disso, conforme dissemos no texto principal esta abordagem nao é suficiente para
corrigir o fluxo em baixas energias, j& que acoplamentos nulos voltam a aparecer, requerendo (no minimo)
corregoes de terceira ordem de teoria de perturbacao, que ndo faremos aqui. Vamos nos focar na cadeia de spins
%. Comecamos olhando os passos de dizimacao no eixo K®) < 0, onde o estado fundamental local é um spin
S =1. O zero de acoplamentos efetivos aparece devido ao motivo (i) discutido na Secao 5.2.1. Depois disso,
calculamos os efeitos de segunda ordem em spins conectados por tensores K (2 > 0. Este é o eixo onde a razio
(ii) discutida na Segdo 5.2.1 leva ao anulamento de corregdes perturbativas de primeira ordem.
O Hamiltoniano de 4 spins é dado por

H="Hio+H)s+MHsa (F.1)

onde HY 5 é o Hamiltoniano ndo perturbado. A corregio de primeira ordem d4 a seguinte corregio ao Hamilto-
;
niano

AHY = PgH, 5 Pg + PsHs 4 Ps, (F.2)

onde Pg ¢ o projetor no estado de momento angular total S # 0. Vamos considerar, por hipétese, que tal
corregdo se anula. Os motivos para este anulamento foram explicados anteriormente. A corre¢io de segunda
ordem é

_

Eo — M9
2 2 2

= AHE +AHT + AU, ) (F.4)

AH® = P5(Hi2+Hsa) P P (Hy2+Hsa) Ps, (F3)

onde P =1 — Ps. Ha dois tipos de interacoes efetivas vindas da Eq. (F.3). Pode-se mostrar que o tltimo
termo do lado direito AHE?2),(374)
e, portanto, serd negligenciado na nossa anélise.

corresponde a interagoes ndao frustrantes de trés corpos ou de longo alcance

F.1 Semi-eixo K©®) <0

Passemos agora ao célculo explicito de AHEZ% sobre o semi-eixo K < 0:

AH) ! . _ _
7;2 - S (=) My (1) Yoo, (S1) | PYo_n, (S2) P—————PYu, (S2) P| (F.5)
%S Ey—H

1 {M; ,My}=—J 2,3

O termo Y, (S1) Yy—arn (S1) pode ser decomposto como uma combinagdo linear de TEIs que conserva a
componente azimutal do momento angular total [54]. A determinacido dos coeficientes da decomposic¢ao envolve
longas contas, que fizemos com o software MATHEMATICA 9. Para M; = M, = —3, por exemplo,
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315 63 21 3 /7
Y5 _3(S1)Ys3(S1) =— 32\F Yo0(S1) + 16\/7)/1 0(S1) — 16\/71/20(5 )+8\/;Y3,0 (S1). (F.6)

De maneira geral, colecionando os coeficientes da decomposicdo, chegamos a acoplamentos efetivos dados
por

1

1 ~
PYj_a, (S2) P————5—PY 1, (S2) P = —& ZﬁJ/,(Mer)YJ/,(Mer) (S=1). (F.7)
EO - HQ ,3 KQ J’

Esta equacao pode ser inferida simplesmente por conservagao da componente azimutal em ambos os lados da
equagdo. Fazendo uso da decomposicao Eq. (F.5), encontramos

K®
PH1 P~ PH, P = Z 0 (s1=28=1
1,2 Eo —H%g 1,2 = ’Kég)‘ YIiYg 1= 9= .

Para este caso em particular, encontramos os valores

2079 63 189

Yo = T55 71:%» 72:1700

128 (F.8)

Negligenciando a constante -y, encontramos a interacao residual entre o spin S7 = 2 e o spin efetivo S=1:

3))?

K

<2>_( 1 ) A, 189 A

Attiz = ‘K(:a)’ ( O+ 15502 ) (F.9)
2

onde O; = O; (81 = %, S = 1). Por simetria, obtemos também a constante que acopla S ao Sy = %, trocando
1 <> 4. Conforme explicado no texto principal, esta corregao é suficiente para os primeiros estagios do fluxo,
porém, apds um certo transiente, acoplamentos nulos voltam a proliferar.

F.2 Semi-eixo K& >0

Os passos de célculo sdo andlogos ao caso anterior. A decomposigdo de Y3 ar, (S1) Y2, —ar, (S1) dé termos com
J no intervalo de 0 a 3, exceto J = 2. O Hamiltoniano efetivo que conecta o spin S; = % com um spin efetivo
S =2 é, a menos de uma constante aditiva

2>
AN = 7([(1 ) (9 Or— 20 F.10
12~ K2(2) 67 563 ) (F.10)

Aqui, O; = O; (81 = %,S = 2). Assim como na se¢do anterior, o procedimento é controlado nos primeiros
passos, mas zeros sao gerados posteriormente, pelo mecanismo explicado na Fig. 5.5 do texto principal.
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