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“Hume’s criticism of the customary forms of induction was correct. But still
the basic idea of common sense thinking is vindicated: induction, if

’

properly reformulated, can be shown to be valid by rational criteria.’

Rudolf Carnap

“But objectivity is precisely what a subjective theory of probability is for: its

function is to introduce extra rationality, and therefore objectivity, into

your degrees of belief.”

“Everyone is to some extent a Bayesian especially when using common

!

sense.’

Jack Good

“Bayesian statistics is not a branch of statistics. It is a way of looking at the

whole of statistics.”

Dennis Lindley



RESUMO

A questao central desta Dissertagdao consiste na analise do conceito de peso da evidéncia e a
contribuicao desse conceito para a filosofia da ciéncia, particularmente para a relagdo entre
hipotese e evidéncia. Esta Pesquisa iniciou-se com a constatagdo da existéncia de um dualismo
na filosofia da ciéncia em relagdo a probabilidade. Existem duas visdes antagonicas para o tipo
de suporte probabilistico: Popper e Miller (1983) afirmam ter provado que o suporte ¢ dedutivo,
outros afirmam que o suporte ¢ indutivo, a exemplo de Good (1985). O conceito de peso da
evidéncia ¢ apresentado por Good (1987) como alternativa a prova de impossibilidade da
inducdo probabilistica de Popper e Miller (1983), e também, como uma medida de grau de
corroboracdo, uma medida utilizada para fazer inferéncias estatisticas. Vamos analisar esse
conceito contextualizando-o no bayesianismo € em uma aplicagdo pratica: na quebra do codigo

do Enigma na Segunda Guerra Mundial.

Palavras-chave: Alan Mathison Turing, Irving John Good, filosofia da ciéncia, probabilidades,

inferéncia bayesiana, evidéncia.



ABSTRACT

The central issue of this dissertation is the analysis of the concept of weight of evidence and
the contribution of this concept to the philosophy of science, particularly for the relationship
between hypothesis and evidence. This research started with the verification of the existence of
a dualism in the philosophy of science in relation to probability. There are two antagonistic
views for the type of probabilistic support: Popper and Miller (1983) claim to have proved that
the support is deductive, others claim that the support is inductive, like Good (1985). The
concept of weight of evidence is presented by Good (1987) as an alternative to the proof of
impossibility of the probabilistic induction of Popper and Miller (1983), and also as a measure
of degree of corroboration, a measure used to make statistical inferences. We will analyze this
concept in the context of Bayesianism and in a practical application: in breaking the Enigma

code in World War I1.

Keywords: Alan Mathison Turing, Irving John Good, philosophy of science, probabilities,

Bayesian inference, evidence.
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1. INTRODUCAO

Esta Dissertagdo foi pautada, inicialmente, pela pesquisa em fundamentos da
probabilidade, tanto do ponto de vista axiomatico quanto filoséfico. Um texto em particular nos
chamou a atencdo: “A Proof of the Impossibility of Inductive Probability”, de Popper e Miller
(1983). Este curto texto, mais precisamente uma carta, foi publicado pela revista Nature,
ocupando apenas trés paginas. Apesar de ser um texto sucinto, € além disso ndo apresentar uma
matematica avancada, ndo podemos presumir que o assunto seja simples, que nao apresente
complexidade e que sua contribui¢do seja pequena. Pelo contrario: ja nas primeiras linhas,

observamos que o assunto nao € trivial. Os autores afirmam que:

Provas da impossibilidade da inducdo veem tornando-se
‘natimorta[s] do prelo’' desde que a primeira delas (no Tratado da
Natureza Humana de David Hume) apareceu em 1739. Um de nés
(K.P.) vem produzindo-as por mais de 50 anos. A presente prova
pareceu bela a nds dois. (POPPER; MILLER, 1983, p. 687, traducao
nossa).

Ou seja, as provas da impossibilidade da indugdo, de acordo com os autores,
iniciaram-se com Hume. Popper produziu-as por 50 anos até a publicagdo acima citada, e essa
discussao apresentada em 1983 por Popper e Miller continuou a ocupar os proprios autores e
outros filésofos, por muito anos. Nossa posi¢ao a esse respeito, como serd demonstrado ao
longo desta Dissertacao, ¢ que esse debate ainda esta em aberto e que a prova de Popper e Miller
(1983) nao estd totalmente consolidada. Em contraposicao a visdo desses autores, vamos
apresentar a proposta de Good (1987) para o suporte probabilistico.? Good (1985) afirma logo
no titulo de um dos seus artigos que a “Indugdo probabilistica ¢ inevitavel” e continua a afirmar
o mesmo em diversas publicagdes, por exemplo, em Good (1990).

Temas que permeiam a discussdo de Popper e Miller (1983) serdo abordados tanto
para contextualizar como para expandir o problema filos6éfico em debate. Consideramos
importante, em primeiro lugar, apontar qual € a diferenca entre processos indutivos e processos
dedutivos. Portanto, no capitulo 2, apresentamos uma breve contextualizagdo historica sobre o

tema da indugdo, a partir de Hacking (2006). Em sequéncia, elaboramos uma sec¢ao sobre a

! Para a tradugdo dessa expressdo utilizada por Hume, nos beneficiamos da tradugdo de Marques, encontrada em
Hume (2004, p. 11).

2 Good apresenta seus argumentos mais detalhadamente no artigo de 1987, porém também vamos analisar outras
publicacdes a esse respeito.
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logica indutiva no campo da argumentagao, com base em Skyrms (1966). Embora ndo seja
diretamente aplicavel ao nosso trabalho, também citamos outra vertente da logica indutiva que
segue a tradicdo de Carnap: a légica indutiva pura (matematica), vertente desenvolvida por
Paris e Vencovska (2015). Por fim, indicamos uma forma de tratar a evidéncia no campo da
logica, um trabalho recentemente desenvolvido por Rodrigues, Carnielli e Bueno-Soler (2020).

A visao de Good sobre o suporte probabilistico que sera apresentada em
contraposi¢ao a de Popper e Miller ¢ uma visao bayesiana da relacao entre evidéncia e hipdtese.
Esta visdo engloba, além de conceitos de fundamentos da probabilidade, alguns conceitos de
estatistica e de filosofia da ciéncia (no caso desta ultima, destaca-se particularmente o conceito
de corroboracdo). A partir deste momento nos direcionamos, paulatinamente, a filosofia da
estatistica. Elaboramos entdo o capitulo 3 que discorre sobre o bayesianismo: apds uma breve
introducdo, apresentamos o conceito de probabilidade condicional, o teorema de Bayes, a
probabilidade subjetiva e alguns conceitos basicos sobre a estatistica bayesiana.

No capitulo 4 apresentamos, finalmente, o conceito de peso da evidéncia. Este
conceito ¢ fundamental na argumentacao de Good (1987) contra a proposta de Popper e Miller
(1983) para a relagdo entre evidéncia e hipotese. De acordo com Good (1983, p. xi), “O conceito
de peso da evidéncia captura completamente [0 conceito] do grau no qual a evidéncia corrobora
a hipdtese”. Portanto, a discussdo que se inicia com o debate entre as visdes de suporte
probabilistico (dedutivo ou indutivo) se expande para outras questdes, como o grau de
corroboracgdo. Neste capitulo, apresentamos um exemplo de calculo de peso da evidéncia, as
possiveis variagdes da féormula original, sua relagdo com a quantidade de informacgao, algumas
visdes antagonicas derivadas da filosofia da ciéncia de Popper e outras formulas bayesianas
existentes na literatura.

Historicamente, o conceito de peso da evidéncia encontra-se pela primeira vez
registrado na literatura no final do século XIX, em Pierce (1878, 1956)°, e em sequéncia, foi
desenvolvido por Jeffreys (1936) e Turing*. Good teve contato com esse conceito por
intermédio de Turing em Bletchley Park. La, ele trabalhou como o principal assistente
estatistico de Turing. O primeiro livro de Good, intitulado Probability and the Weighing of
Evidence, foi publicado em 1950 — ap6s esta data, o autor ainda publicou pelo menos 40 artigos

sobre o0 assunto.

3 Good faz ressalvas a esse respeito, dizendo que o conceito de Pierce tinha erros e era diferente do elaborado
posteriormente por Jeffreys e Turing.
* Ver Good (1979, 1985a, 1993, 2000).
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No capitulo 5, analisamos mais especificamente o conceito de peso da evidéncia de
maneira aplicada. Vamos tratar sobre o que Good (2000) chama de antecipagao do método
“Bayes empirico” desenvolvido por Turing e a relacdo do conceito de peso da evidéncia com a
quebra da criptografia do Enigma na Segunda Guerra Mundial. Também veremos como uma
expressao de Shannon (1948) para informagao mutua € um caso especial da expectativa do peso
da evidéncia.

Tradicionalmente o conceito de peso da evidéncia nao foi muito trabalhado pelos
filosofos da ciéncia. Um exemplo € o livro Probability and Evidence, de Horwich (1982). Good
(1984c¢) faz um review do livro e o avalia positivamente, porém, observa que o autor sequer
menciona o peso da evidéncia, além de ndo citar nomes importantes para o bayesianismo como
Jeffreys e Laplace. Outra publicacdo que ndo menciona o peso da evidéncia ¢ o livro Scientific
reasoning: the Bayesian approach, de Howson e Urbach (1989). Os autores escrevem uma
secdao dedicada justamente a discutir as respostas bayesianas a proposta de Popper e Miller
(1983) que nega o suporte probabilistico indutivo. Mais uma vez, o peso da evidéncia de Good
nao ¢ mencionado. Esperamos, portanto, que esta Dissertagao colabore para ampliar a discussao
filosofica sobre o tema peso da evidéncia.

Seguimos os preceitos gerais da epistemologia probabilistica, apresentados em
Galavotti (2014, p. 77): “A epistemologia probabilistica afirma que a probabilidade ¢ um
ingrediente essencial da ciéncia e do conhecimento humano de maneira ampla, e que a indugao
¢ um constituinte necessario do método cientifico.” Além disso, nossa escolha de apresentar o
conceito de peso da evidéncia, utilizado por Turing em Bletchley Park, como uma proposta
mais adequada da relacdo entre evidéncia e hipdtese ¢ compativel com a seguinte visao a

respeito do conhecimento cientifico:

A convicgdo de que a probabilidade faz parte de todos os estagios
de uma anélise extensiva do conhecimento cientifico vai de encontro
com a abordagem construtivista, de acordo com a qual tal analise
deve comegar a partir de uma metodologia experimental € mover-se
para cima até a formulagdo de hipoteses, modelos ¢ teorias.
(GALAVOTTI, 2014, p. 78, tradugdo nossa)

Defendemos, portanto, que conceitos probabilisticos de aplicagdo pratica, desde
axiomas e teoremas da probabilidade, interpretacdes da probabilidade, passando por conceitos

intermediarios até os conceitos estatisticos mais avancados, devem, no minimo, servir como

> A autora cita trés exemplos de seguidores dessa linha da epistemologia probabilistica: Suppes, Jeffrey e Skyrms.
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ponto de partida para uma reflexao filosofica e, no caso desta Pesquisa, mais especificamente,
para tentar esclarecer a relagdo entre evidéncia e hipotese, além do conceito de indugdo, neste

contexto.
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2. EVIDENCIA, INDUCAO E DEDUCAO, PROBABILIDADE.

2.1 Introdugao

Em termos gerais, de acordo com Hacking (2006, p. 31), “alguns fil6sofos
modernos” definem a probabilidade como a “relagdo entre evidéncia e hipdtese”. Se seguirmos
essa linha de raciocinio, a probabilidade s6 pode ser definida apds o conceito de evidéncia
também ser definido. Isso ocorre no século XVII, e o primeiro registro que o autor cita ¢ uma
publicacdo de 1661, feita por Glanvill.® A evidéncia a qual Hacking se refere é a evidéncia
indutiva, e esse conceito também € necessario para fundamentar o problema da indugido’. Ainda
de acordo com o autor, a evidéncia indutiva ¢ ambigua porque pode assumir dois significados:
a de uma “generalizacao ou (...) lei da natureza, adquirida de uma observagdo particular ou
experimento” e a “inducdo de particular para particular. Hume, alias, considera principalmente
a tltima™s,

Apo6s o surgimento do conceito de evidéncia indutiva, podemos citar em sequéncia
uma outra contribui¢do importante para a logica indutiva. Segundo Hacking, “Leibniz antecipa
o programa filosofico de J. M. Keynes, Harold Jeffreys ¢ Rudolf Carnap™. Leibniz afirmava
que a probabilidade poderia ser um “novo tipo de logica” (LEIBNIZ apud HACKING, 2006,
p. 134). O programa filosofico de Leibniz ao qual Hacking faz referéncia era denominado
Characteristica universalis, ¢ tinha seis principios. Aqui vamos parafrasear os principios

enumerados por Hacking:

1) Existe evidéncia ndo-dedutiva. Ha razdes para crer em p que nao implicam

materialmente p.

2) “Ser uma boa razdo para” ¢ uma relagdo entre proposigoes.

3) A relagdo entre as proposicdes pode ser formalizada numa relagdo entre

sentengas.

6 Republicado em 1970, ver referéncias.
" 1bid., p. 32.

8 Ibid., p. 37.

? Ibid., p. 134.
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4) Existe uma ordem de razdes (r), de boas para ruins. E existe uma medida

para o grau em que » € uma razao para p.

5) Essa medida do grau em que » ¢ uma razdo para p ¢ autbnoma (¢ uma

medida objetiva, independentemente de opinides pessoais).

6) Essa medida ¢ global, valida para quaisquer pares de proposigoes (7, p).

Como podemos observar nesse conjunto de principios, Leibniz trata de uma relagao
entre proposi¢des ou sentencgas que pode ser medida. Hacking afirma que Leibniz foi a Uinica
pessoa “de seu tempo (...) a declarar o carater relacional das avaliagdes de probabilidade
(probability judgments)”'°. A ideia de que a relagdo entre proposi¢des ou sentencas pode ser
uma medida de probabilidade ¢ uma ideia fundamental para a l6gica indutiva. Ainda de acordo
com o autor, “as probabilidades indutivas sdo relativas a evidéncia — nds nao podemos falar
sobre a probabilidade p; no6s podemos apenas nos referir a probabilidade p relativa a 7',

Por outro lado, também temos o problema classico do filosofo cético Hume em
relagdo ao pensamento indutivo. Ele coloca o problema em 1739, nas “Investigagdes sobre o

entendimento humano”.'? Para o ele, as inferéncias em relacdo ao futuro baseadas em fatos do

passado sao uma questao de habito:

O problema cético a respeito do futuro, frequentemente chamado de
problema da indugdo, foi publicado pela primeira vez em 1739, no
Tratado sobre a natureza humana de David Hume. [O Tratado]
coloca em duvida que qualquer fato conhecido a respeito de objetos
ou eventos do passado dé qualquer razdo para crengas a respeito de
objetos ou eventos futuros (...). Este pdo irda me nutrir? Hume
argumenta que nenhuma colecdo de observagdes passadas sobre
alimentacdo da qualquer razdo para se pensar que o proximo pedago
de pdo sera nutritivo. Nossas expectativas sdo formadas pelo
costume de pelo habito, mas falta a elas a justificagdo. (HACKING,
2006, p. 176, tradugdo nossa).

Nesta Dissertacao, seguimos a argumentacao do programa filosofico que, de acordo

com Hacking, comega com Leibniz e ¢ representado por Keynes, Jeffreys e Carnap. O programa

19 Ibid., p. 135.
1 Ibid., p. 135.
12 Para uma tradugio para o portugués, ver Hume (2004).
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filosofico de Hume ¢ seguido por Popper, Miller, Gilles, entre outros. Esta ¢ uma dualidade
classica e importante na filosofia. Nosso trabalho ¢ um segmento deste debate e esta
particularmente concentrado nos temas de suporte probabilistico de uma hipdtese pela
evidéncia, de corroboracao e de estatistica.

Popper, por exemplo, defende sua visdao na “Logica da pesquisa cientifica”. O autor
sustentou que a indugdo ndo tem lugar na légica da ciéncia. A ciéncia, na sua opinido, ¢ um
processo dedutivo no qual os cientistas formulam hipdteses e teorias que sao testadas derivando
consequéncias observaveis particulares. As teorias cientificas ndo sdo confirmadas ou
verificadas. Elas podem ser falsificadas e rejeitadas ou aceitas provisoriamente, se corroboradas
na auséncia de falsificacdo pelos tipos adequados de testes cientificos. Popper considerou o
problema da indugdo intransponivel, mas argumentou que a ciéncia ndo se baseia de fato em
métodos indutivos: a teoria da inducao ¢, para Popper, supérflua.

Para adentrar neste debate, vamos primeiramente discorrer mais a respeito da
logica indutiva na argumentacao, mostrando como ela difere de um processo dedutivo. Vamos
apresentar a logica indutiva como um processo de relagdo evidencial entre argumentos.
Também citaremos outra vertente, da ldgica indutiva pura, e, por fim, mostraremos como o

conceito de evidéncia pode ser tratado na 16gica da inconsisténcia formal LETF.

2.2 Logica indutiva na argumentacao: relagao evidencial

Nesta se¢do, sera definida a chamada l6gica indutiva, comparando-a a logica
dedutiva no campo da argumentag¢do. Nesse contexto, a ldgica indutiva tem carater aplicado.
Vamos seguir algumas definicdes de Skyrms (1966, p. 2-9), autor que apresenta quatro

defini¢des para diferenciar esses dois tipos de argumentos. Sao elas:

Defini¢ao 1: “Um argumento ¢ uma lista de afirmagoes, uma delas designada como

conclusdo e as restantes como premissas”

Definigdo 2: “A Logica € o estudo da for¢a da conexao evidencial entre as premissas

e as conclusdes dos argumentos”

Defini¢ao 3: “Um argumento ¢ dedutivamente valido se, e somente se, € impossivel

que a sua conclusdo seja falsa enquanto suas premissas sao verdadeiras”
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Definigdo 4: “um argumento ¢ indutivamente forte se, e somente se, ele satisfaz
duas condigoes:
1. E improvavel que a sua conclusio seja falsa, considerando que suas
premissas sejam verdadeiras.

1. Ele [0 argumento] ndo ¢ dedutivamente valido.”

Vamos seguir e explicar o raciocinio de Skyrms (1966), que culmina nas definigoes
acima expostas, utilizando apenas alguns exemplos diferentes daqueles utilizados pelo autor.
Na légica indutiva, pode ser provavel que uma conclusdo seja falsa considerando que (dado
que) as premissas sejam verdadeiras e que o argumento seja fraco do ponto de vista indutivo.
Ou seja, pode ser que ocorra o caso de uma conclusdo ser falsa dados que as premissas sao
verdadeiras. Ja no caso da logica dedutiva, se as premissas sao verdadeiras, a conclusao também
precisa ser verdadeira: como vimos na Defini¢do 3 acima de Skyrms!3, é impossivel que as
premissas sejam verdadeiras e a conclusdo falsa. Na logica indutiva, se considerarmos as
premissas verdadeiras, pode ocorrer que a conclusao seja falsa, sendo assim o argumento fraco

indutivamente. Vejamos um exemplo:

Premissa: Existe um monstro no Lago Ness. (A)

Conclusao: Existe um monstro no Lago Ness que fala. (B)

Vamos supor que exista um monstro do Lago Ness, um animal vivo e pré-historico
remanescente € que raramente ¢ visto, mas existe. Mesmo considerando essa premissa
verdadeira, ¢ bastante provavel que a conclusdo seja falsa (ou seja, um condicional entre a
sentencas A e B: qual seria a probabilidade de B dado A). Se o monstro realmente existir, ¢
muito improvavel que ele fale. O argumento ¢ indutivamente fraco. Na l6gica dedutiva, nao ¢

possivel que as premissas sejam verdadeiras e que a conclusao seja falsa. Vejamos um exemplo:

Premissa 1: Todo sommelier ja provou ao menos um vinho Bordeaux.
Premissa 2: Carla nunca provou um vinho Bordeaux.

Conclusao: Carla ndo é sommelier.

3 Ibid., p. 7.
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Neste caso, ¢ impossivel ndo concluir que “Carla ndo ¢ sommelier”, ou seja: €
impossivel que as duas premissas sejam verdadeiras e a conclusdo seja falsa. Ja na logica
indutiva, ndo € apenas avaliado o valor verdade das premissas e da conclusdo, como também a
relagcdo evidencial entre as premissas € a conclusao. O autor esclarece melhor este ponto a

respeito da relagdo evidencial da seguinte maneira:

O tipo de probabilidade que classifica a forga indutiva dos
argumentos — nos iremos chama-la de probabilidade indutiva —
ndo depende das premissas individualmente ou das conclusdes
individualmente, mas da relacdo evidencial entre as premissas € a
conclusdo. (SKYRMS, 1966, p. 10, grifos do autor, tradugdo nossa).

O argumento do monstro do Lago Ness, considerando a sua relagdo evidencial, ¢
um argumento indutivamente fraco. Neste caso, analisamos a probabilidade condicional
(indutiva) do argumento. Se formos considerar a conjungao da sentenga A e da sentenga B, ao
invés do condicional que acabamos de mencionar, o argumento ¢ muito pouco provavel porque
sua premissa € pouco provavel.

Hé também o caso de um argumento ter uma conclusdo bastante provavel e ao
mesmo tempo nao ser indutivamente forte. Isto ocorre quando a conclusdo ¢ em si,
isoladamente, bastante provavel: seria entdo muito pouco provavel que a conclusao fosse falsa
e as premissas fossem verdadeiras. Porém, se formos considerar as premissas como verdadeiras,
a conclusdo torna-se pouco provavel. O argumento, entdo, ndo é indutivamente forte. Vejamos

um exemplo de Skyrms (1966, p. 11) para ilustrar este caso:

Premissa: Existe um homem em Cleveland que tem 1999 anos e 11 meses de idade
e esta em boas condi¢des de saude.

Conclusao: Nenhum homem ira viver até os 2000 anos de idade.

Todos podem concordar que a probabilidade de um homem viver por tanto tempo
¢ muito baixa, portanto, a conclusdo ¢ muito provavel, ¢ bastante razoavel concordar com ela.
Porém, se a premissa for verdadeira, a conclusdo passa a ser improvavel: se existir um homem
de determinada cidade que tem 1999 anos e 11 meses de idade, € bem provavel que ele possa

viver ao menos mais um meés de vida e complete 2000 anos de idade.



22

2.3 Logica indutiva pura

Encontramos uma referéncia bibliografica durante este estudo que num primeiro
momento nos pareceu bastante importante, tanto pelo titulo quanto pelo fato de seguir a logica
indutiva de Carnap. A chamada logica indutiva pura faz parte da 16gica matematica. Ela ¢ o
estudo da probabilidade racional nesse contexto, cooperando para o debate a respeito da
racionalidade (ou raciocinio) sobre a incerteza. O livro de Paris e Vencovska (2015) retine os
principais resultados de estudos da area publicados nos ultimos 70 e poucos anos, desde a
primeira publicagdo (em 1932)'* sobre logica indutiva pura que os autores consideram mais
importante. O livro segue a tradi¢gdo de Carnap, no sentido de que os principios racionais
fornecem a base para associar probabilidades a sentengas de uma linguagem logica.

O principal objetivo do trabalho de Paris € Vencovska (2015, p. 3-4) ¢ utilizar uma
formulacao puramente matematica para definir como ¢ feita a atribuicao de probabilidades a
qualquer evento ou sentenca. Essas inferéncias sdo consideradas inferéncias logicas ou
racionais, em oposi¢ao as inferéncias estatisticas. A diferenga deve-se ao fato de que, ao invés
de depender de conceitos como frequéncia, por exemplo, as inferéncias ldgicas dependem de
fatores como simetria, informagdo relevante € informagado irrelevante, analogia.

A questdo chave a qual a chamada logica indutiva pura se dedica ¢: na auséncia de
conhecimento prévio, qual ¢ o grau de crenca, com bases racionais, que alguém deve ter em
uma sentenga para que ela seja verdadeira em uma dada estrutura? A crenca ¢ identificada com

probabilidade e sua racionalidade deve seguir os principios basicos que citamos anteriormente:

1) Simetria: se duas sentencas A e B sdo equivalentes, atribua probabilidades

iguais a elas.

2) Irrelevancia e relevancia: o ato de condicionar uma sentenca A a uma B
(apos o recebimento de B como nova informagdo) ndo deve alterar a
probabilidade atribuida para A no caso de B ser irrelevante para A, e nao

deve diminuir a probabilidade atribuida para A, caso contrario.

3) Analogia: Quanto mais uma sentenca A ¢ "parecida" com uma sentenca B,

tanto mais a condicionalizacdo de A em B aumenta a probabilidade de A.

14 Ver JOHNSON, W_E. Probability: the deductive and inductive problems. Mind, vol. 41 (1932), p. 409-423.
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A primeira parte do livro ¢ dedicada a definir nogdes basicas e a provar resultados
basicos da configuragdo matematica subjacente. A segunda parte do livro ¢ dedicada a logica
indutiva pura unaria. J4 a terceira parte do livro generaliza a estrutura para cobrir predicados de

outras aridades. O review de Martin (2016) adverte que:

o leitor interessado em obter conhecimentos gerais sobre a area e
obter uma compreensao das principais nogoes ¢ resultados ira ler a
parte 1 e a maioria, sendo toda, a parte 2, mas provavelmente ndo se
aventurara na parte 3; ¢ melhor deixar esta parte para especialistas
ou aqueles determinados a se tornarem especialistas (MARTIN,
2016).

Isto esclarece que ndo se trata de um livro introdutério. Os capitulos, por exemplo,
nao podem nem ser lidos de forma independente um do outro. Também nao encontramos
referéncias a Popper ou a outras visdes antagonicas. Estes dois motivos, a saber, ser um livro
bastante avancado do ponto de vista formal e um livro que ndo trata de um debate mais
filosofico, foram fatores que nos levaram a conclusdo de que ndo seria produtivo entrar em
maiores detalhes a esse respeito, pois esta distante do nosso debate sobre o peso da evidéncia.
No entanto, achamos importante menciona-lo, pelo menos brevemente: existe uma linha de
uma légica indutiva pura, que segue os escritos de Carnap, e a indugdo pode ter um tratamento
formal.

Finalmente, apds discorrer sobre a ldgica indutiva no campo da argumentagdo e
sobre a logica indutiva pura, gostariamos de mencionar que, apesar de diferentes, a
caracteristica que as une € a sua diferenca em relagao a qualquer processo dedutivo. Embora a
inferéncia indutiva ndo seja facilmente caracterizada, temos uma marca clara do que seja a
inducdo: as inferéncias indutivas sdo contingentes, as inferéncias dedutivas sao necessarias. A
inferéncia dedutiva nunca pode apoiar julgamentos contingentes, como previsdes
meteoroldgicas, nem a dedugao por si pode explicar sozinha o defeito do carro de alguém,
descobrir o gen6tipo de um novo virus ou reconstruir rotas comerciais do século XIV.

Por outro lado, a inferéncia indutiva pode fazer essas coisas com mais ou menos
sucesso porque, na frase de Peirce (1992), as indugdes sdo ampliativas. A indug¢do pode
amplificar e generalizar nossa experiéncia, ampliar e aprofundar nosso conhecimento empirico.

A dedugao, por outro lado, ¢ explicativa. A dedugdo ordena e reorganiza nosso conhecimento
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sem aumentar seu conteudo, como dizem alguns. Contudo, essa posi¢ao ¢ muito debativel e

conduz para uma nova area que escapa ao objetivo desta Dissertagao.

2.4 Evidéncia e verdade no contexto da logica

O artigo de Rodrigues, Carnielli e Bueno-Soler (2020) apresenta a ldgica da
evidéncia e da verdade LETr como uma extensao da logica FDE de quatro valores de Belnap-
Dunn. A légica LETr € uma logica de inconsisténcia formal e indeterminagdo equipada com
um operador de nao-classicidade o, e seu dual o que expressa a nocdo de classicidade. O
operador o em LETr recupera a logica cléssica para proposi¢cdes em seu escopo, onde a
evidéncia ¢ considerada uma nog¢ao mais fraca do que a verdade no sentido de que pode haver
evidéncia para uma proposicao o mesmo se o nao for verdadeira.

O artigo foi concebido para ser um desenvolvimento adicional da abordagem a
paraconsisténcia como preservagao das evidéncias apresentadas em Carnielli e Rodrigues
(2017, 2019), onde uma interpretacdo das contradicoes em termos de evidéncias nao-
conclusivas foi proposta. A suposicdo subjacente ¢ que ndo existem contradigdes verdadeiras,
mas sim, contextos argumentativos em que evidéncias, bem como a auséncia de quaisquer
evidéncias, podem ocorrer. A avaliagdo semantica ¢ capaz de expressar apenas que ha ou nao
evidéncias de uma proposicao o, enquanto a semantica probabilistica apresentada no artigo
pretende expressar o grau de evidéncia desfrutado por uma dada proposicao.

LETr ¢ um sistema logico capaz de expressar preservacao de evidéncias e
preservacao da verdade. O objetivo principal do artigo ¢ propor uma semantica probabilistica
para LETr onde as afirmagdes P (o) e P (oa) expressam, respectivamente, a quantidade de
evidéncia disponivel para a € o grau em que se espera que a evidéncia para o se comporte
classicamente — ou ndo classicamente para P (e o).

A fim de capturar essa ideia de preservagdo de graus de evidéncia uma nog¢ao nao-
classica de probabilidade ¢ empregada. A semantica probabilistica proposta em termos de uma
nova nog¢ao de probabilidade paraconsistente segue as ideias apresentadas em Bueno-Soler e
Carnielli (2016) e Carnielli e Bueno-Soler (2017).

Um cenario probabilistico ¢ paracompleto quando P (o) + P (—a) <1, e
paraconsistente quando P (a) + P (—a)> 1, e em ambos os casos, P (oa) <I.

SeP(oca)=1,0uP (e a)=0, a probabilidade classica ¢ recuperada para a, isto &,

a segue as leis da probabilidade classica.
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As propriedades da logica permitem obter novas versdes de resultados conhecidos
da teoria de probabilidade padrao. Uma extensao dessas ideias no sentido de “peso
paraconsistente de evidéncia” ¢ bastante natural, bastando que se defina da forma esperada as
nogdes de probabilidade condicional paraconsistente e de peso da evidéncia.'® O resultado pode
ser usado em cenarios investigativos € bancos de dados com incerteza a respeito de graus de
evidéncia atribuidos a proposi¢des envolvendo contradi¢des. Essa linha de investigagdo,

contudo, sera deixada para trabalhos futuros.

150 conceito de peso da evidéncia serd exposto de maneira detalhada no capitulo 4 desta Dissertagio.
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3. PROBABILIDADE CONDICIONAL, TEOREMA DE BAYES, PROBABILIDADE
SUBJETIVA E ESTATISTICA BAYESIANA

3.1 Introdugao

Neste capitulo, fazemos uma exposi¢do de conceitos fundamentais para a
compreensdo do conceito de peso da evidéncia, uma exposi¢ao especialmente de conceitos de
probabilidade e estatistica. Desta forma, este capitulo pode ser considerado uma introdugao
conceitual aos proximos capitulos. Em primeiro lugar, discorremos sobre algumas questdes do
bayesianismo de modo mais geral: falamos sobre a origem do teorema de Bayes, quais foram
as primeiras publicagdes bayesianas e a relacao entre o bayesianismo e a corrente filosofica de
Carnap. Apds esta breve introdugdo, apresentaremos detalhes mais técnicos a respeito do
teorema de Bayes, além do conceito de probabilidade condicional, de probabilidade subjetiva

e inferéncia bayesiana, com a inclusao de alguns exemplos.

3.2 Algumas consideragdes gerais sobre o bayesianismo

Selecionamos, de inicio, os topicos mais importantes para a compreensao da
caracteristica indutiva da probabilidade e da estatistica bayesiana. Foi necessario fazer um
recorte do bayesianismo. Um artigo de Good ¢ bastante citado quando se discute a variedade e
amplitude do bayesianismo: “46.656 varieties of bayesians”.'® Este nimero corresponde a onze
facetas do bayesianismo e aos diferentes posicionamentos que podem ser tomados em cada uma
delas. Alguns bayesianos, em relagdo as probabilidades fisicas, por exemplo, podem assumir
que elas existem, ja outros afirmam que ndo existem, e ha ainda a possibilidade de fazer uso
das probabilidades fisicas, porém sem o que Good chama de “comprometimento filosofico™.
Também ha variagdes em relagdo aos axiomas, em relagdo as utilidades, a intuicdo da
probabilidade — a probabilidade subjetiva pode ser considerada primdria ou a probabilidade
logica (ou a credibilidade) pode ser primadria, etc.

Esta diversidade nao ¢ exclusiva do bayesianismo. A matematica, que no inicio do
século XX podia ser dividida em cerca de 12 areas ou segmentos, hoje pode ser dividida em
cerca de 70 areas de pesquisa. A expansdo foi tdo significativa (a partir principalmente da

década de 1980), que, de acordo com Devlin,

16 Good (1983, p. 20-21).
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Existem tantas técnicas matematicas diferentes, com novas delas
sendo desenvolvidas a todo o tempo, que é impossivel cobrir todas
elas numa educagdo K-16."7 No momento em que os graduados
entram na forca de trabalho, muitas das técnicas especificas
aprendidas nos quatro anos de graduagdo provavelmente nio serdo
tdo importantes, enquanto novas técnicas estdao a todo vapor. O foco
educacional deve ser em aprender a como aprender. (DEVLIN,
2012, p. 6, tradug@o nossa).

Nao devemos, portanto, dada a complexidade da matematica e mais
especificamente da probabilidade e estatistica, ter a intengcdo de cobrir de maneira ampla o
bayesianismo, mas apenas fazer uma seleg¢ao dos topicos mais relevantes ao problema filosofico
que levantamos a respeito da relagao entre evidéncia e hipotese.

Apesar da grande variedade de bayesianos, algumas consideragdes historicas e
conceituais merecem ser mencionadas brevemente, de maneira geral, antes de adentrarmos nos
detalhes mais técnicos do teorema de Bayes, da estatistica bayesiana e da probabilidade
subjetiva. McGrayne (2011) faz um excelente relato historico sobre o teorema de Bayes, desde
a sua descoberta até as mais recentes aplicacdes. Estima-se que Bayes descobriu o teorema no
final da década de 1740. O teorema so6 foi publicado em 1763, postumamente — Bayes faleceu
em 1761. Seu amigo Reverendo Richard Price (1723-91) descobriu o teorema nos escritos de
Bayes e, apds corregdes e revisdes, publicou o artigo intitulado “An essay towards solving a
problem in the doctrine of chances”. McGrayne (2011) relata que Price so teve interesse em

publicar o artigo porque achava que poderia ser uma resposta a Hume:

Organizando os artigos de Bayes, Price encontrou ‘uma solugdo
imperfeita de um dos mais dificeis problemas na doutrina das
chances’. Era o artigo de Bayes sobre a probabilidade das causas,
em mover-se das observacdes sobre o mundo real até a sua mais
provavel causa. Em um primeiro momento Price ndo viu razéo em
dedicar muito trabalho ao artigo. (...) Mas assim que Price decidiu
que o artigo de Bayes era a resposta ao ataque de Hume sobre a
causagdo, comegou a prepara-lo para publicagdo. (MCGRAYNE,
2011, p. 10-11, tradug@o nossa).

17 A educagdo K-16 a qual Devlin refere-se corresponde, no Brasil, ao periodo estudantil até o término de um curso
de graduacdo em matematica.



28

Price foi responsavel pela primeira contribui¢do conhecida para a teoria da decisao
bayesiana: a resposta que Price deu ao argumento cético de Hume contra os milagres atribuidos
ao cristianismo. O nome de Price sobrevive na “Tabela Price”, também chamado de sistema
francés de amortizagdo, um método usado em amortizagdo de empréstimo. O método foi
apresentado em 1771 por Price em sua obra “Observations on Reversionary Payments™'8.

O teorema de Bayes mais tarde se tornaria de grande valia na estatistica, mas Bayes
nao viveu para vé-lo ganhar destaque. Quando Bayes morreu, em 1761, e Price foi convidado
a examinar seus papéis e decidir se havia algo digno de publicagdo, Price também acrescentou
uma introducdo e exemplos, ja que Bayes aparentemente nao estava interessado em aplicacoes.
Foi Laplace quem formulou a versdao moderna de "probabilidade inversa" do teorema de Bayes,
onde as probabilidades anteriores sdo combinadas com a fun¢ao de verossimilhanca observada
para obter a distribui¢ao condicional posterior.

O interesse de Price na formula ndo foi motivado puramente pela matematica. Ele
viu o teorema de Bayes como um meio de provar a existéncia de Deus. Em 1748, Hume
publicou “Of Miracles”'°. No ensaio, Hume argumenta que quando alguém afirma ter visto um
milagre, essa ¢ uma evidéncia muito pobre de que ele realmente aconteceu, ja que vai contra o
que vemos todos os dias. Hume escreve, em seus “Of Miracles”: "Nenhum testemunho ¢
suficiente para estabelecer um milagre, a menos que o testemunho seja de tal tipo, que sua
falsidade seja mais milagrosa do que o fato que se esforca para estabelecer." Embora Hume
nunca tenha admitido isso diretamente, seu ensaio ¢ geralmente entendido como um argumento
contra os relatos milagrosos do cristianismo.

O reverendo Price discordava. Ele acreditava que a formula de Bayes provava que
Hume estava errado. Em um ensaio de 1767, Price mostra que, mesmo se uma pessoa observar
que a mar¢ subiu um milhdo de vezes, em bases estatisticas, ela ndo pode razoavelmente dizer
que ela nunca parara de subir. Usando o teorema de Bayes, com base em milhdes de
observagoes, Price calculou que ha uma probabilidade de a maré ndo subir um dia, e este valor
esta entre 1 em 600.000 e 1 em 3 milhdes. Portanto, argumentou ele, ndo € possivel eliminar a
chance de um milagre com base em um grande nimero de observagdes negativas.

Embora Hume (1751) nunca tenha negado seu argumento, ele levou a sério a réplica

de Price. “Admito que a Luz, na qual vocé colocou esta controvérsia, ¢ nova, plausivel e

18 Ver Price (1771).
19 Cf. Hume (1751). A primeira edigdo é de 1748; a partir de 1758 o titulo mudou para An Enquiry Concerning
the Human Understanding. O texto “Of Miracles” aparece como a Secdo X.
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engenhosa, e talvez solida”, escreveu Hume a Price?’. Embora ndo tenha provado a existéncia
de Deus, o teorema de Bayes provou ser util de outras maneiras. A férmula agora ¢ usada para
testar novos medicamentos, avaliar a previsao do tempo e melhorar a recepcao do telefone
celular, sendo ainda fundamental para os mais recentes desenvolvimentos em inteligéncia
artificial. Na se¢do 3.4 apresentaremos algumas dessas aplicagdes.

Por todas as contribui¢des de Price para o teorema de Bayes, concordamos com
McGrayne (2011) quando ela afirma que em padrdes contemporaneos o teorema deveria
chamar-se “teorema de Bayes-Price”, por toda a influéncia de Price na publicagdo, ndo so pela
descoberta, mas pelas correcdes, edigdes e debate. Poderiamos também incluir o nome de
Laplace no teorema, ja que ele o descobriu de forma independente em 1774. Até a década de
1950, no entanto, o teorema nado era conhecido como teorema de Bayes, foi so a partir desse
momento que o seu nome ficou consolidado.

Na década de 1950, sdo feitas as trés primeiras publicacdes de maior impacto e
alcance que sdo consideradas bayesianas. A primeira delas € o livro “Probability and the
weighing of evidence”, de Good (1950). O livro ja estava pronto para ser publicado em 1946,
porém, sua divulgacdo teve de ser adiada em grande parte devido ao sigilo que vigorava no
periodo da Guerra Fria. A segunda publicagdo ¢ a de Lindley (1953), um artigo intitulado
“Statistical inference (with discussion).”. A terceira ¢ uma publicacdo de Savage (1954),
“Foundations of statistics”, que McGrayne (2011, p. 103) classifica como um “livro
revolucionario”.

Good (1975) faz uma representacao do posicionamento dos estatisticos num espago
abstrato nos anos de 1950 e em 1973. A figura a seguir mostra em 1(a) que praticamente nao
havia estatisticos bayesianos em 1950. Ja em 1973, vemos um grupo formado por Ramsey, de
Finetti, Savage e Lindley, entre outros. Good est4 ao centro, pois afirma que ele representa um
“compromisso Bayes/ndo Bayes” (GOOD, 1975, p. 39). A direita, tanto em 1(a) como em 1(b)
vemos agrupados os estatisticos da interpretacao frequentista: os que seguem a linha de Fisher
e os que seguem a linha Neyman-Pearson. Em 1950, podemos ver os estatisticos que seguem a
linha da interpretagdo logica da probabilidade espalhados entre os bayesianos: Keynes,
Johnson, Jeffreys e Carnap. Em 1973, podemos ver uma mudanga de posicionamento de

Carnap, que se encontra bem mais préximo de Good.

20 O trecho encontra-se em uma publicacio das correspondéncias de Price. Ver Thomas e Peach (1983, p. 45-47).
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Fig. 1. Statisticians’ Space: (a) 1950, (b) 1973.

Figura 1 - Espaco de estatisticos: (a) 1950, (b) 1973. FONTE: Good (1975).

E importante mencionarmos e analisarmos essa aproximagéo do posicionamento de
Carnap em direcdo ao posicionamento de Good. Como vimos na se¢do 2.3, Carnap foi o grande
responsavel pelo desenvolvimento do que € classificado hoje como ldgica indutiva pura.
Galavotti (2005, p. 164-178) resume a trajetoria de Carnap no campo da logica indutiva. Carnap
foi aluno de Frege, tendo estudado fisica, filosofia e matematica. Ele influenciou as diversas
fases do empirismo logico, acompanhando as mudangas que ocorreram no movimento
filosofico. Seus estudos sobre probabilidade foram iniciados na década de 1940 e culminaram

na publicagdo de Logical foundations of probability:

Apos a publicagdo, em 1950, de Logical foundations of probability,
uma pedra fundamental da literatura da filosofia da probabilidade,
Carnap dedicou sua atengdo quase que exclusivamente a
probabilidade nos ultimos 20 anos de sua vida, publicando muitos
trabalhos importantes. Apesar da sua perspectiva neste longo
periodo ter sofrido mudangas significativas, Carnap nunca
abandonou o programa de desenvolver uma logica indutiva.
(GALAVOTTIL, 2005, p. 165, traducdo nossa).

A mudanga principal no pensamento de Carnap ocorre na década de 1960, por isso

podemos ver a transi¢do de posicionamento apontada por Good na Figura 1. No prefacio a
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segunda edicao de Logical foundations of probability, que foi escrito em 1962, Carnap expde
com clareza qual € o seu conceito de probabilidade elencando as suas afinidades com outros

estudiosos da probabilidade e estatistica:

Minha concep¢do de probabilidade logica (denominada
‘probabilidade;’ neste livro) tem algumas caracteristicas em comum
com aquelas de outros autores, e.g., John Maynard Keynes, Frank
P. Ramsey, Harold Jeffreys, Bruno De Finetti, B. O. Koopman,
Georg Henrik von Wright, 1. J. Good, ¢ Leonard J. Savage, para
mencionar apenas os nomes mais conhecidos. Todas essas
concepgOes partilham das seguintes caracteristicas. Elas sdo
diferentes da concepgdo frequentista (‘probabilidade;’ neste livro).
Elas enfatizam a relatividade da probabilidade em relagdo a
evidéncia. (Por esta razdo, alguns autores chamam a sua concepgdo
de ‘subjetiva’; no entanto, esse termo ndo parece muito apropriado
para a probabilidade loégica (...)). Ademais, a probabilidade
numérica de um evento desconhecido possivel pode ser considerada
como um quociente de uma aposta coerente [fair betting quotient].
E, finalmente, se as relagdes logicas (e.g., implicagdo ldgica ou
incompatibilidade) mantém-se entre proposi¢oes dadas, entdo as
suas probabilidades precisam, de acordo com estas concepgdes,
satisfazer determinadas condi¢gdes (usualmente baseadas em
axiomas) para garantir a racionalidade das crengas ¢ das agoes, e.g.,
apostas, baseadas nessas probabilidades. Eu tenho a impressao de
que o nimero daqueles que pensam e trabalham na dire¢do indicada
tem crescido. Este certamente € o caso entre os fildsofos. Mas parece
que também entre aqueles que trabalham com a estatistica
matematica mais ¢ mais comecam a considerar o uso exclusivo
consuetudinario do conceito frequentista da probabilidade como
insatisfatério e estdo procurando por outro conceito. (CARNAP,
1962, p. xiv, traducdo nossa).

Carnap entdo passa a considerar a logica indutiva como uma teoria da decisao,
utilizando o conceito de coeréncia®', caracteristico da probabilidade subjetiva. De acordo com

Galavotti:

nos seus escritos tardios, Carnap considera a logica indutiva
como uma teoria da decisdo. Contextualmente, estes escritos
incorporam uma justificacdo dos principios basicos da ldgica
indutiva em termos de coeréncia, tipica da abordagem subjetivista
de Ramsey e de Finetti. (GALAVOTTI, 2005, p. 175, traducdo
nossa).

21 O conceito de coeréncia sera apresentado na segio 3.4, “Estatistica bayesiana e probabilidade subjetiva”.
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Nao ¢ apenas o conceito de coeréncia que Carnap assume como parte fundamental
da sua logica indutiva. Existem pelo menos mais dois conceitos fundamentais: credence e
credibility. Credence ¢ a crenga de um agente racional num determinado momento e esta
conectado com a ideia de logica indutiva como teoria da decisdo, que lida com decisdes
racionais de um agente. Para que um determinado agente aja racionalmente, ele precisa tomar
decisOes racionais baseadas em fungdes credence. Ja credibility “expressa a disposi¢ao
permanente dele [do agente] para formar e mudar as suas crengas a luz de informagdes™?2.

Good (1975, p. 41) relata que Carnap afirmou que o que Good chama de
“probabilidade subjetiva” deveria ser chamado de “credibilidade racional” (rational
credibility); mas se Good fosse escolher uma definigdo que expressasse melhor a sua propria
visdo, ele a definiria como /ogico-subjetivista. Podemos constatar como os dois autores se
aproximam em suas visdes, como a logica se aproxima da probabilidade, ou como as
interpretagdes logica e subjetivista da probabilidade podem se encontrar. Good?? cita trés tipos
diferentes de probabilidade, e afirma que ha uma gradagao continua entre elas: a probabilidade
psicoldgica®*, a probabilidade subjetiva e a probabilidade l6gica que, segundo ele, se ela “existe
ou ndo ¢ um ideal para manter na mente como uma verdade absoluta”. Em uma publicagao
postuma de 1980, Carnap mostra-se bastante proximo do subjetivismo: ele classifica a sua
posi¢do como um “ponto de vista subjetivista (modificado)” (CARNAP, 1980 apud
GALAVOTTI, 2005, p. 175).

Neste capitulo, portanto, vamos analisar melhor os conceitos basicos que formam
o bayesianismo, que incorpora tanto a visao subjetivista quanto alguns aspectos da logica

indutiva desenvolvida por Carnap. Nas palavras de Galavotti:

Os métodos de Carnap pertencem a ampla familia dos métodos
Bayesianos, a discussdo a respeito deles até um certo ponto
misturou-se com aqueles sobre confirmagdo Bayesiana, que
representa a principal tendéncia da literatura sobre confirmagdo
probabilistica. Essa direc¢do, por exemplo, foi tomada por Richard
Jeffrey que, apos estudar sob orienta¢do de Carnap em Chicago e
mais tarde ter publicado os seus ultimos manuscritos, chegou a
convicc¢do de que a concepgao da ldgica de confirmagdo de Carnap
como uma mistura de um componente puramente léogico ¢ um
componente puramente empirico deveria ser substituida por uma
abordagem mais eclética, mais proxima do Bayesianismo

22 Ibid., p. 176.

2 Ibid., p. 41.

24 De acordo com Good (Ibid., p. 40), a probabilidade psicolégica consiste em um “julgamento momentineo puro
de um grau de crenga ou uma intensidade de convicgdo, sem recorrer a coeréncia, (...) do tipo que foi investigada,
por exemplo, por John Cohen em criancas.”
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subjetivista de Bruno de Finetti. (GALAVOTTI, 2005, p. 178,
traducdo nossa).

3.3 Probabilidade condicional e teorema de Bayes

O teorema de Bayes ¢ uma consequéncia algébrica da probabilidade condicional.
Para que esses conceitos sejam definidos, € necessario definir primeiramente os axiomas a partir
dos quais podemos fazer o calculo de probabilidades. Antes disso, precisamos introduzir
brevemente algumas definigdes mais elementares: a defini¢dao de probabilidade, evento, espaco
amostral e estatistica.

Imagine um experimento, pratico ou hipotético, o qual ¢ possivel determinar com
antecipacao todos os resultados possiveis. O conjunto de todos os resultados possiveis ¢
chamado de espago amostral, e é representado pela letra grega Q2. Um subconjunto qualquer do
espago amostral ¢ chamado de evenfo, e representamos os eventos por letras romanas
maiusculas. Para cada evento, podemos atribuir uma probabilidade, que representamos, por
exemplo, por P(A), que ¢ um numero que indica a probabilidade de que do evento A vai
ocorrer.

Existem diferentes interpretacdes para a probabilidade, porém, a teoria matematica
da probabilidade ndo depende destas interpretacdes. Podemos definir a probabilidade como a
quantificagdo da incerteza, a quantificacdo de um evento incerto. Vejamos os problemas com

0s quais a teoria matematica da probabilidade lida:

Quase todo o trabalho na teoria matematica da probabilidade, dos
livros didaticos mais elementares até a pesquisa mais avangada, tem
sido relacionado com os dois seguintes problemas: (i) métodos para
determinar as probabilidades de certos eventos a partir das
probabilidades especificadas de cada resultado possivel de um
experimento e (i) métodos para revisar as probabilidades de eventos
quando informag¢des relevantes adicionais sdo  obtidas.
(DEGROOT; SCHERVISH, 2012, p. 6, tradugdo nossa).

Wackerly et al. (2008. p. 1-2) fazem uma exposicao de varias defini¢cdes diferentes
do conceito de estatistica e apontam as caracteristicas em comum das definigdes: a estatistica
¢ um ramo da matematica (ou um ramo do método cientifico) que coleta dados para fazer
inferéncias; a estatistica recolhe subconjuntos de dados (amostra) de uma colegao ampla de

dados para que se possa inferir caracteristicas do conjunto completo (populagdo). Os autores
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concluem que todas as definicdes de estatistica que eles selecionaram implicam que “a
estatistica ¢ uma teoria da informagédo, com a realiza¢do de inferéncias como seu objetivo™?.

Para que as inferéncias estatisticas sejam feitas, existem varios métodos de coleta e
analise de dados que envolvem medidas numéricas descritivas como média, variancia e desvio
padrao. E a relacdo entre probabilidade e estatistica pode ser resumida da seguinte maneira:
“Basico a inferéncia € o problema de calcular a probabilidade de uma amostra observada. Como
resultado, a probabilidade é o mecanismo utilizado para fazer inferéncias estatisticas?®. Em
outras palavras, “Uma inferéncia estatistica ¢ um procedimento que produz uma afirmagao
probabilistica a respeito de algumas ou todas as partes de um modelo estatistico.” (DEGROOT;
SCHERVISH, 2012, p. 378, grifos dos autores).

Feitas estas defini¢des elementares, vamos considerar os seguintes axiomas da

probabilidade?’:

1) Axioma da ndo-negatividade, P(A) = 0 (a probabilidade de um evento
qualquer ¢ maior ou igual a zero);
2) Axioma da normalizagdo, P(Q2) = 1 (ou seja, o espago amostral € igual a um);
3) Axioma da adicdo infinita:
para toda sequéncia infinita de eventos dois a dois disjuntos A4, 4,, ...,

P <O Al-) = i P(4).
1 i=1

i=

Vamos definir o conceito de probabilidade condicional utilizando um exemplo.
Suponha que desejamos calcular a probabilidade de um dado apresentar o numero 6 apds um
unico lancamento. O dado ¢ ndo viesado e possui 6 lados. Portanto, a probabilidade de

apresentar qualquer lado ap6s um langcamento ¢ igual a 1/6:

Espago amostral () =1, 2, 3,4, 5, 6.

Evento A = dado apresentar o nimero 6.

% Ibid., p. 2.

26 Ibid., p. 14.

27 Para mais detalhes sobre a nossa escolha de axiomas e alguns teoremas importantes da probabilidade, ver item
A do Apéndice, “Axiomas da probabilidade: probabilidade absoluta e probabilidade relativa”. As operagdes entre
as probabilidades seguem as regras das operagdes da teoria de conjuntos, para esclarecimentos a esse respeito,
pode-se consultar HRBACEK, K.; JECH, T. Introduction to set theory. 3rd ed., rev. and expanded. New York:
Marcel Dekker, 1999.
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P(A) = 1/6.

Agora, suponha que, ap6s o langamento do dado, alguém nos informe que o nimero
apresentado € par, sendo que nao foi informado qual € o nimero exato. Qual ¢ a probabilidade,
apos essa nova informagdo, do dado ter apresentado o nimero 6? A resposta para essa questao
¢ o que definimos por probabilidade condicional. Neste caso do dado, ocorreu uma atualizagao
de informagoes. Num primeiro momento, desejavamos calcular a probabilidade de o dado
apresentar o nimero 6, porém, apos sermos informados que o nimero apresentado foi um

numero par, nossa probabilidade mudou:

Espago amostral (Q) =1, 2, 3,4, 5, 6.
Evento A = dado apresentar o nimero 6.
Evento B = dado foi lancado e apresentou um niimero par qualquer.

P(A|B) = 1/3.

A probabilidade condicional, portanto, representa uma forma de atualizagcdo de
informagdes. Se temos uma probabilidade qualquer P(A), por exemplo, podemos atualizar essa
probabilidade com a informagdo de que o evento B ocorreu (ou pode ocorrer). Entdo temos a
probabilidade condicional, P(A|B). A probabilidade P(A) pode ser considerada nesse sentido
uma probabilidade a priori, e a probabilidade condicional P(A|B) uma probabilidade a
posteriori. Esta atualizacao de informagdes acontece quando a ocorréncia do evento B muda a
probabilidade inicial P(A).

Existe uma regra para calcular a probabilidade condicional. Sejam A4 ¢ B dois
eventos, P(B) # 0 e P(A N B) a probabilidade da intersec¢do dos eventos A ¢ B. Ilustramos a
seguir os conjuntos (ou eventos) 4, B ¢ A N B com um diagrama de Venn para maior clareza

do conceito:?®

28 Lembrando que as operagdes entre as probabilidades de eventos respeitam as operagdes da teoria de conjuntos.
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Figure 2.1 The outcomesin g
the event B that also belong B
to the event A.

ANB

Figura 2 - Eventos A, B e ANB. FONTE: DeGroot e Schervish (2012).

Definimos, entdo, a probabilidade condicional P(A|B), ou seja, a probabilidade do

evento A4 ocorrer dado que o evento B ocorreu:

P(ANB)
P(B)

P(A|B) =

Se o evento B ndo mudasse a probabilidade inicial P(A), os eventos 4 € B seriam
independentes. Teriamos P(A) = P(A|B), e entdao P(A N B) = P(A).P(B). Ja no caso do
evento B mudar a probabilidade inicial P(A), classificamos os eventos 4 € B como dependentes.
Nosso exemplo do lancamento de um dado foi um exemplo de probabilidade condicional de
eventos dependentes. Agora veremos um exemplo de probabilidade condicional de eventos
independentes.

Consideremos a seguinte questao: qual a probabilidade de uma crianga nascer com
alguma determinada caracteristica genética heterozigota, ou seja, qual o valor da probabilidade
P(D n d), dado que tanto o pai quanto a mie também sio heterozigotos??* Vejamos o calculo
dessa probabilidade nesta arvore de probabilidades. Os alelos da mae e do pai sdo recessivos
(d) ou dominantes (D). A crianga pode ser homozigota possuindo a caracteristica dominante

(DND), ou homozigota recessiva (d"d) ou heteorozigota (DNd) ou (dND).

29 Exemplo retirado do curso online Statistics in medicine (Stanford Online), criado pela Universidade de Stanford,
disponibilizado pelo sistema Lagunita Stanford Online e ministrado por Kristin Sainani. O curso foi retirado da
plataforma em margo de 2020 e néo se encontra mais disponivel.



Mae Pai|Mae Crianca

P(DND)=0,25

P(D|D)=0,5

P(d|D)=0,5 P(dnD)=0,25

P(DNd)=0,25
P(D|d)=0,5

P(d)=0,5

P(d|d)=0,5 P(dnd)=0.25

Figura 3 - Diagrama em drvore: eventos condicionais e independentes
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A probabilidade de a crianga ser heterozigota é igual a P(D N d) somada a P(d N

condicionais, porém independentes.

D), ou seja, 0,5. Podemos constatar também que a probabilidade do alelo paterno transmitir a
caracteristica dominante ou recessiva € um evento independente do alelo materno transmitir a
caracteristica dominante ou recessiva, pois em qualquer ramo da arvore as probabilidades
condicionais do alelo paterno dado o alelo materno P(OD| YD) e P(OD| Pd) ¢ a

probabilidade P(0’D ) tém o mesmo valor (0,5). Vemos, portanto, que os eventos sao

Com algumas transformagdes algébricas, a partir da probabilidade condicional

chegamos ao teorema de Bayes:

P(ANB)

PAIB) = —5 55

P(AnB) =P(A|B).P(B)
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P(ANB)

P(BIA) =—5

P(ANB) = P(B|A).P(A)
P(A|B).P(B) = P(AN B) = P(B|A).P(A)
P(A|B).P(B) = P(B|A).P(A)
O que nos leva finalmente ao teorema de Bayes:

- p(agp) = Zp )

Com o teorema de Bayes podemos calcular o que ¢ chamado de “probabilidade
inversa”, ou seja, se temos a informagao do valor de P(A|B), calculamos o valor de P(B|A),
sendo o contrario também verdadeiro. Foi por este motivo que o teorema de Bayes ficou
conhecido por cerca de 200 anos como probabilidade das causas ou probabilidade inversa®’,
e s0 a partir da década de 1950 que recebeu a denominagao de Bayes.

Héa outra forma de representar o teorema de Bayes, considerando a lei da
probabilidade total. Suponha que o evento B ocorra num espaco amostral €, e que esse mesmo
espago amostral esteja dividido em partigdes contaveis, em eventos mutuamente exclusivos:
{A, :n=1,23.}{4,,4, ..,A,} ¢é a partigdo do espago amostral dado que 4; N 4; = 0,
sempre que i # j; A UA, U ..UA, = Q. Suponha também que as probabilidades P(4;)

sejam conhecidas. Entdo, temos a segunda forma de representar o teorema de Bayes:

P(BIA).P(4)
j-1 P(B|4;).P(4))

P(4;|B) =

Particularizando o teorema de Bayes para o caso em que o espago amostral foi
particionado em A e A, e dado que a probabilidade de eventos mutuamente exclusivos soma 1,

ou seja, que P(A) + P(Z) = 1, podemos simplificar o teorema de Bayes da seguinte maneira:

30 Cf. McGrayne (2011, p. 12).
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~ P(B|A). P(A)
~ P(B|A).P(A) + P(B|A).P(A)

P(A|B)

Finalmente, para consolidar os conceitos trabalhados nesta secao, vamos apresentar

um exemplo 3!

com a constru¢do de uma arvore de probabilidades com probabilidades
condicionais de eventos dependentes, e calcular uma probabilidade inversa utilizando o teorema
de Bayes.

Suponha que uma empresa tenha contaminado 15% de uma regido com um
composto quimico que chamaremos de Z. Sabemos que Z ¢ cancerigeno, que a exposi¢ao
humana a ele aumenta a probabilidade de desenvolver cancer (PC). Um advogado defende um
cliente que esta com cancer de pancreas, e o cliente nao sabe se foi exposto ou ndo ao composto
quimico Z. O advogado esta processando a empresa e precisa quantificar a evidéncia de que

seu cliente tenha desenvolvido cancer por um suposto contato com o composto quimico Z,

calculando da probabilidade P(Z|PC). Possuimos as seguintes informagdes:

P(Z) = 0,15 — Probabilidade de contaminagdo da area, exposicdo a Z.

P(PC|Z) = 0,0004 — Probabilidade de desenvolver cancer de pancreas, dado a
exposicao a Z.

P(PC |7) = 0,0001 — Probabilidade de desenvolver cancer de pancreas, dado que
nao houve exposi¢ao a Z.

P(Z|PC) = ? — Probabilidade de ter sido exposto a Z, dado que se tem cancer de

pancreas. Esta ¢ a probabilidade que queremos calcular.

A partir destes dados, podemos calcular P(Z|PC) com o teorema de Bayes

considerando a lei da probabilidade total:

~ P(PC|Z).P(Z)
~ P(PC|2).P(2) + P(PC|Z).P(2)

P(Z|PC)

0,0004.0,15
0,0004.0,15 + 0.0001.0,85

P(Z|PC) =

31 Este exemplo também foi retirado do curso Statistics in Medicine citado anteriormente.
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0,0004.0,15
0,000145

P(Z|PC) = 41,4%

P(Z|PC) =

Também podemos calcular a probabilidade P(Z|PC) com o teorema de Bayes na
sua primeira forma utilizando os dados de um diagrama da arvore de probabilidades, ilustrado

na figura a seguir:

Exposicdoa Z Cancer de pancreas| Exposicdo e Cancer de pancreas
Exposi¢cao

P(PCNZ)=0,00006
P(PC|Z)=0,0004

P(2)=0,15
P(~PC|Z)=0,9996 P(~-PCNZ)=0,14994

P(PCN-2Z)=0,000085
P(PC|-2)=0,0001

P(~2)=0,85

P(-PC|-2)=0,9999 P(-PCN-Z)=0.849915

Figura 4 - Diagrama em drvore: eventos condicionais e dependentes

Obtemos 0 mesmo valor calculado anteriormente:

P(PC|Z).P(Z)
P(PC)

P(Z|PC) =

P(PC|Z).P(Z) = P(PC N Z)
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P(PC|Z).P(Z) = 0,00006

P(PC) = P(PCNZ)+P(PCNZ)
P(PC) = 0,00006 + 0,000085 = 0,000145

0,00006
0,000145

P(Z|PC) = 41,4%

P(Z|PC) =

Concluindo, neste caso, portanto, o advogado pode afirmar que hda uma
probabilidade de 41,4% do seu cliente ter sido exposto ao composto quimico Z. Calculamos a
probabilidade inversa, pois a partir de P(PC|Z) chegamos ao valor de P(Z|PC). Mostramos
que os eventos sdo dependentes, pois quando sabemos que o evento Z ocorreu, ha uma
atualizagdo de informagdes, ¢ assim a probabilidade condicional P(PC|Z) apresenta um valor

diferente da probabilidade P(PC).

3.4 Estatistica bayesiana e probabilidade subjetiva

Nesta se¢ao, vamos descrever basicamente em que consiste a estatistica bayesiana,
utilizando alguns exemplos. Nossas principais fontes serdo O’Hagan e Forster (2004) e
conhecimentos adquiridos em um curso online, “Bayesian statistics: from concept to data
analysis”.>> Como primeiro passo para compreender a estatistica bayesiana, apresentaremos
uma maneira mais “bayesiana” de enxergar o teorema de Bayes (seguiremos de perto o
raciocinio de O’Hagan e Forster, 2004, p. 2-6).

Retomando o teorema de Bayes na sua forma geral, sejam A4, 4,, ..., 4,, eventos

mutuamente exclusivos e coletivamente exaustivos, entdo

P(4,).P(BI4,)
P(B)

__P(4).P(Bl4,)

" %, P(BIA,).P(4,)

P(ArlB) =

32 Curso oferecido pela plataforma Coursera, ministrado pela UCSC (University of California Santa Cruz),
professor Herbert Lee (Applied Mathematics and Statistics). Curso concluido em junho de 2019.
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O conjunto dos eventos A, pode ser considerado um conjunto de hipoteses, sendo
que apenas uma delas ¢ verdadeira. A observag¢ao do evento B muda a probabilidade inicial
P(A,) para a probabilidade posterior P(A,|B). Todas as probabilidades posteriores somadas
tém valor 1, dado que apenas uma das hipdteses é verdadeira. O denominador P(B) =
Y- P(B|A,).P(A,) pode ser visto como a média ponderada das probabilidades P(B|A,), onde
o0 peso é dado pelas probabilidades P(A,). A ocorréncia de B aumentara a probabilidade de A,
quando a probabilidade P(B|A,) for maior que a média ponderada das probabilidades
P(B|A,). E o que significa isso tudo em termos de hipdteses? Significa que a probabilidade da
hipdtese A, que mais aumentara com a ocorréncia de B € a que tem o maior valor de P(B|A,).

A probabilidade P(B|A,) é chamada de verossimilhanca.>> No caso, ela representa
a verossimilhanga de A, por B, ou a “verossimilhanca de A, dado B”. Temos entdo que o
teorema de Bayes combina duas fontes de informagdo: a informacao inicial representada pelas
probabilidades “a priori” P(4,) ¢ a nova informagdo representada pelas verossimilhangas
P(B|A,), resultando na probabilidade posterior P(A,|B) que depende dessas duas fontes.
Podemos voltar a pensar em como o teorema de Bayes estd relacionado com diferentes

hipoteses e informacgao:

O Teorema de Bayes esta em completo acordo com o raciocinio
natural. As probabilidades posteriores das varias hipdteses sdo
proporcionais aos produtos das suas probabilidades iniciais e das
suas verossimilhancas. (O’HAGAN, FORSTER, 2004, p. 3,
traducdo nossa).

A nocao de verossimilhanca nao € intuitiva: verossimilhanga é a caracteristica
daquilo que ¢ verossimil, que aparenta ser ou € tido como verdadeiro, ou semelhante a verdade.
Se ja parece pouco natural medir a veracidade ou nao de alguma coisa, medir o grau de algo ser
verossimilhante parece ainda mais complicado.

A verossimilhanca ndo ¢ uma probabilidade, mas ¢ proporcional a uma
probabilidade. A verossimilhanga de uma hipotese H dados alguns dados D ¢ proporcional a
probabilidade de se obter D, dado que H seja verdadeira, multiplicado por uma constante
positiva arbitraria K. Em outras palavras, se L representa a verossimilhanca (/ikelihood), entao

L(H|D) = K-P(D|H). Uma vez que a verossimilhanca ndo ¢é realmente uma

33 A teoria frequentista faz uso de um estimador de mdxima verossimilhan¢a, mencionaremos este conceito em
um exemplo de inferéncia frequentista logo adiante, na sec¢éo 3.4.1.
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probabilidade, ela ndo obedece necessariamente as leis da probabilidade. Por exemplo, a
verossimilhanca total ndo precisa somar 1.

Uma diferenca critica entre verossimilhanga e probabilidade esta na interpretacao
do que ¢ fixo e do que pode variar. No caso da probabilidade condicional, P (D | H), a hipotese
¢ fixa e os dados podem variar. A verossimilhanga, no entanto, ¢ o oposto. A verossimilhanga
de uma hipoétese, L (H | D) condiciona os dados como se fossem fixos, mas permite que as
hipbteses variem.

Autores como Edwards (1992) argumentam que a base axiomatica apropriada para
inferéncia indutiva ndo ¢ a de probabilidade, com seu axioma de adi¢do, mas a de probabilidade,
conceito introduzido por Ronald Fisher como uma medida de suporte relativo entre diferentes
hipoteses**. Edwards (1992, p. 30) define o Axioma da Verossimilhanga como uma combinagdo
natural da Lei da Verossimilhanga e o Principio da Verossimilhanga. A Lei da Verossimilhanca
afirma que "no ambito de um modelo estatistico, um determinado conjunto de dados apoia uma
hipotese estatistica melhor do que outra se a probabilidade da primeira hipotese, nos dados,
exceder a probabilidade da segunda hipotese".

Em outras palavras, hd evidéncia para H; com relacao a H, se, ¢ somente se, a
probabilidade dos dados em H; for maior do que a probabilidade dos dados em H,. Ou seja,
D é evidéncia de H; sobre H, se P(D|H,;) > P(D|H,). Se essas duas probabilidades sdo
equivalentes, entdo nao ha evidéncia para nenhuma das hipdteses sobre a outra. Além disso, a
for¢a da evidéncia estatistica para H; sobre H, ¢ quantificada pela razdo de suas medidas de
verossimilhanga: L (H;|D)/L(H, |D) (que novamente é proporcional a P (D|H,)/P(D|H,)).
Esse quociente ¢ bastante analogo a nocao de peso da evidéncia proposto por Good (1985a),
que avaliaremos na secao 4.2.

Ja o Principio da Verossimilhanca afirma que a fungdo de verossimilhanca contém
todas as informagdes relevantes para a avaliacdo da evidéncia estatistica. Outras facetas dos
dados que nao estdo presentes na funcao de verossimilhanga sdo irrelevantes para a avaliagao
da forca da evidéncia estatistica. De toda forma, a nocao de verossimilhanca tem uma forte
conexdo com o conceito de evidéncia, e € usada de forma essencial na teoria da decisdo.

Quando mencionamos o teorema de Bayes, falamos até agora das diferentes
hipoteses A,., porém, geralmente as questdes estatisticas tratam, ao invés de hipoteses, de uma

determinada quantidade. Quando a quantidade ¢ desconhecida e queremos estimar o seu valor,

34 Cf. Stigler (2007).
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fazemos uma inferéncia estatistica e ao invés de hipoteses temos um pardmetro, que nada mais
¢ do que a quantidade desconhecida que se quer estimar. O pardmetro é representado por 8.3
A inferéncia estatistica preocupa-se com quais afirmacdes podem ser feitas a
respeito do parametro considerando os dados que foram coletados. Quando temos um parametro
0 e dados x, como variaveis aleatdrias, assumimos que a sua distribuicao possui uma funcao

densidade de probabilidade, e reescrevemos o teorema de Bayes da seguinte forma:
f(6).f(x16)

Olx) = ——————=

FO = =05

£(6).f(x16)
JF(6).f(x|6)db

A fungdo acima ¢ aplicada para fungdes continuas, ja no caso de dados discretos, a
integral do denominador ¢ substituida por uma soma. A interpretagao do teorema de Bayes ¢
mantida da mesma forma: a densidade posterior f(6|x) é o resultado da combinagdo de duas
informagdes, a densidade inicial f(8) multiplicada pela verossimilhanga f (x|6).

Finalmente, podemos fazer a inferéncia estatistica:

Tendo obtido a densidade posterior f(x|6), o passo final para o
método Bayesiano ¢ derivar a partir dela algumas afirmagdes
inferenciais adequadas. A questdo inferencial mais usual é: apos ver
os dados x, o que nos sabemos a respeito do parametro 8? A Ginica
resposta para esta questdo ¢ apresentar toda a distribuigdo posterior.
(O’HAGAN, FORSTER, 2004, p. 5, tradugdo nossa).

A diferenca entre a estatistica bayesiana e a frequentista (ou cléssica) €, entdo,

justamente a apresentacao da distribui¢ao posterior:

A inferéncia basica bayesiana a respeito de uma hipotese é a sua
probabilidade posterior, em contraste com a inferéncia classica na
qual as hipoteses sdo ou rejeitadas ou aceitas (ou ‘ndo rejeitadas’).
Aceitar ou rejeitar uma hipdtese ndo ¢ tanto uma inferéncia quanto
uma a¢do ou uma decisdo. A probabilidade posterior serd um fator
para tomar a decisdo, mas nds também desejaremos levar em
consideragdo as consequéncias das decisdes corretas ou incorretas.

35 As letras gregas so utilizadas para quantidades desconhecidas, as letras romanas mailisculas para as variaveis
aleatorias e as letras romanas minusculas para os valores possiveis que as variaveis aleatorias podem assumir.
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(O’HAGAN, FORSTER, 2004, p. 6, grifos do autor, traducdo
nossa).

Como j& mencionamos anteriormente, neste capitulo s6 podemos cobrir alguns
conceitos essenciais do bayesianismo; em virtude da amplitude do tema precisamos nos limitar
as ideias mais gerais e apresentar exemplos pontuais. Gostariamos de mencionar mais alguns
aspectos relevantes do bayesianismo.

O primeiro deles ¢ que o bayesianismo aceita outras interpretacdes da
probabilidade: a interpretacao subjetiva e a interpretacdo logica. A semelhanca dessas duas
interpretagdes ¢ que a probabilidade ¢ considerada um grau de crenga em uma determinada
proposi¢ao, e o grau de crencga ¢ formado de acordo com as informacdes disponiveis. Apesar
de ambas as interpretacdes serem aceitas pelo bayesianismo, a interpretacdo logica da
probabilidade nao tem uma aplicacdo pratica, entdo a grande maioria dos bayesianos adota a
interpretagdo subjetiva. Para os subjetivistas, todas as distribui¢des de probabilidade que
mencionamos sdo subjetivas: f(60), f(x]|0) e f(8]|x). Resumidamente, a estatistica bayesiana
pode fazer uso de probabilidades subjetivas, l6gicas ou objetivas. Nao ¢ o uso da probabilidade
subjetiva que define a estatistica bayesiana, mas ela ¢ uma estatistica que permite um uso mais
amplo de diferentes probabilidades, calculadas a partir de diferentes interpretacoes.

Uma maneira simples e clara de definir a probabilidade subjetiva ¢ pelo método de
aposta coerente. Isso significa que uma pessoa pode fazer uma aposta em um determinado
evento: se o evento ocorrer, ela ganha uma certa quantia, se o evento nao ocorrer, ela perde uma
determinada quantia. A aposta ¢ considerada coerente quando o retorno esperado, que ¢ a soma
dessas quantias multiplicado pela probabilidade dos eventos que ocorrem, ¢ igual a zero. Ou
seja, a pessoa nao pode fazer uma aposta contra ela mesma, na qual ela tem maiores chances de
perder a aposta, e também a aposta nao pode ocorrer quando a chance de ganhar ¢ maior que a
chance de perder, caso contrario a aposta nao se realiza.

Suponha que uma pessoa queira apostar se vai ou nao vai chover no dia seguinte.
Esta aposta pode ser representada de duas formas, uma inversa a outra, € ambas devem ter o

retorno esperado igual a zero:3¢

36 Exemplo retirado de Coursera (2019).
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vai chover nao vai chover
aposta 1 4 -1
aposta 2 -4 1

Quadro 1 - Aposta coerente

Em termos de chances (odds), a aposta € representada pela chance 4:1. Isso significa
que uma pessoa aposta quatro unidades monetarias na possibilidade de chover no dia seguinte,
e aposta menos uma unidade na possibilidade de ndo chover. As chances sdo apenas uma forma
diferente de representar a probabilidade. Se um evento B tem uma chance a: b de ocorrer, a
probabilidade P(B) ¢ igual a a/(a + b). Assim podemos calcular a probabilidade de nio
chover, P(B) = 4/(4 + 1) = 4/5, e a probabilidade de chover, que é complementar, P(A) =
1/5.

As duas formas de aposta tém retorno esperado igual a zero:

Retorno esperado da aposta 1: a. P(A) — b.P(B) = 4(1/5) —1(4/5) =0
Retorno esperado da aposta 2: —a.P(A) + b.P(B) = —4(1/5) + 1(4/5) =0

3.4.1 Exemplo comparativo: inferéncia frequentista e inferéncia bayesiana

Para ilustrar como a inferéncia bayesiana ¢ feita, vamos apresentar um exemplo de
uma varidvel com distribui¢ao binomial, e comparar as inferéncias que podem ser feitas com o
paradigma frequentista e em seguida com o paradigma bayesiano.?’

Dizemos que uma varidvel aleatéria X tem distribuicao binomial, com nimero de

lancamentos n, nimero de sucessos x e probabilidade p de ocorrer cada sucesso:
X~Bin(n,p)

Seguimos com a sua fun¢ao densidade de probabilidade,

P(X = xlp) = f(xlp) = () p(1 = p)"

37 Exemplo retirado de Coursera (2019).
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n n!
(x) = m para todo x € {0,1, ..., n}

E temos a expectativa’® e variancia®® da distribui¢go,

E[X] =np
Var(X) = np(1 —p)

Suponha que alguém va participar de um jogo que envolva o langamento de uma
moeda e algum tipo de aposta que dependa do resultado. Antes de participar do jogo, existe a
possibilidade de fazer 5 langamentos da moeda e, a partir do resultado dos langamentos, avaliar
se a moeda ¢ normal (equilibrada) ou enviesada. A moeda apresenta cara 2 vezes (sucesso) €
coroa 3 vezes (fracasso). Sabemos que uma moeda normal tem probabilidade de 0,5 de
apresentar a face cara (ou coroa), ¢ que se ela for enviesada tem probabilidade de apresentar
cara 0,7 e coroa 0,3. O que a inferéncia frequentista pode nos dizer a respeito da moeda? Ela ¢
normal ou enviesada?

Nossa duvida diz respeito ao parametro 6, e seguimos com os calculos da inferéncia

frequentista:

Parametro: 8 = {normal, enviesada}
Distribui¢do: X~Bin(5,?)
5 5
0,5)°, se 8 = normal
Funcdo: f(x|0) ={ 5 (x)( : .
()(0,7)*(0,3)57%, se 6 = enviesada

0,3125, se 8 = normal

Se X =2, entdo f(0]X = 2) = {0,1323, se 8 = enviesada

EMV 6 = normal.

O estimador de maxima verossimilhanga (EMV) serd o valor mais alto, que
maximiza a funcdo. Ou seja, de acordo com os dados, conclui-se que a moeda ¢ normal. O

resultado frequentista, no entanto, s6 permite duas possibilidades quando perguntamos qual o

38 A expectativa é a média ponderada de todos os valores que a variavel X pode tomar. Se X é uma varidvel
+0oo

discreta, E(X) = ¥, x. P(X = x) = X, x. f(x). Se X for continua, E(X) = [__"x.f(x)dx.

P13

39 A variancia é o quanto os valores estdo “espalhados”, é o valor esperado do desvio ao quadrado de X em relagdo
a sua média. Tanto para casos discretos quanto continuos, a varidncia pode ser calculada da seguinte forma:
Var(X) = E[X?] — (E[X])%
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grau de certeza de que a moeda ¢ normal ou enviesada. A probabilidade de a moeda ser normal,
dado que apresentou a face cara duas vezes ¢ igual a probabilidade de a moeda ser normal, e

essa probabilidade ¢ igual a zero ou um:

P(6 = normal|X = 2) = P(6 = normal) € {0,1}

A inferéncia bayesiana tem uma abordagem diferente para trabalhar com o mesmo
problema que foi colocado. Uma diferenca relevante ¢ que a inferéncia bayesiana pode levar
em consideracdo uma probabilidade inicial subjetiva, no caso de possuirmos alguma
informacao antes de analisar os dados. Se existe algum motivo para suspeitar da pessoa que
trouxe a moeda para o jogo, por exemplo, se ha alguma desconfianga em relacao a honestidade
dessa pessoa, podemos atribuir uma probabilidade maior da moeda apresentar o lado cara, por
exemplo, com maior frequéncia, ou seja, ha desconfianga de que a moeda seja enviesada.
Fazendo uma aposta coerente, suponha que se tenha chegado ao valor P(enviesada) = 0,6.

Vejamos agora como prosseguir com o calculo da probabilidade posterior neste caso:

Probabilidade inicial: P(enviesada) = 0,6
Funcao:

f(6)f (x16)
2o f(O)f (x10)

f6lx) =

_ (i)[(O,S)S(O,4)I{0=normal} + (0'7)x(0'3)5_x(0r6)l{9=enviesada}]
- (5)[(0,5)5(0,4) + (0,7)%(0,3)5-%(0,6)]

0'01251{6=n0rmal} + 0'00791{6=enviesada}
0,0125 + 0,0079

f@lx =2)=

= 0'6121{9=n0rmal} + 013881{6=enviesada}

A estatistica bayesiana chega desta forma a probabilidade posterior

P(6 = enviesadalX = 2):

P(6 = enviesadal|X = 2) = 0,388
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Ou seja, podemos dizer que a probabilidade de a moeda ser enviesada, dado que
lancamos a moeda 5 vezes e ela apresentou a face cara 2 vezes, ¢ de 0,388. O resultado seria
diferente dependendo da escolha da probabilidade inicial P(8). Se fossemos escolher uma
probabilidade inicial assumindo que nao temos informagdo alguma para achar que a moeda ¢
enviesada ou ndo, atribuiriamos a probabilidade P(enviesada) = 0,5 (essa probabilidade pode
até ser considerada uma probabilidade objetiva ou invés de subjetiva). A probabilidade
posterior seria entdo P(6 = enviesada|X = 2) = 0,297. De qualquer forma, os resultados
bayesianos sao diferentes da abordagem frequentista.

O nosso exemplo foi um exemplo simples, de uma variavel aleatoria discreta. No
entanto, a maioria dos casos ¢ de variaveis aleatorias continuas, e outros casos podem ser muito
mais complexos. No entanto, ndo cabe, neste trabalho, entrar em maiores detalhes estatisticos,
porque nosso enfoque ¢ mais filos6fico. Em parte, este capitulo, inclusive, foi escrito com o
objetivo de introduzir alguns conceitos necessarios para a compreensao dos proximos capitulos.

Para finalizé-lo, gostariamos de ressaltar que a diferenca do método de inferéncia,
frequentista ou bayesiano, ndo ¢ uma questdo de mera escolha, sem grandes consequéncias.
Para exemplificar*’, podemos citar uma pesquisa que foi feita para testar a eficacia de uma
vacina que tinha como objetivo a imunizagdo contra o HIV.#! O resultado dessa pesquisa, com
o método frequentista, foi que a vacina era eficaz em 31,2% dos casos, com o p — valor de
4%, ou seja, abaixo do nivel de significancia de 5%, o valor mais comumente utilizado para
decisdo em relagdo a aceitacao ou rejeicao da hipotese nula. Um estudo bayesiano, utilizando
os mesmos dados, chegou a conclusdo de que a vacina tinha uma probabilidade apenas de 22%
de eficacia.*? Ou seja, sdo resultados bem diferentes, com os mesmos dados. Esse exemplo
revela a importancia de haver debate em relacdo aos métodos de inferéncia utilizados, de

discutir os métodos cientificos.

40 Exemplo retirado do curso online Statistics in medicine (Stanford Online).

41 RERKS-NGARM, S.; PITISUTTITHUM, P.; NITAYAPHAN, S.; et al. Vaccination with ALVAC and
AIDSVAX to prevent HIV-1 infection in Thailand. N Engl J Med. 2009 Dec 3;361(23):2209-20.

42 GILBERT, P. B.; BERGER, J. O.; STABLEIN, D.; et al. Statistical interpretation of the RV144 HIV vaccine
efficacy trial in Thailand: a case study for statistical issues in efficacy trials. J Infect Dis. 2011 Apr 1;203(7):969-
75.
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4. PESO DA EVIDENCIA E SUPORTE PROBABILISTICO

O conceito de peso da evidéncia, embora ndo com esse
nome, era basico na abordagem de Turing a criptoanalise do
Enigma (...). Prevejo que em cinquenta anos a partir de
agora [em 2034], se a civilizagéo for restaurada, W (H : E)
sera aceito pela maioria dos filésofos como a melhor
explicacdo de longe para peso da evidéncia, e que apos mais
cinquenta anos [em 2084] tera uma grande influéncia na
educacdo elementar, no diagndstico médico diferencial, e
no direito comum. (GOOD, 1984a, p. 163).

4.1 Introdugao

Se fossemos ilustrar o peso da evidéncia a favor ou contra uma hipdtese,
poderiamos pensar na deusa grega da justica Themis, que, representada geralmente carregando
uma balanca, pesa as evidéncias a favor ou contra um argumento. Assim, o lado (ou o
argumento) mais pesado, o que tiver maior evidéncia, ¢ escolhido em detrimento do outro lado,
do outro argumento, ou de outra alternativa que costuma ser o seu oposto. O mesmo processo
de pesar as evidéncias ocorre num tribunal de juri que decidira se as evidéncias pesam mais a
favor ou contra a inocéncia de uma pessoa acusada de algum delito; com um detetive, que
decidira se deve ou ndo levar um caso a lei; com um médico, que pesara as evidéncias ao fazer
um diagnostico diferencial entre duas doengas possiveis para escolher um tratamento adequado
ao paciente.®

O conceito de peso da evidéncia que apresentamos nesta Dissertagdo estd
diretamente relacionado nao so6 a probabilidade, mas também a estatistica. E, finalmente, o peso
da evidéncia também apresenta interesse filoséfico, pelo fato de se tratar de uma medida de
evidéncia que equivale, segundo seus defensores, ao grau de corroboracao de uma hipotese pela
evidéncia. Desta forma, tem um interesse particular para a filosofia da ciéncia.

O peso da evidéncia ¢ a resposta de Good (1987) para duas questdes propostas pela
linha da filosofia da ciéncia de Popper: ele ¢ tanto uma medida de corroboragdo de uma hipotese

pela evidéncia como também uma forma de suporte probabilistico indutivo. Nossa Pesquisa foi

43 Nesta Pesquisa apresentamos um exemplo didatico de peso da evidéncia na se¢io 4.2.1 e, no proximo capitulo,
o exemplo da primeira aplicacdo pratica de peso da evidéncia na quebra da criptografia da maquina Enigma. Para
discussdes a respeito da aplicagdo do conceito na area do direito, consultar Good (1986). Para o caso da aplicaggo
do conceito ao diagnostico diferencial, na area da medicina, consultar Good e Card (1971), Card e Good (1974) e
Spiegelhalter e Knill-Jones (1984).
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iniciada com o artigo de Popper e Miller (1983), artigo no qual os autores apresentam uma
prova de que o suporte probabilistico ndo pode ser indutivo, e sim dedutivo. A partir do primeiro
comentario de Good (1984b) a respeito do artigo de Popper e Miller, estudamos os argumentos
do autor, que sdo baseados no seu proprio ponto de vista bayesiano e discordam da visao de
Popper e Miller.

A proposta alternativa de Good ndo ¢ apenas uma prova algébrica. O peso da
evidéncia teve uma aplicagdo pratica: a formula foi aplicada num procedimento que visava a
quebra da criptografia da maquina Enigma na Segunda Guerra Mundial. Neste capitulo, vamos
apresentar a argumentagdo de Good (1960, 1968, 1975, 1979, 1984b, 1984c, 1985a, 1985b,
1987, 1988), e, no proximo capitulo, vamos descrever a aplicacao pratica do peso da evidéncia
na quebra da criptografia.

Apesar de termos iniciado nossa Pesquisa com o artigo de Popper e Miller, de 1983,
foi necessario analisar uma série de publicacdes de Good muito anteriores a esta data. Na
sequéncia de artigos de Good que continuam o debate, um deles, de 1987, discute outras
medidas de suporte probabilistico. Uma delas ¢ a de Gilles (1985), que faz uma defesa do
argumento de Popper e Miller, e a outra de Redhead (1985), que tenta refuta-los. E neste
momento que Good apresenta o conceito de peso da evidéncia como a sua proposta de medida
de suporte probabilistico, refutando tanto Gilles quanto Redhead. A mencao a este novo
conceito de suporte probabilistico nos levou a seguir as referéncias de Good, migrando de um
artigo a outro, retroativamente, at¢ chegarmos a sua primeira publicagdo, de 1950.

Foi necessario fazer um trabalho de pesquisa mais extenso do que o previsto, a fim
de selecionar ndo s6 as publicagdes de Good mais relevantes ao tema inicial “suporte
probabilistico indutivo”, mas também para definir, desenvolver e delimitar o novo topico que
nos foi apresentado: o peso da evidéncia. Ampliamos nosso escopo, sem programacao prévia,
partindo de uma pesquisa da relacdo dos fundamentos da probabilidade com seu o suporte
dedutivo ou indutivo, para um problema aplicado, que envolvia o trabalho estatistico de Turing,
na Segunda Guerra Mundial.

Ademais, adentramos em um debate filoséfico importante, sendo central, do século
XX: a tentativa de definir uma medida de grau de corroboracao para uma teoria cientifica ser
testada. Este ¢ um dos principais objetivos de Popper com a publicacao da “Ldgica da pesquisa
cientifica”, publicada em ingl€s, pela primeira vez, em 1959, e escrita originalmente em alemao
em 1934. Vejamos como Popper expde, de forma resumida, o problema do grau de
corroborac¢do no contexto da elaboragdo de seu livro (no apéndice ix, intitulado “Corroboragao,

peso de evidéncia e testes estatisticos”):
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Antes mesmo de publicado meu livro, senti que o problema do grau
de corroboragdo era um desses problemas que requer estudo mais
aprofundado. Por ‘problema do grau de corroboragdo’ pretendo
significar o problema (i) de mostrar que existe medida (a ser
denominada grau de corroboragdo) da severidade dos testes a que a
teoria foi submetida ¢ da maneira pela qual ela ultrapassou esses
testes ou falhou diante deles; e (ii) de mostrar que essa medida ndo
pode ser uma probabilidade ou, mais precisamente, que ela ndo
satisfaz as leis formais do calculo de probabilidades.

Um esbogo de solucdo de ambas essas questdes — especialmente da
segunda — estava contida em meu livro. Creio, porém, que algo deva
ser acrescentado. Nao bastava mostrar a insuficiéncia das teorias de
probabilidade existentes — a de Keynes ou de Jeffreys, por exemplo
(...). Fazia-se necessario um tratamento da questdo em termos
gerais. Busquei, por isso mesmo, elaborar um calculo formal de
probabilidades que admitisse uma interpretagdo em varios sentidos

()

O objetivo altimo consistia, naturalmente, em mostrar que o grau de
corroboragdo ndo era uma probabilidade, equivalendo isso a dizer
que ndo era uma das possiveis interpretacoes do cdlculo de
probabilidades. Sem embargo, dei-me conta de que a tarefa de
elaborar um calculo formal n3o era sO necessaria para esse
proposito, como era, por si mesma, interessante. (POPPER, 1972, p.
443-444, erifos do autor).

Ou seja, em linhas gerais, Popper dedica-se a elaborar um calculo formal de
probabilidades para mostrar que o grau de corroboracdo ndo pode ser medido por uma
probabilidade, qualquer que fosse o tipo de interpretacao dessa probabilidade. Good concorda
com essa afirmacdo de Popper, mas discorda em relagdo ao grau de corroboragao. Essa ¢ uma
das questdes que veremos ao longo deste capitulo.

Em muitos dos artigos de Good que selecionamos para esta Dissertacao, podemos
afirmar que ha uma tentativa de dialogar e debater o tema central (grau de corroboracao) da
maneira que o problema foi apresentado por Popper. Good cita Popper com frequéncia em seus
artigos, faz comentarios de artigos de Popper e seus colaboradores (como Miller), e também
publica varios artigos como resposta, troca correspondéncia, enfim, dialoga de muitas formas,
constantemente.

Popper define com precisdo no que consiste o problema do grau de corroboragao:

O objetivo desta nota ¢ o de propor e discutir uma definicdo — em
termos de probabilidade — do grau em que um enunciado x é
confirmado por um enunciado y. (Claro que se trata de algo
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equivalente ao grau em que um y confirma um enunciado Xx).
Denotarei esse grau pelo simbolo ‘C(x,y)’, a ser lido ‘grau de
confirmagdo de x por y’. Em casos particulares, x poderd ser uma
hipdtese, /; ¢ y podera ser alguma evidéncia empirica, e, favoravel
a h, ou desfavoravel a h, ou neutra em relacdo a 4. Contudo,
‘C(x,y)’ sera também aplicavel a casos menos tipicos. (POPPER,
1972, p. 452, grifos do autor).

Notamos que Popper faz uso do termo “grau de confirmagao” no contexto do artigo
Degree of confirmation (1954). O trecho que acabamos de citar corresponde ao primeiro
paragrafo do artigo de 1954. Porém, alguns anos mais tarde, ja na introducdo do apéndice ix,

ele utiliza o termo “grau de corroboragao”, com o mesmo sentido:

(...) para definir C(x,y) — o grau de corroboragdo da teoria x pela
evidéncia y — tinha que operar com alguma inversa p(x,y), que
Fisher denominou ‘verossimilhan¢a de x’ (a luz da evidéncia y ou
dado y). (Note-se que tanto minha ‘corroboragdo’ como a
‘verossimilhanc¢a’ de Fisher pretendem medir a aceitabilidade da
hipdtese x; x é, pois, 0 que importa, enquanto y simplesmente
representa a evidéncia empirica variavel ou, como prefiro dizer, os
relatorios dos resultados dos testes). (POPPER, 1972, p. 444, grifos
do autor).

No presente capitulo, a discussdo estd centrada no problema do grau de
corroboragdo — ou seja, o grau de corroboragdo de x por y, ou o grau de corroboragdo de uma
hipotese £ pela evidéncia e.

Antes de comecar, ha mais uma observacao importante a ser feita. Existe uma
polarizacdo na filosofia da ciéncia que divide os fildsofos da ciéncia em duas linhas: os que
seguem uma linha “indutivista”, que tem Carnap como um de seus maiores representantes, € 0s
que seguem a linha “dedutivista”, representada principalmente por Popper. Essa polarizagao
ndo constitui obrigatoriamente um dualismo. E plenamente possivel concordar parcialmente
com Popper e Carnap em determinadas questoes, como faz Good. Porém, a polarizacdo ¢ um
fator relevante de divisdo entre as diferentes linhas: a propria discordancia entre Popper e Miller
e Good em relagdo a natureza do suporte probabilistico ¢ um exemplo.

Um dos mais importantes artigos de Good que utilizamos neste capitulo (publicado

em 1975)*, ¢ fruto de uma conferéncia que teve como tema as metodologias bayesianas e

4 GOOD, 1. J. Explicativity, corroboration, and the relative odds of hypotheses. Synthese, Vol. 30, No. 1/2,
Methodologies: Bayesian and Popperian (Feb. - Mar., 1975), p. 39-73.
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popperianas. A revista Synthese, que publica artigos nas areas de epistemologia, metodologia e
filosofia da ciéncia, langou uma publicacdao exclusiva, em 1975, com artigos oriundos das

discussoes ocorridas em 1973, nesta conferéncia:

Os artigos de Joseph Agassi, 1. J. Good, Richard Jeffrey e David
Miller, (...) constituem os eventos da conferéncia ‘Metodologias:

bayesianas e popperianas’, realizados na Universidade da Carolina
do Sul de 8-10 de novembro.

Ao menos, o material coletado aqui vai um pouco em direg¢do a
redefini¢do de alguns e ao melhoramento de outros assuntos que
dividiram bayesianos ¢ popperianos quando Carnap e Popper se
enfrentaram em Bedford College em 1965. (GOODE et al., 1975, p.
1, tradug@o nossa).

Seguimos, agora, com a descricdo da expressdao peso da evidéncia, a partir dos
escritos de Good. Nao fizemos um estudo da historia do termo em si, mas sim um estudo de
como, de acordo com a compreensao de Good, o peso da evidéncia foi desenvolvido, de como
ele foi debatido historicamente com fildésofos e estatisticos, dentro do contexto de polarizagao
entre visdes de suporte probabilistico indutivo e dedutivo. Finalmente apresentamos também a
visao de Popper e Miller (1983), Fitelson (2001) e Gilles (1990) e uma breve cronologia de
outros artigos que se seguiram ao debate, caso o leitor tenha interesse em conhecer outras linhas

que nao as discutidas aqui em maiores detalhes.

4.2 Peso da evidéncia: suporte probabilistico indutivo de acordo com Good

Em 1983, Popper e Miller publicaram uma carta na revista Nature com uma prova
do suporte probabilistico dedutivo de uma evidéncia e em relagdo a uma hipétese /. Os autores
negaram a possibilidade de um suporte probabilistico indutivo; o proprio titulo da carta ja revela
a intencao dos autores: 4 proof of the impossibility of inductive probability. A carta ¢ seguida
de trés comentarios, na mesma edi¢do: Jeffrey (1984), Levi (1984), e Good (1984b). Levi, que
segue a linha de interpretagdo propensista da probabilidade, assim como Popper, concorda com
a prova dos autores. J& Good nunca concordou com a prova de Popper e Miller. Good escreve
uma série de artigos com varias objecoes a prova da impossibilidade da probabilidade indutiva.
Para ele, a probabilidade ¢ sim indutiva. O principal argumento de Good contra a prova de
Popper e Miller ¢, na verdade, uma proposta alternativa de como seria a relagao entre evidéncia

e hipotese. O que o autor define como peso da evidéncia é justamente essa relagao.
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Num breve resumo que reune as contribuicdes de Good para a probabilidade,
estatistica e filosofia da ciéncia, Lindley (1990, p. 216) observa o quanto esse conceito foi
estudado por Good (que aquela época ja somava cerca de 1600 publicacdes): “O peso da
evidéncia, e conceitos relacionados, foram muito estudados nos seus escritos”. Em seguida, o
autor cita a primeira frase que Good escreve em um dos seus artigos, frase que nao deixa davida
alguma a respeito da importancia do peso da evidéncia para o autor (aqui reproduzimos o trecho
um pouco mais amplo): “Meu propdsito € pesquisar um pouco do trabalho em peso da evidéncia
porque eu penso que o topico € quase tdo importante quanto o da probabilidade ela mesma. A
pesquisa ficard longe de ser completa.” (GOOD, 1985a, p. 249).

Antes de Good, o conceito de peso da evidéncia ja havia sido definido por Peirce
(1878), Gibbs (1902), Keynes (1921), Jeffreys (1936), mas geralmente o conceito tinha algumas
diferencas em relagdo ao apresentado por Good. Apesar do termo ser parecido entre os autores
citados, fazemos a ressalva de que ha bastante diferenca entre eles.*> Good relata, por exemplo,
que Levi afirmou que “Peirce era anti-Bayesiano e até um certo ponto antecipou Neyman e
Pearson” (GOOD, 1985a, p. 253). Ou seja, apesar da semelhanga entre os conceitos, Pierce
distanciava-se consideravelmente do bayesianismo.

Seguimos entdo apresentando a versao de Good (1985a) do peso da evidéncia, que

¢ denotado por:
W(H : E)

Lemos esta defini¢do de peso da evidéncia como o “peso da evidéncia a favor de
H [hipotese] fornecido por E [evidéncia]” (GOOD, 1985a, p. 250). Suponha que tenhamos duas
hipoteses simples e concorrentes, H ¢ H. W(H : E) sera uma fun¢io de P(E|H), a
probabilidade da evidéncia dada a hipétese, e de P(E|H), a probabilidade da evidéncia dada a

hipdtese concorrente, ou seja:

W(H : E) = f(P(E|H),P(E|H))

45 Em virtude da limitagdo do tema do presente trabalho, apresentaremos apenas a versdo do conceito de peso da
evidéncia desenvolvido por Good. Pode ser encontrada uma historia do conceito em Good (1985a), o artigo mais
abrangente entre os pesquisados. Para a versdo de Peirce, pode-se consultar, além do proprio autor, Kasser (2016);
para a versdo de Keynes, consultar o proprio autor, Keynes (1921, p. 71), o capitulo “Weight of Evidence” em Levi
(1967, p. 139-152) e Brady (1993).
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A probabilidade inicial ou a priori da hipotese H, P(H), ¢ independente da funcao
f. Ja a probabilidade final ou a posteriori da hipotese H relativamente a E, P(H|E), depende de
dois fatores, peso da evidéncia e a probabilidade inicial:
P(H|E) = g(W(H : E), P(H))
Temos entdo a seguinte igualdade:

P(HIE) = g(f (P(EIH), P(EIH)], P(H))

De acordo com o Teorema de Bayes, as probabilidades P(E|H) e P(E|H) sdo

equivalentes as seguintes igualdades:

P(E|H) = —P(HILE(L;J (E)
P(H|E).P(E
p(e[) = X L()ﬁ)( )

Agora, considerando as igualdades P(H) = x, P(E) =y e P(H|E) =z, ¢ que
P(H)=1-P(H),P(H|E) =1 — P(H|E), temos a igualdade:

z=g(f (%%)x)

De acordo com Good (1985a, p. 251), podemos deduzir a partir desta equagdo que
a funcdo f é uma fun¢do monotdnica crescente de P(E|H)/P(E|H).* Isso ocorre porque a
fungdo f ndo depende diretamente do valor y=P(E) , ja que W(H:E)=
f(P (E|H), P(EIH)). E a fun¢io g depende mais de f'do que de x = P(H). Portanto, é razoavel
supor que a fun¢do g depende da razdo P(E|H)/P(E|H). A fungio f deve ser monotodnica, pois,
caso contrario, tomaria o mesmo valor para dois valores diferentes de z, € a equacao acima seria
impossivel — z teria valores distintos € a0 mesmo tempo iguais, o que seria absurdo. Desta

forma, /'¢ uma fung¢do monotonica e W (H : E) é uma razdo bayesiana de verossimilhanga.

46 Os detalhes desta dedugdo encontram-se em Good (1968, p. 141) e Good (1984c, p. 298).
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Podemos ter na definicdo de peso da evidéncia a propriedade aditiva. Ao invés de

W (H : E), podemos calcular W(H : E N E"):

W(H:ENE)=W(H:E)+W(H : E'|E),

Ou seja: o peso da evidéncia a favor da hipotese H fornecido pelas evidéncias E N
E’' é igual a soma do peso da evidéncia fornecido por E com o peso da evidéncia fornecido por
E' dado E. Good (1984c, p. 297) destaca que esta equagdo pode incluir qualquer outra

informagdo condicional G dada anteriormente:*’

W(H:ENE'|G)=W(H:E|G)+W(H:E'|[ENG)

Good (1985a, p. 251) afirma que a propriedade de adi¢ao pode ser satisfeita se

definirmos:

P(E|H)
P(E|H)

W(H : E) =log

Com aplicagdes da regra dos produtos das probabilidades, P(ANB) =
P(B).P(A|B), chegamos a seguinte igualdade:*®

P(E|H) _ O(H|E)
P(E|H)  O(H)

Sendo que O(H |E) significa chance (odds) de H dado E, e O(H), chance de H. O
primeiro registro da igualdade entre as probabilidades e chance ¢ encontrado em Wrinch e
Jeffreys (1921). O seguinte quadro retirado de Good (1985a, p. 251) ilustra a correspondéncia

entre probabilidades e chance:

47 Ressaltamos que estamos nos referindo a A como hipétese e E como evidéncia, porém tanto H, E, E', e G sdo
proposi¢des que “nio necessariamente referem-se a eventos e hipoteses” (GOOD, 1968, p. 126).

8 Este calculo de probabilidades encontra-se no Apéndice, item B, “Transformagdo algébrica: Razdo bayesiana
de verossimilhanga em Fator Bayes-Jeffreys-Turing”.
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Probabilidade (P) Chance (Odds)
(P/(1=P))

0 0

1/ 10 1/ 9

1 /3 1 /2

1 /2 1

2 /3 2

*/10 9
1 o0

Good (1985a, p. 252) faz a seguinte afirmacao sobre como o lado direito da formula,

O(H|E)/O(H), pode ser descrito, mencionando inclusive a posi¢do de Turing a respeito:

O lado direito da equacdo (3) pode ser descrito em palavras como a
razdo das chances [odds] finais de H sobre as suas chances iniciais,
ou a razdo das chances posteriores sobre as chances a priori, ou o
fator pelo qual as chances iniciais de H sdo multiplicadas para
resultar nas chances finais. E, portanto, natural chama-la de fator a
favor de H fornecido por E e esse foi o nome dado ao fator por A.M.
Turing em uma aplicagdo vital de andlise criptografica na Segunda
Guerra Mundial em 1941. Ele ndo mencionou o teorema de Bayes,
com o qual [o fator] estd obviamente relacionado de forma muito
proxima, porque ele sempre gostava de resolver todas as questdes
por ele mesmo. Quando eu disse a ele que o conceito era
essencialmente uma aplicagdo do teorema de Bayes ele disse
“Suponho que sim”. (GOOD, 1985a, p. 252, grifos do autor,
traducdo nossa).

Good continua a descri¢do da formula O(H|E)/O(H) em termos bayesianos:

Na literatura bayesiana corrente [0 conceito] é geralmente chamado
de fator de Bayes a favor de H fornecido por E. Dessa forma o peso
da evidéncia [¢ formado por conceitos que] sdo Bayesianos porque
as probabilidades P(H), P(H|E), P(E|H) e P(E|H) sdo todas em



59

geral consideradas sem significado por anti-Bayesianos. (GOOD,
1985b, p. 252, grifos do autor, tradugdo nossa).*

Aqui temos, portanto, um outro conceito que esta inserido como fundamento no
conceito de peso da evidéncia: o fator de Bayes, O(H|E)/O(H). Good sugere uma nova
denominacao para o que ¢ correntemente identificado como fator de Bayes: ele afirma que esse
fator poderia incluir os nomes de Jeffreys (1939) e Turing em virtude da colaboragao de ambos
para o desenvolvimento do conceito, sendo denominado finalmente como o “fator Bayes-
Jeffreys-Turing” (GOOD, 1975, p. 52).

Finalmente, temos a seguinte férmula final do peso da evidéncia:

O(H|E)
0(H)

W(H : E) =log
Outra forma de representar a equagdo do peso da evidéncia pode facilitar a
compreensdo do conceito. O peso da evidéncia ¢ igual as chances finais (a posteriori) menos

as chances iniciais (a priori):
W(H : E)=1ogO(H|E) —log O(H)

Ou podemos apresentd-la como as chances iniciais, que, somadas ao peso da

evidéncia, sao iguais as chances finais:
logO(H) +W(H : E) =1log O(H|E)

O peso da evidéncia pode ser positivo ou negativo, entdo as chances finais podem
ser maiores ou menores que as chances iniciais. Essa ¢ a ideia fundamental do peso da
evidéncia: quanto a ocorréncia de uma evidéncia “pesa” a favor ou contra uma hipotese, ou
quanto a chance de uma hipotese aumenta ou diminuiu ap6s a ocorréncia da evidéncia.

Do ponto de vista cronoldgico, Turing ndo estava ciente naquela época de que o

logaritmo do fator de Bayes, ou seja, log O(H|E)/O(H), ja tinha sido definido por Peirce em

49 Aqui adaptamos a tradugdo, pois nos pareceu haver algum erro no texto de Good. Reproduzimos portanto o
trecho original que adaptamos: “Thus weight of evidence are Bayesian concepts because the probabilities
P(H),P(H|E),P(E|H) and P(E|H) are all in general regarded as meaningless by anti-Bayesians.” (GOOD,
1985b, p. 252).
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1878 (embora ndo de forma simbolica) e também denominado como peso da evidéncia (GOOD,
1979, p. 394). O nome de Peirce provavelmente nao estd incluido nessa nova denominagao
sugerida por Good porque ele afirma que o Peirce “falhou em chegar em uma defini¢ao correta

do peso da evidéncia devido a um erro” (GOOD, 1985a, p. 252).%°

Good e Toulmin (1968) justificam da seguinte maneira a escolha de Turing:

Turing introduziu os log-fatores (pesos da evidéncia) assim como os
fatores parcialmente devido a aditividade e parcialmente porque
como uma consequéncia da aditividade, os pesos da evidéncia tém
distribui¢des assintoticamente normais. Portanto é usualmente mais
apropriado considerar as esperancas dos pesos da evidéncia no
design de experimentos do que as esperancas dos fatores de Bayes.
As distribui¢des log-normais sdo extremamente assimétricas, entdo
a esperanca de um fator de Bayes ndo ¢ um valor tipico. (GOOD;
TOULMIN, 1968, p. 95, tradugdo nossa).’!

Ou seja, os log-fatores sdo importantes principalmente pelo fato da sua distribuicao
estatistica ser assintoticamente normal, e as aproximagdes da curva normal sao fundamentais
para a inferéncia estatistica.’? Turing também definiu uma unidade de medida para o peso da
evidéncia, e chamou-a de deciban. Um deciban seria um décimo de uma unidade do logaritmo
de base 10. Essa seria uma unidade minima, no sentido de que uma mudanca de um deciban
(ou até¢ metade dele) seria o minimo possivel perceptivel para a intuigdo humana, algo andlogo
a unidade do decibel, que ¢ menor unidade de diferenca de volume perceptivel ao ouvido

humano. Vejamos em detalhes os motivos de Turing para essa escolha:

Turing foi o primeiro a reconhecer o valor de nomear as unidades
em termos das quais o peso da evidéncia ¢ medido. Quando a base
do logaritmo era e cle denominava a unidade de ban natural, e

50 Para detalhes do erro, consultar Good (1981).

51 Para uma defini¢do de distribui¢des normais e log-normais, consultar DeGroot (2002, p. 302-314).

52 Para mais esclarecimentos a esse respeito, consultar a segdo sobre o teorema do limite central em Wackerly et
al. (2008. p. 370-373), além da secdo sobre a lei dos grandes nimeros em Rice (1995, p. 163-164). Turing, ao final
de sua graduagdo em matematica na Universidade de Cambridge, fez um trabalho sobre o teorema do limite central,
estimulado pelas aulas de metodologia da ciéncia do astrofisico Sir Arthur Eddington, ministradas em 1933. Turing
terminou seu trabalho em fevereiro de 1934, e apds uma revisdo terminada em novembro de 1934, submeteu seu
trabalho como uma Fellowship Dissertation, conseguindo assim ser eleito como Fellow de Cambridge em margo
de 1935, aos 22 anos. No mesmo ano, ganhou com o seu trabalho o Smith Prize, um prémio da Universidade de
Cambridge dado para trabalhos desenvolvidos em qualquer area da matematica ou de suas aplicagdes, para o qual
podem concorrer recém-formados da universidade tanto da graduagdo como da pds-graduagdo. Good ganhou o
mesmo prémio em Cambridge. Para mais detalhes sobre o trabalho de Turing em estatistica, consultar Zabell
(1995).
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simplesmente de ban quando a base era 10. Foi muito mais tarde que
uma unidade de informagdo para a base 2 foi denominada bit ¢ as
mesmas unidades podem ser usadas tanto para informagdo quanto
para peso da evidéncia. Turing introduziu o nome deciban no
sentido auto-explicativo de um décimo de um ban, por analogia com
o decibel. A razdo para o nome ban foi que dezenas de milhares de
folhas eram impressas na cidade de Banbury, nas quais os pesos da
evidéncia eram inseridos em decibans para executar um importante
processo sigiloso chamado Banburismus.

Um deciban ou metade de um deciban é em torno da menor mudanga
em peso da evidéncia que ¢ diretamente perceptivel a intuigao
humana. Eu sinto que isso ¢ uma importante colaboracdo para o
raciocinio humano e ird melhorar eventualmente o julgamento de
médicos, advogados e outros cidadaos.

A principal aplicagdao do deciban foi para a analise sequencial, ndao
para controle de qualidade, mas para discriminar entre hipoteses,
assim como em testes clinicos ou em diagnodsticos médicos.
(GOOD, 1979, p. 394, tradugao nossa).

A primeira publicagdo com a definicao de peso da evidéncia como o logaritmo do
fator de Bayes ¢ feita por Good (1950). De forma independente, outros autores chegaram a
resultados bastante semelhantes. Minsky e Selfridge (1961) utilizam o mesmo termo, Tribus
(1969) usou o termo “evidéncia” para o peso da evidéncia. Kemeny e Oppenheim (1952)
usaram a expressao “‘suporte factual para uma hipotese” (fornecido por evidéncias), com uma
formulacao diferente. H4 muitas divergéncias sobre qual seria a melhor medida para o grau de
corroboracdo da evidéncia em relagdo a hipdtese, e ha um extenso debate sobre o assunto, o
que torna a tarefa de cobrir todo o debate contraproducente. No entanto, ao final deste capitulo,
apresentamos a versao de Popper e Miller (1983) para o problema, além de algumas discussoes
a respeito da versao de peso da evidéncia de Turing e Good: Fitelson (2001), Gilles (1990) e

uma indicagdo de outros autores que debateram o assunto.

4.2.1 Exemplo de célculo de peso da evidéncia

Vejamos entdo um exemplo de uma aplicagdo de peso da evidéncia, no qual
podemos ver a discriminagdo entre hipdteses e o uso da unidade deciban. Esse exemplo
encontra-se descrito em Good (1985a, p. 254).

Suponha que desejamos, apos langar um dado, inferir se ele € um dado enviesado
ou ndo, de acordo com os resultados de multiplos langamentos. O dado enviesado foi feito de

forma a apresentar o nimero 6 com maior frequéncia. E temos a informagdo a priori da
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probabilidade de o dado apresentar o nimero 6 e de apresentar os outros nimeros. O dado nao
enviesado ¢ equilibrado e a probabilidade de apresentar qualquer nimero ¢ a mesma,
equiprovavel. Temos, entdo, duas hipoteses a testar: se o dado ¢ enviesado ou se o dado ¢
normal. Com essas informacdes podemos calcular o peso da evidéncia

Temos os seguintes eventos (que neste caso podemos definir como hipoteses e

evidéncias) e formula:

H = o dado ¢ enviesado

H = o dado ¢ normal
E; = apresentar namero 6

E, = apresentar outro nimero

Peso da evidéncia:

P(E[H)
P(E|H)

W(H : E) =log

Good informa qual ¢ a probabilidade de o dado enviesado apresentar o numero 6, e

sabemos a probabilidade de um dado normal:

P(E,|H) =1/3
P(E,|H)=1/6

Agora, calculamos o peso da evidéncia quando o dado apresenta o numero 6:

g P
P(E|H)
= logl/—3
1/6
= log 2
=~ 0.30

Para calcular o peso da evidéncia quando o dado apresenta outro numero,

utilizamos as seguintes probabilidades:
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P(E;|H) =2/3
P(Ezlm =5/6

Temos, por fim, o valor do peso da evidéncia quando o dado apresenta outro

numero:

_ 1o PCE2lH)

&P (5,
2/3
=10g5/—6

= log4/5
~ —0.09

Os valores dos pesos da evidéncia aos quais chegamos estdo medidos na unidade
ban, que ¢ o resultado com o logaritmo na base 10. Lembramos que a medida utilizada na
pratica era o deciban, que € o valor decimal do ban e ¢ abreviado por db. Portanto, temos os

seguintes pesos da evidéncia medidos em decibans:

W(H:E) =3
W(H : E,) = —1

Isso significa que, quando langamos o dado e ele apresenta o nimero 6, temos 3
unidades db a favor da hipotese de que o dado ¢ enviesado, e quando langamos o dado e ele
apresenta outro numero, temos 1 unidade contra a hipotese de que o dado ¢ enviesado, ou —1
unidade a favor da hipotese do dado ser enviesado.

Seguindo com o exemplo de Good, se langarmos o dado 20 vezes, e se em 10 vezes
ele apresentar o numero 6, € nas outras 10 vezes apresentar outros numeros, teremos 20 db a

favor da hipotese do dado ser enviesado.

4.2.2 Variagoes da formula do peso da evidéncia

Vimos, até agora, a féormula geral e mais simples do peso da evidéncia:
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O(H|E)
0(H)

W(H : E) =log
Existem outras formas de representar o peso da evidéncia de acordo com Good.
Nesta ultima formula, por exemplo, também ¢ possivel adicionar uma probabilidade

condicional qualquer G da qual se tenha conhecimento prévio:

O(H|E - G)
O(H|G)

W(H : E|G) = log
Neste caso, portanto, temos o peso da evidéncia a favor da hipotese H, fornecido

pela evidéncia E, dado o conhecimento prévio®? de G.
As duas formulas do peso da evidéncia que acabamos de ver, W(H : E) e

W(H : E|G), sdo validas no caso das hipdteses H e H serem mutuamente exclusivas. De
acordo com Good (1975, p. 52), hd uma generalizagao do peso da evidéncia que inclui hipoteses

que nao sao obrigatoriamente mutuamente exclusivas, H; e H,:

(Hi/H, |E - G)

W(H,/H, : E|G) = log (H,/H, |G)

A férmula acima, significa, portanto, o peso da evidéncia a favor da hipdtese H;

comparada a uma outra hipotese H,, fornecido pela evidéncia E, dado o conhecimento prévio

G.

4.2.3 Peso da evidéncia e quantidade de informacgao

Good apresenta outra forma de representar o conceito de peso da evidéncia: ele o
relaciona ao conceito de quantidade de informa¢do. Em um artigo publicado em 1960 (Weight
of evidence, corroboration, explanatory power, information and the utility of experiments),

Good afirma que este debate iniciou-se com uma iniciativa de Popper, que, “por motivos

53 O termo em inglés utilizado nos textos para “conhecimento prévio” é background knowledge.
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filosoficos (...) discutiu o que poderia se entender por grau de corroboragdo de uma hipotese
fornecido por uma observacao ou resultado experimental” (GOOD, 1960, p. 320).

Good afirma que o primeiro artigo publicado por Popper sobre corroboragao foi
publicado em 1954, porém ndo informa a referéncia. No entanto, conseguimos identificar o
artigo: Degree of confirmation. Popper publica mais dois artigos em sequéncia a este, em 1957
e 1958, como duas notas complementares que esclarecem os pontos discutidos no primeiro
deles. Os trés artigos compdem o apéndice ix da principal publicacao de Popper, “A logica da
pesquisa cientifica”. Outros autores também debateram o assunto: “A historia diretamente
relevante [sobre corroboragdo] pode ser tragada por Good (1950, 1955a, 1955b), Lindley
(1956), Popper (1959), Mallows (1959), e a histéria de diferentes medidas de informagao por
Kullback (1959, p. 1-2).7%4,

Mas por que estamos citando o histérico da discussao sobre a corroboragdo de uma
hipétese quando nos propomos a apresentar a relagdo entre peso da evidéncia e quantidade de
informacao? Porque Good apresenta estes dois conceitos, de peso da evidéncia e quantidade de
informacao, em muitos momentos referindo-se aos desiderata propostos por Popper e aos
explicata possiveis em relagdao ao conceito de corroboragdo. Os desiderata sao regras que uma
teoria cientifica teria que respeitar para ser corroborada, e, de acordo com Good, encontram-se
todas no apéndice ix de Popper (1972). J& os explicata sao as diferentes explicagcdes possiveis
para o conceito de corroboragao.

No artigo de 1960, Good afirma que a quantidade de informagao a que ele se refere
¢ diferente da teoria da comunicacdo de Shannon (1948), porque esta ultima leva em
consideragdo a expectativa da quantidade de informacao. Porém, em Good e Toulmin (1968),
encontramos referéncia a relagdo direta entre peso da evidéncia e a teoria de Shannon. O artigo

trata justamente desta questao:

Provas de alguns teoremas de codificacdo, de alguma forma mais
gerais que o Teorema Fundamental de Shannon, sdo dadas em
esbogo em termos de ‘pesos da evidéncia” (logaritmos de fatores de
Bayes). Embora a abordagem ndo tenha a intengdo de ser
completamente rigorosa, ela mostra como o conceito de quantidade
de informagdo surge como uma aproximac¢do bem proxima de peso
da evidéncia quando a ‘codificagdo aleatdoria’ ¢ utilizada (...).
(GOOD, TOULMIN, 1968, p. 94, traducdo nossa).

54 Ibid., p. 320.
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Seguimos com a defini¢do, de acordo com Good, de informagdo a respeito da

hipétese H fornecida pela evidéncia E dado o conhecimento prévio G:

P(E|H.G)

I(H : E|G) = log PEEIG)

Agora, podemos transformar o peso da evidéncia em termos de quantidade de

informacao:

P(E|H.G)
P(E|H.G)
O(H|E.G)
CT0H|G)

=I(H:E|G)—I(H : E|G)

W(H : E|G) = log

Também temos a relagdo entre a generalizagdo do peso da evidéncia para duas

hipdteses que ndo sao mutuamente exclusivas e a quantidade de informacao:

W(H,/H, : E|G) = I(H, : E|G) —I(H, : E|G)

Por fim, temos a quantidade de informacao em termos da propriedade aditiva:

I(H:E.F|G)=I(H:E|G)+I(H:F|E.G)

4.3 A relagdo entre indugado, corroboracao e probabilidade de acordo com Good

Em muitos dos artigos publicados por Good nos quais ele afirma, em contraposi¢ao
ao artigo de Popper e Miller (1983), que o suporte probabilistico ¢ indutivo, a sua argumentagao
concentra-se majoritariamente em negar a prova de Popper e Miller. No entanto, Good também
apresenta a sua versao de suporte probabilistico, que € o peso da evidéncia, que acabamos de
discutir. Nos artigos que constituem uma espécie de resposta, ou seja, os direcionados a

discussao iniciada por Popper e Miller, Good ndo deixa totalmente claro o que constitui o
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aspecto indutivo do suporte probabilistico. Conseguimos tragar, consultando outros artigos, a
linha de raciocinio de Good de uma forma mais clara.

A defini¢do de Good sobre o que ele considera indugdo € o primeiro passo para essa
compreensao: “Por indugdo cientifica refiro-me a mudar a probabilidade das hipoteses a luz de
evidéncia ou observagdes e, desta forma, também mudar as probabilidades de futuras
observagoes. O problema ¢ parcialmente resolvido por meio do teorema de Bayes” (GOOD,
1988, p. 388). O peso da evidéncia, como vimos na secao anterior, ¢ justamente a mudanca da
probabilidade de uma hipdtese em relagao a evidéncia.

Lindley (1990) também ajuda a esclarecer o aspecto indutivo do suporte

probabilistico de acordo com a visdo de Good:

Varios cientistas apoiaram a visdo de Popper da filosofia da ciéncia
e, em particular, sua afirmagdo de que uma hipdtese s6 pode ser
falsificada [disproved]. Isso esta em desacordo com a visdo
Bayesiana de simetria entre uma hipdtese ¢ a sua negacdo, entre
evidéncia a favor e contra. Recentemente Popper e Miller (1987)
argumentaram que a inferéncia ndo pode ser baseada na
probabilidade. Good defendeu a visdo Bayesiana admiravelmente e
¢ um dos poucos estatisticos que se preocuparam com a abordagem
de Popper e conduziu uma defesa admiravel. O seguinte teorema,
que Good chama de Primeiro Teorema da Indugdo (...), € central a
qualquer resposta. Se P(H) > 0 e se Ey, E,, ... so implicados por

H e ndo por H, entdo
P(En+1,En+2, oo Eneml|E1, By, oo En) - 1

onde m ¢ n tendem ao infinito de qualquer modo. Note-se que o
resultado ndo se refere a probabilidade de H exceto que inicialmente
ela ndo seja zero.

Muitos estatisticos acham que a filosofia ndo ¢ relevante. Good
aparenta adotar a visdo oposta ¢ acha que a abordagem filoséfica de
alguém ¢ importante no trabalho pratico. (LINDLEY, 1990, p. 218,
traducdo nossa).

Ou seja, a cada nova evidéncia dada a evidéncia anterior — por exemplo (E,|E;),
(E5|E,) e assim sucessivamente —, a probabilidade de uma nova evidéncia dada a anterior tende

a um. Para isso, a hipotese H deve ser maior que zero e implicar a evidéncia e quando isso
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ocorre, H ndo implica a evidéncia. Esse seria o aspecto indutivo do suporte probabilistico de
acordo com Good.>?

Outro conceito que precisamos mencionar ¢ o conceito de corroboracao. Good
deixa claro em seus escritos que a probabilidade ndo significa corroboragdo, por mais que ela
possa ter um componente indutivo como acabamos de expor. Corroboragao para Good tem o
mesmo sentido de confirmag¢do. Good tece criticas a Carnap pelo uso da palavra confirmagao
para definir a probabilidade l6gica, explicando que “o sentido comum em inglés de confirmagao
¢ muito mais proximo de peso da evidéncia do que de probabilidade. Prevejo que o mal-uso do
termo ‘confirmac¢do’ ira continuar até o ano de 2002.” (GOOD, 1988, p. 393).

Discordando de Carnap nesse aspecto, por outro lado, Good concorda com Popper
no sentido de que a probabilidade ndo significa corroboragao, € afirma que € o peso da evidéncia
que significa corroboracao, algo que foi descoberto em Bletchley Park de forma pratica antes

da afirmagdo de Popper:

O filésofo Karl Popper (1954) prop6s um [conjunto de] desiderata
para corroboragdo ¢ disse (1959, p. 394) ‘Eu considero a doutrina
de que o grau de corroboragdo ou aceitabilidade ndo pode ser uma
probabilidade como uma das mais importantes descobertas da
filosofia do conhecimento’. Essa contribuicdo fundamental para a
filosofia foi tomada como garantida por uma duzia de criptoanalistas
dezoito anos antes de Popper publicar o seu comentario, sendo
usado o nome ‘pontuagdo’ ou ‘decibannage’. Além disso nos
utilizavamos o melhor explicatum [peso da evidéncia], o qual ndo ¢
mencionado por Popper apesar de satisfazer os seus desiderata.
(GOOD, 1985a, p. 253, grifos do autor, tradugdo nossa).

A origem do termo peso da evidéncia ajuda a compreender a oposicao entre a
filosofia da ciéncia de Popper, que considera que uma hipotese pode apenas ser falsificada (ou
nao confirmada), e a filosofia da ciéncia defendida por Good, na qual uma hipétese pode ter

evidéncia a favor ou contra ela:

O mais antigo uso da expressdo ‘peso da evidéncia’ citado pelo
Oxford English Dictionary (1971) é uma men¢do de T. H. Huxley
em 1878. Naquele mesmo ano Peirce (1878) publicou uma defini¢do

35 Além do Primeiro Teorema da Indugdo, Good (1988) elabora o Segundo Teorema da Indugdo. Ambos sdo
formalizag¢des do autor do conceito de “inducdo pura”, introduzido por Keynes (1921) e tratado matematicamente
também por Wrinch e Jeffreys (1921), de maneira independente, e por Huzurbazar (1955). Keynes (1921, p. 233
et seq.) faz criticas ao posicionamento de Hume em relagdo a indug@o, investigando ao longo capitulo XX “as
condicdes e a maneira pelas quais a mera repeticao de instancias pode adicionar a for¢a do argumento”.
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formal, entdo ou a expressdo estava em uso regular ou talvez ¢
simplesmente autoexplicativa num sentido qualitativo. Claramente
o conceito era familiar aos gregos antigos porque Themis, a deusa
da justica, ¢ representada segurando um par de bandejas nos quais
cla pesa argumentos opostos. (GOOD, 1988, p. 389, traducdo
nossa).

4.4 Visdo antagonica de Popper e Miller: o suporte probabilistico dedutivo

Popper e Miller (1983) consideram que o suporte probabilistico dado por uma
evidéncia e para uma hipotese 4, considerando um conhecimento prévio 5°°, ¢ um suporte
probabilistico dedutivo. Vamos seguir a argumentacao dos autores a esse respeito, utilizando a
notacao original.

Os autores apresentam uma sequéncia de 8 equacdes, que mostram as relagdes entre
evidéncia, hipdtese e conhecimento prévio. Destas equagdes, derivam dois teoremas e um
corolario.

A primeira equagao formaliza a ideia de que, quando a evidéncia e ¢ deduzida de h
considerando o conhecimento prévio b, a probabilidade da evidéncia dada a hipotese e o

conhecimento prévio ¢ igual a 1:

1. p(e,hb) =1

Se a evidéncia e estd logicamente contida na hipdtese h, entdo a probabilidade da
hipdtese e da evidéncia dado o conhecimento prévio ¢ igual a probabilidade da hipdtese dado o
conhecimento prévio.

2. p(he,b) =p(h,b)

Agora, partir da seguinte regra do produto:

3. p(he,b) = p(h,eb)p(e,b)

E considerando que a probabilidade p(e, b) assuma os seguintes valores:

36 b de background knowledge, e significa para os autores mais precisamente “as condigdes iniciais necessarias
para derivar as previsdes e de #” (POPPER; MILLER, 1983, p. 687).
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4. 0<p(e,b)<1
Pode-se obter a partir das duas Gltimas equagdes (desde que p(h, b) > 0):
5. p(h,eb) > p(h,b)

De acordo com os autores, ¢ uma ilusao acreditar que esta ultima equagao justifique
a crenga na inducao probabilistica. Para provar que este nao ¢ o caso, eles admitem que uma

hipotese possa ser fatorizada da seguinte forma:
6. h=(h<e)hVe)

Sendo que (h « e) significa “h se e” ou “se e entdo h”. O segundo fator desta
equacdo segue dedutivamente de e (hV e), ¢ o primeiro fator, (h < e), é dedutivamente
equivalente a h. Ou seja, se e esta contido em h, podemos adicionar e ao primeiro fator, e essa

probabilidade sera igual a p(h, e), nao faz diferenca:

7. p(h—ee) =p((h < e)ee) =p(hee) =phe)

Além disso, quando a evidéncia e ¢ adicionada aos fatores de h, mantém-se a

igualdade com a probabilidade condicional p(h, ), os fatores de h sdo independentes:

8. p((h «e)(hve), e) =p(h,e) =p(h < e, e)
=plh < e,e)p(hVee)

A conclusdo dos autores em relagdo ao carater dedutivo da probabilidade ¢ a
seguinte: “nds separamos h em relagao a e em dois fatores. Um deles segue dedutivamente de
e, ¢ pode ser, na presenga de e (e de b), ignorado: o outro ¢, na presenca de e (ou de e e b)
equivalente a h.” (POPPER, MILLER, 1983, p. 687)

O primeiro teorema diz, entdo, que e “contra-suporta” h < e, ou seja, que dado o
primeiro fator, se adicionamos a evidéncia, a sua probabilidade serd menor que a sua

probabilidade inicial:
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Teorema 1:

Sep(h,e) # 1 # p(e),
entdo p(h < e, e) <p(h < e)

O grau de contra-suporte ¢ igual ao excesso (h,e), ou seja, a diferenca entre a

probabilidade do primeiro fator menos a probabilidade do fator dado a evidéncia ¢ maior que

Zero:

Teorema 2:

p(h—e)—p(h<ee)=ph<e)—plhe)

= p(—h,e)p(—e) = Exc(h,e) >0

Em seguida, temos o corolario que adiciona o conhecimento prévio b ao teorema
2:

Corolario:

Se p(h,eb) # 1 # p(e, b),
entdo p(h < e,b) —p(h < e,eb) = p(h < e,b) — p(h,eb)
= p(—h,eb)p(—e,b) = Exc(h,e,b) >0

Por fim, ou autores apresentam mais uma equacao que mede o “contra-suporte” da

evidéncia e dado o conhecimento prévio b:

9. ct(e,b) =1—p(e,b)

Essa equacdo significa que

o fator que contém tudo de / que ndo segue dedutivamente de e ¢
fortemente contra-suportado por e. Ele ¢ mais contra-suportado
quanto maior o conteudo de e (...) o contra-suporte aumenta com o
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conteudo de e, se e suporta 2 ou ndo. (POPPER, MILLER, 1983,
p.688).

4.5 Outras visoes sobre medidas de corroboragao

Fitelson (2001) faz um estudo sobre as caracteristicas de quatro medidas de
corroboragdo, entre elas o peso da evidéncia e uma outra medida, que ¢ a0 mesmo tempo uma
medida de corroboragdo para alguns bayesianos € uma medida de suporte probabilistico para
Popper. Um dos objetivos da proposta de Fitelson ¢ mostrar quais sdo as medidas de
corroboracgdo que satisfazem os desiderata de Peirce para o suporte probabilistico de evidéncias
independentes, entre outras condigdes.

O autor denota todas as medidas como bayesianas, incluindo a medida de Popper.
No entanto, observamos que o autor nao menciona Popper e atribui a medida a Gilles (1986),
um defensor da linha filosofica de Popper e do bayesiano Jeffrey (1992), entre outros. Nao
consideramos o uso do termo “bayesiano” para esta medida de corroboragdo como o mais
adequado, justamente por incluir anti-bayesianos como Popper e Gilles. Na verdade, a medida
que Fitelson denomina como sendo uma medida de “confirmacao”, os bayesianos consideram

como corroboracao, ja Popper e Gilles a consideram como um suporte probabilistico:

Popper e Miller (...) argumentaram que a indug@o probabilistica ¢
impossivel (...) Gilles segue Popper ¢ Miller no uso, como uma
medida de suporte de uma hipétese h, fornecida pelas observagoes
e, a expressdo s(h : e) = p(hle) — p(h). (GOOD, 1987, p. 470,
traducdo nossa).

Este fato ndo afeta a proposta de Fitelson, porém, ¢ importante menciona-lo, ja que
uma de nossas propostas ¢ justamente apontar as diferencas filoso6ficas e matematicas entre a
medida do grau de corrobora¢do de Good e de Popper.>” Essas controvérsias sdo comuns.
Veremos mais adiante, por exemplo, que Gilles (1990) ndo considera o peso da evidéncia como
uma medida bayesiana.

ApoOs esta ressalva, voltamos a proposta de Fitelson. O autor estuda “o grau de

confirmacao incremental fornecido por proposi¢des evidenciais E para as hipoteses sob teste

57 Fitelson também utiliza o termo “confirmag¢do” para o que consideramos como corroboragdo. Apresentamos o
tema como um problema de corroboracdo, porém em seguida optamos pela utilizacdo do termo “confirmagio” de
acordo com o uso Fitelson, para que corresponda mais fielmente a proposta original do autor.
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H, dadas as evidéncias prévias K, de acordo com as medidas de relevancia do grau de
confirmacao c.” (FITELSON, 2001, p. S123). A medida ¢ ¢ uma medida de relevancia do grau
de confirmacao se, € somente se, satisfaz as restricoes (no caso de E confirmar, desconfirmar

ou ser irrelevante para H dadas as evidéncias prévias K):

A medida c confirma quando c(H,E|K) > 0,se P(H|IE N K) > P(H|K),
A medida ¢ desconfirma quando c(H,E|K) < 0,se P(H|E N K) < P(H|K),
A medida c ¢ irrelevante quando c(H,E|K) = 0,se P(H|IE N K) = P(H|K).

Dessa forma, Fitelson reduz a questao do grau de confirmacgao de E para a hipotese
H (sob evidéncias prévias K) a relacdao entre probabilidade condicional de H dado ENK e a
probabilidade condicional de H dado K, ou seja, a relagdo entre P(H|E N K) e P(H|K). O
autor apresenta entdo quatro formas de representar o grau de confirmacgao, quatro medidas

diferentes:
Medida da diferenca:
d(H,E|K) = P(H|IENK)— P(H|K)
Medida da log-razao:

P(H|E N K)
T(H,ElK) = logw
Medida da log-razao de verossimilhanca:
P(EIHNK
I(HEIK) = log#
P(E|HnK)

Medida da diferenca normalizada:

s(H,E|K) = P(HIEnK) — P(H|E nK)

= P(ElK).d(H,ElK)
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A medida d(H,E|K) é a medida de Popper e a medida [(H,E|K) é o peso da
evidéncia. Ambas satisfazem o que Fitelson chama de desiderata fundamental de Peirce.
Vemos que essa estrutura aditiva da confirmagdo esta presente muito antes dos trabalhos de
Good, que segue uma linha independente da de Peirce. De acordo com Fitelson, Peirce (1878)
apresenta duas intuigdes importantes sobre o “suporte indutivo independente”. Seguimos com
a formalizagdo da primeira intuicdo de Peirce, no formato de uma defini¢do, ao afirmar que
quando duas evidéncias E; e E, sao independentes, o suporte indutivo de uma ou de outra para

uma hipotese H ndo depende se alguma delas ¢ parte da evidéncia prévia:

Definigdo: E; e E, sdo (mutuamente) confirmativamente independentes a respeito

de H de acordo com c se, e somente se, c(H,E,|E,) = c¢(H,E,) e c(H,E,|E;) = c(H,E,).

A segunda intui¢do € sobre a aditividade. Se as evidéncias sao independentes, a
confirmacao da hipotese a partir da conjungdo das evidéncias ¢ igual a soma da confirmagao

das duas evidéncias:

Se E; e E, sao confirmativamente independentes a respeito de H de acordo com c,

entdo c(H,E; N E,) = c(H,E;) + ¢(H,E,).

Fitelson segue o artigo testando as quatro medidas em mais trés outras condigdes.
A medida [(H, E|K) ¢ a que satisfaz o maior nimero de condigdes. Vamos nos aprofundar um
pouco mais nas diferencas entre a medida de Popper e o peso da evidéncia. Gilles (1990) aponta
uma relagdo importante entre a medida de Popper e o conceito do principio da testagem severa.

A medida de Popper é conhecida como Q = P(E|H N K) — P(E|K). Gilles inicia
sua argumentacao sobre o significado da medida citando um trecho da Logica da Pesquisa
Cientifica. O trecho encontra-se no capitulo X, que trata exatamente de corroboragdo. Na se¢ao
82, “Teoria positiva da corroboragdo: como uma hipotese pode ‘assegurar sua qualidade’”,
temos enfim a defini¢cdo de testagem severa: “(...) ndo ¢ tanto o nimero de casos corroboradores
que determina o grau de corroboragdo, mas sim a severidade dos varios testes a que a hipotese

em pauta pode ser e foi submetida” (POPPER, 1972, p. 293). De acordo com Gilles, ¢ a medida
Q = P(E|H nK) — P(E|K) que é capaz de medir a severidade do teste 7:
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Q ¢ grande se P(elhnk) ¢ grande, i.e., se e ¢ altamente
provavel dado hnk, e se P(elk) ¢ pequena, i.e. se e ¢
altamente improvavel dado k, mas ndo h. Se e satisfaz essas
condigdes, entdo o teste correspondente T ¢ severo, ¢ Q pode ser
tomada como uma medida da severidade de um teste. (GILLES,
1990, p. 145, tradugdo nossa).

O objetivo de Gilles ao explicar a medida Q ¢ mostrar que a medida de peso da
evidéncia >® esta relacionada de forma muito proxima de Q. Supondo que a hipotese H seja uma
hipdtese universal, do tipo “Todos os corvos sao pretos”, a probabilidade da hipotese ¢ igual a
zero, ou seja, P(H) = 0. Esse fato € aceito tanto para Popper, Carnap e os subjetivistas, de
acordo com Gilles. Além disso, quando omitimos K apenas por conveniéncia, obtemos a

seguinte probabilidade de P(E):

P(E) = P(E|H).P(H) + P(E|H).P(H)

= p(5[)
Neste caso, 0 peso da evidéncia seria igual a
W(H : E) =logP(E|H) — logP(E)
E a medida Q de Popper
Q =P(E[H) — P(E)

Gilles chega a conclusio de que, no caso de P(H) = 0, as duas fungdes sdo
essencialmente equivalentes. Para ele, o uso do logaritmo ¢ apenas uma “conveniéncia
matematica” e ndo difere do ponto de vista de interpretagado filoséfica. Discordamos destes dois
pontos, além de uma outra afirmacao que Gilles faz ao longo do artigo dizendo que o peso da
evidéncia nao ¢ uma medida bayesiana.

Em primeiro lugar, no caso do peso da evidéncia, o logaritmo ¢ aplicado a razao
bayesiana de verossimilhanga. A razdo P(E|H)/P(E|H) é essencialmente bayesiana. As

probabilidades desta razdo bayesiana ou das probabilidades que compdem as referidas

58 Gilles chama o peso da evidéncia de “fungdo Turing-Good de peso da evidéncia”.
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probabilidades condicionais podem assumir qualquer valor igual ou maior que 0 € menor ou
igual a 1, ¢ mesmo que tenhamos valores os extremos como P(H) =0 ¢ P(ﬁ) =1, a razdo
nao deixa de ser bayesiana por este motivo, por mais que fique mais semelhante a medida Q de
Popper: a interpretagao filosofica mantém-se. Além disso, Good afirma que o peso da evidéncia

ndo depende de uma avaliagdo prévia de P(H):

Outra vantagem de W [peso da evidéncia] em relagdo a s [medida
de Popper/Gilles] e ¢ [medida de Redhead] é que ela ndo depende
de um julgamento da probabilidade inicial de h, a qual ¢ sujeita a
uma grande variagdo de um avaliador para outro. (GOOD, 1987, p.
471-472, tradugdo nossa).

O logaritmo nao ¢ uma “conveniéncia”, mas uma necessidade. Sem o logaritmo, a
expectativa do peso da evidéncia nao assume uma distribuicdo assintoticamente normal. E
sabemos que ‘“Para decidir antecipadamente se o Banburismus seria provavelmente bem-
sucedido, Turing estimou a expectativa do peso da evidéncia” (GOOD, 1985a, p. 257). No
proximo capitulo, os motivos empiricos que justificam a utilizagao do peso da evidéncia serao

esclarecidos em maiores detalhes.
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5. A QUEBRA DA CRIPTOGRAFIA DO ENIGMA

5.1 Introdugao

O peso da evidéncia e o processo de quebra da criptografia do Enigma estdo
intimamente relacionados. Ambos foram elaborados por Turing e aplicados por ele e por sua
equipe de trabalho em Bletchley Park (BP), embora o conceito de peso da evidéncia tenha sido
elaborado em maiores detalhes e divulgado por Good (1950). Nao ¢ simples relatar tanto a
histéria quanto a descrigdo da elaboragdo e aplicacao dos métodos estatisticos utilizados por
Turing e sua equipe, neste periodo, por varios motivos.

O primeiro deles ¢ a necessidade, por um periodo de cerca de 30 anos, de absoluto
sigilo. A quebra da criptografia ocorreu no inicio da década de 1940 e as primeiras informagdes
sigilosas comecgaram a ser reveladas em 1974, com o lancamento do livro The Ultra Secret,
escrito por F. W. Winterbotham, um oficial da Royal Air Force que havia participado das
operagdes em BP com a distribuicdo das mensagens decriptografadas. Hinsley e Stripp (1993)
afirmam em data relativamente recente (1992), ou seja, a época em que escreviam o prefacio
de seu livro Codebreakers: the inside history of Bletchley Park, que algumas informagdes ainda

demandavam sigilo:

O sigilo absoluto preservado por todos que trabalharam 1a [em BP]
foi e ainda é um feito extraordinario. Ainda que a equipe do periodo
de guerra de Bletchley Park esteja agora em contraste absolvida de
reticéncia em relagdo ao seu trabalho, o governo ainda requer que
eles ndo divulguem detalhes de alguns métodos pelos quais a
inteligéncia foi obtida. (HINSLEY; STRIPP, 1992, p. vii, tradugdo
nossa).

Kahn (1996, p. 2.173) afirma que esse sigilo pode ser classificado como sendo
“provavelmente o melhor exemplo de sigilo geral na historia”. As consequéncias dessa
necessidade de sigilo tiveram diferentes vertentes. Muitos académicos e profissionais que
sairam de Bletchley Park faleceram sem que as pessoas mais proximas a eles, como familiares,
amigos e colegas de profissdo tivessem qualquer conhecimento das suas contribuigdes. Alguns
sofreram no ambiente académico, enfrentando muitas dificuldades, por exemplo: tiveram

dificuldade de formar e manter uma boa equipe de trabalho, sofreram com descrenca de pares
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em sua pesquisa, entre outros problemas. Tanto Turing como Good passaram por adversidades,

mas de maneiras diferentes. De acordo com McGrayne (2011), o sigilo teve

um efeito catastréfico em Turing. (...) [ele] juntou-se ao National
Physical Laboratory em Londres. Devido ao Official Secrets Act ele
chegou 1a como um ninguém. Se ele tivesse recebido o titulo de Sir
ou sido honrado de alguma outra forma ecle certamente teria mais
facilidade em ter mais do que dois engenheiros como equipe de
suporte. Ignorante das realizagdes de Turing, o diretor do
laboratério, Charles Galton Darwin, o neto de Charles Darwin,
reprimia Turing repetidamente por seus atrasos matinais apos
trabalhar até tarde na noite anterior. (...)

No laboratério, Turing projetou o primeiro computador digital
eletronico stored-program® relativamente completo para quebrar
codigos em 1945. No entanto, Darwin considerou o projeto muito
ambicioso, ¢ apds muitos anos Turing deixou [o laboratdrio] com
sentimento de repugnancia. Quando o laboratdério construiu
finalmente o seu projeto em 1950, ele era o computador mais rapido
do mundo, e, espantosamente, tinha a memoria de um primeiro
Macintosh construido trés décadas depois. (MACGRAYNE, 2011,
p. 84-85, tradugdo nossa).

A falta de reconhecimento, que frequentemente era uma consequéncia da
necessidade de sigilo, também afetou muitos outros colaboradores de BP. Good (1993, p. 163),
por exemplo, cita o engenheiro A.W.M. Coombs, que trabalhou com a decriptografia de outro
sistema alemao de criptografia, que eles chamavam de Fish; a falta de crédito da sua
contribuicdo a comunicagdo transatlantica pela administracdo de Dollis Hill fez com que
Coombs pensasse em suicidio.

De acordo com MacGrayne (2001, p. 100), o proprio Good ndo pode ser
identificado, a época do langamento do livro The Codebreakers de Kahn em 1967, como um
dos trés principais criptoanalistas do Reino Unido. Uma passagem original do livro que fazia
essa referéncia a Good foi censurada pela National Security Agency. A falta de reconhecimento
também atingiu Good. O relato de Lindley a respeito de Good mostra que ele nao usufruia de

uma posi¢ao de destaque mesmo entre seus pares:

Se eu olhar retrospectivamente [década de 1960, nas reunides da
Royal Statistical Society] para o que eu disse, € frequentemente rude.
Eu fiquei envergonhado quando vi uma das discussdes a respeito

59 Ou seja, 0 mesmo que uma maquina de Turing universal. Para informagdes a respeito de maquina de Turing,
consultar Davis (1958) e Carnielli e Epstein (2005).
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dos artigos de Jack Good. Good ¢ alguém que eu, e talvez Savage,
ndo compreendemos e menosprezamos. Ele ndo passou as ideias
dele para n6s. Nds deveriamos ter tido muito mais respeito para o
que ele estava dizendo porque ele estava muito avangado em relagdo
a nos em muitos aspectos. Esse ¢ um dos meus arrependimentos,
mas eu tive a oportunidade de reparar isto escrevendo um resumo
da sua obra em 1990 (...). Olhando para tras, acho que muitos de nos
tinhamos pouco aprego por Good. Nao sei se as suas explicagdes
nao eram claras ou se nds ndo nos davamos ao trabalho, mas a
mensagem ndo chegou a nos (...). (SMITH, 1995, p. 312, tradugédo
nossa).

Embora ndo possamos ter certeza quanto a uma relagdo direta de causa e
consequéncia entre a censura de Good como um eminente criptoanalista e a falta de
reconhecimento vinda de outros estatisticos bayesianos, ¢ possivel que se o trabalho
criptografico de Good nao tivesse sido censurado e ele tivesse um destaque maior, Lindley e
outros estatisticos teriam prestado mais atengio a ele.

A outra vertente da consequéncia que advém da necessidade sigilo ¢ a dificuldade

de descri¢ao e a memoria dos métodos e procedimentos realizados em BP:

A compilagdo desse livro [Codebreakers: the inside history of
Bletchley Park] baseou-se quase completamente em memorias
pessoais; e isso nao € usual em um relato que pretende ter qualquer
tipo de acuracia. (...) Para todos nos a recordagio clara e acurada de
fatos secretos altamente especializados por cinquenta anos tem sido
uma tarefa de alta demanda, requerendo bastante verificagdo
cruzada. (...) Dentro de cada bloco, cabana ou cdmodo tinhamos
pouco tempo e menos encorajamento para discutir assuntos de
interesse em comum a ndo ser que o trabalho demandasse isto
especificamente. A maioria de nés ndo tinha ideia ‘do que acontecia
na porta ao lado’, especialmente a medida que aumentava a
variedade de empregos e mais funcionarios chegavam. (HINSLEY
STRIPP, 1992, p. vi-vii, traduc¢do nossa).

Ha falta de acuracia na descri¢ao dos métodos e procedimentos nao s6 pelo tempo
decorrido e pela necessidade de sigilo, mas também pela propria complexidade da tarefa. BP
chegou a ter cerca de 10.000 pessoas trabalhando simultaneamente; o codigo gerado pelo
Enigma naval era um entre outros cddigos que estavam tentando quebrar em BP. Além do

codigo do Enigma, existia o Fish, que era mais complexo ainda. As maquinas que produziam

60 Para mais informagdes a respeito de Good, pode-se consultar uma entrevista feita por Banks (1996). A entrevista
¢ bastante detalhada, ela acompanha desde a infancia de Good até os seus tltimos trabalhos, e inclui todo o periodo
que ele passou em BP.
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codigo Fish eram utilizadas pelo exército alemao; elas ndo eram portateis como a maquina
Enigma e possuiam duas formas diferentes: uma chamada pelos britanicos de Sturgeon e a outra
de Tunny. Good trabalhou também com esta ltima.

Os codigos japoneses também foram interceptados e havia um grupo trabalhando
com a sua decriptografia. Edward Simpson (1922-2019) trabalhou em BP entre 1942 e 1945,
inicialmente na quebra de codigos italianos, e em seguida, com o codigo naval japongs,
conhecido como JN 25 (Japanese Naval). O trabalho de decriptogratia do JN 25 era bem menos
complexo que o trabalho do Enigma. O teorema de Bayes era utilizado para decriptografar

todos os cddigos: Enigma, Fish e JN 25. Nas palavras de Simpson:

Eu consegui reconstruir o que a contribui¢do de Bayes para o ataque
ao Enigma pode ter sido. Bayes foi utilizado também em Tunny, mas
eu ndo tenho detalhes a esse respeito. Porém aqui, porque eu sei em
primeira mao, descrevo o uso feito de Bayes no ataque
criptoanalitico a principal cifra naval japonesa JN 25 em 1943-1945,
pelo grupo do bloco B, o qual eu liderei. (SIMPSON, 2010, p. 77,
traducdo nossa).

Simpson reconhece o uso do teorema de Bayes em todos os codigos citados. Porém
ressaltamos, mais uma vez, a dificuldade de descrigao do processo de decriptografia do Enigma:
mesmo Simpson, com tanta experiéncia, esforgou-se para “reconstruir” o uso de Bayes neste
caso. Em mais um trecho do relato de Simpson, podemos confirmar a falta de troca de
conhecimento a época a respeito dos trabalhos realizados pelas diferentes equipes de

decriptografia:

A criptoanalise do Enigma naval alemdo era significativamente
mais complexa que aquela do JN 25. (...) Novamente menciono
apenas trés das muitas pessoas envolvidas: Alan Turing, que
dispensa qualquer introduc¢do; Hugh Alexander, que além de ser
campedo britanico de xadrez foi tanto um mestre em criptoanalise ¢
um administrador mestre de criptoanalistas; e Jack Good,
matematico e posteriormente professor de estatistica na Virginia
Tech. Em virtude da compartimentacdo de todas as varias equipes
em Bletchley Park eu ndo sabia de nada do trabalho deles naquela
época. (SIMPSON, 2010, p. 79, tradugdo nossa).

E interessante notar, apesar da falta de troca de conhecimento entre as equipes, que
Simpson (2010, p. 78) cita inclusive o peso da evidéncia como um método utilizado para

decifrar o JN 25:
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Os matematicos no grupo do JN 25 eram Ian Cassels
(posteriormente Fellow de Trinity e professor Sadleirian em
Cambridge), Jimmy Whitworth e eu. Nossa solugdo para o processo
necessario de julgamento iniciou-se com uma aplica¢do do teorema
de Bayes. (...) O peso da evidéncia fornecido por Q [evidéncia] a
favor de A [hipétese] sendo verdadeira era o fator de Bayes p;
[probabilidade de Q ocorrer se A fosse verdadeiro] dividido por ps
[probabilidade de Q ocorrer se A fosse falso]. (SIMPSON, 2010, p.
78, traducao nossa).

A complexidade da tarefa de criptografia era tamanha que até mesmo pessoas que
trabalhavam muito proéximas, na mesma equipe, compreendiam apenas superficialmente
determinados aspectos da criptografia do Enigma. Milner-Barry (1993), um campedo de xadrez

que trabalhava diretamente com o Enigma, fez o seguinte relato:

Welchman tinha, eu acho, sido recrutado para o trabalho de
inteligéncia antes da guerra eclodir, e ele ja havia feito um bom
trabalho de pesquisa nos mistérios da maquina Enigma. Esses
[mistérios] vinham com facilidade para Alexander, mas eu sou
(apesar da minha ancestralidade) quase um enumerado. Por esse
motivo achei as explicagdes pacientes de Gordon Welchman muito
dificeis de acompanhar, e até hoje eu ndo posso afirmar que eu
entendi completamente como a maquina funcionava, muito menos
0 que estava envolvido nos problemas de quebra ¢ leitura da cifra
do Enigma. Felizmente isso ndo importava muito, dado que eu era
capaz de ser util de outras maneiras — principalmente porque eu
tinha conhecimento da lingua alema. (MILNER-BARRY, 1993, p.
89-90, tradugdo nossa).

Nossa intengdo em enfatizar este tipo de relato ndo ¢ nos eximir quanto a explicar
da melhor forma possivel a quebra da criptografia do Enigma, mas de expor o grau de
dificuldade e de complexidade da tarefa. Portanto, nosso relato sera concentrado mais nos
aspetos estatisticos da quebra da criptografia, e ndo no processo todo: vamos apresentar um

segmento da quebra da criptografia.

5.2 Algumas caracteristicas basicas da maquina Enigma

A primeira maquina Enigma foi patenteada em 1919. Ela passou a ser adotada em

1926 pela marinha, em 1928 pelo exército e em 1935 pela forca aérea alema, além de ser
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utilizada para outros servigos do governo. A maquina sofreu diversas modificagdes nesse
periodo, até 1945. Sua fun¢ao era codificar e decodificar mensagens. Ela possuia um teclado
de 26 letras, sem incluir pontuagao ou nimeros. A cada letra digitada, outra letra aparecia num
painel com o mesmo padrdo das 26 letras; era um painel no qual a letra correspondente ja
codificada aparecia iluminada. Quando a mensagem original repetia uma letra, a letra
codificada era sempre diferente da codificagdo anterior, e a sequéncia so voltava a se repetir
depois de 16.900 tecladas. Somando todos os tipos diferentes de configuragdes iniciais da
maquina que poderiam ser selecionados para fazer uma codificagdo, existia um total de 159

quintilhdes de combinagdes possiveis.©!

A German Enigma coding machine. Courtesy of Bletchley Park Museum

Figura 5 — A maquina alemd Enigma. FONTE: Simpson (2010).

Para quebrar o cddigo, era necessario saber quais eram as configuragdes iniciais da

maquina. A equipe de Turing tentava descobrir qual era a configuracdo de uma das trés rodas

61 Cf. Stripp (1993, p. 83-88).
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(wheel) iniciais. Se eles conseguissem descobrir uma delas, a que ficava no lado direito em

relagdo as outras, os proximos calculos eram feitos pela maquina bombe:

Como disse acima, o Banburismus identificaria a posi¢do do entalhe
da roda direita (que causava o movimento da roda do meio). (...) A
identifica¢do da roda direita reduzia o nimero de ordens possiveis
das rodas de 8 X 7 X 6 = 336 para 42 ou 126. Essa redugdo de
trabalho era especialmente valiosa quando o tempo da bombe era
escasso. (GOOD, 1993, p. 158, tradugdo nossa).

Em seguida, vamos ver que tipo de célculo e estimativas eram feitos para descobrir

qual era a posicao da roda direita.

5.3 Descri¢ao dos métodos desenvolvidos por Turing de acordo com Good

Em 1953, Good pediu a permissao de Turing para publicar um artigo no qual
descrevia o método estatistico que fora desenvolvido e utilizado por Turing para quebrar a
criptografia do Enigma naval. Turing nunca publicou o seu trabalho estatistico desenvolvido
em BP. Good s6 comegou a dedicar-se a escrever o artigo apOs certificar-se que os interesses
de Turing estavam concentrados em outras areas, € também, apds “a estatistica ndo ser mais

considerada um assunto sigiloso” (GOOD, 2000, p. 106).



84

You have my cordiel permission o
publish your paper 'The populstion
frequencies of specics, etc.' in the
form in which it wos submitted to me.

Signed .ﬂ:’.”.:?m-:

Seu [ o oo Tuz,.e.h\.?

London, N.W.Z2.

Figura 6 — Autoriza¢do de Alan Turing, datada de 3 de marco de 1953, para que Good pudesse
publicar o artigo “The population frequencies of species and the estimation of population
parameters” (1953). FONTE: Good (2000).

O primeiro artigo que citamos, de 1953, € um dos mais completos de todos sobre o
assunto, contendo mais de 100 férmulas. Devido ao sigilo, a descrigdo dos métodos estatisticos
foi aplicada ao caso de uma amostra de uma populagdo de animais e o que poderia ser inferido
a respeito da populagdo, como, por exemplo, a frequéncia de uma determinada espécie de
animal. Apesar deste artigo ser extenso e detalhado, ndo existe um tnico artigo no qual Good
faga a descrigdo passo a passo de todo o processo de decriptografia. Mesmo porque a
decriptografia envolvia outros processos além da estatistica e a colabora¢do de Turing também
incluia outras areas. O sigilo também impediu que as informagdes fossem transmitidas com
clareza e de forma completa, portanto, consultamos varios artigos e selecionamos as
informagdes mais importantes que estdo diretamente relacionadas ao conceito de peso da
evidéncia.

Antes de iniciarmos a descri¢do do Banburismus relacionado ao peso da evidéncia,
¢ importante ressaltar que Turing e o trabalho realizado em BP nao foi iniciado do zero, ou seja,
sem nenhuma informagdo prévia. Os poloneses enviaram aos franceses e britanicos todas as
informagdes que tinham, incluindo uma réplica da maquina Enigma, uma maquina chamada
bomba, precursora da maquina bhombe que ja mencionamos e um método iniciado de quebra de
criptografia. Vejamos um relato de Welchman publicado pela primeira vez em 1986 a esse

respeito:
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Os poloneses mantiveram o segredo com eles até julho de 1939,
quando, com a eminente invasdo alema de seu pais, eles deram todo
o seu conhecimento, assim como réplicas em funcionamento da
maquina Enigma, aos franceses e britdnicos. Na Inglaterra, em
Bletchley Park, nos fomos rapidos em explorar a oportunidade de
ouro que os poloneses nos deram.

(...) se os poloneses ndo tivessem nos dado os detalhes do Enigma
em Pyry, o GC&CS britanico provavelmente continuaria achando
que o problema do Enigma ndo tinha esperanga sem uma captura.
Mesmo se Turing tivesse pensado na sua bombe, teria tido pouca ou
nenhuma justificativa para o desenvolvimento de sua engenharia.
(WELCHMAN, 2019, p. 195 e 223 respectivamente, tradugdo
nossa).

Até mesmo o Banburismus era um aperfeicoamento de um método ja desenvolvido
pelos poloneses: “O Banburismus era uma elaboragdo de um método chamado ‘método do
relogio’ por Rejewski, que atribui 0 método a Jerzy Rozycki.” (GOOD, 1993, p. 155). Vamos
nos concentrar, portanto, somente nas inovagoes atribuidas a Turing e Good em relagcdo ao
método.

Uma das descobertas de Turing quando trabalhava com o peso da evidéncia no
processo do Banburismus foi um teorema interessante: Turing descobriu que o fator esperado
a favor de uma hipotese incorreta ¢ igual a um. Suponha que os resultados possiveis de um
experimento sejam E;, E,, E5, ... € que a hipdtese H seja verdadeira. Temos a seguinte definigao

de fator contra H, se E; ¢ um resultado observado:

P(E;|H)

F(H:E;) = PN

Agora, a expectativa deste fator, dada a hipotese verdadeira H ¢ igual a um:

)

— P(E;|H
E(F(H:E)|H) = ZPEE—JH)-P(EI-IH)

=ZP(Ei|m=1

i
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Retomando o exemplo de langamento de um dado (secao 4.2.1), podemos verificar
este teorema. Vamos supor que o dado seja normal, e que, portanto, a hipdtese correta seja essa

e que a hipotese incorreta ¢ a de que o dado ¢ enviesado:

H = o dado ¢é normal
H = o dado ¢ enviesado
E; = apresentar namero 6

E, = apresentar outro nimero

P(E,|H) = 1/6
P(E,|H) =1/3
P(E,|H) =5/6
P(E,|H) =2/3

Entdo, com estes dados calculamos a esperanca do fator:

P(E,|H)
P(E;|H)
_1/3 2/3

= 1—/61/6+%5/6=1

P(E,|H)

E(F(H:E)|H) = P(E,|H)

.P(E{|H) + .P(E,|H)

Este teorema pode ser utilizado para conferir se o calculo do fator de Bayes esta
correto. Wald (1944) também chegou ao mesmo teorema.

Outra conclusao de Turing que foi apresentada a Good em 1941, ¢ que a
expectativa do peso da evidéncia a favor da hipotese verdadeira € ndo-negativa (s6 desaparece

quando o peso da evidéncia € igual a zero para todo E de probabilidade positiva):
E(W(H:E)|H) =0

De acordo com Good,

Esta inequacao foi apontada a mim por Turing em 1941, com uma
prova diferente. Considerada como uma algebra ¢ apenas uma
inequacao elementar. O que a torna interessante € a sua interpretagao
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em termos de inferéncia humana, e, portanto, estatistica. E por este
motivo que considero sensato atribui-la a Turing apesar de ter sido
aplicada também a estatistica mecéanica por Gibbs (1902, p. 136).
(GOOD, 1985a, p. 256, tradugao nossa).

Turing descobriu outro teorema, a partir da necessidade de estimar a expectativa do
peso da evidéncia. Considere que o peso da evidéncia a favor da hipotese H, quando a hipotese
H é verdadeira, tem uma distribuicio normal com média u e variancia g2, com a unidade de
ban natural (logaritmo com base e). Entdo a relacdo entre a varidncia e a expectativa sera a

seguinte:
var(W(H : E)|H) = 2E(W(H : E)|H)

Ou seja, 02 = 2u. Outro resultado refere-se a uma propriedade da expectativa do

peso da evidéncia a favor da hipotese falsa, quando a hipdtese € verdadeira:
E(W(H : E)|H) = ~EW(H : E)|[H) = —

Lemos este resultado como “a expectativa do peso da evidéncia a favor de uma
hipotese falsa (incorreta) quando a hipdtese ¢ verdadeira ¢ igual a média negativa”. Em um
estudo sobre radares, os mesmos resultados foram encontrados por Peterson, Birdsall e Fox
(1954). A relacao entre média e variancia muda se considerarmos como medida de peso da

evidéncia os decibans (logaritmo base 10) ao invés do ban natural (logaritmo base e):

o = /u20log,pe = \/8,686u = 3,/u

Neste caso, o desvio padrdo o ¢ aproximadamente 3 vezes a raiz da média, isso
significa que o desvio padrao ¢ grande.
Good indica alguns dos pontos relevantes em relagao a expectativa e a variancia do

peso da evidéncia:

Quando Turing julgou o valor do Banburismus pela estimagdo da
expectativa do peso da evidéncia ele estava na verdade tratando o
peso da evidéncia como se fosse uma utilidade. Ele [peso da
evidéncia] pode ser considerado como uma quase-utilidade, ou seja,
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uma substitui¢do aditiva para a utilidade expressa em termos de
probabilidades. (...) No design de um experimento toda a
distribuicdo do peso da evidéncia, em particular a sua variancia, ¢
de interesse, ndo apenas a sua expectativa. (GOOD, 1985a p. 258,
grifos do autor, tradugdo nossa).

Este ultimo teorema de Turing sobre expectativa e variancia de peso da evidéncia
pode ser generalizado para um caso mais realista, no qual a distribuicdo normal do peso da
evidéncia s6 ocorre na regido proxima da média p.%? Ha também um estudo de Kullback (1959)

que faz uso ndo bayesiano da expectativa do peso da evidéncia.

%2 Para mais detalhes, consultar Good (1961).
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6. CONCLUSAO

Good afirma que “todo teste bayesiano de uma hipotese pode ser considerado como
uma aplicagdo do conceito de peso da evidéncia” (GOOD, 1985a, p. 267). De fato, podemos
tragcar um paralelo entre o conceito de peso da evidéncia, que consiste essencialmente em um
calculo para encontrar a hipotese mais provavel dado as evidéncias disponiveis, € um teste
bayesiano como descrito por O’Hagan e Forster (2004), no qual inferimos algo sobre o
parametro 6 (hipotese) de acordo com os dados x (evidéncias) disponiveis.

Outra forma de ver essa semelhanca entre o peso da evidéncia e os testes bayesianos
¢ a relevancia da propria evidéncia, que altera a chance ou probabilidade inicial para uma

chance final ou probabilidade posterior. No caso do peso da evidéncia, temos:

chances finais = peso da evidéncia + chances iniciais

E, no teste bayesiano:

probabilidade posterior = verossimilhanga X probabilidade inicial

A evidéncia, em ambos os métodos estatisticos, ¢ formalizada e quantificada.
Tradicionalmente, os fildsofos ndo costumam se ocupar com a discussao filosoéfica dos métodos
estatisticos. Na maioria das vezes, o debate ¢ restrito aos fundamentos da probabilidade, aos
paradoxos e discussdes de casos especiais € hipotéticos. No entanto, existe ndo apenas espago
para debater questdes filosoficas no campo da estatistica, mas consideramos este debate
necessario, conforme exemplo de resultados estatisticos em teste de uma vacina: com um
método estatistico chega-se a conclusdo de que vacina tem eficacia, € no outro método, conclui-
se que ¢ bem pouco provavel que ela tenha eficacia.

A medida Q de Popper, Q = P(E|H N K) — P(E|K), afirma que o seu valor ¢é
maior quanto maior a “severidade” dos testes aos quais uma hipotese foi submetida, porém,
Popper ndo avanga na avaliacdo da metodologia dos testes. Um teste pode ser considerado
severo para um grupo de pessoas que defende determinado paradigma da estatistica, e, no
entanto, apresentar falhas ou at¢ mesmo ser invalido no caso de outro paradigma. Os métodos
bayesianos diferem da concepcao da filosofia da ciéncia de Popper por varios motivos e nesta

Dissertacdo nos concentramos nas seguintes diferencas:
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1) Uma hipotese pode ser confirmada pela evidéncia, e ndo apenas falsificada;

2) O suporte probabilistico ¢ indutivo e ndo dedutivo, pois a evidéncia tem
carater indutivo. A indug¢do, portanto, faz parte dos métodos cientificos

bayesianos.

Da mesma forma que os criptoanalistas em Bletchley Park sabiam que a
probabilidade nao poderia ser uma confirmacao ou corrobora¢ao muito antes da afirmacao feita
por Popper, existem reflexdes e resultados importantes do ponto de vista filoséfico sendo
produzidos pelos estatisticos, fora do ambito filosofico. Por este motivo, ¢ importante que os
filosofos leiam os textos estatisticos € possam dialogar com eles tanto a respeito dos diferentes
métodos estatisticos como a respeito de conceitos como corroboragao de hipdteses, evidéncia
cientifica ¢ métodos indutivos. Devido a crescente complexidade e variedade dos métodos
estatisticos existentes, grupos de pesquisa interdisciplinares podem ser um primeiro passo nesta
direcao.

O peso da evidéncia teve uma aplicagdo pratica para um problema de dificil
resolucdo a época, e o seu calculo foi eficiente para corroborar as hipoteses que estavam sendo
testadas. Além disso, o0 peso da evidéncia ndo se restringe apenas a criptografia, pode ser
aplicado a outros casos. A sua caracteristica de aditividade consegue capturar a intuicao de cada
evidéncia apresentar um peso a favor ou contra uma hipdtese e a sua somatoria consegue definir
a corroboracao ou nao de uma determinada hipotese.

Talvez o peso da evidéncia nao seja a melhor medida existente para o grau de
corroboracdo € a sua comparagdo com outros métodos ¢ uma pesquisa que pode ser
desenvolvida futuramente. Stern e Pereira (2013), por exemplo, desenvolvem o método
bayesiano FBST (Full Bayesian Significant Test)®, um teste que apresenta uma medida
chamada e-valor ou valor epistémico, ev(H). Uma caracteristica fundamental desse tipo de

teste € que ele

faz uma distin¢do clara entre o espago da hipdtese e o espago do
parametro, adotando medidas distintas para cada um deles,
nomeadamente, a medida natural de probabilidade posterior
bayesiana no espaco do parametro, ¢ a medida possibilistica do o e-
valor no espaco da hipétese. (STERN, 2011, p. 644, tradugdo nossa).

63 A primeira proposta deste tipo de teste consta em Pereira e Stern (1999).
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Além desta pesquisa, também ha a possibilidade de trabalhar, como mencionamos
na se¢do 2.4, com o estabelecimento de uma relagdo entre o conceito de peso da evidéncia e a

logica da inconsisténcia formal, no sentido de atribuir graus de evidéncia a proposigdes que

envolvam contradi¢des.
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APENDICE

A. Axiomas da probabilidade: probabilidade absoluta e probabilidade relativa

Vamos definir dois sistemas de axiomas: os axiomas da probabilidade absoluta e os
da probabilidade relativa. Os axiomas da probabilidade sao considerados os fundamentos da
estatistica, a partir dos quais podemos fazer todos os célculos de probabilidade — como derivar
teoremas. Os axiomas da probabilidade relativa podem ser derivados a partir dos axiomas da
probabilidade absoluta. Historicamente, o sistema de axiomas da probabilidade absoluta ¢
definido mais cedo, sendo o mais conhecido deles o sistema de Kolmogorov (publicado
originalmente em 1933, ja a traducdo para a lingua inglesa ocorre em 1950).% Os axiomas da
probabilidade relativa sao definidos mais tarde, por Carnap (1952), Rényi (1955) e Popper
(1955).

A escolha que fizemos dos axiomas deve-se a dois motivos principais: a
simplicidade e a clareza. A simplicidade dos axiomas ¢ apontada por Lindley (2000, p. 298)
para a sua escolha dos axiomas da probabilidade relativa e seguimos, de igual modo, este
principio também para os axiomas da probabilidade absoluta. Além disso, nossa escolha dos
axiomas nos pareceu conferir uma melhor compreensao dos conceitos apresentados na
Dissertagdo. Muitos sistemas de axiomas acabam sendo equivalentes e para um estudo mais

aprofundado do assunto temos vérias recomendagdes.®

A.1 Probabilidade absoluta

Vamos seguir entdo com os axiomas, defini¢des e alguns teoremas da probabilidade
absoluta de acordo com DeGroot e Schervish (2012, p. 16-18). O que nos pareceu um
diferencial neste sistema em relacdo ao de Kolmogorov ¢ que ele ¢ mais sucinto. Os autores
definem apenas trés axiomas — ndo-negatividade, normalizagao e adi¢do infinita, enquanto no
sistema de Komogorov sdo necessarios quatro axiomas — nao-negatividade, normalizacao,

adicao finita e adi¢do infinita (esse ultimo ¢ denominado “Axioma da Continuidade” por

64 Segundo Galavotti (2014, p. 79), antes da publicagdo de Kolmogorov, ha registro de uma publicagdo de
axiomatizacdo da probabilidade em 1932 feita pelo matematico Stefan Mazurkiewicz: Zur Axiomatik der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, In: Comptes rendues des séances de la Société des Sciences et des Lettres de
Varsovie, Classe 111, 25, 1932, p. 1-4.

65 Para os axiomas da probabilidade subjetiva, por exemplo, pode-se consultar Fishburn (1986).
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Kolmogorov). O axioma de Kolmogorov da adigao finita ¢, no sistema de DeGroot e Schervish,

um teorema derivado da adi¢ao infinita.

Em primeiro lugar, vamos considerar um experimento, ou seja, um “processo, real
ou hipotético, no qual os possiveis resultados podem ser identificados de maneira prévia”
(DEGROOT.; SCHERVISH, 2012, p. 5). O experimento pode ser, por exemplo, um
lancamento de um dado ou de uma moeda (ou uma série de lancamentos), um sorteio de um
conjunto de nimeros numa loteria, uma estimativa do valor de compra do doélar no dia seguinte,
ou uma estimativa da quantidade de pecas defeituosas numa linha de produ¢ao industrial.

O conjunto de todos os eventos possiveis que podem ocorrer como resultado de um
experimento qualquer ¢ chamado de espaco amostral (1). Um evento ¢ um subconjunto do
espago amostral e serd denotado por letras maitsculas. No caso do langamento do dado, o
espago amostral ¢ o conjunto das possibilidades do langamento, se formos considerar um dado

de 6 lados, o espago amostral tera 6 elementos, ou 6 eventos possiveis:

0 =1{1,234,5,6}.

Vamos utilizar letras maiusculas para nos referir a um evento possivel qualquer

(4,B,C,...). Para cada evento ¢ atribuida uma probabilidade, P(A). A atribui¢do dessa

probabilidade deve respeitar os trés axiomas seguintes:

Axioma 1 (ndo-negatividade):

P(A) = 0.

Axioma 2 (normalizacao):

P(Q) = 1.

Axioma 3 (adi¢do infinita):

para toda sequéncia infinita de eventos disjuntos A4, 4,, ...,
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Defini¢do 1: Uma probabilidade P(A) é qualquer numero correspondente a um

evento no espago amostral {1 que satisfaga os axiomas 1, 2 e 3.

Teorema 1: a probabilidade do conjunto vazio ¢ igual a zero.
P(9) = 0.

Isso significa que, se o evento for impossivel, sua probabilidade sera igual a zero.

Notamos, no entanto, que o inverso nao ¢ verdadeiro: uma probabilidade pode ser igual a zero
e o evento nao ser impossivel de ocorrer.

Seguimos com a prova do teorema. Seja um conjunto infinito de eventos A4, 4,,

tal que A; = @ paratodo i = 1, 2, ... e considerando o axioma 3:

P(@) =P <0Ai) = iP(Ai) = ip(@-
1 i=1 i=1

i=

Teorema 2 (adi¢do finita):
para toda sequéncia finita de eventos disjuntos A;, A4,,

P <0 Al-) = zn: P(A).
1 i=1

i=

ceey

A partir do axioma 3 e do Teorema 1, podemos dividir o conjunto infinito em duas

somatorias, sendo uma delas a somatoria da sequéncia A4, 4,, ..., parai = 1,...,n¢e a outra a
somatoria de A; = @ parai > n:

()

I
o
/N
Cs
s
N———
I
s
i
=
N
p—
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:;P(Ai)+0

= iP(Ai).

i=1

Vamos apresentar mais alguns teoremas fundamentais da probabilidade. Dado que
este Apéndice foi elaborado para esclarecer e complementar o texto principal que tem como
objetivo discutir o conceito de peso da evidéncia de acordo com Good, vamos adaptar a notagao
tanto de Good quanto dos textos de estatistica e probabilidade para ter uma notagdo tinica que
nao confunda o leitor.

Desta maneira, o evento que na teoria de conjuntos conhecemos como A€, que
lemos “A complementar”, tem equivaléncia com ~A (“ndo A”) e com A, que podemos ler como
“A barra”. Essa ultima notagao ¢ utilizada por Good, no sentido de ser um evento disjunto de A
e, portanto, “concorrente’: o peso da evidéncia ¢ uma medida que pondera o quanto a evidéncia

E favorece uma hipdtese H em relagdo a sua hipotese concorrente, H. Os teoremas a seguir

seguirdo essa adaptagdo de notacao.
Teorema 3:
para qualquer evento A, P(Z) =1-P(A).
Teorema 4:
se A € B, entdo P(A) < P(B).
Teorema 5:
para qualquer evento A, 0 < P(A4) < 1.
Teorema 6:

para todos os eventos A ¢ B,

P(ANB) =P(A) — P(AUB).
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Teorema 7:

para todos os eventos A ¢ B,

P(AUB) =P(A)+ P(B) — P(ANB).

A.2. Probabilidade relativa

Optamos por reproduzir o sistema de axiomas da probabilidade relativa de acordo
com Lindley (2000). Ressaltamos que Lindley ndo denomina o seu sistema como um sistema
de axiomas, mas um sistema com “regras”, que de acordo com ele, “sdo dedugdes, exceto pela
regra 4, de outras, mais bdasicas, presungoes.” (Lindley, 2000, p. 299). Porém, aqui faremos
algumas adaptacdes, entre elas denominar as regras de Lindley como axiomas.

Lindley, assim como outros estatisticos bayesianos, parte dos axiomas da
probabilidade relativa e ndo da probabilidade absoluta. Isso porque a “probabilidade ¢ sempre
condicional (...). Ela depende de dois argumentos: o elemento cuja incerteza estd sendo descrita
e o conhecimento no qual essa incerteza é baseada”®®. Ou, mais sucintamente, a “probabilidade
depende de dois elementos: a incerteza do evento e as condigdes sob as quais voc€ o esta

considerando™®’.
Axioma 1 (convexidade):
para todo evento A ¢ B,
0<P(AIB) <1,
P(AlA) =1,
e P(A|B) = 1 se A é uma consequéncia logica de B.

Axioma 2 (adi¢do):

se A e B sdo exclusivos, dado C,

P(AUB|C) = P(A|C) + P(B|C).

% Ibid., p. 301-302.
57 Ibid., p. 298.
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Axioma 3 (multiplicagdo):

paratodo A, B e C,
P(AB|C) = P(A|BC).P(B|C).

Axioma 4 (conglomerabilidade):

se {B,,} é uma parti¢do, possivelmente infinita, de C e P(A|B,C) = k, 0 mesmo

valor para todos n, entdo P(A|C) = k.

Também podemos derivar alguns teoremas de maneira semelhante as derivagdes da

probabilidade absoluta:
Teorema 1:

para todo evento A ¢ B,

P(A|B) =1 - P(A|B).

B. Transformacao algébrica: Razao bayesiana de verossimilhanca em Fator Bayes-

Jeffreys-Turing
Seguimos aqui com a transformacao algébrica da seguinte igualdade:

P(E|H) _ O(H|E)
P(E|H)  O(H)

A primeira equagao ¢ a razao bayesiana de verossimilhanga, e a segunda equagdo o
fator Bayes-Jeffreys-Turing.

Vamos comegar transformando o fator Bayes-Jeffreys-Turing, que ¢ representado
por chance (odds) em probabilidade.

Considerando a relagdo entre chance e probabilidade, O0(A4) =

(P(A)/(1 — P(A))), temos:
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O(H|E)  P(HIE) = P(H)
O(H) ~1-P(H|E) 1-P(H)

Aplicando o teorema 1 da probabilidade relativa e o teorema 3 da probabilidade

absoluta, temos:

P(HIE) _P(H)
P(H|E) P(H)

Agora, aplicando o teorema de Bayes no nominador da divisdao acima:

P(H|E) = —P(Elféf (H)
_ P(E|H).P(H
P(H|E) _ P(E|H). PCD) |P()E) (H)

P(E|H).P(H) P(E[H).P(H)
P(E) ~ P(E)
_ P(E|H).P(H)
~ P(E|H).P(H)

E, finalmente, finalizamos a transforma¢do chegando na férmula da razao

bayesiana de verossimilhanca:

P(E|H).P(H) ) P(H)
p(E|H).P(H) ~P(H)
_ P(EIH)

- P(E[H)




