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INTRODUCAO

Uma teoria formal 7, em cuja linguagem aparece um simbolo para
a negacdo, ¢ inconsistente se existe uma formula tal que ela e sua negacdo sdo
ambas derivaveis na teoria; uma teoria ¢ frivial se toda formula na linguagem de
T ¢ derivavel em 7. Uma logica € paraconsistente se pode ser usada como logica

subjacente a teorias inconsistentes, mas nao triviais.

A logica paraconsistente surge no inicio da década de 60, com os
trabalhos de N. C. A. da Costa; a id¢ia de uma logica paraconsistente pode ser
creditada também a S. JaSkowski, por trabalhos publicados em 1948 ¢ 1949, mas
cuja importancia so veio a ser reconhecida posteriormente, inclusive devido aos
trabalhos de N. C. A. da Costa e de seus colaboradores. A questdo colocada por
tais logicos ¢ a seguinte: como construir sistemas que sirvam como ldogica

subjacente a teorias que admitam contradigdes sem serem triviais.

Um dos principios da ldégica classica, a chamada lei de nao-
contradi¢do, constitui uma barreira a construcao de tais sistemas; o problema ¢&,
entdo, o de contornar ou o de excluir da 16gica em consideragao uma lei classica,
conhecida como Lei de Duns Scotus, que se pode enunciar de forma bastante
simples: de duas premissas contraditdrias, pode-se inferir validamente qualquer
conclusdo. Portanto, na logica cldssica, teorias inconsistentes sao, de imediato,

triviais.

Entretanto, contradi¢des ocorrem em diversas situacdes e ¢€

interessante dispor de um instrumental adequado para o seu tratamento.

Enquanto a logica paraconsistente “insurge-se” contra o principio
de ndo-contradi¢cdo, a logica intuicionista rejeita um outro principio da logica
classica, o principio do terceiro excluido. Sistemas intuicionistas visam capturar

as idéias e as consideracdes de natureza filoséfica de L.E.J.Brouwer. A
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motivacdo central dessas consideragdes € a de construtibilidade e de prova. Um
objeto matematico existe se pudermos exibi-lo mediante uma construgdo que se
da na intui¢do - na mente - € somente a posteriori pode ser formalizada mediante
uma linguagem - ou seja, um objeto matematico existe quando se pode exibir
uma prova da existéncia do objeto. Se a linguagem, se um sistema logico ¢ capaz
de efetivamente capturar esse processo mental de construgdo, ou como o captura,
¢ uma questdo dificil de ser resolvida e assaz controversa (ver, por exemplo,
[TvD88:cap.16]). O sistema axiomadtico proposto por A.Heyting em 1930 ou o
sistema LJ de G.Gentzen (ou o sistema G; de Kleene) constituem formulacdes

canodnicas da logica intuicionista (ver [Kle52]).

A légica paraconsistente, por seu turno, tem uma motivagdo de
ordem pragmatica: a construgdo de sistemas logicos nos quais se possa analisar
contradi¢des ou inconsisténcias, sem que se chegue a trivializagdo do sistema. No
desenvolvimento de tais sistemas, varios textos apontaram a existéncia de uma
certa dualidade entre a logica paraconsistente € a ldgica intuicionista, seja pela
sua forma [LdC84], [LdAC86], [PRN89], [Urb96], seja pela semantica envolvida
[Syl90], [SeC95], seja pelos esquemas que sdo validos num e noutro sistema
[AIQ91]. Esta dualidade sera pesquisada e efetivamente mostrada neste trabalho,
utilizando as algebras brouwerianas, estudadas por J.C.C.McKinsey e A.Tarski

ao final da década de 1940 [McT46], mediante uma funcao “traducao”.

Da logica intuicionista pode-se dizer que ja estd bem assentada.
Tem uma contraparte semantica algébrica, caracterizada pelas algebras
conhecidas como algebras de Heyting, uma semantica topoldgica, conectada aos

abertos de um espago topologico, e a semantica de Kripke, entre outras.

Recentemente, no desenvolvimento da teoria das categorias, o

conceito de topos elementar veio lancar novo enfoque a 16gica intuicionista:

O conceito unifica, de maneira simples e elegante, um nimero
importante, mas aparentemente diverso, de no¢des da geometria
algébrica, teoria dos conjuntos e logica intuicionista, estabelecendo
um novo vinculo entre a matematica classica e a matematica
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construtiva. [Bel82:293]

Com efeito, pode-se mostrar que a légica interna de um fopos
arbitrario ndo ¢ a logica classica, mas a logica intuicionista. Todo esse
desenvolvimento mostrou-se proficuo, ndo apenas para a compreensao da logica
intuicionista, mas no desenvolvimento de técnicas matematicamente
interessantes. Uma interpretagdo dos conectivos intuicionistas - conhecida como
interpretacdo BHK - permite conectar a ldgica intuicionista a processos
computacionais, de modo que explorar a dualidade entre intuicionismo e
paraconsisténcia aponta aqueles que trabalham com légica paraconsistente uma
série de técnicas e métodos ja disponiveis, assim como proporciona uma nova

visao da logica paraconsistente.

A nog¢ao de dualidade ¢ freqliente em varios dominios da logica e
da matematica. NoOs apresentaremos duas nocgdes de dualidade bastante
conhecidas e usadas na literatura. Indicaremos de que modo a estamos tomando,
ap6s mostrarmos como o tema da dualidade foi apontado na literatura da logica
paraconsistente. Em nossa formulagdo, estd implicito um conceito de tradugao

entre logicas, que também discutimos.

A primeira destas nocdes de dualidade aparece em [McT46:159-

161] na forma de apéndice.

Outra abordagem acerca da noc¢ao de dualidade advém da teoria das

categorias e esta exposta de modo rigoroso em [Hat68:273-275].

Ainda sobre a nocao de dualidade, vale o registro de um comentério
que se encontra em [Kle52]. Na apresentag¢ao do sistema G, Kleene refere-se as
regras para A ¢ v como duais uma da outra, e as regras da negacdo —, como
autoduais. Encontra-se ainda, com freqii€ncia na literatura, a men¢ao de que a

definicao de filtro ¢ dual a defini¢do de ideal.

Isto posto, examinamos no presente trabalho algumas relagdes entre

intuicionismo e paraconsisténcia, de modo especial a dualidade entre ambos,
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apontada em varios textos. O aparato que nos propicia o exame desta dualidade
advém de uma classe de algebras conhecida na literatura como 4lgebras
brouwerianas. Tais algebras sdao duais das algebras de Heyting, conhecidas como
contraparte semantica da logica intuicionista. As algebras de Brouwer permitem
que se construam algumas logicas que satisfazem os requisitos de uma logica

paraconsistente.

Se uma tal dualidade existe, os métodos e as técnicas ja disponiveis
para a légica intuicionista, bem como para a ldégica paraconsistente, podem ser
utilizados por aqueles que trabalham com tais sistemas e se dispde, assim, de um

aparato comum para a compreensao destas duas classes de sistemas.

Neste trabalho, mostramos apenas alguns aspectos envolvidos nesta
questdo: que algumas possibilidades sao frutiferas, que algumas dire¢des podem
ser seguidas e que ha limitacdes que impedem uma afirmacao cabal da dualidade,

entre intuicionismo e paraconsisténcia, declarada em varios textos.

No Capitulo I, apresentamos alguns trabalhos de Karl Popper
relacionados a um “calculo intuicionista dual” e mostramos que as ferramentas
utilizadas pelo filosofo poderiam ter servido para a construcdo de logicas

paraconsistentes.

O Capitulo II mostra que, no desenvolvimento da logica
paraconsistente, hd uma constante men¢do de uma certa dualidade com a logica
intuicionista e que esta questdo merece ser aprofundada. Neste capitulo,
apresentaremos duas nocodes correntes acerca da dualidade e, partindo do
conceito de tradugdes entre logicas, apresentamos nossa definicdo de dualidade

entre logicas.

O Capitulo III introduz e desenvolve os principais resultados das
algebras brouwerianas. Mostramos a dualidade destas com as 4lgebras de
Heyting, mediante uma fun¢do bijetiva - ai também apresentamos uma logica

’ d r .
conectada com as dalgebras de Brouwer, que chamamos H". Além disso,
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mostramos que esta logica € paraconsistente, tem uma semantica algébrica e uma
semantica de Kripke bastante natural, também dual a semantica de Kripke para a
logica intuicionista. Ao final, introduzimos um calculo de predicados com
igualdade, com base em H! e, com a semantica de Kripke apropriada,

demonstramos um teorema de completude.

O Capitulo IV desenvolve outras direcoes da logica dual
apresentada no capitulo anterior. Estudamos filtros e ideais numa algebra de
Brouwer e apresentamos uma logica conectada aos filtros de uma algebra de

Brouwer.

O Capitulo V traz como teorema principal o resultado de que a
colecdo dos sub-objetos de um objeto particular em determinados topoi
elementares pode ser vista também como uma algebra de Brouwer, o que
generaliza o resultado do Capitulo III. Também mostramos que a negacao
definida numa algebra de Brouwer ndo pode ser “capturada” pelo objeto valor de
verdade; se tal ocorre, a logica interna do topos vem a ser a ldgica booleana

(portanto, classica).

O ultimo capitulo retoma uma série de questdes levantadas nos
capitulos anteriores e avanga na discussdo da dualidade preconizada entre

intuicionismo € paraconsisténcia.

Este trabalho me foi proposto pelo Prof. Dr. Antonio Mario A.
Sette em meados de 1994, por ocasido do I WOLLIC, realizado em Recife-PE,
juntamente com outros temas. Enquanto fazia as disciplinas necessarias a minha
formacao, eu e meu orientador fomos delimitando este tema, que tomou forma de
projeto no primeiro semestre de 1996, em seminarios regulares, dos quais
também tomou parte o Prof. Dr. Elias H. Alves, a quem devo muito das
discussoes aqui desenvolvidas; o acidente que sofreu o Prof. Sette impede-o,
ainda, de verificar o quanto consegui realizar do programa que me propos.

Espero, entretanto, té-lo, em parte, conseguido.
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Em agosto de 1997 tive oportunidade de discutir alguns aspectos do
Capitulo V com o Prof. Dr. Gonzalo E. Reyes, da Universidade de Montreal, na
ocasido professor visitante da Unicamp (CLE/IFCH). A leitura (e o estudo) de
varios de seus trabalhos me enriqueceu muito e me fez compreender algumas das
construcdes que tentava empreender e as razdes pelas quais algumas delas eram
impossiveis. Pude verificar, também, as relagdes entre o trabalho que estava
desenvolvendo e alguns de seus resultados. Alguns de seus trabalhos referem-se
a logicas relacionadas a operadores brouwerianos ([ReZ96] e [MaR95]). Uma
leitura atenta de tais trabalhos, entretanto, mostra que os autores estdo
interessados em construir 16gicas modais numa base (proposicional e de
predicados) intuicionista e, assim, seguem outra dire¢cdo, muito diversa da aqui
exposta. Os sistemas trabalhados pelo Prof.Dr. Gonzalo E.Reyes sdo extensoes
da logica intuicionista, e alguns deles podem ser olhados como logicas
intermedidrias. Os sistemas que propomos ndo sdo extensdoes da ldgica

intuicionista, nem légicas intermediarias, nem logicas modais.

Minha orientadora atual, Profa. Dra. f{tala Maria Loffredo
D’Ottaviano, num momento delicado, assumiu a tarefa de fazer do material que
possuia, uma tese de doutorado € me pOs em contato com textos, pessoas,

discussoes e 1déias que modificaram minha forma de ver o que fazia.
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CAPITULO I

Popper e uma questao

A primeira mengdo explicita de que, em um “célculo intuicionista
dual”, proposi¢des contraditérias ndo implicariam qualquer conclusdo deve ser

creditada a Popper. Este capitulo examina esta asser¢ao.

Parece 6bvio que ndo se poderia incluir Karl Popper entre aqueles
que defenderiam a idéia de uma logica paraconsistente. Com efeito, uma leitura
(mesmo superficial) de “Que ¢ a dialética?”, publicado pela primeira vez em
Mind, 49 (1940) e incluido, com adendo e acréscimos em “Conjecturas e
Refutagcoes” (1963), revela que o filésofo advoga contra uma pretensdo dos
preconizadores da logica dialética - em particular Hegel - qual seja: em sendo as
contradi¢des frutiferas, como se observa no desenvolvimento das ciéncias, dever-
se-1a abandonar a lei da ndo-contradi¢do, e assim também a ldgica classica, e
postular uma outra 16gica que aceitasse contradi¢des. E necessario precisar que
Popper admite que as contradicoes sejam férteis e produzam o progresso
cientifico, num certo sentido; a aceitagao de contradi¢cdes leva a modificacao de
teorias contraditdrias e, assim, ao progresso intelectual; apontar contradigdes € o
que faz a critica - “motor principal de qualquer desenvolvimento intelectual. Sem
contradi¢des, € sem critica, ndo haveria motivos racionais para alterar nossas

teorias - em conseqiiéncia, deixaria de haver progresso intelectual” [Pop72:316].

Isso ndo implica, em absoluto, continua Popper, que se deva
abandonar as leis da logica classica, mesmo porque a aceitacdo de contradi¢Oes
implica que qualquer outra afirmativa deva ser aceita como conseqiiéncia, como
se sabe dos esquemas validos da logica classica (lei de Duns Scotus) e, assim, a

propria critica - e, portanto, o progresso intelectual - chegaria ao fim.

Ap6s mostrar como o esquema da logica classica acima
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mencionado (Duns Scotus) pode ser validado - de forma bastante intuitiva,

Popper afirma:

Pode-se levantar a questdao de saber se essa situagdo ocorre em
qualquer sistema ldgico ou se podemos construir uma légica em
que afirmativas contraditérias nao impliquem uma conclusdo
qualquer. Examinei esse assunto para concluir que ¢ possivel
elaborar uma tal 16gica - a qual, contudo, seria muito fraca. Poucas
das regras ordindrias de inferéncia permaneceriam em pé,
desaparecendo até mesmo o modus ponens, segundo o qual, de uma
proposi¢ao do tipo “se p, entdo q”, juntamente com p, podemos
inferir q. Na minha opinido, um sistema como esse nao teria
nenhuma utilidade para derivar inferéncias, embora pudesse
apresentar algum interesse para aqueles que se interessam
especialmente pela construcdo de sistemas formais (grifo nosso)
[Pop72:321].

Numa nota a este trecho, ainda acrescenta que o sistema aludido ¢ o
“calculo intuicionista dual”, que foi objeto de trabalhos por ele publicados em

1948, propondo ainda uma interpretacdo modal do mesmo.

Os trabalhos a que se refere Popper foram apresentados num
encontro em novembro de 1947 e publicados na revista Proceedings of the Royal
Dutch Academy, 51(1948), com o titulo “On the Theory of Deduction. Part I and
II”. Segundo o autor, sdo frutos de pesquisas realizadas nos dez anos anteriores(')
- isto cobre, portanto, o periodo de 1937 a 1947, data da apresentagdo dos
trabalhos. Vamos nos deter, apenas, ao trabalho citado, referindo-nos aos demais

quando necessarios a compreensao daquele.

O artigo trata da inferéncia dedutiva ou formal, ou seja, da

derivabilidade.

Dq(ay,...,a,) ¢ um predicado da metalinguagem cujo significado ¢ o

seguinte: a; ¢ derivavel de “a,,...,a,”; com a; (1 < i < n) uma sentenca, ou

! Conforme diz Popper, o texto de 1948 esta baseado nos seguintes trabalhos : “New Foundations for
Logic” (Mind, vol.56, 1947, n.223, p.193-235); “Logic without Assumptions” (Aristot. Soc. Proceedings,
1947, p.251-292); “Functional Logic without Axioms or Primitive Rules of Inference” (Kon. Ned.
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proposicao, ou uma fung¢do proposicional.

A expressao D(a;) indica que a; € demonstravel, também denotada
por fa;; se se utiliza de quantificadores sobre variaveis proposicionais (observe-

se que nado sobre individuos), pode-se estabelecer que:
|-a1 se, € somente se, Vb D(a;,b).

Isto ¢, uma proposicdo a; ¢ demonstravel se ¢ derivavel de qualquer outra

sentenca.

O conceito de proposicao refutavel também ¢ introduzido. Uma
proposicao a; é refutdvel, em simbolos Za; ,se, e somente se, dela deriva-se

qualquer outra proposi¢ao . Em simbolos:
Za; se, e somente se, Vb D(b,a,).

Utilizando-se de dois postulados, que Popper chama de Base 1 e
Base 2(%), pode-se mostrar todas as inferéncias basicas do célculo proposicional e
da quantifica¢do de primeira ordem, constituindo tais bases um sistema completo

para tais calculos.

Os conceitos de demonstrabilidade e refutabilidade podem ser
generalizados (ou, como ele chama, relativizados); pode-se ler a expressao
a1,...,an|- b;,...b, como: “as sentencas bj,...,b, sdo derivdveis a partir das

2

premissas ay,...,a,” €, intuitivamente, pode-se pensar as premissas como uma
conjun¢do de n sentengas e as sentengas b;,...,b,, como estando numa disjungao

de m sentencas.

O objetivo desta generalizagéo ¢ dbvio, mostrar a dualidade entre |

e £ .Como diz o préprio Popper:

O conceito (...) pode ser chamado “demonstrabilidade relativa” (ou
“refutabilidade relativa”) e a;, ...,an|- b;, ....,b, pode ser lido: ‘as

Akademie van Watenschappen, Proceedings of the Section of Sciences, vol.50, 1947, p.1214-1224).
20s postulados Base 1 e Base 2 nao sdo relevantes para o que se segue. Nao os apresentamos aqui.
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senten¢as  by,...,b, sdo complementares em relacdo a
demonstrabilidade (ou auto-complementariedade) de todas as
sentencas a,, ...,a, . Pois € claro (...) que qualquer dos a; que esta na
frente de } pode ser omitido, se demonstravel (ou auto-
complementar), sem afetar a forca da expressao total. Isto mostra
que, para n=0, a demonstrabilidade relativa degenera em
complementariedade (ou demonstrabilidade) como definido (...).

Uma consideragdo similar mostra que todo b; que esta apds | pode
ser omitido, se for refutavel ou autocontraditorio. Se todos os b; sao

omitidos, obtemos, para m=0, uma expressao que ¢ equivalente a
D3.2(%). Isto &, obtemos:

ap,...,a, |— se, e somente se, £ ay,...,a,. [Pop48:181]

Popper observa que:

ai, ...,dy |‘ bl, ...,bm

se, € somente se,

Vc((by/c A ...A by/C) D ay, ..., ay/c),

isto ¢, by, ...,b, € derivavel de a,, ...,a, se, € somente se, qualquer proposicao

derivavel de by, ...,b, também o € de a,, ...,a,. Por isso, se by, ....b,, € refutavel,

entdo ay, ...,a, também ¢ refutdvel. Popper acrescenta:

€ Vi

¢

Assim, ay,...,a, |-b1,...,b,,, pode ser lido de modo alternativo: ‘as
sentengas aj,...,a, sao contraditorias, em relagdo a refutabilidade
(ou auto-contradicao) de todas as sentengas by,,...,b,,". [Pop48:181]

Ainda com relagdo a dualidade, Popper caracteriza os conectivos A

anb e se, e somente se, a,b |

a fbve se, e somente se, a }b,c

e introduz um novo “funtor” (conectivo), chamado de anticondicional e denotado
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por azb, em analogia a (e como dual de) aob:

a fboc se, e somente se, ablc

azb fc se, e somente se, afb,c.

Destas duas caracterizagoes ¢ possivel relacionar os conectivos A e

v aqueles da implicacao e do “anticondicional”:
a fboc se, e somente se, anb e se, e somente se, a,b |
azb fc se, e somente se, a fbvc se, e somente se, a}b,c.

Devemos registrar que a caracterizagdo do funtor ¢ coincide com a
definicdo do operador — numa algebra com elemento unitario T estudada por
McKinsey e Tarski [McT46]; tais algebras estdo relacionadas aos conjuntos
fechados de um espago topoldgico, sendo denominadas de dlgebras
brouwerianas e se revelam duais as algebras de Heyting. No Capitulo III
estudamos as algebras brouwerianas e as relacionamos a ldgicas

paraconsistentes.

A negacgdo ¢ objeto de estudo da Parte II do texto popperiano. Alj,
distinguem-se seis negagoes, com definigdes e caracterizagdes proprias a cada

uma delas. Vejamos tais negagdes.

e (Int) Se a é uma proposicio, a negacdo intuicionista de a é denotada por @' ¢

definida por:
alb' se, e somentese, ab};

e (Dual) " denota a negacdo dual de o', chamada de negacdo minima e é

definida por:

3D3.2 é Za,...,a, se, e somente se, Vb(b, a,...,a,).
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a” b se, e somente se, | a,b;
e (Cls) a" denota a negacdo cldssica de a, que é definida por:
a,b} etambém |a,b;

e (Min) & denota a negacdo minimal de a (tal como caracterizada na 16gica

minimal de Johannson); sua definigao é:
Seab|d entio aclb’;
e (Esq) d' denota a negacdo a esquerda de a e tem a seguinte definicdo:
Se ab'| ¢ entio ac'}b;
e (Neu) a" denota a negagdo neutra de a e é definida por:.

Se ablc entdo ac"|b".

E interessante notar a dualidade entre (Int) e (Dual) e o fato de que
ambas constituem a negac¢ao classica (Cls); a negacao intuicionista de a, tal como
caracterizada, ¢ aquela sentenca que, junto com a, leva a trivializagdo - Popper a
chama de “a mais fraca daquelas sentengas que ¢ forte o bastante para contradizer
a’; por (Dual), temos que a negacdo minima de a ¢ aquela sentenca que ¢
complementar de a - nas palavras de Popper, “¢ a mais forte das sentengas que
sdo fracas o bastante para ser complemento de a”; a negacdo classica de a ¢,
entdo, a sentenca que €, a0 mesmo tempo, contraditoria € complementar a a e,

também, pode ser caracterizada por:
(Cls) Se ab“}c* entio ac}|b,

isto €, (= b D = ¢) D (c D b) na notagdo usual, esquema que pode ser usado como

axioma de negagdo em qualquer axiomatica padrdo da logica cléssica.

Verificamos, ainda, que as demais negagdes podem ser melhor
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caracterizadas através dos seguintes axiomas usuais (que também saem das

defini¢des dadas acima):

(Min) (b>—=c) > (co—b);
(Esq) (-b>c)o(—cDb);
(Neu) (b>c) > (—c>—b).

Agora fixemos nossa atengdo em a' e a”. Na presenca dos

conectivos O e ¢, Popper mostra as seguintes equivaléncias (dado que fa>ae

azal):
a' se, e somente se, a> (a & a),

que ¢ a defini¢do candnica da negacio intuicionista, ' :=a > 1;
a" se, e somente se, (a D a) & a,

definicao que se encontra nos trabalhos de McKinsey e Tarski [McT46] para a
negagdo "brouweriana" a":= T — a. Popper mostra que os seguintes teoremas

sdo validos acerca da negacdo intuicionista a':

(a> ai) Sal

(@>a)>a"

e aoa"

(a>b)>(b>a)

ou em notacao contemporanea,

e (ap—a)>o—a
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e (nada)D——a
® 435 ——a
e (ao—b)o(bo>—a).

Este ultimo, como ele mesmo chama a ateng¢do, caracteriza a negagdo minimal de

Johannson.

Os seguintes teoremas, ndo validos na logica intuicionista, sdo

demonstraveis:
e ava"
e (a">a)oa
e A" >a
e a">b)o(b">a)

ou seja,

® AV —a

(—a>a)oa

® —m—a>oa

(—|a:>b):>(—|b:>a)
e aqui também este ultimo caracteriza (Esq).

Popper apresenta o seguinte quadro, que permite estabelecer as
relagdes entre as negagdes (as flechas indicam como se pode extrair uma negagao

a partir de uma outra):
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a

o

n

a

Vé-se, claramente, que a negacao classica ¢ a mais “forte” das

negagoes, pois permite que as demais sejam derivadas.

Com relagdo ao conectivo & e a negacao dual (Dual) " Popper,

ainda, apresenta a regra dual a regra de inferéncia modus ponens:
afazb,b

e da uma interpretagdo modal para este sistema. Popper propde que cada

proposicao q seja lida como “q ¢ possivel”; de "p € possivel" e de "ndo-p €

possivel" ndo se deriva a possibilidade de uma proposicao arbitraria g.

Popper ndo se deu conta da fecundidade do sistema e o tomou
como “extremamente pobre e sem utilidade”. No Capitulo III nds

desenvolveremos uma logica paraconsistente cuja negagio € a™.

A negacdo a” e o conectivo & constituem-se, assim, em ferra-
mentas chaves para a compreensdao da dualidade preconizada entre o
intuicionismo e a paraconsisténcia(’). Popper, em que pese sua aversdo a logica
dialética, deve ser incluido entre aqueles que vislumbraram a possibilidade da

logica paraconsistente, que ele pensava como “légica intuicionista dual”.

* Numa noutra dire¢do, juntando a logica intuicionista a negagdo a™ e o conectivo &, Cecylia Rauszer
veio a desenvolver uma extensdo desta l6gica - intitulada H-B 16gica. Ver comentario sobre tal trabalho
no capitulo seguinte .
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CAPITULO 11

Sobre o conceito de dualidade

Este capitulo trata da nocdo de dualidade e propde uma definicao

para o conceito de dualidade entre sistemas logicos.

Na Secdo 1, mostramos como o conceito de dualidade esteve
presente em varios textos e artigos, indicando, assim, um certo caminho a ser

explorado.

Na Sec¢do 2, apresentamos duas nocodes , presentes na literatura,
sobre o conceito de dualidade e o conceito de tradugdo entre 16gicas, tal como se
encontra em trabalhos recentes que trazem os primeiros resultados de uma teoria
geral de tradugdes entre ldgicas. De posse desses resultados, indicamos como
entendemos o conceito de dualidade entre logicas, que motivara as discussdes

dos capitulos subseqiientes.

2.1. Sobre o tema da dualidade entre intuicionismo e

paraconsisténcia

2.1.1. Os primordios: os calculos C, e os conceitos de paraconsisténcia

e paracompletude

O surgimento da légica paraconsistente mostrou que ¢ possivel

construir uma légica na qual proposi¢des contraditorias ndo impliquem qualquer



Sobre a dualidade entre Intuicionismo e Paraconsisténcia 17

conclusdo; em verdade, o desenvolvimento da logica paraconsistente mostra que
varias logicas podem assim ser construidas e que estas ndo sdo tdo fracas como
preconizava Popper. Nao nos interessa aqui fazer um historico deste
desenvolvimento - para tanto, indicamos os excelentes trabalhos [Arr80],
[PRN89], [DOt90] - mas verificar como o tema da dualidade de uma tal 16gica
com o intuicionismo foi esbocado, discutido e retomado neste desenvolvimento.
O termo “ldgicas paraconsistentes” €, inclusive, tardio; foi proposto pelo fildsofo
peruano Francisco Miré Quesada durante o III Simposio Latino Americano de
Logica Matematica, realizado na Universidade Estadual de Campinas (Unicamp),
Sao Paulo, em 1976. Qualquer historia da 16gica paraconsistente concorda que o
logico brasileiro Newton C.A. da Costa ¢ o pioneiro na construcdo de tais
sistemas; em seu trabalho “Sistemas Formais Inconsistentes”, apresentado em
1963, ele propde varios sistemas - em verdade, uma hierarquia deles - que podem
servir de base a sistemas dedutivos inconsistentes satisfazendo as seguintes

propriedades [Arr80]:
I. Nestes sistemas ndo € valido, em geral, o esquema — (A A = A);

II. De duas proposi¢gdes contraditorias, ndo se pode deduzir, em geral, qualquer

proposicao;

III.Nestes calculos, sdao validos o0 maximo de esquemas e de regras da logica
classica que ndo interfiram com as primeiras condigdes. (Chamaremos a este

terceiro critério de “critério de adequacdo’ nas discussodes posteriores).

Como esta hierarquia sera utilizada em todo este trabalho, embora

conhecida, nds a expomos aqui.

A linguagem dos célculos C, , 1 < n < ® contém letras
proposicionais € 0s conectivos classicos —, A, v, D ; A° abrevia a formula — (
A A—=A); A" ¢éaabreviagdo da formula A°*° | isto é, da férmula A seguida n

vezes pelo simbolo ° ; A™ ¢ a abreviacio da formula A° A A' A ... A A"



Giovanni da Silva de Queiroz 18

Os postulados dos célculos C,,, 1 <n < ®, sdo os seguintes:

1) Ao(BoA)

2) (ADB)2(A>B>2C)>(AD0)
3) ( AAB)D A

4) (AAB)oB

5) Ao(B> (A AB))

6) AD(AvB)

7) Bo (A v B)

8) (A>C)>(B>C)>((AvB)>C))
99 AL A>B/B

10)Av—-A

I11)=—A>DA

12)B” 5 (A>B)>(A>—-B)>—A))
13) A AB® 5(ASB)” A(AAB)™® A (AVB)®.

Os postulados de C,, sao 1-11.
Como usualmente,
Ao B=(ADB)A(BDA).

Os postulados 1-9, que constituem a base da logica positiva de
Hilbert-Bernays, nds os chamaremos PL. A ldgica classica, que se obtém
adicionando aos axiomas dos calculos C, , 1 < n < ®, o esquema — (A A— A),
denotada por Cy, por N.C.A. da Costa, noés denotaremos por CL. A ldgica

intuicionista, tal qual formalizada por Heyting, sera denotada por IL.

Os principais resultados acerca dos sistemas C, podem ser

encontrados em [Alv76].

A semantica e a algebrizagdo dos célculos C, permaneceram como
problemas em aberto até 1976; uma semantica bivalente foi estabelecida em 1977

[dCA77] e, somente apOs varios trabalhos relativos ao desenvolvimento destes
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calculos, percebemos o interesse sobre o estudo de uma possivel dualidade entre

paraconsisténcia e intuicionismo.

Em trabalho publicado em 1984, com o titulo de “Paraconsistency,

paracompleteness and valuations”, A.Loparic e N.C.A. da Costa definem:

Uma logica ¢ paraconsistente se pode ser a ldgica subjacente de
teorias [ndo-triviais(’)] que contenham teoremas contraditérios que
sdo ambos verdadeiros. Tais teorias ndés chamamos
paraconsistentes. [LdC84:120]

Note-se, de passagem, que a definigdo acima ¢ semantica, apela ao
valor de verdade dos teoremas. Similarmente, define-se entdo o termo

paracompletude:

Um sistema légico ¢ paracompleto se pode funcionar como légica
subjacente de teorias nas quais existem formulas fechadas tais que
essas formulas e suas negacdes sejam simultaneamente falsas. Nos
chamamos tais teorias paracompletas. [LdC84:121]

Em seguida, como conseqiiéncia, afirmam que teorias paracon-
sistentes ndo satisfazem o principio da ndo-contradi¢do, qual seja: de duas
proposicdes contraditorias, uma das quais ¢ a negacdo da outra, uma delas deve
ser falsa; por seu turno, teorias paracompletas ndo satisfazem o principio do
terceiro excluido, formulado como segue: de duas proposi¢cdes contraditorias,

uma delas deve ser verdadeira.

O conceito de paracompletude, proposto em [LdC84], ndo nos
parece adequado. Mesmo para a logica classica, pode-se exibir um modelo tal

que, uma formula e sua negacdo sdao simultaneamente falsas.

Mas, a bem da verdade, o conceito vem sendo aplicado aquelas
logicas que ndo satisfazem o principio do terceiro excluido e assim tem sido
tomado pela tradicdo (ver, por exemplo, o prefacio de N.C.A. da Costa a
[Gra90]). Uma grande classe de légicas ¢ paracompleta, entre elas a logica

intuicionista. Neste sentido, adotaremos o termo paracompletude para indicar as

5 5 , . .
Observagao por nos acrescida ao texto original.



Giovanni da Silva de Queiroz 20

logicas que ndo satisfazem o terceiro excluido.

Noutro trabalho publicado em 1986, “Paraconsistency,
paracompleteness and induction”, A. Loparic e N. C. A. da Costa [LdC86] em

continuidade ao trabalho anterior, apresentam trés ldgicas proposicionais Bg, B; €

Bo.

Os postulados e regras de 3y sdo os seguintes:

1) Ao(BoA)

2) (ASB)>((A>(B>C)>(ADC))

3) A, (A>B)/B

4 (ADB)DA)DA

5) (AAB)D A

6) (AAB)DB

7) Ao (B> (A AB))

8) Ao (AvB)

9) Bo(AvB)

10) (A2 O (B>C)>(AvB)o0))

I1)(wA>B) o ((—wA>—-B)> A).
No Postulado 11, ha a restricdo seguinte: A ¢ B devem ser mo-

leculares.

Sem a restricdio do Postulado 11, By ¢ um sistema da ldgica

classica.
A semantica para tal sistema ¢ definida como segue:

Considere-se a fung¢do v: FOR —— {0, 1}, com FOR o conjunto

das formulas de [, tal que:

I.v(A>B)=1 se,esomentese, v(A)=0 ou v(B)=1
2v(AAB)=1 se,esomentese, v(A)=v(B)=1
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3v(AvB)=1 se,esomentese, v(A)=1 ou v(B)=1

4v(—=A)=1 se, esomente se, v(A)=0, quando A ¢ molecular.

Mediante esta semantica, ¢ provada a correcao e completude deste

calculo.

Mas, note bem: existem valoragdes v de B, tais que W(A)=v (= A)
=1 e valoragdes v’ tais que v'(A)=v’(— A) =0, com A proposicao atomica;
na terminologia indicada em [LdC84], B, pertence a classe dos calculos

paraconsistentes e também paracompletos.

A logica proposicional 3; tem os mesmos postulados que 3y, com a
diferenca que, no esquema de Axioma 11, A ndo pode ser atdbmico, enquanto B o

pode. Neste novo sistema, os esquemas

A>D(—-A> B)
sdo esquemas validos, porém sé o eram em [, se B fosse molecular [LdC86:75].
A semantica para o calculo 3; tem a seguinte modificacao:
4°.v(A)=1 se, e somente se, v(— A)=0, para toda formula A.

Como conseqiiéncia tem-se que, para uma variavel proposicional
qualquer p, p v — p ndo ¢ valido em 3; e mais: em 3; existem valoragdes v para
as quais v (p) = v (— p) = 0, mas em [3; nenhuma valoragdo v’ satisfaz v'(p) =

v’ (= p)=1; logo, B; ¢ uma logica paracompleta mas nao paraconsistente.

O terceiro sistema, 3, , tem os mesmos postulados que 3;, com uma
unica diferenga na restricado ao Postulado 11: B ndo pode ser atobmico mas A o

pode; com isso, 0s esquemas
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Av—-A

“(AA—=A)D>(A>(-A>D B)

sao demonstraveis em [3, - s0 o eram em 3; se A fosse uma formula molecular.
A modificacdo semantica ¢ dada por:

4. v(A)=0 implica v(=A)=1.

Como conseqliéncia, tem-se que em [, o principio de nao-
contradigdo —(p A — p) ndo ¢ valido e, assim, B, € paraconsistente € ndo

paracompleto.
Quatro notas sao importantes de serem evidenciadas:
a) P, ¢éequivalente ao sistema P' de [Set73];

b) B, contém o célculo C; de [dCo93];

c) Po,Pie P, sdo calculos polivalentes finitos; By € um calculo quadrivalente e

B e B, sdo trivalentes;

d) E.H.Alves mostrou recentemente [Alv96] que o sistema B, é equivalente ao

sistema I' de [SeC95].

2.1.2. O “rétulo” explicito da dualidade entre a lgica paraconsistente

e a logica intuicionista: R.Sylvan

Em um livro imenso, que cobre desde a histéria da logica
paraconsistente, passando por sistemas até aplicacdes e significado filoséfico -

“Paraconsistent logic: essays on the inconsistent” [PRN89], editado por G.Priest,
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R.Routley e J.Norman e com a colaboracdo de diversos logicos, encontramos
uma mencao explicita da dualidade entre paraconsisténcia e intuicionismo, ainda
que numa nota ao texto “Systems of paraconsistent logic” de G.Priest e

R.Routley, quando se apresenta o célculo C, de da Costa:

Assim, vemos que C, ¢, essencialmente, a logica positiva
intuicionista mais o operador ‘de negagdo’ - realmente um operador
de formar subcontrarias - —. Como ¢ bem conhecido, nem 7
[Av —A] nem 8 [-— A D A] sdo intuicionisticamente validos,
embora seus ‘opostos” —(AA—A) e AD——A osejam.

Isso mostra uma simetria determinada entre a negagao de C, e a da
logica intuicionista [nota a seguir] que se adapta bem com a
discussdo de C, (...). Pois a negac¢do intuicionista, plausivelmente,
se parece com um operador de formar contrarias (no lugar de um
operador de formar contradi¢des): A A — A ¢ logicamente falso e
A v — A ndo ¢ logicamente verdadeiro e a conexao entre a logica
modal e a légica intuicionista sugere que a negagao intuicionista de
A deve ser entendida algo como ‘—[]A ¢ provavel’ ou ‘A nunca
sera verdadeira’; ambas sdo as contrarias de A (pelo menos como
normalmente se entende). O ‘oposto’ de um operador de formar
contrarias ¢ um operador de formar subcontrarias. E isto ¢ o que
afirmamos ser a negagdo de C,,. [PRN89:176]

A nota no texto acima diz, in verbis:

Giving some warrant to the label ‘anti-intuitionistic’ sometimes
applied to logics like the C systems [PRN89:183, n.54],

embora nao diga onde tais “rotulos” podem ser encontrados.

A analise dos célculos da hierarquia C, prossegue, argumentando
os autores que a exigéncia de da Costa de que os célculos devam conter a maior
parte dos esquemas e regras da logica classica, que nao interfiram com os
requisitos que fazem sua ldégica paraconsistente (critério de adequacdo),
compromete-o com um operador de implicagdo muito forte, o que € um erro, ndo
somente porque operadores fortes de implicagdo sdo irrelevantes, mas porque o

levam a um tratamento inadequado da negagdo; isto implica em os calculos C,
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rejeitarem a lei da contraposi¢do minimal [(A > B) o> (= B o —= A)]. Concluem
eles que nem a implicacdo material, nem a implicagdo intuicionista, nem a
implicagdo discursiva (advinda dos estudos dos sistemas de JaSkowski), nem a
implicagdo estrita sdo adequadas para a paraconsisténcia, advogando em causa da

implicagdo relevante.

O trabalho de R.Sylvan, “Variations on da Costa C systems and
dual-intuitionistic logics: 1. Analyses of C, and CC,” [Syl90] ¢ o primeiro que,
explicitamente, fala dos calculos C, como anti-intuicionistas, especialmente
tomando C,, e CC,, como intuicionistas duais. Seu texto inicia - apos um elogio a
N.C.A. da Costa como fundador, promotor e “chief early innovator” da ldgica
paraconsistente, afirmando que o sistema C, tem sérios obstaculos, filosoficos e
técnicos, ¢ sua contribuigdo sera indicar maneiras de resolver tais deficiéncias.
Entre as falhas, aponta: os calculos C, ndo satisfazem as condi¢des propostas por
da Costa - o critério de adequagdo; ndao contém um conectivo primitivo proprio
da negacdo; ndo tém uma formulagdo algébrica e semantica elegantes,
principalmente porque falham em garantir intersubstituibilidade dos
equivalentes, conforme mostrado por C.Mortensen [Mor80]. Afirma ainda que,
em alguns casos, tais falhas podem ser contornadas, especialmente para o caso de

C, e que

...there are powerful reasons for weakening the positive bases -
Hilbert’s positive logic (positive intuitionism) - on which the dual-
intuitionistic C system are based. [Syl90:48, grifo nosso]

Aqui estd a primeira menc¢do explicita de que os célculos C, sdo

duais do intuicionismo.
Mais adiante, ap6s falar da construgdo de C,, diz explicitamente:

C, ¢, em determinado aspecto, o dual da logica sentencial in-
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tuicionista / (de Heyting). Ambos estendem a logica positiva H
(isto ¢, C,\{A v = A, —— A D A}), mas enquanto o intuicionismo
rejeita o terceiro excluido e afirma a ndo-contradigao — (A A — A),
o sistema C, e os sistemas C, de da Costa geralmente afirmam o
terceiro excluido e rejeitam a nao-contradi¢do (este Ultimo como
requisito de adequagdo), e enquanto o intuicionismo afirma
A>——A e rejeita DDN [-——A D A], o sistema C, faz o
contrario. [Syl190:49]

Em nota, acrescenta que hé profundas razdes para a adocdo de
DDN, dada a lei da negacdo da negacdo da dialética; acrescenta ainda que a
dualidade e possibilidade de logicas intuicionistas duais conectadas a dialética
foram inicialmente apontadas por Popper, que “entretanto ndo desenvolveu
nenhuma logica desse tipo e erroneamente concluiu que apenas logicas ex-

traordinariamente fracas deste tipo eram possiveis” [Syl90:49,n.3].

J& mostramos a importancia de Popper com respeito a logica
paraconsistente e, embora tenhamos que concordar com R.Sylvan quanto a
referéncia a Popper, mostraremos que ¢ possivel uma logica absolutamente dual
ao intuicionismo que justifica as intui¢cdes de Popper, ainda que esta ndo seja

extraordinariamente fraca e tenha contraparte semantica e algébrica “elegantes”.

A dualidade, prossegue R.Sylvan, aparece ainda na semantica: o
intuicionismo focaliza situagdes incompletas mas ndo inconsistentes, € o0s
sistemas C, situacdes inconsistentes mas ndo incompletas, e se pergunta se nao
seria adequada uma teoria ldgica que se adequasse as situacdes inconsistentes e
incompletas. J4 falamos que o sistema [, de A.Loparic e N.C.A. da Costa, ja

referido, satisfaz ambas as exigéncias.

A construgdo de C;, o primeiro calculo paraconsistente na
hierarquia C,, 1 < n < ®, obedece a uma regra, segundo R.Sylvan: a de que
existem formulas que devam ter tratamento paraconsistente e as que tém
comportamento classico, ou seja, obedecem a lei de nao-contradicdo; assim, a

partir de C,, pode-se obter C|, pelo simples acréscimo de:
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B> ((A>B)> ((A>—B)>—=A))

A’AB° > (A>B)YA(AAB) A (AVB)’

Mas C; exibe algumas “anomalias”, como por exemplo derivar a lei
de Peirce ((A o B) o A) o A, intuicionisticamente invalida (e “injustificavel”,
segundo o autor) - o que nos leva a perguntar, en passant: mas ndo era esse 0O
objetivo do critério de adequacao de N.C.A. da Costa? Porque clama contra tal

“anomalia” R.Sylvan apds dizer que tal objetivo ndo era alcangado?

O trabalho de R.Sylvan centra-se entdo em apontar diregdes para o
melhoramento de C, e para a interpretacao dos sistemas intuicionistas duais. O

principal acréscimo a C, € um principio de intersubstituibilidade de equivalentes

(SE):
(SE) Ao B,B>A/D(A) o D(B),

no qual D(A) ¢ alguma formula contendo A e D(B) vem de D(A) por substitui¢ao

de uma (zero ou mais) ocorréncia de A por B.

Antes de continuarmos a exposicdo do texto de R.Sylvan, uma

pequena digressao.

Seja D(A//B) o resultado de se trocar algumas ou todas (ou
nenhuma) ocorréncias de A em D por B. Nos dizemos que uma légica L ¢

extensional se ¢ fechada sob a regra de extensionalidade, isto &,
(RE) A <> B/D <> D(A//B).

Se L ¢ uma logica positiva, isto €, seus conectivos estdo entre {A, v,

D}, entdo L tem RE.

R.Sylvan acrescenta entdo a C,
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e chama os sistemas resultantes de CC, , isto €,
CC,=C,+R(C,para 1 <n<o.

Como resultado demonstram-se os teoremas seguintes:

Teorema 2.1

Embora CC,# CL, CC,=CL, paral <n<o.

Teorema 2.2

— (A A—A) é demonstravel em CC,,

Isso bloqueia “rotas” de variagao dos calculos C, : a simples adi¢ao
do teorema correspondente a regra faz qualquer dos calculos CC,, (1 < n < ®),

inclusive CC,,, colapsar em CL, pois permite que se derive
ADB,AD—|B |'CC(D_‘A9

que ¢ a forma da reducdo ao absurdo, tendo-se assim o sistema de Kleene para a

logica classica [Kle52].

R.Sylvan reconhece que ha trés caminhos para prosseguir:
abandonar a lei do terceiro excluido, abandonar a exigéncia de adequagdo, ou

abandonar RC e

therewith the duality of inconsistency and incompleteness.

[Sy190:53]

No seu modo de ver, a exigéncia de adequagdo pode ser removida,
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dado que a investigagdo da inconsisténcia nao requer que se remova a nao-
contradicdo e assim inicia-se a investigacdo semantica dos calculos CC, (diga-se,

de passagem, de CC,).

A dualidade da paraconsisténcia com o intuicionismo sugere a
analise semantica. Enquanto a negag¢do intuicionista pode ser olhada em termos
da impossibilidade modal — ¢, a negacdo paraconsistente pode ser olhada como
ndo necessidade, isto ¢, — [J ou, equivalentemente, ¢ —. Tal analogia sugere que

se defina a valora¢do da negagao paraconsistente como:
I(— A, a) =1 se, e somente se, para algum b € K, Sabe v (A, b) =0,

com S uma relacdo binaria num conjunto de mundos K satisfazendo

determinadas condigoes.

Um CC,-modelo M ¢é uma estrutura (T, K, <, S), naqual T € K ¢
< e S sdo relagdes bindrias sobre K, tais que < ¢ uma relacdo de ordem reflexiva e

transitiva (opcionalmente antissimétrica) e S satisfaz a condi¢ao seguinte:
(s1) Se a < c e Sab, entdo Sch.

Uma valorag¢do v em M é uma fungao das variaveis proposicionais

e mundos no conjunto {0, 1} tal que:

(vi) Se a < b e v(p;, @) = 1, entdo v(p;, b) = 1, para todo a, b € K e toda variavel

proposicional p; (i € J).

Uma interpretagdo € definida por:

I(pi, @) = v(p;, a);

I(A A B, a)=1 se, e somente se, [(A, a) =1(B,a)=1;

I(A v B, a)=1 se, e somente se, [(A,a)=10oul(B, a)=1;

I(A o B, a) =1 se, e somente se, Vb € K tal que a < b, I(A, b) = 1 implica
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que I(B, b) = 1;

e I(— A, a)=1se, esomente se, 3b € K tal que Sab e I(A, b) =0.

Tal semantica propicia os seguintes resultados:

Lema 2.3 (da Hereditariedade)
Para todo a, b € K e toda formula A, se a < b e I(A4, a)=1 entdo I(A, b)=1.

Teorema 2.4 (da Correcao)

Se A é teorema de CC,, ,entdo A é CC,-valida.

E mediante modelos candnicos, com definigdes e lemas apropriados

adaptados das provas padroes, pode-se mostrar:

Teorema 2.5 (da Completude)
Se A e CC, -valida, entdo A é teorema de CC,,

113

Tal semantica geral propicia, nas palavras de Sylvan, “an

unexpectedly elegant semantics” para CC,,.

Novas semanticas sdo apresentadas para C,, baseadas na semantica

acima, e uma delas particularmente merece ser explanada.

Um C,-modelo desenvolvido ¢ uma estrutura (T, K, N, <, S), com T

e N ¢ K, <uma relagao reflexiva e transitiva sobre K (uma pré-ordem) tal que:
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a)SebeNea<bh entdio a e N

b)Se b € K\N ea <b, entio a € K\N
e S uma relacao reflexiva e antissimétrica satisfazendo a
si) Se a < ¢ e Sab, entdo Sch.

Assim, esta estrutura estende a estrutura CC,, por acessibilidade de
mundos adicionais, pela relacdo S. Valoragdes e interpretacdes sao as mesmas
que para CC,, exceto para as regras A € v, quando a ¢ N, isto ¢, a € K\N ; neste

caso, elas devem ser dualizadas:

I(A A B, a)=1se, e somente se, [(A,a)=1oul(B,a)=1

I(A v B, a) =1 se, e somente se, (A, a) =1(B, a) = 1.

Com isso, se demonstra:

Teorema 2.6

C, é correto e completo relativamente a tal semdntica.

Finalizando o artigo, R.Sylvan se pergunta se ¢ possivel - tal como
ocorre em C), que permite a distincdo entre formulas que se comportam
classicamente, isto ¢, obedecem ao principio de ndo-contradi¢cdo, e aquelas que
ndo obedecem a este principio - fazer tal distingdo em CC, sem colapsar na

logica cléssica. E pergunta, ainda, qual a forma adequada de SE para o sistema
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Cy, com n # ®? A primeira questdo foi investigada por 1.Urbas, com resultados

negativos; para a segunda, basta observar que a seguinte regra falha:
(EC)A>B,BoA/-B>—A.

Chamemos aos sistemas resultantes de C, com a regra (EC) de
sistemas EC,, para 1 < n < . Para tais sistemas, segundo Sylvan, existe o

seguinte resultado:

Lema 2.7 (de Slanley)
Nao existem modelos finitos para EC; que validam os teoremas, sejam fechados

sob regras de inferéncia e que sejam diferentes dos modelos da ldgica cldssica.

Os resultados alcancados por R.Sylvan, variando o sistema C,,

parecem-nos os Unicos possiveis nesta dire¢do. Os resultados sobre CC, serao

retomados no Capitulo V1.

2.1.3. A construcio “dual” de C;

Num trabalho de 1991, “The construction of the calculi C, of da
Costa”, E.-H.Alves e G.Queiroz [AlQ91] mostraram como se pode exibir uma
construgdo de C; que ¢ “dual” a constru¢ao da logica intuicionista, rebatendo
assim criticas, como as de R.Sylvan, acerca das falhas técnicas e filosoficas e da
construgdo artificial de C;. Partindo das condi¢des de Tarski para sistemas
dedutivos em geral [Tar30] e enfraquecendo a condicdo imposta a negagao
classica, os autores mostram como se pode construir os calculos MCL - logica da
contraposicdo minimal, MJL - ldgica minimal de Johansson, IL - logica

intuicionista e CL - logica classica, a partir da 16gica positiva de Hilbert-Bernays
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- PL, apresentando o seguinte quadro:

PL
(AoB)o(—=B>—-A)
MCL
MIJL
A>(—-A>B)
IL
CL

Seja Con(I') o conjunto das conseqiiéncias de I'. Por modificagdes

apropriadas de uma condi¢do geral da negagao paraconsistente:
(P—) Con({T", = A}) = FOR se, ¢ somente se, A A A’ € Con(I),

pode-se construir os calculos:

(MCL)’ - 16gica da contraposi¢do minimal paraconsistente,
(RAL1)" - légica da redugdo ao absurdo minimal paraconsistente,
(RAL2)" - 16gica da redugdo ao absurdo minimal paraconsistente com expansdo

do “bom comportamento”.

Apos este ponto, hd que ser tomada uma decisdo: ou se escolhe
como principio basico o da ndo-contradigdo, isto ¢, se “aposta” na consisténcia e
entdo se constroem os calculos intuicionistas (Johdnsson e Heyting); ou se
escolhe como principio bésico o terceiro excluido, “apostando-se” na completude

e, assim, tem-se os calculos paraconsistentes minimal e C;. Isso nos da o seguinte
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quadro:
oPL
B> (A>B)>(=B>—A))
(MCL)°
(RAL1)°
A’AB S (A§B) §e{n, v, >}
(RAL2)"
~(Ar—A) \AvﬁA
MIJL MPL
A>(—=ADB) A’>(A>(—A>B))
IL C
Av—-A %/\ﬁA)

CL

Virias propriedades dos célculos sao apresentadas:
beari® B’>((AD>B) > ((A>—-B)>—A))
hwee A° S (A D (A > —B))
Fve A’ (A D (= ADB))
|—/MpLA/\—|A/\AODB
|—/MpL —ADA

Além dos subcalculos de C; apresentados nesse trabalho, o que ¢

interessante ¢ a afirmacdo da dualidade na construgdo de C, e da logica
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intuicionista.

2.1.4. A “dualidade” entre I' e P!

Esta dualidade foi explorada em artigo recente de A.M.Sette e
W.A.Carnielli [SeC95]. Este trabalho parte de P! [Set73], um dos sistemas mais
simples de logica paraconsistente, no sentido de que, se lhe acrescentarmos
qualquer tautologia classica (que ndo é teorema de P'), se obtém CL. Tal
maximalidade de P' fa-lo o mais préximo da logica classica (ndo se afirma que
seja 0 Unico); outra caracteristica é que P' tolera inconsisténcias apenas no nivel
atdbmico; se A e — A sdo teoremas de qualquer teoria que tenha P' como logica

subjacente entdo tais formulas devem ser atémicas.

Segundo os autores, a idéia basica na formacio de P' foi adicionar
um novo valor de verdade T* aos valores booleanos classicos T, F, como se se
introduzisse uma perturbacdo na verdade classica: T e T* diferem apenas com
respeito a negacdo e coincidem nos demais casos; parece, entdo, natural se pensar

. . ~ M /4 . . r e 1
em introduzir uma perturbacao “dual” na falsidade classica e assim se constroi .

Os autores definem, entdo, um calculo como fracamente

intuicionista se existe uma féormula do tipo A v — A que nao ¢ valida.

E mostrado que I' ¢ fracamente intuicionista e goza, além disso, da
seguinte propriedade: a lei do terceiro excluido ¢ falsa, apenas, para formulas

atdmicas e, também, I' é maximal com respeito a CL.

Um célculo, por outro lado, € fracamente paraconsistente se existe
uma férmula do tipo — (A A = A) que € ndo valida e, assim, pode-se ver as
logicas fracamente paraconsistentes e fracamente intuicionistas como duais. A

dualidade entre I' e P! revela-se, também, pela maximalidade em relacio a CL.
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I' pode ser caracterizado pela seguinte matriz:

M={{T, F* F}, {T}, -, D), com

S| T F* F —|T F* F

T T F F F F T

F* | T T T

F T T T

e, relativamente a esta semantica, ¢ mostrado que € correto e completo.

E apresentada uma algebrizagdo de I', baseada numa algebrizacio

de P! publicada anteriormente [LMS90], ¢ sugerida uma hierarquia de calculos P"

e I". Os autores entdo afirmam:

As deducgdes paraconsistentes e intuicionistas, de fato, comportam-
se como opostos paradigmaticos, mas de maneira dual, talvez o
modo mais intuitivo de vé-las sendo o fato de que as deducgdes
paraconsistentes sejam extremamente liberais e as deducdes
intuicionistas extremamente conservadoras. [SeC95:201]

E ao final concluem:

A dualidade (neste caso entre os conceitos intuitivamente opostos
de deducdo paraconsistente e deducdo intuicionista) parece
desempenhar um papel forte; parece promissor definir precisamente
tal conceito em generalidade e explorar suas conseqiliéncias.
[SeC95:202]

2.1.5. As légicas intuicionistas duais de I.Urbas e a extensido de

C.Rauszer

Ainda nesta direcdo encontra-se o trabalho de I.Urbas [Urb96]



Giovanni da Silva de Queiroz 36

intitulado “Dual-intuitionistic logics”, no qual ¢ apresentado um calculo de
seqiientes - LDJ - que ¢ dual ao cdlculo de seqiientes LJ (o calculo apresentado
por Gentzen para a logica intuicionista [Gen69]), no seguinte sentido: enquanto
em LJ a féormula que aparece no conseqiiente ¢ singular, a férmula que aparece
em LDJ ¢ singular no antecedente e, enquanto LJ refuta as mesmas férmulas que
a logica classica LK, LDJ tem os mesmos teoremas que a logica cldssica mas nao
refuta as mesmas formulas, em particular, ndo rejeita todas as contradigdes e &,
portanto, paraconsistente. Varias extensdes e fragmentos, tanto de LJ quanto de

LDJ, sao apresentados, sendo estabelecidas suas relacdes. Vejamos como.

O seguinte fato ¢ demonstravel acerca de LJ (ver [Kle52:444]):

Teorema 2.8

Se o seqiiente I' = By, ...,B,, é demonstravel em LJ, entdom = 0oum = 1.

J.Czermark, em [Cze77], apresenta um calculo de seqlientes, por
ele intitulado “dual-intuitionistic calculus DJ”, para o qual se pode demonstrar o

seguinte:

Teorema 2.9

Se o seqiiente By, ..., B,, = I é derivavel em DJ, entdom = 0 oum = 1.

Também prova, acerca de DJ:

Teorema 2.10
Toda formula classicamente valida sem quantificador existencial ou implicagdo

é derivavel em DJ.
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O teorema acima vale se tomarmos uma axiomatica para a logica
classica de primeira ordem com o conectivo de implicagdo A > B pensado como
—A v B. O que [.Urbas faz, em seu artigo, ¢ generalizar este resultado, pois LDJ
tem regras apropriadas para “>” e “3J”; para tanto, utilizando uma terminologia

que se encontra em [Cur76], o autor divide as regras para a implicagdo em:

Regra Ketoniana

A=AB
= A ADB

Regras ndo-Ketonianas

A=A
=A ADB

'=>AB
I'=>AADB

('=Y ouTl = {B}, para algum B).

Noutras palavras, uma regra “ketoniana” apresenta, de forma
explicita, os constituintes do conectivo introduzido, enquanto numa regra nao-
ketoniana isso nao ocorre. O autor comenta que as regras da logica cléssica
podem ser formuladas usando ambas as formas, indiferentemente, para as regras
de A-introducao no antecedente de um seqiiente, ou para a introducdo dos
conectivos D e Vv, no conseqiiente de um seqiliente. Mas esta diferenga torna-se
crucial quando se exige que a singularidade seja considerada. Por exemplo, a

regra ketoniana para a v-introducdo no conseqiiente ¢

I'=>A.A.B
I'=AAvB |
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mas nao foi esta a forma utilizada por Gentzen [Gen69], e sim a forma ndo-

ketoniana

I'=AA
I'=AAvB |

que ¢ a que possibilita a restri¢cao da singularidade no conseqiiente, como exigido

para LJ.

Quando se trata da D-introdugdo, o poder dedutivo dos sistemas
varia de acordo com as regras empregadas; em LJ - formulado com as regras
ketonianas - as regras ndo-ketonianas podem ser derivadas, mas ndo ocorre o
contrario, isto €, ndo se deriva a regra ketoniana se LJ for formulado com as
regras nao-ketonianas; de modo dual, a regra ketoniana pode ser derivada em
LDJ, mas as regras nao-ketonianas nao podem ser derivadas, se LDJ for
formulado com a regra ketoniana. LDJ ¢ apresentado, entdo, com as regras nado-
ketonianas para a D-introducdo no conseqiiente. O resultado de I.Urbas ¢ a
formulacao dual do teorema de Glivenko ([Gli29] - = —A ¢ derivavel em LJ se,

e somente se, = — A ¢ derivavel em LK):

Teorema 2.11

LDJ tem os mesmos teoremas sentenciais que LK.

Para formulas envolvendo quantificadores, I[.Urbas apresenta

113 2

extensoes de LDJ e LJ, acrescentando o conectivo , obtém os sistemas

LDJ[—] e LJ[—] e, através de uma funcao * (de [Cze77]), mostra:

Teorema 2.12
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A fungdo * é um isomorfismo tal que, S é um seqiiente derivavel em LDJ[—] se,

e somente se, S* ¢ derivavel em LJ[—]. Alem disso, * é uma involugdo, isto é,

§¥*=§.

A fungdo * permite relacionar varios calculos. Usando o simbolo
“>/” para indicar fragmentos que ndo envolvam o conectivo “D” tem-se o
seguinte quadro, no qual linhas cheias indicam extensdes proprias, linhas
quebradas defini¢des extensionais (A D B ¢ definido como —-A v Be A—B ¢
definido como A A —B), linhas horizontais de * indicam os sistemas duais, de

acordo com a fungao * :

LDJ[—] e e e e e e e ok LJ[—]

LDJ , D/] Kk hx LJ[_] LDJ[_] kb dhk LJ[—,D/]
Lth:/]******** LJ[&]
Segue-se que a logica dual de LJ, de acordo com a fungdo *, ¢
LDJ[—, o/], isto ¢, LDJ mais o conectivo “—" ¢ sem o conectivo “>”.

A seguir o autor mostra um teorema de eliminagdo do corte para
LJ[—], do qual se seguem um teorema de eliminag¢do do corte e a decidibilidade
para LDJ[—], e esquemas derivaveis e ndo derivaveis em LDJ (e em LDJ[—]).
Entre as formulas nao derivaveis, encontra-se a formula —3x(Fx A —Fx), valida
em LK, e assim, o teorema dual de Glivenko pode ser estendido para formulas
que envolvam o quantificador universal, mas ndo para aquelas que envolvam o

quantificador existencial.
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Ap6s andlise do conectivo “>” em LDJ, [.Urbas argumenta que,
embora o conjunto dos teoremas deste sistema seja fechado sob modus ponens,

teorias baseadas neste, em geral, ndo o sao.

3 b4

Buscando interpretar o conectivo , adicionado a LDJ, o autor

sugere que a formula “A — B” seja lida como “A exclui B”, que entende mais
natural pois, enquanto A implica B quando o conteudo logico de A pode ser
incluido no de B, dualmente, A exclui B quando o conteudo de A ndo pode ser

incluido no de B.
Embora o autor afirme:

there can be no standard axiomatics for our dual-intuicionistic
systems, in (strong) sense that A | B is a derivable rule in the

axiomatics if and only if A = B is derivable in the sequent system
[Urb96:450],

¢ possivel, entretanto, uma formulagdo axiomatica de LJ[—].

Nao ¢ mencionado pelo autor, mas C.Rauszer, estudando algebras
brouwerianas, desenvolveu uma extensdo da ldgica intuicionista a elas
relacionadas, para a qual apresenta uma axiomatica, que vem a ser uma

axiomatica para LI[—].

Estamos falando dos trabalhos [Rau74] e [Rau80]. C.Rauszer
chama de digebra semi-booleana a estrutura I =<A,U, N, —>,—, 4, (> na

qual:

1. <A, U, N, =, 7> ¢ uma algebra pseudo-booleana (uma algebra de Heyting)

2. <A, U, N,—, > ¢€uma algebra brouweriana.



Sobre a dualidade entre Intuicionismo e Paraconsisténcia 41

A partir do estudo de tais algebras, a autora apresenta uma
semantica para um calculo proposicional e de predicados, que chama de H-B

ldgica, cujos axiomas sdo (no caso proposicional):

D(ASB) (B2 (AD0)

2) Ao(AvB)

3) Bo(AvB)

4) (A>C)>(B>C)>(AvB)>0)
5) (AAB)D A

6) (AAB)>B

7) (CoA)D(CoB)o(Co(AAB))
8) (AAB)>C)>(A>(B>0)

9) A>B>C)>(AAB)2 ()
10)(ASB)>(BD1A)
11)A>(Bv(A—B))
12)(A—B)> (A B)

13) (A—B)—C)>(A—BVv(O)
14)7(A—B)>(A>B)
15)(A>(B—B)>A
16)7A> (A (B—B))

17) (B>B)—A)> A

18) fAS(BSB)—A)

com as regras modus ponens

() A/q A

A algebra quociente das formulas da linguagem de H-B pela

relagdo de congruéncia usual (A =~ B se, e somente se, A > B e B D A sdo
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teoremas de H-B), < Fla(H-B)/=, U, N, =,—, 9, >, ¢ uma algebra semi-
booleana e um teorema de completude ¢ demonstrado. O célculo de predicados
H-B resulta da adi¢do, aos axiomas proposicionais, dos axiomas usuais do
calculo de predicados intuicionista e das regras deste célculo. C.Rauszer
desenvolve uma semantica de Kripke para o célculo de predicados H-B,
demonstra alguns resultados de teoria dos modelos e mostra que os modelos de
Kripke apresentados (sem as condi¢des que caracterizam as operagdes— € )
sao do mesmo tipo que os modelos para uma determinada l6gica intermedidria - a

logica DI (atualmente conhecida como CD-légica, ver [TvD86]).

A logica DI € obtida adicionando-se aos axiomas da logica

intuicionista o esquema
Vx(A(x) v B) o (Vx A(x) v B),

no qual x ndo ocorre livre em B que, como ¢ sabido, ndo vale no célculo de
predicados intuicionista. Sua adi¢do exige que se trabalhe com modelos de

Kripke com dominios constantes.

Apenas para registro, em [MaR95], esta desenvolvida a teoria dos

modelos, em teoria das categorias, para o calculo de predicados H-B.

2.2. Tradugdes entre logicas e o conceito de dualidade

De tudo o que foi exposto, vé-se que ¢ abundante, na literatura , o
tema da dualidade com a ldégica intuicionista, em alguns casos sendo
explicitamente mencionada a logica paraconsistente, embora nenhum estudo
sistematico tenha sido realizado. Partindo dos trabalhos que A.Tarski e

J.C.C.McKinsey realizaram no final dos anos quarenta, ao estudar algebras duais
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as algebras de Heyting, por eles chamadas de 4lgebras brouwerianas(°), nossa
motivagdo foi retomar tais dalgebras, verificar a quais logicas estdo elas
relacionadas e, dualizando a logica intuicionista € sua semantica (algébrica e
modelos de Kripke), buscar caracterizar aquela relagdo. Mas precisamos definir,

claramente, o que entendemos por dualidade. E o que faremos a seguir.

Apresentaremos, agora, o conceito de dualidade tal como se
encontra em [McT46]. Em seguida, o conceito de dualidade advindo da teoria
das categorias e, apOs discutirmos, brevemente, o conceito de traducdo entre
logicas proposto por da Silva, D’Ottaviano e Sette [dSD97 e DSdS97],

apresentamos nosso conceito de dualidade entre 16gicas.

O conceito de dualidade de J.C.C.McKinsey e A.Tarski aplica-se a

algebras.
Tome-se a classe 3 de dlgebras similares.

Seja A = <D, 0y, ..., 6, > uma algebra desta classe e tome-se
<kj, ..., k,> uma permutagao nao-idéntica dos primeiros n inteiros positivos. A
classe 3 & fracamente dual sob a permutagdo < kj, ..., k, > se, e somente se,
sempre que A =<D, 0y, ..., 6, > € J entdo A = <D, 0y,..., 0y, > € J. Neste
caso, diz-se que A e A sdo algebras duais. Na pratica, acrescentam os autores,
<kj, ..., k, > €é uma involugao: i = ky;, para todo 1 = 1,...,n ; pode-se entdo chamar
os operadores 0; e Oy de duais e, se 1=Xk;, entdo 0; ¢ dito ser um operador

autodual.

Um exemplo desta classe de algebras ¢ a classe dos reticulados
RET. Cada algebra em RET ¢ da forma <L, N, U >, e RET ¢ fracamente dual sob

<2, 1>,

Uma classe 3 de algebras € fortemente dual sob uma permutagdo

<k, ..., k, > se toda algebra A = <D, 6, ..., 0, > em J ¢ isomorfa a A=< D,

® Para a razdo do nome, ver o artigo de J.C.C.MacKinsey e A. Tarski [McT46].
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O, ooy O > A€ AY s3o ditas serem fortemente duais.

Um exemplo dessa classe ¢ a classe das 4lgebras booleanas
B =<B, U, N >, seja nesta forma - a permutacdo ¢ entdo <2, 1>, ou na forma
B =<B, U, N, = > - neste caso, a permutagdo ¢ <2,1,3>. Em ambos os casos, a

fungdo f(x) = —x define um isomorfismo entre B ¢ BY.

Nota-se, claramente, que se uma classe de algebras ¢ fortemente
dual sob uma dada permutagdo, entdo ¢ fracamente dual, ndo valendo a

proposi¢do contraria (o exemplo €, novamente, a classe dos reticulados).

Em [Hat68] encontra-se a nocao de dualidade tal como usual em
teoria das categorias. Nesse livro, a apresentagdo da teoria das categorias ¢ feita
numa linguagem de primeira ordem; o sistema C ¢ uma teoria de primeira ordem
com igualdade, cujos simbolos nao l6gicos sdo uma letra de predicado ternaria K,
em que K(x, y, z) significa intuitivamente “z ¢ a composi¢ao de x com y”, e dois
simbolos funcionais unarios D e C, com D(x) significando, intuitivamente,

“dominio de x” ¢ C(x), “codominio de x”. Seis axiomas definem a teoria C.

Para precisar a no¢ao de dualidade, o autor supde que se tenha um
modelo M da linguagem de primeira ordem C e supde que se construa, a partir de
M, um outro modelo M” , do seguinte modo: o dominio de M é o dominio de
M; para cada tripla <x, y, z> de elementos de M, KM(x, y, z) vale se, e somente
se, K#(y, x, z) vale em M (KM e K# sdo as interpretagdes de K em M? ¢ em M,
respectivamente); para cada par <x, y> de elementos de M” , D’(x) = y se, ¢
somente se, C#(x) =y e C’(x) =y se, e somente se, D#(x) =y, na qual D’, C’,
D# e C# representam as interpretacdes de D e C em M” e M, respectivamente.
Verifica-se, assim, que M” é um modelo de C se, e somente se, M ¢ um modelo

de C. M ¢ chamada a categoria dual de M.

Tais noc¢des de dualidade motivam a definigdo que propomos
adiante. Antes, porém, faz-se necessario precisar o conceito de tradugdes entre

logicas.
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Tradugdes entre logicas t€ém sido objeto de trabalhos recentes, que
recuperam a historia do conceito, apresentam defini¢des adequadas e gerais para
o conceito de traducao, unificando varios conceitos ja propostos, € avangam em
dire¢do a um tratamento categorico do conceito de tradugdo (entre logicas); ver,
para tanto, [DSdS97], [dSDS97], [dOF97] e [Fei97]. Os primeiros resultados de

uma teoria geral de tradugdes podem ser encontrados nos trabalhos mencionados.

Uma /ogica L, conforme os autores, ¢ um par L = < F, Con >, no
qual F ¢ um conjunto qualquer e Con, um operador de conseqiiéncia em F. Para o
que nos interessa, F ¢ um conjunto de férmulas de uma linguagem formal e Con,
um operador de conseqiiéncia estrutural e finitario sobre L (ver [Fei97] para as

defini¢des).

Dadas duas logicas L, e L,, uma tradugdo de L, em L, ¢ uma
aplicacdo T: F,—— F,, L, = < F;, Con; > e L, = < F,, Cony,>, tal que, para

I'cF,
se A € Cony(I'), entdao T(A) € Cony(T(I")).
Uma traducgao ¢ conservativa se vale a implicagdo contraria, isto €,
A € Cony(I') se, e somente se, T(A) € Cony(T(I")).

Uma tradugdo € esquematica se ¢ definida por esquemas, isto €, se
existem esquemas de formulas de L,, um que define o valor de T para formulas
atomicas de L; e um para cada simbolo légico 6 de L,, T sendo definida

indutivamente para formulas que t€ém como simbolo principal o conectivo 0.

Quando L, e L, tém o mesmo conjunto de variaveis, se T(p) =p,

dizemos que a traducao T ¢€ literal relativamente a variaveis.

Uma tradugdo esquematica T € literal relativamente a um conectivo

0delL,se

T(O(cu, ..., o)) = O(T(0ty), ..., T(0u)).
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A seguir, propomos uma definicdo para o conceito de dualidade

entre 16gicas, que nos parece mais geral que as encontradas na literatura.

Definic¢ao 2.13

Dadas duas logicas L, = <F,, Con;> e L, = < F;, Con,>, com 0 mesmo conjunto
de variaveis, dizemos que L, € dual de L, se existe uma tradugdo T: F{—— F,,
tal que T ¢ conservativa, esquematica, literal relativamente as variaveis e tal que

a funcdo T seja bijetora.

H.Feitosa [Fei97] apresenta um estudo cuidadoso desses conceitos

com a introdug¢do de varios exemplos elucidativos.

Podemos pensar logicas como pares S = <Fla(L), Ri>,1 <j <m, nos
quais Fla(L) ¢ o conjunto de formulas bem formadas de uma linguagem L e R;

um conjunto de regras, isto ¢, para cada j, R; < P(Fla(L))x P (Fla(L)).

Como ¢ sabido, o conjunto das formulas bem formadas de uma
logica € a 4lgebra livre gerada pelas formulas atomicas através dos operadores 0,
...,0h. NOs podemos pensar uma logica S, entdo, como uma estrutura S =
<A{pitie;01, ...,0n.; Ry, ...,R>, na qual {p;}ic; € 0 conjunto das formulas atomicas,

0; os operadores ¢ R; as regras aplicaveis.

Nos entdo dizemos que uma logica S é dual de uma Igica S° com
respeito a 0, ...,0; (1< k< n) se, e somente se, existe uma aplica¢do da linguagem
de S na linguagem de ¢ , uma permutacao ndo-idéntica <k;,....k > dos n+m
primeiros inteiros positivos ¢ para toda regra R; de S que envolva quaisquer dos
operadores 0, ...,0, existe um isomorfismo que preserva a relacdo. Assim, pode
acontecer da permutacdo ser idéntica relativamente aos operadores e ser nao-
1déntica com respeito as regras de um determinado operador como, por exemplo,

na permuta¢do nao-idéntica entre uma regra de introdugdo a esquerda de um
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operador 0, e a regra de introducdo a direita do mesmo operador; mesmo nesses

casos, dizemos que S & dual de S,

Uma logica S é dual de S se, e somente se, S é dual com respeito a

todo operador 6;.

No capitulo seguinte estudamos dalgebras de Brouwer e
apresentamos uma légica dual da légica intuicionista de Heyting. O conceito de

logica dual com respeito a um operador sera retomado n o Capitulo VI.
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CAPITULO III

Sobre a logica dual do intuicionismo

Neste capitulo, que consta de cinco se¢des, estudamos as algebras

brouwerianas ¢ as relacionamos a ldgicas paraconsistentes.

A primeira se¢do ¢ dedicada ao estudo das algebras de Brouwer,
introduzidas em [McT46]. O Teorema 3.11 mostra que estas sdo duais as
algebras de Heyting; o Teorema 3.20 estabelece um teorema de representacao

para tais algebras.

Na Segdo 2 duas logicas G¢ e H? (equivalentes entre si), que estdo

relacionadas as algebras brouwerianas, sdo apresentadas; também ai se mostra
que tais logicas sao duais as formulagdes candnicas da 1dgica intuicionista, G; - o

sistema proposto por Gentzen, ¢ H - o célculo de Heyting.

A Secdo 3 trata da algebrizacdo do sistema HY, através de uma

relacdo de congruéncia e se apresenta um teorema de completude.

Na Sec¢do 4 ¢ desenvolvida uma semantica ao estilo de Kripke para

HY e teoremas relacionados sdo demonstrados, inclusive o de completude.

Na ultima secdo, introduzimos e estudamos um calculo de

predicados na base proposicional H".

3.1. Algebras de Brouwer

Para que se veja a dualidade entre algebras de Brouwer e algebras
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de Heyting, apresentamos os resultados necessarios relativos a algebras de

Heyting e, de modo encadeado, apresentamos as algebras brouwerianas.

Definicao 3.1

Uma dlgebra de Heyting (HA) € uma estrutura <A, N, U, —, 1> tal que:
1) <A, N, U>¢umreticulado com elemento zero L;

2) A ¢é fechado sob —;

3) Paratodoa,b,c € A, anb<c se,esomentese, a<b —c.

Definicao 3.2
Se <A, N, U,—, L > ¢uma algebra de Heyting e a € A, definimos

—a =gra —> L.

O elemento —a ¢ chamado o pseudocomplemento de a .

Teorema 3.3

Sejam HA = < A, N, U,—>, L > uma dalgebra de Heyting e a, b, c elementos
quaisquer de A. Entdo:

iy HA tem elemento unidade T, determinado pela formula T = 1—1;
iiy HA ¢é um reticulado distributivo;

iiya N (a—>b) <b;

ivyb <a—b;

vwa—>b—>c)=anb—>c=b—(a—c);

viya—> (b—>c)<(a—>b)—> (a—c);
vila—>bnNc=(a—>b)n (a—>c)

viida=T—a e a—>T=T;

ixya <b se esomentese, a—>b=1T;
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x) b<a—anb;

xya <——a;

xigmL=T e —=T=1;
Xii)m — —a =-—a;

xivanNn—a=_1. |

Definicao 3.4

Uma dlgebra de Brouwer (BrA) ¢ uma estrutura < A, N, U,—, T > tal que:
1) <A, N, U>¢um reticulado com elemento unitario T;

2) A ¢é fechado sob—

3) Paratodoa,b,c € A, a—b<c se,esomentese, a<buc.

Definicao 3.5
Se <A, N, U,—, T>¢uma algebra de Brouwer e a € A definimos

—a =(def T—a.

O elemento —a ¢ chamado o complemento brouweriano de a.

Teorema 3.6

Sejam BrA = < A, N, U, —, T > uma dlgebra de Brouwer e a, b, c elementos
quaisquer de A. Entdo:

iy BrA tem um elemento zero 1, determinado pela formula | = T—T;

ity Brd e um reticulado distributivo;

iiya <buU (a—>b),;

ivva—>b <a;

vwa—((buc)=(a—b)—c=(a—c)—Db;

viy (c—a)—(b—a) < (c—b)—a;
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vily (a—c¢) U (b—c¢) = (a U b) —c¢;

viia =a— L e l—a=1;

ixya <b se esomentese, a—>b=_1;
x) (@ U b)—a <b;

xi)y—m—a<a;

xi) =L =T e —-T=1;

Xii) = —m—a =—a;

xivalJ—a=T.

Demonstracao

(1), (111), (1v), (viii), (x) e (x1i) sd@o conseqiiéncias imediatas da Defini¢ao 3.4.

Para (i1), (ix), (x1), (xiii) e (x1v) ver [McT46:125, Teorema 1.3].

Para (v) note-se que, por (iii), a < (b U ¢) U (a— (b U ¢)); entdo, pela definicao
34ii,a—b<cu(a—((buc)e,assim,(a—b)—c<a—(buc) Do
mesmo modo, (a—c) —b <a— (b U ¢). Para a reciproca, por (iii), a—b <
cU((a—b)—c) e a—c<bu((a—c)—Db) e, portanto, por defini¢ao,

a<bucu((a—b)—c) e a<bucu((a—c)—Db).

Concluimos, entdo, quea—(buc)=(a—c)—b=(a—b)—-c.

Para provar (vi), note-se que, por (ii1), c—Db < a U ((c—Db) —a) e, portanto,

c<buau((c—b)—a);masb<au(a—b);oqueimplicaquec<auauv

(b—a)u ((c—b)—a);dadoqueaa=a,ndstemosc—a<(b—a) U ((c
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—Db)—a). Logo, (c—a)—(b—a) < (c—Db)—a.

Para provar (vii), note-se quea<aubeaub<cu ((aub)—c)e, assim,a<
c VU ((a v b)—c); do mesmo modo, b < c U ((a U b)—c) e, portanto, a— ¢ <
(a U b) —c; também, por definicdo, b— ¢ < (a U b) — c; nds concluimos, por
propriedades dos reticulados, (a—c¢) U (b—c ) < (a U b) —c; para a reciproca,
observe-se que se a<bentdio c—b <c—ae, também,a— (b N c)=(a—Db)
U (a—c) (ver [McT46:125, Teorema 1.3]). Uma vez que a<a U b e também b
<a ub,noéstemos (aLb)—c<a—ce(aUb)—c<b—ec. Portanto, (a U

b)—c<(a—-c) U (b—=c) e, assim, (vii). [ |

Observagdo: Tal como definido, pelo teorema anterior,a—b ¢ o dual de b — a.

Os dois teoremas seguintes estabelecem condigdes necessarias e

suficientes para que se tenham algebras de Heyting e algebras de Brouwer.

Teorema 3.7
<A, N, U,—, L >¢éuma dlgebra de Heyting se, e somente se,
1) <A, N, U>éumreticulado com elemento zero L;
2) A é fechado sob — ;
Ha)an(a—>b)<b
b)a<b—>(anb)
ca—>(bnc)<a—>b [ |
Teorema 3.8
<A, N, U,—, T> éuma dlgebra de Brouwer se, e somente se,
1) <A, N, U > éumreticulado com elemento unitario T;

2) A é fechado sob —;
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aas<bua—>b)
b) (aub)—b<a

cJa—c=<(aUb)—c.

Demonstracao

As condigdes sao obviamente necessarias.

Se as condi¢des sdo satisfeitas e a—b < c, entdlo bu (a—b)<buc e,
assim, por (3.a) , a < b U ¢ ; por outro lado, se a < b U ¢ entdo, por
propriedades dos reticulados, a U (b U ¢) = b U ¢ (defini¢ao de <); por (3.c),a—
b<(aubuc)—b;mas (aubuc)—b=(buc)—Dbe, por(3.b),(buc)—
b<c¢ eassima—b < c;combinando os dois resultados, a—b < c se, e
somente se, a < bu ¢, oque satisfaz a condigdo 3 da Definicao 3.4; logo, as

condicoes sao suficientes. [ |

O seguinte teorema caracteriza algebras de Brouwer através de um

conjunto simples de axiomas.

Teorema 3.9
Uma estrutura <A, N, U, —, T > é uma dlgebra de Brouwer se, e somente se,
satisfaz os seguintes axiomas:
(BrA))aub=buUa
anb=bnNna
(Brdy) (avwb)oc=av (buc
(anb)nc=an(bnc)
(Brds;) (amb)ub=>b

(aub)na=a
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(Brd) b U (a—b)=aUb

(Brds)a U (a—b) =a

(Brdy) (a U b)—c = (a—c) U (b—c)

(Brd;)a— (b c)=(a—b) U (a—c) m

Para desenvolvimentos futuros, ¢ conveniente o seguinte teorema.

Teorema 3.10

Em qualquer dalgebra de Brouwer vale:

i)Sea <b,entio a—c<b—c, c—b<c—a e —b=<-a
ii)m(aUb)<—an—b;

iii) maU—-b<—=(anb),

vya—b<an—b;

vVV—-a—-bs<b—a.

Demonstracao

Para (1), note-se que, pelo Teorema 3.6.ii1, b<c U (b—=c) e, se a < b entdo,

a < ¢ U (b—c); assim, por definicdo, a— ¢ < b — c. Para a segunda parte, se
a<bentdloanb=ae,assim,c—(a Nb)=c—a; mas, pelo Axioma (BrA,)
do Teorema 3.9,c—(anb)=(c—a ) U (c—Db); assim, (c—a) U (c—b) = (c
—a) e, portanto, c — b < ¢ — a; a terceira parte segue-se desta tltima, tomando

c:=T;assim, T—b <T—a e, pela Definicdo 3.5, = b < —a.

Para provar (ii), note-sequea<aubeb<aub;por(i), T—(aub)<T—a
e T— (a U b) < T —b; por propriedades dos reticulados, T— (a U b) < (T —

a) N (T—D>b) e, por definicdo, - (aUb)< —an —b.
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Para provar (ii1), basta tomar o Axioma (BrA,) do Teorema 3.9; T—(anb) =

(T—a) U (T—D>b), isto ¢, por definicdo, —(anb)=—auU —b.

Para provar (iv), note-se que a—Db < a (Teorema 3.6.iv) e que a < T. Assim,
por (i), a— b < T — b, logo, por propriedades dos reticulados, a—b < a

(T—Db),istoé,a—b<an—b.

Para provar (v), note-se que, pelo Teorema 3.6.1i1, ¢ < b U (c —b) e também

b < a U (b— a); combinando os dois, temos ¢ < a U (b—a) U (c—b) e, por
definicao, c—a < (c—Db) U (b—a) e, novamente, (c—a) —(c—b) <b—

a. Tomando-se entdo ¢ = T, temos o resultado e, assim, —a——b<b—a. N

Observagao: Pelo Teorema 3.10.1ii, ma\U —b=—(anb) ¢, tomando-seb=—a

tem-se, pelo Teorema 3.6.xiv, m(an—a)=—au—-—a=T.

O teorema seguinte permite estabelecer a dualidade entre algebras

de Heyting e algebras de Brouwer.

Teorema 3.11

Sejam L e L as dlgebras livremente geradas por {a;}:.; através dos operadores
<Ny Uy =, 1> e < g g, —, T >, respectivamente, e nesta ordem. L é
uma dlgebra de Heyting se e somente L* é uma dlgebra de Brouwer, isto é, a
nogao de reticulado de Heyting (ou pseudobooleano, como as vezes ¢ chamado)

¢ dual a nocao de reticulado brouweriano.
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Demonstracio:

Considere-se a seguinte fun¢do v : H—— H® tal que:

1(a;) = a;, para todo a; € A
1(a — b) = 1(b) — ()

©(a My b) = t(a) Up t(b)
©(a Uy b) = 1(a) Mg t(b)
(T)=1

(L)=T

E suficiente mostrar o seguinte: se a < b em H, entdo b < a em H". De fato, se a <
b, 1(a Ny b) = 1(a), logo t(a) Up t(b) = t(a) €, assim, (a Ug b) =a em HY isto &, b

<aem HY. [ ]

Observacao

NAO valem numa 4lgebra de Heyting os seguintes esquemas:
(1) au(a—>b)=T

e, tomando-se b= 1, naovale au —a=T;

2) (@a—>b)—>a<a.

Pela dualidade, tem-se que
NAO valem numa 4lgebra de Brouwer, em geral, os seguintes esquemas:

(") bn@—b)=1
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e, tomando-se a:=T, ndovale bn—=b=_1;

2) b<b—(a—b).

Definicao 3.12

Seja K um conjunto parcialmente ordenado por <. Uma operag¢do de fecho em K
¢ uma funcao * : K—— K tal que, para todo elemento a de K:

(f1) a<a*

®) (@ <ar

(f3) a<b implica a* < b*.

Um elemento a de K ¢ fechado se, e somente se, a* < a; segue-se também da

definicao (fl1) que a ¢ fechado se, e somente se, a = a*.

Definicao 3.13

Um conjunto K € uma dlgebra de fecho com relagdo a M, U, — e * quando:
1) K ¢ uma algebra de Boole com respeitoa M, U, —;

i) se a € K, entdo a* ¢ K;

i) se a € K, entdo a < a*;

iv) se a € K ,entdo (a*)*=a *

v)se a,b € K, entdo (au b)* =a* U b*;

vi) L*¥=1.

Nos indicaremos tal dlgebraporI'=<K, n,u, =, * >

Teorema 3.14

Em qualquer dalgebra de fechol’ = <K, N, U, —, *¥>
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l) T* = T:
ii) Se a < b entdo a* < b*;
iii) A unido de qualquer numero finito de elementos fechados é fechada;

iv) A intersecdo de qualquer numero de elementos fechados é fechada. B

Definicao 3.15

Sejal'l =<K, n,uU,—,*>uma algebra de fecho e fagamos:
)a—b=(anNn-=b)* e —ma=T—a;

11) K* a classe de todos os elementos fechados de K.

A estrutura I'* = <K*, n, U, — , T >, na qual as operagdes N, U, — s30
definidas para elementos de K*, ¢ chamada a dlgebra dos elementos fechados

sobreT.

Se I' ¢ uma algebra de fecho sobre um espaco topoldgico S, entdo I'* ¢ chamada

a dlgebra dos conjuntos fechados de S.

Teorema 3.16

Sel' =<K n,U, -, *>éuma dlgebra de fecho entio I'* = < K* N, U, —,

T > é uma dlgebra de Brouwer.

Demonstracao

E suficiente mostrar que a condi¢do 3 da Defini¢do 3.4 é satisfeita.

Suponhamos que, paraa, b,c € K¥, a—b < c; umavezquea—b =(an = b)*,
ean —b<(an—Db)* nos temos que a N — b < ¢ e, portanto (pelas operacdes

validas numa algebra booleana), a < b U c.

Reciprocamente, se a < buU centioan — b < ce, entdo, (a "= b)* < c*e,

como c ¢ fechado, temos quea—b < c. H
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Teorema 3.17
Se BrAd = < A, n, U, —, T > é uma dlgebra de Brouwer, entdo existe uma
dlgebra de fechoI' = <K, +, e, —, *>tal que:
i) BrA =T%
ii) Todo elemento a € K pode ser representado na forma
a=(bye—by + ..+ (by.;®— by,

com by,..., by, elementos de A.

Demonstracao

Como < A, N, U > ¢ um reticulado distributivo, existe uma algebra booleana <

B, +, e, —> que satisfaz as seguintes condi¢des:
(1) A € uma subclasse de B;
(2)a+b=anb e aeb=aub, paratodo par a, b de elementos de A;

Seja K o conjunto dos elementos a de B que podem ser representados na
forma a=(b; ® = by) + ..+ (by.; ® = by,), com by,..., by, elementos de
A; <K, +, o, => ¢, novamente, uma algebra booleana, A ¢ uma subclasse

de K e as condigoes (2) e (ii) estdo satisfeitas.
Como conseqiiéncia do Teorema 3.6.1i1:
3)a+—-b<a—Db,paraa, b elementos de A.
Vé-se, ainda, que:

4) a+ — b < c implica que a— b < ¢, para quaisquer a, b, ¢ € A pois, se a
primeira formula vale, entdo a < b+ c=b U ¢ e, assim, pela Defini¢ao

4.3 , a segunda vale.
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Portanto, concluimos que, se aj,..., ay, by,..., by, s30 elementos de A tais que
5) (a1 @ —ay) + ..t (a1 ® — am) = (by ® = by) + ...+ (bany © = ban)
entao
6) (a1 —az) t ..+ (agm1 — am) = (b1 —bo) + ..+ (bon.1 —ban)
pois, se (5) vale, entdo, por (3), nds temos, para um arbitrario i < m
(azi1 ® = 8) < (by——=by) + ... (bog — = bay)
e, portanto, por (4),
(agi.1 — = ay) < (b ——=by) + ...+ (ban.s — — ban)
e, uma vez que isto vale para todo i < m, concluimos

(a1 —ay) + ...t (aom.1 — am) < (b1 —by) + .4 (bop.1 — bay).

De modo andlogo, deriva-se a inclusdo contraria e, assim, a equacgao (6).
Para qualquer elemento a € K da forma

a=(b; ®—by)+..%(bzn1 ®— o),

com by,..., by, elementos de A, definimos

a*=(bj——by) * ... (bon.1 —— ban).

Do que foi provado acima vemos que a* esta unicamente determinada; assim,
<K, +,e,—,*>¢uma algebra de fecho e o conjunto dos elementos fechados
de K coincide com A. Além disso, segue-se da defini¢ao de fecho que, para todo

a,be A, (a—b)=(ae—-Db)*

e assim, pela Definicdo 3.15, conclui-se que a condicao (i) do enunciado do
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teorema esta satisfeita, o que conclui a prova. |

Em [McT46], J.C.C.McKinsey e A.Tarski observam que, como
conseqiiéncia dos teoremas acima, tem-se um meétodo para a verificacdo de
equagdes em algebras de Brouwer. Uma equacdo envolvendo N, U, — e
variaveis a,, a,,...,a, ¢ verdadeira em toda algebra de Brouwer (BrA) se, e
somente se, a equacdo resultante da substituicdo de (a — b) por (a N — b)* ¢

verdadeira para todos os elementos fechados a;, a,,...,a, em toda algebra de

fecho.

Em [McT44] encontram-se os seguintes teoremas, que enunciamos

S€m prova.

Teorema 3.18

Se S é um espago topologico, entdo a familia F de todos os subconjuntos de S é
uma dlgebra de fecho com respeito as operagcoes de unido, interse¢do e
complementagdo conjuntistas e a opera¢do topoldgica de fecho. O mesmo é
verdadeiro relativamente a qualquer corpo de subconjuntos de S que é fechado

sob a operagao de fecho. [McT44:147] [ |

Teorema 3.19

Toda dlgebra de fecho é isomorfa a subdlgebra de fecho sobre um espaco

topologico. [McT44:150] [ |

E estes dois teoremas, juntamente com os Teoremas 3.16 e 3.17
permitem enunciar, como conseqiiéncia, um teorema de representagdo para

algebras de Brouwer.
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Teorema 3.20

A algebra dos conjuntos fechados de um espago topologico, e toda subdlgebra
desta dlgebra, sdo dlgebras de Brouwer. Reciprocamente, toda dlgebra de
Brouwer é isomorfa a uma subdlgebra de uma dlgebra dos conjuntos fechados

de um espaco topologico. [ |

Foi mostrado (Teorema 3.11) que as algebras de Heyting sao duais
as algebras de Brouwer e ¢ conhecido o fato de que élgebras de Heyting
constituem-se em semanticas adequadas para a ldgica intuicionista. A questdo

que surge €: que logica esta relacionada com as algebras brouwerianas?

Uma vez que, numa algebra brouweriana, a contradicdo ndo ¢ o
falso, pode-se pensar que tal 16gica ¢ uma logica paraconsistente. Numa algebra

de Brouwer tem-se que
an—a<b

ndo ¢ valido para um b arbitrario, bastando para tanto tomar b= L.
E conveniente examinarmos o seguinte exemplo.

No espaco topoldgico R%, tome-se um ponto p fixado.

{p}*=1{p}
— {p} =R*\ {p}

(= {p}h) * = (R*\ {p))* =R’

Assim

PN (= phH*={p} "R = {p} T
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Mas

(= {p}* N (= P)*N* = (= {p})* =R’

Este resultado parece contradizer o fato de que numa algebra de Brouwer

an —a< 1 ndo se verifica sempre, para todo elemento a. O que ocorreu ¢ que

embora

P* (= {p)**J
tem-se que

~(= {p)* =R’ =0
e assim

= PH* N == {p)* =D

A questdo, ante o exemplo acima, ¢ a de saber se, sempre, numa

algebra de Brouwer ¢ valido o esquema
—anNn—a=.1.
No exemplo abaixo,

T
N,
NS

b

|

1

a

vé-se que

——a=T—(—a)=inf{c: T<—=auc}=a

€, portanto,
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——anNn—a=—ana=b=#_l.

Logo, o esquema — a N — a = L ndo € valido em geral, em toda

algebra de Brouwer.

Definicao 3.21

Uma élgebra de Brouwer ¢ chamada cldssica se os esquemas
Manmn(b—a)=1

2)b<b—(a—Db)

sao validos.

Teorema 3.22

Os esquemas (1°) e (2°) sdo equivalentes.

Demonstracao

(2°) implica (1°)

I.b<b—(a—Db) hipotese

2.anb<(anb)—(a—(anb)) substitui¢ao em 1
3.amnb<a—(a—Db) poisanb<a,b
4. (a—b)nb<(a—b)—((a—b)—Db) substitui¢ao em 3

5.(a—b)"b<(a—b)—(a—Db)

pois (a—b)—Db=a— (b uw b)=a—D>b, conforme Teorema 3.6.v

6.(a—b)Nb< L.



Sobre a dualidade entre Intuicionismo e Paraconsisténcia 65

(1°) implica (2°)

l.a<bu(a—Db)

2.ana<an(bu(a—Db))

3.a<(amnb)u(a—Db)

4.b<(bn(a—b))U(b—(a—b))

5.b< 1 U(b—(a—b))

6.b<b—(a—b). m

Observacao:

a) Do esquema (2’) acima, tira-se como conseqiiéncia

anb<a—(@a—D>b)

e,sesetoma a=T eb=a, tem-se que

Trna<T—(T—a),

1sto €, a< ——a.

Teorema 3.6.111

leis distributivas

substituicdo em 3

hipotese de (1)

Assim, num reticulado brouweriano cléassico, vale o esquema

a— ——a.

b) Uma 4lgebra booleana torna-se uma algebra brouweriana cléassica se

definirmos:
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a—Db=an —b.

Teorema 3.23
Seja BrA = <A, v, n,—, T > uma dlgebra de Brouwer. BrA é uma dlgebra

booleana sob U, N, — se, e somente se, para todo a em A

anNn—a=1.

Demonstragdo: Ver [McT46:129, Teorema 1.12]. [ |

Reunindo os resultados acima:
1) Numa 4lgebra de Brouwer tem-se que

au—a=T

—(anmn—a)=T

anNn—a#l

sdo esquemas validos;

2) O esquema — a N ——a = L ndo vale, em geral, em qualquer algebra de

Brouwer;

3) Se a algebra brouweriana ¢ classica e se definirmos a—b =a N — b, tem-se

uma algebra booleana e reciprocamente.

Por varias razdes, ¢ interessante considerar filtros ¢ ideais numa
algebra de Brouwer. Isso serd feito posteriormente, no Capitulo IV, e serdo

mostradas as teorias geradas relacionadas a filtros e ideais.
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. . d
No que se segue vamos considerar os sistemas G¢ e H que

“capturam” a ldgica relacionada as algebras de Brouwer.

3.2. Légicas relacionadas as algebras de Brouwer

A linguagem do calculo proposicional intuicionista contém o
conjunto das varidveis proposicionais {p;}; | € 0S conectivos DO, A, Vv, — € serd
denotada por LH; o conjunto das formulas do calculo proposicional intuicionista,
denotado por Fla(IL), ¢ a algebra livremente gerada por {p;};, através dos
conectivos O , vV , A, —. A linguagem do calculo proposicional brouweriano
contém o conjunto das varidveis proposicionais € 0s conectivos &, A, Vv, — € serd
denotada por ILY; o conjunto das formulas do céalculo proposicional brouweriano,
denotado por Fla(ILY), ¢ a algebra livremente gerada por {pi};.i, através dos

conectivos &, v, A, —.

Quando ndo houver necessidade de especificar a linguagem,

denotaremos o conjunto das féormulas por Fla(L).

No Capitulo II definimos ldgica, em geral, como um par <F, Con>.
Neste capitulo, um sistema formal S ¢ entendido como uma terna < Fla(L), A,

R>, com A #0 e A c Fla(L) e R #J , um conjunto de regras de inferéncia.

Dado um sistema formal S, define-se da maneira usual quando uma
formula A é conseqiiéncia de um conjunto de formulas T (isto &, T’ s A). Sera

indicado por I' |-/s A o fato de que A ndo € conseqiiéncia de I" no sistema S.

Definicao 3.24
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. , 7 . .
Um sistema formal S é paracompleto(’) se, e somente se, existe um conjunto A,

numa linguagem proposicional tal que

A|'/S Av—-A.

Definicao 3.25

Um sistema formal S € paraconsistente (lato sensu) se, e somente se, existe um
conjunto A, numa linguagem proposicional tal que

Ar—Alls A,

Um seqiiente ¢ uma expressao I' = A na qual I' e A sdo seqiiéncias
finitas de formulas (possivelmente vazias) e, intuitivamente, podemos pensar
como se o antecedente (I') fosse uma conjun¢ao de férmulas e o conseqiiente (A)
uma disjun¢do de férmulas. Ao se dualizar o calculo de seqiientes, no sentido
expresso abaixo, mantemos esta mesma maneira intuitiva de olhar um seqiiente,
porém, com a conjungdo se comportando como disjuncdo e vice-versa €

indicaremos o seqiiente por I = A.

Consideraremos a seguir o sistema intuicionista G, , dado por
Gentzen e introduziremos o sistema G¢ que, como veremos, poderemos

considerar como dual do sistema G

Para as notagdes de seqiientes, ver por exemplo [Kle52].A
expressao |-g S indica que o seqiiente S € demonstravel em G. Vamos explicitar o

sistema G, uma vez que queremos compara-lo ao sistema G¢. A linguagem de

G ¢ LH ¢ a linguagem de G¢ , IL‘.

"0 Prof. Dr. Antonio M. Sette sugeriu o termo “intuicionista (/ato sensu)” para aquilo que estamos
chamando de sistema paracompleto; preferimos usar o termo corrente na literatura.
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3.2.1. O calculo de seqiientes G,

Esquema de axiomas
C=2C

Regras logicas para os conectivos

) AT = 3,B A=A A B.'=3
I'=939,A>B ADB A, T=A,3

AN I'=383A TI'=3B A l=3 B.'=3
'=3,AAB AAB, =3 AABIT =39

v I'=3,A r=39,B A l'=9 BI=3

'=3,AvB I'=3,AvB AvB, I'=3

— A.I'=3 (9 vazio) r=39,A
F:>8,—|A —|A,F:>8

Regras estruturais

Enfraquecimento '=39 (9 vazio) =39
r=3,C C,I'=3

Contragao I'=3,C.C CCI=3
r=39,C C,I'=39

Permutagao '=A.CD.,3S ADCI=3

I'=A,D,C,9 ACD,T =9
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Corte A = AC

C.I'=3

AT =A39

3.2.2. O célculo de sequentes G

Esquema de axiomas

d

C=20C

Regras logicas para os conectivos

¢z 9.B="A.T

AA=A 93BT

9, Bz A>T AS="BzAA,T
v $.A=T 9. BT AT $=°B.T
9, AvB=T $="AvB,I’ 9="AVvB,T
A 9. AT 9.B=T 9=°AT 9B T
9, AAB='T 9, AAB=T 9="AAB, T
- 9=AT (9 vazio) 9. A =°T
8‘,—|A :>d r 3 :>d ﬁA, r
Regras estruturais
Enfraquecimento 9= (9 vazio) $=°r
9, C =T 9=C ,
Contragao 9.C.C=T g=>c.Ccr

70
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39,C =T 9 =°C ,
Permutacgao AC.D. 3§ =T 9="A D .C.I
AD,C,9=°T 9 ="ACD,T
Corte AC="9 A=C.T
AA=S, T

Com a finalidade de demonstrarmos a dualidade entre G, ¢ G

consideremos a funcdo t : Fla(IL) —> Fla(IL?) tal que:
t(pi)=p; paratodoiel
T(A>B)=1(B)z t(A)
(A AB)=1(A) Vv 1(B)
(A v B)=1(A) A 1(B)
W(—A) = (A),

e a estendamos para os seqiientes do seguinte modo
(T = 9)=1(9) = 7).

Observe-se que, se I' = {By, ..., B,,} entdo (') = {t(B), ..., T(Bw)}.

Teorema 3.26

O sistema G é dual do sistema G;, ou seja |-g; T = 9 se, e somente se,

- ¢ ©(8) =" ().
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Demonstracao

Por inducdo no comprimento da derivagdo (ou prova) de um seqiiente 6. A
afirmacao vale para o axioma uma vez que C = C se, e somente se, T(C) =
1(C), isto ¢, C —% C. Vale também para todas as regras logicas e regras

estruturais e, portanto, o teorema pode ser estabelecido. |

E sabido que A ¢ um teorema intuicionista se, € somente se, 0O
seqliiente = A ¢ demonstravel em G,. Pelo teorema acima, por dualidade, temos

que fg1 = A se, e somente se, }g¢ T(A) ="

Neste sentido, dizemos que B = t(A) ¢ teorema em G¢ se, e

d
somente se [g¢ T(A) =°.

Corolario 3.27

d
= A se, e somente se, 1(A)= .

Demonstracao

O resultado ¢ imediato. Pelo fato de t ser bijetiva, segue-se que A ¢ um teorema

-1
em GY se, e somente se, =1 (A) em G,. |

Corolario 3.28

G ¢ é uma légica paraconsistente (lato sensu) e ndo é uma légica paracompleta.
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Demonstracao

Sabe-se que A =/ B v — B em G; (o simbolo =/ indica “ndo ocorre”) e

portanto ©(B) A — 1(B) =/ B em G ; assim, as contradi¢des ndo trivializam

GY e portanto, G¢ é uma logica paraconsistente (lato sensu); por outro lado,

tem-se que:
A=A Axioma de G ¢
:>d —A, A —_ - :>d
=>'Av-AA v-=¢
= A Av—A Permutacgao
:>dAv—|A,Av—|A v - =4
=4Av-A Contragao
B='Av—A Enfraquecimento,
0 que mostra que G ¢ ndo é um sistema paracompleto. [ |

Teorema 3.29

Em G¢ sdo demonstraveis os seguintes esquemas:
I1* (AzB)z 4

2% (Czd)z(CzB)zAd)z(BzA)
3*¥((AvB)zB)z A

4*Az (Av B)

5*Bz (Av B)

6*(Cz(AnB)) z(CzB) z(CzA)
7*(AANB)z A

8*(AAB)zB
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9*(~B & (—A < B)) & (AZ B)
10* (B A) ¢ —A
11*A, Bz A/B

2.4z 4

13.Bz (Av—A) m

3.2.3. O sistema H?

Se considerarmos a formulacio H de Heyting da ldgica
intuicionista no estilo hilbertiano, com axiomas e regras de inferéncia, pode-se

mostrar o seguinte:

Teorema 3.30

|- uA se, e somente se, |-g; = A u

Vejamos agora uma formulagio dual de H, que chamaremos de H® :
os axiomas de H" sdo os esquemas 1* a 10* do Teorema 3.29. Estes esquemas
serdio tomados como axiomas de H’ no restante do trabalho; a regra de inferéncia
de HY ¢ 0 esquema 11* , ou seja , A, B ¢ A / B, que serd chamada regra de

destacamento ¢ abreviada por RD. Pode-se entdo mostrar:

Teorema 3.31

-gd A se, e somente se, |-g¢ A = [ ]
| ,

3.3. Algebrizacio e completude de H’
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Consideremos entao Fla(]Ld) =<A{pi }tic1, A,V ,Z ,— >, adlgebra das
formulas da linguagem de H® que, pelo Teorema 3.31, é a mesma algebra das

formulas da linguagem de G ¢ .
Consideremos a relacao A ~ B se, ¢ somente se,
l-ud (A B) v (B ¢ A).

Demonstra-se, facilmente, que ~ ¢ uma relacdo de equivaléncia na

algebra Fla(IL"). A algebra quociente Fla(IL%)/~ sera denotada por R(HY).

Dada A e Fla(IL) denota-se por [A] = { B e Fla(IL%) tal que A ~ B}
a classe de equivaléncia de A modulo ~ e, ainda, [A] < [B] se, e somente se, |-yd

A & B.
Define-se entdo:
[A]w[B] :=[A Vv B]
[A] N [B] :=[A A B]
[A] —[B] :=[A & B]

- [A]:=[-A]

Teorema 3.32

A dlgebra R(H) com as operag¢des acima definidas é uma dlgebra de Brouwer.

Demonstracao

a) Verifiquemos que R(HY) ¢é um reticulado, isto &, dados [A], [B] € R(H),
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existem [A] U [B] e [A] N [B] pertencentes a R(HY) e que satisfazem as

propriedades dos reticulados.

a.i) Sejam [A], [B] elementos de R(H®). Pela ordem definida para R(H) e os
Axiomas 4* e 5* (Teorema 3.29), temos que [A]<[A Vv B] e [B]<[A Vv B],
respectivamente; pela defini¢do, [A] <[A] U [B] e [B] <[A] U [B].

Devemos mostrar que [A] U [B] € o supremo (sup) de [A] e [B]; tomemos [C] €

‘.R(Hd) e tal que [A] <[C] e [B] <[C]. Temos entdo que
-yd Az C e |-yd Bz C.

Mas, ¢é teorema de HY, (AvB)zC)zBzC)z(AzC) e, por duas
aplicagdes de RD, segue que |-yd (A v B)z C, isto €, [A v B] <[C] e, assim,
[A] U [B] ¢ osupde[A] e [B].

a.i1) Usando os Axiomas 7%, 8* e 9* vé-se que [A] N [B] <[A], [A] N [B] <[B]
e que [A] N [B] € o infimo de [A] e [B].

b) Vejamos que R(H) tem elemento unidade T, determinado por [A v — A] =
[A] U = [A]

Vimos que ¢ teorema de H® 0 esquema B & (A v — A); assim, [B] <[A v — Al,

para todo [B] em R(H); portanto,

[A]U[= A]=[A]U—[A]=T.

¢) Vejamos que R(H?) é fechado sob —, isto ¢ , se [A], [B] € R(H") entdo [A]
— [B] e [B] —[A] estdo em R(HY).

Sdo teoremas de H' (B ¢ A) « B e (A & B) A e, assim, sai a condi¢do por RD.
d) Suponhamos [A & B] < [C]. Queremos mostrar que [A] <[B] v [C].

Vejamos a seguinte demonstragio em H
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l.AAzB)zC Hipotese
2.((AzB)cC)eBvC)z(AzB)z ) Axioma 1*
3.(AzB) 2z C) z (Bv () 1,2/RD
4.CzBVvCO Axioma 5*
500ecBVvO)z(((AzB)zC)aBvO)z(CzBvO)
Axioma 2*
6. Az (B vC). de3,4eRD

Assim [A] <[B v C], isto ¢, [A] < [B] U [C].

Reciprocamente, assumamos [A] < [B] u [C], isto ¢, |-yd Az (B v ).
Queremos mostrar |-yd (AzB)z C, isto ¢, [A & B] < [C], ou seja,
[A]—[B] <[C].

Basta notarmos que em H? vale o seguinte: se A |- ;d B entdo |- ud B & A.

Assim, considere-se a seguinte prova:

1.B Hipotese

2.C Hipotese
3.(BvC)ezB)z C Axioma 3*

4.BvC 1,2,3 por RD
5Az(BvCO) Hipotese

6. A 4,5 por RD
7.(AzB)z C 1,2 e 6 pelo fato acima

Logo, estdo satisfeitas as condi¢des da Definicao 3.4 e, portanto, ‘.R(Hd) ¢ uma

algebra de Brouwer. |

Teorema 3.33
Dada uma férmula A € Fla(IL%), A é teorema de H” se, e somente se, [A] = L em
R(H).
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Demonstracao

Seja A teorema de H. Como R(H®) é uma algebra de Brouwer, podemos definir

o elemento L. Considere-se a seguinte demonstragao:

1. A Hipotese
2.(Az(AzA)zA Axioma 1*
3. Az(AzA) 1,2 por RD

Assim, [A] <[A & A], [A] <[A]—[A] e, portanto, [A] < L. Mas, para todo [A]
e R(HY, L<[A]e,entio, [A]= L.

Por outro lado, se [A] = 1, entdo [A] <[A & A], isto &, |-yd A & (A ¢ A). Como

. d
s H .
(A ¢ A) é teorema de H", segue-se por RD que |-yd A |

Definicao 3.34

Seja BrA uma algebra de Brouwer.

1. Toda aplicacdo v do conjunto das varidveis proposicionais {p;};i < 1 aos
elementos de BrA é chamada uma valoragdo. Para toda formula A e Fla(IL%)
pode-se estender de forma Uinica uma valoracao y;

2. Se BrA = ER(Hd), a valoragdo v tal que v(A) = [A] ¢ denominada a valoragdo
canonica da linguagem de H! e é denotada por v, ou seja, v.(A) = [A];

3. Uma valoragdo v € modelo de um conjunto I" de formulas se, e somente se,
v(A)= L paratoda A € T';

4. Uma formula A e Fla(ILY) ¢é dita ser vdlida se, e somente se, para toda

valoracao v, v(A) =L .

Teorema 3.35 (da Correcao)

Se A € Fla(IL®) é demonstrdavel em H", entdo A é valida.

Demonstracao
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Seja BrA = <A, U, n,—, T > uma algebra de Brouwer. Devemos mostrar que

todo axioma de H" é valido e que RD preserva a validade.

1) Todo axioma ¢ valido.

A titulo de exemplo, vamos mostrar apenas para o axioma 9*.
Seja v(A):=ae v(B):=b, com a, b elementos de BrA.

U—=Bz(=AzB)z(AzB))=(=b—(-a—b)—(a—Dh)).

Temos que:

I.-b<—-b Propriedade dos reticulados
2.-b<T—D Definicao de —
3.-b<(—aua)—b Pois mauva=T

4. —-b<(—a—b)u(a—Db) Teorema 3.6.vii
5.-b—(—a—b)<(a—Db) Por defini¢do
6.-b—(—a—b)<(a—b)u .l Propriedade dos reticulados
7.-b—(—a—b)—(a—Db) < L.

i1)Vejamos que RD preserva validade.

Suponhamos v(A) = 1L ev(B  A)= 1. Como v(B ¢ A))=b—a=_1se, e
somente se, b < a (Teorema 3.6.ix) e como a < |, segue-se que b < L, isto &,

v(B)=1. [ |

Teorema 3.36 (da Completude)

Se A € Fla(IL%) é vélida, entiio A é demonstrdavel em H.

Demonstracao
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Suponhamos que A ndo é demonstravel em H! ¢ tome-se a algebra R(HY) ¢ a
valoracao candnica_v.. Nesta valoracdo v.(A) # L (conforme Teorema 3.33) e,

assim, A nao é valida. [ |

Corolario 3.37
Se A € Fla(ILY) é teorema de H", entio A é identicamente nula (= 1) em toda

dlgebra dos conjuntos fechados de um espago topologico.

Demonstragdo: Conseqiiéncia do teorema precedente e do Teorema 3.20 B

3.4. Semintica de Kripke para H’

Uma semantica de Kripke para a logica dual que estamos

apresentando ¢, entdo, o dual dos modelos de Kripke para a l6gica intuicionista.

Definicao 3.38

Um modelo de Kripke para ILY¢é umaterna<X, <,V >na qual:

1) <X, <> ¢ um sistema parcialmente ordenado;

i) V: ILY— P(%)

de maneira que V(p;), i fixado, cumpre a seguinte condi¢do: dados p e q

pertencentes a X, se p € V(p;) € q<p, entdo q € V(p)).

Definicao 3.39
Sejam K = < X, <, V > um modelo de Kripke para ILY ¢ A e Fla(IL®). Define-se

a nogdo de forcamento local, K |-, A (1€-se “K for¢a A no ponto - ou né - p”), da
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seguinte maneira:

1) K |-, pi se, e somente se, p € V(p));

2) K |-, Av B se, esomentese, K|-,A e K|-,B;

3) K |-, AAB se, e somente se, K|-,A ou K|, B;

4) K ||-,— A se, e somente se, paratodoq e X, q<p tem-se que
K |-/q A (K ndo for¢a A no ponto q);

5) K |-, Az B se, e somente se, paratodoqe X,q<p,se K|-,B

entdo K ||-4 A

Elencamos, a seguir, algumas propriedades dos modelos de Kripke

descritos para H".

Teorema 3.40 (Ancestralidade)
SeK||-,AeqeX,q=<p, entioK ||-, A

Demonstracao

Por indugao sobre a complexidade da férmula A.

1) Se A ¢ atdmica, entdo A:= p; para algum i; K |-, p; se, e somente se, p € V(pi)

e, como q < p, pelo item 2 da Defini¢do 3.38, q € V(p)), isto €

K”'q pi-

i1)Suponhamos entdo que o teorema valha para formulas com comprimento

menor que n.
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ii.1) Aé daformaB v C

Por hipotese de indugdo, se K |-, Be q<pentio K|-4B e, também, se K||-
p C eq<pentio, K |-4 C. Pelo item 3 da Defini¢do 3.39, tem-se que, se K||-, B
vCeq<p,entio K|-,BvC.

11.2) A ¢ da forma B A C: o raciocinio ¢ andlogo ao anterior.
11.3) A¢ daforma B  C
Por hipotese de indugdo se K ||-,Beq<p,entio K |-, B e, também, se

K |-, C eq<pentio K |-, C. Também por hipotese do teorema, para todo r

Yer<gq,tem-se que K |-, B e K |- C, oque nos leva a concluir
K|-BcC.
i1.4) A ¢ da forma — B

Tomemos a forma negativa da hipdtese da indugdo: se K |-/, B e q < p entdo

existe K ||-/q B, mas isto ocorre se, e somente se, K |[-,— B.l

Teorema 3.41 (Restricao de Modelos)
Seja K (p] a restrigdo de um modelo K tomando-se os nos anteriores a p. Para p

<q,K||-, A se esomente se, K (q] |-, 4.

Demonstracao

Por indugdo sobre a complexidade da formula A.

i) Se A ¢ atémica, entdo A:= p; para algum i. Sejam p < q e K |-, pi, 0 que ocorre
se, e somente se, p € V(p;). Tal fato ndo se altera se tomarmos Kl_(q], ou seja,

p € V(p;) continua sendo valido e isto se, e somente se, K| (q] |-p Pi -
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11) Suponhamos que a proposi¢ao valha para formulas cuja complexidade ¢
menor que n. Note que K[ (q] =< 3 (q], <, VN(q] > ndo altera o forcamento de
K=<2X%, <,V >noné p, dado que p < q ; assim, segue-se o teorema por

inducao. [ |

Observacao:

a) Essa propriedade “diz” que se pode alterar o futuro sem alterar o forgcamento

em p.

b) Se se toma q = p pode-se trabalhar apenas com modelos com um ultimo

elemento.

Teorema 3.42

K|-,——A se esomentese, VqeX,q<p drel r<qtalque K||- A

Demonstracao

K |-, = — A se, e somente se, Vq € X, q <p tem-se que K |[-/— A se, ¢

somente se, dr € X, r <qtal que K- A. |

Definicao 3.43
Uma formula A e Fla(IL%) ¢ for¢ada no modelo K se, e somente se, para todo p
e X K|-, A;uma formula A e Fla(IL%) é vdlida se, e somente se, é forgada em

todo modelo K.

Teorema 3.44 (da Correcao)

Se |-yd A entdo para todo modelo de Kripke K = <X, <, V> e todonop € Z,
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tem-se que K ||-, A.

Demonstracao

Devemos mostrar que os axiomas de H? sdo validos e que RD preserva validade.
Sejam K=<X,<,V>eondp e .

Vamos verificar alguns axiomas apenas.

a) Para o Axioma 3*, provemos que K |-, (Av B)zB)z A

Suponhamos q € X, q <p e K ||-4 A. Temos que provar que
K|-q(AvB)zB,isto ¢, parar € X, r<q, se K||-, B entdo K |- A v B.

Nas condig¢des das hipoteses, como r < q < p, temos que
K|-AeK]|-B,logoK|-AVvB

b) Para o Axioma 10*, provemos que K |-, Bz A) z - A

Suponhamos q € 2, q <p ¢ K||-, = A. Temos que provar que

K|-q(BzA),isto ¢, paratodor € Z,r<q, se K|-- A entdo K |-, B. Mas K ||-,
— A se, e somente se, para todo s € X, s <p, K |- /A. Para s=r < q,

vacuamente, se K ||-; A entdo K ||-; B, ou seja, K |- B & A.
c¢) RD preserva a validade
Suponhamos K |-, A e K-, B & A. Temos que provar que K ||-, B.

K |-, B @ A se, ¢ somente se, para todo q, q < p, se K |-, A entdo K |-, B;
tomando-se q = p, pela hipotese de que K ||-, A, segue-se que K ||-, B.l

Com vistas ao teorema da completude, ¢ necessario fazer algumas
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consideracdes; em face da dualidade mostrada nos Teoremas 3.26 e 3.31,
dizemos que I |-yd A se, e somente se, o seqiiente A =° I' for demonstravel em

GY - isto nos leva a entender o conjunto I' como uma disjungdo finita das

formulas que estdo em I'.

Na seqliéncia do capitulo, € assim que serd entendida a expressao
“T |-ud A”; nés omitiremos o subscrito H doravante e a expressdo T|-/ A indica,

ror . o d ~ 7 ’
como ¢ 6bvio, que o seqiiente A =° T ndo é demonstravel em G¢.

Definicao 3.45

a) Uma teoria T ¢ um conjunto de férmulas na linguagem de HY, isto &,
T < Fla(IL%) que é fechado sob derivabilidade.

b) Uma teoria T ¢é regular se, e somente se, todo teorema de H? for demonstravel
em T.

c) Uma teoria T ¢ ndo trivial se, e somente se, existe uma formula B,
B e Fla(IL%) ¢ T|-/ B.

d) Uma teoria T é prima se, e somente se, para todo C € Fla(IL%) da forma A A
B,se C € Tentaioou A € T ouB € T, mas nao ambos.

¢) Uma teoria T & maximal se, e somente se, para todo A € Fla(IL%), A € T ou

—AeT.

Observacao:

1. A € T se, e somente se, T |- A.

2. Se Av — A e Tentdo, se T for regular, T ¢ trivial.
Basta ver que B ¢ (A v — A) € teorema de H.

3.Se A € Te - A €T, como entendemos as formulas de T estando numa

disjun¢do, entdo A v — A € T e, se T for regular, T ¢ trivial.
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4. Se AA—A eT,Tregular, entdo T € ndo trivial.
Assim garante o Corolario 3.28.

5. HY ¢ finitamente trivializavel pela formula A v — A.

Lema 3.46
Sejam T’ < Fla(IL®) e A e Fla(IL%), tais que T |-/ A e T regular. Entdo existe uma

teoria T, I < T regular, nao trivial, prima e maximal, tal que T |-/ A.

Demonstracao

. . , . d
Lista-se todas as formulas construidas na linguagem de H™: By, B,,..., By,...;
constroi-se a seqiiéncia de conjuntos de féormulas Ay < A; ... obedecendo as

seguintes condigdes:
A =T
i) Ay =An1se Ay U {By} |- A
An1 U {B,}, caso contrario;

11) Se B, ¢ da forma C A D e foi acrescentado no n-€simo passo, acrescente-se

uma das formulas, C ou D, mas ndo ambas.
SejaT=U A,

Por construgdo, vé-se que T € regular, ndo trivial, prima ¢ maximal.

Lema 3.47
Seja agora ¥* = { Tc Fla(IL) tais que T é regular, néo trivial, prima e

maximal} ;



Sobre a dualidade entre Intuicionismo e Paraconsisténcia 87

Define-se T; < T, se, e somente se, T; < T5. Seja entdo K* = <X*, <, V*> com
V* definido por
V¥ () ={ T e Z*tal que T}- p;;}.

Em tais condigoes, K* ||-7 A se, e somente se, T|-A.

Demonstracao

Por indugdo sobre a complexidade das formulas.
a) A ¢ atOmica, isto ¢ A : = p;, para algum 1.

K* ||-1 p; se, e somente se, T € V* (p;) se, e somente se, T|- p;

Assumamos a hipotese da indugdo e vejamos 0s casos.
1) A ¢ da forma — B

K* ||-t — B se, e somente se, para todo Ty € £*, To < T, K* ||-1o /B; por hipdtese

da indugdo, Ty|-/ B e, como T, ¢ maximal, To|-—B; dado que Ty = T, T|- = B.
2) AédaformaB v C

K* |-t B v C se, e somente se, K* |-t B e K* ||-r C. Por hipétese de indugao, T|-
B e T|-C. Aplicando-se o Axioma 3*, T |- B v C; portanto, pelos Axiomas 4* e
5%, T|-BeT|-C.

3) Aédaforma BAC

K* |- B A C se, e somente se, K* ||-r B ou K* ||-1 C. Por hipotese de indugao,
T|-B ou TJ-C e em qualquer caso, T |= B A C (Axiomas 7* e 8*). Por outro lado,

se T|-B A C,como T ¢ prima, entdo T|- B ou T|- C.

4)A édaformaB ¢z C
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K* |-t B & C se, e somente se, para todo Ty € £*, To < T, se K* |-, C entdo
K* ||-1, B. Por hipotese da indugao se T |- C entdo T, |- B. Supondo as hipoteses,

como Ty < T, temos que T |-B e, assim, usando o axioma 1*,

T |- B ¢ C. Assumamos agora que, para todo Ty € X* T, < T, Ty |- B ¢ C; mas,
por hipotese da indugdo, Ty |-B e Ty |-C; logo se K* ||-1, C entdo

K* ||-1, B e, assim, K* |-t B & C. |

Teorema 3.48 (Existéncia de Modelos)

SeT < Fla(IL®) e A € Fla(IL°) sdo tais que T |-/ A e T é regular, entdo existe um
modelo de Kripke K =<Z%, <,V>eumnop € ¥ tal que

K ||-,B, paratodoB €T, e K ||-,/A.

Demonstracao

Pelo Lema 3.46, existe T < Fla(ILY) T < T regular, ndo trivial, prima e maximal,
tal que T |-/ A. Construamos K* =<%* /<, V*>com T € K*. Assim,se B € I
entdo B € T e, portanto, T |- B; pelo Lema 3.47, temos que, paratodo B € I', K
|-t B e, também, K |- /A. |

Corolario 3.49 (Teorema da Completude)

Se T ||- 4, entdo I'|-A.

Demonstracao

Suponhamos que I'|-/ A. Entdo existe um modelo K=<X , <,V > p e %, tal

que K ||-, B, paratodo B € I', e K ||-, /A (Teorema 3.48). Isto ¢, I" [|-/A.R
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3.5. O Calculo de Predicados dual

Consideremos, agora, o calculo de predicados dual ao célculo de
predicados intuicionista, que sera denotado por G¢ Q, ou ainda por HQ, quando

apresentado no estilo hilbertiano.

A linguagem de G¢Q, denotada L(G?Q) - que ¢ a linguagem de

HdQ, L(HdQ) - além dos conectivos &, A, Vv, — € parénteses, como simbolos

auxiliares, consta de:

I. Um conjunto ndo vazio, infinito, mas enumeravel, de varidveis individuais

X1,X2,--+»Xn»---; NOS USAremMos X, y, z, ... COmo metavariaveis;

2. Um conjunto finito, possivelmente vazio, de constantes individuais ¢;,c,,...,Cp;

nos usaremos a, b, ¢, d, ... para denotar constantes individuais;

3. Um conjunto ndo vazio, possivelmente infinito, mas enumeravel, de simbolos
de predicado P"; (n € N, i € I), com n indicando a aridade do simbolo de

predicado; usaremos P, Q, R, com ou sem indices, na metalinguagem,;
4. Um simbolo de predicado binario = ;

5. Um conjunto enumeravel, possivelmente vazio, de simbolos de func¢io f; (n
N, i1 € I), com n indicando a aridade do simbolo de funcdo e usaremos f, g, h

na metalinguagem;
6. Quantificadores V (universal) e 3 (existencial).

As defini¢des de termo, formula, variavel livre e variavel ligada sdao

as usuais; um termo serd denotado por t, com ou sem indices.
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O sistema G9Q ¢é o sistema G¢, ja apresentado, acrescido das

seguintes regras:

V _A AT A=A T
Vx A%, A= A=AV AT
3 _AAT A=A T
A 3x A= A=%3x AT

O simbolo A’y indica o resultado de substituicio de todas as

ocorréncias de x em A por t.

Teorema 3.50

Sdo demonstraveis em G ¢ Q os seguintes esquemas:

I# A(t) 2 Vx A(x)

2# (VxB(x) ¢ A) z Vx (B(x) ¢ A)

3#. 3x B(x) ¢ B(t)

4#. (A ¢z Ix B(x)) ¢ Vx (A & B(x))

S# Vx A(x) |- A1),

com as restrigoes seguintes: t estd livre para x em B(x) nos esquemas 1#, 3# e 5#

e x ndo esta livre em A nos esquemas 2# e 4# .

Demonstracao
1# Al =Y A Axioma
A1) =% Vx A(x) =4y

A(t)  Vx Ax) =1 - =1
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2# A=A B(x) =4 B(x) Axioma
B(x) ='Bx)z A. A Corte
VxBx)='Bx)z A, A V-
Vx B(x) = Vx (B(x) z A), A =4V
vx B(x) =Y A, Vx (B(x) < A) Permutacio
VxBx)z A =? Vx (Bx)Z A) z-=1
(Vx B(x) ¢ A) & Vx (B(x) < A) =¢ 7 - =*

3# B(t) = B(t) Axioma
Ix B(x) = B(1) 3.4
Ix B(x) ¢ B(t) =* z-=9

4

B(x) = B(x) A=A Axioma

A=* A ¢ B(x), B(x) Corte

A =% Vx (A ¢ B(x)). B(x) =9y

A = Vx (A ¢ B(x)). 3x B(x) =4.3

A =% 3x B(x),Vx (A ¢ B(x)) Permutacgao
A ¢ Ix B(x) = ¥x (A ¢ B(x)) 7 - =*

(A ¢ Ix B(x)) ¢ Vx (A  B(x)) =* 7 - =*

54.

[VXA(x)] =° At = At Axioma

[VxA(x)] =¢ A(t) = Vx A(x) =4y
At) =1 Corte

Como usual em calculo de seqiientes, a notacdo [A] indica que a férmula A ¢

demonstravel, isto &, tem uma prova em G ¢ Q.
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O sistema H'Q ¢é composto pelos esquemas proposicionais
(Teorema 3.29) e mais os esquemas 1# a 4# do teorema precedente, que serdo
considerados como esquemas de axiomas de HYQ, com as regras RD e

Especificag¢ao (5# do teorema acima).

Consideremos entdo, sem perda de generalidade, como simbolos
ndo logicos da linguagem L(HQ) os elementos do conjunto {P', R?, f', g%, c};
seja agora Est(t) o conjunto de todas as estruturas do tipo de L(H'Q). Um modelo

de Kripke para L(H*Q) é uma quadra

na qual:
1. <Z, <> ¢ um sistema parcialmente ordenado;
2. 'R ¢ uma funcao

R: X — Est(7)

p %,

na qual R(p) =< A, pi® RUE®) A0 o RE)RE) s om A, #De

PO C A
R A x A,
1A, —— A,
g A XA, — A,
' e A,

3. Paratodop, q € X, q <p, J associa Jgp, : R,——> Ry

e a familia 3, satisfaz as trés condi¢des seguintes:
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a) Jgp € um homomorfismo de Ry em R, , isto &,
se ¢ € P"® entio Fy(c) € PM@

se (b, ¢) € R"™ entio J (b, c) € R™@

¢) 3pp =Iap (aidentidade de A,).

Definicao 3.51
Seja K=<3, <, R, I > um modelo de Kripke para L(H'Q) ¢ sejam p € 2,
(€1, ..., o) € R, (isto € (cy, ..., €y) € Ap) e B(xy, ..., X,) pertencente a Fla(H'Q).

Definimos indutivamente a relacao de forcamento local

K ||-, B(x, ..., X») do seguinte modo:

1) K [|-, P[c] se, e somente se, ¢ € PY® (isto é, se, e somente se, R, E P[c], na

qual findica a relagdo de validade da logica cléssica);

2) K |-, R[c,d] se, e somente se, (c,d) e R™® (isto ¢ se, e somente se,

R, ER[c,d));

3) K||-, x =y [b,c] se, e somente se, b=c em R, (isto &, se, € somente se, R, |= X

=y [b.c);

4)K |-, A v B [cy, ..., cy] se, e somente se,
K |-, A[cy, ..., cn] € K||-p B [c1,..., Col;

5) K|[-p AABJcy, ..., cy] se, e somente se,
K |-, Acy, ..., cn] ou K |-, B[cy, ..., ¢ul;

6)K |-, =B [cy, ..., ¢4] se, e somente se, para todo q € X, q < p tem-se que
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K [|-/q B [Sgp(C1), s Igp(Ca)l;

7) K |-, (A & B) [cy, ..., ¢,] se, € somente se, paratodoq e X,q<p
se K ||-g B [Sgp(c1), ..., Igp(cn)] entdo K |- A [Sgp(c1), -.or Igp (Cn)];

8) K ||-p IyB(y, xi, ..., Xn) [C1, ..., Cn] S€, € somente se, existe b € R, tal que
K |-, B(y, X1, ..., Xy) [b,Cy, ..., Cu

9) K |- VyB(y, X1, ..., Xn) [C1, ..., Co] S€, € somente se, para q < p ¢ paratodo b €

Ry K |- B(y, X1, ..., Xn) [b, Igp(C1), -y Igp(Cn)]-

Completamos a defini¢do, supondo que as variaveis que ocorrem

nos termos t; e t, estdo na lista x, ..., X,:

K |-, P(t)) [ci, ..., Cu] S€, € SOMente se, t, "¢y, ..., c,] € PRP;
K [|-p R(t},2) [cy, ..., Cn] S€, € somente se,

t"[cy, ..., el Pley, ooy cy]) € RTP
K |-, ti =t [cy, ..., €] S€, € somente se,

R R
tl (p)[CI) ceey Cn] = t2 (p)[CI) ceey Cn]-

Teorema 3.52

As seguintes propriedades dos modelos de Kripke para H’Q séo demonstraveis.
A K ||-,B [cy, ..., c] e q <pimplica K ||-, B [3,,(ci), .... Igp(ci)];
B. K ||-, B [cy, ..., c4] se, e somente se, Kl_(p] [1-pB [c1, ... ¢l

C. K ||-, =B [cy, ..., ¢,/ se, e somente se, para todo q < p , existe r < q tal que
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K ||~ B [3,,(c)), ... Iip(ci)]:

D. Se m ¢ elemento minimal em %, entdo K ||-,, B [c;, ..., c,] Se, e somente se,
R, EB/[cy, ..., cil. [
Definicao 3.53

Uma formula B(xy, ..., X,) € Fla(HdQ) ¢ for¢ada no modelo K se, e somente se,
para todo p € X K |-, B(xj, ..., Xp) [CI, ..., Cu]; uma fOrmula B(x,, ..., X)) €

Fla(H'Q) ¢ vdlida se, e somente se, é forcada em todo modelo K.

Teorema 3.54 (da Validade)
Se |-pdp B(xy, ..., x,) entdo, para todo modelo K, todo p € X e toda (cy, ..., ¢,) €
R,, K||-, Bxy, ..., x4) [c1, ..., ¢f

Demonstracao

Devemos mostrar que os axiomas de H'Q sdo validos e que as regras preservam
validade. Para os conectivos proposicionais e a regra RD a prova ¢ adaptagdo da

prova do Teorema 3.44. Vamos verificar alguns dos demais axiomas:
a) Para o Axioma 3#

Suponhamos as restricdes do axioma e que as variaveis que ocorrem em t estao

na lista xy, ..., X,.

K |-, 3yB(y) @ B(t)[cy, ..., ¢,] se, e somente se, para todo q € X, q < p, se K ||
B(O)[Sgp(C1), -.»Igp(cn)] entdo K ||-q FyB(y) [Sgp(€1), -...Igp(Cn)]; nas condigdes da
hipotese, existe b = t € R, tal que K ||-q B (t) [Sgp(c1), ..., Igp(Cn)], logo K |-

AyB[Igp(€1), -y Sgp(Cn)]

b) Para o Axioma 4#
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K |-, (A & 3IxB(x)) & Vx(A & B(x)) [cy, ..., ¢a] se, € somente se, para todo q € X,
q<p,se K |-q VX(A & B(x))[Sqp(C1), -..,Igp(Cn)], €ntdo

K ||l-g A & IxB(X) [Sep(C1)s s Tap(Cn)].

Pela hipotese, para todor € 2, r<q, e todo b € R, K|+ A & B (x) [Sq(c1),
. Jrq(Cn)]; 1sto €, se, e somente se, para todo s<r, se K|-; B(x) [S«(c1),
s 3sr(Cn)], entdo K ||-4 A; supondo s =r, temos K |-, B (X) [I;q(C1), ..., Srq(Cn)] €,

assim,

K [[-; IXB(X) [Siq(€1), -..,3rq(Cn)], pois ocorre para todo b € R, e K |-, A, logo,
K |]-qg A & 3xB(x) [Sgp(€1), -, Igp(Cn)]-

c) Para a Regra de Especificagao

Suponhamos que K |-, VXA(X) [cy, ..., ¢y]; 1sto ocorre se, € somente se, para todo
qeZ qsp, se K|-q AX[Spc1), ....Igp(cn)]. Tomemos q = p ; assim K |-,

A(x) [(c), ...,(cn)], que € o que queriamos mostrar. [ |

Lema 3.55
Sejam T < Fla(H'Q) e A € Fla(H'Q). Seja C; uma cole¢do enumerdvel de

constantes e C; N L(H'Q) = @. Se T |-/ A e T regular, entiio existe uma teoria

I’ c Fla(L(H'Q)U C)) tal que T < T’ e T’|-/ A e, além disso:

i) T é regular, prima e néo trivial com respeito a Fla(L(H'Q) U C));

i) [ é existencialmente fechada com respeito a L(H'Q) U C,), isto é, se T’ |-
Ix A(x), Ix A(x) pertence a Fla(L(H'Q)U C,) entdo existe ¢ € C; tal que
I'’|- A(c).

Demonstracao
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Sejam C;, C,, C;,... conjuntos enumeraveis de constantes, todos disjuntos, isto €,

CinCj=Q,sei#j,e|C|<w. Seja Ly(H'Q) = L(H'Q).

Li(H'Q) = L(H'Q U C,

Ly(H'Q) = Ly(H'Q)U C, U C,

L(H'Q) = Ly, (H'Q U C, U G, U... U Cn.

Tomemos a cadeia Lo(H'Q) < L,(H*Q) cL,(H'Q) c...
Ly \Ly=Cy.

Com 1isso,

Fla(Ly) < Fla(L)) c...

€ prossegue-se como no Teorema 3.46. [ |

Seja agora 2* = {I' / T < Fla(L,) para algum n, I" ¢ prima com respeito a Fla(L,)

e I ¢ existencialmente fechada com respeito a Fla(L,) e a C, }.
Define-se I'y <I'; se, e somente se, ' = I';

Dado I' € 2, entio I’ < Fla(L,); tomemos Rr = < (c’/=), (R™), (f%,) >, com

cxc’se,esomentesel |-c=c’.

Lema 3.56 (Existéncia de Modelos)

Seja K* = < X*, c, Rr, 3 >, [ € * Entdo, para cada T € Z* com I'
Fla(L,), e para cada A(x;, ..., x,) € Fla(L,), K* ||-r A (c/~,..., c,/=) se, e somente
se, I'|-4 (xy,..., x,).



Giovanni da Silva de Queiroz 98

Demonstragdo : Similar a prova do Teorema 3.48. |

Corolario 3.59 (Teorema da Completude)
Se I ||- A4, isto é, se para todo B € T, para todo modelo de Kripke K = < %, <
R, I >e todo nod p € X tem-se que se K ||-, B, entdo K ||-, A, tem-se que

I |-HdQA. |
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CAPITULO IV

Ainda sobre a logica dual

Neste capitulo, consideramos ideais e filtros numa algebra de
Brouwer, com o objetivo de mostrar que resultados padrdes relativos a estas

estruturas podem ser generalizados para esta classe de algebras.

Apresentamos a seguir uma logica conectada aos filtros de uma

algebra de Brouwer.

O interessante desta logica, que chamamos FB, ¢ que tem um
conectivo “D” que permite comparar uma logica brouweriana, paraconsistente, as

demais logicas paraconsistentes conhecidas.

FB ¢ um fragmento da logica relevante R e, assim, também faz uma

ligacdo entre logicas relevantes e logicas paraconsistentes.

4.1. Ideais numa BrA

Definicao 4.1

Seja BrA =< A, n, U, —, T > uma algebra de Brouwer. Um conjunto nao
vazio J de elementos de uma 4algebra de Brouwer, J] < A, é um ideal de A se, e
somente se, :

)aelebelimplicaaubel

i)aeJeb<aimplicab € J.

Teorema 4.2

Um conjunto nado vazio J, J < A, é um ideal de uma BrA se, para todo a € A, a €
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Jimplica que — —a € J.

Demonstracao

Por Teorema 3.6.1ii, 3.6.ix e pelo fato de que L € J. [ |

Definicao 4.3
Dada BrA =< A, N, U, —, T >, todo ideal de A, diferente de A, é um ideal

proprio.

Teorema 4.4
Dada a BrA = < A, N, U, —, T >, se C c A, entdo o conjunto G(C) =\ {J: C

c J} no qual J um ideal de A também é um ideal de A.

Demonstracao

Existe pelo menos um ideal de A que contém C, a saber, o conjunto A.
Suponhamos a, b € G(C) e ¢ € A. Se J ¢ qualquer ideal que contém C, entdo
aelJebel,logoaub e J; masa—c <aem qualquer BrA e, assim, segue-se

quea—oc € J. Logo,aubea—-c € G(C) e este ¢ um ideal. |

Observagao: G(C) € dito ideal gerado por C.

Teorema 4.5
Se J é um ideal de uma BrA = < A, N, U,—, T >eseb € A, o ideal G(JU {b}),
gerado por J unido com b, consiste de todos os elementos da forma (c N b) U a,

comceAeacJ
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Demonstracao

Seja D o conjunto de todos os elementos (c "b)u a, comc € A e a € J; dado
que b= (T nb) U L, segue-se que b € D e também, se m € J entdo m= (L N

b) Um e D; logo, JU {b} < D.

Além disso ((c; "b) U a) U ((c;nb)ua))=(citucy)Nnb)u(aiua) eDe,

scael,entiodn((cnb)ua)=(dnc)nb)u(dna)eD.
Assim D ¢ um ideal.

Finalmente, se H é um ideal que contém J U {b} esea € J, entdo (cnb) U a €

H. Assim, D ¢ H. [ |

Corolario 4.6
Se J é um ideal de uma BrA e b € A\ J, entdo o ideal G(JU {b}) gerado por J
unido com b é um ideal proprio se, e somente se, a \U b # T, para todo a € J, isto

¢, se, e somente se, para todo a € J, - b < a.

Demonstracao

Provemos a versio negada: G(J U {b}) ndo é um ideal proprio se, € somente se,
au b =T para algum a € J. Note-se, inicialmente, que T < b U a se, e somente

se, T—b <a se, e somente se, - b <a.

(=) Se G(J U {b}) ndo é um ideal proprio, entdio T € G(J U {b}) e, para algum
a € J, ocorre que — b <a; além disso, =b U b <a U b e, portanto, T <a U b, isto

é,aub=T.

(<) Separatodoa € J,a U b=T, entdo G(J U {b}) ndo é um ideal proprio. ®
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Definicao 4.7
Um ideal Jyy de uma BrA ¢é maximal se, e somente se, J € um ideal proprio e ndo

existe nenhum ideal proprio de BrA tal que Jy; c J.

Teorema 4.8
Seja Jyy um ideal proprio de uma BrA =< A, N, U, T, —>. Jy; ¢ maximal se, e

somente se, para todo b € A, oub € Jyyou—>b € Jy,.

Demonstracao

(=) Suponhamos que Jy; ¢ maximal e b ¢ Jy. Devemos mostrar que = b € Jy;.
Se I = G(Jyy U {b}), entdo I ¢ um ideal de BrA e Jy c I; pela maximalidade de
Ju, I = A ; pelo teorema anterior, — b < a para algum a € J; e, como Jy; ¢ um

ideal, —be JM.

(<) Suponhamos que b € Jy; ou que — b € Jy, para todo b € A. Suponhamos

Ju < I, com I um ideal. Devemos provar que I = A. Sejab € I\ Jy;. Como b ¢ J,

—b € Jy; logo, = b € [ e assim —b U b € 1. Portanto, [ = A. |
Definicao 4.9
Um ideal ] de uma BrA =< A, N, u, T,— > ¢ primo se, e somente se, para

todoa,be A,seaglebglentioanb ¢ J.

Teorema 4.10

Se J é um ideal proprio e maximal de uma BrA, entdo J é primo.
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Demonstracao

Suponhamos J maximal coma ¢ Jeb ¢ J. Pelo Teorema 4.8, maeJe—-bel
e, assim, — a U — b € J; mas, pelo Teorema 3.10.1ii, m—a U —=b=—=(anb)e,

assim, —m (aNb) € J.Como Jé maximaL,anbgJ. N

4.1.1. Teorias em H?

Seja T < Fla(IL®) uma teoria em HY. Denotaremos por I, o conjunto
dos elementos [A] de R(HY) tais que A é demonstravel em T. Assim, [A] € I, se,

e somente se, T |- A.

Dado um ideal J numa BrA denotaremos por BrA/; o conjunto das

classes de equivaléncia modulo J.

Teorema 4.11

a) In é um ideal na dlgebra de Brouwer R(H"). A teoria T é ndo trivial se, e
somente se, Iy é um ideal proprio.

b) A dlgebra R(HY) de uma teoria T em H® é isomorfa a dlgebra quociente
R(H)/

¢) T é maximal se, e somente se, I é um ideal maximal em R(H").

d) T é prima se, e somente se, I em R(H") é primo.

e) Se T é maximal entdo T é prima. [ |

4.2. Filtros numa BrA

Resultados interessantes do ponto de vista da ldgica e teorias sdo
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obtidos se considerarmos os filtros numa algebra de Brouwer.

Definicao 4.12
Seja BrA =< A, N, U, T,—> uma algebra de Brouwer.

1) Um conjunto ndo vazio F de elementos de uma BrA, F < A ¢ um filtro_numa
BrA se, e somente se, paraa, b € A:

))ae Feb e Fimplicaanb € F;

i1)ae Fea<bimplicab € F.

2) Todo filtro diferente de A € um filtro proprio.

3) Um filtro Fy € maximal se, e somente se, Fy; € um filtro proprio e ndo existe
nenhum filtro préprio F tal que Fyy c F.

4) Um filtro F € primo se, e somente se, paratodoa,b € A,sea U b € F entdo

aeFoub ePF.

Teorema 4.13

Seja BrA = < A, N, U, T, — > uma dlgebra de Brouwer

a) A intersegdo de filtros de uma BrA é um filtro.

b) Seja S < A, o filtro gerado por S, denotado por [S), é dado por:

[S) ={b e A:paraalguns a,,..., a, € S, a; N..."a, < b}.

c¢) O menor filtro numa BrA contendo a € A, denotado por [a), e chamado o
filtro principal gerado por a, é tal que

[a)={beAd:a<b)

d) Um filtro F); é maximal se, e somente se, para todo a € A, ou a € Fy; ou
—a e Fy.

e) Todo filtro proprio e maximal é primo. |

Teorema 4.14

F é um filtro proprio numa BrA se, e somente se, para todoa € F, ——a ¢ F.
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Demonstracao

Provemos a versao negada: F ndo ¢ filtro proprio se, e somente se, para algum

aeF,—|—|aeF

(=)Se F nao ¢ filtro proprio, entdo L € F, isto é, — (a v — a) € F e, assim,
T—(@v—-a=(T——-a—aeF, isto ¢ ——-a—aeF. Como
——a—a<-—-—-a (Teorema 3.6.iv), segue-se que — — a € F, para algum a em

F.

(<) Suponhamos ——a e F. Assim T——aeF. Mas, T——a<a se, ¢
somente se, (T——a)—a=T e como T € F, (T——-a)—aeF, isto ¢,

T—(@av—a)e F,ouseja, ~(av—-a)=1 eF. [ |

A questdo que se apresenta, agora, ¢ a seguinte: quais as teorias que

estdo relacionadas aos filtros de uma éalgebra de Brouwer?

Aos ideais estdo conectadas teorias cuja 16gica é H® . Esta logica,
ainda que deveras interessante como se vera nos capitulos seguintes - quando da
discussdo de categorias, ndo ¢ subcalculo da logica cléssica e parece-nos muito

dificil, no momento, relaciona-la as logicas paraconsistentes conhecidas.

Entretanto, a logica relacionada aos filtros de uma BrA contém
teoremas cldssicos - tais como Av—-A ¢ —(AA—A), ja ressaltados

anteriormente - ¢ € interessante explicita-la.

4.3. O Sistema Logico FB

Consideremos a linguagem proposicional LH, tal como definida na
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Secdo 2 do Capitulo 3. Nesta linguagem construamos o sistema 16gico FB, cujos

axiomas sao,

(FB))ADA

(FB») (ASB) > (C>A)>(CoB))
(FB3;) A> (B> (A>B))

(FBy) (AAB)D A

(FBs)(AAB)>B

(FBg) (AoB)A(ADC) > (ADBACQ)
(FB;) Ao (AvB)

(FBg) B> (A v B)

(FBo) (A2 CO)A(B>C)D(AvBC)
(FBio)) AABVC)>(AAB)vO)
(FB)(ASB) D (=B>—-A)

(FBp)) m——ADA

(FB;3) Av = A,

com as seguintes regras de inferéncia
A, A>B/B (modus ponens)

A,B/A AB (conjungdo).

Teorema 4.15

Em FB sdo demonstraveis os seguintes esquemas e regras.:
a)———A>—-4

b) =A>D—-—--4

c)—(An—4)

d—-(AAB)D—=Av—-B

e)mAv—-"BD>—-(AAB)

f)lm(AvB)D—-AA—-B
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g A>B Bo>C|-4oC

hhA>B, A>D—-B|-—-4

)—ADA|-A

j)—mADB|--B>2A

k) Se|-A>BentioA>C|-Bo>C [ |

Teorema 4.16

Em FB ndo sdo demonstrdveis os seguintes esquemas e regras:
a)A> (B> A)

b)(A>(A>B)) o(A>B)
c)Bo(Av—-A4)

d)A>(—A>B)

e) 2 A>D(A>B)

lAD(—A>—-B)

g ~A>(A>—B)

hAAN—ADB

DAN—AD—B

J)JAD—-—-4

K (A>B)>(B>C)> (4> C)
N(A>B>C)>(A>B)>(A>C))
m)(A>B)v (BDA)

nAn—-A|-B
0)A>(B>C)|-B>(A>B)

Demonstracao

Basta tomar a seguinte matriz M = < {0, 1,2 }, {1}, D, A, v, = >, com 0s

conectivos definidos pelas seguintes tabuas:
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- A\B|0O 1 2 A A\B|0O 12

0 |111 0 000

I 010 1 011

2 211 2 |012
v A\B|0O 1 2 A |-A

0 |011 0 | 2

1 111 1 |2

2 111 2 10 ]
Observagdo:

1. Nao vale, em FB, o Teorema da Dedugdo, seja na forma cléssica, seja na

forma relevante (e.g. [Dun86:135]).

2. FB ¢ uma légica paraconsistente (lato sensu) e nao € uma logica paracompleta.

4.4. Algebrizacio e completude de FB

Consideremos, entdo, Fla(FB) = < {pi}ic1, A,V , D ,— > a algebra das
formulas da linguagem de FB. Consideremos a relagdo A ~ B se, e somente se, |-

B (A D B) A (B o A). Demonstra-se, facilmente, que ¢ uma relagdo de

equivaléncia na algebra Fla(FB). A algebra quociente Fla(IL?)/~ sera denotada
por R(FB).

Dada A € Fla(FB), denota-se por
[A]={B € Fla(FB) tal que A ~ B}

a classe de equivaléncia de A, modulo ~, e define-se [A] = [B] se, € somente se,

|'FB A D B.
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Define-se entdo

[A] W [B]:=[A v B]

[A] " [B]:=[A A B]

[A]|—[B] ==[A>B]

—[A]:=[- Al
Teorema 4.17

A algebra M(FB), com as operagoes acima definidas, ¢ um filtro numa dlgebra

de Brouwer.

Demonstracao

Os axiomas FB, - FBy garantem que R(FB) ¢ um reticulado; o axioma FB;
mostra que ‘R(FB) tem elemento unidade T determinado por [A v — A] :=
[A] U — [A], logo R(FB) € um reticulado com elemento unitario T; as regras de
inferéncia garantem ainda que R(FB) ¢ um filtro; o axioma FB; mostra que se
[A], [B] € R(FB) entdo [A]—[B] e [B]—[A] estdo em ‘R(FB); devemos,

entdo, mostrar que [A] — [B] < [C] se, e somente se, [A] < [B] U [C]. [ |

Teorema 4.18
Dada uma formula A € Fla(FB), A é teorema de FB se, e somente se, [A] =T em
R(FB).

Demonstracao

Seja A teorema de FB. Considere a seguinte demonstracao:

I.A Hipotese
2.(Av=-A)>A>((Av—=A)DA)) Axioma FB;
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3.(Av—=A) Axioma FBi;
4. (A>((Av—=A)DA)) 2,3 /MP
5.Av=A)DA 1,4/MP.

Assim, [A v — A]<[A], e, por defini¢do, [A]U —[A]<T, isto ¢, T <[A] e
entdo [A]=T.

Por outro lado, se [A] =T, entdo [A]U —[A] < [A],

isto &, |-pp AV = A DA e, como (A v — A) ¢ axioma de FB, segue-se , por MP,

que |'FB A. |

Definicao 4.19

1. Seja BrA uma 4lgebra de Brouwer. Toda aplicagdo v, do conjunto das
varidveis proposicionais {pi}; <1 aos elementos de um filtro primo de uma BrA ¢
chamada uma valoracdo. Pode-se estender, de forma unica, uma valoracao v,

para toda formula A € Fla(FB).

2. Se BrA = R(FB), entdo v ¢ denominada a valoragdo canonica da linguagem de

FB e assim v, (A) = [A];

3. Uma valoragdo v € modelo de um conjunto I" de formulas se, e somente se,

v(A)=T,paratoda A € I'" ;

4. Uma foérmula A € Fla(FB) ¢ dita ser vdlida se, e somente se, para toda

valoracao v, vV(A)=T .

Teorema 4.20 (da Correcao)

Se A € Fla(FB) ¢ demonstravel em FB, entdo A é valida.
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Demonstracao

Devemos mostrar que todo axioma de FB ¢ valido e que as regras de inferéncia

preservam validade.

1) Todo axioma ¢ valido.

Para os axiomas FB;, FB,, FBs, FB;, FBg, FB|,, FB;a prova ¢ imediata.
Vamos mostrar para alguns dos demais.

1.1) Para o Axioma FB;; seja v(A):=a e ¥(B):=b, ¥(C):=c, com a, b, ¢ elementos

de um filtro primo de uma BrA.
W(ADB)D(CoA)o(CoB)) =
—(=@—b)—=(=(c—a)——=(c—Db))
Note-se que, pelo Teorema 3.10.1
—(c—a)——=(c—b)<(c—b)—(c—a)

e, pelo Teorema 3.10.v, (c—b)—(c—a)<a—»>.
Assim, - (c—a)——-(c—b)<a—b

logo,

—~(@a—b)<s=(=(c—a)—=(c—Db)

e, portanto, - (a—b)—— (- (c—a)——-(c—Db)) < L.

1.2) Para o Axioma FBy, sejam v(A):= a e ¥(B):=b, ¥(C):= ¢, com a, b, ¢ ele-

mentos de um filtro primo de uma BrA.

V(A C)AB>DC)D(AVvBDQ):=



Giovanni da Silva de Queiroz 112

— (=@ —c)Nn—=(b—c)——((aub)—0)).

Note-se que, pelo Teorema 3.6.vii,
(@a—c)u(b—c)=(aub)—c,e

—((@a—c) v (b—c))=—=((awb)—oc).

Pelo Teorema 3.10.ii, — (a—c¢) M — (b— ¢) == ((a U b) —c),
e, assim,

—(a—c)Nn—=(b—c)——=((aub)—c)< L.

11)Vejamos que as regras preservam validade.

Suponhamos v(A) = T e (A o B) = T. Mas v(A D B):=T se, e somente se,
—(a—b) =T se, e somente se, - (T — b) = T se, e somente se, =—— b = T.

Como —— b <b, segue-se que T <b e, portanto, v(B) =T

Para a conjungdo a prova ¢ imediata . [ |

Teorema 4.21(da Completude)
Se A € Fla(FB) ¢ valida, entdo A é demonstravel em FB.

Demonstracao

Suponhamos que A ndo ¢ demonstravel em FB. Tome-se a algebra R(FB) ¢ a
valora¢do canonica v, tal que v.(A) # T (conforme Teorema 4.18). Logo, A nado ¢

valida. [ |
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Observagao: FB ¢ um fragmento da logica relevante R de Anderson e Belnap

(ver [Dun86]).
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CAPITULOV

Categorias, fopos e dualidade

Sabe-se que, para qualquer topos elementar & o objeto Q
(classificador de subobjetos) tem a estrutura de uma algebra de Heyting. E de se
supor que, por dualidade, podemos associar a cada topos, um topos dual no qual
Q) tem, também, a estrutura de uma algebra de Brouwer. Isto, entretanto, ndo ¢é
verdade; nds mostraremos que, para certos fopoi, a algebra dos subobjetos ¢ uma
algebra de Brouwer, bem como ¢ uma algebra de Heyting - como se sabe - e que

ndo se pode definir uma negacao “brouweriana”, distinta da negagdo booleana.

Antes, entretanto, fixam-se alguns conceitos e resultados basicos de

Teoria das Categorias e topos.

Definicao 5.1
1. Uma categoria C consiste de uma colecao de objetos, Ob(C), € uma colegdao
de morfismos, Hom(C); a cada morfismo f associa-se um dominio,

dom(f) € Ob(C) e um codominio, codom(f) € Ob(C).

2. Um morfismo f com A:= dom(f) e B:= codom(f) ¢é representado por

f: A > B.

3. O conjunto de morfismos com dominio A e codominio B sera representado por

Hom¢ (A,B).

A composi¢dao de morfismos satisfaz a associatividade e, para cada

A e Ob(C), existe um morfismo identidade, 1dx € Hom¢ (A,A).

Os conceitos de monomorfismo, epimorfismo e isomorfismo sdo os
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usuais, em teoria das categorias. O fato de que f ¢ um monomorfismo sera

indicado por f: A >— B; de que f ¢ epimorfismo, por f: A——— B.

Um objeto terminal numa categoria C sera indicado por 1; um

objeto inicial por .

Um produto A x B de dois objetos de uma categoria C ¢ um objeto
com morfismos py: A x B———= A, pg: A x B———> B tal que para cada par de
morfismos f: C ——> A e g¢ C ——> B existe um unico morfismo h,

representado por <f,g>, tal que o diagrama abaixo comuta:

@)

Uma soma (ou co-produto) A + B de dois objetos de uma categoria C

¢ um objeto com dois morfismos i\: A——> A + Beig: B———> A + B tal que
para cada par de morfismos, f: A ——> C e gt B——> C existe um Unico

morfismo h, denotado por [f,g], tal que o diagrama abaixo comuta:

C

Tomamos como usuais, também, os conceitos de pullbacks e
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pushouts.

Definicao 5.2

Sejam € uma categoria e A, B, C € Ob(C). Uma exponencial A® em C é um
objeto tal que existe um morfismo fixado (chamado avalia¢do, denotado av),
av: ABxB—— A e, para cada morfismo f: C x B ——> A, existe um tUnico

. C

>A® tal que

av o (f"xidg)=f

isto €, o diagrama abaixo comuta:

ABxB— S A
xidg f
CxB

Observacao:
Para :C ——A e g: D— B, fxg: C x D——> A x B ¢ o0 tnico morfismo que

faz o diagrama abaixo comutar, isto €, f o pc = pa 0 (fxg) e g o pp = pg 0 (fxg)

C«——CxD——>D

Construamos, agora, uma definicdo dual da exponencial. Dualidade

esta pensada, aqui, no sentido de [Hat68], conforme ja exposto.
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Definicao 5.3 (para determinados topoi)

Sejam C uma categoria e A, B, C € Ob(C). Uma exponencial dual B* em C é um
objeto tal que existe um morfismo fixado (chamado avaliag¢do dual, denotado
avd), avd: B—— B" + A e, para cada morfismo f: B—— C + A existe um
tnico f*: B*—— C tal que (f™idy) o avd =f, isto é , comuta o seguinte

diagrama:

avd
B— SB*+A

™ +ida

C+A

Definicao 5.4
Se C ¢ uma categoria com objeto terminal 1, entdo um classificador de
subobjetos para C ¢ um objeto Q e Ob(C), junto com um morfismo

true(T):1

> (), que satisfaz o seguinte axioma:

Axioma Q: Para cada monomorfismo f: A >—> D existe um unico

morfismo ¥y D —— Q tal que o diagrama abaixo é um pullback:
f
D

T

¥t € chamado morfismo caracteristico do monomorfismo f; um monomorfismo

—

f: A>——> D com codominio D ¢ chamado de subobjeto de D.
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Seja Pp = {f / f ¢ subobjeto de D} a cole¢ao dos subobjetos de D;
sejam f: A>——>D e g : E >—> D subobjetos de D. Definimos f < g se, e
somente se, existe um monomorfismo h: A >—— E tal que comuta o seguinte

diagrama

A relacdo “<” tem as seguintes propriedades: ¢ reflexiva, transitiva e antis-

simétrica.

Definimos f= g se, e somente se, f<ge g <f.

Teorema 5.5

= é uma relagdo de equivaléncia. |

Definamos
Pp/z={[f]:fePp},com[f]={g: f=g}.
Definamos

[f] = [g] se, e somente se, f < gem Pp -

Teorema 5.6

C ¢ uma ordem parcial. [ |
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Seja Sub(D) = Pp/~ .

Teorema 5.7

Numa categoria C, que admite pullbacks e classificador de subobjetos, seja
Sub(D) tal como definimos acima. Entdo, para qualquer D € Ob(C), Sub(D) é
isomorfo a Hom¢ (D,<)), isto ¢, Sub(D) = Hom¢ (D,Q)). |

Corolario 5.8

Sub(D) =~ QO ]

Definicao 5.9
Um fopos elementar ¢ uma categoria C que admite objeto terminal 1, pullbacks,

exponenciacao e classificador de subobjetos.

Doravante, as categorias a que nos referiremos serao topoi.

Consideremos agora a estrutura <Sub(D), —>. E sabido que
<Sub(D), <> ¢ um conjunto parcialmente ordenado; em verdade <Sub(D), > ¢
um reticulado e pode-se mostrar que este reticulado tem a estrutura de uma
algebra de Heyting. Mas, interessam-nos outras construgoes algébricas induzidas

em <Sub(D), =>.

Sejam f: A >—> D e¢ g2 B > D monomorfismos, isto &,
subobjetos de D. Vamos definir o supremo f U g (em verdade, o supremo [fU g]
mas, por abuso de linguagem, vamos identificar a classe [f] com seu
representante f), como a imagem de [f,g]: A+B—— D formada através da

fatoragdo épico-monica
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A+B———D

\ /

[f.2](A+B)

e assim, f U g: [f,g](A+B) —— D e vamos chamar [f,g](A+B) de A U B. O

infimo £ N g ¢ dado pelo pullback
AxB———>B
fng
A>——D
e vamos definir o dominio de f m g como A N B.

Teorema 5.10 (para determinados fopoi)

< Sub(D), < > ¢ uma algebra de Brouwer, com sup e inf tal como acima

definidos.

Demonstracao

Devemos provar que:

L [f~ gl =inf {[f], [g]};

2. [fu g] = sup {[f], [g]};

3. <Sub(D), < > tem elemento unitario T;
4. Sub(D) ¢ fechado sob a operacdo —;

5. [f—g] £[h] se, e somente se, [f] <[g U h].
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Notemos inicialmente que [idp] € [Dp] sdo maximo e minimo,

respectivamente, de <Sub(D), >, com idp: D—— D e p: J—— D.

Com efeito, basta verificar que os seguintes diagramas comutam,

para f: A—— D qualquer:

> D>
£ idp @\ idp
D D

O primeiro diagrama afirma que f < idp, pois hd o monomorfismo
f: A>——>D que o faz comutar; logo, [f] < [idp]. Pelo segundo diagrama, vemos
que Dp < f ; por ser & objeto inicial e Dp unica, [Dp] < [f] e, assim,

solucionamos o item 3 das questdes a serem provadas. Vejamos as demais.

1. Devemos provar que, para f:A >——D e g:B >—— D, [fng]<[f]; [frg]<[g] e

que, para qualquer k:C >——D tal que [k]<[f] e [k]<[g], [k]<[fg].

a) Consideremos o seguinte pullback

Observa-se que f° e g’ sdo monomorfismos; assim, o triangulo inferior permite

afirmar que f N g < f'e o tridngulo superior que f N g < g.

b) Suponhamos k < f e k < g. Isto significa que existem monomorfismos ¢, € /,

tais que os diagramas
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k

k
C>——>D Co——
7\/f 7@\ g
A B

comutam, isto ¢, fo /; =k =g o /,. Assim, o diagrama exterior abaixo comuta:

e, como o diagrama interior € pullback, existe /’: C——> A N B que faz comutar
o diagrama, isto ¢, o ’=/,eg o’ =/(,;comogo lhb=k=(fng)ol, o

seguinte diagrama comuta:
C———>D
A fng
ANnB.

Se ¢’ ¢ monomorfismo, k < f M g; mas, este € o caso pois, se £’0 m = £’0 n, entao
fngolfom=(fnNng)olone,assim,foliom=Ffo /¢ on; mas, fo/l ¢
monomorfismo, pois f e /; 0 sdo e, assim, cancelaveis a esquerda. Logo, m =n e

concluimos, entdo, que k <t g.
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2. Agora, devemos provar que, para f:A >——D e g:B > D, [f]<[fug],
[g]<[fug] e que, para qualquer k:C >——D tal que [f]<[k] e [g]<[k], entdo
[fUg]<[K].

a) Consideremos o seguinte diagrama

f
AUB««—A

)

g

Notemos, inicialmente, que os morfismos f* e g’ efetivamente existem, isto €,
que o diagrama ¢ comutativo, pois A U B ¢ f(A) + f(B). O tridngulo superior
informa-nos que (f U g) o = f; se * for monomorfismo, f < f U g. Sejam entdo
m,n : P—— A tais que fo m = f’o n; entdo, (fuU g)offom=(fuU g)o fon;
como (fuU g)o =1, temos f o m= f o n; dado que f ¢ monomorfismo, m = n,
logo, f < fuU g. A mesma andlise, aplicada ao tridngulo inferior, permite afirmar

queg<fug.

b) Suponhamos k < f e k < g; isto significa que existem monomorfismos p €

q tais que os diagramas

k k
C>——>D C>——>D

WV Vi

comutam, isto ¢, kop=f e koq=g.

Consideremos entdo o seguinte diagrama:
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AUB<——B

Que existe o morfismo m: A U B —— C ¢ fato, pois o diagrama inferior € o
pullback de k e 1 ; além disso, (fuU g)of'=fe (fU g) o g’ =g . Assim, temos
(fug) = k o m. Prova-se, facilmente, que m ¢ um monomorfismo e tem-se,

portanto, que fU g <k.

4. Devemos agora mostrar que, se [f] e [g] sdo elementos de Sub(D), entdo

[f— g] também o ¢€; para tanto, basta definir

[f—gl=inf {[k] / [f] < [g W k]}.
5.Sejam f: A>—D,g2B>——>Deh:C>>D.

(< ) Suponhamos [f] < [g U h], isto ¢, existe um monomorfismo m:
A >——> B u C tal que (g U h) o m = f; queremos mostrar que, para q: (A — B)

>—>C,ef—gtA—B>——>D,hoq=(f—g).

Do fato de que ha uma exponencial dual, sabemos que Homg(AB, C) ~ Home(A,
B + C); como estamos trabalhando com classes de equivaléncia [f] e os conjuntos
Homg(AB, C) e Hom(A, B + C) sdo isomorfos, a cada [f] Homg(AB, C),hdo
correspondente [g] € Homg(A, B + C). Entretanto, vejamos, inicialmente, que h
< g U h; por outro lado, como f < g U fe Homg(AB, A) ~ Homg(A, B + A),

segue-se que f— g <f, isto ¢ , ¢ comutativo o diagrama seguinte
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f—g

A—B>———D

com f— g = f o p. Combinando os dois resultados, temos

e,como g Uhomop=fop, segue-se que f — g =h o q, como era para ser

mostrado. Para a reciproca o raciocinio € analogo. ]

Este teorema mostra que Sub(D), que como ¢ conhecido tem a
estrutura de uma algebra de Heyting, em determinados casos, tem a estrutura,

também, de uma algebra de Brouwer.

Até agora trabalhamos com Sub(D), ou, o que ¢ o mesmo, com
Homg(D, Q); tais objetos estdo em SET, e assim, sdo externos ao fopos Mas
podemos “transferir” a estrutura algébrica de Sub(D) para Sub(1); no primeiro
caso estaremos lidando com os “elementos” de Q: em analogia a SET, podemos
definir os elementos de A € Ob(C) como os morfismos da forma x: 1 —> A e
assim, em Sub(1), estaremos lidando com os morfismos de Homg(1, Q), isto &,

com objetos que desempenham um papel importante na logica interna ao topos.
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Ao se lidar como Sub(Q) pode-se produzir morfismos que correspondem a

“operacdes logicas”. Faremos a seguir algumas dessas construcdes.

Teorema S.11

Sejam & um topos e A € Ob(C). As seguintes proposi¢oes sdo equivalentes:
i. A é subobjeto de 1, isto ¢, o unico morfismo A——> 1 é monomorfismo,
ii. Para qualquer B, existe no mdaximo um morfismo B—— A;

iii. Qualquer morfismo com dominio A é monomorfismo.

Demonstracao

(11) = (i11) = (1) Imediato. Basta entdo provar que (i) = (i1). Suponhamos que (i)
valha e f,g: B—— A. Entdo, para h A——> 1, hof=ho ge, como h ¢

monomorfismo, entdo f = g. Logo (i1). [ |

Este teorema mostra que os elementos de Sub(1) podem ser olhados
como dominios de monomorfismos cujo codominio ¢ 1. Assim, se f: A>——>1¢
gB>—1, temos [f N g] = AxB>— 1, [f U g] ¢ igual a imagem da
funcao [f,g](A+B) em 1; [f— g] := a exponencial dual e [~f] := [1d; — f]. Além
destes objetos, caracteristicos de uma algebra de Brouwer, os seguintes objetos
também estdo em Sub(1): [f O g] := a exponencial usual B* em 1 e [—f] .= " e,
aqui, —f ¢ o morfismo f o &, conforme ¢ definida a negagdo numa algebra de
Heyting. Veremos alguns desses objetos, apds construirmos os morfismos

Q" —— Q, que serdo olhados como conectivos.

Definicao 5.12

Seja & um topos e Q o classificador de subobjetos. O morfismo “‘falso”, denotado
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por L, 1: Q—— Q, é definido pelo morfismo caracteristico do objeto inicial &,

através do pullback abaixo:

I>——1

Xo1 =L

1>—>Q

Assim, falso = yz; = L € o morfismo caracteristico de &y: & >—— 1.

No6s dizemos que 6 € um conectivo n-drio num topos se € um

morfismo

0=Q"—> Q

no qual Q" =Qx Q x..x Q, n vezes.
a) Negacdo “—” (numa algebra de Heyting)

—: Q—— Q ¢ definida através do seguinte diagrama, que ¢ um pullback

1T 50
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b) Conjungao “A”

Consideremos o seguinte diagrama

T h T

Qc——QxQ—>Q

que € o diagrama que define o produto de Q x Qe T: 1 —— Q ¢é o morfismo true

. Nota-se que h = <true, true> e se, agora, construirmos o pullback

<T,7>
1>——>0Qx0

\I/ \I/ A<T,T>

1>—8— Q

vemos que A : Q x QO ——— Q ¢ dada pelo morfismo caracteristico de <true,

true>, que ¢ o Unico morfismo que faz do diagrama dado um pullback.

c¢) Disjungao “v”
N ) i )
Para a disjuncao consideremos os seguintes diagramas
1 —1

«Q 9
T t\ig i/lk T

Q——QxQ—>0 Qe——— OxQ—>Q
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nos quais !: Q@ —— 1 ¢ o unico morfismo de Q a 1, T(true): 1 —> Q, ¢
chamamos T a composicao de T e !; tem-se assim que h: Q ——> Q x Q é <Tq,

ido>ek: Q—— Q x Q¢é <idg, To> e tomemos o co-produto:
Q— Q0+ Qe———QO
QAxQ

Por construgdo, /: Q+Q ——— QxQ ¢ o morfismo [<Tq, ido>,<idg, To>] que,
em qualquer topos, pode ser fatorado num epimorfismo seguido de
monomorfismo. Seja im(/) o monomorfismo obtido da fatoragdo épico-monica.

Assim, o diagrama seguinte

im(})
OH0—— 5 OxQ

\L Aim(o)

1——> Q
que ¢ um pullback, dd-nos a disjungao V: yim) = im [<Tg, idg>,<idg, To>].

d) Implicagao “>*



Giovanni da Silva de Queiroz 130

Consideremos, inicialmente, o seguinte pullback

E——QxQ

AxQ——>Q

O morfismo e: E——Q x Q ¢ o equalizador de A e p;, a primeira projecao do

produto Q x Q. O seguinte pullback, entdo, define o morfismo “>”:

E>——>QxQ

1 —— Q

Notemos que as construgdes anteriores sao generalizagdes
adequadas de SET, nas quais Q2 x Q ¢ tomado como o conjunto 2 x 2 com as
operagdes usuais de tabelas de verdade. Para a implicagdo, em SET, o
equalizador E € o conjunto {(x,y) € 2x2/x<y}={(X,y) € 2Xx2/xXxAy=X}
={(x,y) € 2x 2/ AX,y)=pi(X,y)}, que ¢ a forma como se define o conectivo.
Isto sugere que se defina a implicagdo brouweriana “—" como o conjunto {(X, y)
e2x2/x>y}={xy)€e2x2/xvy=x}={XYy) €2x2/Vv(XYy) =p(x
y)} e assim se pode definir um equalizadorde v: Qx Q——> Qep: QxQ—>

Q, a primeira proje¢do do produto Q2 x Q.

[3 2

e) Implicacdo brouweriana
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Esta ¢ dada pelo pullback abaixo

E—— QxQ
— =X
]l ——— Q
no qual e; € o equalizador de v e p;.

Para definirmos a negagdao brouweriana (que estamos denotando
e 9

por “~”) como um endomorfismo do objeto valor verdade 2, entretanto, temos o

seguinte resultado(que se encontra em [ReZ93:600]):

Teorema 5.13
Seja a: Q ——> Q um operador tal que o < idg. Entdo, para todo p € Q,

aop=pAroaol.

Demonstracao

Consideremos o diagrama

1>——>Q

Q—QAxQ—>Q

Assim, h=<p, a0 T>.

Agora consideremos o diagrama comutativo
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Q — Q

o que da o resultado procurado. |

Corolario 5.14

Seja N: Q——> Q um operador tal que N <idoe No T =T. Entdo N = idg.

Demonstracao

Se N o T =T, entdo, pela proposicao anterior, N o p =p e, assim, N = id,. B

Noés dizemos que um fopos & € booleano se, e somente se, ) ¢ uma

algebra booleana.

O seguinte fato ¢ bastante conhecido (para a prova ver [Bel82] ou

[Gol84:184]):

Teorema 5.15
Num topos &, as seguintes condigoes sdo equivalentes:
1. € é booleano,

2. _|_|:idQ (N":l.dg) |

Esses resultados dizem-nos que a negacdo brouweriana, que

satisfaz as equagdes ~~a<ae~~T =T, ndo pode ser expressa como subobjeto
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do objeto valor de verdade, da forma ~: QO —— Q (Corolario 5.14). Para que tal
ocorresse seria necessario que satisfizesse a equacdo ~~a = a, que ja sabemos,
faz da algebra brouweriana uma algebra booleana, ou seja, num topos, a negagao
brouweriana e a negacdo de Heyting colapsam na negacdo classica (Teorema
5.15). Este resultado ndo € novo; com efeito, F.Lawvere [Law91] comenta que,
em topoi nos quais o reticulado dos subobjetos ¢ uma algebra de co-Heyting (o
dual de uma algebra de Heyting, que neste trabalho chamamos de &4lgebra
brouweriana), vale o resultado que acabamos de mostrar. Este fato remete a
divisdo entre logica interna e ldgica externa. Sub(D) pode ser visto como uma
algebra brouweriana, mas Q nunca o ¢ (exceto, no caso trivial, quando a — b ¢
definido como a M ~ b). E sabido que Sub(D) ¢ “externo” ao fopos & e nem
sempre € o caso em que a logica de & e a logica de Sub(D) coincidem. O exemplo
classico, em teoria das categorias, € 0 fopos SET™? (com M, um monoide <{0,1},
e, 1> com identidade 1 e no qual 0 ndao tem inverso): Sub(D) ¢ booleano e,

entretanto, (2, internamente, nao ¢ uma algebra de Boole.

A Definicdo 5.3 e¢ o Teorema 5.10 foram atenuados com a
expressdao “para determinados topoi”. O teorema seguinte estabelece as
condigdes necessdrias e suficientes desta atenuagdo (para notacdo e defini¢Oes

ver [ReZ91]).

Teorema 5.16

A algebra dos subobjetos de qualquer objeto de um topos & é uma dalgebra de
Brouwer se, e somente se, existe um topos booleano B e um morfismo geométrico
I': B—— &, tal que a operagdo canonica d: Qe ——> I'(Qp) tem um adjunto a

esquerda relaxado.

Demonstracdo: [ReZ96:36-37].
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Exemplos e comentarios
a) Da exponencial dual

Tomemos um conjunto totalmente ordenado (P,< ) com elemento
zero O (inicial). Neste conjunto, olhado como uma categoria na qual os
elementos de P sdo os objetos da categoria e as flechas seus morfismos,

definamos:

Q¢ =Dseq<p
ou
q°=qsep<gq.

i) existe um morfismo avd: q—> q° v p

Basta verificar que q< ¢” v r.

Caso 1. Se q <p entdo q° = J e, portanto, q < J v p, 0 que € o caso.
Caso 2. Se p < qentio q” = q e, assim, < q Vv p, 0 que também € o caso.
i1) Comutagao do diagrama

Seja ¢ ——> r v p outro morfismo, isto &, q < r Vv p; queremos mostrar que existe

um unico morfismo g — p tal que o diagrama

—>q VD

i

pvr
comuta. Isto &, temos que verificar que ' <p € queq vr<rvp.
Fatol ¢ <p

i) Se q <rentdo q = & < p e, portanto, q" < p.
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i1) Se r < p, consideremos dois subcasos:
ii.l)p<r<gqeassimrv p=r;portanto, ' = q € tem-se que p < q €
q <p, o que ¢ uma contradicao;
ii.2)r<peassimpvr=p;q°=q=Jeqg’<p,oqueéocaso,eq <pé
unico.

Fato2 ¢ vr<pvr, o que decorre facilmente do fato acima.

Da defini¢do usual de exponencial, sabe-se que

Homc(C, A®) » Homc(C x B, A).

A definicao de exponencial dual sugere o seguinte isomorfismo:
Homc(B?, C) ~ Hom(B, C +A)

cuja existéncia pode ser demonstrada. Note-se que podemos interpretar o

1somorfismo na categoria (P, <) do exemplo acima da seguinte forma:
Hom(P,S)(qr, p) ~ Hom(P,g)(q, p V1), isto &,

q—r<p se, esomente se,<p VT.

b) Do morfismo “—”

(9 29

Vejamos como funciona a operacdo brouweriana °

num fopos
bastante particular: a categoria dos pré-feixes sobre C. Seja SETP tal categoria,

com C uma categoria pequena. Veremos como funciona o classificador de
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subobjetos nesta categoria e depois aplicaremos tal fato no caso em que C ¢ um

conjunto parcialmente ordenado P.

Seja A € Ob(C). Definimos entdo
Ca = {f/paraalgumB, f: B—— A}

a colecdo de morfismos com codominio A. C, ¢ fechado por composicdo a

direita, isto ¢, se f € C, entdo, para g: C—— B, fo g € C,, ou seja, o diagrama

f

B—A

Ny

C
comuta-k=fog e Cy.

Um crivo em A (A-crivo) € um subconjunto S de C, fechado por
composicao a direita: se f € S entdo fo g € S. Existem sempre, pelo menos, dois

crivos em A, a saber C, e .
Definamos o funtor Q: C°®* —— SET por
Q(A)={S/S éum A-crivo}

e que, para f: B——>A € Ob(C™),
Q(f): Q(A)—> Q(B)

¢ a fun¢do que toma um A-crivo S e leva ao B-crivo dado por {g:C——> B/ fo
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geS}.

Definamos T: 1 —— Q como a transformagdo natural que tem

como componente Tx: {0} ——> Q4 , dada por TA(0) = Cy4, 0 “maior” A-crivo.
Se 1: F—— G é monomorfismo em SET®, 0 componente
Ta: F(A)—> G(A)

também ¢ monomorfismo € o morfismo caracteristico y.: G——> Q de 1 ¢ a
transformacao natural com componente (.)a, Ou seja, um conjunto de funcdes de

G(A) a Q(A).
(x:)a atribui a cada x € A um A-crivo
(x)a(x) = {f: B—> A/ G(f)(x) € F(B)},
isto ¢,
(X)a(x) = {f: B—> A/ G(f)(x) € 15(F(B))}

= {f: B—— A /para algum y € F(B), G(f)(x) = t5(y)}.

Seja agora P = <P, < > um conjunto parcialmente ordenado. Um
conjunto A < P ¢é ancestral em P se, sempre que p € Aeq<p,qe A; ao
conjunto (p] = {q/ q < p} chamaremos de conjunto P-ancestral gerado por p ou
(p]-ancestral. A colecdao de subconjuntos ancestrais de P serd denotada por P
Note-se que P ¢ um sistema parcialmente ordenado sob inclusdo e que (p] , a
colecdo dos conjuntos que sdo ancestrais em (p], também ¢ um conjunto
parcialmente ordenado. De fato, <P, =>e < (p] , => sdo algebras de Brouwer,

como se mostra a seguir.
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Teorema 5.17

<(p] , < > éuma digebra de Brouwer.

Demonstracao

Dado que (p] = {q/ q < p} e ,como p < p, tais conjuntos ndo sdo vazios. Seja
(p]—(@] =t/ (el (] <@l p<pAte(p] —(ql Se, por hipdtese,
(p]—(q] < (r] entdo p € (q], poisp At < g e p € (r] (pela hipdtese). Logo, p €
(q] v (r], 1sto &, (p] < (q] v (r]; por outro lado, se (p] < (q] v (r] entdo p< q e,
assim, p € (p] —(q], oup <re, assim, p € (p]—(q], pois este esta contido em

(r].

Definamos entdo, para R, S € P~ (ou (p] )
R—S={t/Rn(t]< S}

e, se S ¢ qualquer subconjunto de P, sejaSp=S " (p]={q/qe Seq<p}.

. ~ . P .
Consideremos, entdo, a categoria SET °P; nesta categoria, pela

defini¢ao geral apresentada acima:

Q(p) = conjunto de todos os p-crivos.
Mas um p-crivo € um subconjunto S de

Cp = {f/ para algum q, f: q——> p}

que ¢ fechado por composicao a direita, isto €, se g: r ——> q ¢ um P-morfismo e
fiq——> p € Cp, entdo f 0 g € Cp. Como P ¢ um sistema parcialmente

ordenado, existe, no maximo, um morfismo de q a p, dado quando q < p. Assim,
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dado p, podemos identificar o morfismo f: ¢ —— p com seu dominio q. Logo,

Cpé
Cp={q/q<p}=(p]
e a descrigdo de S como p-crivo ¢, entao,

re Ssemprequeq € Ser<gq,

isto €, S ¢ (p]-ancestral. Assim, Q(p) ¢ a colegdo de todos os subconjuntos

ancestrais em (p].

Em teoria das categorias, para um funtor F:P —— SET, usa-se a
notacdo Fp para a imagem F(p) de p em SET; nés a adotamos aqui, embora os
funtores sejam definidos para P°". Para p < q, F d4 uma fun¢do Fq em Fp,
denotada por Fqgp. Podemos, entdo, dizer que F ¢ a colecdo {Fp/p € P} de
conjuntos indexados por P e Fqp: Fp —— Fq, sempre que q <p. Em particular

Fpp ¢ a identidade em Fp.

Este resultado justifica a semintica de Kripke para H'Q do

Capitulo 4.

Assim, se q < p, Qqp: Qp ——> Qq leva S € (p] a Qqp(S) = Sq. O
objeto terminal de SET"® ¢ o funtor constante 1: P — SET tal que 1p = {0},
para todo p € P e 1qp = idy, para q < p. True: 1 —— Q ¢ a transformacgdo

natural cuja p-ésima componente ¢

True,(0) = (p]

e, assim, podemos dizer que,

para cada x € Gp, (), = {19/ q <p e Gqp(x) € Fq}.

[3 2

Vejamos entdo o morfismo “—.
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O equalizador ¢:(X) >—> QO x Q,de v: Q x Q ——> Q ¢ da

primeira proje¢do p;: Q x Q—— Q, tem como dominio o funtor
(£): P"—— SET, com
(= { <S.R>/ V(<8 R>) = (p1)p (S, R)}
={<S,R>/RcS} e QpxQp

€ (S)gp» para q < p, leva <S, R> a <Sq, Rg>; os componentes de e; sdo as

inclusoes
(e1)p: () b—> Qp x Qp.

O morfismo —: Q x Q —— Q, sendo o morfismo caracteristico de

e;, tem componentes —;, dadas por
— (<SS, R>)={q/q<pe<Qqp (S), Qqp(S)> € (<)}
={a/q<peSn(qglcRn(ql}
={a/qspeSn(ql cR}
=PI N (S—R)
=(—R),
c¢) Da negagdo brouweriana “~”

Tomemos SET“® com C = (¢ —=e). Um objeto G em SET“” ¢ da
forma G = (Gy, Gy, i, f), na qual Gy e G; sdo conjuntos e i e f sdo fungdes;
podemos interpretar G, como um conjunto de vértices, G; como um conjunto das
flechas orientadas ¢ i, f: G ——> G sdo fungdes que associam a cada flecha de

G,, o vértice inicial e final, respectivamente, em G,. SET & o topos dos grafos
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orientados (nao-reflexivos) [Law91:280]. Um subgrafo X de G consiste da
quadrupla (X, X1, i, f), com Xo < Goe X; < G, e na qual i~ e fX sdo as restrigoes
deief a X, isto ¢ X ¢ tal que toda flecha de X; tem vértice inicial e vértice

final em X,. No reticulado S, dos subgrafos de G, definamos a seguinte operagao
~X = 0 menor subgrafo de Stal que XU~ X =G.

Consideremos o seguinte grafo: Gy={1, 2, 3}, G;={a, b} e i(a) =1,
fla) = i(b) = 2 e f(b) = 3. Para o subgrafo X = (Xo={1, 2}, X;={a}, i, f), ~X =
(Xo={2, 3}, X;={b}, i f); pode-se checar que X (1 ~ X = {2}, que também ¢

subgrafo. Assim, as contradigdes ndo sdo o falso de S, isto é, X [1~ X = .

Note-se, ainda, que, ~~X c X e XU~X=Ge~XN~X)=G;
bem como se X — Y, entdo ~ Y < ~X; assim, as teses basicas de CC,, sao

validas neste modelo, bem como numa algebra brouweriana.

F.Lawvere [Law91] chamou de fronteira ao resultado da operacao
X N~ X; numa algebra booleana, a fronteira de qualquer elemento ¢ L e isso
caracteriza as algebras booleanas; no fopos dos grafos orientados, a fronteira
consiste de todos os nds que sdo veértices finais ou iniciais de flechas que ndo

estdo em X, como no exemplo acima.

Dado que S ¢ um sistema parcialmente ordenado por inclusdo,

podemos definir uma outra semantica para CC,, .

O estudo dos fopoi de pré-feixes, isto ¢, de SET®, mediante a
caracterizagao adequada da categoria C, seria deveras interessante para a logica

paraconsistente.
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CAPITULO VI

Retorno as questoes e consideracoes finais

No decorrer deste trabalho, foram levantadas varias questdes que,
agora, ap6s o desenvolvimento formal dos capitulos anteriores, podem ser

melhor elucidadas. Trataremos agora de:

a) Situar, efetivamente, Popper, no cenario da paraconsisténcia; explicitando

Popper, apresentamos um célculo de seqiientes para CCy,;
b) Propor uma interpretacao para a negagao paraconsistente;
c) Interpretar os conectivos da ldgica dual do intuicionismo; e

d) Apontar direcdes que parecem ser interessantes de serem investigadas.

Parece fora de questdo que se deve incluir Popper entre aqueles que
viram a possibilidade de construir logicas nas quais proposicdes contraditorias
nao derivem uma proposicdo arbitraria. Nao se pode, entretanto, dizer que
Popper construiu uma 1égica deste tipo; os trabalhos mencionados no Capitulo I
mostram que o filosofo estd preocupado em estabelecer um sistema geral de
derivabilidade e, neste sistema, tem sentido argiiir quando uma proposicao ¢
demonstravel ou quando uma proposi¢do ¢ refutdvel. A caracterizagdo dos
conectivos “@” e da nega¢do minima de a, a” , visa explicitar as ferramentas
deste sistema geral e ¢ conseqliéncia dos conceitos de demonstrabilidade e de

refutabilidade.

G.Priest e R.Routley [PRN89] comentam a afirma¢do de Popper

que apresentamos no Capitulo I:
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Entretanto, a afirmacdo de Popper ndo ¢ apenas inexata, mas
decididamente enganosa. Primeiro, a afirmacao implicita de Popper
de que existe apenas um sistema formal de logica paraconsistente ¢
falsa, como se verd na introdu¢do da proxima parte do livro [Parte
IT de PRN89: 151 e seguintes]. Segundo, existem sistemas
paraconsistentes bastante fortes, nos quais modus ponens € valida
como também se verd. Terceiro, o operador de ‘“negagdao” de
Popper ndo é realmente um operador de negagdo. E um tipo dual da
“negacdo” intuicionista, para o qual |- A, — A vale mas A, —A |-
falha. E, portanto, como implicitamente Popper admite (1940,
p-323), um operador de formar subcontrarias. Neste sentido, ¢ como
o operador de “negacdo” de da Costa (...). Popper vislumbrou a
possibilidade da logica formal paraconsistente, mas ndo mais que
1sso. [PRN89:67, n.150]

Apenas para registro, devemos salientar que o texto de 1940, acima
citado pelos autores (embora com a paginacao de [Pop72]), ¢ distinto do texto
incluido, com o mesmo titulo, “Que ¢ dialética?”’, em “Conjecturas e
Refutacdes”(1963). E o texto de 1963 que, efetivamente, ¢ tomado em
consideracao por G.Priest e R.Routley . Nao se pode inferir de tal trabalho - seja
na versao de 1940, seja na versdo de 1963 - que a negacdo popperiana ¢ um
operador de formar subcontrarias. Esta forma de compreender a negagdo so ¢

possivel se se examina o texto de 1948: “On the theory of deduction”’[Pop48].

No texto de 1948 estd dito que a negacdo intuicionista de a “¢ a
mais fraca daquelas sentencas que sdo fortes o bastante para contradizer a”’; se se
pensa em termos de um sistema parcialmente ordenado com sup e inf para

qualquer par de elementos (um reticulado), tem-se
al:=—a:=sup{c:anc<Ll},

que ¢ a forma da negacdo numa algebra de Heyting. E, ainda, ¢ definida a
negagdo minima de a, que chamamos (Dual) como ‘“a mais forte das sentencas
que sdo fracas o bastante para serem complementos de a”; em termos de um

reticulado, com elemento unitario T, isto significa:
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a":=—a=inf{c:T<avc},

que ¢ a forma da negacdo brouweriana de a. Apenas se compreendermos o
operador de negacao intuicionista como operador de formar contrarias (como o
fazem G.Priest ¢ R.Routley), ¢ que se pode dizer que o operador de negacao
brouweriano ¢ um operador de formar subcontrarias (voltaremos ao tema

adiante).
Mais adiante, os autores, G.Priest ¢ R.Routley, acrescentam:

Dado seu trabalho 16gico anterior, Popper poderia saber mais. Ele
mostra que esta ciente da possibilidade da logica formal
paraconsistente, mas ingenuamente supde que apenas uma unica
logica de tal tipo, extraordinariamente fraca, seria possivel.
[PRN89: 95, n.75]

Os trabalhos que indicamos para a compreensdao do
desenvolvimento da légica paraconsistente [Arr80], [PRN89], [DOt90], exceto
pelas referéncias acima indicadas, ndo examinaram os trabalhos de Popper de

1948 e, a esse respeito, cabe precisar o seguinte:

1. O texto original de Popper “Que ¢ a dialética?” publicado em Mind 49 (1940)
nao faz qualquer men¢ao a discussdo acima. H4 uma diferenga profunda entre
aquele texto e o que aparece em “Conjecturas e Refutagoes” (1963). Um dos dez
paragrafos incluidos no texto de 1940 para a publicagdo em 1963 ¢ o que citamos

no Capitulo [;

2. O texto de 1948 [Pop48], embora traga a caracterizagdo dos conectivos duais
dos conectivos implicacdo e nega¢do intuicionistas e ainda a regra dual a modus
ponens, nao diz, explicitamente, o potencial de uma tal l6gica, nem traz a sua
construcao; Popper afirma apenas que “a teoria do anti-condicional ¢ muito
interessante”[Pop48:n.15], mas ndo ha qualquer referéncia de que numa teoria
deste tipo proposicdes contraditdrias ndo implicariam uma proposi¢do qualquer;

isso s6 é dito no texto de 1963. E possivel entdo sustentar que, embora de posse



Sobre a dualidade entre Intuicionismo e Paraconsisténcia 145

de ferramentas apropriadas em 1948, Popper ndo cogitava de uma ldgica
paraconsistente; apenas em 1963, encontra-se uma afirmacdo que permite tal

inferéncia.

Apenas como contraponto, vale lembrar que em 1948 e 1949,
portanto a época da publicacdo de Popper, Stanislaw JaSkowski propde a
construcao de célculos proposicionais com as seguintes propriedades: 1) quando
aplicados a sistemas contraditorios, nao implicassem sempre na supercompletude
dos calculos (todas as formulas sdo teses); 2) fossem ricos o bastante para
permitir inferéncias praticas; 3) tivessem uma justificacdo intuitiva (conforme
[DOt90:101]). Com tais idéias JaSkowski marca, de forma cabal, o inicio da
logica paraconsistente e, parece-nos, que nao € o caso de Popper. As defini¢des
que ele propde em [Pop48] s6 vém a ser clarificadas como um novo sistema
logico e, tal como entendemos hoje, paraconsistente, em 1963, data em que,

coincidentemente, N.C.A.da Costa traz a luz a hierarquia dos célculos C,,

l1<n<o.

Entretanto, voltemos ao texto de 1948. Usando o operador de
conseqiiéncia de Tarski (Con) [Tar30] € possivel “apreender” a defini¢do

popperiana da negagao intuicionista

(Int) al-b'  se, esomentese, a,bl|
como
(Int) B' € Con({A}) se, e somente se, Con({A,B})=FOR

(tal como se encontra em [AlQ91:70]) e, entdo, a negacdo dual
(Dual) A" |-B se,esomentese, |-A,B
como

(Dual) B € Con({A™}) se, e somente se, A v B € Con(J).
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2

Mantendo a caracterizagdo de Tarski do conectivo “D” (isto &,
B e Con(I' U {A}) se, e somente se, A D B € Con(I')), podemos derivar as

seguintes teses relativas a a™":
A™ € Con({A™}) se, e somente se, A v A" € Con(QD).
Noutra diregdo e, dado que A v A™ € Con(QD),

A v A" € Con(Q) se, e somente se, A € Con({A™}) se, e somente se,

A" 5 A e Cn(Q).

E assim, mantida a axiomatiza¢do tarskiana dos conectivos > , A , Vv (ver
[AIQ91:68]) - 0 que gera a axiomatizagao da logica positiva PL - juntamente com
a caracterizagdo acima da negag¢do (Dual), a maneira de Tarski, temos a
axiomatica do célculo C,, da hierarquia de da Costa, o que nos permite afirmar,
de modo efetivo, que a negacao de C,, ¢ dual da negacao intuicionista e que C,,
captura a negacao “minima” popperiana mantendo intactos todos os axiomas e

regras de inferéncia da logica positiva, inclusive modus ponens.

Poderiamos também buscar caracterizar, ao modo de Tarski, o

conectivo “g”:
C € Con({A & B) se, e somente se, B v C € Con({A}).

Assim fazendo, e definindo-se que uma formula A ¢ tese de tal sistema se, e
somente se, & € Cn({A}), isto &, se A é refutivel, temos o sistema H ja

apresentado no Capitulo III.

A 1déia de uma légica dual do intuicionismo foi ainda objeto de um
trabalho de Nicolas Goodman, The Logic of Contradiction [Goo81]. Tomando
como ponto de partida as nocdes de vaguedade e indeterminacdo, o autor propde

enfraquecer a logica cldssica numa certa dire¢do e propde-se a construir uma
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logica anti-intuicionista; infelizmente o empreendimento se revela pouco eficaz,
pois segundo ele tal logica “ndo contém uma noc¢do adequada da implicagao”,
sendo este “o preco a pagar para afirmar consistentemente contradi¢des”
[Goo081:119]. Também mediante algebras de Brouwer, N.Goodman esboc¢a a
construcao de uma logica dual do intuicionismo que “parece tdo natural quanto o
calculo intuicionista” [Goo81:121]. Entretanto, o autor interpreta o conectivo
“—> brouweriano como “mas nao”; “a — b” ¢ para ser lido “a mas ndo b” e,

assim, ¢ tomado de forma booleana, a—b :=a m —b. Interpretando dessa forma,

conclui que:

“Unfortunately, this caracterization does not give a calculus

distinct from the classical propositional calculus”. [Goo81:122]

No Teorema 3.10.iv deste trabalho, mostramos que
a—b<an-=b

e ja observamos (ap6s o Teorema 3.22) que, se tomarmos a — b =a N — b,

temos uma algebra booleana.

113 bb

Com tal interpretacdo do funtor brouweriano, N.Goodman

mostra que nao existe um conectivo binario “—” definido em termos de A, v, —,
T tal que, para qualquer algebra brouweriana B e qualquer fun¢do s dos simbolos
de sentencas atdmicas, temos s(¢ — y) = T se, e somente se, s(p) < s(y); a
logica FB que apresentamos no capitulo IV, entretanto, € dado que ndo tomamos
“a — b” interpretado como “a N — b”, mostra o contrario do que afirma
N.Goodman, e esta 16gica ¢ um fragmento de uma grande classe de logicas - as

logicas relevantes - que, na historia da logica paraconsistente, buscam se impor

como alternativa as l6gicas desenvolvidas por N.C.A.da Costa e colaboradores.

N.Goodman também apresenta um calculo de seqiientes para a

logica anti-intuicionista, diferente daquele que propomos para G¢ na regra
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relativa ao conectivo “z”:

Sistema G ¢ Goodman81
AA='A =BT AzB=A
AO='BzA AT A=AB

Goodman acrescenta uma regra, ¢ = T, na qual T denota o maior elemento do

reticulado, que € derivavel em G¢ (esquema 13 do Teorema 3.29). Os sistemas

de Goodman e G¢ ndo sdo equivalentes.

N.Goodman apresenta uma interpretacdo intuitiva de uma tal logica
dizendo que, enquanto “o calculo intuicionista afirma menos que o célculo
classico, mas nega tudo o que o calculo classico nega” - em face da traducao de
Glivenko, no calculo anti-intuicionista ocorre o contrario: “uma formula uma
vez falsa, permanece falsa” e, ao modo de Popper, no lugar de se provar novos
teoremas, rejeitam-se novas conjecturas. Adiante, quando ensaiarmos uma
interpretacdo dual a interpretagdo BHK da logica intuicionista, abordaremos este
tema. Deve ser dito que [.Urbas [Urb96] conseguiu mostrar uma formulacao dual

do Teorema de Glivenko e que LDJ[—>/] ¢ a logica H* que apresentamos no

Capitulo III.

Importa agora mencionar que Hércules A. Feitosa, em sua tese de
doutorado sobre tradugdes conservativas, apresenta uma traducdo conservativa
entre a logica H ¢ o calculo proposicional classico CL que ¢ similar a tradugao
de Glivenko e mostra que : “A ¢ tese de CL se, e somente se, A ¢ tese de Hd, para
formulas de CL sem o conectivo — ”, ou seja, H rejeita tudo o que CL rejeita
mas permite afirmar mais. H.Feitosa demonstra, ainda, que hd uma tradugdo
conservativa de H® em S, e, dessa forma, a proposta de interpretacio modal do
“cdlculo intuicionista dual” [Pop72:n.8] ¢ uma interpretacdo adequada, bastando

tomar a funcao
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h:H'—sS,
tal que
h(P) =0 P
h(—A) =0 — h(A)
h(A v B) := h(A) A h(B)
h(A A B) :=h(A) v h(B)

h(A & B) := 0 (h(B) o h(A)).

Em face do exposto, reafirmamos as conclusdes do Capitulo I: a
negacdo a” e o conectivo “g”, popperianos, sdo ferramentas para a compreensao
da dualidade entre intuicionismo e paraconsisténcia. Popper, ndo fosse sua
aversao a logica dialética, poderia, como salientaram G.Priest e R.Routley, ter
construido um dos primeiros sistemas de logica paraconsistente. Sua
interpretacdo modal ¢ matematicamente defensdvel e, contrariamente a sua
afirmacdo, varios sistemas de logica paraconsistente sdo possiveis; sua
caracterizacdo da negagdo dual do intuicionismo permite, inclusive, axiomatizar

o calculo C,, da hierarquia de célculos de N.C.A da Costa.

Efetivamente, ndo ha uma unica logica paraconsistente; nos
propoésitos de seus pioneiros, S.Jaskowski e N.C.A. da Costa, varios sistemas
preencheriam, de fato, as condigdes propostas, um destes o calculo intuido por
Popper € que, neste trabalho, chamamos G¢ ou H’. Deve-se lembrar também
que, entre os intuicionistas, ndo ¢ pacifico que a logica de Heyting seja,
efetivamente, a ldgica intuicionista - a formulagdo de Kolmogorov, que ¢
equivalente a logica minimal de Johansson também atende aos objetivos de
Brouwer. No caso da logica paraconsistente, todos os autores concordam que

varios calculos atendem aos requisitos € a questdo € saber como estes se



Giovanni da Silva de Queiroz 150

relacionam.

Embora possamos afirmar que a negacao de C,, ¢ a negacao dual da
negag¢do intuicionista, ndo afirmamos que C, seja a logica dual do intuicionismo
com respeito a negacgdo. Isto porque, se tomarmos o céalculo G; e dualizarmos
apenas as regras para o conectivo “—”, nds obtemos outra logica, ja referida no
corpo deste trabalho. Tomemos este novo sistema (isto ¢ G; com dualizagao

apenas nas regras de negacao) e vejamos as seguintes derivagoes:
A=A

= -AA

A=A
=—-A. A
=>-AVAA
=-AVA —-AVA
= -AVA

A=A B=B
A>B.A=B = [A D B]
A=B
=>-A.B
- B=>-A

e aqui supomos que [A D B] tem uma prova no sistema.

Nao se deriva, neste calculo, = A A — A © B ou qualquer de seus

correlatos; e este calculo tem, como teses, —A DA, Av-A ¢
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A>DB |——|B > —A. Logo, este € um calculo de seqiientes para a logica CC,, a

logica proposta por R.Sylvan em [Syl90]; assim CC,, ¢ o dual da logica

intuicionista com respeito a negacgao.

Voltemos agora a interpretacdo intuitiva da negacdo paracon-
sistente. G.Priest e R.Routley insistem que a negag¢do paraconsistente nao ¢&,
efetivamente, um operador de negagdo, mas um operador de formar
subcontrarias. Os termos envolvidos na discussdao remontam a Aristoteles. Em
“De Interpretatione”, Aristoteles, ao tratar da oposi¢do entre proposicoes, define
duas proposi¢des como contrarias se podem ser ambas falsas mas nao podem ser
ambas verdadeiras ao mesmo tempo; duas proposi¢des sao contraditorias se a
verdade de uma implica necessariamente na falsidade da outra e vice-versa; e
subcontrarias se podem ser ambas verdadeiras, mas ndo falsas ao mesmo tempo.
Através da oposi¢do entre proposi¢oes € possivel uma inferéncia imediata: da
verdade de uma proposicao dada infere-se a falsidade de sua contraria, mas nada
se infere se a premissa for falsa; tal relacdo se inverte quando se tratam de
proposicdes subcontrarias: da falsidade de uma dada proposicdo se infere a

verdade da sua subcontraria mas nada se infere se a premissa for verdadeira.

Realmente, a semantica para C,, (1 <n < ), admite a possibilidade
de teorias nas quais uma formula e sua negagdo sdo ambas verdadeiras; além
disso, se uma férmula recebe, segundo a semantica, o valor falso, entdo sua
negacao recebe o valor verdadeiro. Isto se parece com a definicdo de proposi¢oes
subcontrarias € achamos importante insistir no termo “se parece”. Precisemos
esta questdo. Na logica intuicionista, dada uma féormula A, ou se tem uma prova
de A e entdo a proposi¢ao ¢ tomada como verdadeira, ou da hipotese de que seja
verdadeira, chega-se a uma contradi¢ao e neste caso, —A ¢ verdadeira ou nada se
afirma acerca da proposicdo A. Apesar de A v — A ndo ser valido em geral, nada
garante que exista uma férmula tal que A e — A sejam ambas falsas segundo uma

mesma interpretacdo - o que nao ¢ o caso da légica aristotélica, que tem sua
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peculiaridade no tocante a esta questdo. Na logica aristotélica, ainda que se possa
tratd-la de modo puramente formal, dizer uma proposi¢ao ¢ relacionar conceitos,
¢ indicar o modo como tais conceitos devem ser tomados; a relagdo de
contrariedade tem um sentido proprio nesta 16gica. Mas, compreender a negacao
intuicionista como um operador de formar contrarias parece um equivoco,
principalmente, se atentarmos ao fato de que a logica intuicionista admite
supercompletude mediante o mesmo signo de trivializacdo da logica cléssica, e ¢

este signo que deve ser evitado (ou atenuado) na logica paraconsistente.

A logica G¢, absolutamente dual da logica intuicionista, permite
langar alguma luz também neste problema. Enquanto em G ¢, contradi¢des nio a
trivializam, A v — A faz este papel. Isto significa que nesta logica, uma
proposicao e sua nega¢do nao podem ser ambas nao validas mas ndo validade em
G¢ ndo ¢ sindnimo de falsidade, assim como no intuicionismo o fato de que
A v —A ndo ser valido ndo implica A e —A falsos e, portanto, a negacdo nao
pode ser tomada como um operador de formar subcontrarias. Note-se que o
intuicionismo, na formulacdo de Heyting, afirma duas teses: A A — A ¢

explosivo, provoca supercompletude e — (A A —A); a logica G¢ afirma que A v

— A ¢ explosivo e também — (A v — A); o dual de A v — A ndo € o principio de
nao-contradicdo, mas a contradicdo; o dual da nao-contradicdo ¢é a tese
—(A v —A). O calculo C,, que ja mostramos ter a nega¢ao dual da negagado
intuicionista, ¢ uma légica paraconsistente e, tal como para o intuicionismo nao
se pode dizer que seu operador de negacdo ¢ operador de formar contrarias, para

C,, ndo se pode dizer que tenha um operador de formar subcontrarias.

E interessante observarmos uma formulagdo dual da interpretagio

dos conectivos intuicionistas.

Hé4 uma interpretacdo consagrada da logica intuicionista (e dos
conectivos intuicionistas), esbocada em [vDa86: p.228ss.], que retoma as idéias e

intui¢des originais de Brouwer: a verdade de uma proposi¢ao ¢ estabelecida por
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meio de uma prova. Assim, a interpretacao dos conectivos deve ser explicada em

termos de provas e construgoes.

A nog¢do “g ¢ uma prova de ¢” ¢ admitida como nog¢do primitiva.

Uma prova € um tipo particular de constru¢ao mental.

A interpretagdo ¢ como segue (supondo-se, sem perda de

generalidade, que a linguagem percorra nimeros naturais):

1) a ¢ uma prova de @ A y se, e somente se, a ¢ um par (a;, a,) tal que a; € uma

prova de ¢ e a, ¢ uma prova de v;

2) a ¢ uma prova de ¢ Vv y se, e somente se, a € um par (a;, ax) tal que a; =0 ¢ a,

¢ uma prova de ¢ ou g, = 1 e @, ¢ uma prova de y;

3) a € uma prova de @ D v se, e somente se, ¢ ¢ uma construgdo que converte

cada prova b de ¢ em uma prova a(b) de y;
4) ndo existe uma prova de L;

5) a € uma prova de Iy ¢@(y) se, e somente se, a ¢ um par (a;, a,) tal que g; € uma

prova de ¢(a,) ;

6) a ¢ uma prova de Vy o(y) se, e somente se, a ¢ uma construcao tal que, para

cada ntimero natural n, g (n) € uma prova de @(n).

A nocdo, informalmente apresentada acima, pode ser refinada -
pode-se exigir que a afirmacao “a ¢ uma prova de ¢” seja decidivel (Kreisel
1965) ou que “construcdes” sejam vistas como processos (Sundholm 1963). Isto

¢ a chamada interpretacdo BHK da logica intuicionista.

Heuristicamente uma semantica de Kripke para a logica
intuicionista reproduz a atividade mental de um matematico ideal, 4, que no
decorrer do tempo adquire um corpo de conhecimentos e estabelece alguns fatos;

tal corpo de conhecimentos cresce no decorrer do tempo e 4, percorrendo
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estagios, ndo apenas pode estabelecer novos fatos, mas também construir objetos,

novos elementos de seu universo.

Tais nogoes podem ser dualizadas, se fixarmos nossa aten¢do na

l6gica paraconsistente H.
Assim (supondo que a linguagem percorra os nimeros naturais):

1’) a ¢ uma prova de ¢ v y se, e somente se, a ¢ um par (a;, @) tal que g; € uma

prova de ¢ € a, ¢ uma prova de v;

2’) a ¢ uma prova de @ A y se, e somente se, a ¢ um par (a;, @) tal que a; =0 ¢

a, ¢ uma provade @ oua; =1 e g, ¢ uma prova de v;

3’) a ¢ uma prova de @ & y se, € somente se, @ ¢ uma constru¢cdo que converte

cada prova b de ¢y em uma prova a(b) de o;
4’) nada ¢ uma prova de T;

5’) a ¢ uma prova de Jy ¢(y) se, e somente se, a € um par (a;, a») tal que a; ¢

uma prova de ¢(a,) ;

6’) a ¢ uma prova de Vy ¢(y) se, € somente se, @ € uma construcao que para cada

numero natural n, g (n) ¢ uma prova de ¢@(n).

Algum comentario se faz necessario. Conforme se depreende do
Teorema da Completude para H (Teorema 3.36), a 16gica H® est4 conectada com
o elemento | de uma algebra de Brouwer. Assim, uma conjuncao ¢ falsa se um
de seus elementos conjuntivos ¢ falso; para que uma disjuncao seja falsa exige-se
que cada componente o seja; isso se estende de maneira padrdo para a
interpretacdo dos quantificadores. Vejamos o caso entdo do conectivo “z” :
afirmar ¢ ¢ y ¢ afirmar que se tem um processo que converte cada prova de y

numa prova de ¢ ou ainda, dada uma prova de ¢ foram dadas todas as provas de
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- d ~ . .
y; na logica H” pode-se entender a negac¢do de uma formula a., isto €, — o como
T & a; assim, afirmar — o € dizer que se pode converter uma prova de oo numa
prova de T, o que ¢ impossivel, isto ¢, o nunca ¢ falsa e estamos querendo

infirmar proposicdes.

De maneira natural pode-se interpretar os conectivos em face da
semantica de Kripke proposta; suponhamos que K ¢ uma colecdo de estados de
conhecimento; para um certo t € K, uma determinada cole¢ao de conhecimentos
e uma colecdo de objetos sdo conhecidas; se ha informacdo bastante para a
rejeicdo de uma certa formula o, nés dizemos que “K for¢a o no ponto t” e
escrevemos K ||-; o; assim rejeita-se a A 3 se ha informagdo suficiente para
rejeitar a ou para rejeitar 3; rejeita-se o v 3 se, € somente se, rejeita-se ambos, o
e B; se a & [ foi rejeitado no ponto t entdo o & P foi rejeitado em todo ponto
anterior a t, ou seja, em qualquer tempo anterior a t, se nosso conhecimento nao
era suficiente para rejeitar B entdo nao era suficiente para rejeitar a; € rejeita-se —
o se ndo ¢ possivel rejeitar oo em qualquer estdgio anterior. Para a interpretacao
dos quantificadores, temos que se rejeita Iy ¢(y) se, € somente se, para algum
objeto b do estagio t, ndo se verifica @(b) e rejeita-se Vy ¢(y) se para todo objeto

b ndo se verifica ¢(b) seja no estagio presente, seja nos estagios anteriores.

Pode-se afirmar, entio, que a logica H® nos d4 aquilo que deve ser
rejeitado e que a rejeicao ¢ preservada - se se rejeita uma proposi¢do agora €
porque num tempo anterior, nosso estdgio de conhecimento também ndo podia
afirmé-la. O aparato semantico dd-nos, entretanto, tdo somente a possibilidade de
rejeitar proposi¢des, ndo de afirma-las e poderiamos perguntar se € possivel se
rejeitar, a priori, uma formula e sua nega¢do; a cladusula 4’ da interpretacao de
prova impede que tal ocorra pois, se assim fosse, entdo K|-; o e K|-.—a e,
portanto, teriamos K ||- ;o v — o e K forgaria uma proposicao qualquer, o que

trivializaria HY.
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Podemos, agora, ante o exposto, discutir uma interpretacdo da
negagdo paraconsistente. Claro estd que toda negagcdo desempenha um papel de
oposicao e que tal oposi¢cdo nao pode ser compreendida de forma Uinica, como se
depreende, seja em Aristoteles, do qual se extrai trés relagdes possiveis entre uma
proposicao € uma outra que a nega, seja em Popper que distingue seis negagoes
(entre estas a classica, a intuicionista e a paraconsistente), ou na literatura sobre o
intuicionismo e sobre a paraconsisténcia. Também ¢ pacifica a compreensao de
que a negacgdo classica ¢ a mais forte das negagdes; ela expressa o terceiro
excluido e também o fato de que contradigdes sdo explosivas, geram
supercompletude. A negagdo intuicionista pode ser “capturada”, pelo operador de
conseqiiéncia de Tarski, na férmula que caracteriza esta explosdo, enquanto a
negacao paraconsistente, na formula que caracteriza o terceiro excluido (ou
complementag¢do, nas palavras de Popper). A negacao intuicionista €, com efeito,
dual da negacio paraconsistente. Podemos pensar (*), baseados nas semanticas
de Kripke para IL ¢ H’, que o intuicionismo assume uma postura mais exigente
para afirmar uma formula, rejeitando aquelas que ndo satisfazem tais exigéncias;
¢ como se proposicoes fossem tomadas a principio como falsas e, se atendidas
certas exigéncias, podemos tomé-las como verdadeiras; na logica paraconsistente
ocorre 0 contrario; proposicdes sdo, em principio, verdadeiras e, se satisfeitas
certas exigéncias, devem ser tomadas como falsas. O rotulo “liberal” para as
deducdes paraconsistentes e “conservadora” para as dedugdes intuicionistas
([Goo81:121] e [SeC95:201]) parece, portanto, adequado. Na ldgica intuicionista
ha uma espécie de epoché diante de proposi¢cdes contraditorias, até que se prove
uma delas. Na logica H ocorre o contrario: aceita-se proposicdes contraditorias

sem o risco de trivializagao.

Nao discutimos aqui o que as contradicdes sao; a questdo onto-
logica € por demais controversa e sua discussdo foge aos limites deste trabalho.

Mas contradigdes aparecem no discurso e, em contextos bastante determinados

¥ Devo muito do que se segue a discussdes com o Prof. Walter A. Carnielli; numa terminologia
computacional, o Prof. Carnielli pensa que no intuicionismo uma proposicdo ¢ “falsa por default’
enquanto na paraconsisténcia ¢ “verdadeira por default”.
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(banco de dados, situagdes de incerteza, indeterminagdo, vaguedade, normas
juridicas - ver, por exemplo, a discussdo que se encontra em [Mis96]),
proposicdes contraditorias ocorrem e podem ser tomadas, ambas, como
verdadeiras a principio, ainda que expressem oposicao; que logicas capazes de
servir como base a teorias inconsistentes sejam necessarias para a compreensao
do raciocinio humano e na elucidacdo de varios conceitos empregados nas
ciéncias dedutivas, ¢ tema ja assentado e fundamentado na historia da logica

paraconsistente.

Para finalizar esta questdo e mostrar a diferenga entre a negacao
intuicionista € a negag¢do paraconsistente, observe-se que, do ponto de vista
topoldgico, a negacdo intuicionista de uma proposi¢cdo ¢, interpretada como um
subconjunto aberto [¢], ¢ o interior do complemento (conjuntista) de [¢]; a
negagdo paraconsistente, nesta interpretacdo, ¢ o fecho do complementar e isso

nos diz que

int[o]" < ([o])*

ou seja, na logica intuicionista excluem-se os pontos de fronteira, pontos que nao
pertencem a uma vizinhanga aberta totalmente contida no conjunto; a légica H®
inclui tais pontos; situagdes ‘“na  fronteira” ndo sdo decidiveis
intuicionisticamente. A paraconsisténcia os leva em consideragdo € nao se omite

diante deles (ver o exemplo discutido em [Cai95:570]).

Ainda sobre a dualidade, consideremos os sistemas P' [Set73] e I'
[SeC95], que sao logicas trivalentes, sistematizadas pelo método dos tableaux
descritos em [Car87], no qual sdo apresentados fableaux para P' a partir das
matrizes para os conectivos. Vamos explicita-los, pois interessa-nos compara-los

1
com aqueles para .

Tableaux para P':

- 51012 v[012 ALO12
02 0[002 01000 0[002
1|0 11002 11000 11002
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210 21000 21002 20222

N=1{0,1,2} eD={0, 1}

a1(X) + ax(X) ay(X)
R3 ag(X oY)

ax(X) + ao(Y) +ay(Y)

R4 (X 5 Y)
{ao(X) * ax(Y)} + {ai(X) * ay(Y)}

RS ag( XVvY)
ag(X) + a;(X) + ao(Y) +a;(Y)

R6 X AY)
a(X) * a)(Y)
R7 2 (X A Y)
{ao(X) * ag(Y)} + {ao(X) * ai(Y)} + {a1(X) * ao(Y)} + {ai(X) * ai(Y)}

RS (X A Y)
ax(X) + ax(Y)

Para I' nos temos as seguintes matrizes € regras:
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e 51012 v]012 ALO12
02 0[222 0/002 0[000
10 11222 11002 11000
210 21002 201222 21002

N=1{0,1,2} eD= {2}

a1(X) + ay(X) ay(X)
R3 (X2 Y)

122(X) * a(Y)} + {ax(X) * ai(Y);

R4 (X5 Y)
ag(X) +a;(Y) +ay(Y)

R5 (X v Y)
{a0(X) * ao(Y)} + {ao(X) * a1(Y)} + {ai(X) * ap(Y)} + {ai(X) * ai(Y)}

R6 (X VvY)
a)(X) + ax(Y)
R7 X AY)

ag(X) + ay(X) +ao(Y) +a(Y)

RS (X AY)
ay(X) * ax(Y)




Giovanni da Silva de Queiroz 160

Uma logica proposicional n-valente - na terminologia e notagdo de
[Car87] - € um par L = <S, 3> no qual S ¢ o conjunto das féormulas da l6gica em
consideracao, isto €, a algebra livremente gerada por {P;}; . | com os conectivos
{Fy, ..., F;} ¢ 3 é um pré-modelo para S construido da seguinte forma: I € o par
= <A, D> no qual A = <N, f;; 1< 1 < r > ¢ uma éalgebra similar a S; N =

{0,1,2,...,(n-1)} e D < N, o conjunto dos valores distinguidos.

Na construcao de um fableaux para L, a regra n(i, F) ¢ uma fungao
que associa a seguinte arvore a férmula marcada a;(X), na qual X ¢ o esquema de

formula F(X, ..., X;,), com F um conectivo m-ario,

ai (F(Xy, ... Xin))

+ {ai(Xip) *...* aj(Xio) < J1,..Jt <n,t <m e a condi¢do proposicional

Hi(F: jls seey Jt) Vale}a

onde Hi(F: jy, ..., Jy) significa que existe um homomorfismo h:S ——4, ou seja,
uma valoragdo da linguagem S na classe 4 de todas as algebras similares e que

satisfaz o seguinte:
1) h(Xix) = ji;

2) Se f representa o conectivo F, entdo f(vy,...,Vi,...,Viz,...,Viks---,Vin) = 1 para todos

os valores da fungao f nos quais vj, = ji,€ 0s outros v’s sdo arbitrarios;
3) nenhum t’< t satisfaz 1) e 2).

A fungdo t, do conjunto das arvores associadas as formulas de

P'(CI") no conjunto das arvores associadas as formulas de I'(CI"),
t: CI'(n(i, F)) ——Cl'(n(i, F)),

¢ dada por:
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t(n(i, =)) = n(i, h(=))
t(m(i, A)) = n(i, h(~))
t(n(i, v)) = n(i, h(v))
t(m(0, 2)) = n(2, h(>))

t(n(2, 2)) = n(0, h(D)).

A funcao h, das formulas de P' as formulas de I', é definida como:
h(—= A)=-h(A)
h(A > B)=h(B) o h(A)
h(A A B)=h(B) v h(A)

h(A v B) = h(B) A h(A)

¢ uma tradugdo das regras para a constru¢do de um tableaux para uma foérmula
(I ~ .
marcada de P as regras para a construgdo de um tableaux para foérmulas

marcadas de I' (°).

J4 mencionamos que o sistema [3, de [LdC86] ¢ equivalente ao
sistema P' e que B € equivalente a I'; na formula¢io axiomatica apresentada no
Capitulo III ndo fica evidente aquilo que as regras R1-R8 acima explicitam: que
os sistemas P' e I' sdo efetivamente duais com respeito aos conectivos A e v
nesta formulagdo e que, na tradu¢do proposta, o comportamento do conectivo

\ d
“>” assemelha-se aquele que propomos entre IL ¢ H".

Muito interessante seria o estudo, com as ferramentas da teoria das
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categorias, de I' e P'; note-se que ambos os sistemas sio tais que, para
—:Q——> Q, - 0 = =1dg. Por isso P's6é paraconsistente a nivel atdmico e ' s6
¢ intuicionista neste nivel, enquanto que, a partir dai, em ambos os sistemas, as
formulas comportam-se classicamente; poder-se-ia pensar em logicas tais que —"

= idg, para n > 2. O que seriam tais logicas?

Mediante algebras duais as algebras de Heyting, apresentamos uma
logica dual a logica intuicionista que nos permitiu discutir varios aspectos da
paraconsisténcia. Devemos mencionar que as algebras de da Costa (ver, por
exemplo, o item 3.6 de [DOt90]) constituem outra abordagem algébrica da logica
paraconsistente. E interessante estudar as relagdes entre 4lgebras brouwerianas e
algebras de da Costa; o estudo de tais relagdes permitiria estabelecer os
relacionamentos entre a logica H® e as diversas logicas paraconsistentes
conhecidas. A logica H, com seu conectivo de implicagdo brouweriano (“anti-
condicional”, nas palavras de Popper ou “explicacdo”, nos trabalhos de
C.Rauszer), ndo parece adequada ao estudo das relagdes entre as diversas logicas
paraconsistentes, pois esta conectada aos ideais de uma algebra de Brouwer. A
logica FB, que também ¢ paraconsistente, entretanto, tem uma conexao estreita
com os filtros de uma algebra brouweriana e, assim, parece mais adequada a tal

estudo.

Um conhecido resultado de V.Jankov [Jan68] mostra que entre o
calculo intuicionista e o calculo cladssico existe um continuum de logicas
intermediarias. E de se supor que entre FB ¢ a logica classica um resultado
similar possa ser alcangado. Isso explicaria a “proliferacdo” das logicas
paraconsistentes e a estreita relacdo entre certas ldogicas relevantes e
paraconsistentes; essa questdo fica como problema a ser desenvolvido

posteriormente.

Outra questdo que merece atengdo ¢ a seguinte: no

® Uma traducio entre P' e I' encontra-se em [CalL96], similar & que propomos.
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desenvolvimento de H*Q, porque estavamos preocupados em estabelecer a logica
efetivamente dual da légica intuicionista, exigimos um quantificador universal
muito forte; exigimos na relagdo de for¢amento “K ||- , VyB(y)” que a féormula
fosse for¢ada ndo apenas no ponto p para todo elemento de R, mas também para
todo elemento de R, , quando q < p. Isso ndo ¢ necessario; poder-se-ia exigir um

tratamento classico do quantificador universal. A seguinte formulacao da relagao

K |-, VyB(y, X1, ..., Xn) [C1, ..., Ca] S€, € somente para todo b € R,

9%p |=B(Y7 X5 eeey Xn) [b7 Ciy ooy Cn]

propicia outra 16gica, também nas bases proposicionais de H! e que também tem
uma formulagdo topologica adequada, pois um ponto, pela topologia natural,

num sistema parcialmente ordenado, ¢ um elemento fechado.

Os problemas acima descritos, bem como o estudo sistematico de
H¢, H'Q ¢ da légica FB, tomando como base a légica intuicionista, merecem ser

investigados em outros trabalhos.
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