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Resumo

Nesta dissertagao apresento semanticas de jogos adequadas para as logicas de inconsisténcias for-
mal (LIFs) conhecidas como mbC e mbCciw, e entdo discuto como essas seménticas permitem a
construcdo rigorosa de exemplos que ilustram a pragmadtica dessas l6gicas. De um ponto de vista
técnico, para se obterem essas semanticas de jogos fez-se necessaria a introducdo de um artificio,
aqui o denominado instanciacdes, a fim de forcar uma forma de composicionalidade as operacoes
l16gicas ndo-deterministicas de mbC e mbCciw. De um ponto de vista filosofico, esses resultados
permitiram, de interesse, a comparagdo concreta das distintas motivacdes e consequéncias do estilo

de paraconsisténcia dessas duas LIFs com o da l6gica paraconsistente conhecida como LP.

Palavras-chave: Semantica (Filosofia); Jogos; Logica paraconsistente; Pragmatica



Abstract

In this dissertation I present adequate game semantics for the logics of formal inconsistency (LFls)
known as mbC and mbCciw, and then discuss how those semantics allow the rigorous construction
of examples that illustrate the pragmatics of those logics. From a technical point of view, to obtain
those game semantics it was necessary to introduce an artifice, here called instantiations, in order to
force a form of compositionality upon the non-deterministic logical operations of mbC and mbCciw.
From a philosophical point of view, those results allowed of interest a concrete comparison of the
distinct motivations and consequences of the style of paraconsistency of those two LIFs with that

of the paraconsistent logic known as LP.

Keywords: Semantics (Philosophy); Games; Paraconsistent logic; Pragmatics
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo desta dissertagdo € desenvolver semanticas de jogos para légicas de inconsisténcia for-
mal (LIFs), em particular para mbC e mbCciw. LIFs sdo logicas paraconsistentes dotadas de um
operador especial que marca se contradi¢des envolvendo uma férmula sio explosivas [11], [12].
Dentre as LIFs, mbC é uma 16gica paraconsistente minima, no sentido de que é minimo o que ela
assume a respeito do que seja uma negacgdo paraconsistente, do que seja a consisténcia, e de como
estas se relacionam. A respeito da negagdo, ela assume que uma férmula e sua negacdo ndo sao
necessariamente contrarias (isto €: que podem ser ambas verdadeiras), mas que de resto a negacao
€ cldssica (ndo podendo, portanto, uma férmula e sua negacao ser ambas falsas). A respeito da con-
sisténcia, mbC assume que contradi¢do implica inconsisténcia (isto é: que, se uma férmula e sua
negacdo sdo ambas verdadeiras, entdo sua consisténcia € falsa), mas ndo o inverso. Por ser minima
nesse sentido, mbC apresenta-se como caso de estudo especialmente apropriado a compreensao da
paraconsisténcia de uma perspectiva bastante geral. mbCciw distingue-se de mbC por assumir que
contradicao € condi¢do nao apenas suficiente mas também necessdria para inconsisténcia [11], [12].

As semanticas de jogos, por sua vez, foram elaboradas de modo explicito e consciente pela
primeira vez por Hintikka, e tém por justificacio filosofica a concepgdo da légica como certa parte
bem definida da estrutura da interacdo entre agentes racionais envolvidos na atividade de argumen-
tar [31]. Neste sentido, as semanticas de jogos de uma ldgica seriam parte de um modelo formal
da pragmatica da argumentacdo quando conduzida nos termos dessa l6gica. Paradigmaticamente,
no caso da ldgica classica [28] a interpretacdo de uma férmula de uma linguagem proposicional

usual em uma semantica de jogos envolve dois elementos: primeiro, uma interpretacio das varia-
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veis proposicionais da linguagem; segundo, um jogo de dois jogadores de movimentos sequenciais
(mais conhecido da literatura como jogo na forma extensiva, embora essa denominac¢o seja muito
menos intuitiva).

Dada a interpretacio, esse jogo tem a seguinte forma. A férmula dada corresponde a posi¢io
inicial da partida, e as suas subférmulas préprias correspondem as posicdes seguintes; em parti-
cular, as suas subféormulas simples correspondem, portanto, as posi¢des terminais da partida. Para
cada operador da linguagem hd uma regra do jogo. Tais regras estabelecem de qual jogador € o
movimento numa posi¢ao correspondente a uma subférmula em que o operador em questio ocorre
como principal. Aos jogadores sdo atribuidos inicialmente papéis — um deles sendo o verificador
e o outro o falsificador —, papéis estes que eles carregam de posi¢cdo a posicao, exceto quando as
regras relativas aos operadores estabelecem que se invertam. Um jogador ganha uma partida de
um jogo semantico se chega a uma férmula simples sendo o verificador e essa é verdadeira sob
a interpretacdo dada, ou se chega sendo o falsificador e ela € falsa sob a interpretacdo; sendo, ele
perde a partida.

O mais importante fato a respeito da semantica de jogos para a légica proposicional cldssica
(LC) € por certo este: que, dada uma interpretacdo das varidveis proposicionais da linguagem,
essa interpretacdo €, numa semantica verofuncional usual, um modelo de uma férmula qualquer da
linguagem se e somente se o verificador inicial tem uma estratégia vencedora no jogo semantico
cldssico para a féormula sob essa interpretacdo. Note-se que, porque um jogo semantico € deter-
minado (isto é: em cada um desses jogos, um e somente um dos jogadores tem uma estratégia
vencedora), também € verdade que a interpretacdo ndo € um modelo da férmula se e somente se o
falsificador inicial tem uma estratégia vencedora no jogo semantico para ela sob essa interpretacao.

A principal dificuldade encontrada para adaptar semanticas de jogos tais quais concebidas por
Hintikka a mbC e mbCciw € esta: que, diferentemente da semantica verofuncional usual de LC,
as semanticas andlogas para mbC e mbCciw (suas respectivas semantica bivaloradas, como sao
conhecidas da literatura [11], [12]) ndo s@o composicionais: o valor de verdade de uma férmula
complexa dessas logicas ndo € — como € no caso de LC — determinado pela interpretagdo das
varidveis proposicionais da linguagem e pelas condi¢des de verdade relativas aos operadores que
ocorrem na férmula; e, ndo s6 isso, mas em geral ndo é sequer determinado pelo valor de suas

subférmulas préprias imediatas. Com efeito, pode-se demonstrar em relagdo a LC que, dada uma
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férmula qualquer, a Unica extensao possivel de uma valoragcdo das férmulas simples da linguagem
para uma valoracgao cldssica de todas as suas férmulas equivale, num sentido preciso, a uma regra
para a construcdo de uma estratégia vencedora para um unico dos jogadores no jogo semantico
cldssico para a férmula; e disso, justamente, é que decorre a equivaléncia de verdade (falsidade)
da férmula e existéncia de uma estratégia vencedora para o seu verificador (falsificador). Porque,
porém, uma valorag¢do das formulas simples da linguagem das duas LIFs pode ser satisfatoriamente
estendida para todas as férmulas da linguagem de mais de um modo, parece desde logo que tal
equivaléncia ndo poderia existir em jogos semanticos para mbC e mbCciw andlogos aos concebidos
por Hintikka para LC.

A fim de deixar essa constatacao ainda mais evidente, decidi introduzir, a guisa de termo médio
da comparagao entre as LIFs e LC, a 16gica conhecida como 16gica do paradoxo (LP). Essa 16gica
foi introduzida por Asenjo, e em seguida famosamente recuperada e desenvolvida por Priest a fim
de servir de 16gica subjacente a seu dialeteismo (a posi¢do em filosofia da légica segundo a qual
uma mesma proposi¢do pode ser concomitantemente verdadeira e falsa [35]). Coerente com essa
posicdo, LP é a logica que se obtém semanticamente de LC ao abandonar-se o pressuposto de que
valoracdes devem ser funcionais (ou seja, que nao podem valorar tanto como verdadeira quanto
como falsa uma mesma férmula) [34].

A comparagdo das LIFs com LP interessa ademais porque, apesar de ser também ela paracon-
sistente, € facil mostrar que uma semantica de jogos para LP pode-se obter da semantica de jogos
de LC de modo quase trivial; trivial, sim, mas que implica uma notavel diferenca nas dindmica de
seus respectivos jogos semanticos, — a saber: que, nesses jogos semanticos para LP (outras formas
de jogos semanticos para essa ldgica sdo possiveis, cf. [3]), a depender da interpretacdo das va-
ridveis proposicionais da linguagem ambos os jogadores podem ganhar uma mesma partida. Esse
contraste, como se poderd observar melhor ao longo desta dissertacdo, revela que o formalismo de
Hintikka para jogos semanticos pressupde, num sentido preciso, composicionalidade.

Composicionalidade, ao menos para nossos propodsitos, significa que o valor de verdade de
uma formula complexa € inteiramente determinado pelos valores de verdade de suas subférmu-
las simples e pela semantica dos operadores envolvidos na sua composi¢do [2]. Ao dizer que é
determinado, quero dizer que, dado o valor de verdade (ou os valores, no caso de LP) que suas sub-

férmulas simples recebem sob certa valoracao, estd também dado, pela semanticas dos operadores,
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o valor de verdade da férmula ela mesma sob essa valoracdo; ou, em outros termos, que, dada uma
interpretacdo das varidveis proposicionais da linguagem, existe uma e tinica valoracao que coincide
com essa interpretacao nas férmulas simples e que, ao valorar as formulas complexas, respeita as
operacoes logicas associadas aos operadores da linguagem.

Porque as respectivas semanticas bivaloradas de mbC e mbCciw ndo sdo composicionais nesse
sentido (e, com efeito, nenhuma das semanticas existentes para essas logicas € ou mesmo pode
ser [12]), mas sdo, antes, ndo-deterministicas, o problema técnico central desta dissertagcdo divide-
se em dois.

O primeiro deles € este: como seriam semanticas de jogos para mbC, ou para mbCciw, que
seguissem de perto suas semanticas bivaloradas?; e que semelhancas e diferencas esses jogos te-
riam em relacdo aos jogos semanticos para LC e LP, em especial no que concerne a relagdo entre
existéncia de estratégias vencedoras e valor da férmula?

O segundo € este: poderiam as semanticas bivaloradas ser modificadas a fim de se tornarem ade-
quadamente tratdveis pelo instrumental das semanticas de jogos tal qual concebido por Hintikka?
Como seria essa modificacdo, se for possivel?

A despeito de sua importancia intrinseca como contribui¢ao a literatura sobre LIFs, nesta disser-
tacdo esses e outros problemas técnicos ndo se estudam gratuita nem desinteressadamente. Como
disse a principio, as semanticas de jogos oferecem uma perspectiva tnica a respeito da 16gica, pois
permitem vé-la como o estudo de padrdes de certas interagdes discursivas que se poderiam observar
ocorrendo entre agentes racionais. Talvez mais adequadamente se chamariam, nesse sentido — e
como também ja se sugeriu —, pragmadticas de jogos, € ndo semanticas.

Seja como for, essa perspectiva interessa pela seguinte razdo. Diferente de LC, que seria em
certo sentido a descri¢cdo formal do raciocinio proposicional conduzido em geral nas matematicas, e
de LP, que, ao menos tal qual retomada por Priest, serve a propiciar um fundo 16gico a uma posicao
em filosofia da 16gica, mbC e mbCciw, como tantas outras LIFs, foram introduzidas na literatura so-
bre paraconsisténcia por razdes, se ndo exclusivamente, a0 menos primordialmente tedricas, como
partes de um amplo programa de estudos da consisténcia que ndo necessariamente pressupde um
compromisso concreto com a modelagem matematica de processos inferenciais observados (como
no caso de LC) ou conjecturados (como no de LP). Os argumentos que se encontram nessa litera-

tura em favor da adog¢ao das LIFs como 16gicas para modelar raciocinios envolvendo contradicoes
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sdo, por isso, em sua maioria de possibilidade, mas nao de cogéncia dessa ado¢do. Se por um lado
isso em nada diminui o valor e interesse abstrato desse trabalho técnico, por outro penso que limita
injustificadamente a capacidade de impacto, sobretudo filosofico, dessas 16gicas. Por elas exempli-
ficarem de forma precisa o que seria a pragmdtica dessas légicas, com as semanticas de jogos temos
condi¢des de vislumbrar como seriam discussdes efetivamente conduzidas em termos dos padrdes
de racionalidade codificados por mbC, ou entdo por mbCciw. Dessa feita pretendo nesta dissertagdo
contribuir um minimo que seja para a superacao do que julgo ser um dos maiores empecilhos a que

as LIFs, ou ao menos essas duas, venham a ser do interesse de um publico filos6fico mais amplo.

1.1 Sobre a estrutura da dissertacao

A dissertacdo consiste de sete capitulos.

O primeiro capitulo trata do conceito abstrato de 16gica, apresentando as nocdes de sintaxe e
semantica, e o conceito de validade argumentativa em semanticas com dois valores de verdade.
Apresentem-se também as linguagens das ldgicas que serdo introduzidas no capitulo seguinte. A
funcdo desse capitulo € estabelecer um ambiente suficientemente amplo para permitir o estudo
comparado das 16gicas de que nos ocuparemos.

Assim sendo, no segundo capitulo apresentam-se LC, LP, mbC e mbCciw em termos das con-
dicdes de verdade que suas operacdes ldgicas satisfazem. Nesse capitulo também se demonstram
certas propriedades dessas logicas que serdo relevantes para a elaboracdo de suas respectivas se-
manticas de jogos. Mais importante que isso, no entanto, € que ja nesse capitulo introduz-se uma
instrumental simples que torna o ndo-determinismo da operacdo de negacdo de mbC e mbCciw e
de consisténcia de mbC tratavel, a0 menos para os propdsitos das semanticas de jogos.

No terceiro capitulo apresenta-se a nocao formal de jogo que nos importard nesta dissertacao (os
jogos de dois jogadores na forma extensiva com informacao perfeita), e demonstra-se, em especial,
que esses jogos, quando sao de horizonte finito e de ganha-perde (como s@o os jogos semanticos
que nos importardao) sdao determinados, — isto é: que, neles, um e somente um dos jogadores tem
uma estratégia vencedora. Nesse capitulo também se demonstram algumas variacdes uteis desse
teorema, e como a existéncia de uma estratégia vencedora para um jogador em um jogo relaciona-

se a existéncia de estratégias vencedoras para o mesmo jogador em certos subjogos seus. Isto € o
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necessdrio de teoria dos jogos para apresentar e desenvolver as semanticas de jogos nos capitulos
seguintes.

No quarto capitulo apresentam-se a semantica de jogos para LC, tal qual concebida por Hin-
tikka, e em seguida sua adaptacdo natural para LP. Porque pretendemos obter semanticas de jogos
para légicas cujo comportamento em semanticas de valores de verdade € bastante distinto daquele
dessas duas, procura-se apresentd-las de forma pormenorizada e rigorosa, a fim de apreender preci-
samente como funcionam. Disso resulta, de interessante, que alguns fatos a respeito da semantica
de jogos de LC que costumam ser apresentados informalmente na literatura fazem-se aqui demons-
traveis.

No quinto capitulo apresenta-se uma outra forma de semanticas de jogos, que traz algumas
(poucas e minimas, mas importantes) modificacdes do formalismo de Hitikka, necessarias a aco-
modar, numa primeira aproximacgao, as duas LIFs. Em particular, faz-se indispensavel distinguir
com clareza, de uma lado, as identidades dos jogadores no jogo, e, do outro, os papéis que eles
assumem ao longo de uma partida. As simetrias relacionadas a negacao cléssica fazem essa distin-
cdo indiferente no que concerne a LC e LP, mas ela é indispensavel para uma negac¢ao nao-classica
como a de mbC e de mbCciw. Em relagdo a estas, os principais resultados obtidos na primeira
metade do capitulo s3o uma semantica de jogos para mbC, e com uma tnica adaptagio, também
uma para mbCciw.

As semanticas de jogos assim obtidas, no entanto, sdo apenas um resultado parcial, posto que
relacionam a existéncia de estratégia vencedora para um ou para o outro jogador nao a verdade e
a falsidade da férmula sob a interpretacdo dada, mas sim a existéncia ou inexisténcia de uma biva-
loracdo que satisfaca a formula compativel com a interpretacao dada das varidveis proposicionais
da linguagem. Esse resultado é ostensivamente mais fraco que as equivaléncias demonstradas em
relacdo a LC e LP, e, por isso, embora as constru¢des propostas sejam por certo jogos semanticos
em certo sentido — jogos cuja estrutura carrega informacao a respeito das semanticas de bivalora-
coes de mbC e mbCciw —, elas ndo chegam a constituir seménticas de jogos em sentido pleno. A
despeito disso, elas sdo importantes ao argumento da dissertagio por explicitarem 0s pressupostos
do formalismo de Hintikka, e em particular por fazerem ver como a negacdo cléssica interage com
a estrutura dos jogos semanticos.

Assim sendo, na segunda metade do quinto capitulo introduzem-se enfim seméanticas de jogos

Capitulo 1. Introdugdo
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para mbC e mbCciw que sdo de fato equivalentes as semanticas de bivaloragdes dessas logicas. Isso
encerra o trabalho técnico matemaético da dissertacao.

No sexto e ultimo capitulo, reflete-se a respeito de como as semanticas de jogos serviriam a
permitir um melhor entendimento da pragmatica de 16gicas que admitem contradigdes.

Ha ainda um capitulo prévio, no qual se apresentam os conceitos fundamentais de teoria dos
conjuntos que serdo necessarios a desenvolver as definigdes e demonstragdes nos capitulos seguin-
tes.

A despeito da ordem em que sdo apresentados, os capitulos 1 e 2 e o capitulo 3 poderiam em
principio ser lidos na ordem inversa (isto €, primeiro o 3 € em seguida os capitulos 1 e 2), dado
que sdo inteiramente independentes. Com efeito, esta dissertacdo € um trabalho duplo, que envolve
l6gica e jogos a fim de chegar a conclusdes a respeito das relacdes entre esses dois assuntos. O leitor
fica, pois, livre para iniciar a leitura por aquele que julgue mais conveniente ao seu entendimento e
seus interesses. Em particular, porque literatura introdutéria em portugués a respeito de teoria dos
jogos € ainda escassa, talvez o capitulo 3 possa vir a ser de interesse por si sO para alguns leitores.

O mesmo se diga, alids, da literatura a respeito das semanticas de jogos.

Capitulo 1. Introdugdo
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Capitulo 2

Conceitos fundamentais

Neste capitulo explicito os conhecimentos de teoria dos conjuntos esperados do leitor desta disser-
tacdo. O leitor é convidado a 1é-lo e entdo retornar a ele quando os conceitos aqui definidos e os

termos aqui fixados fizerem-se necessarios.

2.1 Teoria dos conjuntos

Suponho que o leitor estd habituado as nocdes fundamentais da teoria dos conjuntos [17], [22],
[24], [26], [41], que denotaremos por seus signos usuais: a no¢do de pertinéncia € a relacdo de
estar em e sua negacao (e, ¢); a nocdo de subconjunto e a relagdo de estar contido em () e estar
contido propriamente em (c); a nogdo de conjuntos das partes (§); as nog¢des de unido (U, L),
intersec¢do (N, N), e de diferenca (\) de dois conjuntos; e a no¢ao de conjunto vazio (). Suponho
também que o leitor estd habituado com a notagdo de termo de classe para um subconjunto de X
cujos elementos satisfazem a férmula ¢ (isto é: a expressdo {z € X : p(x)}, onde = ocorre livre
em () e suas variantes.

Seja X um conjunto € o, ...,7,-; elementos seus. Por vezes denotaremos abreviadamente o
fatode que xp e X, ...e x,,-1 € X por zg, ..., x,1 € X.

Seja X um conjunto. Uma particdo de X € um conjunto F3 de subconjuntos de X tal que todo
x € X estd em pelo menos um P € P e tal que nenhum z estd em mais que um P.

Suponho, ademais, que o leitor estd habituado a nocdo de par ordenado de = e y ((x,y)).

Denotaremos o conjunto de todos os pares ordenados (x,y) taisque t € X ey € Y por X x Y.
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Por fim, suponho que o leitor estd habituado a nocdo de niimero ordinal e sua aritmética. De-

notaremos por N o conjunto dos ordinais finitos ({0,1,2,...}).

2.2 Relacoes e funcoes

Dizemos que um conjunto R tal que R € X x Y para algum X e algum Y € uma relagdo bindria.
Dizemos que X e Y sdo, respectivamente, a origem € o alvo da relagdo. Quando a origem e o alvo
de uma relagdo forem evidentes pelo contexto, omitiremos mengao a eles. Denotaremos o fato de
que (x,y) € R por xRy, e o fato de que (x,y) ¢ Rporx R y. Se Y = X, dizemos que R é uma
relacdo em X.

Dizemos que uma relagdo R em X é reflexiva se x Rx para todo z, e irreflexiva se x R = para
todo z. Dizemos que ela é simétrica se, para todos x, ', se x Rx', entdo x' Rx, e assimétrica se, para
todos x, x', se xR’ entdo ' JR x. Note-se que uma relagdo assimétrica € irreflexiva. Dizemos que
ela é transitiva se, para todos x,x’, 2", se xRz’ e ' Rx", entdo x Rx". Dizemos que uma relacao
transitiva e simétrica (e, portanto, reflexiva) é uma relacao de equivaléncia.

Dizemos que R é antissimétrica se, para todos z,z’, se xRx' e ' Rx, entdao x = z’. Por fim,
dizemos que ela é completa se, para todos x,2’, ou xRz’ ou 2’ Rx. Note-se que uma relacio
completa € reflexiva. Dizemos que uma relacao transitiva, antissimétrica e completa é uma ordem.
Se R € uma ordem em X, dizemos que X € ordenado por R.

Seja R ¢ X x Y uma relagdo bindria. Denotaremos o dominio de IR (o conjunto de todos os
x € X tais que xRy para algum y € Y') por Dom(R), e sua imagem (o conjunto de todos os y € Y’
tais que x Ry para algum z € X) por Imag(R). Se Dom(R) = X, dizemos que R € total em relagéo
a X (ou simplesmente que € total, se o conjunto X é evidente pelo contexto). Atencdo: nesta
dissertacdo, a menos quando se diga o contrdrio, assumiremos que fodas as relagcdes bindrias sao
totais.

A restrigdo de uma relagdo R € X x Y a um conjunto Z é o conjunto {(z,y) € R:x € Z)}.
Denotaremos a restrigdo de R a Z por R | Z.

A inversa R de uma relacdo R € a relagdo RcY x X tal que yém se e somente se z Ry.

Se uma relagdo bindria f ¢ X x Y € tal que, para todos x € X e todos y,y’ € Y, se xfy e

xfy' entdo y = y’, dizemos que f € funcional, ou simplesmente que é uma funcdo. Quando f for
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uma fung¢do, denotaremos o fato de que z fy por f(x) = y, e diremos que f de x é y. Também
denotaremos o fato de que f € X x Y por f: X — Y, e diremos que f é uma fungdo de X em Y.

Sejam X e Y conjuntos. Denotaremos o conjunto de todas as fungdes de Y em X por XY,

Se f ¢ X xY é uma fung¢ao total em relagdo a X e a inversa de f € uma funcao total em relagdo
a'Y, dizemos que f é uma correspondéncia entre X e Y.

Seja I um conjunto. Um perfil indexado por I é um conjunto P tal que existe uma correspon-
déncia entre elementos de / e de P. Se um conjunto P € um perfil indexado por /, dizemos que
séo os indices do perfil. Nesses casos, denotaremos P por (p;);; (onde p; € P). Quando quiser-
mos ser explicitos a respeito dos elementos de um perfil finito com n elementos, simplesmente os

listaremos na forma (p;,, - . ., Pin_1)-

2.3 Sequeéncias

Seja F um conjunto, e seja ) um ordinal. Uma sequéncia de elementos de ' de comprimento £ é
uma fungdo s: O —> F.

Se s(n) = e, dizemos que e é a n-ésima entrada de s (e, se s(n) = e para algum n, simplesmente
que € uma entrada de s).

Seja s uma sequéncia. Se Dom(s) € N, dizemos que s é uma sequéncia finita; sendo, que é

infinita. Se Dom(s) € N, dizemos que s é uma sequéncia contdvel; sendo, que é incontdvel.

Seja s uma uma sequéncia finita tal que Dom(s) = n e tal que e, ..., e, 1 sdo suas entradas.
Quando conveniente, denotaremos s por (e, ...,e,-1). Quando e, ..., e, ; forem signos quais-
quer, também denotaremos a sequéncia por concatenagcdo, — isto €, na forma e ...e,_;. Com

efeito, ndo havendo risco de confusdo, nesses casos também concatenaremos sequéncias elas mes-
mas, da seguinte forma. Seja (s;)qe, tal que s; é uma sequéncia de signos, para todo i. Entdo
So---S,-1 denota a sequéncia S cujas m primeiras entradas sdo as my entradas de sy, cujas m;
entradas seguintes sio as m; entradas de Sy, efc.

Sejam s e s’ sequéncias tais que Dom(s) € Dom(s’). Se s’ | Dom(s) = s, dizemos que s € um
segmento inicial de s’, ou que s’ estende s. Denotaremos o fato de que s € um segmento inicial de
s"por sE s’. Se s € s/, entdo, se s # s', dizemos que s € um segmento inicial proprio de s’; sendo,

que € improprio. Denotaremos o fato de que s é um segmento inicial proprio de s’ por s c s’.
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Sejam s e s’ sequéncias finitas tais que s € s’ e tais que Dom(s’) = Dom(s) + 1, e seja e a tltima
entrada de s’. Quando conveniente, denotaremos nesses casos s’ por s”e.

Seja s uma sequéncia contavel, e seja m € N. A se¢do de s na altura m € a sequéncia s’ tal que
s'(n) = s(n+m) pratodo n € N.

Sejam s e s’ sequéncias contdveis tais que s C s’ e tal que Dom(s) = n. Por extenséo, falaremos
da secdo de s’ na altura de s para dizer o mesmo que a se¢do de s’ na altura n — 1. Denotaremos a

secdo de s’ na altura de s por s'|s.
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Capitulo 3
Logica

Neste capitulo, apresento de modo bastante abstrato os principais conceitos necessarios ao enten-
dimento do que discutiremos a seguir a respeito das légicas tratadas nesta dissertacdo. Porque
trataremos de vdrias l6gicas comparativamente, € essencial que estabelecamos desde o inicio um
arranjo conceitual comum que nos permita passar de uma a outra sem que suas especificidades in-
duzam a confusdes. A solucdo encontrada para essa nossa necessidade foi apresentar a nocao mais
geral de l6gica proposicional em termos de semanticas com interpretacdes e valoragdes relacionais,
tipicas do formalismo da 16gica conhecida da literatura como implicacdo de primeiro grau (‘‘first
degree entailment” [34], no original).

No mais, além do livro j4 citado, esta apresentacdo € retrabalhada do material em [2], [5], [10],

[11]e[12].

3.1 Sintaxe

Como afirma Aczel [1], a 16gica matemadtica, se € uma ciéncia, é uma ciéncia aplicada, que tem
por objeto sistemas simbdlicos em sua relagdo com os processos inferenciais que seus simbolos e
estruturas veiculam. Nesta dissertacao, ldgicas nos interessam sobretudo na medida em que sdo
tanto descritivas quanto prescritivas do comportamento racional de agentes engajados em alguma
forma de argumentacdo, seja ela humana ou suficientemente semelhante a humana. Naturalmente,
portanto, os sistemas simbolicos que nos importam sdo /inguagens semelhantes em algum sentido

a linguagens humanas.
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Em particular, estaremos interessados em légicas com linguagens ditas proposicionais (ou sen-
tenciais, ou qualquer outra variante que se prefira — as distin¢cdes conceituais que se poderiam
fazer neste ponto sdo irrelevantes para nossos propositos, € ndo nos apegaremos a disputas por
termos). A fim de definir rigorosamente o que sejam linguagens proposicionais, necessitamos pri-
meiro do conceito de vocabuldrio proposicional. (Porque todas as légicas de que nos ocuparemos

nesta dissertacdo sdo proposicionais, deixaremos de usar esse qualificador daqui em diante.)
Definicao 3.1. Uma vocabuldrio ¥ consiste dos seguintes elementos.

* Um conjunto & no maximo contavel, — as varidveis proposicionais.

* Um conjunto & finito, — os operadores primitivos.

* Uma fungdo &7 : 6 — N, — a ariedade dos operadores primitivos.

Dizemos que & U O sdo os signos da linguagem.

De posse do conceito de vocabulario, podemos seguir ao conceito de linguagem.
Definicao 3.2. Uma linguagem £ consiste dos seguintes elementos.

* Um vocabulario ¥ = (£, 0, o).

* O menor conjunto .% de sequéncias de signos do vocabulario assim definido recursivamente,

— as formulas da linguagem.

— Se p € uma variavel proposicional, entdo p é uma férmula.

- Se fo,. .., fn_1 sdo férmulas e o € um operador primitivo de ariedade n, entdo ofy ... f,,_1

é uma férmula.

Se uma férmula f = p para p uma varidvel proposicional, dizemos que ela é simples, sendo que
€ complexa.

Se f=0fy...f.1 onde o € um operador n-ario e fy, ..., f,_1 sdo férmulas, dizemos que o é o
operador principal da férmula. E um resultado fundamental em 4lgebras signos [14] que férmulas
assim definidas admitem uma tnica leitura, — de modo que ndo h4 possibilidade de confusdo sobre

qual seja o operador principal de uma férmula.
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Como se disse, estamos interessados em l6gicas na medida em que codificam o comportamento
de agentes que argumentam. Eis, pois, o que entendemos por argumento, num sentido o mais

abstrato possivel.

Definicdo 3.3. Seja .Z uma linguagem. Um argumento nessa linguagem é um par (P, ¢) tal que P
¢ um conjunto de férmulas da linguagem e ¢ € uma férmula da linguagem. Dizemos que P sdo as
premissas do argumento, € ¢ sua conclusdo.

Esta é a nocao de argumento que se diz de conclusdo #inica. Poderiamos conceber argumentos
algo mais complexos, envolvendo um conjunto de premissas e um conjunto de conclusdes, — isto
€, como argumentos de conclusdes muiltiplas [14], [23]. Nesta dissertacdo nao teremos necessidade
de recorrer a essa no¢cdo. Convém, no entanto, menciond-la, a fim de se ressalvar que nossas

conclusdes sdo todas condicionadas por essa concep¢do mais limitada do que sejam argumentos.

Intuitivamente, argumentos sdo a forma linguistica de inferéncias. Ter certa férmula por con-
clusdo de um argumento com certas premissas €, em algum sentido, entender que, se a informacgao
carregada pelas premissas estd disponivel, entdo a informagdo carregada pela conclusdo também
estaria, — ao menos em principio, ainda que ndo necessariamente de fato. Isso, claro, é linguagem
vaga. O que cumpre fazer, pois, é especificar que sentido seria esse, e que condi¢cdes essa relagao
entre informacodes deveria satisfazer. Esta breve reflexdo nos conduz ao conceito de estrutura de

consequéncia dedutiva.
Definicao 3.4. Uma estrutura de consequéncia dedutiva consiste dos seguintes elementos.
* Um conjunto ¢ no méximo contdvel.

* Uma relagdo I+ contida em P(®) x & — a relagdo de consequéncia dedutiva — tal que, para
todo I', A em £(®) e toda ¢, 1) em :
Reflexividade se ¢ estiem I', entdo [' I ¢;
Monotonicidade se I' I+ ¢ e I" estd contido em A, entdo A I+ ;
Transitividade se I' I ¢ para toda ¢ em A e A I- v, entdo I I+ ).

Parece-me intuitivamente bastante razodvel esperar que estruturas como as por nds intenciona-

das satisfacam ao menos essas trés condi¢des. Com efeito, seguindo com a intui¢do a respeito de
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relacdes entre informagdes, o que essas condi¢cdes significam, respectivamente, € que: informacoes
dadas estdo disponiveis; adicionar informagdes as dadas ndo subtrai informagdes ja disponiveis;
e, se, dadas certas informacdes, outras estdo disponiveis, entdo também ja estdo disponiveis, ao

menos em principio, as informacdes que estariam disponiveis se aquelas outras estivessem dadas.

Note-se que, coerente com a intuicdo a respeito de informagdes, na definicdo de estrutura de
consequéncia dedutiva ndo assumimos que ¢ deve ser um conjunto de férmulas. Essa definicao
¢, enfim, absolutamente geral, e neutra em relacdo a quais seriam os objetos que carregariam in-
formacdo e que se relacionariam consequencialmente. Ao restringir, pois, a nocao de estrutura de
consequéncia dedutiva a relagdes consequenciais em uma linguagem, chegamos enfim ao conceito

de logica.

Definicdo 3.5. Uma Idgica é uma estrutura de consequéncia dedutiva A = (&, 1) tal que P sdo as
férmulas de alguma linguagem .Z.

Dizemos que uma férmula ¢ é um feorema de uma logica se I' I ¢ para todo conjunto I' de
férmulas da linguagem dessa légica.

Sejam A e A; duas l6gicas de mesma linguagem, e sejam I e I suas respectivas relagdes de
consequéncia dedutiva. Dizemos que A é correta em relagao a Aq se I' Iy o implica que I" I+

para todo I e toda . Dizemos que Ay é completa em relagdo a A; se o inverso também € o caso.

3.1.1 Linguagens canonicas

As logicas de que trataremos nesta dissertacdo constituem-se de uma destas duas linguagens, que

serdo fixadas para esta dissertacao.

Definicdo 3.6. Seja 7'¢ = (27¢, 0°, o/°) o vocabuldrio assim definido:
© P = (Pn)ners
© Oc={v,A =
© (V)= d(N) = (=) =2, e () = 1,

e seja Ve = (°, 0°, 4/°) o vocabuldrio assim definido:

° :@o — ;@c,
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* 0°=0°U{o};
o o/°(0)=1e °(0) = /(o) parao e O°.

A linguagem Z¢ = (¥¢, Z¢) é alinguagem cldssica, e a linguagem .£° = (¥°,.%°), a lingua-
gem com operador de consisténcia.

Chamamos - a negacdo, v a disjuncdo, A a conjuncao, — o condicional e o a consisténcia.

Por suas ariedades, - € o sdo ditos operadores undrios, € v, A € —, bindrios. Por legibilidade,
escreveremos informalmente as férmulas va 3, nafS e - a3 dessas linguagens em notacdo infixa
— ou seja: respectivamente, como (o Vv ), (o A ) e (a > ) —, valendo-nos assim dos parén-
teses para desambiguar sua leitura, mas dispensando sempre, daqui em diante, os parénteses mais

externos de uma féormula.

Foérmulas, como se pode notar, sdo objetos construidos por recursao, objetos tais que todas suas
componentes sao elas mesmas férmulas. Ter a lista de todas as férmulas envolvidas na construcao
de uma férmula serd indispensavel tanto para a apresentagdo das semanticas de valores de verdade
das légicas que nos interessam quanto para o desenvolvimento, nos capitulos seguintes, de suas das
semanticas de jogos. Para isso, recorremos ao conceito de subformula.

Ha4, aqui, no entanto, um complicador que € preciso observar. Por razdes que ficardo evidentes
no que segue, incluir por convengdo —« entre as subférmulas de o« serd necessario. Isso talvez
pareca pouco usual ao leitor habituado com a no¢ao natural de subférmula, mas nada de inusitado
resulta dessa mudanca. Seja como for, adequamos também a noc¢do de complexidade de férmulas,
de modo que essa convengdo nio importard confusdo alguma para as provas por indugao.

Enfim, eis a definic¢ao.
Definicdo 3.7. As subférmulas de o sdo o menor conjunto Sub () assim definido.
* ¢ é uma subférmula de .
e SeavVvfp,ouanfoua— [ ¢éumasubférmula de ¢, entdo o e [ também sio;
* se ~a € uma subférmula de ¢, entdo a também é;

* se o € uma subférmula de ¢, entdao ~« e o também sdo.
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@ é dita uma subférmula impropria de , e as demais sao ditas proprias. « e 3 sdo ditas as
subférmulas préprias imediatas de a v 3, a A e a — 3, assim como « de —«, e ~a e « de oa.

Se um conjunto de férmulas F' € tal que todas as subformulas das formulas em F' também estao
em F', dizemos que ele é fechado sob subformulas. (Note-se que, por sua defini¢do, o conjunto de

todas as férmulas de uma linguagem € fechado sob subférmulas.)

Definicao 3.8. A complexidade das férmulas da linguagem classica é a funcdo /¢ : .#¢ — N assim

definida.
* (¢(p) = 0 para p uma férmula simples.
o l¢(-a) =1+ 0(v);
o l(avp)=Lt(anpf)=t(a—pF)=1+(a)+(B).

A complexidade das férmulas da linguagem com operador de consisténcia é a fungdo (° :

%° — N assim definida.

¢°(p) = 0 para p uma férmula simples.

(=) =1+ ()

Clavp)=(anp)=>t(a—p)=1+0(a)+°(B);

£°(oa) =1 +£°(—|Ct).

3.2 Semantica

Como dito, concebemos relacdes de consequéncia dedutiva como relagdes entre informacoes, € as
férmulas de uma l6gica como carregadores de informacao. Dessa perspectiva, a semantica de uma
16gica seria um modelo formal dessa informagdo. Neste secdo € apresentada a teoria geral (geral
para nossos propositos, ao menos) do que podemos podemos chamar de semanticas de valores de
verdade, entendidos esses valores no sentido mais estrito, — ou seja: assumindo a principio que
existem apenas dois valores possiveis, a verdade, e a falsidade.

Essa concepg¢do envolve uma abstra¢do e uma simplificacdo. Mais naturalmente, as varidveis

proposicionais de uma linguagem seriam entendidas como representacdes de sentencas declarativas
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carregadas de sentido, — as contrapartes formais de sentencas da linguagem natural tais quais
“Socrates € mortal”, “A neve é branca”, etc. Como, porém, famosamente observou Frege, o que
quer que queiram dizer essas e outras sentengas importa inferencialmente apenas na medida em que
sejam verdadeiras ou falsas, sendo indiferente qual seria seu significado para além disso.

Isto nos traz ao conceito de interpretacdo das varidveis proposicionais de uma linguagem.

Definicao 3.9. Seja .Z uma linguagem tal que &7 sdo suas varidveis proposicionais. Uma interpre-

tagdo dessa linguagem € uma relagdo J contida em & x 2.

Naturalmente, pensamos jd 0 0 € o 1 como sendo um o falso e o outro o verdadeiro. Cumpre
entdo estabelecer qual é qual e estender essa concepcao de significado para todas as féormulas da
linguagem, de preferéncia de uma forma coerente com o entendimento do que seja o significado

das varidveis proposicionais.

Definicao 3.10. Seja .Z uma linguagem tal que .# sao suas formulas. Uma valoragdo das férmulas
dessa linguagem € uma relagdo v contida em .% x 2.

Seja J uma interpretacio dessa linguagem. Dizemos que uma valoracido v de suas férmulas
€ fundada em J se pun se e somente se pJn para toda varidvel proposicional p e todo valor de
verdade n.

Seja f uma férmula da linguagem. Se fv1, dizemos que f é verdadeira sob v; se fv0, que é
falsa.

Se uma valoracdo v € tal que toda férmula da linguagem € verdadeira sob v, dizemos que v é

trivial.

Definicao 3.11. Seja . uma linguagem, seja f uma férmula dessa linguagem, seja ) uma classe
de valoragdes das formulas dessa linguagem e seja v uma valoragdo. Dizemos que v satisfaz (con-
trafaz) f emrelacdo a ) se v estiem ) e f € verdadeira (falsa) sob v.

Seja J uma interpretacio da linguagem. Por extensido, dizemos que f € satisfazivel (contrafa-
zivel) sob J em relacgdo a classe de valoracdes V das férmulas dessa linguagem se existe alguma v
em ) fundada em J que satisfaz (contrafaz) f.

Dizemos que uma interpretacdo J de uma linguagem € um modelo (contramodelo) de uma
formula f em relagdo a classe de valoracdes V das férmulas dessa linguagem se toda v em V

fundada em J satisfaz (contrafaz) f.
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Seja F' um conjunto de formulas de uma linguagem. Por extensdo, dizemos que v satisfaz
(contrafaz) F' se v satisfaz (contrafaz) toda f em F', e que J € um modelo (contramodelo) de F’ se

J € um modelo (contramodelo) de toda f em F'.

De posse desses conceitos, podemos enfim expressar o conceito de ldgica diretamente em ter-

mos semanticos.

Definicdo 3.12. Seja £ = (¥, %) uma linguagem, seja } uma classe de valoragdes das férmulas
dessa linguagem, e seja =y contida em £(.%) x .% arelagdo assim definida: F' =y f se e somente
se toda v em V que satisfaz [’ satisfaz f.

Se um argumento (P, c) nessa linguagem € tal que P £y ¢, dizemos que ele é vdlido nessa

classe de valoragdes.

Teorema 3.1. Seja £ uma linguagem e seja V uma classe de valoragcoes das formulas dessa
linguagem. A relagdo de validade emV satisfaz as condicoes de Reflexividade, Monotonicidade e

Transitividade.

Demonstracdo. Seja I' um conjunto qualquer de férmulas da linguagem, seja ¢ uma férmula em
I', e seja v uma valoragdo qualquer em ) que satisfaz I'. Porque v satisfaz todas as formulas em I,
em particular v satisfaz ¢. Portanto, porque v € qualquer, I' y, .

Seja, agora, [' um conjunto qualquer de férmulas da linguagem, seja ¢ uma férmula tal que
I' Ey o, seja A um conjunto qualquer de férmulas da linguagem tal que I" estd contido em A, e
seja v uma valorag@o qualquer em V que satisfaz A. Porque v satisfaz todas as formulasem A e I’
estd contido em A, v também satisfaz todas as férmulas em I, e, por suposicao, I' =y, ¢ — isto é:
toda valoragdo que satisfaz I satisfaz ¢. Portanto, v satisfaz ¢, e, porque v € qualquer, A =y .

Por fim, sejam I" e A conjuntos quaisquer de férmulas da linguagem tais que I' =, ¢ para toda
¢ em A, seja 1) uma férmula da linguagem tal que A &y, ¢, e seja v uma valoragdo qualquer em
V tal que v satisfaz I". Porque v satisfaz I" e, por suposicdo, I' ) ¢ para toda ¢ em A, v também
satisfaz todas as formulas em A. Mas, também por suposi¢do, A =y, 1) — isto é: toda valorag¢do que

satisfaz A também satisfaz 1. Portanto, v também satisfaz ¢, e, porque v é qualquer, I' =y ¢. [
Corolario 3.1.1. A = (®,y) tal que ® sdo as formulas de £ é uma légica.

Demonstragdo. Segue-se do teorema e da defini¢do de 16gica. 0
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Corolario 3.1.2. Uma formula p em ® é um teorema de A se e somente se & =y .

Demonstracdo. Se ¢ € um teorema, entdo por defini¢do I' =y ¢ para todo I', e em particular para
@. Se @ =y p, entdo por defini¢do toda valoragao que satisfaz @ satisfaz . Mas, vacuamente, toda
valoragdo satisfaz @; portanto, toda valoragado satisfaz ¢. Em particular, dado um I' qualquer, toda

valoracao que satisfaz I satisfaz . [

3.2.1 Semanticas de valores de verdade para as linguagens canonicas

Definicao 3.13. Seja . uma das linguagens canonicas. Uma matriz bivalorada determistica que
interpreta os operadores dessa linguagem € uma fungao M que designa, para cada operador primi-
tivo o tal que toda férmula em que ele ocorre como principal tem n subférmulas proprias imediatas,
uma fungdo M(o) : 2" — 2.

Dada uma matriz bivalorada deterministica M para a linguagem, dizemos que M (o) é uma
operag¢do deterministica.

Seja v uma valoragdo das formulas dessa linguagem. Dizemos que v respeita a matriz biva-
lorada deterministica M que interpreta seus operadores se, para todo operador primitivo o e toda

féormula f em que o ocorre como operador principal, para todas subférmulas préprias imediatas

fo, e 7fi—1 de f, se f(ﬂ)ng, e ,fi_ﬂ)’ni_l € fvn, entao M(O)((ng, e ,TLZ'_1>) =n.

Definicao 3.14. Seja . uma das linguagens canonicas. Uma semdntica bivalorada deterministica
para essa linguagem é um par S = (M, V) tal que M é uma matriz deterministica que interpreta
seus operadores e V € a classe de todas as valoragdes das férmulas da linguagem que respeitam a

matriz.

Definicao 3.15. Seja .Z uma das linguagens candnicas. Uma matriz bivalorada ndo-deterministica
que interpreta os operadores dessa linguagem é uma fun¢do M que designa, para cada operador
primitivo o tal que toda féormula em que ele ocorre como principal tem n subférmulas préprias
imediatas, uma fungido M (o) : 2" — P(2) \ @.

Analogamente, dada uma matriz bivalorada ndo-deterministica M para a linguagem, dizemos
que M (o) é uma operacdo ndo-deterministica.

Seja v uma valoragao funcional das férmulas dessa linguagem. Dizemos que v respeita a matriz

bivalorada ndo-deterministica M que interpreta seus operadores se, para todo operador primitivo
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o e toda féormula f em que o ocorre como operador principal, para todas subférmulas proprias

imediatas fo, ..., fi-1 de f,v(f) estaem M(o)((v(fo),---,v(fic1)))-

Defini¢ao 3.16. Seja -Z uma das linguagens canonicas. Uma semdntica bivalorada ndo-deterministica
(ou, simplesmente, uma semdntica de bivaloragdes) para essa linguagem é um par S = (M, V) tal
que M é uma matriz ndo-deterministica que interpreta seus operadores e ) € a classe de todas as

valoragdes funcionais das férmulas da linguagem que respeitam a matriz.

Observagdo 3.2.1. Se uma semantica bivalorada (deterministica ou ndo) satisfaz adicionalmente a
restricao de que todas as valoragdes admitidas sejam funcionais, dizemos que ela € uma semantica

verofuncional.

Comentdrio 3.2.1. Note-se que semanticas de matrizes ndo-deterministicas estio definidas somente
para valoragdes funcionais, de modo que sdo trivialmente verofuncionais. A propoésito, note-se que
uma semantica ndo-deterministica degenera, num sentido bastante ébvio, em uma deterministica
verofuncional se, para todo operador o da linguagem, M (0)({no,...,n;—1)) € um conjunto unita-
rio para quaisquer €nuplas de valores. Podemos, pois, se assim quisermos, pensar as semanticas
bivaloradas deterministicas e as ndo-deterministicas, tais quais aqui definidas, como generalizacdes
diferentes do conceito de semantica bivalorada (deterministica) verofuncional!.

Naturalmente, todas essas no¢des podem ser generalizadas para acomodar mais valores de ver-
dade [10]. Em lugar do 2, podem-se tomar como valores possiveis das formulas os elementos de
um conjunto U/ qualquer, e, em lugar do 1, que interpretamos como o valor verdadeiro, um subcon-
junto préprio D qualquer de U/ — os “verdadeiros generalizados”, por assim dizer (sendo, portanto,
U ~ D os “falsos generalidados”) —, adaptando-se os conceitos de interpretacdo, valoracao, satis-

fagdo, modelo, validade, efc. de acordo?.

10 leitor conhecedor da literatura deve ter notado que nossas matrizes deterministicas e nio-deterministicas nio
correspondem exatamente as matrizes de Avron [2], mas s@o delas adaptadas para corresponder mais proximamente as
condi¢cdes de verdade que, na literatura, costumam caracterizar 16gicas com semanticas de bivaloragdes como mbC e

mbCciw (cf. [11]). A justificacdo disso ficard evidente no capitulo que segue.
2Porque teremos necessidade da generalizagio desses conceitos apenas de passagem, por simplicidade preferi sua

versao mais restrita.

Capitulo 3. Ldgica



32

Capitulo 4

Logicas e suas semanticas de valores de

verdade

Neste capitulo, apresento as quatro légicas das quais pretendemos tratar com o instrumental da
semantica de jogos: a ldgica cldssica (LC), a logica do paradoxo (LP), a logica de inconsisténcia
formal minima com a propriedade fundamental da consisténcia (mbC), e a l6gica conhecida da
literatura como mbCciw.

A apresentacdo dessas logicas serd predominantemente semantica. Isto por duas razdes. A
primeira é que ao desenvolvimento de semanticas de jogos para essas ldgicas o que importa é
mostrar que, € como, certos jogos e certas propriedades suas estdo relacionados a certas estruturas
semanticas e certas propriedades de suas semanticas de valores de verdade. Assim sendo, teremos
virtualmente nenhum uso para seus sistemas dedutivos. A segunda razio é que o ambiente seman-
tico nos permitird comparar essas quatro logicas em termos mais adequados e intuitivos, por fazer
mais explicitas as semelhancas e diferencas entre elas.

A isto se adicione que nos interessa em especial a comparagio entre LP, de um lado, ¢ mbC
e mbCciw, do outro, por as trés serem logicas paraconsistentes, mas paraconsistentes com moti-
vagoes e justificacdes muito distintas para seus respectivos tratamentos da negacdo. Na literatura,
o tratamento dado a LP tem sido predominantemente (e, a bem dizer, quase que exclusivamente)
semantico. Isso ndo € apenas por preferéncia ou acaso, mas deve-se antes de mais nada ao fato
de que a LP falta a regra de deducdo conhecida como modus ponens. Assim sendo, porque é de

qualquer modo impossivel dar um tratamento axiomdtico usual a LP, essa via de comparacao é-nos
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vedada de saida.

4.1 Condicoes de verdade para LC, LP, mbC e mbCciw

Considerem-se as seguintes condi¢des que uma valoragdo v das férmulas da linguagem classica

pode satisfazer.
Condicgdes =, :

vi Se a v fvl, entdo ou avl ou ful.
AL Se a A ful, entdo avl e ful.
- Se a - fvl, entdo ou av0 ou Sul.

-X Se -awvl, entdo av0.
Condigdes _. :

vZ Se a Vv (v0, entdo av0 e Sv0.
A Se a A [0, entdo ou av0 ou Sv0.
-2 Se a - [v0, entdo avl e Sv0.

-2 Se -awv0, entdo avl.
Condicodes L :

vi Seou awvl ou fvl, entdo o v ful.
AL Se avl e fvl, entdo a A Sul.
-1 Se ou avl ou fvl, entdo o - Pul.

-L Se av(, entdo -avl.
Condicoes _:

vZ Se av0 e fv0, entdo v v Sv0.

AZ Se ou av0 ou Sv0, entdo o A Sv0.
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—-_ Se avl e pv0, entdo a - [v0.

-_ Se avl, entao -av0.

Considerem-se, adicionalmente, as seguintes condi¢cOes que uma valoracdo v de férmulas da

linguagem com operador de consisténcia pode satisfazer.
o, Se oavl, entdo ou av( ou —av0.

oZ, Se oav(, entdo avl e ocavl.

o Se ou v ou ~aw0, entdo cawvl.

o_ Se avl e ~avl, entdo cav0.

Chamaremos as condi¢cdes marcadas por = necessdrias, € as por <, suficientes. Chamaremos
as condi¢des marcadas por + positivas, e as por —, negativas. Chamaremos essas condi¢des todas
condigoes de verdade.

Como o leitor pode facilmente constatar por si mesmo, se uma valoragdo € funcional, entdo: se
ela satisfaz a condi¢@o necessdria positiva relativa a certo operador, entdo satisfaz também a sufici-
ente negativa relativa ao mesmo operador; e, se satisfaz a necessaria negativa, satisfaz a suficiente

positiva.

Definicdo 4.1. LC é a 16gica (.Z<, Eyic), onde VL€ € a classe de todas as valoragdes funcionais
das férmulas da linguagem cléssica que satisfazem todas as condi¢des de verdade necessérias (e,

portanto, também as suficientes) relativas aos operadores dessa linguagem [16], [32], [40].

Definicdo 4.2. LP é a l6gica (.7, Eyir ), onde VP € a classe de todas as valoragdes das féormulas
da linguagem cldssica que satisfazem todas as condi¢des de verdade relativas aos operadores dessa

linguagem [35], [34].

Observagdo 4.2.1. O que € distintivo de LP é que a classe de valoragdes que define sua relacio
de validade admite valoragdes sob as quais uma mesma férmula € verdadeira e falsa (donde seu

nome).

Definicao 4.3. A ldgica de inconsisténcia formal minima com a propriedade fundamental da con-

sisténcia (mbC) é a 16gica (.F°, Epmec ), onde VMPC € a classe de todas as valoragdes funcionais das
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féormulas da linguagem com operador de consisténcia funcionais e que satisfazem todas as condi-
coes de verdade necessdrias relativas aos operadores da linguagem cldssica exceto a positiva relativa
negacao (e, portanto, também as suficientes exceto a negativa relativa a negacao), mais a condi¢ao

necessdria positiva (e, portanto, também a suficiente negativa) relativa a consisténcia [11], [12].

Observagdo 4.3.1. Usualmente, mbC é apresentada em termos sintdticos, na forma de um sistema
axiomdtico com uma Unica regra de deducdo, e entdo se demonstra que o sistema légico assim
apresentado é correto € completo em relagdo a classe de valoragdes V™PC, Contudo, como ji se
observou ao inicio do capitulo, porque a nossos propdsitos nesta dissertacdo somente importara sua
semantica de valores de verdade, apresentar mbC na sua forma usual é ndo apenas desnecessario
mas, com efeito, seria também demasiado ostensivo.

Convém observar, no entanto, que a semantica de mbC aqui apresentada ndo € a tnica que esse
sistema 16gico admite. Nesta dissertacdo, identificamos mbC deliberadamente a essa semantica em
particular — sua semantica de bivaloracdo — porque € ela a semantica que permite comparar mais

diretamente mbC a LC e LP.

Definicdo 4.4. mbCciw € a 16gica (.F°, Epmecew ), onde YmbCew € 3 classe de todas as valoragdes
funcionais das formulas da linguagem com operador de consisténcia que satisfazem as mesmas
condic¢des que para mbC e, adicionalmente, a condi¢do necessaria negativa (e, portanto, também a

suficiente positiva) relativa a consisténcia [11], [12].

Observacdo 4.1.1. Quando for evidente pelo contexto de que 16gica falamos, omitiremos o indice
referente a classe de valoracdes ao escrever a relacdo de validade dessa logica.

Seja v uma valoracdo qualquer. Se v estd na classe das valora¢des da logica A, dizemos que
¢ uma A-valoracdo. Se alguma valoracdo de A for fundada em J, dizemos que essa € uma A-

interpretacdo. De forma andloga, falaremos de A-férmulas, também de A-jogos semanticos, efc.

O comportamento das operacgdes 1dgicas correspondentes aos operadores primitivos dessas qua-
tro 16gicas estd resumido nas seguintes tabelas (nas quais, nas operagdes bindrias, as entrada da
primeira coluna sdo valores do primeiro operando e as da primeira linha do segundo).

Estas sdo as tabelas para as LC-operagdes primitivas.
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Estas sdo as para as LP-operagdes primitivas. (Note-se que, como em LC, o — 3 € equivalente

a-avgl)

v | o101 Aol 1 |01
0] 0 |1]01 00l 0] o0
11|11 1 10| 1 |01
0,1/0,1/1]0,1| |0,1]|0]|0,1]0,1
>0 [1]01 -
0 1 |1]1 0| 1
110 |1]01 1|0
0,1/0,1|1]0,1| |0,1]0,1

Nos casos de mbC e mbCciw, podemos omitir as tabelas para a conjungdo, a disjungdo e o
condicional, que sdo idénticas as para LC. Ademais, é mais conspicuo observar o comportamento
da negacdo e da consisténcia conjuntamente.

Assim sendo, eis a tabela para mbC:

- | O
0
0]1
1
0
0
1 1
110

'Esta observagio faz-se necessaria a fim de lembrar que apresentacdes de LP (por exemplo [35] e [34]) costumam
introduzir o condicional como um operador derivado ao invés de primitivo. Essa mudanga, claro, € indiferente, posto

que o condicional permanece definivel.
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e esta, a para mbCciw:

- (¢]
0111

01
1

110

Algumas explicacdes fazem-se necessdrias a respeito dessas tabelas. A primeira e mais 6bvia
delas é que, a rigor, somente as tabelas para os operadores de LC sdo tabelas veritativas, — isto é:
representam operacoes ou fungdes veritativas, fungdes que levam de €nuplas de valores de verdade
a valores de verdade, tais quais definidas no capitulo anterior. E preciso, pois, cuidar para entender
adequadamente as demais.

As tabelas de LP, assim como estdo postas, poderiam ser lidas de dois modos. Primeiro, pode-
riamos 1&-las como funcdes de €nuplas de conjuntos de valores de verdade a conjuntos de valores
de verdade. Mais precisamente, tomarfamos os conjuntos {0}, {1} e {0, 1} como os “valores” pos-
siveis das formulas de LP2. Note-se, no entanto, que néo € esta a leitura adequada a defini¢do de
LP em termos de condi¢des de verdade.

Contudo, a relacdo entre esse modo de conceber as operagdes logicas de LP e o modo intencio-
nado — a saber: por meio de uma semantica deterministica com valoracdes relacionais compativel
com as condi¢des de verdade que definem LP — € bastante evidente. Uma LP-valoracdo relaciona
cada férmula da linguagem ou a 0, ou a 1, ou a ambos. Ora, como se pode facilmente observas nas
tabelas, quando restritas a énuplas de conjuntos unitarios de valores essas operacdes comportam-se
exatamente como as de LC. (Em especial, € nesse sentido classica a negacdo de LP.) De resto, a
heuristica para a constru¢do das demais entradas dessas tabelas € a seguinte. Tome-se para exem-
plo a disjuncdo, e suponha-se, também para fins do exemplo, que ambas « e  sdo verdadeiras e
falsas sob certa LP-valoracdo. Classicamente, quando pelo menos uma das disjuntas é verdadeira,

a disjunc¢do é verdadeira. Portanto, o v € verdadeira em LP. Mas ambas também sdo falsas, e,

"Dessa perspectiva, LP seria uma 16gica trivalorada tendo {1} e {0,1} como valores designados. Mais pre-
cisamente, seria uma logica com interpretagdes funcionais contidas em &2 x {{0},{1},{0,1}}, e valoragdes em
F x{{0},{1},{0,1}} que respeitassem as tabelas de verdade de LP, estendendo-se da mesma feita a no¢éo de validade

argumentativa para comportar o fato de que tanto {1} quanto {0, 1} sdo agora interpretados como verdade.
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classicamente, nesse caso a disjungdo ¢é falsa. Portanto, o v § também € falsa é LP. O mesmo
raciocinio vale para as demais entradas nao-cldssicas da tabela da disjun¢ao em LP, bem como para
a interpretacdo dos demais operadores.

Corretamente entendidas, portanto, o que essas tabelas representam é como as LP-valoracdes
interagem com a matriz deterministica que interpreta os operadores de LP (matriz essa que, a rigor,
é a mesma de LC)3.

mbC- e mbCciw-operagdes 16gicas, por sua vez, levam em geral de énuplas de valores de ver-
dades a conjuntos de valores de verdade, dentre os quais uma mbC-valoragdao (mbCciw-valoragdo)
escolhe entdo, a cada férmula envolvendo o operador correspondente, um e tinico valor®. Intuiti-
vamente, se se quiser, podem-se pensar as operagdes nao-deterministicas de mbC e mbCciw, e em
especial a negacdo, como muiltiplas operagdes, porém nao necessariamente a mesma se instanci-
ando a cada férmula valorada.

Pode-se dar um pouco mais de rigor a essa intuicdo da seguinte forma.

No caso da operacdo de negacdo, note-se que para a entrada 0 ela retorna sempre 1, mas para
a entrada 1 ela pode retornar tanto o 0 como o 1. Podemos, pois, pensar a operagdo de negacao
de mbC e de mbCciw como duas operagoes deterministicas instanciadas nao-deterministicamente:
uma, que retorna 1 para a entrada 0 e 0 para 1 (a negagdo classica, enfim), e a outra, que retorna 1
para ambas entradas.

No caso da consisténcia, seu comportamento ja é perfeitamente regular em mbCciw: para valo-
racoes classicas de uma féormula e de sua negacao (ou seja: para as entradas 0 e 1, bem como para
1 e 0) ela retorna o valor 1, enquanto que para a valoragdo ndo-cléssica (para as entradas 1 e 1) ela
retorna 0. Em mbC, ela também retorna sempre 0 para a valoragdo ndo-classica, mas para as valo-
ragOes classicas ela as vezes retorna 1 (como a consisténcia em mbCciw), as vezes 0. Dessa feita,
podemos pensar a consisténcia de mbC igualmente como duas operagdes deterministicas instanci-

adas ndo-deterministicamente: uma, que retorna 1 para valoracdes cldssicas e 0 para ndo-cldssicas;

3Se bem que essas duas formas de conceber as operacdes légicas de LP resultem na mesma lgica, para nossos
propdsitos esta segunda serd muitissimo mais conveniente, embora a primeira seja algebricamente mais adequada. Mas

ainda voltaremos a concepcgao algébrica de LP em pelo menos uma ocasido importante.
#Isto é, algebricamente sdo o que se chama na literatura de hiperoperacies [12).
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e a outra, que retorna 0 tanto para umas quanto para a outra valoragio’.
Resume-se isso nas tabelas a seguir, marcando-se com o indice 0 a negacao cldssica e com o
1 a ndo-classica, e com os mesmos indices respectivamente a consisténcia “cldssica” (isto €, a de

mbCciw) e a “ndo-cldssica”:

—\OO - | O1
-0 et

011 01,0
0] 1 0] 1

11071 11010
110 171

4.2 Unicidade de valoracoes

Os teoremas seguintes resumem bem esse contraste entre as duas l6gicas cldssicas, LC e LP, e as

duas LIF.

Teorema 4.1 (Lema da unicidade para LC). Dada uma LC-interpretacdo, existe uma e tinica LC-

valoragdo fundada nessa interpretacdo.

Demonstracdo. Seja J uma LC-interpretacdo. Por defini¢do, existe pelo menos uma LC-valoracdo
fundada em J. Seja, pois, v essa valoracdo, e suponha-se, por absurdo, que existe v’ diferente de
v também fundada em J. Assim sendo, existe pelo menos uma ¢ tal que v(y) # v'(yp). Porque a
complexidade de uma férmula qualquer € finita, podemos assumir, sem perda de generalidade, que
€ uma dentre as férmulas de menor complexidade para as quais v e v’ divergem.

Prosseguimos por induc¢do na complexidade das férmulas. Provaremos a proposi¢do apenas
para o caso basico, o caso da disjunc¢do e o da negacdo, deixando para o leitor as provas dos demais
casos, que se assemelham a estes ultimos de forma 6bvia. (De resto, convém lembrar que em LC
os operadores bindrios sdo interdefiniveis através da negacgao.)

Se ¢ = p para p uma férmula simples, entdo por suposi¢do v(p) = I(p) e v'(p) = I(p), e 0
absurdo se segue trivialmente.

Se ¢ = avf3, entdo, por suposicdo, v(av ) # v’'(av ). Suponha-se, sem perda de generalidade,

que a Vv (8 é verdadeira sob v e falsa sob v’. Assim sendo, pelas LC-condic¢des de verdade, ou o ou 3

SEm outros termos, é simplesmente dizer que, no fundo, a negacdo de mbC é ndo-determinada entre ser a negagio

classica e o verum, e a consisténcia entre ser a consisténcia classica e o falsum.
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¢ verdadeira sob v, enquanto que ambas sdo falsas sob v’. Portanto, v e v’ também divergem numa
féormula de complexidade menor, contradizendo a suposi¢dao. Absurdo.

Se ¢ = —q, entdo, por suposicdo, v(-«) # v'(«). Suponha-se, sem perda de generalidade, que
-« € verdadeira sob v e falsa sob v’. Assim sendo, pelas LC-condi¢des de verdade, « é falsa sob
v e verdadeira sob v’. Portanto, v e v’ também divergem numa férmula de complexidade menor,

contradizendo a suposi¢dao. Absurdo. [

Corolario 4.1.1. Uma LC-formula é satisfazivel (contrafazivel) sob uma interpretacdo se e somente

se essa interpretacdo é um modelo (contramodelo) da férmula.

Demonstracdo. Decorre imediatamente do lema e das defini¢des de satisfazibilidade e de modelo.

]

Teorema 4.2 (Lema da unicidade para LP). Dada uma LP-interpretacdo, existe uma e vinica LC-

valoragdo fundada nessa interpretagdo.

Demonstracdo. A demonstracdo faz-se por absurdo e por induc¢io, como no lema analogo para LC.
O caso basico ¢ igualmente trivial. Como antes, provaremos somente para os casos da disjuncao
e da negacdo (lembrando que também em LP os operadores bindrios sdo interdefiniveis através da
negacao, alidas do mesmo modo que em LC).

Seja, pois, ¢ a féormula, sejam v e v’ as interpretagdes, e tome-se ¢ = « v 3. Por suposi¢io,
v e v’ divergem em a v 3. Assim sendo, existe pelo menos um valor ao qual uma delas relaciona
a Vv [ que a outra ndo relaciona. Se ambas ndo relacionam « v 3 a a0 menos um valor, entdo elas
sdo funcionais em relacdo a férmula, e o raciocinio segue idéntico ao caso cldssico da conjuncao.
Portanto, uma delas relaciona a férmula a dois valores, € uma a apenas um. Suponha-se sem perda
de generalidade que seja v’ a ndo relacionar a algum valor. Entdo o v 3 é tanto verdadeira quanto
falsa sob v, e ou € verdadeira somente ou falsa somente sob v’. Porque € tanto verdadeira quanto
falsa sob v, pelas LP-condi¢des de verdade, ambas « e 3 sdo falsas, e pelo menos uma delas é
também verdadeira. Se « v [ for verdeira somente sob v’, entdo ou « ou /3 é verdadeira somente;
se for falsa, entdo ambas sdo falsas somente. Em qualquer caso, v e v’ divergem numa férmula de
menor complexidade.

Tomando-se ¢ = -a, o raciocinio é semelhante. Se a € verdadeira somente sob v e falsa

somente sob v’, ou o inverso, o argumento € analogo ao para o mesmo caso em LC. Se assumimos
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sem perda de generalidade que -« € verdadeira e falsa sob v e verdadeira somente sob v/, entdo « é
verdadeira e falsa sob v e falsa somente sob v’; se que ~« é verdadeira e falsa sob v e falsa somente
sob v, entdo « € verdadeira e falsa sob v e falsa somente sob v’. Em qualquer caso, v e v" divergem

numa férmula de menor complexidade. [

Corolario 4.2.1. Uma LP-formula é satisfazivel (contrafazivel) sob uma interpretacdo se e somente

se essa interpretacdo é um modelo (contramodelo) da férmula.
Demonstracdo. As razdes sdo idénticas as do lema andlogo para LC. [

Por essa propriedade de LC e LP, de haver em suas respectivas semanticas de valores de ver-
dade uma rela¢do biunivoca entre interpretacdes e valoragdes, dizemos que suas semanticas sao
composicionais, — isto é: que, num sentido preciso, o significado (o valor de verdade, enfim) de
uma férmula complexa € inteiramente determinado pelos valores de verdade das mais simples que
a compdem e por como suas operagdes logicas agem sobre esses valores. Ja mbC e mbCciw ndo
sdo composicionais nesse sentido, como se pode notar pelo seguinte simples exemplo: se p € uma
varidvel proposicional tal que J(p) = 1 para J uma interpretacdo funcional, entdo tanto v fundada
em J tal que v(-p) = 0 e v’ fundada em J tal que v'(—p) = 1 sdo valora¢des admitidas pelas
condicdes de verdade da l6gica em questao.

Contudo, fiéis a intui¢@o de que as operagdes nao-deterministicas de mbC e mbCciw seriam em
verdade operacdes deterministicas instanciadas ndo-deterministicamente, podemos contornar essa

limitagdo pela introducdo do seguinte conceito.

Defini¢ao 4.5. Uma instanciagdo das operagdes de negacdo e consisténcia de mbC (ou, por brevi-
dade, uma mbC-instanciagdo) é uma fungdo S : F° —> {(=,0) : = € {—g, -1} € 0 € {og,01}},
onde -, -1, 0y € 01 sd0 as operacdes assim nomeadas acima. Como esperado, chamamos a primeira
entrada de &, () a instanciacdo da negagdo em relac@o a , e a segunda a da consisténcia.

Dizemos que uma valoragdo é compativel com uma instanciagao se os valores das férmulas sob
essa valoragdo respeitam as instanciacdes da negacao e da consisténcia por ela especificadas a cada
férmula. Dizemos que uma interpretacio € instanciada se alguma valoracdo compativel com uma
instanciagdo € fundada nela.

Dizemos que uma férmula é G-satisfazivel (G-contrafazivel) sob J se ela é verdadeira (falsa)

sob alguma valoracdo fundada em J compativel com &. Por fim, dizemos que J € um &-modelo
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(G-contramodelo) de uma férmula se ela € verdadeira (falsa) sob toda valoracdo fundada em J

compativel com G.

Da posse do conceito de instanciacdo, podemos obter uma noc¢do de composicionalidade espe-

cifica para mbC e mbCciw, como mostra o teorema a seguir.

Teorema 4.3 (Lema da unicidade para mbC sob interpretacdes instanciadas). Dada uma interpreta-
c¢do mbC-instanciada, existe uma e tinica mbC-valoracdo fundada nessa interpretacdo compativel

com a instanciagdo.

Demonstragdo. Por absurdo e por indug¢do. Provaremos somente para os casos da negagdo e da
consisténcia, uma vez que para os casos das formulas simples e dos demais operadores a nocdo de
instanciagdo € irrelevante, e portanto as provas sdo idénticas as para os mesmos operadores em LC.

Seja (J, &) uma interpretagio mbC-instanciada. Pelo desenho das tabelas das operagdes —o,
-1, 9g € o1, existe pelo menos uma mbC-valora¢do fundada em J compativel com &. Seja, pois,
v essa valoragdo, e suponha-se, por absurdo, que existe v’ diferente de v também fundada em
J compativel com &. Como nos teoremas andlogos para LC e LP, tomamos para exemplo uma
férmula ¢ da menor complexidade para a qual as valoragdes divergem.

Se ¢ = -« e a instanciagdo da negagdo é -, o caso € idéntico ao da negagdo em LC. Se a
instanciagdo € -1, entdo, porque v e v’ respeitam essa instancia¢ao da negacao, elas necessariamente
convergem em —q.

Se ¢ = oa e a instanciacdo da consisténcia é og, entdo, por suposi¢io, v(oa) # v'(o«). Suponha-
se, sem perda de generalidade, que o« € verdadeira sob v e falsa sob v’. Assim sendo, porque v e
v’ respeitam essa instancia¢do da consisténcia, ou v(a) = 0 e v(-a) = 1, ou v(a) = 1 e v(-) =
0; mas v'(a) = v'(-~c) = 0. Assim sendo, ou v diverge de v’ em «, ou elas divergem em —av.
Em qualquer caso, elas também divergem numa férmula de complexidade menor, contradizendo a
suposi¢do. Se a instanciagdo da consisténcia € oy, entdo, porque v € v’ respeitam essa instanciacao,

elas necessariamente convergem em oq. [

Comentdrio 4.3.1. Note-se que o converso do teorema ndo é verdadeiro: dada uma mbC-valoragio
v, pode haver mais que uma interpretacdo mbC-instanciada com a qual ela é compativel. Precisa-
mente, que v(yp) = 0, v(-p) = 1 e v(op) = 1 para ¢ uma férmula qualquer é possivel tanto se a

instanciacdo da negagdo é -y quanto se é —1; e, da mesma feita, v(p) = v(-p) = 1 e v(op) = 0
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tanto se a da consisténcia é oy quanto se € o;. No entanto, existe pelo menos uma interpreta-
cdo mbC-instanciada com a qual a valoragdo é compativel, e, pelo desenho das tabelas operagdes
instanciadas, somente mbC-valora¢des sdo compativeis com uma interpretacdo mbC-instanciada
qualquer.

Ademais, como ja se observou a principio, oy € simplesmente a operagao de consisténcia mbC-
ciw. As mbCciw-valoragdes sdo, portanto, as mbC-valoracdes compativeis com interpretacdes
mbC-instanciadas nas quais a instancia¢@o da consisténcia é o, para todas as férmulas.

Estas consideracdes nos levam aos seguintes coroldrios, que nos ofereces defini¢des alternativas

de mbC e mbCciw.

Corolario 4.3.1. A classe Ve € a classe das valoragoes fundadas em interpretacoes funcionais
e compativeis com mbC-instanciacdes que respeitam, a cada formula, as instanciagcoes dadas da
negagdo, da consisténcia, e as tabelas de verdade dos demais operadores. mbC é a légica definida

semanticamente em termos dessa classe.

Corolario 4.3.2. mbCciw é a légica que se obtém semanticamente de mbC ao se restringirem as
valoragdes admissiveis aquelas fundadas em interpretacoes funcionais mbC-instanciadas em que

a instanciagdo da consisténcia é oy para todas as formulas da linguagem.

Comentdrio 4.3.2. Embora canonicamente a 16gica proposicional cldssica seja concebida numa
linguagem sem operador de consisténcia, porque mbC-valoracdes em que op é verdadeira para
toda ¢ sdo, em certo sentido, valoragdes cldssicas (num sentido preciso: tais valoragdes, se restrito
seu dominio as féormulas da linguagem cldssica, sdo efetivamente LC-valora¢Ges), nada a rigor
nos impede de pensar como seria um operador de consisténcia compativel com essa nocao de
consisténcia subjacente a LC. Naturalmente, como se disse, esse operador deveria retornar o valor
verdadeiro para qualquer férmula; ou, num sentido mais geral, retornar esse valor para qualquer
férmula para a qual a negacdo se comporte classicamente (o que, em LC, também € o caso de todas
as formulas). Por isso podermos legitimamente chamar nao sé —y a negacao classica, mas também
oy a consisténcia cldssica, agora sem o pudor das aspas.

Seja, pois, a ldgica proposicional cldssica com operador de consisténcia (LCC) a 16gica que
se obtém de mbC ao se restringirem as valoragdes admissiveis aquelas fundadas em interpretacdes

funcionais mbC-instanciadas em que a instanciacdo da negacgio é — e a da consisténcia oy para
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todas as férmulas da linguagem. E entdo verdadeiro também o seguinte coroldrio.

Coroldrio 4.3.3. LCé a logica que se obtém sintaticamente de LCC ao se restringir sua linguagem

a linguagem cldssica.

Comentdrio 4.3.3. Uma interessante questdo pde-se aqui®. Poderiamos admitir dessa mesma feita
um operador de consisténcia em LP? Intuitivamente, o que esperariamos € que a operacao de con-
sisténcia em LP retornasse o valor verdadeiro quando @ e ~« sdo uma delas verdadeira somente
e a outra falsa somente, e o valor falso quando ambas sdo verdadeiras. Parece-me razoavel, pois,
convencionar que a consisténcia em LP controlasse para a classicalidade das valoracdes, levando
igualmente ao falso quando ambas « e -« sdo falsas (possibilidade esta que, em LP, coincide com
o caso de ambas serem verdadeiras). Isso justificaria a andloga introducao de uma légica do para-
doxo com operador de consisténcia (LPC), modificando-se da seguinte forma a tabela da operagao

de consisténcia cldssica a fim de interpretar esse operador:

- o
0] 1 |1
10 |1
0,10,1]0

Note-se — e este é um fato pleno de consequéncias — que a semantica desse operador ndo
pode ser descrita na forma relacional, como combinagdo de valores singulares em uma semantica
bivalorada. As duas primeiras colunas da ultima linha dessa tabela sdo a combinagdo das duas
primeiras colunas da primeira linha com as duas primeiras colunas da segunda linha (como para
os demais operadores de LP), mas a tltima coluna da dltima linha ndo € a combinacdo das duas
ultimas colunas das duas primeiras linhas (o que resultaria no valor 1, como manda a heuristica
da construcdo das tabelas das operagdes logicas de LP). LPC sd pode ser descrita semanticamente,

portanto, por uma semantica trivalorada.

6Que eu saiba, esta questdo nunca foi considerada na literatura.
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4.3 Paraconsisténcia

Definicio 4.6. Como se pode facilmente constatar, do fato de que para nenhuma v € V¢ € o
caso que v(-«a) = v(«) = 1 decorre que LC satisfaz o chamado principio de explosdo [11], [12]:
{a, =a} = B para quaisquer «, . Assim sendo, diz-se que LC explode, ou trivializa, sob contradi-
¢oes. Uma logica que nao satisfaz o principio da explosdo € uma logica paraconsistente [11], [12],
[36]. Como também se pode facilmente constatar, LP e mbC sdo 16gicas paraconsistentes. Com
efeito, LP inclusive admite uma valoragao trivial (na qual, que conste, todas as formulas sdo tam-

bém valoradas falsas). No caso de mbC, note-se que nenhuma mbC-valorag@o satisfaz {¢, ~¢, op},

e que, portanto, {©, ~¢} Fmbc o

Definicao 4.7. Além de paraconsistente, mbC é uma ldgica de inconsisténcia formal [11], [12].
Dada uma linguagem com o operador de negacao, seja O um conjunto qualquer de férmulas dessa
linguagem na variavel p, e seja O(p) o conjunto das férmulas que se obtém por substitui¢do
uniforme da varidvel p pela formula ¢ nas formulas em (0. Uma légica nessa linguagem € uma

logica de inconsisténcia formal (LIF) se e somente se ela é uma ldgica tal que existe um conjunto

O tal que:
* para alguma ¢ e alguma v:
- {907ﬂ90} 'bL ¢;
- O(p)u{e} Ik ¢s
= O(p) u{-¢} ¢,

* mas, para toda ¢ e toda v:

- O(p) u{p,~p} - .

Se uma ldgica é uma LIF7, dizemos que o conjunto O() (ou, mais propriamente, qualquer

deles — pois pode haver mais que um) expressa a consisténcia de ¢. Intuitivamente, uma légica de

"Esta defini¢do corresponde 2 nogdo de LIF forte da literatura [12]. Pessoalmente, julgo-a mais intuitiva que a
nocdo original e que a nocéo de LIF fraca porque mais uniforme. No entanto, porque uma légica ser uma LIF forte
implica ser uma LIF tanto no sentido original quanto no sentido fraco, e porque tanto mbC quanto mbCciw sdo LIFs

fortes, essas nuances conceituais sdo aqui indiferentes.
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inconsisténcia formal é uma légica que se comporta como a légica cldssica em relagdo a formula ¢
quando se sabe que ela € consistente — e, portanto, necessariamente uma légica que tem os meios

formais para expressar esse fato.
Teorema 4.4. mbC é uma LIF.

Demonstracdo. Sejam p e g varidveis proposicionais. Evidentemente, {p, -p} ¥ ¢, pois v tal que
v(p) = v(-p) = 1 e v(q) = 0 é uma mbC-valoragdo. Também é evidente que {op,p} # ¢ e que
{op,—p} # ¢, pois v’ tal que v'(op) = v'(p) = 1 e v'(-p) = v'(¢q) = 0, e v" tal que v"(op) =
v"(=p) =1ev"(p) =v"(q) =0, também sdo mbC-valoragdes.

Por certo, op faz a 16gica explosiva na presenga de contradi¢ao envolvendo ¢, posto que, pelas
condi¢des de verdade da consisténcia, se op € verdadeira, entdo ndo € possivel que ¢ e -~ sejam
ambas verdadeiras — de modo que, vacuamente, todo modelo de {op} U {p, =} é um modelo de

qualquer férmula. Portanto, {op} expressa a consisténcia de ¢ para qualquer . [
Teorema 4.5. mbCciw é uma LIF.
Demonstracdo. A prova é idéntica a para mbC. [

LP, apesar de paraconsistente, ndo € uma LIF. Note-se nas tabelas das operacdes logicas de
LP que se pode provar por simples inducdo que, para qualquer operador da linguagem, quando
as férmulas que constituem uma férmula complexa tendo esse operador como principal sdo todas
verdadeiras e falsas, a féormula complexa também é. Assim sendo, porque a qualquer conjunto
O(p) que pretensamente expressaria a consisténcia de p por defini¢do pertencem somente férmulas
na varidvel p, e porque p e -p s6 sdo ambas verdadeiras em LP quando p é verdadeira e falsa,
todas as féormulas em O(p) necessariamente serdo também verdadeiras e falsas quando p e —p
forem ambas verdadeiras. Mas, assim como em qualquer de nossas légicas, em LP o valor de
verdade de ¢ uma varidvel proposicional qualquer diferente de p € independente do valor de p.
Portanto, sempre existe uma LP-valoracdo tal que: sob ela p e —p sdo ambas verdadeiras (e falsas);
consequentemente, sob ela as férmulas em O(p) sdo também todas verdadeiras (e todas falsas),
quaisquer que sejam elas; mas g € falsa somente. Ou seja: ndo existe um conjunto de férmulas
da linguagem de LP que expresse a consisténcia de p. (Note-se que, em particular, como j4 se

observou, a consisténcia cldssica € indefinivel em LP.)
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A prop6sito, a LP faltam outras coisas que se podem razoavelmente esperar de uma légica, seja
ela paraconsistente ou nao. Mais importantemente, falta-lhe a regra de deducao modus ponens: em

LP ndo € verdade que, para quaisquer I', A e quaisquer «;, 3,
sel'Fa—>fFeAlra,entdio 'UA I+ S.

LC, assim como mbC e mbCciw, satisfazem essa regra, mas ndo LP, — e é facil explicar por
qué. Sejam p e g férmulas simples quaisquer tais que, sob certa LP-valoracdo, p é verdadeira e
falsa porém ¢ é falsa somente. Entdo, pelas LP-condi¢des de verdade, p é verdadeira (e falsa), e,
portanto, ambas p — ¢ € p sdo em particular verdadeiras, — mas q € falsa. Basta, pois, para produzir
o contraexemplo a regra que se tome na defini¢ao de modus ponens o como sendo p, 5 como sendo
g, I como sendo {p — ¢} ¢ A como sendo {p}.

Outro fato importante a respeito de LP é que todos os teoremas de LC sdo teoremas seus.
Isto, que pode parecer inusitado, também se explica facilmente. Toda LC-valoracdo é uma LP-
valoragdo; LP, no entanto, admite mais valoragdes que LC, — as suas valoragdes nao-funcionais.
Portanto, LP s6 teria menos teoremas que LC (por 6bvio, ndo poderia ter mais) se alguma dessas
valoragdes servisse a produzir um contraexemplo novo a algum teorema cldssico. Mas, como se
pode diretamente observar nas tabelas de verdade da versao algébrica de LP, em um inico caso
ocorre de uma ou mais das subférmulas préprias imediatas de uma férmula complexa ser verdadeira
e falsa mas a formula complexa ser falsa somente: no caso em que uma dentre « e /3 € falsa somente
em a A . Nesse caso, no entanto, como mais uma vez se pode observar nas tabelas, fosse a outra
formula verdadeira somente ou falsa somente, o A 5 seria também falsa somente. — Em resumo:
nenhuma das valoragdes nao-funcionais de LP € capaz de produzir um contraexemplo novo a um
teorema cldssico.

Isto parece inusitado porque ﬁ(a A ﬁa) e, em especial, (a A ﬁa) — [ sdo, portanto, teoremas
de LP. Contudo, inferencialmente ao menos, nada ha de estranho nesse fato, posto que, como j4 se
observou, LP ndo satisfaz modus ponens. (Com efeito, outro jeito de provar que LP ndo satisfaz
modus ponens é observando que LP € paraconsistente, sua conjuncao € adjuntiva —isto é: se [' = «
e Ak [, entio'UA E a A § —e, no entanto, (o A =) - 3 é um teorema seu.)

Se bem que de LP ndo seja uma LIF, sua contraparte com operador de consisténcia, LPC, é8. A

8Infelizmente provar isto extrapolaria em muito os estritos limites desta dissertagdo, mas conjecturo que LPC, tal
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prova desse fato, alids, seria exatamente como a prova analoga para mbC e mbCciw (exceto que,

naturalmente, nesse caso haveria trés, e ndo dois, valores de verdade a se considerar).

4.3.1 Estilos de paraconsisténcia

Como se pode constatar dessa breve exposi¢do semantica dos principais tragos dessas logicas, LP,
de um lado, e mbC e mbCciw, do outro, ttm — podemos dizé-lo assim — estilos de paraconsis-
téncia muito distintos. Em LP, a paraconsisténcia é obtida preservando-se a negacao cldssica mas
admitindo valora¢des ndo necessariamente funcionais, — ou seja, abandonando o pressuposto de
funcionalidade de valoragdes bindrias (as vezes referido na literatura por principio de consistén-
cia® [30]). Ja nos casos de mbC e mbCciw mantém-se esse pressuposto, abandonando-se em lugar
dele a condicdo cldssica de que uma férmula e sua negagdo sejam contrdrias, — isto €, que nao
poderiam ser ambas verdadeiras (embora mantenha-se a condi¢do de serem subcontrdrias, nao se
admitindo serem ambas falsas).

Assim sendo, a adocdo de LP como l6gica que comporta contradi¢des seria a principio motivada
pela nocdo de que ha casos em que a concepcao cldssica de verdade e falsidade como mutuamente
excludentes é inadequada, — mas ndo a concepcao cldssica da negacdo [35]; enquanto que a ado-
¢ao de mbC, ou mbCciw seria motivada pela nog¢ao de que ha casos em que a concepgao classica
da negacdo é que seria inadequada [36], — embora nada se tenha a objetar ao principio de consis-
téncia'®.

Voltaremos a isto ao discutir a pragmdtica dessas ldgicas paraconsistentes. Para fazé-lo com

qual aqui definida, é capaz de capturar sintaticamente os principios da semantica da légica do paradoxo minimamente
inconsistente (LPm), introduzida por Priest para contornar essas deficiéncias dedutivas de LP [35]. Penso que, se isto
puder ser realizado, mostrard de forma decisiva a universalidade do programa de pesquisa das LIF em relacdo aos

estudos da paraconsisténcia.
9Evitei este nome até aqui para nio promover alguma confusio com a nogéo de consisténcia das LIFs. O fato de

que LPC nio pode ser definida numa semantica bivalorada relacional talvez sugira que ha alguma relagéo entre as duas

nog¢des de consisténcia, mas esse € um tema de investigagdo em si mesmo e ndo nos convém determo-nos nesse ponto.
0Naturalmente, uma vez que estejamos discutindo a possibilidade de outro sistema 16gico que nio LC ser o ade-

quado a modelar padrdes de inferéncia proposicional envolvendo disjuncio, conjungdo, condicional e negacio, deve-
mos considerar inclusive a possibilidade de que nd@o haja entdo um tnico sistema 16gico adequado a todos os casos [6].
Estas observagdes, portanto, ndo nos comprometem com uma filosofia da légica em particular, e em especial ndo nos

comprometem sequer com a questdo de se é plausivel o dialeteismo de Priest, usualmente associado a LP.
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rigor, necessitaremos de seus respectivos jogos semdnticos, — 0 que nos obriga a um breve excurso

pela teoria dos jogos, ao qual o préximo capitulo é dedicado.
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Capitulo 5

Jogos

Neste capitulo apresento os conceitos de teoria dos jogos que serdo necessarios a introducao e de-
senvolvimento de semanticas de jogos nos proximos. Todos os jogos semanticos de que trataremos
nesta dissertacdo sdo jogos de dois jogadores com movimentos sequenciais, horizonte finito, de
ganhou-ou-perde e com informacao perfeita.

Nem todos os jogos analisados pela teoria dos jogos sdo dessa espécie. Porque necessitaremos
apenas de uma pequena parcela de seu instrumental formal, ndo nos deteremos em todas as distin-
cdes conceituais que poderiam ser feitas numa apresentacdo mais geral da teoria. Para os efeitos
desta dissertacdo, portanto, a menos que se diga o contrério, “jogo” quererd dizer sempre jogo de
dois jogadores com movimentos sequenciais, horizonte finito e informagao perfeita.

Esta apresentacao da teoria dos jogos € adaptada em sua maior parte de [33] e, em menor parte,

de [8]. Para o leitor ainda pouco habituado com a teoria dos jogos, uma excelente introdugdo curta

é [27].

5.1 Jogos

Definicao 5.1. Um jogo (de dois jogadores, com movimentos sequenciais, horizonte finito e infor-

magao perfeita) J consiste dos seguintes elementos.
* Um conjunto J com dois elementos, — 0s jogadores.

* Um conjunto P, — as posicdes possiveis.
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* Uma posicao possivel distinguida ¢, — a posigdo inicial.

* Um conjunto 7" ndo-vazio de sequéncias finitas de posi¢cdes possiveis que estendem (i), —

0s estdgios terminais.

* O conjunto [ de todos os segmentos iniciais dos estdgios terminais, — 0s estdgios interme-

didrios.

* Uma fungdo d : I — J, que determina de que jogador € a vez de escolher em cada estdgio

intermediario.

* para cada jogador j, um conjunto V; e um conjunto D;, que juntos constituem uma parti-
¢ao dos estdgios terminais, — respectivamente, os resultados de vitéria e de derrota desse

jogador.

Seja s um estdgio intermedidrio do jogo tal que é de j a vez em s. Chamamos A, = {p € P :
s~p € [ UT} as alternativas disponiveis para a escolha de j em s.
Sejam t,t' € T. Set e V; et € D;, dizemos que j preferet at’. Set,t' € V;, ouset,t’ € D,

dizemos que j € indiferente entre t e t'.

Observacdo 5.1.1. Dizemos que um jogo € finito se tem um nimero finito de estiagios, sendo que é
infinito.

Os jogos de que nos ocuparemos nesta dissertagdo serdo todos finitos.

Comentdrio 5.1.1. O que faz o conceito de jogo como aqui definido ser um de jogos de horizonte
finito € o fato de que admitimos somente sequéncias finitas como estdgios terminais. Nada impedi-
ria que admitissemos também sequéncias infinitas. Intuitivamente, isso resultaria em admitir jogos
cujas partidas poderiam nao terminar em tempo finito. No que interessa as semanticas de jogos,
jogos com horizonte infinito servem a prover semanticas para légicas infinitdrias, — légicas que
admitem conjungdes e disjungdes infinitas. Nao teremos ocasiao de discutir esse assunto aqui. A

respeito dele, consulte-se [42].

Definicao 5.2. Uma partida de um jogo € um conjunto cujos elementos sao um tnico estagio

terminal e todos seus segmentos iniciais.

Seja 7 uma partida, e s um estigio. Se s € 7, dizemos que s ocorre em T.
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Observacdo 5.2.1. Note-se que das defini¢cdes segue-se de imediato que uma partida é ordenada
por E. Disso, por sua vez, se segue que uma partida tem ao menos um estagio que outra nao tem se
e somente se seus estagios terminais sao diferentes. Assim sendo, por vezes identificaremos, sem

risco de confusdo, uma partida e seu estdgio terminal.

Observacdo 5.2.2. Intuitivamente, partidas de jogos sdo processos com duracdo, cada uma de suas
posicdes sendo um momento da partida (uma configuracao possivel de um tabuleiro de xadrez, as
cldusulas ja estabelecidas numa negociagdo contratual, efc.). Por isso também € que concebemos
intuitivamente as decisdes dos jogadores como movimentos em uma partida, efc. Quando, portanto,
estivermos falando do estdgio s no contexto de uma partida na qual, intuitivamente, s seria o estagio
atual, n6s nos referiremos a dltima entrada desse estagio por posi¢ao atual da partida. Em particular,
se s for o estdgio terminal da partida, referir-nos-emos a sua ultima entrada também por posi¢ao
terminal da partida.

Quando nao houver risco de confusao, por vezes falaremos somente da posi¢do atual da partida,

deixando o estdgio a que nos referimos subentendido.

Definicao 5.3. Seja J um jogo e j um de seus jogadores. Uma estratégia de j nesse jogo € uma
funcdo parcial o, : {s € I : d(s) = j} —> P tal que 0,(s) é uma das alternativas disponiveis para
a escolha de j em s. Informalmente, é dizer que uma estratégia de um jogador é uma regra que

determina que escolha j deve fazer em cada estdgio em que € sua a vez de escolher.

Observacdo 5.3.1. O que faz o conceito de jogo como aqui definido ser um de jogo de informacao
perfeita € o fato de que uma mesma estratégia de um jogador pode divergir em quaisquer dois esta-
gios diferentes nos quais, apesar disso, as alternativas disponiveis para sua escolha sdo as mesmas.
Isso se interpreta como informacao perfeita no sentido de que os jogadores podem, ao tomar deci-
soes, levar em conta o que se passou na partida até aquele momento, € nao apenas o que estd por
vir. Se se impde a restri¢do de que pelo menos um jogador decida igualmente em ao menos dois
estdgios em que as alternativas disponiveis para sua escolha sdao as mesmas, entdo o jogo passa a
ser de informacao imperfeita.

Além da consequéncia 6bvia de reduzir o nimero de estratégias admissiveis, informagdo im-
perfeita afeta a deferminagdo (no¢do fundamental, esta, que discutiremos a seguir) dos jogos de

dois jogadores de ganha-perde. No que interessa as semanticas de jogos, jogos com informacao
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imperfeita servem a prover semanticas para ldgicas quantificadas com independéncia de quanti-
ficadores. Mais uma vez, este € um assunto que nio teremos mais ocasido de discutir aqui. A

respeito, consulte-se [28].

Observagdo 5.3.2. Seja (0;);c; um perfil de estratégias. E facil notar que U(0;) s é uma fungio
de I em P, e ademais que ¢é total. (Basta notar que d ¢ uma func@o total de / em J e que Dom(o;)u
Dom(oj) = I para j # j'.)

Seja, pois, J um jogo. Por um lado, dado um perfil de estratégias (aj) jeJ>» O MENOT conjunto m

de estagios assim definido por recursao:
o (i)em;
e sesem, entdo s”U(0))jes(s) em

¢ patentemente uma partida desse jogo. Por outro lado, dado o estdgio terminal ¢ dessa partida,
e sabido que hd uma correspondéncia entre partidas e estdgios terminais, também € patente que

qualquer perfil de estratégias (U;-) jes que satisfacam o seguinte esquema:

) p tal que s"p £ ¢, se s c t;sendo
9 j(S ) =
p qualquer
gera a partida m — gera, no sentido de que, se os jogadores seguirem as estratégias desse perfil, pela
defini¢do anterior a partida que terd entdo transcorrido serd exatamente 7. Assim sendo, quando

conveniente identificaremos uma partida a um dos perfis de estratégias que resultam nela. Isto

simplificard muito e fard muito mais transparente a nota¢do em algumas ocasioes.

Definicao 5.4. Note-se que nossa defini¢do de jogo ndo exclui a possibilidade de mais de um
jogador sair vitorioso (ou derrotado) de uma partida. Se um jogo € tal que um jogador ganha uma
partida se e somente se 0 outro perde (formalmente: ¢ estd em V) se e somente se estd em D),
dizemos que é um jogo de ganha-perde. Se um jogo € tal que ndo existem estigios terminais em
que ambos os jogadores sdao derrotados, dizemos que é um jogo de ganha-ou-perde. Por 6bvio,

jogos de ganha-perde sdo de ganha-ou-perde.

Definicdo 5.5. Seja J. Uma estratégia vencedora do jogador j nesse jogo ¢ uma estratégia o tal

que j ganha a partida (0;.*, o) para toda estratégia o/ de j'.
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Dizemos que um estdgio s € viforioso para j se existe uma estratégia o tal que esse jogador
ganha a partida (07, 0;/) para toda estratégia o tal que s estd em (07, 0;/). Uma estratégia de j €
vencedora, portanto, se € somente se o estagio inicial € um estagio vitorioso para j.

Sejam s e s’ estdgios de um jogo. Se uma estratégia o; ¢ tal que s’ estd em (¢}, 0,/) para toda
o, tal que s estd em (o}, 0;/), dizemos que o; forca o estagio s’ a partir do estagio s. Em particular,
se uma estratégia forca um estagio a partir do estigio inicial, dizemos simplesmente que ela forca
esse estagio, sem qualificacdes. Disso se segue imediatamente que, se uma estratégia forca um
estdgio vitorioso a partir de um estdgio s, entdo s ele mesmo € um estdgio vitorioso. Assim sendo,
podemos também definir, alternativamente, estratégia vencedora como uma estratégia que forga um

estdgio vitorioso.

Definicao 5.6. Se um jogo € tal que um e somente um dos jogadores tem uma estratégia vencedora

nele, dizemos que € determinado.
Teorema 5.1 (Teorema da determinacio). Jogos de ganha-perde sdo determinados.

Demonstracdo. Seja J um jogo de ganha-perde qualquer. Do fato de que o jogo é de ganha-perde
segue-se imediatamente que nao mais que um jogadores tem uma estratégia vencedora nesse jogo.
Resta mostrar que ao menos um deles tem uma.

Para cada jogador j, seja u; : T+ J a fungédo assim definida: u;(¢) = j se e somente se ¢ estd
em V; (e observe-se que, por suposi¢do, V; = Dy para j' # j), e sejau; : [ uT — J a funcdo que

estende u; assim definida recursivamente.
* Se s é um estagio terminal, entdo w;(s) = u;(s).

* Seem s € a vez de j de escolher e alguma alternativa p nesse estdgio ¢ tal que u;(s"p) = 7,
ou se em s ndo é a vez de j de escolher mas u;(s"p) = j para toda alternativa p nesse estigio,

entdo u;(s) = j; sendo

_ o,
* u;(s) ="
E patente que, se um estdgio € tal que € a vez de 7 de escolher e uma das alternativas disponiveis
conduz a um estigio vitorioso para j, ou a escolha ndo é sua mas todas as alternativas disponiveis

conduzem a um estagio vitorioso para j, entdo esse estagio ele mesmo ja € vitorioso para j. Intui-

tivamente, o que u; faz € rotular esses estdgios como vitdrias para j, € quaisquer outros estagios
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como vitdrias para j' — e, portanto, como derrotas para j . Note-se que, porque o jogo € de ganha-
perde — e, portanto, u;(t) = u;(t) para j # j' —, pela dualidade dos quantificadores envolvidos
nas suas defini¢oes, a funcio u;/, definida da mesma forma que %; mas para o outro jogador, ro-
tula os estdgios exatamente da mesma forma. (Note-se, a propdsito, que isso ndo implica que a
ocorréncia de um destes estdgios na partida seria derrota certa para j. O caso € apenas que, nesses
estagios, ele nao tem como assegurar sua vitoria.)

Enfim, por construgdo, ou @;(({i)) = j ouw;({z)) = j'. Suponha-se, sem perda de generalidade,

que u;({)) = j, e seja o uma estratégia de j satisfazendo o seguinte esquema:

|l qued(sp) = i se i (s) = js
g, (s) =
p qualquer, se u;(s) # j.
O que o esquema estratégico diz € que o} deve ser tal que se um estdgio s € vitorioso para
J, entdo, se € sua vez de escolher, ele deve escolher uma alternativa que conduza a outro estagio
vitorioso, caso exista algum. Por constru¢do, se um estdgio é vitorioso para j e é sua vez de
escolher, entdo algum estdgio seguinte também é; e, se € vitorioso e ndo € sua vez de escolher,
entdo todos sdo. Assim sendo, da suposicdo de que @;((i)) = j segue-se por inducdo que essa
estratégia de j conduz uma partida a um estagio terminal em que ele ganha. Essa estratégia, enfim,

¢ vencedora nesse jogo. J, portanto, é determinado. Porque J é qualquer, jogos de ganha-perde sdo

determinados. O]

Comentdrio 5.1.1. A suposicdo de que o jogo é de ganha-perde (e ndo meramente de ganha-ou-
perde) € necessdria a estabelecer sua determinacdo. Note-se, no entanto, que ela ndo € necesséria a
estabelecer a existéncia de uma estratégia vencedora, mas apenas para estabelecer que somente um
dos jogadores tem uma (isto €, para estabelecer o fato de que u;(s) = w;/(s) para todo estdgio s,
do qual decorre que somente um dos jogadores tem uma estratégia vencedora, se algum tem). Se

dispensamos essa restricdo, portanto, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 5.1.1 (Teorema da determinacdo — primeira generalizacdo). Em um jogo de ganha-ou-

perde, ao menos um dos jogadores tem uma estratégia vencedora.

Demonstracdo. A demonstracdo consiste, primeiramente, em levar a cabo a mesma construcao de

uma rotulagdo dos estdgios do jogo. Ao final, no entanto, é possivel que ;(s) # u; (s) para algum
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estdgio s. Porque, porém, o jogo € de ganha-ou-perde, € evidentemente impossivel que ambas u; e
u; rotulem o estdgio inicial como de derrota. Ao menos uma delas rotulard o estdgio inicial como

vitorioso para seu respectivo jogador (e possivelmente ambas). 0

Comentdrio 5.1.2. Num jogo de ganha-ou-perde, € possivel tanto que somente um jogador ganhe
certas partidas quanto que ambos ganhem certas outras. (Exemplo trivial: um jogo que consista
de somente dois estdgios terminais, (i, 1) e (i, 2), nos quais, respectivamente, somente um jogador
ganha e ambos ganham.) Mas seja J um jogo mais complexo que o do exemplo. Num jogo como
esse € ainda possivel, contudo, que um e somente um dos jogadores tenha estratégias vencedoras,
mas que algumas delas conduzam a vitdria somente para ele, enquanto outras conduzem a vitdria
para ambos. Se, porém, um jogador tem mais que uma estratégia vencedora, e elas conduzem a
resultados diferentes (isto é: a estdgios em particoes diferentes dos estdgios terminais; no caso,
aquela dos estdgios em que sé esse jogador ganha, e a dos estdgios em que ambos ganham), esse
jogador, por 6bvio, pode forcar um desses resultados (isto é: um estdgio terminal em uma dessas
particdes) simplesmente se valendo da estratégia que conduz a ele.

Em esséncia, o que estamos fazendo, nesse raciocinio, € substituir a questao de se um jogador
tem uma estratégia vencedora pela questao de se ele tem uma estratégia que forga certo resultado
que ndo seja necessariamente a vitéria. Com efeito, vitdria e derrota sdo resultados importantes
porque traduzem a estrutura das preferéncias dos jogadores, sem as quais € impossivel fazer previ-
soes justificadas do comportamento de agentes racionais em situagdes de interacdo potencialmente
conflituosa (pois, afinal, sdo justamente as preferéncias dos agentes em relag@o aos resultados pos-
siveis de sua interacdo que determinam se a situagdo é conflituosa ou nao). O que importa aqui,
entretanto, é constatar se um jogador poderia forcar certo resultado se assim quisesse.

Segue-se do préprio conceito de estratégia que as estratégias disponiveis para um jogador sdao
as mesmas independentemente de quais estdgios terminais sejam vitdria e quais derrota para ele.
Apenas o estatuto dessas estratégias (isto €, se sdo vencedoras ou ndo) depende disso. Um pouco
mais formalmente, € dizer que, se J e J’ s@o jogos tais todos seus elementos sdo iguais, diferindo
apenas na classificacdo dos estdgios terminais em de vitéria e de derrota, entdo as estratégias que
existem para um jogador em J’ sdo as mesmas que existem para esse mesmo jogador em J.

Mas, assim sendo, exatamente a mesma construgao feita para demonstrar o teorema da determi-

nacao pode ser empregada de modo 6bvio para demonstrar o seguinte resultado que o generaliza:
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Corolario 5.1.2 (Teorema da determinacdo — segunda generalizacdo). Num jogo com exatamente
dois resultados possiveis, dado um desses resultados, um e somente um dos jogadores tem uma

estratégia que o forga.

Demonstragdo. Na construgio do teorema da determinag@o, substituam-se V; e V) por outras duas
parti¢oes P; e PP dos estagios terminais, € rotulem-se entdo os estagios terminais com os jogadores

a elas correspondentes. O restante da demonstragio é andloga'. 0

5.2 Subjogos

Definiciio 5.7. Seja J = (J, P,i,T,1,d,(V;)jes, (Dj)jes) um jogo, e seja s* um estagio seu de

comprimento n. O subjogo J’ de J gerado por s* é o jogo que consiste dos seguintes elementos.

o J' =J.
- P'=P.
o i'=s"(n-1).

T"={t"e PN:t' =t|s* para algum ¢ € T'}.

d'(s|s*) = d(s) para todo s para o qual s|s* estd definido.

Vi={tls*eT’:teVi}eDj={t|s* €T":t e D;}.

(Note-se que a definicdo de I’ decorre imediatamente da defini¢do de 7" e da defini¢cdo de jogo.)
Intuitivamente, o subjogo de J gerado por s* € o jogo que que alguém jogaria se substituisse

um dos jogadores em J durante uma partida desse jogo que ja tivesse avangado até o estdgio s*.
Observagdo 5.7.1. Dizemos que o subjogo de J gerado por s* é prdprio se s* # (i); sendo que é
imprdprio. Dizemos que é imediato se s* = (i)~ p para alguma posi¢do possivel p.

Observacdo 5.7.2. Note-se que, porque as preferéncias dos jogadores em relacdo aos estdgios ter-
minais relevantes sao preservadas nele, um subjogo de um jogo de ganha-ou-perde também € um

jogo de ganha-ou-perde; e 0 mesmo vale para jogos de ganha-perde.

"Uma demonstragio um pouco mais detida da versdo mais geral destes teoremas pode ser encontrada em [8].
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Defini¢ao 5.8. Seja J um jogo, seja s* um estdgio seu, seja J’ seu subjogo gerado por s*, e seja o;

uma estratégia do jogador j em J. A restri¢do de o; ao subjogo J’ € a estratégia o

s de jem J' tal

que 0|5 (s|s*) = 0;(s) para todo s para o qual s|s* estd definido.

Observagdo 5.8.1. Note-se que, por definicdo, d'(s|s*) = d(s) para todo s para o qual s|s* estd

definido, de modo que a imagem de o0;|,+ estd contida na imagem de o;. Deixaremos esse fato um

tanto 6bvio sempre subentendido no que segue.

Teorema 5.2 (Teorema da extensibilidade). Se no estdgio inicial de um jogo é a vez de certo
jogador escolher e ele tem uma estratégia vencedora em algum dos seus subjogos imediatos, ou
ndo é sua vez de escolher e ele tem estratégias vencedoras em todos os seus subjogos imediatos,

entdo ele tem uma estratégia vencedora nesse jogo.

Demonstragdo. Seja J um jogo, seja j um jogador, e seja ¢ a posi¢do inicial desse jogo.
Suponha-se, primeiro, que no estagio inicial € a vez de 7 de escolher e que ele tem uma estraté-
gia vencedora af no subjogo de J gerado pelo estagio (i)"p. Seja, pois, o; uma estratégia de j em

J satisfazendo o seguinte esquema:

p, se s = (i); sendo,
oj(s) = a7 (sl(i)"p), se s|(i)p estd definido; sendo

p qualquer.

Essa estratégia de 7 é patentemente vencedora em J. Por suposic¢ao, af € uma estratégia ven-
cedora no subjogo de J gerado por s|(i)"p. Porque vencedora, por definicdo j ganha a partida
(0';7 , O'?,) para qualquer estratégia O';-), do outro jogador nesse subjogo. Seja, pois, o uma estratégia
de j" em J, seja (o7}, 0% ) a partida do subjogo de J gerado por (i)"p tal que 0%, = 0j/[(;)-p, € seja
t|{i)~p seu estdgio terminal. Assim sendo, por suposicéo ¢|(i)~p é uma vitéria de j nesse subjogo, e
por defini¢do ¢ é uma vitdria de j em J. Mas: o estdgio inicial desse subjogo é (i)~ p; por defini¢do,
o; forga (i)°p, € 0]y~ (s[(i)"p) = o7 (s) para todos os estdgios seguintes. Por indugdo, conclui-se
que t é o estdgio terminal de (o;,0;/).

Suponha-se, agora, que no estdgio inicial é a vez do outro jogador escolher, e que j tem uma
estratégia vencedoras af no subjogo de J gerado pelo estdgio (i)"p, para toda alternativa p. Seja,

pois, 0; a estratégia de j em J assim definida:
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0(s) = a7(s|(i)"p), se s|(i)"p estd definido para alguma p.

(Note-se oportunamente que 0? = cré’ ’ para p # p’, de modo que o; € de fato uma fung@o.)

Essa estratégia de j é patentemente vencedora em J. Por suposi¢cdo, esse jogador tem uma
estratégia vencedora 0% no subjogo de J gerado por s|(i)"p para todo alternativa p. Seja, pois,
p uma dessas alternativas. Porque o} € vencedora, por defini¢do j ganha a partida (o7, 07,) para
qualquer estratégia af, do outro jogador nesse subjogo. Seja, pois, o uma estratégia de j' em
J, seja (0%, 07},) a partida do subjogo de J gerado por (i)"p tal que 0%, = ojr[(;)~,. € seja t[{i)"p
seu estdgio terminal. Assim sendo, por suposic¢do ¢[(i)"p é uma vitéria de j nesse subjogo, e por
defini¢do ¢ é uma vitéria de j em J. Mas: o estdgio inicial desse subjogo é (i)~ p; por defini¢éo,
jl(iy-p(s[(i)"p) = 0} (s) para todos os estdgios s. Por indugdo, conclui-se que ¢ € o estdgio terminal
de (0;,0;). Mas, por suposi¢do, qualquer estratégia do oponente em J resulta numa partida 7 tal

que (i)~ p estd em 7 para algum alternativa p. O

Definicao 5.9. Seja J um jogo. Um perfil de estratégias (0]*, 0;,) nesse jogo € um equilibrio se e
somente se j prefere (07,07,) a (0;,07,) ou € indiferente entre eles para toda estratégia o sua, e
j" prefere (07,07%) a (0}, 0;) ou € indiferente entre eles para toda estratégia ;s sua. (Note-se que,
que estamos aqui recorrendo a convengdo de identificar uma partida e seu estdgio terminal.)

Informalmente, € dizer que um equilibrio € uma situacdo em que nenhum dos jogadores pode-
ria obter um resultado melhor mudando de estratégia, exceto, talvez, se o outro jogador também
mudasse.

Em jogos de ganha-perde, o conceito mais geral de equilibrio € desinteressante, sendo suplan-
tado pelo conceito de determinacdo. (Note-se que, nesses jogos, equilibrio reduz-se a um perfil em
que a estratégia de um dos jogadores € vencedora.) O conceito que definimos a seguir, no entanto,

permanece de interesse.

Definicao 5.10. Seja J um jogo. Um perfil de estratégias (aj’.*, 0;,) nesse jogo € um equilibrio
perfeito em subjogos se (a;|3, J;,|S) ¢ um equilibrio no subjogo gerado por s para todo estdgio s

desse jogo.

Teorema 5.3. Um perfil de estratégias (a;,a;,) no jogo J de ganha-ou-perde é um equilibrio

perfeito em subjogos se e somente se, para todo estdgio s desse jogo, ou O';|S ou 0;,|5 € uma
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estratégia vencedora no subjogo gerado por s.

Demonstragdo. Segue-se imediatamente das defini¢oes. 0
Teorema 5.4. Todo jogo de ganha-ou-perde tem ao menos um equilibrio perfeito.

Demonstracdo. Segue-se do teorema anterior, junto com a primeira generalizacdo do teorema da

determinacdo e com o teorema da extensibilidade. [

Corolario 5.4.1. O perfil de estratégias (a;, a;,) € um equilibrio perfeito nesse jogo se e somente
se, a cada subjogo de J, tanto a restri¢do de o} quanto a de 07, a esse jogo satisfazem o esquema

definitorio do teorema da determinagdo.

Comentdrio 5.2.1. A noc¢ao de equilibrio perfeito em subjogos revela um sentido em que o fato de
um dos jogadores ter estratégias vencedoras ndo implica que todas elas sdo igualmente boas, bem
como um sentido em que o fato de um jogador nao ter estratégias vencedoras ndo implica que todas
suas estratégias sao igualmente ruins. Isto porque algumas delas conduziriam um jogador a vitdria
se 0 outro cometesse certo erro ao seguir sua estratégia vencedora, enquanto outras o conduziriam
a derrota ainda que esse erro fosse cometido. Em termos, € dizer que a no¢do de equilibrio perfeito
em subjogos oferece uma medida da racionalidade estratégica dos jogadores. Sendo bem-sucedida
a interpretacdo dos jogos semanticos como pragmdticas de suas respectivas logicas, essa no¢ao de
racionalidade estratégica pode vir a ser alguma relevancia.

Vamos, pois, enfim a esses jogos.
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Capitulo 6

Jogos semanticos para as logicas classicas

Neste capitulo, apresento semanticas de jogos para as 16gicas que se podem dizer cldssicas — isto
€, as logicas em que a negacdo é classica —, LC e LP. Em sua forma atual, semanticas de jogos
foram introduzidas e desenvolvidas por Hintikka [19], [20], embora ele préprio reconheca que o
uso informal de jogos como artificio para interpretar operagdes 1dgicas € intuitivo, e inclusive que
se podem encontrar precedentes na literatura da 16gica matemaética e da matemdtica em geral [21],
[20]. Com efeito, Hintikka concebe as semanticas de jogos como uma tentativa de dar forma precisa
as reflexdes de Wittgenstein a respeito de jogos de linguagem [18], [20].

Exatamente a que jogos de linguagem, pois, corresponderiam as semanticas de jogos?

Imagine-se a seguinte situacdo: duas pessoas — Ptolomeu e Origenes, digamos —, discutindo
a respeito de uma proposicao qualquer, expressa pela sentenga ¢, cuja estrutura é estritamente
proposicional. Ao dizer que discutem, quero dizer que pelo menos um deles (que suporemos ser
Ptolomeu) tem o interesse de estar certo arespeito de ¢, enquanto o outro (Origenes) tem o interesse
de fazé-lo reconhecer que estd errado.

Pois bem. Suponha-se que Origenes pergunte a Ptolomeu se ele julga que ¢, e que Ptolomeu
responda que sim. Suponha-se que ¢ € da forma « v 3. Porque Ptolomeu disse a Origenes julgar
que « Vv f3, entdo, se Origenes perguntar-lhe agora se ele julga que «a, e Ptolomeu responder que
ndo, entdo Origenes podera legitimamente assumir que Ptolomeu julga que 3: pois, a ser coerente
com a interpretacdo cldssica da disjuncio, Ptolomeu deveria nesse caso responder que julga que 3
se Origenes perguntasse-lhe a respeito de 3; e o mesmo vale em relacdo a o se, em vez disso, ele

lhe perguntasse a respeito de 5 e Ptolomeu respondesse que ndo. Se, entretanto, Ptolomeu tivesse
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respondido que sim, que julga que « (ou que ), entdo ndo haveria necessidade de lhe perguntar
a respeito da outra a fim de saber se Ptolomeu é coerente: por caridade interpretativa, Origenes
poderia assumi-lo e prosseguir com a inquiri¢do. Da mesma feita, se se supde que ¢ seja da forma
a A [ e que Ptolomeu responda que sim, entdo Origenes, sem lhe fazer quaisquer perguntas mais,
poderia legitimamente assumir que, se coerente, Ptolomeu julga que « e também que . J4a se
p fosse -~ e ele respondesse igualmente que sim, entdo Origenes poderia assumir (supondo que
Ptolomeu interprete a negacdo classicamente!) que ele responderia que ndo a pergunta sobre «.

Naturalmente, caso Ptolomeu respondesse que ndo a pergunta inicial em qualquer desses casos,
os direitos e deveres de perguntante e respondente seriam duais (a0 menos, se continuarmos a supor
que eles entendem os operadores classicamente): isto €, Origenes poderia assumir que Ptolomeu
responderia também que nao as perguntas sobre « e sobre (3 se a pergunta inicial fosse sobre o v 3,
mas deveria inquiri-lo especificamente a respeito de uma delas se a pergunta fosse sobre a A ; e,
no caso da negacdo, poderia assumir que a resposta a pergunta sobre « seria que sim.

Uma vez iniciada, essa troca de perguntas e respostas poderia entdo prosseguir segundo o
mesmo padrio para as subférmulas de ¢ que Origenes suscitasse, a0 menos até que a disputa che-
gasse a uma férmula simples, — quando entdo os interlocutores teriam que recorrer a uma fonte de
informacao segura, ou a0 menos uma convencionalmente aceita por ambos, a fim de decidir qual
dos dois tem razdo.

Assim sendo, uma vez dada a resposta a pergunta inicial sobre ¢, Origenes deveria fazer per-
guntas e suscitar subformulas de modo a conduzir a conversa a uma subféormula simples de ¢ em
relacdo a qual Ptolomeu responda (ou deveria responder) que sim, que julga que ela é o caso,
quando em realidade ela ndo €, ou entdo responda que nao, que julga que ela ndo € o caso, quando
em realidade ela é; enquanto Ptolomeu deve responder as perguntas de Origenes de modo a con-
duzir a conversa a uma formula simples em relagdo a qual sua resposta coerente seria também
adequada’.

E a essas intuicdes a respeito de jogos de linguagem como esses que a seméntica de jogos de
Hintikka pretende dar forma. A fim, portanto, de refazer aqui o trabalho de Hintikka, necessitare-

mos da seguinte nocao.

"Note-se, a propésito e por curiosidade, que isto corresponde as famosas defini¢des de Aristételes de verdade e

falsidade.
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Defini¢iao 6.1. Sejam .7 as férmulas de uma linguagem qualquer, e sejam .% signos quaisquer.
Uma férmula rotulada é um par (S, f) em . x .Z. O signo S em uma férmula rotulada ¢ dito o

rétulo de f. Denotaremos férmulas rotuladas por concatenagao.

Poderiamos pensar, no que segue, o rétulo de uma férmula como representando a resposta dada,
ou que deveria ser dada, em relagc@o a formula por um agente na mesma condi¢do que Ptolomeu as
perguntas de um agente na mesma condi¢do que Origenes. Com efeito, esse seria um modo muito
natural e sugestivo de entendé-los. No entanto, seguindo as intui¢des de Hintikka, pensaremos o
rétulo de uma férmula de outro modo, — como a expressao do dever discursivo que o agente na
mesma condi¢ao de Ptolomeu assume ao responder que sim, ou que nao, a pergunta do interlocutor
a respeito da férmula.

Que conste, a semantica de jogos para LC aqui apresentada € retrabalhada do material em [28]
e em [42], além de, por 6bvio, [20]. A semantica de jogos para LP, apesar de ser, como se poderd
notar, uma generalizagao trivial da semantica de jogos para LC, foi apresentada pela primeira vez

em [3]>.

6.1 Jogos semanticos para LC

Definicao 6.2. Um LC-jogo semantico LSC(% J) para a férmula ¢ sob a LC-interpretacdo J consiste

dos seguintes elementos.
» Ha dois jogadores, o Proponente € o Oponente.
* As posi¢des possiveis do jogo sdo as férmulas rotuladas em {V, F} x Subf(y).
As regras do jogo s@o as seguintes.
R; A posicdo inicial de uma partida € V.
RY Se a posicéo atual é Vo v 3, entdo o Proponente escolhe uma posicdo em {Vo, V3}.

RF, Se a posi¢do atual é Fa v 3, entdo o Oponente escolhe uma posicdo em {Fa, F5}.

2 A propésito, nesse artigo também se apresenta uma outra semantica de jogos possivel para LP, com trés jogadores

em lugar de dois.
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RY Se a posigéo atual é Va A 3, entdo o Oponente escolhe uma posi¢do em {Va, V5}.
R Se a posi¢do atual é Fa A 3, entdo o Proponente escolhe uma posi¢do em {Fa, F(}.

RV

Se a posi¢do atual é Vo — 3, entdo o Proponente escolhe uma posi¢do em {Fo, V3}.

RF

Se a posicdo atual é Fa v 3, entdo o Oponente escolhe uma posi¢do em {Vo, F(}.
RY Se a posi¢do atual é V-q, entdo a partida prossegue para Fa.

RF Se a posi¢io atual é F-a, entdo a partida prossegue para V.

R Férmulas simples sdo posi¢des terminais.

Observacdo 6.2.1. Note-se que, porque a complexidade da férmula atual diminui conforme uma
partida prossegue, os estdgios desse jogo sdo de fato sequéncias finitas, e o jogo, portanto, de
horizonte finito. O mesmo valerd para os demais jogos semanticos apresentados neste € no proximo

capitulo.

Observacdo 6.2.2. Dizemos que uma férmula 1 ocorre numa partida desse jogo se ou a posi¢ao
V1) ou a posicdo Fi) ocorre na partida. Por extensdo, assim como falamos da posicdo inicial, da
posicdo atual e da posi¢cdo terminal da partida, falaremos também da férmula inicial, da férmula

atual e da férmula terminal.

As regras de vitdria e derrota s@o as seguintes.
R, Seja p a varidvel proposicional da férmula terminal da partida.

* Se a posicdo terminal é Vp e J(p) = 1, ouse é Fpe J(p) = 0, entdo o Proponente ganha
a partida.
* Se a posi¢do terminal € Vp e J(p) =0, ouse é Fpe J(p) = 1, entdo o Oponente ganha a

partida.
R4 Se um jogador ndo ganha a partida, entdo ele perde.

Comentdrio 6.1.1. As designacdes “Proponente” e “Oponente” sdo reminiscentes das 16gicas dia-
l6gicas de Lorenz e Lorenzen, conceitualmente muito préximas das semanticas de jogos [39]. Na

formulacao original de Hintikka, no entanto, muito mais importantes que suas identidades sao os
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papéis dos jogadores em relacdo a cada férmula, aqui representados pelos seus rétulos. O rétulo V
marca o papel de verificador do Proponente, e F o de falsificador. Assume-se implicitamente que,
se o Oponente ocupa um papel em relagdo a uma férmula em uma partida, entdo o Oponente ocupa
0 outro.

O leitor atento certamente terd notado que as regras relativas aos papéis e operadores corres-
pondem de modo 6bvio as LC-condicdes de verdade necessdrias para esses operadores, as regras
para as posicdes marcadas com V correspondendo as condi¢des positivas e as com F as negativas.
Ademais, terd talvez notado que regras correspondendo a condi¢des de verdade expressas em forma
disjuntiva estabelecem que a vez de escolher € do Proponente, e que as correspondendo a condi¢des
em forma conjuntiva estabelecem que a vez é do Oponente; e por certo terd notado que, pelas regras

da negacdo, esse operador corresponde a inversdo dos papéis atuais dos jogadores.
Teorema 6.1. LC-jogos semdnticos sdo de ganha-perde.

Demonstragdo. Segue-se imediatamente das regras de vitdria e derrota e do fato de que LC-interpretacoes

sdo funcionais. 0
Teorema 6.2. LC-jogos semdnticos sdo determinados.
Demonstragdo. Segue-se do teorema anterior e do teorema da determinagao. [

Definicao 6.3. O LC-jogo semdntico dual de I_Sc(gp, J) é o jogo Lgc(go, J) que se obtém da defini¢do
de LC-jogo semantico substituindo-se V por F na regra de inicio.
Informalmente, o dual nada mais € que o mesmo jogo mas com os papéis originais dos jogadores

invertidos.

Observagdo 6.3.1. Niao € usual, na literatura da semantica de jogos para a logica cléssica, apre-
sentar explicitamente os jogos semanticos duais como faco aqui. Fazé-lo, no entanto, parece-me
absolutamente natural, e hd um ganho epistémico no fato de que, ao fazé-lo, passa a ser demons-
travel o fato de a identidade de um jogador (quer dizer: se ele é o Proponente ou o Oponente) é
indiferente nesses jogos semanticos: indiferente, no sentido de que € estrategicamente equivalente

eles jogarem um jogo ou jogarem o seu dual com identidades trocadas.

Teorema 6.3 (Lema da dualidade para LC-jogos semanticos). O Proponente tem uma estratégia

vencedora no LC-jogo semdntico I_Sc(gp, J) se e somente se o Oponente tem no seu dual.
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Demonstracdo. A demonstracao se faz por inducdo na complexidade das férmulas.

» = p uma formula simples A posi¢do inicial € a inica posicdo terminal tanto desse jogo quanto
de seu dual. Pelas regras, se J(p) = 1, o Proponente ganha LSc(p,ﬁ) e o Oponente seu dual, e o
inverso se J(p) = 0. Porque em ambos ndo ha escolhas a ser feitas, a estratégia vazia € a tinica
estratégia de ambos os jogadores em ambos os jogos. Portanto, a estratégia vazia € uma estratégia

vencedora do Proponente em E(p,ff' ) e do Oponente em seu dual caso J(p) = 1, e o inverso

I(p) =0.

w=aVvf Suponha-se que o Proponente tem uma estratégia vencedora em LSc(a v 3,7). Porque a
posi¢do inicial é Va v 3, o Proponente escolhe entre Vo e V3. Suponha-se, sem perda de genera-
lidade, que sua estratégia vencedora instrui que escolha Va. Assim sendo, Va é uma posicao ven-
cedora para o Proponente, e, porque por defini¢ao LSC(a, J) € justamente o subjogo de ESC(a v (3,7)
gerado por essa posi¢do, por hipdtese de indugdo o Oponente tem uma estratégia vencedora no
dual de LS¢(0¢, J). Mas, no dual desse jogo, por defini¢do Far € a posicdo inicial. Portanto, essa é
uma posic¢ao vencedora para o Oponente em L?SC(Oz, J). Ora, mas a posi¢do inicial de Lgc(a v 3,7)
¢ Fa v 3, e, pelas regras, o Oponente escolhe entre Fa e F5. Pelo teorema da extensibilidade, a
estratégia que consiste em escolher Fa e entdo seguir sua estratégia vencedora de Lgc(a, J) é uma
estratégia vencedora em Lgc(a v 3,7). Portanto, o Oponente tem uma estratégia vencedora no dual
de ESC(a v B3,7).

O converso € absolutamente simétrico e serd omitido.

w=aAf Suponha-se que o Proponente tem uma estratégia vencedora em LSc(a AB,7). Porque a
posicdo inicial € Va A 3, o Oponente escolhe entre Va e V3. Assim sendo, tanto Vo quanto V3 s@o
posicdes vencedoras para o Proponente, e, porque por definicao LSC(a, J) é justamente o subjogo
de LSC(a A (,73) gerado por Vo e §(ﬁ ,J) o gerado por V{3, por hipétese de inducéo o Oponente
tem estratégias vencedoras nos duais desses jogos. Mas, nos duais desses jogos, por defini¢do
respectivamente Fa e F3 sdo as posicdes iniciais. Portanto, essas sdo posi¢cdes vencedoras para o
Oponente em L?SC(Oz, J) eem §(ﬁ ,J), respectivamente. Ora, mas a posi¢do inicial de Lgc(a AB,T)
€ Fa A (3, e, pelas regras, o Proponente escolhe entre Fa e F3. Pelo teorema da extensibilidade, a

estratégia que consiste seguir sua estratégia vencedora de Lgé(a, J) se escolher Fae ade Lgé( B,7) se
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F 3 € uma estratégia vencedora em L§¢(a A3,7). Portanto, o Oponente tem uma estratégia vencedora

no dual de LSé(a A 3,7). Novamente, é simétrico o converso.

¢ = - Suponha-se que o Proponente tem uma estratégia vencedora em LSC(ﬁoz, J). Porque a
posi¢do inicial é V-, pelas regras a partida prossegue necessariamente para Fa. Porque o Propo-
nente tem uma estratégia vencedora nesse jogo, Fa é uma posicao vencedora para o Proponente
nele; e porque por defini¢do Lgc(a, 7J) é justamente o subjogo de LSC (-, J) gerado por essa posigio,
o Proponente tem uma estratégia vencedora em Lgc(a’ J). Porque LC-jogos seminticos sdo deter-
minados, o Oponente ndo tem uma. Porque |;§¢(a’ J) é o dual de LS&(O&, J), por hipétese de indugio
o Oponente tem uma estratégia vencedora em L%(@, J). Ora, mas a posi¢do inicial de Lgé(ﬁ&’ J)¢é
F-a, pelas regras a partida prossegue necessariamente para Vo, e LSC(a, J) é justamente o subjogo
de Lgc(ﬂa, J) gerado por essa posicdo. Pelo teorema da extensibilidade, a estratégia que consiste
em seguir sua estratégia vencedora de LS&(@, J) em Lgé(ﬂa, J) é uma estratégia vencedora sua nesse
jogo. Portanto, o Oponente tem uma estratégia vencedora no dual de LSC(—-Oz, 7).

Novamente, o converso € absolutamente simétrico e serda omitido.

¢ =a— 3 O argumento é semelhante aos para os casos anteriores de modo 6bvio e fica a cargo

do leitor. []

Comentdrio 6.3.1. Note-se que, em termos dos papéis dos jogadores, o teorema equivale a dizer que
o jogador que ocupa o papel de verificador tem uma estratégia vencedora num jogo se e somente
se 0 jogador que o ocupa o mesmo papel no seu dual também tem (e, por determinagdo, 0 mesmo

vale para o falsificador).

Teorema 6.4 (Teorema da equivaléncia para LC-jogos semanticos). O Proponente tem uma estra-

tégia vencedora no LC-jogo semantico LSC(QO, J) se e somente se J é um modelo de .

Comentdrio 6.4.1. Note-se que decorre imediatamente do lema da dualidade que este teorema €
equivalente a este outro: que o Oponente tem uma estratégia vencedora no dual de |_S¢(90’ J) se
e somente se J € um modelo de . Ademais, do lema da unicidade e do fato de que LC-jogos
semanticos sdo determinados decorre que esses dois teoremas sdo equivalentes a estes dois outros:

7z

que o Oponente tem uma estratégia vencedora no LC-jogo semantico LS¢(Q0, J) se e somente se J é
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um contramodelo de ¢, e (novamente pelo lema da dualidade) que o Proponente tem uma estratégia

vencedora no dual de LSC(go, J) se e somente se J é um contramodelo de .

Demonstracdo. A demonstragdo se faz por inducio na complexidade das férmulas. Como no teo-

rema anterior, o caso ¢ = a — [ serd omitido porque semelhante aos demais.

¢ = p uma férmula simples Suponha-se, primeiro, que J é um modelo de p. Assim sendo, p
€ verdadeira sob toda v fundada em J. Seja, pois, v uma dessas valoragdes. Porque p € simples,
por defini¢do ela é verdadeira sob v se e somente se J(p) = 1. Portanto, J(p) = 1. Porque néo ha
escolhas a ser feitas, a tnica estratégia do Proponente € a estratégia vazia. Porque a posi¢do inicial
Vp é também a tdnica posi¢do terminal desse jogo, disso e das regras segue-se que o Proponente
ganha qualquer partida desse jogo seguindo essa estratégia. Portanto, a estratégia vazia ¢ uma
estratégia vencedora do Proponente.

Suponha-se, agora, que sua Unica estratégia nesse jogo, a estratégia vazia, € uma estratégia
vencedora do Proponente. Porque a posi¢do inicial Vp é também a dnica posi¢do terminal desse
jogo, pelas regras o Proponente ganha uma partida desse jogo seguindo essa estratégia se e somente
se J(p) = 1. Ora, porque a estratégia vazia é por suposi¢ido vencedora, J(p) = 1. Assim sendo, por

definicdo toda valorag¢do v fundada em J satisfaz p. Portanto, J € um modelo de p.

¢ =avVv [ Suponha-se, primeiro, que J é um modelo de a v 5. Assim sendo, o v 3 € verdadeira
sob toda v fundada em J. Seja, pois, v uma dessas valoragdes. Porque o v 5 € verdadeira sob v,
pelas LC-condi¢des de verdade da disjungdo, ou « ou /3 € verdadeira sob v. Suponha-se, sem perda
de generalidade, que seja a. Mas, por definig@o, LSC(a’ J) é o subjogo de LSc(a v (3,7) gerado por
essa posicao, e, por hipétese de inducao, o Proponente tem uma estratégia vencedora nesse jogo.
Portanto, Vo € uma posi¢do vencedora para o Proponente em E(a,ﬁ). Mas, porque a posicao
inicial é o v 3, pelas regras o Proponente escolhe entre Vo e V3, e pode, pois, for¢ar essa posi¢ao.
Dessa feita, a estratégia que resulta de escolher Vo na posicao inicial e entdo seguir sua estratégia
vencedora de LSC( a Vv [3,7) é uma estratégia vencedora do Proponente em LS&(O&, 7).

Suponha-se, agora, que o Proponente tem uma estratégia vencedora nesse jogo. Porque a posi-
cdo inicial € a v 3, pelas regras o Proponente escolhe entre Va e V3. Porque ele tem uma estratégia

vencedora, ou Va ou V3 € uma posicado vencedora para o Proponente. Suponha-se, sem perda de
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generalidade, que seja Va. Assim sendo, por hipétese de indugdo, J é um modelo de «. Portanto,
« € verdadeira sob toda LC-valoragdo fundada em J. Seja v uma dessas valoragdes. Ora, pelas
LC-condigoes de verdade, se « é verdadeira sob v, entdo o v § também é, e « é verdadeira sob v.

Porque v é qualquer, J € um modelo de o v j3.

@ =aAf Suponha-se, primeiro, que J € um modelo de oA 5. Assim sendo, aA 3 € verdadeira sob
toda v fundada em J. Seja, pois, v uma dessas valoragdes. Porque o A § € verdadeira sob v, pelas
LC-condi¢des de verdade da conjuncdo, ambas « e  s@o verdadeiras sob v. Mas, por definicéo,
|_S¢(a’ J) € o subjogo de I;S¢(Oz A 3,7) gerado por Va e I;Sé(ﬁ, J) o gerado por Va, e, por hipdtese de
inducdo, o Proponente tem uma estratégia vencedora em cada um desses jogos. Portanto, Va e V3
sdo posi¢des vencedoras para o Proponente em LSc(a’ J). Porque a posigdo inicial é a A 3, pelas
regras o Oponente escolhe entre Va e V3. Nao importa, pois, que escolha o Oponente faca, ela
resulta em uma posicdo vencedora para o Proponente. Pelo teorema da extensibilidade, a estratégia
que consiste em seguir sua estratégia vencedora de LSC( B3,73) caso o Oponente escolha Vo e a de
LSc(ﬁ ,J) caso V3 é uma estratégia vencedora do Proponente em I;Sé(oz ABT).

Suponha-se, agora, que o Proponente tem uma estratégia vencedora nesse jogo. Porque a po-
sicdo inicial é a A 3, pelas regras o Oponente escolhe entre Vo e V5. Porque, pois, o Proponente
tem uma estratégia vencedora, ambas Va e V3 sdo uma posicdes vencedoras para o Proponente.
Assim sendo, por hip6tese de inducdo, J € um modelo de « e de 3. Portanto, o e 3 sdo verdadeiras
sob todas LC-valoragdes fundadas em J. Seja v uma dessas valora¢des. Ora, pelas LC-condicoes
de verdade, se « e (3 sdo verdadeiras sob v, entdo a A 5 também €, e « e (3 sdo verdadeiras sob v.

Porque v é qualquer, J € um modelo de a A 3.

¢ = —a  Suponha-se, primeiro, que J é um modelo de —«. Assim sendo, -« € verdadeira sob
toda v fundada em J. Seja, pois, v uma dessas valoragoes. Porque —~« € verdadeira sob v, pelas LC-
condicdes de verdade da negacao, « € falsa sob v. Porque existe pelo menos uma valoragao fundada
em uma interpretacdo qualquer que seja ela, J ndo € um modelo de . Por hipétese de indugao,
o Proponente nao tem uma estratégia vencedora em I_Sé(a, J). Mas, porque LC-jogos semanticos
sdo determinados, o Oponente tem uma. Portanto, pelo lema da dualidade, o Proponente tem uma

estratégia vencedora em Lgc(a’ J). Mas este € justamente o subjogo de LSC(ﬁoz, J) gerado por Fa,
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para a qual esse jogo prossegue necessariamente da posicao inicial. Dessa feita, a estratégia do
Proponente em LSé(ﬁa, J) que consiste simplesmente em seguir sua estratégia de ISC(Oz, J) a partir
da posicdo Fa € uma estratégia vencedora. Portanto, o Proponente tem uma estratégia vencedora
em LS¢(—|05, J).

Por contraposicao, suponha-se, agora, que J ndo € um modelo de —~«. Assim sendo, existe
alguma v fundada em J tal que -« € falsa sob v. Pelo lema da unicidade, v € dnica. Portanto, pelas
LC-condicdes de verdade, v € verdadeira sob v. Mas, porque v € a tnica LC-valoragdo fundada
em J, trivialmente toda valoragdo funda em J satisfaz «, e, portanto, J € um modelo de . Por
hipétese de inducdo, o Proponente tem uma estratégia vencedora em LSC(a, J), e pois, pelo lema da
dualidade, o Oponente tem uma em Lgc(a, 7). Porque LSC(ﬁoz, J) prossegue necessariamente para Fo
da posigio inicial, e porque Lgc(a, J) € justamente o subjogo de I;Sé(ﬁa, J) gerado por essa posicao,
ela € uma posi¢ao vencedora para o Oponente. Portanto, o Proponente ndo tem uma estratégia

vencedora em LSC (-, J). O

Da prova do teorema da equivaléncia segue-se imediatamente o seguinte coroldrio a respeito da

negagdo em LC.

Corolario 6.4.1. O Proponente tem uma estratégia vencedora no LC-jogo semdntico LSé(ﬂa, J) se

e somente se o Oponente tem em E(a’ J).

Comentdrio 6.1.2. Em suma, em LC-jogos semanticos sdo equivalentes estes trés fatos (assim como

sdo equivalentes entre si seus duais):
* 0 Proponente ter uma estratégia vencedora em LSé(ﬂa, J);
* 0 Proponente ter em L§¢(0z, J);e
* O Oponente ter em LSC(a, J);
ou, de forma ainda mais concisa (igualmente sendo equivalentes entre si seus duais):
* o verificador ter uma estratégia vencedora em LSC(—'Oé, J);
* o falsificador ter em Lgé(a, J)se

* o falsificador ter em LSC(Q’ J).
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Comentdrio 6.1.3. No que concerne a relagdo entre LC-jogos semanticos e a seméntica de valores

de verdade de LC, sdo equivalentes estes dois fatos:

* 0 verificador ter um uma estratégia vencedora num LC-jogo semantico para a férmula ¢ sob

a LC-interpretagao J;
* J ser um modelo de ¢,
e estes dois:

* o falsificador ter um uma estratégia vencedora num LC-jogo semantico para a férmula ¢ sob

a LC-interpretagdo J;
* J ser um contramodelo de ¢.

O que essas equivaléncias todas significam é que: em LC-jogos semanticos as identidades dos
jogadores sdo duais (com efeito, pode-se ja interpretar assim o fato de esses jogos serem determi-

nados), como também o sdo seus papéis; e que a negacdo cldssica expressa essas dualidades.

6.2 Jogos semanticos para LP

Uma vez estabelecidos os jogos semanticos para LC, podem-se facilmente obter jogos semanticos

para LP, da seguinte forma.

Definicao 6.4. Um LP-jogo semdntico LSﬁ(SO’ J) para a férmula ¢ sob a LP-interpretacéo J consiste
dos mesmos elementos que um LC-jogo semantico, exceto que a regra da vitéria é alterada para

esta.
R, Seja p a varidvel proposicional da férmula terminal da partida.

* Se a posicdo terminal € Vp e pJ1, ou se € Fp e pJ0, entdo o Proponente ganha a partida.

» Se a posicdo terminal € Vp e pJ0, ou se é Fp e pJ1, entdo o Oponente ganha a partida.
Em particular, define-se seu dual de forma andloga.

Teorema 6.5. LP-jogos semdnticos sdo de ganha-ou-perde.
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Demonstracdo. Segue-se imediatamente das regras de vitdria e de derrota e do fato de que LP-

interpretacdes sdo relacionais. [

Teorema 6.6. Num LP-jogo semantico, pelo menos um dos jogadores tem uma estratégia vence-

dora.

Demonstracdo. Segue-se do teorema anterior e da primeira generalizacao do teorema da determi-

nacao. [

Teorema 6.7 (Lema da dualidade para LP-jogos semanticos). Um jogador tem uma estratégia

vencedora no LP-jogo semdntico LSF)(QO, J) se e somente se o outro tem no seu dual.

Demonstracdo. A prova se faz, como a do teorema andlogo para LC-jogos, por indug¢do na com-
plexidade das férmulas. Por sua semelhanca, serei mais breve neste demonstragao, deixando os

passos dedutivos omitidos a cargo do leitor, bem como os argumentos para 0s casos ¢ = « A 3 e

p=a->[.

» = puma formula simples A estratégia vazia é a tinica estratégia de ambos os jogadores, e, pela
regra de vitdria, se ela é vencedora jogo para o Proponente nesse jogo € vencedora para o Oponente

no seu dual, e vice-versa.

¢ = a Vv [ Suponha-se, primeiro, que o Proponente tem uma estratégia vencedora. Porque no
estagio inicial € sua a vez de escolher, ou Vo ou V3 € uma posicio vencedora para ele nesse jogo.
Suponha-se, sem perda de generalidade, que é Va. Pelas defini¢des de subjogo gerado por uma
posi¢do, de dual e por hipétese de indugdo, o Oponente tem uma no jogo Lgp(a, J). Portanto, pelas
regras e pelo teorema da extensibilidade, também tem uma em |_§|5(a v 3,7).

Suponha-se, agora, que o Oponente tem uma. Porque pelas regras no estagio inicial € do Pro-
ponente a vez de escolher, ambas Va e V3 sdo posicdes vencedoras do Oponente nesse jogo. Pelas
defini¢cdes de subjogo gerado por uma posicdo, de dual e por hipdtese de inducdo, o Proponente
tem estratégias vencedoras em |Sﬁ(a, J) eem ISP(B ,J). Portanto, pelas regras e pelo teorema da

extensibilidade, também tem uma em Lgp(a v 3,7).
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¢ = -~ Suponha-se que o Proponente tem uma estratégia vencedora. Porque pelas regras uma
partida desse jogo prossegue necessariamente para Fa da posi¢ao inicial, essa € uma posi¢ao ven-
cedora para o Proponente. Pelas definicdes de subjogo gerado por uma posicdo, de dual e por
hipétese de indugdo, o Oponente tem estratégias vencedora em Lgé(oz, J). Portanto, pelas regras e
pelo teorema da extensibilidade, também tem uma em Lgé(ﬂ@, J).

O argumento para a suposicdo de que € o Oponente quem tem uma estratégia vencedora é

simétrico. ]

Teorema 6.8 (Teorema da equivaléncia para LP-jogos semanticos). O Proponente tem uma estra-
tégia vencedora no LP-jogo semdntico na forma LS§>(('0’ J) se e somente se J é um modelo de ¢, e

no seu dual se se somente se ela é um contramodelo da formula.

Comentdrio 6.8.1. Note-se que decorre imediatamente do lema da dualidade para LP-jogos que
este teorema € equivalente a este outro: que o Oponente tem uma estratégia vencedora no LP-jogo
semantico LSP(gp, J) se e somente se J € um contramodelo de , e no seu dual se e somente se ela é

um modelo da férmula.

Demonstracdo. Mais uma vez, a prova se faz por indu¢do na complexidade das férmulas.
¢ = p uma formula simples Trivial.

a Vv  Suponha-se, primeiro, que ele tem uma estratégia vencedora em LSP(cp v 3,7). Porque pelas
regras no estdgio inicial é sua a vez de escolher, ou Va ou V3 € uma posicdo vencedora para ele
nesse jogo. Suponha-se, sem perda de generalidade, que € Va. Pela defini¢dao de subjogo gerado
por uma posi¢do, ele tem uma estratégia vencedora em LSP(O" J), e, por hipétese de indugio, J é um
modelo de . Pelas LP-condi¢des de verdade, essa interpretagdo é também um modelo de o v 3.
Suponha-se, agora, que J € um modelo da férmula. Pelas LP-condi¢des de verdade, ou o ou (8
¢ verdadeira sob essa interpretacdo. Suponha-se, sem perda de generalidade, que é . Por hipétese
de inducdo, o Proponente tem uma estratégia vencedora em LSP(O[’ J). Pela defini¢do de subjogo
gerado por uma posi¢do e porque na posi¢do inicial de LSP(gp v (3,7) é sua a vez de escolher, pelas
regras e pelo teorema da extensibilidade ele tem uma estratégia vencedora nesse jogo.
Suponha-se, em seguida, que ele tem uma estratégia vencedora em Lgp(go v 3,7). Porque pelas

regras no estagio inicial € do Oponente a vez de escolher, ambas Va e V3 sdo posi¢des vencedoras
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do Proponente nesse jogo. Pela defini¢do de subjogo gerado por uma posicao, ele tem estratégias
vencedoras em §(a, J) eem Lgp( 3,7), e, por hipétese de indugdo, J é um contramodelo de « e de
B. Pelas LP-condicdes de verdade, essa interpretacdo ¢ também um contramodelo de a v 3.
Suponha-se, por fim, que J € um contramodelo da férmula. Pelas LP-condi¢des de verdade,
ambas « e J sdo falsas sob J. Por hipétese de indugdo, o Proponente tem uma estratégia vencedora
em Lgp(a’ J) e uma em Lgp(ﬁ ,J). Pela defini¢do de subjogo gerado por uma posi¢do e porque na
posicdo inicial de Lgp(cp v 3,7) é do Oponente a vez de escolher, pelas regras e pelo teorema da

extensibilidade o Proponente tem uma estratégia vencedora nesse jogo.

¢ =-a Suponha-se, primeiro, que ele tem uma estratégia vencedora em LSI;)(—'Oé, 7). Porque pelas
regras uma partida desse jogo prossegue necessariamente para Fa de sua posicdo inicial, essa €
uma posi¢do vencedora para ele nesse jogo. Pela defini¢do de subjogo gerado por uma posi¢do, ele
tem uma estratégia vencedora em |_§p(a’ J), e, por hipdtese de inducdo, J é um contramodelo de .
Pelas LP-condi¢des de verdade, essa interpretacao é um modelo de —a.

Suponha-se, agora, que J é um modelo da férmula. Pelas LP-condi¢des de verdade, « € falsa
sob essa interpretacdo. Por hipétese de indugdo, o Proponente tem uma estratégia vencedora em
Lg};}(a, 7). Pela defini¢éo de subjogo gerado por uma posi¢do e porque pelas regras uma partida de
LSé(ﬁa, J) prossegue necessariamente para Fa da posigdo inicial, pelo teorema da extensibilidade
ele tem uma estratégia vencedora nesse jogo.

Os argumentos para as suposi¢des de que o Proponente tem uma estratégia vencedora em

LSé(ﬂa, J) e de que J é um contramodelo de -« sdo simétricos. O

Corolario 6.8.1. Somente um dos jogadores tem uma estratégia vencedora num LP-jogo semdntico
se e somente se somente o outro tem no seu dual, e ambos tém estratégias vencedoras se e somente

se ambos tém no dual.

Corolario 6.8.2. Um jogador tem uma estratégia vencedora no LP-jogo semdntico LSP(—u, J) see

somente se tem em |_§p(a’ J).

Comentdrio 6.2.1. Em suma, em LP-jogos semanticos, sdo equivalentes estes trés fatos (assim

como sao equivalentes entre si seus duais):

* um jogador ter uma estratégia vencedora em I_Sc(ﬂa, J);
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* 0 mesmo jogador ter em L§¢(04, J);e
* 0 outro jogador ter em LSC(a, 7J),
mas também sao equivalentes este dois:
* somente um jogador ter uma estratégia vencedora em LSC(SO’ J);
* somente o outro jogador ter em §(¢, J),
e estes dois:
* ambos jogadores terem estratégias vencedoras em LS&_(SO’ J);
* ambos jogadores terem em Lgc(go, J).

Comentdrio 6.2.2. No que concerne a relagdo entre LP-jogos semanticos e a semantica de valores
de verdade para LP, valem as mesmas equivaléncias que para LC-jogos semanticos, e também estas.

Sdo equivalentes:

* somente o verificador ter uma estratégia vencedora num LP-jogo semantico para a férmula

v sob a LP-interpretacdo J;
* J ser um modelo de ¢ mas ndo um contramodelo,
como também sdo equivalentes:

» somente o falsificador ter uma estratégia vencedora num LP-jogo semantico para a férmula

¢ sob a LP-interpretacdo J;
* J ser um contramodelo de ¢ mas ndo um modelo,
e, por fim:

* ambos verificador e falsificador terem estratégias vencedoras num LP-jogo semantico para a

férmula ¢ sob a LP-interpretagcdo J;

* J ser tanto modelo quanto contramodelo de .
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Capitulo 7

Jogos semanticos para as LIFs

Neste capitulo enfim introduzo semanticas de jogos para mbC e mbCciw, as duas LIFs consideradas
nesta dissertacdo. Com efeito, introduzo duas semanticas de jogos distintas para essas logicas,
motivadas por intui¢des distintas a respeito do que uma semantica de jogos deve ser. Em qualquer
caso, a fim de fazé-lo necessitamos antes tornar explicita a heuristica da constru¢ao dos jogos
semanticos para LC e LP.

Um exemplo bastard. Voltemos a Ptolomeu e Origenes, agora disputando a férmula a v (3, e
suponhamos que Ptolomeu respondeu inicialmente a Origenes julgar que « v 3 € o caso. Digamos
que Origenes, fugindo a seu costume, decida ser ostensivo em sua inquiri¢do, € que pergunte a
Ptolomeu a respeito de « e de S em qualquer caso. Ha trés conjuntos de respostas coerentes com
a semantica da disjun¢do que Ptolomeu poderia dar-lhe entdo. Ele poderia responder-lhe julgar
que « e que [; que o, mas ndo que [3; ou, enfim, julgar que [, mas nao que «. Os trés conjuntos
tém em comum que em todos Ptolomeu diz julgar que pelo menos uma dentre « e 3 € o caso.
Por isso, enfim, é que era desnecessdrio levar em conta todos eles, bastando para dar seguimento a
discussdo uma férmula em relagdo a qual Ptolomeu respondesse, ou deveria responder, que sim ao
questionamento de Origenes.

Contudo Origenes (e nés) poderiamos levar em conta todos eles, se assim quiséssemos. Com
efeito, nada obriga Ptolomeu a ser coerente em suas respostas, €, como ja se disse, € apenas por
caridade interpretativa que Origenes fica dispensado de ser ostensivo em sua inquiri¢ao.

Pois bem. No caso da negagdo em mbC e mbCciw, bem como da consisténcia em mbC, ndo nos

resta outra op¢ao sendo ser ostensivos. A verdade de —~« € coerente tanto com a verdade quanto com

Capitulo 7. Jogos semanticos para as LIFs



7.1. Jogos semanticos para mbC e mbCciw 77

a falsidade de .. J4 a verdade de o« € coerente tanto com « ser verdadeira e -« falsa, quanto com
o inverso, enquanto que a falsidade de o« é coerente com ambas serem verdadeiras, em mbCciw, e
também com serem uma verdadeira e a outra falsa, em mbC. Como ficard mais evidente a seguir,
essas distingdes ndo podem ser suprimidas, como podem no exemplo da disjun¢do, sem perda de
informacao relevante. Assim sendo, as regras para esses operadores, nas semanticas de jogos a

seguir introduzidas, serdo ostensivas nesse sentido.

7.1 Jogos semanticos para mbC e mbCciw

Definicio 7.1. Um mbC-jogo semdntico SBC(Ccp, J) para a férmula rotulada Cip sob a mbC-interpretagao

J consiste dos seguintes elementos.
* Os jogadores sdo, como nos demais jogos semanticos, o Proponente e Oponente.

* A posig¢do inicial e posi¢des em {V,F} x Subf(y) sdo posi¢des em que é do Proponente a
vez de escolher; posicdes em £({V,F} x Sub(¢)) sao posi¢cdes em que a vez de escolher é

do Oponente.
A regra de inicio € esta.
R; A posicio inicial de uma partida é C.
As regras para o Proponente s@o as seguintes.

RY Se aposicdo atual é Va v 3, entéo ele escolhe um conjunto de férmulas rotuladas dentre {Va}

e {Vp3}.
R Se Fa v 3, entdo a partida prossegue para {Fa, Fj3}.
RY Se Va A 3, entio a partida prossegue para {Va, V3}.
RF Se Fa A 3, entdo ele escolhe dentre {Fa} e {F3}.
RY. Se Va — $3, entéo ele escolhe dentre {Fa} e {V5}.

RF, Se Fa — 3, entdo a partida prossegue para {Vo, F5}.
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RY Se V-aq, entio ele escolhe dentre {Va} e {Fa}.

RF Se F-a, entdo a partida prossegue para {Va}.

RY Se Voq, entdo ele escolhe dentre {F-a,Va} e {V-a, Fa}.

R Se Foa, entéo ele escolhe dentre {V-«,Va}, {F-a,Va} e {V-a,Fa}.

A Unica regra para a o Oponente € esta.

RO Se a posi¢io atual € um conjunto de férmulas rotuladas, entfo ele escolhe uma delas.
A regra de término € esta.

R Férmulas simples s@o posicdes terminais.

As regras de vitdria e derrota s@o as seguintes.

R. Se, para quaisquer dois conjuntos de férmulas rotuladas que ocorreram na partida, Vi esta
em um e Fi estd no outro para alguma férmula ), entdo o Proponente perde a partida e o

Oponente ganha.
R, Senido, seja p a varidvel proposicional da férmula rotulada terminal da partida.

* Se a posigdo terminal é Vpe J(p) = 1, ouse é Fpe J(p) = 0, entdo o Proponente ganha

a partida.

* Se a posi¢do terminal é Vp e J(p) =0, ouse é Fpe J(p) = 1, entdo o Oponente ganha a

partida.
R4 Se um jogador ndo ganha a partida, entdo ele perde.

Observagao 7.1.1. Aregra R, a regra de coeréncia, campre a seguinte funcao. Fiéis a intui¢do que
nos trouxe a estes regras, interpretamos intuitivamente os conjuntos dentre os quais o Proponente
escolhe como conjuntos de respostas suas a perguntas do Oponente. Assim sendo pensamos, por
exemplo, que {V-q, Fa} ser escolhido pelo Proponente na posi¢do Voo modelaria o fato de Ptolo-
meu responder a Origenes que sim a pergunta sobre -« € que ndo a sobre « ap0s ter asseverado ou

de algum outro modo concedido que oc. Pelas regras da negacdo, em principio Origenes deveria
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entdo assegurar a Ptolomeu nesse caso a escolha entre responder sim e responder ndo a pergunta
sobre «, caso desejasse seguir com a argui¢do nesse sentido. No entanto, Ptolomeu jd respondeu
que sim a pergunta sobre « antes, e, intuitivamente, seria incoerente que mudasse sua resposta a
seguir. Essa regra tem por efeito forcar um comportamento coerente do Proponente nesse sentido.
Note-se, no entanto, que forca, mas nao garante: a regra ainda deixa o Proponente livre para falhar

estrategicamente.
Teorema 7.1. mbC-jogos semdnticos sdo de ganha-perde e determinados.

Teorema 7.2 (Teorema da equivaléncia para mbC-jogos semanticos). O Oponente tem uma estra-
tégia vencedora no mbC-jogo semdntico m§c(V<p, J) se e somente se @ ndo é satisfazivel por 7J,
e no jogo m%C(Fgo, J) se e somente se ela ndo é contrafazivel; e o Proponente tem uma estratégia
vencedora no mbC-jogo semdntico m§C(Vgo, J) se e somente se p é satisfazivel sob J, e no jogo

%C(Rp, J) se e somente se ela é contrafazivel sob essa interpretagdo.
m

Comentdrio 7.2.1. Intuitivamente, podemos interpretar formulas rotuladas como representando
compromissos proposicionais. Quer dizer: podemos entender V¢ como representando o fato de
que um agente cré que a ¢ é verdadeira ou, a0 menos, que ele se comporta inferencialmente em
certa situacdo como se acreditasse que € verdadeira; e igualmente para Fy e a falsidade da for-
mula.

Em jogos semanticos, essa interpretacdo das férmulas rotuladas que neles ocorrem como po-
sicdes adquire muito naturalmente um sentido pragmatico — fato, este, que exploraremos no pro-
ximo capitulo. Para nossos propdsitos presentes, no entanto, o que importa é que essa nog¢ao de
compromisso proposicional permite expressar o teorema de forma mais sucinta e intuitiva. Fazemo-
lo assim. Dizemos que o compromisso proposicional de um agente com a verdade de uma férmula
€ bem-sucedido sob uma valoragdo se a férmula é satisfeita por essa valoracdo, e igualmente para
o compromisso com a falsidade da férmula e ela ser contrafeita; e, por extensao, também dizemos
que € bem-sucedido sob uma interpretagdo se ela ¢ um modelo da férmula, no caso de seu compro-
misso ser com a verdade, ou se € um contramodelo, no caso de ser com a falsidade. Por fim, se uma
féormula € satisfazivel por uma interpretacdo, dizemos que o compromisso com sua verdade pode
ser bem-sucedido sob essa interpretacdo, e, se € contrafazivel, que o compromisso com a falsidade

pode ser bem-sucedido.
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Dessa feita, assim se expressa o mesmo teorema numa forma que me parece mais intuitiva:
que o Oponente tem uma estratégia vencedora no mbC-jogo semantico m%(:(Cgo, J) se e somente se
Cy ndo pode ser bem-sucedido sob J, e o Proponente se e somente se ele pode ser bem-sucedido.
A propdsito, por isso entendemos naturalmente esse compromisso proposicional como sendo do

Proponente, — uma vez que, nos termos dessa reformulacio do teorema, € ele quem teria o encargo

de defender o compromisso.

Demonstracdo. Por indu¢do na complexidade das férmulas. Por brevidade, omitiremos sempre
no argumento a meng¢do do seguinte fato: que, dada uma mbC-interpretacao, uma férmula nio
€ satisfazivel sob essa interpretacdo se e somente se ela € um contramodelo da férmula, e ndo é
contrafazivel se e somente se um modelo; e, porque existe pelo menos uma mbC-valoragio fundada
nessa interpretacdo qualquer que ela seja, ela ser um modelo implica a férmula ser satisfazivel sob

ela, e ser um contramodelo implica ser contrafazivel.

¢ = p uma féormula simples A estratégia vazia € a unica estratégia de ambos os jogadores em
m§C(Vp, J)eem m§C(Fp, J) e, pelas regras de vitdria e derrota, ela é vencedora para o Proponente
em m§C(Vp, J) se J é um modelo da férmula e para o Oponente se um contramodelo (sendo Vp
a unica posi¢do terminal desse jogo), e para o Proponente em m§C(Fp, J) (por ser Fp sua tnica
posi¢do terminal) se um contramodelo e para o Oponente se um modelo. De resto, note-se que por
defini¢do quaisquer mbC-valorag¢oes fundadas em J concordam com a interpretacdo nas formulas

simples.

@ =a— [ Suponha-se que é V o rétulo da férmula.

Suponha-se, primeiro, que o Oponente tem uma estratégia vencedora nesse jogo. Pelas regras,
na posicdo inicial o Proponente escolhe dentre {Fa} e {V3}; a partida prossegue necessariamente
para Fo, se a primeira, e para V3, se a segunda. Pela definicdo de subjogo gerado por um estagio,
essa estratégia do Oponente, restrita ao subjogo gerado pelo estdgio correspondente a Fo, é ven-
cedora nesse subjogo, € 0 mesmo para o correspondente a V3. Por hipdtese de indugdo, J é um
modelo de o e um contramodelo de (5. Pelas mbC-condi¢des de verdade, ela é um contramodelo
de o — (3.

Suponha-se, agora, que J é um contramodelo de o« - (3. Pelas mbC-condi¢des de verdade, ela
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¢ um modelo de o e um contramodelo de 3. Por hipétese de inducdo, o Oponente tem estratégias
vencedoras em m%c(Fa, J) eem m%(:(VB ,J). Mas porque, pelas regras, se o Proponente escolher
{Fa} na posicéo inicial de meC(Va — 3,7) a partida necessariamente prosseguiré para Fo, e para
Vg se {VB}, e porque, pela defini¢do de subjogo gerado por um um estégio, m§C(Fa, J) é justa-
mente o subjogo de m%C(V& — 3,7) gerado pelo estdgio correspondente a Fo e m%(Vﬁ ,J) o pelo
correspondente a V3, pelo teorema da extensibilidade a estratégia do Oponente que consiste em
seguir sua estratégia vencedora de m%(:(Fa, J) se o Proponente escolher {Fa} na posicao inicial e
ade m§C(V6, J) se {V3} é uma estratégia vencedora em m%C(Va - 3,7).

Suponha-se que F é o rétulo da férmula.

Suponha-se, primeiro, que o Oponente tem uma estratégia vencedora nesse jogo. Pelas regras,
da posicdo inicial a partida prossegue necessariamente para {Va, F/3}, e entdo o Oponente escolhe
dentre Va e F5. Suponha-se, primeiro, que sua estratégia vencedora instrui que escolha Va, que é,
portanto, uma posi¢cao vencedora para ele. Pela definicdo de subjogo gerado por um estdgio, essa
estratégia do Oponente, restrita ao subjogo gerado pelo estdgio correspondente a Vo, é vencedora
nesse subjogo. Por hipétese de inducdo, J € um contramodelo de «. Pelas mbC-condi¢des de
verdade, ela € um modelo de o — 3. Se se supde, agora, que sua estratégia vencedora instrui que
escolha F 3, por um raciocinio semelhante conclui-se igualmente que a interpretacao é um modelo
da férmula.

Suponha-se, agora, que J é um modelo da féormula. Pelas mbC-condi¢bes de verdade, ela ou
¢ um contramodelo de o ¢ um modelo de 5. Suponha-se, primeiro, que é um contramodelo de a.
Por hipétese de indugdo, o Oponente tem uma estratégia vencedora em mﬁc(Va, J). Mas porque,
pelas regras, da posicao inicial uma partida de m%(:(Fa — [(3,7) prossegue necessariamente para
{Va,Fp} e entdo o Oponente escolhe dentre Vo e F3, pela defini¢do de subjogo gerado por um
estagio m%C(Voz7 J) é justamente o subjogo de meC(Fa — [3,7) gerado pelo estdgio correspondente
a Va. Pelo teorema da extensibilidade, a estratégia do Oponente que consiste em escolher Vo
depois da escolha inicial do Proponente e entdo seguir sua estratégia vencedora de m%C(V@, J)é
uma estratégia vencedora em meC(Fa — [3,7). Se se supde que a interpretacdo é um modelo de 3,
por um raciocinio semelhante conclui-se que o Oponente tem uma estratégia vencedora nesse jogo.

Se se supde que o Proponente tem uma estratégia vencedora em m%C(V@ - [3,7), porque mbC-

jogos semanticos sdao determinados, entdo o Oponente ndo tem uma. Pela parte anterior da prova,
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J ndo é um contramodelo de o — 5. Portanto, existe pelo menos uma mbC-valoragdo fundada em
J que satisfaz a férmula.

Se se supde que existe uma mbC-valoracio v fundada em J tal que o — (3 € satisfeita por v,
entdo J ndo € um contramodelo da férmula. Pela parte anterior da prova, o Oponente nao tem uma
estratégia vencedora nesse jogo. Porque mbC-jogos semanticos sdo determinados, o Proponente
tem uma.

Se se supde que o Proponente tem uma estratégia vencedora m%c( Fa - ,7), porque mbC-
jogos semanticos sdo determinados, entdo o Oponente ndo tem uma. Pela parte anterior da prova,
J ndo é um modelo de o — 3. Portanto, existe pelo menos uma mbC-valoragiao fundada em J que
contrafaz a férmula.

Se se supde que existe uma mbC-valoragdo v fundada em J tal que o — 3 € contrafeita por
v, entdo J ndo € um modelo da férmula. Pela parte anterior da prova, o Oponente ndo tem uma
estratégia vencedora nesse jogo. Porque mbC-jogos seminticos sdo determinados, o Proponente

tem uma.

¢ =-a Suponha-se que V € o rétulo da férmula.

Suponha-se, primeiro, que o Oponente tem uma estratégia vencedora nesse jogo. Pelas regras,
na posicdo inicial o Proponente escolhe dentre {Va} e {Fa}, a partida prosseguindo necessaria-
mente para Vo, se a primeira, e para Fa, se a segunda. Assim sendo, tanto Vo quanto Fa s@o
posicdes vencedoras para o Oponente nesse jogo. Pela definicdo de subjogo gerado por um esta-
gio e por hipétese de indugdo, J € tanto um modelo quanto um contramodelo de a. Mas, porque
mbC-valoragdes sdo funcionais, e porque existe pelo menos uma valoragdo fundada em uma in-
terpretacio qualquer que seja ela, isso € absurdo. A suposicdo, enfim, € falsa, e a implicacdo é&,
portanto, vacuamente verdadeira.

Suponha-se, agora, que J € um contramodelo de ~«. Pelas mbC-condigdes de verdade, ela é um
modelo de «. Por hipétese de inducdo, o Oponente tem uma estratégia vencedora em m§C(Fa, J).
Mas porque, pelas regras, da posi¢do inicial uma partida de m§C(Vﬂa,3) prossegue necessaria-
mente para Fa e, pela defini¢cdo de subjogo gerado por um estigio, esse € justamente o subjogo
gerado pelo estdgio correspondente a Fa, pelo teorema da extensibilidade a estratégia do Oponente

que consiste em seguir sua estratégia vencedora de %C(Fa, J) em %C(Vﬁa, J) a partir dessa po-
m m
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sicdo € uma estratégia vencedora nesse jogo. (Note-se no entanto que essa suposicao também é
vazia, posto que, qualquer que seja o — e em particular o uma férmula simples —, porque o valor
de -« independe do valor de o quando « € verdadeira, nunca ocorre de uma mbC-interpretagio ser
um contramodelo de uma férmula negada.)

Suponha-se que F € o rétulo da férmula.

Suponha-se, primeiro, que o Oponente tem uma estratégia vencedora nesse jogo. Pelas regras,
da posi¢do inicial uma partida prossegue necessariamente para {Va} e entdo para Vo, que é, por-
tanto, uma posicdo vencedora para o Oponente. Pela defini¢do de subjogo gerado por um estigio,
essa estratégia sua, restrita ao subjogo gerado pelo estigio correspondente a essa posi¢do, € vence-
dora nesse subjogo. Por hipdtese de indugdo, J é um contramodelo de a. Pelas mbC-condig¢des de
verdade, ela € um modelo de —a.

Suponha-se, agora, que J é um modelo de —«. Assim sendo, pelas mbC-condi¢des de verdade
ela € um contramodelo de «. (Isto porque, se ela ndo fosse um contramodelo, o valor de verdade de
-« seria mais uma vez independente do valor de «; e, sendo independente, haveria alguma valora-
cdo fundada nessa interpretagdo que contrafaria -« — contradizendo a suposi¢do. Ademais, porque
existe pelo menos uma mbC-valoragao fundada nessa interpretacio, qualquer que seja ela, ela ndo é
vacuamente um modelo de —«.) Por hipétese de indugdo, o Oponente tem uma estratégia vencedora
em m§C(Va, J). Mas porque, pelas regras, da posi¢ao inicial uma partida de m%C(Fﬁa, J) prossegue
necessariamente para Vo e, pela definicao de subjogo gerado por um estdgio, esse € justamente o
subjogo gerado pelo estagio correspondente a Va, pelo teorema da extensibilidade a estratégia do
Oponente que consiste em seguir sua estratégia vencedora de m%C(Voz, J) em m%c(Fﬂoz, J) a partir
dessa posicdo é uma estratégia vencedora nesse jogo.

Decorre da parte anterior da prova e do fato de que mbC-jogos seménticos sdao determinados
que o Proponente tem uma estratégia vencedora em m§C(Vﬁoz, J); e, como ja se observou oportuna-
mente, nenhuma mbC-interpretacdo € um contramodelo de alguma férmula negada, e isto implica
que -« € satisfazivel sob J. Para as suposi¢des de que o Proponente tem uma estratégia vence-
dora em m§C(Fﬁa, J) e de que -« é contrafazivel sob J, a prova segue exatamente como para as

suposi¢cdes andlogas para o caso do condicional.
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¢ = oax Porque pelas regras para o operador de consisténcia hd mais casos a se considerar ao
tentar construir uma estratégia vencedora para o Oponente em m%(:(Voa, J)eem m§c(Foa, 7J), serei
mais breve, omitindo os passos dedutivos que o leitor certamente serd capaz de completar por si
mesmo seguindo os exemplos dos argumentos para os outros operadores.

Se se supde que o Oponente tem uma estratégia vencedora em m§C(Voa, J), entdao hd quatro
possibilidades (veja-se tabela abaixo): ou ela instrui que ele escolha F-« caso o Proponente escolha
{F-a,Va} na posicdo inicial e V-« caso {V-q, Fa}; ou instrui que escolha F-« no primeiro caso
e Fa no segundo; ou, entdo, instrui que escolha Va no primeiro caso e V-« no segundo; ou, por
fim, instrui que escolha Vo no primeiro caso e Fa no segundo. Se a primeira possibilidade, por
hipétese de indugdo J seria tanto um modelo quanto um contramodelo de —~a — absurdo; € o
mesmo vale para a quarta possibilidade em relagdo a ov. Se a terceira possibilidade, entdo seria um
contramodelo de —a e de & — o que é impossivel para mbC-valora¢des. Por fim, se a segunda
possibilidade, entdo a interpretacdo seria um modelo de —« e da «; mas, pelas mbC-condi¢des
de verdade, qualquer modelo dessas duas férmulas é também um contramodelo de oo, — 0 que

contradiz a suposi¢cdo. Absurdo. A suposicdo, enfim, € falsa, e a implicagdo é, portanto, vacuamente

verdadeira.
{F-a,Va} | {V-a,Fa}
F-a V-a
F-a Fa
Va V-a
Va Fa

A suposicao de que J é um contramodelo de o« € falsa, qualquer que seja ¢. Isto porque, pelas
mbC-condi¢des de verdade, se oa € falsa sob uma valoracido fundada nessa interpretagdo, entdo
a e -« ou sdo por ela valoradas classicamente (isto €, uma verdadeira e a outra falsa), ou ndo-
classicamente (ou seja: ambas verdadeiras). Se classicamente, pelas mbC-condigdes de verdade o
valor de o« € independente dos valores de suas subféormulas préprias, e em particular dos valores
de suas subformulas simples. Se ndo-classicamente, entdo o valor de -« € que € independente do

valor de suas subférmulas préprias, e, consequentemente, existe uma outra valoragdo em que -«
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¢ falsa — e, portanto, também nesse caso o valor de o« resulta independente dos valores de suas
subférmulas préprias. A implicagdo, portanto, € vacuamente verdadeira.
Se se supde que o Oponente tem uma estratégia vencedora em S (Foc,J), entdo hd oito pos-

mbC
sibilidades, resumidas na seguinte tabela.

{V-a,Va} | {F-a,Va} | {V-a,Fa}
V-a F-a V-a
V-a F-a Fa
V-a Va V-a
V-a Va Fa
Va F-a V-a
Va F-a Fa
Va Va V-a
Va Va Fa

Exatamente como para a suposicdo de que ele teria uma estratégia vencedora em m%C(Voa, J), pela
hipétese de indugdo a terceira e a sétima linhas implicam a existéncia de uma valoracao inadmissi-
vel; as demais linhas implicam que J € tanto um modelo quanto um contramodelo de ocr. Também
neste caso pois, a suposicdo € falsa e, portanto, a implicacdo vacuamente verdadeira.

Também a suposi¢ao de que J é um modelo de o« é falsa. Isto porque, pelas mbC-condigoes de
verdade, o« s6 € verdadeira quando o e —~« s@o valoradas classicamente, e, nesse caso, o valor de
o« € independente do valor de suas subférmulas préprias, suas subférmulas simples inclusas. Mais
uma vez, portanto, a implicac¢do € vacuamente verdadeira.

Pela determinagdo dos mbC-jogos semanticos, resulta imediatamente disso que o Proponente
tem uma estratégia vencedora em m%C(Coa, J) qualquer que seja a féormula, seu rétulo e a interpre-
tacdo; e, como se discutiu na parte anterior da prova, o« € tanto satisfazivel quanto contrafazivel

por qualquer mbC-interpretacéo.

Corolario 7.2.1. V-a, Vo« e Foa sdo posicoes vencedoras para o Proponente em quaisquer mbC-

Jjogos semanticos, qualquer que seja c.
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Demonstracdo. Resulta do teorema e da definicao de subjogo gerado por um estigio, aplicada aos

estagios correspondentes a essas posicdes em um jogo qualquer. [
O]

Definicdo 7.2. Um mbCciw-jogo semintico é como um mbC-jogo seméntico, exceto que a regra

para o operador de consisténcia em relagdo ao rétulo F € substituida por esta:
R Se Foa, entdo a partida prossegue para {V-a, Va}.

Tudo o mais permanece o mesmo: mbCciw-jogos semanticos também sdo de ganha-perde e
determinados, e o teorema da equivaléncia é andlogo. Em particular, V-a e Voa sdo igualmente
posi¢des vencedoras para o Proponente em quaisquer mbCciw-jogos seménticos, qualquer que seja
a. Com efeito, na prova do teorema da equivaléncia, muda somente que ela € em verdade mais
breve, por ndo haver a possibilidade de o« ser falsa sob uma valoragdo cldssica de o € —av. Os

pormenores ficam para o leitor interessado.

7.2 Jogos semanticos para mbC e mbCciw com instancia¢oes

As semanticas que introduzidas na secéo anterior para mbC e mbCciw sdo em muitos sentidos insa-
tisfatdrias. A existéncia de uma estratégia vencedora para o Proponente corresponde a possibilidade
de a férmula ser satisfeita, ou contrafeita (a depender de qual seja seu compromisso proposicional),
e a existéncia de uma para o Oponente corresponde a impossibilidade de a férmula ser satisfeita,
ou contrafeita (também a depender do compromisso proposicional do Proponente). Ora, uma das
virtudes das semanticas de jogos para LC e LP é que elas podem ser usadas diretamente como subs-
titutas para valoragdes. Mais precisamente, dada uma LC-interpretagdo, podemos construir a partir
dela uma valoragdo estudando para quais férmulas ¢ o Proponente tem estratégias vencedoras em
m%c(w, J), e para quais o Oponente é quem as tem; e 0 mesmo vale para LP-jogos seménticos.

Tal virtude, claro, deve-se ao fato de que, nessas légicas, a cada interpretagdo corresponde
uma e tnica valoracdo. O que se mostrou até aqui € que nada semelhante pode ser o caso para
mbC e mbCciw, ao menos em relagdo a jogos semanticos estruturados em termos de simples in-
terpretacdes. Contudo, que se possam substituir valoracdes por estratégias vencedoras parece ser

uma condi¢do necessdria para que algo mereca ser chamado uma semdntica de jogos. Por certo
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os jogos antes introduzidos para as LIFs sdo semdnticos em certo sentido, porque carregam infor-
macao semantica, a respeito da existéncia ou inexisténcia de certas valoracdes fundadas em uma
interpretagdo dada; mas isso € tudo.

Lembremos, entretanto, que em relacdo a interpretacdes instanciadas nos temos uma nogao de
unicidade de valoragdes andloga as de LC e LP. O que mostrarei nesta secio € que adaptar os jogos
semanticos da se¢do anterior para comportar interpretacdes instanciadas € suficiente para superar

essas limitagdes e obter semantica de jogos plenas para mbC e mbCciw.

Definicdo 7.3. Um mbC-jogo semdntico %C(Ccp, (J,8)) para a férmula rotulada Cip sob a in-
terpretagio mbC-instanciada (J, &) consiste dos mesmos elementos que um mbC-jogo semantico

usual, com as seguintes modificagdes nas regras relativas a negacdo e a consisténcia:
RY Se a posigéo atual é V-q, entdo:

* se a instancia¢io da negagdo em relacdo a v é -, entdo a partida prossegue para {Fa};

* se é 1, entdo o Proponente escolhe dentre {Va} e {Fa}.

RF Se a posi¢do atual é F-a, entdo:
* se a instancia¢@o da negagdo em relagdo a o é —, entdo a partida prossegue para {Va};
* se é -1, entdo o Proponente perde e o Oponente ganha a partida.

RY Se a posi¢do atual é V o o, entdo:

* se a instanciacdo da consisténcia em relagdo a « € oy, entdo o Proponente escolhe dentre

{F-a,Va} e {V-a,Fa};
* se é o1, entdo o Proponente perde e o Oponente ganha a partida.

RF Se a posigdo atual é F o «, entdo:

* se a instanciacdo da consisténcia em relacdo a « € oy, entdo a partida prossegue para

{V—\Oé,VOé};

* se é oy, entdo o Proponente escolhe dentre {V-«, Va}, {F-a,Va} e {V-a,Fa}.
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Observacdo 7.3.1. A fim de distingui-los, nés nos referiremos ao formalismo introduzido
na se¢do anterior por mbC-jogos seménticos com operagdes ndo-instanciadas, € a estes por

mbC-jogos seminticos com operagdes instanciadas.
Todas as demais regras permanecem as mesmas.
Teorema 7.3. mbC-jogos semdnticos com instanciagdes sdo de ganha-perde e determinados.

Teorema 7.4. O Proponente (Oponente) tem uma estratégia vencedora no mbC-jogo semdntico
com operagoes instanciadas m§C(Ccp, (3, 6)) se e somente o compromisso proposicional Cp é bem-
sucedido (mal-sucedido) sob qualquer valoracdo fundada em J compativel com G.

Em outros termos: o Proponente (Oponente) tem uma estratégia vencedora em m%C(Vgp, (7,6))
se e somente se J é um S-modelo (G-contramodelo) de ¢, e em m%c(Rp, (J3,8)) se e somente se a

interpretagdo é um S-contramodelo (G-modelo) da formula.

Demonstracdo. Omitiremos os casos das formulas simples e dos operadores bindrios, que sdo idén-
ticos aos da demonstragdo do teorema da equivaléncia para mbC-jogos semanticos com operagdes

nao-instanciadas. Como de hébito, a demonstragdo € por indugdo.

¢ =-a Suponha-se que V € o rétulo da férmula.

Suponha-se, primeiro, que o Proponente tem uma estratégia vencedora nesse jogo.

Se a instanciacdo da negacdo € —, entdo, pelas regras, a partida prossegue necessariamente para
{Fa}, e entédo para Fa. Esta, portanto, é uma posi¢do vencedora para o Proponente. Pela defini¢do
de subjogo gerado por um estdgio, o Proponente tem uma estratégia vencedora no subjogo gerado
pelo estdgio correspondente a essa posi¢do, ou seja, em m§c(Fa, (J,6)). Por hipétese de indugo,
J é um G-contramodelo de «. Pela tabela de verdade de -y, J € um G-modelo de a.

Se a instanciagdo da negacdo é -1, entdo pela sua tabela de verdade J necessariamente ¢ um
G-modelo de «, e portanto a implicacdo é verdadeira ele tenha ou ndo uma estratégia vencedora.
(Note-se no entanto que, pelas regras, ele fem uma: a estratégia vazia.)

Suponha-se, agora, que J € um G-modelo de —a.

Se a instanciag¢do da negacado € -, entdo, pela sua tabela de verdade, J € um G-contramodelo
de a. Por hipétese de inducdo, o Proponente tem uma estratégia vencedora em m%C(Foz, (7,6)).

Mas, pela definicdo de subjogo gerado por um estagio, esse € precisamente o subjogo gerado pelo
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estdgio correspondente a posicdo Fa em m§C(Vﬂa, (J,8)), para a qual, pelas regras, esse jogo
prossegue necessariamente da sua posi¢ao inicial. Pelo teorema da extensibilidade, a estratégia do
Proponente que consiste em seguir sua estratégia vencedora de m§c(F&’ (J,6)) é uma estratégia
vencedora sua em m§C(Vﬁa, (7,6)).

Se a instanciag¢do da negacdo € -1, entdo, pela sua tabela de verdade e pelo lema da unicidade
para mbC sob interpretacdes instanciadas, J € ou um S-modelo de o ou um &-contramodelo.
Suponha-se, sem perda de generalidade, que o primeiro € o caso. Assim sendo, por hipdtese de
inducdo o Proponente tem uma estratégia vencedora em m§C(Va, (J,8)). Mas, pela defini¢do de
subjogo gerado por um estagio, esse é precisamente o subjogo gerado pelo estdgio correspondente
a posi¢do Va em meC(V—‘oz, (3,8)). Pelas regras, o Proponente escolhe dentre {Va} e Fa na
posicdo inicial, e, se escolher {V«}, a partida prossegue necessariamente para Va. Pelo teorema
da extensibilidade, a estratégia do Proponente que consiste em seguir sua estratégia vencedora de
mﬁc(Va, (3,6)) depois de escolher {Va} na posicdo inicial é uma estratégia vencedora sua em
mﬁc(vﬂa, (3,6)).

Suponha-se que F € o rétulo da férmula.

Suponha-se, primeiro, que o Proponente tem uma estratégia vencedora nesse jogo.

Se a instanciacdo da negacdo é —, entdo o argumento € simétrico ao para a suposi¢cdo de que o
rétulo é V para a mesma instanciacdo da negacgao.

Se a instanciacdo da negagdo é -1, entdo pelas regras o Proponente necessariamente ndo tem
uma estratégia vencedora nesse jogo, € portanto a implica¢do é vacuamente verdadeira.

Suponha-se, agora, que J é um G-contramodelo de -a.

Se a instanciac¢do da negacgado € -, entdo novamente o argumento € simétrico ao para a suposi¢ao
de que o rétulo € V para a mesma instanciagao da negacao.

Se a instanciacdo da negacdo € -1, entdo pela sua tabela de verdade a suposi¢do novamente é

falsa, e portanto a implicacdo é vacuamente verdadeira.

@ =oa Suponha-se que V € o rétulo da férmula.
Suponha-se, primeiro, que o Proponente tem uma estratégia vencedora nesse jogo.
Se a instanciagéo da consisténcia é og, entdo, pelas regras, o Proponente escolhe dentre {F-«, Va}

e {V-a, Fa} na posi¢do inicial. Suponha-se, primeiro, que sua estratégia vencedora instrui que es-
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colha {F-a, Va}. Assim sendo, porque, pelas regras, o Oponente entéo escolhe dentre F-« e Va,
ambas s@o posi¢des vencedoras para o Proponente. Mas, pela defini¢ao de subjogo gerado por um
estagio, m%C(F—-a, (3,8)) € justamente o subjogo de m§C(Voa, (3,6)) gerado pelo estagio cor-
respondente a F-a, e m%C(Va, (J,6)) o pelo correspondente a V. Por hipétese de indugdo, J é
um G-contramodelo de -« € um modelo de «. Pela tabela de verdade de oy, J € um G&-modelo
de ocv. Se sua estratégia vencedora instrui que escolha {V-a, Fa}, por um argumento semelhante
conclui-se que a interpretacdo € um S-modelo da férmula.

Se a instancia¢@o da consisténcia € o, entdo pela sua tabela de verdade J necessariamente € um
&-contramodelo de o — e, portanto, porque mbC-valoragdes sdo funcionais, ndao é um modelo.
Mas, pelas regras, o Oponente tem uma estratégia vencedora nesse jogo (a estratégia vazia), e,
porque mbC-jogos semanticos com operagdes instanciadas sdo determinados, o Proponente niao
tem uma. A implicagdo, portanto, € verdadeira.

Suponha-se, agora, que J ¢ um G-modelo de oa.

Se a instanciacdo da consisténcia € oy, entdo, pela sua tabela de verdade, J ou é um G-
contramodelo de -« e um G-modelo de «, ou é um G-modelo de -« € um S-contramodelo de
a. Suponha-se que o primeiro é o caso. Assim sendo, por hipétese de indugcao o Proponente tem
uma estratégia vencedora em m%(:(F—'a, (J,8)) e uma em m%C(Va, (3,6)). Mas porque, pelas re-
gras, na posicéo inicial ele escolhe dentre dentre {F-«,Va} e {V-a,Fa}, e porque, se escolher
{F-a,Va}, entdo o Oponente escolherd dentre F-a e Vo, pelo teorema da extensibilidade a es-
tratégia do Proponente que consiste em escolher {F-a, Va} na posigéo inicial e entdo seguir sua
estratégia vencedora de m§c(Fﬂa, (J,6)) se o Oponente escolher F-a e a de {V-«,Fa} se Va
¢ uma estratégia vencedora do Proponente em m§C(Foa, (J,8)). Se J for um S-modelo de -« e
um G-contramodelo de «, por um argumento semelhante conclui-se que o Proponente tem uma
estratégia vencedora nesse jogo.

Para o a instancia¢do da consisténcia, a implicacao € mais uma vez trivial.

Para a suposicdo de que o rétulo da férmula € F os argumentos sdo semelhantes aos anteriores

de forma 6bvia, e por isso serdao deixados a cargo do leitor. [

Corolario 7.4.1. Seja C um rétulo qualquer dentre \ e F, e denotemos por C o outro rétulo. Assim

sendo, em mbC-jogos semdnticos com instanciacdes sdo equivalentes estes dois fatos:
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* 0 Proponente ter uma estratégia vencedora em %C(Cgo, (7,6));
m

* 0 Oponente ter uma em %C(Egp, (3,6)),
m
mas nao estes dois:

* 0 Proponente ter uma estratégia vencedora em %C(Cﬁa, (3,6)),
m

* 0 Proponente ter uma em %C(Eoz, (3,6)).

Demonstracdo. A primeira parte segue-se do teorema e do fato de que mbC-jogos semanticos
com instancia¢des sdo determinados. Quanto a segunda parte, é facil notar que, se a instanciacao
da negacdo em relacdo a o é -, entdo o Proponente necessariamente ndo tem uma estratégia

vencedora em %C(F—-a, (J,6)), mas pode ainda assim ter uma em SbC(VOz7 (7,6)). O

Comentdrio 7.4.1. Em esséncia, o que corolario significa é que por meios das interpretacdes ins-
tanciadas recuperamos em mbC-jogos semanticos a coincidéncia da dualidade dos papéis dos jo-

gadores com a dualidade de suas identidades.

Corolario 7.4.2. O Proponente tem uma estratégia vencedora no mbC-jogo semadntico com ope-
ra¢oes ndo-instanciadas m§c(Cg0, J) se e somente se para alguma mbC-instanciacdo S ele tem
uma no mbC-jogo semdntico com operagoes instanciadas m%C(Cgo, (J,6)); e 0 Oponente tem uma
estratégia vencedora no mbC-jogo semdntico com operacdes ndo-instanciadas mﬁc(Cgo,’J) se e
somente se para toda mbC-instanciacdo & ele tem uma no mbC-jogo semdntico com operagcoes

instanciadas %C(Cgo, (3,6)).

Demonstracdo. Decorre imediatamente dos respectivos teoremas de equivaléncia para esses jogos
¢ das defini¢des de valoracdo fundada em uma interpretacdo e de interpretacio mbC-instanciada.

]

E bastante 6bvio que mbCciw-jogos seménticos com instanciagdes podem ser obtidos de mbC-
jogos semanticos com instanciagdes simplesmente restringindo-se as instanciagdes admissiveis
aquelas em que a instanciagdo da consisténcia € o para todas as féormulas. A propdsito, ao se
restringirem as interpretagdes aquelas em que ademais a instancia¢io da negagdo € -y obtemos um
semantica de jogos para LCC (a logica cldssica com operador de consisténcia). Ha um sentido, por-

tanto, em que mbC-jogos seminticos com instanciagdes sao jogos semanticos universais, a0 menos
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para esse universo restrito que nos interessa e que compreende LC, mbC e mbCciw. Ademais,
ja observamos no capitulo anterior que os jogos semanticos para LP, restritos as interpretacdes
admissiveis as funcionais, reduzem-se aos jogos semanticos para LC.

Estamos enfim em condi¢des de discutir comparativamente as pragmaéticas dessas quatro 16gi-

cas.
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Capitulo 8
Pragmatica

Neste capitulo, exemplifico como os jogos semanticos apresentados nos capitulos anteriores podem
ser usados como modelos da pragmdtica da racionalidade argumentativa de suas respectivas logicas,
e discuto brevemente as méritos epistemoldgicos dessa tratamento em comparacdo com outras

formas de modelagem de argumentacoes.

8.1 Argumentacao e jogos

Imagine-se a seguinte discussao, absolutamente banal em si mesma, que pode passar-se entre duas
pessoas — os mesmos Ptolomeu e Origenes digamos — por alguma razao interessadas na situagao

econOmica de seu pais:

Ptolomeu: “Com juros tdo altos, ndo hd quem se arrisque a empreender, € assim o
desemprego nao diminui.”

Origenes: “Mas voce nado cré que os juros estdo num bom patamar?”

Ptolomeu: “Nao, de modo algum!”

Origenes: “Estd certo, estd certo. Mas, veja, deu hoje no jornal que aumentaram os
postos de trabalhos preenchidos em comparagdo com o trimestre passado... Entdo, o

que me diz disso?”
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Apesar de banal, hd muito de interessante a ser observado nesse breve discussdo, em termos da
l16gica nela envolvida. A linguagem em que se desenrola a conversa é patentemente proposicional.
Nela s6 ocorrem, de operadores l6gicos, a negacao, a conjunc¢do e o condicional (subentendido na
primeira fala de Ptolomeu), e pois, em principio ao menos, ela poderia ser formalizada em uma
linguagem como a das logicas de que tratamos nesta dissertagcdo. A questdo é: como modelar
formalmente a discussdo como um todo?; quer dizer: o que exatamente estamos observando, em
termos 16gicos, ao assistir a uma discussd@o como essa?

Uma possibilidade, talvez a mais ébvia, seria tentar abstrair argumentos dessa discussdo. Isso,
julgo, se faria mais ou menos assim.

Sejam p = "Os juros estdo altos.’, ¢ = 'Ndo hd quem se arrisque a empreender.’, » = 'O
desemprego diminui.' e s = "Os postos de trabalho preenchidos aumentaram em comparagéo com
o trimestre passado.'. Isso posto, € mais ou menos evidente que a primeira fala de Ptolomeu seria
a asser¢do da sentenga p — (¢ A —r); e podemos tomar, conjuntamente, a primeira fala de Origenes
e a segunda de Ptolomeu como a anuéncia de Ptolomeu a -—p. Ja a segunda fala de Origenes é
inegavelmente a assercdo de s; contudo, dos significados de r e s e da implicadura conversacional,
depreende-se que nessa fala estaria também subentendido que s — r. Naturalmente, é de se supor
que Origenes intencione sua ultima fala como uma refutagdo do argumento de Ptolomeu, — do
argumento que ele parece entender ser o de Ptolomeu. Mais uma vez, precisamos nos socorrer
da implicadura conversacional, que nos sugere entdo que seus argumentos seriam os mais 6bvios
possiveis — o que, no caso, implica: tomar as sentencgas asseridas ou anuidas por cada um como
as premissas de seus respectivos argumentos, € o que decorre delas por modus ponens como suas
respectivas conclusdes (ja assumindo, por simplicidade, a equivaléncia cldssica de ——p e p). A
bem dizer, no caso do argumento de Origenes s teria que ser uma conclusdo ainda parcial: pois a
conclusdo que ele deveria obter, se pretende refutar o argumento de Ptolomeu como parece querer,
seria mais propriamente —(q A —r) (que, de qualquer modo, também se infere validamente de suas
premissas).

Dessa feita, seria enfim mais ou menos razoavel conceber essa conversa como um par de ar-

gumentos, o argumento de Ptolomeu sendo ({p — (¢ A =r),--p},q A =r), e o de Origenes sendo

<{S =T 5}7 _‘(q N _‘71)>'
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H4 méritos inegdveis nesse tratamento, que recorre ao que seria o aparato formal de uma logica
da argumentacdo [7], — o mais 6bvio deles, o fato de que assim se poderiam estudar diretamente
em um sistema dedutivo as relagdes entre as crencgas (ou a0 menos entre 0s COMpromissos propo-
sicionais explicitos) desses agentes. No entanto, enquanto interpretacdo e representacdo formal
dessa conversa, tal tratamento por certo deixa muito a desejar.

Uma de suas limitagdes mais patentes e sérias (séria a0 menos para 0 que importa a nossos
propositos) € que € virtualmente impossivel interpretar uma discussdo, mesmo uma simples como
essa, sem preencher as lacunas dos argumentos supostamente intencionados pelos agentes, — sem
completar, como fizemos, o que de fato foi dito, com as sentencas que deveriam ter sido ditas a
fim de se expressarem argumentos com ao menos legitima pretensdo de validade. Em uma palavra
(uma cunhada por Aristételes), € tratar discussdes em linguagem natural supondo que sdo, em geral,
trocas de entimemas.

Digo que essa limitacdo € séria porque ela obriga (consequéncia do principio de caridade) a
assumir de antemdo qual seria a l6gica nos termos da qual os agentes estariam conduzindo sua
interlocug@o, sem o que ndo ha como abstrair proposi¢des dos atos proposicionais (as assercoes
e anuéncias tacitas) desses agentes. Dada, porém, a possibilidade do pluralismo logico [6] — a
possibilidade de que nem todos os processos inferenciais sejam regidos por uma Unica € mesma
l6gica —, assumir de antemao qual seria a l6gica subjacente a uma discussdo seria bastante desa-
conselhdvel. Ora, € certo que essa € uma possibilidade que ndo podemos ignorar no contexto do
debate sobre a paraconsisténcia.

Além dessa, o que chamo de andlise entimemadtica parece-me padecer da seguinte limitacao,
igualmente séria. Essa andlise visa, como se disse, a abstrair do discurso algo que seja manejavel
pelo aparato de um sistema 16gico. Mesmo quando complementado pelo aparato de uma légica
da argumentacdo, esse tratamento ainda resulta num modelo que permite sobretudo o estudo de
relacdes entre proposi¢des, ou entdo entre argumentos enquanto certas estruturas compostas por
proposi¢des. No mais, porém, ele é essencialmente cega a inferagdo entre os interlocutores, to-
mada em si mesma. Pelo contrario, e como se pode facilmente notar na andlise que fizemos dessa
discussdo, seriam antes as relagdes ldgicas entre as alegacdes dos agentes o que, nesse modelo,

permitiria depreender algo a respeito de sua interacdo argumentativa.
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Julgo ser suficientemente claro que essas duas limita¢des estdo intimamente relacionadas. Isto
porque, como as semanticas de jogos revelam, ha um sentido preciso em que padrdes da interagao
entre agentes capazes no minimo de se comunicar em linguagens proposicionais carregam informa-
cdo arespeito da légica que regeria essa sua interacdo; e, porque carregam tal informagao (segundo
o modelo das semanticas de jogos), a0 menos em principio parece que deveria ser possivel depre-
ender a l6gica subjacente aos processos inferenciais desses agentes sem procurar desde o inicio por
eventuais argumentos que eles estariam produzindo numa légica pressuposta’.

Ademais, € inerente ao pluralismo l6gico o problema epistemoldgico, a meu ver ainda nao sufi-
cientemente tematizado na literatura®, de como distinguir quando um agente estd apenas cometendo
erros inferenciais e quando ele estd de fato raciocinando nos termos de uma légica diferente, —
sobretudo quando a amostra de suas inferéncias disponivel ndo € grande o suficiente para extrapolar
dela um fecho dedutivo (isto €, conjunto de todas as proposicdes que sd@o consequéncia logica das
premissas aceitas por ele). Esta dificuldade é especialmente pungente, claro, quando contradicdes
ndo sdo todas explosivas. Entendidas como pragmaticas formais de suas respectivas ldgicas, as
semanticas de jogos auxiliariam de imediato a superar precisamente essa dificuldade.

Retornemos pois ao exemplo, a fim de entender como ele poderia ser interpretado nos termos
de uma semantica de jogos.

A discussdo inicia-se com a asser¢do por Ptolomeu da férmula p - (¢ A —=r). Supondo-se
Ptolomeu um interlocutor sincero, ao asserir a formula Ptolomeu compromete-se com sua verdade.
Esse ato estaria, portanto, iniciando o que parece ser um jogo semantico para 0 COMPromisso

proposicional Vp — (g A =r), com Ptolomeu como proponente e Origenes como oponente.

!Convém observar que ndo estamos, com isso, ignorando o fato de que agentes linguisticos podem ser também
capazes de enunciar argumentos de modo explicito, sinalizando que o fazem usando deliberadamente de marcadores
de premissas, de suposi¢des, de conclusdes e de suas relagdes lgicas (aqueles mesmos que sdo recorrentes em textos

LEINT3 LLINT3 LEINT3

de l6gica matemadtica como este: “Dado que”, “suponha-se que”, “portanto”, “segue-se que”, efc.). Nesses casos,
é patente que a reconstrucio racional dos argumentos subentendidos em entimemas € o tratamento mais apropriado
do discurso. De modo nenhum pretendo, portanto, contrapor absolutamente 16gica da argumentagdo e semanticas de
jogos. Meu ponto € apenas que, como veremos, a producdo deliberada de argumentos explicitos nao sé nem sempre é

0 caso em intera¢des argumentativas, mas ha inclusive razdes para crer que ela nem sempre pode ser o caso. Eis por

que a andlise em termos de jogos sugere-se como alternativa.
2Esse problema €, no entanto, interessantemente discutido em [9]
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O que se esperaria entdo de Ptolomeu seria uma escolha entre 0s compromissos proposicionais
Fp e Vg A —r. Pode-se entdo interpretar a pergunta que Origenes lhe faz em seguida como sendo
um teste de se Ptolomeu escolheria Fp, e a resposta de Ptolomeu como a recusa dessa alternativa
— e consequente escolha de Vg A —r.

Sendo agora sua a escolha — escolha entre Vq e V-r —, Origenes ao que parece procede a V-,
e imediatamente (como num LC-jogo semantico) deste compromisso proposicional a Fr. Podemos
enfim tomar a remissdo aos dados veiculados pela midia jornalistica como fazendo as vezes da
valoracdo, — a fonte epistémica decisiva do valor de verdade das proposicdes simples.

Assim sendo, na auséncia de evidéncia em contrério, € razodvel admitir que a légica subja-
cente a essa discussdo € a cléssica. (Estou assumindo como principio — um que me parece muito
plausivel quando se trata de agentes humanos — que a presuncao deve ser de que a légica de suas
inferéncias € a cldssica até prova em contrario.)

Nao h4 davida de que essa interpretagdo da mesma discussao resulta num modelo muitissimo
mais intuitivo e natural da interacdo entre os agentes nela envolvidos. Claro, estamos lidando
com um exemplo deliberadamente concebido para ser passivel de facil andlise. Exemplos reais
sdo notavelmente mais dificeis de tratar, por razdes Obvias: limitagdes de conhecimento, tempo,
atencao e tantos outros recursos materiais e cognitivos, que de resto notoriamente variam de pessoa
para pessoa [25], impedem muitas vezes que agentes reais sejam constantes em sua observancia
a légica. Reconstruir racionalmente o que dizem ao interpreta-los €, por isso, ndo raro inevitavel.
Esta, contudo, ¢ uma dificuldade universal, que afetard qualquer modelo formal da argumentagdo
em linguagem natural. A vantagem obtida com o modelo de jogos, em comparacdo com o que
chamei de modelo entimemaético, porém, € a dréstica reducao das suposi¢cdes que € preciso fazer a
respeito das intengdes argumentativas desses agentes. Esta vantagem nao € pequena, pois € um fato
que onisciéncia dedutiva é uma suposi¢do absolutamente implausivel (ou seja: nunca € razodvel
assumir que um agente estd comprometido com tudo que estd no fecho dedutivo do que cré ou
alega).

Essas virtudes do modelo de jogos das interacdes argumentativas sdao interessantes € impor-
tantes, mas ndo nos deteremos mais nelas. Nosso objetivo, bem entendido, € entender como as
semanticas de jogos poderiam cumprir uma fun¢do no debate sobre o pluralismo 16gico. A per-

gunta que se poe, pois, € esta: como a semantica de jogos poderia nos ajudar a reconhecer quando
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a logica subjacente a uma interagdo argumentativa ndo € a classica?
Ao menos no caso de LP, isso me parece mais ou menos simples. Retornemos a exemplos, e
suponhamos que a discussdao ndo se encerrou com a segunda fala de Origenes, mas que Ptolomeu

replicou com o seguinte:

Ptolomeu: “Sim, meu caro. Mas, se voc€ ler com cuidado a reportagem, verd que o au-
mento observado pelo instituto de pesquisa € pequeno, e verd também que se menciona
que um outro instituto, trabalhando com outra metodologia e levando em conta outros

fatores, ndo observou aumento.”

A sermos consistentes em modelar o jornal como a fonte epistémica que fundamenta a valora-
cdo das féormulas, devemos concluir que a 16gica dessa interagdo nao € mais a cldssica, dado que
se admite agora que r seria verdadeira e falsa’. Convém notar que verdade e falsidade sdo aqui
tomadas como nog¢des contextuais, € ndo em sentido absoluto. Nada no exemplo nos compromete
com o dialeteismo de Priest em sua versdo forte, ontolégica. Ele reforca, contudo, a posi¢ao de
Priest segundo a qual, ao menos em certos contextos de argumentacdo, nada ha de absurdo em
se comprometer com a verdade de uma sentenga e concomitantemente conceder que ela é falsa®.
Naturalmente, em termos de verdade e falsidade em sentido absoluto, a constatacdo de que a fonte
epistémica autoriza raciocinios paradoxais seria evidéncia mais que suficiente de que ndo é total a
evidéncia por ela disponibilizada (embora Priest insistiria que hd casos em que mesmo a evidéncia
total continuaria a autorizar raciocinios paradoxais [35]). O que nos importa aqui, entretanto, € que
a oposicdo de Origenes ao compromisso proposicional de Ptolomeu, nesse contexto de argumenta-
cdo, resulta insuficiente para o proposito de mostrar que Ptolomeu nao teria direito a ele. Mais que
1850, essa interacao revela que Ptolomeu definitivamente tem direito a0 compromisso proposicional,
pois tem uma estratégia vencedora nesse jogo semantico, — uma que ele ndo tinha no exemplo ori-
ginal. O fato de seu direito a compromisso ser talvez precdrio em sentido absoluto, ontolégico —

isto é: enquanto crenga — nao o derroga em relacao a discussdo presente, nas condi¢des presentes.

3Convém notar que assumimos implicitamente que nossos personagens sdo, em certo sentido, crédulos. Poder-se-
ia argumentar que, ante as informacdes divergentes oferecidas pela fonte epistémica, mais razodvel seria assumir uma

atitude cética, suspendendo-se o juizo.
*Com efeito, Priest ndo ignora a possibilidade de uma interpretacio epistémica do dialeteismo: veja-se, nesse

sentido, o exemplo do termdémetro em [34, pp. 68-69]
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Poderiamos modificar mais uma vez nosso exemplo a fim de fazé-lo ser regido por mbC ou, ao
menos, a fim fazé-lo tal que mbC seja um modelo plausivel da racionalidade argumentativa desses
agentes? — Creio que sim, da seguinte forma.

Suponha-se que depois da dltima fala de Origenes em nosso exemplo original, Ptolomeu repli-

casse isto:

Ptolomeu: “Ora, ndo digo que esses dados sejam incorretos, mas, meu amigo, vocé
bem sabe que o viés desse jornal € a favor do governo e de suas politicas econdOmicas,

e que por isso ele costuma ser seletivo com a informagdo que veicula.”

Julgo que essa nova versdao do exemplo pode ser muito satisfatoriamente interpretada assim.
Como no exemplo original, porque ao se comprometer com Vg A —r Ptolomeu necessariamente se
compromete com V-r, Origenes procede imediatamente a Fr, pressupondo, como é razodvel, que
a discussdo prosseguiria classicamente. Ptolomeu, no entanto, objeta, primeiro concedendo que
r (isto é: comprometendo-se com Vr), porém em seguida arrogando-se o direito de permanecer
comprometido com V-7, em funcdo de a fonte epist€mica que fundamenta a valoragao de r ser
tendenciosa — e, portanto, ndo-confidvel — a respeito de r em particular. Assim sendo, mais
uma vez a oposicdo de Origenes falha em derrogar o direito de Ptolomeu ao compromisso com
V(p = q A =r); mas falha, note-se, sem implicar (como faz no caso de LP) que um compromisso
com a falsidade da proposi¢do seria igualmente razodvel nesse mesmo contexto: pois, a despeito de
ser tendenciosa a respeito de r, nada impede que, afinal, seja correta a informacao disponibilizada
pela fonte.

O estatuto da fonte epistémica nesse exemplo estd intimamente relacionado a no¢ao de con-
sisténcia. Se a fonte ser tendenciosa a respeito de 7 autoriza a manuten¢do do compromisso pro-
posicional com a verdade de —r apesar de as evidéncias disponiveis serem em favor de 7, e ndo
contra, entdo a contradicdo ndo pode se comportar de modo cléssico. Isso, por sua vez, implica que
a consisténcia de r ndo pode ser verdadeira.

A prop6sito da consisténcia, note-se como seriam, nesse contexto, muito diferentes as interpre-
tacoes dessa operacdo em mbC e mbCciw. Em mbC, a falsidade da consisténcia em alguns casos (a
saber, quando a instanciac@o da consisténcia em relacao a proposi¢ao € o) autoriza, como se disse,

o compromisso com a verdade de ~« ainda quando se concede que «; em outros casos (quando a
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instanciacdo € o), ela ndo apenas autoriza mas também obriga. Em mbCciw, portanto, ela sempre
obriga. Em termos epistémicos, isso corresponderia a diferenca entre uma fonte de informacao
ser tendenciosa, e por isso ndo-confidvel, e ser confiavelmente errénea — no sentido de que ela
oferecer evidéncias que sustentariam « seria por si s6 evidéncia suficiente de que -« € o caso.
Dessa feita, fica evidente que a nog¢ao de inconsisténcia codificada por mbC é em certo sentido
mais rica que a codificada por mbCciw. Talvez nao fosse impossivel perceber isso, bem como tantas
outras coisas, estudando diretamente as axiomatizagdes dessas duas légicas, ou suas semanticas de
valores de verdade; e, a bem dizer, ndo faltam precedentes dessa leitura epistémica da operacdo de
consisténcia nessas e em outras LIFs (¢f. [12]). Apesar disso, penso que as semanticas de jogos,
por serem — como 0s exemplos evidenciam — mais ficeis de aplicar na modelagem de padrdes
de racionalidade argumentativa, também mais naturalmente se prestam a explicitar interpretacdes

possiveis dessas (e de outras) logicas.

8.2 A pragmatica da inconsisténcia

Haveria aqui, pois, uma heuristica geral para se interpretarem pragmaticamente sistemas logicos
quaisquer por meio de jogos semanticos?

Embora isso por certo seja desejavel, essa € uma questdo que devemos deixar em aberto. Para
nossos propositos filoséficos, o que importa é que as semanticas de jogos parecem prestar-se a
explicitar, dentre outras coisas, as diferencas de estilos de paraconsisténcia de LP e das LIFs ao
nivel da racionalidade argumentativa, — dos padrdes de interacdo discursiva e inferencial entre
agentes racionais e inteligentes. Isto € desejavel e mesmo necessario por duas razdes.

A primeira é que paraconsisténcia € uma nocdo que abrange l6gicas distintas demais (cf. [36]).
Sem nos alongarmos desnecessariamente nos detalhes deste exemplo, considere-se a paraconsis-
téncia de 16gicas proposicionais relevantes. Uma condicao em geral entendida como necesséria de
relevancia inferencial € que ¢ ndo seja uma consequéncia de I' a menos que ¢ compartilhe pelo
menos uma varidvel proposicional com alguma férmula em I' [15], [30]. Intuitivamente, essa res-
tricdo expressaria uma no¢do minima de que ' e ¢ “falam do mesmo assunto”. Pois bem. Decorre
dessa condi¢do que o principio de explosao falha em toda 16gica relevante: afinal, para quaisquer

varidveis proposicionais p, ¢, inferir ¢ de {p, —-p} viola esse principio. No entanto, nada no conceito
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de relevancia assim expresso sugere que seria racional admitir contradi¢des. A paraconsisténcia
das légicas relevantes resulta como coroldrio de um argumento mais amplo contra inferéncias trivi-
ais (ou, mais precisamente, contra a no¢ao “irrelevante” de consequéncia dedutiva). Apesar disso,
a relacdo cléssica entre contradigdo e trivialidade pode bem nio ser (e por certo nao €) a tinica boa
razdo para evitarem-se contradi¢des.

Muito diferentes sdo os casos de LP e das LIFs estudadas nesta dissertagdo. Cada qual a seu
modo, essas sdo logicas desenhadas para acomodar contradicdes, e disso € que resulta sua para-
consisténcia. Elas sdo, digamos, l6gicas favordveis a inconsisténcia, € ndo apenas paraconsistentes.
Mas, assim sendo, levar essas ldgicas a sério obriga a assumir o 6nus de produzir exemplos plausi-
veis de casos em que seria racional aceitar contradi¢des’, e exemplos condizentes com os diferentes
tratamentos que elas dao a negacao.

O que as semanticas de jogos parecem nos propiciar nesse sentido €, no minimo, uma heu-
ristica para a construg¢do desses exemplos, — uma que, unida a nocdo de que interpretacdes das
varidveis proposicionais da linguagem poderiam ser tomadas como fontes de informa¢do com cer-
tas propriedades (em oposi¢do a tomd-las como modelos da realidade ela mesma, cf. [12], [13]),
tem a vantagem de ser deflaciondria®. Tal heuristica, penso, é de todo necessdria, a0 menos no que
concerne a filosofia das 16gicas paraconsistentes estudadas nesta dissertacao.

As mais resilientes objecdes ao dialeteismo de Priest, cuja 16gica subjacente € LP, tem sido no
sentido de que € dificil conceber como se conduziriam discussdes racionais quando interlocutores
poderiam, em principio ao menos, aceitar simultaneamente uma proposicao e sua negacao [37],
[35]. Como revela o exemplo, o entendimento de LP a partir da sua semantica de jogos tem o
mérito de separar com precisdo essa questdo estritamente pragmadtica da questao ontologica de se
uma proposi¢ao pode ser concomitantemente verdadeira e falsa.

No que concerne a mbC e mbCciw, e a tantas outras LIFs, como se disse no inicio desta disser-
tacdo, elas foram introduzidas por razdes estritamente tedricas, como parte de um programa amplo
de estudo da nocdo de consisténcia. Dessa perspectiva abstrata, a motivacao para a introdu¢ao da-

quelas duas l6gicas em particular sdao bem evidentes e naturais, uma vez que suas semanticas de

>Com efeito, esse é um dos critérios propostos pelo introdutor das l6gicas paraconsistentes, Stanislaw Jaskowski,

para que uma légica que admite contradi¢des seja razoavel [12]
®Em particular, contornando portanto o dialetefsmo forte de Priest.
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fato expressam duas possiveis concepcoes bastante intuitivas de consisténcia. De uma perspectiva
concreta, no entanto, faltava-lhes ainda uma justificagdo de mesma qualidade. Se meu argumento
foi bem-sucedido, teremos por meio das seméntica de jogos coberto enfim essa distancia que havia

dos conceitos ao exemplo.
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Capitulo 9

Conclusao

Nesta dissertacdo apresentei semanticas de jogos adequadas para mbC e mbCciw, e discuti como
essas semanticas permitem a constru¢do rigorosa de exemplos que ilustram a pragmatica dessas
l6gicas. Para se obterem essas semanticas de jogos foi necessario introduzir o artificio das instanci-
acoes, a fim de forcar uma forma de composicionalidade as operagdes 16gicas ndo-deterministicas
de mbC e mbCciw. Esses resultados permitiram a comparagdo concreta das motivagdes e con-
sequéncias da paraconsisténcia dessas duas LIFs com as de LP.

Historicamente, contudo, o foco da tradi¢do das semanticas de jogos tem sido o estudo da quan-
tificacdo, tanto em linguagem natural como em sistemas l16gicos formais. mbC tem, na literatura,
uma versao quantificada, a légica conhecida como QmbC [12]. Uma questdo que muito natural-
mente se poe, pois, é se a semantica de jogos aqui obtida para mbC poderia ser adaptada para
QmbC. Esse nao seria de modo algum um feito trivial, pois é sabido que o ndo-determinismo das
operagdes 16gicas de mbC interage de forma complexa com os quantificadores. Se, todavia, esse
resultado puder ser obtido, creio que se abriria entdo toda uma ampla via de interacdes entre es-
tudos de paraconsisténcia e de semanticas de jogos. Esta dissertacdo € apenas um primeiro passo

nessa via.
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