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Resumo

Neste trabalho investigamos com um enfoque abstrato um processo de combinagdes de l6gicas
conhecido como Fibrilagdo de ldgicas. Em particular estudamos a transferéncia, mediante fi-
brilagdo, de certas propriedades intrinsecas s légicas proposicionais. As nocdes mencionadas
séo as de profoalgebrizabilidade, equivalencialidade e algebrizabilidade.

Ditas nogoes fazem parte da “Hierarquia de Leibniz”, conceito fundamental da chamada
Légica Algébrica Abstrata. Tal hierarquia classifica as diferentes légicas segundo o seu grau
de algebrizabilidade. Assim, nesta tese estudaremos se, quando duas légicas possuem alguma
dessas propriedades, & fibrilacio delas possui também tal caracteristica.

Com o objetivo de diferengar os diferentes modos de fibrilacdo existentes na literatura,
analisamos duas maneiras de fibrilar légicas: Fibrilagho categorial {ou C-fibrilagio) e Fi-
brilagdo no sentido de ). Gabbay (G-fibrilagio). Também estudamos uma variante da G-
fibrilagao de légicas conhecida como Fusde de [dgicas.

Assim, damos diferentes condigdes que devem valer para que a C-fibrilagio de uma légica
protoalgébrica seja também protoalgébrica, e procedemos de forma similar com as outras
propriedades que constituem a Hierarquia de Leibniz. No caso da G-fibrilacio e da fusfo de
I6gicas chegamos a diversos resultados andlogos aos anteriores, os quais permitem ter uma
visdo geral da relacio entre Légica Algébrica Abstrata e as Combinagdes de légicas.

Abstract

In this thesis we investigate. with an abstract approach, a process of combinations of logics
known as fibring of logics. In particular we study the transference by fibring of certain
properties, intrinsic to propositional logies: protoalgebricity, equivalenciality and algebroiza-
bility.

The notions above belong to the “Leibniz Hierarchy”, a fundamental concept of the
so-called Abstract Algebroic Logic. Such hierarchy classifies the logics according to its alge-
braizability degree. So, in this thesis we will study whether, given two logics having some of
these properties, the fibring of them still has that property.

With the aim of distinguishing the different techniques of fibring existing in the literature,
we analyze two methods of fibring logics: Categorial Fibring {or C-fibring) and Fibring in D.
Gabbay’s sense (G-fibring). We also study a variant of G-fibring known as fusion of logics.

So, we give different conditions that must hold in order to obtain a protoalgebraic logic
by means of C-fibring of protoalgebric logics. We proceed in a similar way with the other
properties that constitutes the Leibniz Hierarchy. With respect to G-fibring and fusion, we
arrive to similar results which allow us te get an overview of the relation between Abstract
Algebraic Logic and the subject of combinations of logics.
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Introducao

O texto que aqui apresentamos tem como finalidade dar um tratamento formal, resultados
originais e diversas discussées referidas a uma drea relativamente nova dentro da Légica. Tal
drea estuda diferentes formas de combinar logicas proposicionais para a obtencio de I6gicas
novas. Neste trabalho em particular, a abordagem que serd estudada aquj intenta relacionar
uma {écnica especial de combinagao, conhecida como fibrilaciio de légicas.

Porém, nesta tese tentaremos nac somente estudar a fibrilagio de légicas em forma geral,
mas relaciond-la com outra drea fundamental da Légica: a Légica Algébrica.

De forma sintética, o nosso projeto estuda fibrilagiio de légicas que possuem algum tipo
de propriedade algébrica e tents responder 3 seguinte pergunta: se duas Idgicas tém certa
propriedade {em relagdo ao seu cardter algébrico), a combinacio de tais légicas ters também
essa propriedade? Esta classe de abordagem ¢ conhecida como 2 anslise de transferéncia de
propriedades de duas légicas 3 combinacio entre elas.

Para poder obter certo sucesso neste projeto, aprofundames nosso estudo tanto nas Com-
binagoes entre Légicas quanto na Légica Algébrica. Posteriormente tentamos fornecer um
marco geral que permitisse tratar com as duas dreas em conjunto. Esta introducio indicars
de forma breve os principais avangos que temos logrado em nossa tentativa: no inicio de
nossa pesquisa surgiram dois questoes fundamensais:

a) O que entendemos por uma légica proposicional? E, além disso: que significa que uma
ldgica admita seméntica algébrica?

b} O que entendemos por Fibrilacdo de légicas?

Somente uma vez esclarecidos os pontos anteriores foi possivel comegar a trabalhar ten-
tando resolver alguns problemas particulares. A seguir indicaremos de que forma foram
estudados, neste texto, os itens acima mencionados: o primeiro ponto deve historicamente
sua abordagem, por duas razdes, acs trabalhos de A. Tarski. Por um lade, ele utilizou pela
primeira vez uma abordagem abstrata de légica, na qual considerava is diferentes légicas
“operadores de conseqiiéncia”. Em segunda instancia, foi ele junto com A. Lindenbaum




quem deu a idéia da algebrizagao da Légica Cléssica {cuja seméntica algébrica € a classe das
algebras de Boole).

No percurso do século XX estas duas idéias foram estudadas cada vez com maior de-
talhe, sobretudo (mas ndo exclusivamente) pelos logicos da Polénia. Assim, no caso dos
operadores de conseqiiencia, chegamos 3 defini¢do de Légica Abstrata que utilizamos aqui,
a qual ¢ estudada com detalhe na obra de R. Wéjcicki {[Wéjcicki, 1988]}. Por outro lado, a
necessidade de entender de forma profunda o processo de algebrizacio em forma geral levou
a muitos pesquisadores {H. Rasiowa, J. Czelakowski, W. Blok, D. Pigozzi, J. M. Font, entre
outros) a tentar dar uma definigio abstrata do processo de algebrizacao.

Neste sentido, um dos trabalhos fundamentais é a monografia [Blek - Pigozzi, 1989),
livro fundamental da chamada “Légica Algébrica Abstrata”. Porém, dentro desta linha
ficou estabelecido que existiam muitos “graus” de algebrizabilidade. Isto levou 3 definicéo
de uma Hierarquia de Algebrizabilidade, a qual foi denominada pelos diferentes pesquisadores
no tema de “Hierarquia de Leibniz”. Tal nome foi dado em alusdo & definigio do filésofo e
matematico aleméio sobre a igualdade, a qual péde ser transferida de certa forma ao campo da
algebra. Assim, na nossa pesquisa devimos trabalhar com diferentes caracteristicas algebricas
que possuern as idgicas. Cada uma destas caracteristicas corresponde a uma classe especial
da Hierarquia de Leibniz. As classes de légicas que estudaremos agqui 880 trés: as ldgicas
protoalgébricas, as equivalenciais e as algebrizdveis. Podemos resumir as caracteristicas
dessas classes da seguinte forma:

As légicas protoalgébricas validam certa propriedade relativa a substituicao por férmulas
equivalentes. Mais precisamente, se duas férmulas so equivalentes sob certo eritério {que
sera chamado “critério de indiscernibilidade”™ ), entdo podem ser deriviveis uma da outra.
Tal propriedade, essencialmente abstrata, é equivalente a uma propriedade mais usual: as
légicas protoalgébricas podemn expressar (em forma abstrata) a lei de Modus Ponens ¢ a de
Reflexividade.

Em relacdo s lgicas equivalenciais, o cardter algébrico é mais notério: uma logica &
equivalencial se existe um conjunto especial de férmulas que pode induzir uma relacio de
equivaléncia entre todas as férmulas de tal Iégica. Mais ainda, tal relacio de equivalencia
¢ uma congruéncia. Assim, as linguagens das légicas {que desde o inicio sdo entendidas
como dlgebras) podem agora ser “comprimidas” mediante a congruencia existente nas légicas
equivalenciais. Este processo tem sua forma paradigmética na construcdo das dlgebras de
Lindenbaum, amplamente conhecidas no contexto da Légica Algébrica.

Mas a classe fundamental da Hierarquia de Leibniz é a classe das légicas algebrizdveis:
nelas, o processo de aigebrizacio acaba na definicio de uma classe de slgebras que é uma
semantica das ldgicas em questdo. E, adicionalmente, muitas das propriedades destas classes
de dlgebras tém sua expressdo fraduzide dentro das légicas proposicionais estudadas.

Com respeito a Fibrilagdo de légicas, a sua propriedade principal é que tal proces-




so combina as linguagens das ldgicas originais, e somente depois define uma relacio de
conseqiiéncia na nova linguagem. Difere assim a fibrilacdo de cutros métodes de com-
binacdes que sdo realizados sempre em ldgicas com a mesma linguagem. Exemplos des-
tes casos sdo a Semantica de Sociedades, estudada em [Carnielli - Lima - Marques, 1999],
[Ferndndez, 2001}, [Ferndndez ~ Coniglio, 2003a] ou também a Semantica de Traducdes Possi-
veis {estudada em [Carnielli, 2000}, [Marcos, 1999], [Bueno, 2004), entre outros). Por outro
lado, além da mistura de linguagens, a fibrilacido pode se caracterizar por ser uma extensao
das légicas originais.

Neste ponto, surge uma problemética muito comiim dentro do estudo das Combinacdes
entre Légicas: existe uma definicio formal, estrita, do conceito de Fibrilagio? Em nossa
pesquisa vimos que a resposta é negativa. As diferentes abordagens, embora com a mesma
motivagdo, dao definicbes muito diversas de tal processo. Logo, nesta pesquisa devemos
escolher entre os diferentes enfoques existentes na literatura para a nocao de fibrilagio.

A nossa primeira aproximacio ac tema estd baseada nos artigos do Grupo de Légica
do IST de Lisboa (ver [Sernadas et al., 1999] e [Caleiro, 2000] por exemplo). Em tal apro-
ximagao, o enfoque dado & Fibrilagio de Légicas é fundamentalmente expresso mediante
Teoria de Categorias.

Por outro lado, quando comecamos a estudar os artigos originais de Fibrilacio, devidos
a D. Gabbay, observamos que a motivagdo fundamental nio era a idéia categorial de co-
produto, sendo a de estabelecer fungdes entre conjuntos de mundos possiveis no contexto
das logicas modais. Assim, temos optado por definir dois tipos de fibrilagio diferentes: a
C-fibrilagdo (fibrilagdo categorial) e a G-fibrilagdo (fibrilagdo no sentido de Gabbay). Mais
ainda, dentro do marco das Combinagdes de Légicas de forma geral, nenhuma das técnicas de
fibrilacdo indicadas expressava facilmente a idéia de “composicio” de fragmentos. Isto é, um
tipo de combinacio que fizesse possivel que os fragmentos de uma légica dada £, a0 serem
combinados, acabassem determinando £. Fol preciso assim estudar tal tipo de combinacio,
que denominamos neste texto de “fuséo”, que na verdade é uma modificacio do conceito de
-fibrilagao.

Até aqui temos indicado as duas idéias originais bésicas com as quais precisamos trabal-
har. A tarefa de expressar tais idéias formalmente e relacions-las pode ser melhor explicada
fazendo um resumo de todos os capitulos que serio apresentados daqui a pouco:

No primeiro capitulo se darao os principais conceitos com os quais trabalharemos: na
primeira secio definiremos a nogao de ldgica, entendida como uma assinatura junto com
uma relagdo de conseqiiéncia, além de algumas das propriedades a serem utilizadas nesta
abordagem abstrata. Nas seguintes segdes definimos os principais tépicos referidos 4 Légica
Algébrica Abstrata: eles sao a definicio de seméntica matricial (alids, também devida a A.
Tarski, junte com J. Lukasiewicz, no artigo [Luzasiewicz — Tarski, 1930]); a idéia bésica da




Hierarquia e o Operador de Leibniz e, finalmente, as defini¢Bes das classes de 16gicas a serem
estudadas aqui.

No segundo capitulo comegamos com a apresentagao do mecanismo categorial de fibri-
lagao. ou seja, C-fibrilagao. Na primeira secio explicamos a nogao imtuitiva de fibrilacdo, e
na seguinte apresentamos uma das primeiras abordagems categoriais no tema: fibrilagao ca-
tegorial sintédtica. Isto é, fibrilacio das axiomaticas {de tipo Hilbert) das légicas envolvidas.
Na terceira secdo mostramos como a fibrila¢io categorial pode também ser realizada num
sentido semantico.

Baseados nas duas secdes anteriores tentamos, na Gltima secéo deste capitulo, generalizar
a C-fibrilagéo para categorias abstratas de légicas, de tal forma que possamos adapiar nossa
abstragio a propriedades {apresentacdes) algébricas. Demonstramos que, na categoria mais
abstrata de légicas estudada aqui, a fibrilacio de légicas sempre pode ser realizada, dando
como resultado uma légica nova.

Ja no Capitulo 3 aplicamos as defini¢des desenvolvidas no capitulo anterior & Hierarquia
de Leibniz. Provamos que:

o A C-fibrilagéo de ldgicas protoalgébricas sempre d4 como resultado uma légica proto-
algébrica.

¢ Dentro da categoria de égicas equivalenciais pode-se construir uma sub-categoria (cha-
mada EQUIV*) tal que é fechada por C-fibrilacso.

¢ Analogamente, dentro da categoria de légicas algebrizdveis podemos construir uma
sub-categoria também fechada por C-fibrilacao.

No quarto capitulo tentamos adaptar a idéia de C-fibrilagao de légicas & combinacio
das estruturas que fornecem seminticas para tais légicas. Neste sentido. estudamos dois
aspectos: no caso mais geral das lgicas abstratas (que sempre possuem semantica matricial)
estudamos de que forma a C-fibrilagdo induz uma combinacéo de classes de matrizes. J4 no
caso particular das légicas algebrizdveis, as quais tém classes de algebras como seméanticas
adequadas, fazemos o mesmo trabalho. Isto &, tentamos entender de que forma podemos
obter semanticas algébricas novas a partir de duas seméanticas algébricas quaisquer,

anto nos casos da combinacio de semanticas matriciais quanto da combinacio de
semanticas algébricas, elas podem ser definidas a partir da prova de que as categorias das
semanticas respectivas sio isomorfas &s categorias de légicas correspendentes. Utilizamos
tais isomorfimos para caracterizar, j4 na dltima se¢ao, os morfismos da categoria de 1dgicas
algebrizaveis. De fato, tal caracterizagio é expressa mediante o Operador de Leibniz 0,
definido no primeiro capitulo.




Comegamos no quinto capftulo nosso estudo da G-fibrilacio, da seguinte forma: apre-
sentamos & maneira em que a fibrilagio foi definida inicialmente para o estudo de légicas
modais. Posteriormente adaptamos tais resultados ao caso de légicas com semantica matri-
cial. Chamamos a tal adaptagdo de G-fibrilagio. Neste ponto, analisamos o problema da
G-fibrilagdo como extensio das idgicas originalmente envolvidas.

Para poder trabalhar com a Hierarquia de Leibniz, na segunda secio deste capitulo
modificamos & nogdo de G-fibrilagdo para definir um processo combinatério mais simples,
ao qual chamamos de fuso. Assim, podemos relacionar tal processo com a Hierarquia de
Leibniz provando que 2 fusio de ldgicas protoalgébricas sempre é uma légica protoalgébrica.
E que a mesma coisa acontece com as légicas equivalenciais e as algebrizdveis. Finalizamos
este capftulo com um pequeno exemplo da forma em que é possivel fusionar duas légicas
induzidas por t-normas {as quais sio demonstradas ser sempre algebrizdveis) numa nova
lgica, a qual é algebrizdvel também. Finalmente, no dltimo capftulo fazemos uma breve
discussdo de diferentes linhas de pesquisa a serem analisadas a partir dos resultados até aqui
fornecidos.

Antes de iniclar a nossa exposicio, gostariamos de observar o seguinte: o trabalho de
pesquisa que realizamos até a redagdo deste texto revelou-nos duas linhas de pesquisa apai-
xonantes. K, fundamentalmente, com muitas facetas a serem analisadas com detalhe. Com
maior razao. a combinacao de tais linhas parece sugerir uma grande quantidade de proble-
mas, dissussdes e aplicagbes no futuro. Assim, este texto somente dd conta dos primeiros
passos no estudo de tais tépices. E nossa intengdo avancar cada vez mais em nossas pesqui-
sas, j& no marco deste projeto o depois dele, de tal forma que muito do que sera apresentado
a seguir seja grandemente aprimorado.




Capitulo 1

A Hierarquia de algebrizabilidade de
Leibniz

1.1 Ldgicas entendidas como relagoes de consegqiiéncia

E bem conhecido que a idéia de entender as relacdes de consegiiéncia como o conceito
fundamental que caracteriza as légicas {diferentemente do conceito mais frace de caracte-
rizagao mediante férmulas vilidas) é devida a A. Tarski. A motivacio bésica subjacente é
considerar uma légica como um par £ = {Cg. ;) onde C; define uma linguagem proposi-
cional L{C¢), e bz Cp(L{Cr)) x L{C,) com certas caracteristicas (que serao indicadas em
breve}. No caso em que (I, &) € . (ou, como é usualmente denotado, T -, o}, entendemos
que o € conseqiiéncia do conjunto [' de “premissas”. O conjunto de férmulas vélidas na
légica fica assim entendido como o conjunto de conseqiiéncias do vazio. Desta forma, pode-
mos saber ndo somente quais expressoes sio vilidas numa légica dada, mas também saber
quando certas expressoes sdao vélidas a partir da validade de certas premissas nessa légica.

Por outro lado, num aspecto mais “técnico”, além de estender a nocéo de légica podemos
diferenciar mecanismos de raciocinio ou demonstragéo que néo diferem no seu conjunto de
férmulas vélidas, mas podem ser diferenciados com respeito & sua relacio de conseqiiéncia.
Assim por exemplo, existem diferentes versdes da légica modal S5 de Lewis, sendo as mais co-
nhecidas, as versdes 53¢, S50, Shw (versdes de Gédel, Carnap e Wasjberg respectivamente).
Todas estas versdes coincidem nos seus teoremas, mas nio coincidem em forma geral na sua
relagéo de conseqiiéncia, como foi provado em [Porte, 1983]. E assim que, seguindo esta li-
nha de pensamento, neste texto entenderemos uma ldgica como uma relagio de conseqiiéncia
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definida sobre uma linguagem formal.

Uma outra justificativa para nossa escolha torna-se necessiria aqui: a classificagio de
légicas segundo a Hierarquia de Leibniz depende naturalmente da idéia de que uma légica
¢ uma relacdo de conseqiiéncia, e nido um mero conjunte de férmulas validas. Por exem-
plo, no caso dos sistemas S5y, S50 e Sy mencionados, foi demonstrade que a primei-
ra admite semantica algébrica, enquanto as restantes nio sio algebrizdvels (com a mesma
nocéo de algebrizabilidade, devida a W. Blok e D. Pigozzi, que utilizaremos neste texto).
Mais ainda, a prova deste fato estd assentada na nogao de relacdo de conseqiiéncia (ver
{Blok — Pigozzi, 1989]). Pelo acima exposto, comegaremos nosso trabalho fornecendo os
conceitos e resultados bésicos concernentes a linguagens proposicionais e relacdes de con-
seqliéncia sobre tais linguagens. A nossa exposicio ests principalmente baseada no livro
[Wéjcicki, 1988], o qual é um estudo detalhado e sistematico dos principais resultados obti-
dos pela comunidade l6gica nesses tépicos. Comecgaremos com as definicdes bdsicas:

Definicdo 1.1.1

(a) O conjunto de varidveis proposicionais V ¢ vm conjunto (fito no percurso deste
texto) enumerdvel. Os seus elementos serdo denotados usualmente DOT P, P1, - €
também ds vezes, por q,q,,q5,---. Uma assinatura € uma femilia C = {C*} o, sen-
do cada C* um conjunto, que serd denominado conjunto de conectivos de aridade
k. O dominio da assinatura C ¢ o conjunto Uren CF. Usualmente denotamos ao
dominio da assinatura C por {C|. Dada uma assinatura, 0s seus conjunios de conec-
twos devemn werificar (para todo k,7 € N) que C* N CT = § ¢ também C* AV — B.
Ladas duas assinaturas Cy e Cy, dizemos que C; est4 incluida em Cy {e denotamos
tal fato por C;CCy) se, para todo k € IN, CF,CC*,.

(b) Uma linguagem proposicional com assinatura ¢ (denotada por L(C)) € a dlgebra
de palavras livremente gerada pelo conjunio C sobre V, ao considerar cada conjunto C*
como o confunto de operacées k-drias de dita dlgebra. Isto €, L{CY pode ser entendida
como a dlgebra definida por:

— Sep €V, entdo p € L{C).
- SeweCf efog,. ... ap}CL(C) entéo wla, ..., o4} € L{C) fem particular, se

w € C¥ entdo w € LIC)),

— L{C)} ndo contém outros elementos além dos acima mencionados. m;

Notemos que L(C) poderia ser expresse de muitas formas. mas pelo fato de ser uma
algebra absolutamente livre depende exclusivamente da cardinalidade do conjurto Ve da
assinatura. Portanto, julgamos que a nossa escolha na notagio ndo apresentard problemas
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no percurso deste trabalho. Por outro lado, segundo a nossa definigdo, o conjunto C° é
disjunto a V. Assim, as férmulas O-drias podem ser diferenciadas em férmulas distinguidas
{como por exemplo as férmulas T e L da Idgica intuicionista) e em varidveis proposicionais.
Nossa opgao de nao considerar a ¥ como subeonjunto de C° obedece as definicdes algébricas
que estudam problemas de homomorfismos *.

No estudo de certas propriedades das légicas tais como estruturalidade (a ser definida
daqui a pouco) ¢ precisa a nogao de substituigio. Formalmente, tal conceito pode ser SXPresso
assim:

Definicao 1.1.2 Dade wma assinatura C, uma substituicio na assinatura C ¢ wmna
fungio o« V—L{C). Como L(C) € uma digebra livremente gerade, o pode ser esten-
dida a wm endomorfismo G : L(C)-—L{C) [também denominado de substituicio em C)
univecarnente, do sequinte forma:

e Sep &V entdo 0(p) = o(p).
e SepeCY entdo T(p) = .
o Seyp =wla,...,ap) ew e CF | entio (¢) = w(F(ay),..., () (aquik = 0). O

Notacdo 1.1.3 Dada uma linguagem L(C), e ¢ € L{C), notaremos por epi. - pi)

quando o conjunto das varidveis proposicionais presentes em y seja incluido ? em {pi,.- - .o b
Por outro lado, denotaremos por ¢{ay, - -+ , a,) a férmula &(¢) (com ¢ = wlpy, - P, ), em
que o(p;,) = o, e k=1.--- n). o

Proposicao 1.1.4 Fara qualquer assinatura C e para todo par de substituigées o e ¢ em
C vale:

(6o og =a ¢F.

(b) Seolp) = o; fcomi=1,....k p; €V) eplay,....a;) € L(C), entdo

Felar,- .. on)) = w(os).. ..o ax)).

1De fate, os homomorfismos se estudam em algebras com o mesmo tipo de similaridade; Iogo, se YCO!
deveriamos considerar como &lgebra similar a toda que tenga um conjunto como minimo enumerdvel de
operagoes O-drias. Para trabalhar com dita condicio o formalismo preciso seria bem mais complicado.

INotemos que o conjunte de varidveis em o naoc precisa ser eratomente {mi .-~ ,p.}, mas sim um
subconjunte dele.
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Demonstracao: E usual na literatura (ver, por exemplo, [Bueno et al., 2004]. | |

Agora definiremos o outro conceito que constitui uma logica: o de relacio de con-
seqiiéncia.

Defini¢ao 1.1.5 Firada uma assinature C. uma relagio de conseqgiiéncia sobre a lin-
guagem L{C) {ou em L{C)) € uma relagdo - Co{L{C)} x L{C) verificando 3

o Sey el entioT + ¢ (Extensividade).

e Sel'F o eCY entdo X ¢ (Monotonicidade ).

e Sel'tw eX o, para todo €T, entio L. & (Transitividade). O
Observacao 1.1.6

Toda relagao F determina uma fungio Cn.. : p{L(C))—p{L{C)) denominada operador
de conseqiiéncia, da seguinte forma: @ € Cn-(I') se ¢ somente se I' - a. As propriedades
mencionadas na definicdo anterior se correspondem com as seguintes propriedades de Cn,..

e I'CCn.(T).
o I'CY implica Cn (T)CCR-(T).

Estas propriedades fazem com que Cni. seja, sob o ponto de vista da Teoria de Conjuntos,
um operador de fecho. Além disso, todo operador de conseqiiéncia Cn.. determina da forma
obvia uma relagio de conseqgiiencia.

De qualquer forma, em geral nesta tese {a excecio do Capftulo 4) utilizaremos sobretudo
o conceito de relag¢do de conseqiiéneia. i

Definicdo 1.1.7 Uma légica proposicional € um par L={Ce.Fz), sendo Cr uma assi-
natura € ¢ uma relagdo de consegiéncia sobre [ou em) L{C,). Consideremos agora as
seguintes propriedades adicionais que pode ter p:

® Fara toda susbstituicdo & em L(Cy):
Se 'tz ¢ entdo 81} k- &(y) (Estruturalidade ).

o SeThrpentiol by
(para alqum I'CT finito). (Finitariedade ).

3No caso em que {I', @) € - o denotaremos como I'F a.
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Em base as propriedades mencionadas, diremos que £ € uma légica estrutural se satisfaz
estruturalidade: L serd dita uma légica finitdria se satisfar finitariedade e finalmente L
serd considerada uma légica padrio se € estrutural e finitdria. O

Observacao 1.1.8

E também comun na literatura considerar Iégicas “estratificadas™ *, constando de duas re-
lagbes de comseqiléncia: ou seja, 18gicas £ = (Cp. b, F2). Cada wma destas relacdes tenta
discriminar as conseqiiéncias em globais e locais. Esta distincao ¢ muito 1itil sobretudo nas
i6gicas modais, por causa da regra da necessitagio. Os textos em que temos nos baseado
para estudar a fibrilagdo fazem uso desta distingdo. Porém, para focalizar o nosse estudo
na problematica da algebrizabilidade, temos optado por estudar as légicas com uma finica
relagdo de conseqiiéncia, como em geral é feito na literatura. o

Um conceito muito usual em égica e que serd utilizado aqui sio os conceitos de fregmento
e extensdo. Definimo-os aqui suscintamente;

Definicho 1.1.9 Seja £ = {(Cr, bz} uma Igica. E seja CCCr. O C-fragmento de £ ¢
a logica L{C): = (C,F gy}, onde (para todo T'U {@}CL(C)), T Frey o se e somente se
I" ¢ a. Por outro lodo, dadas duas ldgicas £ e L7, dizemnos que £’ & extensio de L se
CeCCyp €. para todo T'U {a}CL{(Cy) wale: Tk, o implica U b . Por outro lado, £ é
extensdo fraca de £ se CCCp ¢+, o implica -p o (obviamente, toda extensio Jorte €
também uma exiensao fraca). Dizemos também gque £ é extensdo conservativa de £ s€,
além de ser extensdo, temos que (para todo T U {a}CL{C) ) T ke a implica T b a. Isto
€. que L ndo acrescenta conseqiéncias novas em relagdo a formulas de L(Cr). A definicio
de extensao conservativa fraca ¢ adepiada da eztensio fracs trivialmente. o

Em relacao a definicio anterior temos os seguintes resultados triviais:

Proposigao 1.1.10 Valem os segquintes faios:

(a} O C-fragmento de toda ldgica (estrutural, finitdria, padrdo € também uma [8gica (esiru-
tural, finitdria, padréo).

(b) Toda l6gica L € extensdo conservative de qualquer C-fragmento L£(C) dela.

Demonstracao: Trivial. B

Indicamos aqui alguns abuses notacionais usuais neste texto:

*Traduzimos agui & palavra “layered logic” pela expresio “Idgica estratificada”™.
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Notagao 1.1.11

(@) Seja £ = {Cr,t,). e sejam 'y e I'y conjuntos de L{Cz). Por I'y b Tz queremos indicar
Iy k¢ 7, para toda férmula v € Ty, E por I'; =F; I, indicamos I'y Feleelo b2 Iy
simultaneamente. Estes abusos notacionais serfio utilizados em muitas ocasides.

(b} Dada uma légica £ = {Cp 2}, o operador de conseqiiéncia Cn., associado & relacio
k¢, serd denotado simplesmente por Cng.

(¢} Dado que trabalharemos com légicas estruturais. para nossos fins significa a mesma coisa
expressar ¢{pi,,--- ,ps,) {ver Notagio 1.1.3) que w(p. - . Pn). Isto é, sempre podemos
considerar ao conjunto de varidveis que aparecem numa certa férmula i como pertencente
a0 conjunto das n primeiras varidveis de V. Portanto, utilizaremos esta ltima notagio. U

Observacae 1.1.12

Dada uma légica £, esta pode ser caracterizada tanto por . quanto por Cny {0 operador
de conseqiiéncia associado). Também pode ser caracterizada pelo seu conjunto de feorias,
as quals serao definidas na continunagio. |

Definigao 1.1.13 Dada uma Iégica £, wma teoria em L € um conjunto 1T'CL{CY tal que,
se Tty entdo g €T, Ou seja, T = Cne(T). Denotamos o conjunto de todas as teorias
de L por Th,. "

Um resultado concernente a teorias, particularmente importante para a Hierarquia de
Leibniz a ser estudada no préximo capitulo, é o seguinte:

Proposicao 1.1.14 Seja uma ldgica L = (Cp,Fr). Logo temos que o par Thy = (F'h,y, C)
€ um reticulado completo, e portanto com primeiro e dltimo elemento. Estes 8do, respecti-
vamente, Cng(0) ¢ L(C). O infimo de duas teorias ¢ simplesmente a tniersecdo de teorias,
€ o sey supremo € a consegliéncio da unido das teorias.

Até aqui demos diversas possiveis caracterizacdes que pode ter uma légica. Continua-
remos nossa exposi¢do com um resultado muito interessante (e que sers utilizado aqul em
muitas ocasides). Tal resultade estabelece que, fixada uma linguagem, é possivel “ordenar”
todas as suas relacbes de conseqiiénecia. Mais precisamente:

Proposicao 1.1.15 Fizade uma assinatura C, consideremos a sequinte relagdo de ordem
esiabelecida no conjunio Consc de todas as relagdes de conseguéncia em L{C): b <y se
e somente se, para toda T' U {p} CL{C) temos que, se T' -y ¢ entdo I by . Entdo < €
wma relagdo de ordem. Mais ainda, o par Conse = (Consc, <) € wm reticulado completo,
e assim com primeiro e iltimo elemenio. Neste caso, o primeiro elemento € o relagdo g,
definida por: se T by « entdo o € I [de todo conjunto T somenie pode inferir-se uma
formula de T'); o «iltimo elemento, -y ¢ a ldgica trivial: I' vy o para qualquer ¢ € L{C).
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A idéia de obter reticulados de logicas pode ser aplicada também a légicas estruturais,
finitarias e padroes. Porém, nem todos estes reticulados sio sub-reticulados completos de
Conse, como indica o seguinte resultado:

Proposicio 1.1.16 Dada uma linguagem L{C). sejam os conjuntos Struc. Fine e Pade
de todas as relagdes de conseqiéncia estruturais, finitdrias ¢ padréo em L{CY, respectiva-
mente. Entdo, com o mesma ordem definida na proposigdo anterior, temos gue estes trés
corjunios constituem-se reticulados completos. Mais ainda, Strug € um sub-reticulodo com-
pleto de Conse. Tol fato ndo aconiece com Fing e Pade.

Concluimos esta se¢io resumindo o que foi apresentado até aqui: as nogdes “lingitisticas”
de assinatura e linguagem (entendida esta como dlgebra de palavras) e de substituicdo (en-
domorfismo}, assim como certas propriedades das substituigdes. Apresentamos, por outro
lado, as nogdes “légicas” de relagio de conseqiiéneia, junto com as mais especificas de con-
seqliéncia estrutural, finitdria e padrao. Também definimos, dentro de uma lagica dada, a
nogéo de teoria ° e construido o reticulade de teorias relativos a uma Iégica £. Este fato
¢ de grande importancia dado que o operador de Leibniz O é definido neste reticulado. De
fato, o nosso objetivo imediato é nos ocuparmos da Hierarquia de Leibniz, que serd tratada
logo a seguir.

Por outro construimos também reticulados de relagdes de conseqiiéneia: esta construgao
vai nos permitir falar justificadamente da menor ldgica (estrutural, finitdria, padrdo) que
verifique certas propriedades; e este procedimento sera muito aplicado ao estudo da fibrilacdo,
que comegaremos na se¢ao seguinte. A nossa exposigio referida em forma geral a relagées
de conseqiiéncia acaba aqui. A seguir veremos de que forma relacionam-se as 1dgicas com
semanticas algébricas simples: sfo estas semanticas as denominadas seménticas matriciais,
estudadas nas seguintes secdes.

1.2 Semanticas matriciais de légicas proposicionais

Definicdo 1.2.1 Dada umae assinatura C, uma C-matriz € um par da forma M = (A, D},
sendo A = (A, C) uma dlgebra cuja assinatura é C 5, e com DCA. O conjunito [J € conhecido
comno o conjunto de valores distingilidos de M, ou também o “predicado de verdade” de

"Na verdade a nogiio de teoria depende da relagao de conseqiiéncia. Mas, como ésta depende da linguagem
da légica, dizemos que o conjunto de teorias é relativo a £ e nio a -5
81 portanto L{(), entendida como dlgebra, tem o mesmo tipo de similaridade que A.




M. Entendemos como M-valoracdes de L{C} aos homomorfismos b © L{C}— A, vistos
como C-homomorfismos 7. O

Em muitas ocasides indicaremos as C-matizes por M = (A4, D}; isto €, trocando a dlgebra
A pelo seu dominio. Faremos sobretudo este abuso notacional quando nos refiramos a ma-
trizes conhecidas, como por exemplo a matriz 2 (indicada usualmente por 2 = ({0,1},{1}))
para a logica proposicional cldssica.
Notar que ¢ conceito de C-matriz € essencialmente algébrico. Porém, as matrizes fornecem
uma relago de conseqgiiéncia {que pode se considerada de tipo semantico) bem simples para
linguagens proposicionais, como veremos na seguinte defini¢ao:

Definigio 1.2.2 Seje C wna assinatura, e sejo K ume classe de C-matrizes. K induz
umn operador de consegiéncia na linguagem L{C), denominado seméntica matricial para
L{CY, e denotado por by, da seguinte forma: T by ¢ se, para toda C-mairiz M ={ Ay, D)
de K, e toda M -veloragdo h de L(C), se h{I"YC Dy, entdo h{y) € Dy o

Seia agora uma légica com assinatura C. e seja, por outro lado, uma classe X de C-
matrizes. Obviamente, nem sempre acontece que a relacao de conseqiiéncia b, seja a mesma
Fi. Na comparaciio emtre ambas relagdes de conseqgiiéneia temos as seguintes eritérios,
comuns na literatura.

Definicao 1.2.8 Dado ume ldgica £ = (T, p), e dada uma classe K de C-matrizes, dizemos
que:

L ¢ correta para K quando F, Chg.

L é completa para K quando b Chp.

Finalmente, se K € correta e completa para £ dirernos que £ é adequada para K. a

No caso em que K seja uma classe unitdria {isto é, que consta somente de ums tnica
C-matriz M), denotamos b, por ;. Em relacio a seminticas unitdrias temos as seguintes
definicoes:

Definigao 1.2.4 Se L € correta para by, isto é, sebp O by, dizemos que M é win modelo
matricial para £. Definimos o classe Mmat{L) como sendo o classe de todos 0s modelos
matriciais de L. O

Notemos aqui que ¢ conceito de modele matricial j4 depende da l6gica e nio meramente
da linguagem. Voltando &s seméanticas matriciais temos os seguinte resultado, devido a I.
Los e R. Suszko (ver [Lo§ — Suszke, 1958]):

7O seja, para todo conectivo ¢ € C, hiclan.- -, ox)) = h{e)(hloy), -+ . k(o). Para abreviar notagio,
em geral identificamos A{c) com o préprio c.
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Proposicao 1.2.5 Seja L{C) uma linguagen, € K uma classe de L(C)-matrices. Entdo t~
€ uma relagdo de conseqiéncia estrutural, e além disso, Fp = in f{Fu: M e K}

Um resultado que também sers muito utilizado aquli ¢ o seguinte, devido a R. Wijeicki
(ver [Wéjeicki, 1969]):

Proposigao 1.2.6 Dada uma ldcica £, o classe M mat{L) de todos seus modelos matriciais
de L € uma semdntica fortemente adequada para L.

Notar que ¢ ndo ¢ necessariamente finitéria, e portanto a lgica £ = (C, bk} ndo precisa
ser padrae. Por outro lado, na medida em que M ¢ constituida por uma dlgebra e por um sub-
conjunto particular do seu dominio, os conceitos algébricos bésicos {sub-dlgebras, produtos,
homomorfismos, ete.) podem ser aplicados a ela. Temos assim as seguintes definicdes:

Definicao 1.2.7 Seja M = (A, D) uma C-matriz; uma sub-matriz de M € um par N =
(B. ), tal que BCg A% e E= BN L. Se {M;}ier € uma familia de C-matrizes, o produto
direto de {M,}.e; € simplesmente ey M= (MierAi ier D;)° (consideramos que eziste o
“produto de uma famiia vazia”, sendo éste a matriz M, = {(L{1}), com 1 = {1}). |

Em relacio aos homomorfismos matriciais, dado que eles sdo classificados de diversas
formas, merecem uma explicagic independente:

Definicao 1.2.8 Seja C uma assinatura, ¢ M = (A, D), e N = (B.£) Cematrizes. Dize-
mos que h : M—N & um homomorfismo matricial se b : A—B ¢ homomorfismo de
dlgebras e h{(D)CFE. Quando h € homomorfismo sobrejetor dizemos gue N € uma imagem
homomédrfica de Af.

Um homomorfismo h - M— N € wm homomorfismo forte se h{D) = F.

Um homomorfismo h : M—— N ¢ um homomorfismo estrito se A - DYC(B - E). No
caso de que b seja um homomorfismo estrito surjetivo, N € mencionada como uma imagem
homomdrfica estrita de M. Se h ¢ homomorfismo estrito injetor. h € chamado de imersao
isomérfica (de M em h(M)). Obviamente, se h € estrito, tnjetor e sobrejetor, dizemos gue
h € wm isomorfismo de M em N. rl

Muitas das propriedades do operador de Leibniz a ser estudado est3o relacionadas com
& existencla, nao somente de homomorfismos, mas de homomorfismos estritos, Um exermnplo
disso, no contexto das combinagdes entre l6gicas, é uma variante de fibrilagdo de légicas

%04 seja, B é sub-dlgebra de A.
YAqui, o dominio de Il ; A; é, obviamente, I,z rA;, e as operagbes sdo definidas “ponto a ponto” como
é usual em Algebra.
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conhecida como “cripto-fibrilagio”. Dito mecanismo fol estudado em [Caleiro — Ramos, 07],
e nele os homomorfismos estritos sdo utilizados para a obtencao de resultados técnicos em
relaclo a problemas tipicos de fibrilacio de ldgicas, como veremos nos préximos capitulos,

Notemos que, na medida em que uma C-matriz é uma estrutura de tipo algébrico, po-
demos nos referir a ela utilizande linguagens no sentido da Teoria de Modelos cldssica. Tal
observagio foi devida a S. Bloom em [Bloom. 1975, e em nossa exposico serd de utilidade.
Damos, portanto, a definicic da linguagem apropriada para expressar C-matrizes:

Definicao 1.2.9 Dade uma assinature C, ¢ C-linguagem de primeira ordem sem
igualdade (denotade C — PO) € aquela tal que: o seu conjunto de simbolos funcionais € C;
o seu conjunto de simbolos relacionais € simplesmente {D}, sendo D um simbolo undrio de
predicados; V € o conjunito de waridveis, € os simbolos ldgicos sdo {A, Y, =>, &, ~} 10, o

Observacio 1.2.10

e Da definigdo acima, podemos identificar uma linguagem proposicional L{C) com o
conjunto de termos da finguagem C — PO, Isto serd muito uiilizado, ndo somenie
no tratamenio dos modelos matriciais, mas também em ldgica equacional na nossa
abordagern de légicas algebrizdveis (ver Segdo 1.6).

o Desta forma, todo modelo de C ~ PO € identificado com uwme C-matriz M = (A, D),
pois 0s termos sdo interpretados por elementos da C-dlgebra A € o simbolo ID € inter-
pretado pelo conjunto de valores distinguidos D). Ci

Demos até aqui os conceitos bdsicos referidos a semanticas matriciais. Vejamos de que
forma podemos splicar tais semanticas para classificar as légicas segundo o seu cardter mais
ou menos algébrico. Tal caracterizacio ¢ feita mediante um operador entre teorias denomi-
nado o Operador de Leibniz, que serd tratado na préxima segio.

1.3 A nocao de igualdade e o operador de Leibniz

Para comegar nosso estudo do operador de Leibniz, precisamos dos resultados que serdo
dados a seguir. Remetemos aqui a [Blok — Pigozzi, 1989], de onde provém grande parte
destes conceitos, mas também a [Czelakowski, 2001}

Comecaremos agui tentando expressar, em termos algébricos, uma forma de definir
igualdade atribuida a G. Leibniz. Segundo a sua linha de pensamento:

®Considerando que os simbolos V, A, — & — sf0 os usuais nas logicas proposicionais, e gue eles serao
entendidos como simbolos funcionales em breve, temos optado por meodificar os simbolos légicos de C-PO,
para evitar riscos de confusac.
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“Os objetos a e b sdo iguais se, para toda propriedade £, a possul P se e somente se b
também possui F.7

Se quisermos entender formalmente a expressio “propriedade” como sendo “predicado”,
teriamos gue a nogio de igualdade de Leibniz deveria ser expressavel em légica de segunda
ordem, da seguinte formas:

a b VP(Pla) & Pb)

Porém, podemos expressar em linguagens de primeira ordem a idéia de igualdade resiritg o
wma matriz dada da seguinte forma:

Definicao 1.3.1 Seja C uma assinatura ¢ M = (A, D) wma C-matriz. Uma relagéo n-dria
P diz-se elementarmente definivel sobre M (com pardmeiros ¢ sem igualdade ) se exis-

te umna formule o da linguagem C — PO (com o = o{P1, . PraTiee ., Tm)) € elementos
Cisov s Cm € A tal que, para toda n-upla (a1,...,a,)CA", (a1,...,a,) € P se e somen-
te se M = alar,. .. a,.60,.... tm). Isto € se M € um modelo da férmula de C — PO
alay, ..., an,0p,. .. 0m) . 0o

A definicio anterior possibilita, fixada uma matriz M ={A, D), “separar” aquelas relacdes
em A que podem ser caracterizadas pela prépria estrutura de M. Podemos agora definir a
nocao de igualdade restrita a M, se consideramos como “propriedades” somente as relacées
defindveis sobre M

Definiciio 1.3.2 Dada uma dlgebra A, para cade F'CA, definimos a relagdo bindria QaF
em A, por:

§$1aF == {{a.b) : a € P se ¢ somente se b€ P para toda
relagdo undria P defindvel sobre M = (A, 1)}

A relagdo acima € denominada a relacio de Leibniz em A sobre F. Consideremos
agora a fungdo Q4 @ p{A)—p(A x A} tal que. para todo FCA Qa(F):=Qal. Tol funcio
¢ denominade o operador de Leibniz relativo a A. O

Assim, a relagéo de Leibniz {dependendo de A e de FCA) estabelece a igualdade entre
elementos de A tomando como “teste de igualdade” 2 matriz M — (A, }). O operador de
Lebniz é mais abrangente: considera todas as formas possiveis de estabelecer igualdade de
elementos de A, conforme variz o conjunto potencial ¥ de valores distinguidos . Neste ponto
¢ bom notar que, ainda quando a relacéo e o operador de Leibniz tem como idéia subjacente
a de igualdade, as suas aplicagdes (tal como foram definidos originalmente ) nfo é muito
conveniente. Uma caracterizacio de 24 bem mais usual (acreditada a [Czelakowski, 1980],
e utilizada em [Blok — Pigozzi, 1989]) vem dada a seguir.

M Podemos testar isto porque M interpreta a assinatura €.
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conthecida como “cripto-fibrilagio”. Dito mecanismo foi estudado em [Caleiro ~ Ramos. 07},
e nele os homomorfismos estritos sao utilizados para a obtenc¢do de resultados técnicos em
relagio a problemas tipicos de fibrilagdo de idgicas, como veremos nos préximos capitulos.

Notemos que, na medida em que uma C-matriz ¢ uma estrutura de tipo algébrico, po-
demas nos referir a ela utilizando linguagens no sentido da Teoria de Modelos cldssica. Tal
observacao foi devida a S. Bloom em [Bloom, 1975}, e em nossa exposigao serd de utilidade.
Damos, portanto, a defini¢io da linguagem apropriada para expressar C-matrizes:

Definicao 1.2.9 Dada uma assinature C, o C-linguagem de primeira ordem sem
igualdade (denotada C — PO ¢ aguela tal que: o seu conjunto de simbolos funcionais € C;
o seu conjunto de simbolos relacionais é simplesmente {D}, sendo D um simbolo undrio de
predicados; V € o conjunto de varidveis, e os simbolos [dgicos sdo {RY, =5, e~} 10 O

Observacac 1.2.10

e Da definicio acima, podemos identificar uma linguagem proposicional L{C) com o
conjunto de termos da linguagem C — PO. lIsto serd muito utilizado, ndo somente
no tratamento dos modelos matriciais, mas também em [dgica equacional ne nossa
abordagem de dgicas algebrizdveis (ver Segdo 1.6).

e Desta forma, todo modelo de C ~ PO € identificado com uma C-matriz M = (A, D).
pois os termos sdo interpretados por elementos da C-dlgebra A e o simbolo D € inger-
pretado pelo conjunto de valores distinguidos D). O

Demos até aqui os conceitos bésicos referidos a semanticas matriciais. Vejamos de que
forma podemos aplicar tais seméanticas para classificar as Iégicas segundo o seu cardter mais
ou menos algébrico. Tal caracterizagio é feita mediante um operador entre teorias denomi-
nado o Operador de Leibniz, que serd tratado na proxima secao.

1.3 A nocao de igualdade e o operador de Leibniz

Para comecar nosso estudo do operador de Leibniz, precisamos dos resultados que serao
dados a seguir. Remetemos aqui a [Blok — Pigozzi, 1989, de onde provém grande parte
destes comceitos, mas também a [Czelakowski, 2001},

Comecaremos aqui tentande expressar, em termos algébricos, uma forma de definir
igualdade atribuida 2 G. Leibniz. Segundo a sua linha de pensamento:

W0 opsiderando que os simbolos v, A, — & — s80 os usuais nas logicas proposicionals, e que eles serae
entendidos como simbolos funcionales em breve, temos optado por modificar os simbolos logices de C-PO,
para evitar riscos de confusac.
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complexa. De esta forma, o Teorema da Equivaléncia diz que a derivabilidade “global” (ista
€, para qualquer I'CL{()) entre o e 3 implica que tais férmulas sdo inter-substitutiveis
globalmente. O conceito de Ldgica Protoalgébrica diz o ezpressio reciproca e, além disso,
localizada em conjuntos T'. Isto é, se certas férmulas podem ser consideradas substituiveis
mutuamente (em relagdo a certo I'), entdo deve uma ser conseqiiéncia da outra e vice-versa,
relativas ao mesmo T %3, Formalmente:

Definicao 1.4.1 Deda wma ldgica £, un congunto T'U {a, BYCL(Cy), dizemos que a e 3
sde I'-indiscerniveis se ¢ somente se, para foda ¢ € L{Cy), toda varidvel p ocorrendo em
o vale; T k¢ o(p/a) sse T kg &{p/B). Por outro lado, o e 8 sdo [-interderivaveis se e
somente se vale, para todo ¥ ', o - ¢ se e somente se I', 3+, 4. Nestas definigdes, no
caso em que [ = @, diremos simplesmente que o ¢ 3 sdo indiscerniveis (interderivivers .
Finalmente, dizemos que L é protoalgébrica se, para toda Teoria 1CThy, para to-
do par a, 5 de formulas de L{Cy), wvale que se o, B sdo 1'-indiscerniveis, entdo sdo |-
interderivdveis. [

Notemos aqui o seguinte: uma légica protoalgébrica pode dar uma nogio de equivaléncia
{relativa a cada T’} entre férmulas, mas esta nogio é metalingiifstica (pois é expressa em
termos de ). Quando tal conceito possa ser expressado dentro da linguagem L{C¢} é que
estaremos na presenga das chamadas “légicas equivalenciais™, o nosso objeto de estudo da
proxima secio. Mas antes de estudar tais légicas veremos um resultado essencial: a conexso
entre a definigdo das l6gicas protoalgébricas e o Operador de Leibniz (restrito a teorias
das légicas em questdo). Tal resuitado aparece em [Blok — Pigozzi, 1986] pela primeira vez.
Formalmente:

Teorema 1.4.2 [Blok-Pigozzi]: Seja £ = (Cp, ) uma légica, e seja o Operador de Leibniz
{2 relativo 4 algebra L{C;}. Entdo as seguintes condi¢des sio equivalentes:

{1} L & protoalgébrica.

(¢i) Para todo par 73, Ty de L-teorias, se T, CT) entao QTy)CT3) {isto &, © é mondtono
em relagdo a elementos de 1'h;).

(17} Para toda familia arbitréria {4;};cs de teorias de £, Q{1 hier) = QUL bier- {Ou
seja, {2 € continuo para infimos de Thy).

O resultado anterior é chave: o Operador de Leibniz pode caracterizar certas propriedades
das légicas protoalgébricas. Mais ainda, pode caracterizar outras propriedades além da
protoalgebrizabilidade. Este fato pode ser wtil, como veremos, para expressar morfismos {e
portanto para estudar fibrilagio categorial) em légicas algébricas. O que queremos dizer

¥ Deve ser notado que a reciproca do Teorema da Equivaléncia também vale em LPC, e portanto também
a suz versao local. Portanto, LPC serd uma ldgica protoalgébrica.
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aqui, € que serd aprofundado no préximo capitule, é o seguinte: podemos tentar definir
morfismos entre égicas protoalgébricas como funcdes que preservam a sua defini¢io original.
Mas também podemos caracterizar tais morfismos como sendo fungoes que preservam as
propriedades dos operadores  associados. Dai a importancia do Teorema 1.4.2.

Uma outra caracterizagdo diferente da fornecida no teorema anterior serd mencionada
aqui: tem a ver estritamente com as propriedades de +, e foi dada no artigo previamere
mencionado.

Teorema 1.4.3 Uma [dgica ¢ protoalgébrica se e somente se eriste um conjunio {possivel-
mente infinito) PR(py, po) "= {6:(p1, p2) hes CLIC,) tal que valida:

(R) E“‘[_; (_Ef).g(pl,p}) para todo Qf)g' = PR(;D;\})Q)

(MP) pi, PR(p1.p2) F p2.

Demonstracio: Ver, por exemplo, [Czelakowski, 2001]. |
Observacao 1.4.4

A partir deste 1ltimo teorema, podemos notar alguns easos extremos de Iégicas protoalgébri-
cas. Estes acontecem quando PR{p;,p;) na verdade depende de uma tnica varidvel, isto
¢, PR = PR{p1,p1). Neste caso, (M P) é expresso como 1. PR{p1,p:) ¢ po. Ou seja,
que a presenca do conjunto PR junto com qualquer varidvel de V nas premissas trivializa o
sistema. Um outro caso digno de mencéo é quando PR = §. Aqui, (K) e (M P) sdo reduzidos
a condi¢io py ko py. Portanto, toda 14gica trivial (relativa a L{C)) ™ ¢ protoalgébrica com
PR =1 0

1.5 Loégicas Equivalenciais

Como ja foi indicado na segio anterior, as légicas equivalenciales podem expressar, den-
tro da sua prépria linguagem formal, a relacdo de equivaléncia existente nas légicas pro-
toalgébricas por causa da sua inter-derivabilidade. Foram definidas pela primeira vez em
[Prucnal ~ Wrénski, 1974, e estudadas por muitos autores. Citemos a [Czelakowski, 1981],
[Herrmann, 1996] e [Herrmann, 1997] fundamentalmente. Podem ser definidas assim:

0 conjunto PR(p:, py) b vezes pode ser denotade coms m PRp,

Y¥Uma légica £ é trivial quando, para tode par de varidvels p e g, p ¢ ¢. Notemos que existern duas
logicas triviais, of. foi observado em [Herrmann, 1996): uma légica sem teoremas {Cn{d) = B)e outra em que
Cn{l) = L{C,).

[
]




Definicdo 1.5.1 Seja aldgica L = {Cp,br). O conjunto A(py,py) = {AYp1, o) baes CLIC,)
€ uma equivaléncia em L se ¢ somente se verificam as trés condigies sequintes.

(i) B2 A'py,p1), para todo i € 1.

(i) p1. Alpr.p2) Fi pa-

(i4i) Para tode conectivo w € C*, para as varidveis py, ..., py.qu. ... g, verifica-se:

Uma légica £ € equivalencial se possui pelo menos uma equivaléncia A. L € finitamente
equivalencial se possui alguma equiveléncia finita '°. o

Observacgao 1.5.2

O nome equivalencial das légicas em questdo surge do fato de que elas acabam verificando,
além das propriedades indicadas -

(S) Alpy,p2) ¢ A(ngpz)
(T) A(plrp2}"ﬁ(p2p3} E“,C A{plpfl)

Analogamente aos protoalgebrizadores, dado que toda equivaléncia A é um conjunto de
férmulas com duas varidveis, escreveremos indistintamente A{p;, p2) ou py Aps. o

Notemos que, por causa de () e (ii), toda logica equivalencial é protoalgébrica. A pro-
priedade (iii) estabelece, por sua vez, que as equivaléncias A determinam uma congruéncia
em L{C.). De fato, na literatura sdo também chamadas de ldgicas congruenciales {ver por
exemplo [Zanardo et al., 2001]). Vejamos, por otro lado, o seguinte resultado, o qual terd
aplicagoes futuras.

Proposigao 1.5.3 Seja £ uma légica equivalencial, e sejam Ay (pr,p3), Aalpy, p2) duas equi-
valéncias em L. Entdo elas sdo inter-derivdveis. Isto €, Ar(p1.p2) e As{p,pa).

Demonstragdo: Notemos primeiramente a seguinte propriedade de qualquer equivaléncia A
de qualquer légica equivalencial £: da Definico 1.5.1, (iii), se o(py... ., pe) € L{CE), vale
pips Fp 0AG(¢), onde o(p1) = pa, e o(p;} == p; para todo i > 1. Seja agora a férmula
P1As'py € Ay, Como A; & uma equivaléncia, entdo temos p, Ay py Fo (P18 e ) AL (P2 Ao pa).
Como 4A; também valida (M P), e vale bz (pyAg'p;), temos que (7182 P2 A (P2 A" ps) 1
pi1As'ps. Da transitividade de A; temos

p1dipe Fo szl;pz

!58imilarmente a0 caso das légicas protoalgébricas, neste texto trabalharemos exclusivamente com légicas
finitamente equivalenciais.
"Lembrar o significado da expressao geral T -, X, of. Notacao 1.1.11.
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para todo pr Ay'py € A, Ouseja, Prédps -2 p1Agps. Analogamente para o caso contrario. W

A seguir aparece a caracterizacdo das légicas equivalenciais por meio do operador (1. A
mesma foi provada em [Herrmann, 1997).

Teorema 1.5.4 [Herrmann]: Dada uma légica £ = (Cp,,) as seguintes condicdes sio
equivalentes:

(i) L é equivalencial.

(it} O operador  aplicado a T'hs é mondtono e comuta com substituicdes inversas (isto &
para toda substituicdo o : V—L{C), & Q")) = Q(F1I"), para toda teotia ' € The).
(i17) ©2 é monétono em The e F(QUT))CO(Cng(o(T))), para toda teoria T e toda substituicio
g de L{Cp).

Desta forma, as légicas equivalenciais sdo caracterizadas internamente de duas formas: a
partir da existéncia de alguma equivaléncia A, ou a partir das propriedades do operador §2
mencionadas no teorema anterior.

1.6 Logicas Algebrizaveis

Nesta secio veremos as (ltimas légicas da Hierarquia de Leibniz estudadas aqui, as
quais sao as logicas algebrizaveis. Dado que este tipo de légica é em certa forma o mais
importante dos mencionados (tanto histérica como conceitualmente), introduziremos aqui
um breve histérico da sua definicio. O problema de caracterizar tal definigao pode ser
considerado como a motivagho fundamental da Légica Algébrica Abstrata. Nosso resumo nio
serd exaustivo. Recomendamos ver a dissertagéio de mestrado de J. Bueno ([Bueno, 2004))
para um estudo histérico bem mais detalhado.

Os primeiros trabalhos que estabelecem uma relacio suscetivel de ser generalizada entre
l6gicas proposicionais e determinadas classes de 4lgebras sio [Tarski, 1935a] e [Tarski, 1935b],
devidos a A. Tarski. Neles é definida uma classe de dlgebras {denominadas “ilgebras de
Boole” pelo préprio Tarski}, e ¢ indicado que tal classe de slgebras fornece uma semantica
fortemente cotreta e completa para o a légica proposicional cldssica (LPC }. Uma das carac-
teristicas marcantes da exposicao de tais artigos é que se menciona o fato de que a propria
linguagem da logica é uma dlgebra. Esse fato posteriormente levou a que se introduzisse uma
técnica que fol generalizada a outras [6gicas proposicionais, como se vera nesta mesma 8eCa0.
Baseados em [Rasiowa — Sikorski, 1970], reproduziremos sinteticamente tais resultados.

Definicao 1.6.1 Dado um reticulado L = {L,V.N) (sendo V e A supremo ¢ infimo respec-
tivamente), um conjunto ACL ¢ wm ideal de L se ¢ somente se verifica:
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avbe& A seesomentesca€ A ebe Al

Equivalentemente, podemos dizer que A € um ideal de L se verifica:

a) Sea, b€ A entdoavhbe A

Dl Sea<bebe A enidoa € A -

Definicao 1.6.2 Dado ag € L. definimos o ideal principal gerado por ag, como sendo
No=A{z 2z < a}. Umnideal mazimal € um ideal A # L tal que ndo € contido propriamente
em nenhumn ideal diferente de L. El

O seguinte teorema fornece alguns resultados relativos a ideais que precisaremos:

Proposig¢ao 1.6.3 Dado um reticulado L = (L, A, V), se L tem primesro elemento 1, entdo,
para todo elemento ay = 1 existe um ideal mazimal A tal que ay € A.

Definicao 1.6.4 Uma digebra A = (A, A, V,~, 1,0} de tipo (2,2.1,0,0) ¢ wma dlgebra de
Boole se verifica:

A € um reticulado distributivo, com primeiro e dltime elemento (0 e 1 respectivamente) e
complementado. Isto €, verifica:

(Dist) (a) zA(yVz)=(zAy)Vi{zAz):(blzV{yAz)=(zVy) Az Vz)

Comp) (a)zV —z = 1; (b}z A —z = 0 {todo elemento tem complemento}.
4 By L /

Denotaremos & classe das dlgebras de Boole por BA. Por outro lade, definimos o operagdo
bindria — em A da seguinte forma: a—b ‘= —a \V b. o

Observacio 1.6.5

E ficil ver que o conjunto 2 = {{1,0}, 1,71, —, 1,0}, com as funcdes definidas pelas tabelas
de verdade da ldgica cldssica, é uma slgebra de Boole. 0

Definicao 1.6.6 Dados uma dlgebra de Boole A = (A AV, —, 1.0} ¢ um ideal A de A,
definimos a relagdo <5 entre elementos de A como: a <a b sse a A -bE A. i

E facil ver que <4 € uma pré-ordem em A.

A nomenclatura de “tipos algébricos™ ¢ a mais usual dentro da Algebra universal para indicar a aridade
das operagoes. Em relagio & nomenclatura “de assinaturas™, utilizada neste texto, baste dizer que podem
ser inter-definidas. Assim, neste caso, estamos indicando que A é uma L{C)-dlgebra, com ¥ = {1.0}, !
={-}el" = {v.AL

by
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Definicao 1.6.7 Dada uma pré-ordem < a em uma dlgebra de Boole A, induzida por um
ideal A, definimos a relacio bindria =5 em A como:
a=ab se e somente se a <pa b e b<y a. I

A relagdio =4 é uma relagdo de equivaléncia em A. denotaremos o conjunto A/A como
o conjunto das classes de equivaléncia induzidas por =,. Notemos que a pré-ordem natural
induzida por <A em A/A (e que sers denotada da mesma, forma} € uma ordem parcial. No
caso em que A = {0}, a relacio =4 serd denotada simplesmente por =.

Proposicao 1.6.8 Si A € um ideal mazimal da dlgebra de Boole A, entdo o conjunto A/A
€ isomorfo & dlgebra de Boole 2.

Proposicio 1.6.9 Em tode élgebra de Boole A = (A, V. A 1,0), a relagdo =p, definida a
partir de um ideal A € uma congruéncia em A.

Definicdo 1.6.10 A4 assinatura proposicional clissica ¢ Crpc = {A,V,—,—}. A lin-
guagem proposicional classica ¢ L(Cypq). o

Proposicio 1.6.11 Consideremos a assinatura proposicional cldssica Cppe = {V, A, ==},
e o operador &= definido a partir da aziomdtica de tipo Hilbert:
11 (o) { (=)~ (0—6))

T2: o—{pVv )

13:d—{o V)

14 (o= —{(v—8)—{{a Vv ¥)—8))

15: (pA)—o

16: (g A)~th

17 : (=)= {(¢8)—{p— (v A 8)})

18 (o—(g=8))—{(0 A ¥)—0)

19: ({6 ) —8) (o (i)

1105 {@ A =g)—1p

1112 {o— (¢ A =) )~

12 0V o,

A dnica regra de inferéncia € (MP). Definamos a relagdo de eguiveléncia = enire
Jormulas de L{Crpc): o = 3 se ¢ somente se - (a8} A {B—a). Entdo verifica-se gque
L{Crpc)/ = € uma dlgebra de Boole, onde as suas operagées estdo definidas por:

VillelL 1113 = flov ).

Allell e H] = il vl

~iielf = I1~ell;

1 = ||l¢—¢|| e finalmente 0 = ||¢ A —g|.

Tal dlgebra de Boole serd denominade o dlgebra de Lindenbaum de [.PC.
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Defini¢ao 1.6.12 Dada ume dlgebra de Boole A qualquer, definimos uma valoracgio em
A como sendo um homomorfismo v : L{Crps) — A. Um caso particular de valoragdo é
o fungdo v° . L{(Crpc)—L{Crpc}/ =, definida por: v°(a) = |lai] (a classe de equivaléncia
de « segundo =). Tal valoragio serd chameada de valoragao candunica.

Por outro lado, dizemos que uma férmula o € verdadeira em A se e somente se para toda
valoragéo v em A, via) = 1.

Um caso particular desta definicdo € quando a dlgebra A € 2: neste caso, us veloragdes
em 2 serdo chamadas de 2-valoragées., induzindo o relagao de conseqiiéncia sernantica
=2 como sendo a relagdo induzida pela Crpo-matriz 2 = ({0,1},{1}) *. O conjunto Cny(B)
£ o conjunto de tautologias induzidas por 2.

Voltando as digebras de Boole, dizemos que a férmula o € L(Cyrpe) ¢ BA-valida se e
somente se o € verdadeira em toda dlgebra de Boole A. ;i

Proposicao 1.6.13 Se - « (com & definida na Proposigio 1.6.11), entéo a é BA-vdlida.

Observacao 1.6.14
E facil provar agora que Hall = 1 se e somente se a é 2-tautologia. o

Teorema 1.6.15 As seguintes condigées sdo equivalentes para toda férmula o € L{Cppc):
a) - a.

by a € BA-wdlida.

e) %) = 1, sendo v a valoragdo canénica em L(Cppe)/ =.

d) « € uma 2-tautologia.

Demonstrago:

a) = b): o resultado ¢ vilido pela proposicio anterior.

b} = ¢): o resultado € vélido porque pela Proposi¢io 1.6.11 L{Crpc)/ = é uma dlgebra de
Boole.

b) = d): trivial também, considerando que 2 é uma dlgebra de Boole.

¢} = a): da defini¢ho de vp, temos que v%{a) = ||ai]. Logo ||a]l = 1, da hipétese. Pela
definicdo de L{Crpc}/ =, a € Cn(0).

Agora somente precisamos provar d) = a): a prova sera feita por contrapositiva. Se a)
nio valer (isto é, o € Cn.{@}), temos que {em L{Crpc)/ = ). lla]| = 1 {(pois j4 provamos
que o) € equivalente a ¢} ). Das Proposicies 1.6.3 e 1.6.8 existe um ideal maximal A em
L{Cyrpc)/ = tal que ||af] € A. Seja h o isomorfismo induzido por A; v : L{Crpe)/ = —2
{ver a Proposicao 1.6.8). Temos agora que A{jle|]) = 0. Como a funglo v:=h 0 ¢® é uma

1%L embrar aqui o nosso abuso na notagéo, identificando uma &lgebra com seu dominio.

]
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2-valoragdo para a (pois a composigdo de homomorfismos é homomorfismo}, temos que v{a)
= 0. Logo, & née pode ser tautologia. n

Notemos a importancia da caracterizacio de L{Crpc)/ = como uma slgebra de Boole;
com efeito, € esta caracterizagao a que serve como “ponte” entre as condigdes b) e d}, que é
¢ verdadeiro resultade procurado.

O método utilizado na prova do Teorema 1.6.15 sers mencionado doravante como “método
de Lindenbaum-Tarski” . Além da sua aplicacio na légica cléssica, este método foi pos-
teriermente utilizado para fornecer seménticas algébricas em grande quantidade de légicas
proposicionals. Foi provado, por exemplo, que a légica intuicionista podia ser interpre-
tada dentro da classe das dlgebras de Heyting. Além disso, foram fornecidas sernanticas
algébricas para as ldgicas de Lukasiewicz, de Post, ete. No seguinte exemplo veremos de
que maneira ¢ possivel algebrizar a ldgica proposicional intuicionista {LF1), baseados em
[Rasiowa ~ Sikorski, 1970] mais uma vez.

Exemplo 1.6.16

A légica intuicionista L] = {{A,V, =, = T, L}, pr) pode ser axiomatizada pelos mesmos
axiomas da légica proposicional cléssica da Proposicio 1.6.11 a excecdo do axioma 112
{sendo a finica regra de inférencia o Modus Ponens). Ora, aplicando o mesmo procedimento
& algebra de férmulas do LF/ vemos que podemos definir uma congruéncia tal como na
Proposicéo 1.6.11. Considerando que a dlgebra (L{Cpp;)/ =, {A,V,—, =, T, L} 2 verifica:

o (L{Crps)/ =M.V, T,L) é um reticulado com primeiro ¢ tltimo elemento (LeT
respectivamente).

® A relagdo entre < e - ¢ dada por:
o altimo elemento |1z/| do conjunto X 4 = {2 € L(Crps) : lleli Az < ][} existe
para todo par de elementos i, > de L{Cpp;)

o Para tal elemento ||2{] vale que [|z| = ||¢]| —||¢]. e
* ~fiell = ell-1
¢ Dos resultados anteriores vale que ||¢|| < ||#]] se e somente se |jo—4|] = HTH. "

*Como temos mencicnado, o artigo em que aparece tal método ¢ devido a A. Tarski. Porém ele ¢
mencionado como método de Lindenbaum-Tarski pela escola pelonesa de lgica porque seria A. Lindenbaum
{aluno, junto com Tarski, dos semindrios em Légica Matematica dirigidos por J. Lukasiewicz) quem indicou
a sua copstrugdo. Ver [Surma, 19791 para referéncias histdricas.

#1Em forma implicita fica clare que Crp; = {A,V,—, =}, com a aridade usual para cada conectivo.
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Vejamos que podemos obter a contraparte algébrica do LP/:

Definigao 1.6.17 Se A=(A AV, —,—, T, 1) € uma digebra do tipe (2,2,2,1,0,0)

entdo dizemos que A € uma dlgebra de Heyting se verifica:

(i) (A NV, L}) € um reticulado distributivo com primer elemento.

(1) o ltimo elemento do conjunio Xop = {z € A 2 Aa < b} sempre existe, para todo par
de elementos a,b € A, sendo denotado por a—b.

(iii) Pode-se definir a operagdo undria — em A da seguinte forma: —x = z—s1. O

A definic@o de formula HA-vélida é similar ao caso das dlgebras de Boole.

Teorema 1.6.18 Pare toda férmula ¢ de L{Cpp;) sdo equivalentes:
(a) ¢ € teorema do I PC (ou seja, brpr o).
f¢) v € HA wdlida.

Observacgao 1.6.19

Indicaremos a seguir algumas das caracteristicas comuns &s légicas algebrizéveis pelo método
de Lindenbaum-Tarski , com o objetivo de procurar entender a intuicio por trds das defi-
nigdes a serem apresentadas logo a seguir. Tais definicdes tentam generalizar o método
de Lindenbaum - Tarski e fornecer uma teoria geral da algebrizacio. Consideramos como
caracteristicas relevantes:

(a) Aslégicas que puderam ser algebrizadas com este método sio as légicas padréo {dai a
importancia dada a elas neste texto).

{b) Existe um conectivo bindric — em Cy tal que define uma relacio de equivaléncia =
em L{C¢):

(0.8} € = se esomentese b, (a—3) e kg {(F—a)

tal que = ¢ uma congruéncia na Algebra L(C;)

Além disso, a dlgebra L(C;) € K, sendo K a classe de 4lgebras associada a £.

Podemos “traduzir” £ numa classe K de Cr-dlgebras da seguinte forma:

o~
]
i

— Os conectivos k-drios de C* sio entendidos como funcdes k-drias nas dlgebras A
de K
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— As térmulas de L{C;) séo termos na linguagem (de primeira ordem) de K

— Certas formulagdes metaldgicas de £ podem ser entendidas como formulactes de
primeira ordem sobre K onde:

* N&o é considerado outro predicado fora de =
* K é axiomativavel por equacdes ou por aplicacbes dos conectivos proposicio-
nais em equagoes.
— Em geral tem sido possivel axiomatizar as classes X equacionalmente. Isto é, as
classes K sfo variedades.

- Porém, notemos que uma abordagem mais intuitiva é axiomatizar a X por férmulas
do tipo (g1 ¥} A - A {n & ) = (o & Yo) (ou seja, quase-equagdes 2).

Estudaremos a relagéo entre algebrizabilidade e 16gica equacional no Capitulo 4. [

Exemplo 1.6.20

As dlgebras de Boole podem ser axiomatizadas por equagdes como:

(BAL1) (a) xVym~yVa(b)zAymyrz

(BA2) (a)zv(yvzim(zvy)vae BlzAayAnz)=(zAy) Az

(BA3) (a)zvzezaz (bloAz~rx

(BA4d) (a) zv{whz)=~z (blzA(yvz)~z

(BA3) (a)zA(yVa)m(zAy) VizAz); Byxviyaz) = {zVy) AlzVs)
(BAB) zV —z~ T; (bjzA -z~ L o

Observacgao 1.6.21

Uma axiomatizagdo das dlgebras de Boole por quase-equacies pode ser dada por:

(BA'1) o—{y—z)~ T

(BA2) (z—(y—2))—((z—y)—~(z—2)) & T

(BA'3) {(mz——wy)—{(-z—y)—z) = T

(BA4) (z= T)A{z—y~ T)=> (y= T) (Essa é a axiomatizacio natural das seménticas
algébricas segundo Blok-Pigozzi, conforme veremos na secio seguinte. ) g

Como temos mencionado, o desenvelvimento posterior 3 aparicio do método Lindenbaum-
Tarski na literatura foi concentrado na aplicacio do mesmo a diferentes céleulos proposicio-
nais. J4& no ano 1974 foi publicado por H. Rasiowa o livro “An Algebraic Approach to

#2As definigGes formais de equagdes e de quase-equagdes serdo feitas no fim da secao. Indicaremos somente
que os conectivos = e A sdo entendidos como a implicagio e a conjuncac da légica de primeira orden.
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Non-Classical Logics”, procurando dar um marco geral aos resultados obtidos até entdo.
Nele, a autora define uma classe de légicas {agui denominada SIC %), que inclui grande
parte das légicas que tinham sido algebrizadas por diversos autores. Mesmo sem ter dado
uma definicao abstrata do processo de algebrizagao, tal livro pode ser considerade como um
antecedente importante dos estudos atuais da Légica Algébrica Abstrata. Daremos a seguir
a definicdo das légicas membros de dita classe, pois serdo titeis em diversos exemplos.

Definicdo 1.6.22 As légicas £ de SIC sao caracterizadas por (¢f. [Rasiowa, 1974]):

{1) O conjunto de axiomas é fechado por substituicées.

{2) As regras de inférencia sdo invariantes por substituigdes.

(3} Existe um conectivo — tal que - é L-teorema (para toda férmula ¢ € L(Cp)).

{(4) Se by ¢ ebp i entdo b, 4

(5) Se b, p—i e b Y6 entdo by o—l

(6) Se I' b, ¢ entdo T F4 1o—p para toda férmula ¢

{T) A relacdo ¢ = ¥ definida por ¢—4 e ¥—¢ é uma congruéneia. I

As légicas de SIC incluem:

» O célculo cldssico LPC

¢ O caleulo intuicionista L/

e O fragmento implicativo do LF/ {céleulo implicativo positivo)

e As logicas construtivas com negagao forte {Ldgicas de Nelson)

* As légicas modais normais 54 e 55 (e em geral toda légica normal)
e As logicas de Lukasiewicz e de Post.

Como exemplo de Iégicas que néo pertencem a SIC, podemos mencionar as ldgicas pa-
raconsistentes C, de Da Costa, assim como muitas das Idgicas da relevancia.

No que foi exposto anteriormente ¢ importante notar que nio existe uma definicio geral
do que significa ser “uma légica algebrizdvel”. Além disso, a definigio anterior depende da
existéncia de um cenectivo especial (—) para caracterizar as propriedades das légicas (in-
cluindo a caracterizagfio da algebra canonica).

J4 no final dos anos 80 e inicios dos 90 comecaram a aparecer na literatura diversas
tentativas de dar uma teoria de algebrizabilidade ( entre outros, [Blok - Pigozzi, 1989,
[Németi ~ Andréka. 1994], [Font - Jansana. 1994], etc.). Todos estes textos configuram a

BDo inglés, “sentential (extensional) implicative calculus”.
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primeira fase do que hoje é chamada Légica Algébrica Abstrata. Dentro desta linha, uma
das primeiras nogbes de algebrizabilidade (mas certamente nio a vnica) aparece na mono-
grafia “Algebraizable Logics” de W. Blok e D. Pigozzi, publicada em 1989. A nocio de
algebrizabilidade de mencionado trabalho, que serd apresentada a seguir, serd com a que
trabalbaremos nesta tese. Para chegar até ela precisamos definir previamente finguagens
equacionais.

Definigio 1.6.23 Dade wna C-digebra, todo homomorfismo T : L(C)—A ¢ uma inter-
pretacao das férmulas na dlgebra A. Denotaremos a () em A por o*(1). O

Definicdo 1.6.24 Dada wna aessinatura C, a linguagem equacional LEG(C)€ a lingua-
gem de primeira ordem cujo conjunto de varidveis €V, o conjunto de simbolos funcionais é
o proprio C, LEq(C) ndo contém simbolos de predicados ¢ os seus simbolos dgicos sdo T,
Y, ~, = e =, este dltimo represeniando igualdade . Ainde quando =~ ¢ um simbolo logico
ele funciona como “simbolo de predicado bindrio”. Desta forma, as férmulas atémicas de
LEq(C) sdo expressées do tipo 1 ~ p. Tais expressées sGo conhecidas como equactes em
LEG(C) ou Ceequagbes. O conjunto de C-equacées serd denotado por Eq(C). O

Notemos que os termos de LEq{C) na verdade sdo simplesmente as férmulas de L{CY.
Esta identificaciio é essencial no que segue. Agora definiremos uma relacio de conseqliéncia
entre as formulas de LEG(C).

Definicdo 1.6.25 Dada K wmna classe de C-dlgebras, definimos = Co{kg(C)) x Hg(C)
{a Relacgdo de Conseqiiéncia Equacional em X ) por:

A ¢ v = 7 sse, para toda dlgebra A de K, e para toda interpretacdo 1 temos:

se E4(T) = n*(T) (para todo € = 1 € A} entéo v*(T) = +A(T). "

Observagao 1.6.26

Como no caso proposicional, a partir de =¢ podemos definir também um operador de con-
seqiiéncia equacional Cnyx entre subeonjuntos de Eg{C). Podemos também definir um reti-
culado Thy (de Teorias equacionais de K} da mesma forma que os reticulados de teorias
das légicas proposicionais. 0

Além das equagbes, um outro tipo de férmulas de primeira ordem tem importancia no
conceito de algebrizabilidade. Elas sio as quase-equages, j& mencionadas previamente:

24 Aqui procedemos como nas linguagens matriciais: diferenciamoes os conectivos -, A, V e - entendidos
como conectivos das légicas proposicionais, enquanto ~, A, V e => sao os conectivos utilizados na logica
equacional,
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Defini¢io 1.6.27 Uma quase-equacio (na linguagem LEq{C)) € uma férmula de L£g{C)
da forma gy & 91 A LA @, R P, = 0 & U, Uma quase-variedade € uma classe K de
dlgebras axiomatizada por quase-equagdes. O

Isto é, uma quase-equacio ¢ uma implicacio da légica clssica de primeira ordem, em
que o antecedente é constituido por uma conjuncio de equagdes e o conseqliente é uma
unica equacio. Por outro lado, a expressio “ser axiomdtizavel” aplicada a quase-variedades
¢ aquela da Teoria de Modelos: ou seja, que existe um conjunto Azx de quase-equacdes
tal que Mod(Azx) = K. A partir de todo o exposto até agora podemos dar a nocdo de
algebrizabilidade 2°:

Definicao 1.6.28

{a) Dada uma ldgica £ = (Cp, b}, uma classe de Cp-dlgebras K € wma semantica algdbrica
para L se e somente se:

existe um confunto (6,2)r = {§'(p) =~ e'{p1) }1<i<n CEG(Cr) tal que (para todo TU{p}CL(Cp),
para todo j < n}:

'tz ¢ se e somente se:

{80} = (W) i S noy € T} k=g 67{ip) = &%{y). Dito conjunto € o conjunto de equagbes

definidoras de L..

(b) K ¢ uma seméntica algébrica equivalente para £ se ¢ somente se, além de (a)

verifica:

existe um conjunto Ny = {AN{(p;.p2)bi<iemCL{Cr) tal que (para fodo x = n € Eq(Cp).

para § € {1,--- . m}):

x & == 8 (xAn) & S (XA} (1< i< n).

(c)Uma ldgica £ & algebrizavel se e somente possui uma seméntice equivelente K (também

denotada em certas ocasiées por Kp). Nesse caso, o conjunto (8c,27,p) existente serd

chamado um algebrizador de L. O

Observacao 1.6.29

Como tinhamos anticipado a defini¢io anterior faz sentido, toda vez que identificamos o con-
Junto de termos de LEg(C.) com L{C.). Por tal motivo o conjunto da condicéo (a) pode
ser entendido como um conjunto de equagdes, e daf o seu nome. Notemos, por outro lado,
que existem muitas semanticas algébricas equivalentes a uma 1égica determinada. Porém,
pode ser provado que a quase-variedade gerada por todas estas classes é sempre a mesma.
Ou seja, se Ky e K sao semanticas algébricas equivalentes de uma certa légica £;, vale que
K9 = K5, Além disso, se K é uma semantica algébrica equivalente para £, K¥ também o

%3Tal nogiio é somente aplicada a idgicas padric, como indicamos oporfunamente.
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€. Do que foi observado, entendemos que K% é a tinica semantica equivalente associada
al. 0

Desejariamos indicar que o conjunto {6, 2), permite “passar’ de forma eficiente da légica
L 2 relagdo de conseqgiiéncia determinada pela classe K. Por outro lado, o conjunto Ap
tem a fungdo inversa. Portanto, dadas as propriedades de =, é facil ver que A, é de fato
uma equivalencia no sentido da se¢io anterior. Logo, toda légica alzebrizdvel é finitamente
equivalencial *, dado que a equivaléncia A, € finita. Um fato importante que relacions as
equagdes definidoras e & equivalencia de £ é indicado no resultado seguinte.

Lema 1.6.30 Seja a ldgica L = (Cp. ;) € K uma semdntica algébrica equivalente para L.
Entdo, para todo ACEG(Cr), € toda equagio v = 7 € Eq(C) vale:

(D) A=cvarsse (XA xmne Al vApr

e para toda férmula ¢ € L{C;) vale:

(2) ¢ g 6o(e)Deec(e)

Observagao 1.6.31

O Lema 1.6.30 indica que, se K é equivalente a £ podemos passar de - £ & F=x e vice-versa,
“voltando ao ponto de partida”. Notar também que o fato de uma légica £ possuir uma
seméantica algébrica nao é suficiente para que £ seja algebrizdvel: precisamos adicionalmente
da existéncia de uma equivaléncia A,. Isto é devido a que os casos paradigmaéticos de légicas
algebrizévels ndo somente possuem modelos algébricos sendo que permitem também “falar”
desses modelos dentro da prépria linguagem da légica. E isso torna-se possivel a partir da
equivaléncia existente. O

O resultado anterior permite obter uma caracterizacio de algebrizabilidade muito uti-
lizada na literatura.

Teorema 1.6.32 Uma {dgica L € algebrizivel se e somente se:

(a) L é equivalencial, e além disso verifica

(b) Existe um conjunto (8,&)¢ tal que p < §{p)As(p) pare qualquer equivaléncia A de L,
parap € V.

Um coroldrio muito utilizado do teorema anterior é o seguinte:

A teoria de 16gicas algebrizaveis pode ser estendida a légicas infinitamente algebrizaveis, conforme foi
feito por B. Herrmanu em [Herrmann, 1996, [Herrmann, 1997]. Porém, aqui trabalbaremos somente o caso
finito. Se nos basearmos na nomenclatura usual da Logica Algébrica Abstrata esta secho trata na verdade
de “légicas finitamente algebrizdveis”.
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Coroldrio 1.6.33 Seja a logica £: se £ € equivalencial e adicionalmente a equivaiéncia Ay
verifica:

(1) Lo, 0Ap} o [regra de Corte, ou Modus Ponens)

(ii) {0, 0} br ¢Apid (regra G-de Gédel)
entdo L € algebrizdvel (nesse caso, o conjunto de equacées 8; ~ ¢, define-se por p== pAep).

E uma simples aplicagao a tal coroldrio prova que as légicas da classe STC sao todas
algebrizaveis:

Corolédrio 1.6.34 As ldgicas da classe SIC sdo algebrizéveis

Demonstragdo: Para todas as légicas £ de SIC seja Ay = {a—3, B—a}. Ap verifica as
condiges do Coreldrio 1.6.33, |

Aqui é bom se perguntar de que forma pode ser provado que uma logica ndo € algebrizdvel.
Uma forma muito comum de demonstrar a néo algebrizabilidade ests baseada ns seguinte
caracterizacao:

Teorema 1.6.35 Seja L wma ldgica ¢ K uma quasi-variedade. Entdo K € wma seméntica
algébrica equivalente para £ se e somente se existe wm isomorfismo Ok : Thy—Thy que
comuta com substitugdes.

Lema 1.6.36 Se¢ L ¢ algebrizdvel € K € a quasi-variedade equivalente a L, entdo o isomorfis-
mo do teorema gnterior € expressdvel por { pare todol' € The): Q' = {p =¥ : A €17,

As provas dos fatos anteriores podem ser achadas em [Blok — Pigozzi, 1989]. O que
elas estdo indicando obviamente é que podemos “traduzir” equivaléncias de £ a equacdes de
LEq(C) de forma tal que ¢ possivel estabelecer um isomorfismo entre os reticulados de teorias
respectivos. Com tais resultados vejamos o seguinte exemplo, o qual é muito interessante
pois permite discriminar certas logicas segundo a sua algebrizabilidade, ainda quando elas
coincidem nos seus teoremas:

Exemplo 1.6.37

A légica S5Y (S5 versiio de Godel):

Axiomas:

{A1)Os teoremas de LPC

[A2) O{a—F)—(Ca-—-023)

{A3) Da-a

(Ad) va—{Joa

{R1) a,a—3+ 3

(R2) a + Ja o




Proposicao 1.6.38 S5% ¢ algebrizdvel

Demonstragio: S5¢ é uma 1dgica modal normal {todas as ldgicas nermals sio algebrizdveis
pelo fato de pertencer & classe SIC.) |

Consideremos, por outro lado, a seguinte légica:
Exemplo 1.6.39

A légica S5° {55 versao de Carnap):

Axjomas:

(A1) Oa, para toda @ que seja LPC-tautologia.

(A?") D{O{o—3)—{Ta—03))

{AY) Ca—a

(A4 Of{ca—D¢ a)

{A5") O{oo—o a)

(R} o, a—BE 3 0

Proposicao 1.6.40 A ldgica S5 nao ¢ algebrizdvel.

Demonstracio {Esquema): seja a dlgebra

A= ({LabTHL(AV,—, = 0) onde:

L<a,bs T, a#b e

Ofa) =0{b) =01 = L; e O(Ti={T). Entdo temos:

o Todos os teoremas de S5% sho interpretados em T (logo, A pode “interpretar” S5%).
¢ As Gnicas congruéncias sao A X A e [d,.

¢ Sejam fi={a, T}; #4={b T} filtros em A ¥ Temos que: Qa(F)) = Qa(Fy)= Id,.
Logo, {14 nao € injetora.

¢ Como A é um modelo matricial de S5 entéo Q0 ) também nao ¢ injetora, e assim
: s ~ P ¢ ’ R . : v
§2: Thy—Thg ndo ¢ isomorfismo {para nenhuma classe K), contradizendo o Teorema
1.6.35.

¢ Portanto, S5% nio ¢ algebrizdvel. n

* Indicaremos simplesmente que os filtros term, dentro das dlgebras, um papel similar s teorias na légica.
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Observagao 1.6.41

O exemplo dade na Proposigée anterior é de grande importéncia para nossa pesquisa porque
a técnica sugerida na prova da nao algebrizabilidade de S3% j4 tem sido utilizada em outras
légicas conhecidas (ver por exemplo o artigo [Lewin et al., 1991, em que se prova a nio
algebrizabilidade da légica paraconsistente ). o

Daremos a seguir um exemplo que pode nos dar uma idéia em que forma podemos
estender o método usual de algebriza¢io de Lindenbaum - Tarski. A légica seguinte ndo
pode ser algebrizada sequndo este método, por causa de que o conectivo de bi-implicagio
nela ndo determina uma congruéncia, mas pode ser algebrizada segundo o Teorema 1.6.32.

Exemplo 1.6.42

Seja P! a ldgica paraconsistente P! = (Cpi bp:) {cf.[Sette, 1973]) onde:
Cp = {=,—} com—€ Cli, — € (%p.
Fp+ € uma relagio de conseqiiéncia determinada por uma tUnica matriz {também denominada
de P1):
P! = ({Ty. 11, F}. {m =P ATo. 70 1)

As operacdes — e — na matriz P’ sio definidas como:

STT 15 F
T T, F TT T F
STETTT AV

FIT T T

|

Teorema 1.6.43 Luriste wma semdntica algébrica equivalente para a ldgica P* com férmulas
81 {p1) = (p—pr)—p1; £1{p1) = (propy) e

AMpy,p2) = (pr—op2)
Ag(?izpz} = (pa—p1)
A%(py.pa) = (=)
34(}01»}?2} i (_‘pz“"*ﬁpzl

A prova do resultado anterior foi feita em [Lewin et al., 1990]. Usando o mesmo método
fol possivel achar um outro exemplo de légicas algebrizdveis na légica dual a P, definida
por A. Sette e W. Carnielll:



Exemplo 1.6.44

Seja I' = (L(Cp),Fn) 2 légica cuja linguagem é a mesma de P!, mas onde a relagio Fn
vem dada pela seguinte matriz, (cf.[Sette - Carnielli, 1995]):

I'={T.F,F}{= =} {0

Aqui, — e = sfo definidos por :

e T F1 F

T K F A A
- F F T By
Fir 1 i

0

Teorema 1.6.45 [Sette - Carnielli]: Eriste uma semdantica algébrica equivalente para I com
as mesmas formulas que no Teorema 1.6.43

Observacao 1.6.46

Baseados nos exemplos anteriores, podemos tentar entender o significado das férmulas que
“algebrizaram” tanto a P! como [, para ter um conhecimento mais profundo da motivacio
dos algebrizadores (ds.5,, Ag):

¢ §' discrimina os valores de verdade em “distingiiidos e nio distingilidos”.
e ¢t é o valor “cléssicamente verdadeiro”.

e O conjunto de férmulas Az considera as férmulas a & 3 como equivalentes sse “tem a
mesma tabela de verdade”.

Notemos que com A’ e A? ndo ¢ suficiente para determinar férmulas equivalentes. Notemos,
por sua vez, que nas duas légicas o algebrizador definido é o mesmo %5, o

Observemos que o procedimento indicado para alsebrizar P! como /! pode facihmente
B &
ser estendido & hierarquia que generaliza as l6gicas antes mencionadas:

**Na verdade, este fato ndo deveria nos surprender. Tanto a légica classica LPC como a intuicionista LPT
s80 algebrizadas pelo método de Lindenbaum-Tarski a partir de uma mesma congruéncia entre férmulas:
a = [ se e somente se - (a—f5) A (8—a). A definicio da congruéncia em ambas légicas é a mesma, mas as
classes de algebras obiidas sdo obviamente diferentes.
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Exemplo 1.6.47

Consideremos a hieraquia de légicas " P* = {L{Cniy): Finy) (definida em [Ferndndez, 2001]},
determinada pela seguinte matriz {a linguagem ¢ a mesma que de P* e [ 4

As funcoes associades aos conectivos de [™F% sido definidas pelas sesuintes tabelas:
G P £

— T, F, F
F T, FF R
1T T, Ko T ol P
: I FRR I A A A &
FlT 7 T 7T

Coml1<i,j<k 1<r s<m. O

Teorema 1.6.48 ["P* ¢ algebrizdvel, com algebrizador (8,5, A) em que:
&' {p1) € como nos casos anteriores:

gl{p:) € como nos casos anteriores:

A = {&I? cee Amam{n.k}T&mx(n,k)Jrl: L :AETME{TL,F;}} tal que:

Apr.py) = =t com 1 < i < m o= méx{n. k}

AT pr, ) = =Ty, com i < m

Demonstragao: Os conjuntos anteriores verificam facilmente o Teorema 1.6.32. |

Coroldric 1.6.49 Se A ¢ o conjunio de formulas de equivaléncia de 1" P*, entdo tanto
{2P7 come 1™ P* sao algebrizdveis com o mesmo conjunto A, para todo s < m = maz{n, k}

Uma vez temos entendido a motivagio intuitiva das 1égicas algebrizdveis, procederemos
a caracteriza-las pelo operador de Leibniz (. Para tal lembremos primeiramente a definigéo
de “conjunto dirigido”, pois serd precisa aqui.

Definicao 1.6.50 Dado um conjunto ordenado A=(A <} e XCA; dizemos que X € um
conjunto dirigido se, para quaisquer a.b€ X, existec € X iel quea<ceb<ec. i

Teorema 1.6.51 Dada uma ldgica £ = (Cp,br) sdo equivalentes:
{a} L € algebrizdvel.

{b} O operador de Leibniz ) aplicado a Th, verifica:

(6.1) ©2 € mondiono.

(b.2) Q € injetor (ou seja, se 11 # 13, entdo Q13) = QIs)).

(b.3) Q preserva unides de conjuntos dirigidos em I'hp: isto €, se X ={1}ier € uma familia
dirigida (no sentido da inclusdo) de teorias de Th,. entéo Ui, (13)) = U, ()

LF
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Concluimos aqui a breve caracterizacio das classes de Iégicas a serem estudadas nes-
ta apresentacio. I claro que grande quantidade de resultados relativos a elas tem sido
obviados. Além disso, a Hierarquia de Leibniz considera outras classes de légicas fora das
mencionadas (ver [Font et al., 2003}}. Por exemplo as I6gicas fortemente algebrizéveis (quan-
do a semdntica K é uma variedade), as fracamente algebrizdveis, as Fregeanas, assim como
os casos “infinitarios” das 1dgicas trabalhadas (égicas infinitamente equivalencials, infinita-
mente algebrizdveis, e outras). No capitulo seguinte dedicaremo-nos ao estudo do outro eixo
essencial em nossa pesquisa: a fibrilacdo de I6gicas proposicionais.
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Capitulo 2

C-Fibrilacao de Légicas Proposicionais

A tarefa que nos propomos neste capitulo é, exclusivamente, de fornecer um determinado
tratamento formal para aquele processo de combinacio entre légicas conhecido como fibri-
lacao. Dado que a abordagem para este processo que estudamos aqui estd baseada em Teoria
de Categorias, chamaremos a tal mecanismo de C-fibrilacio. com o fin de diferencis-lo de
outros tratamentos ao mesmo mecanismo '. A primeira segao descreve a motivacio para as
diferentes defini¢les de fibrilacgo, tal como foi sugerida pelo seu criador. D. Gabbay. Dado
que esta motivagio € sobretudo intuitiva, damos na segunda se¢do uma aproximacio formal
para certas légicas apresentadas por meio de regras de inferéncia de tipo Hilbert. A terceira
secho explica o processo de fibrilagde em 16gicas expressadas semanticamente.

A quarta e iltima se¢do ¢ fundamental: baseados nas duas secées prévias, as quais podem
ser formalizadas por linguagens categoriais, forneceremos o conceito de fibrilagio expresso ex-
clusivamente em tal linguagem {C-fibrilagao); finalmente provaremos que a categoria CON S
{de légicas entendidas como relagdes de conseqgiiéncia) é fechada por C-fibrilagio. Mencio-
nada categoria serve como “marco geral” para outras categorias a serem analisadas, e daf a
importincia dada a ela neste texto.

2.1 Motivacao para a fibrilacao de Légicas

Ainda quando em muitas ocasites os sistemas légicos tém sido combinados para a ob-
tengdo de logicas novas, foi na verdade nos anos 90 quando diversos pesquisadores tentaram

*Outras formas de atacar a fibrilagie de Légicas, gue ndo dependem da Teoria de Categorias, serdo
analisadas no dltimoe capitule, of. indicamos na Introducio.
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dar um marco geral para a combinagio de légicas. Numa anslise da combinacio de ldgica
intuicionista com légicas com diversas modalidades (e da combinagao destas entre elas mes-
mas}, D. Gabbay introduziu o conceite de fibrilagdo de {Sgicas. A fibrilacio de légicas nos
seus artigos {ver [Gabbay, 1996] como marco original, e o livro [Gabbay, 1999] ?) é insis-
tentemente mencionada como uma metodologia: isto &, como um procedimento, focalizado
sobretudo na “combinagio de seménticas de Kripke”. Por causa disso, a formalizacao para
tratar destes processos ¢ usualmente complicada, ainda quando a sua compreensio e im-
plementagio sdo relativamente simples (cf. D. Gabbay, em [Gabbay, 1996], Secac 2, pigina
1070}. Por tal motivo, nesta segfio nio estaremos interessados na forma dada por Gabbav
ac proceso de ﬁbrliagao mas na motivagéo intuitiva de tal processo. Damos aqui um eshogo
geral do que “deveria ser entendido por fibrilagio”, segundo as idéias originais. Posterior-
mente veremos como generalizar estas nocdes.

Motivagae 2.1.1

A fibrilacdo de légicas é um processo de combinagio de légicas que, entre outros, deveria
responder aos seguintes requerimentos:

e A linguagem da “légica resultado” da fibrilagio deve ser constituida pelas linguagens
das légicas originais, a serem fibriladas. Assim, isto deveria permitir a existéncia de
formulas “hibridas”, constituidas dos conectivos das diferentes 16gicas originais.

¢ A metodologia deveria ser aplicdvel ainda quando as légicas originais fossem apresen-
tadas de diferente forma.

¢ A légica resultado da fibrilagdo deveria “conservar” as férmulas vélidas (ou, preferen-
temente, conseqliéncias vilidas) das l6gicas originais, levando a conta que toda férmula
original também pertence 3 linguagem da l6gica resultado. Além da mencionada con-
servagdo de tautelogias ou consegiiéncias, a Iégica fibrilada deveris ser minimal em
relacao a certas propriedades, segundo o interesse que motiva a combinacio.

o A fibrilaggo, assim obtida, deveria tornar possivel estudar resultados de “transferéncia’
entre as légicas originais e a fibrilacio delas.

Notemos que a motivagdo acima indicada vai conservar as tautologias ( {conseqiiéncias)
das ldgicas originais, mas permite tautologias {conseqiiéncias) novas, as quais estdo regu-
lamentando sobretudo o comportamento das férmulas hibridas. Deseganamos indicar que

IMencicnado livro 4, de fato, uma coletdnea revisada de artigos relativos & fibrilacéo.
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os exemplos dados inicialmente nao sio expressos {nos artigos originais) em linguagem ca-
tegorial. Tais exemplos serdo fornecidos come motivacio para o outro tipo de fibrilagio
{G-fibrilagao), estudada no Capitulo 5.

A partir das sucessivos artigos de D. Gabbay, mas num tratamento cada vez mais in-
dependente. o grupo de légica do IST de Lisboa deu definices formalmente mais rigorosas
da idéia da fibrilacdo. Tais defini¢des surgiram do estudo da fibrilagio aplicada a certos
problemas concretos em diferentes apresentagies (cilculos de Hilbert, semanticas modais,
entre outros). Dado que elas s8o o eixo da nossa definicio “abstrata™ de fibrilacic, serso
discutidas nas se¢oes seguintes deste capftulo.

2.2 Fibrilacao sintatica de Ldgicas

Nesta sec@o trabalharemos exclusivamente com légicas tais que sua relacio de con-
seqliéncia vem induzida por um conjunto finito de axiomas-esquemas e de regras de inferéncia
de tipo Hilbert. Isto quer dizer que as légicas sdo “apresentadas” mediante uma axiomatica
de regras esquemsticas de inferéncia. Transcrevemos aqui diversos resultados conhecidos
no tema. Todos estes resultados sdo baseados em [Sernadas et al., 1999], [Caleiro, 2000] e
[Zanardo et al., 2001].

Detinicao 2.2.1 Dada uma assinature C, o linguagem esquemdtica gerada por L(C)
€ a dlgebra livremente gerada por C sobre um conjunto enumerdvel = (disjunto de |C), tal
que ZNY =0 3. Desta forma, entendemos a linguagem L(C,Z) como sendo disjunta de
L{C). Wi

O fato de diferenciar a linguagem “concreta” L{C) {ou seja L{C,V)) de L(C.Z) permite,
em geral, trabalhar com axiomas-esquemas de wm modo formal, ac invés do modo usual na
literatura, em que o tratamento das linguagens esquemiticas é realizado meta-lingiiistica-
mente, Contudo, na nossa prépria abordagem (que serd indicada nas préximas secoes ) os
conjuntos de axiomas serdo simplesmente férmulas da linguagem L{C). O abuso notacional,
além de dar uma maior dindmica & leitura da tese, est4 justificado por serem o nosso objeto
de estudo as logicas padrao (e portanto estruturais).

%Em [Zanardo et al., 2001, por exemplo, se considera wma finica linguagem {nao se distingue entre lin-
guagem “concreta” de “esquemdtica”), mas o conjunto V é considerado come integrante de €. A mnossa
abordagem ¢ um pouco diferente porque desejamos que o conjunto € seja somente o conjunto de certas
operages (-arias, e nao de todas as férmulas atémicas, of. j4 tinhamos indicade.
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Defini¢ao 2.2.2 Um Célculo de Hilbert ¢ um par {(C. Py, em que C € wma assingtura e
PCprun(L{C.Z)) x L{C,Z);

Dade v € P. simbolizamos a v por v = {(Prem(r), conc(r)). O conjunto Prem{r) € o
conjunto de premissas da regra r, enquanto que ¢ férmula cone(r) € a conclusdo de r.
As regras de P serdo chamados de regras (esquemdticas) de inferéncia. No caso em
que Prem(r) = 0 dizemos gue v ¢ wm axioma esquema. i

A seguir veremos como os calculos de Hilbert podem induzir relagdes de conseqiigneia
em linguagens concretas,

Definicao 2.2.3 Dada uma assinatura C ¢ um céleulo de Hilbert (C, P), uma instanciacio
da linguagem esquemdtica € wmna fungdo f Z—L{C). Por ser L(C,Z) wma dlgebra
livre, fica claro que [ pode ser estendida a wma vnica f: L{C Z)— L{C).

Doda uma linguagem C ¢ um cdleulo de Hilbert (C, P} alogica £ = (Cr,-p) induzida
por {C. P) ¢ aquela em que o relagio de consegiéncia bp ¢ definida da seguinte forma:
U'kp o se existe uma seqiéncia finita {~, ..., Y} de formulas v, € L(C) tal gue:

(Lym = .

(2} Para todo i = 1,...,m, acontece alguma das dues condigdes seguintes:

(2.1) Ou~v el ou

(2.2) Existe uma regrar; = {Prem(r), conc(r)), e uma instanciagdo f; verificando:

(a) fi{ Prem{r;))C{m. s Yim1} o€ (b) fileone(r;)) = 7. LI

Para esclarecer um pouco as defini¢bes precedentes vejamos como a Idgica clédssica LPC
pode ser induzida por um cdleulo de Hilbert:

Exemplo 2.2.4

A légica cléssica LPC = (L(Cppe).Frpe), sendo Crpe = {—.—} e Frpc é a relagdo de
conseqiiéncia induzida pelo seguinte conjunto P = {r1,72,73,7,} de regras esquemsticas {cf.
[Mendelson, 1964)):
ry = (i, fi‘*(@z"fl)}
ry = (0, (&1{&—&) )= (G —=E)—{&—&))
ry = {0, (=& ——&) = {(~&1—&)—&)
re = {{£.6—6}.&)

As tres primeiras regras sdo os axiomas de LPC {considerando que {=, —} é um conjunto
adequado de conectivas para LPC), enquanto r, é a regra de Modus Ponens. O

Uma vez que temos definida a nocio de 1égica induzida por um conjunto de regras de
tipo Hilbert, vejamos como podemos fibrilar duas légicas com tais caracteristicas. A nogao
de fibrilagdo, aqui, deve ser expressa utilizando a nocio de calculo de Hilbert de alguma
maneira muito precisa, como veremos a seguir.
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Definicio 2.2.5 Sejam L; = (Cpbp) (i = 1,2) duas [gicas induzidas por cdleulos de
Hilbert {Cy. Py} respectivamente. A4 fibrilagho irrestrita entre L£; e L, (denotada por
Ly® L) € aldgica L8 Ly = (Cripes. Fripe,), em que:

o Cpripe, = Cr Wy (a unido disjunia dos conectivos das [dgicas a serem fibriladas).

® Frien, € aldgica indurida pelo cdleulo ((Criar,. =) Priace), com Pe ar, a unido das
regras Pp, e Pr, *. O

Aparece aqui mais uma motivagao que leva a escolher linguagens esquematicas nas apre-
sentacbes axiomdticas: as varidveis & que aparecem nas regras do conjunto Fr g, podem
ser instanciadas por qualquer formula: ndo somente por férmulas da prépria Idgica 3 qual
pertence a regra, mas também da outra légica. E, mais ainda, por férmulas “hibridas”, cons-
tituidas por conectivos de assinaturas diferentes. Aqui pode se vislumnbrar a razéo pela qual
esta combinagao particular é chamada de “fibrilacio” tal como pede a motivacic intuitiva
da segdo anterior. Porém, antes de discutir tal fato com um pouco mais de detalhe, consi-
deremos um outro tipo de fibrilagéio, a qual usualmente é denominada de fibrilacdo restrita
a certa famitia Cy de conectivos.

Defini¢iao 2.2.6 A fibrilagdo de L:® L, restrita a Cy € simplesmente a [6gica £ = £,@%° L5,
induzida pela wnidgo das regras Pr, U Pr, identificando aos conectives de C) e Cy que sio
irndgens de Cy 3. O

Notemos que a fibrilacio irrestrita é simplesmente um caso particular da fibrilacéo restrita
{quando Cy= 0).

O processo acima esbogado pode ser aplicado também a l6gicas definidas semanticamente
€OMOo veremos a continuagio.

2.3 Fibrilacao seméantica de Logicas: completude

Assim como é possivel fibrilar relagdes de consegiiéneia por métodos sintéticos, os modelos
semanticos sdo também utilizados para tal fim. Esbocaremos brevemente a forma em que

*Fica claro que mencionada unido agora é considerada disjunta, por causa de que as Hnguagens também
o sac. Por outro lado, temos abusado um pouco da notagio, identificando os conjuntos C¢, como sendo
“inchrdos” na upido disjunta, abuso por outro lado comum na Hteratura.

SPor causa de certos requerimentos técnicos, ¢ conveniente considerar a todas as assinaturas a serem
tratadas como disjuntas. Portanto, (% ndo estd verdadeiramente contido, nem em ¢ nera em (3. Porém,
podemos identificar Cy com um conjunto f;{Cy}CC; {i = 1.2), e assim {sob um ponto de vista categorial)
Coy é sub-objeto das assinaturas C; e (.
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podemos construir modelos semanticos novos a partir de modelos fornecidos previamente.
Essencialmente, a idéia a ser utilizada ¢ a seguinte °:

e As estruturas seménticas correspondentes as légicas a serem fibriladas sio entendidas
como classes {C, M, A} de ternas § = (U, B,v). Aqui, U é um conjunto (de mundos),
BCp(U) e v uma valoracéo de conectivos a funcdes k-drias entre conjuntos de mundos
{formalmente. w; : CkwaBk}. As ternas S sio denominadas de “modelos”. Nesta
notagdo, a terna (€, M, A) indica a assinatura C das légicas, a classe M de “nomes de
modelos”, e a funcdo A4 : M — S atribui a cada nome um modelo S associado.

o Assim, a seméntica de cada légica é uma classe (C, M, A) de modelos, como acontece
usualmente na légica modal.

e Por outro lado, as relagoes de conseqiiéncia induzidas pelas estruturas seménticas de
cada légica, ainda quando podem ser vistas como semanticas de mundos possiveis,
podem também ser entendidas algebricamente.

o A estrutura seméntica (C; W Cy, M, A) que definird a relacio de conseqiiéncia da fi-
brilagdio irrestrita estd formada por pares (m,m’) de modelos das estruturas originais,
tais que comeidam no seu conjunto de mundos, e nos conjuntos H respectivos.

o Tal estrutura “avalia” fSrmulas da linguagem L(C, ® Cy) a partir de uma valoracio
v, cuja forma de avaliar um conectivo ¢ é a mesma que a da valoragio existente no
modelo que avalia a légica a cuja assinatura pertence ¢ 7.

¢ No caso da estrutura relativa 4 fibrilacdo restrita a um conjunto C, de conectivos, ela
consiste apenas de pares de modelos (m,m’) nos quais (além do anterior) verifica-se:
se ¢ € C%, v*n{clby. ... be)) = oo (elly, . By)).

¢ A condigdo anterior da definigao dos pares {m,m’) forga a idéia de que o conjunto Cj
simplesmente “identifica” certos conectivos das duas légicas envolvidas na fibrilagao.

¢ As novas estruturas (tanto na fibrilagio irrestrita quanto na restrita) “possuem menos
modelos” em relagio as estruturas originais. Desta forma, a légica induzida por elas
acaba sendo extensdo das légicas originais, pois valida mais férmulas que estas.

0 formalismo utilizado para a construgio de modelos “fibrilados” & hem complexo, ¢ consideramos que
nao faz sentido introduzi-lo neste texto.

"Ou seja, v¥(c)=v*,(c) quando m € A, (e andlogamente para m & Ay). Notar que esta definicio faz
sentido pelo fato de ser Cp_y ., & unido disjunta das assinaturas respectivas.
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Notar que, similarmente ao caso sintdtico, a fibrilagdo irrestrita pode ser obtida a partir
da defini¢do malis geral de fibrilagdo restrita, simplesmente considerando Cp = .

Vemos aqui, mais uma vez, as motivacdes originais da metodologia da fibrilagdo tratadas
formalmente. Aparecem, novamente, a idéia de misturar linguagens. a idéia de obter uma
“menor légica” que preserve as l6gicas anteriores, e também a idéia de “preservar légicas
induzidas por estruturas seménticas” {isto é se as légicas originais sio definidas seman-
ticamente, a fibrilada deve poder ser definida da mesma forma). Mas aqui aparece uma
nova idéia de preservacdo de propriedades: a nogio de preservacdo de compleiude. A seguir
discutiremos tal idéia com certo detalhe, pois ainda quando ndo trabalhemos com ela aqui,
motiva sobretudo as idéias do Capitulo 4.

Seja L{C) uma linguagen tal que podemos definir duas relacdes de conseqgiiéncia nele:
uma rela¢io bp induzida por regras de tipo Hilbert, e uma relacio = induzida por um sis-
tema de interpretagdo (C, M, A). Isto, de momento, estd definindo duas légicas diferentes:
a logica L = (C.Fp) e a l6gica L* = (C. |=). Ora, como é usual na literatura, dizernos que:
a axiomética F ¢ correta em relacio a (C. M, Ay setp C =
A axiomatica F é completa em relacho a (C, M, A) se = C p. No easo de ser £ correta
e completa em relagio a (C, M, A) dizemos que £ & adequada a {C, M, A). Neste caso, Fp
pode ser identificada com k=, e as légicas £ e £* ficam reduzidas a uma sé. Isto é o que acon-
tece, por exempilo, com a légica cldssica: uma vez verificado que a relagio de conseqiiéncia
induzida axiomaticamente é similar 2 induzida por tabelas de verdade, fica claro que a légica
é tnica, independendo da forma em que se define a sua relacio de conseqiidncia. Por ou-
tro lado suponhamos que temos duas l6gicas £; (i = 1,2} que podem ser definidas tanto
sintdtica como semanticamente. Isto é, podemos entender a cada ldgica como sendo £; =
(Cpp. b ) oucomo L] = (Cr,, k=¢,). Ora, procedamos a fibrilar as légicas £; sintéticamente,
segundo as Definigdes 2.2.5 ou 2.2.6: o resultado serd a logica L ez, Por outro lado, re-
pitamos o procedimento seguindo a idéia semantica de fibrilagdo. Obteremos assim a lézica
Lerar,. Estas duas novas logicas serdo a mesma? Quer dizer: serdo vélidas a corregio e
completude nas légicas obtidas por fibrilagao? Pode ser provado que, enquanto a correcho
¢ de fato valida, a completude nio sempre pode ser possivel (ver [Zanardo et al., 2001]). E
aqui chegamos novamente & idéia de preservacac de propriedades tal como foi pedido na
Motivacao 2.1.1. Porém, neste caso, a propriedade a ser analisada (completude) vem dada
de uma forma especial, como veremos a seguir:

No caso de preservagio da axiomatica, a propriedade em questdo era “interna”. Ou seja,
as légicas eram fibriladas dentro de uma classe especial, e a anélise do resultado de trans-
feréncia era feita nessa mesma classe. Uma coisa andloga acontece no caso de preservacio
de légicas apresentadas semanticamente. Na andlise da preservacio de correciio e comple-
tude temos a seguinte questdo: é preciso realizar duas fibrilagdes (por métodos diferentes) e



depois comparé-las. pelo que os resultados de transferéncia a serem estudados sio analisa-
dos “externamente” (ou seja, estamos buscando a igualdade entre duas légicas fibriladas de
diferente forma). Veremos nos préximos capitulos que nas fibrilagdes a serem estudadas, os
resultados de transferéncia podem ser analisados também de tanto de forma “interna’ quanto
externa. Isto é devido a que as nogdes de protoalgebrizabilidade, equivalencialidade e alge-
brizabilidade podem ser expressas tante em funcio de certos tipos de modelos mas também
intrinsecamente. Na andlise de tipo “externo” os modelos em questdo deverdo ser fibrilados
também: isto val nos levar, por exemplo, & fibrilagdo de classes de algebras, transcendendo
a idéia de que a fibrilagio é um processo exclusivo das légicas.

Em toda esta breve introdugdo apresentada até aqui, temos dado preferéncia a um tra-
tamento relativamente informal do conceito de fibrilagio. Porém, para poder continuar, é
preciso unificar todo o que foi apresentado sob uma tnica perspectiva, mais formal. A for-
malizacio que vimos nos casos concretos apresentados nestas Gltimas segdes é devida, como
foi mencionado, aos pesquisadores do IST de Lisboa (A. Sernadas, C. Sernadas, C. Caleiro,
entre outros). Mas deveremos modificd-la levemente (na verdade, apresentd-la de um modo
mais abstrato) para poder estudar fibrilacio na Hiersrquia de Leibinz, tanto interna co-
mo externamente. E para conseguir tal abstragfo é verdadeiramente conveniente expressar
nossas idéias por meio da Teoria de Categorias. Disso trata a tltima seciio deste capitulo.

2.4 Abordagem categorial da fibrilacao de Légicas

Antes de comegar com esta segio consideramos bom indicar que os conceitos categorials
que seréo precisos aqui sao muito simples. Temos nos baseado aqui fundamentalmente em
[Goldblatt, 1979]. Temos utilizado também o apéndice da Tese Doutoral de Carlos Caleiro
([Caleiro. 2000]), sobretude no uso dos conceitos de cofibragie e de elevagio co-cartesiana.
Por outro lado, fixaremos a seguinte notacio, para distinguir os aspectos conjuntistas, ldgicos
e categoriais das entidades a serem estudadas.

Notacido 2.4.1

Dados dois conjuntos 4 e 8, AW H indica a sua unido disjunta; dada uma categoria C, e dois
C-objetos, A& B denota a seu coproduto. Finalmente, dadas duas légicas L1 e Ly, £, 8 Lo
denota a sua fibrilacdo, como temos feito nas secées anteriores.

Em muitas ocasGes os conceitos indicados coincidem, mas para demonstrar isso é preciso
inicialmente diferenciar as nogdes envolvidas. Daf a necessidade da notacéo indicada. ad
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Para proceder a analisar categorialmente a fibrilagio de légicas, notemos primeiramente
o seguinte: este método, entre outras coisas, utiliza a idéia de combmag,ao de linguagens.
E natural, portanto, definir uma categoria de linguagens como fundamento sobre o qual
serdo definidos os restantes conceitos. Nas abordagens estudadas até agora, as categorias de
linguagens puderam ser reduzidas simplesmente a categorias de assinaturas:

Definicio 2.4.2 A categoria SIG ¢ aguela cujos objetos ¢ morfismos esido definidos da
sequinie maneira:

S1G-objetos: Assinaturas.

S1G-morfismos: Dados dois SIG-objetos C; e Cy, um morfismo f 1 C,——C, € uma fungdo
|GGy tal que. se ¢ € C*y, enido f(c) € C*,. Notemos que todo SIG-morfismo
induz uma funcdo f : L{C)— L(Cy) da seguinte forma:

aj f(p) =p, paratodop € V.
b) Flew(on, - ax)) o= flw)(Flen).- - Flow))

A identidade id € a composicdo o em SIG sdo dbuias. 0

Entre outras propriedades de S/G pode ser facilmente demonstrado, por exemplo, que
tal categoria ¢ uma categoria finitamente completa, possuindo assim co-produtos e co-
equalizadores. Isto é uma ficil conseqiiéncia do fato de que STG na verdade é a catego-
ria SET/IN ¥, Tais conceitos sdo importantes pois dardo a idéia intuitiva de incluso de
conectivos e de identificago de conectivos, respectivamente, como veremos daqui a pouco.

De qualquer forma, a defini¢éo de uma categoria de linguagens é simplesmente o primeiro
passo: em base a ela daremos a idéia de meorfismos entre 16gicas. Em geral tais morfismos
dependem da forma em que as 16gicas estdo apresentadas. Dado que na secdo anterior temos
trabalhado com duas apresentagoes (cdlculos de Hilbert e estruturas semanticas} versmos o
formalismo categorial delas, e de que mode estdo influenciadas pela categoria SIG. Primei-
ramente, definimos a categoria de légicas indugidas por céleulos de Hilbert.

Definicao 2.4.3 A categoria HIL € definida da sequinte forma:
H11L-Objetos: l6gicas L = (Cp,r) induzidas por cdlculos de Hilbert ©.
HleMmﬁsmos sao H{L-morfismos de £, até Ly os SIG- morﬁsmos f o |Cil—Cs] tais

gue as fungdes f L{Cy)—L(CY) induzidas por f satisfazem o seguinte: sejam os cdleulos

*Ver esta definigao em [Goldblatt, 1579].

“Na versao original os HIL-Objetos sdo os préprios caleulos de Hilbert. Dado gque uma mesma légica
pode ser definida por diferentes caloulos mas estes {na categoria tal como foi originalmente definida) acabam
sendo isomorfos, a nossa aproximagico nic presupde nenhuma modificagio substancial, e é mais facil de
explicar. Uma coisa andloga acontecera com a categoria de sistemas de mterpretacao.
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de Hilbert (C;. Fy) (i = 1,2) tais que induzam as Idgicas L, respectivas; para toda regra r =
gic as; p
{(Prem{r}, conc(r)} € P, ezpressa em L{C;) °, wale f{Prem{r)) by flconc(r)). i

Aqui aparecem duas propriedades fundamentais para o formalismo a ser desenvolvido: =
primeirs € a seguinte:

Proposicao 2.4.4 f ¢ wm HIL-morfismo enire ldgicas L1 € Ly se e somente se f verifica,
pare todo confunto ['U{a}CL(CL,): se T by, o, entio f{T) F,, fla).

Isto €, os morfismos entre légicas acabam sende tradugées entre l6gicas, segundo certa
nomenclatm"a usual na literatura **. Tal fato é fundamental. pois os morfismos, desta forma,
“preservam” a relagio de conseqiiéncia ainda quando a linguagem muda.
O outro fato fundamental € a caracterizacio categorial da fibrilacdo, tanto restrita a um
conjunto de conectivos como irrestrita. Ainda quando a primeira generaliza a segunda, tais
resultados aparecem separadamente:

Teorema 2.4.5 A fibrilacdo de duas ldgicas L, e £y induzidas por cdlculos de Hilbert &
simplesmente a légica co-produto na categoria HiL.

Figura 1

HiL

00 seja, trocando as varidveis & por p;.

Y 8eguimos aqui a [da Silva et al., 1999] e, [Carnielli - D'Ottaviano, 1997; este conceito abstrato de tra-
dugao 34 aparece por exemplo em Brov«.n Suszko, 1973}, Podem se estudar trabalhos mais recentes no
tema e {Feitosa — D'Ottaviano, ’)(}01
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Tratemos de entender intuitivamente tal resultado {ver Figura 1 como ajuda): como
mencionamos, o coproduto em S/G é a unifo disjunta de assinaturas. Dade que os H1L-
morfimos séo também STG-morfimos, tal fato é herdado em HIL. Além disso, a Proposicio
2.4.4 indica que os H]L-morfismos preservam as relages de conseqiiéncia. Logo, estd di-
zendo que o coproduto € a ldgica “mais préxima” as duas originais que preserva as relacies
de conseqgiiéncia. Mas isso €, justamente, o que a fibrilagio irrestrita de légicas significa,
segundo a Definigide 2.2.5.

A fibrilaggo restrita de ldgicas requer um estudo mais detalhado do comportamento do
motfismo na categoria de assinaturas SIG, como veremos a seguir. Mas para isso precisamos
do conceito categorial de elevacdo co-cartesiana

Definicao 2.4.6 Dadas duas categorias C e D e £ C~D um funtor: wm morfismo
F-co-estruturado com codominio d' € D € wmn par (e, f}, sendo que ¢ € um C-objeto
e i Fle)—=d € um D-morfismo. Uma elevagio co-cartesiana do F-morfismo co-
estruturado (c, f) € um C-morfismo f* : c—¢ tal que F(f*) = f e, adicionalmente,
verifica a seguinte propriedade universal:

para tode C-morfismo g : e——c”, e todo D-morfismo b : d'~—#'(c") validando ho f = F(g),
existe um dnico C-morfismo R* 1 '—c” com h™ o f* = g, e F'(h*) = h.

No caso em que F seja o “funior esquecimento” entre duas categorias, omitiremos o prefito
F nas definigées prévias. 0

Com & definicdo anterior é possivel provar o seguinte resultado. relativo a fibrilacio
restrita a assinaturas Cy:

Teorema 2.4.7 Sejam L; = (Cp bp,) (6= 1,2) dois H [ L-objetos. Seja Ly stog, afibri-
lagdo restrita ao conjunto Cy de conectivos.

Entdo se verifica:
{a) Cy € um SIG-objeto. f; 1 Co—C; sao SIG-monomorfismoes, e a linguagem de £ @G ry
€ a gerada pela assinatura C, sendo C o contradominio do co-equalizador (e. C). Este dltimo
co-equaliza o par de morfismos inc; o f; 1 Cq—sCy W Oy 12,
(b} A ldgica Ly goor, € simplesmente o contradominio da elevagdo co-cartesiana determinada
pelo morfismo co-estruturado (L1 & Ly, €).

Comegamos aqui nossa contribuico original a este trabalheo, com a andlise deste teorema
de uma forma intuitiva, ajudados pela Figura 2. em primeiro lugar, vemos que podemos
definir o funtor esquecimento N entre as categorias HIL e SIG. J4 em SIG vemos que

1?Ese era o motive pelo qual é preciso provar que ST tem coprodutos e co-squalizadores.
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fica claro que um conjunto de conectivos compartithados Cy pode ser visto claramente como
um morfismo dessa categoria. E ébvio, também. que a linguagem da légica obtida pela
fibrilacdo, de acordo com a Definicio 2.2.6 tem que estabelecer uma identificacio entre as
inclusdes de Cp nas duas légicas envolvidas. Temos assim a nogao de co-equalizador do par
de morfismos com dominio Cy. Fora disso, os conectivos restantes devem ser considerados
em forma disjunta, pelo que o contradominio dos morfismos a serem equalizados deve ser
Cr, 0 Cpy.

Figura 2
HIL: X SIG
Co
L, L, Ci. Cy
iney e /'/ \ oy
Lie L, Cia G

Ora, a ldgica em questio, além de ter a linguagem definida segundo os conceitos indicados,
deve ser, mais uma vez, a “menor” légica que preserva as relacdes de conseqiiéncia originais.
Por tal motivo, precisamos da nogao de elevagio co-cartesiana, que “leva” a linguagem gerada
pela assinatura compartilhada Cy & categoria das légicas e, além disso, tal nocio define o
morfismo mals “proxime” a £, e £3 que preserva relacdes de conseqiiéncia originais.

Temos assim dado um tratamento formal 4 idéia intuitiva de fibrilagao sintdtica. Porém,
um fato verdadeiramente interessante ¢ que tal formalismo pode ser aplicado também &
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fibrilagao semantica, com os mesmos resuliados que os estabelecidos pelos Teoremas 2.4.5 e
2.4.7. Isto é, que a nocdo de fibrilagio irrestrita corresponde-se com a nogio categorial de
co-produto (na categoria INT, de légicas induzidas por estruturas seméanticas). E, por outro
lado, que a fibrilagéo restrita é a elevacao co-cartesiana de certo co-equalizador definido na
categoria STG. Isto nos leva, nesta tese, a considerar que a fibrilagio é simplesmente um
certo diagrama entre certas categorias especiais. QQuais sfo as propriedades que deveriam
possuir tais categorias? Neste texto levaremos a conta as seguintes:

- Primeiramente devemos expressar categorialmente relacdes entre linguagens: logo, pre-
cisamos de categorias C cujos objetos podem ser considerados como assinaturas. Por
outro lado, a propriedade fundamental dos morfismos de C é que induzem funcdes entre
as linguagens geradas pelas assinaturas. Assim, em S/G, uma das propriedades dos
morfismos f ¢ a de induzir & fungdo f : L(Cl)wm)L(CQ) Além disso, os STG-morfismos
deveriam ser também C-morfismos.

- As categorias € devem possuir coprodutos, para poder expressar unido disjunta de
linguagens.

- Para poder expressar combinacio de linguagens compartilhando um conjunto Cy de

conectivos, deve valer: para todo par de SJ/G-mono-morfismos £, LYy —L{C;
(¢ = 1,2}, sempre existe o coequalizador de inc;0 f; : Cy = C1 @& Cy, com ing; (i = 1, 9)
as injecoes candnicas ine; : Co— O

Voltamos a indicar que as propriedades mencionadas sao as que consideramos necessarias
para expressar categorialmente os conceitos lingiiisticos (porém nio légicos). Nesta tese
utilizaremos uma categoria que possul estas propriedades e que inclui a S7G. Chamaremos
PLAN atal categoria **. Vejamos a sua defini¢io formal e algsumas das suas propriedades.

Definicao 2.4.8 A categoria PLAN € definida por:
~ PLAN -objetos: assinaturas C.
-PLAN -morfismos: fungbes f o |Ci|—L{(Cy) satisfazendo para todo ¢ € C¥*1, que flc) =
aolpr.- - o). Ou seja, f associa a cada conectivo k-drio de C, uma férmula de L{C3)
que depende no mdzrimo de k varidveis. Os PLAN -morfismos [ induzem uwma vnica fungdo
I L{C)—L{Cs) da seguinte forma:

- flps) = (pam todop; € V) ~

Flwl(b.-- G)) = f(u\(fgﬁ’i, (B0, para tedo w € CFy.

-A composigéo g » f € a fungdo go f / agui, © € a tradicional compoesi¢do conjuntista). U

120 pome “PLAN” vem do inglés “Propositional Languages. Faz referéncia ébvia ao fato de que, embora
os objetos sejam assinaturas, na verdade sstamos utilizando funcées entre as linguagens geradas respectivas.
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Observacao 2.4.9

Notemos que os SIG-morfismos f : C; (%, onde para todo c € Oy, f {e] = w g C, podem
ser considerados obviamente como fungdes f : C;—L{C,). com f (e} =wp,- - ,p). E tal
tipo de fungdes sdo morfimos no sentido de PLAN . Assim, podemos entender que os SIG-
morfismos estdo contidos nos PLAN-morfismos. Portanto, usualmente faremos referéncia a
o0s S1G-morfismos como sendo fungdes cujos contradominios sao linguagens, e nio assinatu-
ras. |

Vejamos algumas cutras propriedades de PLAN:

Proposicao 2.4.10 Para todo par de PLAN -morfimos f ¢ g verifica-se:

(j}} Se fﬁi Ci— L) ¢ p = @(Pls---:gn) € L{C:) entao f(SCj\(Pia---sPﬂ (pif i)} =
Fle)os/ Flew)) feom i =1+ ). Isto & Flplos. .. 0n)) = @) (Fiar) .. ).

(b) Se f: C1—L{C5) e G L{Cy)—L(C3) entéoge f =go f =Go f.

Demonstragdo: Por indugdo na complexidade da férmula ¢(p,, - - P 0

A proposicao anterior indica certas propriedades de linguagens proposicicnais e de PLAN-
morfismos.

Os resultados que verdadeiramente precisamos (que permitirdo mixturar linguagens pro-
posicionais) vém dados a seguir:

Teorema 2.4.11 PLAN ¢, de fato, uma categoria.

Demonstragao: E claro que id é o morfismo identidade (sendo, id : C—-L{C) definido por

id{wy} = wi(p1, . ...pr)). para toda assinatura C e para todo conectivo w € C*. Para provar
associatividade aplicamos Proposicio 2.4.10 (b): he (Ge f} = ho{Go f) = (hoglo [ =
(hed)ef n

Teorema 2.4.12 PLAN possui coprodutos.

Demonstragio: Sejam as assinaturas C;, com ¢ = 1,2. Consideremos a assinatura ¢ =
Cy ¥ (y {sendo W, como temos mencionado, a unido disjunta}. Provemos que € = Cy @ Cy:
definimos inc; : C;~—L(C) da forma ébvia. Isto ¢, para todo conectivo w € C*;, inc(w)
= w(pr....,px). Sejam agora os PLAN-morfismos g; - Ci—L{C") (i € {1,2}). Definimos
g« CL{C"} da maneira natural: glw) = g;{w), para todo conectivo w € C;. Assim, é
facil provar que g & ing; = g;, e que ésta 1iltima funcio é tmica. |
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Teorema 2.4.13 Sejam f; : Co——L{C,) (i = 1,2} dois SIG-monomorfismes (e portanto
PLAN-morfismos), cf. Observagdo 2.4.9. Entdo, dedas as inclusbes ine; : Ci—sCy @ Cs
temos que em PLAN sempre existe o co-equalizador para incse f; 1 Co—Ci & Cy (i = 1,2).

Demonstracéo: Sejam duas assinaturas C; (i = 4,2), e a assinatura Cj com os SIG-mono-
morfismos f; COML(C ) . Definimos em Cf W C§ (com k € IV) a seguinte relagéo de
equivaléncia **: v’y = uf), se e somente se existe wy € C, tal que filwe)= wiiipr, -+ pp)
e fi{un) = wii(pr, - o) (E claro que = é uma relagio de equiva léncia}. Notar que, se
{w;, w;) € =, entdo somente pode acontecer:
a) w; = w; ou entdo b) wy, € C%,, w; € C"Tg,j e i 7 7 {isso por ser f; monomorfismos em
SI1G). Denotaremos a ciasse de eqmwalenma de todo ¢ € [Cp| por @

Seja agora a assinatura C:= C/ =. Notemos que C simplesmente “identifica” aque-
les conectivos de assinaturas diferentes que sdo considerados o mesmo por causa de Cp, e
faz disjuntos os restantes conectivos. Definimos agora ¢ : C; @& Co——C definida por {pa-

ra todo conectivo w'y € C) W GF): e(w'y) = wix(py,...,pe). Provemos agora, para todo
conectivo w € Cy, que e o (inc; o fi{p)) = e (inc o f3(p)). Primeiramente notemos que,
se filw) = a{p,- ,m), com ¢ € CF, {1 = 1,2} entdo &= &. Deste fato, e aplican-

do Proposicao 2.4.10 (b) temos: (ce inc;) e fi{e) = e (inc; » fi(c)) = €0 (mq e fiie)) =
eo(inciofi{e)) = e(mcuﬁ(w})) = elinci(elpy, - -, pe))) =&ea(py, - o)) = Elpr -, px)
=T3P, Pk = e(mcf(@(m 2 Pi)}) = Elines( fo(w))) = €olinego fole)) = &o (incye folc))
= (e incz} fole), como deseja‘»amo's A propriedade universal de € é trivial, assim como a
unicidade de dito morfismo. n

Até agora somente vimos como eram tratadas categorialmente as linguagens mediante
SIG, e generalizamos tal definigio em PLAN. Porém, néo trabalhamos ainda propriamente
com categorias de légicas. E é neste tipo de categorias onde o problema da fibrilacio ¢
analisado. Para estudar este problema, e lembrando a idéia de HJL-fibrilagao irrestrita
(que precisa de coprodutos) e restrita (que precisa de elevacio cocartesiana) definiremos
categoriaimente o que entendemos por C-fibrilacio de légicas:

Definicao 2.4.14 A categoria de operadores de conseqiiéncia relativa a PLAN
(denctada por CON Sppan ou simplesmente por CONS) € definida por:

(i) CONS-objetos: légicas da forma L = {Cp, b}, onde Cp é um PLAN -objeto.

(it} CONS-morfismos: sdo PLAN -morfismos [ tais que o funcdo f verifica {para todo
TU {e}CL(CY)) que, se [z, o, entdo f{T) bp, fla). rl

_MPara smlpilﬁcar notagao, os morfismos inclusdo serdo entendidos como identidades. E portanto,
mr(wfpl o)) = wipi. .- pe) simplesmente.
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Como mencionamos a diferenca conceitual entre uma égica e as suas possiveis apresen-
tagdes, definimos agora categorialmente o significado que daremos as apresentagdes nesta
tese.

Definicdo 2.4.15 Uma categoria de apresentacdes de légicas {ou, mais brevemente,
“caiegoria de apresentagdes”) € simplesmente qualguer sub-categoria de CONS. 0

Exemplo 2.4.16

Segundo a Gltima defini¢io, temos que as categorias H /L e /N7 sio, assim, categorias de
apresentacdes. Além disso, a prépria CON S é uma categoria de apresentacdes. As catego-
rias de légicas que admitem semantica de Kripke, ou cdleulo de seqiientes, ou semantica de
tipo algébrico também podem ser consideradas categorias de apresentages {desde que sejam
definidas convenientemente) . 1

Com o anterior podemos dar a definicio categorial de C-fibrilacio:

Definicao 2.4.17 Seja C wma categoria de apresentagies em CONS. Dois C -objetos podem
ser C-fibrilados irrestritamenie se existe o coproduto & deles em C (nesse caso, L & Lo
serd denotado por L & L3). Diremos que C € fechada por C-fibrilagio irrestrita se C
sempre possui coprodutos. Diremos que dois C-objetos £,=(C;. ;) admitem co-fibracio
restrita ao PLAN-objeto Cy, se:

- Ezistem SIG-mono-morfismos f;: Co—sCy (i =1,2).

- Eziste o elevagdo cocartesiana do morfismo coestruturado (£, & Ls,eq) para N, em
que:
- N Cos PLAN € 0 funtor esquecimento.

- € € 0 PLAN -co-equalizador de inc;o0 f; - Cp = €, & s (O co-equalizador men-
cionado existe, por causa do Teorema 2.4.13)

- Finalmente, diremos que C € fechada por C-fibrilagio restrita se fodo par de {Bgicas
L; = (G, k) pode ser fibrilado restritamente a qualquer PLAN -objeio Cy tal que eris-
tam mono-morfismos f; 1 Co— (. O

Observacao 2.4.18

Da defini¢do anterior temos que, para provar que certa categoria de apresentacoes C é fechada
por C-fibrilagdo, deveriamos proceder da seguinte forma:
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{a) Provar que C admite coprodutos.

(b) Considerar duas légicas quaisquer de C e construir a elevagio co-cartesiana do morfismo
coestruturado acima mencienado.

Porém, é ébvio que (b} vale se for demonstrado que a categoria € admite elevacio co-
cartesiana pare qualguer morfismo coestruturado. Ou seja. que o funtor esquecimento é uma
cofibracio. Nas demonstracdes a seguir utilizaremos basicamente esta idéia. e

Vemos agora que cada classe das ldgicas da Hierarquia de Leibniz pode ser entendida
como uma categoria de apresentagbes. L agora temos uma definicio razodvel para ana-
lisar C-fibrilagio em tais classes de légicas (ou seja, apresentacdes). Obviamente, é bom
saber primeiramente se a propria CONS admite fibrilagio restrita e irrestrita. A resposta
afirmative estd dada a seguir.

Teorema 2.4.19 Dados L, e Ly dois CONS-objetos. Entdo sempre existe o co-produto
enire Ly e Ly. Dito co-produto € (isomorfo o) £ = (C1 9 Cy, ), sendo Fp o menor relagio
de consegiéncia padrdo tal que faz as fungbes inc; tradugdes fi = 1,2).

Para demonstrar o teorema anterior precisamos de certos resultados e definicdes prelimi-
nares: primeiramente, faremos uma abstragio do conceito de “Céleulo de Hilbert” dado na
Definicio 2.2.2:

Definicao 2.4.20 Dade wma assineiura C, uma inferéncia na linguagem L(C) € qual-
quer par (I a) € p{L{C)} x L{C). Uma regra de inferéncia de tipc Gentzen € um
par B = (E.(F,a)), sendo = = {3, Bi}ic; um conjunto de inferéncias em L(C). Se = =,
dizemos que R € um axioma de tipo Gentzen. Usualmenie o regra R serd apresentada

k|
da forma (%t Bijrer Finalmente, uma base inferencial de tipo Gentzen para

o
L{C)(de demonstragdes finitas) e um conjunto B de regras de inferéncia.
Dada uma linguagem L{C) ¢ uma base inferencial B para L{C), dizemos que a relacio
g Cp(L{C)) x L{C) induzida por B em L{C) ¢ definida por:

Dby o se emisle uma seqiéneia {(infy). - . (inf,) de inferéncias em L{C) tal que (inf,)
=1 Fg a e para todo 1 < k < n, eriste wma regra R = (Z,(I' bp a) € B tal que
ZEC{(inf1).- - (infio)} e T g a = {inf). 0

Observacao 2.4.21

Notemos que i nio precisa ser uma relagio de conseqiiéncia, diferentemente do que foi
definido como Céleulo de Hilbert. De fato, a nocio de base inferencial somente impde
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restrigbes no “comprimento das demonstragdes” ¢ (derivade de tal comprimento) na finitude
do conjumo Z. Isto é, que uma base inferencial B pode ter cardinalidade arbitriria e,
mais ainda, tais regras podem ndo ser estruturais nem finitdrias. Ainda assim, se quisermos
propriedades desse tipo na relagio Fy, podemos expresss-las a partir da possibilidade de que
a cardinalidade de £ seja infinita 5.

Os conceitos de base inferencial de tipo Gentzen e o de Calculo de Hilbert sio casos
particulares do que usuahmente é definido simplesmente por “base inferencial”. Tal conceito,
definido inicialmente por J. Los e R. Suszko e estudado entre outros por R. W ojcicki, nem
sequer faz referéncia ao “nimerc de passos” (inf) a serem aplicadas para considerar uma
inferéncia como vilida. Na verdade, a forma em que usualmente é tratada a idéia de bage
inferencial por tais autores é bem abstrata. De fato, em sua forma mais geral uma base
inferencial néo estd vinculada 4 Teoria da Demonstrago, como usualmente acontece com
os calculos de Hilbert ou de Gentzen usuais na literatura, em que o niimero de axiomas e
regras ¢ finito ou esquemitico, por exemplo. Ver [Wjcicki. 198%], Secao 1.2.7 & a totalidade
do Capitulo 2 para uma discussio detathada do conceito abstrato de base inferencial.

De qualquer forma, se neste texto aparecer a expressio “base inferencial”, na verdade
estaremos fazendo referéncia as bases inferenciais de tipo Gentzen, e ndo a sua versio mais
abstrata. 7

Definicfio 2.4.22 Sejo L = (Cr, ) a ldgica tal que Cz = Cr, WC;,, € -7 tem a seguinte
base inferencial:
Oz azriomas tém uma estrutura comum:
[Az — 1] el by inco
(Para toda inferéncia finita Ubp i =1,2)

Por cutro lado, as regras de inferéncia possuem alguma destas formas:

Y.Y Fra j Y Yo bz B o(X) bz 7(5)

Como veremos a seguir, £ é de fato uma légica, e mais ainda, uma 1ogica padrao.
Proposigao 2.4.23 A [dgica L doleorema 2.4.19 € o mesma légica L da Definicao anterior.

Demonstracio: As linguagens obviamente sdo as mesmas. Provemos agora:
bz C by é trivial ver que o tinico sequente axioma de £ é uma inferéncia valida em £. Por

15 Assim por exemplo, dado que temos infinitas substituicdes possfveis, existe wma regra de inferéncia de
Gentzen para cada substituigao .
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outro lado, as regras de inferéncia de £ preservam a validade em £ (aqui utilizamos o fato
de ser £ uma légica padrao}.
bz © bz Demonstremos primeiramente que £ é uma légica padrao:
Extensividade: seja @ € I': sabemos que em £, vale p 7, p. Logo, p F=p (por Azl). Por
[KHig}, abza. Por [RI— 1], Ttz o.
Para Monotonicidade, Transitividade e Estruturalidade é suficiente aplicar convenientemente
as regras [R/ — 1]-[R{ —3].
Para provar finitariedade suponha que existe I' 7 a. Precisamos achar T” finito, I'CT tal
que I'" bz a. Provaremos isto por indugio no ndmero k de inferéncias neccesarias para chegar
até I' bz . Se k = 1, entBo tal sequente é um axioma de £ e, por sua prépria definicio, T
é finito. Se I' bz o pela aplicagio de [RI — 1], entdo I = U Y, e X b+ 0. Por (HI) existe
um conjunto finito ["CY ( e portanto IVCT}) com I” F# a. Anslogamente te para as outras
regras. Assim, £ é padrio, Além disso, por causa do [Az — 1], as funcdes ine; (i = 1,2) sdo
tradugdes de L al.

Ora, como j& tinhamos demonstrado que £ é padrio, e £ é a menor ldgica padrio no
reticulado Pad;c, wc.,) que faz que as inclusdes em PLAN sejam traducdes, temos que £ C L.
Isso conclui a demonstragao. n

Definicio 2.4.24 Para todo CON S-cocone (L', f,, f2) de (L1, L5,0) fonde £' = (Cpr b)),
definimos o SI1G-morfismo H : Cp—Cp como H{e) = file)(pr, -+ , o) se e somente
sece€C; fi=12). ]

Agora demonstremos:

Proposicio 2.4.25 Seja f wm SIG -morﬁsmo entre Oy e Cy, e seja uma substituicio o :
VW-»L(G} Entdo existe uma substituicdo o' : V—L{C3) tal que, pare toda férmula o €

L{C; foa( )—a’ofka)

Demonstracio: Considerando que o(p} € L(C:), definimos o’(p) = f{a(p
p E V Por mducao na complexidade de o temos: se o = - p € V entao oo f (p} = g p)

f 0 7{p) (por definicao de ¢'). Se & € %, entéio ¢’ o f(a; f\a) = fo &la}
Ora, se o = w{F,---, 5} entdo:

B
M
o
Ll
o]
[a 3
=3

FG(w(Br.--- . 5c))) = (Definigao 1.1.2)

= flw(@ 31} "(,B;C})} = {Defini¢do 2.4.8)

= f(w)(f@(B), - f{a(ﬁk))) = (Hipstese de Indugo)

= F) @ (F(B)), - ,o{F18))) = (Definicio 1.12 ¢ o' & substituicio)

18E, portauto, PLAN-morfismo.




—~

C’:(f\ )(f(31) f{By))) = {Definigao 2.4.8)
=o'(flw{&, - 3:& ) L

Do resultado anterior temos obviamente o seguinte

Coroldrio 2.4.26 Dade (L', {f;, f2} um co-cone quelquer do diagrame ({£,, L3}, B), deda
H segundo o Definicio 2.4.2{, e dada qualquer substituicdo o : l/-—-—d,f C’)/Asempre eriste
uma substituicdo o' : V—-L{C’") tal que, para todo o € L{C"), Hoé =o' o H.

Com os resultados precedentes, podemos agora provar o Teorema 2.4.19:

Demonstracao do Teorema 2.4.19: § ébvio que somente precisamos provar a proprie-
dade universal em relagio a (L, {2/7;01271}:2}) Seja (L7 {}';,f;}) um co-cone arbitrario de
({£1, L2}, 8). Provemos que o PLAN-morfismo # da Definiciio 2.4.24 valida a propriedade
universal:

fi = H e ine;: trivial, da definicio de H.

H ¢ CONSmorfismo: demonstremos que, se I' 7 «, entdo H(I") bp H(a). Usaremos aqui
a caracterizacdo inferencial de &, fornecida na Deﬁnl(;ao 2.4.22, provando o postulado por
indugdo no nimero de inferéncias aplicadas. R

Se k =1, entao T i—/_- o para algum 1 (z = 1,2). Logo f{(I') bg ﬁ{a}. Ou seja,
HoinedT) ko H o ineya). Isto 6, H(T) ko Hia).

Suponha que I' &, « em k-passos. e que o postulado vale para cualquer inferéncia obtida
por n passos, n. < ki se I' ¢ o pela aplicagao de [R/ — 1], entdo ' = T U, com X b~ o
Por (H1) H(X) Fp H(a). e assim {por monotonicidade em £') H{F) Fo H{a). Se a regra
aplicada é [#f — 2] o raciocinio é andlogo. Se a regra for [R/ ~ 3|, temos que existem ¥,
Bem L{C; W), com ¥, 3, e uma substltumaﬂ ¢ L{C W Cy)—L{CL W) tal que D
=7(X)ea=5(3). Por (H{) HE) ko H(B). Sejo agora a substituicdo o' induzida por
o, segundo o Coroldrio 2.4.26. Por estruturalidade em £’ vale o’ H(V}) Fo o'(H ( 3)). Do
Corolério mencionado, temos H(G(E)) ko H(G(3)). Ou seja, H(TY b Ha)

H ¢ dnico: se existir o CON S-morfisme G com as mesmas propriedades que H, pode ser
provado facilmente que G = H. Isto conclui a prova. n

Finalmente provemos ¢ resultado anélogo para fibrilacao irrestrita:

Teorema 2.4.27 Todo N-morfismo co-estruturado (L. f) {com N o funtor esquecimento)
admite elevac@o co-cartesiana.

Demonstragao: Seja £ um CON S-objeto, e (£, f} um N-morfismo co-estruturado {com N o
funtor esquecimento de CONS a PLAN). Ouseja, f : Cr—L(C”) para alguma linguagem
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L{C7;. Definimos L = (', 4}, como sendo a menor légica padrio tal que ﬂf) ko fla),
toda vez que ' ¢ «. Pelas propriedades do reticulado CONS, é claro que £ estd bem
definida e gue é um CONS-objeto. Por outro lado, é possivel dotar a £ _de uma base
inferencial segundo a Definicdo 2.4.20, cujos axioma tém uma dnica forma: f (I ke f (a\
{para toda inferéncia I F a), e cujas regras sio [RJ — 1]-[RI — 3], dadas na Definicio 2.4.22.
Além disso, pela definigo de £, f agora pode ser considerade um CON S-morfismo entre
Lel

Provemos, portanto, a propriedade universal. Seja £” um CON S-objeto. ¢ : L—L" um
CON S-morfismo, e H : L{Cr)—L{C") um PLAN-morfismo tais que, em PLAN, He f =
g. Provemos que existe um tinico CON S-morfismo k entre £ e L tal que N(k) = H, e em
CONS, ke f = g. Obviamente, definimos k:=H , e pode ser provado que tem as propriedades
desejadas com téenicas similares s utilizadas na prova do Teorema 2.4.19. n

Observacao 2.4.28

As fibrilagbes obtidas (tanto restrita quanto irrestrita), definidas a partir dos reticulados
de légicas da mesma linguagem, sdo construgdes das quais ndo temos nenhuma informacio
fora do fato de serem certos infimos especiais. Portanto, ndo conhecemos se tais légicas
podem ser axiomatizadas finitamente, se admitem um certo tipo especial de semantica ou
se sao decidiveis, por exemplo. Mais ainda, se fibrilarmos diversos fragmentos de uma certa
légica L ndo necessariamente obteremos a prépria £, pois nio temos necessariamente “pro-
priedades de interacdo” entre os diversos fragmentos. A seguir mostraremos um exemplo
desta tltima situagio, aparecido originalmente em [Coniglio, 2005]. Nesse artigo é apresen-
tada uma solugao para este problema através do fortalecimento da nogio de tradugio entre
Iogicas. o

Exemplo 2.4.29

Suponhamos que temos a légica £; = ({—},F}, sendo £; o fragmento da negacio do LPC
{isto &, todas as relacBes de conseqiiéncia vilidas no LPC entre férmulas cuja linguagem
é exclusivamente {~}). Por outro lado, seja £, = {{V},F3) o fragmento da disjuncio do
LPC. Em Ly & Ly a lei do terceiro excluido néo € tautologia. Com efeito, consideremos
a légica £ = {{—, v}, 7}, sendo L a relagio de conseqiiéncia induzida pela matriz M =
({1, F. F1}.{1'}), cujes funcdes associadas a — e V sdo:

-1 F

I FF FAR AR A
~TF B 7 Bl11
T
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Vejamos primeiramente que £ é padrio: A estruturalidade vale porque toda semantica
matricial induz uma relacio de conseqiiéncia estrutural. E, além disso, se a classe M é finita
e seus elementos séo matrizes finitas {como neste caso), s é finitdria, ef. [Wéjcicki, 1973].

Por outro lado, pode ser provado que todas as inferéncias de £, e £, também sdo in-
feréncias em L. Logo, Frier, © b= (pois Fc ar, € 8 menor ldgica padrio que preserva as
conseqliéncias das iégicas originais).

Finalmente, notemos que bz —p V p: basta considerar a valoragio v tal que v(p) = F}.
Portanto, /¢, g, =V p. Como conclusio, temos que LPC £ £, ® £, levando em conta
que {—, V} é um conjunto adequado de conectivos para LPC. |

Do exemplo anterior vemos que ndo sabemos grande coisa a respeito das l6gicas de CON S
obtidas por C-fibrilagéo, fora da sua prépria definigo. Um problema que julgamos muito
interessante (mas que foge do escopo deste texto) é caracterizar de alguma forma tais légicas
(seja por algum tipo de axiomética, ou por algum modelo seméntico concreto).

Repassemos o feito até este momento; no primeiro capitulo demos uma revisio sucinta dos
conoceitos basicos em Légica Algébrica Abstrata. No segundo Capitulo definimos formalmente
a C-fibrilagdo de légicas proposicionais, e demonstramos que a “categoria marco” CONS
admite C-fibrilagio. E o momento de unificar os dois capitulos precedentes para estudar os
pontos principais deste texto: A C-fibrilacio de Mgicas na Hierarquia de Leibniz.




Capitulo 3

C-Fibrilagao na Hierarquia de Leibniz

Continuando com os resultados originais desta tese, estudaremos neste capitulo os resultados
de tranferéncia (mediante fibrilacio categorial) de propriedades algébricas. Como temos
classificado estas propriedades segundo a Hierarquia de Leibniz, COIMECaremos ¢ nosso estudo
& partir da C-fibrilagdo da classe mais abrangente dentro de tal Hierarquia: a classe das
Iogicas protoalgébricas.

3.1 (-Fibrilacao de Légicas Protoalgébricas

Veremos aqui de que forma podemos definir a categoria de légicas protoalgébricas (chamada
de PROT), baseados na caracterizacio dada no Teorema 1.4.3. Ou seja, a existéncia, em
toda §og1c:a protoalgébrica, de um conjunto de férmulas que valida (&) e (MPF). Antes de
comegar nossa tarefa notemos que se uma légica tem dois ou mais proto-algebrizadores,
estes ndo tém por que ser inter-derivéveis. Isto é, pode acontecer que numa légica £ existam
dois protoalgebrizadores PRl(pl,pg). e PRy(p:, ) tais que ndo é vélido PRi(p1,ps) —b¢
PR3(p1,p;). Ainda quando isto nio é problemstico, na definicio da categoria PROT, dadaa
seguir, este fato indica que a idéia de “preservagdo de proto-algebrizabilidade” j4 é diferente
da idéia de tradugdo (pois ndo todos os protoalgebrizadores tém o mesmo “peso” lbgico).
Esta observacio é detalhada no exemplo seguinte:

Exemplo 3.1.1

Seja LPC a logica cléssica. Podemos considers-la protoalgébrica por possuir o protoal-
gebrizador PH; = {—{p1.pz)}. Notemos que um outro proto-algebrizador pode ser con-
siderado: PRy = {+{(p;,p2)}. Obviamente, eles ndo sdo inter-deriviveis. Desta forma,
se f € a funcgio identidade, vemos que f{PR}p).m) € {PR2)(p1,p2), ainda quando f é
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CON S-morfismo. Por outro lado, f envia obviamente protoalgebrizadores em protoalge-
brizadores: sera esta, precisamente, a caracterizacic dos morfismos na categoria de l6gicas
protoalgébricas, definida a seguir. 0

Definicao 3.1.2 A categoria PROT € definida por:

PROT-Objetos: ldgicas £ = (Cp, ) protoalgébricas.

PROT -Morfismos: CONS-morfismos f : Li~—Ly tais que, para todo protoalgebrizador
PR(p1,p2) de L. temos que f(PR)(p.q) valida {R) ¢ (MP) em Ly. Isto €

- P f(})f{}{p Q} }—52 q

A composicido e 0s morfismos identidade sdo como em CONS. O
Um primeiro resultado que serd Gtil aqui é o seguinte:

Proposicao 3.1.3 PROT' € uma subcategoria plena de CONS.

Demonstragio: Obviamente, os PROT-objetos sdo CONS-objetos. Em segundo lugar pro-
vemos que, se L; e Ly sdo PROT-objetos, e f é um CONS-morfismo entre £; e £y, entio
também ¢ PROT-morfismo. Seja PR(p,q) um conjunto existente em £, validando {R)e
(MP). Logo, p. PR(p.q) -z, g (M P), e analogamente para {£). Como f é CON S-morfismo
(e portanto f é traducdo}, temos p, f{PR)(p.q) F¢, ¢. Analogamente para (R). Assim, f

&€ PROT-morfismo. Dado que a composicdo e a identidade sio como em CONS , temos o
resultado desejado. u

Observagao 3.1.4

Ainda quando os PROT -morfismos e os CON S-morfismos coincidem (entre PROT-objetos),
temos optado por expressar estes seguindo a nocdo intuitiva de “preservagio de protoalge-
brizabilidade”. Esta forma de tratar os morfismos serd comum a outras categorias a serem

estudadas, as quais ndo sao plenas em relagdo a CONS. O

Agora, provemos que € possivel fibrilar em PROT.

Teorema 3.1.5 Sempre eriste a fibrilacéo em PROT {restrita e irrestrita).
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Demonstracio: Dados £ e Lo, seja £ @ Ly= (C) & Cy, 1), sendo +, a menor relacio de
conseqiiéncia padrao F sobre L{C) & C; tal que I b4, o implica E%Z:ir} Fr m’\c(a) Em
relagdo aos coprodutos, como PROT ¢ subcategoria plena de CON S, estes coincidem, e
assim é vilida a fibrilago wrestrita. Resta provar que a légicas definidas em CONS através
de cofibrages sdo protoalgébricas {uma vez felto isso, os morfismos respectivos validam as
propriedades necessarias). Com efeito, seja (£, f) um morfismo coestruturado entre PROT
e PLAN. Como (L, f} também é um morfismo coestruturado entre CONS ¢ PLAN,
N CONS—PLAN foi demonstrado ser uma cofibragio !, existe £’ em CONS tal que
f L—L"é um CON S-morfismo. Por outro lado, como L é protoalgébrica, existe PR(p, ¢}
em £ validando (£) e (MF). Como f é uma traducio, F{PHE(p,q)) também valida (R) e
(M P) (para qualquer um dos protoalgebrizadores de £;). Assim £’ é protoalgébrica. O
restante das propriedades relativas & cofibracao 4 herdado de CONS. |

3.2 (-Fibrilacao de Légicas Equivalenciais

Diferentemente do caso das Iégicas protoalgébricas, nas equivalenciais todos os seus con-
juntos que as caracterizam sfo interderivdaveis, como fol indicado na Proposicio 1.5.3:

Definicao 3.2.1 A categoria EQUIV vem definida por:

EQUIV -Objetos: ldgicas equivalenciais.

EQUIV -morfismos: os CONS-morfismos f 1 L1~ Ly tais gue, para_tode par de equiva-
léncias A; (i = 1,2) das [dgicas L; respectivas, vale que Na(p1,p2) Fr, f(A;{pl P2)). a

Observacao 3.2.2

A definicio dos EQUIV-morfismos estd motivada pelo seguinte: a imagem de qualquer
equivaléncia em £, funciona usualmente como relagdo de equivaléneie também em L3, no
sentido de validar reflexividade, simetria e transitividade. Porém, f(A;) ndo tem por que
ser congruéncia em relacio a todos os conectivos de Cp,: poderiam existir conectivos desta
ultima assinatura tais gque a relacdo j?{Al) nao seja compativel com eles. Isto ¢ o que
acontece, por exemplo, quando desejamos incluir um fragmento de uma légica na légica
completa. Portanto, f{A,} é meis fraca que Ao,

Por outro lado, a defini¢io dos EQU IV -morfismos pode parecer algo complicada. Com
efeito, poderiamos conjeturar que uma definicio bem mais “patural” deveria exigir sim-
plesmente que f ;Al) fosse uma equivaléncia em £,. Porém, lembremos dois fatos: em geral

Hsto 8, que sempre existe elevagao cocartesiana pars todo morfismo coestruturado.
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em Teoria de Categorias os morfismos deveriam preservar as propriedades em questio nas
imagens. Assim, por exemplo, um morfismo entre espagos topoldgicos é uma fungao continua,
nao necessariamente sobrejetora. Esta idéia é a que desejamos expressar com a definicio dos
EQUI'V.-morfismos.

Notemos no entanto que, justamente por causa da congruencialidade exigida para os
conjuntos A, a categoria EQUIV nio sers fechada por fibrilagdes. Por outro lado, veremos
que a sub-categoria de EQUIV cujos morfismos sdo os sugeridos no parigrafo anterior ¢
fechada por fibrilacdo. Definimos tal categoria a seguir. 0

Definicdo 3.2.3 A categoria FQUIV* € a sub-categoria de EGUIV que possui os mes-
mos objetos, sendo que os EQUIV*-morfismos verificam (pare tode par de equivaléncias
Adprpa) € Ly (1=1,2))

() F(Du(p1,pa)) =y Dalpy,po)

EE

Proposicao 3.2.4 A condigdo (%) de definigdo anterior € equivalente a dizer que, se Ay €
urna equiveléncia em L;, entdo f(A;) € uma equivaléncia em £5-

Demonstracéo: Para toda légica equivalencial £ e para toda equivaléncia A(py, po) de £ vale
facilmente o seguinte: se A'(p1, p2)CL(Cy), e Alp1,p2)) “Fz. A'(p1,p2), entdio A'{p,py) é
uma equivaléncia. A reciproca é vélida por causa da Proposigie 1.5.3. |

Os EQUIV™-morfismos serdo caracterizados segundo este dltimo resultado. Notemos
que ¢ trivial que EQUIV* é uma categoria. No entanto, temos 2 seguinte:

Proposigao 3.2.5 EQUIV* nio ¢ uma subcategoria plena de EQUIV .

Demonstragao: Consideremos a légica #* de Sette, j4 mencionada na no Exemplo 1.6.42.
Lembremos que a linguagem de P* é também a linguagem da Iégica cléssica LPC. A prin-
cipal diferenca entre elas é que P! rejeita o principio de nio contradicio —{a A -}, mas
somente quando o € V. No fragmento implicative, Pt e LPC coincidem. Lembremos
também que em [Lewin et al., 1990] foi demonstrado que P! & algebrizével {e portanto equi-
valencial}, sendo uma de suas equivaléncias Api = {p,~py, py—p1, “p1—ps, “pg=sp; b 2
Ora, consideremos F'{—), o {—}-fragmento de P*. Dado que coincide com o fragmento im-
phiativo de LPC, é equivalencial com H—, ot = {P1—p2, p2—p1}. Obviamente, considerando

—
inc o morfismo inclusdo, nc{A pi(-n)) ndo pode ser uma equivaléncia de #. Por outro lado,

*Implicitamente, podemos ver que {p, —p3, p—p; } Do € uma equivaléncia de P
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Api{pr,p2) B Apiy—y(py, p2) trivialmente. Assim, inc é um EQUIV.-morfismo, mas nio
é um EQU IV*-morfismo. |

Notemos que das defini¢des acima, ndo pode se provar se EQU IV ¢ fechada por fibrilagio.
Porém, é possivel provar tal resultado restritos a EQUIV*:

Teorema 3.2.6 EQUIV™ € fechada por fibrilagioe, tanto restrita como irrestrita.

A prova do teorema acima enunciado pode ser obtida a partir dos seguintes resultados
técnicos:

Definigao 3.2.7 Sejam L; = (C;, -z} (i = 1,2) duas légicas de EQUIV*. Seja agora a
fam'z’i:,a I de ldgicas padrdo F. com assinatura Cl W Co:={C% W% e n verificando:

(a): T'&; a dmplica TFa para todo conjunto T U {a}CL(Cy) (i =1,2) °.

(B): Ay b @AY, para quaisquer par de equivaléncias A, A; de L, L; respectivamente
(i,7 € {1,2}). Definimos agora a relacdo de consegiiéncia + em LiC @ Cz) como sendo o
infimo (em Pad(c,uc,)/) da famdlie I (tal infimo existe por causa da Proposicio 1.1.16). O

A relagdo I ¢, em definitiva, a menor relagdo de conseqiiéncia que identifica as equiva-
léncias das distintas légicas. Temos agora:

Proposigao 3.2.8 Sejam L, (i = 1,2), e seja L={C) W Co,F). Knido £ € uma [6gica
equivalencial.

IJemonstracdo: Somente precisamos provar que qualquer equivaléncia A (de qualquer das
Iégicas £; envolvidas) ¢ uma equivaléncia de £:

(i} bepidypr:

i) {;mQapat Feo padapr:

(i) {p1D1p2, P21p3} e prlps:

Todas estas propriedades sdo herdadas das Iégicas £;. Consideremos, por exemplo (#): para
p.q €V temos {pA1g} Fr pArg. Analogamente para A, aplicando (i) a cada £, (1==1,2)
Logo, {pAg} -z gAp. Como £ é estrutural, temos o resultado desejado.

v {e b, ..o, R} e wleg, ., w,Aw(bl ..... W), para todo w € {(Ch @ CQ
Podemos provar \1v) da seguinte forma (denotando a (py, ..., px) por 5, e a (g1, ...,qk) por 4):
Seja w € {C1 WGy se w € |C4, entdo prAigr,- - :PkAIQL Fr w(p)Aiw(g). Sew € |Gy,
entao: praqr, - L pedage Fo piDads, - - padagi b w{P)Asw(d) Fr w(B)Aw(). n

Coroldrio 3.2.9 (L inc;,ine) € um EQUIV™-cocone de ({£,,L5},0).

“Lembrar que T+ é, na verdade, uma abreviatura de ine(T)Fine ()
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Demonstracio: Dados ¢ = 1,2 sejam ine;: L;— L os “morfismos inclusio”: isto é, e (w)
= w{py, ... px). E claro que estes morfismos preservam equivalencialidade. |

Desejamos provar que a légica £ da Definicio 3.2.7 é o coproduto das légicas £,. Para
tal objetivo, primeiramente caracterizaremos -~ a partir de bases inferenciais:

Definicao 3.2.10 A Idgica L € aguela caracterizada pela sequinte base inferencial de seqiéntes:
[Ax— 1] T 5o (Pare teda consegiiéncia T br @, com T finito);
[Ax — 2] P 7 p_/}.qu

sdo 05 ariomas, enguanto gue

{RI-—I] vzi’—ga [RI~2} E} }ME{..BE ,‘31722 E_ff82 [RI 3] Ei‘*z-f
u,E F—Ea L.J:E_,Ez ’—“1‘:“ ,32 U{}:) E—E 0’(}3)
sdo as regras de inferéncia. 1

Proposicao 3.2.11 £ = L.

Demonstragdo: Dado que as linguagens coincidem, somente precisamos provar que as re-
lagbes b, e 7 sdo a mesma. Temos que bz C k¢, pois os axiomas sdo sempre inferéncias
de t, e as regras de inferéncia da Definicio 3.2.10 preservam as inferéncias em Fr. Para
demonstrar a outra inclusio, provaremos que F€ I; desse fato, pode deduzir-se -z C b4,
por Proposigdo 1.1.16 e Definigao 3.2.7. Provemos portanto:

a) L é padrio: seja o € ' = {a, 5, . .} % Denotemos & cardinalidade de I' por
card(T'); seja agora o conjunto I == {Pz+z}zecard(r) U {p1}. Dado que I"CLIC)) (i = 1,2),
temos gue IV -, p; é um axioma da base inferencial previamente definida. Seja agora a
substituicdo ¢ em C, tal que o{p)) = o, e o{pgy1} = 3. Por [RI— 3] temos T' b, . As-
sim, Extensividade é vélida. Procedemos similarmente para monotonicidade, transitividade
e estruturalidade. Para finitariedade, simplesmente notemos que, se {T',) é um axioma,
entao € valido. E as aplicagdes das regras (Rl — 1]~ [# — 3] preservam-a.

Além disso, £ verifica as condicoes {a} e (b) da Defini¢io 3.2.7 das aplicagdes dos axiomas
da Definigdo 3.2.10. ||

Os resultados seguintes valem para qualquer cocone de { {L1, Lo}, 8).

*Notemos que I é no méximo enumeravel, e portanto pode ser expresso dessa forma.
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Proposigao 3.2.12 Se {L'.{f.. fo}} € um cocone em EQUIV* do diagrama ({Ly, L2}.8),
entdo sempre vale gue @flgﬁl) fr b e ofg(Ao\L para todo par {¢, 0YCL{C."), toda equiva-
léncia Ay de L e toda equivaléncia As de Lo

Demonstragdo: Dado que fi{A;} é uma equivaléncia de £’ {com i = 1,2}, da Proposicio
3.2.4 temos o resultado desejado. n

Definigao 3.2.13 Para tedo EQU IV*-cocone (L', fi. fa) de (£, £2,0}, definimos 0 PLAN -
morfismo H: Cr——Cp como: H(c) = fi{c) se e somente se ¢ € C; (i = 1,2). a

Proposigao 3.2.14 Seja L' um cocone de (L4, L2, 8, ¢ seja o uma subsiatmgao emn C.

Entio. sempre existe uma substituicdo o em C' tal que H o0& = o' o H,sendo H o fungdo
induzida pelo SIG-morfismo da Definicéo 3.2.13.

Demonstragdo: Andloge & Proposicio 2.4.23. |

Finalmente:
Teorema 3.2.15 (£, mcl mcz € o EQUIV*.coproduto de L, ¢ L.

Demonstracéo: Dado o diagrama ({£;,£,}.0) em EQUIV?*, somente precisamos provar
a propriedade universal para L. por causa da Proposicao 3.3.5. Assim, seja £’ qualquer
cocone para {{L;,Ls},0). Consideremos o PLAN-morfismo H dado na Definicdo 3.2.13.
Prmaremos que H: L—-L"é 0 tnico EQUIV*-morfismo tal que f; = H e ine; (1= 1,2):

{a} H é uma traducio: aplicamos aqui a Propeszgao 3.2.11, provando {por indugao no nimero
de inferéncias aplicadas) que ' b, « implica H (M F o H A(a) Sel"F, aé um axioma do 0 tipo
[Az—1], entdo TU{a} CL(C;), comi € {1.2}. Logo fz(I‘} ko file). Ouseja, H(FW Feor H(a)
Se é da forma {A:sw 2], provemos que {H P\HkAi‘}H\U\ 1<k < my} F‘/_j Hip H (A \H(b\
{com 1 <t < my), sendo A;, A equlvalem:]as respectnas cie Li. Ly i 3,4,7=1,2 Ou
seja, devemos provar ﬁ{y)ﬁ{& )H(b‘% Ep Hw\fﬂz}. )H . Fato que é valide, por causa
da Proposicao 3.2.12, H(y). Hi%) € LICo), e filA) = (A1 (i = 1,2). Suponhamos
agora que I' ¢ o a partir da aplicagao de alguma das regras de inferéncia [ — 1]-[R/ — 3].
Se T +p a foi obtido por causa de uma inferéncia de tipo [Hf — 1], entdo existe T U X
(=1 tal que ¥ -, o mediante uma seqiiéncia de comprimento j < k. Assim, por | Hipdtese
de Indugdo, H(X) F, H{a). Como £/ é mondtona, H([) = H(EUL’) bo Hia), co-
mo desejdvamos. Se I' -, o & obtido por a regra [RI — 2| o argumento é similar. Ora,
suponhamos que I' = (2}, ¢ = 5(3), e & -, 2 em j passos (j < k). Da Hipdtese de
Inducao, H (X)) e H (3\ Seja agora a substlngao o' definida na Proposi¢ao 3.2.13. Da-
do que £/ é estrutural, o'(H (X)) b ¢/(H(8)). Aplicando Proposicio 3.2.13 temos que
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HE(X) o HE(3)). Ou seja, H(I) 4 Hia).
(B) H(g)ﬁ( ) ( ) *l—g H\é) H{n\ para qualsquer equnalenaas /_\ e A de L e £’ res-

flkfﬁl) U f2(A2} para A == Ay W Ay

(¢) fi = H ®ine;. Obvio.

{d) H é tinico. Com efeito, suponhamos que existe H”: Lo L verificando (a} - (¢). E fscil
provar {por indugéo na complexidade de o) que H{a) = H ’\a) para toda a € L{C) n

Finalmente, provemos:

Teorema 3.2.16 Sejo N : EQUIV*—PLAN o funtor esquecimento. Entio, N ¢ uma
cofibracdo.

Demonstracdo: Seja (£, #7} um morfismo coestruturado para N, sendo £ = (Cp.bey . Lo-

go, # &€ um PLAN-morfismo de Cr a —(’ para algum PLA’\-objeto C’. Definimos o

EQU [V*-objeto L' = (L.} como sendo o infimo (no reticulado Pader) das relages de

conseqiiéncia - que, além de ser padrio veriﬁcam:

(1) SeT'F¢ a e T é finito, entdo F(I)FF (o

(2) Para todo w € C'*, para quaisquer \,91 ,',ok,ff;l,-uwk € LfC'), e para toda equi-

valéncia A de £, é vélido o, (DAY, ppl (A)bk Few(prn, - on) F A wle, - L)

Obviamente, £’ é uma légica pacirae e pode ser expressa, por similares cons;deragoes )

Proposicdo 3.2.11, como:

Az —1] T'tpoa{Com[ = f‘(i‘) para algm I” finite), a = F{o'), tais que I' ¢ o

Az — 2] 5011[‘ (A, - a’»%f‘ {(AYr b wl(epn, - 19L)PKA)%(1/1a - )

{Para toda equxvaienc;a Ade L, weC* e todo conjunto {@1, - -, wg, .- P} CLICY)

como axiomas. sendo as regras as mesmas [R] — 1] — [R] ~ 3].

Por outro lado, é claro que £’ é equivalencial, sendo uma das suas equivaléncias F(A) por

causa da Proposicdio 3.2.4. De fato, as condigioes (i) —{iii) sdo triviais, e (iv) é simplesmente

o axioma [Az — 2]. Agora, devemos provar que £ : L— [’ é um EQUI V*-morfismo: seja

'z o, e provemos que £(T (T k¢ Fia) Imediate, considerando [Az — 1] e que £ é finitdria,

e £ monoténica. Por outro lado, pi {A)g = pd'q para toda equivaléncia A’ de £ (pois
B #{A} é uma equivaléncia). Aplicando estruturalidade de £/, obtemos o resultado deseiado.

Assim, temos que N(f)=F

Para provar a propriedade universal, seja G : L—L" um EQU IV *-morfismo, e H : C'——("

um PLAN-morfismo tal que H e ¥ = G {em PLAN). Provemos {por 1ndugao no nimero de

inferencias aplicadas) que o préprio H é um EQUIV*-morfismo. Primeiramente, H é uma

tradugao: N -

Se I' kv a por causa do [Az — 1], entdo T = F(I"). @ = F{&/} com I'U{o/}CL(C), T'U {'}

70




finito. Assim, G(I") koo G(o). Isto &, H(T') bz Hia) pois H o & = G.

Se ' Fpv a por causa de [Ar — 2], entdo ' = {HF{L\}M, e g.’)k?{A}b,g} e

o = cyp)F (A ) (¥). Assim, precisamos provar:

HwﬂG(.}. H(wy), ﬁ(,pk)G’( Hwy) o H(a)G! (A)H(a). Este resultado pode ser obti-
do pera todo a{p:,....px) € L(C’ 3, por mdugao na complexidade de o ®

Ora, se I' b-p, o é obtida por aphcac;aoes das regras [R{ — 1] — [H[ — 3] procedemos como
no Teorema 3.2.15. Portanto, H ¢ uma traducio.

Finalmente, temos que H (*“Uz‘ (A’ VH ) P Hig)A*H (#) (Para toda equivaléncia A’ em
L', e toda equivaléncia A* em £") da seaumte forma: wAW Ak ok (A para qualquer
equivaléneia A de £, Logo, H(Q/\H(A’}H( ) i g ﬁ(ap‘)G(A)H(TL), pois H ¢ tradugdo.
Por outro lado, dado que H\@)G(A\H(M b H;\(,/)A H(4), nosso postulado vale pela
transitividade de F.». |

Desta forma, o Teorema 3.2.6 é demonstrado dos Teoremas 3.2.15 e 3.2.16. £ bom indi-
car o seguinte: os resultados demonstrados aqui terdo o seu andlogo na categoria de légicas
algebrizéveis. Discutiremos isto com mais detalhe na préxima segio.

3.3 (-Fibrilagao de Légicas Algebrizaveis

Estudaremos aqui duas categorias diferentes de Iégicas algebrizéveis. Diferem no com-
pertamento dos morfismos na preservacio da equivalencialidade. Assim, os morfismos sio
simplesmente os morfismos de EQUIV e de EQUIV™ respectivamente. Isto é devido a que
o comportamento dos morfismos nas equivaléncias é suficiente para determinar o comporta-
mento dos morfismos nos algebrizadores.

Definigao 3.3.1 A categoria ALGE € aguela cujos objetos sao légicas algebrizduveis, confor-
me a Definigdo 1.6.28, e cujos morfismos sdo EQUIV -morfismos. Similarmente, a categoria
ALGE" tem os mesmos objetos de ALGE ¢ os morfismos da categoria EQUIV?. U

Proposicao 3.3.2 As seguintes condicbes sdo equivalentes:
(a) ¥ L1—=Ly € um ALGE*-morfismo.
(b} [F(61), Fle1), F{A)] € um aigebrizador de £,, para todo algebrizador (61,21, Ay} de L1,

Demonstraciio: (a) implica (b): claramente, VT L{Cy), pF(A1)g b, pAqg para quaisquer
P, ¢ € V. Logo. para todo par v, 5 € L{Cy), vF{A} )y b, vAgn. Assim, é facil demonstrar

A demonstragio deste fato & simples, mas tediosa. Omitimos portanto os seus detalhes.
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que [£(8). (g}, F(A)] satisfaz a caracterizacio de algebrizabilidade fornecida no Teorema
1.6.32.

(b) implica {a}: Se (b) valer temos que F{A) é uma equivaléncia de L,. Aplicamos agora
Proposicao 1.5.3, e obtemos {a). |

Adaptando os resultados obtidos para as categorias de légicas equivalenciais podemos
demonstrar, em relagio s légicas algebrizdveis o resultado essencial desta secho %

Teorema 3.3.3 A categoria ALGE* ¢ fechada por fibrilagdo, tanto restrita como irrestrita.

A prova deste enunciado segue o mesmo raciocinio que a similar para ldgicas equiva-
lenciais {Teorema 3.2.6). Portanto sio precisos resultados técnicos similares, indicados a
seguir. Somente no caso de ser explicitamente necessério (sobretude em relagdo As equagdes
definidoras), forneceremos as demonstragées correspondentes.

Proposicio 3.8.4 Sejom L; (i = 1,2) liogicas algebrizdveis (€ portanio equivalenciais), e
seja L=(L{C1 W Cy), ). seu coprodute em EQUIV* {ver Definicao 3.2.7); entdo £ ¢ uma
légica algebrizduel.

Demonstragio: Obviamente, £ é equivalencial {pois as légicas L; sio equivalenciais, e os
morfismos em EQUIV* ¢ ALGE* coincidem). Provemos que {4,z):= Wio12(0;.55) é um
conjunto de equagdes definidoras para £. Para isso é suficiente provar que (4,2} verifica a
condigdo (b) do Teorema 1.6.32. Somente & preciso demonstrar § =, 0;(0)A;2,{8) com i 5 j
{Se i = j o resultado é obviamente vilido). Utilizamos aqui a Definicgo 3.2.7 (b) mais uma
vez: p kg 8i{p)Aiei(p) Fr d1(p)Asei(p). Finalmente aplicamos estruturalidade. A outra
inferéncia do Teorema 1.6.32 (b) é trivial. |

Coroldrio 3.3.5 (£, inc, incy) € um ALGE*-cocone de ({Ly, £3},0).

Proposicio 3.3.6 Todo ALGE”-cocone de {L1, L3, 1) é um EQUIV*-cocone de (L1, Lo, 0},
Demonstracio: Obvio. n
Proposicio 3.3.7 Seja L' um cocone de {£1,L4,8), ¢ seja o uma substituicdo em C. En-

tao, sempre emste uma subsituicio o' em C' tal que H oG = o' o H, sendo H a funcéio
induzide por H da Definicdo 3.2.13.

“Resultado ja apresentado em [Fernandez — Coniglio, 2004].
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Demonstragio: De fato, estamos enunciande novamente a Proposicio 3.2.14 |

Ora, provaremos:

Teorema 3.3.8 Dadas L e Ly duas ldgicas algebrizdveis, ¢ (L, inecy,ines} 0 sew EQUIV*-
coproduto, entdo (L, inc, incy} € o sew ALGE*-coprodute.

Demonstracdo: Por causa da Proposicgio 3.3.4 precisamos provar somente a propriedade
universal em ALGE”; tal propriedade verifica-se por causa de que os morfismos considera-
dos s&0 0s mesmos que em EQUJV*. ]

Assim, do teorema anterior e o Teorema 3.2.15 fica obviamente demonstrado que:
Lema 3.3.9 ALGE™ € fechada por co-produtos.
Em relacéo a fibrilacao restrita:

Lema 3.3.10 Seja N : ALGE*—PLAN 0 funior esguecimento. Entio, N ¢ uma cofi-
bracdo.

Demonstragao: Consideremos o N-morfismo coestruturado (£, F) , sendo £ = {(Cr.br) .
Logo, #' : Cg~—C" para algum PLAN-objeto C'. Consideremos agora o EQU [ V*-objeto
L' = (C',Fp} definido no Teorema 3.2.16: £’ é trivialmente padro, e equivalencial. Por
causa da Proposigio 3.3.2, temos que £’ também é um ALGE*-objeto. Por outro lade,
Fo L— L' é um ALGE*morfismo pois é um FQUIV*-morfismo. A propriedade universal
¢ andloga ao resultdo similar para EQU V>, |

Do lema anterior e do Lema 3.3.9, infere-se o enunciado do Teorema 3.3.3. Finalizaremos
esta segao com dois coroldrios ébvios dos teoremas anteriores, mas que podem ser de utilidade
na andlise da algebrizabilidade de uma certa légica dada. Tais resultados sio:

Corolario 3.3.11 Sejo L ume logica proposicional. Se ela pode ser “decomposta” em dois
fragmentos [ver Definicao 1.1.9) L; (i = 1,2) tal que £;® Ly = L, e tais fragmentos sdo
algebrizdveis, entdo L € algebrizduvel

O coroldrio acima €, em outras palavras, o mesmo Teorema 3.3.8, expresso em termos de
“fragmentos” de uma légica dada. Mais interessante é, novamente referido a fragmentos, o
seguinte resultado:




Corolario 3.3.12 Seja £ uma I8gica proposicional néo algebrizdvel. Se existem duas Iégicas
Li (i=1,2) tais que L, @& Ly = L, e Ly é algebrizavel, entdo Ly € néo algebrizdvel.

Demonstracao: Trivial. [ |

Vemos que o resultado anterior diz que, em caso de acontecerem as hipdteses acima
mencionadas, poderemos “jsolar” o fragmento néo algebrizive! da Idgica £ analisada. Por
outro lado, ¢ conveniente estudar cuidadosamente a fibrilacic entre certos fragmentos de
uma ldgica determinada: lembremos que, segundo a Observacio 2.4.28, tais fragmentos, ao
serem fibrilados, podem néo reproduzir a légica original.

Até aqui um estudo sintético da fibrilagdo categorial na Hierarquia de Leibniz. Notemos
que temos trabalhado exclusivamente com categorias de linguagens e de légicas. No préximo
capitulo, o nosso interesse serd outro: a definicio e estudo da C-fibrilacdo em categorias de
seméanticas para as légicas envolvidas.
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Capitulo 4

C-Fibrilacao de Estruturas Associadas

O objetivo deste capitulo ¢, basicamente, adaptar o conceito de C-fibrilagio (inicialmente
definido em légicas) a operagbes entre estruturas mateméticas que fornecem semanticas
adequadas para tais légicas. De certa forma, este processo estd vinculado ao que entendemos
por “preservagio externs de propriedades” na Secio 2.3.

De fato, se as relagdes de conseqiiéncia sdo definidas por estruturas “externas” as légicas,
podemos tentar analisar o processo que combina ditas estruturas. Tal processo {que denomi-
naremos C-fibrilacdo de estruturas), adicionalmente deve produzir uma nova. estrutura que
seja adequada & ldgice fibrilada £, ® L,. Desta forma, a logica £ ® £ pode também ser
entendida como aquela cuja semantica adequada é a estrutura fibrilada. Assim, o processo
de C-fibrilagdo converte-se num processo “externo”.

As classes de estruturas que estudaremos neste capitulo sio duas: a primeira é a classe
das semanticas matriciais. Dado que toda Iégica estrutural admite semantica matricial, a
C-fibrila¢do de l6gicas matriciais poderia assoclarse & C-fibrilaggo numa categoria de légicas
estruturais. Porém, neste texto, associaremos a fibrilacio de seménticas matriciais 3 C-
fibrilagdo na categoria de I6gicas padrao (isto é, em CONS), por motivos que detalharemos
no infcio da Segio 4.1. A segunda classe de estruturas cuja fibrilacio sers estudada é a classe
das semanticas algébricas equivalentes *.

4.1 (C-Fibrilagao na classe das seménticas matriciais

Na Proposigio 1.2.5 temos mencionado que a relagio de conseqiiéncia determinada por

'0s elementos de tal clase sio quase-variedades, como sugere a Observagac 1.6.20,

=1
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uma classe de matrizes, ainda quando estrutural, nio precisa ser finitaria. Porém neste texto
temos optado por trabalhar exclusivamente com I6gicas finitdrias. Isto ¢ devido a dois fatos,
principalmente: o primeiro é que em geral temos nos baseado em (Blok ~ Pigozzi, 1989]
fundamentalmente, e dita monografia estuda somente légicas padriac. O segundo, e mais
importante, é o seguinte: existe, como veremos a seguir, uma relacio estreita entre sermanticas
matriciais e Teoria de Modelos, como foi sobretudo notado por S. Bloom. Esta relacdo, entre
outras coisas, afirma que uma [dgica estrutural ¢ padrio se e somente se a classe Mod(L)
pode ser ariomatizada. em primeira ordem, por um confunic finito de formulas Horn. E é
Justamente esta axiomatizacdo a que val nos permitir fibrilar classes de modelos matriciais.
Portanto, para poder fibrilar {classes de} matrizes vamos precisar de légicas finitdrias.

Tudo o esbogado até agora sers feito no percurso desta segdo formalmente. Os re-
sultados seguintes sdo creditados a Bloom (ver [Bloom, 1973]). A nossa exposicho, mais
uma vez, segue a exposigio de [Wéjeicki, 1988] e [Czelakowski, 2001]. Para os conceitos
bésicos de Teoria de Modelos aqui utilizados mas nio explicitados temos nos baseado em
[Chang ~ Keisler, 1973].

Essencialmente, o que desejamos saber é de que forma a Teoria de Modelos cldssica trata
de matrizes. Foi com tal objetivo que definimos as linguagens C-PO na Secio 1.2 {ver
Defini¢io 1.2.9). Desta forma foi possive! identificar os conjuntos de valores distingiiidos
com um simbolo D de predicado undrio. Agora relacionaremos inferéncias com f6rmulas da
linguagem C-PO:

Definicdo 4.1.1 Seja uma inferéncia padrao {ou seja, estrutural e finitdria) na linguagem
L{C). Isto € um conjunto v = on{py, ....pu)s . m{pr, .. pn )/ Blps, wPn) 2. A férmula de
C-PQO associada a r é;

{F) = ¥{p).. ¥(p,)(D{ay) A ... A D{a,) = D(3))

Uma vez feita esta“traducic” de regras padrio a férmulas de ' — PO, temos os seguintes
resultados essenciais:

Lema 4.1.2 | Lema de Bloom |: Seja £ = {Cr.tc) tal que b estd determinada por um
congunto £ de regras padrdo na linguagem L{(C). Enido a classe Mmat{L} ¢ a classe de
todas os modelos (no sentido de Teoria de Modelos) do conjunto de férmulas {(7):re R}
Isto € Mmat(L) = Mod{(F} :r € R}

Observagao 4.1.3 Notar que, para toda Iégica £, todos os conjuntos {L{CY, 1) com I’ €
Th{L) sdo elementos de Mmat(£). Tais matrizes sio usualmente chamadas de fibrados
de Lindenbaum da Iégica £. I

?Lembrar que as inferéncias sio simplesmente conjuntos de formudas, «f. Definicio 2.4.20.
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Teorema 4.1.4 [ Teorema de Bloom |: Seja £ = (Cp.F) uma Idgica estrutural. As se-
guintes condigdes sdo equivalentes:

i} A classe Mmat(L) € aziomatizable por férmulas de Cp — PO.

(i7) A elasse Mmat{L} € aziomatizable por férmulas Horn de Cr — PO.

(ii) b € padrio.

[iv) bp tem uma base inferénciel R de regras padrio (ou seja, esquemdticas e finitas).

Com estes resultados podemos “fibrilar” classes de matrizes. Para isso, comecaremos
com as seguintes defini¢hes:

Definicao 4.1.5 Dadas duas assinaturas Cy € Co, e um PLAN -morfismo f entre Cy € Cy
(lembrar Definicdo 2.4.8), a tradugio entre os termos de Ter{Cy) e T'er(Cy) induzide
por | ¢ simplesmente a funcio f. A tradugio entre as linguagens de primeira ordem
LPO(C)) e LPO(C,) € a fungdo [ : C; — PO—Cy ~ PO definida por:

(a) F(D{p)) = D{f{)). para toda férmula D) € C, — PO.

(b) F{A—B) = F(A)—7(B)

(¢) f{—A) = ={f{A))

(d) fF(¥(p)A) := ¥(p)f(A)

para todo por de férmulas A ¢ B de C, — PO.

Um fato simples de demonstrar dentro da légica de primeira ordem é o seguinte:

Proposicao 4.1.6 Se ]?é uma lradugdo entre termos, entdo, para todo conjunio T'U{a} de
férmulas dao binguagem LPO{C:)vale que, se I |= «. entdo f(I) &= f{a), sendo = a relagdo
de consegiéncia da [dgica cldssica de primeira ordem.

Demonstracdo: E simples demonstrar que as traducdes entre termos preservam validade dos
axiomas e regras de inferéncia da légica cldssica de primeira ordem. |

¥ bom notar aqui que a proposicio anterior indica que as traducbes entre termos preser-
vam a validade dos “axiomas Iégicos” da l6gica de primeira ordem. Porém, tais traducées
ndo preservam velidade de axiomas “novos” (ndo ldgicos), em caso de estes serem acrescen-
tados com o objetivo de definir teorias novas. No caso em que as traducdes entre termos
conseguirem preservar a validade dos novos axiomas ¢ que estaremos em presenca do andlogo
{em linguagens C — PO) as tradugdes entre légicas proposicionais. E com esta motivacio
que podemos definir a categoria de classes de modelos matriciais da seguinte forma:

Definicao 4.1.7 Definimos o Categoria M AT R de modelos matriciais da sequinie for-
ma’
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(a) MATR-Objetos: pares da forma (C, Mmat(L)}, sendo Mmat{£) a classe dos modelos
matriciais para uvma légica padrio L, cuja assinatura € C.

(b) M AT R-Morfismos: PLAN -morfismos que adicionalmente verificam, para fodo con-
gunto I' U {a} de férmulas de LPO(CY), que I’ FMmatiz,) @ implica f(f} F=Mmat(£2)
f{a), sendo as relagées FEymaric,) 05 vsuais definidas pelas classes Mmat{L;) segundo
a teoria de Modelos ©.

{c) A composicto e a identidade sdo as de PLAN.
Proposicao 4.1.8 MATR ¢, de fato, ume categoria.

Demonstracio: Obviamente, a composicio estd bem definida e é associativa, assim como a
identidade. u

Observacao 4.1.9

Notemos antes do préximo resultado que, uma vez fixada C, as classes Mmat(L) séo
seménticas matriciais de uma tnica légica possivel com assinatura C'. Isto é devido, es-
sencialmente, a que a prépria légica fornece modelos matriciais (mediante teorias) para ela
mesma, conforme indicado na Observagio 4.1.3. Logo, Mmat{£) corresponde implicitamen-
te a uma certa assinatura fixa Cg. Além disso, vimos que Fagmac(e) € fortemente adequada
a L. cf. Proposicdo 1.2.6. Assim, tanto a linguagem quanto a relagio de conseqléncia
associadas a Mmat(£) ficam univocamente determinadas.

Porém, se ndo fixarmos C, poderiamos ter duas légicas £; = (Cs,F:), em que existe uma
bijecio entre C) e €5, e 1 é essencialmente a mesma que F». Neste caso, as ldgicas sao
isomorfas (em CONS) mas néo sdo a mesma légica (pois diferem nas assinaturas). Por
outro lado, é facil ver que Mimat(£;) = Mmat(L,) *. Dado que desejamos obter fibrilacao
de matrizes via isomorfismo, precisamos “indexar” acs objetos da categoria M ATR com as
assinaturas respectivas. 1

Teorema 4.1.10 CONS ¢ MATR sio categorias isomorfas.
Demonstragio: Definimos o funtor Gy : CONS—M AT R da seguinte maneira:

Se L um CON S-objeto, entdo G1(£) = (Cg, Mmat(£)). Por outro lado, se f é um CONS-
morfismo entre £; e L3, Gi(f):= f (ou seja, a fungdo entre linguagens de primeirs ordem,

#Como veremos, (b) é anslogo a solicitar que f: Ly —Ly seja uma traducao.
*Dado que as préprios fibrados de Lindenbaum de £, pertencem a classe Mmat{£4), temos o curioso
fato de que acabam sendo modelos matriciais de £5. Analogamente para os fibrados de Lindenbaum de Lo.

78




induzida pelo CON S-morfismo f). Tal definigio faz sentido, por causa do Lema 4.1.2. Por
outro lado, definimos o funtor Gy : MATR—CONS como: Go((Cr,Mmat{L))):=L; e
Go(F)i=f. Similarmente a G, Gy estd bem definido.

A preservagio de composigao e identidade sdo Sbvias. Além disso, GoGi(f)) = f e
G1(G2(f)) = J. Somente resta demonstrar que Go(G1(L)) = £ e G {Gy({Cp, Mmat (L))
= (Cr, Mmat{L}). Mas tais fatos sio vilidos, novamente, por causa do Lema de Bioom. W

Neste ponto é bom notar um fato fundamental: o que nés temos entendido como fibrilacio
na classe M ATR de seménticas matriciais ndo € ezatamente o conceito de fibrilagdo dado
no segundo capitulo. A razio disto é que a fibrilago, tal como foi definida, é um colimite de
certo diagrama realizado em categorias de 16gicas. Porém, a fibrilacio em MATR “imita”
a fibrilagio em CONS, e dalque o nome seja o mesmo. Isto é o que entendiamos por
“fibrilagao externa” no infcio deste capitulo. Isto tem & ver com o seguinte coroldrio ac
'l'eorema anterior:

Coroldrio 4.1.11 Em MATR sempre existe o co-produto entre dois objetos Mmat(£,) ¢
Mmat(Lz). Tal coproduio serd chamado de “fibrilacdo irrestrita de modelos matriciais”.
Além disso, o funtor esquecimento N : MATR—->PLAN € uma co-fibracdo. Porianto, em
MATR podem ser definidas certas elevagées co-cartesianas (undlogas as de CONS) que
serdo denominadas de C-fibrilagdes de modelos matriciais, restritas & assinatura Cp.

Demonstragio: Obvio, n
Coroldrio 4.1.12 A classe Mmat{£,) ® Mmat(L,) € aquela que € modelo da unide dis-
junta das férmulas Horn que ariomatizam cada classe Mmat(L;) (i = 1,2)

Demonstraggio: Lembrar que Mmat(£,) ® Mmat(L£,;) é a seméantica matricial associads a

L, & Ly, cuja base inferencial é a unido disjunta das bases de L, e £, E dai aplicamos
Definigéo 4.1.1. m

4.2 (-Fibrilacao das semanticas algébricas equivalen-
tes

Esta secdo estabelece o resultado andlogo, referido a classes de dlgebras, ao estabelecido
na secdo anterior. Isto quer dizer que aqui definiremos categorias de classes de dlgebras
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{de fato, de quase-variedades que sejam semanticas equivalentes). Modificando tal catego-
ria com o objetivo de fazé-la isomorfa a ALGE*, poderemos fibrilar semanticas algébricas
equivalentes. Desejamos indicar aqui que este resultado também ja foi apresentado em
[Fernandez - Coniglio, 2004], e esta muito influenciado pelo artigo [Janossy et al., 1996).
Curiosamente, esta segio que aqui aparece foi a motivacio inicial que permitiu definir a fibri-
lagao entre semanticas matriciais da secdo anterior. Para atingir nosso objetivo comecaremos
definindo, dentro da 16gica equacional das quase-variedades, o analogo aos algebrizadores das
légicas proposicionais.

Definicdo 4.2.1 Seja C uma assinatura ¢ K uma quase-variedade (sendo portanto =x uma
relagdo de consegiiéncia finitdria) expressa em LEG(C). Sejam os seguintes conjuntos de
termos de LEq(C) (ou seja, de férmulas de L(C)): § = {8;}icn, € = {€i}i<n (termos 1-
drios/, € A = {A}icm. Dizemos gue (6,2, A) € um dedutivizador de K se ¢ somente se
b=k wverifica:

TRy AR s{zly) & §aAy).

Dizemos que uma quase-variedade K é dedutivizdvel se possui uin dedutivizador.

Ou seja, K € dedutivizdvel se e somente se é seméntica equivalente de alguma l6gica
proposicional. Com isto implicitamente estamos indicando que nem toda quase-variedade
¢ dedutivizavel, em analogia ao fato de que nem todas as légicas proposicionais sio alge-
brizaveis. Por outro lado veremos daqui a pouco que os algebrizadores das I4gicas acabam
sendo os dedutivizadores das suas seménticas algébricas equivalentes.

Observacgio 4.2.2

Um fato de grande importincia dentro da Iégica algébrica abstrata é o seguinte: uma mes-
ma quase-variedade pode ser semantica algébrica de diversas légicas. Isto é devido a gue
o comportamento algébrico da quase-variedade ndo consegue distinguir as conseqiiéncias
vilidas das ndo validas. Assim, por exemplo, como foi indicado em [Blok - Pigozzi, 07],
a classe de dlgebras que é semiantica algébrica da 18gica Ls de Lukasiewicz é a mesma
que a classe que constitui a semantica algébrica de J; de . D'Ottaviano e da Costa {ver
[D’Ottaviano - da Costa, 1970] e [D’Ottaviano, 1982]). Um resultado similar, provando que
as [dgicas jd estudadas F' e /! possuim a mesma semantica, pode se achar em [Bueno, 2004].
Tal fato merece a seguinte observagao.

Usualmente ¢ possivel defininir conectivos secundérios a partir dos originais, como sendo
“abreviaturas”. Em tal caso, podemos analisar as relacies de conseqliéncia vilidas entre
férmulas expressas mediante os conectivos secundérios. Assim por exemplo, é possfvel definir,
com & implicacio e negacdo de P!, um conectivo bindrio — [ € um conective undrie —p.
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Tais conectivos possuem as mesmas propriedades que a implicagio e negacdo de /*. Logo,
na quase-variedade associada a P’ valem as quase-equacGes correspondentes as relacdes de
conseqgiiéncia de [, mas operando nas formulas correspondentes aos conectivos secunddrios:
N&0 Operamos aqui com os conectivos originais — p1 e =p1. Come, por outro lado, é possivel
proceder em forma inversa (de [* a 1) ®, acabamos obtendo que as quase-variedades, en-
tendidas na sua forma puramente algébrica e sem levar em conta a assinatura na qual elas
foram baseadas, acabam sendo a mesma. Mas, por outro lado, se indexarmos Q1 e Q1 pelas
suas assinaturas {ou, como € comum na dlgebra universal, pelos seus tipos de similaridade},
tais quase-variedades ndo coincidem. Isto é porque sio as mesmas dlgebras mas aplicedas
a diferentes operagées. Isto quer dizer gue os dedutivizadores das quase-variedades nio sio
“essencialmente” o mesmo no seu cardter estritamente algébrico, a nfo ser que seja fixada
a assinatura na qual trabalhar. Portanto, se nés quisermos associar de forma univoce uma
légica a aquela quase-variedade que é a sua semantica algébrica equivalente, primeiramente
teriamos que “indexd-la"com o algebrizador respetivo.

O caso de Ly e J; é talvez diferente: os conectivos aqui sio os mesmos mas os conjunios
de equagdes definidoras ndo. De fato, Js pode ser entendida como a légica induzida pela
mesma algebra de Lukasiewicz de dominio {0,%,1} (ver [Cignoli et al., 1995]) mas onde
o seu conjunto de valores distingiiidos é {% 1}, a diferencga de L3, em que o tinico valor
distingtiido € 1. Isto leva a que as equacdes definidoras sejam diferentes embora a classe
de algebras (e ainda a equivaléncia A) seja a mesma. Um exemplo similar foi fornecido em
Blok — Pigozzi, 1989}, Segio 5.2.4.

Do acima exposto, se quisermos nos referir a uma semantica algébrica equivalente de umae
légica L fiza, tal semantica deverd em principio estar indexada tanto pela sua assinatura
(pelo exemplo de I; e F;) quanto pelo conjunto de equagdes definidoras (4,¢)z. Ou mais
geralmente, como faremos nas defini¢oes a seguir, indezaremos as quase-variedades segundo
03 seus dedutivizadores.

Por outro lado acontece o seguinte fato: ainda quando uma quase-variedade dedutivizdvel
pode admitir diversos dedutivizadores, muitos deles estdo associados a uma mesma Iégica
(de uma forma que serd explicitada a seguir). Assim, chegamos a conclusio de que, se o
“indexador” das quase-variedades dedutivizaveis {osse simplesmente um dedutivizador aca-
barfamos tendo muitas quase-variedades associadas a uma tUnica légica (o fenémeno inverso
do pardgrafo anterior). Para evitar este fato, indexaremos as quase-variedades com classes
de equivaléncia definidas no conjunto dos dedutivizadores. o

Definicao 4.2.3 Dade uma quase-variedade dedutivizdvel K, definimos a relagdo de equi-
valéncia ~ entre os dedutivizadores de X como:

*Pelo fato de acontecer o acima descrito, dizemos que I* e P! sio “fortemente inter-tradutiveizs”, cf,
{Blok — Pigozzi, 07).
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JA) e (0,6 A7) sse d{x) & s(x) a’i-:;c dx) =~ '(x). A classe de equivaléncia de
£, A) em relagdo a ~x serd denotada por [d.2, Alx.

e e

Para completar as defini¢des formais de que precisamos, veremos finalmente os conceitos
de “traducdo entre termos” e de “traduciio entre linguagens equacionais”.

Defini¢io 4.2.4 Dadas duas assinaturas C, e Cy, ¢ wm PLAN-morfismo [ entre elas,
consideremos a f {a traducdo entre os termos de L'er{Cy) e l'er{Cy) induzida por [, sequndo
a Definigdo 4.1.5). A traduglo entre as linguagens equacionais LEq(C1) e LEg(CY)
¢ a fungdo f - qu{Cl Mngi’Cz) definida por:

{(a) _f(vm n} o= f(z/} e~ f(n,, para tode eguagdo v~ n € EQ(Cy).

(b) FA—B) = F(A)—7(85)

(c) F(=4) := ~{{A)

(d) F(¥(p)4) = “/(P)fo)

para todo par de férmulas A e B de LEg(C}).

Observagao 4.2.5

Usualmente ndo explicitaremos o fato de que as tradugdes entre termos sio simplesmen-
te aquelas fungbes induzidas por PLAN-morfismos. Por outro lado. dado que tanto em
LEq(C1) quanto em LKEg(C,) estamos trabalhando com légica cldssica equacional ndo é
dificil provar que as tradugées entre termos induzem traducées nas relagdes de eonseqiiéncia
respectivas. |

Agora podemos definir a categoria de seménticas de que precisamos:

Definicio 4.2.6 Definimos a categoria SEM A ¢ da seguinte forma:

SEM A-objetos: 3-uplas A = (C,K,|,6. A}, sendo C uma assinatura, K uma guase-
variedade ezpressa em termos de LEQ(C) e [(6,2, A)jx € a classe de equivaléncia (relativa a
g} do dedutivizador (6,2, A).

SEM A-morfismos: dados 0s SEM A- objetos A; ¢ Ay, um SEM A-morfismo entre eles é
uma traducdo [ entre termos de 1'er(Cy) e 1'er(Cy) verificando:

1) Se A =i, (v = n) entdo f(A) b, f(v = n), para todo conjunto AU {v ~ n} de
K -equagles.

2) Para todo termo 7 de 1'er(Cy), £3(F(7)) & 8:(F(7)) =lfere, Flea(m)) = F(8,(7))

Yy

50 nome SEM A vem de “semanticas algébricas”, obviamente.




Proposicio 4.2.7 Toda » tradugdo enire termos verifica, para todo AU {v~ n} € LE(C)),
que se A = v~ entdo F(A) = Flv = ) (no sentido da teoria de modelos).

Demonstragao: Trivial. n

Proposicao 4.2.8 Sejam L, ¢ £; duas Idgicas de ALGE*, sendo K, (i = 1.2) as suas res-
pectivas semdnticas algébricas equivalentes. Dado o ALGE*-morfismo [ : C1—Ch, € f a
fungdo asseciada, sdo equivalentes os fatos (a) e (b), com:

(a): Para tedo conjunte I'U {a} CL(C,), todo par de formulas ¢, ¥ de L{CY), € para toda
equwalencm Ay em Ly

{a.1). Se Pig o entao _f(ﬁ e, f(a)

(a.2): fle) A2 f(0) e, Flo) o) Flae)

(b) Para todo conjunto AU {v =1} de K;-equagbes. para todo termo v € T'er(Cy):

(b.1) Se A =x, v = 1 entdo f(A) }Ifcq ( ~ )

(6.2) e2(F) (1) = 62 F(7) Hb=x, f(ﬂ( DENICTC)

Demonstracao: Provaremos somente que de (a) infére-se (b), pois a outra implicacio é similar;
dividimos a demonstracao em duas partes:

Parte 1): (a) implica (b.1). Suponhamos que A kx, ¢ & ¥ para algum conjunto A de
equagdes. Dado que K ¢ finitdria, podemos considerar que A’ =x, ¢ = ¥ para algum A’CA,
ou seja A = {& = n;}1cich. Ora, considerando que [s;, 4, Ak, é um dedutivizador de Ky,
temos {z:{&A ) = 51@&1?32)}1@@ EIZ}CI © & 1. Assim, {Q/_\.Im}KZQ Pz, 9, pois
L, é algebrizével. Por {a.1) temos {f (&) f([_\l}f{m)}qu s f( fs\Al)f;\p} Assim, por
(a.2) (aplicado a ambos lados de Fp,) temos { (&) A f( 1) h<i<k oy F{0) 00 F (1), E como
Lo também é algebrizavel,

-~

{e2(F1&) 0T (1)) ~ &(FLE) A Fm) b rcic oo Fl) & F10)

Isto &, f{A") =x, fl¢ = ). Assim, (.1} é vilida, considerando que F=z, é monotonica.

Parte 2}: {a) implica (b.2). Seja 7 € ’l’er(Cl ). Podemos considerar portanto que 7 € L{C}).
Dado queﬁ ¢ algebrizdvel, T ¢, &1(7) A6, (r). Por ( &a 1. fi7) Fey fle {7} 8 (7)), Isto
é flT) Fe, f{cl\ )V(A;)ﬂéw), Além disso, por (¢.2) fv) ey Flea(r )h&gf(c)l( 1. Por
outro lado, ug(fk’r\)/_\gég\f 3 E"‘C,, { b pois Ly é alvebrizavei e além disso f( )€ L{Cy).
Por transitividade, &5(F(7)) A0dy(f7)) Fo, Jler(r)) 82 f(61(7)). Dado que [(22,8). A} 6 um
Ly-algebrizador temos que SQ(f(: N & &(f(T) i, f(hn;)\ ~ f(é1(7)} (e pelas proprie-
dades dos algebrizadores). A prova da outra consqiiéncia equacional é similar. Assim, {a)
implica {(6.2). Das partes {1) e {2) temos que (a) implica (b). [
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Em outras palavras, este resultado indica que 0s ALGE*-morfismos e os SEM A-morfis-
mos sao essencialmente os mesmos. Provaremos a seguir que todo objeto de SEM A &
semantica algébrica de alguma légica proposicional.

Proposicdo 4.2.9 Para todo objeto A = (C,K,{z,8. Al) de SEM A, exisie um objeto L. de
ALGE™ tal que K € uma semdniica algébrica equivalente para L.

Demonstragio: Definimos £ = {C,F}, com F definido assim (para todo TU {a}): T+, o
se e somente se I' ¢ a se e somente se £(T") = §{T) =x e(a) = §a) 7. E Sbvio aqui que
L € uma légica algebrizével, sendo um algebrizador o conjunto {£,6, A). Portanto, K é uma
semantica equivalente para £. m

Todas as defini¢des e resnitados acima tém como objetivo o seguinte teorema:
Teorema 4.2.10 ALGE* ¢ SEM A séo categorias isomorfas.

Demonstracdo: Os funtores G;: ALGE*——SEMA e Gy: SEM A—s ALGE® sio definidos
COMO Fegue:

(1.1) Para todo ALGE*-objeto L={(Cr,pr), G(L)= (C K [{(8,2)e, Ac)]), sendo Kr a
unica quase-variedade que é semantica algébrica equivalente a £ (obviamente ela estd em
SEM A pela Proposicio 4.2.9), e ((8,£)z, Az) é um algebrizador qualquer de £.

{1.2) Para todo ALGE*-morfismo f @ £;——Ls, G:{ f) = f. A definicio faz sentido por
causa da Proposicio 4.2.8.

(2.1) Para todo objeto A de SEMA, G3{A) é aquela légica £ em ALGE", obtida pela
construcao da Proposicio 4.2.9.

(2.2) Para todo morfismo f : A;— Ay, Go(F) = f. Também aqui & definicio faz sentido
por causa da Proposiciao 4.2.8.

Temos assim que G2(G1(f)) = f e que G:(Gy{f}) = f (das defini¢bes acima), para qual-
quer ALGE"-morfismo f. Notemos que é facil provar que G e Gy preservam composicao de
morfismos e os morfismos identidade. Logo, somente precisamos demonstrar que G3{G, (L))
= L para todo ALGE*-objeto £, e que G1(G2(A)) = A para todo SEM A-objeto .A:

(I} Seja £ um ALGE*-objeto. Obviamente Cig,cyoyn = Ce. Por outro lado, para todo
Fude} € L{Cwyuciom): T Feicacy @ se e somente se existe I"CT, (I” finito) tal que
{e(¥} ~ é(v) ¥ € I} =x ¢(a) = ¢(a), (sendo K a quase-variedade implicita em G(L)), se

"Dado que K é uma quase-variedade e toda quase-variedade é finitaria, a afirmagao anterior equivale
simplesmente a dizer que existe I'CT (TV finito) tal que £(I”) & §(I") =x £(o) = §(a).
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e somente se {e(¢¥)A(Y) ¢ € I} Fp () AS(¢) {pois (.8, A) € um algebrizador de £}, se
e somerte se |7 -, o para algum [ finito incluide em I', se ¢ somente se I' i~ .

(1T} Seja agora A = {C4,K4.[6.2,Al4) em SEMA. Para demonstrar que &1{G2{4)) = A
é suficiente provar que g (.. = Exa. Seja AU {¥ & n} um conjunto de K-equagdes.
Entéo, A =g e ¥ = 7 se e somente se existe um conjunto finito {1y & 7;}:<, CA tal
que {v; ® Ni}icn =, ¥ & 7 se e somente se {vAN g, Fen YAR pois Kg 4y é uma
semantica algébrica equivalente & légica G A). Se e somente se (da definigio de G}, existe
um conjunto finito {v; = 5i}:<. CA tal que {1; & ni}ica =k, ¥ & 7, se e somente se (K é
finitaria), A b=p, v = 9.

De (1), ({1} e as consideragbes acima, o teorema é vilido. B

O coroldrio dbvio é&:

Coroldrio 4.2.11 A categoria SEM A possui sempre coprodutos, e N : SEM A~ PLAN
¢ uma cofibragéo.

Observagao 4.2.12

Desta forma, é possivel definir operagdes entre classes de dlgebras da mesma forma ao feito
para semanticas matriciais. Notar gue, por exemplo, no caso do co-produto em SEAM A
{isto &, a fibrilagdo irrestrita de semanticas algébricas equivalentes), ele é a classe K; & K,
axiomatizada {guase-equacionalmente} pela unido disjunta dos axiomas de K; e Kz com os
sequinies ariomas adicionais: /\ksé(éki mek) = 6 m e, comij = 1,2, 1 <4 < ony,
1 £ j < n; (sendo n; e n; o cardinal das equivaléncias A; e A;) e i 5% 7 5 Ou seja, acres-
centamos como axiomas da classe K| ® K; aquelas férmulas de L £¢(C) @ C3) que indicam
que no coproduto precisamos inter-derivabilidade entre equivaléncias (lembrar que SEM 4
é isomorfa a ALGE*). Em relagao & co-fibracdo, os axiomas novos a serem acrescentados
880 0s que exigem congruencialidade para todo conectivo da assinatura C'. G

Dado que jd podemos “identificar” 3 categoria ALGE”* com SEM A, utilizaremos este fato
para dar o dltimo resultado deste capitulo: uma nova caracterizacdo dos ALG E*-morfismos
em termos do operador de Leibniz € restritc a teorias. Para isso observemos os seguintes
fatos referidos ao operador (2: neste ponto lembraremos a idéia fundamental que relaciona
o Operador de Leibniz £} com a definicio de algebrizabilidade de Blok-Pigozzi: uma légica

SEste § um cutro motive pelo qual trabalbamos nesta tese com algebrizadores finitos: em caso de nao ser
assim, 08 axiomas Dao seriam quase-equagdes, e a classe definida nao seria uma quase-variedade mas uma
classe wmplicativa, ¢f. indicado em [Herrmann, 19961, De qualquer mode, ao trabalhar com classes imnplica-
tivas para definir semanticas algébricas equivalentes nao mudariamos nenhum resultade substancialmente.
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¢ algebrizavel sse Thy e Thy sdo isomorfos; tal isomorfismo é expressivel em termos de O
(restrito ao reticulado The) (ver o Teorema 1.6.35 e o Lema 1.6.36, j utilizados).

Com esta idéia podemos agora caracterizar os morfismos de ALGE*. Mas vejamos antes
que podemos caracterizar tanto as tradugdes de 1égicas quanto as traducdes entre linguagens
equacionais como sendo “fungoes fechadas” para teorias e para teorias equacionais respecti-
vamente:

Proposicao 4.2.13 f Ly—Ly é um CONS-morfismo se e somente se pare toda teoria
T € The, vale que I Ty eThyg,.

Demonstragéo: Ver [da Silva et al., 1999}, por exemplo. 0.

Proposicao 4.2.14 Sejam K, ¢ Ky duas classes de digebras, e Az e Azy os conjuntos de
ariomas respectivos, tal como € definido na segéo anterior. Temos que | € uma tradugdo
entre as linguagens equacionais de Az, e Axy °, se e somenie se, para todo © € Th,cq
7 (@) € Th.Ky (isto €, | € traducdo entre linguagens equacionais se ¢ somente se f
uma fungdo fechada entre conjuntos de equagées).

Demonstragao: Ver [van Benthem — Pearce, 1984 [ |
Observacao 4.2.15

Notemos que, se f € um ALGE*-morfismo entre as l6gicas £, e £, {sendo portanto j?umcz
tradugdo), cujas semanticas respectivas sdo K; e Ky, entdo f pode ser entendida como uma
tradugio entre termos, mduzmdo uma traducdo f entre linguagens equacionais, que por sua
vez induz uma fungio f : Thi,—Thi,. Assim, a partir de f temos definide duas novas
fungbes {entre conjuntos de teorias): a fungio _}?““l : The,—Thg, da Proposicao 4.2.13 e
?Ml 1 Thy,—Thg,. Por outro lado, lembremos que os reticulados acima mencionados estio
relacionados por meio do operador de Leibniz {1, segundo o Teorema 1.6.35. Destes fatos
podemos agora caracterizar os morfismos de ALGE* mediante 2 O

Proposicdo 4.2.16 Sejam L; € L dois ALGE*-objetos, sendo f : L1~ Ly um CONS-
morfismo {ou seja, f wma tradugdo). Sejom K, (i = 1,2) as suas seméntz’cas algébricas
eguivalentes respectivas. Sejam agora f“l Th{Ly)—Th{L} : Thy,—Thg, os
morfismos induzidos segundo as observacées anteriores. Entdo, sdo equwalenies

a) Flolfld, )f{v\ =, f(g,\Azf(m pare quaisguer formulas ¢, © de L{C).

b) Para toda teoria | de Lhe,, UF Y = F Q).

¥ Aqui a axiomatica ¢ indicada com o dnico objetivo de fixar os simbolos lingiiisticos que expressam cada
classe.
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Demonstracéo:
a) implica b) © seia (¢ ~ ¢) € QF1{1)). Do Lema 1.6.36, A & FHIY. Logo
f( r‘ff{&;)ﬂi) E 1' De a), e o fato de ser 1’ tecria, temos que Flp)Asf(¥) € 1. Lo-
Afle) = Jlw Q1. Como (fw ~ 9))=(flp) = F(¥)). temos que (¢ =~ ¥) €
f (Q{I ) Temos assim H\f“l(l NCF (0(1 7). A outra inclusdo ¢ andloga, por causa da
dupla inferéncia em Ly da hipdtese. o . R
b) implica a): provemos primeiramente que f{w)f{A;)f (’o\ Fr. fle)Aaf{4) para todo
par de férmulas ¢, ¢ de 1AGy): seja T =Cn{fl rp}f(Al)f\b)} € Th{ls), e provemos que
f\\,,)Agf\\L} €1’: como Fl@)FlA jf(’i,/\l € 7', temos da definicdo defque (e € f‘i”ﬂ
Logo, (g =~ ¥) ¢ (f“lfT\‘ = W—i(QfT)) {por b)). Logo {Flo) ~ flw)) € YT, e finalmente
(ver Lema 1.6.36) f (¢)Asf{4) € 1. A outra inferéncia ¢ demonstrada de forma dual. W

Da Proposicio anterior é imediato o Coroldrio seguinte:

Coroldrio 4.2.17 (Ver Figura 3): f é morfismo de ALGE" se e somente se, valida:

a’) f:li— Lz é CONS-morfismo.

b} Para toda teoria ' € Thy, vale que Q(f~1{1)) = }“WI(Q(’I 1), sendo f a tradugdo entre
linguagens equacionais induzida pela funcéo f.

Figura 3
ALGE*: -2 SEMA
rET ,Q g
Lo The, Phiy <o Ky
f Fi 7! 7
Ly Thy, & Thi, < o

Uma questéo interessante é saber se a caracterizacio dada para os ALGE*-morfismos
pode ser aplicada a PROT-morfismos ou a EQU IV *-morfismos. Infelizmente nio podemos
dar uma resposta afirmativa para tal questio. O motivo disso é que nio possuimos uma
“categoria isomorfa” &s ditimas categorias mencionadas onde interpretar 2. Ainda assim,
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nOtemos que possulmos uma categoria isomorfa & categoria CONS, qual seja a categoria
MATR. O problema de caracterizar os CON S-morfismos (e implicitamente os M AT R-
morfismos) mediante o operador de Leibniz é un dos tantos problemas em aberto cujo estudo
propomos no dltime capitulo.
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Capitulo 5

G-Fibrilacao de Légicas

Neste capftulo prescindimos da idéia categorial de fibrilacdo. O motivo desta nova abor-
dagem € que, conforme foi indicado na Secdo 2.1, a idéia de D.Gabbay era misturar direta-
mente as semanticas de Kripke para certas légicas modais. E, em tal processo, nio se fazia
nenhuma mengéo a formalismos categoriais. Assim, a tarefa que tentaremos realizar aqgul
serd adaptar a fibrilagio segundo Gabbay {chamada de G-fibrilagic) ao contexto de légicas
matricias. E, posteriormente, ver de que forma tal mecanismo pode ser relacionado com a
Hierarquia de Leibniz.

5.1 (-Fibrilacao de Semanticas Matriciais

Jé vimos na Motivagio 2.1.1 quais sio as idéias por trés da fibrilagio de légicas. Agors
vejamos come foram aplicadas tais idéias no contexto da combinagéo de légicas modais {ou,
melhor, das suas seménticas). Um exemplo disso serd apresentado a seguir. Mas, dado que
a G-fibrilagao foi originalmente concebida para semanticas de Kripke, fornecemos primeira-
mente uma defini¢io delas adequada o suficiente para este trabalho:

Defini¢do 5.1.1 Uma assinatura modal (normal) € wna assinatura C tal que C* =
{=. 0} €% = {=}, C* =0, para todo i > 3. Uma linguagem modal (normal) * ¢ uma
linguagem L{C} tal que C' € uma assinatura modal normal. Um modelo de Kripke (para
légicas modais normais) € uma ternam = (Wi, R, b tal que:

- Wy, € um confunio (denominado “conjunto de mundos possiveis” de m.).

! No percurso deste texto, guando utilizarmos a expressao “modal”, implicitamente estaremos entendendo
“modal normal”.
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- R S{WL)? (denominade a “relagdo de acessibilidade” de m y2
- By V——0(Wy,] (denominada a “valoracde™ de m).

Uma semdéntica de Kripke € uma classe Kr cujos membros séo modelos de Kripke. 0

Dada uma assinatura modal C e uma seméantica de Kripke Kr é possivel definir uma
relacao de conseqliéncia kg, em L{C), como veremos a seguir:

Defini¢ao 5.1.2 Fizade umna assinatura modal C e uma seméntica de Kripke Kr,definimos
a relagio de conseqiiéneia by, Co{L{CY) x L{C) da sequinte forma:

(1) Dadom € Kr ew € Wy, diremos que “m wvalida o férmula o no munde w” (simbolizade
por m by, @) se valer (segundo a complezidade de o j:

e SeaeV, mik, assew & h,{(a).

o Sea =g entdomll, a sseml-, 3.

o Sea =3¢ entdomlby, a sse miFy, 3 oumle, 4.

o Sea =013, entdo mity, a sse, para todo w' &€ W, tal que wRw' vale gque m i 3.

(2) Dizemos que “m walido a férmule o7 (simbolizado por m | ) sse, para todo mundo
w € W, vale que m i, a.

(3) Dadas T'U {a}CL{C), dizemos que “a € consegiiéncia de T7 (segundo a seméntica Kr)
(simbolizado por T k-, «) sse todo modelo m € Kr tal que m - v {para todo ~ € T') verifica
m ik oo

Uma logica £ = {C¢,F¢) tal que Cp € uma assinatura modal, ¢ —; = g, para alguma
semantica de Kripke, se denomina ldgica modal. o

Em suma, a definicao anterior é (fora algumas diferengas estilisticas) a conhecida semantica
refacional de Kripke. Notemos que os modelos de Kripke atuam de forma similar s valo-
ragoes das semanticas matriciais. Isto é, definem satisfabilidade local Por outro lade, a
classe K7 é o conjunto das valoragdes, dando a relagio de satisfabilidade global: sinteti-
zando, a relagdo de conseqiiéncia da légica. Por outre lade o conjunto de mundos é uma
variante complexa do conjunto de valores de verdade das seméanticas matriciais (notar que,
em cada modelo, A, tem como contradominio o conjunto u(W,,)). Este fato serd utilizado
postertormente, na adaptacéo da G-fibrilacio a seméanticas matriciais.

A seguir veremos de que forma é definida a G-fibrilagio de duas ldgicas modais. Porém,
notemos antes disso que a relacdo de conseqiiéneia de uma légica modal pode ser dada por
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estruturas de Kripke diferentes: um exemplo conhecide deste fato é I-g_; tal relagio pode ser
obtida a partir de Ky {a seméantica de todos os modelos onde K., é relagac de equivaléncia)
ou a partir de K'r; {onde n3o impomos condicées a R, ). Por outro lado, o processo de
G-fibrilagdo depende, nio somente de -, mas da semantica escolhida para defini - la (isto
é comumente referide assim: a G-fibrilacdo depende da apresentagdo escolhida). Portanto,
na definicio seguinte, as légicas serdo denotadas como pares £ = (Cp, kg, ), fixando assim
as seménticas de Kripke que serdo utilizadas na G-fibrilacio.

Definicao 5.1.3 Segjam L; = (Cy bk (1= 1,2). A assinatura G-fibrilada de £, e £ €
a assinatura Cg definida por: Cf = {—,00,,0y}; CL = {-~}; C% =0 para todo j > 3. A lin-
guagem G-fibrilada de L(C’l) e L{Cs) € L{Cg). “Um modelo G-fibrilado de K rre K E

¢ uma terna (f 4, h} com f Ume&K?"l 'ﬁ/m'_}Un‘““Kra W g UmﬁKm W, _iwne}{r: ﬂ;
b V—ro(W), sende Wi= (4, e W) ¥ Wk, m) A estrutura G-fibrilada de
Kry e Kry {simbolizada por Kr; & K ry) € a classe consistente em todos os modelos G-
fibrilados de K1y e Kry.

Definimos a relagao de conseqiiéncia i, axr, Cp{L{Cs)) x L(Cg) da seguinte forma:

{1) Sejaw € W h . V—p(W) e (f,9.h) € Kry ® Kry um modelo Gﬁbn‘lada entdo
dizemos que (para o € L{Cg): “(f,a, ) valida o férmule o no mundo w?” {simbolizado per
{f.g,h) Iy ) se valer {segundo o compleridade de a);

o SeaeV, {f.g.hlFy, o ssew € hia).
o Sea =3, entdo (f,g. h} by o sse (f,g.h) e B.

o Sea = F—d entdo (f,g,h) rp o sse (fog.h) Fe 5 ou{f,g,h) Ik 4.

[ ]

Sea = [0:3, enido (f,g.h) by o sse:

- Sew e W, me& Kry, entdo (f,g,h) IFy @ se, para todo v € W, tal que whw'
vale que m Ik, a.

— Sew € Wy, m € Kry, entdo (considerando gque g{w) =« € Wy, m" € Kry)
(f.g.h) iy o se, para todo w" € W, tal que w' Rpw” vale que (f, g. k) byr 0.

e Se a =05 procedemos como no caso anterior, utilizando [ em lugar de g no caso
em que w e W, me Kry.

{2) Dizemos que “(f,g.k) valida a férmula o” (simbolizado por {f,g,h) +- o) sse, para todo
mundo w € W; h: V— W, (f,g.0) IF, .
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(3) Dadas ' U {a}CL{Cy), dizemos que “a € conseqiiéncia de I'” [segundo a semdntica
G-fibrilada Kry & Kry) (simbolizado por U Fy, ks o) sse para todo modelo G-fibrilado
f.g.h} € Kri ® Kry tal que [f,g,h) I~ (pare todo v € T') verifica-se { f,g.h) I a.

A ldgica? Lo = {Co.Furexn) €a légica G-fibrilacio de £, e £y 0

Exemplo 5.1.4 Seja £, a [dgica modal T. Logo, Kr, pode se entendida como a classe de
todos os modelos m tais que Ry, € refleviva. Seja Lo a ldgica temporal de Von Wright VW
(com Dyw significando “em todo tempo futuro”), sendo portante R™ uma relagéo de ordem
total, € Wy, = IN para todo modelo m € Kry. A assinatura G-fibrilada Cy vern dade por:
(Co}t = {Or.Ovw. 7} (Ca)t = {—1}. Suponhamoes agora que desejamos avaliar a férmula
Uvw(Elrg—p) num certo modelo G-fibrilado {f, g, k), num mundo w € W,,, com m € Kry.
Logo temos;

(fy9, 7} by Ovw{Orq—p) se e somente se (dado que w € W)

Para todo ' € Wy (com flw) €m/, m' € Kry) tal que Flw)Ruw' vale:

(a} (f.g.h) Ire Oxg—p.

Fara testar o ezpresdo {a) em cade mundo ' procedemos assim: {f,g, h) tFy Cpg—p se e
somente se {f,g. k) o Org (b) ou (f,g,h) by p (c).

A expressio (¢} vale se e somente se w' € h{p).

A expressio (b) vale se € somente se ndo wvale (f, g, h) Iy Drq. Isio €, se eviste w” © W
(com g{f(w)) €W ». m" € Kri) tal que g(flw)) R« € além disso w” & hiq).

Desta forma, temos testado a validade de O (Dpg—p) no mundo w, no modelo G-fibrilade
(f.g. k). Para saber se dita férmula é uma tautologiac devemos utilizar todos os modelos G-
fibrilados de Kr, & Krs. .l

E bom notar que a légica Lg é uma extensdo fraca de £; e Ly (ou seja, preserva as
tautologias, c¢f. Defini¢cao 1.1.9). Em geral a G-fibrilacdo ndo é extensio forte. Este fato
também acontecerd no caso da G-fibrilagdo de seménticas matriciais. Além disso, podemos
entender a Lg como a G-fibrilacdo “compartilhando os conectivos — e —7.

Observacio 5.1.5

Até aqui temos apresentado (em forma bem simplificada) a idéia de G-fibrilacao para 1ogicas
modais. Julgamos bom indicar que na forma original de G-fibrilacio os modelos s3o mais
complexos, pois consideram associado a cada modelo um mundo “distingiiido” {denominado
“mundo atual”}, e cada modelo somente avalia as férmulas no mundo atual. Isto leva a
muitas complicacbes formais, que néc sdo precisas {neste texto) para entender a idéia que
vai nos levar & G-fibrilacao de l6gicas matriciais.

“Notar quese £; (1 = 1.2) sdo ldgicas entdo Ly também o é. Isto é, verifica extensividade, monotonicidade
e trapsitividade. Néo podemos ter certeza por enguanto se valida estruturalidade e finitariedade.
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Fizemos também outras modificagdes: em primeiro ugar, nos artigos originais sobre G-
fibrilacao, é levada em conta a possibilidade de estabelecer que, a medida que a férmula a
ser testada vai sendo decomposta, apliquemos diferentes funcgoes entre conjuntos de mundos.
Assim, os modelos G-fibrilados acabam sendo seqliéncias finitas (f, g, fi.¢:,...) de fungdes.
Na nossa simplificagio. porém, somente consideramos o par {f, g) de funcdes entre conjuntos
de mundos. Omitimos o enfoque original devide a que, com ele. cada modelo (seqiéncia
finita) somente pode avaliar férmulas com certo tipe de complexidade, e ndo qualquer férmula
a € LiCg).

Uma outra modificacdo fol realizada em relacio aos textos de D. Gabbay Neles o
autor estd principalmente preocupade em caracterizar as tautclogias validas nas légicas
G-fibriladas, mas nic uma relacio de conseqiiéneia. Portanto, a definigio da relagho de
conseqiiéncia by, @, € nossa. Para defini-la optamos por considera uma relacio de con-
seqiiencia “local” e ndo “global”. Esta distincdo é muito comum no ambito da ldgica modal.
Recomendamos ver [Blackburn et al., 2001} em relagéo a estes temas. O

A partir daqui verernos de que forma adaptar a idéia de G-fibrilagio modal & G-fibrilacao
matricial. O problema aqui consiste em gue nas matrizes ndo temos a idéia de conjuntos de
mmundos. Porém, levemos em conta o seguinte: os mundos, além de fornecer informacao com
respeito & relaco de acessibilidade, indicam os diferentes “valores de verdade” das légicas
modais. Com efeito, as valoragGes modais A, estdo definidas iendo comeo contradominio o
conjunto de mundos.

Assim, quando um modelo G-fibrilado estabelece uma funcéo entre conjuntos de mundos
de certos modelos, estamos estabelecendo uma fungdo entre as possibilidades de valoragio
das logicas envolvidas. Com esta idéia, veremos que um modeio G-fibrilado entre ldgicas
matriciais ¢ simplesmente uma terna {(f,g. k) onde b é uma valoragd {cujo contradominio
simplesmente é a unido disjunta das Algebras das matrizes envolvidas) e, 2lém disso, as
funcdes f e g levam valores de verdade de uma Iégica a outra. Desta forma. a estrutura
matricial G-fibrilada consiste em todos os modelos matriciais G-fibriladoes possiveis.

O comentério acima pode ser formalizado da forma seguinte:

Definicdo 5.1.6 Sejarn L; = {(Cp, bap) (com i = 1,2) duas ldgicas induzidas pelas matrizes
M; = {Ay, Dy, Denotando por A; ao dominio das digebras A;, definimos V.= (A, @ Az}v.
A assinatura matricial G-fibrilada € () & (3. 4 linguagem matricial G-fbrilada ¢
L{Cy W Cy). Uma valoracio G-fibrilada € wma terna (f,g,v) onde (f,g) € AJ* x A2, e
v € V. Dada e € L{C, W CY), ¢ a valoragéo G-fibrilade (f.g.v). definimos (f g.v){a) €
AW Ay por (recursivamente, sequndo a complexidade de o):

-Sea €V, entdo (f.g.v){a) = via).

~Sea =B, B, entéo (fog.v){a) = a({(f.g.v3(51), - . (f,9.v}{8) onde (pare toda
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formula 3;, fcom §=1,--- kj
-Sec,eCf e (f.g9.v)(B;) € A;, entdo (. g, e)(5;) = (f. g, v} 5.

- 58 CE < Cf? € {f*g'?“}{‘}:,’) e A2,’ ent(zo (f*g'q})(‘sj} = g{(f.g.y}(,ﬁ’;,ﬂ

- Se ¢, € C% procedemos similarmente, aplicando [ no caso em que {f,9,0)(53;) € A,

Dizemos que uma valoragio G-fibrilada (f, ¢,v) satisfaz (a) sse {(f.g.v){a) € 1 W Dy
Definimos o relagio de conseqiiéncia G-fibrilada F e, Co(L(Cy W) x L(C wCy)
de sequinie forma: T Fyp ey, o se, para toda valoragéo G-fibrilada {(f,g.v} gue salisfaca
sirnultaneamente todas as formulas de T, temos que (f.g.v) satisfaz a. =]

Exemplo 5.1.7

Seja [CH = {—p1, 7y}, e seja O = {Arpc, —1pc}, tendo cada conectivo a aridade usual
na literatura:

Caleularemos (v. f, g)[— pi(p, ALpc(—1per, ALpc(g,—pir)))], sendo que:
vip) =T, v(g) = 0; v(r) = T.

FiO=1 H1L) = 1; f(#) =0

g(1)=1"; g{0)=#3.

O calculo é assim:

(fsg,v)l=pip, ALpo{—Lper, Arpc(g, —pir)))] =

= p{(f,9.0(p), Avec(~rLre(f, 0.0 )(7), ALpc((f, 9.0)(q), =p: (£, g, 0)(r)))) =
— {1 Appc{~rrc(11), ALpc(0, =pil1))) =

= pi (L Arpe(~rpc(1h), Appe(0,17))) =

— {4 Arpe(—rpe FUL). ALpc (0. (1)) =

—p {1 Appe{=1pc(1), ALpc(0,1))) =

Wpi{i[’,/\ch(O,O)) e

—*p1 (T O} —
—~rpi (1, g(0)) = > p {1 F) = F.
Desta forma, sabemos que a férmula acima nio é Lg-tautologia. O

Notemos que a G-fibrilacio depende da escolha da matriz. Logo, se uma légica £ é
induzida por duas matrizes diferentes, a G-fibrilacao de £ com qualquer outra légica mudars

3 Aqui, deliberadamente enviamos (mediante f ¢ ) valores distinguidos de uma matriz a outra. Fsta es-
colha ndo é necessdria, toda vez que consideramos todas as valoragGes G-fibriladas possiveis, como indicamos
oportunamente.
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segunde trabalhemos com M; ou M; *. Isto nio quer dizer que £, ® £, ndo possa ser inva-
riante segundo a escolha das matrizes, mas ¢ um problema ainda nio resolvido. Até ter uma
resposta nesse ponto a G-fibrilagio serd considerada mais como “fibrilacio de semanticas”
{ou seja, externa) do que fibrilacio de légicas propriamente dita.

Embora quando j4 esteja explicitado o método de G-fibrilacho, ndo sabemos grande coisa
em relagho & relagdo bg. E, de fato, uma relacdo de conseqiiéncia padrae? Qual relacio tem
Lg com as légicas que a definem? Veremos alguns resultados ao respeito.

Proposicao 5.1.8 Dadas duas lgicas padréo £;. Entdo:

{a) Lg € wna ISgica estrutural. Além disso:

(b} Se b sdo caracterizdveis matricialmente por uma classe finita K; de matrizes finitas M. s
temos gue g € finitdria.

Demonstragdo: A idéia essencial é a seguinte: kg é caracterizdvel por certa classe Ke de
C1 @ Co-matrizes M = (4; & Ay, Dy w Dy) tais que, se a;,....ax € A; e ¢ € CF;, entio
Mlay, - Lar) = ¢Mi{ay, - e). Isto 6, As matrizes da classe Ky verificam: a sua lin-
guagem € a linguagem G-fibrilada (e portanto a assinatura de todas as matrizes de Ke €
C1 ® Ca); o conjunto dos elementos das dlgebras das matrizes é A; W Ay 0 seu conjunto de
valores distingliidos é a unido disjunta dos conjuntos I; das légicas originais; e além disso a
restrigao de cada operagéo s matrizes originais coincide com as operacdes originais ®. Tal
caracterizacio serd feita da seguinte forma:
(¢) Para cada valoraggo G-fibrifada {f, g,v) existe uma (C, ® Co)-matriz My q), e uma valo-
ragao ¢t em My o) tal que, para toda férmula o € L(C), @ C), (f,g.v){a) = v*{a).
(it} Reciprocamente, Para cada () ® Ca-matriz M € Kg {onde Kg é a classe definida no
ftem anterior) e cada valoragio v em M, existe uma valoragio G-fibrilada (f,g,v' ) tal
que, para toda férmula o € L{C1 @ Cy), ([, g,v"){e) = v(a).
Se valer (¢} e (i1}, da definicdo das relagdes de conseqiiéncia g e K, teremos assim que elas
coincidem. A prova do item (i) ¢ a seguinte: dada a valoragio G-fibrilada (£, g,»), definimos
a U & Cy-matriz My gy = (A & Ay, Dy W 1), sendo as suas operagdes definidas da seguinte
forma:
-Secr € C*l e ay, - ,a; € A;, entdo e Mone(ay, - - - ,ag) = c(d@r, - -- ,ax), onde (para todo
a;, 3=1,---k:

- Se a; € A, entdo @ = ay.

- Se a; € Ay, entdo @; = g{ay ).
- Se ¢, € C*;, procedemos em forma similar, aplicando f em lugar de g
Por outro lado, dada a matriz M(y,), definimos a valoragio v*, para todo p € V por: v*{p)

“Preciso é notar que a mesma coisa acontece com a fibrilacao de 1égicas modais.
A classe Ky ndo € a classe de fodas as matrizes verificande as propriedades acima mencionadas.
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= {f.g,v)(p). E trivial ver que, para toda o € I{CL @ Co), v*a) = (f.g.v)a).

Para demonstrar (i1}, consideremos as matrizes de K. Pela sua forma, & possivel recons-
truir as fungées f: A;— 4y e g Ay——A). A valoragio v’ é simplesmente v*, & é claro que
¢lxi{a) = (f.g9,+"){«a). Isto prova {11}, e pelas consideragdes anteriores temos que - Ko = g
Provamos assim que g é caracterizdvel por uma classe de matrizes. Mas toda relacao ca-
racterizavel por uma classe de matrizes é estrutural, f. [Lo$ — Suszko, 1958].

{6} De acordo com [Wéjcicki, 1973], toda relacio de consequéneia induzida por uma classe
finita de matrizes finitas é finitaria. Se M, (i = 1, 2) sfo matrizes finitas, entdo, consideran-
do que A1 e A;* sio finitos, a classe Kg definida no item anterior ¢ uma classe finita de
matrizes finitas, Assim, ¢ é padréo. |

Observacgao 5.1.9

Dado que existem relagdes de conseqiléncia finit4rias nio caratecrizéveis por matrizes finitas
(um exemplo € a i6gica intuicionista, ¢f. os resultados de [Gédel, 1932] e [Wrédnski, 1974]),
nao podemos aplicar o item (b} da proposicio anterior para provar a seguinte conjectura:
a G-fibrilagdo de légicas finitdrias é finitdria. Tal conjectura fica como um problema em
aberto. F

Fora do acima estudado, temos o seguinte resultado que vincula as logicas a serem G-
fibriladas com Fg:

Proposigio 5.1.10 Sejam L; (i = 1,2) duas idgicas induzidas por matrizes M; tais que
A= D #0. Seja o € L(C;), entio: se Fr. o entio g a (isto € bg € uma extenséo fraca
das relagées p. ).

Demonstragdo: Notar que a condigio 4,— 1); 5 { implica que as varidveis proposicionais nio
sdo tautologias ®. Notemos também que, independentemente dos valores (f,9,v¥p;) (sendo
i as variaveis proposicionais), ao avaliar qualquer £;-tautologia o tais valores “convertem-
se” em um valor em 4; (o dominio da matriz M), mediante as fungdes f ou g. Tal mudanca
é devida precisamente ao fato de o nao ser varidvel proposicional. Da observacio acima é
possivel demonstrar que para toda valoracdo G-8brilada {f,9.v} (f,g,v){a) e D;CD. Isto
€. que o é Lg-tautologia. o

8¢ A; = D, nao somente as varidvels proposicionais mas todas as frmulas de L{(C;) seriam tautologias.
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Solicitamos na proposigio anterior que A; — 1), ¢ @ para ambas légicas porque, se tal
fato ndo acontecer, terfamos que as varidveis proposicionais seriam tautologias de alguma
das légicas. mas ndo da fibrilada. Com efeito: suponhamos que p é £;-tautologia mas nio
€ Ly-tautologia (isso por causa de alguma valoracio v : V—4; — Dy}, Para qualquer
valoragao fibrilada (£, g,v), temos que {f, g.v)(p} & 1w D, Notar que nio é possivel saber
se, toda vez que I' F¢ «, temos I F;, o (ou seja, se a légica G-fibrilada € uma ezxtensdo
conservativa das légicas originais. Isto € devido a que as valoracées G-fibriladas sio definidas
a partir de funges v : V——A; U A, e portanto tais valoragdes sofrem mudancas segundo as
definicbes de f e g. Notemos além disso um fato importante: da forma em que as valoragdes
G-fibriladas foram definidas (isto é, como fungdes v : V— 4, W A,), temos que a légica Ly
ndo € exiensdo forte das légicas originais, como mostra o exemplo seguinte:

Exemplo 5.1.11

Seja Ly = {{Vipc}. b v}, o fragmento da disjuncio da légica cldssica (induzido, portanto,
pela matriz My = ({0,1},{1}) e a tabela da disjungdo); seja, por outro lade, uma légica
Ly = (C,F3), com by induzido por uma matriz M = ({1,714}, #}, {1,1:}) (notar que a assi-
natura de M ndo tem importancia aqui). Ora. sabemos que vale p F, p, V p2. Por outro
lado, seja v 1 V——={0,1,7,41, F} com v(p;) =1, v(ps) = 0, e seja g : {1,173, F}—{0.1}
tal que g{1) = 0. Consideremos agora a valoragio G-fibrilada {f.g,v) {sendo f qualquer
fungdo f: {0,1}——{1"1}, F}). Temos entio:

~{frgw)(p) =T € D1 whs

- (fegrv)(Pl\/Pz/ = (f gs“){pl)v(fvgvv){p2} = {f,g?ﬂ)(ll')\/f?g,v(ﬂ) =0v0=10 §’5 U}n%ﬂi)}
Logo. pife pVa. o

Do exernplo anterior temos que, se quisermos conservar as idéias indicadas na Motivagao
2.1.1, deveriamos restringir tal andlise ao conjunto de todas as G-valoracoes possiveis tais
que a relagio de conseqgiiéncia resultante seja extensio forte das légicas £, originais (i = 1, 2}.
E um interessante problema em aberto caracterizar o conjunto de G-valoragdes que possui
tal propriedade. Por exemplo, temos a seguinte conjectura para dar condicdes suficientes
para a obtencdo de extensdes conservativas mediante G-fibrilacio:

Conjectura 5.1.12 Seja Vi o conjunio de valoragées G-fibriledas {f.9.v) que, adicional-
mente, verificam: f(D1)CDg; f{A1 — Di)CAy — Da; g{D2)CD, e g(Ay — Dy)CA; — Dy
Seja agora a relagdo de conseqiéncia F, Clp(L{C®) x L{C®)) definida por: T -, a sse,
para toda valoragdo de V, {f.g,v), se (f.g.v)(T)CD, entdo (f.g,v)(e) € . Entio L, =
(Cy @ Cy, k) € extensio conservaiive forte das dgicas £; 7.

“Na verdade, esta conjectura ji teria sido demonsirada pelo orientador desta tese {comunicagio pessoal).
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Se o conjunto de valoragdes v utilizadas na definicio das valoragbes G-fibriladas fica
restrito & uniao das valoragdes das 6gicas originais, a conjectura é facilmente demonstrével,
Porém, ndo sabemos ainda o que acontece se tais valoracies sio fungdes v : V— A0 45, A
prova de tal caso é um dos problemas a serem resolvidos que proporemos no Caplitulo 5.3.

Notar no entanto que o probiema da relacdo da G-fibrilacde com as extensdes {conser-
vativas, fracas, fortes) ndo estd diretamente vinculado com a Hierarquia de Leibniz. Assim,
pode-se estudar o problema da transferéncia de propriedades de tal hierarquia ® mediante
G-fibrilagdo, ainda quando esta ndo seja extensdo conservativa.

De qualquer modo, o estudo da transferéncia de propriedades neste capitulo nao fol com-
pletamente desenvolvido: demos somente o primeiro resultado fundamental {Teorema 5.1.8)
para poder trabalhar em tais problemas. A resposta a estas questdes devers ser analisada
no futuro. Entre uma das suas mdltiplas abordagens, notemos que existemn ldgicas com
semantica matricial (e portanto suscetiveis de serem G-fibriladas} mas que ndo precisam ser
algebrizdveis, nem sequer protoalgébricas, ainda quando sejam l6gicas padrio. Um exemplo
desta situagao é:

Exemplo 5.1.13

A légica de Urquhart Urg, introduzida em [Urquhart, 1977], é a l6gica £ dada pela seguinte
matriz M: M = ({0.1,2,3,4}, {}.{0}), sendo a funcio = descrita pela tabela embaixo.

v ]

L= TN

YN EY R S I
M | ol | o | ] o v

R e R e N

i d L0 B =] O %
[N QAN RN R o]
[EENg QECN JICN LY

Ainda quando Urg é uma légica matricial. é ficil ver (por indugdo estrutural) que ela nao
tem tautologias . Isto €, ndo existe nenhuma férmula o tal que Firrg . A condigdo de protoal-
gebrizabilidade requer a existéncia de um conjunto PR(p, q) que verifique R: b, PR(p,p).
Como Urg nio possui tautologias, somente pode acontecer que PR{(p,q} = . Mas nesse
caso, se Urg verificar M P, temos que p by, g, ¢f. Observagio 1.4.4. E tal nio é o ¢as0,
como pode ser facilmente comprovado segundo a tabela de acima. O

Com respeito & relagdo da Hierarquia de Leibniz com a G-fibrilagio de légicas, veremos
na secao seguinte que em certa variante da G-fibrilacio podemos, desta vez, garantir a

8Por “propriedades” referi-mo-nos a protoalgebrizabilidade, equivalencialidade ¢ algebrizabilidade.
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transferéncia de algebrizabilidade. Tal variante (de fato, uma simplificagio) é a fusdo de
légicas.

5.2 (fibrilacao sobre uma iinica matriz: fusao

A problemédtica que essencialmente deseja resolver a fibrilagio {na versio modal e na
G-fibrilagdc de matrizes) é a de lidar com semanticas diferentes: quando cada uma das
16gicas envolvidas tem a sua relagdo de conseqiiéncia definida sobre classes de mundos (ou,
no caso da G-fibrilagio, sobre matrizes M;), consideramos unides disjuntas {de conjuntos de
mundos ou de matrizes, segundo seja o caso). Porém, notemos que se os dominios das duas
semanticas € 0 mesmo, entéo nesse caso podemos avaliar as férmulas de L{C; w ;) sobre tal
dominio de forma univoca. Denominaremos tal modificacio da G-fibrilaco fusdo de ldgicas
¥, Formalmente, a fusdo é definida da seguinte maneira:

Definicao 5.2.1 Sejam duas ldgicas L; = {Cy,,Fg,), com b, caracterizada pelas mairizes
M; = (A, D;) (com i = 1,2) tais que (A;, ;) = (A;, D;) Pparai,j € {1,2}. 4 fusdo de £,
com Ly € a ldgica Ly + L5 = {C1 W Cy.bryg) onde biys € a relagdo de conseqiiéneia definida
pela Cy W Co-matriz MY = (A, D} = (A, D;), sendo as operagées de Cy w Cy definidas da
seguinte forma: sejac, € CLWCy e ay, -+ ,a. CA;, entdo e (ay,- -+ L ag) = Milay, - L ag),
quando ¢, € T, O

E ébvio que, pelo fato de considerar a assinatura C* = O, W, esta definicao faz sentido.
Provemos agora os seguintes resultados:

Proposicao 5.2.2 A fusdo de légicas protoalgébricas é uma ldgice protoalgébrica.

Demonstragdo: Qualquer protoalgebrizador de qualquer uma das lgicas envolvidas também
é protoalgebrizador de £, por causa da estruturalidade. n

Proposicao 5.2.3 A fusdo de ldgicas equivalenciais ¢ equivalencial.

*Tal nome j& fol utilizado na literatura referida a combinacdes entre I6gicas. Por exemplo, em
[Finger, 2004, define-se a fusao entre duas légicas modais. Ile qualquer forma, tanto em dito trabalho
quanto neste, a expressao fuséo estd indicando a combinagio de 1ogicas que sio similares em certo sentido
{(em nosso caso, a similaridade estd focalizada no mesmo dominio das matrices).

Y Ainda quando o dominio ¢ conjunto de valores distingiiidos seja 0 mesmo, as matrizes M; podem se
diferencar pela definicio das operagdes em A;. Mais ainda, Af; ¢ M. podem ser definidas sobre assinaturas
diferentes, como veremos.

99

RS-
RSl

. e 2R RETPYR 2
g RN A



Demonstragao: Dadas as equivaléncias A;(p;.p;) das 1dgicas £, respectivas (i = 1.2), temos
que A = Ay W Ay é uma equivaléncia de £,. A prova segue os mesmos linhamientos que o
Teoremnsa 3.2.6. .

Proposicio 5.2.4 A fusio de légicas algebrizdveis € algebrizdvel.

Demonstragio: Neste caso, de forma andloga ao Teorema 3.3.3, adaptamos a demonstracio
feita para légicas equivalenciais. Aqui o algebrizador é (§) Wy, 24 Wey, Ay & Ay a

Daremos um exemplo particular deste Gltimo resultado na préxima secio. Mas antes
disso notemos que, diferentemente do caso da fibrilagio categorial, a fusio dos fragmentos
de uma légica L, coincide com a prépria légica. De fato, cada fragmento tem a sua prépria
“tabela de verdade” explicitando de que forma agem as funcdes associadas aos conectivos do
fragmento. E a légica £ simplesmente “reine” as diferentes tabelas de verdade.

5.3 Exemplos em légicas induzidas por ¢-normas

Concluiremos este texto com um exemplo da tiltima proposigio demonstrada. Julgamos
conveniente introduzir tal exemplo por dois motivos: em primeiro ligar, o direcionamento
tomado por esta pesquisa (abordagem abstrata, tanto da 1égica algébrica quanto das combi-
nagdes entre ldgicas) acabou fornecende poucos resultados em relacéo a légicas conhecidas
na literatura. Este exemplo seria uma forma de suprir tal faléncia. Em segundo lugar, dado
que estudaremos uma familia de légicas difusas, veremos como (no contexto da algebrizabi-
lidade) todas as légicas da familia podem ser analisadas por um método comum. Assim,
vemos que 2 logica algébrica abstrata pode ter interessantes aplicagbes fora do seu préprio
campo de agao. O exemplo em questdo trata com légicas induzidas por ¢-normas. Todas
estas ldgicas sfio definidas a partir de uma matriz comum {¢ intervalo [0,1} € {R), pelo que
podemos fusionar légicas de tal classe, segundo o método mostrado na Se¢do anterior. As
definigbes formais de que precisamos nesta segiio vém dadas a seguir:

Defini¢ao 5.3.1 Uma t-norma ¢ uma fungdo x : [0.1*—[0, 1] satisfazendo (para guais-
querx, ¥, z € [0,1]):

(ijz xy = y*z (Comutatividade)

(it x % {y*z) = (m=xy) x z {Asociatividade)

(iti} Sex <y entdo zxz < y xz (Ndo decrecimento 6 esquerda)

(i) 1xz = x (1 € elemento neutro em relagdo a *)
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Consequéncias iriviais das propriedades anieriores sdo as seguintes:
fiti b) Se v <y entdo zxx < zxy (Ndo decrecimento & direita)
fiv b) Oz =0 (0 € elemenio absorvente em relagio a *)
Urma t-norma ¢ continua se € continua no seniido das fopologias usuais em [0,1]. L[

Proposicao 5.3.2 Dada uma i-norma continua, hd uma dnice operagio - : 10, 1]*—[0, 1]
satisfazendo
%2 <y se e somente se £ < r—y

Demonstragao: Aqui, definimos z—y 1= sup{z € {0,1} : % z <y} {Ver [Héjek, 1998]). A

Definic¢io 5.3.3 Dada uma t-norma continua =, a operagdo — emistente (devido a Propo-
sigdo 5.3.2) € denominada o residuo de *. 0

Definicédo 5.3.4 Dada wma t-norma continua (e porianto com residuc), o légica gerada
pori éﬁ(*} = (Cﬂ{*},f"a*}}, em que Cﬁ{*)l = {*}‘, Cﬁ(*)z = {wﬁ} C‘C(*)n x@ (COTTL n ,: 12)
€ o € a relagdo de consegiéncia induzida pela matriz ([0,1], {1}) . 0

Lema 5.3.5 Para todo t-norma, femos os sequinies resulfados:
a} z—zx =1 para qualquer z € [0, 1].
b) Para todo {z,y}C[0.1], %y = 1 se € somente se x =y = 1.

Demonstracao:

a) Obviamente z—x < 1. Por outro lado, x < z. Como 1 *z = z, das propriedades dos
residuos, temos 1 < z—z.

b E claro que. se z = y = 1, entdo z *y = 1. Por outro lado, sabemos que z < y—y (por
a)). Assim 1 = z+y < y. Analogamente para z. [ |

Lema 5.3.6 Para toda valoracdo v, v(p—yq) = 1 se e somente se vip) < v(q).

Demonstracio: v(p) < v(g) sse 1 = v(p} < v(g) sse 1 < v(p)—wv{q) {por propriedades de
residuo) sse 1 = v(p—yq). ]

Proposigao 5.3.7 Toda [dgica L(x) que seja gerada por uma t-norma * € algebrizdvel (e
portanio eguivalencial e, obviamente, protoalgébrica).

iR claro que os conectivos de Cr(vy 880 interpretados em [0, 1 pela f-norma * e o residuo — da forma
ébvia. Daique os simbolos para denotar os conectives da l6gica e as operagbes associadas na matriz sejam
os mesmos, como aconteceu em geral em toda a tese.
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Demonstracdo: Provaremos que {(¢,8), A} verifica as condicdes do Teorema 1.6.32 (sendo
portanto um algebrizador de £{x}}, com € 1= p, § := p—pe A= (p—s¢)+{g—p). Considerando
a definicdo de légica induzida por uma matriz, temos que provar para qualquer valoracio v
vale (aplicamos aqui os Lemas 5.3.5 ¢). e 5.3.6):

{i) v(pAp) = 1.

{it) Se v(pAg) = 1, entdio v(gAp) = 1

Estas propriedades sfo triviais, por causa do lema anterior e a comutatividade de . (it}
Se v(pAg) = 1 e v(gAr) = 1 entio v(pAr) = 1. Se valer v{pAg) = 1, por causa do Lema
5.3.6 temos v(p~g) = v{g—p} = 1. Analogamente temos v(g—r) = v{r—gq} = 1. Aplicando
0 lema anterior novamente, v{pAr) = 1. Também vale o seguinte, para todo conjunto
{ou, - var, By, By }CL(C ) e para todo conectivo w € Cepey:

A3y, oSy by wlon, - o) Aw(B). - - . By). Para provi-lo, dado que os lnicos
conectivos primitivos de L{x) s3o * e — analisaremos somente estes casos 12: (iv-a) Se
v(p1Ag;) = 1 e v{pyAge) = 1, entdo temos (aplicando resultados anteriores} que:

vip—a) = v(qi-p1) = 1, e assim v{p;) = v{g;). Raciocinando analogamente, v(ps} =
v(¢2). Logo v(p; # p2) = v{g) * g5). Aplicando Lema 5.3.6, temos que v{(py * ps)Alqr * g2))
= 1.

(iv-b} Se v(p1Ag1) = 1 e v(paAgy) = 1, entdo v({pi—p2)A{g1—g¢2)) = 1. Lembremos que
v(pAg) = 1 se e somente se v(p) = v{g). Com efeito, v(pAg) = 1 sse v(p—q) = v(p—q) = 1
sse, pelo lema anterior, v(p) < v{¢) e v{p) < v(g). Ora, seja v tal que v(p Agq)=1=v{p2Aga).
‘Lemos que v(p1) = v(g1) e v(ps) = v(gz). Assim, v(p,—py) = vig—qz), e portanto {pelo
acima observado) v(p) —paAg—¢). Finalmente, provemos

(v} p ~tcp pA{p—p). Primeiramente, se v{pA(p—p)) = 1, entdo v(p) = v(p—+p) = 1. Por
outro lado, se v(p} = 1, como w(p—p) = 1 sempre, temos que v{p) = v(pA(p—p)) e assim,
o(pA{p—p)) = 1. n

Proposicao 5.3.8 Sejam «; (i = 1,2) duas t-normas continuas, ¢ sejam L(*;} as ldgicas
induzidas respectivas (isto €, as ldgicas tais que b, = by, com M, = {I0,11,{1})). SeL éa
fusdo das lSgicas L(x;}, entdo pAiq ~1z pAag para tode equivaléncia A; de Li{x) fi=1,2).

Demonstracao: Por propriedades das equivaléncias, somente precisamos provar que

(p—19) *: (g—1p) =z {p—29) %2 (g—2p): seja v : Y—=[0, 1] tal que v({p—1q) *, (g—1p)) =
1. Pelo fato implicito na proposigio anterior, v(p) = v(q) e assim v({p—aq) *3 {g—p)) = 1.
Analogamente para o caso reciproco. n

A proposi¢ao anterior implica o seguinte resultado:

**Na verdade, — ¢ definivel a partir de * dentro da aritmética de IR, mas isso nao quer dizer gue —
seja definivel no sentido légico, ou seja como sendo uma “abreviagio”de uma férmula particular construida
unicamente com =, Portanto, consideramos a — comeo sende uma operagio indepentente de =.
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Coroldrio 5.3.9 A fusio de duas légicas induzidas por t-normas € algebrizdvel °.

Demonstragdo: Provaremos que um algebrizador para £;+.L, pode ser qualquer algebrizador
de £; (com i € {1,2}). Por exemplo, (8, 2. A)z, 4, = (p.p—10, Di(p, @)

As condigbes (4} - (iii) sdo triviais. Em relacio a iv}: se wy € Cq, entéo temos:

G, PG Froies wipoo cpe)Awl{q, - ,ge) e aplicamos estruturalidade {toda
légica induzida por uma matriz é estrutural). Ora, se w € C;, entdo:

P1AGL PG P, A0, PRk P, wpn o) Dowlar o g) Py
Froes Wips o o) dwig, -+ . qi) {temos aplicado aqui a proposigio anterior em duas oca-
sides). A demonstraco de v) é trivial. |

Notar que a preservagio da algebrizabilidade mediante fusio acaba gerando unibes dis-
juntas de légicas bern conhecidas na literatura. Assim, por exemplo, duas iégicas induzidas
por #-normas j4 estudadas por diversos autores sdo Ly, e Gy, {as légicas infinito-valentes de
Lukasiewicz e Godel respectivamente). A fusio de tais légicas acaba gerando uma “légica
Lukasiewicz - Godel” infinito-valente de forma obvia. Como tal 1égica é algebrizdvel, deve
ser interessante estudar as propriedades algébricas da seméntica algébrica associada a ela, e
relacionar (em termos algébricos) com as classes das dlgebras de Lukasiewicz e Godel.

Vimos assim a aplicagio da Proposigao 5.2.4 utilizando técnicas proprias da teoria de ¢-
normas. De qualquer forma, id vimos como resultados desse tipo podem ser tratados de forma
abstrata. Conclufmos aqui o capitulo desejando indicar que a teoria de algebrizabilidade
aplicada a t-normas tem muitos problemas interessantes para estudar, e esbocaremos alguns
destes problemas nas consideracées finais.

¥Podemos chegar a este mesmo resultado aplicando o Teorema 5.2.4 e a Proposicdo 5.3.7: vemos assim
de que maneira podem ser aplicados os resultados gerais da logica algébrica abstrata. De qualquer forma, a
demonstracdo aqui apresentada segue técnicas préprias das ¢-normas para ilustrar com um exemplo concreto
© nosso trabalho.

103



Consideracoes finais e problemas em
aberto

Talvez por causa de ter tentado relacionar duas dreas bem diferenciadas dentro da Légica,
o trabalho que aqui apresentamos seria simplesmente um marco inicial para futuras pesqui-
sas. Consideramos portanto que ¢ possivel desenvolver em grande parte o texto aqui apre-
sentado. E, mais ainda, que existem muitas formas de prosseguir o que vimos até agora.
Algumas dessas linkas de trabalho que julgamos merecedoras de uma maior atencio sao:

e Temos mencionado ja que o conceito de C-fibrilacio nao fornece muita informacéao em
relacio & légica resultado de tal processo. Por outro lado. grande parte das légicas
utilizadas na literatura sdo axiomatizdveis no sentido de Hilbert, e assim é possivel
obter mais informacao em relacdo a tais légicas. E, dado que ji tem sido estudada a
C-fibrilacio para categorias de (légicas induzidas por) cédleulos de Hilbert. poder-se-ia
estudar a C-fibrilacio em “categorias interseccao”. Ou seja, analisar a fibrilacdo ca-
tegorial em categorias de légicas protoalgébricas {ou equivalenciais, ou algebrizdveis) e
axiomatizéveis por cdlculos de Hilbert ao mesmo tempo. E bom mencionar que j4 temos
estudado tal tépico em [Ferndndez — Coniglio, 2003b], mas a abordagem apresentada
em tal comunicacio é complexa demais, e suscetivel de reformas e simplificacoes.

o O ultimo resultado da Secdo 4.2 relacionou o operador {1 com os ALGE*-morfismos.
Seré possivel fazer o mesmo com os CON S-morfistos, PROT-morfismos e KQUIV™-
morfismos? J4 temos indicade tal problemética anteriormente, e consideramos que o
seu estudo é de grande importéncia, pois muitas das pesquisas feitas em légica algébrica
abstrata estiao baseadas em teoria de operadores (tais como Q).

e Notemos que a Hierarquia de Leibniz ndo consiste somente nas classes estudadas {pro-
toalgébricas, equivalenciais e algebrizdveis). Existemn muitas outras classes dentro de
tal hierarquia (as fortemente algebrizdveis , fregeanas, fregeanas protoalgébricas, entre
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outras), além dos cases infinitdrios das classes aqui estudadas. Uma extensio natural
deste texto seria adaptar os resultados conhecidos as outras classes.

e Jd no contexto da G-fibrilagdo, poder-se-ia vincular a fibrilacdo de l6gicas modais com
¢ seu aspecto algébrico. De fato, as légicas modais normais nao sio caracterizadas
exclusivamente pelas suas seménticas de Kripke, mas possuem um tratamento algébrico
bem conhecido {as élgebras de Boole com operadores, em suas diferentes variantes).
Logo, é natural tentar uma abordagem da fibrilacio para tais légicas que possa ser
relacionada com a fibrilagio medal de Gabbay.

¢ Observemos que n3o estudamos com profundidade a relagio entre algebrizabilidade ¢
G-fibrilagao de Igicas (em sua versdo mais geral). Conjecturamos que em geral as pro-
priedades relativas & Hierarquia de Leibniz nio sio preservadas mediante G-fibrilacao,
a ndo ser que restrinjamos o conjunto de valoragdes fibriladas. A motivagio de nosso
raciocinio tem a ver com o Exemplo 5.1.11: fundamentalmente, ao escolher as funcoes
v: V—A; WA na definicao de valoragdes G-fibriladas, estamos considerando um con-
junto excessivo de tais valoragdes. Foi tal fato o que causou no exemplo mencionado
que a G-fibrilagdo nao fosse extensio conservativa.

» Finalmente, considerando que a relacdo entre algebrizabilidade abstrata e Iogicas in-
duzidas por {-normas j4 tem sido estudada fora deste texto (ver [Bou et al., 2005] por
exemplo), no contexto de 1égicas difusas axiomatizdveis por seqilentes. Tais resultados
sao bem mais gerais que 0s aqui apresentados. Porém, nao fazem referéncia a Processos
de combinagdes entre légicas. Logo, poder-se-ia aprofundar na tltima secdo deste texto
para tentar generaliza-la aos trabalhos indicados.

Fica claro que ndo pretendemos responder no futuro a todas estas questdes. Ainda as-
sim, achamos que eles sdo uma boa amostra que a linha de pesquisa que decidimos estudar
é fecunda o suficiente, e merece ser considerada com atengéo. Os resultados e discussdes gque
mostramos aqui sao somente um pequenc comego com respeito 3 vinculagio entre combi-
nagoes entre légicas e algebrizabilidade.
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