DENISE SILVA VILELA

' ANALISE DAS CRITICAS DE FREGE A CANTOR: A NOCAO DE NUMERO E O
EMPREGO DA ABSTRACAO NAS DEFINICOES.

Este exemplar comresponde a redagio
final da dissertagfio defendida e sprovada
pela Comisséo Julgadora
em O/ J 0%/ 4¢

Banca:

(Ladtvgli

Prof Dr. Michael B. Wrigley {orientador).

Profa. Dra {tala M. D'Otaviane. lﬂg‘

// e
Prof. Dr. Walter Camnieli#”? 1 t{f%/ff/f’”%”

i

Prof Dr. Jairo José da Silva (suplente),

Dissertagio de Mestrado apresentada ao
Departamenio de Filosofia do Instituto de
Filosofia e Ciéneing Humanas da Universidade
Estadual de Campinas, sob a orientagfio do
Prof. Dr. Michael Wrigley

junho/1996



FICHA CATALDGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IFCH - UNICAMP

Vilela, Denise Silva ’

Analise das criticas de Frege a Cantor: a no¢do de ni- |
mero ¢ o emprago da abstracdo nas definicdes / Denise |
Sitva Vilela. - - Campinas, 8P ; {z.n.], 1986,

{

Orientador: Michael B. Wrigisy,
Dissertacae {mestrado} - Universidade Estadual de .
Campinas, instituto de Filosofia e Cléncias Humanas. :

1. Frege, Gottlob, 1848-1825. 2. Cantor, Georg, 1845- |
1918. 3. Namero - conceito. 4. Teoria dos conjuntos,
3. Numeros transfinitos. 6. Numeros cardinais. 7. Abs-
tracac. | Wrigley, Michael. I Universidade Estaduat
de Campinas. Institute de Filosofia e Ciéncias Humanas. |
Hy. Titule,




Ao Thales



AGRADECIMENTOS

Agradego

a Capes pelo financiamento dessa pesguisa,
4 orientagfio e & convivéncia com o Prof Dr. Michael B. VWrigley,

& leitura cuidadosa ¢ &s sugestdes dos membros da banca Prof. Dr. Walter Carnielli ¢ Profa.
Dra. Itala M. L. D'Ottaviano,

A participacéio do prof. Dr. Jairo José da Silva
a dedicaglio das fimciondrias da biblioteca do CLE
aos auxilios dos finciondrios do CLE e do IFCH

a atengiio das colegas Francisca e Flavia e do Dr. Carlos Gonzéles que discutiram comigo a
teoria de conjuntos,

as corregBes de portuguds de Cristina e de Maria Licia e aos auxilios nas tradugdes de aleméo
de Fran Uta, Débora ¢ Thales,

aD. Suad pelo Les fonderments de l'arithmétique- traduction et introduction de Claude
Imbert

a amizade de Rita, Lilian e Yma

at carinho dos meus pais, irméfos e sobrinhos.



{NDICE

INTRODUCAO 8
CAPITULO 1:

A teoria dos nimeros transfinitos de G. Cantor: suas diferentes estratégias de introducdo

do neve namera 14

1.1 A primeira versdo da teoria dos nimeros transfinites de G. Cantor ... 16

1.1.1 Descriciio comentada da formag#o dos nimeros finitos e transfinitos

em 1883 17

1.1.2 Aprofundamento no significado da nog¢fo de enumeral (Anzahl)
25

1.1.3 Discussdo sobre a relacfio enire poténcia ¢ mimero cardinal 28

1.2 Consideracbes gerais sobre a concepso Hloséfica da matemdtica em Cantor

31

1.3 A nova estratégia na definicio dos mimeres tramsfinitos: o emprege da

abstracfo em 1884-1893 . dd

1.3.1 A nocéie de conjunte em Cantor 46

1.3.2 As circunstincias que antecedem ¢ emprege da abstraciio nas

definicdes de nimero 49

1.3.3 As definigdes por abstragiio 52

CAPITULO 2:

A concepcdo de nitmere e o conceito de objetividade em Frege: criticas a Cantor 38
2.1 As criticas de Frege a Cantor: ao artigo de 1883 nos Fundamenios da
Aritmética e ao use da abstragie na defini¢fio de niimero a partir de 1884 58

2.1.1 A nocfio de nimero ordinal na mira de Frepe e a resposta de Cantor
5%




2.1.2 O ataque de Frege ao emprego da abstracfic nas definicdes de

nimero ..... 62
2.2 Ceongeito, objeto e extensiio de conceito ... 635
2.3 A abstracdo para Frege: procedimento empirista-psicologista............. 70

2.3.1 O namers néo & propriedade do objeto ¢ de coisas externas 7

2.3.2 A Indepéndencia entre o namero e ¢ sujeito 74

el
L

2.3.3 O nimero como conjunto” descartado por Frege..............

2.3.4 Ohbjetividade do namero 79

2.3.5 O significado de abstragio para Frege e a sua relagio com

psicologismo-empirismo . 81

2.4 A definicfio de niumero nos Fundamenios da APRMATE o 86

2.4.1 Os numeros aplicam-se a ohjetos 56 por meio de conceitos.86

- 2.4.2 O esbogo da defini¢do de namero 87

CAPITULO 3:
Andlise 92
3.1 Analise do conceito de nitmero; ordinal ou cardinal? 93

3.2 Anslise da equivaléncia entre as nog¢des de 'poténcia’ e 'namere cardinal’37

3.3 Andlise do emprego da abstracdio por Cantor 101
3.3.1 O significado logico da abstragio 163
3.3.2 Abstracdio funcional em Cantor 166
3.4 Conclusilo. 169

BIBLIOGRAFIA. - 122




INTRODUCAO

Quando se diz que G. Cantor (1845-1918) ¢ o pai da teoria de conjuntos isso nfio quer
dizer, como literalmente pode parecer, que ele teve essa meta e, tampouco, que tenha produzido
algo parecido com o que conbecemos hoje pa teoria axiomdtica de conjuntos!, embora mmito do
que temos na atualidade possa ser visto como um prosseguimento de suas formmlagdes. Cantor
tinha como objetivo infroduzir os mimeros trensfinitos, que foram concebidos a partir da
constutacfio da existdnein de conjuntos infinitos compardveis, quando ele tentava resoiver
problemas relacionados com os nimeros reais. Por exemplo, enquanto o conjunto dos nimeros
asturais ¢ ‘igualmente' infinitc so conjunto dos raciopais, no sentido de ser poasivel
corregponder um & um 08 seus elementos, esses Gliimos representam um infinito ‘menor’ que o
conjunto dos pimeros irracionsis. Os diferentes mimeros que poderiam representar esses
conjuntos foram chamados ‘nlimeros transfinitos’ que, como se pode perceber pelo exemplo,
foram determinados- definidos e justificados - a partir dos conjuntos.

QOcorren que os resultados de Cantor, relativos 4 seqiéncia dos mimeros além dos
conhecidos 1,2,3,..., resultaram, entre outras coisas, em ume gama de problemas que nfio se
referem & no¢io de niimero, mas 3 nogfio de conjimto, duas nogdes insepardves na teoria de
Cantor (TILES, 1989, p. 116), isto porque, para estabelecer os mimeros transfinitos como mna
continuacéio dos nimeros finitos, Cantor explicava esses viltimos, j4 supostamenie existentes,
teznbém através de conjuntos. Mais especificamente, os problemas relativos & nogéio de infinito
reduziram-se g problemas sobre conjuntos (HALLETT, 1984, p. B). Assim, as dificuldades
encontraram soluglio na teoria axiomatica de conjuntos e isso pode significar duas coivas: que
uma estrutura axiomstica representa uma formmiagfio mais rigorosa do que Cantor usava
iduitivamente; e que a teoria dos mitmeros transfinitos foi embasada em conjuntos, tendo como
conseqiéncia a substituiclo da noglio de niimero, até entéio a mais elementar da aritmélica, pela
noglio de conjunto que, através da teorin sxiomdtica, adquirin considerdvel importincia na
matemdtica a partir de entfio. Mas essa mudanca ndio foi nada simples. Objetivamos refletir ¢
disoutir essa mudanga através de temas relativos 4 noglio de conjunto e nfio abordaremos
diretamente a primeira questfo.

Pretendemos deixar claro ao lengo desta dissertagfio que a asgociaglo entre nimeron e
conjuntos representa um passo sofisticado dado por Cantor, que transitou tarabém pela filosofia
¢ teologia para justificar sua teoria de nhimeron ¢ essa ligagfio. Como bem explica Hallett, o

YUseremas para esga comparaglo as exposicdes axiométicas de (Halmos, F, 1973) ¢ (Hrbacek, K. & Jech, T.
1984}



conceito de conjunto torna-se elementar- de fato, 'primitivo’~ com os sigiemas de axiomas e
com isso oculta os problemas em torno dele, & medida que, sobre esse conceito, edificam-se
diversas dreas da matemdtica. A seqfiéncia dos mimeros naturais, por exemplo, ¢ um caso
particular de conjunto indutive. O conceite de conjunto e a definigfio de mimero através dele,
s#0 questdes problemsticas que podem ser elaboradas com a andlise do trabatho de Cantor .

E importante lembrar que a nogic de conjunto tornou-se elementar, mas isso nfio quer
dizer que, para Cantor, ela constituiu o objeto findamental da matemsética? como ¢ atualmente,
Cemo fimdador de uma nova drea, Cantor oscilave entre noglies intuitivas ¢ a formalizaghio
deles, no caso enfre a nogéio de conjunto do senso conmm e aguela prépria da matematicn que
ainda ers tomada por ele intuitivamente e ganhava, pouco a pouco, um sentido préprio. Sendo
a88im, 08 mimeros eram o8 objetos que mereceram maior destaque para Cantor (HALLETT,
1984, p. 8) e a sua associagfio a conjuntos exigiu explicag8es e novos conceitos. A defini¢io
de piimero como um conjunto é resultado de wn processo sofisticado de elaboragdo conceitual,
gue se inicion com Canfor, senkio esse 0 tema gue permeia esta dissertagho: as definigdes de
piunero de Cantor através de conjuntos.

Selecionamos, para delimitar ¢ dirigir esse tema, o ponto de vista de G. Frege (1846-
1925), afravés das criticas que formulou aos trabalhos de Cantor. Autor de trebalhos de
destaque sobre a no¢fio de mimero, Frege serd o interlocutor de Cantor nesta dissertagfio. Us
temas gue serféio analisados sfio fornecidos pelas criticas que o primeiro fez ao segundo. Por
exemiplo, 6 conceito de conjunto e a definigho de mimero sdo problematizados por Frege e
podem ger elaborados analisando o trabalho de Cantor sob o seu ponto de vista. A escolha
desse interlocutor justifica-ge tembém porgue Frege, em suss fornmiagbes, que teremos que
explorar para compreender sua critica a Cantor, fornece grandes confribui¢Bes para a teoria
axiomética de conjuntos.

Qs temas que serfo analisados, alvos das criticas de Frege a Cantor, relacionam-ge
justamente com a dificuldade de associar mimeros a conjuntos, Cantor introduzin nogdes
ntermedidrias entre nimero ¢ conjunto, on agja, nogbes que faziem essa ligaglio. As nogles
intermediérias sfio, inicialmente, a de enumeral (dnzahl)3 e poténcia (Michtigheit), qize fe
relacionam 4 nogfio de mimero em Cantor, a qual se caracteriza essencialmente por ser ordinal.
Essa nogio de Anzakl se opbe A noglio de Frege, que significa nimero cardinal. Esse ¢ wm dos
temas criticados por Frege e que serd analisado.

W nuando usamos o termo matemética, em todo nosso texto, niio estarmnos incluindo a geometria

30 termo Arahl serd tracuzido aqui por emamersl, seguindo = orientagho de P. Jourdain (JOURDAIN, 1915, B
52) e Hallett (HALLETT, 1984, p. 51, n.1) pera diferenciar da palavra Za/l, Mais tarde Centor nfic diferencia
mais enuneral de nomero ordinal £, por isso, passa & empregar bagicamente o Gltimo termo (dmechl).
Eventualmente, se no houver prejulzo mo sentido, usamos a expreseio enscrdpica mumerc ondinal

E’Qrdwr\gmki) para degigner o enwneral,



As nogles de enumeral e poténcia perderam a fingio de conectar niimero e conjunto
quando a definigfio de nfimero foi substituida, na teoria de Cantor, por um procedimento, o da
abstragdo a partir de conjuntos, Portanto, o segundo tema diz respeito g0 emprego da asbstraglo
nas definictes que Cantor passa a dur, tanto gos nfimeros ordinais como aog cardinaig.

Os dois temas convergem na complicada associagfo entre conjunto ¢ mimero porque a
noglo de enumeral, do primeiro tems, e a de abstraglio, do segundo, sfio modos de associd-los.
Essn associagio demandon justificatives filoséficas. O escripule em associar mimeros a
conjuntos foi abandonado na matemdtica de hoje, que se utiliza da no¢lio de conjunto de modo
imprescindivel, inclusive para definir miimeros.

Asgim, o objetivo desta dissertagfo é analisar algnman das criticas de Frege a Canfor,
lembrando, contudo, que aquele concordou e elogiou sens resultados matemsdticos. As criticas
ge concentram basicamente nesses dois temas, a saber, a nogfio de nimero e o emprege da
abstragfio nas definigbes. Como j4 dissemos acima, os probiemas com a nogfio de mimero caem
gobre a noglic de conjunto que, por isgo, tembém faz parte da nossa anflise.

Os principais textos que vamos ufilizer nessa andlise, em ordem cronolégica de

publicaclio, pdo:

Amo  Autor Titulos {original, reedigfio e tradugfes utilizadus)

1883 CANTOR Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitsiehre.
Uber unendliche, lineare Punkimannigfaltigkeiten 5
Fondements d'une théorie générale des ensembles
Foundations of a general theory of manifolds

1884 FREGE Grundiagen der Arithmetik
Fundamentos da Aritmética (doravante FA)

1885 CANTOR Die Grundlagen der Arithmetik (Rezension der Schrift von Frege)

1887-8 CANTOR Mitteilungen zur Lehre vom Transfiniten

18%¢ TFREGE {Draft towards a Review of Georg Cantor's Gesammelte
Abhandlungen zur Lehre vom transfiniten (1887-8)]

1892 FREGE Review of Georg Cantor, Zur Lehre vom transfiniten (1887-8).

A referéncia a essas publicagfes no decorrer do texto serd feita pelo ano da
publicacfio®. Frege refere-se a Cantor também no Grundgesetze der Arithmetik, a respeito da
teoria dos mhmeros reais. Fsse tems excede a proposte deste estudo e, portanto, nfo serd

ghordado.

44g tradugdes do alemilio para o portuguds, quando epoiadss em oulra, terfio a fonte referide em seguida &
referéncia priméria. Além disso, indicaremos no rodspé o trecho original,
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A motivagio pura sndlise do primeiro tems - a nogfio de mimerc- surge de um dado
freqlientemente mencionado”, usuaimente justificando a tradugio do termo Anzak! por 'mimero
cardinal', quando se trata dos FA. O fato é gue Cantor ¢ Frege empregam o mesmo fermo,
Anzakl, para designar nogdes diforentes, a saber, 'nimerc ordinal' ¢ 'mimero cardinal’,
regpectivamente. Surge. entdio, a questio do significado de mimero para esses autores.

Esse tema justifica-se pela importineia ¢ expressfio dog trabalhos de Frege ¢ Cantor
sobre 'mamero’, embora feitos com sbordagens e objetivos distintos, ¢ também porque resulton
an teoria axiom#tica de conjuntos a partir das solugBes aos problemas levantados por esses
mtores. O projeto de Frege era encontrar os 'findamentos seguros para a aritmética’, que
poderiam ser encontrados na l6gice. Nos FA 'Frege ocupa-se do esbogo informal da definglio
légica de mimero e da demonstragio légica das leis aritméticas fundamentais 2 partir de leis
i6gicas' (SANTOS, 1983, p. 179). O resultado findamental dessa obra ¢ uma profunda andlise
da noghio de mimero (IMBERT, 1969, p.29), expressa pelo subtitulo dos FA- "uma
investigacio légico-matemdatica sobre o conceito de niimero”. Canfor, por sua vez, tem um
objetivo claro, nio s6 em 1883 mas a0 longo de suas publicapbes, de inserir os novos mimeros,
chamados transfinites, no corpo do conhecimento matemético. Dessa meta, que demandava
justificar ¢ findamentar sua ‘descoberts’ e acreditando que os novos mimeros posyuem os
mesmos findamentos que os nGmeros j& admitidos, resultou uma elaborada associeglo entre
nfimeros ¢ conjuntos que culminou, como resultado de desenvolvimentos, em uma nova érea
inspirada pelos trabalhos de Cantor, em ‘teorias axiomdticas de conjuntos’, amplamente
conhecidas por 1ogicos e matemidticos contemporfineos.

A motivagfio pars andlise do segundo tema -o recurso & abstraciio em definigbes por
Cantor- decorre, de modo geral, do fato de esse termo ser usado com freqfiéncia quando se
trata de explicar s formaglio dos conceitos matemdticos. Mais especificamente, diz respeito as
correntes filoséficas que predominavam no perfodo em que Frege e Cantor publicavam,
denominadas de psicologismo e empirismo; & primeira trata os mbmeros como entidades
mentais e a segunda remete aos objetos fisicos e colegdes as explicagbes sobre os mimeros.
Por um lado, é vistvel a opinifio comum aos dois mutores quanto & necessidade de se afhstar
interpretagBes empiristas e psicologistas da aritmética; contrasta com isso critica de Frege a
Cantor, acussndo-o justamente de empirista e psicologista.

Para ilustrar muito rapidemente o contrasic dessa situagfio, abordamos a opinifio
conmun entre os mfores mencionando um tema que é recorrente nos textog listados acima. Frege
e Cantor concordam que hé necessidade de afastar "o positivismo académico cético presente na
Alemanha" (CANTOR, 1885, p. 440 ¢ FREGE, 1892, p. 181), o qual se refers a0 que

TIMBERT, 1969, p.5; BANTOS, 1983, p. 203, CURRIE, 1982, p. 54, entre outros.
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denominamos de psicologismo e empirismo nesse periode natuwralista do pals, que se
caracterizon, de modo geral, pels supervalorizagio das ciéncias empiricas que poderiam
explicar até a logica e a matemstica. Esses elementos psicologisia-empiristas iniciaimente sfo
negados por Frege nos FA (FREGE, 1884, parte [ Il ¢ II), na forma de ums critica extensa e
vigorosa; em seguida, Cantor elogia a reagfio de Frege a essa tendéncia na resenha dos FA em
1885 {CANTOR, 1885, p. 440); depois, sio diretamente discutidos, negados ¢ citados por
Cantor em 1887 (CANTOR, 1887, p. 383-4) e, por filtimo, repetidos e renegados literalmente
por Frege (citagfio acima), com uma sutil ironia na resenha desse filtimo artigo de Camtor em
1892 (FREGE, 1892, p. 181).

Identificamos a ironia e af se encontra o comiraste, porque, nessa resenha, Frege
critica Cantor justamente como psicologista e empirista, sendo o recurso 4 abstragio o alve
central, ao mesmo tempo que finaliza o texto repetinde as palavras de Cantor contra essa
tendéncia.

Para sbordar os temas da andlise e realizé-la, apresentamos no capitulo 1 sigumes
nogbes bésicas da teoria dos nbmeros transfinitos e as estratégias diferentes de definigfio dos
novos nGmeros que sparecem nas sucessivas publicapfies da teoria de Camtor. A primeira
publicagdio da teoria foi em 1883, e nela Cantor define o niimero transfinito ordinal e a nogéio
de poténcia com base nos niimeros ordinais. A descriclio desse artigo ¢ a énfase & noglio de
ordem como estratégia da defini¢fio dos transfinitos comptiem a se¢o 1.1. Sobre esse artigo
enfatizamos seu conceito de nimero ordinal em detrimento da noglo de niimero cardinal, nfio
abordada por Cantor explicitsmente. Salientamos, ainda, a forga da nogfio de ordem na teoria
dos mhmeros transfinitos e a existéneia de conceitos intermedidrios enfre mimero e conjunto:
enumeral e poténcia, sendo essa hltima uma caracteristica particular da publicagio de 1883,
que ressaltamos aqui porque é importante para compreendermos o significado de abstrago em
Cantor.

Frege criticou sua nogio de niimero ordinal nos FA e, por influéncia dessa critica ou
nfio, Cantor passou a defipir nimero ordinal e niimero cardinal independende um do onfro e,
pelo mesmo processo, o recurso & abstragfio. Descrevemos as novas definigSes de Cantor na
secAo 1.3, onde também iniciamos nossa interpretagfio sobre o significado da sbstragfio em
guas definigbes. Essa interpretagéio é realizada dentro da concepgéio filogdfica de Cantor,
marcada por um tipo de platonizmo, em que os objetos da malemsiica exigtem num reino & parte
¢ 88 verdades da matemética se impdem, exigindo spenas formmlag8es para que sejam
integradas a0 corpo dos conhecimentos. A concepgdo filoséfica de Cantor ¢ exposta na segfio

1.2.
No capitulo 2 apresentamos inicialmente, na segfio 2.1, as criticas de Frege a Cantor

formmladas nas seqBes 85 e 86 dos FA ¢ aquelas contidas em suas resenhas sobre os artigos de
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Cantor. A partic dessas criticas, selecionamos os contefidos da obra de Frege que precisam ser
eaclarecidos para que aquelas sejum compreendidas. S#o eles & concepeio de empirismo e
psicologismo, a concepgdo de abstrag8io e a ligaglo dessa filtima com a corrente empirista-
psicologista, explorada a partir dos FA e exposta adiante, na segio 2.2, Por filtimo, na segfio
2.3, apresentamos a definigéo e concepefio de mimero de Frege e os termoa que as compSem.

No itltimo capitulo, passamos a analisar o temas dessa critica, uma vez esclarecidas
as nogbes envolvidas,

Nég nog propomos, em relagfo ao primeiro tema, a fazer uma andlise conceitnal da
nogéo de nimero destro das questBes leventadas por Frege e Cantor. Como resultado desta
andlise, verificamos que o confraste emre as duss nogBes de Anzahl possibilita uma
compreensfo mais rica e apurada de cada vma -ordinal e cardinal- permitindo ainda explorar ¢
vonbecer profindamente a teoria de cada autor no limite da discussfio entre eles. Conforme foi
previsto no projeto inicial desta dissertagfio, o confromto das nogles dos dois autores
possibilitou uma andlise maig profimda do que seria a anélise de cada nogfio igoladamente. A
andlise das nogBes de niimero ordinal ¢ cardinal ¢ um tema de expressiva importancia para 2
histéria ¢ filosofia da matemética. Além disso, resultou dessa andlise a identificaclio das
nogdes intermedidriss enfre conjunto e mimero introduzidas por Cantor. Isso permitiu uma
reflexfio filoséfica crucial sobre o emprego da noglio de conjunto de modo estrutura!, Essa
reflexiio representa ainda uma interpretacfio possivel para o posterior emprego da 'abstracfio’,
discutido na segunda parte do capitulo 3.

Em relagfio ao segundo tema, o recurso a abstragfo na definigfio de mimeros a partir
de conjuntos, pretendemos avaliar a pertinéncia da c¢ritica de Frege a Cantor e com isso
esclarecer o coniraste entre as acusacSes a Cantor ¢ suss proprias afinnag8es. Serd que Cantor,
que nem sempre é claro em suas explicagdes, apresenta-se contraditério? Ao longo desta
dissertagio poderemos esclarecer qual seria a posigio de Cantor, 0 que nos permitird conciuir
que o apelo freqiiente & infuigio e 0 uso de termos caracteristicos do psicologismo-empirismo
é préprio da circunstincia em que ele se encontrava, a saber, implementando uma nova drea
que possuiz o conjunto como nogdo fimdamentsl. Conjunto, na época, era tma noglo de
fronieira entre a filosofia e a matemdtica e a fnsia pela inserclo dos novos nimeros,
respaldados por sua concepefio filoséfica, sobrepde sua preocupacsio com relaclio ao rigore &
cafeia com termos que eram alvo da critica de Frege. Por easa razfio, avalismos que nlo ¢
pertinente a critica em toda sua abrangéncia, porque Frege atacou um tipo de peicologismo
‘fraco’ & tomon seu ponto de vista para avaliar os trebathos de Cantor.

Tomaremos o cuidado, durante 2 exposigfio das noges de Cantor, de explicar a
relagfio delus com as formmiagbes atuais da teoria axiomatica de conjimtos, com o propésito de
evitar compreensdo deturpada ou confusa das no¢8es cantorianas abordadas nesta dissertagso.
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Sobre 1880, vale esciarecer que néo pretendemos identificar a relagio dos conceitos de Cantor
com o8 aitaiy, on geja, comparamos a8 nogdes e mencionamos a terminologia contemporfines,
na medida necessiria para compreendermos as nogdes de Cantor. Nfio nos propomos a
identificar precizsamente as contribuicdes do autor or formulacfio stual da teoria de conjuntos,
pois essa tarefa exigiria um empenho que ultrapassa, pela compliexidade, nosso objetive. Isso
porque & maneira pela qual Cantor degenvelveu e alcangou seus resuitados, mmitos deles
presentes na teoria contemporfnea, ¢ muito diferente da forma axiomdtica da apresentacio
atual, inclugive no que diz respeito a relaghio mimero e conjunto, que néo era imediata como
hojef. Oufra grande diferenca enire a abordagem de Cantor ¢ 4 teoria axiomstica de conjuntos ¢
que ele nfio usa sxiomms mateméticos mas suposicBes filoséficas mais amplas, que
exemplificaremos oportunzmente. As confribuigfes de Frege também poderiam ser
identificadas rigorosaments, mas serfio apensas rapidamente mencionadas,

Acentuamos que esses temas sfio sugeridos por Frege nos comentdrios que tece &
pesquisa de Cantor e, sinda, que o limite da nossa andlise foi extraido da propria discusséio, ou
sejs, aprofindamos a andlise até que o argumento extrafdo do autor fosse esclarecido. Nesse
sentido, esclarecemos, ainda, que as nog¢Ses de Cantor ¢ sua teoria s#o o objeto principal deata
dissertagfio, enquanto as criticas de Frege nos servem de referéncia.

CAPITULO 1t A TEORIA DOS NUMEROS TRANSFINITOS DE G. CANTOR: SUAS DIFERENTES
ESTRATEGIAS DE INTRODUCAO DO NOVO NUMERO

A origem da noglio dos mimeros transfinitos nos estados de Cantor ¢ anterior ao artigo
gue exple a teoria. Ela estd spresentada no artigo de 18747, em que ele demonstrou que o
conjurto dos nilmeros irracionais, tema gue ocupava os mafemdticos da época, nfio ¢
enumerdvel, isto ¢, que nfo ¢ possivel fazer uma corvespondéneia entre wm conjunto
enumerdvel, por exemplo o dos mimeros naturaiz, ¢ o conjunto dos mimeros irracionais,
elemento 2 elemento®. Estd implicito, nesse resultado, gue existem conjuntos infinites de
tamanhos' diferentes: por exemplo, o conjunto dos miimeros naturais 'é menor’ que o conjunto
dos nimeros imacionais. Uma nova nogfio foi empregada para expressar o que, inmitivamente,
foi chamado de 'tamanho de conjuntos infinitos": poténcia de conjuntos. Observamos que essa

%3obre & relagio dos conceitos e regultados de Cantor com a teoris mxiométice atual ver, por exemplo, o

segunda parte do livro de Hatlett (HALLETT, 1984, parte 2); (TILES, 1989) ¢ (CAVAILLES, 1962).
" (her eine Eingenschaft des Inbegriffes aller recllen aigebraischen Zahlen®, publicado em 1874, Uma

traduclio pare ¢ francés foi publicads em 1883,
8Ctamamon essa correspondéncia de correspondéncia 1-1, Um conjutto ¢ dito enumerdvel quando & possivel

correspondé-io 1~1 com of nimeros naturaiz,
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nogho introduzida por Cantor para comparar conjuntos stravés da correspondéncia enfre seus
elementos nfio recorre A nogfio de nimero, isto ¢, dots conjuntos tém a mesma potéucia se for
possivel estabelecer uma correspondéncia 1-1 entre eles,

O resultado central do artigo de 1874 ¢ a caracterizagio dos niimeros reais, conteldo
da drea da ‘andlise matemdtica”®. A andlise, como diz Pollard, ¢ inspiragio e justificativa,
como veremos na secfio 1.1.1, para teoria dos nimeros transfinitos de Cantor (POLLARD,
1990, p. 33). E assim, uma importante conseqiiénecia extrapola a drea da 'sndlise’, em que
Cantor vioha trabathendo, stravés da concepgfio de conjuntos infinitos distintos, abrindo
caminho pars nma nova teoria, a dos niimeros transfinitos, pois a comparagéio de conjuntos por
correspondéncia 1-1 entre seus elementos determina a comparagfio da cardinalidade deles.

A primeira versio da teorig dos pimeros transfinitos foi publicada em 1883 aob o
titmlo Grundiagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitsiehrel®. Mas, especificamente no
artigo de 1883, a nogfio que possaibilita a defini¢io do niimero transfinito, diferentemente da sua
origem cardinal, ¢ a de nimero ordinal (4nzahl} e a de conjunto bem ordenado. Cantor
desenvolve expressivamente 2 teoria de nameros ordinais ¢ deferming, em 1883, sobre a
natureza do mmero, seu cardler inicialmente ordingal ¢ & mesma 'realidade’ dos niimeros finitos
¢ transfinitos. Queremos mostrar que nessa publicagfio o nimero ordinal ¢ o piler da teoria ¢
antecede a do nomero cardinal (segfio 1.1), se é que podemos afirmar a existéncia de uma
teoria de cardinais nessa primeira versfo.

As dificuldades que surgem com as nogio de ordem, findamental da teoria dos
nimeros transfinitos, em 1883, podem ter ievado Canfor a tentur oufra estrutégia para a
definiglio dos nmeros transfinitos. Cantor passa a definir os nlimeros transfinitos ordinais ¢
cardinais independentes um do outro, sendo que as duas nogBes sfio ignalmente definidas por
abstracfio de conjuntos e, assim, os mmeros ordinaig ¢ cardinais transfinitos apresentam starus
semelhantes. As definigbes por abstragfio sfio apresentadas nfo 86 na publicagio de 1887, que
reline artigos e correspondéncias datados de 1884 em diante, como também nos artigos de 1895

¢ 1897,

SH& outros resultados que nfic sko relevantes para nds, como outra demonstragio do teorema de Licuville,
resultado explicitado pelo préprio autor {CANTOR, 1874, p. 306).

04 referéncia a este artigo serd feita pelo ano desta publicagio, 1883. Ele foi publicado originalmente como
parte 5 de ums série de artigos que se intitulem Uber unendliche, lineare Punkbmannigfaltigkeiten, Em
seguida foi reeditado iscledamente com o tiulo Gnodlagen einer allgemeinen Mannigfultigkeitsiehre.
ilizamos tambérn a traduglio parcial deste artigo para o francés -Fondements dune théorie générale des
ensernbles, Ada Muthemation, 2, 381-408, 1883 & uma traduglo mais recerte para o inglés. O nimero da
pagina, de onde ¢ exiralda wma citacdo, refere-se a esss traduglio para o inglés. Indicamos tambdm & zeclo
correspondente pars facilitar a localizacho da referéncia em outras versdes,
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E importantz observar gue o objetivo e a estratégia de Canfor permanecer nas oufras
versbes que se modificam quanto 2 abordagem da teorinl!. Para aicancar seu objetivo, ou seja,
generalizar a nogio de mimero, Canfor apresenton os niimeros transfinitos formados a partir
dos mesmos principios (que expomos sbaixo) que os nimeros finitos. Esse objetivo e
egtratégin - introduzir os mimeros transfinitos explicando-os pelog mesmos principios que os
finitos- ¢ tmportante para nossa sbordagem porque, de alguma forma, determina a trajetéria
matemstica de Cantor ¢ também porque, ao trabalhar para introduzir os mimeros transfinitos,
ele degenvolve sua no¢fio de nfimero em geral, particularmente 2 nogfo de nitmero finito,
explorada nesta dissertagio.

1.1 A PRIMEIRA VERSAQ DA TEORIA DOS NUMEROS TRANSFINITOS DE G. CANTOR

As primeiras criticas de Frege a Cantor encontram-se nas seq¢des 835 e 86 dos FA que
foram dedicadas a comentar wmna nova teoria elaborada por Cantor. Frege se refere ao artigo de
1883 que apresenta a primeira versfio Teoria dos Nitmeros Transfinitos’. Nosso objetivo nesta
primeira se¢fio & expor os principais conceitos e esbogar rapidaemente a teoria de Cantor
conforme essa publicaptio. Com isso pretendemos ter clareza das no¢bes de Cantor que foram
criticadas por Frege e compreender como Cantor fez a ligagiio enfre a nogio de mimero ¢
conpumto no artigo de 1883,

Para facilitar a compreensdo dos conceitos de emumeral e poténeia, préprios do artigo
de 1883, vamos andes compsard-los 4s nogbes contemporéneas de nimere ordinal ¢ piimero
cardinal respectivamente. A nogfio de enumeral pode ser compreendida a partir da nogéio de
tipo de ordem': o ennmeral ¢ um caso particular de tipo de ordem, isto &, € o tipo de ordem de
conjuntos bem ordenados, onde tipo de ordem possui o mesmo significado no texto de Cantor ¢
nos texios contemporfneos (HRBACEK & JECH, 1984, p. 85 ¢ 139). Observamos, em relagiio
4 noglo de poténcia, que ela corregponderia 4 nogéo de nimero cardinal ¢ ¢ a essa nogfio atual,
familiar para nés, que podemos compard-la Além disso, essa noglio foi posteriormente
denominada assim pelo prépric Cantor.

Entretanto, pelos detalhes que apresentaremos adiante, relativos A necessidade de
justificar a teoria, veremos que hé uma diferenca, importante na nossa sbordagem, enire
enumeral ¢ 'nimero ordinal, assim como entre poténeia e ‘mimero cardinal’, e que a expressfio
'nfimero cardinal' nem é empregada no artigo de 1883. Into ¢, as nogbes de enumeral e poténcia
néio correspondem exatamente #3 nogBes de nitmero ordingl e cardinal. Essa comparagio com
nogdes atuais nos da uma idéia mais grosseira dos significados dos conceitos, porém suficiente

“Cantor reafirma esse objetivo ¢ método de generalizar a noglio de ndrmero om 1895 (CANTOR, 1895, 5.5, p.
9758),
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para acompanharmos o estudo do artigo. Apos a descrigfio da primeira apresentactio da teoria
dos nimeros transfinitos, explicaremos o sentido preciso de enumeral e daremos uma possivel
mterpretaglo para potdncia (segdes 1.1.2 ¢ 1.1.3). No artigo de 1883, hé uma diferenga entre
enumeral e mimero ordinal e entre poténcia e nimero cardinal que queremos ressaltar nesta
segdo, por ser fundamental para nosso objetive. O aprofindamento no significade dessas
nogdes nos possibilita uma interpretagfio do conceito de absfragfio, revelando a dificuldade de
conexfio enfre mmero e conjumto.

Salientamos que, apesar de o préprio Cantor denoming-la também miimero cardinal
depois de 1883, a interpretagfio que daremos se restringe a essa primeira publicagio da teoria
Salientamos, ainda, que o que se denomina 'Axioma des Poténcias' (HALMOS, p. 20) na teoria
sxiomética de conjuntos nfo se relaciona com a 'poténcia de um conjunic’, termo cantoriano
ampregado nesta dissertagfio.

Cs termos empregados nesta seglo referem-ge exclusivamente aos termos ¢ nogdes de
Cantor empregados em 1883, salvo excegles explicitamente anunciadas.

A esfratégia de Cantor para cumprir o objetive de introduzir os nimeros transfinitos
no artigo de 1883 & 'generalizar a nogo de nlmeros inteiros', isto é, ele pretende estender o
conjunto dos mimeros inteiros positivosl?, stravés da infrodugfio dos mimeros infinitos, que
recebem um novo nome -'mameros transfinitos’- devido ao significado delimitado e especifico

que passam a ter na teoria de Cantor.

1.1.1 Descricio comentada da formac#o dos nimeros finites e transfinitos em 1883

Focalizamos nessa segio os procedimentos e resultados matemdticos para introdugio
dos mimeros fransfinitos.

A noglio de enumeral, que representa "o tipo de ordem de conjuntos bem ordenados’,
estratégica para u obtengfio do novo mimero, traz a suposicfo de se poder ordenar um conjunto
qualquer. Cantor denomina o conjusto que origina o enumeral de conjunto bem ordenado e o
define da seguinte maneirs :

"Por um conjunto ou sistema bem ordenado entende-se todo sistema
bem definido onde os elementos sfio entre eles unidos por uma
sucessfio dada e determinada, ds modo que haja um primeiro elemento
do sisteme;, cada elemento (desde que nfio seja o Glimo da sucessfio) ¢
geguido imediatamente de um outro determinado e a cada sistems
arbitririo de elementos, finitc ou infinite, pertence um elemento
determinado que ¢ seguido imedistamente dentro da sucessfio {desde

12{isamon para designar esses nimeron a expresso nimeros naurais, nfo empregada por Cantor,
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que dentro do conjunto haja ¢lementos que seguem todos os elementos
do sistema parcial considerado)” {CANTOR, 1883, 8.2 p. 72~ grifo do
autor).

Todas essas nogfes parecem muito corretas para Cantor ¢, portanio, ele acredita que:

"¢ sempre possivel colocar todo conjunte bem-definido na forma de
conjunto bem ordenado” (CANTOR, 1883, 5 2, p. 72)13,

A postulagio da boa ordem para qualquer conmjunto tem implicagbes de natureza
filostfica e matemstica, porque fraz dificuldades que Cantor nfio consegue solucionar, e que
mencionaremos na titima se¢fio desse capitulo.

Tendo isso como pressuposto, Cantor inicia o artigo de 1883 definindo o ‘infinito
atmal' que merece longas digcussdes que fogem do nosso objetivo. Cantor define, ao lado da
noglo de infinite prdpric comumente aceita, o infinite improprio, ou infinito atual, que
gignifica considerar o infinito como um todo e nfio apenas a possibilidade pofencial do
comjunto de aumentar indefinidamente:

"...a primeira forma se apresenta como um infinito varidvel o infinito
préoprio} e g segunda como um infinito sbsolutamente determinado {o
infinito atual ou imprépric])” (CANTOR, 1883, 5.1 p. 70).

A suposigfio do infinito atual é uma hipétese filoséfica de amplo alcance. Para nosso
objetivo ¢ suficiente compreender parte do significado dessa suposiclo filoséfica, aquela
inserida na necessidade de Cantor de manipular os conjuntos infinitos como objetos
matemséticos determinados. Ao comparar o que intuitivamente seria chamado de 'temmnhos’
diferondes de conjuntos infinitos ou, precisamente, ‘os conjuntos infinitos possuem poténcias
diferentes’, Cantor impde 'determinagfio’ aos conjuntos infinitos, o que possibilita manipular og
conjuntos infinitos do mesmo modo que se faz com os conjuntos finites, dog quais conhecemos
cads um dos elementos, o comego ¢ o final do conjunto. Podemos identificar com isso que
conceber o infinito como um todo conduz a resuliados semelhanies sos da noglio de poténcia
[Muchtigheif|14, porque 2 noglio de poténcia pressupbe considerar os conjuntos em sua
totalidade. Do ponto de vista operacional, a suposi¢éio do iafinito atual rompe com o processo
sucessivo possibilitando, entre oufras coisas, alcancar o mimero transfinito, independentemente
do processo potencial de percorrer todos os nGmeros anteriores, o que obvimmente torna
mvigvel o8 novos nimeros.

Sobre a hipétese filos6fica de Cantor- do infinito atual- ¢ preciso ainda esclarecer que
ela ndo corresponde ao 'sxioma do infinito’' admitido na contemporfinea teoria sxiomdtica de

13 Bsta ¢ uma forma equivalente so que hoje denominamaos ‘exiorna da excolhe’.
4 Jourdein (JOURDAIN, 1914, p. 46) concorda com jeso. Ele afirma; *A conceprlio de poténcia ... contém,
como um caso particuler, & noglio de mimero num todo jwhole menber). (JOURDAIN, 1915, p. 46),
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conjuntos, necessdria para garantir a existéncia de 'conjuntos indutivos’, dos quais os niimeros
natirais representam um caso particuler (HRBACEK & JECH, 1984, p. 49-50), ainda que
ambos - o mxioma do infinito ¢ 2 pressuposi¢do do infinito atual- possibilitem manipular
conjuntos infinitos e considerd-los em sua totalidade!s. De fato, tentar comparsar a imposigdo do
infinito atual de Cantor com o axioma do infinito ¢ uma tarefa complicada devido ao diferente
proposito de cada uma das suposigBes, isto ¢, a suposiglio filoséfica do infinito atual ¢ mais
ampia na medida em que permite também detenninagBes matemdticas. Além disso, por ser o
axioma do infinito existencial e sabendo que Cantor supunha a existéncis dos mimeros natiurais,
natoralmente ndo precisava de axiomas que garantisgem a existéucia de wm mimero e do seu
SHCeSHOT.

A ordem das 'descobertas’ de Cantor nfic corresponde 4 ordem da exposi¢iio, na
versfio de 1883 da teoria doz mimeros transfinifos. Ao conirério, 2 pogdo de poténeis,
formulada desde 1874, nesse arfigo é apresentads como posterior aos conceitos de
ordinalidade que se estruturam pelas ‘classes de mimeros' que, por sua vez, #fio 'geradas pelog
principios de formagfo dos mimeros’. Apresentemos o significado de cada nma dessas nogBes,
na geqiidneia logica do artigo, isto &, apontando a dependéncia entre elas até alcangarmos a
noglo de poténeia, conforme exposta por Cantor em 1883, Com isso, queremos enfatizar a
egtratégia de Cantor em 1883 para a introdugfio dos niimeros transfinitos, patada na nogéo de
ordem.

Cantor vai formar og mfimeros, finitos e transfinitos, através de trée principios que, na
geqiiéneia de nimeros, determinam divigBes 'naturais’ chamadas classes de miwmeros. O
primeiro principio forma os mimeros finitos- classe (I)- pela adi¢fio de unidades:

»A formagiio dos mimeros inteiros reais [reellen]16 finitos [1,2, 3, ....v
~~classe (I)] repousa sobre o principic de adigho de unidades o um
nimero j4 formado. Denominarei o primeiro principic de formacdo.”
{(CANTOR, 1883, .11 p. 87)

Parafraseando Cantor na seqiiéncia desta segfio, ele infroduz © -o primeiro nimero
transfinito, através do segunda principio de formagdo: nos infinitos nimeros da classe (I}, ndo
hi um nbmero maior que todos os outros. Seria, portanto, coniraditdrio falar de um nimero
miimo da classe (I); confudo, pode, por ouira parte, imaginar-se wm novo nimero, que
chamaremos de » & que serve para exprimir todo ¢ conjunto {I) que foi dado antes pela lei de
sucessfio natural. Pode mesmo representar o novo mimero o como limite para o qual tendem os

B0y sxiona do infinito garante tambérn, inclusive, & sxisténcia dos conjurtos infinitos.

¥pelo sentido da sentencs, pode-se perceber que Cantor usa aqui, como em outros momerntos do texto, a
palavra ‘real’, como um edjetive relativamernte a2 existéneis do simero, ¢ nio no sentido usual na maternitices o
conjunto dos nGmeros racionafs ¢ irracionais. As palavras em elemiio g8o diferentes:, reelien ¢ realen

Zahlen, respectivamente. Nay tracushes exsa difersnga ndo sparece. Ver (DAUBEN, 1979, p. 328, nota 8).
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nimeros v, com a condigho de « ser o menor infeiro que segue todos os nimeros v, de modo
que se declara superior a todos os nmeros v. O novo nfimero « representa 20 mesmo tempo &
seqiéncia dog mimeros finitos em sua ordem natural ¢ a unificactio das unidades mum todo
“similar a0 caminho pelo qual v ¢...[ambas as coisas, seqdéncia e totalidade]" (CANTOR,
1883,5. 11, p. 87).

A combinagfio ¢ a aplicagfio sucessiva, do primeiro ¢ segundo principio de formagao,
geram a segunda classe de niimeros -nlimeros ordinais transfinitos- mas nfio permitem transpor
& segunda clasge para prosseguir a formagfo dos simeros: pelo segnndo principio obtém-se w,
limite da primeira classe de nilmeros 1, 2, ,3,...v, ..; aplicando novamente o primeiro principio
de adigtio de unidades sobre , obtém-se: @, ortl, m+2, _.wtv,..; o limite dessa seqlidncia
considerada desde 1 é 2w, sobre o qual pode-se aplicar novamente o primeiro principio ¢
asgim nunca termina a formagHio da segunda classe de nmeros: 1, 2, 3,..v, ... @, ©tl, o2,

b, 20, 2000], 26042, 2013, 20y, 30, 3etl,ve, ., @ vgeBivy el

o
©®,. . ..0% ol

Para tronspor a seganda classe, Canfor infroduz o terceiro principio, denominado
principio de limitacéio, que produz cortes na sucessfio de mémeros transfinitos interrompendo a
segiiéncia dos nimeros formados pela aplicag8o sucessiva do primeiro e do segundo principio,
possibilitando transpor da segunda para a terceira classe ¢ dessa pura a seguinte ¢ assim por
dignte. Este principio tem com o objetivo produzir cortes na sucessfio de nlimeros transfinitos e
digtinguir as diversas cimsses. Cantor argumenta em favor da interrupofio da segunda clagse
atrgvéy de uma caracteristica comum a todos os niimeros formados a partir da splicagiio do
segundo principio, isto &, a partir do o: |

"Se nos ponderarmos gue todos aqueles nitmeros obtidos até o presente
satisfazem wna certa condigfio fter poténcia igual a da primeira classe
de miimero, Ry diriamos hoje], nés veremos que esta condiglio, se nés
a colocamos obrigatéria a todos os niimeros a serem formados, esta
condigo nos apareceria como um ferceiro principio, que nés
chamaremos de parada ou principio de limitacdo...” (CANTOR, 1883,
8. 11, p. 88).

Na seqiéncia da sua exposigfio, Cantor diz que vai mostrar (§12 ¢ §13) que, em
virtude deste principio, a segunda classe assim delimitada néo apenas tem a poténcia maior que
a primeira classe de nGmeros, ‘'mas precisamente a potdncia imediatamente superior, ¢ por

}a notagio aiual, o que Cantor denota 2@, 30, ete, sncontra-se ®2, ©3, etc (JECH, 1984, p, 135),
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consegiiéncia a segunda poténeia™® (CANTOR, 1883, s, 11, p. 88). O primeire mimero da
terceirn classe, no qual Cantor ge refere na secfio 13, é denotado por Q.

Aplicando sucessivamente os trds principios, obtém-se fodos os nimeros ordinais e
ainds, simultaneamente, um representante de cada potdncia, conseq@éneia dos principios que
‘separam’ os nameros formados em classes :

"E possivel obter, dentro da seqisncia sbsolutamente infinita de
numeros, divisbes naturais, que en denominarei classe de mimeros...A
primeira classe de nitmeros (I} é o sisterna de mlimeros finitos 1,2, 3, ...
v, .., vem em segiida s segonda classe de mimeros(Il), composta de
cerfos mimeros inteiros [parzen] infinitos o de acordo com sua ordem
de sucessfio determinada: », w1, 0+2, .20, 2ovtl,...., vgoit viwm

o .. 0®® .. 4 segunda clnsse segue a terceira,
¢ depois a quarta classe de nimeros e assim sucessivamente”
(CANTOR, 1883, 5.1 p. 7119)

Antes de prosseguir na descrigfio do artigo de 1883, a partir mesmo da citago acima
que iotroduz indiretamente as poténcias, ressaltamos & noglo de ordem nos principios de
formuacio e nas classes de mimeros. Observamos, iniciglmente, que cada classe é composta de
mhmeros ordinais. Podemos respaldar essa afirmagfio na intengfo de Cantor de 'generalizar. os
mimeros inteiros’, visto que se refere ao nlimero genérico o da segunda classe como 'inteiro’.
Esses s#io da mesma nahureza 16gica que os nfimeros finitos explicitamente afirmados ordinais
porque sio formados pelos mesmos principios. Observamos também que, no segindo
principio, a forte presenga da nog8io de ordem se destaca, pois o primeiro nfimero fransfinito o
¢ definido como o primeiro nimero que segne apds todos, /imite da primeira classe de
mimeros. Esse mimero serve para exprimir a totalidade da primeira classe num todo, dada sua
ordem de sucesséio natural (CANTOR, 1883, 5 11, p. 87 - grifo nosso).

Se nog retivermos um pouco meis na segunda classe de nfimeros, observaremos que
cada enumeral corresponde, por construgfio, a uma seqiiéncia ordenada determinada: por
exeraplo, 0 nfimero «. corresponde & segiéneia 1,2,3, ...a-19. A reciproca deste resultado, que
Cantor sempre acrediton verdadeira, vale se admitimos, como els, que todo conjunto pode ser

bem ordenado:

Bixplicaremos melhor a noglio de poténcia em péginas subseghentes apesar de estarmoy usando tal noglo
fara explicer este terceiro principio.

Ko artigo original e a traduchio para o inglés nio sparece a enumeraglio dos nimerog da segunda classe, Exsa
emxneracio assim como cutros exemplos que daremos adiante sé aparecern na tradugho para o francés, que,
szpndo Dauben, foi supervigionsda por Cantor (DAUBEN, 1979, p. 96). A referéncia precisa da citagho é
gzmcm. Fondemernts dune théorie géndrale des enmernbies, 1883, p. 383-4).

Cantor demonsira esse resultado no artigo de 1897, seglo 15, teorema H (CANTOR, 1897, p. 165-166). A

reciproca do tecrema ¢ discutida por Tiles (TILES, 1989, p. 110-111),
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"..fodo sistema de poténcia da primeira poténcia [classe] pode estar
emumerado por um mimero da segunda classe de miimero e 56 por estes,
e por outro lado, pode sempre colocar-se uma ordem de sucessfio nos
elementos do sistema da primeirs clagsse tal que o sistema seja
ordenado por um emuneral da segunda classe de mimeros dados ao
acaso, niimero que expressa o enumeral dos elementos do sistema em
relacio a esta sucessfio." {CANTOR, 1883,5.2 p. 72)21,

Regrus andlogas se splicam a sistemas de poténcias mais elevadas. O mesmo nfio
acorre para conjuntos finitos que possuem o mesmo ensmeral qualquer que seja a aucessfo.

E importante notar mo resultado: 'dado um « quaiquer podemos ordenar um
determinadoe conjunio de modo que ele possua como sunmeral o mimero @, que o resultado,
tem como condigfio necesséria supor que todo conjunto pode ser bem ordenado. Por exemplo,
cada mimero da segunda classe pode ser pemsado como que obtide por uma seqliéncia de
mimeros naturais ordensda de forma mais ou menos complicada (TILES, 1989, p. 105). Na
reciproca do resultado, que afirma que todo conjunto bem ordenado possui como enumeral um
siimero da classe de niimeros, estd implicito que, na sucessfio de nhmeros ordinais, encontra-ge
o niimero de um dado enumeral de um conjunto qualquer. Isto quer dizer, por exemplo, que a
cada seqiiéncia de pimeros da primeira classe pode atribuir-se um nimero da segunds classe
o8, a0 considerarmos um modo de bem ordensar os racionais ou os reais, eles corresponderiam,
respectivamente, a algum o da segunda classe de nimeros (ele pode ser escrito como
combinaglio dos o (RUSSELL, 1903, p. 312}, on a mn nimero da terceira classe de mimeros.
De modo geral, tomamos o exemplo exiraido de Tiles, dado 3co ordenamos os nfimeros naturais
ssgim: {1,4,7,10,....2,5,8,11,...3,6,9,12,...); dado agora o conjunto (2,4,6,....3,6,9,...5,10,15,. ),
a seqiéncia dos nitmeros formada pelo nimeros divisfveis por 2, em seguida pelos alimeros
divisiveis por 3, depois pelos divisiveis por 5, e por todos os mimeros primos, enconiramos na
sepmda classe de nfimeros o w.o (TILES, 1989, p. 105).

Sobre isso, vale notar ainda, em comparagio com teoria axiomética dos conjunfos,
que o resultado que Cantor obteve & a propria definigo atual de aiimero ordinal: um conjunto
o é wn némero ordinal se o é um conjmto bem ordenado pela relagfio & ( de pertinéncia) e o é
transitivo (HRBACEK & JECH, 1984, p. 139). Os axiomas da teoria axiomdtica dos conjuntos
e suas relagBes previamente estabelecidas com sens resultados desenvolvidos possibilitaram a
ginal definigic. A estratégia de Cantor, estabelecer os miimeros finitos e transfinitos pelos
mesmos principios, produziu a seqiéncia de nimeros como uma generalizagio dos mumeros

NFae teorema relaciona poténcia ¢ emumeral. Voltamos u nos referir a ele a seguir
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naturais. Isso nos permite afirmar, e reforea a argumentagfio da secfio 1.1.3, que, para Cantor,
os piimeros, em sua formulacfio de 1883, eram ordinais.

Retomamos a descrigio do artigo com exemplos de mimeros ordinsis de conjuntos
bem ordenados: o enumeral de nfimero w dog trés conjuntos bem ordenados compostos de
nimeros da primeira clasge, 1,2,3,.., ou da segunda classe, representado por o
(e, @2, 03, 04Oy Orpb] o)

(27, ¢), 04,0303y, G2yt

Tendo definido os principios ¢ formado as classes de nimeres, Cantor associa s cada
clasze uma poténcia: aos conjuntos capazes de correspondéncia 1-1 com a primeira classe de
afimeros concede-se & menor poténcia do sistems infinito {de poténciag] (CANTOR, 1883, 8.1
p. 71} a poténcia da segunda classe de mimeros difere da potdncia da primeira classe
{demonstrado na se¢fio 12) e também ¢ a poténcia imediatamente superior (demongtrado na
secdio 13). Essa poténcia serd denominada poténcia da segunda classe de mimeros ou segunda
poténcia e ela corresponde acs conjuntos capazes de correspondéncia 1-1 com a segunda
classe de nimeros. De maneirs andloga, & terceira classe corresponde a terceira poténcia, etc.
Isso quer dizer que os mesmos principios de formacéio que infroduzem os nimeros ordinais
determinam, na seqiiéncia deles, 'cortes’ que diferenciam as classes por suas poténcias
correspondentes.

1 @s classes de nimeros...mostram-se ser represententes naturais da
licita seqiéncia ascendente das potdncias dos conjuntos bem
definidos.” (CANTOR, 1883, 8.1, p. 71).

Vermos com is80 que as poténcies séo definidas & partir das classes, ou seja, com base
nos mimeros ordinais. Cantor afirma que 'a infroduglio dos novos mimeros [transfinitos
ordinaig] é significativa para o desenvolvimento e precisiio do conceito de poténcig’
(CANTOR, 1883, 5.1, p. 71). Ele parece querer dizer que as diferentes classes (de ordinais)
representam cada poténcia &, ainda que spenas em sistemas infinitos, distingue-se claramente
poténeia de epumeral. Enretanto, vale notar que Cantor admite explicitamente, como era de se
esperar devido & trajetoria do desenvolvimento de sua teoria exposto acima, a independéncia
entre a5 nogBes de poténcia e ordem apesar de optar por determingr essa nogéio a partir de

e & um puimero do enumeral do conjunto indicado. A tradugfc para o francés, que traz esses exemplos oo
diferencia os dois tenmos (CANTOR, Fondements dune théorie générale des ensembles, 1883, 5.2 p, 393
3943,
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clagse e, portanto, dependente da no¢fio de ordem. Observamos na explicacfio que o autor
gpresenta de poténeia que para Cantor as duss nogdes sfo conceitualmente independentes:

"Em sistemas finitos a poténeia corresponde ao emwmeral dos
elementos, pois esses pistemas, como s sabe, independentemente da
forma como estio mranjados, possuem o mesmo emumeral de
elementos.

Pare sistemss infinitos, 8o contrério, no é possivel fazer uma
generalizacio, nem g partir de meu trabalho nem de outroz, ¢ dizer que
a poténeia ¢ o enumersl de elementos, definidos com precisfio. Mas
pode-ge airibuir a cada sistema uma poténcia determinada e
completamente independente da ordem de seus elementos.”
{CANTOR, 1883, 5.1 p. 71 -grifo nosso}.

Todos os exemplos, {v) ¢ (o) acima {{cty) é a forma simples de representar a
série?d oy 019,03 04...... 0y ...... (CANTOR, 1883, 5.12, p. 88)), tém a poténeia da classe (I),

posteriormente denominada Ng. A relagio enire o enumersl e a poténcia ¢ que ambos se
stribuem a conjuntos bem definidos, diz Cantor, ¢ que a ciasse de uma poténcia determinada
pode ser enumerada por qualquer niamero da classe de poténcia superior (CANTOR, 1883, 5.2,
p. 72},

O significado do conceito de poténcia ndio ¢ explicitado em nephum momento afé a
publicacio de 1883, inclusive, Nesse artigo, por exemplo, Cantor afirma j4 ter apresentado a
nogdio de poténcin nos artigos de 1874 ¢ 1878 (CANTOR, 1883, s.1, p. 71). Buscando as
referéncias observa-se que, no artigo de 1874, onde é dado o primeiro passo para 2 infrodugio
dessa nogfo, como indicamog acima, Cantor determina quando dois conjuntos tém a mesma
potdncia: quando é possivel estabelecer uma correspondéncia 1-1 enfre eles. A mesma

definicfio de igualdade de poténcins enconfra-se no artigo de 1878 ¢ no artigo de 188%:
"A mesma poténcia pode ser atribuida a dois conjuntos se eles podem

ser coordenados um ao oufro reciprocamente, univocamente, clemento
aelemento.” {CANTOR, 1883, 8.1, p. 71}.
Em 1878, Cantor apresenta também 1 idéia intuitiva do conceito: a poténcia corresponde go
‘mhmero de elementos’ quando e trata de conjuntos finitos. Apesar de niio ser enconfrada uma
definicio explicita de poténecin, as caracteristicas deste conceito sfio mencionadas
fregiientemente, entre a8 quais, como na citagfio acima, destaca-se que a poténcia nfio depende

Bigxo quer dizer apenas que, para conjuntos infinitos, ox conceitos de poténeia ¢ enumeral nio coincidern
#Cantor chama de série o que nés denominamos seqliéncia,



de ordem em que os elementos de uma seqiéncia estéo arvanjados mas comresponde a
‘quantidade de elementos’.

Por conseqiiéncia da definigfio de poténcia a partir das classes, ou seja, com base nos
nfimeros ordingis, a necessidade de supor que todo conmjunto pode ser bem ordenado,
mencionada acima, se apresenta também para as poténcias, pois, estd implicito que qualquer
conjunto bem definido tem uma poténeia, que a poténcia equivale a algums das classes de
niameros (este ¢ um caso geral da 'hipétese do continuo’) e ainda, que a classe de nimeros
forma uma colegfio ordenads linear (HALLETT, 1984, p. 62). O problema ¢ que nfio ha
garantia de que todo mimero cardinal (obtido de qualquer conjunto dado) estard representado
enire 9 seqiiéncia de poténcias representadas pelas classes de nimeros geradas pelos trés

principios {TILES, 1989, p. 110).

1.1.2 Aprefundamento no significado da nogie de enmmeral (Anzah!)

Cantor introduz a nogfio de enumeral como intermedidria entre o conjunto e o nftmero,
como tentaremos mostrar a segyir. Assim, a noglo de enumeral nos revela a dificuldade entre a
conexfio de mimero ordinal e copjunto nas formmlagBes inicimis da teoria dos nitmeros
transfinitos e nos ajuda a explicer o significado da ‘abstracfio’ nas suas definicbes posteriores.
Essa distingfo entre as nogtes de enumersi e alimero ordinal vai-se atenuando até desaparecer
a0 longo das exposigBes da feoria, na proporgio em que dimimsi a dificuldade de associar
ofimero ¢ copjunto, ou na medida em que o procedimento da abstragfio abarca essa dificuldade.
Enfhtizaremos, portanto, a nogio de enumeral, contida no artige de 1883, necesséria pars
associar 8 cada conjunto um nfimero que, explicaremos & seguir, expressa a ordem em que os
elementos estéio arranjados:

"Outro grande ganho tributével ao novo ofimero [transfinito], no meu
modo de entender, é um novo conceito que nfio existe previamente, o
conceite de enumeral dos elementos de vm conjunto bem ordenado
infinito. Egse conceito ¢ sempre expresso por wn namero inteiramente
determinado do nosso campo pumérico expandido, asmmindo apenas
que 8 ordem dos elementos do conjmto- @ ser definida gbaixo- ¢
determinada.” {CANTOR, 1883, s. 2, p. 71).

Observamos brevemente o raciocinio de Cantor, pars esclarecé-lo em segnida: ele
paste da existéncia de conjuntos finitos e infinitos, em seguida associa a forma de ordenactio
desge conjunto ao ennmeral, gue é uma 'representacfio na mente’ da ordensgfio do conjunto e,
por fim, ease envmeral 4 gempre expresso por um niimero. Destacamos, inicialmente, que a
existéncia de conjuntos finitos ¢ infinitos é empregada por Cantor na medida em que ¢
amplamente admitida na matemética em geral. Portanto, o procedimento para definir o siimero
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trangfinito ¢, realizado através da passagem do conjunto 2o nimero, via enumeral, ou seja, a
defini¢fio se processa do conjunto para o enumeral e do enumerai para o niimero. O enumeral,
na publicagio de 1883, compde a estratégia de Cantor, 3 qual nos referimos acims, para
generalizar 4 nogo de nlimero: o enumeral ¢ a imagem de um conjunto-~ finito ou infinito- na
mente. o qual ¢ sempre expresso por wm oimers. Vamos separar cada uma das passagens para
compreender a3 relacBes enfre conjunto- enumeral e enumeral -nimero.

Em relagio 4 passagem do conjunto para o enumeral, a natureza da conexfio eptre eleg
é pouco explicada por Cantor, que parece sup8-la curta, direta e imediata, como ele préprio
diz {ver citagdo abaixo) ¢ Hallett enfatiza: 'Cantor acredita e afirma que o pasgo do conjunto
bems ordenado para o enumeral ¢ curto e imediato' (HALLETT, 1984, p. 54). Através da
observaghio das sentengas empregadas por ele no arligo de 1883, em que o termo ennmeral
aparece, interpretamos que o epumersl sempre é 'enumeral dos elementos de um conjunto’,
lembrando que Cantor se referia, nessa épocs, exclusivamente a conjuntos de niimeros:
*o enmmeral (4nzah!) dn [seqiéncia] de mimeros {Zahlen)" (CANTOR, 1883, 5.1 p. 71~ grifo
10880);
"o enumesal {4nzahl) dos elementos determinados por uma dada ordem de sucesséo®
{CANTOR, 1883, 5.2, p. 72- grifo nosso};
»_.qual o nhmero determina o enumeral (Arzak!) dos dementos....." (CANTOR, 1883, 5.2 p.
72« grifo nosso);
"0 conceito de enumeral (4rnzahl) dos elementos tem uma representaglio * (CANTOR, 1883,

8.2 p. 71- grifo nosso);
"Em sistemas finitos a potdncia coincide com o cnumeral (Anzahl) dos elementos”
{CANTOR, 1883, 5.1 p. 71 -grifo nosso)>.

Em relagio & passagem do enumeral para o nimero, que tampouco ¢ suficientemente
explicada por Cantor, notumos que o enurmeral é sempre eXpresso por 1mm mWimero:
"...quel o mimero (Zakl) determina o enumeral {Anzahl) dos elementos....". (CANTOR, 1883,
8.2 p. 72- grifo nosso);
*...tado sistema de poténcia da primeira poténcia [classe] pode eatar ordenado de tal modo que
o enmmernl {Anzahl) dos elementos com respeito a sua ordem torna-se igual 4 um mimereo
{Zzhl), pré-fixado arbitrariamente, da segunda classe " (CANTOR, 1883, 5.2 p. 72- grifo
nOSS0Y,
“ng seqiténcia estendida dos nimeros ferweiterten Zahlenrelhe) ¢ sempre ponsivel encontrar
s e apenas um mamero (Zaklen) o ..do enumeral (Anzahl) dos nimeros (Zahlen)".

{CANTOR, 1883, 5. 2 p. 72- grifo nosso).

S atenchioilsso niio quer dizer que conceitualmente poténcia ¢ enumeral sejem a mesma coise,
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Cada enumersl, que expressa um conjunio, ¢ associado 8 um mimero como vimos
acima. Essa sssociaglio ¢ a base da esiratégia de Cantor que usa entfio o enumeral de conjuntos
- finitos ¢ infinitos - para determinar os ntmeros. O mimero j4 ¢ bem conhecido quando o
conjunato é finito e, quando o conjunto ndo & finito, o nfimero do emumeral & um novo eamero, o
mimero transfinito:

"0 conceito de enumeral dos elementos tem uma representacfio objetiva
imediata na nossa intuiclo [Arnschauung] interna, portanto através
dessa conexfio entre enumeral de elementos e o niumero, a realidade do
iltimo a qual en jd eufatizei ¢ provada mesmo nos casos onde ele &
determinantemente infinito” (CANTOR, 1883, 8.2 p. 71-72)26.

O enumeral fica determinado apenss por ums "representaclio imediata na nossa
intuigho interna”, isto ¢, Cantor recorre simplesmente 2 um argumento existencial subjetivo:
umB VEgR representagfio na mente. Pode ser questionada a suficiéncia desse procedimento para
estabelecer a existéneia e consisténcia de um novo conceito matemdtico. Voltaremos a isto no
final deste capitulo ao explicar o uso da abstrago nas definigdes posteriores g 1883,

Pela associspfio do emumeral acs elementos de um conjunto e por ser 0 enumeral uma
representaglo imediata na mente, concluimos que o enumeral, estd proximo de uma imagem
ordenada, » qual estd agsociada mais a um conjunto que a um nimero, O enumeral, diz Hallett,
mede o comprimento ou 2 'nubrezs essencial' de mm conjunto bem-ordenado, ou o que existe
#m comum nos membros das classes de conjuntos bem ordenados isomorfos (HALLETT, 1984,
p. 32). Por outro lado, a todo enumeral ¢ associado um nimero, gue expressa esse enumeral,

Com esaa sndlise podemos conciuir que ss afirmages 'o enumeral ¢ atribuido a
conjimtos de nimeros' ¢ 'a todo enmmeral ¢ afribnido wm nimero’ nfio implicam que nmero
ordinal ¢ enumeral sejam & mesma coisa, como estamos acostumados 2 ler nos livros que
expdem a teoria axiomdtica de conjunto: "nimero ordinal ¢ o conjunto bem ordenado o tal que
" {HALMOS, p. 83). O enumera! ¢ usado como estratégia para definir o nimero transfinito.
Por oufro lado ainda, no artigo de 1883, nimero nfic ¢ &0 o enumeral, o ndmero ¢ mais que
isg0, ou seja, o nimero, além de representar uma seqi8ncia determinada (pelo epumeral), ¢
também ‘a unificagfio das unidades num todo’. Essa dupla propriedade do niimero pode ser
respaldada pela explicagfio de Centor sobre o significado de cada nGmero v (nGmero finito

qualiquer):

e da andererseits der Arzahibegriff in unserer inneren Anschaaung eine wimittelbare gegenstandiiche
Reprasentation erhdlt, so ist durch dieser Zusammenhang zwischen Argahi und Zahl die von mir betonte
Realitdtder letateren auch in den Fallen, dass sie bestimmi-undeniich ist, erwiasew.” (CANTOR, 1883, 0.2 p.

548),
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"O nimero v é 2 expressfic a0 mesmo tempo para um emumera! finito
das consecutivas posigbes, como também para a umificaclio das
unidades colocadas num todo" (CANTOR, 1883, 5. 11, p. 87).

Assim, o enumeral, obtido pela imagem de ur conjunto na mente & expresso, sempre,
por um nimero, o que possibilita estender o campo numérico até os transfinitos. Cada mimero,
por sua vez, representa uma seqéncia que o antecede e, a0 mesmo tempo, é o resultado da
adighio das unidades.

£.1.3 Discussdo sobre a relacdio entre poténcia e namere cardinal

Encerramos essa se¢fio levantando uma questfic sobre a relagfio enire miimero,
couforme o sentido expresso por Cantor no artigo de 1883, e poténcin, nogfic infrocuzida em
1874 pela comparagio da cardinelidade de conjuntos infinitos, mas 'definida’ em 1883 como
classes de niumeros ordinais. A questio que #e coloca pode nos ajudar a compreender methor o
significado de mimero para Cantor. Como j4 pudemos observar, os nlimeros obtidos pelos
principios de formag8o s80o ordinais. Resta saber se a poténcia ¢ umn pimero. A importincia
dessa questfio, se a poténcia & ou nflo wm nhmero no artigo de 1883, diz respeito & relago entre
mfimero ¢ conjunto na formulaglio inicial da teoria dos nimeros transfinitos pois, como a
poténcia ¢ determinada pela totalidade (quantidade de elementos) de uma classe de nimeros,
Cantor, nesse artigo, pode estar mais on menos perto da associagfio imediata enire conjunio e
pimero. Como ele nfio é mmito claro sobre essa guestfio pearticularmente, ¢ 0til digscutir ag
possibilidades de respostas para ela. Inicialmente, levantamos argumentos que contradizem
essa questiio para, em weguida, defendé-la

Por um lado, respondendo afirmativamente & guestfio, ¢ possive! admitir poiéncia
como nimere. Obsgerva-se que a teoria dos nfimeros transfinitos ainda estava em elsboragfio ¢
34 havia gido concebida no infcio da década smterior originaimente como poténcia, isto é,
Cantor concebeu o nimero transfinito pela potdncia, mes optou por outra estratégia de
exposigo em 1883, que apresentou problemss, nessa época ainda desconhecidos, ao longo de
guAs pesquisas. Assim, se otharmos além do artigo de 1883, percebemos que, antes dele, a
intencfio de Cantor era a representagfio dos ‘tamanhos’ dos conjuntos infinitos, pelos niimeros
transfinitos ¢ olhando o desenvolvimento da teoria a partir do artigo de 1883, ele passa a
chamar poténeia de mimero cardinal. E, ainda, a apresentsgfio da teoria dos nfimeros

”?odm‘iamos. diante desta afirmacfio, arriscer uma comparagio entre & definiclio de corjunto trangitivo € 3
eitagho acima, que reria uma verslio filosdfica desta defini¢ho: um conjirto T ¢ transitivo se todo elemento de
T ¢ umn subconjunto de T (JECH, 1984, p. 139). Esta comparaglio ¢ complicada dcﬂdc a diferenica de wma
sbordagem materndtica ¢ aquela matemético-flosfice' de Cantor. _
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transfinitos, através da generalizaclo da nogfo de enumeral de conjuntos em 1883, representn
uma opgéio de Cantor e a sua crenca nessa forma de apresentacéo da teoria,

Por outro jado, Danben, que focaliza exclusivamente o artigo de 1883 (DAUBEN,
1979, p. 179-180), nega que poténcia seja nitmero cardinal, o que enfitiza que Cantor, em sua
definigfio de poténcia e no modo de referir-se a esse conceito, especificamente no artige de
1883, evita qualquer sugestfio que permita inferpretar poténcia como niimero. Assim, por esse
artigo, podemos afirmar que & poténcia de um conjunto nfio é um nimero e mimero para Cantor
¢ somente o ordinal. O que poderia contrariar essa afirmagiio ¢ a mengio que Camtor faz &
'representacfo natural da poténcia pelas classes de mimeros que indica um sistema crescente de
poténcias’ (CANTOR, 1883, 5.1, p. 71) mas Canfor nfic especifica que sistemas crescentes
sejam exclusivamente de mimeros®. Poderia ser dito, também, que poténcia corresponde ao
‘wimero de elementos’ quando se trata de conjuntos finitos. Respondendo a esse argmmento,
pode-ge dizer que enfre os niimeros finitos, couforme a construgdo de Cantor, nfio se distingue
com clareza o ordinal do cardinal® e, além dieso, qusndo ele se refere & poténcia dos
conjuntos infinitos, afirma que 'nfo se pode dizer que [poténcia dos conjuntos infinitos] seja o
nfimero de elementos, definidos com precisfio’ (CANTOR, 1883, 8.1 p. 71).

QOufro argumento para corroborar essa afirmagfio encontra-se na resenba elaborada aos
FA em 188530 Neste texto, Cantor afirma que néio concorda com Frege quanto 2 equivaléncia
{admissivel por Frege somente nos FA, como veremos a seguir) entre a sua nogéio de poténeis e
a dele de nimero cardinal Anzahl, em que percebemos que Cantor ingiste em distinguir

poténeia de niimero:
"Ea nfio tenho como certa a opinifio exposta pelo autor no §85, a qual

identifica o que eu chamo de "poféncia” com o gue ele chama de

SHallett discute & concepgio de nimero de Cantor sobre a qual defende que poténcia, ou niimero cordinal
{considerando nfio s o artigo de 1883) ¢ clagse de nimeros (HALLETT, 1584, p.119-120 ¢ 126). Entretanto,
sua discussfio nfio coincide com a nossa porque Hallet! trata da relaglo nimero /classe ¢ isto ¢ outro detalhe
que nio diz respeito diretamente & relaglc poténcia e mimero que estamos discutindo. Especificamente, zobre
mismers ser classe de nimeros ou nfio, criendermios que NEoO necessitamos penctrar nessa discussfio J4 que as
duss possibilidades sko passiveir de seremn anaiisades, considerande que Cantor ¢ pouco clare e sua
afiymacio a respeito do significado de nGmeno: *o uso dag classes de nimeros como representantes das
poténcins nio forga alguém a essumir que clas sio nimeros. Qutras possibilidedes sfio avalidveis..”
(HALLETT, 1984, p. 119),

Z A distingio entre cardinal & ordinal pars o nimercs finitos ¢ conceitust ¢ pode (¢ deve) zer considerada nos
artigos de Cantor porqgue ele construiu o8 nomeres finitos como ordinals em 1883 € em 1893 construiv os
nameror finitor como cardinais  (CANTOR, 1895, §5, p.98). Isso se dd devido o objetivo de Cantor em
‘geviersiizar 8 noghn de nimery’, isto ¢, os nimeros transfinitos (entre o8 quais se distinguem efetivarmente os
erdinaie ¢ cardinais) sfo de mesma nsturezs que of nameros finitos,

BCANTOR, Die Grundiagen der Arithmetik (Rezension der Schrift von G. Frege..), 1885, Referimo-nos a
za8¢ texto pelo ano da sua publicagio origingl,
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"nimero cardinal”. Eu chamo de "poténcia um sistema ou conjunto de
elementos”...” (CANTOR, 1885, p. 44131,
Ele afinma, ainda, que esse termo Awzakl, conforme Frege o emprega, teria licenca de ser
utilizado na sua concepolio de Anzak/ (ordinal) apenss para conjuntos finitos 'ferindo pouco’
seu conceito de nimero32,

Observamos, na citagfio acima, que Cantor associa a poténcia a conjunto, e se
poténcia é um niimero, a associagio entre mhimero e conjunto estaria facilitada

No dltimo argumento comsidersmos a forte ligag8o que Cantor estabelece entre
namero ¢ conjunto, Para explicd-lo, seguindo o curso do nosso texto, partimos da relagfio
conjunto --- enumeral--- nimero, explicads acima, na se¢fio 1.1.2. Podemos interpretar a
poténcia de forma equivalente ao emmmerel, como sendo vma nogfo intermedigrin entre
conjnto e nitmero: conjunto --- poténcia--~ nlimero cardinal e, portanto, & poténcia afribui-se
wm aikmero e nfo € 0 caso que seja propriamente um niMmero.

Portanto, do ponto de vista do artigo de 1883 ¢ da resenhs aos FA, o nimero, como
foi empregado por Cantor, ¢ somente o mimero ordinal. Oufro fato pode ser lembrado
reforgando também essa afirmacéio. No artigo de 1883, Cantor desenvolve uma aritmética dos
mimeros ordinais e somente deles. Posteriormente, Cantor constitui uma seqfiéncin (ordenada)
de wimeros cardinais transfinitos (Ng,,Nl,,Rz’,Nl,....), e ai desenvolve também uma
aritmética deles, além da dos ordinais. _

Devemos ressaltar que essa explicacfo sugere, ainda, que no artigo de 1883, poténcia
¢ uma nogio intermedidria ¢ nfio necessarismente associada so mimero. £ essa a énfase
adotada nesta dissertaclio: enmmeral e poténcia sfo vogbes intermedidries enfre conjunto e
mimero em 1883 e nimero é apenas ordinal. Por isso, descartamos a hipétese de poténcia ser
um nfimero j4 nessa formulag#o inicial, porque ela pos impediria de observar com clareza a
complexa associagfio de nimeros a conjuatos. Ou seja, com 1880 queremos salientsr &
gofisticada asgociagfic enire niimero e conjunto, leniamente alcangada por Cantor e
absolutamente admitida na teoria axiomatica de conjuntos.

No artigo de 1883, comentado por Frege, podemos dizer que foi dado o primeiro
passo no sentido da elaboragiio da poténcia como mimero, mas, por esses argumentos expostos
acima, podermos afirmar que neste artigo hd a postulaciio dos nfimeros cerdinais, nfio seria uma
conclusio imediats e sim uma "interpretagéio possivel’, diferente da nossa.

Hepd halte es daher cuch nicht fr mutreffend, wenn der Verf. in §85 die Meinung mussprichit, dasienige.
was ich "Michiigheit® nenne, stimme mit dem nberein, was er “dmzahi® nennt, kh nenne "MIchlighkeit
eines nbagrifft oder einer Menge von Elementen® * (CANTOR, 1885,p. 441} .

R . im vorliegenden Falle aber, wo er sich doch wohl mur auf endliche Merngen bexieht, durch die bei mir
volizogene Verschdrfung des Anzahlbegriffs kawn verleizt sein dirfle. (CANTOR, 1885, p. 441 grifo do
sutor),
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A importéincia da discussio que estamos levantando relaciona-se com a associaghio
enfre mameros e conjuntos. Posteriormente, esss aspociagfio deixa de ser realizada pelo
emumeral e passa 8 ser feits por abstraclo. Com objetivo de alcangar o significado da
abstraglio nas definigdes de Cantor aspresentaremos aspectos da concepefio dele sobre a
matematica, sobretudo a partir do artigo de 1883 agora sob o ponto de vista filoséfico. Isso ¢
necesssrio para compreendermos o significado de abstracio para Cantor, porque, a primeira
vista ou olhando pontuaimente, abstragfio pode parecer psicologista. Mas, inserindo o contexto
filostfico de Cantor sbrimos & possibilidade de avaliar a afineagio de Kitcher, segundo a
qual, no platonismo ingénuo de Cantor, que procuramos explicar a seguir, abstragio independe
da mente (KITCHER, 1984, p.110).

1.2 CONSIDERACOES GERAIS SOBRE A CONCEPCAO FILOSOFICA DA MATEMATICA
EM CANTOR

Os artigog de 1883 e a publicagico de 1887 refinem 2 maior parte da discusséo
filosdfica de Cantor. Por exemplo, as defini¢Bes de Cantor no artigo de 1883 sfio eniremeadas
das justificativas do autor que pretendem ser ¢ suporte filoséfico de sua teoria, conforme a
referfncia que faz ao piblico leitor alvo de seu ertigo:

"Eu escrevi principalmente para doia circalos de leitores: para
os filésofos que t8m acompanhado o desenvolvimento da matemstica
no periodo mais receute, ¢ para os matemsticos que tém familiaridade
com 08 escritos antigos mais importantes e os mats recentes trabalhos
em filosofia.” (CANTOR, 1883, Prefiicio, p.70).

Precisamos recorrer, nesta disseriapdio, 4 concepgdo filoséfica de Cantor, por dois
motivos: primeiro, porque ele busca apoio para sua nova teoria na filosofia; segundo, porque
na concepelo filosdéfica dele enconiramos elementos que nos ajudam a compreender o
significado da abstracfio nes definigdes.

Sobre a necessidade de Cantor de apoio filoséfico, destacamos nesta dissertagfio os
argumentos que justificam a definigio de namero através de conjuntos ¢ deixamos de lado
oufros argumentos filoaéficos que fogem aos objetivos aqui propostos, como o estabelecimento
do infinito atual. A teoria dos niimeros transfinitos nfio poderia se estruturar apenas na nogHo
de nfimero, que até entlio era considerada a nocfio primitiva e fimdamental da aritmética. Cantor
recorrey s0s conjuntos pera introduzi-la ¢ essa noglio passa a findamentar também 0g nhmeros.
Imputar 4 nogio de conjunto os fundamentos da prépria nogéo de némero e, conseqaentemente
da aritmética, exigiu a elaboragfio conceitual o a delimitagfio formal dessa nogfio. Como bem
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explica Lungarzo, a nogio de conjunte parecia criada pela logica, "uma disciplina
tradicionabmente filoséfica” {LUNGARZO, 1993, p.79). Por nfio haver até entdio um conceito
mais simples do que o do préprio nimero, o emprego de conjuntos para defini-lo, 'coloca o
matemdtico na fronteira de sua ciéneia, pois 8 nova teoria [de conjuntos] ndo ¢
tradicionaimente matemdtica. (LUNGARZO, 1993, p.78-79 (grifo nosso)).

Sobre a possibilidade de encontrar na concepefio filoséfica de Canior elementos para
compreendermos o procedimento da abstragho devemos esclarer sobre = existéncia dos objetos
mateméticos em um 'reino independente da mente e das coisas materiais’. Conhecer dados da
ontologia cantoriana nos permite afastar a interpretacio de ser a abstragéo um procedimento
paicologista e empirista, no sentido em que a sbstragiio nio se realiza a partir das coisas
existentes no mundo externo e tampouco ¢ um processo meninl para construir o nfimero. A
abstraglio, veremos no terceiro capitulo, com o auxilio do estudo desenvolvido nesta secfo, ¢
mais am meio para explicar 8 relagfio entre os conjunios e mimeros que existem mun mundo &
parte.

E preciso, antes de fazé-la, esclarecer o limite da nossa abordagem & concepgéio
filoséfica de Cantor. A posigio filosdfica de Cantor culmina num tipo ‘teologia’ (que
explicaremos adiante), o que torna sua posigéio muito complexa diante dos restritos objetivos
desta dissertapfio®. Eniretanto, serd muficiente para nosso objetivo esclarecer a posi¢fio de
Cantor, que chamamos platonista, que afirma a existdncia de entidades matemdticas
independentes do conhecimento humano acerca delas, sem aprofimdar a poato de especificar as
propriedades 'do reino matemdtico’, o qual passe graduaimente a se identificar com intelecto
diving.

O tema central da discussdo filogbfica de Cantor ¢ a defesa do infinito atal que, ao
longo da histéria da filosofia, encontra muita resisténcia. £ a partir da argumentagfio de Cantor
em favor do infinito atual e do mimero transfinito que transparecem os elementos da concepgfio
que Cantor teria da matemstica em geral.

Cantor, freqiientemente, ¢ vago em sia argumentacio e, curiosamente, faz recorrentes
referéncias 2 histéria da matemdtica. Desta, ele aparentemente toma dados como referéncia e
apoio para estabelecer sua concepefio, como pode ser notado pelas vérian meng&es que faz aos
fatos da histéria. Essas referéncias exemplificam, ora o emprego da nocfio de infinito pela
geomelria projetiva on feoria de fimgSes, ora o processo para o estabelecimento de novas
nogdies, como ag niimeros irracionais e complexos, peia insercéio do novo conceito a partir de
oufrog j4 existentes. Essas Gltimas nos importam, pois o interesse de Cantor € ingerir um novo

HPBobre isgo ver DAUREN, J. Georg Cantor and Pope Lec XM mathematics, theology and the infinite,
Journal of the history of ideas, 38: 85-108, 1977,
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conceito que deve se instalar no meio do conhecimento j& admitido. Ele compara diversas
vezes og nimeros tranafinitos com o irracional quanto ao método de introduzi-los por limite de
seqiiéncia quando, por exemplo, menciona a definigfio do nimero irracional pela seqéncia de
racionais (CANTOR, 1883, 5.4 p. 74) ou pelos "cortes" de Dedekind (CANTOR, 1883, 5.9 p.
80}:
"Os nmeros transfimtos 8o num certo sentido novos irracionais, e de
fato para mim os melhores métodos para se definir os phmeros
uracionais finitos sfio muito semelhantes; eu gostaria em principio de
dizer que esse ¢ o mesmo método descrito acima, empregado por mim
para 8 infrodugfio dos pimeros trangfinitos. Pode-se afirmar
sbsolutamente: oz mameros transfinitos colocam-se ou exister: como
mimeros finitos irracionais;, eles se parecem em suz naturezn mais
profinda; os primeiros ¢ og Gltimos (mimeros) sfio formas definidas
delineadas ou modificagBes do infinito atual. " {CANTOR, 1887, p.
395-6, Dauben, 1979, p.128P

A explicagio que Hallett apresenta da concepefo filosdfica de Cantor nos possibilita
encontrar uma razfio para a recorréncia #os exemplos histéricos (HALLETT, 1984, p. 19). A
explicagio de Hallett, que abrange outros elementos que nfio abordaremos, concilia as duas
caracteristicas principais da filosofia de Cantor ditas, uma delas, "elementos formalistas”, que
diz respeito & consisténcia dos procedimentos construtivos, origindrios da afirmacfio de Cantor
sobre a "liberdade da matemdtica” ¢ a outra dita “elementos platénicos”, afirmada a peartir da
constatagho de um "reino independente ¢ permanente da matematica” (DAUBEN, 1979, p. 125-
132); (GRATTAN- GUBNNESS, 1980, 83-85).

A idéia geral do pensamento de Cantor, que obtivemos analisando seus artigos,
relaciona o3 exemplos histéricos, o platonismo ¢ o formalismo da seguinte msmeira: o
matemdtico fem, graduasimente, acesso 48 verdades e elas, para comporem o quadro do
conhecimento, devem se instalar no meio do conhecimento j4 adquirido, respeitando as regras ¢
o conhecimento j4 consolidado, sem criar contradigSes. Por exemplo, como vimos na segfio
1.1.1, & construglo de todos os mimeros ¢ realizada pelos 'principios de formagfo’,
considerando o 1 e a adigéo de 1 j4 conhecides. Desse modo, Cantor apresenton em um mesmo
sisterna o9 niimeros finitos e transfinitos, sistemn este que nfio spresentava contradicBes (até

Mntie transfiniten Zahien sind in gewissem Sinne selbst neve Irretionalitsten wnd in der Tat ist die in
meinen Augen beste Methode, die endlichen Irrationalzahlen zi definieren, ganz dhnlich, ja ich mdchte
sogar sagen im Prirgip dieselbe wie meine oben beschriebene Methode der Einfitrhrung transfiniter
Zaklen. Man karnet unbedingt sagen. die trasnfiniten Zahlen stehen oder fallen mut den endiichen
Irrationalzahlen; sie gleichen einander ihrem innersten Wesen nach. * (CANTOR, 1887, p, 395.6),
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aquele momento} e portanto néo haveria motivo para pfio a aceitagfo dos novos nlimeros, assim
como o8 finitos j4 eram irrestritamente admitidos.

Tentaremos mostrar, com base no aspecto platdnico de sua concepefio, que os
aiimeros ordinais, finitos e transfinitos, nfo sfio produtos da construgio mental apesar de
construidos pelos principios. Esse caminho para introduzir o novo niimero é andlogo, segundo
ele, 4 infroduglio dos niimeros irracionais, que sfio um exemplo mmito freqiiente no texto de
Cantor®. Eles slio definidos de forma que seguem da existéneia dos outros e, por outro lado,
respeitam as relagbes e propriedades nfio criando contradigtes. Por isso, ele é um conceito
verdadeiro, do reino da matemdtica, que se faz presente, por ser coerente, na realidade mental
¢ externa. Também, a coerfnoia ¢ relativa & natureza desse novo nitmero ¢ os j4 existentes.
Vamos reconstruir esse argumento paugademente, partindo da idenfificagio do 'elemento
formalists’ da filosofia de Cantor. Nesse ponte aderimos & interpretago de Hallett (HALLETT,
1984, p. 12-24) ¢ descartamos uma sbordagem mais pontual agui expressa pela descricfio de
um artigo de Graftan-Guinness { GRATTAN- GUINNESS, 1980, p. 61-93).

Hallett enfatiza a "coeréncia”, que passaremos a explicar em seguida, em detrimento
da "consisténcia”, esclarecendo a relagio desses dois elementos - formalistar e platonistas -
que, se interpretados simplificadamente, parecem contraditérios. Em seguida, interpretamos
esse elemento formelista internamente a sua concepglio filos6fica geral, explicando o
significado da existéncia para Cantor ¢ como as coisas existentes refletem-ze na realidade
mental e externa A questio da existéneia atinge explicacBes teolGgicas, 45 quais nos referimos
muito rapidamente no final desta segéo.

Cantor spresenta um forte trago formalista, que pode ser observado stravés da
construgio dos mimeros transfinitos pelos principios de formagfo partinde dos niéumeros
‘inteiros positivog’ j& existentes e, também, pelas afirmagdies relativas 4 importincia da
consisténcia no estabelecimento de um novo conceito:

"A metemdtica ¢ completamenie livre em seu desenvoivimento e
limitada apenas pele amto-evidéncia acerca de seus conceitos que
devem, sc mesmo tempo, nfo ter contradicbes internas e estar
dispostos dentro de relagdes definidas organizadas pelo significade de
definicdes de conceitos j4 previmmente formados, existentes e

provados" (CANTOR, 1883, 5. 8, p. 79).

e fato, muito maiz do que un exemplo freghente, a definigio dqs némeros irracionsis compde
proprimmente o artigo de 1883 (CANTOR, 1883, 5 9, p. 80-81), além da publiceclio de 1872,
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Segundo Cantor, os grandes matemdticos nfio teriam alcancado suas teoring caso houvesse
"limitaches metaflsicas™ para introdugfio de novos conceitos, on seja, o desenvolvimento desss
area do conhecimento ¢ assegurado pela liberdade dela:
"..t 8¢ Kummer nfic tivesse tomado a liberdade, rica em
consequéncias, de infroduzir o chamado nimero "ideal” na teoria dos
niimercs, nés nfio estariamos hoje na posiglo de admirar os excelentes
e mnito importentes trabalhos de élgebra ¢ aritmética de Kronecker e
Dedekind” {CANTOR, 1883, 5.8, p. 79-80).

Sobre esses aspectos formalistas Graftan-Guinness afirma que, para Cantor, a
"consisténein da construgdio é condigio necessaria e suficiente para a existéncia do mimero
construido" (GRATTAN- GUINNESS, 1980, 83). £ possive! interpretar assim a afirmagéo de
Cantor partindo de uma andlise literal e poniual, resirita ao trecho citado, que coloca a
matematica absolutamente livre em sen desenvolvimento, limitada apenas pela condigéo de
seus conceitos nio permitirem contradigdes internas. Nesse caso, & consistdneia ¢, portanto, o
fator determinante da existéncia em matematica Os limites da matemdtica para Cantor seriam a
contradigio, isto &, a consigténeia ¢ condigho para 8 infroduglo de novos conceitos e para
garantir a realidade o legitimidade para gqualquer tipo de mimero- racionmal, irracional,
complexo ou transfinito- como ocorren, segundo Cantor, com o estabelecimento 'recente’ dos
niimeros complexos ¢ dog irracionais.

Entendemos que a afirmacfo de Grattan-Guinness ¢ mais forte e abrangente do que de
fato podemos observar do pensamento de Cantor, spesar de bastante razodvel quando
focalizamos trachos especificos do artigo de 1883, A interpretagfic de Grattan-Guinness nos
leva a salientar eass possivel interpretaciio meis literal do artigo de 1883, que possui como
consequéncia a éufase no formalismo, no sentido de ‘aparentemente’ dispensar as consideragGes
gobre a existéncia em fun¢fio da consistente integragéo do nove conceito, particularmente de um
namero:

*A materndtica é completamente livre em seu desenvolvimento ..Em
particular, na introdugfio de novos niimeros o matemdtico ¢ obrigada
apenas a dar as defini¢Bes deles como que tomando-thes um tipo de
determinacin, ¢, em certas circunsténcias, um tipo de relagio com os
nimeros antigos, que, no caso dado, thes permite serem definitivamente
distingnidos um do outro. THo logo um nGmero satisfaga todas essas
condigdes, o matemitico pode e deve observar isto como existenie e
real.” {CANTOR, 1883, 5.8 ,p. 79).

% pbaixo fica maix clere o que Cantor emtende por limitagto metafisica
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E evidente a sugestdo da formalizagso implicar na existéneia, disnte da afirmagdo "o
matemdtico é obrigado apenss a dar as definigtes deles..”. Porém, Cantor, de fato, acrescenta
mais coisas sobre a realidade dos mimeros, que acebam revelando a existéneia dltima deles,
determinando assim o limite do formalismo na sua concepglio.

Acreditamos que a consisténcia é tomada por Cantor como o parfimetro de justificagéio
de sua teoria, o que garante a existéneia dos conceitos na medida em que haja coeréncia no
contexto em gue se estabelecem. Sem: inconsisténcia nfio bd raz8o para negar a existéncis dos
mimeros trangfinitos™. Entretanto, Cantor nfo afirma que qualquer conceito {(inventado ou
construfdo) possa existir simplesmente porque nflo fraz inconsisténcia. Isso ficard claro a
segalir, quando explicamos como o nfimero existe previamente na concepgéio cantoriana,

Com isso entendemos gque Grattan-Cuinness ¢ estanque em sua exposicio, visando
apenas a descrever isoladamente cada 'elemento da concepgfo de Camtor' sem analizd-lo
levando em consideragfic os outros aspectos de sua concepefio. Contudo, Grattann-Guinness
athmite que Cantor nfio ¢ um formalista em dois aspectos: primeiro, porque este nfio reconhece
a matemitica como simbolos vazios simplesmente satisfazendo a consistdneia, diz o
comentador, comparando-o com o formalismo dos contemporfneos de Cantor, Heine e
Lipschitz, segundo, porque ele nfio demonstra, através ds ‘metamatemdtica’, a consisténcia de
gua feoris, agui comparsndo-o com o formalismo sssociade a Hilbert (GRATTAN-
(UDNNESS, 1980, 84).

O argumento de Hallett nos parece mais profunde ¢ coerente com og demais aspectos
da concepchio filoséfica de Cantor, distante de uma inferpretacfio literal. Hallett expressa muito
bem u relagfio desse ‘elemento formalista’ com os demais elementos, afimando que a
consisténcia ¢ importante na filosofia de Canfor mas, por sua vez, nfio caracteriza o formalismo
no que tange 2 natureza do nfimero, isto é, questdes filoséficas sobre a existincia fazem parte
da filosofia de Cantor, a0 contréric do formalismo convencional, que se limita & discutir &
consisténeia e a auséncia de contradigbes, de modo gue se torna impertinente a discussio sobre
& existéneia:

"Mag, em vittude desga similaridade [com o programa formalista
de Hilbert®®], ¢ importante acentuar de novo a diferenga enfre a posigéio
de Cantor e aquela dog formalisiss. Cantor sfio estava apenas e de futo
mpito seriamente ocupado com 2 nfio contraditoriedade dos conceitos
{Certamente ele nfio estava atento # consisténcia formal, ja que nfo

FCantor discute na seclic 6, 1883, us pousiveis inconsisténcisy destes dois tipes de mimeros.

*Hallett ngui nlio estd se referindo uos siztemas formeis wxiomiticos de ‘Hiibert, mas & iiherdade da
materndtica em retagfio 2s investigaobes flogdficas dos seus conceitoy, em particular do infinito. (HALLETT,
1984, p. 193,
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tinha nem idéia de uma teoria formaimente apresentada). Methor dito, a
énfase de Cantor em um novo conceito mantendo ‘relages ordenadas
com conceitos j4 existentes’ ¢ mmito melhor descrita enguanto uma
no¢lo de coeréncia, preferencialmente com a coerente integragio &
estrutura conceitual existente do que a mera nfo contradicén. ....Mas,
na préifica, os mateméticos concentraram-se muito mais em sigo como a
coeréncia de Cantor, a extensfio ¢ generalizacBo plausiveis das teorias
14 razoavelmente bem estabelecidas. E nesse gentido ela tem sido bem
livre" (HALLETT, 1984, p. 19, (grifo do autor}}.

Hallett parece lever em consideragio, nessa interpretagfio, a recorrente
exemplificagfio histérica dada por Cantor, argumentando do seguinte modo: encontram-se na
histbria da matemdtica, defini¢des de um nove conceito através da extensfio de, e em harmonia
com, conceitos previamente estabelecidos. Fesa argumentagfio ultrapassa o limite estrito da
afirmaglio de Cantor sobre a liberdade da metemdtica, mas represents o caminho que um
conceito novo deve percorrer e as condigBes que precisa satisfazer para se estabelecer. A
objetividade e a realidade de um novo conceito ficam garantidas pela coeréncia que, por sua
vez, nfio ¢ a determinaglo exclusiva da sua existénein. A existéneia estd suficientemente
caracterizada em outras passagens que abordaremos em seguida

Para Cantor, um conceito matemético nfio é produto da construglo mental que se
ingtityi no corpo do conhecimento, caso nfo cause contradigdes. Tampouco a origem de um
conceito matemético estd na experifnein sensivel e esta nfic induz o conhecimento. A
matemética splica-se ao mundo externo e nfio ¢ obtida daf como pode parecer por essa
aplicagio™. £ o que Cantor expressa so sxplicar que o continuo nio pede ser elucidado pela
intiigdo do tempo (ou do espage), mas ocorre o confrério, ou seja, primeiro ¢ realizada wma
teoria conceitual absirata com a qual nog pré-equipmmos para investigar ¢ mondo fisico
(HALLETT, 1984, p. 15):

"E » minha opini8o gque o tempo ¢ uma noplio que, para sua clars
explicagfio, pressupbe o conceito de continuidade, o qual ¢
independente dele...” (CANTOR, 1883, 5. 10, p. 85).

A reglidade externa pode estinmiar a mente em busca das associugles, ag quais
resultam na instalagio de bm conceito real por via da formalizaclic mencionada O que
queremos dizer & que a realidade da matemética € acessivel imedistamente 4 mente ¢ ge institui
legalmente no que reconhecemos da matemdtica através da definigfio e determinagfio da relagfio
£Om o que j4 existe:

FCantor parece associar realidude externa & 2plicagio, como veramos adiante.
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"....0 conhecimento pode ser obtido pelo significado de conceitos e
idéins os quais podem, no méiximo, ger estimulados pela experigncia
externa, mas sfo formados principalmente atravéy da indugio e
deducfio interna como alguma coisa que, em certo sentido, {4 estd
colocada em nés ¢ meramente deve ser despertadn e trazida para a
consciéncia” (CANTOR, 1883,5.8, 0.6 p. 95).

"... na introduglic do novo niumero o matematico ¢ obrigado apenas a
dar a definicio dele como que emprestando-lhe um tipo de
determinagio e, sob certas circunstincias, suss relagfies com os
nGmeros antigos, as quais, em dados casos, permitem que seja
digtingnido dos owres. Téo logo um niimero satisfaga todas essas
condi¢les, o8 mateméticos podem considerar o nove nimero como
existente e real.” (CANTOR, 1883, 5.8 p. 79).

Portunto, pera definir wm novo nimero, que foi trazido a consciéncia, ¢ necessdrio
formular sua definigfio e estabelecer sua relaglio com os miimeros antigos. Notamos, ainda, que
0 move nimero ou conceito a ser introduzido j& possuia ‘exigténcia prévig’ e & trazido &
congciéncia pela agsociagio de idéias. Esse ¢ um dado confrério a um formalismo puro. Cantor
dd como exemplo os nimeros complexos e os milmeros irracionais, nos quais estas duas
condigbes sho simultaneamente realizades Também o minmero trangfinito foi definido como
limite da seqiéncia dos nimeros inteiros positives, assim como of nfimeros irracionais foram
definidos como limite da segiténcia dos niimeros racionais:

"0 procedimento para a correta formagfio de conceitos ¢, na minhs
opinifio, sempre o mesmo; mwna coisa sem gualidades ¢ colocada, a
qual nfo é nada inicialmente mas apenss um nome ou um sinal A, e a
este ginal s#o designados diferentes, mesmo infinitamente diversos
predicados compreensiveis de maneira ordenada, predicados cujos
significados estejam ligados a idéias existentes j4 conhecidas e que nfio
devem contradizer uns nos oulros, desse modo, a relaglio de A com
conceitos j4 existentes, ¢ em particular com os cognosciveis, £
determinada. Uma vez gue esse processo esteja definitivamente
concinido entio todas as condigBes para despertar o conceito A, o qual
estava adormecido em nés, existem, e neste momento 6 conceito estard
pronto, equipado com a realidade intrasubjetiva a qual € a Ynica coisa
que pode ser exigida por qualquer conceito. E tarefa da metafisica
estabelecer, entlio, seu significado transiente.” (CANTOR, 1883, n. 7 ¢

8, p. 95).
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Enfatizamos desse frecho a formalizagio de um nove conceito, obtida a partir da
coeréncia com o8 j4 existentes. Além disso, um novo elemento da sua concepeiio filoréfica se
introduz no nosse texto por meio dessa citaglo, 2 ssber, a realidade do niimero: imanente ¢
transiente. E, sobre a realidade, a énfase na primeira ¢ que de certa forma condiciona a
segunda

Expiiquemos melhor: a existéncia dos niimeros manifesta-ge através de dois tipos de
realidade. Evsa dupla realidade do nfimero, assim como a existBacia, é um prolongamento da
realidade dog nitmeros j& exigtentes. Cantor insiste na existéncia real dos nmeros transfinitos
{CANTOR, 1883, 8, p. 78} assim como para ele existem, na realidade atnal, os niimeros
racionais, irracionais ¢ complexos, Ele acredita, sinda, conforme expressa em 1883, na mesms
'natureza’ dos mimeros finitos e transfinitos e essa ¢ a sua estratégia de definigio e justificativa
do nove nmero. Discutiremos 4 seguir qual é a natureza dos nimeros para Cantor, Por hora,
observamos apenss que a realidade e objetividade do mimero transfinito ¢ semelhante 2
realidade dos nimeros finitos, cuja existéncia &, por um lado, naturalmente refletida na matéria
¢ espago do mundo fisico e, por oufro lado, distinta na mente em relagfo aos outros nhmeros.

Ao infroduzir o nove mimero « Cantor justificon sua existéncia através da concepeéio
de doia tipos de realidade: a realidade imanente ou intrasubjetiva, que diz respeito s um lugar
ou posipiio definida em nossa mente ou intelecto, que tora o nfimero claro e diferenciado dos
ouiros componentes do nosso pensamento, assentado em relagBes definidas entre eles, e assim
modificando & nosss mente de forma definitiva; ¢ uma realidade transiente ou transubjetiva,
observada come expresafio ou imagem das ocorréncias e relagdes no mundo externo em relagio
ao intelecto {CANTOR, 1883, 5.8 p. 78). O que Cantor entende por realidade imanente ¢ mais
claro para nos do que pogsa ser para ele a realidade transiente. Sobre a realidade imanente,
Cantor refere-ge a Platho afirmando que o 'conhecimento de conceitos estd mumido da
verdadeira luz’ e que 'o que pode ser conhecido é e o que nfio pode ser conhecido nfio &', A
realidade imanente diz respeito & existéncia des entidade dentro do pensamento por meio das
defini¢Bey; a realidade fransiente & aquela externa em relagfio ao intelecto e diz respeito ao que
existe concretamente no mundo flsico, porém de forma diferente da usual, na medida em que
considera og elementos construidos da teoria parte do mundo externo:

" ..a8sim como as diferentes classes de nimeros (I), (I), (1), ¢ a
outras represeniantes das poldneias, a3 gqumis ocorrem de fato na
nafureza corporal ¢ mental.” (CANTOR, 1883, 5. 8, p. 79).

A realidade transiente manifesta-ge por exemplificagfio ou representagfio no mundo
fisico através da expressfio de grandezas ou relagdes que caracterizam fendmenos fisicos, de
modo que se assemelham a0 que costumamos chamar de aplicagdes da matemdtica. A realidade
transiente corresponde, no caso dos pikmeros irracionais, por exemplo, & representaglio na reta
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geométrica dog nlmeros reais, por um axioma {ver CANTOR, 1872). Assim como os nimeros
yracionais estavam em certo sentido concretizados em virlude da sua representagfio geométrica
(2 a diagonal de nm quadrado de lado 1), Cantor estabelece uma realizagfio material para os
nfmeros transfigitos obtida em virtude da splicacfio na fisica matemética, relativamente as
propriedades quimicas da matéria, luz, calor, elefricidade e magnetismo (ver DAUBEN, 1979,
p. 126). Ele afirma, entBo que a matéria do universo fisico, deixada totalmente indefinida na
maioria das pesquisas sobre o gssunto, é da primeira poténcia, enquanio que o érer gae compde
a patureza é da segunda poténcia e, ainda, pode~se considerar qualquer coleg¢fio infinita de
objetos (DAUBEN, 1971, p. 89 e 91}):
"Com base nesse ponto de vista {a existéneia de duas diferentes classes
de ménadas, a matéria corpdrea e o éter|, a primeira questio sobre a
qual nem Leibniz nem seus sucessores pensaram, ¢ & respeito da
poténcia daquelas duas matériaz em relagfio a seus elementos, desde
~ que sejam vistos como conjuntos de ménades de ratureza corpdrea e
etérea. Relativo a iszo, anos strds, eu j4 formet a kipdiese de que a
poténcia da matéria corpdrea é a que en chamo nas minhag pesquisss
de primeira potéacia ¢, que a poténcia da matéria etérea é de segunda
poténcia. Para esse conhecimento existem vérias razles que eu
explicarei suma ocasifin posterior.” (CANTOR, Uber verschiedene
Theorie aus der Theorie der Punktmengen in ... 1885, p. 275-6 {grifo do
autor))v.

Ocorre, segundo Cantor, que a realidade transiente ¢ menos importante para o
matemstico do que a realidade imanente. Retomando finalmente a tlima frase da citaglio
acima, que afirma que o significado transiente € entfio tarefa da metafisica, (CANTOR, 1883, n.
7 e B, p. 95), lembramos que, para Cantor, 2 matemsdtica ¢ livre ¢ independente daquela
diseipling, & qual cabe estabelecer o significado transiente. QObservamos também que Cantor
parece acreditar que a realidade mental do nimero (ou outra noglo matemdtica) sempre
implica na realidade externa dele, ou seja, para o matemdtico ¢ suficiente obter o significado
imanente porgue a expresafic externs virs por pesquisas metaflsicas ou de outras ciéncias:

r _nio ha dividag para mim sobre esses dois tipos de realidade que
sempre serfio encontrados juntos, no sentido de que um conceito que ¢

W guf diesem Standpunkte ergibt sich als die erste Frage, woran aber weder Leibniz noch die Spdteren
gedacht haben, welche Machtigkeiten jenen beiden Materien in Ansehung ihrer Elemente, sofern sie als
Mengen von Korpen- resp. Athermonaden zu betrachien sind, zukomumen; in dieser Beziehung habe ich mir
schon vor Jahren die Hypothese gebildet, dafd die Machtigkeit der Korpenmuterie digjenige ist, welche ich
in meinen Untersuchungen die erste Machtigkest nenne, dafl dagegen die Machtigheit der Athermaterie die
zweite ist." (CANTOR, 1885, p. 275-6 (grifo do mtor)).
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considerado existente com respeito 4 primeira realidade {imenente]
gempre terd, mesmo que de diversos modos, uma realidade transiente.
Evidentemente, a determinag8o dessa realidade geralmente esidi entre
as tarefas mais probleméticas e dificeis da metaflsica e, com
fregilencia, deve ger deixada para o tempo em que o desenvoivimento
natural de outra cidncia revele o significado transiente do conceito em
questio. " (CANTOR, 1883, 5.8, p. 79).

A tarefa do matemitico ¢ considerar a realidade intelectnal, sendo isgso smuficiente
devido a uma 'coeréneia’ entre ag duas realidades, imanente e fransiente, que se fimdamentam,
ambas, em uma "unidade de tudo™:

"...0 matematico na formulagdo do seu material conceitual precisa
abranger explicagBes somente e unicamente da realidade imanente dos
seus conceifos, assim ndo estd sujeito a qualguer obrigagfio de testar
também esses conceitos com respeito s sua frameiente realidade
{CANTOR, 1883, 5.8, p. 79).

( mais importante para nés n#o sfo as atribuigdes do matemdtico e a diferenga da
matemética e das outras ciéncias abordadas na seqiiéncia do texto citado. Importa-nos afirmar,
primeiro que a matemdtica ¢ livre no sentido de que ¢ livre da reslidade transiente ou
explicagBes metafisicas e limitada spenas pelas contradigBes internas possiveis de existir na
relaglio da nova definig8o e dos conceitos previamente construfdos. Lembremos que o nitmero
transfinito "torna-se parte indisputdvel da matemdética” (DAUBEN, 1971, p. 89).

Notamos, ainda, que essa liberdade da matemdtica pode ser entendida nms duag
realidades, imanente e transiente, ou além delas. A propria liberdade da matemstica ou algo
que esta por trés dela, fornece a ligagfio das duas realidades, tarefa da metafisica, diz Cantor,
garantindo a existéncia na realidade transieste, quando um contelido é apenas concebido
mentalmente inserindo-se sem contradizer o que ja se conhece. O que esta por tris dessas duas
realidades foi identificado por Hallett no trecho em que Cantor fala da coeréncia das duas

realidades conectadas num todo:
"Esta coeréncia das duss realidades {é suficiente para o matemsdtico
determingr uma, sendo que a outra vird com o tempo] tem seu
verdadeiro fundamento na Dnidade do Todo a qual nds mesmos
pertencemos. " {CANTOR, 1883, s. 8, p. 79; grifo do autor).

Ao mesmo tempo em que, por um lado, uma realidade ¢ independente da outra, por
outro, g unidade da matematica oferece coerdncia entre elss. Essa coerénein, segundo Hallett, ¢
determinada por um apelo a Deus muito timido e obscuro, presente nesse trecho do artigo de
1883, identificado nesge Todo (HALLETT, 1984, p. 20}
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O apelo a Deus acaba se confirmando no tratamento fituro sobre a existéncia
{HALLETT, 1984, p. 20). De fito, ele vai se tomando mais freqiente so longo do
desenvolvimento da sua teoria e, possivelmente, relaciona-se com as dificuldades que o autor
enconira na sua aceitagfio. Entretanto, isso néo quer dizer que Cantor sempre manteve a mesma
posigho e constncia em relaglo A crengn em Deus sustentando sua teoria. Apresentsremos
trechos que ilustram que Cantor passa a apelar a Deus e que nem sempre foi assim para ele.
Faremos essa breve mengfo porque enconiramos enfre os comeniadores uma afirmacfio
contréria a essa, o que cria uma oportunidade de um pequenc contato com esse importante
asgunio da concepefio de Cantor. Exibiremos um trecho de uma carta de Cantor a Hermite, em
que ele afirma ter mudado de posicfo em relagfic a uwma das teses que defendeu no
doutoramento. Em seguida, reproduzimos um trecho no qual Danben afirma que Cantor sempre
manteve 4 mesma posi¢io quanto 4 evocagfio a Deus para justificar sua teoria.

Numa carta de Cantor a Hermite, de 1985, ele parece afirmar ter mudado de posigtio
com relaglio 4 existéneia dos objetos da materadfics. O antor afirma que, no seu exame escrito
de doutoramento, das trés teses que ele defenden publicamente nessa ocasifio, a ferceira
concordava com a posigBo de Hermite, a qual afirma que “os nimeros iateiros parecem-me
constituir um rmumdo de realidades que existem fora de nds, com o mesmo cardter de absoluta
necessidade que arealidade da natureza, onde o conhecimento nos € dado por nossos sentidog”.
(HERMITE, apud CANTOR, 1967, p.262). Tese esaa formulada por Cantor do seguinte modo:

"Nitmeros integros simili modo atque corpore coelestia totum
quoddam legibus et relationibus compositum efficere.” (CANTOR, G.
Cantor au Charles Hermite (1895), 1967, p. 262 (grifo do autor)).
Eniretanto, na ocasifie desta carta, Cantor reprodnz sua tese para contrarid-Ia, pois ele muda de
posiglo e acredita que a realidade dos nfimeros inteiros lhe parece ser bem mais forte do que
as 01988 que existem externamente
"Permita-me observar que a realidade e a regularidade absoluta dos
nimeros inteiros parecem-me ser bem mais fortes do que aquela do
mundo sensivel” (CANTOR, G. Cantor an Charles Hermite {1895)
1967, p. 262Y%.
Ele ingiste que & realidade e absoluta legitimidade dos nfuneros neturais é muito maior que
qualquer existéneis no mondo real perceptivel através dos sentidos. Isse ocorre por uma Ginica

Herimeras inteires, do mesmo modo que os corpos celestes, constituem wma espéae de todo, regides por
ez e relagdes”.

WeGestatien Sie mir aber daziz bemerken, dafi mir die Realitat und absclute Geselemafigheit der garnzen
Zahien eing viel starkere g setn scheint als die der Sinnenwelt, " (CANTOR, (1895) 1967, p. 262).
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¢ simples razfio: os nimeros, se tomados coletivamente ou separadamente, existem no intelecto

divino:
“E que 1830 seja assim [mais forte que a existdncia no mundo sensivel]
86 tem uma fBnica razfo muito simples: a razfio pela qual os mimeros
inteiros, se tomados separadamente ou na sua totalidade atus! e infinita)
existem no intelecto Divino enquanto idéias eternas no mais alto grau
da realidade. " {CANTOR, G. Cantor an Charles Hermite (1895), 1967,
p. 262)%.

J. Dauben interpreta essa mesma passagem de modo confrdrio. Dauben acha que a tese
de Cantor exposta no exame de doutoramento ¢ semelhante 4 tese da realidade eterna do
intelecto divino dos nidmeros naturais:

"Cantor acrescenta que esse conhecimento {da existéneia dos niimeros
asturais no intelecto divino] nfio veio para ele como uma nova
revelagfio. De fato, ele j4 tinha expressado visfio similar no infcic de
sua carreirz, em 1869, em uma das frés teses do final do sen
Habilitationsschrift’” (DAUBEN, 1979, p. 228.229).
Discordamos dessa interpretacfio com base no proprio texto de Cantor, a carta a Hermute, e
pela relaclio nfio complementar das duas teses, a saber, existincia mo mumdo externo
perceptivel pelos sentidos e existéncia no intelecto divino.

Diante da ‘evoluglo’ na concepgfo de Cantor sobre a realidade dos nameros,
constatada acima, levantamos g questio a reapeito da posigfio de Canfor, em 1883, mais
préxima daguela exposta por Hermite ou tendendo mais para a existéncia no intelecto divine.
Acreditamos haver uma pequena referéneia a essa posicho em defrimento da existdneia do
nfimero no mundo externo, egta dltima visivelmente rechagada por Cantor em 1883, conforme
i4 citado acima. Com isso concluimos que, & partir das exposigSes da teoria do namero
trangfinito, de 1883 em diante, o apelo & Deus estd presente e se torna cada vez mais frequente
e evidente.

A unidade, identificads por trés das realidades imanente e trangiente, é o que
comumente conduz & afirmagiio de que 'qualquer mencio ao formalismo seria sobreposta pela
realidade dos conceitos matemsticos’, gue existem como que em 'im reino permenente e
independente’, o reino da matemdtica finica e absoluta gue possui como ‘crivo’ para a
determinagfo na realidade mental o surgimento de contradiglio, que aponta rapidamente quando
tm congeito ¢ initil oun infutifero. Por exemplo, Cantor consirdi oz niimeros ordinais pelos

B *Und dafi es sich so verhdll, hat einen einzigenm, sehr einfachen Grund, ndmiich diesen, dafi die ganzen
Zahlen sowohi getrennt wie auch in shrer actual wnendiichen Totalitdt ais ewige Heen in intellectu
Divinolm hdchsten Grade der realitdl existiren. (CANTOR, 1855, p. 262).
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principios de formagfio, mas isso ndo quer dizer que sfo produtos da construgfio mental
(TILES, 1989, p.112). O matemdético tem, gradusimente, acesso 4g verdades, que se instalam
em meio ao conhecimento j4 adquirido e respeitam as regras do conhecimento ja consolidado.

Para finalizar nossa sbordagem, obtida a partir da exposigio de Hallelt, citamos esse
mesmo antor que concatena os aspectos actma enfatizados da filosofia de Cantor: a liberdade
da mstemsgtica e n existéncia da matemsfica no intelecto divino, caracterizando com bastante
precisio o significado da existéncia na filosofia de Cantor:

"() que Cantor sugere primeiro ¢ que a auséneia de contradigles de um
conceito {ou de coeréncia se nos seguimos a apregentagdo de 1883)
torna possivel que objetos caiam sob ele. Entéio, neste caso, diz Cantor,
tais objetos podem ter sido criados por Deus." (HALLFTT, 1984, p.
20).

Com isso, a questdio da existéncia, obscurecida pelo elemento formalista de Cantor,
explicado acima através da afirmacéio de Grattan-Guinness, fica melhor compreendida como
'poasivel de existir pela consisténcia’, isto ¢, se ndo surgir inconsisténcia, o matemdtico estard
diante de um conceito existente ¢ real do intelecto divino e nfo simplesmente dispensa a
questfio sobre a existéncia

Essa interpretagfio de Hallett, que evidencia uma reslidade divina por trés da
imanente ¢ transiente, estd coerente com o "esquema ou categorizagho do infinito” na teoria de
Cantor. Esse esquema se baseia nas distingdes entre: (i ): o infinito potencial; { ii ): o infinito
atual que, por sua vez, originalmente na concepedio de Cantor, desdobra-se em { it )(a): o
infinito afual aumentével, on transfinito e ( it ¥b): o inaumentavel ou Absoluto infinito siual
(HALLETT, 1984, p. 12). Cantor explica detalhademente essa diferenga, que ¢ seu argumento
contra acusagdies 'panteistas’ da sua teoria (ver CANTOR, Uber die verschiedenen Standpunkte

in bezmig auf das aktuelle Unendliche, 1885, p. 375-6}.
Considerando esses elementos que caracterizam s concepgfio da matemdtica de
Cantor, passamos a verificar as alteracBes nas definipdes de nimero cardinal e ordinal para

compreender o emprego da abstragdo nas definigdes.

13 A NOVA ESTRATEGIA NA DEFINICAO DOS NUMEROS TRANSFINITOS: O
EMPREGO DA ABSTRACAO EM 1884-189%



Na coletinea de textos publicados originaimente em 1887 ¢ 1888% comentada por
Frege, Cantor prossegue 2 exposicfio da teoria dos nilmeros transfinitos, acrescentando
explicagbes e justificativas de cardter filoséfico ¢ teolégico, respondendo a diversas criticas
que havia recebido ¢ tentando novas abordagens para resolver a hipétese do continuo. Em
1883, ele havia percebido a independéncia entre a poténcia ¢ o nimero ordinal, mas optou por
desenvolver sua teoria sobre az classes de nimeros. Entre 1883 ¢ 1895, movido pelas
dificuldades com a noglio de ordem, que envolve a poglio de enumeral ¢ a suposiclio de que
todo conjunto pode ser bem ordenado Cantor, por um lado, obteve um grande aprofindamento
na feoria de conjuntos ordenados e do 'tipo de ordem’ (generalizacfo da nogHio de emumern]).
Por outro lado, visto nfio obter os resultados necessérios nessa drea, resuita a desvinculactio da
teoria dos nimeros cardinaiy da teoria dos ordinais, através de formulagfio equivalente para
ambas ag teoriag por abstragio de conjuntos e nfio mais com uma nogfo definida a partir da
outra, rompendo com aquela definiglio de poténcia por classes de ordinmis. Explicaremos,
inicialmente (segfio 1.3.1), essas dificuldades que devem ter conduzido Cantor a utilizar a
abstragfio para definir pimeros ordinais e cardinais,

Tendo descrito acima aspectos da teoria dos nimeros transfinitos (segio 1.1.1), o
foco da nossa atengfio, nas publicagdes posteriores a 1883, ¢ a spresentacfio da nova forma de
definir ¢ findamentar a existéncia dos nfimeros cerdinal e ordinal através da “abstragfio” dos
conjuntos, comum nos artigos de 1887 e 1895. Esse elemento novo introduzido por Cantor, o
recurso & sbstracdo, ainda visa & estruturagfio da teoria dos nlimeros transfinitos ¢ traz nma
certa homogeneidade por meio desse recurso, utilizado para definir a noglio de tipo de ordem,
de niimero ordinal, de poténcia ou nimerc cardinal, finito e transfinito. Daremos as novas
definicBes na segfio 1.3.2, explicando como o recurso & sbstragéo pode estar contribuindo para
afastar ag dificuldades apresentadas. As defini¢des por sbstrac8o apresentadas no artigo de
1887 se assemelham 4s de 1895 e por isso as utilizamos também.

Obviamente nio se incluem nos comentdrios de Frege de 1892 an publicacdes de 1895
e 1897, parte 1 ¢ II do Beitrdge zur Begriindung der fransfiniten Mengeniehre ue
representam ‘2 maior publicacio matemdtica de Cantor' (DAUBEN, 1979, p. 169} ou
‘spresentam as afirmac8es fingis ¢ logicemente maig apuradas dos muitos ¢ mais importantes
resultados da longa série de artigos publicados a partir de 1870' {(JOURDAIN, 1915, p. v).
Mesmo nfio sendo comentada por Frege, sbordaremos aignmas definigdes dessas publicagbes,
pois ag mudsngas do artigo de 1887 para o de 1895 aparecem, sobretnde, no modo de

BCANTOR, Mitteilungen mr Lebre vom Trensfiniten, 1887 ¢ 1888, Reeditado come parte do Gezammelte
Abkondlungen zur Lehre vom Trarnsfiniter, 18%0, Quiro urtigo reeditado nesse livre denormina-se Uber dis
verechicdenen Standpunkte in bezug auf dag aktuelle Unendliche. Utilizamos aqui a coletlnea organizada por E.
Zermelo, de 1932,
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gpresentar a teoria e na exclusfo das explicagbes de carater filosdfico e teolégico, que coupam
grande parte da publicacfio de 1887. As definigbes de miimero cardinal e a relag#io de ordem
dog nfimeros, sssuntos que nos interessam, assim como as regras da adigfo, por exemplo,
aparecem igualmente em 1887 e 1895, com pequenas diferencas (DAUBEN, 1979, p. 171, 172,
173). Namedida da necessidade dessa pesquisa retomaremos, com a especificacfio necessdria,
afio 86 a diferenca de contetidos do artigo de 1887, comentado por Frege, como também dos
arfigos de 1895 e 1897,

Ao longo das apresentacSes da teoria dos mimeros transfinitos, o objetivo e &
concepodio filoséfica ds matemstica de Cantor sfio permanentes, ambos no que diz respeito ao
que abordamos acima. Quanto & concepefic filosbiica, Cantor mantém sua crenga num reino
permanente das verdades que, ao serem reconhecidus na mente, devem ser inseridas go
conhecimento j4 institmido. Quanto g0 objetivo, basicamente o problema é a apresentagfio
consistente da seqiénecia dos mimeros transfinitos o que requer, especificamente, precisar a
conexéo enire o enumeral (nessa ocasifio tipo ordinal [ Ordrungstypus]) e o conjunto, que se
associam 'imedistamente’, porque @ no¢fo de enumeral possibiliton a definiglic dos novos
siimeros. Essa constincia poupa-nos a repeticfo dos dados da teoria de Cantor permitindo-nos
utilizer os artigos de 1895 ¢ 1897 ¢ ter a concepefio de Cantor descrita acima como base do seu
pensamento em todo esse periodo.

Poténcin, agore, também é denominada nitimero cardinal. Sobre isso ressaltamos que
Cantor mantém os dois termos até, inclusive, a sua publicagfo de 1895 ¢ 1897, como
poderemos ver na citagfio abaixo {se¢do 1.3.3), quando eles sfo empregados como sindnimos,
o que representa uma alteracfio das Gitimas publicuges em relaglio a de 1883 - diante da qual
foi levantada a questdo a respeito de a poténeia ser ou nio um nimero. Entendemos e
explicaremos na secBo seguinte, que em 1887 a importineia ¢ o significado especificos das
nocles de emumeral e poténcia, intermedidrias entre conjunto e nikmero, estdo em transigfo com
refacio 4 publicagéio de 1883 ¢ a8 de 1895 e 97, no sentido de irem gradualmente perdendo a
fing#io como nogdes intermediérias, que é grande em 1883 e praticamente desaparece em 1895,
como que num taovimento de elaboragfo da ligag#o entre conjunto e nfimero.

Cufra nogfio, & de conjunto, aparece mais geral a partir de 1883, Cantor substitui o
conjunto de pontos por um reino abstrafo onde as unidades sfo desembarapades da sua
realidade fisica e até mesmo da ordem que elny devem apresentar para produzir os niimeros
ardinais e cardinais fransfinitos. Ocupar-nos-emos, a seguir, especificamente dessa nogio.

1.3.1 A nociio de cenjunto em Cantor
A noglio de conjunto, apesar de findamental em sua teoria, é também importante pars

nosso objetivo porque 2 abstragfio é realizada a partir de conjuntos e ¢, em geral, muite pouco
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explicada por Cantor. Restringimo-nos aqui a apresentsr dois aspectos da sua nogfio de
conjunto: primeiro, aguele que conirasta mais imedistamente com Frege, que diz respeito a
énfase aos elementos dos conjuntos em detrimento da intencfio que os reine; segundo, um
agpecto que se destaca em relaglio 4 teoria de conjuntos contemporfnea: sua intuigdo de
conjunto transifive. O termo ‘conjunto’ quando empregado no artigo de 1883, ¢ explicitado
somente em uma nota de rodapé que explica o significado de 'teoria de conjuntos”:
"For uma "variedade” ou “conjunto” eu entendo geralmente toda
nuidtiplicidade que pode ser pensada como uma, isto ¢, qualquer
totalidade de elementos definidos que, por meio de uma lei, podem ser
unidos num todo ¢ ..” {CANTOR, 1883,s.1, 01, p. 93)45.
Desse modo, a nogo de conjunto relacions os elementos ¢ 2 lei que os retine. Percorrendo o
artigo podemos afirmar, entretanto, a énfase ao elemento em detrimento da unidade do conjunto,
dado que, no seu curso, Cantor refere-se 4s clagses dos niimeros, a0 invés de 'conjuntos’, as
guais sfo construidas pela introdugéio de elemento por elemento que as constitiem, elementos
esses determinados pelos principios de formagfio. Observamos oportunamente que, nesse
artigo, Cantor ainda estaria associando conjunto a conjunto de mimeros36.

No artigo de 1887, em que Frege se baseia no prolongamento dessa discussfio, fica
mais claro que Cantor frata os conjuntos pelos elementos que s&o enumerados, sem considerar
a intengfio e a articulaglio que os uniu. Hallett, entre outros?”7, denomina essa abordagem por
‘extensionalizmo’ (HALLETT, 1984, p. 34). Cantor explica o que entende por comjunto num

paréptese da definigfo de nimero cardinal:
"Por poténcia e nimero cardinal de um conjunto M (que comsiste de

elementos m, m’ ... distintos e conceitualmenie separados,
determinados e delimitados) eu emtendo.." {CANTOR, 1887, p.
387148,

M. Tiles expressa a énfase de Cantor nos elementos com bastante clareza: "um
conjunto ¢ pensado como wna determinada colegdo de objetos (um todo dado depois de suas
partes} cuja identidade ¢ inteiramente dependente de seus membrog {og objetos colecionados) e

Belinter einer Mannichfaltigkeit oder Menge verstehe ich ndmlich aligemein jedes Viele. welches sichals
Bines denkern ldst, d. . jeden nbegriff bestimmter Eemente, welche duch ein Gesetr i ginem (Ganzen
verbunden werden kann wnd...” {CANTOR, 1883, 8.1, 1.1, p. 587),

#Dizemos ‘ainda' pela conhecida trajetéria de Cantor, que deserwolve sua teoriz dos nimeros transfinitoy
siravés dox compurtos de pontos, Sobre isso ver JOURDAIN, 1215 ¢ DAUBEN, 1571, p. 181-216, 1379 p. 30-
94, enfre outros. Ressaliamos tembém que esse argumento poederia ser incluldo contra & nossa posigho, na
discussdo acima sobre a poténcia nfio ser umn nimero em 1883,

TPor exemplo Mary Tiles (TILES, 1989, p. 100) ¢ Imbert (IMBERT, 1969, p.72).

B Unter Machtigkeit wnd Kerdinalzahl einer Menge M (die wohlunierschiedenen, begriffilichgetrennten
Elementen m, m,....besteht und insafern bestimmt und abgegrenzt) verstehe ich.." (CANTOR, 1887, p.
387).
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ndo como qualquer método pelo qual eles podem ser agrupados ou colecionados™ (TILES,
1989, p. 993,

No artigo de 1895, fica evidente, pelo menos em dots momentos, o cardter extensional
do conjunto. Um deles, quando Cantor desconsidera completamente o conceito que teria unido
o8 elementos ao definir 'unidio’ dos conjuntos M, N, P,...(dispmtos):

"Os elementos desse conjunto {{M, N, P, ..)] sfo, portanto, os
elementos de M, de N, de P,...., tomados juntos.” {CANTOR, 1895, ¢.1
p. 86).
CGufro momento em 1895 que mostra a énfase sobre os elementos encontra-se na definigfio do
que chamamos de subconjunto de nm conjunto dado:
"Nés chamamos pelo nome de “parte" ou "conjunic parcial” de um
conjunto M qualquer outro conjunto M| cujos elementos gfio também
elementos de M.” (CANTOR, 1895, 5.1 p. 86).47

Essa visdo extensionalista corresponde ao axioma da extenséio na teoria axiomatics de
conjuntos, necessdrio para estabelecer logicamente a ignaldade. Eniretanto, "esta ndo 4 uma
agsercho frivial sobre a pertinéneia” (HALMOS, 1960, p. 3). Suponhamos, exemplifica Halmos
para esclarecer a nfo frivialidade, que consideramos conjuntos de seres humanos e que, se x e
A 880 seres humanos, escrevemos xed se x é um ancestral de A O sndlogo a0 axioma da
extensdo diria que, se doig seres humanos sio iguais, entfio m os mesmos ancestrais ¢ também
que, se dois geres humanos t8m 63 mesmos ancesiraiz, entdo eles sfo iguaie ¢ essa fltima
afirmagéio ¢ falsa (HALMOS, 1960, p. 3).

Imbert aponta, sobre a nogio de conjunto de Cantor, a possibilidade da confusdo entre
conjunto e grupo ‘material de objetos’ {IMBERT, 1969, p.72). De fato, nfio identificamos
precisamente 8 'confusfo’ apontada por Imbert. Sobre isg0, observamos que 0s elementos de um
conjunto podem ser nimeros, conjunto de mameros e, tomando os exemplos dele, objetos
materiais, Vejamos os exemplos de equivaléncia entre conjuntos apresentados por Cantor, pare
ilustrar a presenca de objetos materiais como elementos de conjunto:

"0 conjunto das cores do arco-iris (vermelho, laranja, amarelo, verde
azul, anil, violeta) e o conjunto das notas musicais (do, ré, mi, 4 sof, Id
si) sfio conjuntos equivalentes e ambos ae colocam sob o conceito geral
sete.” (CANTOR, 1887, p. 412330,

FSegundo 2 logica dos FA essa definicio [andloga s ums de Dedekind] caracteriza melhor a espécie
aristotélica do gue ¢ conjunto ou subconjurte no sentido logice (IMBERT, 1965 p. 73). Frege faz ¢ssa

referéncia no pardgrafo 53.
%rDie Menge der Regenbogenfarben (Rot, Orange, Gelb, Griin, Blaw, hdigo, Violett} und die Menge der
Tonstufen {7, 0.5 5G4 sind dquivalente Mengen wid stehen beide witer dem dligemeinbegriff’ Sicben®

(CANTOR, 1887, p, 412).
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A énfase de Cantor estd colocada nos elementos que constituem o conjunto mas, por
outro lado, & nopfio de conjumto tem um aspecto ‘holistico’>l, o que quer dizer que a
determinagiio do conjunto também considera a conexfio dog elementos através do que Cantor
denornina por "coisa em ai' [ Ding fiir sich] (CANTOR, 1887, p. 419), que é obtida por meio da
‘abstracfio’. Trataremos degte tern mats adiante, devido ao interesse no referido ato ¢ também 4
posaibilidade de associar, através desse ato (nfio 86 através dele), o ndmero a conjuntos. Essa
abordagem sobre o3 elementos devidamente caractenzados ¢ reunidos por meio de um ‘ato do
pensamento’ permanece na elaboragio de 1895, quando o auter ja alcangou a devida distincia
com o cago particular do conjunto pumérico:
"Por um conjunto n6s entendemos qualquer colecfio M tomada como nm
todo de objetos m definidos ¢ separados da nossa intwigfio ou do nosso
pengamento.” (CANTOR, 1895, p. 85).
Sobre a pogio de conjunto, queremos destacar sinda que Cantor nfio diferencia
conjunto de elementos e conjunto de conjunto. Por exemplo, na seqliéncia infinita de nimeros
construida pelos principios de formagiio 1,2, 3, 4,...., v,... o, o+, o+2, 2w, 2e0F],....... )

o oo ..., a8 classes de nimero sfio "divisles nefurais que representsm cads
poténcia® e "slio representantes da seqiidneia ascendente de poténcias” (CANTOR, 1883, 5.1 p.
71, citado acima). Esse é um cago em que vemos que Cantor nfo distingue entre o elemento que
pertence 3 um conjunto ¢ a inclusio de um confunto em outre. Ou seja, Cantor trabatha com
conjunto de elementos ¢ nfio com conjunto de conjuntos on classe de classes. Cada classe de
niimeros, que é representante da seqnéncia ascendente de poténeias, nfio é concebida como um
conjunto do conjunto dag poténcias, assim: {{1, 2,3, 4,..., v,.... }, {0, otl, @t2, . 2m, 20
+1 AL mmm., ..... o, 3, {20+ }}. Constata-ge, dessa forma, uma intuigho do
autor em dire¢fio ao que ¢ chamado atualmente de conjunto transitive {HALMOS, 1960, p. 51)
e caracteriza o conjunto dos ntmeros naturais e o conjunto dos ordinais (HRBACEK & JECH,
1984, p. 138).

1.3.2 As circunstancias que antecedem o emprego da abstracioe nas defini¢des de mimero
Antes de apresentar as novas defini¢@es de ntmero, introduziremos em seguida as
circunsténcias anteriores ao emprego da abstragSio a fim de alcangar seu significado, isto ¢,
lembramos dois aspectos findamentais da definiglio do nilmero transfinito e as dificuldades e
problemas que ficaram pendentes no artigo de 1883. As dificuldades tm origem nas nogdes de

WRate termo ¢ empregado por Dauben, principalmente quanto & consideragio do infinito atual (DAUBEN,
1579, p. 170).
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conjunto bem ordenado, de enumeral e nos principios de formagfio dos nlimeros. Cada um
desses conceitos apresentou dificuldades de cardter diverso.

Sobre a importincia e problemas da nogéio de conjunto bem ordenado, lembremos que
Cantor essumia que todo conjunto podia ser bem ordenado™. Além disso, outros problemas de
natureza mais téenica, como a ‘hipétege do continuo’, permaneciam sem solugfio. Mencionamos
a trajetGria de Cantor para compreendermos ¢ problema na sua origem: por um longo periodo
ele dedicou-se 4 generalizagio no estudo da ordem dos conjuntos. Ele desenvolven, a partir de
1883, a teoria dos niimeros ordinais que culminou muma teoriz mais geral sobre ordem de
conjuntos quaisquer onde os tipos de ordem simples {enumeral] representam um caso particular
da teoria dos tipos de ordem. Fasa trajetéria possibilitou um grande desenvolvimento da teoria
de niimeros ordinais, em que poderig ser encontrada a resposta para o problema da poténcia do
continuo. Enfre outras coigas, ele explorou com detalhes os tipos de ordem dos nimeros
nafurais (), dos racionais {n} e dos nimeros reais (8), pois, para Cantor, o problema do
continno poderia nfio depender somente da questdic da poténcia mas também da ordem em que o
conjunto era arranjado. A exemplo do que ocorre com os niimeros racionais, que ao exibirem
um tipo de ordem 1) ou @, obviamente da mesma poténeia, exibem a propriedade da densidade
%6 na ordem nstural 1), a propriedade findamental do continuo podia parecer s6 na ordem
nahwral © ¢ nfio ao exibir a ordem da segunda classe de nimeros, que Canior acreditava ger
equivalente ao continuo. Pelo estudo dos tipos de ordem em geral e do contimio 6 ele poderia
caracterizar completamente a ordenagSio de nimero © e assim demonstrar a ‘hipbtese do
continue’, conforme prometers em 1883 (CANTOR, 1883, 5. 10, p. 86).

Ocorreu que Cantor nfio obteve ag provas que buscava nessa abordagem. Do insucesso
dessa busca resulton a mudanga de estratégia, ou seja, essas dificuldades e conseqbentemente a
auséncia de resultados fundamentais, como a demonstragfo do teorema da boa ordenaglio ¢ da
hipétese do continuo pelo estudo da ordem, podem ter conduzido o autor a apresentar g
seqiiéncia dos cardinais finitos e transfinitos de forma independente, pelo menos sparentemente
ou sob determinadas suposigbes™. Em outras palavras, Centor buscon outra forma de
apregentar a teoria dos niimeros transfinitos suspendendo a dependéncia que a noglio de nfimero
cardinal mantinha com a de mimero ordinal ¢ classes de mimeros. A oufra forma empregada
para esse fim ¢ a definiglio de nimeros pela abstragfio de conjuntos. As dificuldades descritas
acima, que momentaneamente chamamos de 'dificuldades téenicas', nos apontam a finalidade
com que a sbstracio é empregada: como meio de desvincular a nogfio de poténcia da nogéo de

Higss afirmacio consiste nfio em um resultado que pode ser demonstrado mas rum axioma, equivalente ao

axiome ds escolhs, estabelecido por Zermelo,
534 necessidade de eslarecermos o significado de abstragfo pars Contor nos fard observar que esta
independéncia em relago & noglio de ordem ¢ aparente. Retormamos esta questiio na conciusiio (seglio 3.4).
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ordem ¢ com 1880 apresentar duas sequéncias independentes de milmeros transfinitos, tema que
retomamos adiante™.

0 segundo aspecto fundamental na formagfo dos piimeros, finitos e transfinitos, sfio os
princfpios de formagio cuja forte nogo de ordem que eles pressupSem foi destacada
anteriormente (se¢fio 1.1.1) e que apresentou dificuldades técnicas, como vimos acima, Um
bom exemplo ¢ o segundo principio, responsdvel pela introdugfio do nimero transfinito, que faz
apelo & noclio de ordem 3o recorrer ao limite da seqéncia, isto &, ao recorrer 2o 'menor
simero maior que todos os anteriores™. Justamente a gsogHio de ordem, além dessas
dificuldades formais, era alvo de criticas, como aguela elaborada por Frege nos FA, que
podem ter levado Cantor a alterar a estrutura da teorin®. Chemamos essa dificuidade com a
nogdo de ordem de 'dificuldade conceitual'. Essa dificuldade indica, ainda, com que finalidade
a abstragdo foi empregada: para evitar 4 forte dependéncia da teoria dos nimeros transfinitos
em relacdo 4 nogéio de ordem.

A Gltima dificuldade, de cardter mais filosdfico, pode noz ajndar 8 entender methor o
significado da abstrago nos textos de Cantor. Ela surge com o conceito de ennmeral, que ficon
pouco explicado em 1883. A dificuldade 4 qual nos referimos mugin quando Cantor, parg
iniroduzir o transfinito, estendendo 8 seqiiéncia dos nfimeros, introduz a negfio de enumeral, a
gual garante' a equivalénela conceitual enfre os mimeros ordinaiz finitos e transfinitos.
Lembramos que Cantor partiu do acordo sobre a existéncia dos mimeros finitos, conjuntos
finitos ¢ infinitos; & nogfio de enumeral ¢ a representagdo do conjuntc na mente, & qual se deve
agsociar um niimero. Por exemplo, a0 comjunto {1,2,3} Cantor aszocia o enumeral, que ¢ 'a
imagem do conjunio bem ordenado na mente'” de nimero 3; a0 conjunto {1,2,3,...v,..} ele
associa o enymeral, 'a imagem do conjunto bem ordenado ne mente’, de mimero ¢, do campo
estendide dos nittmeros. Isto ¢ possivel porque o enumeral dos elementos pode ser determinado
para todo conjunto ¢ a ele ¢ associado um nimero. Entretanto, Cantor nfio explicou qual a
natureza dessa imagem ou representapfio e como & concebemos pré-formada. Esse ¢ um passo
para o estabelecimento do namero transfinito simplesmente curto e imediato, as palavras de
Cantor foram "representacio objetiva ¢ imediata”, ndo explicadas ou justificadas por ele. Esge
procedimento oculto ou misterioso, como diz Frege, possibilitou, em 1883, a concepedo dos

MCantor, de fato, precisava de nogdes exatas de ordem para determinar a sequéneia de mimeros cardinais
transfinitos. Apenas o primeiro nimero carding! transfinito, swsim como o8 mimeros finites, podem ser
definidos sern conmidersr ordenagdes (HALMOS, 1975, p. 4748 ¢ 83),
S5Recorrer ao limite de urna seghéncia nilo £ um procedimento descartado por Cantor depois de 1883, ginda
¢ ndo sein £55e 0 meio para obtengdo dos ndmeros transhinitos, Ver * (CANTOR, 1895, §10,p.158),
Com a demonstragho de Frege, poderiamos cogitar que Cantor pudesse ter se convencide da ordinalidade
como propriedade,
57Cu, precisamente, "0 conceito de erumeral dog elementos tem uma representago objetiva imediata na nossa
intuiclo [Anschauang ] interna® (CANTOR, 1883, 5.2 p. 7172, citado acima).
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mimeros transfinitos, isto é, Cantor apresentou um argumento existencial subjetivo. A conexéio
enfre conjunto e mimero que em 1883 era realizada pelo enumeral foi, naquela ocasifio,
substituida pela absiracfio, que se coloca na posigio equivalente ac enmmeral, no sentido em
que possibilita a conexfio entre conjunto e nilmero, como veremos em seguida, ainda que evite

apelo direto acs argumentos subjetivos.

1.3.3 As definicBey por abstracfio
Identificamos acima as dificuldades que antecedem a nova definiglo, ss quais

envolvem a noglio de ordem, no seu aspecto técnico ou conceitual ou na origem mtuitiva da

teoria dos conjuntos, sobretudo na conceppic de emmmeral Portanto, essas dificuldades

levaram Cantor, intencionalmente ou nfio, 4 introdugfic do recurso 3 abstracéo nas definigtes de

aimero cardinal ¢ ordinal™®:
"Por poténcia ou numero cardinal de um conjumio M {...}) entendo o
conceito geral ou genérico (universal) que ¢ obtido quando ne conjunto
ge abstrai da natureza de seus elementos como também de todas as
relagBes que oy elementos tém, seja entre si, sefa comn outras coigas, em
particular também da ordem que pode reinar entre eles, e 86 se reflete
no que ¢ comum 2 todos os conjuntos "equivalentes” a A" (CANTOR,
1887 [1884%), p. 387)% .
"Sob o conceito enumeral {(Anzahl} ou  numero ondiral
(Ordnungszahl) de um conjunto bem ordenado I eu entendo o
conceito geral (genérico, universal) que ¢ oblido quando se sbstrai da
natureza & da designagfo de seus elementos e 86 reflete jretém} a
hierarquia na qual os elementos se colocam em relagfio enfre eles™.
(CANTOR, 1887 [1884], p. 388)6!.

¥Egses problemas que podem ter conduzido Cantor a definigbes por ebstraglo estbo indicados por Hallett
(HALLETT, 1984, p. 120, 121,129, 146) e Dauben  (DAUBEN, 1979, p. 133-140, 156-158).

PEgse trecho publicado em 1887 ¢ parte de uma carta datada de 1884, assim como outros trechos
devidamerte registrados pelo autor noase artigo.

& linter Méchtigkelt oder Kardinelzahl eimer Menge M (.} verstehe ich den Allgemeinbegriff oder
Gattungsbegrilf (wuversale), welchen man erhdit, indem man bel der Menge sowohi von der
Reschaffenheit ihrer Elemente, wie auch von allen Bexiemwrigen, welche die Slemente, sei es wnier
einander, sei s o anderen Dingen haben, also im besondem auch von der Ordrung, welche wnter den
Blamenten herrschen mag, abstrahiert und rur awf das reflekhiert, was allen Mengen gemeinsam ist, die
mit M aquivalent sind® (CANTOR, G, 1887, p. 387).

Sleriator Anzshi oder Ordmungszahl einer wohigeordneten Menge i} verstehe ich den Aligemeinbegriff
{Catiungshegriff, wniversale), welchen man erhdit, indem man bei der wohigeordneten Menge Bl von der
Beschafferheit und Beweichrung ihrer Blemente abstrahiert und mur auf die Randgordrmung reflektien,
durch welche die Blemente in Beziehung o einander stehen; " (CANTOR, G, 1887, p. 388},
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"Nés chamamos pelo nome de "poténcia” ou "ntimero cardinal” de M o
conceifo geral, por meio da nossa faculdade ativa de pensamento, nasce
do conjunto M quando n6s abstraimos da naturezs de seus virios
elementos m e da ordem em que eles estio dados” (CANTOR, 1895,
§1, p.B6).

"Por jsso Jtipo ordinal] nés entendemos conceito geral, que resulta do
conjunto M quando nbs sbstraimos apenes da natureza de seus varios
elementos 7 e retemos a ordem de procedéncia entre eles.” (CANTOR,
1895, §7, p.112).

Egtando claras as dificuldades com a nogfio de ordem ¢ a nahweza do enumeral
sbordadas acima (secio 1.1.2), entendemos que o recurso & sbstragfio pode superar essas
dificuldades do seguinte mode: por abstragéio Cantor define o nitmero ordinal e o cardinal com
& fesmo recurso, o que conduz a duss seqiéncias de niimeros transfinitos ¢ livra o ndmero
cardinal da forte presenca da ordem que tinha em 1883, jé que néo define o mimero cardinal
dependente do ordinal e das classes de nimeros mas, através da abstragfo, a sbstrapfio
estabelece a conexfio enfre o conjunto € o namero ¢ com isso explica a "representucfo na
intuigéio inferua”,

Para esclarecer como a abstragfio avanga em relagfo 4s dificuldades colocadas,
buscamos caracterizar as defini¢Bes de nimero cardinal e de nimero ordinal, citadas acima,
nos segnintes aspectos: primeiro vemos que o8 dois oiimeros s&o definidos independentemente;
em seguida apontamos a interaglio entre uma critica de Frege e essa mudanga de estratégia na
teoria de Cantor; por titimo, observamos, pelas citagbes, a poténcia como nimero cardinal,
nessa ocasifio, Entretanto, precisamos olhsr cuidadosamente para o significado de niimero que
pade ser entendido em 1887 como transitirio entre 6 que explicamos sobre seu significado em

1883 e aquele que passs ater em 1895-1897.

Enfatizamos primeiramente que, de certo modo, o mimero cardinal agora ¢
independente do ordinal, ¢ mais que isso, conceimalmente equivalente no que diz respeito #o
recurso para o sen estabelecimento. Isso pode ser notado na citaglo acima e nessa que
apresentamos em seguida:

"Nfio 56 0 nfimero cardinal, como o tipo ordinal sfio simples imagens
conceituais; cada nma delas verdadeiras unidades [Einhelt], porque a
unidade dos uns [Einsen] une-se no conjunto e pluralidade”

(CANTOR, 1887, p. 380 (grifo do autor) 2.

62 #pxg Kardinclnaiilen sowohl, wie die Ordnungsiypen sind einfache Begriffsbildungen; jede von ihnen ist
sine wahre Einheit, weil in thr eine Vialheit und Mannigfaltigkest von Eingen cinheitlich verbunden ist.”
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Por exemplo, em 1895, sntes de mencionar qualquer coisa sobre ordem, Cantor
imroduz os nimeros cardinaiz finifos ¢ o Ny e snuncia toda a seqhéncia de cardinais
transtinitos, e ai sim, recorre & teoria do fipo ordem para obter "o fundamento rigorosc dease
assunto” (CANTOR, 1895, §6, p.109). Como na teoria axiomdfica contemporfnea, Cantor
desvinculou da nog#io de ordem até o nimero cardinal Xy, o gue, por outro lado, representa
uma abordagem bem diferente daguela presente no artigo de 1883.

Absirasindo da ordem e da naturera dos elementos obtemos o nimero cardinal;
shstraindo somente da natureza deles obtemos o mémero ordinal. Observaremos no préximo
capitulo quando spregentarmos a critica de Frege a Cantor nos FA, que a nogfio de nimero
cardinal definida desse modo € menos 'ampia’ que a nogdo de mimero ordinal, que retém duas
caracteristicas do coneeito. Ndo podemos afirmar com isso que Cantor acatava a orientagho de
- Frege, mas ¢ posgivel obgervar que Cantor, eventuaimente, arriscava-se em diregles que
copcordavam com & proposta fregeana,

Nas citapbes que iniciam esta seqfio verifica-se que os conceitos de enumeral {ou tipo
ordinal de conjunto bem ordenado) s#o usados indistintamente em relagfio a0 conceito de
sfimero ordinal € 0 mesmo ocorre com a no¢lo de poténoia e mimero cardinal de um conjunto
M ou I} -bem ordenado, isto ¢, a fimgfio desses conceitos infermedisirios j4 nfio aparece em
1895 ¢ 1897. Nas dltimas publicagtes fica evidente que poténcia ¢ nimero, pela observacto
da opgio que Cantor oferece de emprego de qualquer um, identificada pelo uso do conectivo
‘ou’ entre os dois termos, como por exemplo no ttulo da segho de abertura desse artigo "A
concepgo de poténcia ou nimero cardinal” (CANTOR, 1895, §1, p.85); logo a frente ele diz
"Nés chamamos pelo nome de poténciz ou mimero cardinal de M [conjumto]..." (CANTOR,
1895, §1, p.86); ou pele uso indistintamente de um ou de oufre termo em sentengas com
referénoias s:mﬂares a0s conjuntos’ "No6s vemos que a poténcia de (M.N) depende apenas da
poténcia M= a e N = b.." (CANTOR, 1895,  §3, p.92); assim, o ndmero cardinal de (M |N)
depende apenas do nimero cardinal M=ae F=b." (CANTOR, 1895, §3, p.92). Entretanto,
observando a publicagfio de 1887 = 1888, notamos que essa passagem ¢ gradual, isto &, apesar
da distingito entre nfimero ordinal e enumeral ter diminuido com a nova definiglo por
abstracfo, ela nfio desaparece nos artigos de 1887.. Nesses artigos Cantor refere-ge 4 "poténcia
¢ 80 nitmero cardinal” (CANTOR, 1887, p. 387¢ (grifo nosso)).

Se g fungfio especifica das nogdes de enumersl e poténeia ¢ clara e distinta da fingio
dos nfimeros em 1883 e praticamente nula em 1895, nas publicages de 1887 ¢ 88 essa fungio
nfio ¢ tho transparente e precisa ser observada cuidadosamente. Por um lado, se fixamos nossa
afenclio na conexfio enfre mmero e conjunto, observamos que a conexfio enfre conjunto e
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nismero é mais direts, isto ¢, nfio precisa explicitamente dos conceitos de enumeral ou de seu
analogo, poténeia, para se estabelecer. Cantor sfirmou diversas vezes nesse artigo que nfimeros
siio abstraglio de conjuntos que eles mumeram:
"Aqui se encontram concepebes de fodo numero [infinito atual] e tpo
de ardem como universalien por mim construidas nesses quafro anosg,
elas se relacionam com conjurtos e resultem dele quando nés
sbstraimos da nahmezs dos elementos. Cada conjunto com seus
elementos bem definidos pode ser visto como uma coisa em =i unida
Abstraindo ndo sd da natureza dos elementos, como também da ordem
em que eles sfic dados consegue-se um conceito geral, o nimero
cardinal ou poténcia do conjunto, no qual os elementos, assim
chamados uns {Einsen), que de algum modo se fimdem em um tipo
orgénico e com um todo homogéneo, nfio tém nephuma posi¢io
privilegiada em relagdio aos outros.” (CANTOR, 1887, p. 379 {grifo do
aitor), Cavaillés, 1938, p.97).%
Por outro lado, nlimero permanece gendo uma composicéo de duas caracteristicas, a
seqiincia e o todo, isto é, o niimero pode ser entendido como o esumersl dos elementos, ou a
potéacia deles, que corresponde Aquela imagem do conjunto na mente, sendo que o nfimero ¢

também a unificagdo das unidades:
“Os elementos que compdem um conjunto devem ser apresentados

separados; na imagem infelectual M dos mesmos, que eu chamo de tipo
de ordem, os uns, no entanto, sfio unides num organismo. Cada tipo de
ordem pode ser vigio como uma composigio de matéria e forma, ela
[tipo de ordem] contém a matéric que fornece a diferenciagfio
conceitual dos ung, enguanto que a existéncia da ordem corresponde &
Jorma." (CANTOR, 1887, p. 380 (grifo do autor))*>.

4 *tier findet sich dig von mir seit etwa vier Jahran vertretene wnd in meinen Vorlesungen vielfach
asgebildete Auffassungsweise der ganzen Zahlen wnd Ordrungstypen als Umiversatien, die sich auf Mengen
beziehen und aus ihnen sich ergeben, wenn von der Beschaffenheit der Element abstrahiert wird., Jede
Menge wohluntersohiedener Dinge kann als ein einheitliches Ding for sich angesehen werden, in welchem
sene Dinge Bestandteile oder konstiiutive Bemenie sind. Abstrahiert man sowehl von der Beschaffenheit
der Elemente, wie auch von der Ordnung ihres Gegebenseins, so erhudit man die Kerdinalzahl oder
Machtigkeit der Menge, einen Aligemeinbegriff, in welchem die Elemente, ais sogennante Einsen,
gewissermassen organisch ineinander derarfig mi esnem einheitiichen Garzen verwachsen sind, dass
keine vor den anderen ein bevorzugtes Rangverhdlinis hat”.

8 2 pip Elemenie der uns gpegenmiberstehenden Menge M sind getrennt vorzustellen; in dem intellektualen
Abbiide M derselben, welches Ich thren Ordrumgstypus nenne, sind dagegen die Einsen zw einem
Orgarismus vereiregh, In gewissen Sinne ldsst sich jeder Ordmungstypus als ein Kompozitum aus Materia
und Form ansehen; dig darin enthaltenen, begriffich unterschiedenen Sinsen ligfern die Materie, wdirend
die wunter diesen bestehende Ordrung das der Form entsprechende ist."
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Portanto, concluimos que ao fratar poténeis come nimero, 08 conceitos infermedidrios
enfre o conjunto ¢ o namero, sfio englobados a0 nimero pela abstragfio, porque esse
procedimento abarca a representacfio do conjunto na mente.

Tendo presente que o objetivo de Cantor era encontrar a methor maneira para inserir
s simeros fransfinitos no corpo do conhecimento matemdtico e que ag formulagbes da teonia
ndo varigram quanto ao contelido geral- ela se desenvolveu, amadureceu e atingiu uma forma
l6gica mais apurada- entendemos que a abstragio substitii o enumeral. Isto perque a conexfio
conjunto e enumeral, que ficou indeterminada em 1883, (ou correspondentemente, conjunto e
poténcia) ¢ mal explicada por "a representagéo ns intui¢io interna” a qual sugere apelo
subjetivo, se esclarece pela abstragiio. A absfragio é o processc ou procedimento que realiza
agora a passagem do conjunto para o niimerc ordinal ou para o cardinal. Com infrodugfio deste
recurso 4 sbetragfo, Cantor estaria explicando como obter imagem e representagfo de
comjuntos, que ac serem vistos como um todo sfo identificados pelo nimero que expressa
aquela nogio. A abstragio, sob esse ponto de vista, nfio visa justificar a teoria, que se sustenta
pela nfio contradigio, mas pode representar um método que proporciona a copia ideal da
estrutura do conjunto, no que diz respeito 2 sua ordem ou ao seu tamanho e que foge da
referéneia direta & intaigéo,

Essas definicfes para Cantor, assim comoe o processo de sbstragiio, sfio legitimas, nfio
arbitrérias on artificiais (DAUBEN, 1979, p. 156). Os teoremas podem ser demonstrados a
partir das definigBes por abstrag#io, que por isso se mostram fecundas, afirma Cantor apés
apresentar uma propriedade dos niimeros transfinitos:

"Pois, como j& foi dito, trata-se nestes nossos nimeros transfinitos de
uma nova geracdo de nimeros, cujas caracteristicas devem ser
pesquisadas, mas ndo preparadas conforme a receita de preconceitos.
Estas afirmaces, como todas as ouiras que nfo posso citar neste
pequenc resumo, t&m a sua consisténcia sdlida pela poténcia légica
de provas gue, partindo de definighes dedas anteriormente, néo
arbitrarias ou artificials, mas brotadas da fonte da abstracdo
natural, alcancam o seu objetivo com a ajuda de silogismos. "
{CANTOR, 1887, p. 418 (grifo do autor), Dauben, 1979, p. 156)%%.

65 Denn, wie schon gesagt, ey handels sich bei unsern transfiniten Zahien um ein neues Zahlendeschlecht,
dessen Beschaffenkeit man mi erforschen, nicht aber nach dem Rezept von Vorurteilen eigenmdohlig z
priparieren hat. Jene Sdtze sowie aile anderen, die ich in diesem kurzen A5 nicht anfithren kann, haben
ihren festen Bestand durch die logische Kraft von Beweisen , die, von den vorher gegeben, nicht willkirlichen
oder geklinstelten, sondem aus dem Quell naturgemdaBer Abstraktion entsprungenen Definitionen ausgehend,
it Hilfe von Syliogismen zum Ziele gelangen. (CANTCR, 1887, p, 418).
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A crenga de Cantor no procedimento da sbstracfio, com o significado explicado
apima, esté de acordo com as relacdes gue o autor acredita necessdriag para iNRerir um KOVo
conceito na matemdtica: em relacfio 4 mente, o nove conceito se encaixa dentro do corpo de
conhecimentos j& admitido, relacionando-se com eles; 0 nove nimero ¢ abstragdo de conjurto,
que ¢ parte do corpo conhecido.

Niio se frata, portanto, de uma defini¢io por postulagiio ou da descrigfio da siihueta
incolor que parte doa objetos distintos que perdem esta distingfio 2o neglicenciar o contelido
dels, formando aqueles uns que compdem uma pluralidade ¢ que nfio possuem nada que os
distinga entre eles (CAVAILLES, 1938, p. 97-98), como as definigdes por abstragio poderiam
ger interpretadas.

Para Cantor, a existéncia parece mais ligada & capacidade de construir e exibir, no
caso, 08 novos nimeros, buscando formular e indicar como formular, como alcangar esse novo
componente da realidade. A abstragio, portanto, pode representar mais um elemento para
explicachin dos noves nimercs mas, como ela atua sobre um todo organico ¢ nfio afravés da
substitnig#o de cada unidade, o significado desse procedimento nilo ¢ evidente.

Cantor pretendia estender a seqiéncia dos niimeros finitos até os pimeros transfinitos
e, para isso, parte dos conjuntos. Mesmo mmudando 2 estratégia no que diz respeito a0 apoio -
major no nimero ordinal, ele permanece argumentando sobre a relagio dos noves mimeros com
os nimeros j4 existentes, fazendo analogia com os outros desenvolvimentos da matemética, que
avanga respeitando as relages ja admitidas ¢ interando o elemento novo com eles, se o
elemento novo nio implicar em coniradiges.

A pergunta que ocorre imediatamente apés 2 instalaglio da abstragfio que 'substitui’ a
intuiglo & sobre o cardter dessa abstragfio, se ela diz respeito a um processo orgénico, 16gico,
mental, enfim, se Cantor avangou no que tange ao estabelecimento dog niimeros trangfinitos Ao
acrescentar esge procedimento. Se, pela reagéio de Frege que passaremos a snslisar, medirmos
a resposta concluiremos que Centor, no minimo, caiu mais explicitamente no subjetivismo do

que a "misteriosa intni¢ho interna” j4 indicava
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CAPITULO2: A CONCEPCAO DE NUMERO E O CONCEITO DE OBJETIVIDADE EM FREGE:
CRETICAS A CANTOR

As mengbes explicitas de Frege a Cantor ocorrem nas segbes 85 2 86 dos FA ¢ nas
resenhas que elabora sobre a teoria dos mimeros mwansfinitos, rascupho (1890} e versdo
publicada de 1892 e no Grundgesetze. Abordaremos as duas primeiras, das quais extraimos
dois temas que serfio analisados no préximo capitulo: a nogdo de mimero cardinal ¢ ordinal ¢ o
emprego da abstragfio na definic#o desses conceitos. Em Grundgesetze der Arithmetik, Frege
discutin a teoria dos nimeros reais de Cantor, que envolve a discussfio de aspectos formais
como o significado de uma definiglio ¢ o rigor na apresentagfic da teoria, entre outras coisas
que poderiam ser acrescentadas nesse estudo. Mas isso exigiria um aprofimdamento na logica
de Frege, o que vai além da nossa proposta. Assim, descartamos o contelido da discussfio
contida nessa obra sem prejuizo ac estdo proposto, j& que ela nfio contém argumentos
necessdrios 2o tema escothido.

Na segfio 2.1 expomos as criticas de Frege a Cantor sobre a nogfio de nimero e o uso
da shstragio. O propésito das criticas, neste capitulo, é motivar ¢ delimitar a exposigho dos
conceitos fregeancs. Esses conceitos, como os de corceifo e objeto, dos quais nos ocuparsmos
na se¢lo 2.2, assim como o significade dog termos psicologismo, empirismo e abstragéo,
abordados na se¢fio 2.3, s40 necessdrios para compreendermos as criticas, por i9so deixaremos
a andlise delas para o préximo capitulo. Por nitimo, na secho 2.4, buscumos também conhecer
a definiglo de niimero esbogada nos FA para fazermos adiante a discussiio sobre esaa nogéo,

Asgim, nosso objetivo nesge capitulo consiste em esclarecer, principalmente através
dos FA, os termos empregados por Frege nas suas criticas & noglo de namero e a0 emprego da
abstracdio em Cantor.

2.1 AS CRITICAS DE FREGE A CANTOR: AO ARTIGO DE 1883 NO3 FA E A0 USO DA
ABSTRACAO NA DEFINICAO DE NUMEROC A PARTIR DE 1884

Nesta exposigfio, as criticas de Frege a Cantor estio geparadas em dums. A primeirg,
segiio 2.1.1, foi extrafda das se¢des 85 e 86 dos FA ¢ tem como alve exclusivo a publicacio de
1883. Nossa critica, Frege mantém nma postura simpética 2 teoria dos nmeros transfinitos e,
mais que iwgo, admite certa afinidade entre algumas nogdes dos FA e do artigo de 1883. A
segunda critica, segfo 2.1.2, foi extraida das resenhas e tem como glvo a publicagéo de 1887
O tems central dessa critica ¢ o uso da absiragfio que, para Frege, representa um modo
empirista-psicologista. O tom de Frege nessa segunda critica ¢ de ironia e hostilidade.
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Das criticas de Frege a Cantor, que serfio analisadas no prdximo capitulo, extraimos

o8 temas que exploramos na seqiéncia deste.

2.1.1 A nogfio de nitmero ordinal na mira de Frege e a resposta de Cantor
Nas se¢bes 85 ¢ 86 dos FA, Frege nfio apenas tece criticas a Cantor como também

elogia inicialmente sua obra que introduz os nlmeros infinitos®7. Elogia também a noggio de
nimero proposta, no que diz respeito 2 sua aplicabilidade aos niimeros infinitos, ou seja, os
miumeros finitos e infinitos sfo passiveis do mesmo tratamenta rigoroso®8,

Frege manteve nos FA uma postura simpdtica 4 teoria dos nimeros trangfinitos de
Cantor, apresentada no seu artigo de 1883. Frege reconhece que essa teoria abre um caminho
aritmético para og nameros transfinitos (FREGE, 1884, §86, p. 264). A divergéncia apontada
por Frege, origem de um dos dois temas de nossa endlise, é 2 terminologia:

»Concordando, como ereic, com Cantor neste ponto, divirjo um pouco
dele, porém, na terminologia. Ele chama o meu nimero de "poténcia”,
enquanto que o seu conceito de nimero faz referéncia & ordenagéo.”
(FREGE, 1884, §85, p. 263).

Esta critica envolve a noglio de nimero em dois aspectos que serfio analisados no
préximo capitulo. O primeiro diz respeito 2 relagfio entre o nimero cardinal de Frege ¢ o
conceito de poténcia do artigo de 1883 de Cantor. A critica acima sugers que essas nogBes
sejam equivalentes, isto ¢, que poténcia ¢ miumero cardinal, conforme empregados por Cantor e
Frege respectivamente, possuam o mesmo significado. Para compreender ¢ analisar o que pode
significar exatamente essa equivalénecia buscamos neste capitulo compreender o significado de
sfimero cardinal para Frege, desenvolvido a partir da segfio 2.2.

O segundo aspecto da mogfio de mimero que extraimos desga critica ¢ sobre a
cardinalidade e ordinalidade dos nfimeros. Para bem compreendé-lo, acompanharemos na
segfio 2.4 os passos de Frege para a definicio dos mimeros nafurais como cardinats com
propriedades de uma seqiiéncia ordenada, obtidas do que estd anteriormente definido, .

Esses temas permitem uma reflexiio sobre a nog#o de nimero, resultando num rico
debate conceitual concluido no capitulo 3 e ainda possibilitam perceber algumas contribuigdes

“7Frege define no §84 seu numero infinito, um cardinal, E refere-se ao ‘numero transfinite’ de Cantor por
mero infinits’

83 fetivamente real* é o termo ermpregado por Frege pera carsclerizar 08 numeros finitos ¢ infinitos. O
significade dessa expressfic pars Cantor € Frege nfo ¢ idéntico. Frege comernts que se restringimes o
significado dessa expressto por aquilo que produz efeitos nos sentidos diretamente ou produz remotamente
conseqiéneing perceptiveis, nem o ndmeros finitos nem os infinitos podem ser ditos efetivamente reais'
(FREGE, 1884, §85 ¢ §26, p. 263 ¢ 223). A suposicia do significado desss expressio desprezado por Frege
pode ser uma referéncia ao significado dela em Cantor, que se esclarece pela sua concepghio filosdfice
explicada acima, secio 1.2 (ver CANTOR, 1883,5.8p. 75).
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dos dois sutores para a teoria axiomglica de conjuntos, mesmo que de uma forma nfio
sigtemnatica.

Pelo contenido das secbes 85 ¢ 86 dos FA, poderismos afirmar que Frege acredita
wmais na afinidade de seu trabalho com o de Cantor do que coloca as teorias como rivais. Alids,
o gue poderia ser considerado oposto pa teoria deles ¢ a qualidade primeira do namero-
ordinal para um deles e cardinal para o outro. Entretanto, isso nfio ¢ entendido por Frege como
oposigho: ele acredita ter acrescentado um resuliado a teoria de Cantor, com a demonstragio
da ordinalidade do niimero a partir da cardinalidade. De fafo, as segdes &5 ¢ B6 dos FA
acentnam, principalmente, a convergéncia dos temas de pesquisa (IMBERT, 1969, p. 70).
Além da equivaléncia entre aa nogdes de poténcia e nimero cardingl, ele sugere uma interag#o
enire seus fundamentos e o novo desenvolvimento da teoria dos plimeros transfinitos airavés da
'corregio’ em definiples, demonstragbes ¢ preenchimento de ‘lacunas’  indicadas
explicitamente: alteraglo do termo que designa 'poténcia’ para 'mimero cardinal’ ¢
estabelecimento l6gico de 'seguir em uma sucessfio’. Frege ndo deseja "atingir A teoria de
Cantor em sua legitimidade on fecundidade” (FREGE, 1884, §86, p. 263) poiz ele estd de
acordo com seu desenvolvimento e acredita que ela pode se estabelecer de acorde com seu
padrio de rigor:

"parecem-me faltar ainda definighes precisas de seguir em uma
sucessfio e do mimero cantoriano. Cantor recorre entdo a uma "intuigfio
inferna” um tanto misteriosa, onde deveria esforgar-se por obter uma
demonstragfio a partir de definigGes, o que seria de fato possivel. Pois
acredito antever como estes comceitos poderiam ser determinados.”
(FREGE, 1884, §86, p. 263).

Cantor, por sua vez, fifio recebe a eritica de Frege com parciménia ¢ tampouco parece
concordar com um paralelo entre algumas nog8es das duas teorias (ver IMBERT, 1969, p. 68,
CURRIE, 1982, p. 54). Além de discordar da equivaléncia entre as pogdes de poténeia e
pivmero cardinal, Cantor acusa Frege de apresentar uma defini¢go indeterminada e circular:

"Darece-me que teve pouco sucesso a sua prépria tentativa de
findamentar rigorosamente o conceito de niimero....O autor toma por
findamento do conceito de mimero aquilo que se chama "extensgio de
conceito” que ¢ em geral estritamente indeterminado em relacio &
quantidade. ..Para uma precisa determinagio da “extensfio do
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conceito” ¢ necessério antea ser dado o conceito de "poténeia” e de
“nimere™ (CANTOR, 1885, p. 440)6°.
Concordamos com a avaliagao de Imbert de que Cantor nfio compreenden exatamente
a definig#o 10gica de Frege por meio de extenséio de conceito. Imbert afirma que Frege estaria
mais avangado na "légica dos conceitos” que seus contemporfineos (IMBERT, 1969, p.68 ¢
71570 Mas nio ¢ nosso objetivo verificar a pertinéncia das criticas de Cantor a Frege, a qual
retomaremos rapidsmente na conclusfo com o infuito de enfatizar algum resutado de Frege. Nos
restringiremos ao debate conceitual da nogho de niimero e, para tanto, apresentamos o esbogo
da definigiio de Frege na se¢éio 2.3 mas nfio enfocarermos os detalhes apontados por Cantor &
esse respeito. De fato, com a citagio pretendemos ilustrar o inicio dos desacordos entre og
dots afores.
Diante da resposta de Cantor aos FA, que ndo corresponden em gimpatia ou afinidade,
Frege percebeu que a concepefio de Cantor era diferente das suss nogBes bésicas, como a de
conjunto ¢ de nimero. A prépria estrutura ligica sobre a qual Frege desenvolven suas
definigbes e demonstragdes néio teve a adesfio de Cantor. A diferenga ¢ sentida ainda mais por
Frege ao tomar coptato com 0 prosseguimento da exposiglio ¢ explicagdes de Cantor em outras
publicagdes. Isso se expressa na resenha que Frege faz do artigo de Cantor de 18R7. Por
exemplo, tomando conhecimento desses novos escritos de Cantor, Frege muda de crenca sobre
a possibilidade de conciliar sua nogio de nfimero cardinal com a de poténcia de Cantor ¢
confirma o contrério:
"Naguele tempo [1884] me pareceu que isto [a definicdio de poténcia
de Cantor] diferenciava da minha, nfio na sua esséneis, mas apenas nas
suag palavras.... Agora el vejo que a3 verdades que eu anunciei no mey
livro nfo eram, contudo, como verdades caidas na rua que cada um
pode simplesmente inclinar-se ¢ fazer sun Sr. Cantor deu outras

Srreniger erfolgreich dagegen scheint mir sein eigener Versuch zu sein, den Zahlbegriff streng zu begronden.
Der Verf, .. Umfang eines Begriffes® genammt wird, zur Grundiagen des Zahibegriffs zu nehmmen,. . Fur cins
deratige quantitative Bestimmung des "Umfang eines Begriffes® mbssen sber die Begriffe "Zahl® ¢
Tachtigkeit® voher vor anderen Seite her bereits gegeben sein. . " (CANTOR, 1885, p. 4403 _
#er CANTOR, Die Grundiegen der Arittmetik (Rezensionder Schrift von G. Frege.), 1885, Apds a
exposicho da definigio de Frege deve ficar mais claro porque a critica de Cantor nio cabe 4 definigho de
Frege. Por horg, adiantamos gque Frege teria respondido a Cantor que a critics expostana revisio dos FA sobre
a indeterminagho quantitativa da sua definigio, seria pertinente se eie tivesse definido 0 nomera de satélites de
Japiter como a extenstio do coneeito *satélites de Japiter®. A sua definiglo identifica o nimero de satélites de
Japiter com a extensdo do conceito ‘equinumérico ap conceito watdlites de Japiter™, na qual ndo é guposto o
mnero de satélites de Jupiter (QMBERT, 1968, p.71). Ocorre, sucintamente falando, que Cantor entende por
extensio de conceito a sua noglo de conjunto. Ver (HALLETT, 1984, p. 126).
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definices que me parecem firmemente acomodadas muma posigio
antiquada 7! ¥ (FREGE, 1892, p. 179 [270]).

Mas o que se den na discussio entre Cantor e Frege nfo se restringiu 4 avaliagfio das
noghes semelhantes e discussdes formais de estruturagio de teorias. Frege passou a atacar
Cantor atingindo 2 estrutura da teoria dos transfinitos de um modo gue, aparentemente, ¢ ¢apaz
de impedir qualquer interagéio entre eles.

2.1.2 O ataque de Frege ao emprego da abstracio nas defini¢des de nimero
Depois de comentar o artigo de Cantor de 1883 nos FA Frege comentou o artigo de
1887 através de uma resenha Sobre essa resenhs ¢ importante noter que ela estd hoje
disponivel em duas versdes, a que foi publicada em 1892, e portanto aquela que Cantor teve
acesso, ¢ o 'rascunho’ ao qual nos referimos pelo ano em que foi escrita, 1890. Apenas uma
pequena parte do rascunho ¢ igual a verséo publicada. O trecho comum dessas duas verses
refere-ge ap infinito amal e & introdugéo dos mimeros transfinitos. Frege permanece aceitando
as novas nogbes, elogia e reforga os argumentos de Cantor contra as criticas que recebia
{FREGE, 1890, p. 68 ¢ 1892, p. 178). Na outra parte da resenha, tanto no ragcunhko como no
texto publicado, Frege passa a acussr a postura de Cantor em suas defini¢dies ¢ exposigio geral
da teoria, sobretudo pelo nso da abstrago para obter tanto o nimero cardinal - definido por
Cantor por abstrag§o da ordem e da natureza dos elementos- como o mimero ordinal -definido
por abstragfo da natureza:
»Cantor demanda mais {além da abstragho da natureza dos elementos]:
para chegar ao mimero cardinal, nés somos requeridos a abstrair da
ordem na qual eles estio. O que pode ser entendido por isso?"
(FREGE, 1899, p. 70).
"Agora, no gue diz respeito aos mimeros e tipos ordinais, eu nfo posso
aceitar que os fundamentos que o Sr. Cantor dd & eles sfio adequados,
nfio mais [adequados) que no caso dos mimeros cardinais. Ele indica
como nos devemos abstrair para obté-los. Mas, tal indicagfo afio pode
passar por uma definigho, pois isso pressupde que 868 4 conhegamos o
que esté para ser definido, ou isto nfio o determina inequivocamente no
caso que & posafvel fazer-se a sbatragfio, mas nem isso é o caso agqui.”
(FREGE, 1892, p. 180-181 {272]).

Ptesie soiuen mir damals von meiner eignen nur wiwesentiich in den Ausdriicken verschieden i vein,
Jeizt seke ich, dafi die in meinem Buche ausgesprochenen Wahrheiten doch nicht so auf der Strafle lagen,
dafi man sich nur zu bicken  brogechie, wn sie sich armueignen. Herr Cantor gibt ndmiich noch andere

Definitionen...” (FREGE, 1892, p. 164).
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A critica 4 abstragiio € o tema das duas versdes da resepha No rascunho da resenha
destaca-se o visivel sarcasmo e a ironis usada por Frege para comentar originalmente o artigo
de 1887 de Cantor. As modificacdes da resenha na verséo publicada tornam a ironia maig gutil
que nio rascunho. Apds a parte amigave! da resenha, Frege segue no rascunho, tomando um tom
agressivo ao afirmar que 'Cantor é menos foliz em suas definigbes”. .(FREGE, 1890, p. 70).
Frege continua nesse mesmo tom, fazendo comparagdes irénicas que podemos sentir lendo-o
diretamente:

"Nbs podemos fazer aqui uma observagiio geral. Quando os negros do
interior da Africa véem um telescopio ou reiégio de bolso pela
primeira vez, eles sfio levados a atribuir a essas coisas as mais
espantosas propriedades mégicas. Muitos mateméticos fazem o mesmo
com expressdes filosdficas. Aqui eu estou pensando em particular no
segatinte: 'definir’ (Brahma), ‘refletir’ (Vishou), ‘abstrair’ (Shiva). Os
nomes dos deuwses indimnos entre parénteses tdém o significado de
indicar o tipo de efeito migico que se supde que a expressfio tenha. Se,
por exemplo, vocé acha que alguma propriedade de uma coisa o
incomoda, vocs abstrai dela.” (FREGE, 1890, p. 69).
Frege prossegue explicando os poderes mégicos da 'reflexfio’, que possui o efeito de cessar a
abstracso e reter uma propriedade que voc# nilo quer ver destruida no processo da absiragfio; e
da ‘defini¢io’ que possui a capacidade de outorgar & coisa uma certa propriedade de que ela
cerega. Para ficar mais claro, reproduzimos o exemplo de aplicaglio dessas ’expresses

miigicas' dado na seqiibneia da resenba de Frege no texto de Cantor:
"Pense como essas poténcias poderiam ser usadas numa sala de anla:

um professor tem alunos de boa natureza mas preguicosos e estipidos.
Ele ira entfio abstrair da preguiga e estupidez e refletir tudo neles da
boa natreza. Eptho, por meio da definigio ele ihes outorga as
propriedades de entusiasme ¢ inteligéneia " (FRECGE, 1890, p. 69).
Neste tom de iromia Frege prossegue sua critica so emprego da absiraclo nas
definigdes de miimero cardinal e ordinal que constsm nos artigos de Cantor a partir de 1883,
Frege fala do matemdtico que usa esses poderes como uma pessoa extraordindria e que afio
erra {FREGE, 1890, p. 69) ¢ atribui a Cantor, sobretudo, os poderes de abstrair e refletir:
"Em Cantor, é Shiva e Vishnu que possuem mais fama " (FREGE, 1890,
p. 70}
Come ge 8o bastassem as mengdes ao 'poder sobrenatural dos deuses indianos’ ¢ aos
'milagres do professor, Frege tenta mostrar a insuficiéncia do processo canioriano para a
obtengio de nitmeros por meio de um exemplo: homens diante de uma gaiola de camundongos.

63



Cantor abstrai da natureza e da ordem dos cammundongos para obter o niimere cardinal e, para

obter o mimero ordinal, abstrai da natureza e reflete a ordem deles. A insuficidnein enfatizada

por Frege diz respeifo a arbitrariedade do processo:
"Bem, se num certo momento pdés comparamos & posi¢ho dos
camundongos, nés vemos que dois deles esifio mais ao norte que oulros,
ou que ambos estiio 4 mesma distéincia do norte. . Mas isso néio ¢ tudo:
se pés comparamos 0s camundonges com respeito a suas idades, nbs
encontramos que dois deles sfio mais velhos que os oufros ou que
ambos tém a mesma idade. Nés podemos continuar e comparé-ios com
respeito a sen comprimento, ...com respeito ao tom de seus grunhido,
sen peso, sua massa muscular ¢ muitos outros aspecios além desses.
Todas essas relagdes geram ordem.”" (FREGE, 1890, p. 70).

Dressa resenha, tanto no rescunho como no texto publicado, Frege traz elementos novos
para a discusséio enfre eles quando passa s acusar a postura de Cantor em suas definigdes e
exposiglo geral da teoria, sobretudo pelo uso da sbstragfio de "empirista e psicologista” e
incapaz de determinar de forma Gnica e commum os significados dos conceitos por ele
empregados.

Para podermos realizar a andlise dessas criticas, buscaremos antes, nos textos de
Frege, compreender mais precisamente o que ele entende por abstragfio. O significado desse
termo para ele estd associado, como mostraremos na seqiiéncia desse capitulo, ao empirismo e
psicologismo, nogdes que Frege compreende do seu modo e por isso também seréio exploradas,
assim como a comexdo enire o procedimento da abstragzﬁb e essar nogbes (segHio 2.3)
Mostraremos, a seguir, que nos FA, Frege tece duras criticas a essas correntes, que ja se
atastravam pelas diversas ciéncias, alcangando até a aritmética, contra a qual Frege triunfaria
a6 estabelecer seus findamentos 16gicos. Mas nessa critica, que ocupa pelo menos duas das
cinco partes dos FA, ndo ha qualquer referéncia a Cantor, que a6 ¢ sbordado nas referidas
segbes B3 e 86,

No entanto, esse mesmo tema, empirismo e psicologismo, passa a compor os ataques
de Frege a Cantor pelas formulagtes de 1887, assim como caberiam 4s de 1895, como
explicamos acima (secfio 1.3.1). Na resenha, ele retoma ¢ enfatiza os argumentos, Ja presentes
nos FA, contra o empirismo e o psicologismo convergindo-os 20 uwse da abstragio nas
definiBes matematicas, que portanto, é entendida como empirista ¢ psicologista

Essa critica também cai sobre a nogfio de ordem, conforme Cantor a emprega, mesmo
independentemente do uso da abstragfio, usada para defini-la também. Tanto a nocéio de ordem
como o uso da abstragiio nas definigbes sio atingidos pela nova eritica, que aleanga o coraglio
da estrutura teérica montada por Cantor, porgue compromete o que Frege denomina
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‘sbijetividade’ da teoria. A nogfio de ‘objetividade’ possui, na filosofia de Frege, um sentido
especifico ¢ fundamental que serd esclarecide na segfio 2.3.4, e significa, de modo geral,
aquilo que possui o mesmo significado para qualquer agente de conhecimento e, ac mesmo
tempo, ¢ independente dele. ‘Objetividade’ ge opde ao cardter arbitrario e subjetivo, fortemente
associado ao emprego de recursos psicoldgicos.

Parg encervar listamos resumidamente os femas gue obtivemos nesta segfio, a partir
das criticas de Frege a Cantor, para motivar ¢ selecionar, entre os escritos de Frege, os
assuntos que abordaremes a seguir: 2 nogdo de mimero cardinal; a propriedade ordinal do
nimero cardinal; a nogio de abstragfio, de empirismo-psicologismo e objetividade. Para tanto,
partimos de nog§es estruturais em sua ontologia, extraidas dos artigos Fun¢do e Conceito, de
1891 ¢ Sobre o Conceito e o Objeto, de 1892, Essas nogdes foram utilizadas nos FA pois
pestes artigos Frege esclarece assuntos que ja havia discutido em seu BegriffSschrift e
acrescenta ‘complementos e novas concepgdes que the ccorreram a partir dal’ (FREGE, 1891,

p. 35).

2.2 CONCEITO, OBJETO E EXTENSAO DE CONCEITO

A nogiio de objeto em Frege ¢ diferente da nossa nogfio intuitiva de objeto e apresenta
um significado especifico também em relagfio ao significado deste termo em oulros autores, que
explicaremos a seguir junto com a nogfio de conceito. Por exemplo, como diz Frege, sua nogéo
¢ diferente da 'tendéncia, muito difundida naguela época, de reconhecer como objeto somente o
que pode ser percebido pelos zentidos’ (FREGE, 1891, p. 36).

Para esta dissertaglio, a necessidade de investigarmos as nogées de conceito ¢ objeto
decorre de estarem elas intimamente associadas, pelas definigbes de Frege, 4 nogfio de nimero
do segninte modo: nitmeros séo subconjuntos dos objetos, sendo anterior a essa afirmaciio a
pressuposicho de Frege de que os objetos existem (ALCOFORADO, 1975, p. 23); e ntimeros
sfio atribufdos mos conceitos, isto ¢, 'quando afirmamos que as maravilhas do nundo 380 sete
estamos afirmando que, sob o conceito maravilhas do mundo, ceem sete individuos'
(ALCOFORADO, 1975, p. 20). Pretendemos deixar claro neste capitulo, apés elucidarmos as
nogles de conceito e objeto e as relagdes entre eles, o que significa atribuir ym nimero a um
congeito.

Para entender o significado de conceito precisamos esclarecer anoglio de finclo, pois
b conceito é um tipo especial de fincdo e a relago do conceito com o objeto pode ser
entendida através da relagfio deste com a fimglo.

A nogtio de fungfio ¢ empregada por Frege num sentido semelhante ao significado
desse termo na matemétice. Resumidamente, podemos dizer gue na expressfio f{x), { ) ¢ a
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fingfio ¢ x o argumento da fingfo, Frege chama a atengfio para este detathe sutil, mas
importante, para compreendermos sua no¢io: o argumento X nfo faz parte da fimggo {{ ), e essas
noghes se diferenciam pelo cardter 'insaturado’ da fungfic em oposigéo ao cardter ssturado do
argumento:
"Iaporta mostrar que o argumento ndo ¢ parte da fingdo, mas, compde,
Juntamente com a fungdo, um todo completo; pois a fimglo, por si 86
deve ser denominada de incompleta, necessitada de complementagiio
ou insatirada . Para reconhecer a fungfo ¢ necesséric decompor s
expresgfio [funcional] onde ela ocorre; e a possibilidade de uma tal
decompouiclo é sugerida pela estrufura da expresséio.
As duas partes em que a expresso do cleulo estd decomposta, o
sinal do argumento ¢ a expressio da fimg#o, sdo heterogineas: o
argumento ¢ um nfimero, um todo completo em st mesmo, o que a
fimedio nfio 6." (FREGE, 1891, p. 36-37).

A fimglio mcompleta, ou insatwrada, forma um todo ao ser preenchida por um
argumento que também ¢ um todo completo. Além disso, pensando na nogio de fimghio
matematica que nos ¢ familiar, a fimgdo saturada possui um valor que Frege denomina, come
n6s, valor da fingfio e, por analogia ao grifico de uma fimglio, os virios pares (srgumento,
valor da fungdo) ou {x, fix)) formam o que Frege denominou percurso de valores da fungfio:

"Denominamos aquilo em que 2 finglo resulta, quande completada por
seu argumento, o valor da fingo para este argumento, Assim, 3 é o
valor da fing#o 2x2+x para ¢ argumento 1, j4 temos 2.1241=3"
(FREGE, 1891, p. 39).

A fimefio saturada, assim como o argumento, opde-se 2 fimelo insaturada gendo estes
os primeiros exemplos do gue Frege denomina objeto. Frege explica o sigaificado de objeto
relacionsndo-o # funco, opondo-os radicalmente como dois aspecios fundamentais de sua
potologia:

"Considero imposstvel uma defini¢fo regular, j4 que temos aqui algo
que, por sua simplicidade, nfio admite uma decomposi¢lo légica. S6 é
possivel indicar o que se quer dizer. Aqui 80 se pode dizer
sucintamente: um objeto é tudo que nfo é uma funghio, de modo que uma
expressfo dele néo contéra lugar vazio.” (FREGE, 1891, p. 47}.

Og objetos afio todos do mesmo tipo e por isso nfio hd classificapfio entre eles. A

fimg#o estd num nivel diferente do objeto, porgue pode ter wm ou vérios argumentos ¢ que estes
arpumentos podem ser objetos ou ouiras fungBes saturadas. Essas diferencas dificultam
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compard-los ainda que seja suficiente para este estudo eptender objeto ¢ fun¢fo por sua
oposigdo,

A partir da nogéo de fimg#o matematica, assim explicada por Frege, o mtor amplia
seu significado em dois sentidos: mo campo dos argumento ¢ no 'campo das operagbes’
(FREGE, 1891, p. 42).

No campo das operapdes Frege acrescenta os sinais de = > e < 2 formagfio de
expressfes funcionais, por exempio x%=] & uma fungio onde x esid no luger do argumento
(FREGE, 1891, p. 43). O valor da fingfio, neste exemplo ¢ em outros semethantes, ¢ definido
por Frege como um ‘valor de verdade’, verdadeiro ou falso.

Com essas consideragBes sobre os valores da fimgfio, estamos muito préximos do
significado de conceito para Frege, esta gim uma nogfio imporiante nesta dissertagfio. O
conceito é um tipo de fimedo, cujos valores sfo valores de verdade Mas, as sentengas
assertativas tammbém podem ser compreendidas como as fung8es e nelas identificamos mais
facilmente o conceitos:

"As sentengas assertativas podem ser entendidas, assim como as
equagbes e expressbes analiticas, como decompostas em duas partes,
wna completa em si mesma e a oufra necessitando de complementagfio,
sendo insaturada. Assim, por exemplo, pode-se decompor a sentenga
"César conquistoy as Galias”

em "César" e "conguiston as Galias”.. Aqui, denomino de fimgéio esta
parte insaturada Neste caso o argumento ¢ César.” {FREGE, 1891, p.
46).

No exemplo acima, o valor da fung#io ¢ um valor de verdade. Por isso, a fimgfio do
exemplo é um conceito. Mas, para chegarmos 4 isso, devemos notar que houve uma ampliagéo
dos argumentos, sobre a qual Frege chama a stengfio, pois jd no seu exemplo, o argumento nfo
¢ wm niimero mas "objetos em geral”, entre og quais se incluem nomes de pessoas.

Entretanto, é preciso notar ainda que, sentengas agsertativas 580 funcbes que nem
sempre so conceitos. Por exemplo, a fungfio "a capital de x" possui Berlim como valor as
tomarmos Tmpério alemo’ como argumento. Concluindo sobre a amplisgfio no campo dos
argnmentos: og valores da fingfio podem ser também qualquer objeto e nfio apenas valores de
verdade,

Diante da consideragfio que admite objetos em geral como argumentos devemos
salientar sobre isso que hd, na concepgdo de Frege, uma ampliagpéo em relagio ao dominio de
uma funcéio, pensando em seu significado matemético, porque qualquer argumento pode ser
ingerido na acung’ de um conceito Jon fanglio] para samrd-lo (FREGE, 1884, §36, p. 244). ©
valor de verdade V do conceito que delimitaria a enorme amplitude do percurso de valores
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produzido pelo preenchimento da fimgéo. Para tanto, um conceito deve ser 'suficientemente
defimitado’ ou capaz de decidir se aigo cai ou nfo sob o conceito, ou ainda, dizendo de outra
forma, o conceito deve ter limites nitidos para ser capaz de decidir o valor de verdade quando
qualquer objeto o preenche.

Frege afirma que uma defini¢do, ¢ este ¢ um dado peculiar na filosofia fregeana, deve
poder decidir quais os argumentos que cabem ao conceito, j que qualquer argumento pode ser
inserido na lacuna da fingdio. Por exemplo, na definigdo de nimero, através do conceito, deve
ser pogsivel decidir se o que cai sob ele ¢ ou nfio um niimero:

»__.para dar um exemplo grosseiro- se a wm conceito convém o nimero
Jalio César, se esse famoso conguistador das Géliaz ¢ ou nfio um
mimero.” (FREGE, 1884, §55, p. 244).

Retomamos os dados sobre a fimg#o agora considerando o caso especifico dos
conceitos. Vimos que um conceito ¢ uma fungfio com um contra dominio restrito 20 conjunto
dos valores de verdade V (verdadeiro) ou F (falso); ele ¢ o objeto formam uma estratura que
representa uma classificagho ontologica na filosofia de Frege. Esses dois elementos, conceito ¢
objetos, sio complementares da realidade ¢ podem ser reconhecidos por meio da linguagem,
como explicaremos a seguir, ainda que nfo possam ser definidos como entidades linguisticas
devido ® sua relagfio com a realidade fregeana Para reconhecer o objeto e o conceito na
linguagem, precisamos primeirc lembrar que os elementos que estrutram wma sentengs,
conforme a l6gica tradicional, divididos em sujeito e predicado™, sfio rejeitados por Frege. Ele
classifica os componentes da sentenga por conceito /objeto, determinando que o conceito € a
parte incompleta ou insaturada da sentenga ou aquilo que resulta quando se tira deia o nome. O
nome é a parte da sentenga que possui como referéncia o objeto, que ¢ saturado on completo e,
sormalmente, vem acompanhado do artige definido, sendo esse 0 modo linghistico de
reconhecer o objeto. Por exemplo, na sentenga o livro ¢ verde', ‘o livro’ € o nome que possui o
objeto como referdncia ou, para simplificar, "o livro’ é a parte da sentenga relativa 20 objeto; a
onfra parte da sentenga, o conceito, pode ser identificada como uma estrutura incompleta e, por
isgo, ¢ ilustrativo expressé-la com uma lacuna, assim: "........ é verde".

Os conceitos podem ser do primeiro nivel (ou de primeira ordem) caso se apliquem
diretaments aos objetos , ou do segundo nivel se aplicarem-se e conceitos. Este dltimo caso ¢
empregado na definicho de niymero. Por exemplo, na sentenga "Nenbum objeto cai sobre o
conceito xzx", "Nenhum objeto cal sobre ..." § um conceito de segundo aivel pois cai sob ele o

conceito "concetto xex"7?.

724 egtrutura sujeito predicado ndo & suficiente para captar todas as efirmagdes, cormno es existenciais,
Ter * (FREGE, 1884, §53, p. 242).
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As no¢bes de concetto e objeto sfo fundamentais para compreendesmos o significado
de ‘extensdo do comceito’s, este empregado diretamente na definicéio de niimero ¢, portanto,
fimdamental para compreendé-la A nogdo de extenso néo ¢ suficientemente explicada nos FA,
mas ¢ suposta certa familiaridade com essa nogfic que possui um pape! essencial e determinado
nessa obra:

"Pressupusemos entfio conhecido o sentido da expressfio "extensfio do
conceite”. Esta maneira de superar a dificuldade {nfo poder avaliar se
uma equago é verdadeira ou falsa se apenas um dos lados tiver a
forma para que z equinumericidade se estabelega] poderad ndo
encontrar aprovagéo undnime..." (FREGE, 1884, §107, p. 275).

Apesar das dificuldades que surgem dessa nogdo’S, como essa mencionada na
citaglio, a ‘extensdo do conceito’ possui uma unidade essencial e corresponde a0 percurso de
valores da fimgdio, explicado acima

Num sentido mais técnico dizemos que a extensf#io pode ser entendida como um
conjunto de pares ordenados, cada um formado por um elemento do dominio da fingfio, como a
abscigsa, ao qual ¢ associado seu valor de verdade V, como sua ordenada Observemos que 2
extensfio ¢ formada, no gue diz respeito aos elementos do dominio, apenas com argumentos
verdadeiros que a compdem. Ao acrescentar o valor de verdade ao argumento (que ¢ associado
ao elemento de um conjunto), o papel do conceito na determinaglio da extensfio torna-se
evidente. Portanto, a extensfio nfo é o conjunto de objetos ou os objetos simplesmente que
caent sob o conceito, mas pares compostos de argumento e valor de verdade positivo.

Um conceito F determina a extensfio porgue delimita os objetos x do dominio que
compdem, junto com os valores de verdade V, a extensfio {{Fx) tal que Fx ¢ V}, para os
conceitos do segundo ntvel, e {(x,V)} para os conceitos do primeire nivel. Com isso, queremos
salientar que Frege nfio concorda com o procedimento de Cantor que usa @ emmuneragHo dos
elementos para definir um conjunto, Para Frege, a extensfio nfio deve ser pensada como 2
enumeragic dos elementos de um conjunto mas, 80 conirério, os elementos devem ser
identificados por meio de um conceito. Isso pode ser percebido pela distingfio tragada por
Frepe entre mota caracteristica’ de um conceito e ‘propriedade’ dos conceitos. A 'nota

T4 termo extensio de conceito corresponde 3o percurso de valores da funcéo.

*Sag dificuldades dizem respeito & tricotomia gue se aplica acs ndmeros, enquanto que, sobre a extensdo,
podemos afirmar apenas a igualdade e a incluso, isto &, entre o8 numeros podem estabelecer-se as relagbes de
», <, = {maior, menor € igual) enquante que ¥ extenséio ('idéntica’ 80 NGIMETo 3¢ entendemoy o '¢' da definiglo
de Frege como identidade) cabem outras relagfes, a de inclusdo ¢ iguaidade, Outra dificuidade diz respeito &
nfio distingdo precisa da extensfio como ‘classe de equivaléncia’' ou como elemento do conjurto quociente.
Sobre iszo ver Imbert p.54 € 71, respectivamerie.
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carscteristica’ 4 propriedade dos objetos que caem sob um conceito, enquanto que as
propriedades de umn conceito niio dizem respeito ao cbieto diretamente:
"Por propriedades que se emmciam de um conceito entendo
naturalmente nfio as notas caracteristicas que compdem o conceito.
Estas [as notas caracteristicas] so propriedades dag coisas que caem
sob o conceito, nfio do conceito.” (FREGE, 1884, §53, p. 241).
A relacio entre 0s elemenios que compdem uma extenséio e o conceifo que a
determina, ¢ que, a6 afravés dos objetos da exiensfio, a igualdade dos conceitos pode ser

verificada, pois a identidade consiste em vma relagfio entre objetos:
"Dois conceitos podem fer 8 mesma extenséio sem coincidir.” (FREGE,

1884, §69, n.95, p. 252)....Mas a coincidéncia na extenséio é condigfo
necessdria e suficiente para 2 ocorréncia entre conceifos da relag4o que
corresponde a identidade entre objetos (FREGE, 1894, p. 200.).
Por exemplo, 'é¢ correto dizer que o conceito fngulo reto’ ¢ o conceito fnguio igual a seu
adjacente 'tem a mesma extensio, mas niio & correto dizer que 0s conceitos tem o mesmo
contetndo’ (FREGE, 1894, p. 199).
Para Frege, independentemente da extensiio ser finita ou infinits, ela ¢ totalmente
determinada pelo conceito e nio depende da descriminagéio dos elementos que caiam sob ele.
Tendo esclarecido estas nogdes findamentais da ontologia fregeana, como conceito,
objeto ¢ extensio de conceito, prosseguimos com 2 expogigdo de partes dos FA onde Frege
realiza um 'minucioso sstudo critico das solugdes jd apresentadss acerca da nogfo de mimero!

{ALCOFORADO, 1975, p. 19).

2.3 A ABSTRACAO PARA FREGE;: PROCEDIMENTO EMPIRISTA-PSICOLOGISTA

Na primeira, segunda e terceira parte (segdes 5 a 44) dos Fundamentos da
Aritmética, Frege elabora a critica de abordagens filosdficas, como o empirismo e
paicologismo que explicaremos a seguir, para justificar a necessidade de encontrar oz mais
rigorosos fundamentos para a aritmética, a matematics’ em geral, Nessa critica Frege levanta
questdes basicas da filosofia da matemdtica como 'o que ¢ o nimero um', ‘o que ¢ o nimero em
geral' ¢ questiona as respostas que poderiam ser encontradas nos escritos de filosofia dessa
dren. A discussfio critica sobre a natureza do nimero, apresentada por Frege, possui grande
interesse na andlise conceitual sobre o nimero propriamente e ¢ importante também, para

Bouando usamos o termo matemética, niio estamos incluinde s geometria que £, para Frege, de outra natureza,
Ver , por exemnplo §14, dos FA
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sompreendermos o significado do niimero nos FA, pois, a cada passc da critica, Frege aponta
aspectos de sua teoria

Em sua mmvestigagdo sobre o conceito de nimero Frege apresenta primeiramente
argumentos negativos através de sua critica ao psicologismo e empirismo™, isto &, ele nega que
08 nameros sejam conceitos ou propriedades dos objetos ou das coisas, nega que sejsm
wnagens mentais ou criacdes picologicas. Tentaremos so longo dessa segfio esclarecer essa
critica e a0 mesmo tempo fentar compreender o que Frege entende por psicologismo ¢
empirtemo. Em seguida, tendo frisado o que o nimero nfo ¢, Frege expdie a sua definigfio de
nfinero. Vale notar que essa argumentagfio representa na histéria da filosofia da matemdtica
ama inovacdo, tanto pelos argumentos positivos, 1sto é por essas novas nogdes que Frege
infroduz, como pelos negaiivos, isto é, pela profindidade da analise que realiza ao formular as
criticas.

Nag criticas go empirismo e psicologismo, formuladas na parte II dog FA, Frege
apresenta primeirc 08 argumentos confrérios 4 fese que afirma gue "o nimero ¢ uma
propriedade das coisas exteriores”, depois & que diz que "o nimero ¢ algo subjetivo” e, por
iltimo, Frege também val negar que miimeros sfo conjuntos. Reproduzimos sinteticamente o
fundametal dessas criticas com o objetivo de compreendermos o significado desses fermos
empragados posteriormente nas criticas a Cantor, aquelas que tém como alvo a abstragio. A
zbstracfio, usada para obter nimero a partir de comjuntos ¢, para Frege, um exemplo de
procedimento empirista-psicologista porque significa 'negligenciar caracterfsticas das coisas’.

Assim, ¢ objetivo da presente discuss#éio ¢ percorrer a critica elaborada por Frege nos
FA, precisar o significado dos termos empirismo e psicologismo empregados também na
eritica 2 Cantor e entender, ainda, como Frege conecta a abstragio e psicologismo.

A analise que realizaremos dos FA de Frege oferece, para esta dissertaglio, duas
contribuigées: a primeira, uma discussio conceitual sobre a nogfio de nimero, que
retomaremos depois, no capitulo 3 comparando sz nogées de Cantor (segfio 1.1) com as de
Frege {segfo 2.4); a segunda contribuicio diz respeito 4 oportunidade de penetrar no trsbatho
de Cantor através das criticas de Frege, que representa um expoente em rigor na época.

T heixarnos de lado & critica de Frege a um certo tipo de 'formalismo' que explica o ntimeror pels hnguagem,
ertendando a matemitica como um jogo de signos vazios de significados. Ressaltamos ainda que, separar
picelogismo de empirismo, corresponde apenas as finalidades desta exposigho. Na histdria da filesofis, o
que dencminamos psicologismo e empirisrne, representa sspectoy distintos de uma mesma sbordagem
filoséfica da corrente naturalista. O préprie Frege ndo dissocia um do outro, Jobre neturalismno, esclerecemos
que este termo € empregado agui com o mesmo sentido dado a ele por Sluga para denominar o perfodo que
amiecede a publicacio dos FA. O naturalisme valoriza as ciéncias empiricas ao ponto de reduzir as ciéngias is
cidneiss da natirezs (astronomia, fisica, quimics, blologia, fisiclogia e histdéria natural), respaldadas pelos bons
resultados dos métodos proprios dessar cifnciss de observaghio, experimentagio ¢ redugo das formeas as leis,
isto &, para eles as cifncias empiricas podem explicar tudo, inclusive & logice e a matemdtica Ver (SLUGA,

1980, p. 8-44, 1980,
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2.3.1 O namero niio ¢ propriedade do objeto e de coisas externas

Para Frege, o carater fundamental do nitmero é que ele ¢ afribuido aos conceitos ¢ néo
as coisas. Inicialmente apresentamos a contestagdo de Frege 4 possibilidade de o niimero estar
nas coisas exteriores como uma propriedade delas. Frege fala ironicamente com Mill- um dos
interiocutores empiristas™- gobre essa possibilidade de enconirar o mimero nas coisas
externas:

"0 que dizer daqueles que, ao invés de prosseguir este trabalhe [“de
conhecer um conceito em sua pureza”] onde ele néic aparece ainda
realizado, o menosprezam, ge dirigem ao quarto das criangss ou se
transportam para as mais antigas fases conhecidas de desenvolvimento
da mmnanidade, a fim de 14 descobrir, como J.S. Mill, algo como
aritmética de pdezinhos e pedrinhas! Falta atribuir ao sabor do p#o um
significado particular para o conceito de mimero.” (FREGE, 1884,
inirodugéo, p. 200).

Frege apresenta varios argumentos contra a existéncia do niimero como propriedade
das coisas externas. Um argumento empregado nas criticas é que definigbes de nimeros ou
propriedades deles, dadas pelos empiristas, ndo sfio extensivas aos outros niimeros ou nfio
incluem outros sspectos da teoria Por exemplo, os empiristas afirmam que os milmeros séio
sropriedades das coisas externas, o '10 representa dez corpos sélidos ou dez batidas do pulso,
mas nfio tém como justificar o um, o zero e os nitmeros grandes como propriedade das coisas
externas. Na discussio 'sobre a unidade e um’ (parte Il dos FA) Frege questiona, por exemplo,
como o um pode ser pensado como propriedade de coisas; neste caso, ele seria uma
propriedade de todas as coisas, 0 que descaracteriza 'uma propriedade’:

"As razbes que se fizeram valer acima contra a idéia de que o nimero
seja uma propriedade de coisas acrescentam-se pesie caso ainda
algumas razées especificas. Em primeiro lugar, seria notivel que cada
coisa tivesse esta propriedade. Seria sbsolutamente incompreensivel o
motivo da atribuigfio explicita da propriedade a uma coisa. Apenas em
virtude da possibilidade de que algo nfio seja sdbio ganha sentido a
asserco de que Sélon é sabio. O contefido do conceito diminui quando
i extensfo ammenta: ge esta passa a abranger tudo, o conteindo deve
perder-se totalmente. Ndo ¢ ficil conceber como 2 linguagem chegaria

MRrege classifics Mill como empirista: '..mas seu preconceito {de J. 5. Mill} de que todo o saber seja
empirico, por outro fado, arruina imediatamente a concepgdo correta* (FREGE, 1884, §7, p. 2085,
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a criar uma palavra para propriedade que nfo pudesse servir de modo
algum para determinar mais completamente um objeto.” {FREGE, 1884,
§29, p. 227).

Frege prossegue apresentando contra-exemplos que refutam a afirmagéio de ser o
miimero um conceito obtido das coisas através da percepedo. Ele quer convencer o leifor de
gue o nlimero néo ¢ um conceito obtido dos objetos mas um ‘objeto’ propriamente {no sentido
explicado na secfio 2.2.1, acima). No caso de nimeros muito grandes, por exemplo, eles ficam
fora do alcance da percepgéo:

"Onde no mundo estaria o fato observado ou, como Mill também diz, o

fato fisico assertado na definicdo do mimero 7778647" (FREGE, 1884,

§7, p. 208).
O empiristas poderiam responder a Frege que alguns niimeros sto definidos pela percepcfio e
outros pelo acréscimo de 1. Sobre isso, Frege diria que néo ha critério para determuinar gue os
nimeros pequenos séio obtidos pelos sentidos ¢ os maiores através desses oufros. Entdo,
parafraseando Frege, podemos perguntar quais sdo os niimeros pequenos. Até o 10?7 Mas se ¢
possivel formar o 11 a partir do 10 e do 1, ndo ha razdo pela qual néo se possa também compor
o 2 apartir do 1 ¢ 1 da mesma maneira (FREGE, 1884, §8, p. 210}.

Também para refutar 2 afirmagfo de que um nGmero ¢ obtido por impresséio sensivel a
partir dos objetos observados, Frege lembra que nimeros sio aplicados também as coisas niio
sensiveis ¢ apresenta a impossibilidade de se ter impressfio sensivel de coisas ndo sensiveis,

pdo erpiricas "como ge tem de © ™
" . pois nunca se tem delas [trés sensagbes gustativas, trés maneiras de

resolver uma equagfio..] uma impressfio sensivel com se tem de <.
(FREGE, 1884, §7, p. 209).

Conira a possibilidade de ser o mimero propriedade de colegbes ou objetos Frege,
esclarsce um aspecto crucial Diz ele que, dependendo do ponto de vista de quem os
recophece, ocorre que a um objeto podem ser atribuidos diversos mimeros, como podemos
potar em um dos exemplos apresentados por Frege: ‘podemos apreender Ilada como um poema
ou como 24 cantos ou como um grande mimero de versos' (FREGE, 1884, §22, p. 220 (grifo
n08s0)). Uma interpretagéio descuidada poderia admitir gue o argumento de Frege que esta por
trés dessa critica ¢ que o niimero nfio estaria unicamente determinado como propriedade das
coisas externas. Mas, de fato, aqui estd implicito um argumento fundamental da légica de
Frege, a saber, a impossibilidade de airibuir nimeros as coisas, e com 1880 Frege camicha em

direcfio a sua tese: o nitmero ¢ atribuido aos conceitos.
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A origem da cren¢a de que os mimeros sfo propriedade de coisas externas pode ser
decorréncia de o mimero ter uma vasta aplicacfic no mundo externo”. Mas, de fhto, as leis
suméricas e squagbes podem niio descrever propriedades dos objetos ¢ coisas externss. A
situagio apontada por Frege expressa que hd, entre os empiristas e psicologistas, uma espécie
de inversédo enfre a aplicagfio ¢ 4 origem: por seu vasto campo de aplicagfo no mundo exterior,
o9 empiristas acham que a matemdfica feve sua origem ali. Nfio distinguir exatamente a
matemstica pura da sua aplicagdo cansa a impressfo de se encontrar a matemética nas coisas
da experiéncia sensivel:

"A proposi¢io 5 + 2 = 7 nfio significa que, quando vertemos dois
volumes de liquido em cinco volumes de liquido, obtemos sete
volumes de liquido, mas esta é uma aplicaclio apenas admissivel se, em
consequéncia de uma reagio quimica, digamos, nfo ocorre alteragio de
volume.. Mill confunde sempre as aplicag@es.. freqiientemente fisicas e
pressupondo fatos observados, com a prépria proposigio puramente
matematica” (FREGE, 1884, §9, p. 210).

Mas, se tracamos a distingfio entre a matemitica pura e sua aplicaghio, podemos
concluir que nem o mimero é obtido das coisas, nem as formulas numéricas tratam dos corpos
fisicos: a aplicaplio da matemdtica as coisas nfio quer dizer que ela existe nas coisas. Frege
apresenta um contra-exemplo 2 afirmagfio de que a formula numérica representa propriedades
ds um objeto:

" . pois o que se enuncia de « {um nimero qualquer] ¢ uma propriedade
comum dos mimeros, enquanto 11=1 nfio enuncia nada da lua, nem do
sol, nem do Saara, nem do pico de Tenerife; pois gual pederia ser o
gentido de um tal emmeiado?” (FREGE, 1884, Introdugio, p. 197).

O nimerc e as equagbes niio sio propriedade das coisas. Dentro do objetivo de
determinar o significado de objetividade, esclarecemos que Frege compara o niimero a objetos
fisicos no sentido de que ambos se assemelham quanto 4 objetividade: tanto os objetos fisicos
como os nimeros s#o ‘objetos’ ¢ ambos independem do sujeito (mesmo podendo ser
conhecidos por ele). Retomaremos adiante esse aspecto. Veremos a seguir a independéncia do

mimero com o sujeito.

2.3.2 A Indepéndencia entre o mimero ¢ o sujeito

7% 4 aplicatio’ ¢ um probiema importante da filosofia da matematica, pois explicer a aplicagdio da maternatica
iz diversas dreas do cophecimento, muitas delas praticas, & um dos critéries para aceitabilidade da teorin Oz
emrpiristas apresentam uma boa explicagfio da aplicebilidade da matematica, ou seje, cles congideran este

problema e tertam resolvé-lo.
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As imagens menfais e representacGes podem ser geradas por percepedo sensfvel ou
constitufrem objetos do pensamento independentemente de se relacionarem com a percepedio de
objetos fisicos. A analise dessas representaces possul um carater psicologico restrito 4 mente.
Veremos, do ponto de vista dog FA, que a representacfio, o processo genético de conhecer ¢ as
explicagbes fisiolégicas da mente sfio processos relativos ao sujeito, séo explicagdes de
cardfer psicolégico e subjetivo de quem desconhece a existéncia independente da matematica

O significado do termo 'subjetive’ estd associado nos FA 2 expresséio 'o sigmficado
para cada pessoa’ e expressa 'privacidade’ do contelido que ¢ valido, segundo Frege, para um
inico sujeito:

"0 que ¢ o nimero um?" Contude, se cada um tivesse o direito de
entender o que guisesse por este nome {um}, & mesma proposi¢ho a
respeito do um significaria coisas diferentes para cada pessoa; tais
proposicbes néo teriam nephum conteddo comum” (FREGE,
Fundamentos da Aritmética, 1884, introdugéio, p. 197).

Frege vai apresentando aspectos de sua concepgéo conforme apresenia sua critica
Nela detectamos um saspecto orucial da noglio de objetividade que abordaremos
especificamente na segdic 2.3.4. Com base na citagfio, adiantamos que um dado ¢ objetivo se
todas as pessoas que chegarem ao seu conhecimento admitirem que nfic hé diferentes
perspectivas fimdamentais sobre ele.

Freqiientemente Frege menciona as imagens internas e representagdes que s#o
individuais, interiores, subjetivas e que ocorrem também no pensamento matematico mas gfo
absolutamente irrelevantes para a fundamentagtio da aritmética Na explicecfio dada por Frege
sebre como ele usa o termo 'representagio’, podemos encontrar justificativa a afirmagio de que
repregentagdes dizem respeito ac sujeito cognoscente ¢ ndo ao objeto do comheciments. O
termo representagfio estd, desde o inicio, bem marcado pelo sentido subjetivo que tem no texto
de Frege, conforme explicita em nota da segéio 27. Ele explica outros possfveis significados
desse termo e, ao fazd-lo, deixa também nma caracterizagfio nitida do termo subjetivo:

"Representagdo em sentido subjetivo ¢ aquilo a que se referem as leis
psicolégicas da associagfio; sua natureza ¢ sensivel, figurativa
Representagio em sentido objetivo pertence & logica, sendo
essencialmente nfic sensivel, embora a palavra que significa uma
representagdo objetiva freqlientemente carregue consigo também uma
[representagfio] subjetiva, que nfio é contudo seu significado. A
representagfio subjetiva, na maioria dos casos, ¢ nitidamente diferente
em diferentes pessosms, a objetiva ¢ 2 mesma para todas. As
representacdes objetivas podem-se classificar em objetos e conceitos.
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Para evitar confiisfio, empregarei "representagfio” apenss em sentido
subjetivo...”" (FREGE, 1884, §27 {nota 48), p. 225).
Destacamos dessa citacdie o carater 'sensivel’ das associagbes e representaghes. Anotamos esse
aspecto que serd util para analisar outra situagfo em que aparece também essa "conexfio’ entre o
mental e o sensivel, enfre a abstragéo ¢ a existéncia das coisas externas,

Devido 3 existdneia do mimero independente do sujeito, a possibilidade de
representa-lo on nio é uma questdo irrelevante pars a matemgtica.

"O niinerc ndo pode ser representado nem como objeto independents
nem como propriedade de uma coisa exterior, porque afio € algo
sensivel nem propriedade de uma coisa exterior.” (FREGE, 1884, §58,
p. 246).

Quanto 4 critica de Frege ao empirismo e ao psicologismo, reforgamos que essas
abordagens sfo incapazes, segundo Frege, de dar conta da matemdtica fal qual a percebemos.
Egse argumento sbrange grande parte de sua critica. Por exemplo, a indugfio na versdo
psivologista traz certeza empirica de que ndo corresponde 2 seguranga Que presenciamos na
aritmética Certeza empirica ¢ insuficiente para garantir os findamentos estiveis da aritmética
e, 80 ser colocada na base das demonstrages, na concepgfio de Frege, carrega incerfeza peila
teoria devido 4 possibilidade de encontrar um confra-exempio, mesmo numa demonstragfio sem
lacunas ou contradig®es que se baseia apenas em definigtes nfo findamentadas logicamente®:

"Também sou de opinifio que as definicBes devem ser confirmadas por
sua fecundidade, pela possibilidade de com elas serem conduzidas
demonstrac8es. Mas deve-se atentar bem ao fato de que o rigor de uma
demonstragio permanece ilusério, ainda que a cadeia de raciocinio nio
tepha lacunas, enguanto as definigbes apenas justificarem-ge
retrospectivamente, por ndo se ter esbarrado em nenhuraa contradigio.
Portanto, tem-se sempre obtido de fato spenas umr certeza empirica, ¢
deve-se estar sempre preparade para encontrar por fim uma
contradico..."(FREGE, 1884, introducfio, p. 202).
Por isso também a necesgidade de aprender acuradamente og conceitos.

Frege aponta uma confisfio, comum nos psicologistas, entre tomar conhecimento de
uma verdade e a existéncia dela propriamente. A génese da representagéio de bm conceito e g
referéneia ao pensamento agregativo mec@nico sfo exemplos de abordagem subjetiva

#psta critics cai, também, sobre o formalismo. Frege coloca agui que nfio aceita wma matemétics livre, no
sertido de se limitar por contradicdes (Cantor e Frege se oplem neste porto, que retormarermos adiante sob a

perpectiva do primeira).
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confindida com o contelido ou justificativa da assergio e que espelbam 2 confiusfio entre a
compreensdo e o conceito logico.

A partir ga mengéo 4s ‘imagens internas’, Frege explica a diferenca da génese do
conceito ¢ sua definiclo logica. Ao método histérico 2 génese ajuda a reconhecer a natureza
das coisas mas "que nfio se tome a descrigdo da génese de uma representagdo por uma
definicéo” (FREGE, 1884, introdugtio, p. 200). Frege explica que a génese se confinde com a
essfncia e, por 1980, 2 explicagdo psicoldgica é solicitada:

"Imagina-se, pelo que parece, que 08 comnceitos nascem na alma
individual como as folthas nas drvores, e pretende-se ser possivel
conhecer sua esséncia por meio da investigacio de sua génese, que se
procura explicar psicologicamente a partir da alma humana Mas esta
concepefo langa tudo no subjetivismo... (FREGE, 1884, introdugio, p.
2003,

A confusic da génese com a definiglio teria como consegiéncia a limitago da
existéneta do objeto & concepefio individual:

Se o tornar-ge conhecido fosse a génese nfio poderiamos dizer dele
nada de positivo no que concerne ao periodo anterior a esta suposta
génese." {(FREGE, 1884, §26, p. 224).
A justificativa de uma asserclio niio sfio as condigdes fisiolégicas ou psicolégicas de como se
obtém um concetto.

Cabe a psicologia discutir a génese dos conceitos, o pensamento agregalivo mecinico

& g8 representagBes, de origem empfrica ou nfio. Mas tudo isso nfio tem qualquer relagfo com o

contetido da aritmética:
"Néo, a aritmética n#o tem absolutamente nada a ver com sensagdes.
Nem tampouco com imagens mesfais formadas a partir dos vestigios
deixados por impressdes gensiveis apteriores.”" (FREGE, Fundamentos

da Aritmética, 1884, introducéio, p. 199).

2.3.3 "0 niimero como conjunto” descartado por Frege
A citagfio que ufilizamos acima como titulo desta seclio ¢ o iitulo da terceira

subdivisfio da parte II, na qual Frege discute esses itens que estamos abordando: primeiro, ele
d4 os argumentos contrarios a "o niimero é uma propriedade das coisas exteriores”, depois
contririos a "o nldmero ¢ aigo subjetive” e, por iltimo, Frege também vai negar que nimeros
siio conjuntos.

Essa discussio ¢ importante nesta dissertagfio em dois aspectos: primeiro, porque ela
revela a dificuldade da associagio entre nimero e conjunto, a0 mesmo tempo que esta
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associagio comeca a se realizar efetivamente na matemdtica. Segundo, porque a abstracfo € um
procedimento geralmente empregado para relacionar niimero a conjuntos. A palavra
“conjunto”, segundo Frege, evoca o pensamento de co1sas no espago, e por isso ¢ facil reter a
ingémua concepeéio de niimero como um conjunto ou colegdo (EENNY, 1993, p. 69). Assim,
como conjuntos sHo geralmente formados de coisas através da reunido deles na mente, as
criticas de Frege descritas acima ao pimero como propriedade das coisas e sos procedimentos
menfais na obtengfio do niimero, cabem na intengio de definir nimero como abstracfio de
conjunto. Por exemplo, como poderia ser obtido o zero a partir de um conjunto?

Os conjuntos empregados para definir o nimeros, os quais Frege discute, ou sfio
formados de coisas, on sfio formados de 'unidades’. No primeiro case, os argumentos de Frege
estho sintetizados nas se¢des acima. O segundo caso é detalhadamente discutido por Frege em
toda a parte I e apresentado aqui muito rapidamente.

A definiciio de mimero como conjunto de unidades ¢ preferida 4 de coisas como
slemento, porque as unidsdes aparentam uma cerfa identidade enfre elas, que negligencis as
diferencas entre os elementos, tornando-os semelhantes. Mas, argumenta Frege, se as unidades
pogsuem essa semelhanca, a possibilidade de distinguir as unidades de um conjunto para conts-
fas desapareceria:

"Por meio de um procedimento meramente concestual nfio se consegue
torpar as coisas difereptes [do que s#o originaimente]. Se
conseguissemos, porém, ndo terfamos mats coisas, ¢ sim uma coisa.”
(FREGE, 1884, §34, p. 230).

Frege discute também a opinifio daqueles que afirmam que as unidades sfio diferentes.
Diante disso, pergunta como distingui-las. Se é necessério distingnir as unidades, diz ele, nfio
ge pode perceber 0 motivo da insisténcia em manter um elemento comum:

" A igualdade, conmdo, perdeu-se novamente, ¢ a indicagfio de
uma certa semelhanga nfio zerve para nada. O wm desfaz-se agsim em
nossas mios ¢ ficamos com os objetos e todas as suas particularidades.
Os sinais o

sdo expressbes que falam de nosso embarago: necessitamos da
igualdade; por isso o 1; necessitamos da diferenga; por isso os indices,
que infelizmente apenas suprimem de novo a igmaldade” {FREGE,
1884, §36 , p. 232},

Frege instala, com iss0, um impasse po emprego de conjuntos de unidades para definir
o8 nimeros: por um lado, se es unidades sfio iguais elas precigam ser distingnidas e, por ouiro
indo, se elas sdio diferentes, perdem a necessidade de manter o elemento comum.
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Queremos destacar que a definigiio de nimero de Frege supera esse impasse e
mostrar, também, como isso ocorre. Utilizamos a explicagéo de Kemny que afirma que, de fato,
nfio é verdade que, para se tormarem contaveis, as umidades devam ter todas as suas
propriedades em comum [isto corresponderia a atribuir um oimero 20 conjunto]. O que é
verdade, diz Kenny sobre o argumento explorado por Frege, ¢ que, para se tornarem contdveis,
duas coisas 8m que cair sob um conceito unico (KENNY, 1995, p. 70).

Essa observapfio mais uma vez reflete que os problemas apontados por Frege
conduzem o leitor 4 sua definigio de miimero; ela é importante para explicar o significado de
abstragdo para Frege ¢, também, o que significa de niimero para ele. A abstragéio, segundo ele,
¢ um modo de obter conceitos ¢ nio nimeros ¢ ¢ o conceito que delega a ‘unidade’ a um
conjunto que deve ser contado. Passaremos a explicar o significado de abstraciio para Frege ¢
estaremos, em seguida, prontos para compreendermos sua nogfo de mimero.

2.3.4 Objetividade do niimero

Concluimos a discussfio critica sobre o mimero destacando sua caracteristica
fundamentnl de objetividade, sintetizando o significado desse termo e apontando sua
unportancia na filosofia fregeana, fazendo assim uma conexdo entre as criticas destacadas
seima e ox aspectos do logicismo que mencionaremos rapidamente a seguir.

O emprego de recursos psicoldgicos e empiricos representa, para Frege, uma ameaca
& "objetividade” da teoria que og utiliza. A discussfio sobre a objetividade é especialmente
unportante em sua filosofia porque se inclul no projeto mais geral de cardter epistemoldgico
{CURRIE, 1982, p. 2). Ele acredita na objetividade e na certeza do conhecimento matemético,
um exemplo guanto & existéncia de conhecimento seguro. Fundamentar a aritmética na logica
ngsegura  epistemologicamente a matematica, justifica a validade da matemdtica
independentemente das coisas do mundo exterior e do sujeito (e das representacBes que séo
dele). A lagica teria, para Frege, propriedades que independem da intuipdo, das condigses de
conhecimento ¢ do contefido dos juizos; a esséncia da 16gica, para ele, é que ela expregsa as
leis da verdade, que se caracterizam por sua generalidade®!, por sua objetividade (no sentido
fregeano) normatividade e certeza (CURRIE, 1982, p. 19-37 ¢ 100-101). Segundo Frege,
conceito, nimero , extensdo, cair sob wm conceito sfic nogdes préprias da l4gica A
objetividade opBe-ge, exataments, 8 justificativas subjetivas e empiricas e, porianto, 2o acusar

# Generalidade da lei l16gica se opBe ao dominio particular de uma lei da fsica ou da quimica por exemplo, que
e aplicam a um dominio material e € geral apenas nesse dominio. A generalidade, por outro lado, também
pode lsvar a contradic®es: considerando o passes de generslidade de ume sentencs, partindo de bm cago

particular, a generalizecfio conduz a wrm sertenca sem sentide Fo— v Fx-—2 (rd) () dix).
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Cantor de tratar psicologica e empiricamente suas nogdes findmmentais, Frege ataca a
objetividade da sua teoria

Frege inicia a argumentacéo sobre a objetividade do nimero comparando-o s coisas

que existem objetivamente na realidade concreta, enfatizando novamente que processos
paicolégicos exigtem, mas nem por isso interferem na objetividade do conceito: um e outro
podem iguaimente ger objeto da psicologia ou resultado de processos psiquicos o que nfio
prejudica em nada a objetividade, que independe de nossas representagBes on de coisas
semelhantes. Quanto 4 objetividade, ele usa o "Mar do Norte' para comparar com o nitmero,
resgaltando que, apesar de ambos serem igualmente objetivos, eles sfio diferentes quanto i
atualidade- o nimero apenas n#io ¢ 'palpavel’ como o Mar do Norte:

"Pois o nlimero nfo ¢ mais um objefo da psicologia, ou um resnitado de
processos psiquicos que, digamos, o Mar do Norte. A objetividade do

- Mar do Norte nfio ¢ prejudicada pelo fato de depender de nosso

arbitrio qual parte da totalidade da dgua que cobre a terra pretendemos
delimitar e marcar com o nome "Mar do Norte”, Esta nfo ¢ uma razio
para pretender investigar este mar por vias psicolégicas. Assim,
também o niimero ¢ algo objetivo. Quando dizemos "O Mar do Norte
tem 10 000 mithas quadradas” nfio nos referimos, por "Mar do Norte”
ou por "10 000", 3 um estado ou processo interno, mas sssertemos algo
totaimente abjetivo, independente de nossas representacles ou coisa
semelhante™ (FREGE, 1884, §26, p. 223).

"Distinguo ¢ objetivo do palpavel, espacial e efetivamente real. O eixo
da terra e o ceniro de massa do sistema solar sfio objetivos, mas
preferiria nio chamé-log de efetivamente reais como a prépria terra.
Chamsa-se freqientemente o equador de linha imagindria; mas seria
falso chamd-lo de linha imaginada: ele nfio nascen do pensamento, nio
¢ produte de um processe mental, mas ¢ spenas conhecido pelo
pensamento.” (FREGE, 1884, §26, p. 224).

Um outro elemento que caracteriza a objetividade de algo ¢ a sua possibilidade de ser

expresso em palavras, em oposiglio ao intuivel, que nem sempre € comunicavel. E, por fim

define:

"Assim, entendo por objetividade uma independéncia com respeito a
nosso sentir, infuir, representar, ao tragado de imagens internas a partir
de lembrangas de sensacdes anteriores, mas nfio uma independéncia
com respeito 4 razfio; pois responder & guestfio do que s8o ay coimas
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independentes da razfio significa julgar sem julgar, lavar-se e nfio se
molhar " (FREGE, 1884, §26, p. 224).

Em oposigio aps processos internos, privados e nio comparaveis, a objetividade do
nimero the garante o reconhecimento piblico repetidas vezes. Mas, devemos ressaltar que,
como o dado objetivo ¢ independente de todos nés, ele pode ser total ou parcialmente
desconhecido:

"...6 uma gquestio objetiva, do mesmo modo que uma folha verde reflete
certos raios luminosos atinjam eles meus olhos ou nfo, provoquem uma
sensacho o nfo, do mesmo modo que um griio de sal € solivel em dgna
pasto na deua ou nfo, observado o processo ou no, ¢ do mesmo modo
que ele permanece soliivel mesmo ndo me sendo possivel realizar a
experiénein” (FREGE, 1884, §80, p. 260).

Ou geya, a objetividade ¢ mais do que a existéncia de uma Gnica resposta correta, pois
Frege aceitaria a possibilidade de todo mundo estar errado. Entéo, a unenimidade seria uma
garantia da objetividade, caso todo mumdo que raciocinasse corretamente nfo admitisse
perspectivas diferentes para aquilo em qualquer situagéio.

O que poderia ser considerado intuitivo ¢ comum entre os nimeros ¢ a relagfio de
vizinhanga, a posigéo de um nidmerc em refagSio aos outros mas, para Frege, esse argumento
nio terin a menor relevincia. A intnigfo ¢ a base epistemolégica da geometria, diria ele
{FREGE, 1884, §14, p. 215 e CURRIE, 1982, p. 32) mas nfio da aritmética, que possui a légica
como base {FREGE, 1884, Introdugfio, p. 197- 202). Frege buscou definir os conceitos
aritméticos em fermos puramente l4gicos, estabelecer os axiomas l6gicos e as regras de
inferéncia de modo que qualquer proposigio aritmética pudesse ser derivada dai.

Algumas caracteristicas que indicam para Frege o cardter nfio intuitive da aritmética,
conforme descritas por Currie (CURRIE, 1982, p. 32-35) sfio a impossibilidade de tomar na
intuigho elementos da aritméiica parn representar fodos os ontros {por exemplo, um namero
particular carece de similaridade em relagfio aos oufros, diferentemente da geometria onde uma
refa ou um ponto pode representar as oufras retas ou pontos, no sentido que um ponto
congiderado intuitivamente na intuigfo, ndo ¢ distinto de outro}, a infinidade de aplicacdo da
aritmética que vai além da intuiglio ¢ @ impossibilidade de todos o3 nlimeres serem
representados por um nimero que os identifique através de propriedades comuns entre eles
(FREGE, 1884, §13, p. 214).

2.3.3 O significade de abstracdo para Frege e a sua relagfio com psicologismo-empirisme

Com a discussfio que spresentamos a seguir enfalizamos a tentativa de Frege de
preparar o leitor para sua tese em que afirma que mimeros nfo sdo conceitos, asgim como ndo
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giio propriedade dag coigas ou representagdes mentais. Obtemos dai que abstragéio, para Frege,
¢ um dos meios para obter conceitos e ndo nimeros. A sbstragfio é um processo mental de
negligenciar as propriedades das coisas das gquas se absiral ¢, por 1sso, estd associada ac
psicologismo e ao empirisma.

Associada a idéia de reunir elementos para obter os nimeros, encomlra-se o
procedimento da sbstragfio muitas vezes empregado para realizer essa passagem. Frege critica
o emprego da abstracio para obter niimeros. O nmimero nfio ¢ obtido por abstragiio e, mais que
igso, shatracfio é um procedimento possivel para obter ‘conceitos’ ( o que deixaremos claro até
o final desta se¢fo):

"( niimero ndo é, da mesma maneira que a cor, 0 peso e a dureza,
abstraido das coisas, nfio ¢ no mesmo sentido, uma propriedade das
colgas™ (FREGE, 1884, §45, p. 238).

Virios argumentos empregados contra o fato de o sfimero ser propriedade das coisas
s8o retomados por Frege contra o emprego da sbstragho para obter o nimero. Ele pergunta
como obteriamos o 0 e 0 1 por abstragfio. Aborda também outras dificuldades ja apontadas
acima:

"Em particular o que Jevons diz nfo convém de modo algum ao 0 ¢ ao
1. Do que se deve propriamente fazer abstragfio para, a partir da lug,
por exemplo, chegar 2o nimero 1?7 Por abstragfo obtém-se de fato os
conceitos: satélite da terra, satélite de um planeta, corpo celeste sem
luz prépria, corpo celeste, corpo, objeto, mas nfic se enconira nesta
lista 0 1; pois ele nfic é conceito, sob o qual a lua pudesse cair. No
caso do 0, minea se terd um objeto a partir do qual se pudesse abstrai-
lo.” (FREGE, 1884, §44, p. 237).

De fato, retomar os argumentos comtra ser o ndmero propriedade das coisas ¢
pertinente visio que Frege associa a sbstragho a0 empirismo e ao psicologismo porque, pars
ele, a abstragiio é realizada a partir das coisas on objetos por meio de um processo mental.

Enfatizamos, inicialmente, como Frege relaciona a abstragio ao pensamento
empiristn; abstrair significa negligenciar "elementos constitutivos” (FREGE, 1890, p. 70-71).
{uem supde que os mimeros estfio nas coisas usa a sbstragho para desprezar todas aguelas
coisas que supde desnecesadrias para formar o conceito requerido, isto ¢, abstrai de todas as
propriedades em virtude das quais uma coisa ¢ aquilo especificamente, abstrai da localizaglio
espacial ¢ temporal e de tudo mais que nfio eja o conceito que se busca. Frege, no irbnico
comentério & definicio de mimero que Cantor apresenta, a pertir de 1883, utilizando a
abstragfo, expressa a relagio desse procedimento - a abstragfio- com objetos fisicos:
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"Diante de uma gaiola de camundongos, os matemdticos reagem
diterentemente guando o mimero deles esté em questéio. Alguns incluem
no nimero os camundongos como eles séo, até o fAitimo pélo; outros e
eu devo incluir Cantor entre eles- acham fora de propésito que pélos
possam fazer parte do nimero e entio abstraem deles. Eles encontram
noa camundongos um hospedeiro de oufras coisas que sfo impréprias
go mimero ¢ s8o indignas de inclui-las pele. Nada mais simples:
alguém abstrai de todo o lote. De faio, quando vocé faz isso, today as
coisas do camundongo parecem fora de propésito: a gota de seus olhos
ndo menos que o comprimento da sua calds ¢ a acuidade de seus
dentes. Entéio alguém abstrai da natureza do camundonge®. Mas nfio ¢
dito o que se abstrai da natureza; entfo abstrai-ge presumivelmente, de
todas as suas propriedades, mesmo daguelas em virtude de que nés os
chamamos camundongos, ... " (FREGE, 1850, p. 70).

O processo da abstracio para obtengdio dos mimeres, do modo como Frege o
compresnde, ¢ um processa paicoldgico. Na resenha de 1890 Frege deixa claro, através de um
exernplo, que a absfragfo ¢ um processo subjetivo, oposto ao objetivismo explicado acima,
porque permite que cadn pessoa d# uma resposta diferente 4 mesma pergunta e, como j4 foi
dito, as definighes mateméticas devem ser de tais que a resposta seja unfnime. A sbstragio
permite chegar a conceitos, a partir de um objeto fisico e como tal ndo deve ser empregada nas
definigdes matemdticas:

"Vamos pegar um grupo de homens e pedir para eles fazerem o méximo
possivel para abstrair da natureza de um lépis ¢ da ordem em que seus
elementos sfio dados. Depois de termos dado a eles tempo suficiente
para essa dificil tarefa, nés perguntamos para o primeiro: 'Qual o
conceito geral®® a que vocd chegou? Nio sendo um matemsfico, ele
responde: ao 'O puro ser’. O gegundo pensa o confrario: as 'O puro
nade’, o terceiro -que eu suspeito ser aluno de Cantor- ao ‘0 nfimero
cardinal um’ {FREGE, 1890, p. 70-71).

Na versfio publicada da revisfio dos textos de Cantor de 1887, Frege também associa
o emprego da abstrago na definiclio de niimero de Cantor ao empirismo e psicologismo, e agui
de modo mais explicito, ainda que menos sarcastico, que na versio nfo publicada:

% panul, Frege da a referéneia do texto em que Cantor refere-se 8 "abstrair da natureza.,.* (CANTOR, 1887, p.

357.411)
Bigrege, aqui, repete os termos empregados por Cantor em sua definiclo.
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"Além disso. o verbo "abstrair’ ¢ uma expressfio pmcolégica e, como
tal, deve ser evitada na matemética”. (FREGE, 1892, p. 181 {272]).

A abstragéo nfio serve para a matematica mas, admite Frege, é um procedimento til
para obtengfo de conceitos. Podemos pensar que ele estd desmembrando 2 relagdo entre
nimero e as coisas, ingerindo o conceifo enfre eles. Representamos esquematicanente o
argumento de Frege: objetos—yconcettos—nimeros. Inicialmente notamos que, segumdo ele, ao
sbstrair obtém-se (conforme afirmamos na seglio 2.2) um coneeito e nfo wm ndmero:

"As propriedades pelas quais as coisas se distinguem sfo indiferentes e
egtranhas a seu mimero.. Quando, como requer Thomae, "faz-se
ghstraco das peculiaridades dos individuos de wm conjunto de
objetos”, ou ’'ignoram-se, no exame de coisas separadas, as
caracteristicag pelas quais elas se distinguem”, o gue sobra nfo &,
como juiga Lipschitz, "o conceito do mimero das coisas examinadag,
mas obtém-se uin conceito geral, sob o qual caem estas coisas. Se ao
examinar wn gato branco ¢ um prefo, por exemplo, ignoro as
propriedades pela qual se distinguem, obtenho algo como o conceito
"gato”. Mesmo que submeta ambos a este conceito e os chame de
unidades, o branco permanecerd branco e o preto sempre preto.”
(FREGE, 1884, §34, p. 230).

O significado do termo abstragfio para Frege € extrair um conceito da realidade figica
e subjetiva. O conceito pode ou nfo ser obtido por abstragfio, isto ¢, a reciproca do esquema
acima {objetos—yconceitos—rmimeros™) é verdadeira na assoctagfio de nimeros a concettos,
mas ndo ¢ necessdria na relagiio entre objetos e conceitos. O esquema reciproco valido seria:
ﬁﬁmeroewccnceitoen{objetcs, notas caracteristicas, amssociagfo de caracteristicas diversas,
ete}. Por exemplo, pode-se obter um conceito combinando caracteristicas determinadas e,
neste ¢us0 em que nflo estd partindo da realidade fision, coisa nenhuma pode cair sob o
conceito de unicérnio, por exemplo {(KENNY, 1995, p. 75). Outro modo de obter conceitos é
através das 'notas caracteristicas do conceito’, isto ¢, da "propriedade das coisas que caem sob
o conceito, ndo do conceito” (FREGE, 1884, §53, p. 241). Frege afirma isso:

".[é um] erro supor gue um conceito apenas possa ser obtido
diretamente por abstrac8o a partir de vérios objetos. Pelo contrério,
pode-ge também chegar a um conceito partindo-se das npotas
caracteristicas; e neste cago ¢ possivel que nada cais sob ele. Se igso

%0 ¢ & todo conceito que um nomero pode ver associado, Ao conceito wermelho' ndte se associa nimero.
Sobre os tipos de conceito ver (IMBERT, 19652, p.44, 74-76),
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ndo acontecesse, nunca se poderia negar a existéneia, e assim também a
afirmagéo de existéncia perderia o contetido.” (FREGE, 1884, $49, p.
249).

A abstracfio, explica Frege, ¢ normalmente associada aos nimeros devido ao fate de
seT eS¢ processo empregado para obter o conceito so qual o nimero ¢ afribuide:

"Vemos também como se chega 3 pretender obter o mimero por
abstragfo a partir dag coisas. O que se obtém assim é o conceito, onde
o mimero ¢ ento descoberto. Por isso a abstragfio de fito
freqitentemente precede 4 formagdio de um juizo numérico.” {(FREGE,
1884, §48, p. 235-2490).

A associagio de um niimero a objetos ¢ explicada por Frege como um mal entendido
que pode ter se originado da compreensfio de que o nmero nfic é um conceito , mas sim
atribuido a conceitos, os quais podem ser obtidos por abstragfo. Ocorre que, da forma como o
mimero ¢ empregado na linguagem pode-ge, com frequéncia, ter a sensaclio de que se trata da
propriedade das coisas ou de conceltos, ou seja, a linguagem nalural indica uma relagfio entre
s conceitos e as coisas e, como o namero aparece na sentenga ligado s coisas (de fato ele ¢
ligado ao conceito ¢ este 4s coisag), conseqgiientemente o niimerc parece ser wm congceito, Por
exemplo: |

®_..2 lingnagem afribui decerto nitmeros a objetos, ndo a conceitos: diz-
se "o numero das balag”, como "o peso das balas”. Assim, fala-se
aparentemente de objetos, guando na verdade quer-se enunciar algo de
conceitos. Esse uso linguistico é enganador. A expressiic "quatro
nobres cavalos" desperta a iluséo de gue quafro acrescenta uma
determinago a0 conceito "nobre cavalo™ | assim como "nobre”
acrescenta ao concetto "eavalo”. WNo entanto, apenss "nobre” é nota
caracteristica dessa espécie; através da palavra quairo enunciamos
algo de nm conceito." (FREGE, 1884, §32, p. 241).

Todo esforgo de Frege na primeira e segunda parte dos FA é no intuito de antquilar
qualquer sentido que isso possa ter, para que sua concepgdo de nimero como objeto aparega
como a methor forma de resolver os problemas selecionados por eie e apresentados nos FA.

O processo da abstragso para obtencéio dos conceitos ¢ um afo mental e por este ato
de abstrair obtém-ge conceitos de primeiro nivel, isto &, conceitos relativos 4s coisas, com as
quais os pimeros sfo confundidos. Ou sejn, a abstragfo produz conceitos a partir de coisas
observadas, empiricas.
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Corn isso, pretendemos ter deixado claro o que Frege entende por abstragdo, a relagiio
da abstrago com o peicologismo e empirismo e por que Cantor ¢ acusado de empirista e
psicologists por recorrer & abstragio em sua definigfio de namero.

14 ADEFINICAO DE NUMERO NOS FA

Tendo apresentado as criticas a0s argumentos opostos & sua defini¢fo, Frege introduz
sua nogdio de nimero que se caracteriza por ser atribuidoe a conceitos (segfio 2.4.1). O esbogo
de sna definipho sera reproduzido na segio 2.4.2. Frege elaboron esquemas formais para
definir 0 0, para definir a relagfo de vizinhanga dos nfimeros naturais e um modo de  geré-los
sistematicamente por meio de regras formsis. Por meio de sua definicfio Frege, resolve as
dificuldades, apontadas por ele, que surgem das definigdes psicologista-empiristas e, como
poderemos observar, acrescenta alguns elementos que poderiam ser vistos come suas

contribui¢des 2 teoria axiomatica de conjuntos.

2.4.1 Os nameros aplicam-se a chjetos sé por meio de conceitos
O nimero, para Frege, ¢ propriedade de um conceito, ou mais precisamente, o niimero

assinala uma propriedade de um conceito. A propriedade do conceito nffo deve ser confimdida

com a nota caracteristica, esta sim propriedade dos objetos {que caem sob um conceito):
"Se observando o mesmo fendmeno exterior posso dizer de modo
igualmente verdadeiro: "Isto ¢ um grupo de érvores” e "igto sfo cinco
arvores”, ou "aqui h4 quatro companhias” e “aqui hd 500 homens", o
que varia nfio é o objeto circular nem o todo, o conjunto, mas sim
minha maneira de denominar. No entanio isto ¢ apenas indice de
substitui¢do de um conceito por outro. Impdem-ge assim, como resposta
a primeira questfo da segfio anterior, que a indicagio numérica contém
um enunciado sobre um conceito. E o que fica claro no caso do nimero
0. Se digo: "Vénus tem 0 luas” ndo ha absolutamente nenhuma lua ou
agregados de inas sobre o que algo se pudesse enunciar; mas ap
conceito "lua de Vénus" atribui-se desse modo a propriedade, a saber,
a de nfo subsumir nada ¥ (FREGE, 1884, §46, p. 238}

Ao confrario do que pode ocorrer disnte da hipétese de o ndmero ser atribuido 8s

01988, Ao considerar o namero atribuido a conceitos, pode-se observar que a um conceito niio

s¢ pode afribuir mais que uwm Gnico niimero (KENNY, 1995, p. 74), o que garante a

objetividade do mimero.
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O problema da igualdade ou distinguibilidade das unidades também encontra soluglio
diante da resposta de Frege que afirma que namero se aribui a conceitos (FREGE, 1884, §54,
p. 242-3). Quando um nimero ¢ sfribuido a um conceito®® este lhe confere unidade. Por
exemplo, na proposigio "Japiter tem 4 luas” ha uma unidade em relacfio ao conceito "luag de
Japiter” e nfo ha necessidade de introduzir unidade a cada lua Mas, diante deste conceito,
cada uma das huas que, por um iado sfio objetos distintos, sfio igualmente luas daguele planeta
Hipiter (KENNY, 1995, p. 77). Frege afirma exatamente isso guando explica o resultado s
alcance do processo de abstragfo:

"0 conceito “gato”, obtide por abstragfo, de fato nfio contém mais as
particularidades, mas ¢ precisamente por isso apenas um." (FREGFE,
1884, §34, p. 230},

Sob os conceitos podem ou n#io cair objetos, ou seja, substiftindo asrgumentos na
lacuna de um conceito ¢ ndo obtendo assim nenhom valor de verdade V, o nimero que se
afribui so conceito é 0 0.

Frege afirma que uma defini¢fio deve poder decidir quais os argumentos que cabem ao
conceito e se 0 que cai sob o conceito ¢ ou nfic um oiimero, conforme explicamos acima na
sego 2.2

Pela necessidade de decidir se o que cal sob um conceito ¢ um nimero ou néo, Frege
opta por formular uma definigéio explicita de cada nitmero, isto é, nio ¢ suficiente "estabelecer
a sentido dag locugdes "o niimero 0 convém a...." "o nimero 1 convém a.."; pois isso nfo nos
suforiza a discernir o 0 ¢ o-1 como objetos independentes e possiveis de serem reconhecidos
novamente " (FREGE, 1884, §56, p. 245). '

Portanto, estabelecer conceitos para definir os pimeros ndo ¢ snficiente para
determinar que tal nimero existe. £ preciso, primeiro, definir o nitmero explicitamente ¢, a

seguir, mostrar que algo cal sob o conceito.

2.4.2 O esbogo da defini¢io de numere
Antes de apresentar sua defini¢fio de nimero, Frege faz uma tentativa (seclio 67) que

se mostra insuficiente por falta de delimitagdo, isto ¢, a definiglio descartada decide se doig
nimeros sfo iguais ou nfio, mas néo responde se um objeto € on nfio um mimero. Uma definigéio
deve garantir 3 existincia de um objefo gue a satisfaz e a unicidade dele, conforme explicado

acuna.

#hern sempre os nimeros podem ser airibuldos aos conceitos. Frege distingue trés tipos de conceitos. Por
exemplo, of conceitos que descrevern gualidade, chamador de nfic individualizarmtes, isto €, que nfe
determinam quais o8 objetes que caerm ou ndo aob o conceite, como ¢ conceito *vermetho®, ndic se atribui
muimeros, Ver (IMBERT, 1965, 2750,
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Em sua definigfio explicita Frege parte de algo j4 conhecido e isso é igualado ao que
estd sendo definido: ‘o niimero que pertence ao conceito F é a extensfio de um conceito
equinmeérico ao conceito F'. Isto &, '» ¢ um nimero' significa o mesmo gue 'existe wm conceito
tal que # é o nfimero ao qual ele pertence’ (KENNY, 1995, p. 91). O que esta sendo definido ¢
‘o nimero que pertence ao conceito ' afravés da extenséo de um conceito, conceito esse de
equinumericidade com o conceito F. Observemos que a extensfio de um tal conceito
‘equinumérico com o conceite F' néo é o conjunto dos objetos que caem sob F, pois esta seria a
extensdo do conceito F. A extensfo do conceito 'equinumérico ao conceito F' ¢ a classe dos
concelios que possuem seus objetos equivalentes. Observemos, ainda, que a equinumericidade
nfio supfe o conceito de niimero, mas sinplesmente ¢ capaz de determminar quando dois
niimeros sfo iguats:

"Para abreviar, direi que o conceito F ¢ equimimérico ao conceito G
quando houver essa possibilidade {de coordenar biunivocamente os
objetos que casm sob um conceito sos que caem sob outro].” (FREGE,
1884, §68, p. 251)%.

Apds dar a defini¢lio geral de nitmero, Frege os define individualmente através de um
conceito adequado para especificar cada extensiio, Ele define o 0 como a extensfio do conceito
'diferente de si proprio’. Para ir do 0 ao 1, Frege define a relagio de vizinhenca entre dois
simeros, ou "n segue na série dos niimeros naturais apés m"

"Ha um conceito F e um objeto x que cal sob ele fais que o nilmero que
convém a F ¢é n e o nlumero gue convém a0 conceito ‘cat sob F mas néo
é 1gual ax é m" (FREGE, 1884, §76, p. 258).
Ao tomar o conceito F como sendo o conceito "igual a zero', obtém-se que o m da definigio é o
& enquanto ¢ » € ¢ vizinho de 0. O resultado desse procedimento ¢ a definigio do 1 como sendo
& nilmers que convém ao conceito "igual a 0" e, como resultado da definigéo de seguir em uma
série, obtemos que:
"1 segue na série natural dog niimeros imediatamente apés 07 (FREGE,
1884, §76, p. 258).
Frege completa sua definigfio na segdo 75, com proposi¢des que garantem a existéncia e

ucidade do 1.

Para definir os oniros niimeros o conceito adequado emprega o niimero 34 formado, a
partir da extensfio do conceito equinumérico ao conceito dado. Com iss0, é possivel ver que
eada um dos seus mimeros finitos é um nimero cardinal, conforme ele afirma enfaticamente

guendo discute com Cantor. Por exemplo,

® 4 equinumericidade & definida logicamente em dois estagios ( ver KENNY, 1995, p. $0).
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G ¢ o nlimero pertencente ao conceito diferente de st proprio™
1 ¢ o numero pertencente 80 conceito igual a 0

4 ¢ o niymero pertencente ao conceito igunl c Ooua !

3 ¢ o niamero pertencente ao concetto igual a 0 1 ou Z, ...

O ultimo passo necessério para completar a série dos nimeros naturais, que séio
defimdos pautados na cardinalidade do nitmero j4 definido, é mostrar que este modelo pode ger
repetido infinitas vezes e, assim, fica garantida a infinidade dos niimeros natursis. Para mostrar
a infinidade dog nlimeros basta mostrar que, apos cada nitmero, segue outro nimero. Para tanto,
Frege usa sua defini¢do de propriedade hereditdria tomado do Begriffsschrift (1879):
Congiders uma relagdo f'tal que frelaciona elementos a e b. fpode ser, por exemplo, a relagiio
de pai para fitho ov de mmero para seu sucessor assim:

Hab):béfilhoden

Hlab): b é qucessor de a

Sobre a frelagfio define-se uma propriedade F: dizemos que F ¢ uma 'propriedade hereditdria
em I’ se F ¢ propriedade de x e se x f-relaciona-se com y, entfio F ¢ propriedade de y. No
exemplo, F ¢ propriedade de ser 'ser humano' ou 'ser mimero”: F(x) ¢ fixy) = F(y) . Na
notaglo de Frege:

__a b F()

L. flab)
F(a)

Em seguida, usando a nogéo de ‘propriedade hereditdria’, define-se 'seguir em wma
gérie’: v segie X em uma aérie se v possui todas as propriedades hereditdrias que x possui.

Frege observa que, apenas 'por meio da definigio de seguir em uma série, torna-se
possivel reduzir o modo de inferéncia de # 2 n+7, que aparentemente ¢ peculiar 4 matematica,
as leis l6gicas gerais’ (FREGE, 1884, §80, p. 260}.

Para realizar essa passagem de » a n-+] usando a defini¢fio de ‘seguir em uma gérie’,
Frege primeiro introduz um conceito especifico ao qual o nimero a ele afribuido segue em uma
série apbés o nimero 2, 0 que compde o conceito “pertence A série natural dos mimeros que
termina em ", conceito este equivalente 9 "segue na série dos nlimeros apés 7 ou é o mesmo
que n”. A seguir, ele demonstra a seguinte proposighio: Se a ¢ um nimero que cat sob o
vonceito definido acima, entfio 2 segue » imediatamente na série natural dos nimeros.

¥7 5 extensdo desse conceito & infinita e nfo vazia, como era de se esperar, sobretudo se os mimeros para Frege
sio cardinaie. Todos os coneeitos que ndo possuem clementos que caiam sob eles pertencem a esse extensao,
por exemplo: 'ferro de madeira, ' circulo quadrado’, ‘trifngulo retingulo eqbilétero!, entre outros. Frege refaz
esaa definiglo no Grundgesetze,
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Os passos dessa demonstragfio, indicados por Frege nos FA, sfio: "1) Se a wegue na

série natural dos niimeros imediatamente apés 4, ¢ se vale para o
0 nUmero que convem ao conceito “"pertence 4 série dos mimeros que termina em 7" segue na
série dog nitmeros imediatamente apos a.
2} Deve-se mostrar que vale para 0 o que se emmcia de d ¢ @ nas proposi¢des acima
tormuladas, ¢ em seguida inferir que isto vale também para n, se n pertence & série dos
numeros que comega com o 0. Esta inferéneia ¢ uma aplicagio da definicdio que foi dada a
expressio "y segue apos x na séric natural dos ndmeros”, devendo-ge tomar como conceito F o
que de comum se enunciou sobre d e o, 0 e 1. (FREGE, 1884, §82, p. 261).

Facilmente reconhemos o que chamamos de 'indugfio matemstica’ nos passos
demonstrados por Frege, indicados actma

Vemos que nfo ha qualquer referéncia & ordenagio. Currie, em sua explicacio, fala de
{ como uma seqiiéneia e nem sempre somente como uma refagfio. Preferimos manter o termo
seqiéncia afastado da nossa descrigio para enfatizar que Frege, de fato, mantém a
mndependéncia em relagfo 4 nogdo de ordem.

Enfretanto, nem todos as passos da demonstracio indicada por Frege possuem o
gparate 16gico que ele afirma. Segundo Kenny, uma avaliagio cuidadosa pode revelar apelos
45 premissas nfio logicas em alguns pontos da argnmentagiio (KENNY, 1995, p. 98). Kenny
afirma, ainda, que o procedimento de Frege nfio ¢ logicamente mais hermético do que as provas
aferecidas pelos mutemdticos atuais. Na verdade, uma comparagfio precisa da definicho atual
com a de Frege seria wma tarefa bastante complexa porque os axiomas de Frege sfio axiomas da
tagica, base do calculo fincional, ¢ nfio se relscionam diretamente com os axiomas da
contemporfinea teoria axiomética de conjuntos. A negfio de propriedade hereditaria, definida
logicamente, ¢ uma forma mais forte do axioma do infinito (IRBACEK & JECH, 1984, p. 50)
que afirma que conjunto indutivo existe, e por isso Frege demonstra, nfo de modo estritamente
légico como ele pretendia, que o principio da indugo ¢ uma propriedade dos nimeros
nahrals®s,

Sobre isso, devemos notar entretanto que, para Frege, oy nlmeros naturais sfo
origmariamente cardinais. Tal afribuigdo conceitual nfo ¢ pertinente ans nfuneros finitos
canforme a teoria axiomatica de conjuntos, pois na teoria contemporfnes, 08 nimeros naturais
sgo definidos através do axioma da compreensfio, axioma do par e, sobretudo do axioma da
unifo®™. Os niimeros assim definidos representam um exemplo simples de nimeros ordinaiy e
mimeros cardinais, ainda que esses conceitos néio estejam propriamente presentes na definicdo.

Simbert expde algunss dificuldades que anogdo de nimero apresenta. Ver MERT, 1969, p._SO),
¥Poderiamos incluir nessa liste de axiomag o do infinito que garnte a existéncia de conjurttos infinitos. Sem o
gxiomm 4o infinito os ndmeros finitos fican determinados potenciaiments, isto &, se existe n existe nd 1,
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Por outro lade, tal distingic é fundamental nas defini¢es de nimeros transfinitos. Para Cantor
¢ Frege, que buscavam, de modos & com intengdes diferentes, definir os mimeros finitos ¢
transfinitos sobre a mesma base, essa distingfio era fundamental também em se tratando dos

nimeros finitos que, com isso, estariam revelando sua natireza primitiva.
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cAPITULO 3: ANALISE

Nos capitulos 1 e 2 expusemos as concepgdes e conceitos de Cantor ¢ Frege,
respectivamente, sobre temas obtidos da discusséio entre eles. Os temas sfo, de modo geral, a
nogiio de nimero, que analisaremos nass segbes 3.1 e 3.2 e o emprego da abstragdo nas
defini¢fies, que analisaremos na gse¢do 3.3

Sobre o primeiro tema, observamos que a discusso travada enfre os dois autores nos
leva a refletir & respeito da questiio ontolégica da matemdtica através, nada menos, do que da
nogio de namero.

Sobre o segundo tema levantamos uma questdo motivada por uma aparente
contradi¢fio. Por um lado, Frege julga Cantor psicologista e empirista em seu modo de definir
pimero por abstragfio. Por outro lado, Cantor se posiciona explicitamente confra o
psicologismo na metemdtica Cantor aceita ¢ reafirma a posigho de Frege em sua ressnha de
1885, concordando com ele em um ponto essencial: a matematica pura nada tem & ver com
sentimentos e sensagdes:

"Também deve ser reconhecido que o antor adotou a posighic correta no
ponto em que demandon que intuighio temporal, assim como espacial, e
da mesma forma todos os elementos psicoldgicos, devem ser mantidos
fora dos conceitos e que, a partir dai, pode-se adquirir o diretto de
aplicar o recurse da aritmética nos objetos de conhecimento”
{CANTOR, Rezensior der Schrift vor G. Frege Die Grundicgen der
Arithmetik, 1885, p. 440; Hallett, 1984, p. 121

A questdo que se coloca diante da afirmagdo explicita de um acordo enire Frege e
Cantor quanto aos elementos que néio devem interferir na aritmética por um lado e da critica de
Frege por ontro é: gqual o significado da abstragho nos escritos de Cantor? Ele emprega esse
recurso num sentido psicologista-empirista e Frege tem razdo na sua critica a ele? Ou o recurso
3 abstragfio possui outro significado para Cantor e portanto Frege estd equivocado em sua

eritica?
Diante dos dois temas para a discussfio, gue obtivemos da critica de Frege a Cantor

nas gegles 2.1.1.e 2.1.2, ou seia, o significado do mimero € da abstragfo, colocamos outra

Ve okt mufl onerkannt werden, dafi der Verf. den richtigen Gesichtspunkt erfafit hat, indem er die
Forderung aufstellt, dafi sowohl die raumiiche wie die zeitliche Auschawang und ebenso alle
psychologischen Momente von den crifmetimetischen Begriffen und Grurdsdizen fernheit und damit die
Berechtigung gewonnen werden kann, daos Hilfsmittel der Arithmetik  auf die anschuulichen
Er&zenntrisobjekte armuweden.” (CANTOR, Rezension der Schrift vont G. Frege Die Grundlagen der
Arithmetik, 1885, p. 440)
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questio: hd nessas criticas, entre as formuladas nos FA ¢ essas de 1890 ¢ 1892, uma 'unidade’?
Isto &, queremos saber se 2 demanda por objetividade na definig¢fio de mimero e nos resultados
da teoria esta por tras das criticas de Frege, que serfio discutidas na primeira segéio do capitule
3, ao artigo de 18837 Quando Frege acusou Cantor de deixar 'lacunas’, de apresentar
‘definiglies imprecisas' ¢ de ter admitido a 'ordinalidade como propriedade primitiva do
niumero’, ele j4 suspeitava de puicologismo, on acrediton que Cantor pudesse contornar esse
risco ufilizando suas sugestdes? Ou, por outro lado, a critica de Frege é exclusivamente para a
formulagfio a partir de 18837 Se encontrarmos uma resposta afirmativa para essa questdo, isto
é. ge nfio for identificada uma 'unidade’ nas criticas de Frege, encontradas nos FA ¢ na resenha
de 1890 e 1892 (rascunho e verséo publicada), isgo implicaria num 'rigor’ maior, de ponto de
vista de Frege, da teoria na sua primeira verso? Queremos saber se os textos de Cantor a2
partir de 1883 apresentam, de fato, elementos novos, em relagiio ao que egpecificamos sobre
objetividade, ou se, a partir daf, o antor deixou fransparecer maiy sua tenddncia 2a
subjetividade, de modo que essa tendéncia forna-se suficientemente clara a ponto de egter
suscetivel as criticas j4 formuladas nos FA.

Essa questio implica em verificar a afirmagdo de P. Jourdain, que manteve
correspondéncia com Cantor, sobre a posigdo deste em sua frajetbria matemdtica: "os
primeiros trabalhos de Cantor pertencem a um estégio formal, ¢ seus trabalhos posteriores [a
1883] que podem ser chamados de estigio psicologico” (JOURDAIN, 1915, p. 70).

Para responder 4s questBes levantadas- pertinéncia de critica de Frege ao emprego da
abstracio nas definiges de Cantor; se hA ligagfio enfre a critica que consta nos FA e nas
resephas- ¢ para realizarmos a discussfio conceifual sobre a nogfio de mBmero, utilizamos as
nog¢des de Cantor e Frege desenvolvidas acima.

Lembremos que foram estas diferengas enfre Frege e Cantor, quanto ao cariter
esgencial dos nimeros e & possivel contradigBio de Cantor sobre og psicologismos na
matemstica, gue motivaram inicialmente nossa pesquisa QOu seja, sbordamos e estudamos os
temas acima com o objetivo de compreender essas questbes que sfio facilmente percebidas
numa primeira leitura dos textos dos proprios antores e dos respectivos comentadores.

3.1 ANALISE DO CONCEITO DE NUMERO: ORDINAL OU CARDINAL?
Retomamos a critica de Frege a Cantor apresentada nos FA para dar inicio a nossa
anglise, agora que conhecemos o significado dos termos empregados por Frege.
"Concordando, como creio, com Cantor neste posio, divirjo um pouco
dele, porém, na terminologia. Ele chama o meu namero de "poténeia”,
enquanio que o sen conceito de mimero faz referéncia 4 ordenagfio.”
{FREGE, 1884, §85, p. 263).
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Vamos separar duas afirmages dessa citagfo: uma sobre a ‘equivaléncia’ entre o
numero cardinal e potdneia outra, sobre o concefto de miimero ordinal de Cantor.

Analisamos inicialmente a afirmagde relativa ao significado do termo Arzahl,
emapregado com sentidos diferentes por Frege e Cantor, sentidos este que abrangem o conceito
de niimero, respectivamente, cardinal/ordinal. Tendo em mente os argumentos de Frege sobre
ordinalidade come propriedade obtida a partir dos mimeros cardinais, penetraremos npa
discussio sobre a diferenga da concepefio de namero de Cantor e Frege, verificando, com isso,
que a diferenga nfio se restringe 2 terminologia.

Frege explica que o nimero cardinal ¢ aguele que responde 4 pergunia 'quantos?,
enguanto que o nimero ordinal responde B permunta 'que lugar ocupa na sucessfio o Gltimo
membro?, (FREGE, 1884, §85, p. 263). Frege explica por que o seu nimero é antes cardinal,
diferentemente de Cantor que apresenta o nimero originalmente ordinal. Dizemos 'antes
cardinal’ porque Frege mostra que o miumero assim definido tem como propriedade 'ter um
RUCessor, o que determina a seqiiéncia ordenada. Em 1883, Cantor desenvolveu sua teoria em
sentido contrario: a poténeia [cardinalidade] das classes é obtida a partir das divisbes naturais
que aparecem nas cissses dos niimeros ordinais.

O niimero cardinal, segundo Frege, concorda melhor com o 'uso lingtistico’ do que o
ordinal porque a dltima forma apresenta seu significado ampliado:

“Minha terminologia parece por isso concordzr melhor com o uso
Lingiistico. Quando o significado de uma palavra é ampliado, deve-se
cuidar para que o maior nimero possivel de proposigBes gerais
mantenha sua validade, e sobretude proposigées tio fimdamentais
quanto o ¢ para o mimero a independéncia em relagio 2 seqildncia
ordenada em série. (FREGE, 1884, §85, p. 263),

Frege parece querer dizer que os vocdbulos que denominam os niimeros na linguagem
usugl slo empregados de uma maneira que representam na senten¢a o nimero cardinal. Para
ele, 2 forma ordinal ¢ 'mais ampla’ que a cardinal. Para compreendermos o que Frege quer
dizer, recolhemos exemplos de sentengas em que ocorrem nimeros, utilizados por Frege nos
FA, em suas criticas ou explicagbes e comparamos com oufras sentencas. Os nimeros
empregados por Frege sfio cardinais, ou seja, respondem 4 pergunta 'quantos?' {denominamos
estas sentencas de sentengas cardinaig):

"quatro nobres cavalos” (§52);

"aqui ha quatro companhias” (§46%;

“nqui hd 500 homens” (§46);

"Wenus tem zero luas'{§46);

"A carruagem do imperador ¢ puxada por quatro cavalos” (§46);
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*O nlimero de figuras do ractocinio ¢ quafro”(§24);
"Muitas casas formam vma cidade”(§23),
"lliada ¢ um poema com 24 cantog” {§22), etc.

Veremos algnmas senitencas do uso lingfiistico que respondem & questdo ‘que lugar
ocupa na sicessfio o Gltimo membro?, isto &, exemplos de sentengas em que ocorrem nfimeros
ordinais {denomirmmos estas sentengas de sentengas ordinair):

"Men aniversério é no 10° dia do més de abril’

‘Sugana casa-ge 20s 16 dias do més de maio’

*André é o segundo nome da lista de freqiéncia’

"0 livro verde encontra-se na quarta prateleira depois da porta’
'E ¢ a quinta letra do alfabeto’

Para comparer as duas formas numéricas, devemos observar que as sentengas
cardinais 6 podem ser reescritas na forma de sentengas ordinais se acrescentarmos a ordem
em que os elementos estdo dispostos e de indicarmos a quantidade de elementos. Por exempio,
"Aqui b4 o primeiro, o segundo, o terceiro, ..o cincocentésimo hemem e néio hd o
cineocentésimo primeiro homem"™.

O mesmo nfo ocorre com as sentencas ordingis. Elas, quando reescritas na forma
cardinal, néio acrescentam dados e a refersncia ao 'ugar’, 4 'posiclo numa seqiiéncia/, passa a
estar no conceito ao qual o niimere ¢ atribuido:

‘A quantos dias do més de abril fago aniversirio?' Passados 9 dias do més de abril fago
aniversdrio’

Troig ¢ o nimero de nomes da lista de freqiéneia até o nome Andreé'

'Cuafro séo as prateleiras depois da porta até aguela que contém o livro verde’

'Cinco sfio as letras do alfabeto até aletra £.°

Com essa angdlise interpretamos o que Frege quer dizer com ’ forma ampliada’ do
mhmero de Cantor: o niimero ordinal acrescenta g ordenagio 2o niimero cardinal, ou, o mimero
cardinal apresenta uma independéncia légica em relacfio ao ordinal, no sentido de o cardinal
nio supor o ordinal. Em outras palavras, ao responder a pergunta 'quantos?' n#o aparece
informacéio sobre a posigHo, enquanto gue, ao responder 4 pergunta 'que fugar ocupa na
seqliéncia? a resposta informa sobre a posigéio e sobre a quantidade.

A ampliagio do significado da palavra nimero escapa 2 exigéneia légica de uma
definicio que deve garantir o maior nimero possivel de proposigies gerais. Neste caso, o que
escapa ¢ a independéncia do nimero em relagfo 2 seqiéncia ordenada, Frege percebe que a
definicsio de ndmero ordinal Cantor visava a unificar os principios que geram os nimercs
finitos e infinitos, Mas os niimeros infinitos podem ser definidos sem essa suposigéo adicional
da relagio 2 seqiéneia ordenada;
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"Niio se faz necessdria absolutamente nenbuma ampliagfio, visto que
nogso conceito de mimero inclui imediatamente também os nimeros
nfimtos” {FREGE, 1884, §85, p. 263).

(s nimeros infinitamente grandes dependem da seqiiéncia em série, nfio
necessariamente ordenada, isto ¢, dependem mais precisamente do infinito atual, que significa
considerar o conjunto como um todo; nesse caso particular, o conjunto ¢ o dos niuneros naturais
que representam uma seqiléncia ordenada, em que Frege e Cantor concordam:

"0 mamero que convém ao conceite "mimero finito" ¢ infinito.
Designemo-lo, digamos, por «1.” (FREGE, 1884, §84, p. 262).

Frege, assim como Cantor em 1874, conceben a cardinalidade de conjuntos
transfinitos sem considerar a ordem, somente a partir do infinito stual. Mas, desvincular os
ntmeros finitos também da ordenacSio ¢ um ménto de Frege. Sua definigho, conforme
indicamos no final do capitulo 2, corresponde parcialmente 4 definigfio atmal que desvincula o
wimero finito da ordem e também da cardinalidade. A independdncia do niimero em relagéo 2
seqiiéncia ordenada, sustentada por Frege, diferentemente de Cantor -que percebeu uma certa
independéncia dos simeros em relagfio 4 seqiéncia ordenada mas optou por defini-los como
dependentes- nfio é absolutamente intuitiva ¢ evidente, pois as propriedades dos niimeros estéio
ligadas & posiglio deles na seqhiéncia. Ou, se olharmos para a psicologia propriamennte,
pesquisas especificas sobre cogni¢o indicam que ‘os conceitos de cardinal e ordinal {os dois]
aparecem psicologicamente vinculados ao conceito de nfimero (MENEGHETTI, 1995)®. Uma
forma simples de conceber o nfimero ¢ a ordinal (IMBERT, 1969, p.6}. Simples quer dizer que
diante da seqiiénein 1,2,3,...v,... a caracteristica que salta aos olhos, que ¢ intuitivamente
acessivel (simples), ¢ a relacfo entre cada ndmero, a posigio de um em relaglio aos outros. Por
exemplo, os contemporfineos de Frege, Cantor, Dedekind, Weierstrass, definiram o nitmero
ordinal, considerando-o o elemento primitivo da aritmética

"Frege entende por ele {nimero] aquele que responde 4 pergunts:
quantos? Ele se opBe so uso de seus confemporfineos Weiersirass e
Cantor. O primeiro designz por Anzahl o ato da emumeragfio; o
segundo, o nbmero ordinal. Frege inova duplamente. Primeiro,
enquento trata do nlupere independente do ato de contar; em seguida,
enquanto irata a nog¢#o de nimero cardinal anteriormente & nogfio de
nitmero ordinal e logicamente mais simples." (IMBERT, 1949, p. 5- 6).
"Ag invés da ordem servir para definir os niimeros, ¢ o conhecimento
real dos nimeros [cardinal] que permite definir precisamente a nogéio:

1 p maora refere-se & pricologia genética de Piaget
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suceder dentro da segdéncia natural dos numeros.” (IMBERT, 1969,
p. 36},

Provavelmente, por essa forte associagio enfre niimero e sua posigfo na seqiiéncia,
comum entre nés, nfo & facil ver nos FA como Frege consegue total independéncia da ordem na
sua definicio dos nimeros. De futo, ele nfio discorda simplesmente da intuigio como
fundamento da aritmétics, mas estabelece esquernas ogicos que expressam que todo nimero
tem um sucessor, usando apenas sua definiciio de nimero e propriedades demonstradas. Em
particular, Frege estabelece a ‘indugfioc matemdtica’, conceito fimdamental da aritmética e
métode de demonstragfio de resultados, como um principio e verdade 16gica geral, isto ¢, nfio
restrita 4 matemdtica. E verdade que Frege n#io alcanca seu ideal logicista de manter a intuigéio
totalmente afasiada em alguns pontos da construgdo dos mimeros (KENNY, 1995, p 98). Mas, ¢
inegavel o extraordindrio avango na formalizagfio, pela légica, das nogbes fundamentais da
aritmética (RESNIK, 1980, p. 202). Se compararmos as defini¢des de Frege com as da teoria
axiomatica de conjuntos, muitos dos passos dados por ele, como a definigéio do zero, da fungfe
sucessor ¢ a comparagio entre conjuntos, estfio presentes nas definigbes atuais:

"Pois e o5 nimeras individuais sdo tomados como 0, S{0}, 55(0), ..., e
a0 0 ¢ 4 fingfio gucessor sfio dadas as definigdes explicitas de Frege,
nés teremos uma efetiva notapdio tedrica de conjuntos para gerar o
nome dos nimeros. E, por ouiro lado, se os niimeros sio dados por

0= nmero de X (o£x)?

S{r) = mamero X (X<)

nés podemos obter novamente uma etetiva notagéio pelo significado das
defini¢Bes de Frege.” {RESNIK, 1980, p. 202).

A diferenga mais visivel, se ndo nos propomos a fazer comparagfio formal da
consisténcia, ¢ que na definigdo atual da seqiiéncia dos plimeros naturais néio ¢ necesséria a
aociio da cardinalidade, que, por sua vez compunha o aparato conceitual de Frege. Isso porém
néio diminni sew mérito de desvincar o nimero da ordem. Por outro lado, Frege s6 definin o
primeiro nimero transfinito. Se ele fosse adiante, como o fez Cantor, teria necessidade formal
da ordenagfio, pois a definigfio dos miimeros transfinitos além do enumerdvel ¢ feita usando os
niimeros ordipais (HALMOS, 1970, p. 103) (HRBACEK & JECH, 1984, p. 157).

3.2 ANALISE DA EQUIVALENCIA ENTRE AS NOCOES DE 'POTENCIA’ B 'NUMERD
CARDINAL’

%4 notacio % Frepresenta, conforme Resnik, o objeto 16gico sssaciado a0 conceite F, isto ¢, sua extenshio

{REJNIK, 1980, p. 207).
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Ao abordar a diferenca de termos, Frege se refere ao que ele chama de mimero
cardinal e ao que Cantor denomina potdncia

Cantor, freqiientemente, ¢ vago em suas nogbes. Por isso, reconhecer afinidade entre
ele e Frege exige acatar interpretaglies, isto é, se a equivaléncia enfre gs nogdes esta sugerida,
devemos determinar quals os modos de interpretar Canfor para perceber a equivaléncia e,
entio, mvaliar a pertinéncis da interpretagéio.

E preciso lembrar que esta equivaléncia foi sugerida por Frege considerando o artigo
de Cantor de 1883, em que Cantor usou as classes para definir a poténcia ¢ nfio a abstragéo.
Mesmo Frege, que inicialmente admitia ume diferenga apenas na “terminologia” diante
exclusivamente do artige de 1883, reconsideron essa afirmacéo depois de tomar conhecimento
da resenha de Cantor sos FA e, com isso, da sua compreensfio sobre sua definigio de niimero
{FREGE, 1892, p. 179 {270] citado acima 2.1).

Ainda assim, realizada a partir da publicago especifica, a andlise da equivaléncia
permite 2 nés um aprofimdamento no conceito dos autores ¢ mostra, particularmente, que
Cantor associa conjunto a niimeros distanciando, gradualmente, a nogio de conjimto do sen
sentido mundano e trazendo-o para o intertor da matemética mais abstrata (POLLARD, 1990,
p. 32-32).

Para estabelecer a equivaléncin enfre as nogbes de nGmero cardinal e poténcia
seguirernos a orientaglo de P. Alcoforado (ALCOFORADO, 1978, p.20-21) e T. Bymum
(BYNUM, 1972, p. 27); para isso, serfio necesgdrias consideragles especificas em etapas
distintas da equivaléncia, que apontaremos enquanto COMPErarmos 08 termos que compdem as
definigdes de nimero cardinal € poténeia e depois de os compararmos também.

Recordamos que as nogBes envolvidas no conceito de potdncia estabelecido por
Cantor sfo as classes de nimeros- cada classe representa uma poténcia; e a correspondéneia 1-
1 - recurso que estabelece a igualdade de poténcias. As noges envolvidas no conceito de
simero cardinal, de Frege, sfio extensfio de conceitos e equinumericidade.

A equivaléncia sugerida por P. Alcoforado e T. Bynum ¢ realizada pelos termos que
compdem as definigdes de poténeia ¢ nimero cardinal: entre ‘cada classe [de nimeros
ordinais]’, de Cantor, ¢ 'extensfio de conceitos’, de Frege; entre a 'correspondéncia 1-1', de
Centor, ¢ a 'equinnmericidade entre a extensfio dos conceitos F e G, de Frege; e enire os
elementos (conjuntos) da mesma poténcia, de Cantor, e aqueles que 'caiam sob um conceito F
[de segundo nivel]' na defini¢fio, de Frege. Afravés das defini¢des e um exemplo, vamos
estabelecer a equivaléncia dessas nogBes, identificar algumas dificuldades e as alteragdes
necessérias para tal equivaléneia Tomamos o mimero cardinal ¥p e o correspondente «)

come exemplo.
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Sejam as defini¢des de Cantor e Frege, respectivamente, ¢ o exemplo a elas

associado:

Né o numere da poténcia da classe X e das classes que correspondem 1-1 a ela.

Np ¢ 0 numero da poténcia da ‘primeira classe de nimeras' ¢ das classes que se equivalem a
ela.

O rnimere que convém o conceito F é a extensdo do conceilo “equinumrico ao conceito
F3

O numero wy que convém qo conceito ‘numero finito' ¢ a extensdo do conceito
equinumeérico ac conceito numero finito™.

De inicio, j& é preciso reconhecer poténcia como nimero, tomando uma posiglio
contraria Aquela tomada diante da questdo levantada na secfio 1.1.3 acima, em que admitimos
que poténcia ndo é piimero em 1883. Consideramos agora, para estabelecer 2 equivaléncia, que
Cantor associaria um miimero 2 poténcia no artigo de 1883%4. Observamos, com isso, que
acrescentamos, a partir de uma interpretagfio possivel, o N na sentenga 'N ¢ o mimero da
potércia da classe X..... . pois essa pfio é uma expressfio de Cantor.

No exemplo, g {cunhade posteriormente} ¢ o niimero da poténeia da ‘primeira classe de
nimeros’ .
Com isg0, obtemos o primeiro passo da equivaléncia: o= o0y

Os procedimentos denominados por Cantor, de correspondéncia 1-1, e por Frege,
equimmnericidade, sfo idénticos por definigfo:

"A mesma poténcia ¢ afribuida a dois conjuntos se eles podem ser

coordenados wm com o outro reciprocamente, univocamente, elemento

a elemento.” (CANTOR, 1883, 1,p. 71).

"Para sbreviar, direl que o conceito F é equinumérico ao conceito G

quando houver essa possibilidade [de coordenar biunivocamente o

objetos gue caem sob um conceito aos que caem sob outre].” (FREGE,
_ 1884, §68, p. 251).

Fsge modo de determinar se dois conjuntos possuem a mesma quantidade de
elementos sem usar a nogfo de nimero, ¢ um termo importante da equivaléncia entre os dois
antores que ndo apresenta qualquer diferenga E preciso lembrar, eniretanto, que ease
procediments nfio ¢ inédito nas publicagtes deles.

Nés podemos estabelecer equivaléncia entre og objetos que, pela definigéio de Frege,
casm sob o conceito ‘equinumérico ao conceito nfimero finito’ -como, por exemplo, o conjunto

SHFREGE, 1884, §72,p. 255). ,
%por snalogia A relagdo que ele trava explicitamente entre: comjunto =-~ermrneral---noUmers ondinal,
estabelecemos a refagio conjunto ~-~-poténcia ~---~riimerc cardinal associada & poténeia Ver seglio 1.1.3,
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dos mimerog racionais{{J), o dos niimeros pares (2N} e todos squeles conjuntos que sfio
equinuméricos gos nimeros naturais (M)- e aqueles conjuntos, referidos por Cantor, que
possuem a mesma poténcia que a primeira classe de nimeros- por exemplo, (Q), (2NV) que
correspondem 1-1 & primeira classe (V)- pois eles sfo os mesmos.

Podemos, ainda, estender a equivaléncia para outras poténcias ou nameros cardinais.
Consideramos o 'miimero que convém ao conceito F', variando o conceito adequadamente (isto
¢, buscando o conceito que determina cada nimero, chamamos essa variagdo de AF) podemos
obter uma seqiiéncia de nameros cardinais 1, 2, 3, ....v,.... @]...., que caem sob o conceito AF,
por exemplo:

"} ¢ o nlimero que convém 2o conceito "diferente de si proprio”.” (FREGE, 1884, §74, p. 256).
"1 ¢ o niimero que convém ao conceito "ignal a 0" (FREGE, 1884, §77, p. 238).

Messe caso, 0§ mesmos valores corresponderiam 2 seqfiéneia ascendente de poténcias 1, 2, 3,
Vs X, R7.... , entdo, poderfamos dizer que cada nimero cardinal pertence 2 seqiéncia

ascendente de poténcias.
Com 2 equivaléncia assim estabelecida, apontamos elementos desconsiderados nela,

mas que compdem a concepgldo dos anfores.

Primeiro, desconsideramos a diferenga entre a concepefio de mimero. Para Frege, a
indicagfio mmérica contém um enunciado sobre um conceito (FREGE, 1884, §46, p. 238), isto
¢, o mimero ¢ especificado por e se aplica a um conceito ¢ nfo diretamente 3s coisas, nem a
conjuntos, enquanto que, para Cantor, o namerc cardinal estd associade a um conjunto (de
ntimero ou das cores do arco-iris) via poténcia desse comjunto. No nosso exemplo, a
equivaléncia implicou na associaghio enfre o Wy, o nimero da primeira classe de nimeros, e o
nimero <, que convém ao concelto...

Além disso, Cantor trabalha com conjunto de elementos e niio com conjunto de
conjuntos ou classe de classes. As colocagdes de Cantor associam imediatamente poténeia 4
clasge, Nimero, para Frege, estd mais 'longe’ do conjunto que venha a cair sob um conceito.
Niamero é a extensio de um conceito, mas a extensfio de um conceito nem sempre ¢ um niimero,

Com isso, podemos observar que também n2o consideramos a diferenca entre a
extensfio - colegfio de pares ordenados e conjuntos, formados de elementos. De fato, o nimero
para Frege ¢ um objeto, portanto saturado, do tipe (Fx, valor de verdade= V) tal que F é o
conceito 'ser equivalente a T ¢ x a varidvel dos conceitos que satisfazem essa condigfo, isto &,
um objeto formado a partir da saturagho de um conceito especifico do segundo nfvel. FPela
definigiio de extensfio, poderiamos associar oo a0 par ((X), V), sende X qualquer conceito
equinumérico g0 conceito 'nimero finito’. O Wy, por sua vez, representa, 80 mesmo tempo a
poténcia, nesse sentido sempre de um conjunto ¢ também ¢ um valor que da a totalidade da
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colectio, sendo esse significado de mimero obtido pela analogia que estabelecemos enfre a
poténcia e o enumeral.

O gue Cantor nfio perceben, de fafo, na definigo de Frege, ¢ que o numero é definido
como a extensfio de um conceito do segundo nivel. Egsa extens#io ¢ composta de conceitos que
satisfazem a condi¢fio de serem equinuméricos, esta sim uma relagdo entre objetos, aqueles que
caem sob um conceito.

Observamos por itltimo que Frege define o mimerp formalmente dentro dos principios
logicos determinados por ele mesmo, enquanto Cantor apresenta uma 'definicio’ que parece
mais com uma explicagdo de como proceder para alcangar o niimero transfinito pela construgéo
a partir dos principios de formag8o. A 'definigéio de conjunto’, que faz parte da 'definiglo’ de
niimero, segundo M. Tiles, ¢ menos uma definigo do que uma tentativa de explicagiio de
alguma coisa 4 qual est sendo dado o sratus de um termo primitive ¢ indefinido (TILES, 1985,
p. 993

Conclufmos que essa equivaléneia se da elfetivamente com a nogfio de
equinumericidade e correspondéneia 1-1, mas a equivaléncia eatre o nlimero cardinal de Frege
¢ a poténcia de Cantor nfio ¢ possivel se as consideramos detalhadamente. No méximo,
podemos admitir que, considerando nlimero cardinal apenas aquele que responde & pergunta
‘guantos?’, segundo Frege, essa definigio cabe 4 nogéio de poténcia ou nimero cardinal de

{antor.
Acentuamos que g busca dessa equivaléncia em seus detalhes ¢ uma oportunidade de

concatenar as informacBes que estavam isoladas nas descrigbes acima e, afravés da
comparagho entre os autores, ficam mais nitidas suas diferentes abordagens ¢ contribuiges. O
caminho gue Cantor usout para definir o niimero ¢ muito diferente do de Frege, assim como seus
objetivos. Cantor associa cogjunte a nimero, explorando nogdes intermedidrias fora da
matematica, enquanto Frege estrutura logicamente, ainda que de modo bastante complicado se
comparado com a teoria atual, a ligapio entre mimero ¢ extensfio, atribuindo mimero a

conceitos,

3.3 ANALISE DO EMPREGO DA ABSTRACAO POR CANTOR
A analise acima foi realizada tendo como fonte o artigo de Cantor de 1883. As nogfes

de niimero cardinal e ordinal sfio apresentadas de modo diferente a partir desse artigo (segdo
1.3). O novo modo de apresentar essas nogdes emprega 2 abstraglio a partir de conjuntos para
as duas, independentes uma da outra, nesse aspecto diferente do de 1883. A defimigdo por
asbstragio foi duramente criticada por Frege (segio 2.1), que sassocia a abstraglio ao
psicologismo e empirismo (segfio 2.3.5).
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Se, por um lado, Frege critica Cantor ¢ acusa-o de empirista e psicologista, por outre,
Cantor também ¢ contra essas correntes na matematica. Diante desse contraste e conbecendo o
significado das nogbes criticadas, do ponto de vista de guem critica e de quem ¢é criticado, nos
propomos a esclarecé-lo, confrotando agora os significados dos dais autores.

Avaliar a pertindneia da critica de Frege a Cantor justifica-se, primeiro, pelo
contrasts indicado acima que pode significar ou que Frege estd equivocado ou que Cantor ¢
contraditdrio e, segundo, porque na época, contemporaneos de Canfor empregavam o que se
denominava “principio de abstragfo" em definigdes como um recurso légico ¢ Cantor,
aparentemente, pode ser incluido enfre esses. Queremos dizer que a abstragfio pode ser
considerada em outros sentidos além do sentido psicologico, conforme Prege o entende ¢
emprega em sua critica. Um dos sentidos exclusivamente logico, a que nos referimos de agora
em diante, é aquele que foi empregado pelos matemdticos Russell e Peano™. O significado do
"arincipio de abstragio” como um recurso iogico deveria se chamar, para expressar melhor seu
significado oposto ac significado psicologico, “principic para evitar a abstraglio”
{WEINBERG, 1967, p.8). Cantor nfio ¢ tdo claro em suas explicagbes e o modo segundo o qual
o interpretamos {se¢do 1.3) nfio possibilita uma conclusfio defimitiva Desenvolveremos,
portanto, o significado légico de abstragfio, mencionado por Russell, na se¢fio 3.1.1 ¢, em
seguida, na seq@o 3.3.2, adotaremos a interpretagfo que nos parece mais pertinente sobre o
significado da abstragfio em Cantor. A interpretagio que adotamos foi exiraida das explicagbes
de Hallett e nfio se coloca de acordo nem com a interpretagfio psicoldgica e nem com a togiea:
ela é um procedimento fincional que se parece mais com uma explicacio do que com uraa
definicfio. Retomamos, ao final, o significado fregeano para entéio comparé-lo com a concepefio
de Cantor e a interpretacho que adotamos da sbstrag#o sm suas definigbes.

¥ Dizernos win rentido Jagice' porque hé outros sentidos logicos pars sbetragio além desse que explicaremos
em seguida. Por exempla, 0 axioma da compreensfo também £ dito axioma da abstragio e pode-ge dizer que

possui sentido 1&gico.
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3.3.1 O significado logico da abstracfo

A possibilidade de avaliar o emprego da abstragfo nos textos de Cantor como um
recurso dgico nfio nos ocorreu a partir da leitura deles, que frazem por exemplo, como
mostramos acima {capitnlo 1), freqientes referéncias 2 intiic#o e nenhuma menclo s etapas
logicas indicadas no "principio de abstragfio” tal qual Russell o descreve. A possibilidade de
interpreter os procedimentos de Cantor como ldgicos foi sugerida por B. Russell em The
Principles of Mathematics do qual extraimos seu significado. Além dissc encontramos, em
textos maig recentes, explicaces equivalentes 4 de Russell quanto ao emprego da sbsiragéo
légica nos textos de Cantor (ver WEINBERG, 1957, p.8; ¢ GARDIES, 1989, p. 82). Foge a0
nosso objetivo percorrer as formulaghes desses anfores e comentadores no que tange sos
objetivos especificos de sens textos. O que nos importa, agui, ¢ simplesmente ampliar ag
possibilidades de interpretar o recurso & abstragdo empregado por Cantor, interpretaglio essa
que buscamos fundamentalmente na andlise do texto do préprio autor. Também néo
consideramos oufros sentidos existentes na l6gica contemporfinea para abstragéo {ogica.

O procedimento denominado "principio de abstragfio” utiliza-se de uma relagfio de
equivaléneia sobre nm conjunto que resultard em classes com uma caracteristica nova e
evidente, que é dita entfio, abstraida do conjunto. A relagfio entre 08 conjuntos sendo uma
relagio de equivaléncia®, isto &, uma relagéio que satisfaz as propriedades siméiricas, reflexiva
¢ wansitiva, possibilitaria o acréscimo de contetido. Ou seja, partimos de um conjunto € de uma
relacap R definida sobre ele, satisfazendo as propriedades de uma relagio de equivaléncia R
determina no conjunto uma particdo, que em um conjunto é uma colegéo de subconjuntos do
conjunto original satisfazendo a condigéo de serem disjuntos e sua unifio o proprio conjunto
original. Esses subconjuntos s8o denominados classes de equivaléncia. Se R ¢ uma relagtio de
equivaléncia em um conjunto A ¢ se @ ¢ um elemento de A, a classe de equivaléneia de 2 em
relacho a £ & o conjunto de todos og elementos x tal que aRx. O que distingie cada classe de
equivaléncia ¢ um novo conceito do qual se diz, portanto, que ¢ abstraido do conjunto pela
reiagfio dada

O procedimento descrito acima come 'definigfio por abstracdo’ ¢ muito bem ilustrado
pelo préprio Frege na seqfio 64 dos FA de onde, do conceito de paralelismo entre retas,
emerge o conceito de diregdio. Ele rejeitoy esse tipo de definigfio por nfio ser explicita on
‘suficientemente delimitada’, mas ele ressaltou as etapas da relagfio de equivaléncia que fandam

Wy fove conceito:

%0 termo relagio de equivaléncis’ nio era usado na época de Frege ¢ Russell,
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"§64. O inizo: "aretaq ¢ paralela d reta 5 simbolicamente:
alib,

pode ser apreendido como equagdo. Ao fazé-lo, obtemos ¢ conceito de
direcdo e dizemos : a diregfo de a ¢ igual a direglio de »"
Substituimos pois o sinal de // pelo sinal mas geral =, repartindo o
contetdo particular do primeiro entre ¢ e 5. Partimos o contendo de
maneira diferente da original [@/b] e obtemos assim um novo conceito.
Freqitentemente, ¢ certo, isto é entendido de maneira inversa, e muitos
antores dizem: retas parsleiss sfo aguelas de igual diregio. A
proposicéo "se duas retas paralelas a uma terceira sfio iguais entre si”
pode entfio ser mnito comodamente demonstrada, recorrendo-se &
formulagdo analoga referente 4 igualdade " (FREGE, 1884, p. 248).

No exemplo, consideremos o conjunto de todas as retas, representadass por retas
genéricas ¢ e b. Definimos R: ser paralela. R é umarelaglio de equivaléncia porque satisfaz as
propriedades:

Vyreflexiva, isto 6, a//a;

2} simétrica, isto é, se a//b entdo big;

3} trangitiva, tsto é, se a//b e b//c entlio a//c.

Sendo R uma relagfio de equivaléncia, no conjunte das retas ¢ determinada uma partigho em A
Intuitivamente, poderiamos dizer que a relagho R separa as retas que sfo paralelas enire si em
classes, Cada classe, portanto, possui retas de mesma direcdo, conceito novo denominado ¢.
Cada classe corresponde a uma direglio possivel representada por uma reta da classe. No
comjunto particionado temos todsas as direcbes. Os diagramas sbaixo ilustram o conjunto das

retas anteq e depois de X- R

= W NTZ™

AN

PrES————,Y

Portanto, definimos uma nova entidade ¢{a), que ¢ idéntica a ${&), pois a ¢ b 5o retus
gue possuem a mesma diregfo™. Assim nossa relaglio ¢ analisada dentro da relagéo de
igualdade do movo termo ${«), ou ¢(b) (RUSSELL, 1903, p. 220}, no exemplo, ${z) (a diregho
da reta g) = &{(b) (a diregdo da reta b). Usando uma potagfo atual para expressar o novp

¥ (36 wrna direclio especifica, & da reta g, exatamente a mesroa dareta b,
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conceito que é erigido da classe de equivalénciatemos: Va, b [a ¢ P=>{b é P<> a é equivalente
a bif P ¢ propriedade de ter uma direcdo {GARDIES, 1989, p. 74).
Retomando a idéia do inicio desta segfio, a possibilidade de interpretar a definig#io de
Cantor logicamente é sugerida por Russell ¢ reafirmada por comentadores contemporineos
com base na sua definigfio de ‘conjuntos equivalentes’ para comparar os niimeros cardinais. Por
exemplo, Weinberg afirma, concordando com Russell, que a técnica empregads por Frege,
Cantor e por outros matemdticos para elucidar noglio de nitmero cardinal, foi reconhecida por
Russell como uma aplicagio do principio geral que Russell chama “principio da abstragiio”
{WEINBERQG, 1957, p.8). Russell cita treches de Cantor, do artigo de 1895, ilustrando o
emprego do 'principio da abstragfio’.
"Por meio do principio da abstragio, nés podemos dar, como vimos na
parte I, uma defini¢fo formal de nimero cardinal. Esse método, no
egsencial, é dado por Cantor imediatamente apds a defini¢do informal
['poténein ou pimero cardinal € obtido por abstragfio da ordem ¢ da
naprreza '}, Noés ja vimos que, se duas classes sfio chamadas similares
quande h# uma correspondéneia 1-1 que casa cada termo de um com
um ¢ apenas wn termo do outro, entfio a similaridade é simétrica e
transitiva e ¢ reflexiva para toda a classe.” (RUSSELL, 1903, §284,
p.305).
Russell, nesse texto, entende por ‘principio de abstrac#o’ um procedimento lagico
adequado para definir nmeros:
"A relacio de similaridade entre ag classes tem as trés propriedades, a
de ser reflexiva, siméirica e transitiva. .. Estas propriedades seguem
faciimente da defini¢fo. Agora estas trés propriedades da relagfio sdo
sustentadas por Peano e o senso comum indica que, quando a relagso se
realiza entre dois termos, agqueles dois termos tém wma ceria
propriedade comum e vice-versa. Esta propriedade comum nés
chumamos o seu nimero. Esta é a definigfo de nimero por abstracéio.
(RUSSELL, 1903, §109, p.114),
..Jato, entfio, é uma irreprovével defini¢fio de namero de uma classe em
termos puramente 16gicos® (RUSSELL, 1903, §111, p.115).
Entretanto, como podemos ver pela citagSo acima, Russell identifica o principio
légico da abstragdo 4 relaghio de equivaléncia entre os conjuntos e nfio necessariamente a0 que

% Runsell, para chegar a erta conclusio, fez ox ajustes necessarios para tomer o processo logicamente valide,
oo ¢ de nosso interesse percorrer sua definigio e a de Peano, ¢m quem Russcll se baseta Sobre isso ver
(RUSIELL, 1902,5110-111 p 114-115),
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Cantor chama de abstragfo. Russell nfio considera o trecho em que o sutor eniprega a abstracfio
como uma verdadeira definiciio mas apenas uma explicagéo:
"Isso ['poténcia ou nimero cardinal é obtido por abstracdo da ordem e
da natureza...'], ¢ meramente uma frase indicando o que estd sendo
falado, nfio uma verdadeira definigdo.” (RUSSELL, 1903, §284,
p.305).

Nio esta dito expliciiamente no texto de Russell que a abstracio légica ¢ o que Cantor
chama de abstraclio. Ainda que este dado nfo emplique que abstracfo para Cantor n#o seja
logica®, entendemos que Cantor ¢ muite vago para admitirmos um significado tho especifico de
abatraclio em seus textos.

Com isso, essa possibilidade de a abstragiio ser um procedimento 1égico no texto de
Cantor fica descartada porque, mesmo que Russell tivesse se referido 4 abstragio de Cantor,
ndo vemos que Cantor faz qualquer associago entre o que ele chama de abstraglio ¢ uma
relagho de equivaléncia, ao contrario, Cantor refere-se & abstragfo associando-a & "nossa ativa
facnidade de pensamento™ (CANTOR, 1895, §1, p.86). Além disso, ha oufra interpretagédo, que
expomos em seguida, que nos parece mais razodvel, no sentido em que ¢ preciso menos

suposighes para admiti-la

3.3.2 Abstracfie funcional em Cantor
Os conjuntes, segundo os exemplog dados por Cantor na publicagfio de 1887, podem

gser constituidos de elementos da prépria realidade fisica- dedos da méo- ou absirata- notas
musicais, pontos da reta e pontos do tridngulo de Pagcal (CANTOR, 1887, p. 412-413).

Pela sbstragio rompe-se com conjuntos particulares como os de elementos da
realidade fisica, de pontos, de nimeros paturais, de racionais, etc. A abstragfio nas definigdes,
conforme ¢ notado por Dauben, acrescenta s 'generalidade’ como resultado do procedimento.
Tlesse mode Cantor deixa de considerar apenss os ntmeros obtidos pelos principios de

formagio e passa a abstrair de qualquer colegfio:

%9 Russell no se refere 20 que Cantor chama sbstragéo guendo aponte @ existéncia de sbstraglo Idgica em
suay definigdes, isyo nlio exclul & possibilidade de interpretar que hd uma abstragho 16gica na explicagho de
Cantor por dois motives: primeiro, porque poderiamos pensar que inicialments Ceantor estava explicando
inforraimente’ o que ¢ sbstraglio, e nesse momento ele uga esse termo, para em seguida abordar a
correspondéncia 1-1, considerada por Russell como sbstragho l6gica; segundo, porque om nentuan maoments
Cantor falava explicitarnente de algo que correspondesse 4 relagio de equivaléncia, coma Frege, por exemplo,
o fez, ou geja, Cantor no se refere 3 abstracfo logica, cu # suae etepag, NEM €M UM MOMEMO NW &M OULro.
Neste sertido, poderia ser dito que, como ¢le nfo explicitava a relagio légica, cla eatariz associada tanto gos
momentos em gue ele utilizava o termo sbstragho como acs momentos em gue nio empregava exse termo.
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*Abstragdio, para Cantor, era menos um método para definir que um
meio de fazer sua teoria completamente geral" (DAUBEN, 1979, p.
224-225).

Asgim, o procedimento da absiragéio indica um avango em direcéo a teoria axiomatica
de conjuntos no que diz respeito a nogdio elementar de conjunto, que estava adquirmdo
generalidade para substituir 2 noggio de mimero, até entfio elementar na aritmética

Com o emprego da abstrago nas definigdes, Cantor cria um reino abstrato onde as
unidades sio desembaracadags da sua realidade fisica, para produzir o mimero ordinal e mesmo
da ordem em que elas podem ser dadas, para produzir o nimero cardinal. A partir dessa
observagdo e de citagdes relativas as definigdes por abstrachio colocadas acima (secdo 1.3.3),
relacionamos esse procedimento com as urnidades e urns, de modo que a abstragfio apresenta
como resultado esses Gltimos, isto &, og elementos abstraidos dos conjuntos sfio os uns:

"Isto prova que o namero & explicado apenas como uma unidade
organica de uns obtidos por um ato singular de abstrago” (CANTOR,
1887, p. 381 {(notal}).

Segundo Hallett, os uns representam antes um modo de explicar o produto da
abstragio de conjuntos (HALLETT, 1984, p. 130). Adotamos essa interpretagio porque ela
contempla dois aspectos importantes visiveis nos textos de Cantor: sua concepglio platénica
{seq@io].2) e as referdncias 3s unidades nas definigbes por abstragiio. Por um lado, os nismeros
existem em um reino 4 parte ¢ s#o independentes da mente humana e da realidade externa; por
sufro lado, os nfmeros sfio definidos por ubstragfo de conjuntes, o que os distanciam da
realidade fisica pela abstrapfio de propriedades que parficularizam e pela reflexio de
propriedades especificas comuns aos conjuntos.

Os uns, diz Hallett, nfo sdo usados para formar os nimeros airavés do agrupamento
das unidades através de um processo sucessivo. A abstragfio nfio ¢ um ato que se refere a cada
elemento gradualmente extirpando sums propriedades, isto ¢, a abstracfio nfio substitui
elementos m por & [Eins)i®, mas assemelha-se a uma cléssica operagiio funcional (HALLETT,
1984, p. 133). Observamos o procedimento funcional de passar de um comunto a oulro (sem a
necessidade de percorrer cada elemento), ao qual Hallett se refere, nas etapas indicadas por

Cantor para obter os niimeros ordinal e cardinal de um conjunto M:
"o nds abstrairmos do conjunto M dado, cossistindo de coisas

concretas, determinadas e diferenciadas, ou de conceitos abstratos,
chamados de elementos de M, pensados como uma coisa em si, tanfo
pela natureza dos clementos quanto pela ordem em que sfio dados,

10 Faga seria o alvo da critica de Frege.
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resulta dentro de nos um conceito geral ¢ determinado (universale,
umun versus alia, no seu significado: unum aptum inesse multis), que eu
chamo de poréncia de M ou o rumero cardinal do conjunto M reunido.
Eu denoto a poténeia de M, pelo sinal ﬁ Os dots ragos sobre M
indicam a execugiio de uma dupla abstragfio, tanfo em relagfio &
natureza dos elementos quanto também em relagdo 4 ordem em que
est4o um em relagfo ao ouro.” (CANTOR, 1887, p. 411-412 {grifo do
antor}yiol,

Cantor prossegue definindo 'tipo ordinal’ "um conceito geral e determinado” que ¢
representado por M. quando nés abstraimos s6 da natureza dos elementos. Por abstrair
somente da natureza, a denotagéio consta de apenas um trago sobre M. Essas etapas, descritas ¢
ilustradas por Cantor na denotagfio, representam o procedimento funcional amunciade por
Hallett.

Ainda em favor do argumento de ser a sbstragéo 'uma cldssica operagio funcional’,
observa-se que a abstrago evita os principios de formagfio dos mimeros e a necessidade mais
evidente da boa ordenagio de conjuntos. Desse modo, Cantor degvia do processo sucessivo,
sonstrufive de percorrer os nimeros. Tal processo ¢ substitnido pelo recurso imediato da
abstraglio, acrescido da concepe@io de infinito atual Entendemos que os uns nfio poderiam
formar os nimeros porgue eles existinm prévia e eternamente no reimo divino, mas
representavam a 'descricfio da silhueta incolor dos objetos distintos que perderam esta
distingéio guando o contetido deles foi abstraido ou negligenciado’ (CAVAILLES, 1938, p. 97-
98)

A abstragfio das unidades nfio estd sendo empregada de modo 'materialista’, que
substitui os elementos por marcas | ou e, mas considerando a preccupagfio de Cantor com a
existéncia, concordamos que ele busca caracterizar os objetos que existem eternameste no
reino independente {HALLETT, 1984, p. 132). Isso est4 considerado na explicagfio a respeito

dos uns.
O emprego de uns como resultado da abstragic de conjuntos cairia certamente nas

eriticas de Frege que questiona se os uns sfio iguais ou diferentes. Cantor assume que os uns
sio diferentes ¢ o que os diferencia é um apelo 4 posigfio ou lugar que os niimeros ocupam na

10t «pbatrahieren wir bei einer gegebenen Menge M, welche aus bestimrnten, wohlunterschiedenen konkreten
Dingen oder abstrakten Begriffen, welche Elemente der Menge gennant werden, besteht und als ein Ding fuer
sich gedacht wird, sowohl von der Beschaffenheit der Elemente wie auch von der Ordnung ihres Gegebenseins,
#0 entstelt in uns ein bestimmter Allgemeinbegriff (universale, unum versus alia, in der Bedeubung: unum
apturm inesse multis), den ich die Machtigkeit von M oder die der Menge M zukonmmende Kardinalzehl nerns,
Ich setze fest, days M ein Zeichen for die Machtigkeit yon M sei. Die zwei Biriche Gber dem M sollen
andeuten, dass an M ein Zweifacher Abstraktionsald vollzogen ist, sowohl in bezug auf die Beschaffenheit der
Elemente, wie auch in bezug auf ihre Ordnung zueinander.”
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sucessdo. Ao substituir me M por fimie M’ por exemplo, a ordem dos conjuntos afo se alters
ou M= " ou: ffm} ocupa exatamente na mesma posicio que m na aplicacsio de 7 ou abstracéo,
i5to ¢, os elementos de A7 déo origem aos mesmos uns que resultariam do A

O que possibilita o apelo 2 posigio ou lugar que o elemento ocupa na seqténeia é a
existéneia de uma ‘ordem canénica’ que, considerando a concepefio de Cantor, existe em um
reino independente. Assim, a0 sbstrair da natureza dos elementos obtemos conjuntos de ‘puros
uns' ou mimeros ordinais. Ao abstrair também da ordem, hé um colapso da ordem particular
daquele conjunto e & conservada uma ordem candnica, representando um tipo de ordem
especifico, que nfio importa qual seja, pois essa ordem tem a fingfo exclusiva de preservar a
diferenca dos uns através da posigio gque ocupam na seqiéncia (HALLETT, 1984, p. 141).

Um modo de esclarecer essa explicaciio ¢ relembrarmos as classes de niimeros. Numa
analogia com elas, o tipo de ordem candnico representariam diversos corjuntos de mesma
cardinalidade, ou uma classe de nimerog!®.

Assim, admitinde 8 abstragio como um procedimento funcional, conciuimos que
Cantor permanece dependente de conjuntos bem ordenados spesar de alcangar maior

generalidade nessa nogéo.

3.4 CONCLUSAO
Muitas de nossas concluses estéio exposias ao longo das andlises acima, algumas das

quais retomaremos brevemente enfhtizando sgora as interapbes entre Frege e Cantor.
Retomamos os temas analisados conectando-os a partir da avaliagfio que fazemos das cribicas
de Frege: ele, apesar de oferecer bous sugestdes para a estruturacfio da teoria dos nimeros
transfinitos, formulava suas criticas sem amplitude suficiente, iste ¢, considerava um aspecto
dz formuiacdo de Cantor e deixava de lado outros que, na nossa opinifio, poderiam alterar sen
ponto de vista. Além disso, Frege projetava suas perspectivas ¢ objetivos em Cantor. Nesta
iiltima segfo vamos eaclarecer gradualmente essa afirmagéo.

Frege registrou nos FA, arespeito do artigo de 1883 de Cantor, a diferenca de termos
empregados por cada um, as lacunas no método e nas definigbes e admitiu a possibilidade de
afinidade das duss teorizs. Ele nfio contesta os resultados do artigo, como a imposi¢ie do
infinito atual e os mameros transfinitos. Ao contrario, ¢ facil ver que a existéncia dos nitmeros
ransfinitos ¢ mais um forte argumento para refittagéio ao empirismo, este sim alvo de criticas

de Frege.

Wirallett discute a hipdtese da abstragio representar simplesmente um disfarce da teoria das classes
correspondentes as poténcias (HALLETLT, 1984, p. 133-141)
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Das criticas contidas nos FA, extraimos dois temas que foram analisados, ambos
relativos 4 nocfio de namero. O primeiro, sobre o aspecto ordinal ou cardinal do nimero ¢ o
segundo, sobre uma noglo especifica de Cantor em 1883, a nogéio de poténeia, que foi
comparada a de niimero cardinal de Frege.

Em relaglio ac primeiro tema, o aspecto ordinal ou cardinal do nimero, ¢ preciso
lembrar que essa discussfio ¢ prépria do perfode de elaboragho da definigfio dos nimeros
finitos e transfinites, assim como da implementagfo de uma nova discipling, a teoria de
conjuntos. Isto significaria que essa discussfio nfio seria pertinente no contexto exclusive da
teoria confemporfinea, mas fundemental para uma andlise conceitual das nogdes de conjunto,
stmero, ordinal e cardinal. Isto fica claro quando observamos, de modo nfio sisteméfico, as
contribuigBes de Frege ¢ Cantor 4 teoria axiomética de conjuntos que serfio indicadas a segir,
juntamente com ontros elementos de destague das formulagdes desses antores.

Sobre a defini¢iio de nmimero de Frege destacamos que para ele nimeros s6 se aplicam
aos objetos por meio de conceitos. Com isso, Frege realiza um desdobramento da passagem
intuitiva dos objetos aos niimeros, estabelecendo o conceito entre eles. Desse modo, Frege
regolve as dificuldades apontadas nos FA, relativas a modos, diferentes do dele, de definir
afimero -a partir de coisas, ou como representagdo mental ou conjunto de unidades. llustramos
essan solugdes com um exemplo relative 4 dificuldade, mencionada acima (seg8o 2.3.3), em
relagio 4 definigfio de nilmeros a partir de unidades:

*Nog pedemos oferecer um sentido para a questio que discute se ag
unidades sdo indiscerniveis ou distinguiveis. Na proposiglo "Japiter
possui quatro luas” as unidades sfio idénticas, no sentido de que a
unidade é o conceito simples Jua de Jipiter. Sob esse conceito se
encaixam as quatro lnas, I, II, I, IV. A unidade para a qual I esta
relacionada ¢ idéntica 4 unidade relacionada a TI e assim por diante.
Mas, quando dizemos que as unidades s#io distinguiveis, afirmamos que
cada uma des luss, ou seja, cada uma das coisas numeradas, ¢
distinguive! da outra. Entfo, podemos fazer justica a cada uma das
demandas aparentemente irreconcilidveis, a saber, que as unidades
deveriam ser idénticas e que elas deveriam ser distingniveis (KENNY,
1995, p. 77).

Mas 2 sua definigio conceitual de nfimero n#o ge restringe & resolver dificuldades
plantadas por ele. A tese de Frege que diz que uma afirmagfio numérica sempre trata de
conceitos, é amplamente aceita atualmente, ninda que possa ser discutida.

Ainda sobre a defini¢do de niimero de Frege, retomamos 2 questéo que levantamos na
gegfio 2.1.1 a respeito da critica de Cantor a defini¢ho de mimerc de Frege acusada de
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“circntar”. A nfio circularidade da definicfio de Frege fica garantida pelo seguinte: ele, ao
definir o nimero de um conceito como a extensfo do conceito, estabelece a existéncia do
mimero por uma equagio em que um dos lados ja ¢ conhecido (ver FREGE, 1884, §68, p. 25]-
232 ou se¢io 2.4 acima). A partir disso, ele usa a relagdo de equivaléncia para definir &
iguatdade de dois mimeros. Mas essa definigéio de igualdade ¢ geral, isto ¢, néio se restringe &
igualdade de mimeros (FREGE, 1884, §63, p. 248) e além disso, para o caso dos nameros ela
no supbe o conceito de mimero, como Cantor imaginou E, ainda, como o conceito é
logicamente anterior 4 extensfio, Frege evita assim a interpretagéo de extensfio como conjunto
material de objetos que caem sob o conceito, pois a extensfio ¢ composta de conceitos. Por
exemplo, o zero ¢ definido assim: o mimero O é a extenséio do conceito equinumérico ao
conceito 'diferente de si proprio'103 (FREGE, 1884, §74, p. 256).

Quanto 4s contribuigbes de Frege 2 teoria axiomdtica de conjuntos, destacamos os
sgquemas ldgicos que geram a série dos nimeros naturais, a definigio do O e o sucessor de
cada namero. Especificamente sobre a andlise realizada na segfio 3.1 sobre o uso linguistico
dos termos ordinais e cardinais, e se admitimos que o niimero ordinal supde a cardinalidade ¢
a inverso ndo ocorre, notamos que a definigfio de nimero cardinal de Frege esta, neste sentido,
mais proxima da defini¢fio contemporanea quando se trata apenas dos nimeros finitos porgue
na defini¢hio atusl eles nfio sfio necessariamente nem ordinais nem cardinais. Isto ¢, eles sfo
definidos a partir dos axiomas da compreenséo, da extensionalidade, da unifio e do par e
independentes dos conceitos de mimero ordinal e cardinal, cuja definicio ¢ posterior
(HRBACEK. & JECH, 1984, p. 49, 50, 74, 75, 85 ¢ 86). De fato, os nimeros finitos sfio
exemplos simples, precisos e ilustrativos desses conjuntos.

J4 citamos Resnik e Imbert {secdo 3.1) que enfatizaram os desenvolvimentos de Frege
em relagio a teoria axiomdtica de conjuntos e, especificamente, quanto a sua defini¢do de
imero e seu aspecto independente da ordinalidade. Abordando o vinculo ou nfio do nimero
em relapfio 4 sequéncia ordenada, Hallett também se inclui acentuande que ¢ instrutivo
comparar Frege ¢ Cantor sob este aspecto (HALLETT, 1984, p. 151).

Observando methor nossa afirmacie sobre a concepglo candinal de nlmero
transfinito em 1874, concluimos que Cantor mantinha como referéncia 2 seqéncia ordenada
dos ntmeros finitos 1,2,3,...v,...Depois, com o procedimento da abstragio para definir os
nimmeros, que em varios aspectos rompe com a seqiéneia de nimeros e proposigBes sobre a
ordenagio de conjuntos, Cantor, pela interpretagio de abstraphio que defendemos, mantém
referéneia 4 seqléncia ordenada.

W03 4 aytensio desse conceito & infinita € ndo vazia, cormo era de se esperar, Algune dos elementos da extensio
do conveito ‘equinumérico ao conceito ‘'diferente de si proprio’ sho, por exemplo: ferro de madeird, ¢froulo
quadrade’ (FREGE, 1884, §74, p. 256). Frege refaz essa definigio no Grundgesetze.
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Hallett aponta que para Cantor, a nogfio de cardinalidade tem a fimeéio de tornar
copjuntos infinitos contdveis, como uma generalizaco dos conjuntos finitos. Cu seja. neste
sentido, Cantor mais uma vez permanece no nivel infuitivo. Por sua vez, Frege alcanga, em sua
definicio de mimero, um patamar mais abstrato ¢ formal pela independéncia do processo de
contagem ou da ordem. Deste modo, olhando agora para a nogfo de nimero formalizada, ¢
possivel observar que Frege rompe com elementos intuitivos e pstcolégicos e, sob este
agpecto, se agsemelha 3 definigéo atoal

Por outro lado, focalizando agora a definigfio de nameros transfinitos, quando Frege
acusa Cantor de ampliar sua definiglio, porque inclui a ordinalidade, ele nfo estd levando em
conta a seqiidneia desses novos niimeros. Para definir a seqiiéneia de mimeros transfinitos,
indiscutivelmente nma grande contribuigfio de Cantor, a ordinalidade é condigho necessdria
Cantor teve intuighes que foram elaboradas e que compdem a teorta axiomdtica de conjuntos no
que dizem respeito, por exemplo, 2 importancia do niimero ordinal, 4 necessidade de supor que
todo conjunto pode ser bem ordenado para estender a seqiéncia de nimeros ¢ a propriedade
transitiva do conjunto dos nimeros naturais ¢ ordinais. Além disso, Cantor planton uma séne
de problemas, envolvendo, sobretudo, a ordem, que tiveram solugdes e conseqiéncias
importantes na teoria contemporfnea (HALLETT, 1984, p. 154).

A partir do segundo tema que analisamos, extraido das criticas a Cantor nos FA,
pudemos elaborar a nogfio de conjunto que passa a ser elementar na aritmética a partir dos
desenvolvimentos da teoria dos nitmeros transfinitos, que resultou na da teoria axtomdtica de
conjuntos. A elaboragfio da nog¢io de comjunto é sugerida pelo sepundo tema e represents,
ainda uma conex#o enire este e o terceiro tema analisado - o recurso 4 abstracfio para definir
DRMETes,

Cantor, visivelmente, passa a precisar da no¢io de conjunto para introduzir o8 novos
niimeros e o faz nfo diretamente como hoje- "nimero ¢ um conjunto..” mas afravés da nogéo de
enumeral e do recurso 4 abstragtio. Frege airibui niineros aos conceitos airavés de sua extenséo
e nfio de um conjunto de coisas, mas nfo deixa de caminhar na mesma dire¢fio que recorre aos
conjuntos. Neste sentido, ressaltamos que a insisténeia de Frege em evitar o tratamento
extensional dos conjuntos ¢ indtil a partir do sentido matemdlico que eles adquirem, gue
explicaremos logo s seguir. Por hora, queremos acrescentar que os conjuntos, na teoria
axiomatica, sfp tratados extensionalmente como objefos independentes, e separados da
intengo que pode nos ajudar a defini-los ou reconhecé-los (HALLET, 1984, p. 196).

Elaborar a introducfo da nogio de conjunto na base da arifmética, ou a substituigio da
noglio elementer de mimero por conjunto pode parecer desmecessfrio quande focalizamos

apenas a teria axiomatica stual. £ verdade que a noglo de conjunto empregada na teoria atual 6
uma noglo primitiva e nfio carece de definigio. Porém, esta ¢ uma noglo especial, no sentido
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que npdo ¢ 2 mesma do senso comum € que 80 adquire seu sentido posteriormente ao
conhecimento da teoria de conjuntos. Dessas teses defendidas por Pollard, nos interessa
destacar a primeira, com infito de justificar 2 necessidade da elaboragéo da noglio de
conjunto:
"A teoria de conjuntos ndo deve suag caracteristicas essenciais 2
gqualquer intrusdo das nogBes do senso comum para dentre do domimio
matematico. A caracteristica central e distintiva (a extensfio da
aritmética até o transfinito e um compromisso com comjunto de
conjuntos) brota da resposta matematica aos problemas matematicos -
problemas nascidos na teoria de fungles e mimeros reaig "
(POLLARD, 1990, p. 39).

Pollard afirma também que as dificuldades com a introdugio de conjuntos resolveram-
se dentro da propria matemdlica, na ocasifio em que as justificativas filostficas foram
sbandonadas. Pollard usa o exemplo da definigéio dos 'cortes de Dedekind’ para ilustrar como
na época, essa noglo era de fronteira:

"( escripulo de Dedekind na discriminag8o enfre cortes e [nimeros]
reais ndo era visto como matematicamente defensivel, ¢ foi
ahandonado. Niimeros reais tornaram-se cortes. Mas cortes sfo
conjuntos.” (POLLARD, 1990, p. 38).
A publicago de 1895 de Cantor reflete essa tendéncia, porque nela, as discussdes filoséficas
sio deixadas de lado e com isso a aceitagfio da teoria dos transfinitos é maior nessa versfio.
Néo estamos desconsiderando o uso da abstragio nas defini¢bes para fazer essa afirmacfio;
Cantor ndo se desprendeu dos escrupulos ao usar conjunto enquanto nog¢éo elementar mas, ao
afastar-se das discussdes filoséficas, sua teoria ganhou maior respaldo entre o matematicos.

Na andlise sobre anogfo de nimero, a qual nos permitiu elaborar a nogéo de conjunto
da matemética, nfio caberia, segundo nosso ponte de vista, tomar a posi¢io de Cantor ou de
Frege. Os dois pontos dessa discussiio nos proporcionaram uma andlise rica que enche de
sentido a definiglio atual que, se por um lado parece ser bem diferente das defini¢des de Cantor
& Frege, por outro a definiglio atual parece ter sua génese na discusso ¢ exposiglo desses
altores, parece mesmo ser a reuniéo das duas cuidadosamente lapidada

Quanto as criticas de Frege contidas em sua resenha do texto de Cantor, o clima de
hostilidade e ironia Fle retoma os argumentos contrérics ao empirismo e psicologismo
desenvolvidas nos FA. Faz isso para atacar Cantor que emprega abstragdo nas defini¢bes de
nimero, j4 que Frege associava abstracéo ao peicologismo.

Frege mostra que o empirismo-psicologismo ¢ incapaz de dar conta da matemitica tal
qual a percebemos no que diz respeito a sua generalidade. As explicag8es apresentadas por
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ele, segundo Frege, sdo artificiais e estanques, porque alcancam, por exemplo, alguns niimeros,
mas outros nio, e a estrutura simplista de interpretagfio do conhecimento os impede de
recophecer oy aspectos do significado dos conceitos, que na definglio de numero garante
unicidade, nnidade, enire outras coisas,

Psicologismo l6gico corresponde a reduzir os principios da légica a hipGteses
empiricas sobre a mente humana. Neste caso, a logica é apenas a representactio externa das leis
psicologicas de operaghio mental (BROCKHAUS, 1991, p. 503). A légica, para Frege,
expressa a objetividade, a certeza e as normas, que identificam as relagdes entre as
proposipbes em virtude dos valores de verdade ¢ nfio se relacionam com descrigies do
pensamento nem com o reconhecimento dessas relagbes pelas pessoms. Na concepglio
psicologista, a fungio normativa da légica diminui sobremaneira passando a ter uma finglio
descritiva.

A critica de Frege atinge a reducéio da légica A redugfio da logica a0 dominio
psicolégico e empirico conduz a uma confisfio entre o compreenstio ¢ significado. Para os
psicologistas e empiristas néio havia preocupagio com o conteddo separado da compreenséo,
que diz respeito 1 'como se conhece' e 'em que consiste a compreenséo’.o cardter da logica ¢
essencialmente descritivo, associado aos processos mentais e 2o recophecimento. E nfo
poderia ser de oufra maneira pois, tirando o pressuposto de ser a légica independente do
pensamento, isto ¢, assumindo o psicologismo, que comsidera gque 2 légica se basein em
entidades mentais, & admitindo a concep¢fic empirista- que considera o coshecimento come
algo que se finda na prépria mente a partiv da observagdio, a distingfio entre significado e
compreenséo tendem a desaparecer. Ou seja, do ponto de vista do psicologista, o significado ¢
o conteiido compreendido, a origem ¢ igual aos fandamentos.

Lembramos que Frege levou a cabo o principio, um dos trés dos FA, de separar o
légico do psicolégico, de retirar do dominio da filosofia as explicagbes psicoldgicas e
reservou a psicologia as explicages sobre os processos que nos levam a conhecer'™, ou seja,
Frege reconhece que a psicologia, assim como # abstragéio, possuem fingdes. Entretanto, essas
fungdes nfio se relacionam com o cardter logico do conhecimento, de acorde com 2 sua
concepedo. Para Frege, ay representagdes, imagens mentais e o modo como as conhecemos, s80
aspectos subjetivos do conbecimento, portanto privados e ndo comparavels, que dizem respeito

apenas ap sujeito & em nada se relacionam com o conhecimento objetivo.

WMEsetarecemos que, apesar dos procedimentos serem descartados por nfio serem 10gicos, Frege reconhiece,
s diversos momentos do seu texto, o interesse ¢ utitidade que hé neles. As ‘imagens menteis', a ‘descrigho da
géness’, ns ‘represertacdes' ndo possuemn interesse para o conteudo [logico) da aritmética, mes possuemn
funclo e utilidade reconhecida por Frege em outros aspectos, didéticos explicativos, etc (FREGE, 1884,
wiroduchio, p. 199200, p. 201).
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Frege mostra que o psicologismo é incapaz de tragar distingdes entre o contetido ¢ a
uatificagio do contelido e assim nfio percebe, néo aican¢a a objetividade da cigncia. Isso
ocorre, por exemplo, conforme mencionamos 20 final da segdo 2.3.2, na confusfip enfre a
explicagtio da génese do canhecimento e a definigio dele; ou ainda o préprio emprege da
abstraciio para defini¢@es pode ser enquadrado nesse caso.

Se, por um lado, uma grande contribuigéio de Frege ¢ tracar uma aguda distingdio entre
o modo de conhecer e o sentido, o significado e o contetido proprio das coisas objetivas!®; ¢ ¢
identificar o problema do significado, do conteiido ¢ da validade do conhecimento, por oufro
tado, o problema da compreenséo é ignorado por ele.

Neste gentido, ¢ importarte esclarecer que Frege se ocupa em relagfio 4 I6gica nos
FA_ unicamente com o gue ela é. deixando totalmente de lado o ato mental de alcanga-la e
deixando para a psicologia a forma de conhecé-la Especificamente, a nogéo de significado é
basica nos FA, em oposichio 4 nogfio de 'compreensfio’ gue ¢ notoriamente pouco explicada por
Frege (MCGINN, p. 99)'%. Essa informagéo ¢ importante nesta dissertagfio porque nos ajuda a
avaliar a critica de Frege a Cantor quanto a suas explicagbes psicolégicas.

Obgervamos primeiro a contribuigtio de Frege no sentido de esclarecer a confiiso
enire & génese de um conceito e sua natureza, » qual espelha o empirismo ¢ psicologismo
dominando a logica e a teoria do conhecimento. Abordar a critica de Frege possibilitou
elucidar parcialmente sssas confusiies e elaborar o significado de contetido logico, tho
importante quanto complexo em sua filosofia Ele separa o que ¢ légico ¢ o que ndio ¢, através
dn distingo entre o contetido, a justificativa e a maneira de alcangar o contefido. Ele separa os
eritérios de verdade do conhecimento, o instrumento de controle da produgéio do conhecimento
e sua origem. Ele separa o conteido do pensamento do ato de pensamento, & ‘representagfo’
que constitui o veiculo do ato mental, do objeto desse ato (BROCKHAUS, 1991, p. 50% ¢ 511).

Entretanto, esse mesmo filosofo nfio apresenta uma teoria sobre como conhecemos.
Ele desenvolve a lagicn, elabora definigbes mas deixa essa questéio de como conhecemos sem
gualquer explicagfo.

Fssa lacuna na filosofia de Frege ¢ apontada por McGinn, que admite que ele, a0
esbarrar no tema relacionado com o processo da compreensfio do significado, nfio escapa 2
explicacfio de ser este um 'ato mental dirigido a uma entidade abstrata independente da mente’

(MCGINN, 1984, p. 98):

185 yer (FREGE, 1884, §3, p. 204).
WérieGinn questions o antipsicologismo de Frege em relaglo 4 ‘compreensio’, Negse caso, nio ¢ tho clara 2
inquestionsvel uma sbgoluts independéncia entre 'alcangar o gertido! ¢ 08 processos mentais. Sobre 1850 ver

(MCGINY, 1984, p.98).

115



") cardter desse ato mental é notoriamente pouco explicado por Frege,
mas nés podemos supd-lo semelhante aqueles atos da 'infuigfo
matemética’ que os platonistas nos fazem conceber como relacionados
cognitivamente aos nimeros: um tipo de ato mental no qual um tipo de
entidade vem diante da mente, apesar de essa entidade ndo ser nem
mental nem concreta ™ (MCGINN, 1984, pr. 99).

Frege explica bem o que nfio deve ser confindido com a compreensdo, mas ndo se
dedica a esclarecer o que lhe cabe. E isso ¢ importante ndo spenas por ser um dos itens de
explicagho filoséfica, mas para o enfoque desta dissertaglio, sobretudo, porque ge relacions as
questdes psicolégicas, como ele mesmo, de algum modo, reconhece. Entre admitir, por um
iado, 8 existéncia de verdades independentes da mente ¢, por oufro, instalar rigorosamente
esgus verdades em uma seqiiéncia logica, fica faltando explicar como chegamos a conhecé-la
Ag explicaces relativas ao modo de alcancar o conhecimento esbarram no assunto da
psicologia:

"Mesmo conferindo que o sentido néo ¢ dependente da mente, agarrar
um sentido ou compreender uma palavra ou frase, como expressando
um sentido &, com certeza, um ato mental, algo do reino da psicologia ™
(DUMMETT, 1991, p. 55).

Concluimos com isso que Frege se esquiva de tratar de problemas que, no minimo, se
encontram na fronteira dessas duas greas - a filosofia e a psicologia, enquanto que Cantor, ao
gbordsr suas novas nogdes, oferece explicagfes de como conhecé-las tomando-se,
principalmente por isso, alvo das criticas de Frege. Duas coisas precisam ser distinguidas
nesta nossa concluséo, s quais ndo se restrigem somente 2 essa critica: a primeira ¢ que Frege
nfo avalia amplamente a teoria ¢ as exposigdes de Cantor ao comentd-las; a segunda ¢ que
Frege projeta em Cantor suas perspectivas, seus objetivos e flimitagBes.

Em relaglio @ primeira conclusio observamos, especificamente, que o emprego da
abstragiio ¢ incluido por Frege entre os procedimentos privados e individuais, pois esta ¢
cousiderada por ele um processo mental que ¢ realizado a partir dos objetos e das coisas
externas, sendo assim, um modo de percepgéio sensorial F nesze sentide que Frege chama
Cantor de empirisia.

A abstragBo é empregada por Cantor também com a funclo de associgr nimero a
conjunto. Em 1883, poderfamos perceber essa associagio de uma forma leve e implicita,
quando o mimero ordinal representa a 'imagem’ de um conjunto organizado em uma ordem
especifica. Explicitando essa agsociagfio a partir de 1883, Cantor se expie mais 08 stagues de
Frege no que diz respeito & findamentaglio, porque a sbstraglic, a partir de conjuntos, passz a
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ser o principal argumento para conceber os niimeros. A abstragic para obter conceitos é uma
forma mnfuiva que ajuda na divaigacio deles.

Avahiamos gue essa critica, do modo como Frege a coloca nio ¢ pertinente, mesmo
tendo constatado que Cantor usou termos paicologistas e empiristas e observado que a
abatragfio ¢ um exemplo da confusfio, mencionada acima, entre o contelido ¢ a compreenséio. A
néio pertindncia da critica deve-se, sobretudo, ao fato de Frege nfio considerar outros aspectos
da teoria ou concepgdo de Cantor ¢ neste caso, ele nfio leva em conta gue, para Canfor, a
matematica existe em um reino a parte.

Cantor acredita na existéncia dos objetos matemdticos em um reino independente. Isso
niio permite interpretar a abstragfio como um elemento psicologista-empirista, no sentido de
Frege, pois nfio é 0 cago em que o mimero seja obtido por abstragdo de conjuntos da realidade.
A abstraghio parece ser o modo de Cantor explicar como chegar & novos conceitos, como
conhecer coisas que existem independentemente ou néo da existéncia propria.

Ainda sobre a critica de Frege 4 abstragfo queremos salientar da nossa conclusfio que
Frege ataca uma forma fraca de psicologismo e empirismo, ou seja, ataca uma forma de
puicologismo extremo, totalmente apegada & percepgfio de coisas fisicas ¢ a explicacles
relativas a processos mentais, isto &, Frege nio considera outrag formas de psicologismo, que
garantern explicagbes diversas das mentais para questbes do significado, por exemplo. O
interesse em descrever outrss formas de psicologismo resulta desta dissertagio como um
assunto possivel para o prolongamento desta pesquisa. Lembramos que, aqui, nos restringimos
sempre 8o que Frege compreendeu por essas correntes ¢ apenas apos concluirmos a pertinéneta
de sua critica, ¢ gue surge essa necessidade.

Em relagio & segunda conclusfio, apontamos a seguir outro aspecto das criticas que
n3o s6 nos parecem restritas a problemas e trechos especificos da obra de Cantor, como
também refletem que Frege nfio esta atento simplesmente 2os propdsitos de Cantor, mas elabora
suas criticas sob o prisma de seu préprio projeto. Tentamos, no capitulo 1 e 2, destacar as
intengbes, objetivos ¢ os modos de cada um porgue, no caso, Frege parece nfio reconhecer os
objetivos de Cantor mas, simplesmente, projetar og seus.

Segundo Frege algumas definigies e demonstragles de Cantor deveriam ser
substituidas pelas suas que deveriam ser tomadas como modelo. Cantor poderia ter se
beneficiado com algnmas das sugestdes mas, o gue se destaca nessa discussfio, ¢ que Frege néo
parece compreender o alcance dos objetivos de Cantor que nio pretende ‘fundamentar a
aritmética’. De fato, Cantor pressupde a existéneia dos nfimeros naturais gue sio, inclusive, o
protétipo do conjunto bem ordenado, quando gera os nimeros ordinais, conforme jé
mosiramos, ‘a partir do oufro ja formado’, isto ¢, ele nfo define o conceito de nimero e nio
define o 1, por exemplo, e nfio define +1 antes de acionar o primeiro principio de formacfo.
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Frege entende essa suposicio, como faria com as outras teorias que nfo alcangani ou buscam o
‘gran de rigor’ demandado por ele , como lacunas no artigo de 1883
"Parecem~me faltar, ainda, definigdes precisas ..do numero
cantoriano...acredito antever como estes conceitos poderiam ser
determinados.” (FREGE, 1884, §86, p. 263).
Frege mantém essa viséio da necessidade de Cantor de findamentar e definir precisamente 2
nogle de nimero e outras {conmjunio, seguir em uma seqiéncia) em sen artigo de 1892, na

revisio que faz do artigo de Cantor, de 1887:
"Se Cantor ado tivesse apenas regeshado meu FA, mag também lido-o

afenciosamente, ele teria evitado muitos erros” (FREGE, 1892, p. 179
{2701,

Devemos, mais uma vez, lembrar o objetive de Cantor: definir os nimeros transfinitos
como uma extenséo, uma ampliagio dos nameros finitos. Por isso, recorremos s exposi¢bes da
teoria dos nimeros transfinitos, que néo é exatamente nosso tema, para obter sua concepgéo de
pfimero. De acordo com esse objetivo parece compreensivel que ele nfio tepba definido o
conceito de mimero ¢ o 1, mas considera-os conhecidos. Cantor criava algo novo a partir de
coisas conhecidas, as que Frege queria fundamentar. Ele néio buscava, como Frege,
fundamentar a aritmética fora dos problemas especificos da matemdtica (ver CURRIE, p. 10).
Sen objetivo de generalizar a nogéo de niimero ¢ reconhecido por Frege, que afirma que Cantor
abre wm caminho aritmético para os mimeros transfinitos (FREGE, 1884, §86, p. 264) e isto ¢
real.

Aligs, Cantor concorda com Frege sobre a necessidade de fandamentar a aritmética,
porque essa drea ¢ findamental para garantir a certeza e 0 método em toda a matemdtica:

"O) objetivo do texto, de submeter os findamentos da aritmética a um
novo exame, ¢ louvéavel ¢ nfio estd posto em divida que este ramo da
matemética, no qual as outras disciplinas da mafeméfica se baseiam,

T

exige uma profinda investigagio do conceito e método,
(CANTOR, 1885, p. 440)107.
Cantor admite ainda que, apesar da admiragfo, ele proprio ndo possui inclinaglo para prover
os fundamentos 16gicos da aritmética {CANTOR, 1888, apud DAUBEN, 1979, p. 346 n.2).
Tudo isso nos permite concluir sobre a unidade ou nfo das criticas de Frege a Cantor

nos dois momentos em que as enfocamos, 0 dosFA e 0 das regenhas. Por um lade, avaliamos

WIin ey Zweek dicses Schrifichens, die Grundiagen der Arithmetik einer erneuten Untersuchung wu
wterwerfen, ist ein idblicher, denn es unieriiegt keinem Zwelfel, dafd dieser Zweig der Mathematik,
welcher allen anderen mathematischen Disziplinen zur Basis dient, eine weit tigfere Erforschung seiner
Orundbegriffe und Methoder: verlangt, als thm bisher im aligemeingn zu Teid geworden ist" (CANTOR,

1885, p. 440).

118



de maneira exagerada e pootual as criticas de Frege ¢ nfio concordamos que Cantor ¢
psicologista no sentido em que Frege usa esse termo; por outro. vemos que a fendéncia de
Cantor aps freqentes apelos a intuigdo e explicagbes de como alcancar suas nogles, a0 invés
de se restringir a dar defini¢des formais, foi menor na publicagho mais madura de sua teoria
Poderiamos dizer, pois concordamos com a tese de Pollard descrita acima, que Cantor, em
1895, j4 possuia suas nogSes bem mais elaboradas do que quando iniciou suas publicapbes.
Especificamente, a nogdo de conjunto ja tinha avangado bastante, como notamos acima quanio a
generalidade, no sentido de adquirir seu significado préprio. Por isso, ndo concordamos com
Jourdain em nenhuma das duas afirmacdes contidas no trecho que citamos no inicio deste
capitulo, ainda que devamos admitir que nfio pesquisamos que sentido ele afribni a esges
termos. Ele via Cantor de modo mais formalista no inicio, o que contraria nossa interpretago
sobre o formalismo nesse autor, descrito na gepfo 1.2. Também nfo concordamos que Cantor
estivesse em um perfodo mais psicolégico nas Gltimas publicagdes, porque néo nos deixamos
tomar pela interpretagfio de ser o emprego da abstraglo um recurso psicologico, ainda que
tenhamos concordado que ndo ¢ este o melhor modo de definir & tenhamos admitido a presenga
de aspectos subjetivos em todo o desenvolvimento da teoria dos nimeros transfinitos.

A unidade gue observamos pesse estudo ndo diz respeito s crificas de Frege a
Cantor. Observamos, através do endoque adotado nesta dissertagiio, que a nogfio de conjunto é
o ponto comum deste estudo e da unidade a ele. As discussbes sobre 2 nogio de nimeros e
sobre o emprego da abstragho para definigio deles, resultam numa generalizagio dessa nogdo
alravés da nogio de conjunto, ou seja, ndmeros séo Casos particulares da nogio de conjunto e
esse Gltimo tora-se possivel de ser aplicado em outras dreas da matematica A partir do
desenvolvimento da teoria dos niimeros transfinitos pudemos elaborar, aqui, essa generalizacio
que ainda precisa ser absorvida e por isso merece ser discutida filosoficamente. A tese de que
a malemética se ocupa, no nivel mais fundamental, com colegBes de objetos, isto ¢, com
conjuntos, permanece, segundo Hallett, como um prinefpio central na mateméatica clésaica
depois de Cantor (HALLETT, 1984, p. 195).

Desse ponto de vista, a interagfio entre Cantor ¢ Prege se d4 mais ao longo da
formulagdio da teoria de conjuntos do que na época e que leram e comentaram mutuamente
seus trabalhos. Muitas das dificuldades que Centor enfrentava na formulagfio de uma nova
teoria, vista por Frege com imprecisdes, deram origem a nogdes fundamentais e incorporadas 2
teoria axiomstica de conjuntos. Sobre a interag#io entre Frege e Cantor, na época que

divulgavam suas idéias e teorias, apontamos alguns detalhes g seguir,
Frege era simpético & teoria de Cantor e isso pode ter sugerido a P. Alcoforado nma

interagio positiva enfre Cantor e Frege. Esse tradutor chega 2 cogitar, sem evidenciar o
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suficiente, que Frege foi influenciado por Cantor na sua defini¢fo de nimero cardinal devido 4
equivaléncia apontada acima:

"o gue levou Frege a formular sua definigdo de nimero cardinal foi,

provavelmente, seu estudo de Cantor" (ALCOFORADO, 1978, p.20).
Entendemos que ¢ possivel reconhecer uma influéncia de Cantor sobre Frege na concepgdo da
cardinalidade, mas néo exatamente na 'defini¢io do nimero cardinal' que possui uma
especificidade conceitual e logica nos FA. A influéncia poderia ser cogitada simplesmente na
concepefio de pitmero em sua forma cardinal, menos infuitiva do que a ordinal, pois, de fito,
nos piimeros finitos, nfo se distingue cardinglidade e ordinalidade (CANTOR, 1883, 5.1 p. 71
citado acima). Portanto, a partir da tecria dos niimeros transfinitos de Cantor, os conceitos de
mimero cardingl Jordinal ficam mais claros, assim como se tornam mais evidentes esses dois
aspectos do mimero depois do confronto dos conceitos nos dois antores.

Do ponto de vista de Cantor, constatamos que, influenciado ou néo por Frege, depois
do artigo de 1883, ele passa a poténcia de mimero cardinal, termo empregado por Frege. Além
disso, sle passa a definir primeiro o cardinal e posteriormente o ordinall08 sepnindo a
seqiéncia de apresentagho dos FA. E sabido, entretanto, que Cantor continuava tentando
demonstrar o3 teoremas da boa ordemlD®. Sem sucesso no desenvolvimento da teoria dos
nimeros ordinais, ele mantém a teoria dos nimeros transfinitos a partir dog sdmeros cardinais
e insere a absiragdo como recurso para definir os nimeros, antes definidos a partir dos
niimeros ordinais, mantendo ainda, como hipdtese findamental, que todo conjunto precisa ser

bem ordenado.

Cantor, porém, ndo se livrou dos atagues de Frege, mesmo 'tendo atendido’ 2 algumas
de suas observagbes. As criticas de Frege até ai eram bem suaves comparadas, com as que
vieram, talvez correspondendo 4 amargura com que Cantor recebia os comentirios de Frege
(IMBERT, p. 68, nota 3). A prépria nog¢lio de ordem, mesmo com a importincia diminuida,
permanecen sendo o alvo de Frege que dai incluiu esse termo entre os subjetivos, junto com a
abstracio, o maior alvo a partir de entfo.

Sobre a interagfo entre Frege e Cantor, concluimos que, a partir dos textos em que um
se refere a0 outro, unalisados nesta dissertagfio, obtivemos muita informagéo quanto 4s suas
proprias teorias e interesses, tivemos oportunidade de aprofundar-nos em slgumas nogdes e
conseguimos poucos dados que fenham provocado significativas alteragSes nos frabalhos

%30 mesme ano foi publicada uma tradugio pars o francés supervisionada peio proprio Camter, €m que,
devido 2 uma nova disposiclo das segdes do artigo, a teoria do ordinal foi transferida para o final do artigo e
a8 seqdes contendo a teoria das poténcias (cardinal) trazidas para o inicio. A nova estrutura foi conservads até
1895, em Beitrdge mur Begrundung der transfiniten Mengeniehre quando a teoria foi publiceda em sus
forma matenidtica mais elaborada

WHATIETT, 1984, p. 121); (DAUBEN, 1979 p. 1503,
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alheios. Ou seia, a interagfo entre Frege ¢ Cantor foi pequena quando olhamos exclusivamente
para os trabaihos publicados na época.

Mas, do ponto de vista matematico, tomando 2 teoria axiomstica de conjuntos como
referéncia, observamos que ela é composta de resultados de problemas suscitados por Cantor ¢
pantada no aparato 1dgico implementado por Frege. Neste sentido, a interagdo entre o3 autores
¢ expressiva. Isto nos leva a concluir que a contemporfnea teoria de conjuntos tornou-se pano
de findo importante nesta dissertagio, surpreendendo nossas expectativas ao adquirir uma
fungio bem maior do que & prevista inicialmente.

Do ponto de vista filoséfico, destaca-se a reflexfio de Frege sobre a sua nogédo de
ndmero ¢ a de Cantor, que levamos também para dentro desta reflexéio.

Tendo respondido s quest6es inicialmente colocadas, encerramos esta dissertacéio
salientando a discussio conceitual da nogfio de niimero através dos conceitos de ordinalidade e
cardinalidade, a percepefio efetiva da generalidade que a nogéio de conjunto proporcionou 2
matemdtica e, ainda, a tenacidade entre as explicagdes de conceitos ¢ as sbordagens
psicologicas do conhecimento. Novas questes colocaram-se durante a realizacho do presente
estudo como, por exemplo, a equivaléncia formal entre as nogles contemporaneas e as de
Frege ¢ Cantor, assim como surgiu a necessidade de abordar aspectos da epistemologia de

Frege mais profundamente.
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