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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo principal definir o conceito de Conectivo de
Restauracao Local. Revemos diversos sistemas légicos conhecidos na literatura sob
o angulo do novo conceito introduzido. Procuramos conectivos de restauracao local
nas légicas do sem-sentido de Bo¢var, Halldén e Aqvist, nos sistemas n-valorados de
Lukasiewicz e nas Logicas Intuicionista e Minimal. Nossa caracterizagao de um conec-
tivo como sendo um conectivo de restauracao local estard estreitamente ligada a possi-
bilidade de obter Teoremas de Ajuste de Derivabilidade entre sistemas l6gicos. Como
resultado da pesquisa, mostramos que em cada uma destas légicas é possivel achar
conectivos de restauracao local. Estabelecemos, assim, novas e conhecidas vinculagoes
entre sistemas l6gicos desde uma nova perspectiva. Mostramos que os diferentes sis-
temas estudados constituem novos exemplos de Loégicas da Inconsisténcia Formal e de
Légicas da Indeterminacao Formal. Mostramos, também, que a estratégia de definir
conectivos de restauracao local pode ser aplicada para obter novas demonstracoes de

conhecidos metateoremas logicos. Finalmente, estabelecemos um esquema geral a partir

do qual definir novos conectivos de restauragao local.

Palavras-chave

Légica - Inconsisténcia (Légica) - Légica matematica nao classica
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Abstract

The present work aims principally to define the concept of Local Restoration Connec-
tive. We review known systems of logic from the point of view of such new concept. We
look for local restoration connectives in the nonsense logics of Boévar, Halldén, Aqvist,
in the n-valued logics of Lukasiewicz and in the Intuitionistic and Minimal logics. Our
characterization of a local restoration connective is connected to obtaining Derivability
Adjustment Theorems between logical systems. As a result of our research, we show
local restoration connectives to those logical systems. We set old and new relations
between logical systems in a new way, showing new examples of Logics of Formal In-
consistency and Logics of Formal Undeterminedness. We also show how this technique
for defining local restoration connectives can be applied to prove some classical metathe-
orems in a new way. Finally, we set a general scheme from which it is possible to define

further local restoration connectives.

Keywords

Logic - Inconsistency (Logic) - Nonclassical mathematical logic
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Capitulo 1

Introducao e Justificativa

Os trabalhos sobre Ldgica Paraconsistente (LP) tém sido teoricamente frutiferos nao
apenas pela proliferacao de novos sistemas légicos, mas também pela instauragao de
uma nova perspectiva de estudo, pelos conceitos produzidos e resultados obtidos nesse
ambito. Com o consequente desenvolvimento dos estudos sobre légica paraconsistente,
diversos sistemas légicos ganham novo interesse ao serem focalizados pelo angulo das
LPs. A légica intuicionista (LI) comega a ser estudada em termos da sua dualidade com
sistemas de LP; matrizes multivaloradas sao utilizadas para definir negagoes paraconsis-
tentes, sistemas de LP sao considerados parte de sistemas de l6gica relevante; sistemas
modais expoem sua capacidade para definir negacoes paraconsistentes ao mesmo tempo

que negagoes paraconsistentes geram operadores intensionais, por exemplo (cf. [14]).

De maneira similar, o surgimento das Ldgicas da Inconsisténcia Formal (Logics of
Formal Inconsistency - LFIs) tem motivado releituras dos sistemas paraconsistentes.
Sistemas tais como a légica minimal (LM) de Kolmogorov e Johdnsson [38] e [35], o
sistema P! de Sette [29], o cdlculo J3 de da Costa e D’Ottaviano [56], o sistema D2
de Jaskowski [34], e o sistema C; de da Costa [21], prévios ao conceito de LFI, foram
classificados como sendo ou ndo LFIs, como tendo ou nio operadores de (in)consisténcia
e, consequentemente, como tendo ou nao capacidade para recuperar inferéncias cldssicas

perdidas, através de Teoremas de Ajuste de Derivabilidade (DATS, pela sigla em inglés).



Os Teoremas de Ajuste de Derivabilidade surgiram na escola belga de 16gica adapta-
tiva, liderada por D. Batens. As logicas adaptativas (ALs) foram propostas pelo grupo
belga da Universidade de Ghent para entender e explicar certos processos de raciocinio
que sao revogaveis (defeasible). Historicamente, as primeiras légicas adaptativas pro-
postas trataram do raciocinio paraconsistente. Varios sistemas de légica adaptativa,
além dos sistemas de légica paraconsistentes, foram posteriormente propostos a partir

do trabalho fundacional de Batens [7].

Nossa proposta serd também, em certo sentido, um trabalho de releitura. Nossa
releitura é inspirada tanto nos trabalhos das LFIs, quanto nos trabalhos das logicas
adaptativas. Propomos rever diversos sistemas l6gicos conhecidos na literatura sob um
novo angulo: a luz do conceito de conectivo de (in)consisténcia introduzido pelas LFIs
e a luz dos DATs introduzidos pela escola de légica adaptativa. O objetivo princi-
pal de nosso projeto de releitura serd definir o conceito abrangente de Conectivo de
Restauracao Local, determinar condigoes suficientes e necessdrias para um conectivo
ser chamado de conectivo de restauracao local. Visando estender a proposta das LFIs
e incluir os conectivos de consisténcia na classe dos nossos conectivos de restauracao,
observamos que os conectivos de consisténcia das LFIs sao conectivos undrios a par-
tir dos quais é possivel recuperar certos principios da légica consistente perdidos em
qualquer LFI. E por meio desses conectivos undrios que as LFIs conseguem recuperar
as inferéncias consistentes no ambito paraconsistente. E é através dos DATSs que a
recuperacao das inferéncias é expressa. N6s limitaremos nossa pesquisa ao estudo de
conectivos undrios e nossa caracterizacao de um conectivo undrio como sendo um conec-
tivo de restauracao local estard estreitamente ligada & possibilidade de obter teoremas
de ajuste de derivabilidade entre dois sistemas 16gicos.

Os resultados obtidos em nossa pesquisa sao, fundamentalmente, consequéncia da
perspectiva com que afrontamos o estudo de conhecidos sistemas 16gicos. Essa pers-
pectiva impoe certas restrigoes formais na nossa escolha das légicas a serem estudadas:
estudaremos sistemas que sao compardveis em termos de sua forca inferencial e que

compartilham uma mesma linguagem. A selecao de nossos sistemas é, por outro lado,



jé nao condicionada, mas sim motivada pelos estudos anteriores na temética dos DATS,
das LF1Is e das Ldgicas da Indetermina¢io Formal (LFUs, pela sigla em inglés).

Nosso trabalho ¢é dividido em trés partes —Antecedentes, Proposta e Observacoes
Finais. A primeira parte ¢ dividida, principalmente, em quatro capitulos. No primeiro
deles apresentaremos conceitos 16gicos basicos que usaremos ao longo de nosso trabalho.
Nos dois seguintes apresentamos os conceitos-chaves das linhas de pesquisa que guiam
o nosso trabalho: LFIs, LFUs e ALs. Apresentaremos os principios formais que
caraterizam as LFIs e LFUs, o papel dos conectivos de consisténcia e de completude,
a estrutura e condigoes gerais dos DATSs, a caracterizacao seméntica e a teoria da prova
das légicas adaptativas. Reunimos, também, alguns exemplos de DATSs espalhados na
literatura das LFIs e das ALs. Finalmente, no quarto capitulo, destacamos o aspecto
local da proposta dessas légicas.

A segunda parte de nosso trabalho é dividida, por sua vez, em quatro capitulos:
Conectivos de Restauragao Local, Logicas do Sem-sentido, Logicas n-valoradas e Légicas
Construtivas. No primeiro capitulo definimos o conceito de conectivo de restauracao
local. Nos trés seguintes capitulos apresentamos diferentes sistemas 16gicos conheci-
dos na literatura sob uma nova perspectiva: em cada um desses sistemas procuramos
conectivos de restauracao local.

Finalmente, nosso trabalho é encerrado, na terceira parte, com as conclusoes de
nossa pesquisa. Nessa parte recuperamos as conclusoes parciais obtidas ao longo de

nossa apresentacao e destacamos algumas limitagoes de nossa proposta.






Parte 1

Antecedentes






Capitulo 2

Conceitos Basicos

Defini¢ao 2.0.1 Seja prop = {p1,p2, ...} um conjunto enumerdvel de varidveis proposi-
cionais e seja X = |J 3, uma assinatura proposicional, tal que cada %, é um conjunto
de conectivos, e ta?eclj\]ue Y,NY, =0, sen#m. X, é o conjunto de conectivos n-
drios. Em particular, os elementos de ¥g sao chamados de constantes. O conjunto de

formulas For(X) é definido como uma dlgebra livremente gerada por prop sobre .1

Observagao 2.0.2 O conjunto de férmulas For(X) dependerd da assinatura 3, uma

vez que o conjunto prop permanecerd fizado em todas as segoes.

Notacao 2.0.3 Seja R uma relagao bindria sobre um conjunto X e sejam x,y € X.

Quando (z,y) € R, anotaremos também zRy.

Definigao 2.0.4 Seja o (X) o conjunto das partes do conjunto X e seja For (X) um
conjunto de formulas.> Entao, - C o (For (X)) x For (X) define uma relag¢io de con-
sequéncia (de conclusdo inica) padrao sobre For (X)), se as seguintes condigoes 1-3 sao

satisfeitas para quaisquer férmulas «, 3 e conjuntos I', A C For (X):3

!Como & usual, usaremos as letras p, ¢, 7, s, t,u como metavaridveis proposicionais.
2Seja X um conjunto. p(X)={Y :Y C X} ¢ o conjunto das partes de X.
3Férmulas e virgulas a esquerda do signo |- denotardo conjuntos e unides de conjuntos de fér-

mulas, respectivamente. Assim, por exemplo I', o I 5 denotara I' U {a} IF 8, enquanto T'; A I+ 8 e

1, Qa, ..., IF B denotardo TUA I 5 e {a1, aq, ..., a, } IF 5, respectivamente.

7



1. Reflexividade se a € T', entao I IF «,
2. Monotonicidade se AlFae A CT, entao I' IF a,

3. Corte se AlFael' alF 3, entao A, T' IF 5.

Uma relagao de consequéncia que satisfaz as condigoes 1-3 é também chamada de

relagdo de consequéncia tarskiana.

Definicao 2.0.5 Uma légica L é uma estrutura (For (X),IF), em que For (X) é um

conjunto de formulas e lF é uma relagao de consequéncia padrao definida sobre For (3).

Notacao 2.0.6 FEscrevemos For (ZL) ou, mais simplesmente, For™, para indicar o

conjunto de formulas da l6gica L, e ¥ para indicar a assinatura da légica L.

Definicao 2.0.7 Uma relacao de consequéncia padrao |- diz-se compacta se ela é uma

relagdo de consequéncia padrdo e satisfaz a sequinte condicao 4:
4. Compacidade se I' I a, entao A I+ «, para algum conjunto finito A C T.

Definicao 2.0.8 Uma relacao de consequéncia padrao diz-se estrutural se ela é uma

relacao de consequéncia padrao e satisfaz a sequinte condi¢do 5:
5. Estruturalidade Paratodo endomorfismo o em For (X),sel IF a, entdo o (') IF o («).

Definigao 2.0.9 Dizemos que uma ldgica L = (For (X),IF) é reflexiva (monoténica,
compacta, estrutural) se a relagdo de consequéncia I de L satisfaz a condigao 1 (2, 4,

5) da defini¢ao 2.0.4.
Defini¢ao 2.0.10 Uma teoria I' sobre uma légica L é um conjunto I' C For (X).

Definicao 2.0.11 Sejalby, a relagao de consequéncia da logica L. Dizemos que o € For (ZL)

é tese de L, se I' I «, para todo conjunto I' C For (EL).



Defini¢ao 2.0.12 Seja by, a relagdo de consequéncia da légica L e seja T' U {a} C
For (EL). Se (', a) € IFy, entdo, dizemos que T IFy, a é uma inferéncia da légica L tal

que a formula o segue do conjunto I' de férmulas em L.

Notagao 2.0.13 No caso que (I',«) ¢ |, entdo escreveremos I' ¥ « e dizemos que «

nao seque de I'.

Definigao 2.0.14 Sejam Ly = (For (31),IF) e Ly = (For (X2),lk3) duas ldgicas.
Dizemos que Ly é uma extensao linguistica (prépria) de Lo se For (X2) é um subcon-
junto (proprio) de For (31). Dizemos que Ly é uma extensao dedutiva (prépria) de Lo
se lFo é um subconjunto (proprio) de I-1. Se Ly é uma extensdo linguistica e dedutiva
de Ly e para todo T U{a} C For (X2?), entio I IFo a sse T' IFy «, entdo dizemos que Ly
¢ uma extensao conservativa de Ls. No caso em que Ly é uma extensao (linguistica,
dedutiva, conservativa) de Lo, dizemos também que Lo é um fragmento (linguistico,

dedutivo, conservativo) de Ly.!

Definigao 2.0.15 A relagao I C p (For (X)) x g (For (X)) é uma relagao de conse-

quéncia tarskiana com conclusao multipla, se satisfaz as sequintes condicoes:

Reflexividade I', o, 0 lIF A, Q2
Monotonicidade T'lIF A sse I, O IF A, Q2

Corte se'llFa, A e O, allF Q, entao I', 0 lIF A, Q.

Neste contexto, I', o, © lIF A, 3, significa que (T U {a} U, AU{F}UQ) € lF e
intuitivamente expressa que alguma das férmulas do conjunto —conclusao— & direita
de lIF segue do conjunto de férmulas —premissas— da esquerda. As componentes do

conjunto das férmulas & direita devem ser entendidas como alternativas.

4Sejam X,Y dois conjuntos quaisquer. X é um subconjunto préprio de Y sse X é um subconjunto
de Y e existe S tal que 5 € Y e 8 ¢ X. Como ¢ usual, usaremos sse como abreviatura de se e somente

Se€.



Defini¢ao 2.0.16 Seja var : For (X) — @ (prop) uma fungao que leva férmulas do
conjunto For (X) de férmulas no conjunto das partes o (prop) do conjunto de varidveis

proposicionais. Definimos a funcao varidveis var da sequinte maneira:
1. var (o) = {a}, se a € prop,

2. var (a) =0, se a € Xy,

-

3. var (& (ay...ap)) = | var (a;), para & € X, comn > 1.

i=1

Notagao 2.0.17 Se I' é um conjunto de férmulas, entdo var(I') =, cpvar(y).

Defini¢ao 2.0.18 Seja ¥ uma assinatura. Seja sub : For (X)) — o (For (X)) uma
fungao que leva férmulas do conjunto For (X) de féormulas no conjunto das partes
o (prop) do conjunto de formulas. Definimos a fun¢io subférmula sub da seguinte

maneira:

1. sub(a) ={a}, se a € For (%),

2. sub(a) ={a}U 01 sub (vy;), sea= (d(y;...7,)), com & € X,, comn > 1.
Notagao 2.0.19 Se I' é um conjunto de férmulas, entdo sub(I') = U, cp sub (7).

Definicao 2.0.20 Seja Vi, um conjunto nao vazio de valores de verdade da ldgica L,
tal que Vi, = D, UUL, DL, NUL =0, e Dy, = {dy,ds, ...} e Up = {uy,us,...} sio sub-
conjuntos —nao vazios— do conjunto Vi, de valores de verdade. Os elementos d; € Dy,
sao chamados de valores de verdade designados e os elementos u; € Uy, sao chamados
de valores de verdade nao designados da logica L, respectivamente. Uma seméntica
sobre For(XY) e Vi, é um conjunto semy, de fungdes vy, : For(X) — Vi, chamadas de

valoragoes.

Definigao 2.0.21 Seja Vo = {1,0} o conjunto de valores de verdade da ldgica classica
LC, tal que Dc = {1}. Seja v : prop — {1,0} uma funcao atribuicao de valores de
verdade no conjunto das varidveis proposicionais. Uma semdntica sobre For (ZLC) €

Ve é um conjunto semc de fungoes v : For (ZLC) — Vg, tal que:
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1. ve(a) = v (a), se a € prop,
2. ve (~a) = 1 sse ve (@) = 0,
3. ve(anpB)=1ssevc(a)=1evc(B) =1,
. ve(aV B) =1 ssevg (o) =1 ouve (B) =1,

5. vo(a— f)=1 ssevc (o) =0 ouve (B) =1.

Definigao 2.0.22 Dizemos que o conectivoV € XX da ldgica L é uma disjungao padrao

sse vy, (aV B) € D ssewvy, (a) € D ouvy, (B) € D, para toda vy, € semy,.

Definigao 2.0.23 Dizemos que o conectivo A € XY da ldgica L é uma conjungao

padrao sse vg, (a A B) € D sse vy, (o) € D ewr, (B) € D, para toda vy, € semy,.

Definicao 2.0.24 Seja Vi, o conjunto de valores de verdade da légica L e seja Vg o
conjunto de valores de verdade de LC. Considere L # LC. Chamamos de valores de

verdade nao clédssicos aos valores do conjunto Vi, — V.

Notacao 2.0.25 Quando nao for confuso, anotaremos vy,, Vi,, Dy, semy,, etc simples-

mente como v, V, D, sem, etc.

Definigao 2.0.26 Dada uma semantica, sem, n—valorada e uma féormula ¢ € For(%),
diz-se que ¢ tem modelo se existe alguma v € sem tal que v (p) € D. Nesse caso, a

valorag¢ao v € sem é o modelo de p.

Definicao 2.0.27 Uma valoracao v é o modelo de um conjunto de férmulas I' se, e

somente se, v é um modelo de cada féormula ) € T'.

Definicao 2.0.28 Seja I' um conjunto de formulas. 9Mod (I') = {v € sem : v (I') C D}

é a classe de modelos de I'.
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Defini¢ao 2.0.29 Se v (p) € D, para toda v € sem, entdo diz-se que ¢ é logicamente
valida ou, simplesmente, que ¢ é tautologia. Se v (¢) € U, para toda v € sem, entao
diz-se que ¢ é uma contradi¢ao. Se v1 (¢) € D, para alguma valora¢ao v; € sem e
ve () € U para alguma outra valoragdo ve € sem, entdo diz-se que v é uma contingén-
cia. Seja I' C For(X), diz-se que I' é satisfativel se existe uma valoragao v € sem tal
que v (@) € D, para toda ¢ € T, isto é, T' é satisfativel se T' tem algum modelo. Caso

contrdario, diz-se que I' é insatisfativel.

Defini¢ao 2.0.30 A relagio Fsem C @(For(X)) x For(X) de consequéncia seméntica

associada & semdntica sem pode ser definida da sequinte maneira. Seja I' U {a} C

For (%), entdo:
I' Fsem @ sse para toda valoragao v € sem, v («a) € D, sewv (') C D.

Logo, uma formula o € For(X) é consequéncia semdntica de um conjunto de formulas
' —denotado T =, a— se, e somente se, todos os modelos das férmulas de T' sao
modelos de . Caso contrdrio, a nao é consequéncia semdntica de I', o que é denotado
por I' Beem . Se T' Egem «, para todo T', escreveremos simplesmente =gem . Caso

contrdrio, escreveremos ¥ sen, .
Definicao 2.0.31 Dizemos que uma inferéncia I' IF « é vélida em L se T’ gy, @
Notagao 2.0.32 Em geral, usaremos =y, no lugar de =semy, -

Proposigao 2.0.33 A relagao de consequéncia semantica Frc da ldgica cldssica tem

as sequintes propriedades:
1. (reflexividade) ¢ Frc ¢;
2. Se FFrc ¢, entao I' Fre ¢;
3. Se p e, entao I' Frc ¢;
4. (monotonicidade) Se I' Frc ¢ e I' C A, entdo A ¢ ¢;
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5. Se ' ErLc v e ¢ Fre ¥, entdao I =rc ¢;

6. (corte) Se I' Lo ¢ e A, ¢ FLc ¥, entao I', A =rc 9.
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Capitulo 3

Légicas da Inconsisténcia Formal e

Loégicas da Indeterminacao Formal

Neste capitulo apresentaremos as Légicas Paraconsistentes (LPs) e as Légicas da Inconsistén-
cia Formal (LF1Is), as Légicas Paracompletas e as Logicas da Indeterminagao Formal (LFUs).
Apresentaremos os principios que caracterizam essa classe de légicas e o esquema geral dos
DATSs para LFIs e LFUs. Finalmente, expomos exemplos de LFIs e reunimos alguns DATs

espalhados na literatura.

3.1 Légicas Paraconsistentes e Légicas da

Inconsisténcia Formal

As Légicas da Inconsisténcia Formal (LFIs) sdo uma classe particular de l6gicas para-
consistentes. As légicas paraconsistentes sao logicas capazes de suportar contradigoes
sem cair na trivialidade. As légicas paraconsistentes sao capazes de diferenciar os
conceitos de contraditoriedade e trivialidade, que na Légica Cléssica (LC) resultam

equivalentes.

Definigao 3.1.1 Seja I' uma teoria de L. Dizemos que I' é contraditéria com relagao
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a uma negacao — se I' satisfaz:

I'Fa el IF—a, para alguma o € For (EL) .
Definicao 3.1.2 Uma teoria I' de L é consistente se ela nao é contraditoria.
Definicao 3.1.3 Uma teoria I' de L é chamada de trivial se satisfaz:

I' - «, para toda o € For (ZL) .

Definigao 3.1.4 Uma teoria I' de L é chamada de explosiva se satisfaz o segquinte

Principio de Explosao (PE):
I',a,—a Ik 3, para todo I C For (ZL) e para toda o, 8 € For (EL) . (PE)

Uma [ldgica L diz-se explosiva se para toda teoria I' de L, I' é explosiva. A légica
classica LC é explosiva, isto é, toda teoria cldssica I' é explosiva. No caso de I' ser uma
teoria explosiva e contraditéria com respeito & negagao —, entao I' é trivial. Em LC as
nocoes de contraditoriedade e de trivialidade resultam equivalentes: se uma teoria I' é
contraditéria, entao I' é trivial e, se I' é trivial, entao I' é contraditéria. Tanto a légica
cldssica quanto a légica intuicionista pressupoem a consisténcia das teorias. Para essas
l6gicas, as contradigoes tém um cardter explosivo: se a teoria é contraditéria, entao ela
“explode” e qualquer afirmagao se segue dela. Tal como na légica cldssica, também no
contexto da ldégica intuicionista nao é possivel diferenciar os conceitos de inconsisténcia

e de trivialidade.

Definicao 3.1.5 Uma logica L é dita consistente se é tanto explosiva quanto ndao-

trivial. Em caso de L ser nao-explosiva ou ser trivial, L é dita de inconsistente.

Uma Légica Paraconsistente é uma légica que rejeita a equivaléncia entre os con-
ceitos de contraditoriedade e de trivialidade. Uma légica paraconsistente admite que
teorias contraditdrias sejam nao triviais. A distingdo entre o fato de uma teoria ser

contraditoéria e o fato da teoria ser trivial é resultado, em uma légica paraconsistente,
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da falha do PE. Assim, uma teoria paraconsistente I' pode suportar as contradigoes
sem, por isso, ser trivial. Uma teoria é paraconsistente se a sua relacao de consequén-
cia subjacente nao satisfaz o PE, isto é, se a relacao de consequéncia nao é explosiva.
Assim, uma ldgica paraconsistente é inconsistente. Uma légica paraconsistente rejeita
a pressuposicao da consisténcia, permitindo, assim, separar as no¢oes de inconsisténcia
e trivialidade. A falha do PE expressa que o fato de uma teoria ser contraditéria nao
é condicao suficiente para a trivializacao da teoria. Daf segue que LP seja considerada
como a logica subjacente de teorias contraditérias e nao triviais.

As LFIs, que apareceram na literatura pela primeira vez em [18], sdo uma classe
de légicas paraconsistentes. As LFIs sao particularmente expressivas; tém capacidade
de internalizar, isto é, de expressar no nivel da linguagem objeto, a nocao metatedrica
de consisténcia. A internalizacao da noc¢ao de consisténcia é feita, em termos gerais,
a partir de um conjunto O (.), tal que O (p) é um conjunto —possivelmente vazio—
de férmulas que depende apenas da varidvel proposicional p. No caso de () (p) ser
um conjunto unitdrio, op expressa o unico elemento do conjunto () (p). Nesse caso
particular, o é um conectivo undrio de consisténcia e a férmula oo denota que a férmula
« é consistente.

Pelo fato de serem paraconsistentes, as LFIs rejeitam PE; mas pela capacidade de
expressar na linguagem objeto a consisténcia das férmulas, elas conseguem validar o

Principio Gentil de Explosao (PGE), uma versao enfraquecida de PE.

Definigao 3.1.6 (PGE) Seja () (p) um conjunto —possivelmente vazio— de férmu-
las que depende apenas da varidvel proposicional p. Uma teoria I' diz-se gentilmente

explosiva com relagao a () (p) se ela satisfaz as sequintes condigdes:

1. T,O (), a,~a Ik 8, para todo T', a, f3;
2. IO («a),al¥ 3, para algum I', a, 3;

3. IO (a), ma ¥ 3, para algum I', a, S.
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Definicao 3.1.7 (c¢f. [19, p. 20]) Uma Légica da Inconsisténcia Formal é uma ldgica
paraconsistente gentilmente explosiva, isto é, uma ldgica que nao satisfaz PE e que

satisfaz PGE.

Em outros termos, uma légica L é uma LFI (com relagdo & negacao —) se ela

satisfaz:
1. T, o, ma ¥ B, para algum ', o, 5 e

2. existe um conjunto de férmulas O) (p) que depende apenas da varidvel proposi-
cional p e tal que I', O (a) , a, v IF 3, para todo ', ar, 8 e em que () («) satisfaz

as cldusulas 2 e 3 da Definicao 3.1.6.

Na auséncia do PE, as teorias paraconsistentes contraditérias nao sao explosivas.
Porém, pela validade do PGE, as teorias paraconsistentes que sao contraditérias e
consistentes sao explosivas. Assim, uma teoria paraconsistente é trivial se ela é contra-
ditéria e consistente. O PGE expressa, entao, nao apenas que a férmula marcada com
(O tem um comportamento diferente, consistente, mas também expressa a maneira de
recuperarmos PE ao nos depararmos com contradicoes. Para recuperar PE ¢é suficiente
acrescentar certas premissas consistentes.

Mas nao apenas PE falha em toda légica paraconsistente; a falha do PE acarreta em
uma LP a falha de outras inferéncias cldssicas, como por exemplo, a seguinte inferéncia,

ELP

chamada de silogismo disjuntivo (SD). Assumamos que {—,V} C e seja lFp a

relacao de consequéncia de uma légica paraconsistente LP. Em geral temos que:
le2yes V 5 HéLP 5

Tal como no caso de PE, a falha de SD em uma LP é consequéncia da aceitacao
de férmulas contraditérias nao explosivas, dado que em LP é admitida a inferéncia de
Adigao (Ad) —de a segue a Vv 5. Com efeito, se SD for aceito junto com Ad, entdo a
partir de {«, ~a} seguiria , admitindo-se a explosividade das contradi¢oes. Assim, a

aceitagao conjunta de SD e Ad em LP acarretaria indirectamente a aceitacao de PE.
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Como LP é caracterizada pela falha de PE, e como em geral Ad é aceita em LP, entao
SD nao pode ser aceito em LP. SD falha em LP porque o e —«a podem ser aceitas
conjuntamente em uma teoria cuja légica subjacente é paraconsistente, lembrando que
a contraditoriedade nao é condicao suficiente para a explosividade em LP.

Embora a contraditoriedade nao seja uma condicao suficiente para a explosivi-
dade nas LPs, a consisténcia das férmulas contraditérias é uma condicao suficiente
—e necessdria— para a explosividade das contradicoes nas LFIs. Uma LFT é ca-
racterizada por aceitar a explosividade das teorias quando elas forem contraditérias e
consistentes. Assim como a falha de PE acarreta a falha de SD em uma LP, a aceitacao
da versao gentil do PE —PGE— acarreta a aceitacao de uma versao consistente de SD

em uma LFI. Com efeito, a seguinte inferéncia é aceita em uma LFI:

O(a),~a,aV B I B.

A ideia geral que estd, entao, por trds do PGE e da versao consistente de SD é
a de que as LFIs, por sua capacidade de assumir explicitamente a consisténcia das
férmulas, podem recuperar as inferéncias consistentes dentro do a&mbito inconsistente.
Pela assuncao explicita do comportamento consistente de algumas férmulas, as LFIs
conseguem recuperar as inferéncias perdidas da logica consistente no ambito inconsis-
tente. Assim como é possivel obter uma versao consistente de PE e de SD, mostraremos
que cada inferéncia consistente perdida na légica inconsistente pode ser recuperada nas
LF1Is pelo acréscimo de premissas () (.) consistentes.

A formalizagao da ideia geral de recuperacao das inferéncias consistentes no &mbito
inconsistente é expressa no Teorema de Ajuste de Derivabilidade (DAT).! Para uma
variedade de LFIs, foram demonstradas instdncias do seguinte esquema de teorema

DAT.

Teorema 3.1.8 Considere Ly = (For (X'),IF) e Ly = (For (X2),lks) duas ldgicas

tais que X1 = X2, tal que Ly satisfaz PE e tais que Iy C Iy, isto é, Ly é um fragmento

INa secdo 4.2, dedicada as Légicas Adaptativas, apresentaremos com detalhe a motivacio dos

teoremas DATS.
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dedutivo proprio de Ly que valida as inferéncias de Ly se, e somente se, elas forem
compativeis com a falha do PE. E seja (O(p) um conjunto —possivelmente vazio— de

férmulas de Lo que depende exatamente da varidvel proposicional p.? Entdo:

VIVAIA (T Ik v < O(A), T ks ). DAT

3.2 Légicas Paracompletas e Légicas da
Indeterminacao Formal

A estratégia de recuperar o raciocinio de uma légica maior, perdido em uma légica
menor, por meio do acréscimo de informagao, nao é exclusiva das LFIs.
Os seguintes principios permitiram definir os conceitos de légica completa e légica

paracompleta.

Definicao 3.2.1 Seja I' uma teoria de L e seja llFy, a relagao de consequéncia com
conclusao miltipla de L. Dizemos que I' é completa com relacao a uma negacao — se
I' satisfaz PI:

Va (T IF o, —a) . (PI)

Um principio semelhante, expressado em termos da relagao de consequéncia com con-

clusao unica, é o Principio do Terceiro Excluido (PTE):
Va(T'lFaV-a). (PTE)

Definicao 3.2.2 Seja I' uma teoria de L e seja Iy, a relacao de consequéncia com

conclusao unica de L. Dizemos que I' é completa com relacao a uma negagao — se I’

satisfaz PTE.

Definicao 3.2.3 Dizemos que uma légica L, cuja relacao de consequéncia tem con-
clusao maltipla (tinica), é completa com relagdo a uma negacao — se toda teoria I' de

L satisfaz PI (PTE).

2Na metalinguagem formalizada usaremos os signos <> e = para expressar se, e somente se, e se,

entao, respectivamente.
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Definicao 3.2.4 Uma teoria I' é paracompleta com relagao a uma negacao — se ela
nao é completa. Assim, uma teoria I' diz-se paracompleta com rela¢do a negagcao —, se
ela satisfaz nao satisfaz PI (PTE). Uma ldgica L diz-se paracompleta sse alguma teoria

I' de L nao é completa.

Assim, levando em consideragao o conceito de Légicas da Inconsisténcia Formal
e a dualidade entre as légicas paraconsistentes, que nao satisfazem PE, e as légicas
paracompletas, que nao satisfazem PI, em [50] foi proposto o conceito de Ldgicas da
Indeterminagao Formal (Logics of Formal Undeterminedness - LFUs). As LFUs sao
um tipo especial de l6gica paracompleta. Apesar de terem uma negacao paracompleta,
as LFUs podem expressar a indeterminacao da negacao e satisfazer versoes fracas do
PI ou do PTE. A internalizagao da nogao de indeterminacao é feita, em termos gerais,
a partir de um conjunto % (.), tal que % (p) é um conjunto —possivelmente vazio—
de férmulas que depende apenas da varidvel proposicional p. No caso de % (p) ser
um conjunto unitdrio, *p expressa o unico elemento do conjunto % (p). Nesse caso
particular, x é um conectivo undrio de indeterminacao e a férmula o denota que a

formula « é indeterminada.

Definicao 3.2.5 (PGI) Seja % (p) um conjunto —possivelmente vazio— de férmulas
que depende apenas da varidvel proposicional p. Uma teoria I' é gentilmente implosiva

com relagao a % (p) se ela satisfaz as sequintes condigoes:
1. '+ % a, a, ~a, para todo I, o
2. I' ¥ a, %, para algum T, «;
3. I' ¥ —a, %a, para algum I, a.

Definicao 3.2.6 Uma Légica da Indeterminagao Formal é uma ldgica paracompleta

gentilmente implosiva, isto é, uma ldgica que nao satisfaz PI e que satisfaz PGI.

Em outros termos, uma légica L. é uma LFU com relacao & negagao — se ela satisfaz

as seguintes duas condigoes e satisfaz as condigoes 2 e 3 da Defini¢ao 3.2.5:
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1. I'¥ a, -a, para algum I', o,

2. existe um conjunto de férmulas % (p) que depende apenas da varidvel proposi-

cional p e tal que I' IF % (o) , v, mcx, para todo T, a.

O Principio Gentil de Implosao (PGI) é caracteristico das LFUs. PGI expressa que
o raciocinio completo pode ser recuperado acrescentando, na conclusdo, informagao so-
bre o comportamento indeterminado de certas férmulas. A ideia geral que estd, entao,
por tras do PGI é a de que as LFUs, por sua capacidade de assumir explicitamente a in-
determinagao das férmulas por meio do conjunto % (.), podem recuperar as inferéncias
completas dentro do ambito incompleto. Pela assuncao explicita do comportamento
indeterminado de algumas férmulas, as LFUs conseguem recuperar as inferéncias per-
didas da légica completa no &mbito incompleto. A introducao do conceito de indetermi-
nacao na linguagem objeto permite tanto recuperar, em uma versao fraca, o principio
classico PTE e PI, quanto vincular as 16gicas paracompletas a 16gica completa por meio
dos correspondentes DATS.

Tal como no caso das LF1Ts, a formalizagao da ideia geral de recuperacao das inferén-
cias completas no A&mbito incompleto é expressa no Teorema de Ajuste de Derivabilidade
(DAT). Considere duas l6gicas, Ly = (For (X1),lk;) e Ly = (For (¥2),lk2) tais que
¥ = %2 tal que Ly satisfaz PI e tais que I-2 C Iy € p (For (3%)) x p (For (Z%)) ¢
um fragmento dedutivo préprio de Ly que valida as inferéncias de L; se, e somente se,
elas forem compativeis com a falha do PI. E seja % (p) um conjunto —possivelmente

vazio— de férmulas de Ly que depende exatamente da varidvel proposicional p. Entao:

VIVAIA (T Ik, y & T by v, % (A)). DAT

Assim como é possivel obter uma versao completa de PI, o DAT expressa que cada
inferéncia completa perdida na légica incompleta pode ser recuperada pelo acréscimo

de alternativas de indeterminagao nas LFUs.
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3.3 DATSs antecedentes

Desde os primeiros trabalhos sobre o tema, em [11] e [18], o conceito de LFI mostrou-
se frutifero, servindo nao apenas como base para formular novos sistemas l6gicos, mas
também para subsumir nele grande parte dos sistemas paraconsistentes existentes na
literatura. Como em [18] se expressa, a proposta de internalizar a nogao de consisténcia
na linguagem foi, de fato, inspirada na obra sobre paraconsisténcia de N. C. A. da Costa,
pai da hierarquia de sistemas paraconsistentes C,,, 1 < n < w. Assim, j4 na origem do
conceito, os primeiros sistemas paraconsistentes, os conhecidos sistemas C,, de da Costa
e o sistema de légica discussiva D2 de Jaskowski, foram apresentados como exemplos
de LFIs. E a partir deles, diversos DATSs vinculando légicas paraconsistentes a logica
consistente tém-se proposto na literatura.

Nesta secao apresentaremos —sucintamente— DATs para algumas LFIs. Para cada
uma delas mostraremos o correspondente operador de consisténcia, seja exibindo os
axiomas que regulam sua conduta ou sua definicao em termos dos outros conectivos da
linguagem. Apresentaremos, também, algumas instancias particulares do DAT geral,
exemplificando assim, o processo de recuperacao de inferéncias consistentes perdidas no

ambito inconsistente.

Sistema D2 (Jaskowski)

Em [34] JaSkowski apresenta um sistema proposicional de 16gica discussiva (discussive
logic). O sistema proposicional discussivo D2, que é baseado no sistema modal S5, é
considerado o primeiro sistema formal de l6gica paraconsistente. Em [18] a relacdo de
consequéncia =py de D2 é caracterizada por meio da relacao de consequéncia =g5 do

sistema modal S5. Considerando que OI' = {{~ : para todo v, v € I'} tem-se que:

I' Ep2 a sse O =5 Oa.

Embora o sistema paraconsistente D2 de Jaskowski nao tenha sido proposto como

tendo um conectivo de consisténcia, em [18] se mostra como definir um tal conectivo
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a partir dos conectivos primitivos da linguagem e se mostra, também, como recuperar,
por meio do conectivo de consisténcia, o raciocinio classico perdido. Para definir esse
conectivo de consisténcia, é definida, em primeiro lugar, a negacao cldssica ~ com base

na negagao paraconsistente —:
~o =g r @ — (aV o).

O conectivo o de consisténcia é definido mediante essas duas negagoes, a cléssica e a
paraconsistente:

o =gef ~Q V ~—q.

Com base nesse novo conectivo, o raciocinio consistente pode ser recuperado no am-

biente inconsistente. Em [51] é formulado o seguinte DAT.

Teorema 3.3.1 Sejam ke e lFps as relagdes de consequéncia da légica cldssica e de

D2, respectivamente:
VIVa (F e a < E'E(OZ, ' lFps Oé)) .

Apenas como exemplo dessa estratégia de recuperacao por adicao de premissas con-

sistentes, considere as seguintes versoes recuperadas de inferéncias clédssicas perdidas

em D2 (cf. [51]):
1. oa, a, ~ax IFpg 3,
2. oa,V [ lFpe v — 3,

3. of,a — Blrpe = (A =f),

4. ca,a A B lFpa = (maV =f5) ou o, A B IFpa = (ma VvV =) .

Sistema C; (da Costa)

O sistema C; de da Costa, pertencente a hierarquia de sistemas C,,, ¢ uma LFI, em que

O(p) = {op}. A assinatura ¥ do sistema paraconsistente C; contém, como conectivos
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3

primitivos, os sfmbolos =, A,V e —.° Neste sistema, a consisténcia das férmulas é

expressa por meio de um conectivo definido a partir dos conectivos primitivos A e —:
o =gey ~(a A —a).

O sistema C; é construido com base no fragmento positivo do cédlculo intuicionista,
LI", com o acréscimo de quatro axiomas que determinam o comportamento da negacao

paraconsistente — e do conectivo o.* Os axiomas e a regra de inferéncia de C; sdo:

1. a— (f— a)
2. (a—= (B—=7) = ((a=p) = (a—=1)
3.a— (= (axnp))
4. (aNp) =«
5. (aAp)—p
6. @ — (aVp)
7. 8= (aVvp)
8. (a—=7)—=((—7)— (aVh)—7)
9. aV -«

10. =—a — a

11. off = ((a = B) = ((a = =) — ~a)))

12. (o Aof3) = o(a A B) Ao(aV ) Ao(a — )

modus ponens de a e a — [, pode-se inferir 5.

30 conectivo < & definido da maneira usual: @ < 3 =405 (o — B) A (B8 — «).
4Para uma apresentacio axiomédtica do sistema intuicionista LI e do fragmento positivo LIT vide

9.1 e, particularmente, 9.1.7.
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Embora no sistema C; nao sejam vilidas, por exemplo, as formas de contraposicao,

é possivel recupera-las nesse sistema mediante o acréscimo de premissas o consistentes.
Exemplo 3.3.2 As sequintes inferéncias sao vdlidas em Cy (cf. [21, p. 14]):

1. of,a — B IF =5 — —q,

2. o, — fIF 3 — —a,

3. of,~a — [BIF =8 — a,

4. off,~a — =fIF 3 — a.

Essas inferéncias sao apenas exemplos de um fendémeno mais geral, expresso no

seguinte Teorema de Ajuste de Derivabilidade.

Teorema 3.3.3 (c¢f. [21, p. 15]) Se Ay, Ay, ..., A, sGo os componentes primos da
formula F', é condi¢cao necessdaria e suficiente para que = F no cdlculo cldssico que

0A; NoAy N ... NoA, FF em Cj.

Teorema 3.3.4 (c¢f. [21, p. 16]) Se Ay, As, ..., A, sio os componentes primos das
formulas de T' e da féormula F, é condi¢cao necessdria e suficiente para que I' = F no

cdlculo proposicional cldssico que I',0A; ANoAs A...NoA, F F em C;y.

Sistema V, (Arruda - Alves)

Em [5] e [6] sdo propostos quatro sistemas para o estudo da vaguidade vinculada a
negacao. Sao caracterizados sintdtica e semanticamente quatro tipos de vaguidade
vinculada & falha, para uma negacao, seja do PTE, seja do Principio de Nao Contradicao
(PNC):

Va (= (a A -a)). (PNC)

Como resultado do estudo sdo obtidos os sistemas Vg, Vi, Vg e C; (0 primeiro

sistema da hierarquia de da Costa). Sao definidos os trés seguintes conectivos.
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1. ao =45 = (a A —ar),
2. oax =gy 'V T,

3. a+ =def QO N oqv.

Assim, o expressa que « é consistente, oo expressa que « € completa, ou determi-
nada, e a+ expressa que a é tanto consistente quanto completa (ou determinada).
Em Vj é possivel definir um outro conectivo de negacao, cldssico, a partir da negacao

primitiva e do conectivo de consisténcia da seguinte maneira:
Definicao 3.3.5 ~a =45 o — (ma A ao)

O sistema V|, por exemplo, caracteriza uma negagao que nao satisfaz nem o PTE
nem o PNC. Seja ¥Vo = ¥ 7"V~ a assinatura de V. O cdlculo V| é construido acres-

centando os seguintes esquemas de axiomas a base axiomética de LIT:

AX.9 ((ca A fo) A((a — B) A(a— =f))) = —a
Ax.10 (ao A Bo) — ((aA B)o A (aV B)o A (a — B)o)
Ax.11 (caAoff) — (o(aAB)Ao(aV ) Ao(a— f3))
Ax.12 ao — (=a)o

Ax.13 oa — o(—a)

Ax. 14 ~~a — «

O esquema Ax. 10 expressa que se o é completa (ou determinada) e o gera uma

contradicao que é consistente, entdo o deve ser rejeitada.” Quando apresentarmos a

5E interessante destacar a diferencga entre essa versao paracompleta e paraconsistente do Principio
de Redugdo ao Absurdo (Intuicionista) e a versdo apenas paraconsistente que é vélida, por exemplo,
no sistema Cp (vide Ax. 12 de Cyq). Uma versao (Dialética) de Redugdo ao Absurdo, mais préxima a

proposta em Vg, aparece em [22].
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Definicao 6.0.17, veremos que os esquemas de axioma Ax. 11 - Ax. 14 expressam a
propagacao do comportamento consistente e completo através das férmulas complexas.

Em [5] é formulada a seguinte metade de um DAT entre LC e V.

Teorema 3.3.6 Suponha que as formulas de I' U {a} sdo formulas de LC, cujas va-

ridvels proposicionais SA0 Pi, . .., Pn-

Se I' Frc a, entao p1+, ..., pp+, 'y, a.

Sistema mbC (Carnielli - Marcos)

O sistema mbC [18] é uma LFI e, do mesmo modo que D2, C; e Vj, tem capacidade
para expressar a consisténcia mediante uma tnica férmula da linguagem objeto, isto é,
O(p) = {op}. Porém, em mbC o conectivo de consisténcia o ¢ primitivo e é logicamente
independente da férmula —(a A =), que define oo em C; e awo em V. De fato, na
taxonomia presentada em [19], mbC é o sistema mais fraco das LFIs que tém em sua
linguagem o conectivo de consisténcia como primitivo. A assinatura X de mbC contém
os simbolos =, A, V, — e o como conectivos primitivos. mbC pode ser obtido a partir do
fragmento positivo do calculo intuicionista, LI*, acrescentando as seguintes férmulas

COImMo esquemas de axioma:

Ax.10 oV —«

Ax.12 (bcl) oca — (a — (—a — f))

Como salientamos anteriormente, uma das condi¢oes para se obter um DAT entre
duas légicas Ly e Lo, é a de que a linguagem de L; e Ly seja a mesma. Como na
linguagem do sistema mbC o conectivo de consisténcia o é primitivo, as linguagens de
mbC e de LC nao coincidem. Assim, para vincular mbC & légica cldssica mediante um
DAT é preciso ampliar a linguagem de LC, incorporando o conectivo o como primitivo.
O sistema eLC (eztended classical logic) é uma extensao linguisticamente relevante da

logica cldssica, que presupoe que todas as férmulas sao consistentes. eLC é apenas uma
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versao de LC em uma assinatura estendida, na assinatura de mbC. O sistema eLC ¢é

obtido acrescentando a férmula (ext) como esquema de axioma a légica cléssica:
(ext) o«

Logo, mbC pode ser caracterizado como um fragmento dedutivo de eLC; todos
os axiomas de mbC sao vilidos em eLC; porém, certas inferéncias eLC-vdlidas sao
mbC-invilidas. O seguinte DAT mostra a maneira de recuperar as perdas de mbC:
para cada inferéncia classica que nao ¢é véilida em mbC tem-se uma versao ajustada

dessa inferéncia em mbC (cf. [19, p. 50]):

Teorema 3.3.7

\V/F\V//)/HA(F ”_eLC Y <= O(A), r H_mbC ’)/)

Sistema bC (Carnielli - Marcos)

O sistema bC [18] pode ser obtido a partir de mbC pelo acréscimo da seguinte férmula

como esquema de axioma:
Ax.11 ——a — «

bC pode ser construido, também, em uma linguagem contendo —, A, V, — e o como
conectivos primitivos, adicionando Ax.10 - Ax.12 como novos axiomas a LI". Tal como
em mbC, em bC o conectivo de consisténcia o é primitivo, nao é uma abreviatura de
férmulas quaisquer. Em [20] a recuperagao das inferéncias de LC em bC é formulada

no seguinte DAT.®

Teorema 3.3.8 Seja o(A) = {of : B € A}, tal que A é um conjunto finito de formu-

las.”

I'Fre asse o(A), T Fpe a.

6 A observacao de que as linguagens dos sistemas vinculados por meio do DAT tém que ser idénticas
nao foi formulada em [20], onde o DAT ¢é estabelecido com respeito a LC e nao, como no caso anterior,
com respeito a eLC. Na Defini¢ao 6.0.5 proporemos um DAT, que chamaremos de DAT externo, que

nao exige que as assinaturas das linguagens dos sistemas sejam as mesmas.

"Nesse artigo nao é indicada qual é a relacido entre os conjuntos A e I' U {a}.
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Sistema Cia (Carnielli - Marcos)
A l6gica Cia [18] pode ser obtida a partir de bC pelo acréscimo dos seguintes axiomas:
Ax.13 (ca Aoff) — o(aAB)No(aV B)Ao(a— f)
Ax.14 (ci) —oa — (a A —a)
Ax.15 (cc,) o—"oa (n >0)
Em [19, p. 70] é demonstrado o seguinte DAT.

Teorema 3.3.9 Seja Il o conjunto de varidveis proposicionais que ocorrem em I'U{a}

e seja Fcia a relagao de consequéncia da légica Cla,
['Fre a sse AA C I, tal que o(A), T Fgia .

Concluimos aqui com a nossa breve descricao das principais caracteristicas das
Légicas da Inconsisténcia Formal e das Loégicas da Indeterminagao Formal, que mo-
tivaram a proposta do conceito-chave de nossa pesquisa: conectivos de restauragao

local.
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Capitulo 4

Logicas Adaptativas

Neste capitulo apresentaremos brevemente os principais aspectos das Légicas Adaptativas,
expondo a sua semantica e a sua teoria da prova (dindmica). Apresentaremos, também,

exemplos de tais 16gicas.

4.1 Apresentacao

Os DATSs foram propostos no ambito da escola belga de logica adaptativa. As légicas
adaptativas foram desenvolvidas pelo grupo belga da Universidade de Ghent para enten-
der e explicar certos processos de raciocinio que sao revogdveis (defeasible). O raciocinio
nao-monotdnico é um tipo de raciocinio revogavel. Uma légica é nao-monotonica se a
sua relacao de consequéncia é nao-monotdnica. Uma relacao de consequéncia |- é nao-

monotonica se ela nao satisfaz a condigao de monotonicidade da Defini¢ao 2.0.4:
se AlFae A CT, entao I' IF a.

Quando a relacao de consequéncia é nao-monotonica, a obtencao de uma dada con-
clusao « a partir de um conjunto de premissas I' nao é garantida, também, a partir
de todo conjunto de premissas A, com I' C A. Quando a légica subjacente a um
raciocinio é nao-monotodnica, o acréscimo de premissas pode acarretar a rejeicao a con-

clusoes previamente obtidas. O raciocinio nao-monotonico apresenta uma din&mica,
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pois as conclusoes obtidas a partir dele s@o revogdveis. A dinamica da relagdo de con-
sequéncia nao-monotodnica é externa: a conclusao de um tal raciocino pode ser retirada
em vista da nova informacao acrescentada ao conjunto inicial de premissas.

O tipo de raciocinio que é objeto de estudo da escola belga apresenta, também, uma
dinamica; porém, o grupo de Ghent estuda raciocinios que apresentam uma dindmica
interna. No raciocinio com dindmica interna, a rejeicao de conclusoes previamente
obtidas nao é consequéncia da modificagao do conjunto inicial de premissas, mas do
crescente entendimento das premissas iniciais (cf. [12]). A retirada de conclusoes obti-
das e, portanto, a dindmica interna de um processo de inferéncia sao consequéncia da
melhor compreensao de um conjunto de premissas que é fixo. Ainda sendo estdvel o
conjunto de premissas, a conclusao de um raciocinio dindmico é provisional.

O objetivo da escola belga de 16gica adaptativa é, portanto, a explicacao de formas
de raciocinio revogdveis que apresentam essa classe de dindmica interna. O programa da
l6gica adaptativa propoe um marco unificado para o estudo formal de diferentes tipos
de raciocinio dindmico que acontecem tanto na ciéncia quanto no cotidiano. Nesses
ambitos, certos processos inferenciais sao realizados sob pressuposicoes ou condigoes
de normalidade. Uma légica adaptativa supoe que as férmulas envolvidas em uma in-
feréncia tém comportamento normal. Essas pressuposicoes de normalidade podem ser
anuladas; uma férmula suposta com comportamento normal pode evidenciar um com-
portamento anormal. Como a légica adaptativa supoe que as férmulas tém comporta-
mento normal, as conclusoes obtidas estao condicionadas & normalidade das férmulas
envolvidas no processo inferencial. No caso de uma férmula demonstrar comportamento
anormal, as conclusoes obtidas sob o pressuposto de normalidade dessa férmula sao anu-
ladas. Em palavras de D. Batens [12, p. 7], “uma légica é adaptativa se ela se adapta as
premissas especificas as quais ela ¢ aplicada”.! As inferéncias formalizadas por uma 16-
gica adaptativa sao revogdveis porque dependem de pressuposicoes de normalidade, que

sao revogaveis. Qual seja o comportamento normal pressuposto das férmulas dependers

LA traducdo do inglés para o portugués ¢ nossa. A logic is adaptive if it adapts itself to the specific

premises to which it is applied.
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do tipo de légica adaptativa e, portanto, do &mbito de conhecimento formalizado por

essa logica.

A légica adaptativa tem como alvo diferentes processos inferenciais que apresentam
uma dindmica interna, tal como a discussao, a diagnose, a inferéncia indutiva, a infe-
réncia a partir de dados inconsistentes, o raciocinio a partir das préprias convicgoes, por
exemplo. As inferéncias realizadas nesses diferentes ambitos de conhecimento depen-
dem de diferentes nogoes de normalidade. Em uma légica adaptativa de inconsisténcia,
por exemplo, uma férmula terd comportamento normal se ela é consistente e, no caso
contrario, ela serd anormal. Em uma légica adaptativa de inducao, a anormalidade
serd a negacao de uma generalizacao. Em uma légica da discussao, o consenso dos
participantes serd a normalidade e a discrepancia, a anormalidade. Mesmo que diferen-
tes, todos esses processos inferenciais tém uma caracteristica comum: a (a)normalidade
das férmulas supoe a determinagao da (in)compatibilidade entre afirmagoes. A revo-
gabilidade desta classe de raciocinio é produzida pela auséncia de um teste positivo
para a determinacao da compatibilidade entre férmulas. Embora seja possivel demons-
trar a incompatibilidade das férmulas, nao existe, em geral, um teste positivo para
determinar a compatibilidade das férmulas. Um teste positivo para determinar a com-
patibilidade entre duas afirmacoes « e 5 é um algoritmo para determinar efetivamente,
em uma quantidade finita de passos, que a e (5 nao acarretam uma contradicao. A
determinacao da compatibilidade entre afirmacoes inferidas a partir de um conjunto I'
de premissas supoe a determinagao da nao-derivabilidade de uma contradicao a partir
delas. Como nao existe, em geral, um teste para determinar efectivamente em uma
quantidade finita de passos se uma férmula « é nao-derivavel a partir de um conjunto
I', entao nao existe um teste positivo para determinar a compatibilidade e, portanto,
a normalidade das férmulas. De fato, a compatibilidade nem sequer é, em geral, uma
relacao semidecidivel, pois nao existe, em geral, um teste positivo para determinar para
quaisquer conjunto I' e férmula «, se a é derivavel a partir de I'. A compatibilidade nao
¢ uma relagao semidecidivel pois nao existe, em geral, um teste positivo para a deri-

vabilidade. Assim, embora I' seja um conjunto recursivo, a relacao de compatibilidade
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entre I' e uma dada férmula o nao é semidecidivel.?

Batens esclarece essas limitagoes, colocando o raciocino a partir das préprias con-
vicgoes como exemplo. Tal como nos outros dmbitos, o raciocino sobre as convicgoes
pessoais supoe a normalidade das conviccoes: quem raciocina a partir das préprias con-
vicgoes considera que elas sao consistentes. Porém, a consisténcia dessas convicgoes nao
pode ser demonstrada. Por um lado, a compatibilidade entre as convicgoes nao pode
ser demonstrada, pois isso exigiria a determinacao da nao-derivabilidade de afirmagoes
contraditérias entre elas. Por outro lado, indica Batens, em geral os humanos nao
sao concientes da totalidade das consequéncias que sao implicadas por um conjunto de
convicgoes proprias, ainda sabendo quais conviccoes formam parte desse conjunto; os
humanos nao sempre sao omniscientes com respeito as consequéncias das préprias con-
vicgoes e, portanto, nem sempre tém capacidade para determinar, dado o conjunto I' de
convicgoes, quais sao todas as consequéncias de I'. Assim, a consisténcia das convicgoes
deve ser afirmada sem demonstracao, é um pressuposto revogdvel; a consisténcia das
convicgoes serd rejeitada no caso de ser demonstrada a sua inconsisténcia. A relacao de
incompatibilidade, a diferenca da relacao de compatibilidade, é semidecidivel: existe um
teste positivo para determinar se uma dada férmula « é incompativel com I'. Como o
raciocinio depende da compatibilidade das férmulas e nao existe um teste positivo para
determiné-la, entao a normalidade das férmulas tera um status rejeitédvel; no caso de ser
demonstrada a incompatibilidade, o pressuposto de normalidade delas serd rejeitado e
as consequéncias obtidas sob esse pressuposto serao revisadas. Segundo Batens, aquele
que raciocina sobre convicgoes que resultam ser inconsistentes nao utiliza, de fato, nem

uma légica cldssica nem uma logica paraconsistente (monotonica).

Na auséncia de um teste positivo, os raciocinios que dependem da nocao de com-

patibilidade sao analisados em termos da ldgica adaptativa. A auséncia de um teste

’Diz-se que um conjunto A é recursivo sse a fungdo caracterfstica y, de A & recursiva. Seja A
um conjunto. Chama-se fungao caracteristica x5 de A a fungdo tal que x5 (z) = 0, se © ¢ A, e
Xa (z) =1, se z € A. Seja R uma relagao n—ddica. Diz-se que R ¢é decidivel sse existe um algoritmo

que permite decidir, para cada tupla (x1,...,x,), se (z1,...,2,) € Rouse (x1,...,2,) ¢ R.
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positivo é, segundo Batens, um critério para determinar que a relagao de consequéncia

é caracterizada por uma légica adaptativa. Batens coloca o seguinte exemplo:?

Considere a légica, denotada L1, que atribui @ como consequéncia
de I' se, e somente se, a ¢ uma consequéncia cldssica de um elemento
de I' que nao contradiz a si préprio. Assim, p é uma consequéncia
em L1 de {(pA¢q),r}, mas p ndo é uma consequéncia em L1 de
{p A (g AN—q),r}, pois p ndo é uma consequéncia cldssica de r e
(p A (¢ A —q)) contradiz a si préprio [12, p. 8].

Como o préprio Batens observa, a determinagao da relagao de consequéncia da
l6gica L1 requer, ndao apenas determinar se uma dada férmula é consequéncia cléssica
de um conjunto de premissas dado, mas também determinar a compatibilidade entre
duas férmulas. Embora a relagao de consequéncia cldssica seja decidivel, a determi-
nacao da relacao de compatibilidade nao é semidecidivel. Assim definida, a relacao de
consequéncia da légica L1 nao é, portanto, semidecidivel: nao hd um teste positivo
para determinar se uma dada férmula 3 é consequéncia de um conjunto I' nessa légica

L1, embora I' seja um conjunto recursivo.

Historicamente, os primeiros trabalhos da escola belga de légica adaptativa foram
propostos para raciocinar sobre dados inconsistentes. Atualmente, o programa de 16-
gica adaptativa tem se estendido bastante e tem se proposto légicas adaptativas para
tratar diversos tipos de anormalidades. O sistema ACLaC2 [8], por exemplo, considera
anormalidades com respeito & conjuncao; o sistema adaptativo D2" (Meheus) é uma
logica adaptativa da inconsisténcia estreitamente vinculada ao sistema paraconsistente
D2 de Jaskowski. Tem se proposto, também, légicas adaptativas para tratar tipos de

raciocinio ndo-monotonicos [54] e para tratar ambiguidades de constantes nao 16gicas

[8].

3 A traducdo do inglés para o portugués é nossa. Consider the logic, call it L1, that assigns A as a
consequence to T iff (if and only if) A is a CL-consequence of a member of T that does not contradict
itself. Thus p is a L1-consequence of {p A q,r}, but p is not a L1-consequence of {p A (g —q),r}

because p is not a CL-consequence of r whereas p A (g A —q) contradicts itself.
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Caracterizacao de AL

A dindmica que é formalizada pela légica adaptativa é, segundo Batens, a dinamica
que, de fato, exibem determinados processos de inferéncia presentes tanto no &mbito
cotidiano, quanto no Ambito cientifico. A légica subjacente de, por exemplo, o raciocinio
sobre convicgoes é, segundo Batens, dindmica, adaptativa: aquele que raciocina sobre
as préprias conviccoes supoe que elas sao consistentes, normais, a nao ser que seja
demonstrado o contrario. No caso do conjunto de convicgoes nao apresentar qualquer
anormalidade, o raciocinio prosseguird por caminhos consistentes. Porém, no caso de
se demonstrar a inconsisténcia das convicgoes, o raciocinio a partir delas percorrerd
caminhos paraconsistentes. Em uma légica adaptativa de inconsisténcias interagem,
assim, duas légicas: uma logica paraconsistente e uma légica consistente. E em geral,
em toda légica adaptativa interagem duas 16gicas: uma légica limitante inferior e uma
l6gica limitante superior.

Uma légica adaptativa AL é umaterna formada pelas seguintes componentes:

1. Uma légica limitante inferior LLL (lower limit logic),
2. um conjunto 2 de anormalidades,

3. uma estratégia adaptativa.

Semantica das légicas adaptativas

Légica LLL e conjunto de anormalidades A légica LLL é uma légica tarskiana
compacta. Intuitivamente, LLL é a parte de uma légica adaptativa AL que admite
anormalidades.

O conjunto €2 de anormalidades ¢ um conjunto de férmulas caracterizado por uma
(possivelmente restringida) forma légica F. A forma F das férmulas de €2 depende do tipo
de légica adaptativa; porém, as férmulas de 2 contém pelo menos um simbolo 16gico.
Em termos intuitivos, as férmulas do conjunto de anormalidades sao consideradas como

falsas, a menos que —e até que— seja demonstrado o contrdrio. De uma perspectiva
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seméantica, a forma légica das férmulas do conjunto €2 de anormalidades é contingente
em LLL. Desse modo, a légica LLL admite modelos que validam as anormalidades.
Porém, as férmulas de §2 nao sao tautolégicas em LLL, de modo que elas nao serao
véalidas em todos os modelos de LLL. Desse modo, em LLL haverd modelos que validam

anormalidades e modelos que nao as validam.

Definigao 4.1.1 Seja F um conjunto de férmulas que tém determinada forma ldgica

F. O conjunto Q2 de anormalidades é dado por Q ={a:a € F e Frip a}.

Os AL-modelos de I" formam um subconjunto dos LLL-modelos de I', aqueles
LLL-modelos que validam certas férmulas do conjunto §2. Assim, todo modelo AL
de um conjunto I' de premissas ¢ modelo LLL de I". A lé6gica adaptativa interpreta as
premissas como sendo tao normais quanto possivel. O que é normal depende do tipo
de l6gica adaptativa e do que é considerado padrao de normalidade. O que é possivel

depende da estratégia adaptativa escolhida.

Definicao 4.1.2 Sejam Cny, (I') = {a: T = a} o conjunto das L-consequéncias do
conjunto I'; W um conjunto de férmulas de uma linguagem, AL uma légica adaptativa

e LLL uma légica monotonica:*

C?’LLLL(F):H{O(ZFUA):LA&,QQAQW}.

Daqui, temos que Cnyyry, (I') € Cnay (T'). Em geral, uma légica adaptativa estende
o conjunto das consequéncias de LLL pressupondo que tantos membros do conjunto {2
de anormalidades sao falsos quanto as premissas permitirem.

As AL-consequéncias de um conjunto I' sao as férmulas que podem ser obtidas
a partir de I' por meio da légica LLL e que supoem a falsidade dos membros de (2,
porquanto I' o permite. Que I' permita os membros do conjunto €2 de anormalidades

serem falsos significa que certas anormalidades nao sao obtidas a partir de T'.

4A rigor, na definicio de Cny, o conjunto W é o conjunto das férmulas fechadas da linguagem.

Porém, nés apenas apresentamos a linguagem proposicional, cujas férmulas sao todas fechadas.
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As inferéncias sao realizadas sob condicao de que certas anormalidades nao sao
obtidas a partir de I'. As AL-consequéncias de um conjunto I' sao as férmula vélidas em
certos modelos LLL selecionados. As consequéncias LLL de um conjunto de premissas
I' sdo todas as consequéncias AL desse conjunto I' e de um conjunto de férmulas A.
Os modelos AL de um conjunto de premissas I' sao um subconjunto dos modelos LLL
de I': sao os LLL modelos que nao validam determinadas anormalidades. A escolha
dos modelos AL de um conjunto I' depende tanto do conjunto 2 de anormalidades
quanto da estratégia adaptativa. Em uma légica adaptativa, um modelo M ¢ uma
funcao valoragao v que depende do tipo de légica adaptativa e, portanto, do tipo de

anormalidade considerada’.

Notacao 4.1.3 Quando uma férmula o é verdadeira em um modelo M, escrevemos

M = a.

Definicao 4.1.4 Sejam M uwm LLL-modelo de I' e Q2 um conjunto de anormalidades.

Entao:
Ab(M) = {A ceQ: M ):LLL A}

Ab(M) é a parte anormal de cada modelo M, é o conjunto das anormalidades
verificadas pelos modelos M de LLL. Os LLL-modelos normais sao os LLL-modelos
que nao validam qualquer anormalidade de €2. Um conjunto I" de férmulas é normal sse
QN Cnprr (T) = (. Como veremos a seguir, I' é normal sse I' tem modelos na légica

limitante superior (upper limit logic - ULL).

Exemplo 4.1.5 Nas ldgicas adaptativas de inconsisténcia, por exemplo, o conjunto €2
¢ formado por formulas da forma o A\ —~«. Nesta classe de ldgicas adaptativas é assu-
mido que as contradicoes sejam falsas: as formulas da forma a A —a sao consideradas

anormazis.

5 . , 2 s 2.
°A rigor, um modelo M é uma estrutura (D, v), em que D é o dominio da estrutura e v ¢ uma
fungao valoragao. Porém, como nés apenas apresentamos o nivel proposicional da linguagem, podemos

identificar os modelos e a funcao valoracdo v : For (£) — {1,0}.
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Légica adaptativa e estratégias adaptativas Duas nocoes de consequéncia adap-
tativa sao definidas em [10] segundo a estratégia adaptativa escolhida: anormalidade
minima (minimal abnormality) e confiabilidade (reliability). A selecdo dos modelos
LLL em uma légica adaptativa AL depende da estratégia adaptativa escolhida. Para
ambas as estratégias, a nocao de consequéncia é definida considerando o conjunto

Ab (M) das anormalidades verificadas pelo modelo M em LLL.

Definicao 4.1.6 Um LLL-modelo M de I' é minimamente anormal se nao eziste um

LLL-modelo N de T tal que Ab(N) C Ab(M).

Seja 9™ (I') o conjunto de todos os modelos AL minimamente anormais de I'.

Entao M € 9™ (T") sse qualquer outro LLL-modelo M/ de I' é mais anormal que M.

Defini¢ao 4.1.7 T' =arm « sse a é vdlida em todos os modelos minimamente anormais

de I

A definicao da relagao de consequéncia adaptativa seguindo a estratégia de confia-
bilidade depende, nao apenas do conjunto Ab (M) de anormalidades, mas também da
determinagdo das minimas consequéncias-Dab e do conjunto U (I') de férmulas duvi-

dosas (unreliable).

Definigao 4.1.8 Seja A C Q um conjunto finito de férmulas. Seja Dab(A) uma

disjungao de anormalidades. Dab (A) é consequéncia-Dab de I' sse ' =p1, Dab (A).

Na definigdo anterior, Dab(A) denota a disjungao cldssica dos elementos de A
(cf. [10]). Dab(A) é, portanto, uma disjuncao cldssica de anormalidades. No caso
de A ser um conjunto unitdrio, Dab(A) é uma anormalidade, Dab(A) é um ele-
mento do conjunto 2, e nao ocorre qualquer disjuncao cldssica. Se A = (), entao
a disjungao « V Dab(A) é simplesmente o. Temos que se I' Fppr Dab (A), entdo
I' Eror Dab (A U ©), para qualquer conjunto © finito. Para definir a noc¢ao de con-
sequéncia adaptativa seguindo a estratégia de confiabilidade é necessédrio nao apenas

determinar as consequéncias-Dab, mas também as minimas consequéncias-Dab.
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Defini¢ao 4.1.9 Dab(A) é uma minima consequéncia-Dab de I' sse I' =ppr, Dab (A)
e I' o Dab(©) para todo © C A.

A determinagao desse minimo conjunto de consequéncias-Dab depende apenas da

l6gica LLL.

Defini¢ao 4.1.10 Sejam Dab(A;), Dab(As), ... as minimas consequéncias-Dab de T.
O conjunto U (I") de férmulas duvidosas é definido com respeito as minimas consequén-

cias-Dab de T da sequinte maneira:
U([)=U{A : Dab(A) é uma minima consequéncia-Dab de I'}.

A partir do conjunto Ab (M) de anormalidades verificadas pelo modelo M em LLL
e do conjunto U (I') de férmulas duvidosas é possivel definir a nogao de modelo LLL

confidvel e de consequéncia adaptativa confidvel.
Definigao 4.1.11 Um modelo LLL de T' é confidvel sse Ab(M) C U (T).

Os modelos LLL confidveis de I' sao os LLL-modelos de I" nos quais apenas as fér-
mulas que sdo duvidosas tém comportamento anormal. U (I') é o conjunto de férmulas
de I' que sao duvidosas. Seguindo a estratégia de confiabilidade, os modelos adapta-
tivos de I' sao um subconjunto dos modelos LLL, eles sao apenas os modelos LLL de
I' que sao confidveis. A estratégia de confiabilidade considera que uma férmula tem
comportamento anormal somente se ela ¢ um membro do conjunto U (I') de férmulas

duvidosas.
Definigao 4.1.12 T' a1 « sse « é vdlida em todos os modelos confidveis de T.

Nao é em geral o caso que, se I' =, Dab(A), entdo I' =p11 0, para alguma
anormalidade § € A. Em outros termos, se Dab(A) ¢ o conjunto das minimas conse-
quéncias de A, entao pela Defini¢ao 4.1.9, teremos que I' =ppr, Dab (A), de modo que
algum membro do conjunto I' de premissas terd comportamento anormal. Porém, a
l6gica LLL nao permite determinar o elemento de I' que apresenta tal comportamento

anormal. Considere o seguinte exemplo.
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Exemplo 4.1.13 (Cf. [12]) Considere uma ldgica adaptativa de inconsisténcia e seja
Q = {aA-a:Fr (e A-a) eac For (SY)} o conjunto de anormalidades. Seja
L'={-p,—q,pVqrVv-spVsqVs} Sea disjun¢io e a conjungio tiverem compor-
tamento cldssico em LLL, entao teriamos que I' =rrr (p A —p)V (g A —q). Assim, oup
ou q tém comportamento anormal. Porém, as premissas nao permitem determinar se p
tem comportamento anormal, pois I' Frry, p/A—p, ou se q tem comportamento anormal,
pois I' Py, ¢ A —q. Se adotarmos a estratégia de confiabilidade, deveriamos considerar
tanto p quanto q como férmulas anormais. Desse modo, I' Earr s. Se adotarmos a
estratégia de minima anormalidade, entao deveriamos considerar anormais a p ou a
q, mas nao as duas. Sequindo essa estratégia, p tem comportamento normal sse q tem

comportamento anormal. Desse modo, I' Eapm s.

Proposigao 4.1.14 Seja ML (T) o conjunto de todos os modelos LLL de T', seja
IM™ (T') o conjunto de todos os modelos AL minimamente anormais de I’ e seja MM (T")

o conjunto de todos os modelos AL confidveis de I'. Entao:
omm (') C M (T) € ML (D).
Demonstracao. Em [10, p. 230]. =

Coroldrio 4.1.15 (Cf. [9]) Seja Cnaym o conjunto de consequéncias adaptativas
obtido pela estratégia de minima anormalidade, seja Cnpyr 0 conjunto de consequén-
cias adaptativas obtido pela estratégia de confiabilidade e seja Cnyypy o conjunto das

LLL-consequéncias. Entao:
Cngpy (I') € Cngpr (T) € Cngpm (1)

Contudo, no caso particular em que I' =prr, Dab(A) sse I' =por d, para algum
0 € A e algum I', as duas estratégias —minima anormalidade e confiabilidade— coin-

cidem e sao chamadas de estratégia adaptativa simples [12].5

6Qutras estratégias dinamicas, tais como cegueira (blindness), selegao normal (normal selection),

counting e etc sdo apresentadas em [12].
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Defini¢ao 4.1.16 Um modelo LLL de T' é simplesmente bom (simply all right) sse
Ab(M) = {A € Q:T ):LLL A}

Definigao 4.1.17 I’ Fars « sse a é validada por todos os modelos simplesmente bons

deT.

Proposigao 4.1.18 Seja AL* uma ldgica adaptativa baseada na estratégia simples e

seja Cnars a sua relagao de consequéncia. Entao:

Cnypy (T) € Cnpyr (T) € Cnpps (TN) € Cnppe (7).

Légica ULL

Uma légica LLL junto com o conjunto )2 de anormalidades determinam uma légica
ULL. ULL é obtida a partir de LLL supondo que as anormalidades sejam impossiveis.
Na ULL é suposto que todas as anormalidades contidas em 2 sao falsas. Em termos
semanticos, os modelos ULL sao os modelos LLL que nao validam qualquer anorma-
lidade. Os modelos de ULL sao, assim, um subconjunto dos modelos de LLL. Em
outros termos, uma LLL é o fragmento da l6gica ULL que permite as anormalidades

serem verdadeiras.

Definicao 4.1.19 Um modelo LLL é um modelo ULL sse ele nao valida qualquer
membro do conjunto Q0 de anormalidades (cf. [12]).

Cada ULL é uma extensao de uma LLL; todo modelo ULL que verifica as férmulas
de um conjunto I' € um modelo LLL de I'. Assim, se um conjunto de premissas I" é
verificado por algum modelo M de ULL, entao o conjunto de premissas nao exige que
as anormalidades sejam verdadeiras (cf. [12]). Porém, a rela¢do inversa nao é certa:

haverd modelos LLL de I" que nao sejam modelos ULL de T'.

Definigao 4.1.20 Um conjunto I' de premissas é normal se MULL (T') # 0. Em caso

contrdario, o conjunto I' é anormal.
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Em outros termos, um conjunto I' é dito de normal quando os modelos LLL de I'

nao validam Dab (A).

Defini¢ao 4.1.21 T' =y « sse a é vdlida em todo modelo LLL de I que ndo valida

quaisquer anormalidades..

Proposigao 4.1.22 Seja MY (T') o conjunto dos modelos de T da légica L e seja

Cny, (') o conjunto das consequéncias de I' na ldgica L. Entao:

oMYl (T) € ™ () € 9" (T) € mELE ()

Cnppy, (T) € Cnpyr (T) € Cnppm (T) € Cngry, (1)

Em caso de I' ser um conjunto normal de premissas, o conjunto das consequéncias
adaptativas confidveis e o conjunto das consequéncias minimamente normais coincidem
com o conjunto das consequéncias da légica ULL. Com efeito, se I' ¢ um conjunto
normal de premissas, entdao o conjunto U (I') de férmulas duvidosas é vazio e apenas
modelos ULL de I'' conformam o conjunto Ab (M) de modelos minimamente normais.

Assim, temos a seguinte proposicao, pela qual se vinculam os modelos de uma légica

ULL, das légicas AL e de LLL.
Proposigao 4.1.23 Se I' é um conjunto normal de premissas, entio:
MU (T) = m™ (T) = m" (T)

e, portanto,

Cnppr () = Cnpym () = Crnyry ().

Demonstracao. Veja [9, p. 15]. m
As légicas adaptativas baseadas na estratégia de confiabilidade ou na estratégia de
minima anormalidade estendem o conjunto de consequéncias da légica inferior LLL.

As anormalidades do conjunto €2 sao supostas, pelas légicas AL como falsas até que
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seja demonstrado o contrdrio. Como caso limite, a l6gica ULL estabelece que as anor-
malidades do conjunto §2 sejam imposiveis. Daqui, as légicas adaptativas tém LLL
como limite inferior e ULL como limite superior. Aplicando AL, procura-se alcancar
o poder inferencial de ULL tanto quanto for possivel. AL consegue capturar o poder
inferencial de ULL apenas no caso das premissas serem normais. Porém, ainda em caso
de anormalidade, e procurando atingir o poder inferencial da légica superior ULL, AL

amplia o poder inferencial da légica menor LLL.

4.2 Teorema de Ajuste de Derivabilidade

A seméantica das légicas adaptativas ALs é posterior ao desenvolvimento da teoria da
prova dinamica, caracteristica das ALs (cf. [8]). A teoria da prova dinamica permite
comprender a maneira como as relacoes de derivabilidade das l6gicas ULL e LLL se
vinculam.

A relagao de derivabilidade de ULL é caracterizada a partir da légica LLL e do

conjunto de anormalidades €2 da seguinte maneira. Seja A™ = {-a : a € A}.
Deﬁnigéo 4.2.1 (/]0, p- 225/) r }_ULL a sse 'UQT I_LLL .

Em termos axiométicos, a légica ULL é obtida acrescentando-se a légica LLL um
ou mais axiomas que reduzem a anormalidade & trivialidade. Assim, ULL é construida
a partir de LLL acrescentando axiomas que impedem —sob risco de trivialidade— as
anormalidades. A ULL determina as consequéncias que se derivam apenas em situagoes
de normalidade. Construida desse modo, cada ULL é uma extensao de uma LLL tal
que, se I' FyLn @, entao ou I' k1, a ou algumas férmulas tém comportamento anormal
em I' (cf. [53]). E se I tem comportamento anormal, entdo certas anormalidades serao
derivéveis em LLL a partir de I'.

O Teorema de Ajuste de Derivabilidade permite relacionar as duas légicas extremas
de uma légica adaptativa: LLL e ULL. Para qualquer légica adaptativa ¢ demonstrado

o seguinte teorema DAT.
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Teorema 4.2.2 Seja A C Q um conjunto finito de formulas.

[ FuLL a sse existe A tal que I' Frpr a VvV Dab(A). (DAT)

Demonstracao. Em [9] e [10]. =

Esse teorema é fundamental para se comprender a dindmica de uma demonstracao
na légica adaptativa. Em termos intuitivos, o DAT garante que para cada consequéncia
a de ULL obtida a partir de I' ou « é consequéncia LLL obtida a partir de I' ou existe
(no minimo um) A C Q, tal que algumas férmulas de A tém comportamento anormal
em I'. O DAT expressa que a é adaptativamente derivdavel de I' sse os membros de
A tém comportamento normal em I'. Para obter uma férmula o por meio da légica
ULL a partir do conjunto I' é necessario considerar apenas a minima quantidade de
anormalidades em T, isto &, Dab (A).

A AL sup6e o comportamento normal das férmulas a nao ser que, e até que, seja
mostrado o contrdrio. O DAT sugere que nas demonstragoes da légica adaptativa
é possivel derivar a conclusao o a partir de I' desde que nenhum dos elementos do
conjunto A tenha comportamento anormal com relacao a I'. A l6gica AL é dinamica
pois ela se desloca da ULL para a LLL: em condigoes de normalidade, AL dispoe as
mesmas consequéncias que ULL, em condi¢oes de anormalidade, AL dispoe as mesmas

consequéncias que LLL.

Teoria da prova dindmica

Como consequéncia da condicao —revogdvel— de normalidade e do status intermedidrio
de AL, as demonstragoes de AL apresentam uma dindmica interna. Intuitivamente,
LLL ¢é a parte estdavel de uma légica adaptativa, LLL ¢é a parte que nao prescreve
qualquer condicao de normalidade as premissas de uma inferéncia. Assim, as férmulas
derivadas em AL seguindo a sua parte estdvel LLL nao dependem de qualquer condi¢ao
de normalidade e nao serao, portanto, revogdveis. Porém, AL estende a légica LLL

impondo certas condicoes de normalidade, de modo que AL produz, também, conse-
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quéncias que sao revogaveis. Férmulas obtidas em uma demonstracao AL sob condig¢ao
de normalidade serao anuladas em caso da condi¢ao demonstrar ser incorreta. A teoria
da prova da légica adaptativa tem duas classes de regras: regras condicionais e regras
incondicionais, isto é, regras de inferéncia que dependem de condigoes de normalidade
e regras que nao dependem delas. Intuitivamente, as condigoes de normalidade das
regras nao sao condigoes de aplicacao, mas condicoes de anulacao de férmulas previa-
mente obtidas em uma derivacao. A teoria da prova de AL é dindmica no sentido de
que certas férmulas sao derivadas de modo condicional e podem ser retiradas no caso
das condicoes nao serem satisfeitas.

Uma prova dindmica é uma sequéncia de férmulas. As provas de AL sao provas ano-
tadas compostas de uma sequéncia de linhas, cada uma das quais tem os seguintes cinco
elementos: (i) um mimero de linha, (ii) uma férmula « derivada, (iii) o(s) nimero(s)
da(s) linha(s) da(s) férmula(s) a partir da(s) quais(l) a é derivada, (iv) a regra pela qual
« & derivada, e (v) uma (possivelmente vazia) condigao.” Essa condicao especifica quais
férmulas devem ter comportamento normal para « ser derivada. As provas adaptativas
sao provas anotadas porque as linhas que compoem as provas podem estar marcadas.
Assim, o peculiar das provas dindmicas de AL é que as férmulas derivadas suportam
condicoes e tém marcas. Enquanto as condigoes sao determinadas pela légica LLL e
o conjunto de anormalidades €2, as marcas dependem da definicdo de marca (marking
definition) e, portanto, da estratégia adaptativa escolhida.

A teoria da prova da ldgica adaptativa é caracterizada pelas seguintes trés regras:

e uma regra de premissa (PREM),
e uma regra incondicional (RI),

e uma regra condicional (RC).

"Em [12] a regra pela qual a férmula ¢ derivada, isto ¢, (iv), ndo é considerada um componente da
prova adaptativa. Em termos estritos, uma prova é uma sequéncia de férmulas. Assim, os componentes

de uma prova dinamica seriam apenas as férmulas de (ii).
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Seja

uma abreviatura de « ocorre na prova a condi¢do de que A. Entao, as regras sao as

seguintes (cf. [10]):

PREM Se o € I':

! 0
RI Se Ay, ...,0p, l_LLL BZ
(0%} Al
oy, A,
6 A1 U An
RC Se Ay, ...,0p, l_LLL ﬁ V Dab (@)
(e%] Al
0, An
B AU...A,UB

Em termos intuitivos, em uma demonstragao adaptativa, as linhas sao acrescentadas
junto com certas condigoes, se as férmulas foram obtidas por aplicacao de regras condi-
cionais. Quando uma férmula é adicionada em uma demonstracao por aplicacao de uma
regra condicional, entao na demonstragao é acrescentada uma condigao, é acrescentado

um conjunto de férmulas.
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Em termos intuitivos, as férmulas do conjunto A sao supostas como normais até
que seja demonstrado o contrdrio. Porém, o que significa exatamente isso depende da
estratégia adaptativa e da definicao de marca. Intuitivamente, as condicoes estipulam
que as férmulas dos conjuntos A, ©® de condigoes devem ter comportamento normal.
As linhas de uma demonstracao podem ser consideradas como derivadas a partir do
conjunto de premissas no caso em que as férmulas do conjunto de condigoes adaptativas
A possam ser consideradas normais. Uma linha de uma demonstragao dinamica pode
ser rejeitada em caso da condi¢ao de normalidade nao ser satisfeita. Com o objetivo de
indicar que nao todos os elementos da condicao adaptativa de uma determinada linha
tém comportamento normal, essa linha recebe uma marca junto as condigoes. Uma linha
marcada de uma demonstracao dindmica nao é considerada parte da demonstracao.

A teoria da prova das ALs é dindmica, pois uma linha marcada em um passo da
demonstracao pode ser desmarcada em um passo posterior e uma linha nao marcada
pode ser posteriormente marcada, como consequéncia da demonstragao da anormali-
dade das férmulas da correspondente condi¢ao. Como ja notamos, uma légica adap-
tativa é caracterizada, nao apenas pela légica LLL e o conjunto de anormalidades (2,
mas também pela estratégia adaptativa que, na teoria da prova adaptativa, determina
a marcacao das linhas de uma demonstracao.

Antes de mostrar a maneira como a estratégia adaptativa determina a marcacao

das linhas em uma prova adaptativa, mostraremos um exemplo de aplicacao das regras

PREM, RC e RIL

Exemplo 4.2.3 [53] Seja LLL a ldgica (proposicional) paraconsistente CLuN, obtida
pelo acréscimo de oV =« como axioma & ldgica positiva cldssica LCT e seja ULL a
l6gica (proposicional) LC® O conjunto Q2 de anormalidades é formado por férmulas da

forma a A —a.® Seja T = {pA—t,qgA(tVs),=pV —q,r— —s,u— pu— —p}.

8A 16gica CLuN ¢ chamada de P em [53] e de PI em [7].
9A légica positiva cldssica LCt pode ser obtida acrescentando a Lei de Peirce (LPi):

((( = B) — a) — «) ao fragmento positivo da légica intuicionista LIT.
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1 pA -t - PREM 0

2 g (tVs) -  PREM 0

3 —pV g - PREM 0

4 r— s —  PREM 0

5) u—p -  PREM 0

6 u— p - PREM 0

7 - 5,6 RC {p N —p}
8 -t 1 RU 0

9 tVs 2 RU 0

10 s 89 RC {t At}
11 - 410 RC  {tA—t,s A s}
12 (pA—-p)V(gNn—q) 13 RU 0

A férmula da linha 7 é obtida por aplicacado do esquema inferencial
a — fB,a — —f IF -« as premissas das linhas 5 e 6 e, portanto, a sua derivacao
depende da normalidade da férmula p. A férmula da linha 10 é obtida por aplicacao
do esquema inferencial —~a, o V § IF 5 as férmulas das linhas 8 e 9 e, portanto, a sua
derivacao depende da normalidade da férmula . A férmula da linha 11 é obtida por
aplicacao do esquema inferencial a — (3,3 IF =« as férmulas das linhas 4 e 10 e,
portanto, a sua derivacao depende da normalidade das férmulas ¢ e s. Finalmente,
na linha 12 é derivada uma férmula Dab (A) a partir das premissas 1-3. A férmula
(p A =p) V (g A —q) expressa que ou p ou ¢ tém comportamento anormal em I'. Obtida
a férmula da linha 12, o progresso da demonstracao depende da definicao de marca
de férmulas e, portanto, da estratégia adaptativa que caracterize AL. Nessa etapa da
demonstracao, a defini¢ao de marca deve ser invocada. Como consequéncia da defini¢ao
de marca, algumas linhas da demonstracao serao marcadas e algumas outras linhas
poderao ser desmarcadas. Para maior simplicidade, e considerando que as estratégias
de confiabilidade e minima anormalidade foram explicadas com detalhe na Secao 4.1,

nés nao apresentaremos formalmente as definicbes de marca.

49



A seguir, mostraremos informalmente, a partir de um exemplo, a maneira como as
duas defini¢oes de marca, correspondentes a essas duas estratégias adaptativas, deter-
minam diferentes provas adaptativas. Usaremos o signo v para indicar que uma linha

da prova é marcada.

Exemplo 4.2.4 Consideremos novamente o conjunto I' do Exemplo 4.1.13. Assim,
seja T' = {=p,—q,pV q,rV =8,pV s,qV s}. Seja LLL uma ldgica de inconsisténcia e

seja ) o conjunto de anormalidades formado pelas formulas da forma a A —a.

1. Consideraremos, em primeiro lugar, uma prova baseada na estratégia adaptativa

de confiabilidade.

1 —p -  PREM 0
2 —q —  PREM 0
3 pVq -  PREM 0
4 rV s -  PREM 0
5 pVs -  PREM 0
6 qV s -  PREM 0
7 s 1,5 RC {pA-p}v
8 (pA—-p)V(gA—q) 1-3 RI 0
9 s 26 RC {gA-q}V

Intuitivamente, a estratégia de confiabilidade leva a marcar uma linha em um passo
da prova se algum dos elementos da condigao correspondente a essa linha nao é confidvel
nesse passo, isto é, se algum dos elementos da condi¢ao é um disjuntivo de uma minima
férmula-Dab derivada na prova. Daqui, se adotamos a estratégia de confiabilidade,
deverfamos considerar tanto p quanto ¢ como férmulas anormais, pois (p A =p)V (g A =q)
é a minima férmula Dab obtida a partir de I". Portanto, seguindo a defini¢ao de marca

baseada na estratégia de confiabilidade, as linhas 7 e 9 deveriam ser as duas marcadas.
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Consequentemente, as linhas 7 e 9 nao formariam parte da prova adaptativa a partir

deT.

2. Consideraremos, agora, duas provas —a. e b.— baseadas na estratégia de minima

anormalidade.!”

a.
1 =p -  PREM 0
2 —q -  PREM 0
3 pVq -  PREM 0
4 rV s —  PREM 0
) pVs -  PREM 0
6 qV s -  PREM 0
7 s 15 RC  {pA-p}
8 (pA-p)V(gAN—gq) 1-3 RI 0
9 s 26 RC {gA-q}V
b.
1 —p -  PREM 0
2 —q —  PREM 0
3 pVq -  PREM 0
4 rV s -  PREM 0
) pVs -  PREM 0
6 qVs -  PREM 0
7 s 15 RC {pA-p}v
8 (pA—-p)V(gA—q) 1-3 RI 0
9 s 26 RC {g N —q}

10A rigor, deveriamos considerar apenas uma prova com marcas alternativas. Porém, para maior

clareza expositiva, escolhnemos apresentar duas provas alternativas.
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Como a disjuncdo (p A —=p) V (¢ A —q) é derivada a partir de I', entao, se adotarmos
a estratégia de minima anormalidade, deverfamos considerar anormais p ou ¢, mas nao
deveriamos considerar anormais tanto p quanto ¢q. A definicao de marca correspondente
a estratégia de minima anormalidade estipula que a linha 7 ou a linha 9 deveriam ser
marcadas. Porém, a definicdo nao determina marcar as duas linhas. Assim, ou a linha
7 ou a linha 9 deverao permanecer desmarcadas. Logo, ou a linha 7 ou a linha 9 formam
parte da prova adaptativa a partir de I' e, portanto, a férmula s é derivada a partir de
I no passo 7 ou no passo 9 da prova.

As regras de inferéncia junto com a definicao de marca determinam duas nogoes de

derivabilidade: derivabilidade em uma linha s da prova e derivabilidade final.

Definicao 4.2.5 Uma formula o é derivada a partir de I' em um passo m da prova

sse a estd em uma linha que nao é marcada no passo m.

Seguindo o nosso exemplo, e considerando a defini¢ao anterior, podemos afirmar que
s € derivada a partir de I' na linha 7 ou s ¢é derivada a partir de I' na linha 9 por meio
da estratégia de minima anormalidade. Porém, a férmula s nao é derivada a partir de

I’ nem na linha 7 nem na linha 9, se considerarmos a estratégia de confiabilidade.

Definigao 4.2.6 Uma férmula « é finalmente derivada a partir de I' em uma linha 1
de uma prova finita de m passos sse (1) a é o sequndo elemento da linha i, (2) a linha i
nao estd marcada no passo m, e (3) toda extensao da prova na qual a linha i é marcada

pode ser posteriormente estendida de modo que a linha i seja desmarcada.

4.3 Loégicas adaptativas e DATs: exemplos

Em nossa primeira secao, dedicada a légica adaptativa, notamos que diferentes proces-
sos inferenciais, tais como a discussao, a diagnose, a inferéncia indutiva, a inferéncia
abdutiva, a inferéncia a partir de dados inconsistentes, o raciocinio a partir das préprias

convicgoes, sao objeto do programa de légica adaptativa da Escola de Gantes. Varios

02



sistemas de l6gica adaptativa foram propostos a partir do trabalho fundacional de D.
Batens sobre l6gica paraconsistente [7]. Nesta segdo apresentaremos algumas poucas

l6gicas adaptativas com o objetivo de exemplificar as vinculagoes entre as correspon-

dentes l6gicas LLL e ULL.

Légica adaptativa AJ (Meheus)

A l6gica adaptativa AJ é caracterizada pela 16gica modal S5 como légica LLL, pelo
conjunto §2 = {((}a ANO—a) o € Fr } de anormalidades, com F¥ sendo o conjunto
das férmulas primitivas da linguagem de S5, e pela estratégia de confiabilidade.!! A
l6gica Triv é a correspondente 16gica ULL, pois Triv carece de modelos que veri-
fiquem qualquer anormalidade ¢a A O—a de LLL. Triv pode ser obtida a partir de S5
acrescentando a férmula Q0o — Cla como esquema de axioma.

Seja I'Y = {Qa : @ € T'}. Uma férmula o nao é confidgvel em AJ se Oa A O—a ¢ um
disjuntivo de uma minima, consequéncia-Dab de T'¢.

Em [54] é demonstrado o seguinte DAT entre os sistemas S5 e Triv.

Teorema 4.3.1

Se T Emiv @, entdo existe A C F* tal que T’ g5 a V Dab (A) . (DAT)

O DAT garante que toda vez que « é valido nos modelos Triv de I', entao ou «
¢ vélido nos modelos S5 de I' ou existe 7, € A tal que 7, que tem comportamento
anormal com respeito ao conjunto de premissas I'. O teorema DAT oferece as bases
para a teoria da prova dinamica de AJ, pois sugere que é possivel derivar a a partir de

I' e a condigao de que todos os 7, tém comportamento normal.

11O sistema modal S5 (KTB4) é obtido acrescentando os esquemas de axioma T: Oa — a,
B: a — O0a e 4: Oa — OO« ao sistema modal K, que é obtido, por sua vez, acrescentando o
esquema de axioma K: O(a — ) — (Oa — OPB) e a regra de necessitagdo Nec: se Fx «, entdo

Fk O a LC (cf. [23]).
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Exemplo 4.3.2 [52] Em S5 temos:

1. O(pVaq),0-pFss Og. Mas O (pVq),0-plss OqV Dab(p),

2. 0(pVvaq),0-p¥Fss O((pVaq A-p).

Mas O (pVq),0-ptss O ((pVq) A=p)V Dab(p),

3. Op, 0—p ¥Fss O (p A —p). Mas Op, O—p Fss O (p A —p)V Dab (p).

Légica adaptativa ACLulN (Batens)

O sistema de 16gica adaptativa de inconsisténcia ACLulN tem a légica classica LC como
ULL e a légica paraconsistente CLuN como LLL."> Q = {a A = : o € For®™N} ¢ o
conjunto de anormalidades de ACLulN. ACLulN" e ACLulN" sao as versoes baseadas
nas estratégias de confiabilidade e de minima anormalidade, respectivamente, da légica

adaptativa de inconsisténcia ACLulN.

Exemplo 4.3.3 [53] Na légica CLuN temos:

1. ﬁt,t\/SJ’ACLUN s. Mas ﬁt,t\/Sl_CLuNS\/@/\_'t),

2. p,~pVq,r — ¢ ¥crLun 7. Masp, 7pVq,r — ¢ FeLan V(0 A —p) V (g A —q)).

Légica adaptativa C!" (Batens)

As logicas adaptativas de inconsisténcia C!' estao baseadas nos sistemas paraconsis-

m
n’

tentes C,, de da Costa. Com efeito, cada légica C, com (1 <n < w) tem C,, como
LLL, @ = {(a A—a): a € For®} e estd baseada na estratégia de minima anormali-

dade (cf. [11]).

12Para a caracterizacio de CLuN veja exemplo 4.2.3.
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Outras légicas adaptativas

A légica adaptativa de indeterminagao ACLaN é dual da légica adaptativa de incon-
sisténcia ACLulN. A légica LLL de ACLaN ¢ a logica paracompleta CLaNN e a logica
superior ULL é LC. Q2 = {a Voa:aeF orCLaN} ¢ o conjunto de anormalidades de
ACLaN. A légica adaptativa ACLoN [8] tem uma negagao que é tanto paracompleta

quanto paraconsistente.

Concluimos aqui com a nossa breve descricao dos principais aspectos das Légicas
Adaptativas. Nos seguintes capitulos utilizaremos a ideia dos Teoremas de Ajuste de
Derivabilidade para definir o conceito-chave de nossa pesquisa: conectivo de restauracao

local.
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Capitulo 5

Observacao Local: Localidade em

ALs, LFIs e LFUs

Como vimos anteriormente, uma légica adaptativa é intermedidria as légicas LLL e
ULL. Uma légica AL se desloca entre as duas légicas limitantes gerando consequén-
cias ULL ou LLL, dependendo do comportamento normal ou anormal das premissas,
respectivamente. No caso das férmulas terem comportamento normal com relagao as
premissas, o conjunto de consequéncias adaptativas obtidas a partir de ' serd idéntico
com o conjunto das ULL consequéncias de I". Porém, no caso das férmulas terem com-
portamento anormal com relacao a I', o conjunto de consequéncias adaptativas de I" serd
menor que o conjunto das consequéncias ULL de I'. A légica adaptativa nao autoriza
a aplicacao de certas regras de inferéncia de ULL, se as férmulas tiverem comporta-
mento anormal. Assim, AL nao rejeita uma regra de inferéncia, mas as consequéncias
obtidas por uma determinada aplicacao da regra. Podemos dizer, entao, que AL rejeita
de modo local uma determinada regra de inferéncia. Uma légica adaptativa de incon-
sisténcia, por exemplo, rejeitard as consequéncias obtidas por aplicacao do esquema
inferencial de silogismo disjuntivo (SD) —de « V 3 e =« pode-se inferir f— apenas no
caso de a demonstrar comportamento anormal. Porém, até e apenas no caso em que o

comportamento anormal de « seja demonstrado, esse esquema inferencial e, portanto,
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as consequéncias da sua aplicacao serao admitidas, tal como na légica monotdnica su-
perior ULL. Assim, enquanto uma légica paraconsistente nao adaptativa rejeita uma
determinada regra de inferéncia da légica consistente, uma légica adaptativa de incon-
sisténcia rejeita apenas certas consequéncias obtidas pela aplicacdo da regra (cf. [53]).
Uma AL rejeita consequéncias obtidas por aplicacao das regras condicionais em casos
especificos, apenas nos casos em que uma determinada anormalidade seja demonstrada.
Que uma determinada instancia de aplicacao de uma regra de inferéncia seja sancionada
depende do manifesto comportamento anormal de certas férmulas.

Uma légica monotonica, a diferenca de uma légica adaptativa, aceita ou rejeita
de modo global um determinado esquema inferencial. Assim, por exemplo, a légica
cléssica aceita o PTE, admitindo de modo global a completude da negacao. A ldgica
intuicionista, como veremos na Secao 9.1, admite o PE e concede, de modo global, a
consisténcia as férmulas. No lado oposto, as légicas paracompletas e as l6gicas para-
consistentes rejeitam de modo global esses principios 16gicos. A nao admissao desses
principios redunda na inconsisténcia ou indeterminagao das férmulas com respeito a
uma certa negagao nesses contextos nao classicos.

A capacidade expressiva das LFIs e das LFUs permite que a consisténcia e a de-
terminacao da negacao sejam readmitidas de modo local em &mbitos nao cldssicos. Por
meio dos conectivos de consisténcia e (in)determinacao, as LFIs e as LFUs recuperam
versoes fracas de principios invélidos em contextos paraconsistentes e paracompletos.
As LFIs e LFUs aceitam determinados principios cldssicos somente em contextos que
poderfamos chamar de “bem comportados”, se considerarmos a légica cldssica como
padrao de bom comportamento. Esse bom comportamento das férmulas com respeito
a negagao seria manifesto por meio dos conectivos de consisténcia e (in)determinagao
que caracterizam as LFIs e LFUs, respectivamente. A presenca desses conectivos na
linguagem e, portanto, a capacidade de se expressar o bom comportamento das férmu-
las habilita a recuperagao dos principios légicos perdidos nesses ambitos nao cléssicos.
As LFIs admitem PE ou SD, por exemplo, no caso das férmulas manifestarem compor-

tamento consistente. A aceitagao desses esquemas inferenciais consistentes é restrita
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aos casos em que a consisténcia seja declarada explicitamente por meio da marcacao
das férmulas. De modo andlogo, as LFUs admitem versoes do PTE nas quais a de-
terminacao é declarada explicitamente. Desse modo, tal como as ALs adquirem uma
postura local com respeito a rejeicao a determinados principios 16gicos, as LFIs e LFUs
adquirem uma postura local com respeito & admissao a determinados principios l6gicos.

Contudo, enquanto as LFIs e as LFUs rejeitam o bom comportamento das férmu-
las com respeito a uma negagao até que seja apontado o contririo, as ALs pressupoem
a normalidade das férmulas até que seja demonstrado o contrario. As LFIs e as LFUs
tém uma atitude local com relacao a admissao da consisténcia e determinacao das férmu-
las, respectivamente: determinados esquemas inferenciais sao aplicados exclusivamente
em férmulas que explicitam bom comportamento. As ALs tém uma atitude local
com relacao a rejeicao a normalidade das férmulas: determinados esquemas inferen-
ciais nao sao aplicados apenas em férmulas cuja anormalidade é demonstrada. Assim,
poderiamos subscrever o afirmado em [50] e reconhecer que entre a proposta das LFIs
e LFUs e a proposta das légicas adaptativas existe uma diferenca fundamentalmente
idiossincratica: enquanto a légica adaptativa pressupoe a normalidade das férmulas até
que seja demonstrado o contrario, as LFIs e LFUs rejeitam esse pressuposto até que

seja registrado o contrario.
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Parte 11

Proposta

61






Capitulo 6

Conectivos de Restauracao Local

Como notamos no capitulo anterior, tanto as LFIs e LFUs quanto as ALs tém uma
atitude local com respeito a aceitagao ou rejeicao a aplicagao de certos esquemas infe-
renciais. Em particular, como vimos em 3.3, os sistemas paraconsistentes D2, C;, V,
mbC, bC e Cia tém conectivos undrios de consisténcia que habilitam a aceitagao de
uma versao —gentil— do PE. Por outro lado, o sistema V; tem, também, um conectivo
undrio de completude o e um conectivo de consisténcia e completude +, que habilitam
a aceitacao de uma versao —gentil— do PTE.

Levando em consideragao essas ideias, a nossa proposta serd definir um conceito
geral de conectivo undrio de restauracao local, de modo tal que a classe definida inclua
os conectivos desses sistemas paraconsistentes e paracompletos. Para isso, a nossa
definicao do conceito de conectivo de restauragao local serd baseada nos Teoremas de
Ajuste de Derivabilidade. Porém, proporemos diferentes tipos de Teoremas de Ajuste
de Derivabilidade. Distinguiremos entre DATs que chamaremos de DATs internos e de
DATSs externos e estabeleceremos uma distingao no interior deles, diferenciando entre
DATSs p-internos (externos), DATSs c-internos (externos). A partir dessa distingao entre
DATs c- e DATSs p- definiremos os conceitos de conectivo de restauracao em premissas
e de conectivo de restauracao em conclusao. Finalmente, definiremos as propriedades

de propagacao e de retropropagacao da restauracao.
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Definigao 6.0.4 Sejam Ly = (For (X1) | IF4) e Ly = (For (%2),l2) duas ldgicas tais
que IFo C IFy e tais que X' = Y2 Seja ®(p) um conjunto —possivelmente vazio—
de formulas de Lo que depende exatamente da varidvel proposicional p. Dizemos que
recuperamos L; em Ly pelo acréscimo de premissas, se podemos demonstrar o sequinte

DAT p-interno. Para todo T'U {a} C For (3'), existe A C sub (' U {«a}) tal que:
[k a sse ®(A),T ks« (DAT p-interno)

em que ®(A) = U ®(9).

seA
Definigao 6.0.5 Sejam Ly = (For (X1) ,IF1) e Ly = (For (X2),l2) duas ldgicas tais
que L; é definida na assinatura 3; com i = 1,2, tal que X* C X2. Seja ®(p) um con-
Junto (ndao vazio) de formulas de Ly que depende exatamente da varidvel proposicional
p e que contém simbolos de Y2 que ndo pertencem a ¥1. Suponha que o fragmento de
L, sobre Y estd estritamente contido em Ly, isto é: T' o o implica I’ 1 o, para todo
L' U{a} C For (X'), mas a reciproca nio é verdadeira. Dizemos que recuperamos Lj
em Ly pelo acréscimo de premissas, se podemos demonstrar o sequinte DAT p-externo.

Para todo T U {a} C For ('), existe A C sub(I' U {«a}) tal que:

' a sse ®(A), T Ik, a (DAT p-externo)

em que ®(A) = |J ®(9).

LISTAN

Defini¢ao 6.0.6 Se nas Definicées 6.0.4 ou 6.0.5 o conjunto de formulas ®(p) é
unitdrio, dizemos que ® € um conectivo undrio de restauragao local em premissas

de L; em Ls.

Assim, chamaremos um conectivo undrio ® € %2 de conectivo undrio de restau-
ragao local em premissas de L; em Ly se, e somente se, ®(p) é um conjunto unitario
de férmulas de Ly e, pelo acréscimo de um conjunto ®(A) de premissas é possivel

demonstrar um DAT entre Ly e Ly tal como em 6.0.4 ou 6.0.5.

Notagao 6.0.7 Se nas Definicoes 6.0.4 ou 6.0.5 o conjunto de formulas ®(p) é unitdrio,

escreveremos ®p.
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Definicao 6.0.8 Se ® ¢é um conectivo undrio de restauracao local em premissas e A
¢ um conjunto de premissas, dizemos que ®A = {®J : 6 € A} é um conjunto de pre-

missas restauradoras ou, alternativamente, wm conjunto de premissas de restauragao.

Exemplo 6.0.9 Na Secao 3.3 reunimos exemplos de DATs espalhados na literatura
das LFIs. Notamos que o esquema do DAT para as LFIs proposta na Defini¢io 3.1.8
¢ um caso particular de nossa Definicao 6.0.4. Assim, sequindo a nossa definicao,
podemos incluir os DATs, por exemplo, dos sistemas paraconsistentes C, mbC, Cia
na categoria de DATs p-internos. No entanto, como notamos quando apresentamos o
DAT para o sistema bC, a assinatura desse sistema ndo coincide com a assinatura do
sistema LC, que é recuperado em bC' pelo acréscimo de premissas. Assim, podemos

incluir o DAT do sistema bC na categoria de DATs p-externos.

Notagao 6.0.10 Como ¢é usual, oy V ...V «, denotard a disjunc¢ao de oy ..., (na

mesma ordem), sem importar a ordem dos parénteses.

Definigao 6.0.11 Sejam Ly = (For (X') | lky) e Ly = (For (32),IF2) duas ldgicas tais
que X1 = 32 e tais que IF5 C Iky. Seja ®(p) um conjunto —possivelmente vazio—
de formulas de Ly que depende exatamente da varidvel proposicional p. Dizemos que
recuperamos L; em L, pelo acréscimo de alternativas, se podemos demonstrar o sequinte
DAT c-interno. Para todo TU{a} C For (XY), eziste A = {d1,...,0,} C sub(T'U{a})
tal que:

'k assellFoaVvp V...V, (DAT c-interno)

para todo B; € ® (0;), comi=1,...,n.

Definigao 6.0.12 Sejam Ly = (For (X1),lF1) e Ly = (For (32),Ik2) duas ldgicas tais
que X' C 2. Seja ®(p) um conjunto —possivelmente vazio— de formulas de Ly que
depende exatamente da varidvel proposicional p e que contém simbolos de Y2 que nao
pertencem a X. Suponha que o fragmento de Ly sobre X1 estd estritamente contido em

Ly, isto é: T o o implica T 1 «, para todo T U {a} C For (X'), mas a reciproca nao
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¢ verdadeira. Dizemos que recuperamos L; em L, pelo acréscimo de alternativas, se
podemos demonstrar o sequinte DAT c-externo: para todo T' U {a} C For (X1), existe

A ={01,...,0,} Csub(I'U{a}) tal que:
'k assel'lFoaVv B Vv... Vi, (DAT c-externo)
para todo B; € ® (0;), comi=1,...,n.

Definigao 6.0.13 Se nas Defini¢oes 6.0.11 ou 6.0.12 o conjunto de férmulas ® (p) é
unitdrio, dizemos que ® é um conectivo undrio de restauracao local em conclusao de

Ly em Lo.

Assim, dizemos que ® ¢ um conectivo undrio de restauracao local em conclusao
da légica L, na légica Ly sse é possivel demonstrar um DAT c-interno ou um DAT

c-externo entre L e Ls.

Observagao 6.0.14 Observe que no caso de Ly ter um conectivo de conjungao (pri-
mitivo ou nao) que distribua com a disjunc¢ao, entao denotando por \© a férmula
YN A, para © = {vy,...,7,}, 0 DAT c-interno adopta a seguinte forma. Para
todo T U {a} C For (X1), existe A = {01,...,0,} C sub(T'U{a}) tal que:

'k o sse T g a\//\®(71)\/...\//\®(7n).

Notagao 6.0.15 Se nas Defini¢ées 6.0.11 ou 6.0.12 o conjunto de férmulas ®(p) é

unitdrio, escreveremos ®p.

Definigao 6.0.16 Seja ® € X2 um conectivo undrio de Ly. Dizemos que ® é um
conectivo undrio de restauracao local de L; em Ly sse ® é um conectivo undrio de
restauracao local em premissas de Ly em Ly ou ® é um conectivo undrio de restaura¢ao

local em conclusdo de Li; em L.

Defini¢ao 6.0.17 (propagacio da restaurag¢io) Seja {ai,...,a,} C For(X). Seja
® € X7 um conectivo undrio de restauracao local. Dizemos que ® é propagado na

assinatura 2 na légica L = (For (X),lFy) sse vale:
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1. IFy, ®a, para a € X,
2. ®ag,...,®a, lFL ® (& (a1...ap)), para € X, en > 1.

Definicao 6.0.18 (retropropagagao da restauragao) Seja {ay, ..., a,} C For (X). Dize-
mos que o conectivo undrio de restauracio ® é retropropagado na assinatura ¥ na

logica L = (For (X),IFL) sse vale:

1. ®(d(ay...an)) IFL ®ay, ..., ®ay,, para & € X, en > 1.

Exemplo 6.0.19 Nos sistemas C);, Cia e¢ Vy —da Secio 3.3— o conectivo de

—restauragao da— consisténcia é propagado na assinatura X"V

, mas nao é retro-
propagado. A propagacdo é expressa em Ax. 13 de C; e Cia e em Az. 11 de Vj.
Em mbC e bC o conectivo de —restauracao da— consisténcia nao é propagado nem

retropropagado.

Nos seguintes capitulos procuraremos conectivos undrios de restauracao local em
diferentes sistemas légicos. Demonstraremos, portanto, diferentes teoremas DATs. Em
particular, no capitulo dedicado as Ldgicas do sem-sentido apresentaremos exemplos
de DATSs p-externos. No entanto, avaliaremos a possibilidade de demonstrar DATSs c-
externos. No capitulo dedicado as Légicas n-valoradas apresentaremos tanto DATs do
tipo p-interno, quanto do tipo c-interno. Finalmente, no capitulo dedicado a Légica
Intuicionista e & Logica Minimal apresentaremos DATSs do tipo p-interno. Determinare-
mos se os conectivos de restauracao local, por nés propostos para cada um dos sistemas
estudados, satisfazem ou nao as propriedades de propagacao e de retropropagacao e
mostraremos a maneira como a satisfacao de tais propriedades determina a complexi-

dade das férmulas acrescentadas como premissas ou alternativas nos DATS.

Observagao 6.0.20 As relagoes de consequéncia semdantica das légicas que apresentare-
mos nos capitulos sequintes satisfazem as propriedades de monotonicidade, reflexividade

e corte da Definicao 2.0.33.
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Capitulo 7

Loégicas do Sem-sentido

Neste capitulo apresentaremos, fundamentalmente, trés sistemas trivalorados nos quais o ter-
ceiro valor de verdade é interpretado como um valor sem-sentido ou sem significado. Nos
sistemas trivalorados de Boévar, Halldén e Aqvist, que trabalharemos neste capitulo, procu-
ramos conectivos de sentido e demonstramos que esses conectivos sao conectivos de restauracao
local em premissas. Para cada um desses sistemas, demonstramos Teoremas de Ajuste de De-
rivabilidade vinculando-os & Légica Clédssica. Finalmente, conclufmos o capitulo avaliando a
possibilidade de recuperar o Metateorema da Deducao e a possibilidade de definir conectivos

de restauracao em conclusao.

7.1 Introducao: (Sem)sentido

As l6gicas multivaloradas foram formalmente introduzidas no inicio da década de 1920,
a partir dos trabalhos independentes de J. Lukasiewicz [42] e E. Post [59]. No entanto, a
aceitacao de valores de verdade além dos valores verdadeiro e falso foi tema de discusao
ja na Grécia Antiga, no debate do problema dos futuros contingentes. Com efeito,
a interpretagao de eventos como sendo possiveis ou nao determinados foi vinculada a
negacao do Principio da Bivaléncia, permitindo a aceitacdo de um terceiro valor de

verdade (cf., por exemplo, [37]).
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Durante a segunda metade do século XIX, nos trabalhos de H. McColl e Ch. S.
Peirce reaparece a ideia de rejeitar o Principio de Bivaléncia, caracterfstico da légica
cldssica (cf. [29]).

A obra de D. A. Bocvar [16] faz parte, segundo Gottwald [29], da época posterior
ao inicio da fase polonesa das légicas multivaloradas, isto é, da época iniciada com os
trabalhos de Lukasiewicz. O sistema trivalorado de Bocvar, publicado no ano 1938,
tem como objeto resolver as antinomias semanticas surgidas na Teoria de Conjuntos.
Dati, no célculo trivalorado de Bocvar, o terceiro valor ¢ entendido como sem-sentido
(ou sem significado, ou paradozal) e as proposigoes sao separadas em duas categorias,
as significativas e as sem-sentido, e mapeadas em dois niveis de linguagem formal. A
linguagem proposicional da légica de Boc¢var tem dois niveis, um interno e outro ex-
terno, que correspondem a linguagem objeto e a metalinguagem, respectivamente. A
passagem do nivel interno para o nivel externo é garantida por um operador metalin-
guistico A de assercio externa. Como veremos em detalhe adiante, com ajuda desse
operador A, na légica trivalorada de Bo¢var é possivel recuperar os conectivos cléssicos
—chamados conectivos externos. Diversos autores estudaram posteriormente outras
l6gicas do sem-sentido definidas a partir de matrizes trivaloradas. Merece particular
destaque a extensa monografia The Logic of Nonsense, de S. Halldén, publicada em 1949
[30]. Surpreendentemente, nesse trabalho independente e original, Halldén redescobre a
l6gica de Bocvar. A ldégica trivalorada de Halldén, tal como a légica de Boc¢var, possui
um conectivo metalinguistico; neste caso, um conectivo # de significatividade. Assim,
#a tem a leitura intuitiva de que a sentenca « é significativa, ou o tem significado.
Esse estudo foi aprofundado e reinterpretado posteriormente por Lennart Aqvist 2]
e por Krister Segerberg [63]. Aqvist introduziu, em 1962, uma variante da légica de
Halldén. A motivacao dele foi o tratamento das oragGes normativas. A légica proposta

por Aqvist considera um operador primitivo 7' que permite definir, como conectivos

'Nesse mesmo perfodo Gottwald coloca também a obra de S. Kleene. Em [36] Kleene investigou
a aplicagao de légicas de trés valores para o estudo de fungoes recursivas parciais, interpretando o

terceiro valor de verdade como sendo “indefinido”.
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derivados, operadores de significatividade e de nao-significatividade. Finalmente, a 16-
gica de Segerberg, que nao estudaremos em detalhe, abarca as propostas de Halldén e de
Aqvist, acrescentando o operador T de Aqvist s matrizes da negacao e da conjuncao de
Halldén. Assim, ainda que os quatro sistemas légicos foram motivados por problemas
filosoficos diferentes, todos eles interpretam o valor de verdade nao classico como sendo
sem-sentido e todos eles tém um operador linguistico de sentido ou de significatividade.

Estas abordagens as légicas do sem-sentido, que incorporam de alguma maneira
operadores de sentido, nos permitem estabelecer paralelos com a abordagem da para-
consisténcia nas LFIs. Assim como nas LFIs é possivel distinguir as sentencas cldssicas,
ou consistentes, daquelas paraconsistentes ou inconsistentes com ajuda do conectivo de
consisténcia o, nestas légicas do sem-sentido é possivel distinguir entre as sentencas
significativas e as assignificativas a partir de diferentes operadores de sentido. Neste
capitulo estudaremos as légicas trivaloradas de Bocvar, Halldén e Aqvist & luz do con-
ceito de conectivo de restauracao local por nés definido.

As trés légicas do sem-sentido que estudaremos neste capitulo sao légicas trivalo-
radas. Assim, os trés sistemas rejeitam o Principio de Bivaléncia. Como veremos a
seguir, a nao admissao do Principio de Bivaléncia é associada, nos sistemas de Bocvar

e Aqvist, a rejeicdo ao Principio do Terceiro Excluido:
VIVa (I'lF a Vv -a). (PTE)

O sistema de Halldén rejeita o Principio de Bivaléncia rejeitando a outra cara dele,

(uma versao de) o Principio de Explosdo:
Vavp (a A —alF §). (EFSQ)

Assim, nos sistemas trivalorados de Boévar e Aqvist a negacdo — é paracompleta; ver-
emos que, em termos semanticos, poderia ser o caso de nem « nem —« serem as duas
verdadeiras. No sistema de Halldén a negacao é paraconsistente; veremos que, em
termos semanticos, poderia ser o caso das sentencas a e -« terem as duas valores des-

ignados. Daqui, PE pode falhar no sistema de Halldén. Utilizaremos o conceito de

71



conectivo de restauracao local para tratar tanto a légica paraconsistente de Halldén,
quanto as duas légicas trivaloradas paracompletas de Boévar e Aqvist. Especificamente,
mostraremos a maneira de recuperar o raciocinio cldssico —consistente e completo—
no ambiente destas trés logicas do sem-sentido. Assim, neste capitulo nao apenas estu-
damos um novo exemplo de LFI, mas também esbocamos nossa proposta alternativa as
LFUs, isto é, nossa perspectiva de estudo das légicas paracompletas sob a perspectiva
das LFIs. Com essa finalidade, procuraremos, em cada um destes sistemas, conec-
tivos de sentido ou significatividade que permitam recuperar as inferéncias cldssicas
—significativas— perdidas neles. Demonstraremos, com ajuda desses conectivos, novos
Teoremas de Ajuste de Derivabilidade do tipo p-DAT. Demonstraremos, portanto, que
por meio do acréscimo de premissas com sentido é possivel recuperar em cada uma
das trés logicas do sem-sentido o poder inferencial da légica cldssica. Desse modo,
mostraremos que esses conectivos sao conectivos de restauragao local em premissas de

cada uma dessas trés légicas do sem-sentido.

7.2 A légica do sem-sentido de Bocvar

Apresentacao

Dmitri A. Bocvar propos, em [16], dois sistemas proposicionais trivalorados a par-
tir, fundamentalmente, da distingao entre dois modos de asseverar e negar: interna e
externamente. Segundo Bocvar, as declaragoes (statements) podem ser assignificati-
vas (meaningless ou nonsensical) ou significativas (meaningful) e, apenas neste tltimo
caso, as declaragoes podem ser ou verdadeiras ou falsas. Assim, cada declaracao recebe
exatamente um dos trés valores: assignificativo, verdadeiro ou falso. Para estabele-
cer a distincao entre os modos internos e externos de asseveracao e negacao, Boc¢var
sugere que seja considerado o caso de uma declaracao « assignificativa. Nesse caso, a
assercao « € verdadeira e a declaracao o € falsa serao as duas significativas e falsas.

Porém, a negacao nao-a serd, tal como «, também assignificativa. Essa distingao en-
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tre modos internos e externos é estendida as diferentes operacoes ldgicas, tais como a
conjuncao, disjun¢ao e implicagao, originando dois sistemas l6gicos proposicionais, que
Boévar denomina cdlculo interno de declaracoes ou cdlculo cldssico e cdlculo externo
ou nao-cldssico, e que nés denotaremos por Bé e Bf , Tespectivamente.?

Esses dois sistemas proposicionais constituem a base de um cédlculo de fungoes que
Bocvar constréi com o objetivo de analisar e solucionar os paradoxos légicos. Em parti-
cular, ele formaliza o conhecido paradoxo de Russell e o paradoxo de Weyl e demonstra
formalmente que os dois paradoxos constituem declaragoes —externas— sem signifi-
cado.?

A seguir, apresentaremos o sistema interno B?{. Em seguida, mostraremos como é

construido o sistema externo BY a partir daquele.

Sistema interno

Definicao 7.2.1 O conjunto de formulas F OT(EBg) do sistema BL é definido como

uma dlgebra livremente gerada por prop sobre a assinatura EBé, tal que:
I
° EOBS =0,

i 21135 = {_‘}7

2Boévar chama, de célculo cldssico o célculo interno, pois a légica proposicional classica nao consi-
dera & asser¢do um conectivo veritativo-funcional. A légica cldssica apenas tem um modo —interno—

de assercgao.

4 .

30 paradoxo de Weyl, também conhecido como paradoxo de Grelling-Nelson, é originado na
classificagdo dos adjetivos em duas classes excludentes: adjetivos autodescritivos e adjetivos nao-
autodescritivos (cf. [28]). Como exemplo de adjetivos autodescritivos, temos os termos “polissilabo”,
“legivel”, “escrito”, “traduzivel”, que sao polissilabo, legivel, escrito e traduzivel, respectivamente.
Adjetivos nao-autodescritivos sdo, por exemplo, “monossilabo”, “amédvel”, “oxitono”, pois eles nao sao
monossilabo, amavel e oxitono, respectivamente. O paradoxo é originado na pergunta: é o adjetivo
“nao-descritivo” um adjetivo nao-descritivo? Se “nao-descritivo” for nao-descritivo, entao ele seria um
adjetivo descritivo. Porém, se “nao-descritivo” for descritivo, entao ele seria nao-descritivo. Desse

modo, o termo “nao-descritivo” é descritivo se, e somente se, ele é nao-descritivo.
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I
« T ={n},
BI
o X,° = (), para cada n > 2.

Notacao 7.2.2 Denotaremos a assinatura B também como L.

Definig¢ao 7.2.3 V = {1, 3, 0} é o conjunto de valores de verdade de BL, e D = {1} ¢

o subconjunto de valores designados.

O significado dos operadores = e A é dado pelas seguintes tabelas de verdade:

1
- AN S

1
10 111 3 0
111 11 1 1
2 | 2 2 12 2 2
01 00 5 1

Julgando que uma declaragao com componentes assignificativos é, ela prépria, assig-
nificativa, Bo¢var propos tabelas de verdade para B pelas quais toda férmula complexa
tem valor assignificativo % se, e somente se, alguma das suas componentes tem valor %

Em palavras do préprio Boévar:*

2

E obvio que se o é uma declaracéo assignificativa, entdo ndao-a é
também assignificativa; é também claro que cada combinacao de
uma declaracao assignificativa v com quaisquer declaragoes 3 por
meio das operacoes e , ou _,ese__,entao

___ produzird apenas uma nova declaragég_assigniﬁcativa [16, p.
90].

1A traducdo do inglés para o portugués é nossa. It is obvious, that if A is a meaningless statement,
then not-A is also meaningless; it is also clear that each combination of a meaningless statement A
with any statement B by means of the operations “— and —7, “— or —”, and “if —, then —” will

only result in a new meaningless statement.
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Definicao 7.2.4 O significado dos conectivos internos V, — e « é dado pelas sequintes

definigoes:
1. aV B =4 ~(maA-p)
2. 00— f=gf ~Vf3
3. e B =ges (a— B)A(B— a)

Assim definidos, as tabelas para os conectivos internos V, — e < sao as seguintes:

Vil 3 0 — 11 3 0 —|1 3 0
11 51 1 (1 4 0 1 (1 4 0
1111 1111 1oL 11
2 12 2 2 2 (2 2 2 2 |12 2 2
01 2 0 0|1 £ 1 00 5 1

Proposigao 7.2.5 (Infecciosidade) Seja vg uma valorac¢io de B e a € For (£7™"). Se

vg (p) = 3, para alguma p € var (), entdo vg (o) = %

Demonstragao. Por indugao na estrutura de a.
Seja o = p. Se vg (p) = 3, entdo v (@) = 1.
Seja a« = . Se vp(p) = %, para alguma p € var («), entdo vg (p) = %, para

alguma p € var (—=f3) e, portanto, vg (p) = %, para alguma p € var (f). Por hipétese de

indugao, entao vg () = % Portanto, pela tabela de = de BE, vg (=) = vg (a) = %

Seja a = B A7y. Se vg(p) = %, para alguma p € wvar(«), entdo vg (p) = %,

para alguma p € wvar (8 A~). Portanto, vg (p) = %, para alguma p € war () ou

v (p) = %, para alguma p € var (7). Suponha, sem perda de generalidade, que vg (p) =

%, para alguma p € var (7). Por hipétese de indugao, vg (7) = i. Pela tabela de A,

v (BAY)=vg(a)=3. =
O terceiro valor % é, por assim dizer, infeccioso. Contudo, as tabelas de verdade de

- e A de B! concordam com as tabelas cldssicas bivaloradas no caso de considerarmos

apenas os valores cldssicos. Assim, se para toda valoracao de Boc¢var vg, vg () = 1,

entdo « é tautologia cléssica e, se para toda valoracao de Bo¢var vg, vg (o) = 0, entao
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« é uma contradicao cldssica. Porém, a afirmacgao inversa nao é correta: se para toda
valoracao clédssica v, vc () = 1, ndo é em geral certo que vg (o) = 1, para toda
valoracao de Bocvar vg, e se vc (o) = 0, para toda valoragao cldssica vg, ndo é em

geral certo que vg (o) = 0 para toda valoracao de Bocvar vg. De fato, como o valor

1

nao designado 5 ¢ infeccioso, entao o sistema trivalorado interno de Bocvar nao tem

férmulas tautoldgicas

Proposicao 7.2.6 (cf. [16, p. 94s]). Nenhuma férmula interna é valida no cdlculo de

declaragoes BL.
Em particular, PTE nao ¢ vilido em BZ.

Proposigao 7.2.7 Seja =g a relagio de consequéncia semdntica de BL. Para toda
a € For(X™),

Fgr aV -a.

Demonstragao. Considere uma valoracao vg de Boévar tal que vg(a) = % [ ]
Por conseguinte, B é um sistema paracompleto.
Além de todas as tautologias cldssicas serem invélidas em BZ, outra perda impor-

tante no sistema interno é o metateorema da deducao.

Proposigao 7.2.8 (MTD) Seja =p: a relagio de consequéncia semdntica de BL. Nao

é em geral vdlido que
se U a gt 3, entio T =g a — f3.

Demonstracao. Considere, em particular, o caso em que I' = (). Suponha « =gr 5 e
considere, em particular, o caso em que vg(a) = % Logo, vg(a — ) = %, para todo
5. Daqui, %Bg a— 5. n

Como demonstraremos a seguir, no Lema 7.2.17, além das tautologias cldssicas serem
todas invédlidas em BZ, certas inferéncias do célculo proposicional cldssico resultam

também invdlidas neste sistema trivalorado.
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Exemplo 7.2.9 As sequintes inferéncias cldssicas sio invdlidas em BL:

pl-pVay,

pl-q—p,

plk(¢—q) —p,

p—ql-(g—r)—(p—r).

Contudo, como mostraremos a seguir, Bo¢var demonstra que o sistema interno B
contém uma parte idéntica, moédulo notagao, ao cdlculo proposicional cldssico. Tal
fragmento ¢ obtido por um processo de transformagao das férmulas de BL em férmulas

do sistema externo BY.

Sistema externo

O sistema externo BY &, tal como B, um sistema trivalorado, cujo terceiro valor &
interpretado como assignificativo. Ele é resultado da ampliacao do sistema interno pelo
acréscimo de um conectivo de assercao externa A e de um conectivo de negacdo externa

~. Por meio deles sdo definidos novos conectivos externos em BE.

Definigao 7.2.10 O conjunto de férmulas FOT(EB3E) do sistema BE ¢é definido como

uma dlgebra livremente gerada por prop sobre a assinatura EBSE, tal que:
E I
° 2?3 :Z??’,paraizoouizz
E I
o I =% U {4, ~).

A diferenga entre BL e B reside, apenas, no conjunto de conectivos, dado que o

conjunto de valores de verdade e o conjunto de valores designados permanece o mesmo.
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O significado dos novos conectivos externos sao dados pelas tabelas:

0
0
1

A
1
0
0

O - >—“
O = >—k‘

A« deve ser lida como « é verdadeira e ~ « deve ser lida como « € falsa.

Definicao 7.2.11 A partir do conectivo A e da negagio externa ~ 0s sequintes conec-

tivos externos sao definidos:

1. o A B =qes A A AB
2. aY B =4 AaV AB

3. a D B =4 Aa — AB

4 aS =4 (@aDB)AN(BDa)
5. 0= B =4s (@S BABSa)
6. | & =4er — (AaV ~ a)

7. ~« =def Ao

A férmula | o expressa « é assignificativa e —~ « expressa « nao é verdadeira.

As tabelas dos conectivos externos sempre tém apenas os valores clédssicos 1 ou 0
como resultado. O conectivo A torna indistinguiveis os dois valores nao designados 0 e
%, atribuindo-lhes o valor nao designado 0. Assim, mediante o acréscimo do conectivo
A, se torna possivel definir em B conectivos bivalorados que satisfagam todas as

inferéncias classicas.

Definigao 7.2.12 Sejat : For (X7V"7) — For (X7"*°2) uma fung¢ao que transforma

as formulas da linguagem de BL na linguagem definida de BY da sequinte maneira:
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1. t(a) = a, se a € prop,
2. t(~a) = ~ t(a),

3. t(aVp)=t(a)Yt(B)
4. t(aAf) =t(a) AT(D),
5. t(a— B) =t(a) Dt(B).

A partir desses conectivos é possivel recuperar em BY as inferéncias vélidas e as
tautologias de LC. Com efeito, as tautologias cldssicas, invédlidas em BZ, resultam

vélidas em BY, quando transformadas pela fungao t.
Exemplo 7.2.13 O segquinte vale em BEY (cf. [16, p. 96]):
1. #ge p— (pVq). Porém, =ge p D (p Y q),
2. p¥_, (¢ —p). Porém, p =_, (¢ D p),
3 3

3. Fpe pV —p. Porém, ):B?J:; pY — p.

Conectivo de restauragao e DAT para BY

Nossa proposta ¢é diferente da de Boc¢var: nao pretendemos transformar as férmulas de
B! em férmulas de LC, mas propomos recuperar o raciocinio cldssico dentro de BY a
partir de um conectivo de restauracao local. Propomos expressar a efetiva recuperacao
desse raciocinio por meio de um Teorema de Ajuste de Derivabilidade andlogo aos das
LFIs. Assim, procuraremos restaurar as inferéncias cldssicas no ambiente do sem-
sentido acrescentando premissas de restauracao.

Visando obter um DAT entre LC em BY definimos, em primeiro lugar, um conectivo

de sentido ou de significatividade ) em B da seguinte maneira:

Oa =gy AaV ~ a.
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Logo, a tabela para o novo conectivo definido (S é:

HOH‘@

O NI H‘

Dai, ®«a pode-se interpretar como « tem sentido ou « é significativa. A nossa
proposta de recuperagao das inferéncias cldssicas perdidas em BY consistird em acres-
centar premissas restauradoras de sentido em um ambiente de raciocinio com premissas
possivelmente sem sentido.

E interessante destacar que o nosso conectivo de restauracio @ é propagado na

assinatura X "V~® e retropropagado na assinatura ¥V 7.
Proposigao 7.2.14 ((Retro)Propagacio) Em BY temos o sequinte:
1. @ gy @@ mas @®a ¥pp ®a
2. @a Fgp ©(na) e ©(ma) Fgp ©a
3. ®a,®F Fgp ®aAp) e @A f) Fgr O®aNOF
4 ©, 08 Fgp ©(aV ) e ®(aV ) Fgr O®aAGP
9. ®,®F Fgp ®la — ) e®(a = f) Fgr ®a NGB

Demonstragao. Demonstraremos apenas os itens 1 e 2.

Para 1. Como vg (®a) = 1, se vg (a) € {1,0} e vg (Ba) = 0, se vg (@) = 3, entao
vB (®®a) = 1 para toda valoragao vg. Porém, vg (®) = 0, quando vg (o) = 1.

Para 2. Seja vg uma valoragao de Boc¢var. Logo, vg (®a) = 1 sse vg («) € {1,0}
sse v (ma) € {1,0} sse vg (O (—)) =1. m

A seguir, demonstraremos que () é um conectivo de restauracao local de LC em

B, obtendo um DAT apropriado. Como ¢ simples de observar, as assinaturas dos
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sistemas LC e BY sao diferentes. O conectivo 8 de sentido ou significatividade de
BZ nao pertence a assinatura de LC e, como notamos, o sistema B ¢ um fragmento
dedutivo préprio de LC, se restringirmos a assinatura de B a assinatura de LC. Assim,

proporemos um DAT externo para recuperar as inferéncias de LC em BY.

Lema 7.2.15 Seja vg uma valoragio de BY. Para qualquer a € For(3™), vg(a) = 3

sse existe alguma varidvel p; € var(a), tal que vg(p;) = %

Demonstracao. Por indugao na estrutura de o € For(X™).
= Caso base, a = p;. Seja vg uma valoragao de Bocvar tal que vg (p;) = % Logo,
v (a) =vg (i) = 3.

Seja o« = —f. Se vg (a) = vg (=) = 3, entdo pela tabela BY de =, vg (8) =

N[—= N

Logo, por hipétese de indugao, existe alguma varidvel p; € var (5) tal que vg(p;) =
Logo, existe alguma varidvel p; € var (—f) = var (@) tal que vg(p;) = 3.

Seja a = B A~. Se vg (a) = vg (B A7) = 3, entdo pela tabela BY de A, vg (8) = 3
ou vg (y) = % Sem perda de generalidade, considere-se o caso em que vg () = %
Entao, por hipétese de inducdo, temos que existe alguma varidvel p; € var (5) tal que

vB(p;) = 5. Logo, existe alguma varidvel p; € var (3 A7) = var (a) tal que vg(p;) = 3.

<= Similar a demonstragao da Proposi¢ao 7.2.5. =

Lema 7.2.16 Seja A # 0 um conjunto de varidveis proposicionais. Seja v uma
valoracio de BE tal que vg(p) € {1,0}, para toda varidvel p € A. Seja vec uma
valoragdo classica tal que ve(p) = v(p), para toda varidvel p € A. Entdo vg(a) =

ve(a), para toda o € For(X™) tal que var(a) C A.

Demonstragao. Por indugao na estrutura de o € For(X™).

Observe que, pelo Lema 7.2.15, vg () € {1,0}, se vg(p) € {1,0}, para toda varigvel
p € var (a).

Caso base: a = p;. vg(«a) = v(pi) = ve(p;) = ve(a), por hipétese.

Seja o = —f. Entao, vg(a) = vg(—f) € {1,0}. Sevg(—f) = 1, entdo vg () = 0 e se
ve(—f) = 0, entao vg () = 1. Por hipétese de indugdo, se vg(S) = 0, entdo vc(f) =0
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e se vg(f) = l,entdo ve(f) = 1. Logo, ve(—=f) = 1 se vg(—=f) = 1 e ve(—5) = 0 se
vB(=p) = 0.

Seja a = B A . Entao, vg(a) = vg(B8 A7) € {1,0}. Se vg(8 A7) = 1, entao
vg(8) = 1 e vg(y) = 1. Por hipétese de indugao, temos que ve(5) = ve(y) = 1, e
portanto, va(5 A y) = 1. Se vg(S A vy) = 0, entdo vg () = 0 ou vg(y) = 0. Sem perda
de generalidade, considere o caso em que vg(f) = 0. Por hipétese de inducao, temos

entdo que ve(f8) = 0. Logo, vc(BAY) =0. m

Lema 7.2.17 (cf. [16, p. 95]) SejaT'U{a} C For(X™") tal que T [Frc o SeT Fge a,

entao var(a) & var(T).

Demonstragao. Assuma I' ¥gr a. Suponha, por absurdo, que var(a) C var(T).
Entao, para toda varidvel p;, se p; € var(«a), entdo p; € var(vy) para alguma v € I

Pela assuncdo, existe uma valoracao vg, tal que vg(I') C {1} e vg(a) € {0, 3}.

Se vg(a) = 0, entdo considerando que vg (I') C {1}, pelo Lema 7.2.15 temos que
v (p;) € {1,0}, para toda p; € var (I'). Entao pelo Lema 7.2.16 terfamos que vc(a) =
0, para uma vc tal que ve (p;) = vB (pi), isto é, vg (I') C {1}. Porém, como I' ¢ «,
entao apenas se deve analisar o caso em que vg(a) = 3.

Mas se vg(a) = %, pelo Lema 7.2.15, entdo existe uma varidvel p; € var(a) tal
que vg(p;) = 3. Pela hipétese do absurdo —var(«) C var(I')— entdo existe y € T

tal que vg(y) = 3. Daqui, vg (I') & {1} para tal valoracdo vg. Absurdo. Entao,

var(a) G var(T). =

Observagao 7.2.18 A reciproca nao é vdlida em BEY, isto é, ndo é o caso que se
var(a) & var(l), entdo I' Fge a. Como exemplo, note que a inferéncia cldssica

p,—p Ik q é vilida em B?j?.

Proposigao 7.2.19 (cf. [66], [48]) Seja T U{a} C For(X™") um conjunto de férmulas
tal que I' Fpc a. Se I' é classicamente insatisfativel ou var(a) C var(l'), entdo

F lZBSE .
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Demonstragao. Por contraposicdo do Lema 7.2.17, temos que se var(«) C var(T),
entao I' ):Bf a, pois I' e .

Suponha que I' é insatisfativel em LC. Entao, nao existe valoragao cldssica v tal
que vc (y;) = 1, para toda «y, € T, isto é, para cada -, € I' existe uma valoracao cldssica
ve tal que ve (y;) = 0.

Suponha, por absurdo, que I' F‘Bgs a. Logo, existe uma valoracao de Bocvar vg
tal que vg (I') C {1} e vg(a) # 1. Considere uma valoragdo classica vg tal que
ve (pi) = ve (pi), para toda varidvel p; tal que p; € var (I'). Entdo, pelo Lema 7.2.16
temos que ve (I') C {1}, o que contradiz a hip6tese de que I' é cldssicamente insatis-

fativel. m

Teorema 7.2.20 Seja I'U {a} C For(X™). Seja var(a) — var(T) = {p1,...,pn} 0

conjunto das formulas atomicas que ocorrem em a mas que nao ocorrem em .

I Erc a sse ©p1,--.,Opn, T |:B§ a. (DAT - BY)

Em particular, se T' =0, entao var(a) — var(I') = var(«). Logo,
FLc a sse ©pi, ..., Op. Fpr .

Demonstragao. = Assuma I' =1,c « e considere uma valoragdo vg de Bocvar tal
que vg(®p1) = ... = vB(®Opn) = vB(y;) = 1, para toda v, € I'. Pelo Lema 7.2.15
temos que se vg(y;) = 1, para toda v, € I', entdo, para toda varidvel p; € var(l'),
vs(p;) € {1,0}. Como vg(®p1),...,vB(Op,) = 1, entao pela tabela de ©), temos
que vg(p1),...,vB(py) € {1,0}. Como assumimos I' =rc «, se var (a) C var (I')
entao, pela Proposicao 7.2.19, temos que I' ):B3E a. Pela propriedade de monotoni-
cidade, obtemos ®p1,...,Op,, I’ ):B.f a. Se var(a) C {p1,...,pn} Uwar(l), en-
tao, pelo Lema 7.2.15, temos que vg (o) € {1,0}. Considere uma valoragao classica
ve tal que ve (p;) = v (p;), para toda varidvel p; € {p1,...,pn} Uvar (I'). Como
para toda varidvel p; € var(I'), vg(p;) € {1,0} e vg(I') C {1}, entdo, pelo Lema

7.2.16 temos que vg(I') = vc(I') C {1}. Daqui, pela assuncao inicial, vc (a) = 1.
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Se vg (a) = 0, entdo pelo Lema 7.2.16, temos que vc () = 0. Absurdo. Portanto,
v () = 1. Logo, vg(a) =1, se vg(®p1) = 1,...,v8(Opn) =1 e vg(I') C {1}. Entao
Op1;- -, Opn, I’ ):B;E .

<= Assuma @Qpy,...,Opn,, I’ }ZB?'? a. Suponha que existe uma valoragao ve(I') C {1}.
Estenda-se essa valoragao cléssica tal que ve(py), ..., ve(pn) € {1,0}. E considere uma
valoracao de Boc¢var tal que vg (p;) = ve (pi), parai = 1,...,netal que vg (p;) = vc (p;)
para p; € var (I'). Assim, temos uma valoragao vg tal que vg(®p1) =1,...,v(Op,) =1
e, pelo Lema 7.2.16, temos vg(I') C {1}. Entao, pelo assumido inicialmente, vg(a) = 1.
Como var(a) C {p1,...,pn} Uvar (I') e consideramos uma valoragao de Bo¢var vg tal
que vg ({p1,...,pn} Uvar (I')) C {1,0}, entdo pelo Lema 7.2.16, vg(a) = vc(a) = 1.

Assim, se vg(I') C {1}, entdo vc(a) = 1. Portanto, I' Frc . =
Exemplo 7.2.21 Em BY wvalem as sequintes inferéncias (restauradas)

1. ©plkpV —p,
2. ®¢,plFpVaq,

3. ®r,p—ql-(g—r1r)—=(p—r).

7.3 A l6gica do sem-sentido de Halldén

Apresentacao

A livro de Soren Halldén A Logic of Nonsense visa analisar certos problemas vinculados
ao conceito de significatividade (meaningfulness). A significatividade é, na perspectiva
de Halldén, a propriedade que uma proposicao tem de ser verdadeira ou falsa. As
proposicoes podem ser significativas ou assignificativas e, quando significativas, elas

podem ser verdadeiras ou falsas.” Esta proposicdo ¢é falsa ¢ um exemplo de proposicao

[ L . . - . o~ . . .
°Pelo contrédrio, na perspectiva de Bocvar, as proposi¢des apenas podem ser significativas. Se-
gundo Bocvar, as proposi¢oes formam uma subclasse das declaragoes. As declaragoes podem ser tanto

significativas quanto assignificativas; as proposi¢oes sao aquelas declaracoes que sao significativas.
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que nao pode ser nem verdadeira nem falsa e que é, portanto, assignificativa.

Halldén propoe a construcao de um sistema formal para tratar com proposicoes
(as)significativas tomando como base o sistema axiomadtico da l6gica proposicional clds-
sica e certas intuigoes l6gicas a respeito das proposicoes (as)significativas. O sistema
proposto é, segundo o préprio Halldén, prematuro, pois poucas proposicoes relativas
ao conceito de significatividade sao intuitivamente evidentes e, portanto, o processo de
construcao do sistema formal é uma sucessiva reconstrugao e requer uma continua re-
visao dos principios significativos estabelecidos. Contudo, o objetivo final de Halldén é
a construcao de um sistema formal que admita o raciocinio com proposicoes sem-sentido
ou assignificativas.

O tratamento das condigoes de significatividade e a introdugao do conceito de
(as)significatividade no sistema formal permitem a convergéncia de temas filoséficos
e l6gicos no d&mbito do sem-sentido: os paradoxos e o problema da vaguidade.

Tal como na légica de Boc¢var, a linguagem da légica de Halldén contém um conectivo
unério de significatividade e um conectivo de assignificatividade. Além da assignifica-
tividade ser um valor de verdade das proposicoes, tal como a falsidade e a verdade,
a (as)significatividade ¢ um conectivo undrio, tal como a negagdo. A introdugao do
conceito de significatividade na linguagem objeto permite afirmar que as proposigoes
paradoxais sao assignificativas. A 16gica de Halldén, tal como a légica de Boé¢var, nao
bloqueia a derivagao das proposicoes paradoxais; nesses sistemas formais, os paradoxos
podem ser deduzidos como teoremas do sistema. Contudo, tanto no sistema de Halldén
quanto no sistema de Bo¢var, as proposicoes paradoxais sao proposicoes assignificativas.

Halldén analisa as proposicoes vinculadas a vaguidade e as inferéncias conhecidas
como paradoxos de sorites em termos do conceito de assignificatividade ou sem-sentido.

Como exemplo de paradoxo de sorites, considere a seguinte inferéncia (cf. [7]):

Uma pessoa de um dia de idade nao ¢ um adulto (caso base).
Para todo n, se uma pessoa de n dias nao ¢ adulto, entdo uma pessoa de n + 1 dias nao é

adulto.
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Por conseguinte, uma pessoa de 21.915 dias (60 anos) de idade nao é adulto.

Uma situacao andloga se apresenta com a propriedade de ser careca e com vdrias
outras propriedades. Considere uma linguagem na qual possa-se distinguir entre ex-
pressoes para referir a individuos e expressoes para falar de propriedades. Determinar
se um certo individuo a tem a propriedade C' de ser careca nao é —intuitivamente—
uma tarefa simples, pois o conjunto que é referéncia da propriedade C' tem limites difu-
sos. Ser careca e ser adulto sao exemplos de predicados vagos, predicados que referem
a conjuntos cujos limites nao estao bem definidos. A vaguidade é usualmente definida
em termos de casos limite: um predicado é vago se admite casos limite. Os objetos
limites sao objetos dos quais nao é possivel determinar de modo univoco se uma pro-
priedade pode ser predicada dela ou nao, ou seja, se os objetos pertencem ou nao aos
conjuntos que sao referéncia das propriedades. Como consequéncia da predicagao de
propriedades vagas a individuos, o valor de verdade de uma sentenca pode resultar
indeterminado. Para determinar o valor de verdade de uma proposicao como Ca, que
expressa a € careca, deveriamos poder determinar se o individuo que é referéncia do
nome a pertence ou nao a esse conjunto das entidades carecas.

Halldén nao considera verdadeira uma proposi¢ao como O homem com cem fios de
cabelo é careca nem a sua negacao O homem com cem fios de cabelo nao é careca;
porém, tampouco as considera falsas. As duas proposigoes recebem um terceiro valor
de verdade; as duas sao assignificativas. Assim, além dos valores verdadeiro e falso,
Halldén introduz a assignificatividade como um terceiro valor de verdade para atribuir
as proposigoes que predicam conceitos vagos de objetos limite. Em [66] estd indicado
que a obra de Halldén é um dos primeiros trabalhos que analisam o problema filoséfico
da vaguidade em termos de l6gicas multivaloradas.

Em geral, a indeterminagao gerada pela vaguidade costuma ser modelada em termos
de sobredeterminacao ou de subdeterminacao da verdade. Na perspectiva da sobrede-

terminacao, se a é um caso limite de, por exemplo, brancura, os enunciados a é branco
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e a nao é branco sao ambos verdadeiros. Na perspectiva da sobredeterminacao, uma
sentenca e a sua negacao tém ambas o mesmo valor de verdade. A sobredeterminacao
origina excesso de valores de verdade (gluts); a subdeterminagao origina vazio ou lacu-
nas de valores (gaps). Como Halldén considera assignificativas certas sentengas e suas
negagoes, entao a sua obra ¢ situada na perspectiva da sobredeterminagao.

Pelo fato de aceitar que pares de proposicoes «a e nao-a tenham ambas as duas o valor
de verdade sem-sentido e por considerar designado esse terceiro valor, podemos colocar
a obra de Halldén na linha da légica paraconsistente. Embora aceitando contradigoes
“designadas”, a légica de Halldén nao aceita a trivialidade, pois rejeita que todas as
sentencas sejam verdadeiras. Como veremos logo, a légica do sem-sentido de Halldén
rejeita o Principio de Explosao. Em [33] e em [7] a obra de Halldén ¢ considerada uma
das primeiras 16gicas paraconsistente da vaguidade.® Como veremos a seguir, a légica
de Halldén é uma das primeiras LFIs propostas na literatura.

A obra de Halldén tem sido estudada, assim, desde no minimo quatro perspecti-
vas: como logica multivalorada, como légica do sem-sentido, como légica da vaguidade
e como légica paraconsistente. No6s concentraremos nosso estudo dela nos aspectos

trivalorado, paraconsistente e sem-sentido.

Sistema formal Hj

Nesta secao apresentaremos a linguagem e as tabelas para os conectivos do sistema de
l6gica trivalorada de Halldén H3. Logo, vincularemos LC e H3 por meio de um DAT e
mostraremos que o conectivo de significatividade é um conectivo de restauracao local.
Mostraremos, também, que Hjs satisfaz as defini¢oes 3.1.6 e 3.1.7: mostraremos que o
conectivo de significatividade ¢ um conectivo de consisténcia e que a légica trivalorada

paraconsistente do sem-sentido de Halldén é uma LFI.

Definigao 7.3.1 O conjunto de férmulas For(XH) do sistema Hy é definido como

uma dlgebra livremente gerada por prop sobre a assinatura X3, tal que:

6 Junto a obra de Halldén é situado o trabalho de Jaskowski [34].
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S =0,

E{_I?) = {_|7 #}7

2?3 - {/\}7

YHs — (), para cada n > 2.

Notacao 7.3.2 As vezes escreveremos L% no lugar de XHs e X" denotard o con-

junto de formulas geradas sobre X7 — {#}.

Definicao 7.3.3 V = {1, %, 0} ¢ o conjunto de valores de verdade de H;, e D = {1,%

é o conjunto de valores designados.

O significado dos operadores —, A e # é dado pelas seguintes tabelas de verdade:

1
T AL s 0 |
110 11 1o 1)1
1 |1 1 |1 1 1 1
3|3 313 3 3 710
01 0/0 2 0 01

Como apontamos a partir do exemplo O homem com cem fios de cabelo é careca,
Halldén propoe que a negacao de uma proposicao assignificativa é, ela mesma, assig-
nificativa. Pelo contririo, a negacao de uma proposi¢ao com sentido, seja verdadeira
ou falsa, € uma proposi¢ao com sentido, falsa ou verdadeira, respectivamente. Como se
observa nas tabelas de verdade de — e A —idénticas as de Bo¢var— uma proposigao,
composta com apenas esses conectivos, serd verdadeira ou falsa no sistema trivalorado
de Halldén somente se as suas componentes todas forem verdadeiras ou falsas. Na
l6gica de Halldén, uma proposicao complexa é significativa apenas no caso que as suas
componentes forem todas significativas; se, pelo contrario, uma proposicao tiver alguma
componente com valor assignificativo, a proposicao complexa formada a partir dela serd
também assignificativa. O valor % é, tal como em BY infeccioso na assinatura ¥

E, tal como em BY, no caso de considerarmos apenas os valores cldssicos, as tabelas
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para esses conectivos de Hj coincidem com as correspondentes tabelas cléssicas. Essa
estratégia de construcao das tabelas dos conectivos é modificada no caso do operador
#, pois # atribui um valor de verdade clédssico ao valor de verdade nao clédssico, blo-
queando desta maneira a atribuicao do valor infeccioso nao cldssico. #« é interpretada
como « tem sentido ou « é significativa. O conectivo # é considerado um conectivo

linguistico de significatividade.

Lema 7.3.4 Seja vg wma valoragdo de Hy. Para qualquer oo € For (57™"), vy (o) = 3

sse eziste alguma varidvel p; € var(a), tal que vy (p;) = 1.

Demonstragao. Similar & demonstragao do Lema 7.2.15. =
Halldén define —da maneira usual— os conectivos V, — e <, de modo que as tabelas

desses conectivos coincidem com as tabelas propostas por Bo¢var para os conectivos de

7
B..

Lema 7.3.5 Seja vg uma valoragao de Hy tal que v (py), ..., va(p,) € {1,0}. Seja ve
uma valoragao cldssica tal que ve(p;) = va(p;) parai =1,...,n. Entio vg(a) = ve(a),

para toda o € For(X™") tal que var(a) C {p1,...,pn}.
Demonstragao. Similar & demonstragao do Lema 7.2.16. =

Halldén define, também, um conectivo fj de assignificatividade:

1. hOz =def —\#Oé.

Como observamos na Introducao deste capitulo, o sistema proposto por Halldén tem

surpreendentes semelhangas com o sistema trivalorado de Boc¢var. Nos dois sistemas

trivalorados o terceiro valor, %, é interpretado como sem-sentido e nos dois sistemas ele é
um valor infeccioso. Além disso, as tabelas dos conectivos primitivos — e A sao idénticas
em Hz e BY. Por outro lado, embora o sistema B nao contenha um conectivo primitivo

de significagao, o conectivo # de Halldén coincide com o conectivo de restauracao )

"Vide definicio 7.2.4.
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por nés definido em B¥; portanto, um conectivo de assignificatividade, com a mesma
tabela que f, também pode ser definido em BY. Contudo, a afirmagao reciproca nao
é verdadeira: o conectivo primitivo de assercao A de Boc¢var nao pode ser definido no

sistema de Halldén.

Definicao 7.3.6 Sejam vy, e vy, valoragoes de L, e de Ly, respectivamente. Dizemos
que um conectivo e € X2 ¢ defintvel em Ly sse existe uma formula o (p) € For (Z?l)

que depende apenas da varidvel p e tal que para toda valoragdo vy, , v, (a (p)) = v, (dp).

Lema 7.3.7 Seja a(p) € For (ZﬁA#) tal que para toda wvalorag¢ao vy de Halldén,
vi (o) € {1,0}. Sejam vy e v valoragoes de Halldén tais que viy (p) = 1 e v (p) = 0.

Entao, vz () = v¥ ().

Demonstracgao. Por inducao na estrutura de a.

Observe que, dado que vy (a) # %, para toda vy, entao # deve ocorrer em a.

Seja a = #p. Entao o resultado vale, pela tabela de #.

Seja @ = #p3. Entao, dado que vy (8) € {1,0}, para i = 1,2, temos que
v (@) = v¥ () = 1, pela tabela de #.

Seja v = =f3. Entao vy (6) € {1,0}, para toda vg. Logo, pela hipétese de indugao,
vir (8) = vi (8). Portanto, vy (o) = —wgy (8) = —vgy (B) = vfy ().

Seja a = S Av. Entao vy (6) € {1,0} e vg (y) € {1,0}, para toda vg. Logo, por

hipétese de inducao, viy (B) = v (8) e vz (v) = v¥; (7). Logo, viy (o) = v} (o). m

E—\AA

Teorema 7.3.8 Considere X% como assinatura de Hs e considere como assi-

natura de BY. Sejam vg e vy valoragoes de BY e de Hs, respectivamente. O conectivo

A € 385 ngo é defintvel em H.

Demonstragao. Seja o (p) € For (S™#) uma férmula da linguagem de Halldén que

depende apenas da varidavel p. Suponha que « (p) define a tabela do operador A da
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logica de Bocvar:

O = »—*‘

Logo, vy (a) € {1,0} para toda valoracao vg de Halldén. Mas entao, vy (o) = vi (),
se vz (p) = 1 e v (p) = 0, pelo Lema 7.3.7. Isto contraria o fato de « (p) representar o
operador A. Portanto, ndo existe férmula « (p) € For (EH) que represente o conectivo
A da légica de Bocvar. =

Como os conectivos da légica de Halldén podem ser definidos na légica de Boc¢var
mas o conectivo A da logica de Bo¢var nao pode ser definido por meio dos conectivos
da 16gica de Halldén, temos que o poder expressivo de B é estritamente maior do que
o poder expressivo de Hs.

Além de terem assinaturas diferentes, os dois sistemas se diferenciam fundamental-
mente na escolha dos valores designados. Como consequéncia da designagao dos valores
le % na légica de Halldén, os conjuntos de férmulas tautoldgicas e de inferéncias validas
em Hj3 sdo diferentes aos conjuntos correspondentes de BY. De fato, j& mostramos que
BZ nao contém tautologias. Como mostraremos a seguir, o conjunto das tautologias de
Hj, na linguagem de LC, coincide com o conjunto das tautologias cldssicas. Porém, o
conjunto das inferéncias vilidas em LC é maior do que o conjunto correspondente em

Hj, na linguagem de LC. Em particular, em Hj3 o principio cldssico PE nao é vélido.

Proposigao 7.3.9 Para alguma o, 3 € For(X™"):

a, - fEu .
Demonstragao. Considere uma valora¢ao vy de Halldén tal que vy (p) = £ e va(q) = 0.
Como vg(p) = 3, entdo vg(-p) =1. =

Assim, PE falha em Hj e, por conseguinte, Hs é um sistema paraconsistente com

relacao a negacao —.
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Sendo o conjunto das inferéncias validas em Hs menor que o conjunto das inferéncias
clédssicas e sendo que as duas logicas coincidem com relagao ao conjunto das tautologias
(na linguagem classica), temos que em Hj a regra de modus ponens nao é em geral

vilida.

Proposigao 7.3.10 (modus ponens) Seja =u a relagao de consequéncia semadntica de

H;. SejaT'U{a, B} C For(XHs). Em Hs nao é vdlido, em geral, o sequinte:
se ' Fg a — (B, entao I', o =g f.

Demonstragao. Considere, em particular, o caso em que I' = ), vg(p) = = e

3
vi (¢) = 0. Assim, ((p A ¢) — ¢q) é uma tautologia de Hz. Mas p A ¢Fg q. m
Coroldrio 7.3.11 (cf. [30, p. 45]) Sejam «,3 € For(XHs). Em Hz ndo é em geral
vdlido que:

se Fua— [ e Fua, entio =g (.

Assim, temos

€ {1,3}, para

Demonstragao. Considere uma valoracao vy de Hj tal que vy (p) = 1.

que vg ((pV —p) — #p) € {1, %}, para toda valoracao vg e vy (p V —p)

toda valoragao vg. Porém, vy (#p) = 0, para uma valoracdo vg. m
Halldén propoe uma versao restringida da regra de inferéncia modus ponens. Para

isso, ele define, em primeiro lugar, os conceitos de férmula aberta e férmula coberta.

Definicao 7.3.12 « é coberta em 3 se a ocorre em [3 e toda ocorréncia de o em 3

ocorre em uma expressao .

Definigao 7.3.13 Uma férmula o é aberta em uma férmula B se o ocorre em [ e «

nao é coberta em (3.

Exemplo 7.3.14 (cf. [30, p. 46]) A varidvel p é coberta em #p. A varidvel p é aberta
nas formulas pV —p e (p vV —p) — #p.

8Em [30, p. 46]: P is covered in Q, if and only if, P occurs in Q and every occurrence of P in Q

occurs in an expression #R. P is open in Q, if and only if, P occurs in @ and is not covered in Q.
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Definigao 7.3.15 (modus ponens restringido) (cf. [30, p. 48]) Sejam «, 3 € ForHs
tais que menhuma varidvel p que é aberta em « é coberta em [ e var (a) C var (B).

Entao:

se Fnae Fga— B, entio =u S

Proposicao 7.3.16 (MTD) Seja =u a relagio de consequéncia semantica de Hs. En-
tao:

se'a |Eu B, entio T =g a — f.

Demonstragao. Suponha I',a =g . Considere, por absurdo, que existe uma valo-
ragao vy de Hj tal que vy (I') C {1,% e tal que vg (@« — ) = 0. Entao, segundo
a tabela de —, vg (@) = 1 e vg (B) = 0. Portanto, existe uma valoracao vy tal que
vg (T'U{a}) C {1 l}. Daqui e pela hipétese, vy (8) C {1,%}. Absurdo. Logo, se
vy (T) {1,2} entdo vy (@ — ) € {1 } [ |

Como notamos, embora sejam vélidas em Hj todas as tautologias cldssicas, certas

inferéncias clédssicas falham neste sistema trivalorado.
Exemplo 7.3.17 Em Hj temos o sequinte:

L pVag,~pFuaq,

2. p—q,7q P P,

3. (p—=aN(g—=r)Fu(p—r)

Para 1, considere uma valoragao vy de Halldén tal que vy (p) = ; e vu (¢) = 0. Para

2, considere uma valoracao vy tal que vy (p) = 1 e vu (¢) = 3. Finalmente, para 3
considere vy (p) =1, v (¢) = 5 e vu (r) = 0.

A seguir, mostraremos a maneira como as inferéncias vilidas em LC perdidas em
H; podem ser recuperadas, no contexto de nossa proposta, com ajuda do conectivo #.
Em particular, a seguir mostraremos que H3 é uma LFI com relacao a negagao —. Para

isso, e como ja mostramos que PE nao vale em Hj, seguindo a Definicao 3.1.7, temos

que demonstrar que PGE vale em Hs.
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Proposicao 7.3.18 Em Hj temos o sequinte:
1. #a,a,~a =y B, para toda a, 3 € For (XH3),
2. #a,a ¥y f, para algumas a, 8 € For (3H3),
3. #a,~a ¥y J, para algumas a, 8 € For ($H3).

Demonstragao. Para 1. Suponha por absurdo, que existe uma valoracao vg de Hjs
tal que vy (#a) = va (a) = va ( € {1,1} evu (8) = 0. Como vy (#a) # 3, entdo
vh (#a) = 1 e, portanto, vy () € {1, 0}. Como vy (a) = 1sse vy (—a) = 0, entao nao
existe uma valoracao vy de Hj tal que vy (#a) = vh (o) = vg ( € {1,3}. Assim,
vale o resultado.

Para 2. Considere uma valoracao vg de Hj tal que vy (p) =1 e v (¢) = 0. Assim,
va (p) = vu (#p) =1 e vn(q) = 0.

Para 3. Considere uma valoragao vg de Hj tal que vy (p) = va (¢) = 0. Assim,

va (#p) =va(-p)=1leva(q)=0. =

Conectivo de restauracao e DAT para Hj;

O conectivo # de Hj tem capacidade de se propagar das férmulas simples as férmu-
las complexas na assinatura ¥ 7\#. Porém, o conectivo é retropropagado apenas na

assinatura 7.

Proposicao 7.3.19 Em Hj; vale o sequinte:

~

#a | ##a mas #a Fu #a,

o

#a ):H s (ﬁ@) e # (ﬁOé) ):H #a,

co

#a, #6 Fu # (@ AB) e # (a AP) Fn #a N #D5,

R

#aa#ﬁ ):H #(O&\/ﬁ) e#(a\/ﬁ) ):H #Oé/\#ﬁ;

&

#a,#0 Fu # (a — B) e # (o — B) Fu #a N#05,
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6. #a,#6 Fu # (o = B) e # (o < B) Fu #a N#3.7°

Demonstragao. Demonstraremos apenas os itens 2 e 3.

Para 2. Seja vg uma valoragao de Hj tal que vy (#«) € D. Entao, pela tabela de
#, vg (#a) = 1. Daqui, vg () € {1,0}. Pela tabela de =, vg () € {1,0} e, portanto,
pela tabela de #, vy (#—a) = 1. Logo, vy (#-«a) € D.

Para 3. Seja vg uma valoragao de Hj tal que vy (#a A #3) € {1, %} Entao,
pela tabela de A, vy (#a) = vy (#6) = 1 ou vy (#a) = 3 ou vy (#5) = 1. Porém,
va (#7) # %, para qualquer v € For(XHs). Logo, vy (#a) = v (#6) = 1 e, entdo
vg (o) = v (B) € {1,0}. Daqui, pela tabela de A, vg (o A 5) € {1,0}. Portanto, pela
tabela de #, vy (# (o A B)) = 1. A reciproca é demonstrada de modo andlogo. =

Para justificar a intuicao que apoia a aceitacao da Proposi¢ao 7.3.19, Halldén es-
tabelece um paralelo entre essas inferéncias e a definicao recursiva de férmula bem
formada, pela qual se prescreve, por exemplo, que a A 8 é uma férmula bem formada
(fbf), se tanto o quanto § sdo férmulas bem formadas e que =« é uma fbf, se o é
uma fbf. Segundo Halldén, a significatividade dos componentes de uma férmula é uma
condicao suficiente e necessdria da significatividade da férmula complexa construida a
partir deles. No estudo da légica de Halldén por parte de Aqvist, a infecciosidade do
valor intermediério e, consequentemente, a (retro)propagacao do conectivo #, foi por
ele chamada de doutrina da predomindncia do elemento ateorico.

Mostraremos, a seguir, que # é um conectivo de restauracao local de LC em Hj,
demonstrando um DAT apropriado. Tal como no caso da légica de Boévar, a assinatura
Y% da l6gica Hs de Halldén ndo coincide com a assinatura da légica cldssica. Em
consequéncia, demonstraremos, tal como fizemos anteriormente para recuperar LC em

B, um DAT do tipo externo entre LC e Hs.

9Como se mostra em [30, p. 45-47], as férmulas #a < #-«a, (H#aA#8) « #(aAp),
(#aN#B) « #(aV B), (#aAN#B) — # (a — B), (#aN#B) « # (o < B) e #4fa sdo teoremas de

Hs. Porém, j4 mostramos que em Hs nfo é em geral vdlido que se Fg o — 3, entdo a |=u S.
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Proposigao 7.3.20 Seja T'U{a} C For (™) tal que T Frc a.
Se I' g «a, entdo var (I') G var (a) .

Demonstragao. Assuma que I' ¥y a. Entao, existe uma valoracao vy de Halldén tal
que vy (I') € {1,3} e va (@) = 0. Suponha, por absurdo, que var (I') C var (o). Dado
que vy () = 0, entdo pelo Lema 7.3.4, vy (p;) € {1,0}, para toda varidvel p; € var («).
Portanto, vy (I') C {1}. Seja vc uma valoracao de LC tal que ve (p;) = ve (p;), para
toda p; € var(a) = var (a) Uwvar (I'). Logo, pelo Lema 7.3.5, vg (I') € {1} mas

vc () = 0, o que contraria o fato que I' =1, . Portanto, var (I') C var (o). m

Proposigao 7.3.21 SejaT'U{a} C For (X™), tal que T Erc a. Se var(T') C var(«)
ou a é tautologia, entao I' =g «. Assim, se I' = (0, entio Fu o sse Erc « para

qualquer o € For (X7").

Demonstragao. Por contraposicao do Lema 7.3.20, temos que se var (I') C var («),
entdo I' =g .
E se a é tautologia, entao pela propriedade 2.0.33. 4 da relagao de consequéncia

semantica de Hs, temos que I" =y «, para qualquer I' C For (X7™). =

Teorema 7.3.22 Seja I' U {a} C For (™) e seja var(T') — var(a) = {p1,...,pn} 0

conjunto das férmulas atomicas que ocorrem em I', mas que nao ocorrem em o. Entao:

r ):LC & sse #p17 SR #pnar ):H Q. (DAT - H3)

Demonstragdo. = Suponha I' ¢ . Considere uma valoragao vy de Halldén
tal que vg (U {#p1,...,#pn}) C {1, %} Pela tabela do conectivo #, temos que
v (#0) € {1,0} para toda 6 € For (X™). Assim, vy (#p;) = 1, para i = 1,...,n.

Daqui, pela tabela de #, vy (p;) € {1,0}, parai=1,...,n.

N |

Se % € vg (I'), entdo pelo Lema 7.3.4, existe p; € var (I') tal que vy (p;) =
Se p; € wvar (@), entdo novamente pelo Lema 7.3.4 temos que vy (o) = 3. Mas se

p; ¢ wvar(w), entdo p; = p; para algum i = 1,...,n. Mas pela hipétese inicial,
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v (pi) € {1,0}, paratodoi =1,...,n. Assim, ndo existe p; € var (I'), com vy (p;) = 3
e tal que p; ¢ var (). Assim, se vg (#p;) € {1,0}, parai =1,...,n e % € vg (1),

1
5

entdo vy (o) =

Se vy (I') C {1}, entd@o pelo Lema 7.3.4, vy (p;) € {1,0} para toda varidvel p; tal que
p; € var (I'). Considere, entdo, uma valoracao classica vc tal que ve (pj) = va (p)),
para toda varidvel p; € var(I'). Entao, pelo Lema 7.3.5, vc (I') = vg (I') C {1}.
Daqui, pela hipdtese inicial, temos que vc () = 1. Se existe p, € var () tal que
va (pr) = %, entdo pelo Lema 7.3.4, vy (o) = % Caso contrario, para toda varidvel
pr € var (a), va (pr) € {1,0}. Entdo pelo Lema 7.3.5 vg(a) = ve(a) = 1, desde
que definamos ve (p;) = vu (p;), para toda varidvel p; € var (a) — var (I'). Portanto,
va(a) € {1,%}, se va(#p1), - .., va(#pn), va(y;) € {1,%}, para toda v, € I'. Logo,
#p1,. .., #p0, L Fa o

<= Suponha #p1,...,#p,, ' Fu «a. Seja vc uma valoragao classica tal que
ve(l') € {1}. Seja vg uma valoracdo de Halldén tal que, para toda varidvel p;, tal
que p; € var (I'U{a}), ve(p;)) = va (pi). Pelo Lema 7.3.5, vg (8) = vc (5), para
toda 8 € For (X™"). Portanto, em particular, vg (I') C {1}. Como vy (p;) = vc (ps),
para todo i = 1,...,n, entdo temos que vy (p;) € {1,0}. Entao, pela tabela de #,
v (#p1), -, va(#Fpn) = 1. Assim, vg(T' U {#p1, ..., #pn} C {1}. Pela hiptese ini-

cial, entao vg(a) = {1, %} Assim, pelo Lema 7.3.5, vc (o) =1. =

Exemplo 7.3.23 Em H; valem as sequintes inferéncias (restauradas)

1. #p,pAqlkq,
2. #p,p,p — qlFq,
3. #¢.p — ¢, — 1k (p — 1),

4. #p,p,—pl-q.
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7.4 A légica do sem-sentido de Aqvist

Apresentacao

Inspirado na légica trivalorada de Halldén, Lennart Aqvist propos uma outra légica do
sem-sentido. No entanto, a légica de Aqvist é motivada em intuicoes alternativas as
que fundamentam o sistema légico de Halldén. Em particular, Aqvist rejeita a doutrina
da predominancia do elemento atedrico —assignificativo— que motiva as tabelas de
verdade da légica de Halldén.

Tal como a légica de Halldén, a légica de Aqvist é uma légica trivalorada na qual
os trés valores de verdade possiveis para atribuir as sentencas sao verdade, falsidade e
assignificatividade. O sem-sentido ou assignificatividad é, simplesmente, o que nao é
nem verdadeiro nem falso.

A introducao do terceiro valor de verdade é justificada na intuicao de que sentencas
normativas, imperativas e emotivas, que contém termos tais como dever, correto, bom
podem ser significativas e que é possivel estabelecer relacoes de inferéncia entre elas.
Como exemplo disso, Aqvist nota que a sentenca Se vocé for para Estocolmo, entdo
vd na dpera implica, junto com a sentenca Vocé vai para Estocolmo, a sentenca Vd na
dpera. Contudo, a sentenca Vd na dpera é imperativa e, portanto, segundo algumas
teorias, ela nao admitiria um valor de verdade cldssico e, consequentemente, ela nao
poderia ser analisada com as ferramentas légicas usuais. Introduzindo o terceiro valor de
verdade e um conectivo linguistico de verdade, a partir do qual é definido um conectivo
de significatividade, Aqvist admite que o raciocino a partir de sentencas normativas e

imperativas pode ser vidvel.

Sistema formal A;

Definicao 7.4.1 O conjunto de formulas FOT(EA?’) do sistema A, é definido como

uma dlgebra livremente gerada por prop sobre a assinatura EA?», tal que:
° E(‘?S = (),
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d 2?3 = {_'7T}a
i Z2A3 = {\/}7
o YAs — ) para cadan > 2.

Definigao 7.4.2 V = {1, %,O} é o conjunto de valores de verdade de A, e D = {1}

é o conjunto de valores designados.

O significado dos operadores =, T' e V é dado pelas seguintes tabelas de verdade:

- T VAR
110 111 111 1 1
1 | 1 1 1 1 1
2|3 210 2|1 3 3
01 010 0[1 % o

Aqvist define da maneira usual os conectivos A, — e <. Como pode-se observar,
os trés sistemas considerados até aqui propoem a mesma tabela de verdade para a
negacao. O conectivo T coincide, por outro lado, com o conectivo de assercao A da
l6gica de Bocvar. E assim, pelo demonstrado no Teorema 7.3.8, o conectivo T de Ag
nao pode ser definido no sistema de Halldén Hs. O significado da disjuncio V em Aj,
pelo contrério, é diferente das duas propostas —coincidentes— de Bocvar e Halldén.
Na légica de Aqvist o valor intermédio ndo é infeccioso, pois ndo tem predominancia
sobre os valores de verdade cldssicos. De fato, a tabela para V em Aj é construida
de maneira padrao (cf. Definicao 2.0.22): a disjuncdo obtém o valor designado se, e
somente se, algum dos componentes tiver valor designado. A tabela para a conjuncao
é também padrao (cf. Definigao 2.0.23): para a conjungao obter valor designado, é

necessario e suficiente ter os dois componentes com valor designado.
Proposicao 7.4.3 Em A; valem as sequintes inferéncias:

1. alFaVp,
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2. aNBIFa

A implicacao, ainda sendo definida a partir da disjuncao, nao é, neste sentido,
padrao: nao é o caso que uma implicacao o — [ tenha valor designado se, e somente
se, ou a nao for designado ou 3 for designado.!’ Apesar disso, a inferéncia de modus

ponens é ainda vélida em Aj.

Proposicao 7.4.4 (modus ponens) Seja I' U {a, 3} C For (EﬂTV). Em A; vale o
sequinte:

se'=a a— 3, entio T',a |=a .

Demonstragao. Suponha I' =5 a — 3 e seja vy uma valoracio de Aj tal que
va (U {a}) C {1}. Daqui e pela hipétese inicial, va (& — ) = 1. Logo, temos que
va(8) =1, quando va (T') C {1} e va(a) = 1. Portanto, I';a =5 5. =

Embora o valor assignificativo % nao seja infeccioso na assinatura Y~V como nos

N =

sistemas Bs e Hj3, no caso de todas as férmulas mais simples terem o valor =, as

férmulas da assinatura X7V receberao o valor %

Proposigao 7.4.5 Sejaa € For (S7V). Seva (p;) = 3, para toda varidvel p; € var (a),

entio va (@) = 3.

Demonstracgao. Por inducao na estrutura de a.
Seja a = p;. Se va(p;) = 3, entdo va(a) = 3.

Seja a = —f. Se va(p;) = %, para toda varidvel p; € var (=), entdo va(p;) = %,

para toda varidvel p; € var (5). Logo, por hipétese de indugao, va(f) = % E pela
tabela de =, va(—3) = va (@) = 3.
Sejaa = BV7. Seva (p;) = %, para toda varidvel p; € var (8 V 7y), entao va (p;) = %,

para toda varidvel p; € var (f), e para toda varidvel p, € var (y). Logo, pela hipétese

de indugdo, va (8) = va (7) = 3. Entéo, pela tabela de V, va (BV ) =va () =3. =

10Tal como na légica de Bocvar, é possivel definir conectivos cldssicos com ajuda do operador T,

dado que as tabelas de A3 coincidem com as tabelas de LC nos casos dos valores 0 e 1.
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De acordo com a proposi¢ao acima, para toda férmula o na assinatura X7V existe

uma valoracao va de Aqvist tal que va (@) = % Como o valor % ¢ nao designado, o
sistema A3 ndo tem tautologias com apenas os conectivos primitivos -, V (e com os
definidos a partir deles), da mesma forma que B.

Com vistas as aplicacoes filoséficas do seu enfoque formal, Aqvist define os conectivos

undrios F', L e M:
1. Fa =g Ta,
2. La =g Ta V Fa,
3. Ma =45 ~La.

Assim, a férmula Foa expressa que « é falsa e a férmula Lo expressa que a é
verdadeira ou falsa. Assim, La expressa que « tem sentido ou que « é significativa. L
é, portanto, um conectivo undrio de sentido ou significatividade e M é um conectivo
unario de assignificatividade.

Considerando a nocio de ocorréncia de uma varidgvel em uma férmula, Aqvist rede-
fine as nocoes de férmula aberta e de formula coberta propostas por Halldén e define a

nocao de formula completamente aberta.

Definicao 7.4.6 ([2, p. 141]). Uma férmula « é coberta se toda ocorréncia de var-

1dveis em « ocorre em uma formula da forma T3, FB, M3 ou Lj.
Definicao 7.4.7 Uma férmula o é aberta se a nao é coberta.

Definicao 7.4.8 Uma férmula o é completamente aberta (c-aberta) se nenhuma ocor-

réncia das varidveis de o ocorre em férmulas da forma To, Fa, La ou M.

Como o préprio Aqvist nota, as férmulas do célculo proposicional cléssico sao
c-abertas e nenhuma férmula c-aberta ¢ teorema no sistema As (cf. [2, p. 141]).

Tal como B; e Hj, o sistema A é um fragmento da légica cldssica: as inferéncias
escritas na assinatura Y7V vélidas em Aj sdo LC-validas; porém algumas inferéncias

validas em LC sao As-invalidas.
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Proposigao 7.4.9 Para toda o € For(X7Y),
Fa aV a.

Demonstragao. Considere uma valoracio de Aqvist v tal que va(a) = % [ |
Ag é, portanto, um sistema paracompleto com relacao & negagao —.
Tal como no sistema de Boc¢var, outra perda importante no sistema Az é o Meta-

teorema da Deducao.
Proposigao 7.4.10 Seja ' U{«, 5} C For(X™). Nao é em geral vdlido que:
se' a|=a B, entio I Ea a — (.

Demonstragao. Considere, em particular, o caso em que I' =0, a = pAge 3 = p.
Considere uma valoracdo va de As tal que va (p) = va (¢) = % Nesse caso, temos que
va ((p A q) — p) = 3. Portanto, ¥4 (p A ¢) — p. No entanto, nio existe valoracao va
tal que va (pAq) =1ewa(p) € {%,0}. Daqui, pAgl=ap. m

Embora os teoremas cldssicos nao sejam validos em Aj, Aqvist ndo rejeita o calculo
classico: a validade dos teoremas cldssicos é restringida a classe de férmulas significati-
vas. De fato, o préprio Aqvist propde um modo de recuperarmos as tautologias cldssicas
acrescentando premissas significativas (cf. [2, p. 149]). Assim, a estratégia por ele em-
pregada é muito similar a estratégia de restauracao por nds proposta para os sistemas
B3 e H3. Desse modo, assim como dissemos que Halldén foi uns dos primeiros légicos
a propor uma LFI, poderiamos dizer que Aqvist foi um dos primeiros légicos a propor

um teorema DAT.

Conectivo de restauragao e DAT para A;

Nesta secao, seguiremos a proposta de Aqvist de acrescentar premissas La com sentido e
mostraremos que, além de recuperarmos as tautologias cldssicas, a estratégia de Aqvist

permite recuperar também as inferéncias cldssicas perdidas em As.
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Embora Aqvist rejeite a doutrina de Halldén da infecciosidade do valor %, modifi-
cando a tabela da disjunc¢ao e, consequentemente, as tabelas dos conectivos definidos a
partir dela, em Aj ainda é valida a propagacao do operador L com relacdo aos conec-
tivos de X7V e aos definidos a partir deles. Porém, a retropropagacao nao ¢ valida

sequer na assinatura LV,

Proposicao 7.4.11 Em Aj3 temos o sequinte:

1. La Ea LLa, porém LLa ¥ A La,

2. La|=a L(—a) e L(—a) Ea Lo,

3. La, LB =a L(a A B), porém L(a A ) Ea La,
4. La, LB Ea L(aV B), porém L(aV ) FEa La,
5. Loy LB Fea L(a — B), porém L (a — B) Ea La,

6. La,LB Ea L(a < ) e L(a « B) Ea La!

Demonstragao. Demonstraremos apenas os itens 1, 3 e 6, sendo que as demonstragoes
dos restantes itens sao similares.

Para 1. Em [2, p. 144 ] estd indicado que a férmula Lp <> L—p é teorema de As.
Como em A; vale modus ponens, entio a partir desse teorema, temos que Lp =a L—p
e que L—p E=a Lp.

Para 3. Considere uma valoragio va de Aqvist tal que va (La) = va (LB) = 1.
Entao, pela tabela do conectivo L, obtemos que va (o) = wva (6) € {1,0}. Daqui,
pela tabela para A, obtemos que va (a A 3) € {1,0} e pela tabela para L, obtemos que
va (L (A ) = 1. Porém, a inferéncia inversa no é vélida em Aj. Para isso, considere

1

o caso em que va (p) = 5 e va(¢) = 0. Entao, pela tabela para A de A obtemos

que va (pAq) = 0. E, daqui pela tabela para L, obtemos que va (L(pAgq)) = 1.

' Alternativamente, L (o < 3) [=a LB e L (a#B) ¥a LB, para & € {A,V, —}.
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Porém, pela tabela para L e pelo fato de va (p) = %, temos que va (Lp) = 0. Assim,
L(aAnp)FEa La.

Para 6. Em [2, p. 151 | esta indicado que L (p < q) < (Lp A Lq) é teorema
de As. Assim, pela validade de modus ponens, obtemos que Lp, Lq [=a L (p < q) e

Lip—q)EalLp m

Lema 7.4.12 Seja o € For (X7) e seja var () = {p1,...,pn}. Entao, para qualquer

valoragio va de Aquist, se va(p1),...,va(pn) € {1,0}, entio va(a) € {1,0}.
Demonstragao. Por inducao na estrutura de . m

Lema 7.4.13 Seja va uma valoracdo de As tal que va(py),...,va(pn) € {1,0}. Seja
ve uma valoragao classica tal que ve(p;) = va(p;) parai =1,...,n. Entdova(a) = ve(a)

para toda o € For (X7V) tal que var(a) = {p1,...,Dn}-
Demonstragao. Similar & demonstracao do Lema 7.2.16. m

Lema 7.4.14 Seja va uma valoracio de Aquist e defina-se wma valoragdo cldssica ve

a partir de va da sequinte maneira:

1, sewva(p) =1;

1
ve () =dey 0, sewva(p)=0;

arbitrdrio, se va(p) = 3.

Entao, para toda féormula o € For (¥7), se va(a) = 1, entdo vc(a) = 1 e se

va(a) =0, entao ve(a) = 0.

Demonstracgao. Por inducao na estrutura de a.
Caso base: a =p
va(a) =va(p).
Se va(p) = 1, entdo pela defini¢ao, ve(p) =1
Se va(p) = 0, entdo pela defini¢ao, ve(p) = 0.
Seja a = —f3.
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Se va(a) = va(—f5) = 1, entdo va(f) = 0. Pela hipétese de indugao, ve(f) = 0.
Dai, pela tabela de = de LC temos que ve(—f) = ve(a) = 1.

Se va(a) = va(—f5) = 0, entdo va(f) = 1. Pela hipétese de indugao, ve(f) = 1.
Dai, pela tabela de = de LC temos que ve(—8) = ve(a) = 0.

Seja o = SV 9.

Se va(a) =va(B V) =1, entdo va(f) = 1 ou va(d) = 1. Suponha, sem perda de
generalidade, que va () = 1. Entao, pela hipétese de indugao, vc(f8) = 1. Dai, pela
tabela do operador V de LC, temos que vc(f V 6) = ve(a) = 1.

Se va(a) = va(BV ) = 0, entdo va(f) = 0 e va(d) = 0. Pela hipétese de
indugao, ve(8) = 0 e ve(y) = 0. Dai, pela tabela do operador V de LC, temos que
ve(BVI) =ve(a) =0. =

Tal como nos casos anteriores, a assinatura do sistema cldssico LC nao coincide
com a assinatura do sistema trivalorado de Aqvist. Assim, também neste caso demon-
straremos um teorema DAT do tipo externo. Recuperararemos LC acrescentando, nas

inferéncias classicas perdidas, férmulas que nao pertencem a linguagem de LC.

Teorema 7.4.15 (cf. [2, p. 149]) SejaTU{a} C For (X7) e sejavar(a) = {p1,...,pn}

o conjunto das formulas atémicas que ocorrem em «. Entao:

I'ELca sse Lpy,...,Lp,,T Ea a. (DAT - Aj)

Demonstragdo. = Suponha I' |=,c o. Considere uma valoracio v4 de Aj tal que
va ({Lp1, ..., Lp,} UT) C {1}

Entao, em particular, temos que, para cada 1l < i < n, va(Lp;) = lequeva(y;) =1,
para cada y; € I'. Considere-se uma valoragao cléssica vc definida a partir de va como
no Lema 7.4.14 para toda varidvel p;. Assim, pelo Lema 7.4.14 temos que vc(I') C {1},
pois va (I') € {1}. Entao, pela hipétese, vc(a) = 1. Como para cada 1 < i < n,
va(Lp;) = 1, entdao para i = 1,...,n, va(p;) € {1,0}. Agora, pelo Lema 7.4.14 temos
que ve(a) = va(a) = 1. Daqui, va(a) = 1, se va ({Lp1,...,Lp,} UT) C {1}, isto é&,
Lpi,...,Lp,, T A a.
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<= Suponha que I' ¢ «. Entao, existe uma valoracao cldssica vg, tal que
ve(T) C {1} e ve(a) = 0. Considere uma valoragio va de Az tal que va (p;) = ve (pj)
para toda varidavel p; € var (I'U{a}). Assim, va (Lp1) = ... = va (Lp,) = 1 e
va (I') C {1}, pelo Lema 7.4.13, dado que va (p;) € {1,0}. E, novamente, pelo Lema
7.4.13, va (@) = ve (o) = 0. Assim, Lpy,..., Lp,,I' Fa «, se ' Frc a. Portanto, se
Lpi,...,Lp,, T Fa o, entao I’ Fpc . m

Exemplo 7.4.16 As sequintes inferéncias e tautologias —vdlidas em LC— podem ser

recuperadas em As acrescentando premissas de restauracdo:

l.p Fa (¢ — q) e ¥a p — (¢—4q). Porém, Lg,p Fa (¢ — q) e
Lqg,Lp Eap— (¢ — q),

2.q Pa (pV-p) e Fo ¢ — (pV —p). Porém, Lp,q Ea (pV —p) e
Lp,Lq=a q— (pV ),

3. Fa pV —p. Porém Lp |=a pV —p,

4. Fa (pANq) — p. Porém, Lp, Lq =a (p A q) — D,

5 FapV(p— q). Porém, Lp, Lq FapV (p— q).

Observagao 7.4.17 E interesante notar que a estratégia de restauragao de inferéncias
proposta no Teorema DAT 7.4.15, embora permita recuperarmos tanto as tautologias
quanto as inferéncias cldssicas, nao permite, em geral, recuperarmos o Metateorema da

Deducio em As.

Proposicao 7.4.18 Seja {p1,...,pn} = var (5). Entdo, ndo é em geral valido que:

se Lpy,...,Lp,, T, |Ea B, entao Lpy, ..., Lp,, T Ea a— 5.

Demonstragao. Considere, em particular, o caso em que I' = ),a =p A —pe = q.
Como p A =p =4 ¢, entdo pela monotonicidade da relagao de consequéncia, temos que
Lg,p A\ —p =a q. Porém, Lq Fa (p A —p) — g, pois quando va (p) = % ewva(q) =0,
va(Lg) =1, masva (pA-p) —q) =3 =
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Recuperando o Metateorema da Deducio em A;

Teorema 7.4.19 Seja {p1,...,pn} = var(a).

Se Lpy,...,Lp,,T'a |=a B, entdo Lpy, ..., Lp,, T Fa a — S.

Demonstragao. Assuma Lp,...,Lp,,I';a Ea . E suponha um valoragao va de
A; tal que va(Lp1) = ... = va(Lp,) = 1 e va(I) C {1}. Segundo a tabela do
operador L, va(p;) € {1,0}, para todo i = 1,...,n. Como {p1,...,p,} = var(«a),
entdo va(a) € {1,0}. Se va(a) = 1, entdo pela hipétese inicial, va(5) = 1. Assim,
va(a — B) = 1. Sewva(a) = 0, entdo pela tabela do operador —, va(a — ) = 1. Logo,

se va(Lp) = ... =va(Lp,) =va (7;) = 1, para todo 7, € T', entdo va(a — ) =1. =

7.5 Os sistemas de Segerberg

Em 1965, Krister Segerberg propods trés légicas do sem-sentido, conjugando as pro-
priedades das légicas do sem-sentido de Halldén e de Aqvist. A sua proposta é pura-
mente formal e nao esteve motivada em problemas filoséficos mas em problemas estri-
tamente 16gicos. Dois desses sistemas sao extensoes do sistema de Halldén e o restante
é uma extensao do sistema de Aqvist. Assim, como Segerberg indica, a importancia
filos6fica dos seus calculos serd similar & dos sistemas de Halldén e Aqvist. Nesta secio
apresentaremos de modo ndo pormenorizado apenas um deles, que indicamos por Ss.!?

O conjunto de férmulas For(X52) do sistema S; é definido como uma &lgebra livre-

mente gerada por prop sobre a assinatura %5, tal que:

° 233 =0,
[} 2?3 = {—|7T},
i Egg - {/\}7

120 sistema aqui chamado de S3 corresponde ao sistema chamado S; em [17] e ao sistema chamado

D em [63].
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e ¥5: = (), para cada n > 2.

Definicao 7.5.1 V = {1, %, 0} ¢ o conjunto de valores de verdade de S5 e D = {1,%

é o conjunto de valores designados.

O significado dos operadores =, A e T' é dado pelas seguintes tabelas de verdade:

- AL L0 T
10 11 10 11
1|1 1|1 1 1 1
3|2 302 3 3 30
01 0/0 1 0 00

As tabelas da negacao — e da conjuncao A da légica Sz de Segerberg coincidem com
as correspondentes tabelas de Halldén, a tabela de T coincide com a correspondente
tabela de Aqvist e, consequentemente, ¢ idéntica com a tabela do operador de assercao
A de Bocvar. O conjunto de valores de verdade distinguidos é {1, %}, como na légica de
Halldén. Segerberg propoe um cdlculo do mesmo tipo do cdlculo de Halldén, mas com
uma linguagem desenvolvida como no sistema de Aqvist. Lembramos que no sistema
H;, cuja assinatura é ¥ "#, o conectivo primitivo de verdade 7' da légica de Aqvist
nao é definivel. Assim, o cdlculo de Segerberg compartilha os valores distinguidos e as
tabelas —infecciosas— dos conectivos — e A com a légica de Halldén e compartilha o
conectivo primitivo de verdade com a légica de Aqvist.

Além dos conectivos V, — e <, definidos da maneira usual, Segerberg apresenta
os conectivos definidos ~ e #, que correspondem aos conectivos de falsidade F' e de

significatividade L, respectivamente, da légica de Aqvist.
o ~(Y :def T—|Og7
o #a =45 (—~TaN-T-a).

O sistema S3 constitui uma extensao linguistica de Hs, de modo que em S3 todas
as tautologias cldssicas sao vilidas. Por outro lado, as inferéncias clédssicas perdidas em

S; podem ser recuperadas acrescentando-se premissas de restauragao significativas tal
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como j& foi demonstrado no Teorema DAT 7.3.22 correspondente ao sistema Hjs. E, tal
como em Hj, a inferéncia de modus ponens nao sera valida em Ss para a implicacao
—, definida em termos dos conectivos — e A acima (cf. Proposicao 7.3.10).

Contudo, a introducao do conectivo T', que permite definir o conectivo de negacgao

~, permite definir um novo conectivo de implicacao em Sg.
Definicao 7.5.2 o D 8 =45 ~a V 3

Assim definida, a tabela da implicacao é a seguinte:

o1 10
1
11 1o
1 1
711 3 0
011 1 1

Como pode-se observar, o valor % nao é infeccioso das férmulas complexas o O f.
De fato, uma férmula condicional @ D 3 terd o valor designado se « tiver valor nao
designado ou se (3 tiver valor designado. Assim, em S5 a inferéncia de modus ponens

vale para a implicagao D.
Proposicao 7.5.3 Seja I' U {«, B} C For (ESS). Sel' s a D f, entio ', o =g 5.

Como Segerberg observa, apesar de terem uma linguagem mais desenvolvida que
o sistema Hj, nem o seu cdlculo S nem o calculo de Aqvist A5 tém capacidade para
definir os 27 conectivos undrios admisiveis no sistema. Em particular, esses dois sistemas
—83 e Az— carecem de um conectivo undrio & tal que, se v (@) = 1, entdo v (da) = %
Os outros dois sistemas propostos por Segerberg sao extensoes de S e A; que contém,

além dos correspondentes conectivos A e V, um conectivo H cuja tabela é a seguinte:

H

[« NI l—“
= O =
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Como os dois novos sistemas sdo extensoes linguisticas dos célculos S e A; e, por-
tanto, tém as mesmas inferéncias e tautologias cldssicas que Sz e Ag, respectivamente,
esses sistemas apresentam o mesmo interesse em relacao a restauracdo quanto Hs e As,

que ja trabalhamos com detalhe nas se¢oes anteriores.

7.6 Observacgoes com sentido

Ambito de recuperacio

Para cada um dos sistemas trivalorados estudados, propusemos um conectivo com ajuda
do qual conseguimos restaurar, em cada um dos sistemas trivalorados, as inferéncias
e/ou tautologias cldssicas perdidas neles. Assim, os conectivos ® de BY, # de Hj e S3
e o conectivo L de Aj s@o conectivos undrios de restauracio local. Esses trés conectivos

compartilham a propriedade de propagacao na assinatura %™V

, enquanto que apenas
os conectivos § de BY e # de Hj e S3 satisfazem a retropropagagao nessa assinatura.
Embora tenhamos considerado desnecessaria essa propriedade para um conectivo ser
chamado de conectivo de restauracao local, o fato de um conectivo ter a propriedade de
propagacao simplifica a formulacao dos correspondentes DATs. Com efeito, em cada um
dos correspondentes DATSs por nés propostos para restaurar LC acrescentamos apenas
varidveis restauradoras e nao férmulas complexas restauradoras.

Em 7.4.18 mostramos que o Teorema DAT 7.4.15 proposto para recuperar inferén-
cias e tautologias cldssicas em A3 ndo permite, porém, recuperarmos o MTD perdido.

Contudo, em 7.4.19 mostramos que é possivel recuperar uma versao do MTD no sis-

tema A3 modificando o conjunto de varidveis de restauracdo. Com efeito, quando

{p1, . pn} = var (a),

se Lpy,...,Lp,, T, a [|=a B, entdo Lpy, ..., Lp,, I |Ep a — 5.

A situaciio em BY ¢ similar a de A3. Como ja indicamos, em BY o MTD também

nao é valido. E neste sistema nao é possivel restaura-lo com base no nosso Teorema
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DAT 7.2.20. Embora através do acréscimo de premissas seja possivel restaurar em BY
as tautologias e inferéncias cldssicas, essa estratégia nao permite, porém, recuperar o

MTD.

Proposigao 7.6.1 Se {pi,...,pn} = var(8) —var(F'U{a}), nio é em geral vilido que
se @plv' c 7®pnarua ):B:'}); 6 entao @pl; s 7©pn7 r ):B?})g a — ﬁ

Demonstragao. Considere I' = (), « = p e f = pV q. Temos, entao que p #BSE pVq

mas, pelo DAT, ®g, p Fgp pV ¢. Porém, ®¢Fgpp — (pVg). m

LFIs e LFUs com sentido

Como indicamos em 3.2, o conceito de LFUs foi proposto notando a dualidade esta-
belecida entre as légicas paraconsistentes e as 1égicas paracompletas e considerando o
conceito de LFIs. Podemos lembrar que as LFUs sao logicas paracompletas que pos-
suem capacidade para expressar a indeterminacao das férmulas na linguagem por meio
de um conectivo %, que possibilita a restauracao das inferéncias perdidas da légica
completa.

Como notamos nas secoes correspondentes, os sistemas trivalorados BY e Az de
Boévar e Aqvist, respectivamente, sdo paracompletos com relacao a negacao —, pois
esse conectivo nao satisfaz PTE. Mostramos, também, a maneira de restaurar o PTE
na perspectiva das LFTs, isto é, considerando conectivos de restauracao nas premissas.
Com efeito, sendo ® o conectivo de restauragio local ® ou L e sendo X o sistema BY

ou A3, respectivamente, mostramos que

®a Ex aV a.

Assim, A3 e BY poderiam ser consideradas LFUs em um sentido andlogo as LFTs,
recuperando o poder da légica cldssica a partir do acréscimo de premissas de restau-
ragdo, tal como o sistema paracompleto (e paraconsistente) V apresentado

—sucintamente— na segao 3.3.

111



Porém, na perspectiva das LFUs sao considerados conectivos de restauracao na
conclusao das inferéncias perdidas. As LFUs se caracterizam por validar uma ver-
sao gentil do PTE, que seria expressada em termos da relagao de consequéncia com

conclusdo unica no PTEG:

IFaV-aVka (PTEG)

E claro que os conectivos de restauracio local ® e L de BY e A; nio podem
ser conectivos de indeterminacao no sentido das LFUs. Esses conectivos, que tém a
mesma tabela de verdade, atribuem o valor nao designado 0 a Sa e La, no caso de
« ter valor nao designado % Desse modo, existe uma valoracao vg de Bocvar tal que
v (@ V —aV@®a) = % e, de igual maneira, existe uma valoracio va de Aqvist pela qual
va (@ V —aV La) = % Embora isso, A3 contém um conectivo de assignificatividade M

que permite recuperar PTE na conclusdo. Com efeito, em Aj temos
Fa aV-oaV Ma
e temos, também
EapV MpeFEa —pV Mp.

Para isto, considere uma valoracio va de Aj tal que vy (p) = 0, de modo que
va (pV Mp) = 0 e considere uma valoracdo va tal que va (p) = 1, de modo que
va (=pV Mp) = 0.

E é claro que poderfamos definir um conectivo de sem-sentido em BZ a partir do

conectivo de sentido () e da negacao —:
Definicao 7.6.2 e =4y ~Q«

No entanto, como nao ¢ o caso da disjungao oV 3 do sistema BY ter valor designado,
no caso de o ou [ terem valor designado, o conectivo @ nao pode ser um conectivo de
indeterminacao no sentido das LFUs. De fato, por causa do valor nao designado % ser

infeccioso das férmulas disjuntivas e da relagao de consequéncia ser definida em termos
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de conclusao tinica, o sistema BE carece de qualquer conectivo de indeterminagao. Com
efeito, em BE existe uma valoraciao v tal que vg (@ V —a V %a) = %, para qualquer
conectivo % € YBY , de modo que PTEG serd invélido nesse sistema.

Contudo, as LFUs sao definidas, em [51], em termos da relagdo de conclusao multi-
pla. Assim, as LFUs sao caracterizadas como uma classe de 16gicas paracompletas que

validam o PI, isto é, para todo conjunto I' de férmulas e toda férmula « vale:
I'lF a, —a, o

No contexto da relacao de conclusao multipla, tanto o conectivo M de assignifica-
tividade da l6gica trivalorada de Aqvist ,quanto o conectivo e de sem-sentido da légica
de Bocvar satisfazeriam as condigoes para serem conectivos de indeterminagao na con-

clusao.
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Capitulo 8

Loégicas n-valoradas

Neste capitulo apresentaremos diferentes sistemas multivalorados propostos por Lukasiewicz.
Em primeiro lugar apresentamos dos sistemas que foram formulados com o objetivo de for-
malizar principios modais da tradicao aristotélica. Para o sistema trivalorado, que consti-
tui um fragmento da Ldgica Cldssica, propomos um conectivo modal como conectivo de
restauragao local. Logo depois, mostramos a maneira de definir de modo geral conectivos de
restauracao em conclusao para cada uma das légicas da hierarquia de sistemas n-valorados.
Encerramos o capitulo realgando a condicao de LFUs dos sistemas n-valorados e avaliando a
importancia das propriedades de propagacao e retropropagacao dos conectivos de restauracao

em conclusao.

8.1 Légica trivalorada de Lukasiewicz

Em [42] Lukasiewicz apresentou um sistema de légica com um terceiro valor de verdade,
afastando-se, assim, do sistema aristotélico, que aceita apenas dois valores de verdade:
a verdade e a falsidade. Em palavras do préprio Lukasiewicz [42, p. 88], “a lgica
trivalorada tem, acima de tudo, importancia tedrica como um esfor¢o para construir

um sistema de 16gica nao-aristotélica”.!

LA traducdo é nossa: that three-valued logic has above all theoretical importance as an endeavour

to construct a system of non-Aristotelian logic. No entanto, em [43, p. 173] Lukasiewicz considera que
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Definicao 8.1.1 O conjunto de férmulas FOT(EL3) do sistema trivalorado de Lukasiewicz

L; ¢ definido como uma dlgebra livremente gerada por prop sobre a assinatura Y tal

que:
° 253 =0,
o o1 = {-}.
o 33 ={—},
o X =) param > 2.

Notagao 8.1.2 Também escreveremos For(¥"7) para denotar o conjunto de férmulas

do sistema Es.”

Definicao 8.1.3 V5 = {1, %, O} ¢ o conjunto de valores de verdade de L3 e D = {1} ¢

o conjunto de valores designados de Ls.

O significado dos operadores — e — é dado pelas seguintes tabelas de verdade:

- — |t 50

1
110 11 10
1 |1 1 1
3|z 3111 3
01 011 1 1

Definicao 8.1.4 O significado dos conectivos V e A é dado pelas sequintes defini¢oes:

um sistema que rejeite o principio pelo qual toda proposi¢cao é verdadeira ou é falsa ndo deveria ser

chamado de nao-aristotélico, pois o préprio Aristételes rejeitara esse principio para certas proposigoes.
2No sistema apresentado em [42] o conectivo de negacio / é definido em termos da implicacio < e

da falsidade 0 da seguinte maneira: o/ =g4.¢ o < 0. Em [43] Lukasiewicz utiliza a notacdo —prefixa—
polonesa; ele utiliza a letra N como simbolo da negacao e a letra C' como simbolo da implicagao. Nés
manteremos a notacao infixa e os simbolos de conectivos usados nas se¢bes anteriores. Assim, por

exemplo, onde Lukasiewicz escreve C'Npp, nés escreveremos (—p — p) ou, mais simplesmente, =p — p.
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1. avﬁ:def (QHB)H67

2. a/\ﬁ —def ("Oé V ﬁﬁ)

Assim definidos, as tabelas dos conectivos V e A sao:

Vil 3 0 Al 5 0
11 1 1 11 35 0
1 1 1 1] 1 1
sl 3 3 3|3 2 0
01 %+ 0 0/0 0 0

Exceto a implicacao, todas as férmulas complexas de L3 formadas pelos conectivos
acima apresentados recebem o valor intermédio %, quando todas as suas componentes
tiverem o valor % Dai, a implicacao de L3 nao pode ser definida, como em LC, em
termos dos pares de conectivos (—, V) e (=, A). De modo diferente da implicagao clés-
sica, em L3 uma implicagao com antecedente e consequente nao designados pode ter
um valor nao designado. Em outros termos, nao é condicao suficiente para uma impli-
cacao ter valor designado, ela ter consequente designado ou antecedente nao designado.
Porém, as tabelas de verdade de —, A,V e — de L3 coincidem, como nos anteriores
sistemas trivalorados por nés estudados, com as tabelas cldssicas bivaloradas, no caso
de considerarmos apenas os valores 1 e 0. Se considerarmos o conjunto {1,0} de valores
de verdade cldssicos, obtemos as correspondentes tabelas bivaloradas classicas. Assim,
toda férmula que receba o valor designado em L3 terd o valor designado na légica clds-
sica. Em consequéncia, toda férmula tautolégica em Lj serd tautolégica em LC. A

afirmagao inversa, porém, nao é certa: nao é o caso que toda tautologia cldssica seja

tautologia em Ls.
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Exemplo 8.1.5 As segquintes tautologias de LC nao sao tautologias de &s:

1. pV —p,

2. (p—a) —p) —p

3. ~(pA-w),

4. (p— (aA—q)) = —p,

5. (p—=(g—r)—=(pAg) =)

6. = (p— —p)V-(-p—p).

Como em L3 a férmula o V -« nao é tautologia, entao o sistema Ljz é paracompleto
com relagao a negagao —.

A axiomatizagao de Ls, devida a Wajsberg [32], é a primeira axiomatizagdo de um

sistema de l6gica multivalorada. O sistema axiomético proposto por Wajsberg tem

modus ponens e substituicao como regras de inferéncia e os seguintes axiomas:
W1 p—(¢g—p)

W2 (p—q)—=((g—r)—{p—r)

W3 (-p— —q) — (¢ —p)

W4 ((p — —p) — p)

Interpretacao modal de Lj

O sistema trivalorado de Lukasiewicz foi motivado por indagagoes a respeito das nogoes
de possibilidade e necessidade vinculadas as proposicoes modais, provenientes da tradi¢ao
aristotélica, isto é, proposicoes do tipo é possivel que p, ou nao é possivel que nao p, em
que p é uma proposicao qualquer. Duas foram as razoes que levaram Lukasiewicz a pro-

por um sistema modal multivalorado: a consideracao de certos principios da tradigao
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l6gica como bdsicos para um sistema modal e a andlise formal das proposicoes aris-
totélicas sobre fatos futuros contingentes.

A primera motivagao do sistema modal multivalorado foi a consideracao de certos
principios provindos da légica aristotélica e mantidos na tradigao medieval e leibniziana
como principios para a caracterizagao da nocao modal de possibilidade. H& trés teses
modais da tradicao légica que Lukasiewicz considera bésicas e evidentes, mas que apre-
sentam inconsisténcias quando formalizadas na légica bivalorada. As trés teses que,
segundo Lukasiewicz, determinariam o comportamento bdsico da nocao de possibili-

dade sao:

1. Se nao é possivel que p, entao nao-p.
2. Se é suposto que nao-p, entao sob essa hipdtese, nao é possivel que p.

3. Para algum p, é possivel que p e é possivel que nao-p.

A primeira tese resume, segundo Lukasiewicz, um grupo de teoremas modais da
tradigao escoldstica, entre eles, os principios Ab oportere ad esse valet consequentia,
que afirma que é possivel inferir aquilo que é a partir do que deve ser, e Ab esse ad
posse valet consequentia, que afirma que é possivel inferir aquilo que pode ser a partir
do que é. Esses principios teriam sido conhecidos, mas nao explicitamente formulados
por Aristételes. A segunda proposicao representaria a tese leibniziana Unumquodque,
quando est, oportet esse, formulada em De Interpretatione 9 em termos do Principio de
necessidade: todo existente é necessdrio quando existe, e todo inexistente é impossivel
quando nao existe. A terceira tese daria conta da nocao complexa de possibilidade
aristotélica, chamada de contingéncia.® Segundo o légico polonés, a validade do terceiro
principio reflete a posicao aristotélica sobre a existéncia de proposicoes contingentes

verdadeiras. Segundo Lukasiewicz, Aristételes aceitaria tanto a proposicao E possivel

3Na secdo 8.1, quando examinarmos a nocdo de contingéncia, apresentaremos a distingdo aris-

totélica entre uma nogao simples e uma nogao complexa de possibilidade.
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que amanhd haverd uma batalha naval quanto a sua negacdo E possivel que amanha
nao haverd uma batalha naval e, portanto, a sua conjuncao.

Se ¢ é o operador modal de possibilidade e dp é uma quantificacao existencial sobre
proposigoes, em [43, p. 156-159] Lukasiewicz sugere uma primeira proposta formal

dessas teses:*

2. - p — —|<>p

3. Ip(Op A O—p).

Como indicamos, uma das razoes que motivaram Lukasiewicz a propor um sis-
tema multivalorado foi a sua consideragao de certas teses modais como fundamentais
para um sistema de légica modal (aristotélica). Como Lukasiewicz nota, essas trés
proproposicoes modais nao podem ser simultaneamente validas, se considerarmos o
operador modal ¢ como um conectivo veritativo-funcional da légica bivalorada. Na
l6gica bivalorada ha apenas quatro conectivos unérios e veritativo-funcionais para uma

proposicao p: Fp, Tp, -p e Ip:
p‘Fp‘Tp‘ﬂp‘fp
110 11011
0 1 110

jen)

Se F, T, =, I sao os quatro possiveis operadores undarios bivalorados, fica claro que
as teses modais 1 e 3 sao as duas vélidas apenas no caso de Op ser T'p, que as teses 1
e 2 sao conjuntamente validas apenas no caso de Op ser Ip, e que nao ha interpretacao
bivalorada de ¢ que torne as proposi¢oes 2 e 3 simultaneamente vélidas. De modo
que nao h& interpretacao veritativo-funcional bivalorada das teses fundamentais da
tradicao modal que as torne simultaneamente vélidas. Esses principios modais béasicos

evidenciam, portanto, que o operador modal { nao é qualquer um dos quatro conectivos

4Lukasiewicz utiliza o signo M para a possibilidade.
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undrios —F', T', = ou [— do célculo bivalorado. Por meio desse raciocinio, Lukasiewicz
conclui que uma légica modal de raizes aristotélicas nao pode ser bivalorada.

A segunda motivacao da proposta multivalorada de Lukasiewicz foi a discussao aris-
totélica sobre os eventos futuros contingentes. Lukasiewicz propoés atribuir um terceiro
valor de verdade, diferente dos valores verdadeiro e falso, as sentencas sobre tais even-

tos. Esse terceiro valor de verdade foi interpretado como o possivel, mas também como

o indeterminado. Em palavras de Lukasiewicz:’

Eu posso supor sem contradi¢cao que a minha presenga em Varsévia
em um certo momento do ano préximo, por exemplo, no meio-
dia de 21 de Dezembro, no momento presente ainda nao estd de-
terminada nem positiva nem negativamente. Dai é possivel, mas
nao necessdrio, que eu esteja presente em Varsévia naquele mo-
mento dado. Nesta suposicao, a proposicao FEstarei presente em
Varsévia no meio-dia de 21 de Dezembro do proximo ano nao é
verdadeira nem falsa no momento presente. Porque se fosse ver-
dadeira no momento presente, a minha futura presenca em Varsévia
seria necessdria, o que contradiz a suposicao. E, por outro lado, se
fosse falsa no momento presente, entao a minha futura presenca
em Varsovia seria impossivel, o que também contradiz a suposicao.
Portanto, a proposi¢ao considerada nao ¢, no momento presente,
nem verdadeira nem falsa e deve ter um terceiro valor, diferente de
“0” ou falso e “1” ou verdadeiro. Esse valor pode ser designado por
“%”. Ele representa “o possivel” e se une com “o verdadeiro” e “o
falso” como um terceiro valor [43, p. 165s].

5A traducdo do inglés para o portugués é nossa: I can assume without contradiction that my
presence in Warsaw at certain moment of next year, e.g. at noon on 21 December, is at the present
time determined neither positively nor negatively. Hence it is possible, but not necessary, that I shall
be present in Warsaw at the given time. On this assumption the proposition “I shall be in Warsaw
at moon on 21 December of next year”, can at the present time be neither true nor false. For if it
were true now, my future presence in Warsaw would have to be necessary, wich is contradictory to the
assumption. If it were false now, on the other hand, my future presence in Warsaw would have to be
impossible, which is also contradictory to the assumption. Therefore the proposition considered is at
the moment neither true nor false and must possess a third value, different from “0” or falsity and “1”

«l »

or truth. This value we can designate by “57. It represents “the possible”, and joins “the true” and

“the false” as a third value.
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Assim, considerando que o operador modal { nao é representado pelos conectivos
bivalorados undrios e considerando que as proposicoes que expressam fatos futuros con-
tingentes nao podem ser nem verdadeiras nem falsas, Lukasiewicz comecou, em 1920,
a construcao de um sistema trivalorado de légica modal. Esse sistema foi posterior-
mente desenvolvido em [43]. Por meio do sistema trivalorado, Lukasiewicz pretendia
construir uma definicao veritativo-funcional do conceito de possibilidade, que permi-
tisse estabelecer de modo consistente a validade de todos os principios intuitivos da
tradi¢ao aristotélica modal. Em [43] Lukasiewicz define, de modo veritativo-funcional,
dois operadores modais trivalorados: um operador [] de necessidade e um operador ¢

de possibilidade, cujas tabelas de verdade sao:

—_
—_

O
1
1
0

O
1
0
0

O N
O NI

O valor %, intermedigrio aos valores clédssicos 1 e 0, ¢ interpretado como possivel.®
Assim, segundo a tabela de ¢, se uma proposicio « ¢é falsa, entdo a proposicio E possivel
que o serd também falsa. Mas se a é verdadeira ou possivel, entdo E possivel que o serd
verdadeira. No caso de [J, temos que apenas no caso de « ser verdadeira, a proposi¢ao
E necessdrio que o serd verdadeira.

As definicoes desses dois operadores modais em termos dos conectivos primitivos —

e — do sistema L3 foram sugeridas a Lukasiewicz por Tarski em 1921.

1. Qo =gy v — «

6Na secdo 8.3, ao tratarmos dos sistemas n—valorados, que contém n — 2 valores intermedidrios
a 1 e 0, consideraremos esses valores como valores indeterminados, mas que como graus diferentes de

possibilidade.
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2. Do =gef ~ (a0 — —a).

Em palavras de Lukasiewicz, a primeira definicao estabelece que “se uma proposicao
pode ser inferida a partir do seu oposto contraditério, com certeza, a proposi¢cao nao
¢ falsa, portanto também nao ¢ impossivel”.” Com efeito, se a proposicao a segue da
proposicao —«, entao a nao é falsa, mas é verdadeira ou possivel, em cujos casos a
proposicao Qa é verdadeira. Com respeito a segunda definicao, ele asevera que, falando
em termos simples, “uma proposicao « é necessaria se, e somente se, ela nao contém a
sua prépria negacao”.® Em outros termos, quando « ¢ uma proposicao com valor de
verdade falso ou possivel, o pode implicar a sua prépria negacao, pois =« terd o valor
verdadeiro ou possivel, respectivamente; pelo contrdrio, quando o é uma proposi¢ao
verdadeira, ela nao pode implicar a sua prépria negacao, pois -« serd uma proposicao
falsa. Assim, se, e somente se, « é verdadeira, o nao implica a sua prépria negacao.

Com base nessas duas defini¢oes, Lukasiewicz mostrou que os trés principios modais
bésicos da tradicao aristotélica sao —de algum modo— satisfeitos em seu sistema for-
mal L3. Com efeito, a formula =Op — —p, que formaliza o primeiro desses princi-
pios recebe o valor verdadeiro para toda atribuicao de valores & varidvel p. Portanto,
=Qp — —p é uma tautologia de L3. Contudo, a férmula —p — —Op, destinada a re-
presentar a méaxima aristotélica todo inexistente é impossivel quando nao existe, nao
é tautologia da légica modal Lj. Essa férmula é apenas possivel em L3, visto que re-
cebe os valores 1 e % para toda atribuicao de valores de verdade a varidvel p. Dai que
Lukasiewicz propos, também em [43], modificar a simboliza¢ao desse principio e suge-
riu —=p — (—p — —Op) como a correta simbolizacdo da maxima aristotélica. Essa nova
versao formal —=p — (—p — —=Op) do principio aristotélico é tautologia em L. O caso

do terceiro principio, Ip (Op A O—p), € um pouco mais complexo. Segundo Lukasiewicz,

essa tese seria satisfeita em Lg, pois (Op A O—p) é verdadeira para uma atribuigao de

TA traducdo ¢é nossa (cf. [43, p. 169]): If any proposition can be inferred from its contradictory

opposite, it is certainly not false, hence not impossible either.
8 A traducdo é nossa (cf. [43, p. 169]): Freely speaking, we can then assert that a certain proposition

“a” is necessary, if and only if it does not contain its own negation.
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valores de verdade a varidvel p. Porém, a férmula (Op A O—p) ndo é uma tautologia de
Ls; ela é verdadeira —apenas— quando p recebe o valor % Assim, (Op A O—p) também
nao ¢ uma contradicao, mas uma férmula satisfativel. Levando em consideragao as

valoracoes dessas médximas em L, Lukasiewicz afirma:®

todos os teoremas tradicionais para as proposi¢oes modais foram
estabelecidos livres de contradicao no célculo proposicional trivalo-
rado, com base na definicdo Op =4.¢ =p — p [43, p. 172].

Metateorema da Deducgao

Como o proprio Lukasiewicz nota, a falha de p — Op e de =p — —=Op em L3 é causada

pela falha do Principio de Contracao nesse sistema:

(@ —=(a—=p)) = (a— 7).

Em L3 as formulas o — (o — ) e (o — () nao sado, como na légica bivalorada

cldssica, logicamente equivalentes. Para observar isso, é suficiente considerarmos uma

1

valoragao vy, de L tal que vy, (p) = 3

e vy, (q) = 0. Desse modo, vy, (p — (p — q)) =1
evy (p—q) =13
A falha do Principio de Contragao acarreta a invalidade do Metateorema da Deducgao

(MTD) em Ls.

Proposicao 8.1.6 Sendo =y a relagio de consequéncia de L3, temos que nao é em
geral valido que:

seT,a g B, entao T =g a — 5.

Demonstragao. Considere o caso em que I' = {p = (¢ —7r),p—q}, @« = p e

B = q. Temos, entdo, que I',;a =5 (. Considere uma valoragao vy, de L3 tal que

9 A traducdo do inglés para o portugués é nossa: All the traditional theorems for modal propositions
have been established free of contradiction in the three-valued propositional calculus, on the basis of

definition “Mp = Cnpp”.

124



Lew,(r) = 0. Nesse caso, v, (p— (¢ — 7)) =vp(p—¢q) = 1 e

v (p) = vi(q) = 3

) =
vy (p— 1) =3. Logo, p — (¢g—7),p — q ¥y p — r. Daqui, ' ¥, a — 3. Assim,

FabEy f,masTEL a— (. m
Proposicao 8.1.7 Em L3 ¢é valido que:
se' a =g B, entio ' =g a — (v — f) .

Demonstragao. Assuma [',a |5 (. Suponha uma valoragdo vy de Lz tal que
vy, () € {1}. Se vy (o) = 1, ent@o pela hipétese inicial, vy, () = 1 e, portanto,
vy, (a0 — (e — B)) = 1. Se vy, (o) = 0, entdo pela tabela de —, vy, (« — (@ — 3)) = 1.
E se vy, (a) = 1

5, entdo vy, (@ — ) € {1,%} e, portanto, vy, (&« — (v — 3)) = 1. De

modoque ' =, @ — (. — (). =
Por conseguinte, ainda sendo invilido o MTD, as seguintes versoes modais desse

metateorema sao validas em Ls:
Proposigao 8.1.8 (c¢f. [55]) Para todo I' U{«, 5} C For (X77):
1. SeT',Oa =g B, entao I' = Oa — f,

2. SeT',Qa f=g B, entio T =g Qo — [,

3. SeT',-Oa =g 5, entao I' =g Do — 3,

4. Se T, =0« =g B, entao T =g =Oa — .

Demonstraremos apenas o item 1, sendo que as demonstracoes dos restantes itens
sao similares.
Demonstragao. Assuma I',Ja |y (5. Suponha, por absurdo, que existe uma valo-
ragao vy, da légica trivalorada L tal que vy, (I') C {1} e tal que vy, (Oa — 3) € {1,0}.
Pela tabela do operador [J, temos que vy, ((J) # 2 5, para toda 0 € For (Zﬁ_’) e toda
valoracao vy, de L3. Daqui, e pela tabela de —, temos que se vy, (o — () = 3, entao

vy (Oa) =1ew, (B) = 3. Ese, vy, (Oa — B) =0, entdo pela tabela —, vy, (Da) =1
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e vg (6) = 0. Logo, temos uma valoragao vy, tal que vy, (Oa) = 1 e vy, (B) € {%,0}.
Portanto, temos uma valoragao vy, tal que vy, (T U{Oa}) C {1} e vy, (8) € {3,0}.
Absurdo. Logo, se vy, (T') C {1}, entéao vy, (o — B) =1, isto é, T | Do — 5. m

Operador modal de restauracao

Tal como nas secoes anteriores, propomos recuperar as tautologias cldssicas perdidas
em L3 seguindo a nossa estratégia motivada nas LFIs. Em particular, mostraremos
que ¢é possivel recuperar o PTE em L3 acrescentando premissas de restauragao. Para
isso, definimos, em primeiro lugar, um novo operador em termos do operador modal

e dos conectivos primitivos de Ls:
Definicao 8.1.9 Va =4 O0—~a — =0«

Assim, a tabela para esse novo operador V é:

»—o»—t‘ﬁ

(e NI ,_.‘

A férmula Va pode ser interpretada como a é nao-contingente, se considerarmos o

valor % como possivel, ou pode ser interpretada como « é determinada, se considerarmos

1

5 como valor indeterminado. A férmula ¢—a — —Qa;, utilizada para definir Va equivale

em L3 & férmula —Qa V Oa. Assim, a proposicao a é nao-contingente sera verdadeira
no caso de ser verdadeira a proposicao a é necessdria ou no caso de ser verdadeira a
proposicao « é impossivel e, portanto, no caso de « ser verdadeira ou falsa. A tabela
do conectivo de nao-contingéncia junto com a definicao de Va em termos disjuntivos
parecem vincular de modo estreito as nogoes aléticas de verdade e falsidade com as
nocoes modais de necessidade e impossibilidade, seguindo de perto o principio modal

2: todo existente é necessdrio quando existe e todo inexistente é impossivel quando

nao existe. No caso da proposicao a ser verdadeira, o evento expressado por a nao
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poderd nao ocorrer, é determinado e, portanto, a proposicao [la é verdadeira. De
modo anélogo, no caso de « ser uma proposigao falsa, entao o evento expressado por «

nao poderd ocorrer, é determinado. Nesse caso, a proposi¢ao —Q« é verdadeira.

Contingéncia e possibilidade em Aristételes

A nocao modal de possibilidade, que é primordial tanto na obra de Aristételes quanto na
do 16gico polonés, é estreitamente vinculada na obra aristotélica & nocao de contingén-
cia. A nocao de possibilidade recebe um tratamento ambiguo na obra de Aristételes.
Ele trabalha alternativamente com duas nocgoes de possibilidade: uma nocao simples e
uma noc¢ao complexa. Essas duas noc¢oes aparecem conjuntamente em De Interpreta-
tione 13, onde Aristételes apresenta as relagoes de derivagao que se estabelecem entre
a modalidade possivel e a sua negagao nao-possivel de um lado e as modalidades primi-
tivas admissivel, necessdrio e impossivel— do outro.'® A utilizacao simultanea de duas
nocoes de possibilidade acarreta inconsisténcias no quadro de derivagoes. A inconsistén-
cia é ocasionada, em particular, pela vinculacao entre as duas nocoes de possibilidade e
a noc¢ao de necessidade. Aristételes estabelece as seguientes relacoes de derivabilidade

entre as modalidades (ndo) possivel (nao) e (ndo) necessério (nao):

10Na suas notas do capitulo 12 da traducio do De Interpretatione, Ackrill afirma que em geral,
Aristételes utiliza os termos endechomenon (svdexopevou) e dynaton (Jvvaror) como termos com
idéntico significado. Ambos os termos poderiam ser traduzidos, segundo Ackrill, por possivel. No
entanto, no tratamento das modalidades, Aristételes utilizaria esses dois termos para apresentar duas
modalidades diferentes. Embora interderivaveis, Ackrill considera que os termos devem receber difer-
ente tradugoes. E, apesar de que o termo endechomenon tenha sido traduzido na tradigao pelo termo
contingente, ele prefere traduzi-lo pelo termo admissivel. Assim, as quatro modalidades primitivas
sao, na tradugdo de Ackrill, possivel (dynaton), admissivel (endechomenon), impossivel e necessdrio.
Por sua parte, Lukasiewicz [46] afirma que as quatro modalidades aristotélicas sdo: possivel, contin-
gente (endechomenon), necessdrio e imposstvel. Porém, ele reconhece que o termo contingente recebe
diferente significado em De Interpretatione e Analiticos Anteriores. Nés manteremos a proposta de
Ackrill de usar admisivel como tradugdo de endechomenon e usaremos o termo contingente para a

nogao complexa de possibilidade.

127



z

A De ¢ possivel segue nao é necessario.

B De nao é possivel segue é necessario que nao.

C De ¢ possivel que nao segue nao é necessdrio que nao.
D De nao é possivel que nao segue é necessdrio.

Assim, se aceitarmos a tese A, junto com alguns principios légicos aceitos na tradi¢ao
aristotélica, deverfamos aceitar também que da expressao é necessdrio segue nao é pos-
stvel. Mas Aristételes indica, na linha B, que da expressao ndo é possivel segue é
necessdrio que nao. Assim, as teses A e B juntamente expressam que de é necessdrio
segue é necessdrio que ndo o que equivale a afirmar que de é necessdrio segue nao é pos-
stvel. De outro lado, se aceitarmos juntamente a teses C e D poderfamos concluir, por
um raciocinio similar, que de é necessdrio que nao segue é necessdario, ou seja, que de
nao é possivel segue é necessdrio. Desse modo, juntando as consequéncias das quatro
teses obtemos que o que é necessdrio e o que nao é possivel sao modalidades inter-
derivdveis. Porém, essa interderivabilidade nao é aceita pelo préprio Aristételes que, no
mesmo capitulo, evita o colapso —resultante da interderivabilidade— das modalidades
ser necessdrio e nao ser possivel distinguindo duas nocoes de possibilidade: uma nocao
complexa e uma nogao simples (cf. [37, p. 80]). Em A e C a modalidade possivel
teria um sentido complexo, equivalente a conjuncao das modalidades nao-necessdrio e
nao-impossivel. Em B e D a modalidade possivel teria um sentido simples, equivalente
—apenas— a modalidade nao-impossivel. Assim, enquanto no sentido complexo, o pos-
sivel exclui o que é necessario, dado que implica pela definicao o que é nao necessario,
no sentido simples, o possivel e o necessédrio sao compativeis. Assim, frente a dificuldade
apresentada no quadro de derivacoes, Aristételes modifica as linhas A e C do quadro,
escolhendo o sentido simples para reestabelecer de modo consistente as relagoes de de-
rivabilidade entre a possibilidade e as restantes modalidades. Assim, as teses A e C

sao substituidas, no final do capitulo, pelas teses A’ e C’:

A’ De ¢ possivel segue nao é necessdrio que nao.
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C’ De é possivel que nao segue nao é necessdario.

Assim, o colapso das modalidades é solucionado pelo préprio Aristételes no final do
Capitulo 13 priorizando a nocao simples de possibilidade.

Embora isso, no tratamento das inferéncias modais Aristételes, parece priorizar a
nogao complexa de possibilidade. Como Aristételes afirma em Analiticos Anteriores 1.

13, 32a18-21:11

chamo ser admissivel e admissivel & coisa que quando —nao sendo
necessaria— ao ser assumida, nao acarreta nenhuma impossibili-
dade (digo nao sendo necessdria porque aplicamos o termo admis-
sivel homonimamente ao que é necessario).

E em Analiticos Anteriores 1. 25a37-40 Aristételes expoe esses dois sentidos de
admissivel quando assinala que ser admissivel é empregado em véarios sentidos, pois
“chamamos de admissivel tanto o que é necessario, como o que é nao-necessario e é pos-
sivel”. Sendo que em De Interpretatione 13 Aristételes indica que entre a modalidade
possivel e a modalidade admissivel hd uma relacao de derivacao mitua, entao aquilo
que ele expressa com respeito a ser admissivel poderia ser afirmado também para o que
é possivel.

A escolha da nocao complexa de possibilidade por Aristételes, no tratamento das
inferéncias modais, ¢ fundada, segundo [37], em questdes metafisicas. A nogao légica
de possibilidade é vinculada com a noc¢ao metafisica de poténcia. A disting¢ao logica
entre o que é possivel em um sentido simples e em um sentido complexo reflete a dis-
tincao metafisica aristotélica entre as poténcias racionais e as poténcias irracionais.
Uma poténcia racional seria, por exemplo, o caso do fogo, que nao tem capacidade de
esquentar e de nao esquentar. As poténcias racionais, por sua parte, sao poténcias de
contrarios. Como exemplo de uma tal poténcia, Aristételes indica, em De Interpreta-
tione 12, 21b13 que aquilo que pode caminhar ou pode ser cortado pode nao caminhar
ou nao ser cortado. Também em Metafisica IX. 2, 1046b4-7 Aristételes assinala que

todas as poténcias racionais abarcam ambos os contrarios, enquanto que as poténcias

"Em [3] o tradutor utiliza o termo contingente para traduzir endechomenon.
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irracionais sao cada uma delas de apenas um contrario. Como exemplo de poténcia
irracional, Aristételes coloca o quente, que apenas pode esquentar, e como exemplo de
poténcia racional, ele coloca a medicina, que pode produzir tanto a satde, quanto a
doenca. Assim, na obra aristotélica convivem dois sentidos da modalidade possivel, o
simples e o complexo. No sentido complexo, a possibilidade exclui a necessidade; a pos-
sibilidade complexa é considerada como aquilo que nao é necessdrio, nem é impossivel.

Neste sentido complexo, a possibilidade é indeterminagao ou contingéncia.

Operador de restauracao nao-contingente

Se aceitarmos simbolizar o sentido simples de possibilidade por meio do operador ¢,
entao seguindo a Lukasiewicz [46], poderfamos definir o conectivo de contingéncia ou

indeterminacdo ¥ da seguinte maneira:!?

Definicao 8.1.10 Ya =45 Qa A O—av.

A contingéncia seria, entao, uma possibilidade ambivalente, isto é, uma possibilidade
que pode ser o caso, mas que também pode nao ser o caso. Assim definida, a férmula
Va resulta equivalente em Lg a férmula — (O — Oa) e, portanto, é equivalente a =V a.

A seguir, propomos restaurar as inferéncias cldssicas perdidas em Lj acrescentando
premissas nao-contingentes V (.). O conectivo de nao-contingéncia V é propagado das

férmulas simples as complexas mas nao é, em geral, retropropagado na assinatura > :

1. Va g Voa e Voa g Va,

2. Va,VB L V(a — B), mas V (o — ) Kg Va3

12 A rigor, na légica modal aristotélica, a diferenca da légica modal moderna, a modalidade impos-
stvel nao é equivalente com a negacao contraditéria de possivel. Embora em De Interpretatione 13,
22a25 Aristételes afirme que impossivel é derivado de nao ser possivel, a inferéncia inversa néo é por
ele afirmada. Contudo, qual seja o tipo de negacao involucrada na modalidade impossivel e qual o tipo

de oposigao estabelecido entre essa modalidade e possivel nao serd objeto de anédlise na nossa pesquisa.
13 Alternativamente, V (o — 3) Ky Vf.
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Demonstragao. Apenas demonstraremos o item 2. Considere uma valoragdo vy
de L3 tal que vy, (Va) = v, (V) = 1. Entao, pela tabela de v, vy, (o) € {1,0} e
v, (B) € {1,0}. Daqui, pela tabela de —, vy, (&« — ) € {1,0}. Portanto, pela tabela
v, v (V(ae— B)) =1.

Considere o caso em que vy, (p) = v, (¢) = % Entéao, pela tabelade —, vy, (p — ¢) =1
e, pela tabela de Vv, v, (V(p—¢q)) = 1. Porém, pela tabela de V, teremos

v (Vp) = v, (Vg) =0. =

DAT para L3

Lema 8.1.11 Seja vy uma valorag¢io de L3 tal que vg (p1),...,ve(pn) € {1,0}. E
seja ve uma valoragao classica tal que ve (p;) = vg(p;), para i = 1,...,n. En-
tao vg (o) = ve (a) e, portanto, vy (o) € {1,0}, para toda o € For (¥77), tal que

var () = {p1,...,pn}-

Demonstragao. Similar & do Lema 7.2.16. =

Teorema 8.1.12 Seja I' U {a} C For(X77). E seja var ('U{a}) = {p1,...,pn} 0

conjunto de varidveis proposicionais que ocorrem em I' U {a}. Entao:

I' Frc a sse Vpy,...,Vp,, I g a. (DAT - Lj)

Demonstragao. =—> Suponha I' =1¢ a.

Seja vy, uma valoragao de Lg tal que vy, ({Vp1,...,Vp,} UT) C {1}. Daqui e pela
tabela do conectivo V temos que vy, ({p1,...,pn}) C {1,0}. Seja vc uma valoragao clés-
sica tal que vc (p;) = vg, (pj), para j = 1,...,n, tal que var (I'U{a}) = {p1,...,pn}
Como var () C {p1,...,pn}, entdo pelo Lema 8.1.11 temos que vy, (o) = ve (a). Se
vy, (@) = ve (@) = 0, entdo pela hipétese, ve (7;) = 0, para alguma ~, € I'. Entao,
pelo Lema 8.1.11, vy, (7,) = 0, para alguma v, € I'. Absurdo. Assim, v, (o) = 1, se
v, (CU{Vpy,...,Vp,}) € {1}. Daqui, Vpy,...,Vp,, I 1 a.

— Suponha Vp,...,Vp,, I F1 a.
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Seja v uma valoragao cldssica tal que ve (I') € {1}. Defina uma valoragao vy, de
L3 tal que vy, (p;) = ve (pi), com i = 1,...,n, tal que var (T U{a}) = {p1,..., 0}
Logo, pelo Lema 8.1.11, temos que vy, (I') C {1} e vy, {Vp1,...,Vpn}) C {1}. Entao,

pela hipétese, v, () = 1. E, pelo Lema 8.1.11, v (o) = 1. m
Exemplo 8.1.13 As seguintes inferéncias (restauradas) valem em Ls:
1. VplkpV —p,
2. Vp,((p——p)A(p—p)Va)lFqgVr,
3. Vpp—p—qlkp—y,
4. vplk (=p—p) —p,
5. Vp,p— (q—71),p—qlbp—r,
6. Vp,—p — =q,7p — qlFp,
7. Vp,Vg,p— (q—1)IF(pAg) — .
Observagao 8.1.14 Considere novamente os exemplos acima.

1. Considere os exemplos 1 e 4, em que I’ Frc o e I' = ). Nesse caso, T' ¥y «
e, como var (I') = 0, entdo nao é suficiente acrescentar as variqveis de I' como
premissas de restaura¢do para recuperar as inferéncias cldssicas perdidas em Es;

para recuperd-las é necessdrio acrescentar as varidveis de a.

2. Considere novamente o exemplo 2, em que I' = {((p — —p) A(-p — D)) Vq} e
1e

a = qVr . Considere uma valorag¢io vy de Lukasiewicz tal que vy (p) =
v (q) = ve(r) = 0. Assim, teremos que vg(p — —p) = vg(—p —p) = 1 ¢,
portanto, vg (((p — —p) A (—p — p))Vq) = 1. Porém, vg(qVr) = 0. Assim,
['Er a. Comovg (q) = vg (r) =0, entao pela tabela de V, vy (Vq) = vg (Vr) = 1.
Desse modo, Vpy,...,Vp,, I' By a, se {p1,...,pn} = var («a). Assim, nio é sufi-

ciente acrescentar as varidveis de o como premissas de restaura¢ao; para recuperar
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as inferéncias cldssicas perdidas em L3 é necessdrio acrescentar —também— as

varidveis de T'.

Metateorema da Dedugao Modal

Em 8.1.8 afirmamos versoes modais do Metateorema da Deducao que sao vélidas para
os conectivos modais [ e (. A seguir, mostraremos que o Metateorema da Deducao

Modal ¢é vélido também para o conectivo de nao-contingéncia V.
Proposigao 8.1.15 Seja I'U{a, 5} C For (X77).
SeT',Va =g B, entio ' =g Va — .

Demonstragao. Assuma I',Va | (. Considere uma valoracao vy, de Lj tal que

vy, (I') € {1}. Suponha, pelo absurdo, que vy, (Voo — () € {2,0}

Se vy, (Va — ) = 3, entdo como vy, (V4) # 3, para todo 6 € For (£77), entao
vy, (Va) =1 e v, (B) = 3. Absurdo, pois estamos assumindo que I', Vo =, 3

Se vy, (Vao— ) = 0, entdo vy, (Va) = 1 e vy, () = 0. Absurdo, pois estamos
assumindo que I', Va =, 3

Logo, vy, (Va — ) = 1,se vy, (I') C {1}. Assim, ' =, Va — 5. =

8.2 Légica modal tetravalorada

Com posterioridade & proposta trivalorada, Lukasiewicz considerou que o sistema Ls
nao satisfazia todas as intuigoes relativas as modalidades. Em particular, a proposicao
Qa A O—a, pela qual seria formalizada a tese aristotélica da existéncia de proposicoes
contingentes verdadeiras, nao resulta vélida no sistema Ls mas apenas satisfativel. Em
[46] Lukasiewicz construiu um outro sistema modal polivalente, um sistema tetravalo-

rado modal L;, que valida as mesmas teses que a légica proposicional cldssica.

Definicao 8.2.1 O conjunto de férmulas For(ELd) do sistema tretravalorado modal

de Lukasiewicz E£q é definido como uma dlgebra livremente gerada por prop sobre a

assinatura Y tal que:
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i =0,

Efd = {_'a <>}7

25(1 = {_>}7

Yii =0, paran > 2.

Definigao 8.2.2 V; = {1, %, %, 0} ¢ o conjunto de valores de verdade de £y e D = {1}

¢ o conjunto de valores designados de L.

O significado dos operadores primitivos -, ) e — é dado pelas seguintes tabelas de

verdade:

- O — |1 2 3 0
10 11 112 19
3|3 3|2 s |1l
5|3 I RN R
0|1 03 01 1 1 1

Os valores nao cldssicos % e % sao interpretados como graus de verdade mais ou
menos préoximos a verdade e a falsidade. As tabelas para os conectivos A e V sao

obtidas a partir das seguintes definigoes:

o a/\B:def_‘(a_)_‘ﬂ)v

i a\/ﬁ:def _'aﬁﬁ'

A1 2 30 Vil 2 20
11 2 40 1|1 1 1 1
513300 511313
303 030 3|11 3 3
0/0 0 0 0 0|1 2 L0
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e 0o f=gs (a@— B)A(B—a).

Para esse sistema tetravalorado, Lukasiewicz apresentou um outro operador de pos-

sibilidade, que nés simbolizamos por 4, cuja definicao e correspondente tabela sao:'*

Definigao 8.2.3 4o =4 (Oa — «)

O Wi Wi )—\‘

wIiN — Wi )—n‘Q

A partir dos dois operadores de possibilidade —{ e 4— em [46, p. 145] Lukasiewicz
define dois operadores de necessidade —[] e l— e dois operadores de contingéncia —/A

e A— da seguinte maneira:

o Ua =45 00,
o Mo =4 4,
o Ao =4er O N\ 0,
® Ax =45 #a N Qa.

Assim definidos, as tabelas para esses operadores sao:'’

O u A A

2 1 2 1
L3 L]z I 1] 3
2 2 2 2 2
3|3 3]0 31 3]0
1 1 1 1 1
30 3|3 3]0 3|1
010 00 01! 0|2

140s signos M e W de [46] e os signos A e V de [45] se correspondem com os signos () e 4 por nés

utilizados.
5Para os dois operadores de contingéncia, Lukasiewicz utiliza em [46] os signos X e Y.
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No sistema modal tetravalorado as férmula A (Qa A O—a) e A (Qa A O—ar) recebem
ambas as duas o valor designado. Em palavras de Lukasiewicz [46, p. 145], “existe em
nosso sistema uma proposicao AA-contingente verdadeira e uma proposicao A-contingente
verdadeira. Podemos acomodar a contingéncia no sentido aristotélico com nossa légica
modal tetravalorada”.'¢

Além disso, o sistema modal L, valida a formalizacao do principio modal bésico 1,

mas invalida as duas formalizagoes propostas do principio de necessidade expressado

alternativamente por 2 e 2’ em 8.1.

Proposigao 8.2.4 Sendo |=q a relagdo de consequéncia semantica de Ly, temos:
1. Eqa =0p — —p,
2. ¥q —p — =0p e Fa —p — (=p — =0p),
3. Fa (=p = =0p) < (=p — (=p — ~0p)).

No entanto, embora esse sistema modal consiga validar proposi¢oes contingentes
verdadeiras e os principios escoldsticos bésicos formalizados por 1, o sistema tetravalo-
rado valida algumas inferéncias que se opoem a compreensao intuitiva das modalidades

(cf. [15], [41], [55]). Considere o seguinte exemplo.

Exemplo 8.2.5 No sistema tetravalorado modal £4 as sequintes inferéncias sao vali-

das:

1. mAal- Aa e Aa IF =Aa,
2. ~AalF Aa e Aa - —Aa,
3. CaNQOBIFO(anp),

4. O(a V) IF OavOB.

16 A traducdo do espanhol para o portugués é nossa.
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Em primeiro lugar, o significado do conectivo de contingéncia desse sistema se afasta
do sentido intuitivo que esse operador recebe no sistema modal L3. No sistema triva-
lorado, a negacao de uma proposicao contingente A« resulta equivalente & disjuncao
de =Qa e Oa. Porém, no sistema tetravalorado modal, a negacao de uma proposicao
contingente é também uma proposicao contingente. Por outro lado, a validade da in-
feréncia em 3 implica que ¢ (o A —«) seria tese do sistema modal, se QA Q- fosse tese.
Como ja notamos, no sistema de Lukasiewicz a aceitacao de proposigoes contingentes
verdadeiras nao valida a férmula Qo A O—a, mas A (Qa A O—a). A tese 4 implica que
Oa vV O-a« seria tese do sistema, se O (« V —«v) fosse tese do sistema. Embora a V -«
seja tese do sistema Lg, O (o V —a) nao é Lg-vélida.'”

De modo diferente de Ls, todas as teses da légica bivalorada cldssica permanecem
validas em L;. O conjunto das tautologias de LC estd incluido no correspondente

conjunto do sistema L.

8.3 Ldgicas n-valoradas

Ja no ano 1922 Lukasiewicz generalizou a proposta trivalorada e propos uma familia de
sistemas multivalorados, com finitos e infinitos valores de verdade. O sistema trivalorado
L3 e o sistema bivalorado LC resultam casos particulares de uma familia de sistemas

n-valorados.

17 As inferéncias 3 e 4 resultam vélidas também em Ls3. O sistema modal tetravalorado apresentado

em [45] tem as seguintes tabelas de verdade dos operadores modais ¢ e OJ.

O Wik Wy ‘
O Wik Wi Wi ‘ <>
O Wi Wi = ‘
Wim W= W ‘ O

Com base nessas tabelas, as inferéncias intuitivamente rejeitdveis « IF Oda e Qo IF « resultam validas.
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A definicao do conjunto de férmulas For (EL”) de cada sistema L,, com n € N,

n > 2, comn = Ny oun = N; é uma generalizagao da defini¢ao 8.1.1.

Definicao 8.3.1 O conjunto de valores (de verdade) V,,, para cada n € N, comn > 2,

¢ definido por:

_ 1 2
Vn—{ 07m,m,...,1 }

Definicao 8.3.2 O conjunto de valores distinguidos de cada sistema E,, é D,, = {1}.

Definicao 8.3.3 Para cada sistema L,, com n > 2, v, : For (EL") — V, € uma

fungao de valoracao sse satisfaz as sequintes condicoes:

1. vn(a):%,seQEpropek,neN, taisque 0 < k <n-—1,
2. v, (ma) =1—v,(a),

3. vy (@ — B) =min[l,1— v, (a)+ v, (B)],

4. vn (aV §) = max [, (@), vn (B)];

5. v, (@A B) = min [v, (a),v, (8)].

Como ¢ claro, o sistema trivalorado de Lukasiewicz proposto em [42] constitui um
caso particular da definicao dos sistemas L,,. De modo andlogo, o sistema bivalorado
cldssico LC constitui um caso particular da hierarquia L,,, pois coincide com o sistema
bivalorado Ly. Porém, o sistema tetravalorado modal, que nés chamamos de Lg, nao
é equivalente ao sistema L, da hierarquia L, definida em 8.3.1 - 8.3.3, pois, como ja
mostramos, o conjunto das tautologias de L, é idéntico ao conjunto das tautologias de
LC na assinatura X" e, como veremos a seguir, o conjunto das tautologias de cada

sistema n-valorado estd contido estritamente no conjunto das tautologias de LC.
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Légica bivalorada e n-valorada
Em [47] é demonstrado o seguinte teorema:

Teorema 8.3.4 Seja Taut (X) o conjunto das tautologias do sistema X. Se2 < n < Vg,

entao:'®

Taut (L,) C Taut (Lg) .

Demonstragao. Uma demonstragao detalhada aparece em [1, p. 42] m

De acordo com esse teorema, o conjunto das tautologias de L,, com n > 2, é
estritamente incluido no conjunto de tautologias de L,. Logo, certas férmulas vélidas
em LC resultam invilidas em cada sistema L,,, para n > 2. Em particular, a férmula

p V —p nao é tautologia de L,,, se n > 2.

Proposicao 8.3.5 Para todon € N;n > 2,

E,pV p.

Demonstragao. Sejam m,n € N. Seja L, um sistema multivalorado com n > 2

valores de verdade. Entao, existe m, com m # 1 e m < n tal que =7 € V,. Seja

v, (p) = 2. Como m # 1, entdo v, (p) # 1. Pela Definicao 8.3.3, cldusula 2,

U (mp) =1 -2 = %_11 Como m # n, v, (—p) # 1. Assim, v, (pV —p) #1. =

Em 8.1.12 mostramos como recuperar em L3 as inferéncias de Ly perdidas, definindo
o conectivo V de nao-contingéncia a partir do operador modal {) e acrescentando premis-
sas nao-contingentes as inferéncias perdidas. Mostramos, assim, a maneira de ajustar
as tautologias de Ly que nao valem em Lj, acrescentando premissas restauradoras de

modo de obtermos versoes ajustadas delas. Como caso particular do Teorema 8.1.12,

em que =3 é a relacdo de consequéncia de L3, temos que:'?

I8 A rigor, esse teorema vale para 2 < n < Ny, mas nesta secio trabalharemos apenas os sistemas

n-valorados com n € N. Na sec¢ao 8.3 apresentaremos a defini¢do dos sistemas Xy e ;.

g . . ~ N
19 Ao tratarmos conjuntamente dos sistemas n—valorados, anotaremos |=,, a relacao de consequéncia

do sistema L,,, para n € N.
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Vp s p V.

Mas também, como notamos em 7.6, seguindo a ideia das LFUs, poderfamos definir
um conectivo de restauracao local em conclusao. De fato, em L3 poderiamos utilizar
o conectivo ¥ de contingéncia definido em 8.1.10 com o objetivo de recuperarmos a

versao gentil do PTE.
Proposicao 8.3.6 Seja =3 a relagao de consequéncia de Ls.

VplspV —p sse FE3pV -opVVp.

Demonstragao. = Assuma Vp =3 p V —p. Suponha, por absurdo, que existe uma
valoracao vz de L tal que vz (pV —pV ¥p) € {%, O}. Pela tabela do operador ¥, temos
que v (V7) # 3, para toda v € For (77). Assim, vs (p) € {3,0} e v3(-p) € {1,0} ¢
v3 (¥p) = 0. Mas se v3 (¥p) = 0, entdo v3 (Vp) = 1 e, pela hipdtese, vs (p V —p) = 1.

<= Assuma que v3(pV —pV ¥p) = 1, para toda valoracdo vs de Lz. FEntao,
v3(p) = 1 ou v3(—p) = 1 ou v3(V¥p) = 1, para cada valoragdo vs. Se v3(p) = 1
ou v (—p) = 1, entdo vs (p V —p) = 1. E se v3(¥p) = 1, entdo vz (Vp) = 0. Assim, nao
existe valoragao vs de Lg tal que vz (Vp) =1 e vz (pV —p) = 0. Entao, Vp =3 p V —p.
[

Assim, em Lj temos a seguinte versao gentil do PTE (cf. [48]):

):3 Y% vV —-p V Vp. (PTEG)

A seguir, generalizaremos essa ideia; definiremos um conectivo de restauragao local
em conclusao para cada sistema L,, com 2 < n < N, para recuperarmos as tautologias

de L, em cada um desses sistemas.

Conectivos de restauracao contingente

Operadores J

Para generalizar a ideia de recuperagao em conclusao, e mostrar que a hierarquia de
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sistemas L,, constitui uma hierarquia de LFUs, utilizaremos os operadores .J, definidos
por Rosser e Turquette [62] e utilizados por eles na sua apresentacao axiomdtica dos
sistemas L, de Lukasiewicz. Os operadores J sao governados pela seguinte condig¢ao

geral.

Definicao 8.3.7 Para qualquer sistema L,, comn € N, seja 0 <i<mn—1:

)

L, sev,(p) = 5,
0, sew,(p)# nil.

3

Un, (J[z,n} (p)) —def

Como 0 < i <n—1, cada sistema n-valorado L, terd exactamente n operadores
J. Assim, por exemplo, os tinicos dois operadores J do sistema Ly sdo Jypg e Jpg-

E, seguindo a Defini¢ao 8.5.7, as tabelas dos trés operadores J de L3 —Jjg3), Jji3 e

J[273]— 5Q0:
| Jog IRELE EREREY
1] 0 1] 0 1] 1
2| O 2| 1 2| O
0| 1 0| 0 0| 0

Como pode-se observar, as tabelas das férmulas Jjp3 (p) e Jji,3 (p) s@o idénticas
com as tabelas de (p e —Vp de Lg, respectivamente. Desse modo, Jjz3 (p) pode-
ria ser definida como —(p — —p) e Jp 3 (p) poderia ser definida por meio da férmula
= ((=p — p) — = (p — —p)). De fato, os préprios Rosser e Turquette mostraram como
definir os n operadores J de cada sistema L, em termos dos conectivos primitivos — e

— (cf. [61, p. 90], [1, p. 47]).

Operadores J e conectivos de restauracao V¥

Como é simples de imaginar pelas tabelas de L3 acima, por meio dos operadores J
é possivel identificar cada um dos n valores de verdade do sistema L,. Com efeito,
cada um dos trés operadores J de L3 atribui o valor designado a um dos trés valores de
verdade de L3 e o valor cldssico nao designado aos restantes valores. De modo similar,

cada um dos dois operadores J de L, atribui o valor designado a exatamente um dos
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valores de verdade do sistema bivalorado. Desse modo, a férmula Jy o (p) equivale a
—p e Jug (p) equivale a p em Ly. Assim, o principio cldssico p V —p pode ser rescrito

em termos dos operadores J de L, da seguinte maneira:

J[1,2] (P) \ J[0,2} (P) .

Ou, equivalentemente:
1
V Ji2 () (PJ;E)
i=0

Essa versao J do PTE, que nés chamamos de PJ3E, expressa que sao apenas dois os

operadores .J definfveis em Ls: um terceiro operador J é excluido em L,. Com efeito,
como vs (J[O,g] (p)) = Uy (J[Og] (p)) =1ssev,(p)=0euv; (J[Zg} (p)) = Uy (J[Lg] (p)) =1
sse vy, (p) = 1, paran € {2, 3}, entdo as férmulas Jy 5 (p) e Jp2,3) (p) de L correspondem
a Jjog (p) e Jug (p) de Ly, respectivamente. Porém, a féormula Jp; 3 (p), que expressa
a indeterminacao de p, nao tem correspondente em Ly. O operador Jj; 3 de L3, que
identifica o terceiro valor de verdade %, nao é definivel em L.

Lembrando que ¥p equivale em Lz a =Vp e, portanto, a Jp 5 (p), temos que a versao

gentil do PTE, valida em L3, pode ser rescrita em termos dos operadores J de L3 como

Ji2,3 () V o3 (p) V Iz (p) (PJ3GE)

ou equivalentemente como PJ,E:

V Jial (v) (PJiE)

Assim, para recuperarmos o PTE em Lj acrescentamos o disjuntivo Jp 5 (p), em

que Jj; 3 € um —terceiro— operador J definivel em L3, que nao ¢ definivel em L.

Teorema 8.3.8 Para todon € N, tal que n > 2
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.\/ J[m] () (PJ3E)

nao ¢é tautologia de L,.

Demonstragao. Similar & demonstracao da Proposicao 8.3. m

Teorema 8.3.9 Para todon > 2, PJ,,1 F,

n—1
\/ Jim (p) (PJnt1E)
=0

¢ tautologia de L,,.

Demonstracao. Veja [1, p. 48]. m
DAT para L,, - Ly

Feitas essas consideracoes, definiremos para cada sistema L,, com n € Nen > 2, um
conectivo de indeterminacao a partir dos operadores .J, com o objetivo de recuperar em
cada sistema L, as tautologias perdidas de L,. Demonstraremos que tal conectivo é

um conectivo de restauracao local em conclusao.
n—2
Definicao 8.3.10 Sejan € Nen > 2. Vo =4 \ Ju, (a).
i=1

Em outros termos, para cada sistema L, definimos um conectivo ¥}, como uma
disjungao de todos os operadores J de L, com execao de Jjg ) € Jjp—1,,). Desse modo,
em cada sistema n-valorado, o conectivo ¥, serd uma disjuncao de n—2 componentes J.

Em primeiro lugar, mostraremos que o conectivo ¥, nao é, em geral, (retro)propa-

gado na assinatura X7V,
Proposicao 8.3.11 Para todo n € N, tal que n > 2:
L Yo b=, Yyae Yy o =, Yo,
2. Vo, Y BB Y (o — B) e Yy (o — B) By, Yina,
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3. Yo, Y8 Yy (Vv 3), mas ¥ (aV 3) B, ¥ia

Demonstragao. Para 1. Assuma que v, (V[n]a) = 1. Pela Definicao de ¥, temos
que v, (J[l,n] (@) V o) () V...V g (@) V Jpp—am) (a)) = 1. Assim, pela Defini¢ao
8.3.3, cldusula 4, v, (J[ln ) =1 ou v, (J[gm] (a)) =1lou... ouw, (J[n,gm] (a)) =1

ou vy, (Jju—2 (a)) = 1. Assim, pela Defini¢do 8.3.7, v, (o) = 5 ou v, (a) = 25 ou...
ou vy, (@) = 2=3 ou v, (o) = 2=2. E pela Defini¢ao 8.3.3, cldusula 2, v, (o) =1 — -
ou v, (ma) =1 -2 ou... ouv,(—) =1-22 ouv,(-a) =1- 1222 ? As-
sim, v, (—a) = 2=2 ou v, () = 22 ou ... ou v, (ma) = 2 ou v, (—a) =

Logo, pela Definicdo 8.3.7, v, (Jq (m@)) = 1 ou v, (Jpm(—a)) = 1 ou ... ou
U (J[n_gm] (—a)) =1louw, (J[n_g,n] (—|oz)) = 1. Daqui, pela Definicao 8.3.3, cldusula 4,
Up <n\/2 Jlin] (ﬂa)) = 1 o que equivale, pela Definicao 8.3.10, a v, ('[n] (—a)) =1.
Assuma que v, (V[n] (ﬂa)) = 1. Entao, pela Definicao 8.3.10 do conectivo ¥,
Up, <n\_/2 Jiin) (@) ) = 1. Daqui, pela cldusula 4 da Defini¢ao 8.3.3, vy, (Jj1,) (ma)) = 1
ou v:l:(lJ[gjn] (—|oz)) =lou... ouuv, (J[n_gm] (ﬂa)) =1ouuw, (J[n_gm} (ﬂa)) = 1. Entao,

pela Defini¢ao 8.3.7, v, (ma) = -5 ou v, (ma) = 27 ou ... ou v, (—a) = 2= ou
v, (har) = Z—j E daqui, pela Defini¢ao 8.3.3, cldusula 2, v, (a) = 1 — nil’ com

1 < i < n—2. Daqui, entdo v, () # 0 e v, (o) # 1. Entao, pela Defini¢gao 8.3.7,
n—2

Uy, (J[o,n] (Oz)) =0euw, (J[n,lm] (a)) = 0. Assim, v, (\/ Jlin] (a)) =, (V[n} (a)) =1.
i=1

Para 2. Considere uma valoragao v, tal que v, (p) = v, (q) = =% f

Entao v, (J[n,g,n] (p)) =, (J[n,m] (q)) = 1. Assim, v, (V[n] (p)) =, (V[n (q)) =1.

Pela Definigdo 8.3.3, cldusula 3, v,(p —¢) = min[l,(1—v,(p))+uv.(q)] =

min [1,(1—2—:?)—1—2—:?] :min[l,ﬁ—l—z—:ﬂ zmin[l,fﬁ] =1. Sev,(p—q) =1,

entdo pela Definicao 8.3.7, wv, (J[Ln] (p — q)) = v, (J[g,n] (p— q)) =

=, (J[n_g’n] (p— q)) = 0. Daqui, pela Definicao 8.3.10, v, ('[n} (p— q)) =0.
Considere uma valoracao v, tal que v, (p) = =3 e v, (q) = 2=2. Aplicando a

Definigao 8.3.3, cldusula 3, temos que v, (p — q) = Z—j Assim, pela Definigao 8.3.7,

Up (J[n,gyn] (p— q)) = 1. Entao, pela Defini¢ao 8.3.10, temos que v,, (V[n] (p— q)) =1.

20 Alternativamente, Vi (@ — B)Fn VB e Y (aV B) Fy Vi 6.
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Porém, Como vy (p) = 17 Un (J[l,n] (p>) = Un (J[Z,n] (p)) =...= U (J[an,n] (p>) = 0. Ea
daqui, novamente pela Defini¢ao 8.3.10, v, (V[n]p) = 0.

Para 3. Assuma v, (V[n]oz) = v, (V[n}ﬂ) = 1. Entao, v, (J[l,n] (a)) = 1 ou
Uy, (J[Q}n] (a)) =1lou... ouw, (J[n,Q,n] (oz)) =1lew, (J[1,n] (6)) =1louw, (J[gm] (6)) =1
ou ... ou v, (J[n_gm] (ﬂ)) = 1, pela Definicao 8.3.10. Assim, pela Definicao 8.3.7,

Un (@) = =5 ou v, (@) = =2 ou ... ouv, (o) = =2 e v, (B) = 15 ou v, (B) = =%
ou ... ouw,(B) = Z—:f Daqui, pela cldusula 4 da Defini¢ao 8.3.3, v, (aV ) # 1 e
vy (Vv pB) # 0. Logo, pela Definicdo 8.3.7, w, (J[l,n] (Vv 5)) = 1 ou

Un (Jgny (@V B)) =1 ou ... ouv, (Jy_am (aV3)) = 1. Assim, pela Definicao 8.3.10,
Un (W (@ V B)) = 1.

Considere uma valoragao v, de L, tal que v, (p) = —5 ¢ v, (¢) = 0. Pela cldusula
4 da Defini¢ao 8.3.3, v, (pV q) = ﬁ Assim, v, (J[Ln] (pV q)) = 1, pela Definicao
8.3.7. Logo, pela Definicao 8.3.10, v, (V[n] (pV q)) = 1. Mas, como v, (¢q) = 0, entao
Up (J[Ln] (p)) =, (J[gm] (q)) =...=1, (J[n,zn} (q)) = 0. Entao, pela Defini¢ao 8.3.10,

Un, (VMq) =0. m

Lema 8.3.12 Sejam n > 2, o € For(X77) e {p1,...,p;} = var(a). Considere
uma valora¢do v, de L, tal que v, (p1),...,v, (p;) € {1,0}. Entdo v, (a) = ve () e,

portanto, v, (a) € {1,0} para tal valoragao v,.
Demonstragao. Por indugao na estrutura de «, usando a Defini¢ao 8.3.3. =

Teorema 8.3.13 Sejam =, a relagdo de consequéncia da légica E,, com n € N e

n>2 eacFor(X77). Se{p1,...,p;} =var (o), entdo:

oo ssef=p aV Vip1 V..oV Yp;. (DAT - L,,)

Demonstragao. = Assuma |~ «. Suponha, por absurdo, que para toda n existe
uma, valoracao v, de L, tal que v, (a VYup1 V...V V[n]pj) # 1. Entao, v, (o) # 1
e U, (V[n]pl V...V V[n]pj) # 1 para tal valoragao v,. Se v, (V[n}pl V...V V[n}pj) # 1,
entao pela Definicao 8.3.3. 4, v, (V[n]pl) %le... ev, (V[n]pj) # 1, para tal valoragao
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v,. Daqui, pela Defini¢ao 8.3.10, v, (J[l,n] (P1) V Jp2m) (01) VooV Jp—om) (pl)) #+1e

e vy (Jun (0) V Jigin) (0j) V...V T2 (pj)) # 1, para tal valoragao v,. Entao,
por 83.7, v, (;) # 5 e vu () # 35 € ... € vy (;) 2 e wn(py) # 25 e
v (pj) # 27 € ... e v, (p;) # 2=2. Entéo, v, (p1),...,v. (p;) € {1,0}. Pelo Lema
8.3.12, v, (o) = vy () e v, (a) € {1,0} para tal valoracao v,. Como, pela hipétese,
v(a) # 1, entdo v, (o) = vy () = 0, para tal valoracdo v, e alguma valoragao vs.
Porém, pela assuncao inicial, temos que vy (o) = 1, para toda valoragao v,. Absurdo.
Logo, nao existe valoragao v,, de L, tal que v, (a VYup1 V...V V[n]pj) # 1.

<= Assuma =, oV ¥p,p1 V...V ¥, p;. Suponha, por absurdo, que existe uma
valorac@o vy tal que vy (@) = 0. Como var (a) = {p1,...,p;}, entdo existe uma valo-
racao vy tal que vy (p1),...,v, (pj) € {1,0}, tal que vy () = 0.

Seja vy uma valoragao tal que se v (pr) = 1, entdo v, (px) = 1 e se vy (px) = 0, en-
tdo v, (py) =0, para k = 1,...,j. Assim, se v3(p1),...,v2(p;) € {1,0}, para alguma
valoragao vy, entao para todoi £ 0, n > 2, v, (J[m} (pl)) e, Up (J[m] (pj)) =+ 1. Entao,
Up, (J[Ln] (pl)) e, U (J[n,g’n} (pl)) e, Up (J[Ln] (pj)) e, Up (J[n,gyn] (pj)) # 1. En-
tao, v, (V[n}pl) # 1 e v, (V[n]pj) # 1. Logo, pela hipétese, v, (a) = 1,

Se Vg (pl),...,vg (pj) € {1,0} |

Légicas n-valoradas

O Teorema 8.3.4 ¢ um caso particular de um teorema mais geral que estabelece uma re-
lacao de inclusao entre os conjuntos de tautologias de determinados sistemas
n-valorados. Um sistema multivalorado L, perde tautologias de um sistema L,, con-
forme o aumento da cardinalidade do conjunto de valores de verdade V,, do sistema L,,.
Toda tautologia de um sistema L,, serd tautologia de um sistema L, sse m —1 é divisor

den — 1.

Proposicao 8.3.14 Sejam L, e L, sistemas multivalorados tais que k (m — 1) = (n — 1)
etal que2 < m<n<VNgek>1. Sejam V,, eV, os conjuntos de valores de verdade

de L, e L,,, respectivamente, e seja ||V.|| = x, a cardinalidade do conjunto V. Entao:
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Vin C V.

Demonstragao. Pela Definicao 8.3.1, V,, = {n meNel0<j<n— 1} e

Vm:{mi_ mENeO<z<m—1} Se j = Oenta,on%l:mi_leese

j=n—1lei=m-—1, entaomszlzl. Assim, {0,1} € V,, e {0,1} € V,,. E como
k(m—l):(n—1)62<m<n<N0,

', existe valor

k(m 0 € V,,. Assim, V,, C V,.. Se V,, C V,,, entao, como temos que V,, C V,,, terfamos

Vo = Vi, Daqui, ||V,.|| = ||Vin|| = m = n. Absurdo. Logo, V,, C V,,. =

Exemplo 8.3.15 Considere os sequintes sistemas L, e os correspondentes conjuntos

de valores de verdade V,,:
L. L7€L4. ‘/;1 {1737370}C‘/7 {17%7%7%7%7%70}7

2. L56L3.V}):{1,2,0}C‘/5 {17474747 }

Teorema 8.3.16 (cf. [47]) Seja 2 < m < n < Ry e seja k > 2. Seja Taut (X) o

conjunto das tautologias do sistema X.

Taut (E,) C Taut(L,) ssek(m—1)=(n—1).

Demonstragao. Para uma detalhada demonstracao desse teorema cf. [1, p. 60ss]. =

Esse resultado é reforcado pelo seguinte teorema.

Teorema 8.3.17 (c¢f. [1]) Seja2 < m < n < Ry e seja Taut (X) o conjunto das

tautologias do sistema X.

Eziste a € Taut (L,,) tal que a ¢ Taut (£,) .

Demonstragao. Cf. [1, p. 63s]. =
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Coroldrio 8.3.18 Seja2 <m <n < Ny e seja Taut (X) o conjunto das tautologias do

sistema X. Entao:
Taut (L,) C Taut (L) ssek(m—1)=(n—1).

Assim, no caso particular de sistemas L,, e L, tal que 2 < m < n < Ng e
tal k(m—1) # (n—1) entdo, pelo Coroldrio 8.3.18, temos que ndo é o caso de
Taut (L,) C Taut (L,,). Nesse caso, os sistemas L,, e L,, serdo incomparaveis a respeito
do conjunto de tautologias; cada sistema terd tautologias que nao sao tautologias do

outro sistema.

Exemplo 8.3.19 Sejam m =3 en =4. Como k(m — 1) # (n— 1) para todo k € N,
entdo nao é o caso que Taut (£3) C Taut(Lg). Considere, por exemplo, a férmula
a= ((p—-p) —p) — p. Entio, =3 o, mas ¥s o, pois se vg (p) = ‘—; ou vg (p) = %,

entao vg (o) = ‘51. Porém, como veremos no sequinte teorema, a relacao inversa é

estabelecida, isto é: Taut (Eg) C Taut (£3).

Com efeito, a relacao de inclusao estrita entre Lg e L3 é um caso particular de um

teorema mais geral.

Teorema 8.3.20 (c¢f. [1]) Sejam (m — 1) um nimero primo tal que (m—1) > 1 e

Taut (X) o conjunto das tautologias do sistema X. Entdo:

Taut (Ey,) C Taut (L) C ... C Taut (Loy,) C Taut (L) C Taut (£2) .

Conectivos de restauracgao das L,

Motivados pelos Teoremas 8.3.16 e 8.3.17, a seguir definiremos um novo conectivo em
cada sistema L,,, para mostrar que tais conectivos constituem conectivos de restauragao
local para cada sistema L, que seja um fragmento de L,,, com 2 < m < n < N
e k(m—1) = (n—1). Com ajuda de tais conectivos, propomos recuperar em cada

sistema L, as férmulas «, tais que o € Taut (L,,) e a ¢ Taut (L,,).
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Na Secao 8.3, mostramos a maneira de definir conectivos de restauracao local ¥y,
de Ly em L, para qualquer n em termos dos operadores .J. Seguindo a mesma ideia,
a seguir definiremos conectivos ¥y, ,, e, posteriormente, demonstraremos que os conec-

tivos ¥, ] sao conectivos de restauracao local de sistemas L, em sistemas L.

Definicao 8.3.21 Sejam m,n, k € N, tais que k(m —1)=(n—1) e k > 1.

Innn) =aef {10 < j <n—1:j# ki, para todo 0 <i <m —1}.

v[m,n]a —def \/ J[j,n] (Oé) .

jel[m,n]
Como em cada légica n-valorada L,, existem n operadores Jjjmpcom 0 <7 <n-—1,
entao em cada sistema L, que seja um fragmento de L,,, com 2 < m < n < Ny e

kE(m —1) = (n — 1) existem n —m operadores Jjj, com 0 < j <n —1e j# ki.

Exemplo 8.3.22 Seja L,, = L4 e seja L, = L;. Entao, Iy, = {1,3,5}. Portanto,
Yo =ger Jip7 () V g7 () V Jug (). Considerando a Defini¢io 8.3.7, a tabela

para o conectivo Vi) é:

Va7

O ol= ol oW Sk oot = ‘
@) — o — (@) — o

Observagao 8.3.23 Nossa Definicao 8.3.10 é um caso particular de nossa Defini¢ao
8.8.21 do conectivo Vi, . Quandom =2, I,y ={j € N: 0 < j <n—1} e, portanto,
n—2
V2.1 (Oz) = J[l?n} V...V J[n_gm] = \/ J[j’n] (a)
=1



Em 2.0.18 apresentamos uma definigdo geral da fungao sub(a) a partir da qual

obtemos as subférmulas da féormula a. Como Vi, a0 =gy \/  Jjjq (@), entao
jel[m,n]

sub (Vimm@) = U {{Jjim (@) V.oV Jgm (@)}, sub (Jygm (@) 4oy sub (T (@) ]

Exemplo 8.3.24 Considere os sequintes exemplos:

1. Seja Ly, = L3 e seja L, = Ls. Jpp5 (o) ¢ sub (7[3,5104), pois % = % e D,.

2. Seja L, = Ly eseja b, = Ls. Jpu5 (a) € sub (Vj35a), pois  #
€ V.

W 1), para todo

ki
k(m—1)

DAT para L, - L,

Observagao 8.3.25 Sejam m,n,k € N tais que k(m —1) = (n—1), com k > 1. Se

0<t1<m-—1, entao 0 < ki <n —1.

Lema 8.3.26 Sejam 2 < m < n < Ng tais que k(m —1) = (n—1) e k > 1. Seja

0 <i<m-—1. Seja v, uma valora¢io de L,, tal que v, (p) = mi_l. Defina uma

ki
n—17

M. Logo, se vn, () = entao v, (o) =

valoragio v, de L, tal que v, (p) = -

1)

para quaisquer valoragdes vy, v, e qualquer o € For (X77).

Demonstragao. Por inducao na complexidade de a.

(p) = 75 = vn (@)

Seja o = p;. Seja vy, (@) = vm (p1) = 75

Seja a = —f.  Se v, (0F) = #, entdo v, (8) = 1 — mi—l' Assim,
Um (B) = (mn:)fi = k(](:(”ni)l;z) = ’“(22;017)1’)’“ = (”nl)l M — 1 — v, (B), por hipétese de

inducao. Mas 1 — v, (8) = v, (=8) = v, ().

Seja a« = f — . Se vy () = v, (B—7) = mi 7, entao pela Definicao 8.3.3,
1 = min[L1— v (8) + on (@) Sejam vy (8) = 25 € vn (1) = 7. Logo,
U wﬂ) = mm[ d- i) = min 11— gk g k] —
min |1, R [1 1 — v, (6) + v, (7)], por hipétese de indugao. Mas
min[l,l— n(B)+on (V] =vn(f—7) =va(a) =
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Lema 8.3.27 Seja2 <m <n <Ny tal que k(m—1) = (n—1). Seja 0 <i<m — 1.

Seja {p1,...,ps} = var (B). Seja v, uma valoragdo de L, tal que para todo 1 < j < g
ki

existe 0 < i; < m — 1 tal que v, (p;) = —%5. Defina uma valoragao vy, de L, tal

que U, (p;) = # Se v, (o) = nk_il, entdo vy, (o) = mi_l,

para o € For(X77) e

var (o) € {p1,...,py}-

Demonstragao. Seja v, (p) uma valoracao de L,, definida a partir de v, (p) como na
hipé6tese. Logo, podemos definir uma valoragao v,/ tal que v,/ (p) é calculada a partir
de v,, (p) como no Lema 8.3.26. E obvio que v,/ (p) = v, (p) e, portanto, o resultado

segue do Lema 8.3.26. m

Teorema 8.3.28 Seja 2 < m < n < Ny tal que k(m—1) = (n—1) ek > 1. Seja

{p1,...,pg} = var (o) o conjunto das varidveis de o, para o € For (¥77).

FEma sse F=p @V Vi gp1 V..oV Vi, D (DAT - i—n)

Demonstragao. — Assuma |, a.

Suponha, por absurdo, que ¥, oV ¥y, p1 V ...V ¥, p,. Entao, existe al-

ki
n—1

guma valoracao v, (a VV¥iumpLV...V V[mm]pg) = com ki # n — 1. Daqui, pelas
Defini¢oes 8.3.3 e 8.3.21, existe alguma valoragdo v, tal que v,(a) # 1 e

Up, (V[m,n}pl V...V V[m,n]pg) =0. Se,paral=1,...,9, v, (V[m,n]pl) = (0 para alguma

valoracao v,, entao v, (V[mﬁn]pl) = ... =1, (V[m,n]pg) = 0. Daqui, pela Defini¢ao
8.3.21, v, V Jym1) ] =...=v, V' Jyn (pg) | =0, para j # ki. Entao,
jEI[myn] ]El[m,n]

ki;
n—1"

pelas Defini¢oes 8.3.3 € 8.3.7, paratodol =1,...,ge0 <4, <m—1,v, (p) = Para

l=1,...,9seja vy, (p) = -*5. Como {p1,...,pys} = var (o), entdo pelo Lema 8.3.27,

Um (@) = =5, para 0 < i < m—1. Como ki # n—1, entdo i # m—1. Assim, v,, (a) # 1
para alguma valoracao v,,. Absurdo. Portanto, v, (a VV¥mmpP1 V...V V[mﬂ]pg) =1

para toda valoracao v,,.

7

<= Suponha, por contraposicao, ¥, «. Logo, existe vy, tal que vy, (o) = —~ com
i # m — 1. Considere uma valoragao v, de L,, tal que v,, (p;) = miil’ paral=1,...,¢g
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e tal que v, () # 1. Defina uma valoragao v, de L, tal que v, (p;) = nk_ill, para

l=1,...,9e0 <4 <m—1. Pelo Lema 8.3.26, v, (o) = nkfl com ki # n — 1, pois

ki;
n—17

i # m — 1. Portanto, v, (a) # Z—j para uma valoracao v, tal que v, (p;) = para

I =1,...,9e 0 <4 < m—1. Daqui, e pela Definicao 8.3.7, para todo j # ki e

I = 1,...,9, temos que v, (J[j,n] (pl)) = 0. Entao, pela Definicdo 8.3.21,

vn< V' Jjm (pl)) = ... = vn( V' Jijm (pg)> = 0 para j #* ki, isto &,
J€Imn J€Imn

Un (V[m,n}pl) = ... =7, (V[mﬂ]pg) = 0. Portanto, v, (V[m,n]pl V...V V[mm]pg) =0

para uma valoracao v, com v, («) # Z—j Assim, v, (a V VP V...V V[m’n}pg) #1

para uma valoragao v,. Logo, ¥, oV ¥, yp1 V...V ¥, pg. A

Sistemas N e N;

Como notamos anteriormente, a generalizacao da proposta trivalorada inclui sistemas

com infinitos valores de verdade, que podem ser contdveis ou incontaveis..

Definicao 8.3.29 Seja V,, um conjunto de valores (de verdade) tal que:

" 0<Ek<I, comk/leNel#0,sen=2~N;
! reER:0<x<1,sen="N,

Definig¢ao 8.3.30 Seja D,, = {1} o conjunto de valores distinguidos de cada sistema

L,.

Definicao 8.3.31 v, : For (ZL”) — V,, € uma funcao valoragao de Ly, e Ly, sse

satisfaz as condig¢oes 2-5 da Definicdo 8.3.3 e satisfaz, respectivamente:

1. v, (a) =

~|&

, para o € prop e k.l €N, tais que 0 < k <l el #0.

2. v, (@) =k, para a € prop ek € R tal que 0 < k < 1.

Em [47, p. 141] os dois seguintes teoremas, pelos quais sdo vinculados os sistemas

n-valorados com n € N e o sistema Ly,, sao formulados:
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Teorema 8.3.32 Sejam 2 < m < Iy, 2 < n < Ly, e sejan — 1 divisor de m — 1,

entao:

Finalmente, notamos que os sistemas infinitamente valorados Ly, € Ly, coincidem

no conjunto de tautologias.

8.4 QObservacoes valoradas

n—LFUs

Os sistemas n-valorados de Lukasiewicz, com n > 2, sao paracompletos com relagao a
negacao —; nesses sistemas o conectivo — nao satisfaz o PTE. Além de apresentarmos um
conectivo de restauracao local nas premissas para o sistema L3, desenvolvendo assim a
perspectiva de recuperagao das LFIs, neste capitulo desenvolvemos em detalhe a pers-
pectiva das LFUs: apresentamos conectivos de determinacao e demonstramos como
recuperar o PTE acrescentando férmulas indeterminadas na conclusao. Demonstramos
que os sistemas infinitamente valorados constituem infinitos exemplos de LFUs. Neste
capitulo demonstramos dois DATSs. Por meio do primeiro deles demonstramos a maneira
de recuperarmos a légica bivalorada cldssica no ambiente de cada légica multivalo-
rada. Por meio do segundo DAT vinculamos dois sistemas da hierarquia de sistemas
n-valorados. Demonstramos, assim, que o conectivo de contingéncia de L3, em parti-
cular, e os conectivos de indeterminagao dos sistemas L,,, em geral, sao conectivos de
restauracao local na conclusao.

Tal como no caso do sistema paracompleto de Aqvist, e a diferenca do sistema
paracompleto de Boc¢var, nos sistemas n-valorados de Lukasiewicz é possivel validar a

versdao em termos da relacio de conclusdo unica do PTE. Tal como no sistema Aj, nos
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sistemas L, uma férmula disjuntiva « V § tem valor designado se, e somente se, as
férmulas o ou S tém valor designado. Por causa dessa caracteristica da disjuncao, os
conectivos V¥, e ¥[,, ) de contingéncia ou indeterminacao validam o PTEG e, portanto,

resultam em conectivos de completude na perspectiva das LFUs com conclusao tnica.

Propagacao e restauracgao

Na secao dedicada as logicas do sem-sentido mostramos que a versao inferencial do
Principio ECQ, que nao é véalida na légica de Halldén, pode ser restaurada se acrescen-

tarmos premissas de restauragao de sentido. Com efeito, em Hs temos:

pA—pFu g, mas #p,p A -p Eu q.

Como em Hj o conectivo de restauragao local # é propagado e retropropagado na
assinatura X7, temos que se vale #p, entao vale #—p e que se vale tanto #p quanto

#-p, entao vale # (p A =p). Desse modo, em Hj temos, também:

#(pPA-p),pA\—pFuq

De modo anslogo, na légica paracompleta As o conectivo M de restauracio local

em conclusao é propagado na assinatura X7, de modo que além de termos:

FEapV-pV Mp.

temos também:

EapV-pVM(pV-p)2

2Em Ajz temos que va (Ma) = 1 sse va (@) = 1 sse va (ma) = 3 sse va (M—a) = 1. Assim,

Ma |Ea M-a e M-a Ea Ma. E se va (Ma) = va (MB) = 1, entdo va (@) = va (8) = 3.
Entao, va ((aV p)) = % Portanto, va (M (aV B)) = 1. Assim, Ma,MB =a M (aV ). Pelo
contrario, ndo temos que se va (M (aV 3)) = 1, entdo va (Ma) = va (MB3) = 1. Em A3 temos que

M (aV B)EA Maou M (aV B)Ea MB.
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Mas no caso do conectivo ¥, das lgicas n-valoradas, a propagagao nao € satis-
feita para o conectivo —. Com efeito, como mostramos na Proposicao 8.3.11, para
qualquer n € N temos que ¥y p, Y19 ¥, Vi) (p — ¢). Assim, considere a férmula

= (p— —p) V= (=p — p). Temos que

Fu (= (p— —p) V= (=p—Dp)).

Para isso, considere, em particular, uma légica L, com n = (2-m) —1 e m > 1.
Nesse caso, existe uma valoracdo v, de L, tal que v, (p) = %, de modo que
_ (n+1)/2

Uy (p) = vy (—p) ——= e, portanto, v, (= (p — —p)) = v, (= (=p — p)) = 0. Porém,
tal como nos outros casos, podemos recuperar a tautologia clédssica com ajuda do conec-

tivo de restauragao local ¥,;. Assim temos que

Fn (2 (@ — —p)V=(=p—p)V Vpp.

No entanto, de modo distinto do que acontece nos sistemas Hz e A3, em L, temos que

o (=(p—p)Va(=p—p)V V¥u(=(p—-p)V-(-p—Dp).

Considerando essas situacoes diversas, sugerimos a seguinte proposicao:

Proposicao 8.4.1 Seja ¥ uma assinatura do sistema L tal que a relagao de conse-
quéncia semdntica =y, de L é padrdo, seja V € YL uma disjuncio padrio e seja
a(p) € For(X) uma férmula que depende apenas da wvaridvel proposicional p. Se

® € Xt ¢ um conectivo undrio propagado em ¥, entdo podemos demonstrar que:

se =L a(p)V ®p, entio =1 a(p)V ®a(p).

E se ® € ¥ ¢ um conectivo undrio retropropagado em X, entdo podemos de-

monstrar que:

se =1L a(p)V®a(p), entio 1 a(p)V ®p.
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Demonstragao. Assuma =1, a(p) V ®p. Como a relagdo de consequéncia seméntica
de L e a disjuncdo sdo padrao, entdo temos que v (a(p)) € D ou v (®p) € D.
Se v, (a(p)) € D, entao v, (a(p) V®«(p)) € D. Se v (®p) € D, entdo como o
conectivo ® é propagado na assinatura X, vy, (Ra (p)) € D, para toda a € For (X).
Assim, vy, (a (p) V ®a (p)) € D. Daqui, =1, a(p) V ®a (p).

Assuma Ep, a(p) V ®a (p). Suponha que vy, (®a(p)) € D. Como o conectivo
® é retropropagado na assinatura X e « (p) € For(X) depende apenas da varidvel

p, temos que vy, (Rp) € D. Daqui, vy, (a(p) V®p) € D. E também no caso em que
v, (a(p)) € D, temos vy, (a (p) V®p) € D. Daqui, Fr, a(p) V®p. =
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Capitulo 9

Logicas Construtivas

Neste capitulo apresentaremos os sistemas de légica intuicionista e de légica minimal seguindo
a estratégia de definir conectivos de restauracdo em premissas. Apresentaremos trés DATSs e
trés conectivos de restauracao. Definiremos os conectivos de restauracao para LI e para LM
em termos de principios l6gicos cldssicos. Por meio de DATSs, vincularemos os sistemas LI e
LM com LC. No final do capitulo proporemos um conectivo de restauracao alternativo em
LM definido a partir de um principio nao aceito pela légica LI. Demonstraremos, assim, um
DAT alternativo para vincular LM e LI. Finalmente, realizaremos algumas observacoes rela-
tivas a propriedade de (retro)propagacao e proporemos uma versao alternativa de recuperagao

de LC em LI.

9.1 Ldgica Intuicionista e Légica Minimal

Apresentacao

O intuicionismo é uma das vertentes do construtivismo. O construtivismo é um ponto
de vista normativo com respeito aos métodos e objetos da matemadtica, porquanto nao
apenas interpreta a matematica de acordo com certos principios construtivos, mas tam-
bém rejeita os métodos e resultados que nao concordam com tais principios (cf. [30]).

A linha construtivista considera que os objetos matemaéticos devem ser construidos ou

157



computados. Os objetos da matemdtica sao construgoes mentais de um sujeito criativo
ideal. O raciocinio matemaético consiste na construcao de estruturas matemdticas. Para
demonstrar um teorema que afirma a existéncia de certos objetos, deve ser dada, se-
gundo o construtivismo, uma construcao daqueles objetos cuja existéncia é asseverada.
Daqui que os objetos mateméticos e as verdades mateméticas nao sejam descobertos
mas construidos.

Os fundamentos da matemética intuicionista foram apresentados por Luitzen E. J.
Brouwer em 1907. Porém, foi no ano seguinte, logo depois de ter finalizado a sua tese
doutoral, que Brouwer notou que a sua linha da matematica requeria uma revisao dos
principios da légica classica. Desde o ano 1912 até o ano 1928, Brouwer prosseguiu com
a construcao da matemadtica intuicionista, propondo explicitamente uma matematica
divergente da matematica cldssica. Em particular, Brouwer apresentou uma quantidade
de principios légicos cuja validade nao deveria, segundo ele, ser aceita pela matematica
intuicionista. A légica, segundo Brouwer, é uma parte da matemdtica: a matemética é
pressuposta na formulagao dos principios légicos. No intuicionismo, a matematica nao
pode ser fundamentada na légica, é a 16gica que depende da matematica.

Entre os principios l6gicos nao aceitos pela matematica intuicionista, Brouwer salienta

o Principio de Terceiro Excluido (PTE) e o Principio da Dupla Negacao (DN):

aV o (PTE)
o=« (DN.)

Para entender a rejeicao brouweriana a esses principios cldssicos, é fundamental
entender a interpretacao intuicionista das constantes légicas. A interpretacao intui-
cionista é conhecida como BHK, em honra a Brouwer, Arend Heyting e Andrei Kol-
mogorov. A interpretacaio BHK dos conectivos nao é baseada na nocao de verdade,
como na matemadtica cldssica, mas na noc¢ao informal ou intuitiva de demonstragao.
Essa interpretacao foi apresentada, de modo independente, por Kolmogorov [39] e por

Heyting [31] e é baseada nas ideias de Brouwer, quem usou implicitamente o conceito
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de demonstracao como constru¢do na sua tese de 1907. A proposta de Kolmogorov
é considerar as proposicoes «, 3, etc como problemas; o objetivo do cdlculo é dar um
método geral para resolver problemas. Kolmogorov nao apresenta uma definicao da
noc¢ao de problema, mas apresenta diferentes exemplos deles. Um desses problemas é,
por exemplo, achar quatro nimeros inteiros x,y, z,n tais que a relacao x™ + y" = 2"
seja satisfeita. Um outro dos problemas apresentados por Kolmogorov [39, p. 329], que
merece destaque, é o seguinte: “concedida uma expressao racional para o nimero 7, isto

A m
n

é, m = ™, achar uma expressao andloga para o nimero ¢”.! Como Kolmogorov adver-
tiu, esse problema ¢é similar —em estrutura— ao problema de achar a raiz da equagao
ax® + bx + ¢ = 0, suposto que j4 tenha sido dada uma das raizes de tal equacdo.
Tanto o problema de achar a expressao racional da constante e, quanto o problema
de achar a restante raiz da equagio ax® + bz + ¢ = 0 tém estrutura condicional. Um
problema condicional o — 3 expressa que se tivermos uma solucao para o problema c«,
a partir dela poderemos obter uma solucao para o problema 3. Com efeito, a solugao
desses dois problemas depende da prévia demonstracao da expressao racional de 7 e
da prévia resolucao de uma das raizes da equacao, respectivamente. No entanto, pese
a semelhanca em estrutura, os dois problemas condicionais tém diferente conteido. A
demonstracao da expressao racional do mimero 7 é impossivel e, consequentemente, o
problema mesmo, segundo Kolmogorov, carece de contetido. A demonstracao de que
um problema é impossivel e de que, portanto, o problema carece de contelido é uma
solucao de tal problema. Desse modo, problemas cuja solugao é impossivel tém solugao
e devem ser aceitos em um cdlculo de problemas. Esse tipo de problema é diferente

do problema —também apresentado como exemplo por Kolmogorov— de demonstrar

a falsidade do Teorema de Fermat, que os intuicionistas nao aceitaram como um tipo

LA traducéo é nossa. Provided that the number  is expressed rationally, say, ™ = =, to find an
analogous expression for the number e.

O numero e, conhecido também como nimero de Euler, €, tal como o nimero 7, um nimero

irracional. O valor exacto do nimero e nao pode ser expresso como um nimero finito de cifras decimais

ou com decimais periédicos.
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de problema.? Neste ponto Kolmogorov sustenta a definicao brouweriana da negacao.
Segundo Brouwer, a proposi¢ao « é falsa deve ser entendida como « acarreta uma con-
tradi¢do. Assim, o problema —« é definido em termos de 1. como o —_. Considerando
que nao existe uma solugao para 1, entao o problema —a expressa que a solucao do
problema « é impossivel. Demonstrar que a solu¢ao do problema « é impossivel consti-
tui uma solug¢ao do problema —«. Com base nessa interpretacao, Kolmogorov mostra
que o problema « V —a nao pode ser aceito como postulado em um célculo de proble-
mas; aceitar oV -« significaria que, dado um método geral para solucionar problemas,
para todo problema «, ora é achada uma solugao para «, ora —a partir da suposi¢ao
da existéncia da solucao para a— é obtida uma solucao para 1. Kolmogorov assinala
que todo aquele que nao considera a si préprio um ser onisciente deve rejeitar oV -«
da lista de problemas por ele solucionados. Os postulados do calculo de problemas
proposto por Kolmogorov sao problemas elementares cuja solucao é assumida como
conhecida. A solucao de problemas matemsiticos e 16gicos nao ¢ um fato subjetivo.
Segundo Kolmogorov, as solugoes dessa clase de problemas tém uma propriedade es-
pecial de validade geral. As solugoes dos problemas matemadticos e l6gicos podem ser
apresentadas de modo que sejam inteligiveis para qualquer um e necessariamente sao
reconhecidas como solucoes corretas. Porém, tal necessidade e a validade geral tém um
certo cardter ideal, pois é baseada na pressuposicao de que as solucoes sao construgoes
de uma inteligéncia superior, de um sujeito criativo ideal.

A interpretacao dos conectivos proposta por Heyting foi dada, ndo em termos de
solugao de problemas, mas em termos de construcao de demonstracoes. Heyting ap-
resenta condicoes suficientes e necessdrias para asseverar expressoes matematicas. Se-
gundo Heyting, toda proposicao matematica o exige uma construcao matemadtica de «;
a construcao de a ¢ uma demonstracao da proposicao a. Nessa interpretacao, diz-se que
nao existe demonstracao de |, e a demonstracao de -« é um método para transformar

toda demonstragao de o em uma demonstracao de L. Assim, a demonstracao de -«

2Segundo Kolmogorov [39, p. 329], o problema 2: To prove the falsity of Fermat’s theorem (...)

does not yet constitute a particular intuitionistic claim.
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expressa que « nao tem demonstracao. Nesta interpretacao, entao, ter uma demon-
stracao de oV —« equivaleria a ter, para toda «, ora uma demonstracao de a, ora uma
demonstracao de —« e, portanto, uma demonstracao de que a nao tem demonstragao.
Dai que a férmula o V =« nao pode ser aceita. A rejeicao a férmula o V -« acarreta
a rejeicao a férmula ——a — « por parte de Kolmogorov e Heyting. Como eles consid-
eram aceitdvel a férmula ——a V —a, entao se eles aceitarem DN, poderiam obter uma
demonstracao de o V —av.

Tanto Heyting quanto Kolmogorov apresentaram sistemas formais. O célculo de
problemas de Kolmogorov apresentado em [39] é formalmente idéntico a légica intuicio-
nista brouweriana, formalizada por Heyting em 1930. Nesses sistemas, nem PTE nem
DN sao aceitos. Assim, a matemdtica intuicionista e, portanto, a légica intuicionista
resultam, em um sentido, em sistemas mais fracos do que os sistemas da matemaética e
légica clédssicas. Porém, em [28], Valerii I. Glivenko estabeleceu dois resultados funda-
mentais vinculando a légica proposicional cldssica e a légica proposicional intuicionista.

Os dois Teoremas de Glivenko sao:

1. Se Frc «, entao kg ~—a.

2. Se l_LC I, entao l_LI .

A rigor, nao se pode demonstrar a mesma proposicao nos sistemas cldssico e in-
tuicionista (LI). O que foi demonstrado é que existe uma traducao da linguagem de
um sistema na linguagem do outro sistema, de modo que, quando diz-se que « é de-
monstrdavel em ambos os cédlculos, tratam-se na verdade de « e de sua tradugdo t(a)

na outra linguagem.

Definigao 9.1.1 Sejam Ly = (LLq, IF1) e Ly = (LLa,lF2) duas ldgicas, em que Ly e Lo
sao linguagens formais e k1 e lFo sao relacoes de consequéncia. Uma traducgao é uma
Li — For®2 tal que, para todo subconjunto T'U {a} C For™, se T IF; a,

entdo t(T') ko t(a), em que t (T) = {t(8) : g € T'}.

funcao t : For
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Os dois Teoremas de Glivenko sao considerados hoje em dia entre os primeiros
resultados na Teoria das Tradugoes entre Logicas. Em 1933, K. Godel e G. Gentzen
propuseram, de modo independente, traducoes da légica classica na légica intuicionista,
com o objetivo de demonstrar a consisténcia relativa da légica classica com relagao a
l6gica intuicionista. Esse resultado ficou conhecido como Traducao negativa de Gédel-

Gentzen.?

Definicao 9.1.2 Seja t : For*© — For™ uma funcdo que associa cada férmula o da
linguagem (proposicional) classica LC na assinatura X™"V= com uma férmula t (o) da
linguagem da ldgica (proposicional) intuicionista LI na assinatura X", A fung¢ao t é

definida recursivamente do sequinte modo:

e { () =——a, se o € prop,

o t(-a)=—t(a),

tlanp)=t(@)nt(B),

taVp) == (=t(a) A=t (F)),

ta— f) =t(a) = L(B).

Definigao 9.1.3 Uma tradugao t entre duas ldgicas Ly = (L1, IF1) e La = (Lo, IFg) €

conservativa se para todo subconjunto I'U{a} C For(LLy) vale que T Iy « se, e somente

se, t(I') ko t(a) (cf. [24]).

Com base na traducao negativa de Godel-Gentzen foi demonstrado o seguinte teo-

rema.

3Essa traducao foi proposta por Gédel para demonstrar a consisténcia da aritmética cldssica com
relagao & aritmética intuicionista. Porém, para efeitos de nossa apresentacao, restringimos a tradugao

a linguagem proposicional.
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Teorema 9.1.4 I' Fyc a sset (I) Fry t (o). Em particular, a A —a seria demonstravel
para alguma férmula o em LC se, e somente se, t (o A —a) = t(a) A =t (a) for de-

monstravel em LI.

Exemplo 9.1.5 Traducio de LC em LI
1. Seja a=pV —p, entdo t (a) = = (—-—=—p A ~—=——p)
2. Seja o = p A —p, entdo t (o) = =—p A ~—p
3. Seja « = =—p — p, entdo t (o) = =———p — -

Esse resultado foi antecipado por Kolmogorov em [38] para um fragmento da légica

intuicionista, conhecido como légica minimal ou légica intuicionista minimal (LM).

Sistemas axiomaticos para LI, LM e LC

As primeiras apresentagoes da légica intuicionista e minimal foram dadas, a diferenca
das l6gicas multivaloradas, em termos de sistemas axiomdticos a la Hilbert, por meio
de sistemas de deduc@ao natural ou sistemas de sequentes. A nossa apresentacao dos
sistemas LC, LI e LM serd em termos do método axiomaético a la Hilbert e em termos
do método de Dedug¢ao Natural, introduzido por Gentzen em [27]. A versao do sistema
de dedugao natural proposto por Prawitz em [60] serda por nés utilizada nas demon-
stragoes dos teoremas DATSs. Apresentaremos, também, uma seméntica em termos de
modelos de Kripke adequada aos sistemas LI e LM, com o objetivo de demonstrar a
invalidade de certas inferéncias em cada um desses sistemas.

Nesta secao apresentaremos dois sistemas axiomaticos —a la Hilbert— que, como

é sabido, sao equivalentes.

Definigao 9.1.6 O sistema proposicional LI proposto por Heyting em [31] tem 1-11
como esquemas de axiomas e modus ponens e adjuncio como regras de inferéncia.* O

sistema é escrito na assinatura X \V7.

4Heyting observa que a necessidade da regra de adjuncio depende da forma dos esquemas de

axiomas.
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10.

11.

ca— (aNa)

(@nB) = (BAa)

(@ =) = ((any) = (BA7))

(la=B)A (B =)= (@—9)

Ca— (= a)

(a n(a— B) =B
a— (v f)

(aVB) — (BVa)
((a—=B)AB =) = (@VB) =)
o — (@ f)

(@ = B) A= =f)) — ~a

modus ponens de o e @ — (3 pode-se inferir 5.

adjuncao de a e 3 pode-se inferir o A [3.

Definicao 9.1.7 Os esquemas de axioma 1-9 junto com as regras de inferéncia modus

ponens e adjungao conformam o cdlculo positivo intuicionista LIT.

Defini¢ao 9.1.8 Uma aziomatizacao alternativa de LI, proposta em [13] e escrita na

assinatura

YAV contém os sequintes esquemas de axiomas e modus ponens como

unica regra de inferéncia.

l.a— (- a)

2.

(@ = (6—=7) = (a—=pF) = (a—=7)

3.a— (8- (anp))
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L

(anB)—a

b

(anp)—p
6. « — (aVp)
7. 56— (aVp)
8. (a—=7) = ((B—7) = ((aVp) =)

9. L—p
modus ponens de a e a — [ pode-se inferir .

Nessa assinatura, o conectivo da negacao — é definido do seguinte modo:
Definicao 9.1.9 —a =45 o — L

Como ja antecipamos, a l6gica minimal ou légica intuicionista minimal LM foi pro-
posta por Kolmogorov em 1925. Em [38], Kolmogorov propos a primeira formalizagao
de LM, um célculo no qual, tal como em LI, as férmulas o V —a ¢ =—a — « nao
sao aceitas. LM é um fragmento de LI, que diverge de LI pelo fato de nao aceitar ex

contradictione quodlibet

—a— (a = f) (ECQ)

nem ex falsum sequitur quodlibet

1 a. (EFSQ)

Como j& dissemos, a interpretagio BHK dos conectivos garante que nao existe
solucao do problema ou demonstragao de L. Sob a interpretagao em termos de solugao
de problemas propiciada por Kolmogorov em [39], a férmula condicional 1 — « resulta

aceita no seu calculo de problemas, tal como no sistema de Heyting. Porém, o célculo
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apresentado em [38] ndo é baseado na interpretagao dos conectivos em termos de solugao
de problemas. Nesse artigo anterior, Kolmogorov estabelece que uma afirmagao condi-
cional @ — 3 significa que, uma vez convencidos da verdade de «, temos que aceitar
a verdade de 3. Sob essa interpretacao, divergente da interpretacao BHK, o principio
ECQ e, portanto, o principio EFSQ, nao resultam intuitivos e, por causa disso, nao sao
aceitos por Kolmogorov (cf. [33]). Assim, o célculo LM, apresentado no artigo de 1925,
constitui um fragmento do sistema LI apresentado em 1932.°

O sistema axiomdtico para LM pode ser obtido na assinatura XV~ substraindo
da primeira axiomatizagdo do sistema LI o esquema de axioma 10 (ECQ). Alter-
nativamente, o cdlculo proposicional LM pode ser obtido acrescentando a férmula
(v = =8) — (B — —a) ou a férmula (o — —5) — ((a — ) — —a«) a l6gica proposi-
cional intuicionista positiva.> Uma axiomatizacdo de LM na assinatura "V~ pode
ser obtida substraindo na segunda axiomatizagao de LI o esquema de axioma 9 (EFSQ).
Nesse sentido, o sistema LM pode ser construido pelo acréscimo de, apenas, a constante
de falsidade L a assinatura XV~ do calculo positivo intuicionista. Assim construida,
a légica minimal constitui uma extensao linguistica da légica positiva intuicionista. O
sistema axiomadtico LM construido nessa assinatura nao tem qualquer axioma para L,
LM ¢ constituido apenas pelos axiomas 1-8 de LI*. Definindo a negacao a partir de
1, é claro que a forca do fragmento negativo do cédlculo depende, entao, da forca do
fragmento estritamente positivo. Como exemplo desse fendémeno, é simples notar que o

Principio de reducao ao absurdo minimal

(= =8) = ((a = B) = ~a) (Abs. M.)

é simplesmente uma instancia do axioma positivo

(0= (B —=7) = (=) = (a—=7)).

®Um célculo equivalente ao célculo minimal apresentado por Kolmogorov em [38] foi proposto por

Johansson em [35] (cf. [58]). A axiomatizacdo proposta por Johansson é na assinatura L+,
SEm [58, p. 99s] é demonstrado que o Ax. 10 ndo é teorema do célculo minimal de Kolmogorov.
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De modo similar, o Principio de contraposi¢ao minimal

(= =p) = (8 = —a) (Ctr. M.)

é simplesmente uma instancia do teorema positivo

(= (B—=7)—= B —=(@=7).

O célculo proposicional classico, por sua vez, pode ser obtido acrescentando qualquer

um dos seguintes esquemas de axiomas a LI:

PTE oV -«

DN ——a— «a

Assim, o sistema clédssico diverge do sistema intuicionista na aceitagao ou nao dos
principios PTE e DN e das consequéncias que deles se derivam.” E interessante notar
que, embora LM seja um sistema mais fraco do que LI, pois nele nem ECQ nem EFSQ
sao aceitos, o acréscimo de PTE a LM permite obter DN e, consequentemente, ECQ
como teoremas. Desse modo, aceitar o PTE em LI ou LM como esquema de axioma
implica na obtencao de DN como teorema. De modo andlogo, a aceitacao de DN como
esquema de axioma implica na derivacao de PTE como teorema. Assim, acrescentando
PTE ou DN tanto a LI quanto a LM é possivel obter o cdlculo LC.

A equivaléncia dos principios PTE e DN é expressa por Heyting dizendo que as duas

afirmacoes seguintes sdo equivalentes (cf. [32]).

I Para toda afirmacao matemadtica e todo sistema matematico, o Principio de Terceiro

Excluido se cumpre.

"Existem outras diferencas entre LC e LI - LM além da mera satisfacdo de certos principios
légicos por uma e nao pela outra (construtividade de LI, existéncia de modelos finitos de LC, etc.),
que nao pretendemos abordar aqui. Para os efeitos do nosso estudo, basta simplesmente diferenciar

LC de LI e de LM com os principios acima mencionados.
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IT Para toda afirmagao matemética e todo sistema matemético, o Principio de Recipro-

cidade das Espécies Complementares se cumpre.

Embora em LI nem PTE nem DN sejam aceitos, as seguintes inferéncias valem em

LI (cf. [26)):

i aV-alkaV(a— p);

il. aV(a— (aA-a))lFaV -
iii. aV -alF =—a — «a;
iv. ==(aV-a) — (aV-a) lFaV-ao.

Em [32] Heyting chama a atengao sobre a inferéncia iii. Segundo Heyting, iii ex-
pressa que, se o PTE vale para uma afirmacao matematica particular «, entao para «
vale também o Principio de Reciprocidade das Espécies Complementares, isto é, DN.
Heyting contrasta a equivaléncia das afirmagoes I e IT com a inversa da inferéncia iii.
Sendo I e II afirmagoes equivalentes e sendo iii uma inferéncia aceitdvel em LI, iii’, isto

é, a inferéncia inversa de iii, nao é admitida em LI. Com efeito:
iii.” o — OJJ’ALI o'V —a.

Para demonstrar a invalidade da inferéncia iii” apresentaremos, a seguir, uma seman-
tica adequada ao sistema LI.
Posteriormente, analisaremos a diferenca entre a validade de iii e a invalidade de iii’

em termos da nossa proposta dos conectivos de restauracao local.

Semanticas para LI e LM

A interpretagdo dos conectivos em termos de demonstracao proposta por Brouwer,
Heyting e Kolmogorov é considerada a primeira semantica —natural— do intuicionismo.
Apelando ao significado dos conectivos proposto na interpretacao BHK, as regras de

inferéncia sao aceitas ou rejeitadas no intuicionismo. Em meados dos anos 30 foram
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propostas as primeiras seméanticas formais, algébricas e topolégicas, para a légica intui-
cionista (cf. [31]). Nés apresentaremos a seméntica proposta por S. Kripke, motivada
na semantica de mundos possiveis proposta, também por ele, para a légica modal. Em
[40] Kripke apresenta uma seméntica modelistica para a logica intuicionista de predi-
cados de Heyting. Porém, nés apenas apresentaremos a seméantica correspondente ao
fragmento proposicional do sistema intuicionista.

A intuiticdo que estd por trds da seméantica da légica intuicionista proposta por
Kripke é a consideracao de que os objetos e as demonstracoes da matemaética sao
construcoes produzidas pela actividade mental do sujeito criativo ideal. Esse processo
de construgao acontece no tempo e, em cada instante do tempo, o sujeito criador pode
escolher diferentes cendrios futuros para continuar o processo de construgao. Assim, os
diferentes cendrios possiveis estao ordenados de modo parcial por meio de uma relagao
que pode ser pensada como uma rela¢ao de posterioridade temporal (cf. [33]). Tal ideia
pode ser formalizada em termos de modelos, considerando um conjunto de estados ou
cendrios possiveis e uma relacao de ordem entre tais cendrios; em cada cendrio possivel

certos objetos matematicos sao construidos pelo sujeito criativo.

Definigao 9.1.10 Um modelo (proposicional) de Kripke para LI é uma tripla
R = (K,R,v), em que K # 0 é um conjunto habitado de nés (de R) parcialmente
ordenado pela relacao bindria R C K x K, isto é, R é uma relagao transitiva e reflexiva
em K, ev:propx K — {1,0} é uma fun¢ao de valora¢iao no conjunto prop x K e tal

que:
sev(p,k)=1¢e (k,k1) € R, entdo v (p, k1) =1, para cada p € prop e k,ky € K.
Notagao 9.1.11 Alternativamente, quando (k, k) € R, escreveremos kRk;.

A funcao bindria v expressa que uma determinada férmula é verdadeira ou falsa em
um determinado né k. A nocgao de verdade é relativizada a um certo né do modelo: se
v(p, k) = 1, entdo a férmula p é verdadeira com respeito ao né k. A ultima condigao
da funcao v é conhecida como persisténcia: se uma férmula p é satisfeita em um né k,

entao p serd satisfeita nos nés k; tais que kRk;.
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Defini¢ao 9.1.12 Dado um modelo (K, R,v), a fun¢do valoragdo v é estendida recur-

stvamente as formulas complexas do sequinte modo:
l.v(aABk)=1ssev(a,k)=1ewv(f,k)=1,
2. v(aVvp,k)=1ssev(a,k)=1ouv(f,k)=1,
3. v(a — B,k) =1 sse para todo k; tal que kRky, v (a, k1) =0ouwv (B, k) = 1.

4. para todo k € K, nao é o caso que v (L, k) = 1 (alternativamente, v (L, k) = 0,
para todo k € K),

Como —a =4y & — L, a condicao —derivada— para as férmulas negadas é:

5. v (—a, k) = 1 sse para todo k; tal que kRky, se v (o, ki) = 1, entdo v (L, k) = 1.
Mas como nao é o caso que v (L, k) = 1, para algum k € K, entdo v (—-a, k) = 1

sse para todo ki tal que kREy, v (o, ky) = 0.

Proposicao 9.1.13 Para toda formula o € For (S*"V7), se v(a, k) = 1 e kRk,

entao v (a, ky) = 1.

Demonstracgao. Por inducao na estrutura de a.

Seja a = p. Entao a proposicao vale pela Definicao 9.1.10.

Seja « =1. Como, para todo k € K, nao é o caso que v (L, k) = 1, entdo a
proposicao é satisfeita trivialmente.

Seja a = 8 A 7. Suponha que v (S A~v,k) = 1. Entao, v(8,k) =1ev(y,k) = 1.
Como temos kRk;, entao, por hipétese de indugao v (5, k1) =1 e v (vy,k1) = 1. Assim,
v(BAY, k) =1.

Seja o = 5V . Suponha que v (8 V 7v,k) = 1. Entao, v(8,k) =1ouwv(y,k) = 1.
Assuma, sem perda de generalidade, que v (5, k) = 1. Como temos kRk;, entao, por
hipétese de indugao v (5, k1) = 1. Assim, v (B V v, k) = 1.

Seja &« = 8 — . Suponha que v (f — v,k) = 1 e que kRk;. Como k;Rk;, entao
se v (B, k1) =0,v(8—7,k)=1 Esev(y,k)=1,entdo v (8 — v,k1) = 1. Assim,
v(B— k) =v(k)=1. =
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Assim, a condicao de persisténcia ¢é satisfeita por toda férmula o € For (ELAV_’). A
condicao de persisténcia expressa que se uma férmula « for verdadeira em um determi-
nado né k£ do modelo, entao « é verdadeira em todo né k; com o qual k é relacionado. Se
interpretarmos tal relacao como uma relagao de posterioridade temporal entre cenédrios
possiveis, entao a condicao de persisténcia expressa que se uma férmula « é verdadeira
em um cendrio k, ela vai continuar sendo verdadeira em todo cendrio possivel ki que
estd no futuro de k. Assim, as construcoes do sujeito criativo ideal persistem no tempo,

elas nao podem ser “derrubadas” com o decorrer do tempo.

Definicao 9.1.14 Uma formula o é vélida em um né k de um modelo de Kripke R sse

v (a, k) = 1. Nesse caso, escreveremos k = «. Caso contrdrio, escrevemos k¥ a.

Definicao 9.1.15 Uma férmula o é vélida em um modelo R = (K, R,v) ssev (a, k) = 1,

para todo k € K. Se v é vdlida no modelo R, escrevemos K = a. Se uma férmula o é

vdlida em todo modelo R, escreveremos simplesmente = «. Caso contrario, escrevemos

Z .

Definicao 9.1.16 Se todos os teoremas de um sistema formal L sao vdlidos em um

modelo K, entao K é chamado de modelo para L.

Definicao 9.1.17 Uma inferéncia ' IF o é véilida se para todo no k € K de toda
estrutura de Kripke 8 = (K, R,v), se k |=y, para cada v € T, entdo k = .

Em [40], Kripke demonstra a corre¢ao e completude do sistema LI com respeito a
semantica de modelos proposta, isto é, demonstra que uma férmula « é demonstravel no
célculo de Heyting se, e somente se, a é vélida em todo modelo reflexivo e transitivo de
Kripke £.% Kripke mostra, assim, que os modelos reflexivos e transitivos £ sao modelos
para o sistema intuicionista LI.

Desse modo, usando essa classe de modelos de Kripke, podemos demonstrar a inva-

lidade em LI de inferéncias vélidas na légica classica. Considere os seguintes exemplos.

8A rigor, Kripke apresenta a completude com respeito & seméntica de arvores. Porém, ele de-

monstra a equivaléncia da semantica de modelos e de drvores.
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Exemplo 9.1.18 Para mostrar que Frr aV —a, considere um modelo 8 = (K, R, v)
tal que K = {ki,ka}, R = {(k1, k1), (ka, ko), (k1,k2)}, v (p,k2) =1 e v (p, k1) = 0.

Como v (p,ka) = 1 e kyRko, entao v(—p, k) = 0. Como v(p, k1) = 0, entdo
v(pV —p, ki) =0. Assim, ki ¥ pV —p.

Exemplo 9.1.19 Para mostrar que Fry ——a — « considere um modelo Ry = (K, R, v)
tal que K = {ky,ka}, R = {{k1, k1), (k1,ka), (ko,k2)} ev(p,ke) =1 ev(p, ki) =0.

Como k1Rky e v(p,ke) = 1, entdo v (—p, k1) = 0. Como keRks € v (p, ko) = 1,
entao v (—p, ko) = 0. Assim, v (——p, k1) = 1. Mas como v (p, k1) = 0 e kyRky, entao
v(==p—p k) =0.

Exemplo 9.1.20 Para ~« — —f3, 8 11 «, considere um modelo K3 = (K, R,v) tal
que K = {ky,ko}, R = {(k1, k1), (ka, ko), (k1,k2)}, v(p, k2) = v (q, k1) =v (g, ka) =1 €
v(p, k1) = 0.

Como kiRks e v (p, ks) = 1, entdo v (—p, k1) = 0. Como koRko e v (p, ke) = 1, entdo
v (=p, k2) = 0. Daqui, como kyRky e kiRko, entdo v(—p — —q,k1) = 1. Portanto,
v(=p— ¢, k1) =v(q, k1) =1, mas v(p, k1) = 0. Assim, ky = —p — —q e k1 | q,
mas ki ¥ p.

Exemplo 9.1.21 Para ——«a — « Fr1 aV -, considere o modelo 84 = (K, R, v) tal
que K = {kq, ko, k3}, R = {(k1, k1), (ka, k2), (k1, ko) , (k1, ks) , (ks, k3)} e v(p, ke) = 1,
v(p, k1) =v(p k3) =0.

Como v (p, k2) = 1 e k1 Rks, entao v (—p, k1) = 0. Como v(—p, ki) = v(p, ki) =0,
entdo v (pV —p, k1) = 0. Porém, como temos que v(—p,k3) = 1, entdo temos que
v(==p, k1) = v(=—p,k3) = 0. E, como temos v (p,ky) = 1, entdo para todo k € K,
v(==p, k) =0 ouwv(p, k) =1. Daqui, v(-—p — p,k1) = 1. Portanto, ky | —~—p — p,
mas ki ¥ pV —p.

Exemplo 9.1.22 Para F13 aV (o — 3), considere um modelo K5 = (K, R,v) tal que
K = A{k,k}, R = {(k k1), (k2. ko), (k1,k2)}.  Seja vipks) = 1 e
v (pa kl) =7 (q7 kl) = <Q7 kQ) = 0.
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Como kiRky, entio v(p— q,k1) = 0. E como v(p,k1) = 0, obtemos
v(pV (p—q),k1) =0. Portanto, k1 ¥ pV (p — q).

A semantica de modelos para a légica minimal foi proposta em [25] a partir da

modificagao dos modelos de Kripke para a légica intuicionista.

Defini¢ao 9.1.23 Um modelo (proposicional) de Kripke para LM na assinatura X7

¢ uma qudadrupla 8 = (K, R,Q,v), em que (K, R) é como na Defini¢io 9.1.10, Q C K
¢ um conjunto fechado pela relagio R, isto é, se k € @ e kRky, entdo k1 € @ e
v:prop x K — {1,0} é uma fung¢ao de valorag¢io no conjunto prop x K tal como em
9.1.10 e tal que as condicoes 1-3 da definicao 9.1.12 sao satisfeitas e a condi¢cdo 5 de

9.1.12 ¢é substituida pela sequinte condi¢ao 5’:
5 v (—a, k) =1 sse para todo ky € K tal que kRky, v(a, k1) =0 ou ky € Q.0

O conjunto ) é considerado um conjunto de estados de informagao inconsistente e é
usado —apenas— na condicao de valoracao das férmulas com estrutura —«. A condigao

de persisténcia é satisfeita nos modelos de Kripke para LIM.

Proposigao 9.1.24 Para toda férmula o € For (X7 7), sev (a, k) =1 e kRky, entao
v(a, k) = 1.

Demonstragao. Andloga a demonstracao da Proposi¢ao 9.1.13, desconsiderando o
caso « = L e considerando o caso &« = —f. Suponha que v (=5,k) = 1 e que kRk;.
Seja ko tal que ki Rko. Daqui v (5, ks) = 0 ou ky € Q. Se ky € Q, entdo v (=8, k1) = 1.
Caso contrario, temos que kRky e que v (3, k) = 0. Daqui, v (—=f,k1) =1. =

ZLHAV

9Em [25, p. 40] a semantica para LM ¢ definida na assinatura . No caso da fun¢ao valoragao

ser definida nessa assinatura Z+"V—

, a condi¢do 4 em 9.1.12 é suprimida (cf. [25, p. 40]). Assim,
em um modelo para LM pode ser o caso de v (L, k) = 1 para algum k € K. Como consequéncia da
condigao 4 ser suprimida, a condigao —derivada— 5 nao pode ser obtida. Tal como notamos quando

EJ./\\/*»

apresentamos a axiomdtica de LM na assinatura , a constante de falsidade 1 nao introduz

qualquer condi¢ao semantica.
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Exemplo 9.1.25 (c¢f. [23, p. 225]) Para mostrar que Frm (o A —a) — [ considere
um modelo Ry = (K, R,Q,v) tal que R = {{k, ko), (k, k1), (k, k), (k1,k1), (ka, k2)},
K =Q ={k,ki,ko}. Seja (p, k) =v(p, k1) =v(p k) =1ewv(qk)=0.

Como ko, k1, k € Q, kRk, kRky e kRko, entaov (—p, k) = 1. E temos quev (p, k) = 1.
Daqui, v (p A —p, k) = 1. Porém, v(q,k) =0. Como kRk, entiov ((p A —p) — ¢, k) = 0.
Assim, k¥ (p A —p) — q.

Exemplo 9.1.26 Para mostrar que @ — [ Fim —a V B considere um modelo
Ry = (K,R,Q,v) tal que K = {ky,ko}, Q = 0, R = {{(k1,k1), (ka, ko), (k1,k2)} e
v(p, k1) =v (g, ki) =0 ev(pks) =v(g k) =1

Como existe ko tal que kyRko e tal que ks ¢ Q e v (p,ka) = 1, entdo v (—p, ki) = 0.
Como v (q,k1) = v (—p, k1) =0, entdo v(—pV q, k1) = 0. Como kyRky e v(p, k1) =0,
k1REy e v (q, ko) = 1, entdo v (p — q,k1) = 1. Portanto, ki = p — q, mas ki ¥ —pV q.

Exemplo 9.1.27 Para mostrar que o V —a,——a Frym « considere wm modelo
R = (K,R,Q,v) tal que K = Q ={k}, R={(k,k)} ev(p, k) =0.

Como v (p, k) = 0 e kRk, entdo v (—p,k) = 1. Daqui, v(pV —p,k) = 1. E como
k € Q, entao v(——p, k) = 1. Assim, temos que v (pV —p, k) = v(=—p, k) = 1, mas
v (p, k) =0. Portanto, k |=pV —p, k = ——p, mas k ¥ p.

DATSs para Légicas construtivas
Motivagoes

Em 3.3 lembramos a maneira na qual os sistemas paraconsistentes C; e mbC conseguem
recuperar as derivacoes de LC por meio de um conectivo o de consisténcia. Indicamos
que o cdlculo C; recupera as derivagoes de LC da seguinte maneira. Sendo py,...,p,

as varidveis proposicionais que ocorrem em I' U {a}:

M'Froasse = (pr A=p1),..., = (pn A—pn), T ke, a. (DAT - Cy)
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Assim, em particular, ja pela sua defini¢do, o conectivo de consisténcia restaura
localmente o esquema do Principio de Nao Contradicao, perdido em Cy, isto é, recupera
tal principio para as férmulas atomicas de I' U {a} e, pela propriedade de propagacao,

também para todas as férmulas de I' U {a}.

No caso do sistema paraconsistente mbC a situacgao é diferente. Sendo primitivo na
linguagem, o operador o de mbC nao é, ele mesmo, um conectivo da légica consistente.
Porém, o« forga localmente a validade de um principio 16gico nao paraconsistente. Se
olharmos com atengao o esquema de axioma (bcl) oo — (o — (- — [3)), fica claro
que o« pretende restaurar a consisténcia local de a forcando localmente a validade
do principio de ex contradictione sequitur quodlibet para «, invdlido em mbC e em

quaisquer légicas paraconsistentes.

O raciocinio classico, consistente, é recuperado nos sistemas C;, mbC, etc. através
de um operador que restaura localmente os principios consistentes perdidos. Em ter-
mos gerais, a estratégia é a seguinte: introduzir na légica paraconsistente, por meio
dos conectivos de consisténcia, instancias particulares de principios l6gicos nao aceitos
nela. Por meio dos conectivos —primitivos ou definidos— de consisténcia, instancias
de principios consistentes sao reintroduzidos no raciocinio paraconsistente de modo lo-
cal. Como resultado desse estratagema, as inferéncias da légica maior, consistente, sao

restauradas na légica menor, paraconsistente.

Nesta secao mergulharemos nessa estratégia propondo conectivos de restauracao
para as légicas paracompletas LI e LM. Apresentaremos, a seguir, trés DATSs e trés
conectivos de restauragao. Definiremos os conectivos de restauragao para LI e para LM
em termos de principios 16gicos cldssicos. Por meio de DATSs, vincularemos o sistema
paracompleto LI com LC e o sistema paracompleto e paraconsistente LM com LI e

LC.

Finalmente, afastando-nos dessa estratégia, proporemos um DAT alternativo para
vincular LM e LI. Nesse caso, proporemos um conectivo de restauracao para LM

definido a partir de um principio nao aceito pela légica maior LI.
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DATSs para LC e LI

Como notamos, o calculo LC pode ser construido acrescentando os axiomas DN ou
PTE a LM. Esses dois principios nao sao aceitos na légica paracompleta LI e, portanto,
seguindo a estratégia de C;, a partir dele definiremos dois conectivos de restauracao

para LI.

Definicao 9.1.28 Sendo X"V~ a assinatura de LI, definimos

1. ®a =ger 0V 0,

2. OQ =gef 0 — Q.

Seja A C For (X™V7) um conjunto de férmulas. Definimos

@A:def {@5 : (5EA} e @A:def {@5 . 5EA}

Usando o fato de que LI junto com PTE ou DN equivale a LC, obtemos imediata-

mente o seguinte DAT para LI com relacao a LC.

Teorema 9.1.29 O cdlculo LI recupera as derivagoes de LC em, alternativamente,

uma das sequintes maneiras:

VI'Va [(F l_LC Oé) e =VAY (@A, I Oé)] . (DATO - LI)

VIVa [(F I_LC OZ) & A (@A, r I_LI OZ)] . (DATO - LI)

Demonstragao. Suponha que I' ¢ « e considere A como sendo o conjunto de todas
as férmulas da linguagem de LI. Assim, é imediato que ®A, ' k11 a. Reciprocamente,
suponha que ®A, T Fr1 o, para algum conjunto A de férmulas. Dado que LC estende
LI, e que Frc ®9, para toda § € A, obtemos imediatamente que I' Fr¢c a.

A segunda versao do teorema é demonstrada de maneira andloga. m
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Embora existam similaridades formais entre o DAT para C; e o DAT por nés pro-
posto para LI, devemos observar uma grande diferenca entre os dois resultados: no caso
de Cy, o conjunto A de premissas com comportamento cldssico utilizado para recuperar
as inferéncias de LC ¢é dado de maneira explicita, A é construido de maneira univoca
a partir do conjunto I' U {a}; A é um conjunto de premissas de restauragao local, pois
depende de I' e a. Porém, na nossa proposta para LI, o conjunto ® A de premissas de
restauracao nao é construido explicitamente no enunciado do Teorema 9.1.29. De fato,
na demonstracao do teorema, A é tomado como sendo o conjunto de todas as sentencas
da linguagem. Assim, nestes dois DATSs, os operadores ® e © apenas simulam ser conec-
tivos locais de restauracao. Na verdade, na demonstracao do teorema, acrescentamos,

para toda proposicao a € For (ZLI), alternativamente, a seguinte afirmagao:

(aV —a) é aceito em LI.
(=—a — «) é aceito em LI.

E é claro, a partir da construcao de LC, que as inferéncias de LC serao desse modo
restauradas em LI.

A seguir, proporemos um outro DAT para LI e LC, construindo de maneira explicita
o conjunto de premissas restauragao local. No entanto, antes disso apresentaremos os
célculos LC e LI em termos do Cadlculo de Dedu¢ao Natural, tal como aparece em [60],

pois utilizaremos as regras desse cdlculo nas demonstracoes de nossos DATsS.

Dedugao Natural para LC, LI e LM

E bem sabido que no sistema de Deducdo Natural os conectivos da linguagem dos
sistemas 16gicos sao caracterizados pelas regras de inferéncia que, com excecao das
regras do absurdo, sao regras de introdugao e regras de elimina¢ao. Em particular,
os sistemas de Deducao Natural para LC, LM e LI na assinatura "V~ contém as
mesmas regras de introducao e de eliminacao e se diferenciam apenas nas regras do

absurdo.
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As demonstragoes em um sistema de deducao natural podem ser apresentadas como
arvores de derivagao (drvores de deducao), tal que o topo —folhas— da drvore sao as
suposicoes ou hipoteses e a raiz é a férmula final. As férmulas que nao estao no topo sao
obtidas das férmulas que estao acima por meio da aplicacao de alguma das regras de
inferéncia do sistema. Como veremos a seguir, por meio da aplicacao de algumas regras
de inferéncia certas suposicoes sao canceladas. As suposicoes que sao assim canceladas,
sao chamadas de abertas. As suposi¢oes que nao sao canceladas por aplicacao de regras
sao chamadas de fechadas.

Como indicamos, os sistemas LC, LI e LM divergem apenas com relacao a regra do
absurdo, compartilhando as mesmas regras de introducao e eliminacao dos conectivos

A,V e —. Essas regras comuns sao:

a f alp
IN—— EN———-
alAp «
o]
a o —
I — p E— i
a—f g
[o] [7]
Q aVp
1V E T
aVpg g
[«£]
Observagao 9.1.30 A notacdo : significa que a regra supoe, como hipdtese, a exis-
(2

téncia de uma deriwagao de v a partir de . O cancelamento da hipdtese ¢, denotado

[¢], é resultado da aplicagao da regra.
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A respeito das regras do absurdo, a légica intuicionista aceita uma versao fraca do

absurdo cléssico L., admitindo apenas a regra L ;:

[—al
1 1
1, — 1,
8} (8

Na versao do sistema de deducao natural apresentado por Prawitz, estas duas regras
do absurdo recebem as seguintes restricoes: em |; a férmula final « é diferente de L.

E em 1. a férmula final o nao é da forma g — L.

Observagao 9.1.31 As regras [ —, EV e 1. sdo chamadas de regras de dedugao. As
premissas dessas regras nao sao formulas, mas deducdes. As restantes regras —IN, IV,

EN, E— e L,— sao chamadas de regras préprias.

O sistema de Dedugao Natural da légica minimal é caracterizado, na assinatura
YAAV= pelas regras do célculo positivo. LM rejeita tanto a regra L. quanto a regra
mais fraca 1;. A légica minimal nao tem qualquer regra do absurdo. Carecendo de
regras de absurdo, a obtencao dos teoremas negativos da légica minimal depende apenas
do uso das regras de Introducao e Eliminagao dos conectivos. Em particular, no sistema

proposto em [60], instancias das regras F — e [ — caracterizam a nega¢ao minimal:'"

[a]
a o—1 1
F—s— I —
N o — L

100 sistema original de Gentzen contém o conectivo — como primitivo. Para, tal conectivo sdo dadas

[o]
a o 1

as seguintes regras de eliminagao e introdugao (cf. [27, p. 186]): E- el .
il o
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Notagao 9.1.32 Usaremos as letras I1, 3, Q2 para denotar dedugées (derivagoes) e usa-

remos I', A para denotar conjuntos de formulas. —— denotard uma dedugao cuja for-
a

I, I, ... II, . , L .
mula final é a. denotard uma deduc¢ao cujas deducoes imediatas

r
sao 11y, s, ..., I1,, e cuja férmula final é . denotard uma deducgao 11 que tem T’

r
como conjunto de suposi¢oes. Seja vy, € I, Y denotard uma deducao Il que tem
I1

I'—{vy,} como conjunto de suposi¢des.

Definigao 9.1.33 II é uma deducao (derivagcdo) em um sistema L de uma formula o

que depende de um conjunto I' de formulas se:

1. a é um axioma de L, entdo Il = a é uma deducao em L de o que depende do

conjunto vazio,

2. a nao é um axioma de L, entao Il = o é uma dedugcao em L de o que depende

do conjunto {a},

3. Il; é uma dedugao em L de a; que depende de T'; para todo i < n, entao

I, 1, ... II, B
é uma deducao de B em L que depende de A, mostrado que:
B
a1 Q2 e (67 X . .
a) ¢ uma regra de inferéncia prépria em L e A = [T,
B
com 1t <n,
Lyl Te vl o0 Ta [yl
1L I, 11, , ,
b) é uma instdncia de uma regra de de-
o (6%} 7
g

dug¢io em L e A =T — {v1,7V2y -« Yn}-
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Definicao 9.1.34 II é uma deducao no sistema L de « a partir de I' se II é uma

deducao em L de o que depende de I' ou de algum subconjunto de I

Definicao 9.1.35 A formula o é dedutivel de um conjunto I' em um sistema L

—denotado I b1, a— se existe uma deducao em L de o a partir de T'.

Definicao 9.1.36 Uma deduc¢ao de o no sistema L que dependa do conjunto vazio é

uma demonstragao de a em L.

Definicao 9.1.37 Se existir uma demonstracao de o no sistema L, dizemos que o é

um teorema de L. Nesse caso, escreveremos b, .

Definicao 9.1.38 Seja II uma dedugao no sistema L de o a partir de I'. O compri-
mento da dedugao ¢ (II) de I1 é um nimero natural obtido recursivamente da sequinte

maneira:

1. se Il é uma formaula, entio c (I1) =1,

m oM, ... MO,
2. sell é , entao c(IT) = ¢ (II;) + ¢ () + ... + ¢ (II,) + 1.
e

Proposicao 9.1.39 As relacoes de dedutibilidade = dos sistemas LC, LI e LM satis-

fazem as sequintes propriedades:
1. (reflexividade) ¢ F ¢;
2. se ko, entao I' F ¢;
3. se pel' entao I' - ¢;
4. (corte) seI'Fpe A pt 5, entao I', A F ;
5. (monotonicidade) se ' - p e I' C A, entdo A F ¢;
6. sel', o el F ¢, entao I' - ;

7. (derivabilidade finita) I' - « sse existe A C I' tal que A ¢é finito e A - .
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DAT para LC e LI

Lembramos que ®a =gy oV —a € que Oa =g.5 7 — . O conectivo ® recupera as

derivagoes de LC em LI da maneira seguinte.

Teorema 9.1.40 Para todo conjunto I' e toda « tal que T'U {a} C For (ELAVH).
Entao:

I' Fre a sse ®a, T by a. (DAT; - LI)

Demonstragao. Por inducao no comprimento da dedugao, em Deducao Natural, de
'k a.

= Assuma I' b1, a. Entao existe uma deducao I1, no sistema classico de Dedugao
Natural, de v a partir de I. Caso base: comprimento da deducao ¢ (IT) = 1. Como o
sistema de Dedugao Natural na versao de Prawitz nao contém axiomas, apenas devemos
demonstrar o caso em que o € I'. Se a € I', entao pela propriedade 9.1.39. 3 temos
que I' k1 a. E pela propriedade de monotonicidade temos que ®A, I' 1 «, para todo
A e, em particular, para A = {a}.

Se a ¢ I', entao II é uma deducdo de a a partir de I' que resulta da aplicagao de
algumas das regras de inferéncia para LC: IA, EA, IV, EV, L., etc. Como a diferenca
entre o célculo de Dedugao Natural de LC e de LI reside nas regras do absurdo, apenas
devemos analisar o caso em que « for resultado da aplicacao da regra do absurdo
cléssico.

Seja, entdo, ¢ (II) = n o comprimento da dedugao de « a partir de I' por meio da
regra | .. Entao, existe uma deducao ¥ de L a partir de —«, T tal que ¢ (X) = m, com
m < n.

Por hipétese de inducao, temos entao que existe uma deducao intuicionista de L
a partir de ® L,—a,T', @.e., L VoL ' -a Frrl. Como - L =4 L—1 e temos que
Fril—1, entdo por IV temos que Fy; L V (L—_1) que equivale, por definicao de
-, a by L V-1, Logo, usando o corte obtemos —«,I' Fryl. Por I —, temos que
I' Fr1r ma — 1, que equivale, pela definicao de -, a I' F; =—a. Por outro lado, temos

que —«, 7, I' Frrl a partir do qual obtemos, aplicando a regra L ;, =, ==, ' Fry a.
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Como temos I' ;1 7, entao pela propriedade do corte temos que =, I' Fr; a. Como
temos também que o, I' Fr1 «, entao aplicando a regra £V as duas demonstracoes temos
que a V —a, I' Frp a. Daqui, pela definicao de ®, temos entao ®a, ' Fry a.

<= Assuma ®a, ' Fr1 . Como LC estende LI, temos que ®a, ' Fr,c a que, pela
definicao de ® equivale a oV —a, ' Fr,c . Como ke a V —a, entao pela regra do

corte, temos que [' F,c . m
Exemplo 9.1.41 Considere os sequintes exemplos:
1. Frc —=—p — p, mas ¥rr ~—p — p (¢f. Exemplo 9.1.21).
POT‘ém’ (—\—\p — p) \/ - (—\—\p — p) l_LI —|—\p — p
2. brepV(p—q), mas¥FripV (p — q) (¢f. Exemplo 9.1.22).
Porém, (pV (p = q))V-(pV (P —4q) FupVp—q).

3. p—qtLcpVq mas —p—q¥FripVq.

Porém, (pVvVq)V-(pVq),p—qFLipVgq.

4. = (=pV —q) FLe p A g, mas = (—pV —q) FLip Aq.
Porém, (p Aq)V = (pAq),~(=pV—q) FLipAgq.
5. —p — —q,qFLc p, mas —p — —q,q ¥ri p (cf. Exemplo 9.1.20).

Porém, pV —p, —=p — —q,q bFr1 p.

Um segundo DAT vinculando LC e LI pode ser obtido trocando o operador & pelo
operador © no Teorema 9.1.40. O conectivo © recupera as derivacoes de LC em LI do

seguinte modo.

Teorema 9.1.42 Para todo conjunto T' e toda o, T' U {a} C For (X*"V=). Entdo:
' Fpe a sse ©a, T i a. (DAT, - LI)
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Demonstragcao. = Como no caso anterior, apenas temos que analisar o caso em
que « ¢é obtida a partir de I' pela aplicacao da regra 1., em uma deducao II com
c¢(II) = n € N. Nesse caso, existe uma deducao ¥ tal que ¢(X) = m, com m < n
de L a partir de —«,I'. Pela hipétese de inducao, ©_L, -, I' Fry L, isto equivale, pela
defini¢do de ©, a ~—L—1, -, FyyL. Como ==L — L =4 (L—1) —1) —1L
etrr (L—1)—1) —1, pois Fr1 (( = @) = a) — a, entdo —a, ' FryL. Logo, por
I — temos I' Fy; =—a. Pela reflexividade de g1 temos -—a — a b ——a — a, e
portanto, =—a — «a, -« Fpy «, isto é, ©a, 7o Frr a. Logo, pela propriedade do
corte, considerando o fato de termos I' k11 ==, obtemos Oa, I' Fi1 a.

<= Como na demonstracao do Teorema 9.1.40, observando que Oa =405 "~ — «

eque bFpec 7 —a—a. n
Exemplo 9.1.43 Considere os sequintes exemplos:

1. =p — —q¢,q FLc p, mas =p — —q,q ¥r1 p. Porém, =—=p — p,=p — —¢,q Frr p.

2. =2 (p—= @) FrupA=g, mas == (pA—q) = (pA=q), = (p—q) FrpA—g.

8. =p— q¥upVqg mas—==(pVqg) = (pVae,p—qrupVa

4. = (pA=q) Frip—q, mas == (p—q) = (p—q),~(PA~q) FLip — ¢

Esses dois Teoremas DATs —9.1.40 e 9.1.42— mostram que toda dedugao cléssica
I'lFa, com I'U{a} C For (*"V7) pode ser recuperada em LI se a transformarmos
em uma deducao na qual a conclusao da inferéncia é acrescentada como tnica premissa

de restauracao, isto é, se acrescentarmos —unicamente— ®« ou Oa. Assim, temos que

toda dedugao classica II da forma
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pode ser transformada em uma deducao intuicionista II’ da forma

I'd{aVv-a}l rv{-—-a—a}
ou
I Ir
a a

Apesar da similitude entre os teoremas DATs 9.1.40 e 9.1.42, a seguir mostraremos
uma diferenca importante entre eles: o Teorema DAT 9.1.40, a diferenca do Teorema
DAT 9.1.42 pode ser, em um certo sentido, simplificado. Explicaremos tal diferenca em

termos da (nao)propagagao dos conectivos de restauracao em LI

Proposicao 9.1.44 O conectivo ® é propagado em LI na assinatura X"V

1 Eu® L,

2. ®a Fr1 ®a,

3. ®a,®P L ® (a A B),
4. ®a,®B L @ (a V §),
5. ®a,®f L @ (a — f).

Demonstragao. Para 1. Como paratodok € K, v (L, k) =0,entdov (L — L, k) =1,
para todo né k. Daqui, v (LV (L — 1),k) = 1, para todo né k, que equivale, por
definigao, a v (L V -1l k) =v(®L, k) = 1, para todo né k.

Para 2. Assuma que v (o V —a, k) = 1. Entao, v(a, k) =1 ou v(-a, k) = 1. Se
v(—a, k) = 1, entdo v (-aV —a, k) = 1. E se v(a, k) = 1, entdo v (—a, k) = 0,
pois para cada né k € K, kRk. Por outro lado, pela Proposi¢ao 9.1.13, temos que
se v (a, k) = 1, entdo para cada né k; tal que kREki, v(c, k1) = 1. Em consequéncia,
como ki Rky, v (—a, k) = 0, para cada né k; tal que kRk;. Entdo, v(——a,k) = 1,
pois em cada k; tal que kRky, v (—a, ki) = 0. Logo, v (—aV =—a, k) = 1. Assim, se
v(aV-oa k) =1,v(-aV-—a k) = 1.
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Para 3. Assuma que v (aV —a, k) =1 e que v (S V-8, k) =1. Entao, v(a, k) =1
ouv(—a, k) =1ewv(B,k) =1ouv(-5,k) =1. Sewv(-a,k) =1, entdo para todo
ki1 € K tal que kRky, v («, k1) = 0. E, analogamente, se v (=3, k) = 1, entdo para todo
k1 € K tal que kRky, v(B,k1) = 0. Assim, v («a, k) = 1 ou para todo k; € K tal que
kRky, v (a, k1) =0ewv(B,k) =1 ou, para todo k; € K tal que kRky, v (B, k1) = 0. Se
v(a, k) =v (B, k) =1, entdo v (a A 5,k) = 1. E se para todo k; € K tal que kRk,
v(a, k) =0ouv (B, k1) =0, entdo v (o A 5, k1) = 0, para todo k; tal que kRk;. Daqui,
v(=(aApB),k)=1. Portanto, v (e« A B) V= (a A ), k) = 1.

Para 4. Temos que v(aV —a,k) = 1 para um né k € K sse v(a,k) = 1 ou
v(-a,k) = 1. Mas v(-a,k) = 1 em um né k € K sse para todo n6 k; € K
tal que kRky, v(a, k1) = 0. De modo andlogo, para v(8V —5,k) = 1. Mas temos
que v((aVB)Va(aVvp),k) = 0sse viaVp k) =0ev(-(aVp),k) =0 E
v(aVp,k)=0ssev(a,k)=0ewv(fB,k)=0. Assim, se v ((«V ) V= (aV ), k) =0,
entdo, se v (o V —a, k) =1lewv (S V 5, k) =1, entdo para todo né k; € K tal que kRk,
v (a, k1) = 0 e, para todo n6 k; € K tal que kRky, v (f,k1) = 0. Porém, neste caso,
v(aV B, k) =0, para todo né k; € K tal que kRk;. E, portanto, v (= (a Vv 5) , k) = 1.
Daqui, v ((aV B) V= (aV (),k) = 1. Absurdo. Logo, nio existe né k € K tal que
v(aV-oak)=1,v(BV-Bk)=1lev((aVp)V-(aVp),k)=0.

Para 5. Tal como nos casos anteriores, se v (aV —a, k) = lewv (8 V =5, k) = 1, entao
v (a, k) = 1 ou, para todo k; € K tal que kRky, v(a, k1) = 0 e v (5,k) =1 ou, para
todo ky € K tal que kRky, v(5,k1) = 0. Se v (5, k) = 1, entao pela Proposigao 9.1.13,
v (B, k1) =1, para todo ky € K tal que kRky. Daqui, v (o« — 3, k) = 1. Caso contrério,
v (B, k1) = 0, para todo k; € K tal que kRk;. E se v («, k) = 1, entdo novamente pela
Proposigao 9.1.13, temos que v (a, k1) = 1, para todo k; € K tal que kRk;. Mas se
v(a, k) =1ewv (B, k) =0, paratodo k; € K tal que kRkq, entao v (— (o — ), k) = 1.
E se v (a, k1) = 0, para todo k; € K tal que kRk;, entdo v (o — (3, k) = 1. Portanto,
v((l@—=B)Vola—p),k)=1 =

Como notamos, o Teorema 9.1.40 garante que as inferéncias classicas da forma I' IF «

perdidas em LI podem ser recuperadas se acrescentarmos a conclusao da inferéncia
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como Unica premissa ®a de restauracao. Como demonstramos que o conectivo de
restauracdo ® usado em tal DAT ¢ propagado em LI na assinatura $+7V—, entdo
podemos apresentar uma versao simplificada do Teorema DAT 9.1.40. Nesta nova
versao propomos recuperar as inferéncias classicas perdidas em LI acrescentando apenas

premissas de restauragao atomicas.

Teorema 9.1.45 Seja var (o) = {p1,...,pn} 0 conjunto de varidveis proposicionais

de . Entao:

I' Lc a sse ®pq,...,®p,, I Fr1 a.

Demonstragao. Considere a € For (8+7"V7) tal que var (a) = {p1,...,p,}. Pela
Proposicao 9.1.44, temos que ®py, ..., ®p, 11 ®a. Pela completude da semantica de
modelos, temos que ®p1, ..., ®p, Fr1 ®a. Pelo Teorema 9.1.40 temos que ®a, I Fr1 «

sse I' Frc a. Daqui temos que ®pq,...,®p,, 'Fryasse 'Frca. =

Exemplo 9.1.46 Considere os sequintes exemplos e confronte 1 - 4 com 1 - 4 do

FExemplo 9.1.41:
1. ¥1 =—p — p, mas ®p Fr1 ~—p — p,
2. FuipV(p—q), mas @®ptripV(p — q),
3. p—=q¥FrLipVg mas ®p,—p — qrLipVayg,
4. = (=pV =q) Frip A q, mas ®p,®q,—~(—pV —q) FLip A q.
9. 7p — 2q¥Lrq — p, mas ®p, ~p — gL g — p,
6. ~(pAq)¥rr—pV —q, mas ®p,~(pAq) L —pV g,
7. ¥ ((p— q) = p) — p, mas &p i (p — ) = p) = D,
8. = (—pV —q) FrLip A q, mas ®p,®q, ~ (-pV —q) FLipAq.
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Este novo DAT 9.1.45 pode ser considerado como uma versao simplificada do DAT
9.1.40, porquanto a recuperagao em LI das inferéncias classicas é possivel pelo acréscimo
de premissas atomicas e, portanto, com estrutura de menor complexidade que a premissa
de restauracao do DAT 9.1.40. Com efeito, o novo DAT 9.1.45 permite afirmar que toda

dedugao cléssica II de « a partir de I', com I' U {a} C For (Ziﬁ/\V—’)

Y

(07

pode ser transformada em uma deducao intuicionista II’ de « a partir de

CU{p1V —p1,...,pn V pn}, desde que var (o) = {p1,...,pn}

ru {p1 \/_‘pla---7pn\/_'pn}
H,

(67

No entanto, nesta nova versao DAT 9.1.45, a quantidade de premissas a serem
acrescentadas para garantir a recuperacao das inferéncias cldssicas pode ser maior que
no Teorema 9.1.40. Com efeito, a versao 9.1.40 do DAT entre LC e LI, garante que é
suficiente acrescentarmos apenas uma premissa de restauracao; se utilizamos a versao
9.1.45, nao temos como garantir que apenas uma premissa deva ser acrescentada.

A situagao do DAT 9.1.42 é diferente & do DAT 9.1.40, pois em LI o conectivo

de restauracdo © nao é, em geral, propagado na assinatura Y+ \V~, mas apenas em

EJ_—\/\—>

Proposicao 9.1.47 Em LI temos:
1. Fu o4,
2. Ow ):LI @"Ck,

3. Oa,0p0 L1 © (a A B),
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4. Oa, 00 Fr1 © (Oé vV ﬂ),

5. @O&,@ﬁ ):LI C) (a — ﬁ)

Demonstracao. Para 1. Temos que ©.L =45 -—L — L e que =1 ==L — L, pois
para todo k € K, v (L, k) =0. Logo, v (==L — L k) =1 para todo né6 k.

Para 2. Temos que ©—a =4y "——a — —a. Como =11 ~——a — —q, entdo pela
propriedade de monotonicidade, O« =11 ©—a.

Para 3. Assuma v (m—a — a, k) = v (- — [, k) = 1. Assim, v (-—a, k) = 0 ou
v (a, k1) = 1 para todo k; tal que kRk;. De modo analogo, temos que v (=, k1) = 0 ou
v (B, k1) = 1 paratodo k; tal que kRky. Seja ky tal que kRE;. Sev (a, ki) = v (B, k1) =1,
entdo v(aA B, k) = 1. Daqui, v(aAB,k) = 1 ou v(—-=(aAp), k1) = 0. Se
v(a,ky) = 0 ou v(B,k1) = 0, entdo v(——a, k) = 0 ou v(—-—8,k) = 0.
Sev (==, k1) = 0, entdo v (=, k2) = 1 para algum k, tal que ky Rks. Logo, v (5, ks) =0
para todo k3 tal que ko Rks. Entao, v (a A 3, k3) = 0 para todo k3 tal que ke Rk3 e, por-
tanto, v (= (A B),ks) = 1. Como existe ko tal que ki Rks e v (= (aAp), k) = 1,
entdo v (= (a A ), k1) = 0. Daqui, v (== (A B), k) =0ouv((aAp), k) =1 E,
de modo andlogo, se v (-, k1) = 0. Assim, concluimos que se v (——a — a, k) =1 e
v(—=f — B, k) =1,entdo v (-~ (a A B) = (e Ap), k) = 1.

Para 4. Temos que Op =g,y =—p — p. Portanto, ©=p = =—=—-p — —p. Suponha,
por absurdo, que vale a propagacao de © para o conectivo de disjuncao em LI, isto
é, considere que vale Op,©¢ =11 © (pV q). Entdo, como caso particular, terfamos
Op, ©-p 1 © (pV —p). Pela propriedade do corte e pelo fato de =ry ———p — —p,
terfamos Op Frr ©(pV —p), isto é, Op L1 ——(pV —p) — (pV —p). Mas como
—=p — p Er1 7 (p V —p), entdo obteriamos ——p — p =11 p V —p. Mas sabemos que
——p — p Fr1 p V —p. Portanto, Op, ©Oq Frr © (p V q).

Para 5. Suponha que existe £ € K tal que v(©a,k) = v(©8,k) = 1 mas
v(©(a— p),k) = 0. Logo, existe k; tal que kRky e v(——(a— ), k1) = 1 e
v(a— fB,k1) = 0. Da tltima equacdo segue que existe ky tal que kjRko, tal que

v(a, k) =1ewv (B, k) =0. Dado que kRks e que v (©f, k) = 1, entéo pela Proposigao
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9.1.13, v(©p, k) = 1. Mas v (f,k2) = 0, logo v (==, ks) = 0, pois keRks. Daqui,
existe k3 tal que koRks e v(—f,k3) = 1. Mas ki Rks, logo v (== (a — ) ,k3) = 1,
pela Proposi¢ao 9.1.13 e o fato de termos v (—— (o — (3), k1) = 1. Entéo, como k3 Rks,
v(=(a— B),k3) = 0. Daqui, existe ky tal que ksRky e v (o — [,ky) = 1. Mas
em k4 temos que v («,ky) = 1, pois kaRks € v (a,ky) = 1. Dado que kyRky e que
v(a — B, ky) = 1, entdo v (B, ky) = 1. Por outro lado, ksRky e v(—f,k3) = 1. Logo,
v (3, ks) = 0. Absurdo. Assim, sev (O, k) =v (08,k) =1,entaov (O (a — ), k) = 1.

Assim, pelo fato da inferéncia cldssica ——p — p IF p V =p nao ser vdlida em LI,
o conectivo de restauracao © nao é propagado para o conectivo da disjuncao em LI.
Embora nao tenhamos a propagacao do conectivo de restauragao © na assinatura de
LI, os seguintes exemplos sugerem que poderiamos obter uma versao simplificada do
Teorema 9.1.42, na qual apenas premissas atdmicas de restauracao sejam acrescentadas

para recuperarmos as inferéncias de LC perdidas.

Exemplo 9.1.48 Considere os sequintes exemplos:

1. Em 9.1.43 dissemos que © (p — q),—~(pA—q) Frr p — q. Mas também temos

que O¢,~ (p A —q) Frip — q.

2. Em 9.1.43 dissemos, também, que © (p A =q) ,— (p — q) Fr1 pA—q. Mas também
temos que ©p,— (p — q) Frr p A —q.

Propagacgao e restauragao

Como notamos, o DAT 9.1.42 nao pode ser simplificado tal como o DAT 9.1.40, pois
a inferéncia =—p — p IF p V —p nao é vélida em LI e, portanto, em LI o conectivo de
restauracao © nao é propagado para o conectivo da disjuncao. Desse modo, embora
p V —p seja um teorema classico perdido em LI, nao temos como recupera-lo acrescen-

tando apenas ©Op como premissa de restauracao.
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No entanto, como mostramos na Proposicao 9.1.47 a propagacao do conectivo de
restauracao © falha, apenas, para a disjuncao. Desse modo, considerando o fato do

¥+~ podemos propor uma versdo simplifi-

conectivo © ser propagado na assinatura
cada do DAT 9.1.42 para o fragmento de LI escrito em tal assinatura reduzida. Assim,
uma versao simplificada do Teorema DAT 9.1.42 entre LC e LI, que garanta que é
suficiente acrescentar varidveis proposicionais restauradoras da forma ©p para recupe-
rarmos em LI as inferéncias cldssicas perdidas, pode ser demonstrado se restringirmos a
assinatura de LI, e consequentemente de LC, a ¥+, Para isso, a seguir apresentamos,

em primeiro lugar, uma versao do DAT 9.1.42 na assinatura 3.

Lema 9.1.49 Seja LC’ o fragmento da ldgica cldssica escrito na assinatura X"\~

e seja LI’ o fragmento da ldgica intuicionista escrito nessa assinatura. Para todo

I'u{a} C Fort"~. Entdo:

I' e a sse O, T Frp o (DAT - LI’)

Demonstragao. Similar a demonstracao do Teorema 9.1.42, observando que as regras

da disjuncao nao sao utilizadas naquela demonstracao. m

Teorema 9.1.50 Seja I'U{a} C For (ZL/\_’). Seja var (a) ={p1,...,pn} 0 conjunto

das varidveis proposicionais de . Entao:

I' Lo« sse Opi,...,0p,, I Frr a. (DAT - LI’)

Demonstragao. Similar & demonstragao do Teorema 9.1.45, levando em consideracao

o Lema 9.1.49 e a Proposicao 9.1.47, cldusulas 1, 3e 5. m

Considerando essa nova versao simplificada do Teorema 9.1.42, cuja demonstragao
¢ baseada na propagacio da restauracio do conectivo © em LI na assinatura %+
propomos, a seguir, uma nova demonstracao de um importante teorema proposto por

Prawitz [60].
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Observacao 9.1.51 Seja LC’ o sistema cldssico escrito na assinatura ¥"~. Uma

formula disjuntiva oV B de LC é definida como —a — 3 em LC".

Teorema 9.1.52 (Teorema de Prawitz) (cf. [60, p. 39]) Seja LC’ o sistema cldssico
escrito na assinatura "7, Se T o a, entdo existe uma deducio em LC’ de o a

partir de I’ na qual a consequéncia de toda aplicacio da regra L. é atémica.'*

Demonstracao. Seja II€ uma deducdo cldssica de a a partir de I' em LC’. Se a
regra | . nao foi utilizada em II€ ou L, foi utilizada e tem conclusdao atéomica, entdo
o teorema vale trivialmente. Se a regra L. foi utilizada em II€ —e nao pode ser
substituida por aplicacoes das regras intuicionistas— entao I' ¥y «. Porém, pelo
DAT 9.1.50, como I' ke «, existe uma deducdo intuicionista X' de o a partir de
ru{op,...,op,}, em que {p1,...,p,} = var («). Em consequéncia, temos que toda
aplicacio da regra cldssica L. em II€ pode ser substituida por aplicacoes de regras
intuicionistas, se acrescentarmos as férmulas Opy, ..., Op, como premissas da deducao.
Assim, pelo DAT 9.1.50 temos uma deducao de « a partir de T' U {Opy,...,Op,} na
qual a regra 1. nao é utilizada, isto é, Opy,...,0p,, ' Frr a. Daqui obtemos que
existe uma dedugao em LC’ de « a partir de I' U {Op1, ..., Op,} na qual a regra L.
nao ¢é utilizada. Para cada ¢, considere a seguinte deducao: ——p;, =p; FrcL. Daqui,
aplicando a regra de absurdo cldssico obtemos ——p; FrLc p; e, daqui, por aplicagao
da regra I —, obtemos Frc ——p; — p;. Como Op; =4y ——p; — p;, construimos
uma deducdo de Op; para cada varidvel p; € var () e cada instancia de Op; que é
usada como premissa de uma inferéncia em X' . Assim, cada deducao de Op; para
cada varidvel p; € var (a) e cada instancia de ©Op; que é usada como premissa de uma
inferéncia é uma deducao clédssica e tem conclusao atomica. Aplicando a regra do corte

as deducoes Frcr Opy, ..., FLe Op, € Op1, ..., Opn, ' FLe @ obtemos uma dedugao

WTHEOREM I: If T k¢ A, then there is a deduction in C’ of A from T in which the consequence
of every application of the 1 c-rule is atomic. Esse teorema foi proposto por Prawitz com o objetivo
de demonstrar o Teorema de Normalizacao: se I' b a, entao existe uma deducao normal em LC’

de «a a partir de T'.
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cléssica de o a partir de I' na qual toda aplicagao da regra L. tem conclusao atémica.
Em consequéncia, se I' Fy,c a, entao existe uma dedugao cldssica em LC’ de a a partir

de I' na qual a consequéncia de toda aplicacao da regra 1. é atdmica. m

Desse modo, se assumimos o nosso teorema DAT 9.1.50, podemos demonstrar o
Teorema 9.1.52 de Prawitz. E, assim como nosso DAT 9.1.50 estd vinculado com o
Teorema de Prawitz, a seguir mostraremos que nosso Teorema DAT 9.1.42 estd estrei-
tamente vinculado com uma alternativa ao Teorema de Prawitz, proposta por Seldin
em [64] e [65]. Em [57] a proposta de Seldin é apresentada, em termos muito gerais, da

seguinte maneira:

Transformar toda derivacao II no fragmento ¥V~ em uma
derivacao II’ tal que I’ contenha no méximo uma aplicacao da
regra de absurdo cldssico. Caso essa aplicagao de fato ocorra, ela é
a ultima regra aplicada em IT’ [57, p. 107].

A seguir, mostraremos que o nosso Teorema DAT 9.1.42 pode ser demonstrado usando
o Teorema de Seldin anteriormente citado. Por maior clareza expositiva, lembraremos

o enunciado do mencionado Teorema DAT.

Teorema Para todo conjunto I' e toda «, tal que I' U {a} C For ($*"V7). Entéo:

I' e asse ©a, I b a.

Demonstracao. = Seja II€ uma deducao cléssica de « a partir de I'. Pelo Teorema
de Seldin temos que existe uma deducdo cléssica I de a a partir de ' tal que I
contém, no maximo, uma aplicacdo da regra L.. Daqui, se II¢ nao contém nenhuma
aplicacao da regra 1., entao temos I' Fr; o e, pela propriedade de monotonicidade,
obtemos Oa,I" 1 a. Pelo contrério, se a regra L. é aplicada em IIC, entao pelo

teorema de Seldin, essa aplicacdo é a tltima regra aplicada em II€. Logo, existe uma
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tinica subdedugao € em TI€, tal que X tem a seguinte forma:
[~
i
1

Q@
Assim, substitua a tnica subdedugao ¥ em II€ pelas seguintes subdedugoes ¥ e QF:

[~al
EI
L

1 -1 —

QI

o

Como O« =4,y =—a — «, obtemos, assim, uma deducao intuicionista de « a partir de
I'u{oa}. Daqui, O, T by a.

<= Anidloga a demonstracao feita em 9.1.42. m

Observagao 9.1.53 Como indica Prawitz [60, p. 17], “se uma férmula é usada como
premissa em duas inferéncias diferentes, entao ela ocorre também duas vezes na con-
figuragao”.'? Assim, notamos que, por meio de nosso DAT 9.1.42, dada uma deducdo
intuicionista de o a partir de T U{Oa}, podemos garantir que ezxiste uma dedugao clds-
sica de I' a partir de «, construindo uma deducao cldssica de ©a e aplicando a regra
do corte as dedugoes Frc Oa e Oa, ' Frc a. Assim, o DAT 9.1.42 garante que existe
uma dedugao cldssica I Frc o na qual a regra cldssica do absurdo é usada —apenas—
para obter a premissa O« da inferéncia intuicionista. Contudo, por meio de nosso
DAT 9.1.42 nao podemos garantir que a unica premissa O« seja usada uma unica vez

na dedugao e, por consequinte, nao podemos garantir que a regra de L. seja usada uma

12 A traducdo é nossa: if a formula is used as a premiss in two different inferences, then it also

occurs twice in the configuration.
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inica vez na deducao cldssica de o a partir de I'. Desse modo, a partir de nosso DAT
9.1.42 nao parece possivel demonstrar o Teorema de Seldin, se ndo garantirmos que
a premissa O« seja usada uma unica vez na deducao intuicionista de o a partir de

ru{oat.

Os Teoremas de Ajuste de Derivabilidade que demonstramos nesta secao e pelos
quais mostramos o modo de recuperarmos as inferéncias cldssicas perdidas em LI
ganham maior importancia pelo fato de permitirnos, também, apresentar uma de-
monstracao alternativa do Teorema de Prawitz e entender, de certa forma, as diferencas
entre o Teorema de Prawitz e o Teorema de Seldin. J& indicamos que o Teorema de
Seldin foi proposto como uma alternativa ao Teorema de Prawitz. As diferencas funda-
mentais entre esses dois teoremas consistem em i) a quantidade de aplicagoes da regra
1., ii) a complexidade das férmulas as quais a regra cldssica do absurdo é aplicada e
iii) a assinatura de LC. De modo anélogo, as diferengas entre os nossos teoremas DAT's
9.1.42 e 9.1.50 consistem em i) a quantidade de premissas restauradoras © que devem
ser acrescentadas & inferéncia cldssica para recupera-la em LI, ii) a complexidade das
premissas restauradoras e iii) as assinaturas dos sistemas LI e LC. Essas diferencgas
entre os nossos DATs 9.1.42 e 9.1.50 sao explicadas pela nao propagagao do conectivo
de restauracao © para o conectivo de disjuncao em LI que, por sua vez, é justificada
na falha da inferéncia cldssica =——p — p IF pV —p em LI. Mas, pelo fato do conectivo de
restauracao local O ser propagado na assinatura ¥-"~, conseguimos obter uma versao
simplificada do DAT 9.1.42 na qual apenas ¢ < n premissas atomicas restauradoras
sejam acrescentadas, em que n é a quantidade de varidveis proposicionais contidas na
conclusao «, isto é, DAT 9.1.50. Assim, é pelo fato do conectivo de restauracao local
© nao ser propagado para o conectivo de disjuncao em LI que nao é possivel obter
uma simplificacdo do DAT 9.1.42 na assinatura ©+"V~. Pelo fato da propagacdo do
conectivo de restauracao local © falhar para a disjuncao, as assinaturas dos sistemas

vinculados pelos Teoremas DATs 9.1.42 e 9.1.50 sao diferentes.

Assim como a propriedade de propagacao nos permite entender as diferencas entre
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os DATs 9.1.42 e 9.1.50 e, em certa medida, também as diferencas entre os Teoremas
de Prawitz e Seldin, a propagacao permite, junto com o Teorema de Seldin, concluir
o Teorema de Prawitz. Com efeito, mostramos que o Teorema de Seldin permite de-
monstrar o Teorema DAT 9.1.42 e, a partir desse DAT, juntamente com a propriedade
de propagacao do conectivo de restauracao © em LI na assinatura "~ obtivemos o
DAT 9.1.50. Por sua vez, apoiados no DAT 9.1.50 apresentamos uma demonstracao
alternativa do Teorema 9.1.52 de Prawitz. Desse modo, a partir do Teorema de Seldin
e da propagacdo da restauracio do conectivo O na assinatura 3"~ podemos obter o

Teorema de Prawitz.

DAT para LC e LM

Como é bem sabido, o sistema axiomé&dtico LC pode ser construido, nao apenas acres-
centando DN e PTE a axiomdtica de LI, mas também acrescentando DN a LM. Se
adotarmos essa segunda opgao, entao os principios caracteristicos de LI —ex contra-
dictione sequitur quodlibet e ex falsum sequitur quodlibet— poderiam ser obtidos como
derivados a partir de DN. De modo andlogo, o cdlculo de Deducao Natural para LC pode
ser obtido acrescentando a regra clédssica L. as regras do cdlculo positivo. Nesse caso,
também, a regra intuicionista do absurdo _L; poderia ser obtida como regra derivada a
partir de L.

A seguir, estenderemos novamente a estratégia proposta em C; de acrescentar nas
inferéncias de LM instancias dos principios clédssicos perdidos. Recuperaremos, assim,
o raciocinio completo e consistente no ambiente paracompleto e paraconsistente de LM.

Na secao anterior propusemos os conectivos de restauracao ® e © para recuperar
as inferéncias classicas no ambito de LI. Propusemos dois DATSs andlogos mostrando
que acrescentar ®a ou O« como premissas de restauracao é suficiente para restaurar
uma inferéncia classica I' IF « perdida em LI. Contudo, mostramos também que a
complexidade da forma das premissas restauradoras ®, que permitem a recuperacao

das inferéncias de LC, poderia ser igual ou mais simples do que a complexidade das
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premissas restauradoras ©. Em particular, pelo fato de =——p — p IF pV—p nao ser vélida
em LI, o teorema cldssico p V —p nao pode ser recuperado em LI pelo acréscimo da
premissa Op; para recuperi-lo devemos acrescentar a premissa restauradora complexa
O(p Vv —p).

A situacao em LM é diferente: nao apenas a inferéncia cldssica =—p — p - pV —-p é
invdlida em LM, mas também a inferéncia inversa pV —p IF =—p — p é invilida. Desse
modo, nao vai ser possivel recuperar —-—p — p em LM pelo acréscimo de, apenas, ®p.
O operador ® nao leva vantagem sobre © em LM. Nesta secao, proporemos © como

conectivo de restauracao de LC em LM.

Teorema 9.1.54 Seja I' U {a} C For (S+"V7).

I' e a sse ©a, T Frv a. (DAT - LM)
Demonstragao. A demonstragao é andloga & do Teorema 9.1.42. m

Exemplo 9.1.55 o — [ Frc ~a VvV 3, mas a — [ ¥Fim —~aV (3 (c¢f. Exemplo 9.1.26).
No entanto, == (—a V ) — (-maV p),a — v ~a Vv B.

DATSs para LM e LI

Finalmente, seguindo a estratégia de definir o conectivo de restauracao para uma légica
menor em termos de principios da légica maior, propomos vincular as légicas LM e
LI. Como as duas légicas sao paracompletas e apenas LM é paraconsistente, o nosso

EL/\\/—)

operador serd um conectivo de restauracao de consisténcia. Sendo a assinatura

de LM propomos, entao, o seguinte conectivo de restauracao:

OO =gerl—

Lema 9.1.56
r l_LIJ— sse I’ l_LMJ— .
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Demonstracao. =— Assuma I' Fy;l. Entao, ou L € I' ou L é obtido por aplicacao
das regras de inferéncia de LI. Se | € I', entao pela Proposicao 9.1.39. 3, I' Frav L.

Se L é obtido por aplicacao das regras de inferéncia, entao pela restricao a regra 1,
1 nao pode ser resultado da aplicacao dessa regra. Logo, L é resultado da aplicacao
das regras F e I dos conectivos. Assim, I' Fya L.

<= Como LI estende LM, se I' Frpmp L, entao ' Frp L. m

Teorema 9.1.57 Seja I'U {a} C For (X+"V7).

[ a sse ©a, I Frv . (DAT; - %)

Demonstragao. =—> Assuma I" kg a. Entao, existe uma demonstracao intuicionista
de « a partir de I'. Se @ € " ou se « foi obtida por aplicacao das regras [ e E dos
conectivos, entao I' Fry a. Logo, pela Proposicao 9.1.39. 5, ®a, I Frym a. Se « foi
obtida por aplicacao da regra |; em uma deducao de comprimento n, entao existe uma
demonstracao I' Fyy L de comprimento m < n. Logo, pelo Lema 9.1.56, temos que
I' Fpm L. Temos, também que, para toda «, L, ®a Fry «, pela definicao de ©. E,
aplicando a Proposicao 9.1.39. 4 aI' kL e L, ©®a Frpm @, obtemos Ga, I' Frv a.
<= Assuma Oa, ' Fiv . Como LI estende LM, temos que ®a, I' i . E como

FL1 ©a, entao pela regra do corte, 'y . ®

Apresentamos varios DATs entre os sistemas LC, LI e LM. Para todos esses sis-
temas definimos um conectivo de restauracao por meio de principios aceitos na légica
maior, mas perdidos na légica menor. Assim, por exemplo, por meio de férmulas
Oa =geyL— a recuperamos em LM inferéncias perdidas de LI, e por meio de férmulas
®a =45 a V na recuperamos em LI inferéncias perdidas aceitas em LC. Nesta secao
apresentaremos um DAT para LI e LM diferente dos anteriores: definiremos um conec-
tivo de restauracao na légica menor LM a partir de um principio légico nao aceito na
l6gica maior LI. Assim, o principio utilizado para definir o conectivo de restauracao

serd inaceitdvel tanto na légica maior quanto na légica menor.
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DAT: uma “ponte” entre LC e LI

Teorema 9.1.58 Seja A C sub(«) e seja OA =45 {O5 @ § € A}.
se I' o1 a, entao OA, T Frvm a.

Demonstragao. Se I' Fy; o, entao, existe uma deducao, no sistema intuicionista de
Dedugao Natural, de o a partir de I'. Como nos casos anteriores, apenas devemos
analisar o caso em que « ¢é obtida a partir de I' por aplicagao da regra ;. Nesse caso,
temos I' Fr1L e pelo Lema 9.1.56 temos I' Fyy L. Pela propriedade de 9.1.39. 5 da
relacao Fry temos que —a, I' Fpyv L. Logo, pela regra I — e pela definicao de —,
obtemos I' Frp 7—a. Novamente, por 9.1.39. 5 obtemos OA,I" Fipm ——a e, como

a € A, pela regra F — obtemos OA, ' Fryv . B

Observagao 9.1.59 A inferéncia ~a — —f, 8 I+ a, vdlida em LC e invdlida em LM
pode ser restaurada em LM, sequindo o mnosso DAT 9.1.58, na forma de
Oa,~a — =, B IF a. Porém, a inferéncia ~a — =, B IF a € intuicionisticamente in-
vdlida. Portanto, o sentido inverso de nosso teorema DAT 9.1.58 ndo pode ser aceito:
se nds quisermos obter um DAT para expressar, nao apenas que se I' Fpy «, entao
OA, T Fim «, mas também o sentido inverso —se OA,I' Fim «, entdo I' Frp a—
o conjunto OA de premissas restauradoras deve ser restringido para impedir a restau-
racao de inferéncias LI-invdlidas. Como caso particular, notamos que se I' ¥i1 «,

entdo Oa ¢ OA.

Restringiremos o conjunto ©A de férmulas restauradoras proposto em 9.1.58 de
modo a definir um conjunto que permita recuperar em LM todas e apenas as inferéncias

vdlidas em LI

Definigao 9.1.60 Considere o conjunto A tal que:

a, sel bpra;
A —def

(), caso contrdrio.
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Definimos o conjunto ©A de premissas restauradoras da sequinte maneira:
@A =def {@5 ) S A}

Teorema 9.1.61 Seja I'U {a} C For (X*+"V7).

r }_LI o Sse @A, r }_LM . (DAT2 - %)

Demonstragao. = Assuma [' Fy1 a. Entao, existe uma dedugao, no sistema intui-
cionista de Deducao Natural, de « a partir de I'. Como nos teoremas anteriores, apenas
devemos analisar o caso no qual a é obtida por aplicagao da regra 1;. Se I' FryL,
entao pelo Lema 9.1.56, temos que I' Fry L. E pela Proposicao 9.1.39 5, obtemos que
-, I Frm L e pela regra I — e definicao de —, obtemos I' Fry ——a. Como temos
——a — a,a Py a, entao pela regra do corte temos que ——a — o, ' Fpv . E
como supusemos [' Fgy «, entao pela definicao do conjunto ©A, temos que Oa € OA.
Assim, a partir de O, I' Fim @, obtemos OA, T Frav a.

<= Suponha, por contraposicao, que I' 1 . Como LI estende LM, temos que
I' ¥1m a. E, pela definicao do conjunto ©A, temos que ©OA = (). Entao OA, T F1m .

Exemplo 9.1.62 (a A —a) Frp 5, mas (a A —a) Fom B (cf. Exemplo 9.1.25). Porém,
©f, (a A =a) Frm B

Exemplo 9.1.63 oV —«a, ~—a brr a, mas oV —a, 7—a ¥im « (cf. Exemplo 9.1.27).

Porém, oo, a V —a, m—a Frv a.

9.2 Observacgoes construtivas

Propagacao e restauracao

Em 8.4 demonstramos que as propriedades de propagacao e de retropropagacao dos

conectivos de restauragao em conclusao permitem obter versoes diferentes das alter-
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nativas de restauracao de uma inferéncia. Sugerimos, também, que as propriedades
de propagacao e de retropropagacao dos conectivos de restauracao em premissas per-
mitem obter versoes diferentes das premissas de restauracao de uma inferéncia. Como
demonstramos nos correspondentes DATS, pelo fato dos conectivos # de Hs, © de BY e
L de A; serem propagados, as premissas de restauracio das inferéncias cldssicas podem
ser atomicas. E, como sugerimos na Secdo 8.4, pelo fato do conectivo M de Aj ser
propagado na assinatura Y7V, para restaurar uma inferéncia cldssica é suficiente acres-
centar alternativas atomicas na conclusao da inferéncia. Observamos, também, que
os conectivos V¥, dos sistemas L, nao satisfazem a (retro)propagagao, de modo que
o comportamento indeterminado das férmulas simples nao acarreta o comportamento
indeterminado das férmulas complexas e, de modo inverso, o comportamento indeter-
minado das férmulas complexas nao acarreta o comportamento indeterminado das suas
componentes. Por causa da falha da (retro)propagacdo, nos sistemas n-valorados o
comportamento restaurador das férmulas complexas nao equivale ao comportamento

restaurador das férmulas atomicas componentes.

Neste capitulo demonstramos duas maneiras de recuperar, com ajuda do conectivo
®, as inferéncias cldssicas I' I « invdlidas em LI. Como mostramos, tais inferéncias
podem ser recuperadas em LI acrescentando, alternativamente, uma tnica premissa
de restauragao da forma ®a —Teorema DAT 9.1.40— ou, pelo fato do conectivo ®
ser propagado em LI na assinatura ¥+ 7\V~, tais inferéncias podem ser recuperadas,
também, acresentando um conjunto de premissas de restauracao atébmicas ®py, . .., ®py,,
com var () = {p1,...,pn} —Teorema DAT 9.1.45. Porém, como ja notamos, o DAT
9.1.42 nao pode ser simplificado de modo anélogo, pois a inferéncia =—p — plFpV —p
nao ¢ véilida em LI e, portanto, em LI o conectivo de restauracao © nao é propagado
para o conectivo da disjuncao. Desse modo, embora p V —p seja um teorema cldssico
perdido em LI, ndo temos como recuperé-lo acrescentando apenas ©p como premissa
de restauragao.

No entanto, como mostramos na Proposi¢ao 9.1.47, a propagacao do conectivo de

restauracao © falha —apenas— para a disjuncao. Desse modo, considerando o fato
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Y14~ propusemos uma versao simplifi-

do conectivo © ser propagado na assinatura
cada do DAT 9.1.42 para o fragmento de LI escrito em tal assinatura reduzida. E,
considerando essa nova versao simplificada do Teorema 9.1.42, cuja demonstracao é

baseada na propagacao da restauracao do conectivo © em LI na assinatura ¥+~

, pro-
pusemos uma nova demonstragao de um interessante teorema proposto por Prawitz [60]
para a logica cldssica. Neste capitulo, mostramos também que o DAT 9.1.42 pode ser
demonstrado a partir do Teorema de Seldin, que foi por ele proposto como alternativa
ao Teorema de Prawitz.

Assim, consideramos que tanto os Teoremas de Ajuste de Derivabilidade entre LC e
LI que demonstramos neste capitulo quanto a determinagao da propriedade de propa-
gacao de um certo conectivo de restauragao ganham maior importancia pelo fato de
permitirnos, nao apenas mostrar o modo de recuperarmos as inferéncias cldssicas per-

didas em LI, mas também dar conta de diferengas fundamentais entre os Teoremas de

Prawitz e de Seldin.

Restauracgao local e global

Neste capitulo apresentamos diferentes conectivos de restauracao seguindo as ideias de
——principalmente— duas LFIs: C; e mbC. Notamos que o conectivo o de consisténcia
de C; é um conectivo definido em termos dos outros conectivos da linguagem e tal que
oa ¢ uma abreviatura para a férmula =(a A —a). Em mbC o conectivo o é primitivo
e a sua caracterizagdo como conectivo de consisténcia provém do axioma (bcl), que
vincula a férmula oa com o Principio ex contradictione quodlibet. Seja pela defini¢ao
ou seja pela caracterizagao por meio do axioma, nesses sistemas a férmula o« expressa
que « é uma férmula com comportamento consistente. Desse modo, quando oc, para
« valem os principios da légica consistente.

Seguindo a ideia de Cy, no nosso estudo das légicas construtivas LI e LM definimos
diferentes conectivos de restauracao. E, seguindo a ideia de mbC, definimos conectivos

de restauracao observando —principalmente— os principios clédssicos que falham nesse
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sistemas paracompletos. Assim, definimos os conectivos de restauragao observando o
esquema de axioma que falta a LI para atingir o poder inferencial de LC e o esquema
de axioma que falta a LM para atingir o poder inferencial de LC e de LI. Utilizamos
os esquemas de axioma que falham em LI para definir conectivos de restauracao local
em LI e utilizamos esquemas de axioma que falham em LM para definir conectivos de
restauracao local nesse sistema.

Levando a ideia de mbC para a légica intuicionista, podemos reformular LI em
uma linguagem que inclua um novo operador undrio de completude, por exemplo, O,

acrescentando a LI um (e somente um) dos seguintes axiomas:
RPTE oo — (aV -a)
RDN oa — (m—a — «)

Tal como no caso das LFIs, procuramos conectivos nao-triviais de completude, de
modo que Oa — a e Oa — -« nao deveriam valer nesse sistema.

Seguindo a ideia de mbC poderfamos, entao, adotar o operador de restauragao
© como primitivo na linguagem de LI e acrescentar um desses axiomas-ponte (bridge
azxioms). Esses axiomas definirdo, assim, a fungdo de © como um conectivo de com-
pletude. Nessa versao de LI, que chamamos de LIg, o conectivo © resulta logicamente
independente dos esquemas de axioma DN e PTE que pretende forcar. Como do ponto
de vista global, isto é, considerando PTE e DN como axiomas, os principios PTE e DN
sao logicamente equivalentes, entao acrescentando a LI o axioma RDN ou o axioma

13 Nessas duas versoes de LI os conectivos

RPTE, obtemos duas légicas equivalentes.
de completude sao primitivos e independentes dos esquemas DN e PTE, pelos quais nés
os tinhamos definido anteriormente.

Como indicamos em 3.1.8, uma das condigoes para obter um Teorema de Ajuste

de Derivabilidade (interno) é que as duas légicas vinculadas no DAT compartilhem a

13Porém, notamos que do ponto de vista local, TE é mais forte do que DN. Essa diferenca na forca
dos principios é evidenciada —apenas— se assumirmos esses principios localmente, i.e., dentro de uma

derivagao, como um operador de restauragao.
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mesma linguagem. Essa exigéncia sobre a linguagem ocasiona, no caso do sistema mbC,
a ampliacao da linguagem de LC. A obtencao de um DAT para restaurar as inferéncias
cléssicas perdidas em mbC requer o acréscimo do conectivo o e, consequentemente, o
acrésimo do axioma (ext): o, que viabiliza a obtengao do PE como teorema.
Seguindo, entao, a proposta de mbC, propomos obter LCg, isto é, LC na assina-
tura estendida X7V, acrescentando o conectivo © a linguagem cldssica e o seguinte

axioma a LIg."
(extc) O«

Assim, esta perspectiva de considerar conectivos de restauragao como sendo primi-
tivos nao é restritiva as LFIs, e pode ser estendida a outras légicas. De fato, é interes-
sante salientar que a ideia de obter a légica classica estendendo a linguagem e propondo
um novo axioma para esse novo operador foi sugerida no trabalho de Aqvist sobre a

logica do sem-sentido. Com efeito, frente & vinculagao entre o seu célculo trivalorado

do sem-sentido e a légica classica, Aqvist expressa:*®

Isso significa que “rejeitamos” o cédlculo proposicional cléssico?
Claro que nao, apenas assumimos que sua validade deve se limi-
tar a um dominio menor de sentencas, a saber, as significativas.
[...]| Suponha que a férmula Lo, que afirma que toda sentenga é
significativa, fosse acrescentada como um postulado extra no cal-
culo A;. Entao, o célculo classico LC seria obtido imediatamente
a partir de A3 assim estendido [2, p. 149].

Esse trecho do artigo de Aqvist reforca ainda mais a ideia que tanto a estratégia de

recuperacao local realizada por meio do acréscimo de premissas, quanto a estratégia de

1E claro que as sugestoes de obter uma versdo de LI com o conectivo de completude © como
primitivo podem ser realizadas também para o conectivo ® definido em LI e, de modo andlogo, para

obter uma versao de LM na assinatura ¥ /\V=0.
15 A traducdo é nossa. Does this mean that we “reject” the classical sentential calculus? Of course

not; we only assume its validity to be restricted to a narrower range of sentences, viz., meaningful ones.
[...] Now, suppose that the formula Lp, asserting that any sentence is meaningful, were added as an

extra postulate to A. Then the classical calculus B would tmmediately follow from A thus extended.
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recuperacao global realizada por meio do acréscimo de postulados podem ser estendidas

a outros sistemas logicos.
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Parte 111

Observacoes Finais
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Capitulo 10

Recuperando Conclusoes Locais

10.1 Alcances e limitacoes da restauracao

O trecho, anteriormente citado, do artigo de Aqvist sobre a obtencao de LC a partir do
sistema A3, a construcao do sistema mbC e a nossa proposta de obter uma versao de LC
na assinatura L"V~° sugere que, se tivermos duas légicas L; e L, formalizadas em ter-
mos de sistemas axiomaticos @ la Hilbert, tais que Az(Lg) = Az(Ly) U{Ax1,..., Az, },
em que cada Azr; = Az; (p) é um axioma de Ly que depende apenas da varidvel proposi-
cional p, e L; e Ly compartilham as regras de inferéncia, poderfamos definir em L; um
conectivo (unério) de restauracao ® de Ly em L.

A seguir, propomos um esquema geral que estabelece certas condigoes suficientes
para definir, em um sistema L, novos conectivos de restauracao local de um sistema
Ls; em L;. Mostramos, também, limitacoes de nossa proposta baseada nos conectivos
unérios de restauracao local. Assim, para finalizar nossa pesquisa, mostraremos alcances
e limitacoes da nossa proposta.

Podemos estabelecer a seguinte condigcao suficiente para definir conectivos de restau-

racao local.

Teorema 10.1.1 Sejam L; e Ly duas ldgicas tais que Fr, e br, sao as relagoes de

derivabilidade de L, e Lo, respectivamente, que satisfazem as propriedades do corte e
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monotonicidade. Seja Ax(Lg) = Ax(Ly) U{Azy (p),..., Az, (p)} uma apresentagdio
axiomdatica a la Hilbert do sistema Lo, tal que cada Az; = Ax;(p) é um azioma de
L, que depende apenas da varidvel proposicional p e tal que Ly e Ly compartilham as
regras de inferéncia. Definimos o conjunto ®(p) =aer {Ax1 (p),..., Az, (p)}. Assim

definido, ®(p) é um conjunto de férmulas que depende apenas da varidvel p. Entao:

['Fp, a sse IA (®(A), I ki, @)
em que ®(A) = J ®(9).
seA
Demonstragao. = Assuma I" -, o e considere «; ..., = o uma demonstragao de
« a partir de I'. Sejam a;, ..., o, as instancias dos axiomas no conjunto ®(p) usados
na demonstragao. Logo, Qi = A:z:l(ij) <%'j> S ®<7ij>, para certa féormula Vi; © certo
indice 1 < [(i;) < n. Logo, aplicando as propriedades de monotonicidade e do corte é

claro que ®(A)7 I |_L1 G, em que A= {72‘17 cee 77im} e ®(A) = U ®<’yz]) :

Vi SA

< E obvia, aplicando a propriedade do corte e a defini¢io de ®(A). =

Coroldrio 10.1.2 ®(p) é um conjunto de restauragdao local em premissas de Ly em

L.

Demonstracao. Considere a Definicao 6.0.6 e observe que, como
L, = Ly U {Az,(p),..., Az, (p)}, entdo Ly C Ly e ' = X2 Desse modo,
®(p) = {4z, (p),..., Az, (p)} é um conjunto de férmulas de X' = X2 que depende
apenas da varidvel p e I' Fr, a sse IA (®(A), 'y, ). =

A partir dessa proposta geral, observamos que vérios conectivos de restauracao
podem ser definidos no &mbito das 16gicas modais normais. Com efeito, sistemas modais
tais como D, T, S4, B e S5 sao obtidos acrescentando um axioma com estrutura Az (p)
aos sistemas modais K ou T. Como exemplo disso, considere apenas a construcao dos

sistemas D e T a partir do sistema modal K.

Definicao 10.1.3 O sistema modal K pode ser obtido acrescentando o operador U] &

ELC

assinatura e o esquema de axioma K e a regra de necessitagao Nec a LC:
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K O(a— 8) — (Do — 08)

Nec se bk a, entdao Fg Oa

Definigao 10.1.4 Os sistemas modais D e T podem ser obtidos acrescentando os es-

quemas de azioma D e T, respectivamente, a K (em que Qo =45 "O—av):

D Oa — Oa

T Do — «

Assim, esses sistemas modais normais podem ser recuperados seguindo a estratégia
de definir um conectivo de restauracao undrio em termos dos axiomas e acrescentando
premissas nas inferéncias seguindo a estratégia dos DATs. Apenas a modo de exem-
plo, considerando que K C T e T = ¥ sugerimos definir um conectivo unério de
restauracao H de T em K da seguinte maneira: BHa =45 Ua — .

Contudo, essas duas condigoes —suficientes— para definir conectivos de restauragao
local nao sao, também, condi¢oes necessdrias. Reconsidere os sistemas LI e LM. J&
mostramos que o sistema LI pode ser definido em termos axiomédticos a partir do
sistema LM acrescentando um axioma com estrutura Az (p). E, de fato, nés definimos
um conectivo de restauracdo © em LM em termos de um axioma Az (p) de LI. Mas
também, definimos um conectivo © em LM em termos de principios nao aceitos em
LI e demonstramos o DAT 9.1.61; demonstramos, portanto, que © é um conectivo
de restauracao de LI em LM. Consequentemente, mostramos que é possivel ter um
conectivo de restauracao de uma légica L; em outra légica Ly sem necessidade de
defini-lo em termos de principios da légica maior L.

Finalmente, analisaremos o caso do fragmento positivo da légica proposicional clds-
sica, que nao satisfaz a anterior estrutura geral de condigoes suficientes. Com efeito,
seja L; o fragmento positivo intuicionista LIT, ou seja, o fragmento de LI escrito na
assinatura X"V~. Seja Ly o fragmento positivo cldssico LCT obtido acrescentando o

seguinte axioma LPi a LI':
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LPi ((p—q) —p) —p

Por um lado temos que Y = ¥I€ = ¥V~ e pelo outro temos que Az (Ly) =
Az (LC) = Az (Ly) U{Az,} = Az (LI) +LPi. Assim, L; C Ly. Porém, o axioma LPi
depende de duas varidveis proposicionais e, portanto, é da forma Ax (p, ¢). Como nao é
possivel definir um conjunto ®(p) de férmulas que dependa apenas da varidvel proposi-
cional p, entao nao podemos definir em LIT um conectivo undrio ®p de restauracao

local de LC" em LI' seguindo o nosso esquema geral 10.1.1.

10.2 Observacoes finais

Neste trabalho propusemos o conceito de conectivo de restaurag¢ao local tendo como mo-
tivagao os trabalhos sobre as LFIs, as LFUs e as ALs. Definimos, assim, tal conceito
em estreita vinculacao com os Teoremas de Ajuste de Derivabilidade. Realizamos uma
releitura de conhecidos sistemas l6gicos sob o dngulo do novo conceito por nds intro-
duzido. Como resultado de nosso trabalho, propusemos conectivos de restauracao local
para trés sistemas l6gicos do sem-sentido, para a hierarquia de sistemas n-valorados de
Lukasiewicz e para as ldgicas intuicionista e minimal. Mostramos que os conectivos de
restauracao local propostos para essas légicas sao, ora conectivos de consisténcia, ora
conectivos de completude. Apresentamos, portanto, novos exemplos de LFIs e LFUs.
De fato, mostramos que a légica do sem-sentido de Halldén constitui uma das primeiras
LFIs e que Aqvist pode ser considerado um dos primeiros 16gicos a propor um Teorema
de Ajuste de Derivabilidade. Além disso, destacamos a importancia da propriedade de
propagagcao e de retropropagacao dos conectivos de restauragao na formulagao de ver-
soes de diferente grau de complexidade dos DATs. Finalmente, como resultado de nossa
releitura de sistemas légicos conhecidos realizada sob o &ngulo do conceito de conectivo
de restauracao local, apresentamos uma nova demonstracao de um conhecido teorema
de Prawitz e mostramos que a partir de uma versao alternativa ao Teorema de Prawitz

apresentada por Seldin é possivel obter um dos nossos Teoremas DATSs.
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Por tudo isso, consideramos que o conceito de conectivo de restauracao local se
mostra fecundo como ferramenta conceitual para obter novos exemplos de LFIs e
LFUs. Mas também, a estratégia de definir conectivos de restauracao local se mostra
fértil como técnica para demonstrar conhecidas e novas relagoes entre sistemas légicos

desde uma perspectiva inovadora.
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