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RESUMO

A Deducdo Natural Rotulada consiste em um método de prova desenvolvido
por Dov M. Gabbay, o qual se distingue de outros métodos de Deduc¢do Natural
pela utilizacdo de rétulos. Estes consistem em marcagdes metalinguisticas utili-
zadas nas demonstragoes.

A vantagem do método de Gabbay € que ele permite contornar certas dificul-
dades em aplicar a Dedu¢do Natural a certas 16gicas ndo-classicas, em especial as
16gicas modais.

Os objetivos desta tese consistem em apresentar a Dedu¢do Natural Rotulada

de forma intuitiva e expandi-la para 16gicas multimodais.

PALAVRAS-CHAVE: Gabbay, deduc¢do natural, Modalidade (Légica), 16gica

matematica nao-classica



ABSTRACT

Labelled Natural Deduction is a proof method developed by Dov M. Gabbay
and it is distinct from other Natural Deduction methods by its use of labels. These
are metalinguistic marks used in the proofs.

The advantage of Gabbay’s method is that it allows to work around some dif-
ficulties in applying Natural Deduction to some non-classical logics, especially
modal logics.

The goals of this thesis are presenting Labelled Natural Deduction in a intui-

tive fashion and expand them into multimodal logics.

KEYWORDS: Natural deduction, Modality (Logic), Nonclassical mathema-

tical logic
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Capitulo 1

Introducao

Na década de 1930, o logico polonés Stanistaw Jaskowski (1906—1965) e
o alemado Gerhard Gentzen (1909 — 1945) desenvolveram, independentemente,
um método de demonstragcdo o qual Gentzen nomeou por Deducgdo Natural. Este
método faz justica ao seu nome, pois a estrutura das provas em deduc¢do natural
¢ muito semelhante a forma como matemaéticos elaboram provas. Por exemplo, o
método de dedugdo natural permite que se levante hipdteses e se construa provas
subordinadas a estas, para entdo descartar as hipdteses e se extrair uma conclusao.
E exatamente isto o que matematicos fazem quando, por exemplo, estruturam uma
prova por contradi¢do.

Entretanto, ainda que o método de deducga@o natural funcione muito bem para
as légicas cldssica, intuicionista e minimal, foi dificil para os 16gicos adapta-lo a
outros sistemas. PRAWITZ (1965) desenvolveu sistemas baseados em deducao
natural para as l6gicas modais S4 e S5, o que € um tanto quanto limitado, levando
em conta o quao diversa € a familia das 16gicas modais. Ademais, os sistemas
de Prawitz se baseiam em restricdes as regras que versam sobre os operadores

modais, de forma que erros sdo faceis de serem cometidos e dificeis de serem
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detectados. !

Uma forma engenhosa de contornar este problema foi desenvolvida por GAB-
BAY (1993) com a adi¢do de rétulos ao método de dedugdo natural. Rétulos
consistem em marcagdes metalinguisticas atreladas as férmulas da linguagem. A
despeito do quao promissor € o método de Gabbay, ele ainda € muito pouco co-
nhecido e ndo tem recebido a devida ateng¢do. Entre a bibliografia consultada,
0 que ha de mais relevante sdo o trabalho de SIMPSON (1994), que aplicou o
método as l6gicas modais intuicionistas, e o trabalho de VOLPE (2011), que o
aplicou as légicas temporais.

Com esta tese, trazemos nossa contribui¢c@o a esta area de estudos tdo promis-

sora.

Objetivos

O objetivo central deste trabalho consiste em expandir para as l6gicas multi-
modais o método de dedugao natural rotulada de Gabbay para as l6gicas modais,
de forma mais genérica, ampla e abrangente do que j4 foi realizado por outros
pesquisadores da drea, tais como os mencionados acima.

Ademais, trabalhos anteriores nesta drea privilegiam aspectos mais tedricos ou
técnicos da dedugdo natural em detrimento de aspectos mais didaticos ou intuiti-
vos. Propomo-nos a trazer uma abordagem mais intuitiva e didética da deducao
natural rotulada sem, no entanto, abrir mao da elegancia formal ou de interesses
mais tedricos. Este ponto serd esclarecido ainda nesta introducdo, quando tratar-
mos da notacao a ser utilizada.

Nossa pretensdo (esperamos que ndo muito presungosa) é de que no futuro

esta tese sirva de referéncia tanto para trabalhos em teoria da demonstracdo quanto

'E ainda, MEDEIROS(2006) demonstrou que o sistema de Prawitz para a légica S4 ndo é

normalizavel.
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para trabalhos que apenas apliquem os sistemas aqui desenvolvidos.

A fim de satisfazer estes objetivos, dividimos esta tese em seis capitulos (con-
tando com esta Introducao).

No segundo, introduzimos o método de dedugdo natural sem rétulos aplicado
a l6gica proposicional cldssica e demonstramos os teoremas de corretude, com-
pletude e normalizacdo. Uma vez que os demais sistemas a serem estudados serao
extensdes desse, os resultados do segundo capitulo serdo utilizados nas demons-
tracOes para os demais sistemas.

No terceiro capitulo apresentamos as légicas modais normais pelo método
axiomdtico e a semantica de Kripke para estas. Além de possibilitar que leitores
ndo familiarizados com o tema consigam acompanhar a tese, este capitulo também
servird de base para os demais, uma vez que a corretude e completude dos sistemas
de dedugdo natural serdo demonstradas relativamente aos sistemas axiométicos.

No quarto capitulo finalmente introduzimos nossa abordagem do método de
deducdo natural rotulado para l6gicas modais. Generalizaremos para estas 16gicas
os teoremas de corretude, completude e normalidade fraca do segundo capitulo.

No quinto capitulo introduzimos as 16gicas multimodais, assim como o mé-
todo de deducgdo natural rotulada aplicado a estas légicas.

No sexto capitulo discutiremos as 16gicas modais de primeira ordem.

Por fim, nas Consideragdes Finais, sumarizamos os resultados obtidos e faze-

mos sugestdes sobre o que ainda pode ser estudado nesta drea.

Notacao

-

E conveniente que, logo na introducdo desta tese, haja um espago esclare-
cendo alguns detalhes sobre a notacdo utilizada. Também gostariamos de utilizar
este espacgo para justificar algumas escolhas que fizemos a respeito do método de

prova.
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Um dos trunfos do método de dedugao natural é sua versatilidade. Um l6gico
tem vérias opg¢des para adequar o sistema com o qual trabalhara, de acordo com
suas necessidades.

A primeira escolha de um 16gico ao desenvolver seu sistema de dedugdo natu-
ral (ou qualquer outro sistema baseado em qualquer método de prova) € o conjunto
de conectivos primitivos. Em abordagens mais didéticas da deducao natural para
a légica proposicional cldssica, geralmente se adota como primitivos os conecti-
vos mais utilizados na formalizacdo de argumentos: {—, A, V, —, «<>}. J4 aborda-
gens mais voltadas para o estudo em teoria da demonstragdo (chamaé-las-emos de
abordagens teoricas) em geral adotam o seguinte conjunto de conectivos primi-
tivos: {L, A, V, —}; para entdo definir a negacdo e a bi-implica¢do por ¢ — L e
(@ = ¥) A (¥ — @), respectivamente. A razdo para as abordagens tedricas nao
adotarem ‘<>’ como primitivo € simples: um conectivo a menos para postular re-
gras, o que simplifica a demonstracdo de resultados como corretude, completude
e normalizagdo. J4 as razdes para se adotar ‘L’ (absurdo/falsum) como primitivo
sdo duas: nao hd regra de introdugdo do L, assim, a normaliza¢do nao fica com-
prometida; e é mais facil comparar as légicas cldssica, intuicionista € minimal em
sistemas nos quais ‘L’ é primitivo.

A segunda escolha € relativa a notagdo das provas. Abordagens mais tedricas,
em geral, utilizam a notacdo em arvore de Gentzen. Esta, além de ocupar menos
espaco, conta com a vantagem de que, sobre uma férmula, constam apenas as for-
mulas das quais essa depende. Ja em abordagens didaticas, € mais comum utilizar-
se notagdes lineares, como a de Fitch, Lemon ou Jaskowski. Afinal de contas,
seres humanos raciocinam uma proposic¢ao por vez. Para fins de ilustracdo, segue
abaixo a prova de um dos casos das Leis de De Morgan, {—(¢ V )} F =¢ A =,

nas notagdes de Gentzen e Fitch, respectivamente.
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Notagdo em arvore (Gentzen):

[V Y1V
~(¢ V §) ¢V¢§V —(e V) @Vwﬁ

- —p Ay 1
Notacao linear (Fitch):
1 =(pVy) Premissa
2 K Hipoétese
3 ARV 21v

4 =(p V) 1 Reiteragdo

5 -y 2—3,4 1~
6 1/ Hipotese
7 VY 61v

8 (¢ V) 1 Reiteragcdo

9 - 6—7,8 I

10 =AY 5,9 1A
Por fim, um 16gico ainda precisa escolher as regras de seu sistema. Aborda-
gens tedricas trazem mais regras hipotéticas, garantindo assim certas propriedades
interessantes do sistema, além de tornd-los mais elegantes. Ja em abordagens di-
daticas, algumas regras hipotéticas sdo substituidas por regras diretas, mas faceis

de compreender e aplicar.
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Como dito anteriormente visaremos desenvolver sistemas de deducdo natural
que capturem os aspectos mais vantajosos de cada abordagem. Assim, adota-
remos quatro operadores cldssicos primitivos: —, A, V, —; trés regras hipotéticas
para o fragmento cldssico e apenas uma regra hipotética modal. Além do mais,
adotaremos a notagao de Fitch.

Especificado este ponto, passemos a esclarecer a notacdo utilizada neste tra-
balho.

Utilizaremos a letra ‘p’ mindscula, italizada e com indices numéricos — py, p2, p3...
— como férmulas atdmicas especificas. Ja a letra ‘p’ sem indices serd utilizada
como varidvel da metalinguagem, representando quaisquer férmulas atdmicas.

Para representar quaisquer férmulas (atdmicas ou moleculares) utilizaremos
letras gregas mintsculas — ¢, ¥, y etc. — como varidveis metalinguisticas. Ja
letras gregas maidsculas — I, X, I', A etc. — representardo conjuntos de férmulas
ou sequéncias de férmulas, dependendo do contexto.

Utilizaremos o simbolo ‘::=" para definir recursivamente assinaturas. Por

exemplo,
-£—|,—> o= p | _‘-L—”—> | (L—‘,—> - -£—|,—>)

Esta é uma defini¢do da assinatura £, _,, segundo a qual férmulas atdmicas sdo
férmulas, negacao de férmulas também sdo férmulas e implicacao entre formulas
também sdo formulas.

Algumas propriedades de modelos para 16gicas modais podem ser expressas
por férmulas da légica classica de primeira ordem. A fim de evitar confusdo
entre linguagem e metalinguagem, utilizaremos uma notagdo diferente para os
conectivos légicos neste contexto. Na metalinguagem, utilizaremos os simbolos
‘~’, ‘&’ e ‘=’ para negacdo, conjuncao e implicacdo, respectivamente.

A partir do quinto capitulo, lidaremos com operagdes sobre relagdes, as quais

sdo definidas adiante.
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Dados R,S € W x W:

o RE () € WXWI[(,x) €R)
i.e., a inversa de uma relacdo R é uma relagio R~! na qual, para todo x e y,
xRy sse yR~ ' x

e.g. x é progenitor de y sse y € prole de x.

e RoS = {(x,y) e WxW|Iz(x,2) € R&(z,y) € S)}
i.e., a composta das relacdes R e S (nesta ordem) é uma relagdo R o S na
qual, para todo x e y, xR o Sy sse existir um z tal que xRz e zSy

e.g., x € 0 avO materno de y sse x € pai da mae de y.

 def

e R={{x,y) e WXWI(y,x) ¢ R}
i.e., a complementar de uma relacao R é uma relacio R na qual, para todo x
e y, xRy sse ndo for o caso de xRy

e.g. x >y sse ndo for o caso de x < y.
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Capitulo 2

Deducao Natural para a Logica

Proposicional Classica

A Dedugdo Natural consiste em um método de demonstracao desenvolvido
independentemente por JAéKOWSKI(1934) e GENTZEN(1934/5).

A motivacdo de Jaskowski para desenvolver o método de Deducdo Natural
surgiu em resposta ao desafio que Lukasiewicz propds aos 16gicos poloneses! de
tornar as demonstracoes feitas em ldgica simbdlica mais similares aos raciocinios
que os matematicos efetuam para demonstrar teoremas.

Gentzen, por sua vez, além de ter (assim como Jaskowski) interesse em desen-
volver um método de prova mais semelhante a forma como raciocinamos, ainda
tinha em mente obter resultados mais técnicos referentes a teoria de demonstra-
¢do; visto que no mesmo artigo que introduz a deducgdo natural, também introduz

o cdlculo de sequentes e dedica mais espaco a este.

'Em semindrios realizados em 1926, Lukasiewicz observou que a redacio de provas mateméti-
cas seguem um estilo diferente do sugerido por sistemas axiomaticos. Assim, Lukasiewicz langou
o desafio aos seus colegas de desenvolver um sistema de prova no qual as provas fossem realizadas
de forma similar a como os mateméticos redigem provas e fosse capaz de provar todos os teoremas

da Ldégica Classica.(REF: PELLETIER, 1999)
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Neste capitulo, introduziremos um sistema de deducdo natural (que chamare-
mos de DNC) para a logica proposicional cldssica (LPC) baseado na notacao de
FITCH(1952) e nas regras d¢ ANDERSON & JOHNSTONE (1962), e provare-
mos corretude, completude e normalizag@o para este.

Todos os sistemas de deducdo natural para 16gicas modais que trabalharmos

nesta tese serdo extensao do sistema introduzido neste capitulo.

2.1 Notacao

Seja L uma assinatura definida recursivamente por

L= pl~LLADILY DL - L.

Como de praxe, os parénteses externos sao dispensaveis.

A bi-implicagdo é definida por @ < 8 Z@->BAEB - ).

Utilizaremos letras gregas mindsculas como varidveis metalinguisticas de for-
mulas. Ja as letras gregas maitsculas sdo reservadas para conjuntos de férmulas
ou sequéncias de formulas (eventualmente vazios).

O estilo de notagao utilizado nesta tese € o de Fitch (1952). Neste, a demons-
tracdo é disposta em trés colunas. Na coluna da esquerda consta a enumeracao
de cada passo da demonstracdo. Na coluna do meio constam as férmulas. Na
coluna da direita consta a justificacdo de cada passo para a obtencdo da férmula
correspondente, isto €, informa-se se a formula € uma premissa, uma hipétese, um
axioma de uma teoria na qual o método de deducao natural esteja sendo aplicado
ou, no caso de uma férmula que esteja sendo inferida, qual regra foi aplicada em
quais linhas.

Chamaremos de derivacdo sequencias nio vazias de formulas em conjunto
com suas justificagdes.

No estilo de Fitch, as férmulas que sdo hipéteses sdo marcadas com uma linha
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horizontal, e todas as férmulas que dependem desta hipétese (incluindo a prépria
hipdtese) sdo marcadas com uma linha vertical entre a coluna da esquerda e do
centro. Abordaremos este ponto mais profundamente quando tratarmos sobre as

regras hipotéticas.

2.2 Regras de Inferéncia

As regras de deducdo natural podem ser divididas em duas formas: entre
regras de introdugdo e elimininagdo, ou entre regras diretas e hipotéticas.

Em geral,” um sistema de dedugfo natural tem, para cada operador #, uma
regra que (sempre) tem como conclusdo uma férmula na qual # é o operador
principal, chamada de ‘introducdo da # (/#); e uma regra que tem como premissa
uma férmula na qual # € o operador principal, chamada de ‘eliminacdo da #’ (E#).

Ainda podemos classificar as regras de um sistema de deducdo natural entre
‘regras diretas’ e ‘regras hipotéticas’.

Na classe das regras diretas se encontram as inferéncias 1dgicas elementares,
aquelas nas quais, dada(s) certa(s) férmula(s), infere-se outra férmula. Ja as regras
hipotéticas formalizam raciocinios mais elaborados, como provas por contradicao
ou provas condicionais. Enquanto a intui¢ao por trds das regras diretas é: dado que
@, Y... sdo o caso, podemos derivar/concluir que y também é o caso; a intuicao
por trds das regras hipotéticas é: dado que, a partir da hipotese que ¢ é o caso,

pudemos derivar s, podemos concluir y é o caso.

2Nem todo sistema de deducdo natural tem todas suas regras divididas entre regras de introdu-
¢do e eleminag@o. Os sistemas que trabalharemos em capitulos posteriores, por exemplo, contém

algumas regras que nao se encaixam em nenhuma das categorias.
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2.2.1 Regras diretas

Segue abaixo as regras diretas do sistema DNC. Observe que as regras de

eliminacdo da conjuncdo e introdug¢do da disjunc¢do t€m, cada uma, dois casos de

aplicacao.

Observe também que, em caso das regras serem aplicadas em mais de uma

férmula, a ordem que estas aparecem nao importa.

Introducio da Conjuncao
m ¢
no Y
19) ANy myn IA

Eliminacao da Implicaciao

el
n. ¢
o Y m,n E —

Eliminacao da Dupla Negacao
m —|—|(,0

n @ m E——

2.2.2 Regras hipotéticas

Eliminacao da Conjuncao

mo oAy
n g m EA
A
n Y m EA

Introducio da Disjuncao
m @
n V¥ mlv

m. Y
n V¢ mlv

As regras hipotéticas lidam com subprovas, as quais nada mais sdo do que

sequéncias de inferéncias que comecam com uma hipétese.

As subprovas sdo marcadas por uma linha vertical a esquerda das férmulas



e a direita da numeracdo das linhas. A hip6tese com a qual a subprova inicia é
marcada com uma linha horizontal sob ela.

Ap6s ser finalizada, as férmulas de uma subprova ndao podem mais ser utili-
zadas para realizar inferéncias. Enquanto a subprova nao € finalizada, dizemos
que ela estd aberta e que a hipotese com a qual esta comeca estd vigente. Uma
hipétese que ndo € mais vigente € chamada de descartada. Assim, podemos uti-
lizar intermitentemente as expressdes ‘iniciar uma subprova comec¢ando com ¢’
ou ‘levantar a hipétese ¢’, assim como ‘fechar uma subprova comecando com ¢’
ou ‘descartar a hipétese ¢’. E ainda, para qualquer férmula em uma subprova que
comega com ¢, dizemos que a férmula em questdo depende de .

Pode-se iniciar uma subprova antes de terminar outra. Quando isto ocorre,
dizemos que a segunda estd um nivel acima da primeira. Uma subprova de nivel
inferior ndo pode ser finalizada enquanto as subprovas de nivel maior que essa
estiverem abertas.

Seguem abaixo as trés regras hipotéticas de DNC:

Introducio da Implicacao

m+1) o>y m—nl—

Dada uma subprova que inicia com a hipétese ¢ e termina na linha n com ,
ao aplicar na linha n+ 1 a regra de Introdu¢ao da Implicacdo, a subprova € fechada

(¢ € descartada) e introduz-se ¢ — ¥ na derivagao.
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Introducao da Negacao

[ © Hip.
>
m ¥
IT
n R4
o -~ [—m,n [-

Observacao: A ordem de m e n ndo importa. o =m+ louo =n+ 1.

Ou seja, dada uma subprova que inicia com a hipdtese ¢ e na qual ocorre uma
férmula * assim como sua negacdo, ao aplicar a regra de Introdugio da Negacdo,

a subprova é fechada e introduz-se —¢ na derivacao.

Eliminacao da Disjuncao

L vy
m ) Hip.
oz
n X
(n+1) W Hip.
n
0 X
(o+1) x LLm—n,n+1—o0 EV

Esta € a regra hipotética mais complicada, por lidar com uma premissa e duas

subprovas. Dada uma férmula ¢ V i, uma subprova que inicia com ¢ e termina

30Observe que eventualmente i € ¢ coincidem.
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com y e outra subprova (efetuada logo apds a anterior) que inicia com ¢ € também

termina com y, introduz-se y na derivacao.

Regra Auxiliar. Reiteracdo: Dada uma férmula ¢ em uma linha n, pode-se
introduzir ¢ em uma linha m (onde n < m) contanto que (i) se ¢ depende de uma
hipdtese, ela ainda estd vigente, e (it) a linha m esteja em um nivel hipotético su-

perior a n.

Observe que a regra de Reiteracdo € redundante, pois ha varias formas de
repetir uma férmula na derivacdo sem utiliza-la. Abaixo, provamos o mesmo

teorema utilizando a Reiteracdo (a esquerda) e sem utilizd-la (a direita)

Ly Hip. 1| e Hip.

2 Y Hip. 2 K Hip.

3 @ 1 Reiteragcdo 3 YAy 1,2 1A

4 Y- 2—31— 4 @ 3EN

5 - W—vo) 1—471— 5 X 2—4 1 —

6 ¢—->W—-¢9 151>

Ainda assim, a regra de reiteragdo, além de abreviar significativamente algu-
mas provas, € essencial para garantirmos a propriedade de subférmula do sistema

de dedugdo natural, assunto sobre o qual trataremos ainda neste capitulo.
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O conceito de prova

Seja £ uma derivacdo que inicia com um conjunto finito I' de premissas e
termina em uma férmula ¢ que independe de hipdteses vigentes (ou seja, ndo ha
traco vertical a esquerda de ¢). Neste caso dizemos que X é uma prova de ¢ a
partir de I'. Representamos a existéncia de tal derivacdo por I' F ¢.

No caso de I' = @, dizemos que ¢ € um feorema e que X é uma prova de ¢.

2.2.3 Estratégias de derivacao

A seguir listaremos as estratégias e heuristicas para demonstrar teoremas ou
inferéncias em DNC. As estratégias (fora os casos base) instruem como proceder
para obter uma férmula em vista de seu operador principal. Assim, a cada passo
da derivacgdo, checamos qual objetivo (ainda que intermedidrio) visamos alcancar

e aplicamos a estratégia devida.

e Caso base (i): Confira se a féormula a ser derivada € derivavel apenas por

aplicacdo de regras de eliminagdo ou reiteracdo. Em caso positivo, faga-o.

e Caso base (ii): Se a férmula ¢ a ser derivada for atdmica ou arbitrdria* e o
caso base (i) ndo for aplicdvel, levante a hipdtese —¢, derive uma contradi-

¢do e aplique /-, obtendo =g, e entdo aplique E——.

e Se a férmula a ser derivada tem a forma —¢, levante a hipdtese ¢, derive

uma contradi¢do e aplique /.

e Se a férmula a ser derivada tem a forma ¢ A ¥, derive ¢, derive ¢ e aplique

IA.

4Por uma férmula arbitréria, entendemos uma férmula ¢ que € subférmula de y, mas ndo de ¥,
e — y é teorema (como p; em p; — (p, — p1)); ou ainda, uma férmula ¢ que é subférmula de

X, mas de nenhuma formulaem I'e I' F y (como p, em {p1, =p1} + p2).
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e Se a férmula a ser derivada tem a forma ¢ — , levante a hipétese ¢, derive

Y e aplique 1 —.

e Se a féormula a ser derivada tem a forma ¢ V i, e se ¢ é derivavel ou ¥ é

derivavel por meio dos métodos acima, derive ¢ ou ¢ e aplique V.

e Se a formula a ser derivada tem a forma ¢V, nem ¢ e nem i sdo derivaveis

por meio dos métodos acima, e se ha na derivacao uma férmula o V5 tal que

¢ V i é derivédvel tanto por meio de @ quanto por meio de S, entdo aplique

EvemaVp.

e Se a formula a ser derivada tem a forma ¢ V ¢ e os casos acima nao se

aplicam, levante a hipétese —(¢ V V), derive uma contradi¢ao e aplique /-,

obtendo ——(¢ V ¥), e entdo aplique E——.

Exemplos

Eis alguns exemplos para ilustrar a aplicagdo das regras e estratégias.

F-a — —(aAB)

1 | e

2 @ AB
3 a

4 S

5 —(a AB)

6 —a--(eAp)

Hip.

Hip.

2 EN

1 Reiteragcdo

2—3,4 1~

1—51—>
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1

o= (p—Y)

<

Prem.
Hip.
1,2E—
3,2E—
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Na derivagdo a esquerda, queremos provar ~a@ — —(a A 8). Como o conectivo
principal € uma implicacdo, devemos comegar assumindo o antecedente —a (linha
1) e tentar derivar o consequente —(a A ). Como o consequente ndo € derivavel
por meio de regras diretas e seu conectivo principal € a negacdo, assumimos a A 8
(linha 2) a fim de obter uma contradi¢cdo, o que realizamos nas linhas 3 e 4. A
prova entdo € finalizada aplicando as devidas regras hipotéticas e encerrando todas
as subprovas.

Na derivacio a direita, queremos inferir ¢ — ¢ a partir de ¢ — (¢ — ). No-
vamente, como o conectivo principal de ¢ — € uma implicacio, devemos supor
o antecedente ¢ (linha 2) e tentar derivar o consequente ¢, 0 que conseguimos na
linha 4 por meio de regras de inferéncia diretas.

Os exemplos a seguir nos permitirdo ilustrar ainda outras estratégias de deri-

vacao.
{me = @lre oV g
I —p—-v Prem. 1 ;(go V =) Hip.
2 K4 Hip. 2 K Hip.
3 ¢ 1,2 E— 3 oV g 21v
4 - 2—2,3 1~ 4 =(p V —gp) 1 Reiteragdo
5 o 4 E-— 5 - 2—3.4 1-
6 @V 51v
7 —=(p V) 1—6,1 I
8 V- 7 E——
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A esquerda, deriva-se ¢ a partir da premissa —¢ — ¢. Como a conclusdo é um
esquema de férmula atdmico e ndo temos como deriva-lo aplicando regras diretas
na premissa, faz-se necessdria uma prova por contradi¢ao.

A direita temos uma prova do Principio de Terceiro Excluido, ¢ V —¢. Como
o conectivo principal € uma disjuncdo e nenhum dos termos disjuntos € individu-
almente demonstrdvel, novamente faz-se necessdria uma prova por contradicao.
Supde-se (¢ V —¢) (linha 1). A partir hipdtese ¢ (linha 2) segue ¢ V —¢ (linha
3), o que contradiz a hipdtese original. Portanto - (linha 5). Mas disto também

segue ¢ V —p. Portanto a hip6tese original € falsa.

2.2.4 Corretude das Regras

Mostraremos a seguir que, para qualquer conjunto I' (eventualmente vazio)
de formulas, a aplicacdo das regras aqui postuladas preserva verdade, isto é, em
qualquer valoragdo na qual todas as férmulas de I' sejam verdadeiras, as formulas
produzidas aplicando as regras de inferéncia nas férmulas de I' também serdo
verdadeiras.

Para as regras de inferéncia direta, basta construir uma tabela veritativa e ob-
servar que, em todas as valoracdes nas quais as premissas de uma regra sio ver-

dadeiras (i.e., recebe o valor 1), a conclusao também é verdadeira.

LY |~ | 7@ | oAy | VY | oY
1{1]0 1 1 1 1
1{0] O 1 0 1 0
011 0 0 1 1
0/0] 1 0 0 0 1
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Quanto a corretude das regras indiretas, a questao € a seguinte. As regras indi-
retas seguem o esquema: dado o conjunto I (eventualmente vazio) de premissas
e hipoteses vigentes, se a partir de I' em conjunto com uma hipétese «a deriva-se

B, entdo a partir de T deriva-se 6. Ou seja,

rvfalrp

I'ro

Portanto, para provar que as regras indiretas preservam a verdade, precisamos

provar que se I' U {a} k B, entdo I' F 6. Segue a prova de cada uma das regras:

I—: Suponha que a partir de I' U {¢} foi derivado ¢ por meio de regras vali-
das, ou seja, I' U {¢} k . Portanto, se hd uma valoracdo v que satisfaz I' U {¢},
entdo v(yy) = 1. No caso de tal valoracio existir, v(p — ¢) = 1 e, portanto,
I' E ¢ — ¢. No caso de ndo existir tal valoracdo, entdo ou I" € inconsistente e, por-
tanto, I' £ ¢ — ¢; ou qualquer valoragao v' que satisfaca I', v'(¢) = 0 e, portanto,

V(g = ) =1.Logo, 'k ¢ — ¢ i

I-: Suponha que a partir de I' U {¢} foi derivado tanto ¢, quanto —/, por meio
de regras vélidas, ou sejal' U {¢} E Yy e ' U {p} E =¢f. Logo, ndo hd uma valoracao
que satisfaca I'U{¢p}. No caso de ndo existir sequer uma valoragdo que satisfaca I,
entdo I'  =¢. No caso de existir uma valoragdo v que satisfaca I', entdo v(y) = 0,

portanto I' £ —¢. O

EV: Suponha que tanto a partir de I' U {¢}, quanto a partir de I' U {¢}, se derive y
por meio de regras validas. Entdo, para toda valoracdo v que satisfaca I' U {¢} ou
I' U {¢}, v também satisfard y. Logo, toda valoracdo v que satisfaca I' U {¢ V ¥}

também satisfard y. Ou seja, ' U {p V ¥} E x. |
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2.2.5 Normalizacao

Definicao:

e A premissa maior de uma inferéncia € a premissa de maior comprimento da

inferéncia em questao.

e Uma formula maximal em uma derivacao II € uma férmula obtida por uma
regra de introducao de um certo operador e que, em um passo posterior de I1,
¢ premissa maior em uma inferéncia na qual se aplica a regra de eliminagao

do mesmo operador.

e Uma derivacdo normalizada é aquela na qual ndo ocorrem férmulas maxi-

mais.

e Normalizacdo é um procedimento no qual, dada uma derivacdo £ nao—
normalizada que seja uma prova de I' + ¢, obtém-se uma derivagdo ¥’

normal que também seja uma provade I' + .

Ou seja, em uma derivacdo X ndo—normalizada, em ao menos uma linha n
uma férmula ¢ € obtida por I# (onde ‘# representa um operador qualquer) e, em
algum passo de X, a regra E# € aplicada em n.

Como PRAWITZ (1965) observou (pag. 34), nem sempre € possivel normali-
zar uma derivacdo se a0 menos uma de suas férmulas maximais tiver sido obtida
por /-, mas pode-se fazé-lo para os demais operadores, tal como demonstraremos

a seguir.
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Teorema de Normalizaciao

Seja X uma derivacdo que prova I" + i tal que em X seja inferida em uma linha
n uma férmula ¢ por meio de /A, I — ou IV para posteriormente aplicar em n a
regra de EA, E — (na qual ¢ € a premissa condicional)’ ou EV, respectivamente;
entdo existe uma derivacdo X’ que prova I F i/ no qual isto ndo ocorre. Isto €, ndo
€ necessdrio obter em uma linha n uma férmula cujo operador principal é A, V ou

— para entdo aplicar na linha n a regra de eliminac¢do do operador em questao.

Prova

Comecaremos demonstrando que, para cada conectivo bindrio, existe um pro-
cedimento que elimina a formula maximal obtida pela regra de introdug¢do do
conectivo em questdo. Tais procedimentos sdo chamados de reducdo.

Conjuncdo: Seja ¥ uma derivacdo que prova I + ¢ e na qual em uma linha k
seja obtida por meio da regra /A uma férmula a A 8. Logo, deve haver linhas i e j
menores que k tais que a e § ocorram em cada uma. Suponha que a regra EA seja

aplicada em k, tal como ilustrado abaixo:

i o«

j B

k aAB i,jIA
]

[ a k EA

m

Esclarecimento: Digamos que ¢ seja @ — 8 obtida por I —. O teorema garante que na prova
ndo € necessdrio aplicar E — em @ — [ em conjunto com «; mas pode ser que seja necessario

aplicar £ — em @ — 8 em conjunto com (@ — ) — ¥
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Onde O e II s@o fragmentos de X. No caso das linhas i e j estarem no mesmo

nivel, podemos obter a partir de X uma deriva¢do X’ na forma:

1 (04

J B

k aAB 0 jIA
Q)
I

m-1) ¢

Basta que qualquer linha x > [ em X seja idéntica a uma linha x— 1 em X’; que
qualquer linha x em X cuja justificacdo mencione /, a linha x — 1 em X’ mencione
i; e que qualquer linha x em X cuja justificagdo mencione umay > /, a linha x — 1

em X’ mencione y — 1.

Ja no caso de j estar em um ou mais niveis acima de i, ¥’ terd a forma:

I«

k aAp i, j IA
I« i Reiteracdo
m

Implicacdo: Seja ¥ uma derivacdo que prova I' + ¢ e na qual em uma linha
k + 1 seja obtida por meio da regra I — uma férmula @ — S. Suponha que a regra
E — seja aplicada em k + 1. Neste caso, deve haver uma linha i na qual ocorre a

férmula . Assim, X tem duas formas possiveis, tal como ilustrado abaixo:
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A
J a Hip. k B
7 k+1) a—->pB j—kI—
k B A
k+1)a—->pB j—kI—> i  «
[ B (k+1),i E— I B (k+1),i E—
C) C)
m. m.

Mas dado que contamos com « em i e que desta podemos derivar 8 por meio
de A, entdo podemos construir uma ¥’ que tem, respectivamente, alguma das

seguintes formas:

i « A
A I«
i B A
A Jj B
) ]
k ¢ k ¢
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Disjun¢do: Seja X uma derivacdo na qual seja a regra de eliminagao da disjun-
¢do seja aplicada em uma férmula obtida por introducdo da disjun¢do, tal como

ilustrado abaixo.

k¢
I vy kIv
m ) Hip.
A
n X
n+1) v  Hip.
n
o X
(o+1) x L,m—n,n+1—o0 EV

Podemos obter uma derivacdo X’ na qual isto ndo ocorre:

k¢

I vy klv
A

mx

Dados estes procedimentos de reducao, podemos finalmente demostrar a nor-
malizacdo.

Seja X uma derivacao que prova I F ¢ e seja ¢ uma férmula maximal em X tal
que ndo haja outra de grau maior. Neste caso, podemos obter, por redu¢do, uma %’
na qual ndo ocorre v. Uma vez que derivagdes sdo sequéncias finitas, basta repetir
este procedimento até obter uma prova de I' + ¢ na qual ndo ocorram férmulas

maximais. Q.e.d.
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Propriedade de Subférmula

Como consequéncia imediata da normalizagdo do sistema DNC (relativa aos
conectivos V, A e —), tem-se que em uma prova de I' v ¢ por meio de uma
derivacdo X, assumindo que esta seja a mais curta possivel, todas as férmulas em
Y terdo a forma 8, =6 ou ~—d, onde ¢ é subférmula® de ¢ ou subférmula de alguma
formula de I'. A esta propriedade é dado o nome de propriedade de subformula.

Este aspecto do método de dedugdo natural, juntamente com o uso de subpro-
vas, € um de seus maiores méritos em relacdo ao método axiomatico; uma vez que
as provas neste podem trazer formulas muito complexas.

A fim de ilustrar este ponto, consideremos o fragmento implicativo de DNC
(apenas as regras I — e E —) e o fragmento implicativo do método axiomético

caracterizado pela regra de modus ponens e os dois axiomas a seguir:

A, ¢ - W — o)
A, (¢ = W —x) = (¢ = ¥) = (¢ —x)

Abaixo, provamos os mesmos resultados por meio do método axiomatico e do

método de deducdo natural.

Exemplo I: {p = Y,y = x} o = x

®Nzo necessariamente subfémula prépria. Uma férmula é subférmula de si propria.
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Dedugéo Natural

1 o>y Prem.

2 Yoy Prem.

3 @ Hip.
4 W 1,3E—
5 X 2,4E—

6 -y 3—51-

Método axiomatico

I o—-y Premissa
2 yY-oux Premissa
3 W)= @@= W —=x) Ax;

4 9= W-x 2,3 MP

5 (e=>W—=x)—>{e—=¥)—(@—x) Ax,
6 (=2 ¥v)—>(@—-x) 5,4 MP

T e—ox 6, 1 MP
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Exemplo 2: F ¢ — ¢

Deducgdo Natural

1 u Hip.

2 oo I—1I—
Método Axiomatico

I (> e—= @) =)= (9= (g—9)—>(@—9)
2 o= (e=9)—9)

3 (p=2@=9)—=(@—0)

4 o—=(@—9)

5 ¢—op

2.3 Completude

AX2

1,2 MP

AX]

3,4 MP

Nesta se¢do demonstramos a completude de DNC em respeito a LPC:

Sel'k g, entdo ' F ¢.

Ou seja, se uma férmula ¢ € satisfeita (na semantica de valoracdes) por um

conjunto I' de férmulas, entdo existe uma derivagdo em DNC que inicia com as

férmulas de I" e termina com ¢, tendo todas hipéteses descartadas.

Para demonstrar este resultado, primeiro demonstramos trés lemas, dois dos

quais consistem em casos particulares do teorema da completude.
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2.3.1 Lema0
Sel'Fpe AU{p}-y,entdiolT UA F i
Prova:

Suponha que I' - ¢ e A U {¢}  ¢. Neste caso, deve existir uma sequéncia A e

uma [T tais que

I' Premissas A Premissas
A i ¢ Premissa
i @ 11
J v
Assim sendo, deve haver uma derivacdo na forma
I'UA Premissas
A
Iy
I1
J v
Q.ed.
23.2 Lemal
Seja y uma férmula com n subférmulas atobmicas — py, pa, ... , p, — sejal’

um conjunto de literais tal que, para todo x < n, p, € I'ou =p, € I'; ” e seja v uma

valoragio que satisfaz I'. Se v(y) = 1, entdo I' + y. Se v(y) = 0, entdo " + —y.8

"Istoé, pyeTou—p, €T, pyeTou-p, €l,..., p, eCou-p, eT.
80u seja, segundo o Lema 1, dado que uma fémula y é consequéncia seméntica de um conjunto

I' de literais, segue que existe uma derivagdo de y a partir de I' em DNC.
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Prova:

A prova serd por indu¢do no comprimento de y. No caso base assumimos
X como um literal. No passo indutivo, assumiremos que certas formulas ¢ e ¢
tém a propriedade expressa pelo lema, para entdo demonstrar que no caso de y
molecular, qualquer que seja sua forma, se y for consequécia semantica de ¢ e ¥,
entdo ha um derivagdo em DNC de y a partir de ¢ e . No caso de ¢ e ¢ ndo
forem literais, o Lema O garante que y € derivavel por literais.

Caso Base: y ¢ atdmica. Este caso € trivial, pois as derivagdes sdo sequéncias
unitarias que comegam € terminam com uma premissa:

{ptrp

{=phF-p

Passo indutivo: Sejam ¢ e ¢ férmulas com a propriedade descrita pelo lema.
Provaremos entdao que a mesma propriedade vale para ~¢, ¢ A, o Vihe ¢ — .
Assim, uma vez que ja estamos assumindo que ¢ (ou —p) e ¢ (ou =) sdo

derivaveis a partir de um conjunto de literais,’ nos basta demonstrar:

(@) {—p}F—p ® {—~o,~ytr=(eny)  (K) {o¥)re—y
(b) {p}F (@ {p.YlroV
wr e Bt yire vy D) {0} (o — V)
© {pylrony (h) {o, ¥} o Vy
(m) (~.0)+ ¢ —
@ {p.~U)F~(pAY) () (o0} - oV Y m evire =y

) {~o, ¢} + (e AY) 0) (e, E=(eVy) M) {—g, Y@ >y

Observe que ndo excluimos o caso da derivacdo ser uma sequéncia vazia, o que faria ¢ (ou

) e Y (ou —) serem premissas.
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(a) Simliar ao caso base. (c)

(b)
Loy L ¢
2 - Hip. 2 Y
3 ¢ 1 Reiteragdo 3 oAy 1,2 IA

4 amp 2321~

(e) (8)
1 - 1 ¢
2 Y 2y

3 790/“# Hip. 3 eVy 11v

4 ¢ 3 E- Os casos (h) e (i) sao andlogos.
5 - 1 Reiteracdo
(k)

6 —(pAY) 3—4,5 -
Os casos (d) e (f) sao andlogos. I

2y

3 @ Hip.

4 1/ 2 Reiteragdo

5 ¢-oU 2—4 1 —
O caso (m) € andlogo.
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10

11

12

13

1)

2

VY

< s

P

(¢ Vi)

Hip.

Hip.

Hip.

Hip.

5 Reiteragdo

2 Reiteragdo
6—7,8 [

9 E-—
3,4—4,5—I10 Ev
1 Reiteragdo

3—12 1=
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1 ¢

2

3| e

4 Y

5 Y

6 —(p—yY)
(n)
I -
2w
3|

4 v
5 -
6 ¢
7 g
8 W

9 -y

Hip.

3,1E—

2 Reiteragdo

3—4,5 1=

Hip.

Hip.

1 Reiteragcdo
3 Reiteragdo
4—5,6 I~

7 E—=—

3—8I1—>



2.3.3 Lema?2

Todas as tautologias sdo teoremas.

Prova:

Seja ¢ uma tautologia que tenha n subférmulas atomicas — py, ... , p, — €
sejal’ ={p; V =p1,..., pn V = p,}. Em primeiro lugar, mostraremos que I" I ¢.

Como uma tautologia, por defini¢do, € verdadeira em toda valoracdo, o Lema
1 garante que, a partir de qualquer conjunto de literais formados pelas mesmas
atdmicas que ¢ é formada, existe uma prova de ¢. Ora, como I' € um conjunto de
disjuncdes destes literais, podemos aninhar subprovas para eliminacao da disjun-
cdo de forma a obter todas as combinacdes possiveis de literais como hipéteses
das subprovas. E assim, prova-se ¢.

Para efeito de ilustracdo, considere ¢ contendo uma ou duas subférmulas atd-
micas. As provas, nestes casos, seguiriam respectivamente algum dos seguintes

esquemas:
1 pv-p Prem.
2 P Hip.
3 @ 2 Lema 1

4 -p Hip.

5 @ 4 Lema 1

6 ¢ 1,2—3,45EV
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)

\S)

10

11

12

13

14

15

p1V p)

p2 N o

¥

Prem.

Prem.

Hip.

Hip.

3,4Lema 1

Hip.

3,5Lemal
2,4—5,6—7EvV
Hip.

Hip.

9,10 Lema 1
Hip.

9,12 Lema 1
2,10—11, 12—13 EV

1,3—8,9—14 EV

Como j4 foi demonstrado na se¢do de estratégias de derivagdo, qualquer ins-

tancia do esquema ¢ V —¢ € teorema. Assim, qualquer tautologia ¢ demonstravel

a partir de um conjunto vazio de premissas, ou seja, toda tautologia é teorema.

Q.ed.
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2.3.4 Teorema de Completude

Sel'E g, entdo I + .

Prova: Seja I um conjunto de férmulas e ¢ uma férmula tais que I' £ ¢. Seja
Y uma conjun¢do entre todos elementos de I'. Evidentemente, ¢y — ¢ € uma
tautologia, a qual, pelo Lema 2, pode ser provada a partir de qualquer conjunto.
Portanto, I' + ¢ — ¢. Por sua vez, ¢ € derivavel a partir de I" por meio de sucessi-
vas aplicagdes da introdu¢do da conjuncao. Ou seja, I' + . Assim, por eliminacao

da implicagdo, obtemos que I' - ¢. Q.e.d.

Como planejado, descrevemos neste capitulo um sistema de deducao natural
para a Logica Proposicional Classica (DNC) e demonstramos os resultados de
corretude, completude e normalizagdo para este. Estes resultados nos servirdo ao
tratarmos no Capitulo 4 sobre deducao natural para l6gicas modais. Antes disto,

trataremos no Capitulo 3 desta familia de 16gicas.
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Capitulo 3

Semantica e Axiomatica das Logicas

Modais

E complicado definir ‘Iégica modal’ em vista da rapida evolucio do tépico
ao longo de sua histéria. A pretensdo original de David Lewis (1941—2001)!
foi desenvolver um sistema de 16gica com uma implicag@o estrita (-3) que nao
incorresse nos mesmos resultados contra-intuitivos que a implicagdo material (—)
da légica classica.

A férmula ¢ — ¢ € falsa (na légica cldssica) no caso do antecedente (a for-
mula ¢) ser verdadeiro e o consequente (a formula ) ser falso, e verdadeira caso
contrério. Ou seja, ela € equivalente a ~(¢ A —y). Assim, uma férmula condicional
pode ser verdadeira, ainda que antecedente e consequente ndao tenham qualquer re-
lagdo um com o outro. Alids, dadas duas proposi¢des, ¢ e Y quaisquer, a0 menos
um dos dois condicionais € verdadeiro: ¢ — ¥ ou ¥ — ¢.

A ideia de Lewis? é que uma férmula condicional estrita ¢ 3 ¢ é verdadeira no

IFilésofo americano, criador do primeiros sistemas formais de 16gica modal e expoente da

corrente pragmatista de filosofia.
2A rigor, a discussdo sobre o critério de verdade de sentencas condicionais remonta 2 antigui-

dade classica. Philo de Megara (fl. 300 AEC) defendia um critério semelhante ao vero-funcional
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caso de nao ser possivel que o antecedente seja verdadeiro e o consequente falso,
e falsa caso contrario, o que faz ¢ 3 Y equivalente a = O(p A =) e O(¢ — ).

Em pouco tempo o foco dos estudos em légica modal passou para os con-
ceitos de necessidade (O) e possibilidade (<), tanto que eventualmente define-se
l6gica modal como a légica que trata destes conceitos. Contudo, foram surgindo
sistemas de légica temporal, debntica, epistémica e diversos outros os quais t€m
vdrias similaridades com os sistemas desenvolvidos por Lewis, em alguns casos
até admitindo uma semantica em comum. Eventualmente, todos estes sistemas
foram classificados como 16gicas modais.

Neste capitulo, apresentaremos vérios sistemas de 16gica modal sob o aspecto
predominantemente formal, deixando de lado qualquer interpretacdo que estes
possam receber, focando-se no método axiomatico e na semantica de Kripke.

Além do mais, restringir-nos-emos a sistemas normais.> Um sistema S de 16-

gica modal é normal quando satisfaz o seguinte critério:

Dado {¢, ..., ¥} Fs x,

segue que {0y, ..., Oy} g Oy.

Ou seja, se uma férmula y € consequéncia de um conjunto de férmulas, a for-
mula obtida a partir desta adicionando o operador O é consequéncia do conjunto
de férmulas obtidas da mesma forma a partir das férmulas do primeiro conjunto.

Dependendo da interpretacao dada a O, isto significa que a consequéncia de

proposicdes necessdrias, obrigatdrias, conhecidas, demonstrdveis... também ¢&,

da Ldégica Cléssica. Ja seu mestre, Diodoro Cronus (? — 284 AEC) defendia um critério temporal,
enquanto Crisipo de Solis (ca. 280 AEC — ca. 208 AEC) defendia um critério modal semelhante

ao de D. Lewis. REF.: BOBZIEN, (2011).
3 Aqui ndo h4 qualquer relagio entre o uso do termo “normal” com o uso do mesmo no contexto

de deducdo natural.
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respectivamente, necessaria, obrigatdrias conhecida ou demonstravel.

3.1 O Sistema K

A seguir, introduzimos o sistema axiomdtico para a légica modal K. Esta
consiste na mais elementar 16gica modal normal, de forma que todas as demais
sdo extensoes de K.

A assinatura com a qual trabalharemos é:

Lo =pl-~Lo| (Lo AN L) (Lo VL) ( Ly = Lo) 0Ly | O L. 4

Ja os axiomas e regras de inferéncia de K sdo:

Axioma LC. Todas as tautologias da l6gica proposicional cldssica

Axioma K. O(¢ — ¢) — (Qp — OY)

Axioma de Interdefinibilidade O/<¢. —O-¢ < O¢

*MP. v ooy
¥
e Regra de Necessitagdo, RN. ¢ ¢

Fk Oy
O axioma LC e a regra MP garantem que K € uma extensdo da légica clés-
sica. Como todas as inferéncias validas na logica cldssica também sao vélidas em
K (e demais l6gicas modais normais), neste capitulo abreviaremos as provas de

teoremas utilizando-as. Por exemplo, a derivacdo abaixo

4A despeito da abordagem tipica da linguagem das 16gicas modais ser definir ‘¢’ por meio de

def . . oy
‘0’ — O = ~O-¢ — preferimos adotar ‘¢’ como primitivo.
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I o—y

2 Y-ox

3 =)= W—>x)—>@—>x) LC

4 WY-ox—@—=x) 3,1 MP

5 ¢—ox 4,2 MP

¢ abreviada da seguinte maneira

L o—-y
2 Yy-ox
3 ¢p-ox 1,2LC

O axioma K garante que o sistema K € fechado sob modus ponens, isto quer

dizer que em K pode-se efetuar derivagdes na forma:

I ol —¥)

2 Op

3 O@—=v¥) — (Op — Oy) axioma K
4 Op-— oy 3,1 MP

5 oy 4,2 MP

O Axioma de Interdefinibilidade 0O/ estabelece a dualidade entre os opera-
dores O e ©. Com frequéncia, neste capitulo, abreviaremos as provas que utilizam
este axioma, apenas realizando a substituicao das ocorréncias de “~0-" em uma

férmula por “O”.
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Por fim, a Regra de Necessitacdo garante que, se uma férmula ¢ € teorema
de K, entdo a férmula Op também € teorema de K. Observe que, em extensoes
de K, a Regra de Necessitacao é adaptada para também englobar os teoremas dos

sistemas em questao.

3.1.1 Alguns exemplos de teoremas de K

A seguir, damos alguns exemplos de teoremas de K e suas respectivas de-
monstracdes, mas primeiro demonstramos a Regra de Monotonicidade, uma regra

derivada que nos permite abreviar significativamente as provas.

|_
Regra de Monotonicidade (RM), _FKIéz:léw
1 rko—>Y Hipotese
2 rkO(@—Y) I RN

3 rk O —y) - (Op — OY) K

4 g Op — 0OY 3,2 MP

Fk O(a A B) — (Oa A Of)

1 (@AB) —a LC
2 (@np) B LC
3 O@Ap) - oa 1 RM
4 oD@AB) - OB 2 RM

5 O(a AB) — (Oa A OB) 3,4LC
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Fk (O A OB) — O(a AB)

I a—= @B (@rp)

2 Oa — 0@ - (@ AB))

3 0B = (@Ap)— (@B —0@Ap)

4 Oa — (08 — O(a A B))

5 (OaAOB)— O(@AB)

LC

1 RM

K

2,3LC

41LC

Observacao: Os dois teoremas acima podem ser generalizados para

O A ... Ay) < (O A ... A Dp,).

FK O(a vV B) — (Ca Vv OB)

I (@-aAO-p) = O(-a A—=p)

2 —0(a A —B) — ~(O0-a A O-p)
3 (raAB) = ~(aVp)

4  O(aA-B) - oO-(aVp)

5 O(avp)— -O-a A -p)

6  OaVp) > —(O-aAO-B)

7 =(@-a AOB) - (Ca VvV OB)

8 Ol@vp — (aVop)
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3 RM

4LCen/o

2,5LC
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FK (Ca vV Op) — O(a VvV P)

1 =@Vp) > (~aA-p) LC

2 O-(aVp) — O(-a A —=p) 1 RM

3 O(—a A =8) = (O-a A O-6) teorema
4 oO=(aVp) — [@-aAO-p) 2,3LC
5  —~(@-aAO-p) - OaVp) 4LC

6 (CaVop) o -(O-aAD-p)  LC

7 (Cavop) = Olavp) 6,5LC

Observacao: Os dois teoremas acima podem ser generalizados para

O(P1 V... V) © (O@1 V... V Opyp).

g (Oa vV OB) — O(a V B)

1 a—-(@Vp) LC
2 DOa—-0Ol@Vvp) 1 RM
3 Bo(aVp) LC

4 oB-o@Vp) 3 RM

5 (@avop) - olaVp) 2,4 LC
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Fk O(@ A ) = (Oa A Op)

1 (@AB)—>a LC

2 —a - =(@AP) 1LC
3 O-a— 0-(aAp) 2 RM
4  O@Ap) = Oa 3LC
5 (@Ap)—-pB LC

6 —B— -(@Ap) 5LC
7 OB -0 (xAp) 6 RM
8 Olanp)— oOp 7LC

9 Ol@AB) - (GaAOB)  4,8LC

3.2 Semantica de Kripke

A seguir, introduzimos a semantica relacional de mundos possiveis desenvol-
vida por Saul Kripke.

Uma estrutura de Kripke ¥ € um par ¥ = (W, R), onde ‘W é um conjunto
ndo-vazio de mundos possiveis e R é uma relacdo de acessibilidade R € W xW.

Observagdo: abreviaremos (w,w’) € R por wRw’, o que leremos como ‘w
acessa w’ por meio de R’.

Uma valoragao consiste em uma fungao v : ‘W x Atom — {0, 1}, onde Atom é
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o conjunto de férmulas atomicas.

Um modelo de Kripke consiste em uma tripla M = (W, R, »). Diz-se que o
modelo (W, R, v) é obtido a partir da aplicacdo da valoracdo » em uma estrutura
(W, R).

Define-se a relagdo (M, w) F a, a qual é lida como “«a é verdadeira no mundo

w do modelo M”, nos seguintes termos:
e Se p € Arom, entao (M, w) E p sse v(w, p) =1
o (M, w)E —~a sse (M, w) ¥ a
e Mw)yeaApB sse Mwyea e (M,w)EeB
e (Mw)yeaVp sse (M,w)Ea ou (M,w)EpS
o (IMw)yEa — B sse (M,w)ra ou (M,w)ES
e (M,w) E Oa sse, para todo w’ € W tal que wRw’, (M, w') E a
o (M,w) E Oa sse, para algum w’ € W tal que wRw’, (M, w') E a

Um modelo M = (W, R,v) satisfaz uma formula ¢ (M E ) sse, para todo
we W, (Mw)E .

Uma estrutura F satisfaz uma formula ¢ (F £ ¢) sse, para qualquer valoracao
v, a aplica¢do de v em ¥ produz um M tal que Mk ¢.

Uma classe M de modelos satisfaz uma fomula ¢ (I £ ¢) sse, para qualquer
modelo M elemento de i, M E ¢.

Uma classe § de estruturas satisfaz uma fomula ¢ (¥ £ ¢) sse, para qualquer
estrutura ¥ elemento de &, ¥ F ¢.

Seja I um conjunto de férmulas, dizemos que ‘¢ é uma consequéncia local de
I’ em relagdo a um mundo w de um modelo M’ (o que representamos por I' £ ¢)

sse, se (M, w) satisfaz todas férmulas de I', entao (M, w) E ¢.
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Dizemos que dizemos que ‘¢ € uma consequéncia global de I' em relagdo a um
modelo M’ (o que representamos por I' EM ¢) sse, se M satisfaz todas férmulas

de I', entao Mk ¢.

3.2.1 Corretude

A seguir, provaremos que os axiomas de K sao satisfeitos por qualquer modelo
de Kripke, e também que as regras de inferéncia preservam verdade em modelos
de Kripke. Assim, estard determinado que o sistema K é correto em relacdo a

modelos de Kripke (assim como estruturas e classes de modelos ou estruturas).

Proposicao: Qualquer modelo de Kripke satisfaz o0 Axioma K

Prova:

Seja M = (W, R, v) um modelo tal que w € W e (M, w) E O(p — ¥).
Portanto, para todo w’ tal que wRw’, (M, w') E ¢ — .
Suponha (M, w) E Ogp, ou seja, para todo w’ tal que wRw’, (M, w’) E ¢.
Disto segue que (M, w’) E ¢. Portanto, (M, w) £ OY.
Logo, (M, w) E O(¢ — ) — (Op — O¥). Q.e.d.

Proposicao: Qualquer modelo de Kripke satisfaz o0 Axioma de Interdefinibi-

lidade O/¢

Prova:
(=) Seja M = (W, R, ) um modelo tal que w € W e (M,w) E =0O-¢. Ou
seja, (M,w) ¥ O-¢p. Neste caso, deve existir ao menos um mundo w’ tal que

wRw' e (M,w') £ —p. Ou seja, (M,w’) E ¢. Portanto, (M,w) £ Op. Logo,
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M, w) E =O-¢ — 0.

(<) Seja M = (W, R,v) um modelo tal que w € W e (M,w) E Op. Neste
caso, deve existir a0 menos um mundo w’ tal que wRw’ e (M, w’) £ ¢. Ou seja,
(M,w'y ¥ —p. Portanto, (M,w) ¥ O-¢. Ou seja, (M,w) E —O-¢. Logo,
M,w) E G — -O-g. Q.e.d.

Quanto a LC, uma vez que (no que tange os operadores cldssicos) os crité-
rios de satisfatibilidade em um mundo possivel sdo 0os mesmos que os critérios
de satisfatibilidade em uma valoragdo, é 6bvio que modelos de Kripke satisfazem
qualquer tautologia classica. O mesmo vale para a regra MP, que preserva vali-
dade tanto em mundos quanto em modelos. Resta, entdo apenas provar que RN

preserva validade em modelos.

Proposicio: ¢ =M Op

Prova: Seja M = (W, R, ») um modelo tal que M E ¢. Ou seja, para todo
w e W, (M,w) E ¢. Consequentemente, para todo w’ tal que wRw’, (M, w’) E ¢.

Assim, (M, w) £ O¢p (para todo w). Ou seja, M k Op. Q.e.d.

Observagdo: Distintamente de MP, RN nao preserva verdade em mundos. Ou
seja, que uma férmula ¢ € verdadeira em um mundo nio garante que Og também

seja.
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3.2.2 Completude

A seguir, abordaremos a completude de sistemas normais de 16gica modal. A
multiplicidade de modelos na semantica de Kripke impde complicacdes aos resul-
tados de adequacdo semantica de sistemas. Estas complicagdes sdo contornadas
definindo-se o conceito de modelos canénicos e demonstrando a completude de
sistemas em respeito a estes. Modelos candnicos sdo definidos de uma forma
que garante que o modelo candnico de um sistema S satisfaca todos e apenas os
teoremas de S.

Observe que nesta sec¢do, entenderemos um sistema S como um conjunto de

férmulas fechado por uma relagdo de consequéncia.

Definicoes:
Seja S um sistema de 16gica modal normal;
e ¢ ¢é S—consistente sse - ¢ S.
e w é uma extensdo maximal consistente de S sse:

I.Scw
2. Para toda férmula ¢, ¢ € w sse = ¢ w (ou seja, w € consistente)

3. Para toda férmula ¢, ¢ €e wou ~p € w

e Des(w) = {¢ € Ly : Op € w}. Chamaremos Des(w) de conjunto das

formulas desnecessitadas de w.

e Um modelo candnico de S é Mg = (W5, Rs, vg) tal que

1. “Ws é o conjunto de todas as extensdes maximais consistentes de S.
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2. Para todo w,w" € Ws, wRsw’ sse Des(w) C w’. Ou seja, um mundo
acessa outro sse o segundo contém todas as formulas desnecessitadas

do primeiro.

3. vg é uma funcgdo caracteristica tal que
I, sepew
vs(p,w) =
0, sepé¢w

e Dado um modelo candnico Mg = (W, Rs, vs), dizemos que Fg = (Ws, Rs)

€ sua respectiva estrutura candnica.

Lema 1:

Como consequéncia imediata das defini¢des acima, temos

pAYEWSSEYp EWEY Ew.

pViyewssepewouy €w.

e Sets ¢, entdo ¢ € w.

Sepeweqp — iy ew,entdoyy € w.

Lema de Lindenbaum:

Todo conjunto de férmulas consistente com um sistema S tem ao menos uma
extensdo maximal consistente.

Prova: Considere uma enumeracgdo de todas as férmulas da linguagem (¢, ¢»,
@3...) e seja I um conjunto de férmulas consistente com um sistema S. Também

considere
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I Uienl, se I', U {¢,.1} for consistente com S

[t =
I, U{=¢,:1}, caso contririo
1—‘ma)c = U ri
i=0

Suponha, por absurdo, que I',, é consistente com S, mas I',;; € inconsistente
com S. Neste caso temos que ', U {—p,,1} e I, U{——¢,.1} sdo inconsistentes com
S. Mas entdo, I',, é consistente com S enquanto I', U {—¢p,1 V =7—¢p,.1} ndo é, o que
¢é absurdo. Portanto, se I',, € consistente com S, entdo I',.; também €.

Consequentemente temos que I',,,, € uma extensdo maximal consistente de I'.

Q.ed.

Lema 2:

Se w é uma extensao maximal consistente de S e —O¢ € w, entdo Des(w)U{—¢p}
¢ consistente com S.

Prova: Suponha que Des(w) U {—¢} € inconsistente com S. Entdo deve existir
um conjunto finito {¢, ..., x, ~¢} € Des(w)U{—¢} que também € inconsistente com
S. Neste caso, qualquer modelo que satisfaz S também satisfaz (¥ A ... A x) — ¢.
Consequentemente, qualquer modelo que satisfaz S também satisfaz
@y A ... AOy) — OS> Logo, {0y, ..., Oy, ~O¢} é inconsistente com S. Por

contraposi¢cdo obtem-se o lema. Q.e.d.

SUma vez que a Regra de Monotonicidade é valida em qualquer sistema normal e

O(p1 A ... A@y) < (Opp A ... A Ogp,) € teorema de qualquer sistema normal.
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Teorema dos Modelos Canonicos:

Dado Mg = (Ws, Rs, vs), seja ¢ uma formula qualquer e w € Wy, temos que

I, sepew
s, w) =
0, sep¢w
A prova se d4 por inducdo na complexidade das féormulas e € trivial para os
operadores cldssicos. Assim, nos focaremos no operador ‘0’°
Prova: (1) Por hipétese de inducao, ¢ € uma férmula com a propriedade des-
crita pelo teorema. Suponha que O¢ € w. Neste caso, para todo w’ € Wy tal que
wRsw’, ¢ € w'. Pela hipétese de inducio, vg(e, w’) = 1. Portanto, vg(Op, w) = 1.
(2) Suponha que Op ¢ w. Como w é maximal consistente, —O¢ € w. Pelo lema
anterior, segue que Des(w) U {—p} € consistente com S. O lema de Lindenbaum
garante que existe uma extensdo maximal consistente de Des(w) U {—¢}, a qual
chamaremos de w’. Assim, temos que ¢ € w’ e Des(w) € w’, 0 que garante

wRw’. Consequentemente, vg(Op, w) = 0. Q.e.d.

Como consequéncia imediata do Lema 1 e do teorema dos modelos candnicos,

temos o corolério a seguir.

Corolario:

Se s ¢, entdo ¢ € satisfeita no modelo candnico de S.

°E uma vez provado para ‘0’, ‘¢’ ja é garantido pelo Axioma de Interdefinibilidade.
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3.3 Extensoes do Sistema K (Axiomas de assinatura

G(l,m,n,o))

A seguir, abordaremos esquemas de féormulas adotados como axiomas em al-
gumas das extensoes de K. Restringir-nos-emos as formulas de assinatura G, ».0),
isto €, férmulas que tém a forma <¢;0,,¢ — O0,0,¢, onde [, m, n e 0 sao nimeros
naturais que indicam a iteracdo dos operadores modais. Por exemplo, G 123) €
Op — 00000, enquanto G z,1,0) € GOOOOp — Oe.

Introduzimos os axiomas na tabela a seguir, na qual consta seus nomes (N.),
suas formulagdes usuais (F. usual), suas assinaturas G (Ass. G), formas equiva-
lentes ou formulagdes alternativas (F. alt.) e, por fim, as propriedades’ que uma
relacdo de acessibilidade precisa ter para que um modelo satisfaca os axiomas

(entraremos em maiores detalhes sobre este ponto mais adiante).

N. F. usual Ass. G F. alt. Propriedade Relacional

T Op — @ 0,1,0,0 ® > Op Ref.: Vw.wRw

D Op — Op 0,1,0,1 | —=(gp A O—¢) Serial: Ywaw’.wRw’

4 Op - oop | 0,1,2,0 OO = Oy Tran.: Yw, w’, w” . (WRW & w'Rw"") = wRw"’
B ® — OO 0,0,1,1 SO — ¢ Sim.: Yw, w wRw' = w'Rw

Inc:
G | oOp - 00p | 1,1,1,1 | OCp VOO
Yw, w , W’ (WRW &wRw”) = AW’ (WRw” &w”Rw"")
OOy — Og
5 O —» 00p | 1,0,1,1 Euc.: Yw,w', w” (WRW & wRwW") = w'Rw”
—O¢ — O-0¢

41 ooe — O | 0,2,1,0 QP — OO Densa: Yw, wIw” wRw = (WRw” & w"’Rw’)

Uma breve digressao sobre os axiomas:

"Expressas em linguagem da Légica de Primeira Ordem Cldssica, em uma notagio diferente

da utilizada para a linguagem objeto.
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O Axioma T expressa a factualidade ou veracidade das férmulas sob o es-

copo do operador O.

O Axioma D expressa a consisténcia entre as formulas sob o escopo de O.
Uma vez que D € consequéncia de T, o primeiro s6 € postulado em sistemas
no qual o segundo ndo é, tais como em sistemas doxasticos (uma vez que
nem toda crenca € verdadeira) e sistemas dednticos (uma vez que nem toda

obrigacao é cumprida). Dai seu nome, ‘D’.

O Axioma B recebe seu nome em homenagem a Brouwer, icone do intui-

cionismo. A razdo para a homenagem € que, se interpretarmos ‘00—’ como
L . ~ def 2z 7z

uma espécie de negacao forte, ~ ¢ = O—, B é formuldvel por ¢ —~~ ¢,

teorema da 16gica intuicionista.

O Axioma 4! consiste em uma instancia de 7. Portanto, assim como o

Axioma D, 47! 56 é postulado em sistemas nos quais 7 ndo o é.

Nomearemos as extencoes de K pela letra ‘K’ seguida dos nomes dos axiomas

adicionais. Por exemplo, KDB € o sistema obtido extendendo K com a adi¢do dos

axiomas D e B. Alguns sistemas de maior destaque na literatura recebem um

nome distinto:

D=KD

T=KT

B=KTB

S4=KT4

S4.2=KT4G
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e S5=KT5 = KTB4 = KDB4 = KDB5 (Trataremos sobre esta equivaléncia

de sistemas ainda neste capitulo)

Proposicao: Os seguintes esquemas de formula sdo esquemas de teorema de

* ¢ — Oy
e Op — Op
* Olp — Oy)
Prova:
Fr g — Op Fr Op — O
1 Op—-o T
1 O-¢— - T 2 - 0p Teor. de T
2 9> 00 1LC 3 Op— Op 1,2 LC
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Fr Ol — Op)

Proposicao:

Prova:

—(¢ — Op) = (¢ A —Op)
O-(¢ — Op) — O(p A ~0O¢p)
O(e A ~O¢) — (B¢ A O-0¢)
O-Op — =0

O(e A —O¢p) = (B¢ A ~0O¢p)
—0(¢ A —O¢)

Olp — Op)

Fra OCp — O

I O-¢— oOo-g

2 —O00-¢ — -O0-¢

3 O-p — -0

4 OO-¢ — O--0O-g

5  —O--O0-¢ — -00-¢
6 —O--0-¢ — -0

T OO0 — O
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1 RM

Teor. de K

T

43 LC

SLC

26 LCen/o

1 LC

LC

3RM

4LC

5,2LC
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Corolario:As seguintes equivaléncias sdo teoremas de S4,

e OOy < Oy

o OOP & O

Proposicao:

Fks OO¢ — Op

Prova:

I O — 00— 5

3 S0-0-n@ — O 2LC

4 -O-0O¢p — Op 3LC

5 <oOp — Op 40/¢

Corolario:As seguintes equivaléncias sdo teoremas de S5,

o OOy < Op

o 0P & Oy

Proposicio:

Vale a seguinte equivaléncia entre sistemas: KT5=KTB4=KDB4=KDB5
Prova:

Dividimos a prova em quatro passos.
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(i) B é teorema de KT5, Fxrs ¢ — OO

I Op—- 000 5
2 90— 00 Teor. de T

3 o 0oy 1,2 LC

(i1) 4 é teorema de KBS, Fgps Op — OO

1 ooy — Op Teor. de K5
2 Oo0O¢ — O0p 1 RM
3 Op — ooOp B

4 Op — O0¢ 2,3LC

(iii) 5 € teorema de KB4, Fxpy O — OO

I O0p— Op Teor. de K4

2 O000p — 00y 1 RM

[Y)

Qe — OO0 B

4 O - O0¢ 2,3LC

(iv) T é teorema de KDB4, Fgppy Op — ¢
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1 Oop — oOp D

2 —p - 00 B

3 dOp — o 2LC

4 DoOp—og 1,3LC
5 DO¢ — O0p 4

6 Op—op 5,4 LC

De (1), (ii) e (iii), segue que KT5 = KT B4. (ii) e (iii) garantem que KDB4 =
KDBS. A partir de (iv) e do fato que Fx7 Op — O¢ segue que KDB4 = KT B4.
Q.ed.

Obs.: (i) e (i1) provam que S5 € extensio de B e de S4.

3.3.1 Completude e corretude

Uma vez que hd um nimero muito grande de sistemas distintos de 16gica mo-
dal, provaremos resultados particulares sobre os axiomas que compoem esses Sis-
temas.

Dois tipos de resultados serdo demonstrados: que certas classes de estruturas
satisfazem certos axiomas, € que certos axiomas caracterizam?® certas classes de
estruturas.

Os resultados sobre satisfatibilidade determinam a corretude dos sistemas. Por

exemplo, uma vez demonstrado que os axiomas 7', B e 4 sdo satisfeitos por quais-

8Uma férmula caracteriza uma classe de modelos ou estruturas quando, ao assumirmos que a

férmula € satisfeita pela classe, concluimos que todos os membros da classe t&ém certa propriedade.
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quer estruturas cuja relac@o de acessibilidade seja, respectivamente, reflexiva, si-
métrica e transitiva; estard demonstrado que o sistema S5 € correto a respeito de
qualquer modelo ou estrutura cuja relacdo de acessibilidade seja uma relacao de
equivaléncia.

Ja os resultados sobre caracterizac@o determinam a completude dos sistemas.
Por exemplo, uma vez demonstrado que o axioma D caracteriza a classe das es-
truturas com relacdo de acessibilidade serial, estard demonstrado que o sistema D
€ completo a respeito desta classe.

Observe que, no caso da completude, o fato de um sistema ser completo a
respeito de uma classe de modelos ou estruturas ndo implica que o sistema em
questdo seja completo a respeito de qualquer membro da classe em questdo. Por
exemplo, D ndo é completo com respeito a uma estrutura que satisfaca KDS5, ainda

que esta seja membro da classe das estruturas com relacao de acessibilidade serial.

O Axioma D é satisfeito qualquer estrutura ¥ = (W, R), se R for serial, i.e.,

para todo w’' € W, existe um w” € W tal que w'Rw".

Prova:

Seja R serial. Considere um modelo M obtido a partir a partir da aplicacio de
uma valoragdo v em ¥ tal que (M, w) £ O¢. Ou seja, para todo w’ tal que wRw’,
(M,w") E ¢. Por absurdo, suponha (M, w) £ O—¢. Ou seja, para todo w’ tal que
wRw', (M, w") E =p. Como R € serial, existe um w’ tal que (M, w') E ¢ A =, 0

que é absurdo. Portanto, (M, w) £ =O-¢. Ou seja, (M, w) £ Op — Op. Q.e.d
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O Axioma D caracteriza a classe de estruturas nas quais a relacao de acessi-

bilidade R é serial.

Prova:

Seja F = (W, R) um modelo no qual R ndo ¢ serial e seja M um modelo
obtido a partir a partir da aplicacdo de uma valoragdo v em ¥. Ou seja, algum
w € W ndo acessa mundo algum. Neste caso, para toda férmula ¢, (M, w) E Ogp
(pois ndo hd um w’ tal que wRw’ e v(p,w’) = 0) e (M, w) ¥ O (pois ndo ha
um w’ tal que wRw’ e v(p,w’) = 1). Logo, (M,w) ¥ Op — <O¢. Portanto, se

¥ E Op — <O, arelacdo de acessibilidade de F € serial. Q.e.d.

O Axioma T é satisfeito por qualquer estrutura ¥ = (W, R), se R for refle-

xiva, i.e., para todo w € W, wRw.

Prova:

Seja a relacdo R reflexiva.
Considere um modelo M obtido a partir a partir da aplicacdo de uma valoragdo o
em ¥ tal que (M, w) E Ogp. Isto é, para todo w’ tal que wRw’, (M, w’) E ¢.
Como wRw (reflexividade), segue que (M,w) £ ¢. Logo, (M,w) E Op — ¢.
Q.ed.

O Axioma T caracteriza a classe de estruturas com relacao de acessibilidade

reflexiva.

Prova:
Considere uma classe de estruturas & que satisfaca qualquer férmula na forma

O¢ — ¢. Vamos supor, por absurdo, que haja a0 menos uma estrutura ¥ = (W, R)
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que seja membro de ¥ e R nao seja reflexiva, ou seja, existe um w € ‘W tal que
(w,w) ¢ R. Basta-nos obter um modelo a partir de # que ndo satisfaca ao menos
uma férmula na forma Op — ¢ para que haja uma contradi¢@o.

Considere um modelo M obtido a partir de ¥ pela aplicacdo de uma valora-
cdo v tal que, para todo w' € W, v(p,w’) = 1 sse w # w. Ou seja, uma férmula
atdmica p € verdadeira em todos os mundos fora o w que determinamos ndo aces-
sar a si proprio. Neste caso, M, w £ Op (pois p é verdadeira em qualquer mundo
acessivel a w) e M,w ¢ p. Consequentemente, M,w ¢ Op — p. Oras, se um
modelo obtido a partir de ¥ ndo satisfaz uma instancia de 7', entdo ¥ nio satisfaz
T; o que contradiz nossa assuncio inicial de que ¥ é membro de uma classe de
estruturas que satisfaz 7. Logo, nenhuma estrutura nao com relac@o de acessibili-
dade ndo reflexiva € membro de uma classe que satisfaca 7', ou seja, T caracteriza

a classe de estruturas com relacio de acessibilidade reflexiva. Q.e.d.

O Axioma 4 é satisfeito qualquer estrutura ¥ = (W, R), se R for transitiva,
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i.e.,se wWRw” e w’Rw”, entao wRw"’.

Prova:

Seja R uma relacao transitiva.
Considere um modelo M obtido a partir a partir da aplicacdo de uma valorag@o o
em ¥ tal que (M, w) E Op. Ou seja, para todo w’ tal que wRw’, (M, w’) E ¢.
Agora, para cada w” tal que w'Rw”, dado que wRw" (transitividade), segue que
(M, w) E .
Assim, (M, w’) £ Op. Consequentemente, (M, w) £ OO¢p.

Logo, (M, w) £ Op — O0Ogp. Q.e.d.
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O Axioma 4 caracteriza a classe de estruturas com relacao de acessibilidade

transitiva

Prova:

Seja & uma classe de estruturas tal que § £ Op — OO¢. Suponha, por absurdo,
que haja um membro ¥ = (W, R) de ¥ tal que R € ndo transitiva; ou seja, existem
w,w,w’ e W tais que wRw', w'Rw” e (w,w”) ¢ R. Considere um modelo M
obtido a partir de ¥ pela aplicacdo de uma valoragdo v tal que, para todo w”” € W,

77

v(w, p) = 1 sse wRw'”. Neste caso, temos que M,w £ Op e M,w’ ¢ Op. Assim,

M,w ¢ OOp. Mas entdo M, w ¢ Op — 0OOp. Q.e.d.

O Axioma B ¢ satisfeito qualquer estrutura ¥ = (W, R), se R for simétrica,

i.e., se wRw’, entao w'Rw.

Prova:

Seja R uma relagdo simétrica.
Considere um modelo M obtido a partir a partir da aplicacdo de uma valoragao
vem ¥ tal que M,w £ ¢. Como R é simétrica, para qualquer w’ tal que wRw’,
temos que w'Rw e, consequentemente, M,w’ £ Og. Disto segue que, M,w k

00¢. Logo, M,w E ¢ — 0. Q.e.d.
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O Axioma B caracteriza a classe de estruturas com relacio de acessibilidade
simétrica

Prova:

Seja & uma classe de estruturas tal que & £ ¢ — OOp. Suponha, por absurdo,
que haja um membro ¥ = (W, R) de & tal que R € ndo simétrica; ou seja, existem
w,w € W tais que wRw’ e (W', w) ¢ R. Considere um modelo M obtido a partir
de ¥ pela aplicacdo de uma valoracdo v tal que, para todo w”’ € W, o(w”, p) = 1
sse w” = w. Neste caso, temos que M, w E p e M,w" ¢ Op. Assim, M,w ¥ OOp.

Mas entdo M,w £ p — 0OOp. Q.e.d.

O Axioma 5 é satisfeito qualquer estrutura ¥ = (W, R), se R for euclideana,

i.e., se wRw’' e wRw”, entao wRw”.

Prova:

Seja R uma relagdo euclideana.
Considere um modelo M obtido a partir a partir da aplicacdo de uma valoragdo o
em F tal que M, w £ O¢. Neste caso, deve existir um w” tal que wRw” e M, w” £
¢. Como R € euclideana, para qualquer w’ tal que wRw’, temos que wRw”. Disto
segue que M,w" £ Op. Neste caso, M,w £ OCp. Logo, M,w E Op — OO.
Q.ed.

O Axioma 5 caracteriza a classe de estruturas com relacao de acessibilidade

euclideana
Prova:
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Seja & uma classe de estruturas tal que § £ O¢ — 0OO¢. Suponha, por
absurdo, que haja um membro # = (W, R) de ¥ tal que R € ndo euclideana; ou
seja, existem w, w’, w” € W tais que wRw’, wRw” e (w’,w”) ¢ R. Considere um
modelo M obtido a partir de ¥ pela aplicacdo de uma valoracdo v tal que, para
todo w”" € W, o(w"”, p) = 1 sse w”’ = w”. Neste caso, temos que M,w £ Op e

M,w" g Op. Assim, M, w ¥ OOp. Mas entdo M,w ¢ Op — OOp. Q.e.d.

O Axioma 47! é satisfeito qualquer estrutura 7 = (W, R), se R for densa, i.e.,

se wRw’, entao existe um w”’ tal que wRw”” e w”’Rw’.

Prova:

Seja R uma relacao densa.
Considere um modelo M obtido a partir a partir da aplicacdo de uma valoracao o
em ¥ tal que M,w £ OO¢p. Ou seja, para todo w’ tal que wRw', M,w’ E Ogp.
Como R ¢é densa, para cada w’ existe um w” tal que wRw” e w”’Rw’. Neste
caso, M,w” E Oy, e disto segue que M,w’ £ ¢. Portanto, M,w E O¢. Logo,

M,w EOOp — Op. Q.e.d.

O Axioma 4! caracteriza a classe de estruturas com relacio de acessibilidade

densa

Prova:
Seja ¥ uma classe de estruturas tal que § F Op — OO¢. Suponha, por absurdo,
que haja um membro F = (W, R) de & tal que R é ndo densa; ou seja, existem

w,w' € W tais que wRw’ e ndo existe um w” € W tal que wRw” e w”Rw’.
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Considere um modelo M obtido a partir de ¥ pela aplicagdo de uma valoracio o
tal que, para todo w”’ € W, v(w”’, p) = 1 sse w”’ # w’. Neste caso, temos que
M,w’ E Op e que para qualquer w”” € W, M,w”” ¥ Op sse (W, w') ¢ R.
Como w acessa w’ e nao acessa qualquer mundo que acesse w’, temos que M, w ¥

Op e M,w ¥ O0Op. Mas entdo M,w ¥ 0Op — Op. Q.e.d.

O Axioma G ¢ satisfeito por qualquer estrutura ¥ = (W, R), se R for inces-

tuosa, i.e., Yw, w', W’ (WRW & wRw"”) = Aw”’ (W Rw"” & w"'Rw"")

Prova:
Seja R uma relacdo incestuosa e considere um modelo M obtido a partir a
partir da aplicacdo de uma valora¢do » em #. Considere um w tal que M,w k

OOp. Assim, deve haver um w’ tal que wRw’' e M,w’ £ Ogp. Agora considere
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qualquer w” tal que wRw”. Disto segue que hd um w”’ tal que w'Rw'” e w”Rw"”.
Neste caso, M,w"” £ ¢. Assim, M,w" E Op e M,w” £ Og. Disto segue M, w E

00¢. Logo, M,w E OOp — OO, Q.e.d.

O Axioma G caracteriza a classe de estruturas com relacios de acessibilidade

incestuosa.

Prova:
Seja ¥ uma classe de estruturas tal que § £ OO¢ — OO@. Suponha, por
absurdo, que haja um membro ¥ = (W, R) de § tal que R ndo satisfaz a condi¢do

em questdo. Neste caso, existe w, w’, w” tais que wRw’ e wRw”, mas ndo existe
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um w"’ tal que w'Rw"”” e w”Rw"’. Considere um modelo M obtido a partir de ¥

pela aplicacdo de uma valoragdo v tal que, para todo w”’ € W, o(w”,p) = 1 sse
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w'Rw’”. Neste caso, M,w” £ Op. Consequentemente, M,w £ OOp. Mas como
w”,w") ¢ R, temos que M,w ¥ &p. Consequentemente, M, w ¥ OOp. Assim,

M,w e oOp — OOp. Q.e.d.

Terminamos este capitulo tendo introduzido as 16gicas modais e os resultados
de completude e corretude, os quais nos servirdo no préximo capitulo ao introdu-

zirmos a deduc¢do natural rotulada para estas logicas.
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Capitulo 4

Deducao Natural Rotulada para a

Logica Modal

Na literatura sobre teoria da demonstracdo, rotulos sdo marcagdes que nao
fazem parte da linguagem do sistema de légica estudado, mas sdo atribuidas as
férmulas e desempenham um papel na formulacao das regras de inferéncia.

Segundo este critério, as linhas verticais da notacdo ao estilo de Fitch (in-
troduzida no Capitulo 2) consistem em rétulos. Contudo, tradicionalmente sdo
chamados de ‘rotulados’ apenas os métodos de prova nos quais todas as formulas
recebem rétulos. Como em DNC toda prova completa tem, ao menos no dltimo
passo, uma férmula sem uma linha vertical a esquerda, DNC nio € considerado
(nesse sentido) um sistema rotulado.

Neste capitulo, introduziremos o método de deducao natural rotulado desen-
volvido por GABBAY (1993) para as l6gicas modais tratadas no Capitulo 3. Além
das linhas verticais da notacdo de Fitch, os sistemas aqui introduzidos também

contam com rétulos que remetem a semantica de Kripke.
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4.0.2 Rotulos e formulas rotuladas

Utilizaremos w, w’, w”’, w”’... como rotulos.

Dada uma férmula ¢ da assinatura

L 1= pl=Lal(Lin A Dl (Lin V LDl (Lin = L)im|OLin| O L,
dizemos que w : ¢ € uma formula rotulada.

E dados os rétulos w e w’, chamamos wRw’ de formula relacional.

Os rétulos fazem referéncia a semantica de Kripke. Assim, a corretude dos sis-
temas que introduziremos neste capitulo € uma mera questio de que as regras para
os conectivos estejam de acordo com os critérios de satisfatibilidade de formulas
introduzidos no Capitulo 3 e que as regras para as férmulas relacionais expressem

as propriedades das relacdes dos modelos em questio.

4.0.3 O conceito de prova em deducao natural rotulada

Ao lidar com rétulos, precisamos fazer adendos ao conceito de prova.

Seja ¥ uma derivagdo que segue apenas as regras de um sistema S, que inicia
com um conjunto I' de premissas, todas com o mesmo rétulo, e termina em uma
férmula ¢ que independe de hipdteses vigentes e tenha o mesmo rétulo que as pre-
missas. Neste caso dizemos que X é uma prova em S que tem como premissas 0s
elementos de I' e ¢ como conclusdo. Representamos a existéncia de tal derivacao
por I ks ¢.

No caso de I' = @, dizemos que ¢ € um teorema de S e que £ € uma prova de

76



4.1 Sistema DNK

A seguir, introduzimos o sistema de deducdo natural DNK, no qual sdo de-

monstraveis todos os teoremas do sistema de 16gica modal K.

4.1.1 Regras

Introduciao da Conjuncao

m w:e
n w:y

o WwWieAYy mnlA

Introducio da Disjuncao
m w:e

n wieVy mlv

m w:y

n w:ieVy mlilv

Eliminacao da Conjuncao

m wieAyY
n w:ge m EA
m wieAy
n w:y m EA

Eliminacao da Disjuncao

I w:ipVy

m Wi Hip.

(n+1) w:y  Hip.

(o+1) w:x l,m—n,n+ 1—o EV
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Introducao da Implicacao Eliminacao da Implicaciao
m w:ip—yYy
m w:¢  Hip. no ow:gp
2 o w:y m,n £ —
n wy

m+Dh)wie—>y m—nl—

Introducao da Negacao Eliminacao da Dupla Negacao
m  w:-ong
! wie Hip. no ow:e m E-—
)y
m w oy
I1
n w
o w:-gp [—m,n 1=

Observacdo: A ordem de m e n ndo

importa. o =m+ 1louo=n+1.

Reiteracao: Dada uma férmula ¢ com um rétulo w em uma linha n, pode-se
introduzir w : ¢ em uma linha m (onde n < m) contanto que (i) se w : ¢ depende
de uma hipoétese, ela ainda estd vigente, e (it) a linha m esteja em um nivel hipoté-

tico superior a n.
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Introducao de O Eliminacao de O

" R Hip. m  w:0Op
—_— R ’
s n wRw
, o w:p mnEO
n w g
(n+1) w:Op m—n IO

Contanto que w’ seja novo na deri-

vacdo.
Introducao de ¢ Eliminacao de ¢
m w:e m w: Op
n wRw n wRw m,n IO
o w:0p mnld n+1) w:¢p mnlo

Contanto que w’ seja novo na deri-

vacao.

Em todas as regras diretas para os conectivos cldssicos, as conclusdes devem
ter o mesmo rétulo que as premissas. Além do mais, quando ha duas premissas,
a inferéncia s6 pode ser efetuada se ambas tiverem o mesmo rétulo. Fora este
detalhe sobre rétulos, as regras diretas para conectivos cldssicos de DNK sdo as
mesmas que de DNC.

Na regra I —, o antecedente (hipdtese da subprova), o consequente (férmula
no ultimo passo da subprova) e a conclusdo devem ter todas o mesmo rétulo.

Quanto a /-, hipétese e conclusdo devem ter o mesmo rétulo. Além do mais,
as férmulas contraditdrias entre si obtidas na subprova devem ter o0 mesmo rétulo.

Contudo, estas férmulas ndo precisam (ainda que possam) ter o mesmo rétulo que
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a hipotese.

Ja Ev € mais complicada, por envolver uma premissa e duas subprovas (assim
como em DNC). As hipdteses de ambas subprovas devem ter o mesmo rétulo
que a premissa. Cada subprova deve terminar com férmulas idénticas com r6-
tulos idénticos. Esta formula com este rétulo serd a conclusdo da inferéncia. A
conclusdo ndo precisa (mas pode) ter o mesmo rétulo que a premissa.

Voltemos nossa atencdo as regras para os operadores modais.

I0 € uma regra hipotética. Comeca com uma férmula relacional na qual o se-
gundo termo ndo ocorre em premissa ou subprova aberta. Ao derivar uma férmula
¢ com o rétulo a direita na férmula relacional, encerra-se a subprova e se conclui
O¢ com o rétulo a esquerda na férmula relacional. A intui¢do por trds desta regra
é: se podemos provar que ¢ € verdadeira em um mundo qualquer acessivel por um
mundo w, entdo ¢ € verdadeira em qualquer mundo que w acesse; 0 que garante
que Oy € verdadeira em w.

Ja EO é uma regra direta: dado que O¢ € verdadeira em um mundo w, tem-se
que ¢ € verdadeira em qualquer mundo acessivel a w.

A regra I$ também € direta: dado que ¢ € verdadeira em um mundo w’, tem-se
que &g € verdadeira em qualquer mundo que acesse w'.

A regra E©, a despeito de ser direta, € mais complicada, pois envolve duas
conclusdes e introdugdo de rétulo novo na derivacdo: Dado que Oy € verdadeira
em um mundo w, tem-se que existe algum mundo acessivel a w no qual ¢ é ver-
dadeira. Como este mundo é obtido por skolemizacdo,' utiliza-se um rétulo que

seja novo na derivagdo para representd-lo.

'"Uma funcdo f é chamada de funcdo de Skolem sse, para qualquer férmula na forma
Vx3y.@(x, y) satisfeita por um modelo M, Vx.o(x, f(x)) também é satisfeita.
Skolemizagdo consiste no procedimento de remover o quantificador existencial de uma férmula e
substituir cada ocorréncia da varidvel a ele atrelada por uma constante obtida por uma fungdo de

Skolem.
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4.1.2 Exemplos de derivacao em DNK

A seguir, sdo dados varios exemplos de provas em DNK. Alguns dos teore-
mas provados adiante ja foram demonstrados no capitulo 3 por meio do método

axiomadtico. Assim, o leitor tem parametros para comparar ambos métodos.

Fpyvk O(¢ — ¢) — (Op — OY)

1 W 0(p = Y) Hip.

2 w:Op Hip.

3 wRw’ Hip.

4 wip -y 1,3 EO

5 woip 2,3 EO

6 w iy 4,5EF —
7 w Oy 3—6 IO
8 w:Op — Oy 2—T71 —

9 w:O(—=y) — (Op — OyY) 1—81 —

Este resultado mostra que o axioma K é um teorema de DNK.

A prova segue a heuristica tipica da dedug¢do natural. A férmula a ser demons-
trada é uma implicagdo. Assim, supde-se o antecedente O(¢ — ) com um rétulo
w visando obter o consequente, (O¢ — Oy), com o mesmo rétulo e aplicar I —.
Como (Op — OY), por sua vez, também € uma implicagcdo, supde-se o antece-

dente, Oy, visando obter o consequente, Oyr; ambos com o rétulo w. A férmula
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Oy € obtida por /O e a prova € terminada por aplicacdo de I — duas vezes.

Fpvk —O-¢ < O@

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

w: —0O-gp

w: O — a0

w: —0O-gp

w O

w . 0-g

w . a=OP

w: o

w:=0-¢ — Op

w i a0-p & O

Fpyk =@ < Op

Hip.

Hip.

1ES

1EC

2,3 EO
2—4.5 I~
1—61 —
Hip.

Hip.

Hip.

Hip.

10, 11 1o

9 Reiteracdo
11—12,13 I=
10—14 Io

8 Reiteracdo
10—15,16 I~
17 E-—
8—I181 —

7,19 IA
82

10

11

12

16

17

w i aO-e

w20 — O
w: Og

w:Omp

wRw

w =

w:Op = O

w0 > O

Hip.

Hip.

Hip.

2,310

1 Reiteracdo
3—4,5 -

6 E——

2—7 10
1—81 —
Hip.

Hip.

11 E¢

11 ES

10, 12 EO
11—14,13 I-
10—151 —

16,9 IA



Fpnk O(p A Y) © (Op A OY)

10

11

12

13

15

16

17

18

19

20

21

J:D(somﬁ)

7

wRw

Wi AY

w o

w: Og
wRw

wioAY

w:Op A Oy

w:O(p AyY) — (Op A OY)

w: Op A Oy

w oy

woipAY

w:O(p AyY)

w: (O ADY) - 0@ AY)

w:O(p AY) < (Op AOY)
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Hip.

Hip.

1,2 EO
3EA
2—4 1o
Hip.

1,2 EO
3EN
2—4 1o
5,910
1—1071 —
Hip.

Hip.

12 EA

13, 14 EO
12 EA
13,16 EO
15,17 IA
13—18 IO
12—19 Io

11,20 IA



Fpnk O V i) & (O V OY)

10

11

w:O(p V)

wieVy

w: OV Oy

w:OpV Oy

w: O V) = (Op VoY)

13 w:(Op VoY) — e V)

1

2

3

4

5
Hip.

6
1EC

7
1EO

8
Hip.

9
4,310

10
S1Iv

11
Hip.

12
7,310
81v
2,4—6,7—9EV
1—1071 —

84

wipVy

w:O(p V)

w:O(e V)

Hip.
Hip.
2EQ
2EQ
41v
3,510
Hip.
TES
TES
91v
8,10 I
1,2—6,7—11 EV

1—121 -



Fpvk (Op V OY) — O(p V )

10

11

wioVy

w Oy

w i

w oV

wieVy

O(e V ¥)

(Op vV Oy) - Ole V)
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Hip.

Hip.

Hip.

3,2 EO

41v

Hip.

6,2 EO

71V
1,3—5,6—8 EV
2—9 1o

1—101 —



Fpnk Q@ A ) = (O A OY)

1 7w:<>(go/\w) Hip.
2 wRw 1 EO
3 WAy 1 EO
4 w e 3EA
5 w 3EA
6 w: O 410
7 w: oY 510
8 WO AW 6,7 IA

9 w:il@AY) > (OpAY) 1—8 71 —

4.1.3 Corretude

As regras para o sistema DNK preservam verdade em qualquer modelo de

Kripke.

Para as regras diretas — IA, EA, IV, E —, E-—, EO, IO e EQ — o resultado
¢ trivial, uma vez que estas regras expressam os critérios de satisfatibilidade em
mundos descritos em 3.2.

Focar-nos-emos, entdo, nas regras hipotéticas.

[—: Seja I’ um conjunto (eventualmente vazio) de férmulas rotuladas,

w” : x1,...,w"” : xu}. Suponha que a partir de I' U {w : ¢} foi derivado w : ¢. Ou
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seja, para qualquer modelo M, se (M, w”) E x1,..., (IM,W") E xn e (M, w) E ¢,
entdo (M, w) £ . Logo, se (M, w”) E x1,.ee. (M, W) E x,, entdo
Mw) k@ > .

I-: Seja I' um conjunto (eventualmente vazio) de formulas rotuladas,

12

W’ x1,....w” ¢ xu}. Suponha que a partir de I' U {w : ¢} foi derivado tanto
w’ 1, quanto w’ : =, por meio de regras validas. Ou seja, para qualquer modelo
M, dado (M, w”’) E xiseey IMoW) E X € (M, W) E ¢, segue que (M, W) E ¢
e (M,w’) E =. Logo, (M,w”) ¥ xi ou ... ou (M,w”) £ x, ou (M,w) ¥ ¢.
Consequentemente; se (M, w”) E x1,..., (M, W) E x,,, entdo (M, w) £ ¢; ou seja,

(M, w) E =p.

EV: Seja T um conjunto (eventualmente vazio) de férmulas rotuladas,
W’ : x1,...W"” : x,}. Suponha que tanto a partir de I' U {w : ¢}, quanto a partir
de I' U {w : y} se derive w’ : y por meio de regras validas. Ou seja, para qualquer
modelo M, dado (M, w"”) E x1yeee, (IMoW”") E xn € (Mow) E @ V i, tem-se que
M, W) E x.

I0: Seja w’ um rétulo novo em uma derivagdo, ou seja, w’ representa qualquer
mundo de qualquer modelo M. Suponha que a partir de wRw’ (e outras eventuais
hipétese vigentes ou premissas) se derive w’ : ¢ por meio de regras validas. Neste

caso, (sob as eventuais hip6teses vigentes ou premissas) tem-se que (M, w) £ Ogp.
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4.1.4 Completude

O conjunto de regras para o sistema DNK é completo em relacdo a classe dos

modelos de Kripke.

Provaremos a completude de DNK indiretamente, mostrando que por meio
dele podemos reproduzir todos os resultados do sistema axiomadtico K; o qual,
como demonstrado no Capitulo 3, é completo em relacdo a classe dos modelos de

Kripke.

Recapitulemos o sistema axiomaético K:

LPC: Todas as tautologias e inferéncias validas da l6gica proposicional classica.
K: O(p — ¥) — (Op — OY)

Interde finibilidade$ /0: O¢ & —~O-¢

Fo
RN: O

Ja provamos no Capitulo 2 que, com o conjunto de regras cldssicas com o qual
estamos trabalhando, podemos provar todas tautologias e inferéncias validas da
16gica cldssica. Também ja mostramos neste capitulo que os axiomas K e Interde-
finibilidade ¢ /0O sdo derivaveis no sistema. SO nos resta demonstrar que podemos
efetuar, por dedugdo natural, tudo o que se efetua por meio de RN em sistemas

axiomaticos.
Seja ¢ um teorema de DNK demonstravel por meio de uma derivacgado I1. Para

demonstrar O¢, basta reproduzir I1 dentro de uma subprova para introducao de O,

tal como ilustrado no esquema abaixo.
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m wRwW Hipotese

(n+1) w:Op m—n IO

4.1.5 Normalizacao

Seja X uma derivacdo que prova I Fpyk Y, tal que em X seja inferida em uma
linha n uma formula ¢ por meio de IA, I —, 1V, 10 ou [O; para posteriormente
ser aplicada em n a regra de EA, E —, EV, EO ou EO respectivamente; entdo
existe uma derivacdo X' que prova I Fpyk ¥ no qual isto ndo ocorre. Isto é, nao
€ necessdrio obter em uma linha n uma férmula cujo operador principal é A, V,
—, O ou ¢ para entdo aplicar na linha n a regra de eliminacdo do operador em
questao.

Ou seja, assim como demonstramos no Capitulo 2 a normalizacdo de DNC,

aqui demonstraremos o resultado andlogo para DNK.

Para os operadores cldssicos, a prova € idéntica ao capitulo 2, com a adi¢do de
rétulos. Abaixo trataremos dos conectivos modais.

O: Seja £ uma derivagdo que prova I' Fpyk ¢ € na qual em uma linha k& + 1
seja obtida por meio da regra /O uma formula rotulada w : Oa. Suponha que a
regra EO seja aplicada em k+ 1. Neste caso, deve haver uma linha i na qual ocorre

wRw’, tal como ilustrado abaixo:
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I
k w’
k+1) w:oOa Jj—k IO
A
I w:a i,(k+1)EO
®
m o w:e

Mas como contamos com wRw’ na linha i, podemos obter uma derivacio X’

na forma

i wRw
j wRw'’ Hip.
I
k w’a
k+1) w:Oa Jj—k IO
A
I

Onde IT" é uma sequéncia obtida a partir de IT na qual qualquer ocorréncia do
rotulo w” nesta € substituida pelo rétulo w’ em IT’, e toda referéncia a linha j em

IT corresponde a uma referéncia a linha i em IT'.
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¢: Para o operador < a normalidade € trivial. Aplicar E¢ em uma férmula
obtida por /< € redundante e simplesmente reproduz o que ja havia na derivagao,

apenas com um rétulo diferente:

’

i wRw
Jowie

k w:0p i,jIO
I wRw” kEO
m w':¢ kEO

4.2 Extensoes de DNK

Assim como podemos extender o sistema axiomético K adicionando axiomas,
podemos extender DNK adicionando regras. A seguir, sdo descritas regras que

permitem obter sistemas de deducao natural equivalentes aos sistemas axiomati-

cos tratados no capitulo anterior.

4.2.1 Regra RD

n wRw RD

Contanto que w’ seja nova na derivagdo e w # w'.

Ou seja, a RD permite inserir uma férmula relacional wRw’ em qualquer mo-
mento na derivacdo, contanto que w’ seja um rétulo novo.

Lembremos que o axioma D ¢ satisfeito por modelos cuja relacdo de acessi-
bilidade é serial, Ywdw’.wRw’; justamente o que é expresso por RD, onde w’ é

obtido por skolemizacdo. Seguem abaixo alguns exemplos de provas que utilizam
RD.
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Fpvp Op — O@

Fpyp —(O¢ A O-¢)

\]

w:Op — O

:Op A Oy

w: =(Op A O-p)

92

Hip.
RD
1,2 EO
2,310

1—471—

Hip.

1 EA

1 EA
RD
2,4 EO
3,4 EO

1—5,6 -



4.2.2 Regra RT

n

wRw RT

Ou seja, a RT permite inserir uma férmula relacional wRw em qualquer mo-

mento na derivacgao.

Lembremos que o axioma T ¢ satisfeito por modelos cuja relacao de acessibi-

lidade € reflexiva, Yw.wRw; justamente o que € expresso por RT .

E interessante observar que RT permite efetuar qualquer prova que seja efetu-

ada por meio de RD.

Segue abaixo alguns exemplos de provas utilizando RT.

Fpnt O — @

1

w: Og

wRw

w:ie

w:Op — ¢

Fpyt Op — O

1

w: O

wRw

w:Op — O

Font ¢ — O

Hip. 1 Wiy
RT 2 wRw
1,2 EO 3 w: e
1—371—- 4 wip—oOp
Hip.
RT
1,2 EO
2,310
1—41 -
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Hip;

RT

1,210

1-371-



Font O — Ogp)

10
11
12
13
14
15

16

19
20
21

22

w: =O(@ — O¢p)

w1 ==0p

7

w' : Og

w i — Op

w: O(p — O¢p)

w: =O(p — Op)

w:e — Op

wRw

w: O(p — Op)

w i ==O(e — 0¢)

w: O(p — Op)
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Hip.

Hip.

Hip.

Hip.

Hip.

4 Reiteracdo
3 Reiteragdo
5—6,71-
8 E——
4—91—
10,3 1o

1 Reiteracdo
3— 11,12 1=
13 E-=
2—14 Io
Hip.

15 Reiteragdo
16—171 —
RT

18, 19 I
1—1,20 I=

21 E=—



4.2.3 Regra R4

/

m  wRw

’7

n  wRw

o wRw’ m,nR4

Ou seja, a R4 permite, a partir de duas férmulas relacionais wRw’ e w'Rw”,

inferir uma férmula relacional wRw” .

Lembremos que o axioma 4 € satisfeito por modelos cuja relacdo de acessibi-

lidade € transitiva, justamente o que € expresso por R4.

Segue abaixo alguns exemplos de provas que utilizam R4.

Fpnk4 O — OOgp

1 w: Op

2 7w7€w’

3 7W'RW”
4 wRw"
5 w’
6 w' : Op
7 w: O0¢

8 w:Op— 00y

Hip.

Hip.

Hip.

2,3 R4

1,4 EO

3—5 Io

2—6 IO

1—71—
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Fongs OO@ — O

w OO

wRw

/7

wRw

/7

wRw

w:OOp — Op

Hip.

1 ES

1 EG

3EO

3ES

2,4 R4

5,610

1—71 -



4.2.4 RegraRB

/

m  wRw

n wWRw mRB

Ou seja, a RB permite, a partir de duas férmula relacional wRw’, inferir uma

férmula relacional w’Rw.

Lembremos que o axioma B € satisfeito por modelos cuja relacao de acessibi-

lidade € transitiva, justamente o que é expresso por RB.

Segue abaixo alguns exemplos de provas que utilizam RB.

Fpnks ¢ — OO0 Fpnkp OO@ — ¢
1 Wiy Hip.p/ I — 1 7w:<>|:|<p
2 7wa’ Hip. p/ IO 2 wRw’
3 w'Rw 2 RB 3 w' :Og
4 w O 1,31¢ 4 w Rw
5 w: OO 2—4 Io 5 W
6 w:p—-0O0p 1—51— 6 w:o0p— o

Observe que dos dois teoremas acima segue GOp — OO@
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Hip.p/I —

1 EG

1 EC

2B

1,316

1—51—->



4.2.5 RegraR5

m  wRw
n wRw”
o WwWRw’' m,nR5

Ou seja, a RS permite, a partir de duas férmulas relacionais wRw’ e wRw”,

inferir uma formula relacional wRw” .

Lembremos que o axioma 5 € satisfeito por modelos cuja relacdo de acessibi-

lidade € euclideana, justamente o que € expresso por R3.

Segue abaixo alguns exemplos de provas que utilizam RS5.

Fpnks OO¢ — Op

o0

w o0

wRw

’7

wRw

77 .

WNRWI

w: Op

w: OOp — Op
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Hip.
Hip.

1 EO

1 EO
3,2R5
4,5 EO
2—6 EO

1—71—



Fponks Op — OO

Fpnvks O(0g — @)

@)

wRw

124

wRw

VAN

/7

wRw

w: OO0

w:Op — OO

w iOp — ¢

w: OO — @)
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Hip.
Hip.

1 EO

1 ES
R5
4,510
2—6 10

1—71—

Hip.

Hip.
I,1R5
2,3 EO
2—41—>

1—5 1o



4.2.6 Regra RG

l wRwW’
m wRw”
n wRw” I,m RG

(n+1) w'Rw” [,mRG

Sendo que w'” é nova na derivag@o.

Ou seja, a RG permite, a partir de duas formulas relacionais wRw’ e wRw”’,

77 77

inferir duas férmulas relacionais wRw’” e w”Rw’”, contanto que w'” seja um ro-

tulo novo. Segue abaixo um exemplo de prova que utilizam RG.

Fovke OO — OO

1 | e SOp Hip.

2 7w7€w’ Hip.

3 wRw'’ 1 EO

4 w’ O 1 EG

5 w Rw'”’ 2,3 RG
6 w Rw'"’ 2,3 RG
7 w' 4,6 EO
8 w O 5,71
9 w OO 2—8 IO

10 w:o0p — 00 1-91-—
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4.2.7 Regra R4

/

m wRw
n wRw” m R47!

(n+1) w'Rw m R4™!

Sendo que w” € nova na derivacao.
Ou seja, a R47! permite, a partir de uma férmula relacional wRw’, inferir duas

férmulas relacionais w'Rw” e w”Rw’, contanto que w”’ seja um rétulo novo. .

Segue abaixo um exemplo de prova que utiliza R4™".

Fpnk4-1 OO¢p — Op

1 o owe Odg Hip.

2 7WRW' Hip.

3 wRw" 2 R4™!
4 w’Rw’ 2 R4
5 w” O 1,3 EO
6 w g 4,5 EO
7 w: O 2—6 IO

8 w:D0O0p — Op 1—7 1o

Terminamos este capitulo tendo concluido um dos objetivos desta tese: adap-
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tar o método de deducdo natural rotulada de Gabbay para a notag¢do de Fitch. No
proximo capitulo, abordaremos mais um objetivo: expandir o método de forma

genérica para l6gicas multimodais.
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Capitulo 5

Logicas Multimodais e Deducao

Natural Rotulada

Neste capitulo tratamos da generalizacdo, para 16gicas multimodais, do mé-
todo de dedugdo natural rotulada introduzido no capitulo anterior.

Um pardmetro modal é uma classe de operadores modais definiveis a partir
de um unico operador. Os operadores ‘0" e ‘¢’ tém 0 mesmo parametro modal,

afinal de contas, sdo interdefiniveis:

E]Sp déf —|O—|SD

Uma l6gica com n parametros modais é chamada de n—modal. Todos os siste-
mas tratados até agora sdo monomodais, ou seja, tratam de apenas um parametro
modal. Alguns exemplos notdveis de l6gicas multimodais (i.e. com mais de um

parametro modal) sdo os seguintes.

Logicas temporais : As légicas temporais de PRIOR (1957) contam com os se-
guintes operadores modais;

Py, “alguma vez foi o caso que ¢”,
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Hey, “sempre foi o caso que ¢”,
Fo, “alguma vez serd o caso que ¢”,

Gy, “sempre serd o caso que ¢”.

Os operadores P e H sao interdefiniveis, assim como F e G. Contudo, nao
€ possivel (a0 menos nos sistemas mais estudados de 1ogicas temporais)
definir P e H por meio de F ou G, nem definir ' e G por meio de P ou H.
Assim, tem-se dois pardmetros modais, o dos operadores que expressam o

passado (‘P’ e ‘H’) e dos operadores que espressam o futuro (‘F’ e ‘G’).

Logicas epistemico-doxasticas : Estas l6gicas contam com operadores modais
Ko, “sabe-se que ¢”,

By, “acredita-se que ¢”.

Como os conceitos de ‘conhecimento’ e ‘crenga’ ndo sdo definiveis estrita-
mente em termos um do outro, os operadores em questao sao de parametros

modais distintos.

Logicas epistémicas e/ou doxasticas com mais de um agente cognoscente : Para
lidar, por meio de l6gicas modais, com as interacdes de conhecimento e/ou
crenga de multiplos agentes cognoscentes, utiliza-se um operador episté-
mico e/ou operador doxdstico para cada agente,

Kip, ‘i sabe que ¢’,
By, ‘i acredita que ¢’.

Uma vez que o conhecimento ou a crenga de um agente cognoscente ndo
pode ser definido por meio do conhecimento e crenga de outro agente (ao

menos na maior parte das situacdes), cada agente cognoscente corresponde
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a um (no caso de uma légica estritamente epistémica ou estritamente do-
xdtica) ou dois (no caso de uma légica epistémico-doxdstica) parametros

modais.

Logicas deonticas que lidam com mais de um sistema moral ou legal : Pode-
mos lidar com os conceitos de obrigatoriedade e permissibilidade em dife-
rentes codigos legais ou morais, tratando cada c6digo como um parametro

modal.

Logicas dinamicas : Nas 16gicas dindmicas, cada parametro modal (geralmente
representados por letras romanas minudsculas) representa uma acao,
[a]e, “sempre, apds a realizacdo da acdo a, € o caso que ¢~

(a)yp, “eventualmente, apds a realizagcao da acao a, € o caso que ¢”.

Assim, uma légica dindmica consiste em uma légica n—modal, onde n é o
nimero de a¢des (que ndo podem ser definidas estritamente por meio de

outra acao) expressas pela linguagem da l6gica em questdo.

No método axiomadtico, podemos obter sistemas multimodais simplesmente
fazendo a unido dos axiomas de sistemas monomodais de parametros distintos.
Este procedimento é chamado de fusdo, e utiliza-se o simbolo ‘@’ para representa-
lo.!

Por exemplo, digamos que queremos um sistema bimodal no qual um dos

parametros € regido pelos principios do sistema T; enquanto o outro parametro é

'A fusio de légicas é um caso especifico de combinacéo de logicas, um campo de estudo
extenso. Aqui, apenas descreveremos a fusdo de I6gicas modais normais. Aqueles interessados em
se aprofundar no tema, sugerimos a leitura de CARNIELLI & CONIGLIO(2014) e CARNIELLI
& CONIGLIO et al.(2008)
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regido pelos principios do sistema D. Primeiro, estipulamos simbolos diferentes
para cada parametro; por exemplo, ‘0’ e ‘¢’ para o primeiro, ‘B ¢ ¢’ para o
segundo; e efetuamos a fusio, o que resulta no sistema que denotaremos por

Ty @ Dy
e Axioma LC.
e Axioma K,. O(p — ¢) — (Op — OY)
e Axioma Ky. B(p — ¢) — (B — mY)
e Axioma de Interdefinibilidade O/<. —O-¢ < Op
e Axioma de Interdefinibilidade m/¢. -H—¢p < ¢¢

e MP.

" Al
¥
e Regra de Necessitagdo, RNg. ¢

F O

e Regra de Necessitacdo, RNg. "

- Hp

e AxiomaTy. Op — ¢

e Axioma Dg. Hp — $p

O sistema Ty @ Dy terd teoremas tanto de Ty quanto de Dy, além de outros
teoremas que sequer sao exprimiveis nas linguagens destes, tal como OB(¢ — ¢).
Para expressar interagdes mais sofisticadas entre parametros modais, pode-se
estender sistemas obtidos por fusdo postulando-se axiomas adicionais chamados
de principios pontes, os quais consistem em esquemas de férmulas nos quais ocor-
rem modalidades de mais de um parametro. Alguns exemplos destes principios

sS40 Oy — WY, ¢ — BOP € B — WO.
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Na primeira se¢ao deste capitulo, introduziremos a sintaxe e a semantica dos
sistemas multimodais, € mostraremos como obter sistemas rotulados de dedugao
natural equivalentes aos sistemas axiomaticos obtidos por fusdo de 16gicas. Uma
vez que a semantica em questdo é uma generalizacdo da semantica de Kripke
introduzida no Capitulo 3, todos os resultados deste sdo generalizaveis para os
sistemas multimodais.

Na segunda secdo, mostraremos como obter a propriedade relacional dos modelos
candnicos de sistemas que tenham como axiomas ou teoremas certos principios
pontes. Trabalharemos apenas com formulas que sejam instancias do esquema
Gamn,), uma generalizacdo multimodal do esquema G;, 0y introduzido no Ca-
pitulo 3.

Na Secdo 3, introduziremos regras de dedu¢do natural que permitem estender

os sistemas introduzidos na primeira sec¢ao.

5.1 Linguagem, semantica e regras de deducao na-

tural das légicas multimodais

Por conveniéncia, utilizaremos a notag¢do usual da assinatura das légicas dina-

micas quando tratarmos de qualquer 16gica n—modal para n arbitrario:
Lia,) = plmLiagl(LiagALa)(LiagV Lia)l(Liay) = Lial[ad LiagKa) Lyay-

onde 1 < x < n, ou seja ‘[a;]’, (a;)’,..., ‘[a,]” e ‘(a,)” s@o os operadores mo-

dais da linguagem.

Como as l6gicas bimodais terdo uma atenc@o maior neste capitulo, ao tratar-

mos destas utilizaremos ‘0’, ‘¢, ‘@ e ‘¢’ no lugar de ‘[a;]’, ‘(a;)’, ‘[ax]” e (ay)’,
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respectivamente.

Por extensdo das defini¢des introduzidas no Capitulo 3, um modelo para uma
16gica n—-modal € uma (n + 2)—upla M = (W, Ry, ..., R, v). Jd uma estrutura para
amesma é uma (n + 1)-upla ¥ = (W, Ry, ..., R,).

Os critérios de satisfatibilidade para uma férmula multimodal em relagdo a
mundos, modelos e estruturas sdo os mesmos que os critérios para légicas mono-
modais introduzidos no Capitulo 3, bastando generalizar as cldusulas para opera-

dores modais:
o (M,w) E [a,]a sse, paratodo w’ € W tal que wRw', (M, W) F a
o (M,w) E (a,)a sse, para algum w’ € W tal que wRw', (M, w') F

Dado isto, o primeiro passo para se obter um sistema de deducao natural rotu-
lado para l6gicas multimodais € generalizar as regras /0, EO, IO e E<, introdu-

zidas no capitulo anterior, para quaisquer parametros:

Introducio de [a,] Eliminacao de [a,]
m wR W Hip. m w:[a]e
h) n  wRw
n w i o w:p m,n Ela,]
(n+1) w:lale m—mn I[a,]

Contanto que w’ seja novo na deri-

vacao.
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Introducao de (a,) Eliminacao de (a,)

m w:e m w:{ane
n  wRw n wRw m,n I{a,)
o w:{ayy m,n la,) n+1) w:op m,n I{a,)

Contanto que w’ seja novo na deri-

vacao.

Com esta generalizacdo das regras de introducao e eliminacao dos operadores
modais, basta adequar as regras tratadas no Capitulo 4 aos parametros modais
especificos para obtermos sistemas de dedu¢do natural rotulada equivalentes aos
sistemas axiomaticos obtidos por fusdo de l6gicas modais.

Para fins de ilustracao, digamos que visamos obter um sistema de dedu¢do na-
tural rotulada equivalente ao sistema axiomético T; ® Dyg. Neste caso, precisamos
adequar as regras RT e RD (introduzidas no capitulo anterior) restringindo-as aos

parametros aos quais elas se aplicam. O resultado é:

Regra RDy
n wRyw' RDg Regra RT,
n wRw RT;
Contanto que w’ seja novo

na derivac@doe w # w'.

Na secdo a seguir, veremos como estender esses sistemas criando “pontes” en-

tre os parametros.
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5.2 Principios Ponte entre parametros modais

Em sistemas axiomaticos que estendem sistemas obtidos por fusdo, a “ponte”
entre parametros modais distintos € expressa por meio de axiomas nos quais estao
relacionadas modalidades desses parametros. Estes axiomas sdo chamados de
principios ponte.

Para obter sistemas de dedu¢do natural rotulada equivalentes a estes sistemas
axiomadticos, basta elaborar e adotar regras que descrevam a propriedade relacio-
nal dos modelos que satisfazem os axiomas em questao.

Nesta secdo, veremos como obter a propriedade relacional de axiomas que
consistem em instancias do esquema Ggmpno), O qual serd definido em 5.2.3 e
se trata de uma generalizacdo multimodal do esquema G; ), introduzido no
Capitulo 3.

Inicialmente, a fim de identificar os mais diversos axiomas como instancias
do mesmo esquema, precisamos adotar em nossa metalinguagem certos recursos.
Estes nos permitirdo tratar a composi¢ao de vérios parametros modais como um
Unico parametro, e a auséncia de modalidades como uma espécie de parametro
neutro. Assim, tanto axiomas com um pardmetro quanto axiomas com VArios

parametros podem ser identificados como instancias de G mn.o)-

5.2.1 Operacoes entre parametros modais

Definicdo: Se a e b sdo parametros modais, estipulamos que allb,aob,0e 1
também sdo parametros modais tais que os seguintes esquemas de férmulas sejam
validos em qualquer modelo de Kripke para 16gicas com parametros a e b:

[aLible & ([ale A [ble)

[aobly < [a][ble
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[0]p

[1lp & ¢

(aub)p & (a)p Vv <(b)p)
(aob)p < (axb)y

Dy oo

—(0)¢

Observacao: Enriquecer uma linguagem com ‘1°, ‘0’, ‘> e ‘o’ ndo lhe con-
fere maior poder expressivo. Afinal, pela definicao, tudo o que for expresso por
meio destes simbolos pode ser expresso sem uso deles. Por exemplo, a férmula
[0]p — ([aob]p — [1]p) € equivalente a [a][b]p — p.

Justamente por serem indcuos em linguagens de qualquer 16gica multimodal,

eles serdo uteis em expressar alguns fatos sobre estas, como veremos a seguir.

5.2.2 Funcao p

Definicdo: Para cada sistema (multi)modal S, define-se uma funcio p cujo
dominio consiste nos parametros modais de S e a imagem consiste nas relacdes

de acessibilidade do modelo candnico de S; de forma que:

p(ax) = Rx .

Ou seja, p “nos informa” quais relagdes de acessibilidade correspondem a cada

pardmetro modal.

Teorema: Dados os parametros modais a, b, 1 e 0, para qualquer sistema S

tem-se que:

20 consiste em um parimetro absurdo, no qual todas as proposicdes sio necessarias.
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(1) p(aub) =p(a)U p(b)
(it) p(aob) = p(a)op(b) ?
(iii) p(1) = id
(iv) p(0) =2

Prova:

()

Considere um mundo w de um modelo M tais que (M, w) E [a]e A [b]p. Ou
seja, (M, w) E [ale e (M, w) E [b]ep. Isto tem as seguintes consequéncias:
para qualquer w’ tal que (w, w’) € p(a); (M, w’) E ¢.
para qualquer w” tal que (w, w”) € p(b), (M, w"”) E ¢.

243

Ou seja, para qualquer w”’, tanto {(w,w’”) € p(a) quanto {(w,w’”) € p(b) sdao
condicdes suficientes para garantir (M, w”’) E ¢. Portanto, (w, w"”’) € p(a) U p(b)

também o €. Logo, p(a LI b) = p(a) U p(b).

(i)

Para uma valoracao » de um modelo qualquer, v([a][b]e, w) = 1 sse, para todo
w’ tal que (w, w’) € p(a), v([b]y,w") = 1. Isto, por sua vez, € o caso sse, para todo
w” tal que (W', w”) € p(b), o(p,w"”) = 1.

Ora, tudo isto é abrevidvel por v([a][b]e,w) = 1 sse, para todo w” tal que
w',w") € p(a) o p(b), o(p,w"”) = 1.

Uma vez que, por defini¢do, [a o b]y < [a][b]y; tem-se que

p(acb) = p(a) o p(b).

3Lembre que R 0 S = {{x,y)| Az, (x,2) € R&(z,y) € S}
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(iii)

Por defini¢do, [1]¢ — ¢. Assim, como ja foi demonstrado no Capitulo 3, p(1)
¢ reflexiva; o que garante id C p(1).

Agora suponha, por absurdo, que p(1) ¢ id. Neste caso, deve existir um w
e um w’ tais que (w,w’) € p(1) e w # w’. Basta-nos mostrar um modelo cuja
relacdo de acessibilidade tenha esta propriedade, mas ndo satisfaca ¢ — [1]¢.
Considere, assim, um modelo M no qual (M, w) E p e (M, w’) E =p. Neste caso,

(M, w) g [1]p. Consequentemente, (M, w) # p — [1]p. Logo, p(1) C id.

(i)

Suponha, por absurdo, que p(0) # @. Neste caso, existe um w e um w’ tais que
(w,w") € p(0). Como, por defini¢do, [0]¢ € um esquema verdadeiro para qualquer
férmula ¢ em qualquer mundo de qualquer modelo, tem-se que v([0]p, w) = 1.
Disto segue que v(¢,w’) = 1, para qualquer férmula ¢, o que € absurdo. Logo,

p0) = 2.
Q.ed.

5.2.3 Esquema Gqmpno)
Defini¢ao: Sejam 1, m, n e o pardmetros modais, G mn,e) CONsiste no esquema
(H[m]y — [n]{o)p

5.2.4 Teorema de satisfatibilidade de Gqmno)

O esquema G mn,) € satisfeito por modelos com a seguinte propriedade rela-

cional

p()~" o p(n) € p(m) o p(0)~!
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Prova: Considere um modelo M que tenha a propriedade relacional em ques-
tdo. Suponha (M, w) E (I)[m]p. Ou seja, existe um w’ tal que (w,w’) € p(l) e
(M,w’) £ [m]p. Consequentemente, para todo w” tal que (w',w”) € p(m),
(M, w") E @. Além do mais, (W', w) € p(I)~".

4

Para qualquer w’” tal que (w, w”’) € p(n), * tem-se que (W', w”’) € p(1)~'op(n).

7717

Consequentemente, (W', w”’) € p(m)op(0)~'. Disto segue que deve existir um w

17 77

tal que (W', w””’y € p(m) e (W, w"y € p(0)~'. Ou seja, (W, w"”y € p(0); 0 que
garante (M, w"”’) £ (0)p. Disto segue que (M, w) E [n]{0)¢p.

Logo, (M, w) £ (I)[m]e — [n]{o)p. Q.e.d.

5.2.5 Teorema de caracterizacio de Gqmn.o)

O esquema G mn,) caracteriza a classe de estruturas cujas respectivas relagoes

de acessibilidade satisfazem a seguinte condic¢ao:

p()™" o p(n) C p(m) o p(0)™!

Prova: A propriedade em questdo pode ser expressa em légica de primeira—

ordem por
Yw, w' , w” . (wo(Dw'& wo(m)w”) = Iw”’ (W p(m)w”” & w” p(0)w’’). >

Isto nos permite provar este teorema de forma similar a como provamos 3.1.1 no
Capitulo 3.

Seja § uma classe de estruturas tal que § F (I)[m]¢ — [n]{0)¢. Suponha, por
absurdo, que haja um membro # de § que ndo satisfaz a propriedade relacional

em questdo. Neste caso, existe w,w’,w” tais que wo(l)w’ e wp(n)w”’, mas nao

“No caso de p()~! o p(n) = @; tem-se que, para qualquer w””’, (w,w”’) ¢ p(n). Disto segue

que (M, w) £ [n]{0)p. O que garante (M, w) £ (I)[m]p — [n]{0)¢p.
>Onde wp(x)w’ abrevia (w, w’) € p(x) para quaisquer mundos w e w’ e qualquer parimetro X.
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24 44

existe um w'” tal que w’p(m)w”” e w”p(0)w”’. Considere um modelo M obtido a

44

partir de ¥ pela aplicacdo de uma valoracdo v tal que, para todo w”’, o(w”’, p) = 1
sse wp(m)w’”’. Neste caso, M,w” £ [m]p. Consequentemente, M, w £ (I)[m]p.
Mas como (w”,w"”) ¢ p(0), temos que M, w ¥ (0)p. Consequentemente,

M, w g [m]{o)p. Assim, M,w £ {I)[m]p — [n]{o)p. Q.e.d.

Com estes teoremas, podemos facilmente determinar quais sdo as proprieda-
des relacionais dos modelos que satisfazem principios ponte que sejam instincias
do esquema G mn,0)- Como nos focaremos em casos bimodais, nossos parimetros

seriob (ODe O)ep (me ¢), tais que p(b) = Re p(p) = S.

Exemplo 1: 0p — mp

Esta férmula corresponde a seguinte instancia do esquema G mn.o):

([ble — [pKD)¢

Portanto, a propriedade relacional é

p()~" o p(p) € p(b) © p(1)™!
Ao aplicar as devidas substituicdes e regras® da 4lgebra relacional, obtém-se:

id'oSCRoid!
idoSCRoid
SCcR

®Nos exemplos dados, as tnicas regras utilizadas sdo:
Idempoténcia da identidade: Roid =ido R =R

Simetria da identidade: id~! = id
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Exemplo 2: Op — mOgp

Esta formula corresponde a seguinte instancia do esquema G(l1,m,n,o):

(L[ble — [p o bKL)¢

Portanto, a propriedade relacional é

p()™" o p(p ob) C p(b) o p(1)”!

Ao aplicar as devidas substitui¢Oes e regras da dlgebra relacional, obtém-se:

id'"oSoRCRoid™!

SoRCR

Ao efetuarmos o mesmo procedimento para os axiomas bimodais mais recor-

rentes na literatura, obtemos:

Nome | Form. usual Gamn.o) Form. alt. Propriedade Relacional
Aom Op — My 1,b,p,1 0 — O ScR
T+ | (CpAmp) > | 1,bUp, 1,1 | ¢@— (OpV ep) R U S € reflexiva.
Tom Omp — ¢ I,bop,1,1 @ — O S o R é reflexiva.
B ¢ — 06 1,1,b,p oMY — ¢ RcS!
4om0 O¢ — MmOy 1,b,bop,1 *Op — O SoRCR
4oom O¢ — Omy 1,b,pob,1 Odp — O RoSCR
Sao SO — BOY b,1,p,b ¢0¢ — O RCSoR
Cao BOp > 0Ol | I,pob,bop, 1| Oep — O RoSCSoR
4.1 mOp — Og pob,1,1,b COp — $O@ RCSoR
5a6 BOY — O b,1,p,b ¢0p — Op RCSoR
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5.3 Regras de deducao natural rotulada

A seguir, formularemos algumas regras para sistemas bimodais e trimodais.
Daremos exemplos de aplica¢Oes destas regras realizando derivacdes em sistemas
que s6 contam com regras para os conectivos cldssicos, regras de eliminacao e in-
troducao dos operadores modais e a regra ilustrada. Os sistemas em questao serdo
chamados de ‘DN K Ky’ seguido do nome da regra discutida, nos casos bimodais;
e ‘DNKqKp)K|¢)” seguido do nome da regra discutida, nos casos trimodais.

Ademais, discutiremos interpretacdes que podem ser dadas as férmulas deri-

vadas, o que sugerird aplicacdes dos sistemas formados por tais regras.

5.3.1 Acarretamento (RA g), S C R

/

m  wSw

n wRwW mRAa

FDNKoKadoe 0@ — By FDNKoKadou #9 — O

1 W O Hip. 1 oW 0 Hip.

2 7WSW' Hip. 2 wSw’ 1 E¢

3 wRw’ 2 RAoa 3 w g 1Ee¢

4 w 1,3 EO 4 wRw’ 2 RAa

5 w: Ep 2—4 Im 5 w:Op 3,410

6 w:Op— 1—51— 6 w:ep—oOp 1—-51—

O¢ — My é geralmente adotada como axioma em sistemas nos quais a moda-
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lidade

‘@’ é subalterna a modalidade ‘0’. Exemplos:

Ao interpretarmos ‘0’ e ‘@’ como necessidade 16gica e necessidade fisica,
respectivamente, a férmula Op — By expressa que toda necessidade 16gica
€ uma necessidade fisica. Por contraposicdo, ¢¢ — ¢ expressa que toda

possibilidade fisica € uma possibilidade 16gica.

Ao interpretarmos ‘0’ e ‘@’ como obrigatoriedade legal a nivel federal e
obrigatoriedade legal a nivel estadual (para um estado especifico da fede-
racdo), respectivamente, a formula Op — By expressa que aquilo que for

obrigatdrio na federacdo € obrigatério no estado.

Em geral, l6gicas epistemico—doxdsticas contam com o axioma K¢ — By;

o qual expressa que tudo o que for conhecido também € acreditado.

5.3.2 Inversdo (RBg,), R C S7!
m  wRw’
n  wS8w mRBg,
FDNKoKaBoy WY — @ FDNKoKaBoy ¢ — O14@
1 W Oy Hip. 1 Wiy Hip.
2 wRw’ 1 E¢ 2 JRW’ Hip.
3 w' : Op 1 E¢ 3 w'Sw 2R RBg,
4 w Sw 2R RBg, 4 w e 1,317¢
5 W 3,4 EO 5 w: Oép 2—4 1o
6 w:Omp - 1—-51—- 6 w:p—o O 1—-51—-
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Observe que dos dois teoremas acima segue Fpyk, ka5, OB — O4.

Em abordagens axiomaticas das l6gicas temporais, geralmente sdo adotados
como axiomas os esquemas de formula ¢ — GPy e ¢ — HFp. A interpretagao
de ¢ — GPyp ¢ ‘se [€ 0 caso que] ¢, entdo sempre serd o caso que alguma vez foi o
caso que ¢’. Ja ¢ — HF ¢ € interpretada como ‘se [€ o caso que] ¢, entdo sempre

foi o caso que alguma vez viria a ser o caso que ¢’.

533 RT-.m, RUS éreflexiva

m wRwW Hip.
s
n w:ie
(n+1) wSw  Hip.
o
0 W
o+1) w:op m—n,n+ 1—o RT,a

RT,,a lida com duas subprovas, assim como EV. Esta semelhanca ndo é mera
coincidéncia, uma vez que Yw({(w,w) e RUS & (w,w) e RV (w,w) € S)). Ou
seja, um mundo w acessa a si proprio por meio de R U S sse w acessa a si proprio
por meio de R ou por meio de S. Como estamos falando de uma R U S reflexiva,

teremos que qualquer mundo acessa a si préprio por meio R ou S.

118



FDNKoKaTora (0@ A BQ) — @ FDNKoKaTorm @ — (@ V $9)

L] wioprmg Hip. 1 Wi Hip.

2 | wRw Hip. 2 | wRw Hip.

3 w: Op 1EA 3 W Op 1,210

4 W 3,2ED 4 W OPV 4 31V

5 | wSw Hip. 5 | wSw Hip.

6 w: 1 EA 6 W e 1,514

7 wie 6,5 Em 7 w:OpV g 61v

8 wig 24 5—TRlom o MERTAVE Y 2—4,5—T7 RTg.m
9 w:([@pAmp) — @ 1—81— 9 w:ip—(OQV ) 1—81—

5.3.4 RT-m,RoS éreflexiva

n wRW RTga
n+1) wWSw RT.a

Contanto que w’ seja novo na derivagao.
Diferentemente de outras regras introduzidas neste capitulo, RT g permite in-

troduzir férmulas relacionais novas em qualquer passo da derivacdo independen-

temente de quaisquer outras ja presentes.
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FDNKoKaTos OHY — @ FDNKoKaTow £ — O#@

1 e Oy Hip. 1 Wi Hip.

2 wRw’ RT a 2 wRw’ RTa

3 w'Sw RT.a 3 w'Sw RT:a

4 w o mp 1,2 EO 4 w e 3,11¢

5 W 4,3 Em 5 w: O 2.4 1O
6 w:Omp — @ 1—51—- 6 w:ip— O I—51—-

Em l6gicas dindmicas, [a;][a]¢ — ¢ significa que, se a execugdo das acdes a;
e a, (nesta ordem) sempre resulta em ¢, entdo ¢ ja € o caso. Assim, esta férmula

serve para indicar que a acdo a, reverte qualquer efeito de a;.

5.3.5 Comutatividade (RCgg), RoSCSoR

[ wRw
m  wSw”’
n wSw” I,m RCag

(n+1) w’Rw” [,m RCqap

Contanto que w'” seja novo na derivagao.
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FDNKoKaCan MO — OMQ

1 e [ [ml%

2 7w7€w'

3 7W,SWN
4 wSw"”’
5 w” Rw"’
6 w” : Op
7 w’ e

8 w o Ep

9 w: Olp

10 w:mOp — Omp

Hip.

Hip.

Hip.

2,3 RCyp
2,3 RCup
1,4 Em
6,5 EO
3—7 Im
2—8 IO

1—91 —

FDNKoKaCan O®P — #O¢

10

w O

/

wRw

W/I/RW/I

W/I/ . 0(p

w: ¢Op

w O — 0@

Hip.

1 ESG

1 EO

3Ee

3E¢

2,4 RCap

2,4 RCyqp

7,510

6,816

1—91 —

Este caso de comutatividade dos operadores modais de parametros distintos €

interessante em diversas aplicacdes de 16gicas multimodais:

e Em logicas dindmicas, a formula [a;][az]¢ — [az][a1]e expressa que, se

a execucdo das acdes a; e a,, nesta ordem, sempre resulta em ¢, entdo o

mesmo resultado sempre serd obtido se a ordem de execucao for invertida.

e Em lbgicas dedntico-temporais, a féormula OGy — GOy expressa a imu-

tabilidade de um sistema de regras. Se é obrigatorio que ¢ sempre serd o

caso, entdo sempre serd obrigatorio ¢.
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e Em légicas epistémico-temporais, a formula KGy — GK¢ expressa a me-

moria perfeita. Se € sabido que ¢ sempre serd o caso, entdo sempre se sabera

que .

53.6 R4 gn;, SoRCR

[ wSw

m  wRw

n wRw’ I,m R4.an

FDNKoKadoan 0@ — BOQ

1 o O Hip

2 7wa’ Hip.

3 7w'7€w" Hip.

4 wRw”’ 2,3 R4-mn
5 w’ e 1,4 EO

6 w' : Op 3—5 1o
7 w: B0 2—6 Im

8 w:DOp — mdp 1—71—

FDNKoKadoun #C¢ = O

1

w: 0@

/

wSw

’

w i Op
wRw”

/7.

7

wRw

w: Op

w409 — O

Hip.

1 Ee

1 Ee

3EO

3EO

6,510

1—71—>

Em légicas epistémico-doxadsticas, as formulas K;¢o — B;K;p e Bip — K;Bip

expressam a capacidade de instrospecc¢ao positiva de um agente cognoscente i. Ou



seja, o agente i reconhece as proprias crengas e o proprio conhecimento.

5.3.7 Regras trimodais

Nos casos trimodais, forcar-nos-emos em desenvolver regras que permitem
derivar [a][b]y — [c]p, [c]e — [a][b]y e ([a]e A [b]p) — [c]e. O interesse espe-
cifico nestes esquemas de férmula se deve ao fato destas expressarem a definicao
de um conceito relativo a um parametro modal por meio de outros dois conceitos
relativos a outros dois parametros modais. Por exemplo, podemos expressar que
uma acdo ¢ € definida pelas acdes a e b executadas em sequéncia e nesta ordem
por [c]o < [a][ble. Ou ainda, podemos expressar que conhecimento é crenca
justificada por K¢ < (Bo A Jo).

Aqui utilizaremos as relagdes de acessibilidade A, B e C; as quais correspon-

dem aos parametros a, b e ¢, respectivamente.

R4}, CCAoB R4 ca, Ao BCC
I wCw I wAw
m  wAw’ | R4, m  wBw’
n w'B8w R4} n wCw” I, m Récap

abc

Contanto que w” seja nova na deri-

vacio.

7 A rigor, niio precisamos de uma regra especifica para derivar [c]o — ([alg A [ble), pois isto

pode ser feito adotando duas variagdes da Regra de Acarretamento.
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8

RAa+bc,C - AUB

[ wCw
m WwAW'
p
n w’
(n+1) wBw
I
0 "

o+1) w':g

Hip.

Hip.

I,m—n,n+ 1—o0 RA . pe

A seguir, exemplos de derivagdes envolvendo as trés regras apresentadas.

FDNKoKadgl, [a][bly — [c]e

7w : [a][b]e Hip.
JCW’ Hip.
WwAwW”’ 2 R4;l}c
w"’' Bw’ 2 R4;l}c
w” . [ble 1,3 E[a]
W 5,4 E[b]
w: [ele 2—6 I[c]
w : [a][bly — [clp 1—71—
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FDNKoKedea, 1€] — [al[blo

w’ : [bly

w : [a][bly

w: [c]e — [a][ble

Hip.

Hip.

Hip.

2,3 R4 cap

1,4 E[c]

3—5 I[b]

2—6 I[a]

1—71—>



FDNKoKadasne ([2l A Dlp) — [cp

o [a]le A blp Hip.
wCw'’ Hip.
wAW’ Hip.
w: [a]e 1 EA
woie 4,3 E|a]
7wa’ Hip.
w: [ble 1 EA
8 w g 7,6 E[b]
9 W 2,3—5, 6—8 RA,ibe
10 w: [elp 2—9I[c

1T w: ([ale Ablp) — [cle 1—101 —

Terminamos este capitulo alcangando mais um objetivo desta tese: tratar de
forma genérica e abrangente a dedu¢do natural rotulada para 16gicas multimodais.
No préximo capitulo, tentaremos dar um passo além e abordar as 16gicas modais

de primeira ordem.
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Capitulo 6

Logica Modal de Primeira Ordem

Neste capitulo discutiremos as 16gicas modais de primeira ordem, um tépico
repleto de dificuldades técnicas e filosdficas.

Comecaremos na Se¢do 6.1 introduzindo a notagdo com a qual trabalharemos.
Na Secdo 6.2 discutiremos algumas questOes metafisicas concernentes a estas 16-
gicas. Na Secdo 6.3 apresentamos um método de dedugdo natural rotulada para

algumas destas légicas.

6.1 Notacao

Neste capitulo lidaremos com duas assinaturas, uma bdsica (a qual chamare-
mos de L,q) € outra que estende a primeira com simbolos funcionais e de identi-
dade (a qual chamaremos de Lpgy).

O sistema que desenvolvemos conta apenas com a assinatura Lpq, €nquanto
que a assinatura Ly serd utilizada apenas para a discussao filosofica.

O vocabuldrio da assinatura L4 conta com:

e as letras minusculas, italizadas, com ou sem subindices numéricos, ‘a’, ‘b’,

‘¢’ e ‘d’, como constantes individuais (a, ay, di,..., b, by, b;...)
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e as letras minusculas, italizadas, com ou sem subindices numéricos, ‘x’, ‘y’

e ‘z’, como varidveis individuais (X, Xo, X1,..., ¥, Y0 Y1---)

e as letras maiusculas, italizadas com ou sem subindices numéricos, ‘P’, ‘Q’,

‘R’ e ‘S’, como simbolos de predicado (P, Py, P,..., Q, Qo, 0;...)
e 0s operadores logicos cldssicos, =, A, Ve —
e 0s operadores modais, O e ¢
e 0s quantificadores, ¥V e 3

e 0s simbolos auxiliares, ‘(" e ©)’.

Eventualmente, recorreremos a abusos de notacdo e utilizaremos sequéncias
de letras romanas mindsculas como constantes individuais, e sequéncias de letras

romanas maiusculas como simbolos de predicado.

Na metalinguagem, utilizaremos ‘c’, ‘¢’’, ‘¢’”’... para representar quaisquer

constantes individuas; assim como utilizaremos ‘v’, ‘v’’, ‘v"’’... para representar
quaisquer variaveis individuais. Contantes e varidveis individuais serdo chamadas
de termos individuais, os quais serao representados na metalinguagem por ‘t’, ‘t”,
‘T etc.

Ainda quanto a metalinguagem, utilizaremos letras gregas mindsculas — ‘¢’,
“W’, ‘x’ etc. — para representar formulas quaisquer. Utilizaremos a notag@o ‘¢(t)’
para indicar que um termo t ocorre em uma férmula ¢. Quando utilizarmos ‘p(t)’
e ‘¢p(t’)’ no mesmo contexto, significard que as formulas em questdo sdo seme-
lhantes e diferem entre si apenas pelos termos individuais.

As formulas atomicas de Lpyq sdo definidas da seguinte maneira: se P € um

predicado n-drio e ¢ ... ¢’ sdo n constantes individuais, entdo P(c,...,¢’) é uma

férmula atdmica.
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Observe que todos os predicados zero-arios sdo, automaticamente, férmulas
atOmicas.
Finalmente, a defini¢do recursiva de formulas bem-formadas da assinatura

Lmq € a seguinte:

e Todas as féormulas atdmicas pertencem a assinatura Lyq
o Se ¢ € Ling, entido —p, O, Op € Lng.

® Se g, € Ling, entdo (¢ AY), (@ V), (¢ = ¥) € Ling

e Se ¢(c) € Ling € a varivel v ndo ocorre em ¢(¢), entdo Yve(v), Ive(v) €
Lmq; onde ¢(v) € obtida a partir de ¢(c) substituindo zero ou mais ocorrén-

cias de ¢ por v

e Nada mais pertence a assinatura L

A assinatura Lpqs estende Lnq pela adigdo do predicado bindrio ‘=" e de
simbolos funcionais. Para estes, reservamos as letras ‘f’, ‘¢’ e ‘h’ minusculas,
italizadas, com ou sem subindices numéricos.

Chamaremos de pardmetros individuais as constantes ou fungdes n-drias apli-
cadas a n parametros individuais; os quais serdo representados na metalinguagem

VAT VL)
1

por ‘i’, ‘i, etc. Parametros individuais também serdo considerados termos
individuais.
A defini¢cdo de formula bem-formada na assinatura Lpqs € a mesma que a

defini¢do em Ly,q, bastando ajustar a defini¢do de férmula atdmica:

e Se P € um predicado n-drio e i ... 1’ sdo n parametros individuais, entdo

¢(, ...,1") € uma férmula atdmica.

Ademais, quando o predicado em questdo for ‘=", escreveremos ‘(t = t’)’.
Eventualmente, omitiremos os parénteses, quando isto ndo comprometer a leitura

da férmula.
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6.2 Questoes metafisicas

Desde a antiguidade, filésofos se indagam sobre as relagdes entre propriedades
e identidade de individuos ou objetos.

Heraclito ( c. 535 AEC — c. 475 AEC) afirmou que um homem ndo pode en-
trar duas vezes no mesmo rio, pois nem o rio € nem o homem sao mais 0s mesmos;
sugerindo que a identidade se altera assim que as propriedades se alteram.

Aristoteles (384 AEC — 322 AEC) dedicou boa parte da sua obra distinguindo
entre predicados essenciais — i.e. predicados que determinam a identidade de um
objeto, tais como ‘humano’ e ‘animal’ — e predicados contingentes, tais como
‘senta-se’ e ‘corre’.

Plutarco (46 EC — 120 EC) ilustrou o problema com o Navio de Teseu, um
navio no qual o lenddrio her6i Teseu teria navegado e os atenienses vinham pre-
servando desde entdo. Com o tempo, as tdbuas apodreciam e eram trocadas, assim
como a vela e, eventualmente, o mastro. Quando fossem trocadas todas pecas do
barco, ainda seria o mesmo navio que Teseu navegou? Ainda seria 0 mesmo na-
vio se mais da metade das pecas fossem trocadas? O navio ainda era 0 mesmo
depois de uma mera tdbua ter sido trocada? Digamos que as pecas antigas fossem
guardadas e alguém construisse um navio com estas; qual seria o navio de Teseu,
o reformado ou o reconstruido com as pecas antigas?

Estes questionamentos impactam na 16gica modal de primeira ordem, uma vez
que esta permite que um mesmo individuo tenha diferentes propriedades em di-
ferentes mundos possiveis. Por exemplo, podemos elaborar um modelo no qual
em um mundo possivel, tal como no mundo atual, Tancredo Neves morreu em
1985 antes de assumir a presidéncia; em outro mundo possivel, ele assume a pre-
sidéncia e faz um bom governo; em mais outro mundo, ele assume a presidéncia
e faz um péssimo governo; e ainda, podemos elaborar um mundo possivel onde

ele sequer vence as eleigdes de 1985. Contudo, como podemos considerar indi-
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viduos tao diferentes e alegar que sejam todos a mesma pessoa? Existe algum
critério para atribuirmos propriedades diferentes a um mesmo individuo, ou seria
legitimo elaborarmos um modelo no qual ha um mundo onde Tancredo Neves é
uma capivara no zoolégico de Uberlandia?!

Este problema, conhecido como problema da identidade transmundana, acom-
panha a légica modal desde seus primérdios. Para David Lewis, individuos exis-
tem em um dnico mundo, ainda que estes tenham contrapartes em outros mundos.?
Assim, segundo Lewis, a proposicao ‘Tancredo Neves poderia ter sobrevivido e
assumido a presidéncia’ significa que, em algum mundo possivel, hd uma contra-
parte de Tancredo Neves a qual sobreviveu e assumiu a presidéncia.

S. Kripke rejeita a teoria de Lewis;® pois, dada uma proposi¢io versando so-
bre uma pessoa, Lewis a interpreta como versando sobre outra pessoa. Ora, uma
proposicdo como ‘eu poderia ter tomado tais e tais decisdes, o que afetaria minha
vida de tal e tal forma’ tem uma carga psicoldgica forte justamente por estar fa-
lando de mim, minhas decisdes e minha vida. Eu ndo daria a menor importancia,
se esta proposicao tratasse de outra pessoa em outro mundo, por mais que esta
pessoa fosse semelhante a mim.

Abaixo, discutiremos outras questdes filoséficas, as quais consistem em um
desdobramento do problema da identidade transmundana, e avaliaremos qual o

impacto delas na nossa escolha de formalismo.

6.2.1 Dominios variaveis versus dominios constantes

Avaliemos adiante como nossas intuicoes acerca da relacdo entre existéncia e

modalidades impacta o formalismo. Considere o exemplo a seguir.

! Ainda que, formalmente, tal modelo possa ser elaborado, a questdo é se um modelo do tipo

teria qualquer relevancia filoséfica e quais seriam os critérios de relevancia.
2LEWIS, 1986
SKRIPKE, 1980
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A proposicdo ‘ninguém ¢€ filho bioldgico de Joseph Ratzinger’ € (até onde sa-
bemos) verdadeira. Afinal, Ratzinger foi Sumo Pontifice (os quais fazem voto
de castidade) e nao concebeu um filho antes de declarar seus votos. Contudo,
Ratzinger poderia ndo ter escolhido a vida sacerdotal (ou ter quebrado seu voto)
e eventualmente ter se tornado pai. Ou seja, a proposi¢do ‘poderia existir al-
guém que fosse filho de Joseph Ratzinger’, 0dx FILHO(x, ratzinger), é (a0 me-
nos segundo esta intui¢do) verdadeira. Em contrapartida, se assumirmos como
propriedade essencial de uma pessoa o seu material genético (e, consequente-
mente, sua ascendéncia), uma vez que o filho de Joseph Ratzinger nunca foi con-
cebido, ndo ha sequer uma pessoa na face da Terra que pudesse ser seu filho.
Ou seja, a proposicao ‘existe alguém que poderia ser filho de Joseph Ratzinger’,
AxOFILHO(x, ratzinger), € (segundo esta assunc¢do) falsa.

Modelos de dominios varidveis captam a intui¢@o descrita acima, uma vez que
nesses modelos uma constante individual pode ter referentes em um mundo e nao
em outro. Desta forma, a férmula G3dx FILHO(x, ratzinger)A—~AxOFILHO(x, ratzinger)
pode ser satisfeita em um mundo w. Basta que w acesse um w’ que satisfaga
FILHO(c, ratzinger) (para uma constante ¢ qualquer), mas que a constante ‘c’ nao
tenha referente em w. Assim, dx FILHO(x, ratzinger) € satisfeita em w’ e, conse-
quentemente, Odx FILHO(x, ratzinger) € satisfeita em w; enquanto O FILHO(c, ratzinger)
ndo € satisfeita em w e, consequentemente, AxOFILHO(x, ratzinger) também nao
¢ satisfeita.

Infelizmente, modelos de dominio varidvel cobram um prego alto por cap-
tar nossas intuicdes. Em um mundo onde a férmula G FILHO(c, ratzinger) nao
¢ satisfeita por ‘c’ ndo ter referente, também ndo sdo satisfeitas férmulas como
VxP(x) — P(c). Consequentemente, demonstracdes em sistemas de l6gica emba-
sados nestes modelos ndo contam com a utilizacdo de varidveis livres ou constan-

tes arbitrdrias. Isto impde certas dificuldades no desenvolvimento de sistemas de
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deducdo natural para l6gicas embasadas em tais modelos.

A alternativa aos modelos de dominio varidvel sdo os modelos de dominio
constante, ou seja, modelos nos quais todas as constantes da linguagem tém refe-
rentes em todos os mundos possiveis. Para algumas aplicacdes, tais modelos sao
aceitaveis ou até mesmo desejaveis. Por exemplo, considere um modelo no qual
cada mundo possivel descreve uma configuragdo legal de um tabuleiro de xadrez
e arelagdo de acessibilidade representa os movimentos legais que alteram a confi-
guracdo do tabuleiro a cada turno. Em tal aplicacdo, € perfeitamente aceitdvel que
possamos nos referir as pecas que se encontram fora do tabuleiro. Ou seja, mode-
los de dominio constante parecem ser mais apropriados para lidar com problemas
do tipo ‘de quais formas posso dispor dos recursos que tenho em maos’ sem se
preocupar com o que poderia existir ou deixar de existir.

Outra aplicacdo de modelos de dominio constante € na filosofia possibilista,
uma corrente de pensamento que distingue entre a quantificacdo existencial e a
propriedade de atualmente existir. Segundo o possibilismo, os possiveis filhos
de Joseph Ratzinger existem em todos os mundos, ainda que, em certos mundos,

carecam da propriedade de atualmente existir.

6.2.2 Distin¢ao de re e de dicto

Com o potencial expressivo de uma linguagem de primeira—ordem, podemos
distinguir quando um operador modal qualifica ao que as constantes individuais
se referem (de re), ou qualifica o que se diz sobre elas (de dicto).

Por exemplo, considere a proposi¢do ‘necessariamente, todo solteiro ndo € ca-
sado’, a qual podemos formalizar em uma linguagem modal de primeira—ordem
por OVx(S OLTEIRO(x) — —~CASADO(x)). A posicdo do advérbio ‘necessa-
riamente’ na sentenca sugere que este caracterize a toda (sub)proposi¢do ‘todo

solteiro ndo é casado’. A subproposi¢do € atualmente verdadeira devido a uma
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mera questdo linguistica: os adjetivos ‘solteiro’ e ‘casado’ sdo antdonimos. Ainda
que todos os solteiros se casassem e todas pessoas casadas se divorciassem, a
proposi¢do ainda seria verdadeira. Portanto, ‘necessariamente, todo solteiro ndo
€ casado’ também é verdadeira e o advérbio ‘necessariamente’ desempenha uma
funcdo de dicto.

Agora, considere a proposi¢do ‘todo solteiro necessariamente ndo é casado’,
formalizdvel por Yx(S OLT EIRO(x) — O0-CAS ADO(x)). A posi¢ao do advérbio
‘necessariamente’ na sentenga sugere que este caracterize os solteiros; desempe-
nhando, assim, uma fun¢do de re. Intuitivamente, a proposi¢do € falsa, uma vez
que individuos podem mudar seu estado civil de forma que ninguém € necessaria-
mente solteiro. Em um modelo que formalize nossa intuicdo, um mundo possivel
w no qual uma férmula S OLT EIRO(c) € verdadeira (para alguma constante c)
acessa um mundo w’ no qual CASADO(c) também € verdadeira; ainda que ndo
haja mundos nos quais S OLT EIRO(c) A CAS ADO(c) seja verdadeira.

Consideremos outro exemplo, ‘todo candidato pode ser eleito ao cargo’, for-
malizédvel por VX(CANDIDAT O(x) — OELEITO(x)). A sentenca significa que
todo candidato € elegivel. Assim, o verbo ‘poder’ estd caracterizando os indivi-
duos, ou seja, desempenhando um papel de re.

Compare isto com ‘€ possivel que todo candidato seja eleito ao cargo’, forma-
lizdvel por OVXx(CANDIDATO(x) — ELEITO(x)). O que a proposicdo sugere
€ que seja acessivel um mundo no qual todos que se candidataram a um certo
cargo foram eleitos, ou seja, uma modalidade de dicto. Ora, dependendo do cargo
em questdo (digamos que presidente da republica), a proposi¢do € evidentemente
falsa.

Em vista destas questdes, devemos tomar cuidado ao escolher com qual sis-
tema trabalhar, pois em alguns sistemas esta distin¢do entre de re e de dicto co-

lapsa. Por exemplo, considere as formulas YxOgp(x) — OVxe(x) e
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OVxp(x) — YOxp(x); conhecidas respectivamente como Formula de Barcan (FB)

e Férmula de Barcan Inversa (FB™"), em referéncia 2 filésofa e 16gica americana

Ruth Barcan Marcus. Em um sistema na qual ambas sdao demonstrdveis, tem-se

VxOp(x) < OYxe(x), o que € interpretdvel como um colapso particular da distin-

cdo distingdo de re/de dicto. A propésito, FB~! é demonstravel no sistema K de

primeira ordem, enquanto F'B € demonstrivel no sistema B de primeira ordem, tal

como demonstrado a seguir.

Fg YxOp(x) — OVxe(x)

1

10

11

12

YxOp(x) — Og(c)

—=0¢(c) — ~VxOp(x)

O-0¢(x) — O=VYxOe(x)

OVxOe(x) — <Op(c)

<0p(c) — ¢(c)

OVYxOp(x) — ¢(c)

Vy(OVxOp(x) = ¢(v))

Vy(OVxdp(x) — ¢(y)) = (OVxde(x) — Yxe(x))

OVxOp(x) — Yxp(x)

OoVxOe(x) — OVxe(x)

VxOp(x) — OOVxOe(x)

VxOp(x) — OVYxe(x)
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B

4,5 LC

6LC

LC, instancia de Vy(¢ — ¢(3)) = (¥ — Yxp(x))

8,7MP

9 RR

B

11,10 LC



Fk OYxe(x) — YOxe(x)

1 Vxp(x) = ¢(c) LC
2 OVxe(x) — Op(c) 1 RR
3 Vy(@Vxe(x) — O0p(y)) 2LC

4 Yy(@Vxe(x) — Op(y)) — (@Vxe(x) = YxOp(x)) LC

5 OVxp(x) — YxOp(x) 4,3 LC

6.2.3 Igualdade

Mais uma vez, confiramos nossas intuicdes € vejamos o que estas tém a dizer
sobre a interacdo entre a relacdo de igualdade e modalidades.

No contexto da matematica, € bastante razodvel admitir que igualdades envol-
vendo apenas constantes e funcdes aplicadas a constantes — tal como ‘2+2=4’
— sd30 necessdrias. Entretanto, em outros contextos, isto ndo parece ser o caso.
Um nome préprio e uma descri¢do definida podem ter o mesmo referente em um
mundo, mas ndo em outro. Por exemplo, ‘Barack Hussein Obama II’ e ‘44° pre-
sidente dos E.U.A.” t¢m o mesmo referente no mundo atual, mas ndo em mundos
nos quais o resultado da eleicao de 2008 foi distinto.

Contudo, ao aplicarmos o Principio de Indiscernibilidade dos Idénticos (PII),
i =1 — (o) — ¢(@{)), obtemos que todas as igualdades sdo necessdrias, tal

como demonstrado abaixo.
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i o
Il

i o

> (@i=i)—>oi=1)) LC,instanciade PII

2 oi=i-Gi=i->0oli=1) 1LC
3 i=i LC

4 oi=i 3 RN
5 i=i-ooi=i) 2, 4 MP

Se os tnicos parametros individuais da linguagem na qual estamos traba-
lhando sdo as constantes, a solu¢do para este problema € simples: assumimos
que constantes individuais fazem o papel de nomes proprios (mas ndo de descri-
coes definidas) e que nomes préprios sejam designadores rigidos (i.e. designam o
mesmo referente em todos os mundos possiveis).

Todavia, se a linguagem contar com funcdes, fica mais dificil de aceitar o
teorema i = i’ — O(@ = '), dependendo das funcdes e da modalidade com as
quais estamos lidando. Por exemplo, considere uma légica modal de primeira-
ordem que conta com o operador epistémico ‘K’ — o qual € lido como ‘é sabido
(por um agente cognoscente ideal) que’ ou ‘é necessdrio, em vista do que se sabe,
que’ — e a fungdo ‘mae’, a qual identifica a mae bioldgica dos referentes de cada
constante. Assim, nesta linguagem terfamos a seguinte instancia do teorema em
questdo: mae(c) = d — K(mae(c) = d) (para quaisquer constantes ¢ € d). Ou
seja, os agentes cognoscentes ideais sabem quem € a mae de cada individuo no
modelo. Por mais idealizados que estes agentes sejam, esta ndo € uma assuncao
interessante.

Por razdes como esta, deve-se considerar restricdes no PII, de forma que ndo

seja valido substituir dois termos idénticos em quaisquer férmulas.
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6.3 Sistema DNKPO

GABBAY (1996) desenvolveu um sistema rotulado para 16gicas modais de
primeira ordem de dominio varidvel, no qual as constantes também recebem ro-
tulos. Assim, o problema discutido em 6.2.1 sobre como lidar com constantes, se
estas tém referentes em alguns mundos e ndo em outros, € resolvido, uma vez que
os rétulos indicam em quais mundos cada constante tem referente.

Nos percebemos que ao fazer algumas alteragdes nas regras do sistema de
Gabbay, o sistema resultante permite demonstrar certas férmulas vélidas em mo-
delos de dominio constante, assim como impedir certas provas de férmulas inva-
lidas em tais modelos.

Entretanto ndo logramos €xito em demonstrar a corretude e completude do
nosso sistema (o qual chamaremos de DNKPQO), mas os resultados ja obtidos sdo
promissores.

As constantes do sistema DNKPO serdo rotuladas por meio de superindices.
Para facilitar a leitura, passaremos a utilizar as letras ‘u’ e ‘v’, além do ‘w’, para
designar rétulos. Também precisaremos adequar as regras introduzidas no Capi-
tulo 4, a comecgar pelas regras hipotéticas cuja hipotese levantada € uma férmula
rotulada. Nestes casos, se ocorrer uma constante na férmula, estabelece-se que
o rétulo da constante deverd ser o mesmo que o da férmula. Ou seja, podemos
levantar uma hipdtese na forma w : ¢(¢"), mas ndo na forma w : ¢(¢") (quando
w £ u).

Também precisamos fazer algumas adequagdes para as regras referentes aos
operadores modais. Caso lidemos com férmulas nas quais nao ocorrem constan-
tes, a aplicacdo das regras € idéntica a como foi descrito em 4.1.1. Caso contrério,

as regras seguirdo os seguintes esquemas:
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Introducao de O Eliminacao de O

m  w: Op(c”)

m wRu Hip.
T n  wRu
" u: o) o u:eE’) mnkEO
(n+1) w:Op(c") m—n IO

Contanto que u seja novo na derivagao.

Introduciao de ¢ Eliminacao de ¢
m u: ) m w Op(ce”)
n wRu n wRu m,n 1o
o w:opc”) mnlo (n+1) wu:eE”) m,n IO

Contanto que u seja novo na derivagao.

Ou seja, nas regras de introducdo dos operadores modais, os rétulos das con-
tantes que ocorrem na conclusdo serdo os mesmos que o rétulo desta. Por outro
lado, nas regras de eliminacdo dos operadores modais, os rétulos das contantes
que ocorrem na conclusdo serdo os mesmos que o rétulo da premissa.

Agora vejamos as regras para lidar com os quantificadores:

Introducao de V
m w: ()
n w:Vvo(v) mlVY
Onde ¢(v) € obtida a partir de ¢(¢) substituindo todas ocorréncias de ¢ por v,

contanto que ¢ nao ocorra em premissa ou hipdtese vigente e v ndo ocorra em

@(c).
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Eliminacao de V
m w:VYvp(v)
n w:ec”) mEY

Onde ¢(c) € obtida a partir de ¢(v) substituindo todas ocorréncias de v por c.

Introducao de 1
m w:p(c")

n w:de(v) mliI3d

Onde ¢(v) € obtida a partir de ¢(c) substituindo zero ou mais ocorréncias de ¢

por v, contanto que v ndo ocorra em ¢(c).

Eliminacao de 1
[ w:3dve(v)
m w: ()  Hip.
z
n wy

o w:¥ I, m—nE3

Onde ¢(c) € obtida a partir de ¢(v) substituindo todas ocorréncias de v por c,

contanto que ¢ seja nova na derivagdo e ndo ocorra em .

Vamos discutir as regras, principalmente suas restri¢des.
A Regra de Eliminacdo do ¥ € bem simples: dado que, em um mundo w, tudo

tem uma propriedade expressa por ¢, entdo ¢ em especifico também tem a mesma
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propriedade no mesmo mundo. Um requerimento da regra € que toda ocorréncia
da variavel sob o escopo do quantificador eliminado seja, na férmula derivada,
substituida pela mesma constante, o que evita que sejam derivadas férmulas aber-
tas. Ademais, ¢ recebe o mesmo rétulo que a formula concluida.

Ja a Regra de Introdugdo do V € mais complicada. A principio, ndo se pode,
dado que uma certa constante tem, em um certo mundo, uma certa propriedade
expressa por ¢, inferir que tudo no mesmo mundo tenha a mesma propriedade.
Caso contrério, seriam demonstraveis férmulas como ¢(c¢) — Vxp(x). Contudo,
se a constante em questdo ndo ocorre em premissa ou hipdtese vigente, entio
¢ € demonstravel para qualquer outra constante, o que legitima a introducdo do
universal. Ademais, a premissa e a constante substituida pela varidvel devem ter
0 mesmo rotulo.

Ainda, a Regra IV requer que se substitua, na conclusio, todas as ocorréncias
de uma constante da premissa pela varidvel sob escopo do quantificador introdu-
zido. Este requerimento impede, por exemplo, que a partir de w : ¢(c) — ¢(c),
seja inferido w : VYx(p(c) — ¢(x)). Além disto, para evitar que uma varidvel
ocorra no escopo de dois quantificadores, a varidvel introduzida na conclusao nao
pode ocorrer na premissa.

Quanto a Regra de Introduc¢do do i, ela é bem simples: dado que uma contante
¢ tem uma propriedade expressa por ¢ em um mundo w, infere-se que existe algo
(designado pela varidvel v) no mundo w que possui esta propriedade. A regra /3
confere a liberdade de substituir tantas ocorréncias de uma constante quanto for
necessdrio. Por exemplo, a partir de uma férmula rotulada w : P(c*) A Q(c"),

podemos inferir (por meio de /3) todas as férmulas rotuladas a seguir:

w : Ax(P(c") A O(c"))
w : Ax(P(x) A Q(c*))
w: Ax(P(c") A O(x))
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w : Ax(P(x) A Q(x))

Repare que /4 € bem permissiva em relagdo as demais regras para quantifi-
cadores, uma vez que ela € aplicivel mesmo quando o rétulo da férmula e da
constante sdo distintos. Contudo, todas as ocorréncias da constante substituida
devem conter o mesmo rétulo. Assim, a partir de w : P(c*) A Q(c”) pode-se obter
w : dx(P(x) A O(c”)) ou w : Ax(P(c") A O(x)), mas ndo w : dx(P(x) A O(x)).
Ademais, para evitar que uma varidvel ocorra no escopo de dois quantificadores,
a varidvel introduzida na conclusdo ndo pode ocorrer na premissa.

Por fim, a Regra de Eliminacdo do 3 é bem mais complicada. Dado que em
um mundo w existe alguém/alguma coisa com a propriedade ¢, levanta-se uma
hipétese na qual se designa este individuo com uma constante ¢ nova na derivagdo
e com o rétulo w. A partir desta hip6tese, deriva-se uma férmula ¢ com rétulo w,

na qual a constante ¢ ndo ocorre. Entdo a hipotese € descatada e se conclui w : .

6.4 Exemplos de derivacao

A seguir, provemos exemplos de derivacdo no sistema que desenvolvemos.
Nos cinco primeiros exemplos, serdo demonstrados teoremas de DNKPO; en-
quanto no sexto exemplo demonstraremos a Formula de Barcan utilizando a regra
RB, introduzida em 4.2.4. Chamaremos o sistema obtido a partir de DNKPO pela
adi¢do da RB de DNKBPO.

141



Fonkpo AxO@(x) — Odxp(x)

1 v : AxOe(x) Hip.

2 W 1 Op(e”) Hip.

3 wRu 2EO

4 u:p(c”) 2EO

5 u : Axe(x) 474

6 w : Odxp(x) 3,51¢

7 w : Odxp(x) 1,2—6 Ed

8  w:dxOp(x) = Odxp(x) 1—71
Fpnkpo Ax0¢(x) — Odxep(x)

1 oW dx0O¢(x) Hip.

2 7w 2 Op(c") Hip.

3 JRM Hip.

4 u: (") 2,3 EO

5 u : Axp(x) 413

6 w : Odxp(x) 3—5 1o

7 w : Odxp(x) 1,2—6 Ed

8  w: dxOp(x) — Odxe(x) 1—71 -
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Fponkpo OV xp(x) — YxOe(x)

3

w: OVxp(x)
wRu

u : VYxp(x)

<

s (")

w: Op(c")

w  Vxoe(x)

w: OVxp(x) = YxOp(x)

Fponkpo OYxp(x) — YxOp(x)

Hip.

1 w : OVxe(x)
1EO N

2 wRu
1Eo B

3 u : Yxp(x)
3EY

4 u:o(c")
4,210

5 w : Op(c”)
5V

6 w : VxOe(x)
1—61—

Fpvkpo xYyOR(x,y) — YxOIyR(y, x)

1

10

w : AxVyoOR(x, y)

w : YyoOR(c",y)
w: OR(c",dY)
wRu

u: R, d)

u: AyR(y,d")

w : O3dyR(y, d")

w : YxO3yR(y, x)

w : YxO3yR(y, x)

AxVyoOR(x,y) — YxO3IyR(y, x)
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7 w: OVxp(x) — YxOp(x)

Hip.

Hip.

2 EV

Hip.

3,4 EO

3

4—6 10

TV

1,7—8 E3

1—91 -

Hip.

Hip.

1,2 EnO

3EY

1—4 Io

SIVY

1—6I-



Fonksro Y xOp(x) — OV x@(x)

1 oW VxOep(x) Hip.

2 w : Op(c") 1EY

3 7w7€u Hip.

4 uRw 3RB

5 u : o0e((c") 2,410

6 uRv SEO

7 v Op(c*) 5EO

8 vRu 6 RB

9 u:p(c") 7,8 EO
10 u : Yxp(x) 91v
11 w : OV xp(x) 3—101VY

12 w: VxOp(x) — OYxe(x) 1—11171 —

Observe que esta derivacdo ndo estd normalizada. A fim de obter o conse-
quente OYx¢(x) com o rétulo w, precisdvamos antes obter a férmula Yx¢(x) com
o rétulo u. Contudo, nao podiamos fazé-lo aplicando /¥ em uma férmula na qual
ocorre a constante ¢ com o rétulo w. A fim de contornar as restricdes na regra
de Introduc¢do do V, obtemos na linha 5 uma férmula por meio de /< e, logo nas
linhas 6 e 7, aplicamos E<; introduzindo assim uma constante nova na derivagao.

Ainda nao sabemos se DNKPO ou DNKBPO sao normalizaveis.
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Infelizmente, este capitulo termina com resultados faltantes. Esperamos que as

questdes em aberto estimulem outros pesquisadores a abordarem estes problemas.
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Capitulo 7

Consideracoes Finais

Tal como nos comprometemos na Introdug@o, abordamos o médoto de dedu-
¢do natural rotulada para 16gicas modais, de forma mais ampla e intuitiva do que
tem sido feito. Como resultado, apresentamos varias regras de inferéncia, a par-
tir das quais pode ser elaborado e aplicado um sistema de deducdo natural para
alguma légica (multi)modal.

A seguir, apresentaremos um sumadrio das regras tratadas nesta tese. Ademais,

discutiremos questdes a serem estudadas em pesquisas futuras.

7.1 Sumario das regras de inferéncia

Listamos todas as regras de inferéncia para deducdo natural rotulada discutidas
nesta tese. A fim de enfatizar a generalidade das regras, utilizaremos a notacdo de
l6gicas dinamicas tratada no Capitulo 5.

Este sumadrio serve como um “kit” de elaboracdo de sistemas de 16gicas mo-
dais normais que estendem a légica cldssica. Qualquer que seja o sistema elabo-
rado, deve-se adotar todas as regras para os operadores cldssicos, assim como uma

versdo de cada regra de introduc¢do e eliminacao dos operadores modais para cada
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pardmetro modal do sistema.

7.1.1 Regras para os operadores classicos

Introducao da Conjuncao Eliminacao da Conjuncao
m o w:e m wieAYy
noow:y n w:g m EA

o WwWieAYy mnlA

m wieAy
n w:y m EA
Introducao da Disjuncao Eliminacao da Disjuncao
m w:g
n w:eVy mlv I w:pVy

m w: Hip.
m  w:iy

n w:eVy mlilv

(n+1) w:y  Hip.

(o+1) w:xy ,m—n,n+ 1—o EV
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Introducao da Implicacao Eliminacao da Implicaciao
m w:ip—yYy
m w:¢  Hip. no ow:gp
2 o w:y m,n £ —
n wy

m+)wiop—=y¢y m—nl—>

Introducao da Negacao Eliminacao da Dupla Negacao
m  w:ong
! wee Hip. no ow:e m E—-—
>
m w o
IT
n w
o w:-g [—m,n 1=

Observacdo: A ordem de m e n ndo

importa;o =m+1louo=n+1.

Reitera¢ao: Dada uma férmula ¢ com um rétulo w em uma linha n, pode-se
introduzir w : ¢ em uma linha m (onde n < m) contanto que (i) se w : ¢ depende
de uma hipoétese, ela ainda estd vigente, e (it) a linha m esteja em um nivel hipoté-

tico superior a n.
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7.1.2 Regras de introducio e eliminacao dos operadores mo-

dais
Introducao de [a,] Eliminacao de [a,]
m wRw'  Hip. m  w:la]p
h) n wRw
n w e o w:p m,n Ela,]
(n+1) w:lale m—mn [[a,]

Contanto que w’ seja novo na

derivacao.
Introducao de (a,) Eliminacao de (a,)
m w:e m w:(ae
n  wRw n wRw m,n I{a,)
o w:{ayy m,n l{a,) n+1) w:p m,n I{a,)

Contanto que w’ seja novo na

derivacao.
7.1.3 Regras monomodais
Regra RD, Regra RT,
n wRw RD, n wRw RT,

Contanto que w’ seja nova na deri-

vacdoew # w'.

149



Regra R4, Regra RB,
m  wRw m  wRw

n  wRw’ n wWRw mRB,

o wRw’' m,nR4,

Regra RS, Regra R4
m  wRw m wRw
n wRw’ n wRw”  m R4!
o WRwW' m,nRS5, n+1) wRW mR4!

Sendo que w”’ € nova na derivacio.

Regra RG,
[ wRw
m wRw”
n wRW” I,m RG,

n+1) w'Rw” [I,m RG;,

Sendo que w'” € nova na derivacdo.

7.1.4 Regras multimodais

Acarretamento, RA,, Inclusao, RB,,
m  wRw m  wRw
n  wRw mRA, n  wRw mRB,
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Regra RT .,

m wR,w Hip.

(n+1) wRw  Hip.

IT
0 W@
(o+1) w:op m—n, n+ 1—o RT,,,
Regra RT,, Regra R4,
n wRw RT, I wRw
n+1) wRw RT, m  wRw’

) ) n wRw’ I,m R4,
Contanto que w’ seja novo na deri- ’ !

vacao.
Regra R4;}‘,Z
Regra R4,
[ wRw & -
[ wRw
m  wRw’ R4,
m  wRw’

n  w'Rw lR4;ylZ
n wRw’ [, mR4,,

Contanto que w” seja nova na deri-

vacao.
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Regra RA,,,,

[ wRw

m wR W Hip.

VAN

(n+1) wRw'  Hip.
II

’7

0 w’
o+1) w':g [,m—n,n+ 1—o0 RA,,,,

7.1.5 Regras para sistemas de primeira ordem

Para qualquer regra hipotética na qual se levante uma hipétese w : ¢, se ocorrer

uma constante ¢, esta terd o rétulo w.

Introducao de O Eliminacao de O
m wRu Hip. m  w: Op(c"”)
z n  wRu
n u:p(c’) o u:e(”) m,n EO
(n+1) w:oOp(c"”) m—n IO

Contanto que u seja novo na derivacgao.

Introducio de ¢ Eliminacao de ¢
m u: ) m w: Sp(e”)
n  wRu n wRu m,n IO
o w:op(”) mnld (n+1) wu:e() m,n 1O

Contanto que u seja novo na derivacgao.
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Introducao de vV
m w: (")

n w:Vvep(v) mlIY

Onde ¢(v) € obtida a partir de ¢(¢) substituindo todas ocorréncias de ¢ por v,

contanto que ¢ nao ocorra em premissa ou hipdtese vigente e v ndo ocorra em

w(c).

Eliminacao de V
m  w:VYve(v)
n w:ec") m EY

Onde ¢(c) € obtida a partir de ¢(v) substituindo todas ocorréncias de v por c.

Introducao de 3
m w: (")

n w:de(v) mliId

Onde ¢(v) é obtida a partir de ¢(c) substituindo zero ou mais ocorréncias de ¢

por v, contanto que v ndo ocorra em ¢(c).

Eliminacao de 3
[ w:3Ave(v)
m w () Hip.
)y
n Wy

o w:¢¥ I, m—nE3
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Onde ¢(c) € obtida a partir de ¢(v) substituindo todas ocorréncias de v por c,

contanto que ¢ seja nova na derivagdo e ndo ocorra em .

7.2 Discussao e sugestoes de pesquisas futuras

7.2.1 Além dos sistemas G ;. 0

Nesta tese, nos focamos em sistemas normais cujos axiomas sao instancias
do esquema G ). Isto se justifica pelo fato de que estes sistemas sdo os mais
estudados na literatura, e pode-se demonstrar que sdo corretos e completos em
relacdo a classes de estruturas cuja relacdo de acessibilidade tem propriedades
descritiveis pela 16gica de primeira ordem.

Todavia, esta ultima razdo ndo € caracteristica apenas das instancias de G .»,0)-
Por exemplo, o esquema de féormula O(Op — ¢), o qual é adotado como axi-
oma em algumas l6gicas deodnticas, € caracterizado por estruturas cuja relagdo de
acessibilidade € secundéria reflexiva, Yw.(Aw” . wRw"”) = wRw. J4 o esquema
de formula O(Op — ) vV O(OY — ¢), adotado como axioma em sistemas in-
termedidrios entre S4 e SS, é caracterizado por Yw, w’ , w”’. (WRw &wRw") =
W Rw” vV w Rw).

Para obter sistemas de deducao natural rotulada equivalentes a sistemas axio-
maticos que adotem estes axiomas, basta elaborar regras de deducdo que descre-
vam as propriedades relacionais em questao.

Contudo, nem todos os sistemas de 16gica modal normal gozam desta simpli-
cidade.

Considere, por exemplo, o axioma GL, O(O¢ — ¢) — Op. Este é um axi-

oma tipico das légicas da provabilidade. Ao interpretarmos ‘0" como o predicado
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‘Bew’ de Godel, a férmula expressa o teorema de Loeb.! O axioma GL é correto
em relagdo a modelos de Kripke cuja relagio de acessibilidade R € transitiva® e
sua inversa, R~!, é bem—fundada.> Em contrapartida, ndo € demonstravel a com-
pletude do sistema KGL.*

Outro axioma problemdtico € a férmula de McKinsey, O0C¢ — <Oy, inversa
da férmula G.> Apenas em sistemas que contam com o Axioma 4, a propriedade
relacional em questao é Ywaw'(WRw'&VYw”(w'Rw” = w’ = w”)). Contudo, a
propriedade relacional para a férmula de McKinsey, independentemente do Axi-
oma 4, ndo pode ser expressa por logica de primeira ordem.

Seria interessante averiguar se estas dificuldades podem ser contornadas em

sistemas baseados em deducao natural rotulada.

7.2.2 Logicas modais de primeira ordem

A dedugdo natural para légicas de primeira ordem reserva bastante trabalho
para o futuro. Ainda precisamos obter os resultados de completude, corretude e
normalizagdo para o sistema DNKPO.

Ademais, seria interessante estender este sistema para contemplar funcdes e o

simbolo de identidade.

7.2.3 Logicas multidimensionais

Nesta tese, restringimo-nos a tratar de 16gicas multimodais obtidas pela fusdo
de l6gicas monomodais. Contudo, fusdo ndo € a tinica forma de combinar 16gicas

modais. Existe outra maneira, desenvolvida por GABBAY et al. (2003), chamada

'Bew([(Bew([¢]) = ¢)1) = Bew([¢])

2Tanto que o Axioma 4 é teorema de sistemas normais que adotem GL como axioma.
30useja, VS CW(S #2 — Awe S, Yu' €S, (w,wy g R

“Extensio do sistema K pela adi¢io do axioma GL.

5o0¢ — 0O
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de produto de logicas. Nos modelos para as logicas resultantes deste tipo de
combinacao, as formulas sdo satisfeitas em n—uplas de mundos possiveis.

Dependendo da aplicacdo, 16gicas obtidas por produto sdo mais interessantes
que légicas obtidas por fusdo. Por exemplo, digamos que queremos elaborar uma
l6gica epistemico—temporal na qual possamos formalizar os conceitos de aprendi-
zado e memoria. Nos modelos de 16gicas epistémicas, os mundos possiveis geral-
mente representam estados epistémicos, enquanto que a relagdo de acessibilidade
representa a concebivilidade destes estados. Ja em logicas temporais, mundos
possiveis e relagdes de acessibilidade representam, respectivamente, instantes e
a ordenacgdo destes; se a ldgica epist€émico—temporal em questdo for obtida por
fusdo, esta distincao € perdida; enquanto que pelo método de produtos, os pares
ordenados de mundos possiveis podem representar um certo estado epistémico em
um dado instante.

A despeito de que tanto o método de dedugdo natural rotulado quanto o método
de produto de l6gicas terem ambos sido desenvolvidos por Gabbay, ndo encontra-
mos qualquer trabalho no qual o primeiro fosse aplicado ao segundo. Definitiva-

mente, esta € mais uma drea de interesse a ser explorada.
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