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INTRODUCADO

A motivaciio fundamental deste trabalho surge da ideia de se
estudar, no Aambito proposicional, as rela¢des entre operadores
modais (aléticos) e temporais, tratando-os como conjuntos
independentes de operadores, de sorte que nem os operadores modais
sejam definiveis a partir dos temporais, nem vice-versa. Assim,
introduzimos uma linguagem que contém como simbolos primitivos
tanto aqueles tomados da Légica Modal, comd da Logica Temporal,
além, obviamente, dos simbolos para um conjunto adequado
(funcionalmente completo) de operadores classicos.

A parte fundamental do presente trabalho consiste, por um
lado, em uma caracterizagdo semintica de uma l6gica, a partir da
idéias fundamentais da Semintica de Mundos Possiveis, e por outro,
na obtencio de um sistema axiomatico que mostraremos ser correto e
completo com respeito aquela semantica.

Da Semantica de Mundos Possiveis para a Logica Modal, toma-
mos a idéia de considerar simultaneamente uma classe de mundos re-
lacionados entre si, a fim de fornecer uma interpretac3o para a
linguagem (em particular, definir a noc¢do de verdade para as
formulas da linguagem).

Associamos, ent3o, a cada mundo possivel, uma certa
estrutura temporal, definida tal como na Semantica de Mundos
Possiveis para a Logica Temporal (ou seja, como um conjunto de
instantes de tempo e uma relagdo de sucessdo temporal), de sorte

que a estrutura temporal associada a um mundo é completamente



independente a estrutura associada a outro mundo, inclusive aos
que lhe s#io acessiveis. De um ponto de vista intuitivo, é como se
tivéssemos uma familia de mundos paralelos, cada um com sua
prépria "ordem” temporal

A fim de podermos interpretar a linguagem, consideramos a-
inda, para cada um dos mundos possiveis, uma func¢fo (dita funco
de acessibilidade temporal) que associa aos instantes de tempo em
um mundo, instantes de tempo nos outros mundos relacionados ao
primeiro.

Desse modo, enquanto a relacio entre mundos (relaciio de
acessibilidade) serve de contraparte semintica dos operadores
modais usuais, as relacses de sucessiio temporal em cada mundo,
permite-nos interpretar os operadores temporais; ao passo que as
iteracdes de operadores modais e temporais sio representadas pelas
funcdes de acessibilidade.

Neste trabalho consideraremos apenas a légica que resulta
quando impomos uma \nica restricdo as relacdes de acessibilidade,
(qual seja, que para todo mundo exista pelo menos um acessivel a
ele), mas nenhuma restricio é imposta, seja a relacdo de sucessdo
temporal, seja as funcOes de acessibilidade temporal. Desse modo,
o sistema axiomatico que obtemos é aquele que resulta da adicido
dos postulados basicos de Prior ao sistema KD usual da Logica
Modal; vale dizer, n#io se faz necessario nenhum novo postulado que

envolva essencialmente a iteracio de operadores aléticos e

temporais .

Apenas na seCHo referente a ObservaCOes Finais apresentaremos,
a titulo de ilustraCldo para trabalhos futuros, alguns resultados

que jé obtivemos gquando se impae reutricﬁes ae funcaes de acessi-



Ademais, apresentaremos inicialmente um breve sumario da
Légica Temporal com o intuito de, por um lado, facilitar a
compreensio no trabalho que desenvolvemos na Légica Modal
Temporal, e, por outro, uniformizar a terminologia a ser usada.

Neste trabalho, com o objetivo de se atingir precisdo e
auto-suficiéncia, apresentamos as defini¢cées formais de cada um
dos principais conceitos sobre o tema em estudo, inclusive os mais
simples e comumente usados como os de férmula, verdade, modelo,
consequéncia, validade, consisténcia, deducdo, maximalidade. E
possivel que, a uma primeira leitura, certas definicdes parecam de
dificil apreens3o intuitiva, mas acreditamos que oS comentarios

suplementares de natureza intuitiva as tornem mais compreensiveis.

bilidade temporal, bem como outras id@ias.



Capitulo I

Logica Temporal

1 - A Linguagem da Ldgica Temporal

As expressoes da linduagem S.’.T, sjo agrupamentos ( de com-
primento finito ) de simbolos, os quais, por sua vez, s3o 0S8 se-

guintes:

Variaveis proposicionais: S#o compostas pela letra minascula p

seguida de um indice inferior numérico.

Constantes légicas: sio os simbolos -~ , » , G, H, ., 7.

Também nos referiremos as constantes l6gicas como conectivos.

Sinais de pontuacio: ),(

DefinicZio 1.0: O conjunto das férmulas da linguagem, F(L), & defi-

nido indutivamente pelas seguintes clausulas recursivas:

(1) toda v.p. sozinha, 1+ e T pertencem a F(£).

(2) se A e B € ¥(£), entdio -A, (A » B), GA, HA, também pertencem a

F(L).

(3) s6 é formula o que advém das clausulas 1) e 2) acima.



Em nossa metalinguagem, usaremos eventualmente as letras
maiiusculas do alfabeto A,B,C,..., acompanhadas ou nio de indices

numéricos inferiores (¢ N) para representar férmulas.

Para quaisquer féormulas A e B temos que:

(1) ~A é chamado a negacio de A, e pode ser lido 'n3o A".

(2) (A » B) é chamado um condicional, onde A é o antecedente e B o
consequente, e pode ser lido "A implica B'.

(3) HA é chamado o passado forte de A, e pode ser lido "o passado
forte de A'.

(4) GA é chamado futuro forte de A, e pode ser lido "o futuro for-

te de A"

Observacido: Nos itens acima descrevemos a maneira como podem ser
lidas a férmulas da linguagem, com isso n#o estamos ainda atribu-
indo um significado a elas.

Usaremos as letras gregas maidsculas I, A, X,..., para re-
presentar conjuntos de férmulas.

Quando um conjunto A de férmulas inclui um conjunto I' de
formulas, (isto &, I' € A), diremos que A é uma extensio de T. Para

TcAeTl # A, diremos que A é uma extensiio prépria de I.

Introduziremos outros conectivos por meio das definictes a seguir.

Para A e B féormulas, temos:

D(F) : FA = s -G=A.

D(P) : PA ™ s -H-A.



D(A) : (A AB) = -(A = =B).
def

D(v) : (A v B) !d " (~A > B).

e

D(—>): (A - B) = (A > B) A((@B-> A).
def

Algumas vezes usaremos o simbolo = o Para denotar a iden-

e
tidade por definicfio, e o simbolo ~ para denotar a negac¢ido quando
usada na metalinguagem. Para n 2 0, usaremos Pn para representar a

n-ésima variavel proposicional

Modalidades. Por uma modalidade queremos dizer uma sequéncia fini-
ta, possivelmente vazia, de operadores -, G, H; por exemplo GHG,

H-G, etc... .

Seja ¢ uma modalidade. Escreveremos
oA
para indicar que a féormula A esta sujeita a n iteractes de uma mo-
dalidade ¢, onde n pode ser qualquer numero natural
As iteraces de uma modalidade, podem, formalmente serem

definidas da seguinte maneira:

Definicdo 1.1:

A,

)

1) ¢°A

2) ¢"A = ¢¢" A , para n > O

onde A € ¥(£) e ¢ é uma modalidade qualquer.



Observemos que:

n-1

1) ¢"A = 0" "A = ¢" "¢A , para n > 0

onde A € ¥(¥) e ¢ é uma modalidade qualquer.

2 - Uma Seméantica para ot

Definic3o 2.0: Uma Base Temporal 3 ¢ uma estrutura < T,S > onde:

DT #8

i) S T.

Intuitivamente T é o conjunto dos instantes do tempo e S ¢é
a relacio de sucess?o temporal. Usaremos a letra t para represen-—

tar os elementos de T.

Definic3io 2.1: Uma valoracfio em I = <T,S> ¢ uma funcgdo V que asso-
cia a cada n € N, um elemento Vn do conjunto das partes de T.
Como é usual, escreveremos Vn ao invés de V(n), para indi-

car o valor que V assume para o argumento n.

Definicio 2.2: Uma estrutura temporal proposicional m é um par
<%,V> onde ¥ é uma base, dita a base de m, e V é uma valoracao

nesta base.



Definicfio 2.3: Seja m = <T,S,V> uma estrutura temporal proposicio-
nal. A rela¢do "A é uma férmula verdadeira no instante t” ( em
simbolos m |=t A ) é definida indutivamente através das seguintes

clausulas recursivas:

Dmf= P sseteV paran=123...
2)m|=tT.

1
3) n3o ocorre m |=t it
4) m = -A sse n3o ocorre m =, A
5)m|=t(A-pB)ssesemk:tAentﬁom#:tB.

6) m k=GA sse Yt e TtalquetSt entdom = A.
t 1 1 1,1
T)m|=tHAssthieTta.lquetistentﬁom|=L A .
' ) ) -1

Definicdo 2.4:
A é verdadeira numa estrutura temporal m = <T,S,V> ( em simbolos,

m = A ) se para todo t € T, tivermos que m |=t A.

Definicdo 2.5:

A é valida ( em simbolos, = A ) se para toda estrutura temporal

m , tivermos que m |= A

Definic#o 2.6: Um modelo para um conjunto I' é uma estrutura tempo-
ral proposicional m = <T,S8,V> e um instante de tempo t € T, tal
que para toda formula A € T, m |=t A.

Por abuso de linguagem, diremos que um modelo do conjunto

unitario { A } é um modelo de A.

1 i .
“Como € usual, denotaremos tamb€m por M F/=t L



Definicfio 2.7: A é consequéncia de I' (em simbolos, T Il=x A) sse to-

do modelo de T' é modelo de A%

Observacio:
I' = A sse T u {~A} nZo tem modelo.

Nota-se que, se A é consequéncia de I', entdo para qualquer
estrutura temporal, se nio é modelo de A entfo n3o é modelo de T,

ou seja, se é modelo de { -A } entdo n3o é modelo de T, isto & o0

conjunto I' v {-A}l ndo tem modelo.

No que segue apresentaremos um teorema que explicita a pre-

servaciio do significado usual dos simbolos légicos, com base nas

definicdes de verdade apresentadas anteriormente.
Teorema 2.0: Seja m = <T,S,V> e sejam A, B férmulas.

D m |=1,A A B sse (m [=tA e m }=tB).

ID m = AV Bsse =, Aou m =B
D m |=tA « Bsse (m l=tA sse m }:tB).
IV) m !=tFA sse t eTL St em ,L==L1A).
V) m |=tPA sse 3t_ € T(t_Stem I=1_. 1A).

Demonstracio:

2
“Veja-se CHANG,C.C. & KEISLER,H.J..



Dm |l=tA A B sse (por defini¢io)
m }=t—.(A -» -B) sse

m f/= (A 5 -B) sse

n I=1.A em hf:t_‘B sse

m |=tA e m I=tB'

IDm = Av B sse (por definicao)
m |=t-1A -+ B sse

(se m |=t-A entdio m }=tB) sse

mf=Aounm l=tB'

IIDm |= A e B sse (por definicdo)

m f=(A > B) A (B > A) sse (por D
miE(A->Bemn = (B > A) sse

(m = (A VB e m |=t(-.B v A)) sse (por ID)

(m f=-~Aoum|=Bem |=-B ou m =, A)) sse

(m ]=tA sse m |=tB).

IV) m = FA sse (por defini¢#o)
m |=t-»G-|A sse
m |=/=t G-A sse

(Y t1€ T S t1 entfio m !=-=t -A)) sse
1

A).
3t1eT(tSt1em f:-:ti)



V) m }=tPA sse (por definico)
m |= -H-A sse
m t=/=tH-|A sse

MY t_e T(t_ St entiom =, 1-\A)) sse

3t eTk  Stem | -A).
-1 -1 t

-1 -

2.1 - Propriedades Seminticas

Nesta  sec3o, apresentaremos algumas propriedades
semanticas que, além de explicitarem o comportamento dos operado-
res temporais, contribuirfio para a demonstracio do teorema da cor-
recdo do sistema axiomatico que sera introduzido no proximo
capitulo. Mais precisamente, mostraremos a validade dos seguintes

esguemas:

1) G(A » B) =» (GA » GB).
2) H(A » B) » (HA » HB).
3) A » GPA.

4) A » HFA.

Teorema 2.1.0: Seja m = <T,5,V> uma estrutura temporal proposici-

onal qualquer e t € T, entdo:



Dm |i=tG(A 5 B) » (GA > GB).
2) m |=H(A > B) > (HA > HB).
D m =, A GPA.

O m = A > HFA
Demonstracdo:

1) Mostraremos que m = G(A » B) » (GA - GB).

Por contraposiciio temos que:

m k/= (GA > GB), logo

m '=1,GA em |=/=tGB, portanto existe tl, tal que t S t1 e

mi= Aem k/=, B, assim
1 1

mE/= A->B.
1

Logo, como t S t1 temos que

m F/:tG(A - B).

2) Mostraremos que m lstH(A > B) » (HA > HB).

Por contraposicio temos que:

m /= (HA > HB), logo

mf=HA em k/=,HB, portanto existe t_,, tal quet Ste

m }=t Aem f/= B, assim
-1

ll'l|=/=t A->B.
-1

Logo, como t_1 S t temos que

m /= H(A > B).

3) Mostraremos que m |==-1L A 5> GPA.



Por contraposicido temos:
m k/= GPA
Logo, existe ti. tal que t S t1 e

m |=/’=t PA e, portanto, para todo t i tal que t . S t
. . -

m |=/=t A, Como t S tj, temos que
-1

m /= A.

4) Mostraremos que m }-=t A » HFA.
Por contraposicio temos:

m |=/=tHFA

Logo, existe t_j. tal que t_1 Ste

m |=/=t FA e, portanto, para todo t1’ tal que t_1 S t1 .
3

m f/= A Comot St temos que
1

m b/=A g

3 - Axiomatica

Os conceitos apresentados anteriormente, de consequéncia e
validade, s#o conceitos semanticos. Por outro lado os conceitos de
dedutibilidade e de teorema s3o sintaticos, suas defini¢cées s6 di-

zem respeito aos aspectos graficos das expressoes.

Com o objetivo de caracterizar as férmulas validas

sintaticamente, escolheremos como axiomas algumas foérmulas

10



validas, para que possamos a partir destas, deduzir por meio de
regras outras férmulas validas.
Na primeira secfo introduziremos os axiomas e regras, para

depois definirmos as noc¢des de dedutibilidade e consisténcia, ca-

. i = 3
racterizando as nocdes sintaticas™.

3.1 - Axiomas e Regras

Apresentaremos agora um sistema axiomatico® para a Loégica
Temporal. Esse sistema que denominaremos de T, ¢ caracterizado pe-

los seguintes esquemas de axiomas:

T1) G(A » B) » (GA » GB).
T2) H(A » B) » (HA » HB).
T3) A > GPA.
T4) A » HFA.

T5) A, se A for uma férmula tautolégica®.

3Veja~se MATES, BENSON..

4Veja—ﬂe GABBAY, D. e GUENTHNER, F.; RESCHER,N. AND URQUHART,A. €

PRIOR, ARTHUR N..

O conceito de fOrmula tautol8gica € definido de maneira anlloga a

corrente em 10gica modal.Veja-ee CHELLAS, BRIAN F..
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As regras de inferéncia sio as seguintes:

RP. A / HA.
RF. A / GA.

MP. A, A - B/ B ( Modus Ponens ).

3.2 - Dedutibilidade e Consisténcia

Definicio 3.2.0: Uma demonstragio em T & wuma sequéncia
Al,Az,....An de férmulas tal que, para cada i, ou Ai é um axioma
de T ou Ai é obtido de férmulas anteriores por meio de regras de

inferéncia.

Definiciio 3.2.1: Um teorema de T é uma formula A da linguagem ET
tal que existe uma demonstra¢dio, na qual a ultima formula é A. Tal

demonstracdo é chamada uma demonstrac#o de A.

Usualmente escreveremos !—— A para significar que A & um te-

orema.

Definicio 3.2.2: Uma deducfio de A a partir de ' ¢ uma sequéncia
finita de férmulas A1’Az""’An‘ tais que Anz A, e, para cada i =

1,2,...,n ao menos uma das seguintes condicdes é satisfeita:

12



D Ai é um axioma;

1I) Ai € I' , neste caso diremos que Ai ¢ uma hipdtese;
IID) existem j,l < 1, tais que ﬁj é Al» Ai -

IV) existe j < i, tal que:

i) Ai e GAJ e, para alguns

Jgpdgreendy, < b

A .Aj oA = Aj é uma demonstracfio em T de A .
i

j! 2 jm

i) Ai é HAJ_ e, para alguns
J!'JZ"'"Jm <)

A ,A ,.,A = A é uma demonstraciio em T de A .
Iy jz jm J i

Diremos que A é dedutivel de I' ( em simbolos, T [— A ) se

existir uma deducio de A a partir de T.

Lema 3.2.0 (Teorema da Deduc%ios): Se I' € um conjunto de férmulas,

e A e B s3io formulas, e IA |- B, entdio I' |- A » B. Em particular,

se A |- B entdio |- A » B.

Demonstraco:

Seja B1, B2 e Bn uma deducio de B a partir de T u {A}l, onde
13n = B. Vamos demonstrar, por indu¢do em i, que I’ |— A- Bi para
1<is<n

Base Indutiva: i = 1.

Assim, B1 €’ ou B‘1 & um axioma de T, ou B1 é o priprio A. Como

]31 > (A » B‘l) é uma férmula tautolégica, nos dois primeiros ca-

sos, por Modus Ponens, I }— A > Bi. Para o terceiro caso, quando

6
Ve ja-ese MENDELSON, ELLIOTT..
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B, € A, usando a férmula tautolégica A » A, temos que |- A - B .,

e, portanto T !—— A - Bi.

Hip6étese Indutiva: Supomos que T |— A > Bk para todo k < i
Desse modo ac menos um dos seguintes casos deve ocorrer:

1) Bi é um axioma,
2) ]3i esta em T,
3) Bi é A,
4) Bi é obtido por Modus Ponens para algum Bj e Bl, onde j < i, 1
<1 e Bl tem a forma Bj =5 Bi.
5) B é GB, e existe uma demonstracido em linhas anteriores para

i J

B,

J
6) Bi é HB , e existe uma demonstracfio em linhas anteriores para

J

B .

i
Nos trés primeiros casos, I' |- A » Bi. como mostrado acima no caso
i= 1.
Para o caso 4), temos, por hipdtese indutiva, que T }— A - BJ
eI’ -—A-> @B ->B) Como(A>(B ->B)N->{A->B)>(A>B))

J i ] i b] i

é uma férmula tautolégica, aplicando Modus Ponens duas vezes temos
que I' |- A » Bi.
Para o caso 5). Como existe uma demonstrac¢io para Bj. entiio pela
regra RF, temos GBj, e como GBj - (A - GBJ) é uma foérmula
tautologica, temos que I' |- A - B .
Para o caso 86). Como existe uma demonstracio para Bj, entio pela

regra RP, temos HBJ, e como HBj > (A » HBj) ¢ uma férmula

tautologica, temos que I' |- A » Bi. 5

14



n

Notac#so: Escreveremos A A como sendo:
b
i=1

a) r sen =0,
b)) A AA A...AA sen>0.
1 2 n
Lema 3.2.1: ' |- A sse existem Ai,Az.Aa....,A el (nz20) tais
n

que |- (AlA AZA Aal\ vee A An) > A

Demonstracdo:

Da direita para a esquerda, segue que:

Por hipétese, existem A ,A_A ...A € T e F (A Aa.a AD > A

Caso n = 0, entdo temos que | T > A e, portanto, I' |- A.

Se n > 0, ent3o, por tautologia,

A > (A > (A-s.»> (A5 A)...) e aplicando Modus Ponens n
1 2 3 n

vezes, temos que

{ALA A .0Ad - A, ou seja T |- A.

Por outro lado,

se I' |- A entfo existe uma sequéncia Bi'Bz'Ba’""Bm= A, que é uma
deducsioc de A a partir de T. Sejam Aa’Az'Aa""’An' todas as
formulas de I’ que ocorrerem em Bi’Bz'Ba"”’Bm' Assim, pela defi-
nicdo de deducgido {A1,A2.A3,...,An} |- A. E, desse modo por n apli-
cacdes do teorema da deducdo, |- A > (A, > (A .5 (A Auordy

e, por tautologia, |- (A1A Azz\ ASA...A A“) * k. o

Um conjunto de férmulas I' é consistente , escreveremos

ConTl, somente no caso em que a féormula .+ n3o é dedutivel de T'. As-

sim I' é inconsistente , escreveremos IConI, justamente no caso
em que I | .
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Defini¢fio 3.2.3: Conl' sse nfio acontece I' | ..

Teorema 3.2.0:

(1) - Assed - A

(2) |- A sse para cada I, T |- A.

(3) Se A €T, entdio I' |- A

(4)SeT Be {B}] A entioI' - A

(5) SeT' - AeTl cA entdio A |- A

(6) T |- A sse existe um subconjunto finito A de I' tal que A}~ A.
(DT A->Bsselu{Al B

(8) ConI' sse existe um A tal que n3o acontece I' |- A.

(9) IConl sse existe A tal que ambos I' |- A e I' |- -A.

(10) Se ConI' e A < I, entdo ConA.

(11) Conr' sse para cada subconjunto finito A de T, ConA.

(12) T | A sse IConT'u{-Al

(13) ConTu{A} sse niio acontece I' I -A.

Demonstrac#o:

Para (1). Se I A, entfo, como uma demonstracdo ¢ uma deducio a
partir de qualquer conjunto, ento particularmente para o @ segue
que @ |~ A. Por outro lado, se @ |- A, ent#o existe uma deducZio na
qual n3o ocorre nenhuma hipotese. Portanto, uma demonstracido, ou
seja, | A.

Para (2). Segue da definicdo de demonstracdo, que toda
demonstracfio é uma deducio a partir de qualquer conjunto. Por ou-
tro lado, supomos que T }— A, para cada conjunto de férmulas T.

Entdo em particular para I' = @ temos que § |- A, e, usando (1),
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temos que |- A.

Para (3). Supomos que A € . A férmula A - A é uma tautologia, lo-
g0 é um teorema de T, onde o antecedente da condicional esta em T,
portanto I' | A.

Para (4). Se T |- B entfio existe uma deducfio de B a partir de T,
tal como explicitado na definicdo 3.2.2, de modo analogo, existe
uma deducdo de A a partir de {B}l. Se substituirmos a deducdo de B
a partir de I' em cada ocorréncia de B na deducdo de A a partir de
{B}, teremos ent3o uma deducsio de A a partir de T.

Para (5). Se T |- A entdo existe uma deducdo de A a partir de T,
tal como definido em 3.2.2. Como I' € A, tal dedugio € também uma
deducsio de A a partir de A, ou seja, A | A.

Para (6). Da direita para a esquerda segue de (5). O outro lado
segue do fato de se ter sempre um niumero finito de hipdteses que
forma a sequéncia finita A1""’An = A.

Para (7). Se T | A > B entio pelo lema 3.2.1 , existe uma
sequéncia A1 s An € I' , onde An = A->B e é teorema
— (AlA...A An) - (A » B) e, por tautologia |- (AiA...AAn A A) > B
e pelo mesmo lema, I' u {A} |- B. Reciprocamente, usando o lema
3.2.0, segue que, se I' y {A} B ent3io T I A » B.

Para (8). Supomos que Conl, isto é, que n3o acontece I' |- i, en-
tiio , claramente existe wuma férmula A, tal que nio aconte-
ce T | A. Por outro lado, supomos que IConl, isto & que T — .
Do calculo proposicional, temos que {1} |- A, para qualquer
formula A. Assim, pelo item (4), T }— A, para qualquer férmula A.
Para (9). Supomos que IConl, isto ¢, T 1+ e, como + -+ A &
uma tautologia, entao I |~ A, para qualquer férmula A. Portan-

to, para toda férmula A, T A e T |- -A. Por outro lado, se
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existe uma férmula A, tal que T |- A e T |- -A, entfio, como
(A > (nA > (A A -A))) é uma férmula tautolégica, T = A A - A, e,
como A A mA | 41, por (4), T |- 1, logo I' é inconsistente.

Para (10). Supomos que ICon4, isto é, que A }— L. Como A € T, por
(5), temos que I' I~ 1, ou seja IConT.

Para (11). Supomos que IConl, isto é, I |~ i, por (6), existe um
subconjunto A < T' tal que A |- &, ou seja, IConA. Por outro lado,
supomos que existe um subconjunto finito A de I, tal que IConA.
assim A |- 1 e, por (6), I' |- 1, ou seja, IConT.

Para (12). Supomos que I' |- A. Por (5), temos que I' u {-A} |- A, e
por (3), T' u {-A} }— -A, assim por (9), IConl'u{-Al}l. Reciprocamen-
te, supomos gque IConlu{-A}, isto é, que I' v {-A} | 1. Ent3o por
M, T l—- -A » 1. Do calculo proposcional, temos que {-A - 1} |
A. Assim, por (4), T - A

Para (13). Supomos que IConT'u{A}l, por (12), IConT'u{A} sse T' |- -A,

ou seja, ConTu{A} sse n3o acontece T' |— A. _

3.3 - Propriedades sintaticas

Apresentaremos a seguir uma lista de teoremas de T que,
além de permitirem uma melhor compreenszo do sistema, contribuiréo
para a demonstracio do teorema da completude. Alguns desses teore-

. 7
mas podem também serem encontrados em Burgess .

7
Veja-se GABBAY, D. e GUENTHNER, F..
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Teorema 3.3.0: Sendo A,B e C formulas de S}T, e p uma variavel
proposicional, entio,

se }—A«—»Bentﬁo}—Cp/AHCp/B.

Demonstrac#o:
Suponhamos que }— A & B. Mostraremos por induc¢fo na complexidade

de C que [—CD/AHCDIB.

Base Indutiva:

C é uma variavel proposicional. Temos dois casos:

1) C é a variavel proposicional p. Neste caso,
C p/ﬁéigua.laAeCp/Béigual a B,
consequentemente , por hipdtese,

I A & B

2) C é uma variavel proposicional diferente de p, seja por exemplo
p'. Neste caso,

c P/, eigualap eCP/yéigual a
e, portanto,

p" e p'.

D

Hipétese Indutiva: O teorema valido para férmulas de

complexidades menores que C.
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1) C & do tipo -X.
Por hipétese de induc#o,
p p
}—— 0.9 /AH x) /B ,
logo, por tautologia e Modus Ponens,

Y] p
— =~X) /A — (X)) /B ;
ou seja,

P P
@0 Pry e a0 Py

2) C é do tipo (X =» Y).
Por hipétese de inducdo,
. p p
IV 6 9 /ﬁH X) /B e
i) () /A(—) ) /B ;
Logo, por tautologdia,
p P P P
- X /A->Y /A)H(X /B->Y /B).
assim,

FX-0P, o xan Py

3) C é do tipo GX.

Por hipétese de inducdo,

oo P e Py

Logo, por tautologia, regra RF, e axioma Tl,
- e P7, o 60 Pry

assim,

D P
- @G P/, o @0 Pry .

4) C é do tipo HX.
Por hipétese de inducio,

P b
o Py o o Py
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Logo, por tautologia, regra RP, e axioma T2,

- HX) P/,

| p
= HX) /A B

assim,

P p
F @ P/, o @o Py

Apresentaremos a seguir algumas demonstrag¢tes em T, desta-

cando algumas linhas, onde ocorrem teoremas que serido usados futu-

ramente.
(1) G(A » B) » G(=B » -A) férmula tautolégica
(2) G(-B » -A) » (G-B » G-A) axioma

T3.3.1) (3) G(A » B) » (FA » FB) 1,2
(4) GA>G(B > AAB féormula tautolégica

(5) G(B > A AB)-> (FB > F(A AB)) 3

T3.3.2) (6) GA A FB » F(A A B) 4,5
(7) A » GPA axioma
(8) GPA A FB » F(PA A B) 6
T3.3.3) (9) (A A FB) » F(PA A B) 7,8
(10)G(A A B) » GA férmula tautolégica
(11)G(A A B) » GB férmula tautolégica

(12)G(B » A A B) » (GB » G(A A B)) axioma

T3.3.4) (13)GA A GB « G(A A B) 4,10,11,12
(14)G-A A G-B » G(=A A -B) 13
(15)G-~A A G-B » G~(A v B) 14
T3.3.5) (16)FA v FB < F(A v B) 15
(17)GA » G(A v B) formula tautoldégica
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(18)GB » G(A v B) férmula tautolégica

T3.3.6) (19)GA v GB - G(A v B) 17,18
(200G-A v G-B - G(-A v =B) 19
(21)G-A v G-B » G~(A A B) 20

T3.3.7) (22)F(A A B) » (FA A FB) 21
(23)~A » HF-A axioma
(24)-A » H-GA 23

T3.3.8) (25)PGA - A 24

Obs: Por demonstractes anilogas, temos como teoremas as férmulas
obtidas dos teoremas acima, trocando-se G por H e F por P, unifor-

memente.

T3.3.9) Se - A » B entfo I HA » HB.

Demonstraci#o: Segue dos teoremas anteriores.

T3.3.10) Se A > B ent¥o - PA » PB.

Demonstraco: Segue dos teoremas anteriores.
T3.3.11) Se — A » B entfio | GA -» GB.

Demonstracio: Segue dos teorema anteriores.

T3.3.12) Regra RPL

A,A,.,A / A , se A for consequéncia tautolégicaa de
n

a8
Veja-se CHELLAS,BRIAN F..
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Demonstracio: Segue diretamente dos axiomas e Modus Ponens. Pois,
se A for consequéncia tautolégica de Aa’Az"“'An , entido a
formula (Al-a (Az T ) (An % A)...) é uma tautologia, por
conseguinte, um axioma. Assim, por n aplicacdes de Modus Ponens,

obtemos que A é dedutivel de A1’Az"“’An' -

3.4 - Correcio

Para apresentar a correcdo de T, devemos demonstrar que to-
dos os axiomas preservam a validade, e que cada regra preserva a
validade. A validade dos axiomas é exibida na secdio 2.1, resta so-
mente mostrar que as regras preservam a validade. Assim devemos

estabelecer o seguinte:

Teorema 3.4.0:(Regra RF)

Se = A ent3o |= GA.

Demonstraco:

k/= GA entdo existe m e existe t € T em m tal que m |l‘/=tGA' logo

existet1eTta1quetSt1em|=/=t A, ou seja /= A ( A n3o é
1

valida ). .

Teorema 3.4.1:(Regra RP)
Se = A ent3io |= HA.
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Demonstracio:
E/= HA ento existe m e existe t € T em m tal que m k/= HA, logo
t

exiaaﬂ:et_leT'ca.lquet_jStem}=/=t A, ou seja k/= A ( A
-1

nio & valida ). "

Teorema 3.4.2:(Regra MP)

Se = A e = A - B entfio |= B.

Demonstracio:

Por reducio ao absurdo, assumimos que |= A, }= A > Be /=B As-
sim se }/=B entdo existe m e existe te€ T emm tal quem
k/=, B. Como |= A, entdo para todo m e todot € T em m, m =, A
Disso segue que existe m e existe t € T em m, tal que f/= A 5 B, o

qual contradiz a hipétese. -

Desse modo estamos em condicdo de demonstrar o seguinte te-

orema.:

Teorema 3.4.3(Correcfo): Seja SBT uma linguagem temporal, ' e A,
respectivamente, um conjunto de férmulas e uma férmula de 2", Nes-
sas condig¢des vale:

i) Se |- A entdio = A.

ii) SeT |- A entfio T' |= A

Demonstrac#o:

O item (i) segue de (ii) quando consideramos I' = @. (il) é demons-
trado por induc¢fio no comprimento de uma dada deduc@o de A a partir
de T, levando-se em conta os teoremas 2.1.0, 3.3.0, 3.4.0,

3.4.1, 3.4.2.
®
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4 - Completude

Nos capitulos anteriores caracterizamos conceitos
sintaticos e semanticos com respeito a linguagem T, Neste
capitulo, caracterizaremos que é possivel mostrar que o conceito
semintico de consequéncia coincide, extensionalmente, com o con-
ceito sintatico de dedutibilidade, ou seja, mostraremos que, para
cada formula A e conjunto de férmulas I, A é consequéncia de I' se

e somente se A é dedutivel de I', em simbolos,

I =Assel |- A

Como, ja expusemos que se I' |— A entdo T |= A, falta mos-
trar apenas que se I' |= A ent3io I' |- A.
Para a prova da completude precisaremos de alguns resulta-

dos preliminares.

4,1 - Maximalidade e Lema de Lindenbaum

Um conjunto maximal consistente &, do ponto de vista intui-
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tivo, um conjunto que contém o maior numero possivel de férmulas
gue pode conter sem se tornar inconsistente. N¢s escreveremos Maxl

para significar que I' é maximal consistente.

Definicdo 4.1.0: MaxI' sse
(i) Conl, e

(i) para cada A, se Conl'uf{Al, entdo A € T.

Teorema 4.1.0: Seja I' um conjunto maximal consistente de férmulas.
EntHo:

(1) AeTlssel | A

(2) r el

(3) & gL

(4) -A € T sse A ¢ T.

(5) A > B sse se A €T entiio B € T.

Demonstracdo:

Supomos que I' seja um conjunto maximal consistente.

Para (1). Da esquerda para a direita é o teorema 3.2.0 (3). Por
outro lado, supomos que I' - A, mas A ¢ I Entdo pela maximalida-
de de T, IConTu{A}. Disto e do teorema 3.2.0(13), temos que I' |
-A. Assim pelo teorema 3.2.0(9), IConI, o que contradiz a hipétese
de T ser consistente.

Para (2). Supomos por absurdo que v n3o pertenca a . Pela maxima-
lidade de T, IConl'u{r}. Assim pelo teorema 3.2.0(13), I =7, ou

seja, I' |- ., caracterizando que I é inconsistente, o que contra-

diz a hipétese de I' ser consistente.
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Para (3). Supomos por absurdo, que + € I\ Entfo, por (1), T }—— 1,
o que significa que IConl, o que contradiz a maximalidade de T.
Para (4). Vamos dividir em dois casos:

(1) Ndo ambos A € I' e nA € T.

(i) Ou A€l ou-A el

Para (i), assumimos o contrario, que I' contém ambos A e -A. Entéo,
por (1), ambos sfo dedutiveis de I, o que caracteriza que I' & in-
consistente, contradizendo a maximalidade de T.

Para (ii), supomos o contrario, que I' n3o contém nem A, nem -A.
Entdo por (1) nenhum é dedutivel de TI. Isto significa, pelo
teorema 3.2.0(12 e 13) que Conl'u{A} e Conl'u{-Al. Por definicdo, A
elle -~A €T, o qual é impossivel

Para (5). Da esquerda para a direita, supomos que (A » B) €T e A
e T. Por (1), segue que I' (A » B) e I |~ A, e pelo calculo
proposicional B é dedutivel dessas duas férmulas, e pelo teorema
3.2.0(4), T |~ B, e portanto por (1), B € T.

Por outro lado, supomos que A » B ¢ I', para mostrar que A € eB
g T. Por (4) e (1), T | -~(A » B). Pelo calculo proposicional A e
-B s3o dedutiveis de I. Por (1), A € T e -B € T, e por (4) segue

T
que B ¢ 1 .

£ o3 ; i . 9
O proximo teorema ¢ conhecido como lema de Lindenbaum".

9
Veja-se BELL, J.L. AND MACHOVER, M.; CHELLAS, BRIAN F. e CHANG,

C.C. AND KEISLER, H.I.
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Teorema 4.1.1: Se Conl, entfio existe um A tal que :
W TeAh e

(i) MaxA.

Demonstrac#o:

Seja T um conjunto consistente de férmulas. Nosso plano é definir
um conjunto A de férmulas em termos de I, 0 qual provaremos ser
uma extensfio maximal de T.

Seja

A A A,
12 3

uma dada enumeracdo do conjunto de férmulas de o',
Em termos do conjunto I' e desta enumeracio de férmulas, noés

definimos uma sequéncia infinita de conjuntos de férmulas,

A LA LA LD .
012 3

A definicdo ¢ indutiva. Primeiro n6s definimos o conjunto inicial
da sequéncia, Qo: entfio nos especificaremos como qualquer outro
conjunto na sequéncia, an, é definido em termos de seu predecessor
imediato, A .
n-1
Definicao I:
@D bn =T
(2) Paran >0, A é& 1A u{A }, se ConA ufA }l;
n n-1 n n-1 n

i) An-l’ caso contrario;
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Em outras palavras: 4 € o conjunto I'; e, para n > 0, A é formado
pela adicfio da n-ésima férmula na enumeracio, An, para Qn_l se es-—
ta adiciio for consistente, caso contrario, An é 0 mesmo que An_l.
£ 6bvio que, nesta construcio, cada conjunto é consistente. O pri-
meiro conjunto na sequéncia é consistente por definicfio, e os ou-

tros sio formados por adicdes consistentes em seus predecessores.

Assim:

Lema I: An é consistente, para n 2 0.

Demonstracfio: Por induc¢do em n.
Base Indutiva: n = 0.
ao é consistente, pois nn =T e I' é consistente por hipétese do

lema de Lindenbaum.

Hipo6tese Indutiva:
Para n > 0, se A é consistente entdo A i também o é.
n n
Como para n > 0, A é:
n+1

DA uvui{A 1 se ConA ufA 1}
n n+1 n n+1
ii) A , caso contrario;
n

temos desse modo que An” é oonsistente..

vamos definir agora o conjunto A como sendo uma colecdo infinita
de todas as férmulas em quaisquer dos conjuntos na sequéncia.

@®

Definicdo II: A = A.
1] n

= y
n=

Desse modo A inclui cada um dos conjuntos da sequéncia, assim:
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Lema II: an c A, para n 2 Q.

Em particular A inclui I' (que é Qo), assim:

Lema III: T € A
Assim A é uma extensfio de I. Resta mostrar que A & maximal Para

isso necessitaremos de alguns lemas.

Lema IV: kaﬁ. para k < n 2 Q.
n
De acordo com esse lema, cada conjunto na sequéncia inclui todos

os seus predecessores. Isto é 6bvio pela construcdo da sequéncia.

Lema V: Ak € ﬂ.k, sempre que Au € A, para k > 0.
Este lema assegura que uma féormula com indice k na enumeracao das
fé6rmulas estd sempre no conjunto na sequéncia que tem indice k.
Por construc#o,
para k > O, ﬂk é:
i) A uif{A )}, se ConA u{Al;
k-1 k k-1 k
i) Ak-‘l' caso contrario;

Desse modo se Ak e Ae A= Ak, para k 2 0, entdo Ake ak. pois se

nio pertencesse a ak. &k nfio pertenceria a A e ah seria ak )

Lema VI: Para cada subconjunto finito A’ de A, A" < A, para algum
n z 0.

Esse lema diz que para cada subconjunto finito de A, existe um
conjunto na sequéncia que o contém.

Supomos que A’ seja um subconjunto finito de A, e seja An uma
formula em A’ com o maior indice inteiro n ( essa férmula deve e-

xistir, uma vez que A’ é finito). Agora mostraremos que A < ﬁn.
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Seja A uma formula em A'. Pelo fato de que A ocorre na enumeracio

considerada de férmulas, A = Ak. onde k < n. Desde que A ( = A )
k

esta em A’, esta também em A, Assim, pelo lema V, A (=Ak) esta no

conjunto ﬁk. Pelo lema IV, Ak c An. Portanto A esta em A .
n

Lema VII: A é maximal consistente. Isto é:

i) A é consistente;

ii) para cada A, se {A} u A é consistente, entdo A € A.

Para i) é suficiente, usando o teorema 3.2.0(11), mostrar que cada
subconjunto finito de A é consistente. Supomos o contrario, que A
tem um subconjunto finito inconsistente, a saber, A’. Seja An uma
formula em A’ com o maior indice n. Ent3o A’ é um subconjunto do
conjunto An na sequéncia, e assim pelo teorema 3.2.0(10), ﬁn <]
inconsistente. Isto contradiz o lema L

Para ii), supomos que A u {A} é consistente para algum A. Pelo fa-
to de que para algum n, A aparece como a n-ésima férmula na enume-
racfio de férmulas, podemos equivalentemente dizer que: {An} U Aé
consistente. Pelo teorema 3.2.0(10), cada subconjunto deste con-
junto & consistente. Em particular, an_1 U {An} é consistente (
desde que An_1 c A, pelo lema II). Pela definiciio I, entfo, nn =

A . Y {An}. Desde que An esta em ﬁn, esta em A, isto é, A € A -

Do lema de Lindenbaum, levando em conta o teorema 4.1.0,
segue que uma férmula é dedutivel de um conjunto de férmulas se e
somente se ela pertence a cada extensfo maximal do conjunto, e
também que uma férmula é um teorema justamente no caso em que ela

é um membro de cada conjunto maximal de férmulas.
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Teorema 4.1.2:
(1D T |- A sse A € A para cada MaxA tal que I' € A

(2) |- A sse A € A, para cada MaxA.

Demonstracio:

Para (1). Supomos que I' I A, A é maximal consistente, e T' < A
Pelo teorema 3.2.0(5), A |} A, e pelo teorema 4.1.0(1), A € A
Reciprocamente, supomos que n#o acontece de T }»— A, para mostrar
que existe uma extensHo maximal de I' nfo contendo A. Segue do
teorema 3.2.0(12), que o conjunto I u {-A} é consistente. Pelo
lema de Lindenbaum este conjunto tem uma extensdo maximal A, o
qual é também uma extensfio de I. Pelo fato de que -~A € A, segue
pelo teorema 4.1.0(4) que A ¢ A.

Para (2). Raciocinio analogo a (1), considerando I' = @ e o teorema

3.2.0(1).
n

4.2 - Estrutura Temporal Candnica

0O método de estruturas cananicasw para provar a completude é

0
10y eja-se LEMMON,E.J. AND SCOTT,D.S.; HUGHES,G.E. & CRESSWELL,M.J.

e CHELLAS, BRIAN F.
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muito usado tanto em Légica Modal como em Loégica Temporal, sendo
uma técnica extremamente forte e flexivel, que pode se adaptar a
um grande numero de sistemas em Légica Modal e Temporal Neste

texto usaremos essa mesma técnica para a prova da completude.

Definicio 4.2.0: Uma estrutura temporal mc=<TC,S,V> é uma estrutu-

ra temporal candnica, se satisfizer as seguintes condi¢ges:
i) TC = { I' : T é maximal consistente }.

ii) Para cada A € TC , GA € A sse para cada A’ € TC tal que A S

A, Aed.

iii) Para cada A € TC , HA € A sse para cada A’ € Tc tal que A" S

A A €.
iv) V. = { MaxA : Pn € A} para n = 0,1,2,3,... .

A principal caracteristica de uma estrutura candnica para a
16gica temporal é que se uma férmula A & verdadeira para algum A €
T, em m_ = <T,SV> C em simbolos, m, k=, A), entdio ela pertence a
A, isto é:

m, =, A sse A € A
Podemos assim dizer que s6 pertence o que é verdadeiro. A

demonstracdo desse fato sera feito na sequéncia.
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Teorema 4.2.0: Sejam A e A’ conjuntos maximais consistentes, e

mc=<Tc,S,V> uma estrutura temporal canénica, entido temos que:

a) para cada A € TO , para qualquer férmula A, se FA € A ent3o e-

xiste A, A S A e A eA.

b) para cada A € Tc , para qualquer féormula A, se PA € A entdo e-

xiste A’, A" S Ae A € A"

Demonstrac#o:

Para a) procedemos assim:

Por contraposicdo temos que,

para todo A’ tal que A S A', A ¢ A', entfio pela maximalidade,

para todo A’ tal que A S A", -A € A, ent3o pela definiciio 4.2.0,
item ii),

para todo A, GHA € A, entdo pela maximalidade,

-G-A ¢ A ent3o por D(F),

FA ¢ A

Para provar b), procedemos assim:

Por contraposicdo temos que,

para todo A’ tal que A" S A, A ¢ A', ent#o pela maximalidade,

para todo A' tal que A" S A, -A € A’, entido pela definicdio 4.2.0,
item iii),

para todo A, HHA € A, entfo pela maximalidade,

—~H-A ¢ A entiio por D(P),

PA ¢ A
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Teorema 4.2.1: Se ;_r;o = <TC,S,V> uma estrutura temporal candnica .
Ent3o para todo A € Tc em m, temos que :
m, =, A sse A €A

c

Demonstracfo: Mostraremos por induc¢fio na complexidade de A.

Base Indutiva: Seja A € TC.
12 caso: A é do tipo P_ para algum n € N,
Se l‘-’n € A ( A maximal ) ent3o pelo item iv), definic3o 4.2.0,

A € V entio pela definicdo 2.3, item 1),
n

m, '=A Pn.

Por outro lado,
Se m, |=A I’I1I entdo pela definicdo 2.3, item 1),
A€ Vn ent3io pela definiczio 4.2.0, item iv),

P € A
n

1o

2- caso: A é do tipo 71 .

m, !=‘3 1 pela definicio 2.3, item 2), e, por outro lado,

pelo teorema 4.1.0, item 2),

T € A

32 caso: A é do tipo 1 .

m |=/=ﬂ 1 pela definicfio 2.3, item 3), e, por outro lado,
L ¢ A pois A é consistente,

portanto,

m, }=A.Lssea.€a.
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Hipotese indutiva: Assumimos que o teorema ¢ vilido para formulas
de complexidades menores que A, isto é, para todo A € Tc em m, te-
mos que:

m |=ﬂBsseBeQ.

12 caso: A é do tipo -B.

m, F=, -B sse
m_ k/=, B sse pela hipétese de indugio,
B ¢ A sse pelo teorema 4.1.0, item 4),

-B € A.

2 caso: A é do tipo B » C.

B
1

m [=ﬁ (B » C) sse pela definicfo 2.3, item 5),
se m FA B entdo m, |-===‘ﬁ C sse pela hipétese indutiva,
se B € A entfio C € A sse pelo teorema 4.1.0, item 5),

(B> C) e A

1o

3- caso: A é do tipo GB.

Mostraremos que m, }=ﬁ GB sse GB € A

Da esquerda para a direita a prova por contraposicdo fica:

GB ¢ A enti3o, como A é maximal consistente,

~GB € A entdo, por D(F),

F-B € A entio, pela teorema 4.2.0, item a),

3 A(AS A e -Be€A) entdo, como A’ é maximal consistente,
I3 A(AS A eB¢A) entdo pela H.I,

34 S 4" em, /=, B) entdo,
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n(YA'(A S A’ entdio m, =, B)) entdo,

m |=/=ﬁ GB .

Da direita para a esquerda também provando por contraposicdo, te-
mos:

m, /=, GB entdo

~(YA'(A S A" entdo m, }==ﬁ. B)) entHo,

IANLSA e m !=,/=a. B entfio pela H.I.,

3 AA S A e B ¢ A) entdo pela definicdio 4.2.0, item ii),

GB ¢ A

52 caso: A é do tipo HB.

Mostraremos que m_ |=, HB sse HB € A.

Da esquerda para a direita a prova por contraposicio fica:
HB ¢ A ent3io, como A é maximal consistente,

-HB € A ent#o, por D(P),

P-B € A entfio, pelo teorema 4.2.0, item b),

3 A'(A° S A e -B e A') entdio, como A é maximal consistente,
3 A'(A" S Ae B¢A') entdo pela H.L,

3 4@ Saem /=, B) entdo,

n(VA'(A" S A entdo m |=,. B)) entdo,

m, k/=, HB.

Da direita para a esquerda também provando por contraposicdo, te-
mos:

m, /=, HB entdo,

~v(va'(A" S A entdo m, |=&, B)) entio,

AW SAe m, |=/=A, B) entdo pela H.I.,
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3 AA" S A e B ¢& A') entdo pela definiciio 4.2.0, item iii),

HB ¢ A
]

O préximo teorema mostra que em uma estrutura temporal pro-
posicional os teoremas s3o justamente as férmulas verdadeiras na

estrutura.

Teorema 4.2.2: Seja mc = <TG,S.V> uma estrutura temporal candnica.
Entfo,

m = A sse |- A

Demonstracdo:

Da direita para a esquerda, segue que:

- A ent3io pelo teorema 4. 1.2(2),

A € A para todo A maximal, entdo pelo teorema 4,2.1,

m }=& A para todo A € Tc em m, entdo, pela definiciio 2.4,
n = A

Por outro lado,

/- A entfio pelo teorema 4.1.2(2),

A ¢ A para algum A maximal, entdio pelo teorema 4.2.1,

m hf:ﬁ A para algum A € TC em m_ entfdo, pela defini¢iio 2.4,

m f/= A i

4.3 - Estrutura Temporal Candnica Prépria
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A existéncia de estruturas canénicas ainda ndo foi demons-

trada. Na definicdo 4.3.1 determinamos uma certa estrutura, a qual
denominaremos de estrutura candnica proépria para a logica tempo-
ral, entdo provaremos que esta estrutura é uma estrutura canénica,

mostrando assim, que existem tais estruturas.
As definicées e teoremas na sequéncia tem o propésito de

auxiliar na determinacfio de tal estrutura.

Definicdo 4.3.0: Definimos uma relacio S o’ chamada de sucessio ca-

nénica,entre conjuntos maximais consistentes, pondo:

ASCFSB{A:GAGA}QF.

Teorema 4.3.0: Para quaisquer conjuntos A, I' maximais consisten-

tes, as seguintes clausulas s3o equivalentes:

a) {C:GCeAl}cTl
b)) { PA: A€ A} el
c) { FB: BeTl } <A

dD{D: HD e T } € A

Demonstrac#o:

(a) » (c)

Assumimos (a) e B € T como hipéteses. Ent3o pela maximalidade,
-B ¢ I' entfio pela hipdtese,

G-B ¢ A ent3o pela maximalidade,

-G-B € A entfio pela defini¢3io de F,
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FB € A

(c) = (d)
Assumimos (¢) e HD € T como hipéteses. Entdo pela hipédtese,
FHD € A entfio por T3, tautologia, D(F) e D(P) ,

D € A

(d) » (b)

Assumimos (d) e A € A como hipéteses. Entdo pela maximalidade,
-A € A entio pela hipétese,

H-A ¢ I ent3io pela maximalidade,

-H-A € T ent3io por D(P),

PA €T,

(b) » (a)

Assumimos (b) e GC € A como hip6teses. Entdio pela hipétese,
PGC € A entiio pelo T3.3.8,

C € A

Definicio 4.3.1: A estrutura temporal candnica proépria mcp =

<Tcp.So,V> é a estrutura temporal na qual:

i) Top = { T : I é& maximal consistente }

ii) SC é a rela¢fio de sucessfo candnica.

i) V. ={A: P € A e A é maximal consistente } para n € N
n n
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Teorema 4.3.1: A estrutura temporal candénica prépria é uma estru-

tura temporal candnica .

Demonstracio:
Seja m cp a estrutura temporal canénica prépria. Precisamos mostrar
que para cada conjunto maximal consistente , temos que:

a) GA € A sse para cada A’ € TC , tal que A SC Al A e A

P

b) HA € A sseparacadaﬁe?cpemmp.talqueaSca’.Aeﬁ.

c
Para a).

Supomos que A seja um conjunto maximal consistente de foérmulas.
Da esquerda para a direita é trivial, ou seja,

se GA e Ae {A: GA € A} ¢ A’, entlio A € A"

Da direita para a esquerda, temos que:

Supomos que A € A’, para cada conjunto maximal A’ tal que {A : GA
€ A} ¢ A, isto &, que A pertence a cada extens3#o maximal do con-
junto {A : GA € Al. Pelo teorema 4,1.2, item 1), isto significa
que A é dedutivel deste conjunto de férmulas, isto é,

{A: GA € A} |- A

Isto significa que existem férmulas Ai.Az.....An(n::O) no conjunto
{A : GA € A} que s#o tais que

b (A A A AA A > A

Assim podemos inferir pela regra RF, axioma T1, T3.3.4 e tautolo-
gia, que,

- (GA A GA_A..A GA ) - GA.

Mas como A contém cada um dos GA;'GAz""’GAn’
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A |- GA.
Pelo teorema 4.1.0,item 1),

GA € A

Para b).
Pelo teorema 4.3.0, é suficiente mostrar que:

b') HA € A’ sse para cada A € T‘O em mcp. tal que {A : HA € A"} ¢

b
A A €A

Supomos que A seja um conjunto maximal consistente de féormulas.
Da esquerda para a direita, temos que:

se HA € A" e {A : HA € A’} € A, entdo A € A

Da direita para a esquerda, temos que:

Supomos que A € A, para cada conjunto maximal A tal que {A : HA €
A’} c A, isto &, que A pertence a cada extensfio maximal do conjun-
to {A : HA € A’} Pelo teorema 4.1.2, item 1), isto significa que
A é dedutivel deste conjunto de férmulas, isto é,

{A: HA € A} |- A

Isto significa que existem férmulas Ai,Az,...,An(nBO) no conjunto
{A : HA € A’} que s#o tais que

- (AIA A AN An) > A _

Assim podemos inferir pela regra RF, axioma T2, tautologia e pelo
teorema obtido a partir do T3.3.4, trocando-se G por He F por P
que,

|- (HA A HA A..A HA D > HA.

Mas A' contém cada um dos HAi.HAz,....HAn. assim HA é dedutivel
de A’; isto é,

A" | HA.
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Pelo teorema 4.1.0,item 1),

HA € A
]

Teorema 4.3.2(Completude): Seja S}T uma linguagem temporal, I' e A,
respectivamente, um conjunto de férmulas e uma férmula de ¢T. Nes-
sas condi¢Ges vale:

i) Se k= A entfio - A

ii) Se T |= A entdo I' |- A

iii) Se I' é um conjunto consistente de férmulas, entdio I' tem

modelo.

Demonstracdo:

a) Inicialmente mostraremos que iii) implica ii) que implica 1.
Obviamente, ii) implica i), pois basta tomar I' = @ Cabe mostrar
que iii) implica ii). Para tanto, suponhamos que

IF'k=Ae

supomos por absurdo que T' }/- A, assim, pelo teorema 3.2.0, item
13, T v {~A } é consistente. Portanto por iii), o conjunto I v

{~-A } tem modelo, consequentemente I' /= A.

b) Demonstracfio de iii).

Seja I' um conjunto consistente, entfo existe um A maximal consis-
tente, tal que T < A, entlio, pela definicio de Tcp (definicso
43.0, & € T, entdo, pelo teorema 4.2.1, m_ =, A para todo A
€ A em Tcp. visto que fﬂ!cp é uma estrutura candnica como foi mos-
trado no teorema 4.3.1. Logo mcp =< Tcp,S.\b é um modelo para A,

como I' € A, temos que é um modelo também para I‘..
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Capitulo II

Loégica Modal Temporal

Neste capitulo trabalharemos com uma linguagem que compre-
ende simultaneamente trés operadores primitivos n3o classicos,
dois tomados da légica temporal e um da logica modal, a saber, "G
e H' e "o", respectivamente.

Nesse contexto  utilizaremos sempre que necessario
definicdes e teoremas do capitulo anterior. Para a prova da com-
pletude a técnica sera a de estruturas candnicas, tal como foi u-

sada anteriormente.

5 - A Linguagem da Loégica Modal Temporal : il

A linguagem oM"T & obtida a partir de ¢! acrescentando-se ao
vocabulario o simbolo * 0 " que funciona mais exatamente como um
operador unario. Desse modo, se A € uma formula da linguagem o
oA também o é.

Obs: 0OA é chamado a necessitacio de A, e pode ser lido "necessario
B

O simbolo "o também é chamado de conectivo.
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De maneira comparavel a Légica Modal, introduziremos o

operador " ¢ " através da seguinte defini¢cfio contextual

D) : ¢A = —0mA,
def

para qualgquer férmula A.

Modalidades. Na definicio de modalidade, consideramos também o o-

perador " 0O .

6 - A Semantica de ¢"'

A semantica a ser introduzida tem algo em comum com a in-
troduzida no capitulo I, sec3o 2. A diferenca consiste em que na
| semantica para _SZ‘"T trabalhamos com varias bases temporais e também
com relacses entre as bases temporais, que é usada para interpre-
tar o operador ‘0O°. Dessa maneira uma estrutura modal temporal

proposicional contera bases temporais e relagdes entre estas.

Definicdio 6.0: Uma Base Modal Temporal B é uma estrutura

<‘i.'J,(TW)w€w R, (@ ) > onde

<w,w’> <w,w’ >ER

i) W # @

i) RecW?eVweW 3w eWtal que w R w'.(Observamos desse

modo que R # @).
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iii) Para todo w € W, T = «IT |, S > é uma base temporal dita a
W W w
base temporal de w (Tal como foi definido anteriormente, def.

2.0).

iv) Para todo w,w’ tal que wRwW’ e w # W', /— é uma funcdo en-
tre os universos das bases temporais |T | e [T ,|-(Denominada de

funcio de acessibilidade temporal)

Definicdo 6.1: Dado uma base B = <W, (T) , R,
w wEW

(p o universo modal-temporal HB de B é& o

J >
<w,w’> <w,w’>€R :

conjunto { <w,t> € (W x U __IT |) tais que t € T | L
wEW w w

Definico 6.2: Uma valorac#io em B & uma funcdio P que associa a ca-

da n € N um elemento Pn € ?QLB) (conjunto das partes de HB)'

Como é usual, escreveremos P ao inveés de P(n), para indicar o va-
n

lor que P assume para o argumento n.

Definicsio 6.3: Uma estrutura modal temporal proposicional M & um
par <B,P> onde B & uma base, dita a base de M, e P é uma valoracio

nesta base.

Definicsio 6.4: Seja M = <BP> uma estrutura modal temporal pro-
posicional e seja <w,t> um elemento de )J?3 A relacdo "A é& uma
férmula verdadeira em M com respeito a <w,t> ( em simbolos, M
}=(H’t> A), é definida indutivamente através das seguintes

clausulas recursivas:

46



DN P sse <w,t> € P para n = 1,2,3,... .
<w,t> n n

2) m F(w,t:rT .
3) n¥o ocorre R |= i
<w,t>
H W= -A sse nfio ocorre R k=
<w,t> b ocw,t>
5 m }=<w‘t>(& » B) sse se M }=<"’L)A entsio M }=<w,t)B :
6) M f=_ , DA sse V w tal que wRw' entio R |=_, , A , onde

t=9 ",}(U se w # W', e & o proprio t caso contrario.

D n |=<")t>GA sse Vte |T | tal que t S t; entio W |==“,t1>A .

>

8) |=<“’t)HA sse Vt € |T | talquet S t entsio M |-=<m't 1 A.

Definic3io 6.5: Seja M = <B,P>. Ent3o, para toda férmula A, A é

verdadeira na estrutura modal temporal proposicional M (em

simbolos M = A), se para todo <w,t> € Uy M = A

Definic2o 6.6:
Diremos que uma férmula é valida ( em simbolos = A) se, para toda

estrutura modal temporal M = <B,P> tivermos que M = A

Definicio 6.7: Um modelo para um conjunto I' é uma estrutura modal
temporal proposicional M = <B,P> e um par <w,t> € )‘]‘B’ tal que para

toda formula A €T, m =

<w,t>

Definicio 6.8: I' k= A sse todo modelo de I' & modelo de A.

Observacdio: I' = A sse I' u {-A} ndo tem modelo .

Ver observaCHo no capitule I, definiCdo 2.7.
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Observemos que as defini¢des de verdade acima apresentadas
preservam o significado usual dos simbolos l6gicos, em particular
aqueles introduzidos por defini¢do, como mostra o teorema seguin-
te.

Aléem disso, os postulados usuais tanto da Légica Modal
(sistema KD), como da Logica Temporal (sistema T) s#o validos, co-

mo estabeleceremos na secfo seguinte.

Teorema 6.0: Seja M = <‘.~T.(T“)w€w ,R,(tpw’",))“",:‘eR P>, w e
W, te IT"! e sejam A, B férmulas.

D M |=“’t>A A B sse (M |==<"'t>A e M |=(w’t>B).

D m }=<"’t>A v B sse (M |=(w'wA ou R |=<"’t>B).

IID ® |=“'t>A «— B sse M }=<w't>A sse M }={",UB).

IV) M |=<H,HFA sse 3t € [T |t S t e |=“,t1>A).

V) m |=<",t>PA sse 3‘t_1€ !Twl(t-lsu tem |=<w,t_1>h)'

vD M }=<w’t>°A sse 3 w(w R w e M !==<“,,t,>A). onde t'=
m(w,w')r(t)'

Demonstraciio :Faremos para o item VI), o restante procede-se de
modo analogo a demonstracio do teorema 2.0.
Para VI).

R = oA sse (por defini¢#o),

Vocw, t>
-0=A sse
* F(w,t.) B
= e
n F/ cw, ,0A S8

nY w'(w R W entio R k=, -A)) onde t’ =g
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TwWwRwW el A), onde t'= ¢ (.

<w? ,t’> <w,w’> ]

6.1 - Resultados Seminticos

Nesta secfio demonstraremos a validade de certos esquemas de
férmulas e apresentaremos algumas propriedades semfnticas que,
alem de caracterizar como se comportam os operadores modais tempo-
rais, servirfdo também para a demonstraciio do teorema da correc#o

do sistema axiomatico que sera introduzido posteriormente.

Teorema 6.1.0: Sejam <w,t> € )],B e M = <BP> uma estrutura modal

temporal proposicional, entio para A e B formulas, temos:

1) = o(A » B) » (oA » oB).
2) E=nA > 0A
3) k= G(A » B) » (GA » GB).
4) i= H(A » B) » (HA -» HB).
5) k= A > GPA.

6) = A » HFA.

Demonstrac#do:

Para 1).

" = a(A » B) » (DA - oB).
<w, t>

Por contraposicio temos que:

n |=/=“,t)(|:=A » oB), logo

n |=(w't>1:|A e M |=/=<H’UGB. portanto existe w’, tal que wRw' e
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m '=<w’,t’>A Q m F/=<u’,t’>B onde t' é 'pcu,w

proprio t caso contrario, assim

m F/=<"J’t)>A 2 B 2

Logo como wRw' temos que

mn k/= n(A = B).
Voocw,t>

Para 2).
n = NA - ¢A,

' o<w,t>

Por contraposicido temos que:

>(t) se w # W, ou o

Fl

n |=/=<“'D°A , para todo w’, tal que wRw’, entZo

n k/= A onde t' é o
<w’,t’> <w,w’

contrario.

>(t) se w # w, ou o proprio t caso

Logo como existe um w’' tal que wRw', temos que

R 1=/=<w,t>DA'

Para 3).

n = G(A > B) » (GA » GB).
<w,t>

Analogo a demonstracio do teorema 2.1.0.

Para 4).

n }=<"'t>H(A > B) » (HA » HB).

Analogo a4 demonstracio do teorema 2.1.0.

Para 5).

n = A -» GPA.

I o<w,>

Analogo a demonstracfio do teorema 2.1.0.
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Para 6).
R = A > HFA.

<w, t>

Analogo a demonstracdo do teorema 2.1.0. »

Os conceitos e resultados que apresentamos a seguir, embora nZo
sejam necessarios para o desenvolvimento do tema neste capitulo,

eles ampliam nossa compreensio da semintica anteriormente

apresentada.

Quando t S t’ dizemos que t’' esti relacionado uma vez com

t, pela relacio de sucessdo temporal Escreveremos

s T i

para dizer que t estd relacionado n vezes com t' pela relacdo de
sucessio temporal. Poderemos também dizer que t' esta n vezes a-
fastado de t, ou que t' pode ser alcancado por meio de n passos na
relacio S.

A relaciio S" é chamada de n-ésimo produto relativo de S por

ela propria, e é definida indutivamente como se segue:
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Definico 6.1.0: Sejam t,t’ € |T ] em M = <B,P> entilo:
w

HDts't sset st

2) para n > 1,

t S" t' sse para algum u € |T"| emMtSu e us"ty.

De modo equivalente ao comentario feito para a definicdo
6.1.0, procedemos aqui, onde w R" w’ & dito ser o n-ésimo produto

relativo de R por ela prépria, definida indutivamente como segue:

Definicfio 6.1.1: Seja w , w € W em W = <B,P>.
(1) wR'w’ sse w R w'.
(2) para n > 1,

» "1 ]
w R" w sse para algum u € Wem M wRu e u R" w'.

Com a definicdio anterior podemos estabelecer condictes de

verdade para férmulas do tipo G"A, H"A, etc... .

Teorema 6.1.1: Seja M = <w.(Tw)m_:M R, (p P>,w €

<w,w’> <w,w’>€R ’

W, te |T“| e sejam A, B férmulas, entdio para n 2 1 temos que:

n n
D® |=<u't> G"A sse V t e |T |(t S t entio W }mw,tﬁﬁ).

n n
2) m }=“,t> H'A sse Vt_ e |T |t S tentdoR = A).

<w,t >
-1
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DR = o"A sse V w’ tal que w R" w’ entéio 0t |= A on-

<w’ L, t?>

det =0 )(t) se w # W, e € o proprio t caso contrario.

<w,w’

Demonstracio:
(1) A demonstracfio é feita por induc¢fio em n.

Base Indutiva: n = 1.

1 "
n |=<w,t>G A sse pela definicZio 1.1,

R,

vite ]Tw|(t S t, entdo M |=<"’t1>A) sse pela definicdo 6.1.0,

1
vie |T |GtS, t entio R |= A).

<w,t >
1

L)GA gse pela definicfio 6.4, item 7,

Hipotese Indutiva: Supomos que o teorema ¢ valido para todo k < n,

onde n > 1. Ent3o em particular para cada t € |T"| em M,

n-1 n-1
n |==<"’t> G""'AsseVte T |tS "t entioR |==<“’t1>A).
Assim,

n & .
n |=<.w,t-> G"A sse pela defini¢do 1.1,

n-1 i 5
] |=<w’t> GG"™ "A sse pela definic3o 6.4, item 7,

nizd P
vV te IT [t S t, entdo R |=<H,t2>G A) sse pela hipotese

indutiva,

n-1
vt € |T"|(t S, t, entdo (Wt e IT |G, S;°° t, entdo B |=<“’t1>A)))
sse

Vte |[T| sedt € |T |talquetS t e t s"'t , entio
1= 2 w w 2 2 1

w

n I=<.|.-.r,t.- A sse pela definic3o 6.1.0,
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n
vte |T [tS t entio M |=<H,t1>A).

(2) A demonstraciio é feita por inducido em n.

Base Indutiva: n = 1.
1 L.
n }=<",t>H A sse pela definicfio 1.1,

n = HA sse pela definiciio 6.4, item 8,

<w, t>

vt e |Tw|(t-1 S, t entdio M |u=“‘t-1>A) sse pela definic3io 6.1.0

vt e |T |t S'tentioR |= A).
-1 w -1 w <u,t_1>

Hipétese Indutiva: Supomos que o teorema é valido para todo k < n,

onde n > 1. Ent#o em particular para cada t € [T | em %

n-1 n-1
n |=“,t> H 'AsseVt e |Tw|(t_1 S, t entdo R |=“,t_1>A).
Assim,

n » .
0 |=w,t> H"A sse pela definic3io 1.1,
W j=_ . HH"'A sse pela definico 6.4, item 8,

w’
vt e lTI(t S tentiof k= H" 'A) sse pela hipétese in-
-2 ' w' -2 w ! <w,t >
dutiva,
n-1

vVt € IT | Ct, S t entdo (V1 e |IT | ¢t S, =t entdo
n !———(" . >A)}i) sse

|

n-1
vt e|T| sedt e IT| tal que t 'S t et S "t

entio N = A sse pela definicZio 6.1.0,
<w,t 1)

n
vt e |T |G, S tentdon |=“‘t_1>A).
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(3) A demonstracfo sera feita por inducdo em n.

Base Indutiva: n = 1.
= n'A sse pela definig#io 1.1
<w,t> o *
n |=<\., ,,0A sse pela definicZo 6.4, item 6,
V w tal que w R w' entio R |=_ | o0 sse pela definicZo 6.1.1,

V w' tal que w R' w’ entfio R = ,>A, onde t' = @ >(t) se w

<w’,t <w,w’

# w', e é 0 proprio t caso contrario.

Hip6tese Indutiva: Supomos que o teorema é valido para todo k < n,

onde n > 1. Entdo em particular para cada w € W em 1,

n = o" 'A sse V w'(w R"™' w' ent¥io R |= A) onde t' =
<w,t> WK S

., w}(t) se w # W, e & o proprio t caso contrario.

Assim,

n -tz
n |=(w't> o' A sse pela definicio 1.1,

®m k= o0"7'A sse pela definicdo 6.4, item 6,
w,

V w’ (w R w’ entiio B |= o""'A) onde t” = ¢ ¢

- R p e <w,w’’>

sse pela hipétese indutiva,

Vv w’ (w R w” entio V w'( w’ R"™" w' entiio W |=<", ,»»A) onde t'

=9 >(t) sse

<w)n)wa

(2] Rl'l"]. ]

v w em M, se existe um w”’ em MW, tal que w R w'’ e w w

entiio M |=< A) onde t' = ¢ )(t) sse pela definicsio 6.1.1

w?,t’> <w,w’
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temos que,

Vw (wR" wentio® |=_, , A)ondet =g .

t? <w,w’> |

Teorema 6.1.2: Seja fl = <BP> t e |T | e w € W, A € F(£), entlo
nw |=“'t>F“A sse M }=“’t>-|c-"—m.
2) » }=<H,t>P“A sse M !=<",t>-H"-uA.
DM 0 "A sse M |=w,t>-u:|"-.A.

Demonstrac#o:

1) Por inducio em n.

Base Indutiva: n = L
n = F'A sse pela definicéio 1.1,
<w,t>

R,

ini 1.1,
m }=“,t>—‘G—\A sse pela definiczio 1.1

FA sse por D(F),
t>
1
m F=<"’t>ﬁG =A.

Hipétese Indutiva: Supomos que " |=<_ UF“A sse M |=<“ t)—-G“—‘A"

vale para n = k, vamos mostrar que vale para n = k + L

Assim R |=<“ UF'"“'A sse pela definicfio 1.1,
n |=<" t)‘FF“A sse pela hipétese indutiva,
L} F-G*-A sse por D(F),

<w,t>

N = t)"!Gﬁ"leﬂA sse por tautologia,

M =, ~GG"-A sse pela definicio 1.1,
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m F=<w t)ﬂGk+1ﬁA.

2) Por inducio em n.

Base Indutiva: n = 1.

n |=(w't>P1A sse pela definicdo 1.1,
n |=<"’t)PA sse por D(P),

n l=<"‘t>-|H-1A sse pela definic3o 1.1,

=, HTA

Hipotese Indutiva: Supomos que "R P"A sse m ~H"A"
<w,t> <w, t>

vale para n = k, vamos mostrar que vale para n = k+ 1.

Pk+1

. A sse pela definicio 1.1,

Assim M }=(th
n |=<w UPP“A sse pela hipétese indutiva,
n = P-H*-A sse por D(P),

<w,t>
N I=<"’t>-.H-|-|Hl‘-1A sse por tautologia,

k "

n |=“’t>-HH -A sse pela definiciio 1.1,
n = ~H** 1A

<w,t>
3) Por inducido em n.
Base Indutiva: n = L
n

n |=<"'t>oA sse por D(¢),

oA sse pela definicio 1.1,
<w, t>

mn = -—A sse pela definicfio 1.1,
' o<w,t>

: |
m F: -0 =A.
<w,t>
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Hipétese Indutiva: Supomos que "N b=<u t)o "A sse M }=< b—ﬂ"—‘A"

vale para n = k, vamos mostrar que vale para n = k+ 1.

Assim R = 0 ¥*1) sse pela definicfio 1.1,

<w,t>

n !=< t)on,ﬁ sse pela hipétese indutiva,
w,

m l':!:( . 0~0%-A sse por D(¢),

]

|== o kA sse por tautologia,
[;=< ., 0 ~1*-A sse pela definicfio 1.1,
W,
k+1
Il:(w t) -A. "

7 - Axiomatica

Como é usual, para caracterizar as nocoes sintaticas, tais
como dedutibilidade, consisténcia, ¢é preciso explicitar as
férmulas validas que funcionam como axiomas, bem como as regras de
inferéncia. Assim, no que se segue, exporemos OS axiomas € as re-

gras da linguagem S_’HT=
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7.1 - Axiomas e Regras

Os axiomas de MT s#o as formulas de oM T. determinadas pelos

seguintes esquemas:

MT1) o(A » B) » (mA -» oB).
MT2) G(A » B) » (GA » GB).
MT3) H(A » B) » (HA -» HB).
MT4) A -» GPA.
MT5) A - HFA.
MT6) oA -» ¢ A,

MT7) A, se A for uma formula tautologicaZ.

As regras de inferéncia sio as seguintes:
RP. A / HA.
RF. A / GA.
RN. A / DA,

MP. A, A » B / B (Modus Ponens).

2
Ver observaCdo no capitule I, seClo 3.1.
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7.2 - Dedutibilidade e Consisténcia

Definicdo 7.2.0: Uma demonstracio em MT é uma sequéncla
A1’Az""’An de formulas tal que, para cada i, ou :&i € um axioma
de MT ou A1 é obtido de férmulas anteriores por meio de regras de

inferéncia.

Definiczio 7.2.1: Um teorema de MT é uma férmula A da linguagem e
tal que existe uma demonstracdo, na qual a Gltima férmula é A. Tal

demonstracfio é chamada uma demonstracio de A.

Usualmente escreveremos }— A para significar que A é um te-

orema.

Definicsio 7.2.2: Uma deducdo de A a partir de T' é uma sequéncia
finita de férmulas A‘I’Az""’An’ tais que An= A, e, para cada 1 =

1,2,...,n ao menos uma das seguintes condi¢ctes é satisfeita:

D Ai é um axioma;

I Ai € I, neste caso dizemos gque Ai @ uma hipbtese;
III) existem Jj,1 < i, tais que Aj é Al - A1 ;

IV) existe j < i, tal que:

i) Ai é GAj e, para alguns

J'!,Jz.---.J'm < J,

A ,A ,..,A = A é uma demonstracio em MT de A .
J1_ .i2 jm J b
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ii) Ai é lE[Aj e, para alguns
j ) j geeey ) s ‘!
‘}1 32 Jm J

Aj ,Aj ....,AJ_ = Aj é uma demonstracsio em MT de A .
]

1 2 m
iii) Ai é EIAj e, para alguns
‘]1"]2"""]:.1 =
A ,A ,..,A = A ¢é uma demonstra¢do em MT de A .
1 Jo i J J
Diremos que A é dedutivel de I' ( em simbolos, T |- A ) se

existir uma deducfio de A a partir de I.

Lema 7.2.0 (Teorema da deducfo): Se I' € um conjunto de férmulas,
e A e B s¥o formulas, e T\A |- B, entdio T |- A » B. Em particular,
se A |- B, entdo A B

Demonstraciio: Analoga ao lema 3.2.0.

Lema 7.2.1: I' |- A sse existem A ,A A ,.,A €T (nz20) tais
que |- (A LA AAAALAA)DSA
A demonstracio é semelhante a apresentada no capitulo I, segdo

3.2, lema 3.2.1.
Um conjunto de férmulas I' é consistente , escreveremos
Conl, somente no caso em que a férmula . n3o é dedutivel de I'. As-

sim I é inconsistente , escreveremos IConl, justamente no caso

em que I |- .

DefinicZio 7.2.3: Conl' sse n#o acontece I' |- L.
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Teorema 7.2.0:

(1) |- A sse ¢ |- A.

(2) |~ A sse para cada I, T |- A.

(3) Se A €T, entdo I' |- A.

(4) SeT - Be {B} A entiol I A

(5) SeT' - A el c A entdo A |- A

(8) T |~ A sse existe um subconjunto finito A de T' tal que Al A.
(DT A->Bsselu{Al B

(8) ConI' sse existe um A tal que n3o acontece I' |- A.
(9) IConl' sse existe A tal que ambos I' |- A e ' |- -A.
(10) Se ConI’ e A < T, entdo ConA.

(11) Conrl' sse para cada subconjunto finito A de I, ConA.

(12) T |~ A sse IConI'u{-Al

(13) Conl'u{A} sse nfio acontece T' | -A.

A demonstrac3io é analoga a apresentada no capitulo I, teo-

rema 3.2.0.

7.3 - Resultados
Nesta secio apresentaremos as demonstragdes de alguns teo-

remas que sdo essenciais para dar andamento as provas de correcio

e completude.
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Teorema 7.3.0: Sejam A,B e C férmulas, e p uma varidvel proposici-
onal, entio

b P
se Ao Bentdo -C 7/, & C 7/g.

A demonstracfo é semelhante 2 feita no capitulo I, teorema

3.3.0.

O seguinte esquema & um teorema de MT,

T7.3.1) (A A DB) < o(A A B).

Demonstracio:

(6D
(2)
(&)}
4)
3
(8
4P
(8)
€))
(10)
1D
12
(13)
(14
(15)

(16)

A - (B> (A AB)

(A AB)> A

(AAB)->B

o(A » (B> (A A B
o((A A B) » A)
o((A A B) 5 B)

OA 5> 0B » (A A B))
n(A A B) » DA

o(A A B) » oB

(B> (AAB)-> (B> (AB)

n(B » (A AB))->n(B-> (A AB)

Formula tautolégica
Formula tautolégica
Férmula tautolégica
RN 1

RN 2

RN 3

MT1 e tautologia em 4
MT1 e tautologia em 5
MT1 e tautologia em 6
Formula tautolégica

MT1 e tautologia em 10

o(B 5 (A A B)) » (@B » o(A A B)) MT1

DA » (@B » o(A A B))
(DA A 0OB) > 0(A A B)
o(A A B) » (A A oB)

(DA A O0B) & o(A A B)

tautologia 7,12
tautologia 13
tautologia 8,9

tautologia 14,15
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A seguir apresentaremos alguns resultados que, embora n#o estejam

diretamente ligados ao tema deste capitulo, ampliarfioc nossa com-

preensio a respeito do sistema axiomatico apresentado.

T7.3.2) |- A 5> G"P"A, para n 2 L

Demonstracfio: Por inducfo em n.

Base Indutiva: n = 1
- A G'P'A, entdo pela definicfio 1.1,

|- A » GPA que é o axioma MT4.

Hipétese Indutiva: Assumimos que o teorema vale para n = Kk, vamos
mostrar que vale para n = k + 1.

Assim, temos como hipétese que |— A -» G*P*A.

- A » GPA entio, por tautologia,
— PXA o GPPkA, entfio aplicando k vezes a regra RF temos,
- G¥P*A » G*GPP"A, entfio, pela defini¢#o L1,

- G¥P*A » G**'P**'A, entfo usando a hipétese e tautologia,

k+1,k+1

- A-G P TA

T7.3.3) A » H'F"A, para n 2 1.

Demonstracio: Por induc¢3o em n.

Base Indutiva: n = 1.
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- A » H'F'A , entfio pela definicZo 1.1,

- A > HFA que é o axioma MT5.

Hipétese Indutiva: Assumimos que o teorema vale para n = k, vamos

mostrar que vale para n = k + 1.

Assim, temos como hipétese que }— A - HkaA.

|- A » HFA ent#o, por tautologia,

— F¥A 5 HFF*A, entfio aplicando k vezes a regra RP temos,
I H*F¥A > H*HFF“A, entlo, pela definic¥o 1.1,

- B*F*A 5> BH**'F**"A, ent3o usando a hipotese e tautologia,

k+1-k+1
A->H F A..

T7.3.4) |- (G"A A G"B) & G"(A A B) para n 2 L

Demonstraciio: Por inducfo em n,

Base Indutiva: n = 1.
b (G'A A G'B) & GA A B) entsio pela definicZio 1.1, temos que,

- (GA A GB) & G(A A B) que é o teorema T3.3.4.
Hipotese Indutiva: Supomos que o teorema é valido para n = k, va-
mos mostrar que vale para n = k + 1.

Assim, temos como hipétese que |- (G*A A G“B) & G“(A A B).

Por hipétese, temos que,
- (G*A A G*B) <> G*(A A B) ento, aplicando a regra RF,
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I G(G*A A G"B) & G"(A A B)) entiio, pelo axioma MT2 e tautolo-
gia,

b G(G*A A G¥B) & GG*(A A B) entao pelo teorema T3.3.4 e tautolo-
gia,

- (GG*A A GG*B) & GG*(A A B) entflo, pela definicio 1.1,

 G**'A A G**'B) & G**'(A A B).

T7.3.5) |- (H"A A H'B) <> H"(A A B) para n 2 1.

Demonstracio: Por inducfo em n.

Base Indutiva: n = 1,
- (H'A A H'B) & H'(A A B) entdo pela definiczio 1.1, temos que,

- (HA A HB) «> H(A A B) que é a aplicacdo ao teorema T3.3.4 da

observac#io contida na pagina 22..

Hip6étese Indutiva: Supomos que o teorema é valido para n = Kk, va-

mos mostrar que vale para n = k + 1.

Assim, temos como hipotese que |- (H*A A H*B) & H“(A A B).

Por hipétese, temos que,

b (*A A H*B) & H*(A A B) ent2o, aplicando a regra RP,

- H((H*A A H*B) <> H(A A B)) entfio, pelo axioma MT3 e tautolo-
gia,

- H@E*A A H*B) & HE*(A A B) entdo pela aplicactio da observacio,
pagina 22, ao teorema T3.3.4 e tautologia,

|- (HH*A A HE*B) «» HH*(A A B) entdo, pela definicio 1.1,
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F @A A BB & B M4 A B

T7.3.8) |— F"(A A B) > (F"A A F"B) para n 2 1.

Demonstracio: Por inducio em n.

Base Indutiva: n = 1.

- F'(A A B) » (F'A A F'B) ento pela definiciio L.1,

b F(A A B) » (FA A FB) que é o teorema T3.3.7.

Hipotese Indutiva: Supomos que o teorema vale para n = k, vamos

mostrar que vale para n = k + 1.

Assim, como hipétese temos que |- F*(A A B) » (F*A F*B).

Por hipoétese, temos que,

- FX(A A B) » (F¥A A F*B), ento por tautologia,

- (-F¥A v -F*B) » ~F*(A A B) entfio aplicando a regra RF, tauto-
logia e axioma MT2, temos,

}— G(~-F¥A v -F¥B) » G-F¥(A A B) entiio pelo teorema T3.3.6 e tau-
tologia,

|- (G-F*A v G-F*B) » G-F*(A A B) entio por tautologia,

- ~G-F*(A A B) » ~(G~F*A v G-F*B) ent2o por tautologia e D(F),

- FF*(A A B) > (FF*A A FF*B) entfio pela definicdo 1.1,
k+1 k+1 k+1
- F*"(AAB) > (F " AAF B)..

T7.3.7) |- P™(A A B) » (P"A A P"B) para n 2 L
Demonstracio: Por inducfio em n.
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Base Indutiva: n = 1.
- P(A A B) 5> (P'A A P'B) entfio pela definicdo 1.1,

- P(A A B) » (PA A PB) que ¢ o teorema que se obtém quando apli-

ca-se ao teorema T3.3.7 a observaciio situada a pagina 22.

Hipotese Indutiva: Supomos que o teorema vale para n = k, vamos
mostrar que vale para n = k + 1L

Assim, como hipétese temos que |- P¥(A A B) » (P*A A P¥B).

Por hipétese, temos que,

- P*(A A B) » (P*A A P*B), entfo por tautologia,

- P*A v -P¥B) » -P¥(A A B) entao aplicando a regra RP, tauto-
logia e axioma MT3, temos,

— H(-P¥A v -P¥B) » H-P“(A A B) entio pela aplicaciio da
observacio, pagina 22, ao teorema T3.3.6 e tautologia,

- (8-P*A v H~P*B) » H~P*(A A B) entfo por tautologia,

I ~H-P*(A A B) » ~(H~P*A v H-P"B) entio por tautologia e D(P),

|- PP*(A A B) » (PP¥A A PP¥B) entzio pela definicfio 1.1,

- P¥*1a A B) » (P**'A A P¥'TBD).
| ]

T7.3.8) |- F'(B A..A B ) (F"B AeA F'B ) para n z L

Demonstracido: Uma generalizac@io de T7.3.8).

T7.3.9) | P"(B. A.A B - (P"B A A P°B) para n 2 L

Demonstracdo: Uma generalizacdo de T7.3.7).

68



17.3.10) |- (H"B A..A H'B ) » H'(B A..A B) para n 2 1.

Demonstracio: Uma generalizacio de T7.3.5).

T7.3.11) | (G"B,A..AG"B ) » G"(B A..AB ) para n > 1.

Demonstracfo: Uma generalizacfio de T7.3.4).

7.4 - Correcdo

A correcio de MT ¢é obtida quando certificamos a
demonstracio de que cada axioma é uma férmula valida e que cada
regra preserva a validade. A validade dos axiomas foi exibida na
secfio 6.1, resta somente apontar que as regras preservam a valida-
de. Assim devemos demonstrar os seguintes teoremas enunciados

abaixo.
Seja M = <B,P> uma estrutura modal temporal proposicional. Ent#o:

Teorema 7.4.0:(Regra RN).
Se = A entdo |= oA

Demonstracfio: (Por contraposi¢#o).

}:/: nA entlo existe M e existe <w,t> € H.B em M tal que M

|=/=<“ t)DA’ logo existe w’ € W, tal que w R w’ e

n |k=/=w,'“> A (onde t'=9¢ )(t)), ou seja

<w,w’

L/= A ( A n¥o é valida ).
i | |
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Teorema 7.4.1:(Regra RF).

Se k= A entfo = GA.

Demonstracio:(Por contraposic#o).

E/= GA entHo existe R e existe <w,t> € U em M tal que

n k/= GA, logo existe t € |IT |, tal que t St e
Voocw,t> 1 P! 1

»

n |=/=<.w,t. , A ou seja

f/= A ( A n3io é valida ). u

Teorema 7.4.2:(Regra RP).

Se |= A entd3o = HA.

Demonstracfo:(Por contraposicio).

E/= HA entdio existe @ e existe <w,t> € I,IB em M tal que
R F/=«(m',t>vHA'

logo existe t_1 € |Tw| tal que t_1 SteMn [:/zu)t A, ou seja

>
-1

|=/= A ( A n3o é& valida ). .

Teorema 7.4.3:(Regra MP).

Se =A e = A > B entio = B

Demonstrac#o:

Por reducio ao absurdo, assumimos que f= A, = A » B e }/= B. As-
sim se }/=B entdo existe M e existe <wit> € U em N tal
que R |=/=<w,t-> B. Como |= A, ento para todo M e todo <w,t> € Uy

em M, N = A. Disso segue que existe R e existe <w,t> € i, em

<w,t>

W, tal que f/= A » B, o que leva a uma contradicgo. &

Desse modo estamos em condicdio de demonstrar o seguinte te-

orema:
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Teorema 7.4.4(Correcio): Seja S.’HT uma linguagem modal temporal, T
e A, respectivamente, um conjunto de férmulas e uma férmula de
9’". Nessas condicdes vale:

i) Se .L' A entfio = A

ii) Se T' |- A entdo I' |= A

Demonstracio:

0 item (i) segue de (i) quando consideramos I' = @. (i) é demons-
trado por indu¢fo no comprimento de uma dada dedug#o de A a partir
de I, levando-se em conta os teoremas 6.1.0, 7.3.0, 7.4.0,

7.4.1, 7.4.2 e 7.4.3. .

8 - Completude

A linguagem g compreende conceitos sintaticos e
semanticos, precisamos mostrar que eles coincidem extensionalmen-
te, isto &, devemos verificar para cada férmula A e conjunto de
féormulas ' que, A é consequéncia de I, se e somente se A é

dedutivel de T, em simbolos,

T =AsseTl |- A
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Como ja exibimos que se I' |~ A ent#io I' k= A, falta apenas
mostrar que se I' |= A entdo I' |- A.

No que se segue, apresentaremos alguns resultados signifi-

cantes para a prova da completude.

8.1 - Maximalidade e Lema de Lindenbaum

As definicées sobre conjuntos maximais consistentes, bem
como seus teoremas basicos, tais como os teoremas 4.1.0, 4.1.1 e
4,1,2, apresentados na seco 4, s3o demonstrados de maneira
analoga, e por isso nos limitaremos a enuncia-los, sem no entanto,

fazer suas respectivas demonstracoes.

Definiczo 8.1.0: MaxI' sse
(i) ConI, e

(ii) para cada A, se Conl'u{A}, entdo A € T\

Teorema 8.1.0: Seja I' um conjunto maximal consistente de férmulas.
Entdo:

(1) AeTrssel | A

2) v el

(3) L ¢T.

(4) -A €T sse A ¢ T.

(5) A > B sse se AeTl entio B €T.
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Teorema 8.1.1:(Lema de Lindenbaum) Se Conl, ent3o existe um A tal
que :
DT cA e

(i) MaxA.

Teorema 8.1.2:
(1) T |- A sse A € A, para cada MaxA tal que T < A

(2) |- A sse A € A para cada MaxA. .

8.2 - Estrutura Modal Temporal Canénica

O método da prova da completude por meio de estruturas
candnicas, tal como feito neste texto para a loégica temporal seri
usado novamente neste capitulo. Tal método tem sido aplicado, tan-
to na logica modal como na légica temporal, aqui utilizaremos para

a logica modal temporal

Definicdo 8.2.0: Uma  estrutura modal temporal candnica

M =<W (T) R, (0 P > é uma estrutura modal tem-
C C w wEW

r

)
<w,w’> <w,w’>€R’

poral, tal que, para cada w € W, temos que:
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D T=<|T|,8>, |T | é um conjunto de conjuntos maximais consis-

tentes e para cada A em |T | ,A é maximal
W

ii) para cada A € |T“|. OA € A sse para cada w' tal que w R w’, A
€ w<u,w‘>(al

ili) para qualguer foérmula A, qualquer A € |Tw|, se YA € A entdo
existe w, w Rw e Ae o Q).

Taw,w’>

iv) P ={<«wA>: A€ |T|eP €A} paran =0,123,.. .
n W n

v) Para cada A € IT..I em B, GA € A sse para cada A" € |Tw| em R

tal que A S A, A € A

vi) Para cada A € |T | em M, HA € A sse para cada A" € |T, | em R

tal que A' S A, A € A,

Teorema 8.2.0: Sejam A e A’ conjuntos maximais consistentes, e

lilc=‘:\«f,(”1'w)“Ew ,R.(np“ P > uma estrutura modal tempo-

)
,w’> <w,w >R’

ral, entdo temos que:

a) para cada A € |Tw| em M, para qualquer formula A, se FA € A

entdio existe A', AS A" e A € A",

b) para cada A € |T | em R, para qualquer férmula A, se PA € A

entlio existe A’, A’ S A e A € A
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Demonstrac¢ido: Analoga a apresentada no capitulo I, teorema 4.2.0.

Teorema 8.2.1: Se M = <W (T ) R, (0 ) ,P> for
C C W wE

W T<w,w’> <w,w’>€R
uma estrutura modal temporal canénica . Entdo para todo <w,A> em

HB 3, temos que :
C

n }=<“’A> A sse A € A

Demonstracfio: Mostraremos por inducfo na complexidade de A.

Base Indutiva: Seja <w,5> € U, isto ¢, A € |T |.
o]

12 caso: A é do tipo P para algum n € N.

Se Pn € A ( A maximal ) entio pelo item iv), definicio 8.2.0
<w,A> € Pn ent3o pela definicio 6.4, item 1),
mc F={H,A) Pn'

Por outro lado,

Se M, }=<W.A>Pn entdo pela defini¢dio 6.4, item 1),

<w,A> € P entdo pela definiciio 8.2.0, item iv),

n

P € A.

n

22 caso: A é do tipo T .

!RC '=<w.Q>T pela definic3o 6.4, item 2), e, por outro lado,
pelo teorema 8.1.0, item 2),

T € A

3 _ :
O universo modal temporal candnico € dado por:

Uy = { <w,A> € (ux uueuclrwl tais que A € |T_|)).
c
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32 caso: A é do tipo & .

mc |=/=(w. At pela definic3io 6.4, item 3), e, por outro lado,
1+ ¢ A pois A é consistente,

portanto,

B, '=<w.a>* sse 1 € A

Hipotese indutiva: Assumimos que o teorema é valido para férmulas
de complexidades menores que A, isto é, para todo A € ]Tw[ em mc
temos que:

1&0 !=<w.ﬂ>B sse B € A
12 caso: A é do tipo -B.
L !=<w,a>-'B sse

n, h/=<w. A>B sse pela hipétese de inducdo,
B ¢ A sse pelo teorema 8.1.0, item 4),

-B € A

[2%)
19

caso: A é do tipo B » C.
J_IIC !=<w.a>(B > C) sse pela definic3io 8.4, item 5),
se M |=<w. mB entio ﬂlc I==(w’ A)C sse pela hipstese indutiva,

se B € A entdio C € A sse pelo teorema 8.1.0, item 35),

(B~ C) €A
32 caso: A é do tipo oB.
Mostraremos que W, 'l=(w, A> OB sse 0B € A

Da esquerda para a direita a prova por contraposicio fica:

OB € A entfio, como A é maximal consistente,
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-0B € A ent#3o, por D),
¢-B € A entfo, pela defini¢do 8.2.0, item iii),

3 w(w R w e =B € A") onde A'= I )(a) entdio, como A’ é maxi-

mal consistente,

3 wi(wRwW eB¢A’) onde A'= e, >(é) entio pela H.I,

wl

Iw(wRW e h/=<w'.a'>B) onde A'= o |

>(A) entio,

v(Yw'(w R w' entZio M, |=<w'.A'>B)) onde A'= ¢

m, |=/=(w'a>DB.

Da direita para a esquerda também provando por contraposicio,

>(ﬂ) entio,

w?

temos:

R, E/= a1 entdo,

~v(vw'(w R w' entio W, '“(w',n' B)) onde A’= ¢

5 (A) entdo,
>

3 ww R W e R, F/=,,,,B) onde A= ¢ (&) entio pela

<w,w’
B.L;
3 w(w R w e B ¢ A) onde A= ¢ .+, () entdo pela definic#io
8.2.0, item ii),
0B € A
42 caso: A é do tipo GB.
Mostraremos que !.Il_c = - A)GB sse GB € A.

Da esquerda para a direita a prova por contraposicdo fica:

GB ¢ A entfio, como A ¢ maximal consistente,

~GB € A entio, por D(F),

F-B € A entfo, pelo teorema 8.2.0, item a),

3 A'(A S A e -B € A’) entio, como A" é maximal consistente,
3 A'(A S A eB¢A) entdo pela H.I,

34 SA e, |=/=<w,A'>B) ent#o,

~(VA'(A S A" entdo W, |=<w.a’>B)) entdo,
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M k= w,A)GB°

Da direita para a esquerda também provando por contraposicio,
temos:

m, |=/=<W.A>GB entio,

~n(VA'(A S A’ entio . = ,,B)) entio,

b <w,A

INBSANen, /= »,B entdo pela H.I,

<wW,A
JAASANeB¢gA) entdio pela definicio 8.2.0, item v),

GB € A.

52 caso: A é do tipo HB.

Mostraremos que !IRC |:=( W mHB sse HB € A.

Da esquerda para a direita a prova por contraposicdo fica:
HB ¢ A ent3io, como A é maximal consistente,

-HB € A ent3o, por D(P),

P-B € A entd3o, pelo teorema 8.2.0, item b),

3 A'(A° S Ae -B e ') entdio, como A" é maximal consistente,
J AN S AeB¢gA) entdo pela H.I.,

4@ sShen, p/= B) entio,

<w,A™>
~(¥A'(A" S A entdo M, !=<w.A'>B)) ent#o,

LS |=/=<w.ﬁ)HB '

Da direita para a esquerda também provando por contraposicio,
temos:

n, k= w,A»HB ento,

~(VA'(A" S A entdo M I=<w,a’>B)) ent3o,

JAM SAe !ﬂc h”=<w, ,,B) entdo pela H.I.,

A
3 AW S A e B¢ A') entio pela definicio 8.2.0, item vi),

HB ¢ ﬂ..
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8.3 - Estrutura Modal Temporal Candénica Propria

No que se segue, consideramos ¥ como sendo o conjunto de
todos os conjuntos maximais consistentes. Consideramos também a
seguinte identidade por definico: e = er { A: xA € ], para
toda formula A, todo conjunto maximal consistente w, e x € {o, G,
F, H, P, 01",

Exemplo: e(A™) = { A: DA € AL

Definic#io 8.3.0: Definimos uma relacdo S o’ chamada de sucessio

candnica, entre conjuntos maximais consistentes, pondo:

ﬁScl"sse{A:GAeA}gl".

Definic3o 8.3.1: ( Mundos candnicos ).
0 conjunto de "mundos” candnicos ch é o conjunto :

«5,AA> : A€ ¥ e A é uma féormulal.

DefinicZio 8.3.2: Definimos uma relac3o RC em ch, chamada de aces-

sibilidade candnica entre mundos candnicos, pondo:

4
Veja-se LOPARIC,A.M. AND MORTARI,C.A..
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para quaisquer ternos <I,I,B> e <%,AA> € Wop.
<5 I,B> Rc <L,AA> sse ¢A € A

Observacido: Essa relaciio, aparentemente fraca, tem por objetivo
assegurar que para todo conjunto maximal e toda formula A, sempre
é possivel achar um mundo € um momento do tempo nesse mundo onde A

é verdadeira.

Definicio 8.3.3: Uma estrutura modal temporal candénica propria

m = <W ,(T) R, (@ P > é uma estrutura modal
cp cp’ w weW '

<w,w’> <w,w’>€R’

temporal na qual:
i) wcp é o conjunto de mundos candnicos.
ii) S = é a relacdo de sucessdo candnica.

iii) Para todo w € wc Tw =< %S

) >,
b c

iv) lFlC é a relac3io de acessibilidade candnica.

V)P ={<«<Z,A>: A€ Ze Pn € A} para n = 0,1,2,3,... .
n

vi) para todo par w = <L,I\B> e w = <L,AA> em RC, go“_"_) é uma

func3io de ¥ em X, tal que:

a) ed™) u {Al c p (A).

<w,wWw'>

b) Para todo I1 € %, em™) ¢ @ (ID.

<w,w’'>
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Para mostrar que existe uma estrutura tal como definida a-

cima & necessario mostrar a existéncia da funcido; no que se segue,

os teoremas apresentados terdo esse propdésito.

Teorema 8.3.0: Para todo A € %, e para toda féormula B, tal que ¢B

€ A, existe A'c %, tal que £(&™) u {B} < A"

Demonstracio:
F suficiente mostrar que { A : 0A € A } u {Bl é consistente, pois

dai, pelo lema de Lindenbaum, teremos que existe um A’ maximal

consistente de modo que {A: oA € A} u {B}

N

A'. E, logo, A" € L.
Supomos por absurdo que {A : DA € A} u {Bl é inconsistente, assim
existem férmulas Ai,...,An tal que

- (A A.AA ) A B > 1 ou seja,

— (Ai.«...msn) 5 =B, entdo pela regra RN

- n((Ain...AAn) 5> =B) ent3o pelo esquema oA » B) » (oA - oB)

|- o(A A..AA ) 5 0nB entdo pelo esquema (DA A oB) » (A A B)

- (DA1A...A|:|An) 5> 0-B, como DA1""’DAn € A, temos que
(DAIA...AE!A“) € A, logo por Modus Ponens ,

- o-Be A e pela definicdo de ¢, temos

!— -~¢Be A, mas por hipotese ¢B € A, o que caracteriza uma contra-

dic3o. e

Teorema 8.3.1: Para todo A € ¥, existe A’ € £, tal que e(a”) c A"
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Demonstracio:

Vamos supor por absurdo que E(AD) seja inconsistente, assim
) |~ 1, desse modo, existem foérmulas ALA...,A_tais que

(A1A AZA...A An) - + entfio, por tautologia,

- (A1-> (Az"’""’ (An 5 1)...) entdo por RN, axioma MT1 e MP,

- (DAl—) (DA2->...-> (|:|An » 0Ou)...) entfo, por tautologia,

!— (GA1A DAZA...A gAn) - N+ entdo como DA‘i'DAz""’DAn € A, temos
que (EIAIA DA2A...A DA“) € A, e por MP ,

|- cv ,ou seja,

nL € A, e como 0L € A, A seria inconsistente, o que contradiz a
hipétese.

Portanto o escdpo dos necessarios que estio em A é consis-

tente, e pelo lema de Lindenbaum existe A" maximal consistente e

D 1]
&(ﬁ)Eﬁ..

Teorema 8.3.2: Para cada w = <I,I,B> e cada w' = <LAA>, tais que

w Rcw', existe uma funcio P s de ¥ em I, tal que, para qgual-

quer Il € ¥, temos que:

a) se 1 = A e(A”) u {AY c o )(l‘l) e

<w,w’

b) seM#4 e cp (D
<w,w’>

Demostracio:

Como ¢A € A, visto que w Rc w’, temos pelo teorema 8.3.0, gue

existe A° € 3 onde (&™) u {A}l € A E por outro lado, pelo

teorema 8.3.1 temos que para todo 1 € &, 1 # A, existe II' € £ onde
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e(l'lD) c II'. Assim pelo axioma da escolha® existe a funcio

procurada. .

Teorema 8.3.3: Uma estrutura modal temporal canénica prépria € uma

estrutura modal temporal candnica.

Demonstracio:
Seja Iﬂcp uma estrutura modal temporal candnica prépria. Precisamos

mostrar que para cada terno <L,I,B> e para cada A € %t

n

a) GA € A sse para cada A’ € ¥ em T(E,I‘.B>’ tal que {A : GA € A}

A, A e

In

b) HA € A’ sse para cada A € ¥ em T<E,[‘,B>’ tal que {A : GA € A}

A, AeA

c) Para cada A € ¥, DA € A sse para cada w' = «3,9,C>, tal que

<%,I,B> Rc <%,5,C>, ou seja ¢C € @, A € "’((E,F.B>,<E.¢.C>>(M'

d) para qualquer foérmula A, se ¢A € A entdio existe w' = <%,9,C>,
tal que <II,B> Rc <5,0,C>, ou seja ¢C € & A €
O ((5.T,B>,<5,,C>> B
Assim temos que:
Para a).

Demonstracfio analoga ao teorema 4.3.1(a).

Syeja-se HALMOS,PAUL R. e KURATOWSKI, K..
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Para b).
Pelo teorema 4.3.0, é suficiente mostrar que:
b') HA € A’ sse para cada A € ¥ em T<E.I‘,B>' tal que {A : HA € A’}

c A, A € A, Demonstracido analoga ao teorema 4.3.1(b).

Para c).

Da esquerda para a direita, segue que:

Se oA € A e <%L,I\B> Ro <%,$C>, entiio pela definiciio da func¢#do
PC<L.T,B>,<%,0,C>>' teMmOs que A € (<5, T, B>,<5,0,C>> B
Da direita para a esquerda, segue que:

0A ¢ A entdo pela maximalidade de A,

-nA € A ent3io por D(%),

°—|A € ﬂ-

Tomamos o terno <Z,A,-A>.

Por defini¢do de Rc’ <%I,B> Rc <%,A-A>. Além disso, pela

definicsio de p<<E,I‘,B>,<E.A,-1A>>’

D .
'p“E.F.B),(Z,ﬁ,—,A))(Q) 2 e(A7) u {=A} ou seja,

A¢ 9 <E.I‘.B>,(E,a,—.A>>(A) :

para algum <I,A,-A> tal que <L,T,B> Rc <IL,ANA>.

Para d).
Seja A uma férmula tal que ¢A € A, tomemos o terno <I,AA>. Pela

definicdo de Ro’ temos que <I,I,B> RC <T,AA>, pois ¢A € A Logo
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pelo item vi) da defini¢dio 8.3.3, A € PecyT (A).

B>,<T,AA>> =

Teorema 8.3.4(Completude): Seja S?HT uma linguagem modal temporal,
I' e A, respectivamente, um conjunto de férmulas e uma férmula de
o"T. Nessas condicdes vale:

i) Se f= A ent3o |- A

i) SeT l=Aentio T A

iii) Se I' & um conjunto consistente de férmulas, entdo I' tem

modelo.

Demonstracio:

a) Inicialmente mostraremos que iii) implica il) que implica i).
Semelhante a2 demonstracio feita no teorema 4.3.2.

b) Demonstracdo de 1iii).

Seja I' um conjunto consistente, ent3o pelo Lema de Lindenbaum, e-
xiste um A maximal consistente, tal que T' € A. Como A é maximal, A

em M__, ou seja <<IAA>A> € )"B o e, pelo teorema
cp s

p
A para todo A € A,

€ |Teganl

8.2.1 ( lema semantico ), M, |=<<2,6,A>.a>
visto que mcp & uma estrutura candnica, como mostrado no teorema

8.3.3. Desse modo A tem modelo, e como I' € A, I' também tem modelo,

pois verifica todas as féormulas de ' no ponto <<ZI,A,A>A>. &

P wEW w

Py = (<<B8,85,8 € (W_x U [T | tais que A€ [T |21
cp ¢ cp
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Observacoes Finais

Perspectivas Futuras

Nesta secfo, cuidaremos a titulo preliminar da questio a-
cerca de como tratar outras légicas modais temporais no ambito da
semantica apresentada no capitulo II. Para tal, devemos considerar
classes particulares de estruturas modais temporais, em especial,
aquelas classes determinadas por condi¢des impostas as funcoes de
acessibilidade temporal

Consideremos, entdo, uma estrutura modal temporal M =

<W,(T )

Juew R, (p

P> tal que:
<w,w'>)<w,w’>€R ! q

(¢) Para todo w,w' tal que w R w' e w # w', e para quaisquer t,t1

€ [Tw|. set S t entdo . SO S e t,).

<w,w’> 1

»
L

Temos entfio o seguinte resultado:
Teorema 1: Sejam <w,t> € )"‘B e A e B férmulas, temos, entfo, que:

1M |=“,UF{:1A > OFA.

2% =, PoA > oPA

Demonstracio:

Para 1).

Mostraremos que M |=< t>FDA > nFA.
"’
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Por reducdo ao absurdo, supomos que:

" h/= nFA e &= FoA.
<w, t> <w,t>

3 s

Se m /= oFA entdo,

v(Vw'(w R w’ entZo R |=<w,'t,>FA)) onde t'= ¢ ., () entdo,
v¥Yw'(w R w' entio Q tle |T |('S  t el k= A))))entHo
1 w’ w1 W awr, t2s
IwWwRwW eVt € |T |t S  t! entiom /= A)) (%)
1 w?’ w’ 1 <w’,t;>
onde t, = qp“'w,)(ti).
E, se M |= FoA entdo,
<w,t>
Jte |T|&S t en | DA) entdo,
1 wW w 1 <w,t1>
te |T“|(t S, t, eVwW(wR w' entao R |=_, A))  (¥¥)

,t;>

onde t; =g t,

<w,w’> 1

De (**), temos que existe um instante de tempo t1=

relacionado com t onde para todo w’, em particular para w'= X’

(%), temos que R |=_ , grs M onde y'= ¢ ).

<wW,w’>

»

Por (%), para todo t' = o t) em w = X,
1 <w,w’>

particular para t; =y = ¢ }(y) de k%), N |=/=(x’

<w,x’ Ly’

Logo, de (¥) e (¥¥) segue-se uma contradicdo.

Para 2).
Mostraremos que R I=("'t>PEIA > OPA.
Por reduc#o ao absurdo, supomos que:

m F/=<u’t.)DPA e M }=<w,t>PDA'

Se M f/=_ , OPA entdo,

¥

de

em
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v(Yw'(w R w’ entdo M |=_,  , PA)) onde t=o ., @, entio,

 Xog w?

nMYw'(w R w' entfio (3t € IT |’ S t el AN
-1 Vw1 W <w’,t_:1> :

entio,

IwWRwW eVt € |Tw'l(t-1 S .t entdo M k/= <.w‘,.t.’1>A)) (C)
onde t' =@, (€ ).
E, se R |= PoA ent#o,
<w, 1>
3t e |T |Gk S teR |=(w’t 1}uA) ent3o,
3t € |T |Gt S te vw'(w R w’ entdo B = A)) (k%)
-1 w -1 w

<wls xS
-1

onde t:1 =@ € ).

<w,w’> =1

De (¥%), temos que existe um instante de tempo t i =y

relacionado com t onde para todo w’, em particular para w'= X'

* -
de (¥), R |=“,’y,> A, onde y qo“’w,)(y).
Por (%), para todo t' = ¢ @ ) em w= x', em
=1 <w,w’'> =1
i ‘o= - %k =
particular para t; y q)“'x,>(y) de (*¥), M }/ oLy B

Logo, de (¥) e (*¥) segue-se uma contradicgdo. ”

Decorre desse teorema que as féormulas FoA » oFA e PoA - OPA
sjo validas na classe das estruturas modais temporais nas quais as
funcbes de acessibilidade temporal satisfazem a condic#o (). Mais
ainda, acreditamos que a adicio desses dois esquemas como postula-
dos ao sistema axiomitico apresentado anteriormente, capitulo II,
resulta em um sistema adequado (correto e completo) com respeito a
essa classe de estruturas.

Além disso, se impormos a restricio adicional de que as
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funcdes de acessibilidade temporal sejam homomorfismos, entdo va-

lem as seguintes férmulas:

1) ¢FA > F¢A

2) nPA » PoA
Demonstrac¢io:

Para 1).
Mostraremos que R |=<w’ P FA > FOA.

Por reducfo ao absurdo, supomos que:

n |=/=<!*”FOA e M |=<!,'._?0FA.
Se W f/=_, , FeA entdo,

~n(3 t1 € |T"|(t Sw, t1 e M |=<",’t;)0A)) ent#o
@t € |T It S t e3w (WR w eR |= A
1 w! w 1 <w',t;>

onde t; =@ (t1)' ento

<w,w'>

vt e |T |t S t entdio ¥w' (w R w’' entdio R }/= A)) (%)
1 W w 1 <u’,t;>

onde t, = w“,w,)(t,l)A

E, se M k= o FA ent#o,
<w,t>

Iw(w Rw el |=<“, )FA)) onde t'= e, W)(t). ent#o,

t’
’ L » ’ ’ **
wwRw e @t € |T",|(t S, tiem i=<""t&>A)))) (k)

onde 1:1 = q:(w’“,}(ti).

De (**) temos que existe w’ relacionado com Ww, seja w = x', e e-

89



xiste t; relacionado com t’, seja t; = y’, onde y' = ¢ (t),

<w,w’> 1

onde M k=

I (xr’yn-}

Como estamos considerando a funcfio de acessibilidade temporal como
sendo um homomorfismo, por (¥¥), se t’ Su,t; entdo t S t, ou se-
ja; &4 S“ y. Assim, por (%), para todo t1 relacionado com t, em
particular para t1= y e para todo w' relacionado com w, €m parti-

cular para w' = x' , temos que M /= )A. Logo, de (¥) e (¥%)

<x’,y’

segue-se uma contradicdo. .

Para 2).

Mostraremos que M |=<H t)DPA » PoA.
Por reducio ao absurdo, supomos que:

n /= PrA e R k&= oOPA.
" <w,t> P ocw, t>

Se m |=/=<H,UP|:|A entso,
v3t | € IT |, S, teR '=<w,t_1>DAD ent#o

n@t € |T |t S teVw (wR W entio R |= A
-1 w!i -1 w L

onde t' = ¢ t ). entio
-1 <w,w’> -1
vt € IT |t S tentiodw (WRw e k/= A)) (%)
-1 Vw!l -1 w <u‘,t:1>
gnac t-i =P, w> -1)

E, se R = oPA ent#o,
<w, t>

vyw'(w R w' entdio R |=_,  , PA)) onde t=o_ ., 0 ent#o,

t?

yw'(w R w’ entdio (3 t’ € IT |’ S, tem |==<",’t,1>A)))) (k)

onde t:1 =@ & D =

<w,w’> -1
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De (%) temos que para todo w’ relacionado com w, existe t:i rela-
cionado com t', seja t_’1 = y', para Yy = (p(w,“,)(tii). onde
" +=<.H’,y’_>A'

Como estamos considerando a func#do de acessibilidade temporal como
sendo um homomorfismo, por (¥%¥), se t_'1 S“’t’ entdo t_1S" t, ou
seja, y S" t. Assim, por (*¥), para todo t_lrelaoionado com t, em
particular para t_ =Y de (*%), entiio existe w' relacionado com w,

seja w'= x’ , onde temos que M |=/=<x, A Desse modo, por (¥%¥),

Y’
para todo w' relacionado com w ,em particular para w' = X de (%),
temos que M |=_, g Logo, de () e  (¥¥)

segue—-se uma contradigio. -

Usando as definicdes D(F) e D(P), podemos estabelecer as seguintes
equivaléncias :

1) FoA -» oFA é equivalente a ¢GA - G¢A.

2) PoA - oPA é equivalente a ¢HA - HOA.

3) ¢FA » F0A é equivalente a GDA » DGA.

4) oPA » PoA é equivalente a H0 A » ¢ HA,

Por (ltimo, observamos que, se exigirmos que tanto a
relacfio de acessibilidade, quanto as relacdes de sucessio temporal
em cada mundo forem relacdes de ordem, isto é, transitivas e re-
flexivas, podemos associar as estruturas modais temporais atraves

da topologia candnica associada a ordem, uma estrutura topolégica
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_ 1 g
seguramente aparentada com feixes . Desse modo, abre-se aqul a

perspectiva de uma abordagem topoldgica ao tema.

'yeja-se TENNISON, B.R..
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