Sobre os Fundamentos da
Programacao Logica Paraconsistente

Tarcisio Genaro Rodrigues

Dissertacdo apresentada ao
Departamento de Filosofia do Instituto
de Filosofia e Ciéncias Humanas da
Universidade Estadual de Campinas
para obtencdo do grau de Mestre em
Filosofia (Linha de Pesquisa).

Orientador: Prof. Dr. Marcelo Esteban Coniglio

Durante a elaboracdo deste trabalho
o autor recebeu apoio financeiro da
Fapesp, processo 2008/07760-2.

Setembro de 2010



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IFCH - UNICAMP
Bibliotecaria: Sandra Aparecida Pereira CRB n°® 7432

Rodrigues, Tarcisio Genaro
R618s Sobre os Fundamentos da Programacgdo Logica Paraconsistente /
Tarcisio Genaro Rodrigues. - - Campinas, SP : [s. n.], 2010.

Orientador: Marcelo Esteban Coniglio.
Dissertacao (mestrado) - Universidade Estadual de Campinas,
Instituto de Filosofia e Ciéncias Humanas.

1. Légica matemadtica ndo classica. 2. Logica simbdlica e matematica. 3.
Inconsisténcia (Légica). 4. Programacgdo Légica. 5. Linguagens formais
- Seméntica. I. Coniglio, Marcelo Esteban. II. Universidade Estadual de
Campinas, Instituto de Filosofia e Ciéncias Humanas. III. Titulo.

Titulo em inglés: On the foundations of paraconsistent logic programming

Palavras chaves em inglés (keywords): Non-classical mathematical logic
Symbolic logic and mathematics
Inconsistency (Logic)
Logic Programming
Formal languages — Semantics

Area de concentracdo: Filosofia
Titulagdo: Mestre em Filosofia

Banca examinadora: Marcelo Esteban Coniglio, Juliana Bueno Soler,
Hércules de Aradjo Feitosa, Walter Alexandre Car-
nielli, Hugo Luiz Mariano

Data da defesea: 29-09-2010

Programa de Pés-Graduacio: Filosofia

ii



g é- UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
nt INSTITUTO DE FILOSOFIA E CIENCIAS HUMANAS

UNICAMP

A Comissdo Julgadora dos trabalhos de Defesa de Dissertagdo de Mestrado, em sessdo
publica realizada em 29 de setembro de 2010, considerou o candidato TARCISIO GENARO

RODRIGUES aprovado.

Este exemplar corresponde a redagdo final da Dissertagdo defendida e aprovada pela

Comissao Julgadora.

Prof. Dr. Marcelo Esteban Coniglio /%ﬂ/\ /(/,U" éé, el

4

Profa. Dra. Juliana Bueno Soler ) < 5;4-/ VF

Prof. Dr. Hércules de Araujo Feitosa

iii



A minha familia e principalmente
a minha Mae, Edna



Agradecimentos

Gostaria de agradecer aqui aos Professores do Centro de Légica e em especial ao
meu orientador, Professor Marcelo Coniglio. Todos eles foram responsaveis pelo
que sei hoje em Légica, mas especialmente o Marcelo, por tantas disciplinas cur-
sadas sob sua orientagdo e horas de trabalho conjunto que possibilitaram que essa
dissertagc@o chegasse a um fim. Quero agradecer também aos outros membros da
banca, Professores Hércules Feitosa, Juliana Soler e Walter Carnielli pela paciécia,
comentdrios e preciosas correcoes. Ao professor Paolo Gentilini, por nos enviar
um trabalho seu que foi de fundamental importancia para que pudéssemos obter
nossos principais resultados. Aos colegas de estudo, em especial ao Anderson de
Aradjo por algumas conversas muito interessantes sobre nosso tema e por chamar
nossa atengdo ao trabalho do Professor Gentilini. Agradeco também aos meus fa-
miliares mais préximos: Ada, Gisela, Tarcisio e Edna.

Finalmente, agradeco a Fundag¢do de Amparo a Pesquisa do Estado de Sdo
Paulo (Fapesp), pelo suporte financeiro.

vii



Resumo

A Programacio Ldgica nasce da interacdo entre a Logica e os fundamentos da
Ciéncia da Computagdo: teorias de primeira ordem podem ser interpretadas como
programas de computador. A Programacio Légica tem sido extensamente utilizada
em ramos da Inteligéncia Artificial tais como Representacdo do Conhecimento e
Raciocinio de Senso Comum. Esta aproximacdo deu origem a uma extensa pes-
quisa com a inten¢ao de definir sistemas de Programacdo Ldgica paraconsistentes,
isto €, sistemas nos quais seja possivel manipular informacdo contraditéria. Porém,
todas as abordagens existentes carecem de uma fundamentacio légica claramente
definida, como a encontrada na programacao légica cldssica. A questdo bésica é
saber quais sdo as légicas paraconsistentes subjacentes a estas abordagens.

A presente dissertagdo tem como objetivo estabelecer uma fundamentacéo 16-
gica e conceitual clara e sélida para o desenvolvimento de sistemas bem fundados
de Programacgdo Logica Paraconsistente. Nesse sentido, este trabalho pode ser
considerado como a primeira (e bem sucedida) etapa de um ambicioso programa
de pesquisa. Uma das teses principais da presente dissertacdo € que as Ldgicas
da Inconsisténcia Formal (LFI’s), que abrangem uma enorme familia de 16gicas
paraconsistentes, proporcionam tal base 16gica.

Como primeiro passo rumo a definicio de uma programacdo légica genuina-
mente paraconsistente, demonstramos nesta dissertacdo uma versao simplificada
do Teorema de Herbrand para uma LFI de primeira ordem. Tal teorema garante a
existéncia, em principio, de métodos de deducdo automatica para as légicas (quan-
tificadas) em que o teorema vale. Um pré-requisito fundamental para a definicdo da
programacdo légica é justamente a existéncia de métodos de dedugdo automaética.
Adicionalmente, para a demonstracdo do Teorema de Herbrand, sdo formuladas
aqui duas LFT’s quantificadas através de sequentes, e para uma delas demonstra-
mos o teorema da eliminagcdo do corte. Apresentamos também, como requisito
indispensével para os resultados acima mencionados, uma nova prova de correcio
e completude para LFI’s quantificadas na qual mostramos a necessidade de exigir
o Lema da Substitui¢do para a sua semantica.
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Abstract

Logic Programming arises from the interaction between Logic and the Foundations
of Computer Science: first-order theories can be seen as computer programs. Logic
Programming have been broadly used in some branches of Artificial Intelligence
such as Knowledge Representation and Commonsense Reasoning. From this, a
wide research activity has been developed in order to define paraconsistent Logic
Programming systems, that is, systems in which it is possible to deal with con-
tradictory information. However, no such existing approaches has a clear logical
basis. The basic question is to know what are the paraconsistent logics underlying
such approaches.

The present dissertation aims to establish a clear and solid conceptual and lo-
gical basis for developing well-founded systems of Paraconsistent Logic Program-
ming. In that sense, this text can be considered as the first (and successful) stage
of an ambitious research programme. One of the main thesis of the present dis-
sertation is that the Logics of Formal Inconsistency (LFI’s), which encompasses a
broad family of paraconsistent logics, provide such a logical basis.

As a first step towards the definition of genuine paraconsistent logic program-
ming we shown, in this dissertation, a simplified version of the Herbrand Theorem
for a first-order LFI. Such theorem guarantees the existence, in principle, of auto-
mated deduction methods for the (quantified) logics in which the theorem holds, a
fundamental prerequisite for the definition of logic programming over such logics.
Additionally, in order to prove the Herbrand Theorem we introduce sequent calculi
for two quantified LFI’s, and cut-elimination is proved for one of the systems. We
also present, as an indispensable requisite for the above mentioned results, a new
proof of soundness and completeness for first-order LFI’s in which we show the
necessity of requiring the Substitution Lemma for the respective semantics.
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Capitulo 1

Introducao: Da Logica a
Programacao Logica

Neste primeiro capitulo serdo desenvolvidos aspectos historicos e metodologicos
da programacao 16gica. Dessa maneira, pretende-se contextualizar o presente pro-
jeto no panorama mais geral das pesquisas em Légica e Inteligéncia Artificial, que
tiveram um grande avanco durante todo o Século XX. Para tanto, busca-se evi-
denciar como o cardter universal com que se apresenta a l6gica matemadtica e, em
particular, o cdlculo de primeira ordem cléssico, determinaram o desenvolvimento
dos primeiros métodos automéaticos de demonstragao na década de 1950 e de al-
guns ramos da Inteligéncia Artificial nas décadas de 1960 e 1970. Essas duas 4reas
sd0 o solo do qual se ergue a pesquisa em programacgdo ldgica. A programacgdo
l6gica € um belo exemplo de interacdo entre 16gica e tecnologia e ndo pode ser
entendida em sua totalidade sem que se entendam esses seus dois lados.

A linha de raciocinio seguird, nesta introdugdo, em torno da seguinte progres-
sdo de relagdes:

e Completude e teorema de Herbrand
e Teorema de Herbrand e resolucao
e Resolucio e programagao légica

e Programacio l6gica e PROLOG.



CAPITULO 1. INTRODUCAO: DA LOGICA A PROGRAMACAO LOGICA

1.1 A Légica no Século XX

A légica matemdtica tem um papel universal em pelo menos dois sentidos: por
um lado, possibilita de maneira homogénea a descric¢do sintatica de um tipo de lin-
guagem comum a diversas dreas do conhecimento, bem como o entendimento de
fundo necessdrio a certos conceitos gerais que garantem expressividade a diversas
disciplinas: as nocdes de predicado e funcdo de primeira ordem e a possibilidade
de compor expressdes com conectivos e quantificadores t&€m uma parte essencial
em vdrias dareas do conhecimento. Isso pode ser entendido como o carater des-
critivo da légica. Por outro, através da relagdo de consequéncia 16gica, podem-se
expressar as consequéncias das diversas teorias quando elas se encontram devida-
mente expressas em uma linguagem apropriada: tal € o carater dedutivo da 16-
gica. Para tanto, ndo importa que as teorias em questdo sejam do tipo formal, como
por exemplo as diversas teorias algébricas, com vdrias interpretagcées possiveis, ou
interpretadas, quando o que se busca € caracterizar um vinico modelo, como a me-
canica newtoniana. A distin¢do entre fungdo descritiva e dedutiva é trabalhada por
Hintikka em [Hin96], onde afirma o carater descritivo como fundamental, anterior
mesmo ao dedutivo.! Tais caracteristicas sio importantes para se entender o de-
senvolvimento da prépria programacdo légica. Elas ajudam a entender porque a
l6gica matematica estd nos fundamentos de duas areas que poderiam ser tomadas
como suas maes: o campo da dedugdo automdtica e o da Inteligéncia Artificial.
Mas, para chegar ao ponto em que se encontra, com tal grandeza expressiva e uma
aceitacao que extrapola a drea da matemadtica e da filosofia, a 16gica cldssica passou
por um grande desenvolvimento.

Kant no século XVIII, confundido a Légica com a deducgio silogistica, a consi-
derava uma disciplina acabada e perfeita, dado que ndo havia sofrido modificagdes
significativas desde Aristételes. Mas as coisas mudaram de figura em meados do
Século XIX. Os trabalhos de Boole [Boo47] e De Morgan [DM47] marcam o co-
meco da abordagem matematica em logica classica. Boole desenvolveu o carater
algébrico do silogismo aristotélico, a maneira do que Descartes fez com a geome-
tria grega. Inicia-se, entdo, uma tradi¢do — cultivada por Pearce, Schroder e outros
— conhecida como dlgebra da légica, que langou as bases da abordagem posterior-
mente desenvolvida pela teoria dos modelos.

Ainda no Século XIX, através das discussdes fundacionais que perpassaram
a matematica, evoluiu como pano de fundo a visdo logicista dos fundamentos.
Estava presente em meio a teorias que buscavam bases sélidas para determinadas
dreas, como na Begriffsschrift de Frege, que elaborou pela primeira vez um cdlculo
conceitual, com linguagem e regras de dedugdo formalmente especificadas, a ser

'[Hin96, p.9]



1.1. ALOGICA NO SECULO XX

usada para os Grundgesetze der Arithmetik*. No trabalho de Peano, apesar de nio
contar com um sistema de regras, fazia-se presente enquanto sistema notacional.
Nessa perspectiva fundacional, a I6gica teve a missdao de eliminar paradoxos que
surgiam na teoria dos conjuntos (a primeira grande teoria que se propunha a abarcar
a matematica como um todo), com a teoria Russelliana de tipos. Desse modo,
constituiu-se a outra linha tradicional de investigacdo em légica matemadtica, de
caricter preponderantemente sintético.>

Mas foi com o programa de Hilbert para a fundamentagdo da matemadtica que
certos conceitos essenciais foram pela primeira vez propostos. Em Frege ou Whi-
tehead e Russell, por exemplo, o foco estava na l6gica de ordem superior, ndo se
destacando o fragmento de primeira ordem a parte. Tudo indica que foi Hilbert o
primeiro a reconhecer que sistemas de prova de primeira ordem eram dignos de es-
tudo*. Pelo comego do ano de 1920, em seus semindrios sobre os fundamentos da
matematica, Hilbert foi levado a propor o que considerava o principal problema da
légica matemdtica: o problema da decisdo® para a 16gica de primeira ordem®. Em
seus Principios da Logica Teérica [HA28], Hilbert e Ackermann o definem pre-
cisamente: encontrar um processo “‘que permita decidir a validade de expressoes
16gicas em um niimero finito de operacdes” ’.

Martin Davis, grande contribuidor para a historiografia da dedug¢do automatica,
além de co-autor de um método pioneiro de demonstra¢io automatica®, afirma que
em [HA28] “algumas das idéias centrais no trabalho em dedu¢cdo automdtica apa-
receram pela primeira vez” . Entre elas, além do problema da decisdo, hd a ques-
tdo da completude do calculo funcional cldssico. Essas questdes estdo relacionadas
com o cerne do programa de Hilbert: encontrar demonstracdes de consisténcia de
teorias matemadticas formalizadas, fazendo uso exclusivo de métodos finitarios de
argumentacao.

Alguns anos mais tarde, com os teoremas de incompletude de Godel, ficou
claro que, para sistemas com uma certa expressividade, tais demonstra¢des de con-
sisténcia ndo seriam realizdveis internamente aos proprios sistemas. Isso acabava
com as perspectivas de algum sistema fraco da aritmética (ou seja, o que se en-
tende formalmente por finitdrio) provar sua prépria consisténcia. Mas o programa
de Hilbert ndo deixou apenas resultados negativos, foi em seu contexto que surgiu

20s Fundamentos da Aritmética, obra fundamental de Frege, com a qual pretendia reduzir a
aritmética as suas bases logicas.

3[DVHS6, p.44]

4[Bur98, p.382]

3Entscheidungsproblem, no original em alemao, forma pela qual é normalmente referenciado.

6[S0a96, p.6]

"[HAZ28, pp.72-73], conforme citado em [S0a96, ibidem).

80 procedimento de Davis-Putnam [DP60].

°[Dav83, p.11]



CAPITULO 1. INTRODUCAO: DA LOGICA A PROGRAMACAO LOGICA

a importante no¢do de metamatemdtica: a investigacdo matemdtica de sistemas 16-
gicos formalizados. Esse contexto deu sentido a questdo da completude e, mais
tarde, possibilitou o estudo sistematico de diversos sistemas de prova e suas inter-
relacdes. Desse modo, o desenvolvimento dos primeiros provadores automaticos,
na década de 1950, pode também entrar na conta dos “herdeiros” dessas primeiras
investigacdes metamatemaéticas.

Do ponto de vista dos fundamentos da matematica, a completude é um re-
sultado notdrio por si. O préprio fato de que tal problema tenha passado a fazer
sentido foi significativo no desenvolvimento da I6gica como um todo, conforme a
andlise de van Heijenoort e Dreben em [DvH86, §1]. Na linha do logicismo, que
se estendeu de Frege até Russell e Whitehead, tal questdo ndo poderia ter surgido
tendo em vista o cardter universal que imprimiam a légica: a ela cabia a formaliza-
¢do de toda a matematica. Sistemas quantificacionais puros ndo estavam no centro
das investigacdes. O caréter absoluto da l6gica os impedia de considerar seus sis-
temas como totalidades passiveis de estudo, a nio ser pela derivacdo (interna) de
teoremas. J4 do ponto de vista da linha da dlgebra da légica, faz falta a prépria
nocao de sistema formal, tudo se da por um viés modelo-tedrico seméantico.

A completude, demonstrada por Godel em [G630], é um resultado metama-
temdtico que relaciona o logicismo com a abordagem da dlgebra da l6gica. O
teorema da completude mostrou por meios ndo construtivos que as axiomatizagdes
(o sistema em que trabalhava era essencialmente o fragmento de primeira ordem
dos Principia, seguindo a notacdo de Hilbert e Ackermann [HA?28]) “detectavam”
sintaticamente todas as teorias que nao tinham modelos. A prova (na verdade, sua
generalizacdo para teorias enumeraveis pelo teorema da compacidade) consistia
em mostrar que todo sistema axiomético de primeira-ordem ou € inconsistente (en-
tendido como derivando uma contradi¢cdo) ou tem um modelo. Ou seja, as teorias
sintaticamente inconsistentes (que derivam contradi¢des) sdo exatamente aquelas
semanticamente inconsistentes (que ndo tém modelos). Com isso, na prépria opi-
nido de Godel, obteve-se a fundamentacdo de um método usual na época — o de se
provar que certas teorias ndo deduzem contradi¢des, através de demonstracdes da
existéncia de modelos.!?

Tendo em vista que pode haver célculos definidos sobre linguagens nao recur-
sivamente enumerdveis, uma demonstracdo de cariter nao construtivo € essencial.
O argumento original de Godel, apesar de estar baseado em argumentos ndo cons-
trutivos, nfo se estende a teorias definidas sobre linguagens ndo-enumerdveis e
se baseia na existéncia de dominios numéricos para teorias nao contraditorias. A
formulagdo mais usada atualmente, baseada na demonstracdo de Henkin [Hen49],
admite teorias sobre linguagens arbitrdrias e faz uso de modelos sintdticos, obti-

10[DVHS6, p.48]



1.1. ALOGICA NO SECULO XX

dos da prépria linguagem da teoria, enriquecida com constantes testemunhas para
férmulas existenciais. Para se chegar a tais modelos também € necessdrio algum
principio de escolha (como o teorema de Teichmiiller-Tukey em [Sho67, p.47])
que demonstre a existéncia de extensdes completas para teorias consistentes.

Relacionado a esse resultado positivo para o problema da completude, ha outra
negativa aos problemas levantados em [HA28]. A completude de Godel pode ser
entendida como uma solucio nao construtiva para o problema da decisdo. Por um
lado, reduz a validade 16gica a derivacdo sintdtica por meio de axiomas e regras de
inferéncia (o que, a primeira vista, parece indicar a possibilidade de uma solucéo
finitaria). Mas, por outro, demanda algum equivalente do axioma da escolha para
a demonstracdo da existéncia de contra-modelos para teorias contraditérias. A
descoberta de alguma solucdo completamente finitdria para o problema da decisio
era uma das motivacdes da l6gica formal na década de 1920 e 1930. Isso veio a se
mostrar impossivel com os trabalho de Church [Chu36] e Turing [Tur37], em que
demonstram por absurdo a inexisténcia de um tal procedimento.

Apesar de ndo construtiva, a completude de Godel demonstra que o conjunto
das sentencas logicamente vdlidas é recursivamente enumerdvel. Restringindo
nossa atengdo as bases da deducdo automadtica, a demonstracdo de Godel estava
construida sobre o trabalho de Skolem, o qual, segundo Davis, foi fundamental
para essa drea:

The Key work for automated deduction was that of Skolem. He carried
out a systematic study of the problem of the existence for an interpre-
tation which will satisfy a given formula of the predicate calculus.

[Dav83, p.9]

Para sua demonstra¢do da completude, Godel adaptou e generalizou um tra-
balho de Skolem publicado em 1920 [Sko20]. Skolem escrevera esse artigo para
clarificar o teorema de Lowenheim, publicado em [L615]. Tal teorema foi o pri-
meiro resultado significativo para a 16gica de primeira ordem!': afirma que, se
uma férmula € satisfativel, também o é em um dominio enumeravel. Em [Sko20],
Skolem generaliza este resultado para um conjunto enumeravel de férmulas.

Para chegar ao resultado, Skolem prova antes que para toda férmula de pri-
meira ordem existe uma outra, em uma forma normal, que € satisfativel em algum
dominio exatamente quando a original também o é. Essas formas normais estdo
no que designa-se, hoje em dia, por fragmento II, isto €, sdo férmulas constitui-

das por uma sequéncia de quantificadores universais seguidos por uma sequéncia

"Conforme afirma Burris em [Bur98, p.365]. H4 quem diga mesmo que “Com esse artigo, a légica
de primeira ordem se tornou uma drea de interesse especial, devido as surpreendentes propriedades
metamatemadticas (...)”, [WSBAQ9, p.17].



CAPITULO 1. INTRODUCAO: DA LOGICA A PROGRAMACAO LOGICA

de existenciais e, ao final, uma férmula livre de quantificadores. Para chegar as
interpretacdes numéricas para teorias ndo contraditérias, Godel fez uso da forma
normal de Skolem e pdde restringir sua atencdo apenas as férmulas nesse formato
(depois de mostar que seu resultado mais geral era obtido a partir do resultado para
as formas normais). O que Godel demonstrou, de fato, foi que toda férmula ou tem
um modelo enumerdvel, ou € refutdvel, no sentido de sua negagdo ser demonstr-
vel.

Em 1928 [Sko28], Skolem introduziu a no¢do de Skolemizagcdo de uma fér-
mula, reduzindo o problema da satisfatibilidade ao fragmento das férmulas com
apenas quantificadores universais. Toda férmula € satisfativel em um dominio se, e
somente se, sua versdo Skolemizada também o é. Sobre esse artigo de 1928, Davis
afirma:

This remarkable paper, not only has a treatment of what is usually
called Herbrand’s theorem in writings on automated deduction, but
has a clear and complete definition of what is usually called in this
field the Herbrand universe for a formula.

[Dav83, p.10]

A Skolemizacdo é feita em dois passos. Primeiramente, os quantificadores
s80 postos no inicio, com renomeacdes de varidveis se necessario. Por exemplo,
considere a seguinte férmula:

Ax (Vx P(x) A Q(x)) = Yx (Q(x) A Ax R(x)) .

Para encontrar sua forma skolemizada, renomeam-se as varidveis quantificadas
de tal modo que cada quantificador tenha uma varidvel diferente:

Ax (Yy P(y) A Q(x)) = Yz (Q(z) A Iw R(w)) .

Se a subférmula Yy P(y) A Q(x) é denotada por ¥(x), e Q(z) A Iw R(w) por y(z),
é possivel ver que a férmula acima tem o seguinte formato:

Ix Y(x) » Yz y(z) .

Deve-se, agora, escolher um dos dois quantificadores dx e Yz para colocé-lo no
inicio, de forma a obter x (y — ¥z y) ou Yz (Ax ¢ — y). Primeiramente Jx:

x ((Yy P() A Q) = ¥z (Q() A Iw R(w)))

e entdo Yz

Ax Yz ((Yy PO) A Q) = (Q2) A 3w RW))).

6
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Procede-se igualmente sobre a subférmula Vy P(y) A Q(x) com a substitui¢do
por sua versao com o quantificador no inicio, Yy (P(y) A Q(x)):

Ax ¥z (Vy (P() A Q(0) = (Q@) A Fw R(W))) .

Agora é a vez de Q(z) A Iw R(w), que serd trocada por Aw (Q(z) A R(w)):

3x Yz (Vy (PO) A Q) = 3w (Q2) ARW))).

Como antes, ha duas possibilidades. Escolhe-se primeiramente o quantificador
dw e na sequéncia Yy:

Ax Yz Iw (Vy (PO A Q(x)) = (O(z) A R(W)))
Ax ¥z Iw Vy ((PO) A Q) = (Q() A RW))) .

Agora, deve-se eliminar os quantificadores existenciais pela adi¢do de simbolos
funcionais. Com a retirada de um existencial, adiciona-se um simbolo funcional de
aridade igual ao nimero de quantificadores universais dos quais o existencial esta
no escopo. A varidvel x, ligada por um existencial, serd substituida ao longo da
férmula pelo novo simbolo de constante f,, tendo em vista que seu quantificador
ndo estd no escopo de nenhum universal:

Ax Yz 3w Vy (PG) A Q) = Q) A R(w))

¥z 3w Yy (PO) A Q(f) — 0() ARW))

E a varidvel w serd trocada por g,,(z), tendo em vista que seu quantificador esta
no escopo de Vz:

Yz 3w ¥y (PO) A Q(f) = 0(2) AR(W))

vz ¥y (P) A O(f) = Q) AR(84(2))

Pode-se, entdo, afirmar que essa tultima férmula tem algum modelo se, e so-
mente se, a féormula inicial também:

Ax (Vx P(x) A Q(x)) = Yx (Q(x) A dx R(x)) € satisfativel
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VzVy (PG) A Q(fe) = Q@) A R(8u(2)) € satisfativel

A partir dessa técnica, Skolem conseguiu um procedimento de prova (na ver-
dade, de refutacdo) que ndo dependia de um sistema dedutivo em particular. O mé-
todo consistia em substituir, sistematicamente, as varidveis universalmente quan-
tificadas por todos os termos formados pelas constantes e simbolos funcionais da
linguagem da férmula em questdo. Tais termos compdem o chamado Universo
de Herbrand da férmula. O que se chama na literatura, muitas vezes de Teorema
de Herbrand, diz que a férmula € insatisfativel se, e somente se, alguma conjun-
¢do dessas substituicdes é falsa, no sentido do calculo proposicional.!? Herbrand,
posteriormente, refinou esse resultado de maneira a funcionar para todas as férmu-
las, ndo apenas para formas Skolemizadas. A demonstracdo de Herbrand também é
mais informativa que os métodos semanticos de Skolem, tendo em vista que € cons-
trutiva: a partir de uma derivacdo em um sistema de primeira ordem, constréi-se
uma outra, agora, de uma disjun¢ado de férmulas livres de quantificadores e fecha-
das. Da demonstragdo dessa disjuncdo, pode-se obter novamente a demonstracio
da férmula original. Mais acertadamente, a versdo que lida com insatisfatibilidade
€ chamada de Teorema de Skolem-Herbrand-Godel, enquanto reserva-se 0 nome
de Teorema de Herbrand para o resultado sobre provabilidade. Na presente dis-
sertacdo, no entanto, as duas versdes ndo serdo diferenciadas por tais nomes: a de
Skolem serd chamada de versdo por insatisfatibilidade, enquanto a devida a Her-
brand de versdo por provabilidade. No Capitulo 4, haverd um breve retorno as
diferencas entre as duas versdes. Para uma discu¢do detalhada do assunto, veja,
por exemplo, [Gal85, p.303-304 e p.365].

Pode-se ver o grande foco sobre as no¢des de refutacdo e insatisfatibilidade, o
que estd relacionado com o fato de que um dos métodos mais impactantes de dedu-
¢do automdtica, o procedimento de resolucdo', é um procedimento de refutacio.
Na verdade, no célculo funcional cldssico, os problemas da refutagdo, da insatisfa-
tibilidade e da validade universal sdo equivalentes'*. Também é comum considerar

12Nesse sentido, o Teorema de Herbrand pode até ser visto como uma espécie de “finite model
property” para sentengas quantificadas. (Walter Carnielli, em comunicac¢io pessoal). Uma determi-
nada légica tem esta propriedade de modelo finito se todas suas féormulas que ndo sdo teoremas tém
contra-modelos finitos.

BIntroduzido por Alan Robinson em [Rob65].

1“H4 também o fato de que o problema da validade universal (I6gica) é um caso especial do
problema da consequéncia 16gica, isto €, uma sentencga ¢ universalmente valida exatamente quando
¢é consequéncia légica do conjunto vazio:

g évdlida = k¢

Algumas consideragdes sobre essas equivaléncias, na perspectiva das LFI’s, podem ser encontradas
na Secdo S.1.
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equivalentes os problemas da validade e da satisfatibilidade, como afirmam Hilbert
e Bernays:

It is customary to refer to the two equivalent problems of universal
validity and satisfiability by the common name of the decision problem
of the restricted predicate calculus.

[HAS50, p.113]

Mas, apesar de intimamente relacionados, os problemas da validade légica e
da satisfatibilidade, no que diz respeito ao seu grau de irresolubilidade, ndo sdo
equivalentes. A questio da validade universal é semi-decidivel'®, enquanto a da
existéncia de modelos ndo é sequer semidecidivel. No panorama cldssico, o pro-
blema da satisfatibilidade € equivalente ao da existéncia de contramodelos:

T, ¢ € satisfativel = [E-p,
enquanto o da insatisfatibilidade, ao da consequéncia légica:

I, ¢ é insatisfativel = | T

1.2 Desenvolvimento da Programacao Logica

1.2.1 A Origem da Deduc¢ao Automatica

A légica cldssica de primeira ordem'® encontra-se fundamentada em diversos for-
malismos, criados nas décadas de 1920 e 1930, a Hilbert ou a Gentzen. Tais for-
malismos foram desenvolvidos com o intuito de serem ferramentas de investigacio
metamatematica, seguindo as linhas gerais do programa de Hilbert de busca por de-
monstragdes finitarias de consisténcia de teorias matemadticas formalizadas. Com o
desenvolvimento dos computadores digitais, havia uma certa espectativa sobre as
possibilidades de usarem-se os formalismos 16gicos como ferramentas para “fazer”
matemadtica, através de deducdes automdticas de teoremas matematicos realizadas
pelos computadores digitais.

5Isto €, existe um procedimento capaz de identificar todas as férmulas universalmente vélidas,
mas ndo existe procedimento capaz de sempre determinar quando as formulas ndo o sdo. Logo, o
problema de decidir se uma férmula é consequéncia 16gica de um conjunto recursivamente enume-
rdvel, ou mesmo recursivo, de férmulas (I" k ¢) €, em geral, apenas semi-decidivel.

16Que veio a ser considerada a I6gica por exceléncia, posi¢do hoje em dia desafiada por vérios
vieses, como atesta a enorme drea de 16gicas ndo cldssicas, estando as paraconsistentes inclusas. Veja
[Hin96] e [BF85] também.
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A “onipresenca” da ldgica de primeira ordem, no tocante ao seu caricter de-
dutivo e interpretativo, influenciou fortemente a drea de automatizacio de demons-
tracdes desde sua origem e, posteriormente, da programacao légica. Possibilitou
o estabelecimento de um formalismo sintatico universalmente reconhecido, com
suas linguagens com predicados e fungdes, unidos por conectivos proposicionais e
quantificadores. H4 também grande consenso quanto a uma semantica padrdo (a
concepcao tarskiana de verdade para linguagens formalizadas, cf. [Tar44]). Além
disso, as variadas espécies de calculos (como os sistemas axiomadticos hilbertianos,
os sequentes e a deducdo natural) permitem que se realizem deducdes arbitrarias
a partir das informagdes codificadas em férmulas de primeira ordem. Com efeito,
considere-se o depoimento de Robert Kowalski!” em um artigo sobre o fnicio da
pesquisa em programacao ldgica:

Logic programming shares with mechanical theorem proving the use
of logic to represent knowledge and the use of deduction to solve pro-
blems by deriving logical consequences.

[Kow88, p.38]

Os métodos de Skolem e Herbrand surgidos em meio as investigacdes metama-
temadticas do programa de Hilbert, conforme visto na se¢o anterior, também foram
determinantes sobre a forma como evoluiram os primeiros provadores de teoremas.
A utilizacdo de tais técnicas em deducdo automaética foi inicialmente sugerida por
Abraham Robinson (sugestao essa publicada em [Rob57]), segundo Davis:

The first suggestion that methods based on “Herbrand’s theorem”
were appropriate for general purpose theorem-provers seems to have
been made by Abraham Robinson in a brief talk delivered at the Sum-
mer Institute for Symbolic Logic at Cornell University in 1954.

[Davs3, p.16]

Além disso, ha outro fator fundamental que contribuiu para que a légica clas-
sica se tornasse o principal alvo da pesquisa em deducdo automadtica: na légica de
primeira ordem cléssica, hd a possibilidade de reduzir todas as sentencas a forma
normal conjuntiva. Tal caracteristica foi um suporte do método divisor de d4guas na
drea de deducdo automatica: o procedimento de resolucao introduzido em [Rob65].
Este método serd o assunto da proxima secao.

7Kowalski é considerado um dos pais da programagio légica, por ser autor da resolugio SLD, o
método de deducdo aplicado no contexto da programacao légica e do PROLOG. Tal método serd
abordado no Capitulo 2.
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1.2.2 Resoluciao e Clausulas de Horn

A resolucdo € uma regra de inferéncia: a dnica regra de inferéncia de um sistema
de dedugdo projetado especialmente para ser usado por computadores, ao longo
de procedimentos de deducdo automdtica. Ela foi introduzida por Robinson em
[Rob65]. Sistemas axiomadticos usuais sdo abstracdes dos processos dedutivos em-
pregados nas ciéncias formais (como as diversas dreas da Matemdtica) e t€m outros
propositos. Uma caracteristica comum a eles € a simplicidade de suas regras de in-
feréncia, que devem ser facilmente verificdveis por humanos. Isto ndo € necessario
quando se quer tirar proveito das capacidades de cdlculo dos computadores. Este
método de refutacdo, baseado na versdo por insatisfatibilidade do teorema de Her-
brand, marcou época na pesquisa em demonstragdo automatica. Segundo Davis:

The explosion of interest which has produced the field as we know it
today can be traced to [Rob65] in which the elegance and simplicity
of the resolution principles as a basis for mechanized deduction first
appeared.

[Dav83, p.1]

Como visto na secdo 1.1, o teorema de Herbrand (em uma de suas versodes)
fornece um procedimento de refutacdo para primeira ordem. Tal procedimento
consiste em substituir as varidveis livres de uma férmula sem quantificadores pelos
termos fechados de sua prépria linguagem e testar se o resultado, entendido como
uma férmula do cédlculo proposicional, é valido (veja-se Se¢do 1.1, p.8). A resolu-
¢do combina essas duas etapas em um tnico procedimento. Com base na resolucio,
foi possivel estabelecer um método de refutacdo que permite decidir a insatisfati-
bilidade de férmulas de primeira-ordem. O método, vez ou outra, pode também
chegar a determinar a satisfatibilidade de certas férmulas de primeira ordem, mas
ndo sempre, tendo em vista que tal problema € indecidivel.

O método de Robinson assume que as férmulas s@o de um tipo particular: as
cldusulas. Aceita, como entrada, um conjunto finito de cldusulas, em que cada
uma € um conjunto finito de literais. Os literais, por sua vez, sdo formulas atd-
micas (literais positivos), ou negacdes delas (literais negativos). Cada cldusula é
interpretada como o fechamento universal da disjunc¢do de seus literais e um con-
junto de cldusulas como a conjun¢@o de seus elementos. No que segue, C serd
usada para denotar algum conjunto de cldusulas, » alguma cldusula e as letras mi-
nusculas do fim do alfabeto denotardo as varidveis. Logo, as cldusulas:

%1 = {P(f(x),y), =Q@)} e %2 = {=P(x, f(»)), Q(2)}

11
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representam, respectivamente:

vx,y,2 (P(f(x),5) V =0() e Vx,3,z(=P(x, f0) V Q)

E o conjunto C formado por essas duas cldusulas (C = {», %,}) representa:

V.3, 2 (P(F(0),7) V 2Q@) AVx,3,2 (=P(x, f3)) V Q).

Literais poderao ser denotados por L e férmulas atdmicas por A e B. Um conjunto
de varidveis serd representado por X.

Formalmente, a resolu¢do é um método para decidir a insatisfatibilidade de um
conjunto finito de cldusulas. Na légica cléssica, isso € equivalente a provar que a
negacdo de uma cldusula é consequéncia l6gica das outras. Suponha-se que C é
um conjunto finito de cldusulas e » é uma cldusula. Entdo:

Ce-x & C, x¢éinsatisfativel .

Também no contexto cléssico, a nega¢do de uma cldusula (que é universalmente
quantificada) é equivalente a existéncia de elementos que falsifiquem simultanea-
mente seus literais. Dado um literal L, seu complemento Lé formado, se o literal
¢ uma negacio, excluindo-se o sinal de negag@o e, caso contrdrio, adicionando-se.
Istoé, -A =AeA = -A. Suponha, entdo, que % = {Ly, ..., L,} e em ¥ estdo todas
as variaveis de x, entdo:

E - —  EXFLoA---AL).

A resolugdo é um método de refutagdo que computa contra-exemplos para um
conjunto finito de cldusulas. Isto é, trata-se de um método para computar subs-
tituicdes para as varidveis que falsifiquem alguma das cldusulas de entrada. Os
contra-exemplos computados estdo restritos unicamente aos termos formados pe-
los simbolos funcionais ja presentes na entrada. Pelo teorema de Herbrand, o mé-
todo tem sucesso exatamente quando a entrada € insatisfativel. As substitui¢des
computadas sdo de um tipo especial, sdo os chamados unificadores. Unificadores
sdo sempre relativos a um conjunto de expressdes, isto €, um unificador é uma
substituicdo que unifica um conjunto de expressdes. Unificar expressdes significa
tornd-las sintaticamente idénticas. Expressdes sdo sequéncias de simbolos da as-
sinatura de uma linguagem'® e incluem férmulas, termos ou mesmo sequéncias
desses. Por exemplo, para unificar as seguintes sequéncias de termos:

(fx), y,2) e (¥, fO), 2),

18Para a defini¢do de assinatura, veja-se a Definigdo 3.14, na Segdo 3.3.2.

12
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basta substituir em ambas x’ por f(x), y por f(y') e z por z’, 0 que resulta em:

(f(), fO) ) e (f(0, fO), 2).

Sobre substituicdes e unificadores, deve-se consultar a Se¢do 2.1.3, que traz mais
detalhes.

A unificagdo € uma das etapas da resolucdo. Como ja foi dito, a resolugdo
recebe de entrada um conjunto finito de cldusulas. O passo bdsico do método
consiste em encontrar dois literais de diferentes cldusulas de entrada que possam,
depois de uma substituicao, tornarem-se um a negacdo do outro. Ou seja, o método
procede pela unificagcdo de duas férmulas atdmicas, uma delas tomada de alguma
cldusula e a outra formada pela eliminag@o do simbolo de negacdo de algum literal
de uma cldusula diferente. Por exemplo, considere-se o conjunto C formado pelas
seguintes cldusulas:

x1 = {=Q)},
x2 = (=P, fO), Q(x)} e
n3 = {P(f(x"), y")} .

Se forem escolhidos os literais —Q(x) € % e Q(x’) € %, pode-se ver que pela
simples substituicdo de x por x’, obtem-se literais os quais um é a negagio do
outro (ou seja, estdo sendo unificadas as formulas atomicas Q(x) e Q(x")). Seja
C’ o conjunto formado a partir de C pela realizagdo de tal substituicdo sobre as
cldusulas:

¢’ = {0}, (~P(x, FO), QGO (P(FG"), ¥} .

Se a substituicdo for de um tipo especial, feita pelos chamados unificadores mais
gerais, tem-se a garantia de que C € insatisfativel exatamente quando C” o é. Sobre
tais unificadores, veja-se a Secdo 2.1.3. Por enquanto, basta saber que estd sendo
realizada apenas esse tipo especial de substituicdo. Na ldgica cldssica, hd ainda
outra propriedade fundamental para a programacao légica (classica): (AV B)A(DV
- B) € equivalente a A A D. Portanto C’, por sua vez, € insatisfativel exatamente
quando o seguinte conjunto o é:

" = {{~P(, FO'D}. (PP, Y} ) -

A cldusula {=P(x’, f(y/))} € C” é chamada de resolvente de x| e x,. Pode-se
dar sequéncia ao procedimento pela unificacdo de P(f(x”"), y”) com P(x’, f("))
através da substituicdo de x’ por f(x’") e y” por f('):

" = {[=PUFO, FOO) s PG, FOOD) )

13
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Tal conjunto é equivalente em termos de insatisfatibilidade aos outros (C, C’ e C")
e ¢ insatisfativel na logica cldssica. Para que fique mais clara a insatisfatibilidade,
na sintaxe usual C"” fica:

VRV (<P, FO) AR Y (PO, FO)) -

Como havia sido dito, o processo de refutacdo € construtivo e resulta em ele-
mentos que, quando substituidos pelas varidveis, falsificam o conjunto inicial de
cldusulas:

C ={{=0@)}, {=P(x', f("), Q) AP(f(x), y")}} .

O conjunto das substituicdes feitas ao longo do processo descrito acima fornece
exatamente esses elementos. Inicialmente, x foi substituido por x” e este por f(x").
Tem-se também a substitui¢do de y” por f(y’). Logo, se essas substitui¢des forem
feitas diretamente em C, obtem-se o conjunto contraditdrio:

{=0(f L =P, FO), QUL AP, FOI -

A primeira vista pode parecer estranho que um método que sirva para encontrar
contra-exemplos seja suficiente para determinar a insatisfatibilidade. A insatisfati-
bilidade € a impossibilidade de que haja um modelo. Significa que todas as substi-
tuicdes, em todos os possiveis dominios, sdo contra-exemplos. Logo, um método
que determine a insatisfatibilidade encontrando um iinico contra-exemplo parece
estranho. Estd justamente nisso a forca do teorema de Herbrand. Tal teorema pos-
sibilita reduzir o espaco de busca pela insatisfatibilidade aos termos formados pelo
material sintatico ja presente nas férmulas.

A resolucdo original tem sérios problemas quanto a eficiéncia de suas imple-
mentagdes. Quaisquer literais, de quaisquer clausulas, podem ser selecionados para
o cédlculo dos resolventes durante a busca por uma refutagdo. Surgiu, entdo, uma
restricdo da resolug@o original que torna o processo de selecdo mais eficiente. Tal
restri¢do, a resolugdo SLD (abreviacdo de Selection-rule driven Linear resolution
for Definite clauses), se restringe as chamadas Cldusulas de Horn (também chama-
das de cldusulas definidas). Cldusulas de Horn sdo aquelas que tém, no miximo,
um literal positivo. Os programas l6gicos sdo conjuntos de cldusulas de Horn com
exatamente um literal positivo, as regras. Cldusulas que ndo apresentam nenhum
literal positivo sdo denominadas consultas. A resolugdo SLD recebe como entrada
um programa légico P e uma consulta N e, entfo, efetua a resolucio entre a con-
sulta e alguma regra de P. O ganho de eficiéncia vem do fato de que, para cada
regra, € possivel a selecdo de um tnico literal (o literal positivo) para a resolu¢io
com N (pois essa possui apenas literais negativos). O procedimento é feito nova-
mente para o resolvente N’ da consulta original (que possui, novamente, apenas

14
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literais negativos) e assim sucessivamente. O préximo capitulo traz mais detalhes
sobre este método.

A programacio légica surgiu como a aplica¢do da resolugdo SLD a uma area
relacionada a Inteligéncia Artificial: o processamento de linguagem natural. Res-
trita sua abrangéncia as Clausulas de Horn (que estavam sendo usadas para descre-
ver a gramdtica do francés), o método SLD introduzido em [Kow74] é completo e
constitui a unica regra de inferéncia do sistema chamado na época de PROLOG
(de PROgramation en LOGique, cf. [Col93, p.331]). Portanto, a programagao
l6gica tem sua origem imediata no desenvolvimento de duas principais linhas de
pesquisa: uma ligada ao campo da Inteligéncia Artificial e a outra ao da dedu-
¢do automitica de teoremas!?, como afirma [Llo87, p.1]. Em meio a pesquisa
em Inteligéncia Artificial, o desenvolvimento de aplicacdes para processamento de
linguagem natural serviu como primeira aplicacdo e motivo imediato para o desen-
volvimento do PROLOG.

1.2.3 O Paradigma Declarativo: Algoritmo = Légica + Controle

Duas maneiras de entender o significado de um programa, em geral, ja estavam da-
das na época. Pelo lado da semdntica operacional, entende-se o significado de um
programa através de sua acdo direta sobre cada entrada. Pelo da semdntica deno-
tacional, um programa é entendido como o conjunto de todas as possiveis relacdes
entre seus valores de entrada e os de saida. O viés operacional tenta dar conta dos
processos pelos quais o programa chega as solucdes. A vertente denotacional tenta
entender a computacdo abstraindo seu lado dindmico. V& a computacdo como um
processo ja completado.

A programacao légica, seguindo uma idéia de Kowalski [Kow79], € uma ma-
neira de deixar clara a diferenca entre a parte declarativa (relacionada com a se-
mantica denotacional) e a operacional dos programas. O programa légico, em si, é
uma especificagdo do problema de certa maneira independente da computagdo da
resposta. Isto € possivel pela interpretagdo do conjunto de suas cldusulas de Horn
como sentencas da légica cldssica de primeira ordem. A parte operacional cabe
ao interpretador, o programa responsavel por executar a resolugdo SLD. Este pro-
grama usa alguma estratégia de selecdo para escolher quais d&tomos das consultas
serdo resolvidos antes de quais. Paralelamente, a programacgdo ldgica pode tam-
bém ser entendida como uma forma de imprimir um caréter operacional a prépria
l6gica.

Os artigos seminais de Kowalski e van Emden ([Kow74] e [VEK76]) dialogam
com essas duas perspectivas. Em [VEK76], os autores vdo elaborar a semantica

9Tais dreas niio devem ser vistas de maneira dicotdémica, tendo em vista que, por exemplo, um
dos focos iniciais da pesquisa em Inteligéncia Artificial foi na drea de dedug@o automaética.
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dos programas 16gicos em termos de pontos fixos de operadores de consequén-
cia direta. Tal teoria pode ser encarada como uma especializacdo da semantica
denotacional, que comecgava a se delinear a partir de trabalhos como os de Scott
[Sco70]. Como declarado pelos préprios autores, a semantica proposta podia ser
encarada como um caso especial do teorema de completude para a légica de pri-
meira ordem cldssica. Troca-se a interpretacdo tarskiana pela de pontos fixos e
sua contra-partida, os sistema axiomaticos, pela resolu¢cdo SLD, que fornece uma
descricdo operacional do programa légico:

We show that operational semantics is included in the part of syntax
concerned with proof theory and that fixpoint semantics is a special
case of model-theoretics semantics. With this interpretation of ope-
rational semantics as syntax and fixpoint semantics as semantics, the
equivalence of operational and fixpoint semantics becomes a special
case of Godel’s completeness theorem.

[VEKT76, p.734]

E de se observar, no entanto, que esta clara diferenciagio entre o lado operacio-
nal e o declarativo possibilitado pela programacao l6gica pode se tornar um pouco
turva nas implementacdes de fato. Por exemplo, é comum que as implementagdes
de PROLOG disponibilizem ao programador mecanismos de controle de carater
claramente operacional, como o CUT (que é usado para modificar a estratégia de
resolucdo seguida pelo interpretador). Para detalhes, o leitor deve consultar [L1087,

§11].

1.2.4 Calculo com Negacoes

O fragmento das cldusulas de Horn da légica de primeira ordem pode ser inter-
pretado como uma linguagem de programacdo. E expressivo o suficiente para de-
finir qualquer fungdo computdvel (para as defini¢des e demonstragdes desse fato,
recomenda-se [Apt90, §4]). No entanto, sua sintaxe é limitada do ponto de vista da
representacdo de informagdes. Conforme serd visto com mais detalhes na Secdo
2.3, nenhum literal negado é consequéncia légica de um programa légico. A possi-
bilidade de se lidar com deducdes de informagdes negativas a partir de programas
16gicos estd, portanto, necessariamente fora do alcance da 16gica cldssica.’

A necessidade de deduzir informagdes negativas estava inicialmente relacio-
nada s regras de inferéncia em bancos de dados dedutivos.?! Este tipo de banco

20Para um resultado corroborando esta afirmac?o, veja-se o Lema 2.53 da Secdo 2.3.
2Veja-se [GMN78, pp.23-24].
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de dados surgiu da necessidade de integrar os bancos de dados relacionais com a
programacdo légica. Bancos de dados sao sistemas usados em computacao para ar-
mazenar informacdes. Os bancos de dados relacionais, introduzidos em [Cod69],
atacam este problema pela codificacio de conjuntos de informacdes como relagdes
definidas sobre dominios finitos. Por exemplo, um banco relacional para armazenar
nomes de pessoas conhecidas poderia fazer uso de uma relagdo undria R, definida
sobre o conjunto dos possiveis nomes de pessoas P, e armazenar os nomes ‘“Ma-
ria”, “Joao” e “Antonio”:
RCPe

R = {(Maria), (Joao), (Antonio)} .

Os bancos de dados dedutivos usam a programacdo logica para especificar esse
tipo de relagdo por meio dos faros, clausulas de Horn formadas por um tnico literal
positivo. O exemplo anterior pode ser obtido pelo seguinte conjunto de cldusulas
CR:

CR = [ {R(Maria)}, {R(Joao)}, {R(Antonio)}} .

Os bancos de dados dedutivos possibilitam consultas as informacdes por meio da
resolugdo SLD. Tal abordagem ndo admite simbolos funcionais, pois isto impli-
caria necessariamente em dominios infinitos de interpretagdo. Esta restricdo da
programacao légica denomina-se Datalog e, como na programagao 16gica, deduz
apenas consequéncias logicas clédssicas.

Em sistemas 16gicos, a informacdo negativa é tratada da mesma maneira que
a positiva: é deduzida a partir dos axiomas por regras de inferéncia. Em bases
de dados dedutivas, € interessante que a informacg@o negativa esteja representada
implicitamente. Isto é, um fato negativo —F é deduzido sempre que se falha em
deduzir F. Por exemplo, para um conjunto de clausulas C/7"° com os seguintes
fatos:

c/itho = ({ filho(Joao, Maria)}, {filho(Antonio, Joao)}} ,

indicando que Jodo é filho de Maria e que Antdnio € filho de Jodo, seriam esperadas
as seguintes deducgdes:

c/itho v~ filho(Maria, Joao)

c/iho v~ filho(Antonio, Maria) .

E isso, como dito, € impossivel do ponto de vista da l6gica classica.

Portanto, estd clara a necessidade de duas maneiras de se deduzir negacoes:
uma explicita, comum aos sistemas l6gicos, e a outra implicita, para o tratamento
de informacdo negativa em bases de dados e sistemas de representagdo de conhe-
cimento. A forma implicita de dedugao recebe diversos nomes na literatura:
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It is called “convertion for negative information representation” by
Nicolas and Gallaire *2, the “closed world assumption (CWA)” by
Reiter >3, and “interpreting negation as failure” as discussed in the
chapter by Clark **.

[GMNT78, p.23]

Do ponto de vista implicito, deduz-se a negacdo de um fato se ndo se tem in-
dicios de sua veracidade. Um exemplo comum sao as informagdes sobre horarios
de Onibus; se ndo consta algum 6nibus saindo em determinado horério, pode-se
entender — e acertadamente — que ndo saird 6nibus algum naquele hordrio. Nao
€ necessdrio que a tabela registre todos os hordrios em que ndo hd 6nibus. Um
exemplo interessante de negacdo implicita pode ser encontrado no campo do Di-
reito. Considere como primitivo o predicado monddico ¢é inocente. Em regimes
de excecdo, ndo € incomum que as pessoas sejam tomadas por culpadas, isto &,
ndo inocentes, até que provem o contrario. Ou seja, na falta de informacgdes mais
detalhadas, caso nio seja possivel a demonstracdo de inocéncia, afirma-se a ndo
inocéncia. Logo, em ditaduras, os julgamentos de culpa (entendida formalmente
como ndo inocéncia) sao formulados através de uma interpretacdo implicita da
negacao.

O outro tipo de negacdo demanda uma prova explicita para sua dedugdo. Se-
guindo o exemplo anterior, o principio da presungdo de inocéncia, afirmado em
nossa Constitui¢do e na Declaragdo dos Direitos do Homem e do Cidadao, diz o
oposto: todo acusado deve ser considerado inocente até que se prove o contrario.
Logo, para que isto se cumpra, negacdes de inocéncia devem ser julgadas explici-
tamente. Evidentemente, poderia-se inverter a andlise se o predicado tomado como
primitivo fosse o que afirmasse formalmente a culpa. Nesse caso, regimes de ex-
cessdo fariam uso da interpretagdo explicita da negagdo para afirmar a inocéncia
(entendida formalmente como ndo culpa).

A extensdo da programacao légica por um tipo implicito de negagdo serd abor-
dada brevemente na Se¢do 2.3 do Capitulo 2. Por sua vez, a Secéo 3.1 do Capitulo
3 tratard de um tipo explicito. Finalizamos assim este breve capitulo introdutdrio,
no qual os aspectos histéricos e as motivagdes que levaram ao desenvolvimento
da programacdo légica foram apresentados. Para que esta dissertacdo seja auto-
contida, o préximo capitulo tratard dos aspectos técnicos e formais da programacio
l6gica cléssica.

2[NG78]
3[Rei78]
24[Cla78]
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Capitulo 2

Aspectos Formais da
Programacao Logica Classica

Neste capitulo, serd feito um breve apanhado dos fundamentos da programacao 16-
gica classica. A programacdo légica é uma maneira de programar computadores
usando a légica cldssica de primeira ordem. Para descrever os programas faz-se
uso da sintaxe dos predicados, simbolos de fun¢ao e quantificadores. Para compu-
tar os resultados, empregam-se métodos de deducio automdtica. Em seu formato
original, a programacdo l6gica dispde de uma sintaxe e regras de inferéncia limita-
das aos fatos positivos (isto €, as férmulas atdmicas, sem o conectivo de negagdo)
de uma linguagem de primeira ordem. Hoje em dia, ja existe uma extensdo sua
bem estabelecida que permite a programacio com férmulas atdmicas negadas: a
programacdo légica geral, que serd brevemente abordada na udltima se¢do deste
capitulo.

A programacio ldgica € o fundamento teérico do PROLOG, uma linguagem
de programacdo de uso bastante difundido em 4reas centrais a Inteligéncia Arti-
ficial e a linguistica computacional. Como exemplo, é amplamente utilizado em
processamento de linguagem natural e na representacao de conhecimento.

Na terminologia da teoria de linguagens de programacio (uma 4rea especi-
fica da ciéncia da computacdo), o PROLOG ¢ uma linguagem de programacio
de alto nivel. Isso significa que ele nos permite programar de um patamar mais
abstrato. Em linguagens de alto nivel, é possivel fazer um programa que ndo tenha
que referenciar diretamente caracteristicas fisicas da maquina. Quanto ao nivel de
abstracio, existe outro tipo de linguagem de programacdo: as linguagens de baixo
nivel, que demandam uma interagdo mais direta entre o programador e caracteris-
ticas particulares de cada computador. Dessa maneira, aos usudrios de linguagens
de baixo nivel, por exemplo, cabe a disposi¢do completa dos dados pela memoria.
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Através do conceito de varidvel, tal tarefa ¢ automatizada em linguagens de alto
nivel. A interpretacdo usual das varidveis, em linguagens de programacdo, € de
que elas denotam regides da memoria do computador. A vantagem sobre as de
baixo nivel, que também t€m que disponibilizar o acesso a memdria, fica em livrar
o programador de saber exatamente quais regides serdo usadas por quais variaveis,
entre outros detalhes. O processo de conversdo de um programa escrito em uma
linguagem de alto nivel para um cddigo na linguagem prépria da maquina (seu
assembly) é denominado compilacdo e executado por programas especiais chama-
dos compiladores. Pode ser que ndo haja explicitamente esta conversdao, mas que
0 programa seja interpretado por um outro, chamado de interpretador, que faz as
vezes de uma maquina de Turing universal. Em tais casos, diz-se que a linguagem
¢ interpretada.

O PROLOG ¢ a concretizacdo da programacio l6gica como uma ferramenta,
normalmente um interpretador, programado em computadores digitais. Se trata de
uma maneira de especificar os fatos (da gramética de alguma lingua, ou de algum
outro campo de conhecimento, por exemplo) na linguagem de predicados da l16gica
de primeira ordem para, entdo, deduzir outros fatos que seguem logicamente desses
primeiros. A unica regra de deduc@o de que faz uso a programacao l6gica em geral
¢ a resolucdo SLD, que serd explicada na Secdo 2.1.4. O PROLOG também usa
tal regra para efetuar suas computacdes. !

Os aspectos formais da programacao logica foram, em grande parte, determi-
nados por sua origem, que, como Vvisto no capitulo anterior, estd nas investigagdes
em deducdo automdtica. A resolucao SLD, por exemplo, € uma restri¢ao da resolu-
¢do, um procedimento geral para a demonstra¢do automatica de teoremas. Ambas
essas formas de resolucdo sdo costumeiramente entendidas como procedimentos
de refutacdo, isto €, como maneiras automdticas para demonstrar negagées. Outra
caracteristica que possuem em comum € a sintaxe de suas linguagens. A resolu-
¢do geral admite, como entrada, conjuntos de cldusulas, enquanto a SLD exige
cldusulas de Horn. Sera visto, na Secdo 2.1, o que sdo esses dois tipos de clau-
sulas e como conjuntos formados pelo segundo tipo podem ser entendidos como
especificacdes de programas.

A programacdo 16gica classica, apesar de fazer uso de um procedimento de
refutacdo, ndo admite negagdes em seus programas, nem € capaz de demonstrar
qualquer fato negativo. As demonstragdes com a resolu¢do SLD sdo da negacdo
da negacdo de algum predicado. Classicamente, esse tipo de dedugdo equivale
a deduzir um fato positivo. H4, no entanto, métodos ja bem estabelecidos para

"Para todos os efeitos, ndo serdo abordadas as diferengas entre programagcdo 16gica e PROLOG.
Apenas chama-se a ateng@o para o fato de que o PROLOG, por razdes de eficiéncia, faz uso de
certas altera¢des na resolucdo SLD. Para uma breve descri¢do das diferengas, veja [Apt90, p.658].
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concluir fatos negativos. Na Se¢do 2.3, serd analisado um em particular, a chamada
negacdo por falha. A melhor referéncia para os temas abordados neste capitulo € o
livro de Lloyd [L1o87]. Um bom apanhado, sucinto porém completo, encontra-se
em [Apt90]. Também fez-se uso do texto mais recente [Doe94].

2.1 Sintaxe

2.1.1 Linguagens de Primeira Ordem

Programas 16gicos sdo conjuntos de certos tipos de férmulas de alguma linguagem
de primeira ordem. Em geral, uma férmula de primeira ordem é uma sequéncia de
elementos da assinatura de sua linguagem. Assinaturas de primeira ordem sdo for-
madas por simbolos de varidveis, funcdes, predicados e as constantes l6gicas: 0s
quantificadores (VY e ) e conectivos (=, —, A e V). Por ser de primeira ordem, as
varidveis estdo restritas aos elementos dos dominios de interpretacido, ndo podem
assumir, como valores, predicados ou fungdes. Para uma descri¢do mais detalhada
desse tipo de linguagem, o leitor € remetido a Secdo 3.3.2. Além desses elemen-
tos, no que segue, serd feito uso de duas constantes légicas especiais: a disjunc¢éo
vazia, simbolizada por O e a conjun¢do vazia, denotada por O0~. Uma disjuncdo
€ verdadeira quando pelo menos um de seus elementos é, logo, o significado de
O serd sempre falso (dado que ndo tem nenhum elemento). Simetricamente, uma
conjunc¢do € verdadeira quando todos os seus elementos o sdo, logo, o significado
de O~ é sempre verdadeiro.

As férmulas mais bdsicas de uma linguagem de primeira ordem sao suas for-
mulas atdmicas, constituidas por um simbolo de predicado composto com termos.
Termos s@o expressdes que denotam elementos do dominio de interpretagdo. Por
exemplo, suponha que se esteja formalizando as relagdes de parentesco de um con-
junto de pessoas. Dadas as especificidades do grupo que se estd tratando, poderia-
se decidir fazer uso de simbolos de constantes para denotar as pessoas e de um
unico predicado F(x,y) para simbolizar a relagdo x € filho de y.

Como termos, haveria, por exemplo:

Maria, Jodo, Zequinha, Fernanda
e, como férmulas atdmicas:
F(Zequinha, Maria), F(Fernanda, Jodo) ,

para simbolizar que Zequinha é filho de Maria e Fernanda é filha de Jodo.
Uma tentativa de, nesta linguagem restrita, expressar que Fulano esteve casado
com Sicrano, poderia ser dada por:

Ax (F(x, Fulano) A F(x, Sicrano)) .
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Evidentemente, foram feitos pressupostos quanto a casamentos € a existéncia de
filhos que podem ndo corresponder a realidade.

Uma sequéncia de quantificadores universais Vx;j ... Yx, poderd ser simboli-
zada por VX, representando por ¥ o conjunto de varidveis {xp,...,x,}. O mesmo
vale para uma sequencia de existenciais dy; ...y, = Iy, com ¥ = {yo,..., V).
Uma ocorréncia de uma varidvel x em uma férmula de primeira ordem ¢ € dita
livre, se ocorre fora do escopo de um quantificador ¥x. O fechamento universal de
uma férmula ¢, com todas suas varidveis livres em ¥, é denotado por Yo = VX (¢)
e, caso ndo tenha nenhuma varidvel livre: V (¢) = ¢. As mesmas notacdes se
estendem para o quantificador existencial: I(¢) = Ay ¢.

2.1.2 Programas Ldgicos

Uma grande novidade introduzida pela programacio légica é a possibilidade de
definir programas de computador por meio da légica cldssica de primeira ordem.
Para se chegar a defini¢do de um programa l6gico, sdo necessarios alguns conceitos
auxiliares, como os de literal, cldusula e cldusula de Horn.

Definicao 2.1 (Literal). Um literal ¢ uma férmula atdmica, ou a negacdo de uma
féormula atomica.

No que segue, férmulas atomicas serdo denotadas pelas metavaridveis A, B ou
C e literais por L, possivelmente acompanhados de subescritos. A possibilidade
de um simbolo serd indicada colocando-o entre colchetes (“[]”). Por exemplo, é
possivel representar um literal “L” por “[—]A”.

O método de resolucdo foi introduzido por Robinson em [Rob65] e é um mé-
todo de refutacdo. Sua entrada € constituida por um conjunto de cldusulas.

Definicao 2.2 (Clausula). Uma cldusula » € um conjunto finito de literais:

%={L1,...,Ln}.

Uma clausula é sempre interpretada como a quantificacdo universal da disjun-
céo de seus elementos (X sdo todas as varidveis livres de x):

%zvf(le...an).
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Para o caso em que o nimero de literais de uma cldusula é zero, ela signi-
fica uma contradicdo. Tal interpretagao se justifica porque uma cldusula é verdade
sempre que algum de seus elementos é. L.ogo, quando ndo ha qualquer elemento,
a cldusula € trivialmente falsa. Nesse caso sera denotada por O:

E O = EL = EOQ.

—

Um conjunto = de cldusulas é, entdo, interpretado como a conjuncio de seus
elementos:
E={x0,...,%n}

— A
E=VXxoA... ANVX %, .

Note-se que, na légica cldssica, para toda a férmula, existe um conjunto de
clausulas que lhe € equivalente (em termos de insatisfatibilidade). Isso é uma con-
sequéncia do teorema de Herbrand, na versdo devida a Skolem (veja-se a Se¢do
1.1, p.8). A seguir, um exemplo simplificado serd dado (sua skolemizacdo j4 esta
na forma normal prenexa):

e Primeiramente, a férmula original:

F =3x (¥y Ay) A =B(x)) A Yz (B(z)V Iw =A(w)),

e ¢ sua versdo skolemizada:

Yz ¥y ((AO) A =B(£)) A (BR)V =A(f(2))))

e Pela versio de insatisfatibilidade do Teorema de Herbrand?, tal férmula é
insatisfativel se, e somente se, alguma conjunc¢do de instincias fechadas da
seguinte formula também é:

AY) A =B(f) A (BQ)V =A(fu(2))

Note que a férmula acima j4 estd na forma normal conjuntiva. Caso contri-
rio, poderia-se passé-la a tal forma e garantir que o resultado final seja uma
conjungdo de cldusulas.

e Por fim, note que a seguinte instanciagdo de varidveis torna a férmula pro-
posicionalmente falsa e, portanto, a férmula original ¢ insatisfativel:

Afu(F)) A =B(f) A (B(F)V =A(fu(f) -

2Como visto no capitulo anterior (Se¢do 1.1, P4gina 8), tal teorema seria melhor chamado de
Teorema de Skolem-Herbrand-Godel.
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Logo, se forem denotadas por %, %> € %3 as cldusulas:

np = {A(fw(fx))}
Hy = {_‘B(fx)}
n3 = {B(fx)a ﬂA(gw(f)c))} >
tem-se que:
F é insatisfativel = {%1, %2, %3} é insatisfativel .

Denominam-se literais negativos aqueles formados pela negac¢do de uma for-
mula atdmica. Positivos sdo os literais formados por uma férmula atdmica simples-
mente. Dessa maneira, dada uma cldusula x, pode-se dividi-la em dois conjuntos:
sua parte positiva % (com seus literais positivos) e negativa »" (com os negativos):

%=l U
o = {Al,...,An}U{ﬂB],...,‘!Bm} .
Podem, também, ocorrer os casos em que xn ou m sao iguais a zero.
Dadas tais consideragdes, uma cldusula pode ser expressa na chamada notagcdo

clausal:
x=(A1,...,A;) < (By,...,By)

que simboliza:
(AyVv...VA) < (BiA...ABp),

emque A; € x* e -B ;€ %™ . Como anteriormente, estd subentendida a quantifica-
¢éo universal (em X estdo todas as varidveis de x):

%EV)?((Al\/...VAn)<—(Bl/\.../\Bm)).

A programacio légica classica faz uso de um tipo especial de clausula. Os
programas e, também, as consultas a serem feitas a partir deles s@o codificados nas
chamadas cldusulas de Horn.

Definicao 2.3 (Clausula de Horn). Uma cldusula de Horn € uma clausula cuja
parte positiva tem, no maximo, um literal.

Pode-se ver, entdo, que tais clausulas s@o de dois tipos: com nenhum, ou com
exatamente um literal positivo. Em notagdo clausal:

%1 = Aq <—(B]/\.../\Bm)
#p =« (BiA...ANBy),
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com o segundo tipo equivalente a:
Xy =-BiV...V~aB,.

Definicao 2.4 (Programa Légico). Um programa légico € um conjunto de clausu-
las de Horn com exatamente um literal positivo.

Ou seja, uma cldusula genérica de um programa légico, denominada regra, tem
a seguinte forma:
Ay — A N...NA,.

Denomina-se Ay cabeca da regrae Ay A ... A Ay, seu corpo.

Definicao 2.5 (Fatos). Regras com corpo vazio sdo chamadas de fatos:

A0<—.

Definicao 2.6 (Consultas). Uma consulta é uma cldusula de Horn com nenhum
literal positivo.

Consultas podem também ser chamadas de cldusulas negativas.

A programacdo l6gica € uma maneira de especificar, por meio das cldusulas
de Horn, programas e consultas a serem realizadas a tais programas. Os proce-
dimentos de computacdo da programacao légica, e do PROLOG, partem de um
conjunto de tais cldusulas constituido pela unido de um programa P com uma con-
sulta %. A resolucdo SLLD computa, entdo, se tal conjunto de férmulas é insatis-
fativel. Ou seja, para uma consulta x = {=By,...,—B,}, ou em notagdo clausal
« (Bo, ..., Bn), isso é equivalente ao fato de que, em cada modelo de P, é vilida
anegagdo de x (=Vx = A(By A ... A Bp)):

P U {3} tem uma refutacdo SLD
—
P U {x} é insatisfativel
—
VYPEdx.
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Do ponto de vista da programagao 16gica, uma cldusula como A « (By,...By,)
tem duas interpetagdes. Pode-se entendé-la pelo viés declarativo: A € verdadeiro,
se as féormulas By, ..., B, também sdo. A outra maneira é a interpretacio proce-
dural: para resolver A, é necessdrio resolver By, ..., B, antes. Tais interpretagdes
sdo exemplos, na programacgao légica, das semanticas denotacionais e operacio-
nais de linguagens de programacao. Tais interpretacdes sdo oriundas da teoria das
semanticas de linguagens de programacao e se tratam de duas maneiras de enten-
der um programa. Do ponto de vista denotacional, um programa € visto como
uma descricao estatica de qual deveria ser o estado de coisas para que o resul-
tado esteja correto com respeito aos valores de entrada do programa. Do ponto
de vista operacional, um programa é uma receita de como, partindo de valores
de entrada, se pode ir construindo a saida pretendida. Na prética, as linguagens
de programacdo sdo influenciadas por ambas e tendem a privilegiar uma ou outra
interpretacdo, conforme sua especificidade. O PROLOG, idealmente, € uma lin-
guagem de programacdo de viés prioritariamente denotacional. Mais informagdes
podem ser encontradas na Se¢do 1.2.3.

2.1.3 Substituicoes e Unificadores mais Gerais

Nas linguagens de programacio de alto nivel, é possivel fazer uso de varidveis:
abstracdes para indicar as entradas e saidas dos programas e também para denotar
estdgios intermedidrios da computagdo. Por exemplo, em linguagens imperativas
(que favorecem a interpretacao operacional de seus programas), é possivel escrever
o seguinte programa que, dados dois valores de entrada, retorna sua média aritmé-
tica:

media(X,Y)
Z=X+Y
Z=12/2
retorna Z

Em que X e Y sdo usadas para indicar as duas entradas e Z para efetuar os calcu-
los intermedidrios e indicar o valor de retorno. Cada linha do programa deve ser
entendida como uma instrucdo para a maquina. O programa pode ser interpretado
como algo do tipo:

e Receba dois valores de entrada,

o cefetue sua soma e armazene-a em algum lugar da memoria,
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e divida o valor do passo anterior por dois e armazene-o no mesmo lugar

e retorne como resultado o valor obtido pela iiltima instrugdo.

Ja o uso das varidveis feito pela programacao légica € diferente e se assemelha
mais a maneira como as varidveis sdo tratadas na légica matematica. Na logica
de primeira ordem, as varidveis sdo componentes sintdticos associados aos quan-
tificadores e usados para denotar elementos dos dominios das interpretagdes. Na
programacdo légica, as varidveis sdo atribuidas por substituicdes, da mesma ma-
neira que na légica matemadtica. Mas as substitui¢des sdo feitas automaticamente,
através de um método origindrio de procedimentos de deducao automatica: o algo-
ritmo de unificagdo. Tal algoritmo € usado para encontrar substitui¢cdes de um tipo
especial, os chamados unificadores mais gerais (umg’s).

Definicao 2.7 (Substitui¢do). Fixada uma linguagem de primeira ordem L, uma
substituicdo € um funcio cujo dominio é algum conjunto finito de varidveis e o
contradominio, o conjunto dos termos de L.

A substitui¢@o das varidveis x; pelos termos #;, com 0 < i < n, serd representada
da seguinte maneira:

0= {xl/tl,...,xn/tn} .

Esta notacdo também implica que as varidveis x, ..., x, sdo diferentes umas das
outras e que x; # t;. Uma substituicdo ¢é dita fechada se ndo ha varidveis livres em
seus termos ;.

Definicao 2.8 (Renomeacdo). Uma renomeacdo é uma substitui¢do cuja imagem
é seu proprio dominio e, além disso, € injetiva.

Ou seja, renomeagdes sdo permutagdes de varidveis. Substitui¢des sdo apli-
cadas sobre expressoes quaisquer da linguagem. Isto é, para qualquer sequéncia
E de simbolos da assinatura de L, E® representa a expressdo obtida a partir de £
pela substituicdo simultdnea de todas as ocorréncias das varidveis do dominio de
0, pelos respectivos termos #; = O(x;).

Definicao 2.9 (Instancia, Instancia fechada e Variante). A expressdo E® é chamada
de uma instdncia de E. Uma instancia € dita fechada se ndo tem variaveis livres e
uma variante se a substitui¢do € uma renomeacao.
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Por exemplo, X’ <7/ « X' <y, y<z éumavariantede x <z < x <y, y<Z,
uma vez que:

X <7 X<y y<d=kx<zex<y y<x/x, z/7,x|x,7/z)
e,0<2« 0<1, 1<2¢&uma instancia fechada, dado que:
0<2«0<1,1<2=(x<zex<y, y<2{x/0, z/2, y/1}.
Substitui¢cdes podem ser compostas. Dadas duas substituicdes:

O ={x1/t1,....xa/t,} e n=U1/S1-. . Yn/Sm} >

sua composi¢do On ¢ definida a partir do conjunto:

{xl/tln,---yxn/tnne)’l/sla---’ym/sm}

pela remocdo dos pares x;/t;n, para os quais x; = #;n € também dos pares y;/s;,
para os quais y; € {xi,...,x,}. Por exemplo, se ® = {x/3, y/f(x,1), z/w} e
n = {x/4, w/z}, On = {x/3, y/f(4, D}.

O préximo teorema garante que os diferentes agrupamentos possiveis de uma
sequéncia de substitui¢des ndo alteram o resultado final (dessa maneira, ndo se
precisa preocupar com a parentizacdo). Sua demonstragdo serd omitida por ser
uma consequéncia quase imediata das defini¢cdes de substituicdo e composicdo de
substituicdes.

Teorema 2.10. Para todas as substituicoes O, n, v e expressdo E:
1. (E®)n = E(©n),

2. (Bn)y =06(py).

Diz-se que uma substituicdo ® é mais geral que outra substituicio 7 se existir
uma terceira vy tal que:
n=0y.
Unificadores sdo um tipo de substituicdo, usados para computar as saidas dos
programas légicos.

Definicao 2.11 (Unificador). Uma substitui¢do ® € um unificador das expressdes
HeJ,se:
HO=JO.
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Um unificador ® de A e B € dito um unificador mais geral se € mais geral que
qualquer outro unificador de A e B. Ou seja, ® é um unificador mais geral de A e
B se:

AQ® = BO

e, toda vez que A = Brn, deve haver uma substituicdo 7y tal que:

n=0y.
Exemplo 2.12. Sejam H = f(x), g(f(2)) e J = f(g(x")), g(z’) duas expressdes a

serem unificadas. Isso pode ser obtido pelo unificador n = {x/g(a), z/b, X’ /a, 7'/ f(D)},
com a e b constantes:

Hn = f(g(a)), g(f(b)) =JO.

No entanto, 7 ndo é um umg, pois ® = {x/g(x"), z’/f(z)} é também um unificador
de H e J para o qual ndo existe y tal que:

®=ny.
Por outro lado, ® é um umg de H e J. Por exemplo:
n = 0{x'/a, z/b} .

Teorema 2.13 (Teorema da Unificagdo). Existe um algoritmo que recebe como
entrada quaisquer duas expressdes e retorna, se elas sdo unificdveis, um unifica-
dor mais geral para ambas. Caso contrdrio, retorna a informacdo de que ndo é
possivel unificd-las.

Dado o escopo da presente dissertacdo, o algoritmo e a demonstracdo de sua
corretude serdo omitidos. Este resultado (a demonstracio da corretude em relacio
aos unificadores mais gerais, juntamente com um algoritmo) é devido a Robinson
[Rob65].

Defini¢ao 2.14 (Unificadores Relevantes). Um umg © de H e J é relevante se todas
as varidveis que aparecem em seu dominio ou nos termos de sua imagem ocorrem
em H ou J.

O préximo teorema garante que pode-se restringir apenas a unificadores re-
levantes. Sua demonstracdo é uma consquéncia direta das caracteristicas do al-
goritmo de unificagdo e, portanto, ndo serd apresentada (veja-se [Apt90, pp.500-
502]).

Teorema 2.15. Se duas formulas atomicas sdo unificdveis, entdo tém um umg que
é relevante.
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2.1.4 Resolucao SLD

A programacdo légica realiza suas computagdes pela combinagdo de dois meca-
nismos: o cédlculo de unificadores mais gerais e a substituicdo de subférmulas das
consultas pelo corpo de alguma regra do programa. O cdlculo dos unificadores é
realizado pelo algoritmo da unificagdo mencionado na secio anterior. A substitui-
cdo de subférmulas € realizada sobre consultas a partir de regras dos programas,
através dos resolventes.

Defini¢do 2.16 (Resolvente). Seja x = A « (By,...,B;) uma regra e N= «
(Ai,...,A,) uma consulta. Se, para algum i (1 < i < n) A; e A s@o unificaveis pelo
unificador mais geral ®, entéo:

Nl: — (A19 . "Ai—]’B19' . "Bk7Ai+13' . "A}’l)®
€ denominado um resolvente para N e x, com unificador mais geral ®.
]

Definicao 2.17 (Deriva¢do SLLD). Uma derivacdo SLD de um programa légico P
e uma consulta N é uma sequéncia N, N, N, ... de consultas juntamente com uma
sequéncia xg, %1, . . . de variantes de cldusulas de P e uma sequéncia ®g, @1, ... de
substituicdes tais que, paratodoi =0,1,...:

1. Nj41 é um resolvente de N; e x; com unificador mais geral ®;,
2. x; ndo tem variaveis em comum com Ny, %, . .., %i_1,

de tal maneira que nao sdo admitidas derivacdes finitas (digamos, com clausula ne-
gativa final Nr), quando ainda € possivel encontrar uma variante de alguma cldu-
sula de P e um resolvente para tal cldusula e Nr.

As clausulas xg, %1, . .. sdo chamadas de cldulas de entrada da derivacdo. Diz-
se, quando uma das N; é vazia (e, portanto, a tltima cldusula negativa da derivagio),
que tal derivacdo é uma refutacdo SLD. Uma derivacdo SLD falhou (ou falhou
finitamente) se € finita e ndo € uma refutagao.

Exemplo 2.18. Considere-se o seguinte programa légico P que formaliza algumas
propriedades da funcdo sucessor:

0=0« (1)
s(x) =s(y) «x=y (%2)
x =y« s(x) =s(y) (%3)
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Logo, a linguagem de P é constituida por um simbolo de constante € um simbolo
de funcdo (0 e s), além de um simbolo de predicado bindrio (=). Uma refutacio
para P e a consulta N= « (s(s(0)) = x) é formada pela seguinte sequéncia de
resolventes, cldusulas de entrada e unificadores mais gerais (UmG’s):

Resolventes Clausulas de Entrada UmG’s

— (s5(s(0)) = x)) (s(x1) = s(») « (x1 =y) = xa{x/x1 } {x1/5(0), x/s(y)}

—(s(0)=y)  (s(x2) = s(1)) « (x2 =y1) = %2{x/x2, y/y1}  {x2/0, y/s(y1)}
—(0=y) (0=0) () = «f} {y1/0}
O

O resultado final da computagdo é a composicdo dos UmG’s:

{x1/5(0), x/s(Hx2/0, y/s(y)Hy1/0} = {x1/5(0), x/5(s(0)), x2/0, y/s(0), y1/0}.

A substitui¢@o relevante para a consulta original: < (s(s(0)) = x)) é a restri¢do da
computacdo a sua unica varidvel livre (x no caso): {x/s(s(0))}, desprezando-se o
histérico das outras substituicoes.

A existéncia de um refutagdo SLD para P U {N}, em que P é um programa e
N uma consulta, pode ser vista como a deriva¢do de uma contradicdo, a partir do
conjunto inicial. Isso significa que, se N = VX(=A; V ...V =A,), o fato de que
P U {N} deriva uma contradicio (ou seja, € insatisfativel) é equivalente a:

PEIRA A...AA,).

Um ponto importante é que a sequéncia de unificadores @y, ..., ®; computados
durante a refutacdo proporcionam justamente as festemunhas para o existencial
sobre as varidveis de X

PE (A1 /\.../\An)®1,...,®k.
Esse resultado serd provado no Teorema 3.56.

Definicao 2.19 (Resultado da Computag@o). A restricdo de 1, ..., ®; as varidveis
de N é chamada de resultado da computacdo de P U {N}.

Para um determinado programa P e alguma consulta N= « (Ay,...,A,), as
possiveis refutacdes SLD sao necessariamente obtidas pela repeticao dos passos:

1. escolha de uma férmula atémica A; da consulta,
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2. escolha de uma regra x = A < (By,..., B,) de P para a qual A seja unificé-
vel com A;,

até que ndo seja mais possivel unificar nenhum dtomo da consulta com nenhuma
variante de cabeca de regra do programa. O primeiro item acima depende de todo
o histdrico da derivacdo. Tal histérico € constituido pela sequéncia de consultas,
clausulas de entrada e umg’s que resultaram na cldusula N. Uma regra de selegcdo
€ uma funcio que, para cada histdrico e consulta, retorna um atomo selecionado.
SLD é uma sigla para Selection rule-driven Linear resolution with Definite clauses
(resolucdo linear orientada a regras de selecdo para clausulas definidas). Clausulas
de Horn sdo também conhecidas como cldusulas definidas e linear é porque as
derivagdes sdo sequéncias de consultas em que as posteriores sdo resolventes que
possuem um antecedente entre as cldusulas anteriores da sequéncia. Portanto, a
resolucdo SLLD é um procedimento geral capaz de suportar uma multiplicidade de
regras de selecdo.
Sao possiveis, também, derivagdes infinitas.

Exemplo 2.20. Considere-se um exemplo para o qual nao ha possibilidade de deri-
vacdes finitas (nem de refutacdo, nem de falha). Para a consulta: « s(s(0)) = s(0)
e o programa P do exemplo anterior, serdo representadas todas as possiveis deri-
vagles na seguinte drvore (0s nds sdo consultas e as arestas trazem a informacao
de qual cldusula de P a clausula de entrada € variante, bem como as substitui¢ées
usadas para a unificagdo). Se um né N’ € ligado a um outro N”’ por uma aresta

2

marcada com x;, significa que N” é um resolvente de N’ e x;:

— 5(s(0)) = s(0)

X/ 5(s(0)).y/s(0)}

)
{x/5(0).y/0}

—s50)=0 «— 5(s(s(0))) = s(s(0))

x/5(s(0)).y/s(0)}

%2

%3 0)),y/s(0
3 | {x/5(s(0)).y/s(0)} (/5(0).3/0)

« 5(s0)) = 5(0)  « s(s(0)) = 5(0) — s5(s(s(s(0)))) = s(s(s(0)))
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Em que T e T, representam sub-drvores infinitas, nenhuma das quais contém O e
nem ramos finitos. Logo, ndo é possivel nenhuma refutagao (e, também, nenhuma
falha finita).

Na sequéncia, serdo enunciados dois resultados técnicos necessdrios a comple-
tude da resolu¢do SLD (Teorema 2.52). Nao serd dada a demonstragdo do primeiro
resultado, que pode ser encontrada em [Apt90, pp. 507-509].

Lema 2.21 (Lema das Variantes). [LS91] Seja Ny, Ny,... e N(’),N;, ... duas de-
rivacoes SLD de P U {N} em que N = Ny = N(’), com as cldusulas de entrada
Co,Cy,... e C(’), Ci, ... respectivamente. Suponha-se que cada le é uma variante
de C;, que as formulas atomicas selecionadas em cada consulta N} e N; estdo na
mesma posicdo e que os umg’s sdo relevantes (Definicdo 2.14). Entdo, para i > 0,
N;e Nl.’ sdo variantes um dos outro.

Corolario 2.22 (Corolério das Variantes). Sejam ® e ¥ duas derivacdes SLD para
P U {N} satisfazendo as condi¢oes do Lema 2.21. Suponha que ® é uma refuta-
¢do SLD com resultado computado ©. Entdo, Y é uma refutacdo com resultado
computado n tal que NO é uma variante de N1.

Demonstracdo. Basta aplicar o Lema 2.21 para cada resolvente das duas refuta-
¢0es, passo a passo. O

2.2 Semantica

2.2.1 Semantica para Légica de Primeira Ordem

O significado de uma férmula de primeira ordem € obtido classicamente pela defi-
ni¢do de semantica devida a Tarski ([Tar44]). Serd dada a seguir, resumidamente,
tal defini¢do. O leitor encontrard um tratamento mais elaborado (e geral) na Secdo
3.3.3.

Uma interpretagcdo para uma linguagem L de primeira ordem € constituida por:

e um conjunto nao vazio D, chamado dominio de L,

e para cada simbolo n-drio de funcdo f da assinatura de L, uma fungdo f; :
D" — D,

e para cada relagdo n-dria r da assinatura de L, um predicado r; € D".

No que segue, serd presumido que as linguagens sempre possuem uma constante
para cada elemento dos dominios de suas interpretacdes. Evidentemente, tal cons-
tante € interpretada como o elemento correspondente.
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A partir de uma interpretacio, é possivel definir o valor de verdade para cada
férmula da linguagem de L. Para comecar, um termo composto f(¢1,...,1,) € in-
terpretado recursivamente como fi(t!, ..., ), em que t§ ¢ a interpretagdo do termo
tj. Entdo, para uma formula ¢ € L, interpretam-se suas varidveis livres como se
estivessem universalmente quantificadas e, conforme o tipo de ¢, tem-se (recursi-
vamente) as seguintes interpretacdes. Se ¢ é

e uma férmula atdmica P(tq, ..., 1,), sua interpretacdo (I £ P(ty,...,t,)) é:

TEP(t,....1,) = ,....tyep

e uma conjuncio a A S:

ITeaAg = Iea e IEp

e uma disjun¢do a V S:

Iravp — Ira ou [k

e uma implicagcdo o — :

IEa—pB = naoéocasode /Fa ou [k

e uma negagio —a:

I -« = naoéocasode [k«

e um universal Yx a:

IEVxa = paratodod € D, [k a,[d']

e um existencial dx «:

TeEdxa = paraalgumd € D, [k a,[d’]

Sendo que d’ € a constante da linguagem que interpreta d.
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2.2.2 Corretude da Resolucao SLD

Agora serd enunciada a corretude da resoulaciio SLD em relac@o a semantica usual
da légica cléssica de primeira ordem. Lembre-se que a resolugdo SLD € um pro-
cedimento de refutacgao, isto €, se ela € bem sucedida (termina em O) tendo como
entrada um programa P e uma consulta N= « (A1, ..., Ay), isto quer dizer que a
negacdo de N é consequéncia l6gica do programa: VP £ =VY(=A] A ... A =Ay)
ou, equivalentemente: YP £ J(A; A ... A Ar). Lembre-se também que Jp e Yo
simbolizam os fechos existenciais e universais de ¢, respectivamente. Para os pré-
ximos resultados, A(A; A ... A Ag) serd simbolizada por N~. Note que como um
caso especial para a cldusula vazia, O~ denotard a conjuncio vazia, que € sempre
verdadeira. Tendo isso em mente, a demonstragdo do préximo lema & trivial:

Lema 2.23. Se M é um resolvente de uma consulta N e de uma cldusula », com
unificador mais geral ®, entdo:

xEM — (N 0).

Teorema 2.24 (Corretude da Resolucdo SLD). Seja P um programa logico e N =«
(A1,...,Ay) uma consulta. Suponha que exista uma refutagido SLD de PU{N} com
a sequéncia de substituicoes Qy, . .., 0,. Entdo:

PEAIN...NAYB...0,.

Demonstracdo. Seja Ny, ..., Nyi1, com Ng = N e N,y = O, a sequéncia de cldu-
sulas negativas de tal resolucdo SLD, com xq,...,x, as cldusulas de entrada da
derivacdo. Pela aplicacdo do Lema 2.23 n + 1 vezes, obtem-se:

PeEO™ - (N"9q,...,0,),
o que implica o resultado. O

Corolario 2.25. Se existe uma refutacdo SLD de P U {N}, entdo tal conjunto é
inconsistente.

Demonstracdo. Imediata a partir do teorema anterior. O

2.2.3 Modelos de Herbrand

Serdo introduzidos, nesta se¢fio, os conceitos semanticos necessarios para a de-
monstracdo de uma forma de completude para a resolugdo SLD. Para tanto, sera
feito uso de uma classe especial de modelos para programas l6gicos, os chamados
modelos de Herbrand.
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Seja L uma linguagem de primeira ordem com algum simbolo de constante
(sempre que L ndo apresentar originalmente nenhuma constante, serd tomada sua
extensdo por meio de uma constante arbitraria x).

Definicao 2.26 (Universo de Herbrand). O Universo de Herbrand de uma lingua-
gem L € o conjunto dos termos fechados que podem ser formados das constantes e
fun¢des de L e serd denotado pér Uy.

Se, por exemplo, L for a linguagem do programa légico P definido na secdo
anterior, entao:
UL = {0, 5(0), s(s(0)),...}.

Para a linguagem L’ do seguinte programa P’ (que ndo possui nenhuma cons-
tante):
sX)<s(Y)«—X<7Y,

seu universo de Herbrand sera:
Up = {*, s(x), s(s(%x)),...},
em que * ¢ uma constante nova.

Definicao 2.27 (Base de Herbrand). A Base de Herbrand de uma linguagem de L
€ o conjunto das sentencas atémicas (isto €, das férmulas atdmicas fechadas) e sera
denotada por By.

Para os exemplos anteriores:

B ={(0=0), (0= 150)), (s5(0) = 0), (s(0) = s(0)), (s(s(0)) =0),....}

Brr = {* < %, % < s(x), s(*) < %, s(x) < s(x), s(s(x)) < *,...}.

Definicao 2.28 (Instancias de um Programa). Dado um programa P, define-se
inst(P) como todas as possiveis instincias fechadas das cldusulas de P por substi-
tui¢cdes com contra-dominio em Up.

Ou seja, para o programa definido logo acima:

inst(P’) = {(s(x) < s(%)) « (% < %), (5(*) < s(s(x))) « (* < s(*x)),...}.
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Definicao 2.29 (Interpretacio de Herbrand). Uma inferpretacdo de Herbrand para
uma liguagem L, é uma interpretacdo para L, tal que:

1. seu dominio € o universo de Herbrand U;, de L,
2. cada constante de L € interpretada por si mesma,

3. se f é um simbolo de funcdo n-ario, entdo sua interpretagiio é a fungio f/ :
(Up)" — Up que associa a cada sequéncia 1, ..., 1, de termos fechados de
Uy, o termo fechado f(z1,..., ),

4. se r ¢ um simbolo de predicado n-drio, sua interpretacdo € algum subcon-
junto de (UL)".

Desta forma, cada interpretacdo de Herbrand para L é unicamente determinada
por um subconjunto / da base de Herbrand B;. Isto € feito pela interpretagdo, de
cada simbolo de predicado r de L, como o conjunto {(¢1,...,t,) | r(t1,...,t,) € I}.
Ou seja, pode-se identificar interpretacdes de Herbrand de L com subconjuntos de
sua base de Herbrand.

Definicao 2.30 (Modelo de Herbrand). Um modelo de Herbrand para um conjunto
de sentencas S, sobre uma linguagem L, € uma interpretacdo de Herbrand para L
que é modelo de S'.

Lema 2.31. Seja S um conjunto de sentengas universais sobre uma linguagem L.
Se S tem modelo, entdo também tem um modelo de Herbrand.

Demonstrag¢do. Seja I um modelo de S. Tome My = {A| A € Bp el £ A}.
My determina uma interpretacdo Iy de L. Por indug@o no tamanho das férmulas,
ndo ¢é dificil ver que I e Iy satisfazem as mesmas formulas fechadas livres de
quantificadores. O lema é consequéncia direta disso. O

Dado que os universos de Herbrand definidos nesta se¢do sdo formados ex-
clusivamente por simbolos ja presentes na linguagem do programa (com excessao,
possivelmente, da constante * que ndo altera a validade de nenhum resultado), o
préximo corolério pode ser entendido como uma versao do Teorema de Herbrand
(em sua versdo de satisfatibilidade, veja na Secdo 1.1, p.8). Sua demonstracio é
imediata a partir do lema anterior, basta levar em consideragdo que a unido de um
programa com uma consulta € um conjunto de sentencas universais.
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Corolario 2.32 (Teorema de Herbrand). Seja P um programa e N uma consulta.
P U {N} € consistente se, e somente, tem um modelo de Herbrand.

Por fim, serdo introduzidos dois conceitos que muito recorrentes na area, os
de Modelo de Herbrand Minimal e Modelo de Herbrand Minimo. Lembre-se que
interpretacdes (e modelos) de Herbrand podem ser identificados com os subcon-
juntos da base de Herbrand.

Definicao 2.33 (Modelo de Herbrand Minimal). Para um conjunto S de férmulas,
diz-se que um modelo de Herbrand seu € minimal, se nenhum subconjunto préprio
dele é modelo de S'.

Por exemplo, para S = {A Vv B}, com A e B diferentes férmulas atdmicas fe-
chadas, s@o possiveis dois modelos de Herbrand minimais: {A} e {B}, pois cada um
desses conjuntos tem um tnico elemento e ambos sdo modelos de Herbrand de S.

Definicao 2.34 (Modelo de Herbrand Minimo). Dado um conjunto de férmulas S,
seu modelo de Herbrand minimo, ug, é, se existir, o modelo de Herbrand contido
em qualquer outro modelo de Herbrand de S'.

Para o exemplo acima (S = {A V B}), ndo hd modelo de Herbrand minimo,
apenas dois modelos minimais disjuntos.

2.2.4 Operador de Consequéncia Imediata e Pontos Fixos

O estudo de modelos de Herbrand de programas l6gicos, seguindo a tradi¢do inici-
ada em [VEK76], faz uso de uma ferramenta denominada operador de consequén-
cia imediata, que mapeia interpretacdes de Herbrand em interpretagdes de Her-
brand.

Definicao 2.35 (Operador de Consequéncia Imediata). Seja P um programa légico,
define-se o operador de consequencia imediata Tp de P, para uma interpretacio
de Herbrand I do seguinte modo:

A € Tp(I) < para alguma substituicdo O e cldusula B « (Bl, ...,B,)de P,
tem-se A = BO fechadae I £ (B; A... A B,)0.
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Para entender melhor o operador de consequencia imediata, considere o se-
guinte programa P:

x=y — s(x) = s(y)
0=0 —
Se o termo s"(0) for representado pelo numeral 7, tem-se:
Tp@) = {0=0},
Tp({5=4}h= {0=0,4=3},
Tp(Tp({5=4})= {0=0,3=2}.

Lema 2.36. Para um programa P e uma interpretacdo de Herbrand I, I é modelo
de P, se, e somente se, Tp(I) C I.

Demonstragdo. Primeiramente, é possivel ver, pela definicdo da seméintica que:

IeP < IEinst(P).

Agora, I £ inst(P) se, e somente se, para toda cldusula A « (By,...,B,) €
inst(P), I £ By A... A B,implica I £ A, ou seja, A € I. E isso vale se, e somente
se, Tp(I)C 1. |

Na sequéncia, serd obtida uma caracterizacdo dos modelos de Herbrand mi-
nimos de um programa P através de certos conceitos relacionados a teoria dos
reticulados completos.

Definicao 2.37 (Reticulado Completo). Um reticulado completo é um conjunto R
munido de uma relacdo bindria < que obedece as seguintes propriedades:

x<Xx (Reflexividade)
x<y,y<z = x<z (Transitividade)
x<y,y<x = xX=y (Anti-Simetria)

e, além disso, para todo conjunto A C R, existem elementos UA, NA € R (0 supremo
e o infimo de A, respectivamente) tais que:

paratodox € A: x<UA,

paratodo xe A: NA<x

separatodoxcA: x<z, entdio UA<z,

separatodox€ A: z<x, entdo z<NA.
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A familia de subconjuntos de um conjunto base, com a relacdo de contido
em (C), € um exemplo cldssico de reticulado completo. Para isso, basta tomar o
infimo e o supremo de uma familia de conjuntos como sua intersec¢do e a unifo,
respectivamente. O operador de consequéncia imediata 7T'p que foi definido acima é
um exemplo de operador monoténico sobre reticulados completos. Tais operadores
sdo aqueles que preservam a relacio de ordem.

Definicao 2.38 (Operador Monotodnico). T : R — R é um operador monotonico
sobre o reticulado (R, <) se, para x,y € R:

x<y e Tx)<T®).

Definicao 2.39 (Operador Finitario). T : R — R é um operador finitdrio sobre o
reticulado (R, <) se, para toda familia I = {Ir}sc., de elementos Iy € R, tais que
Iy < Ipq, tem-se:

T(ul)<UlTdUp | f e wl.

Definicao 2.40 (Operador Continuo). Um operador sobre um reticulado completo
é continuo se € monotdnico e finitario.

Definicao 2.41 (Pré Ponto Fixo). Um elemento p € R, sendo (R, <) um reticulado
completo e 7" um operador monotonico sobre R € dito pré ponto fixo de T, se:

T(p)<p.

Logo, pelo Lema 2.36, uma interpretagdo I € Bp é modelo de P se, e somente
se, € um pré ponto fixo de Tp. Porntanto, para estudar os modelos de Herbrand
de um programa P ¢ suficiente estudar os pré pontos fixos de seu operador de
consequéncia imediata Tp.
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Definicao 2.42 (P6s Ponto Fixo e Ponto Fixo). Dado um operador monoténico T
sobre um reticulado completo com uma ordem <, p é um pds ponto fixo de T se:

p<T(p).

Se p € tanto um pré ponto fixo quanto um pés ponto fixo de T, ele € um ponto fixo
de T:

p=T(pp).

A seguir, estd enunciado um teorema sobre pontos fixos de operadores monotd-
nicos definidos sobre reticulados completos. A demonstragdo serd omitida por se
tratar de um resultado cléssico de teoria da ordem e de reticulados, portanto, fora
do escopo desta dissertagao.

Teorema 2.43 (Teorema do Ponto Fixo). [Tar55] Um operador monoténico T sem-
pre tem um menor ponto fixo i, r(T) que é também seu menor pré ponto fixo.

Definicao 2.44 (Poténcias de um Operador). Seja T um operador monotdnico so-
bre um reticulado completo. Define-se, por recursio:

TT0[I=1,
T+ D[ =T(T 1 nll]),
rTtwll=Jr1rnall.

E abrevia-se T T « [0] por T T a.

]
Lema 2.45 (Continuidade de Tp). Seja P um programa. Entdo:
1. Tp é finitdrio,
2. Tp é monotonico.
Demonstracdo. Para o item 1, considere-se a sequéncia Ip € I; C ... de inter-

pretacdes de Herbrand e suponha A € Tp( U{l,|ne€ w}). Entdo, para algumas
férmulas atdmicas By, ... By, a cldusula A < (By,..., B,) estd em inst(P) e, além
disso, U{l,, | n € w} £ By A ... A By. Isto signfica que, para algum I,,, aquele que
contem todos os By, ..., By, I, E By A ... A B. Logo, A € Tp(1,,).

O item 2 € uma consequéncia imediata da definicdo. O
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O préximo teorema (o qual, como foi feito para o Teorema 2.43, apenas serd
enunciado sem demonstracio), caracteriza os menores pré pontos fixos e pontos
fixos de operadores continuos.

Lema 2.46. Se T é um operador continuo, entdo T T w é seu menor pré ponto fixo
e também seu menor ponto fixo.

Agora, serd enunciado um teorema que resume as relagdes entre os conceitos
de modelo de Herbrand minimo, menor ponto fixo, menor pré ponto fixoe T T w.

Teorema 2.47 (Teorema da Caracterizacio). [VEK76] Se P é um programa logico,
entdo ele tem um modelo de Herbrand Mp que satisfaz as seguintes propriedades:

1. Mp é o menor modelo de Herbrand de P,
Mp é o menor pré ponto fixo de Tp,

Mp é o menor ponto fixo de Tp,

N owdN

MPITPTU).

Demonstracdo. Pela aplicagdo do Lema 2.36, do Teorema 2.43 e do Lema 2.46.
O

Definicao 2.48 (Conjunto Sucesso). O conjunto sucesso de um programa P é o
conjunto formado por todas as férmulas A da base de Herbrand de P, para as quais
existe um refutacdo SLD de P U {« A}.

Corolario 2.49. O conjunto sucesso de um programa P estd contido em seu modelo
de Herbrand minimo.

Demonstracdo. Pelo Coroldrio 2.25 e Teorema 2.47. O

Lema 2.50 (Lema da Substituicdo). Seja P um programa, N uma consulta e ®
uma substituicdo. Suponha que exista uma refutacdo SLD para P U {N®}. EXxiste,
entdo, uma refutagdo SLD para P U {N}.

Demonstracdo. Serd feita por indugdo no tamanho n da derivacdo SLD de P U
{N®}. Pelo Coroléario 2.22, pode-se assumir que ® ndo atua sobre nenhuma das va-
ridveis das cldusulas de entrada da refutagdo. Suponha-se que N= « (Ajy,...,Ax).

Sen =1,entdo k = 1 e A;® € unificdvel com a cabec¢a de um fato (Definicdo
2.5) que € cldusula de entrada. Entdo, A; € unificdvel com a cabeca da mesma
clausula, o que demonstra o caso base.
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Se n > 1, considere-se a primeira cldusula de entrada By <« (Bi,...,Bp)
da refutacdo. Para um umg 1, A;0n = Bon em que A;® é a férmula atdomica
selecionada de N®. Assim, pelo que assumido acima sobre ® (que ela ndo atua
sobre nenhuma das varidveis das cldusulas de entrada), tem-se que A;0n = By®n
e, entdo, A; e By sdo unificdveis. Para algum umg & e uma substitui¢do vy, tem-se
On = ¢&y.

Isso quer dizer que existe uma refutacdo SLD para:

PU { — (A1®, ..., Ai.10,B10,...,B,0,A,,10,... ,Ak®)7]} ,
de tamanho n — 1. Pela hipétese de inducéo, existe uma refutacdo SLD de:
PU{ — (Al,. A1, B, ...,By, A, ... ,Ak)f} .

Considere, agora, uma derivagdo SLD de P U {N} em que a primeira formula at6-
mica selecionada é A; e a primeira cldusula de entrada é By « (By,..., B,), com
o umg &. Seu primeiro resolvente € « (Aq,...,Ai—1,B1,..., Bu, Air1,...,A)é, 0
que, pelo dito acima, conclui o lema.

O

Lema 2.51. O modelo de Herbrand minimo de um programa P estd contido no
conjunto sucesso de P.

Demonstragdo. Suponha A € u,r(Tp). Pelo item 4 do Teorema 2.47, para algum
k> 0,A € Tp T k. Por inducdo em k, serd demonstrado que existe uma refutacio
SLD de P U {« A}. Para k = 1, é ébvio.

Se k > 1, para algumas férmulas atdmicas fechadas Bj,..., B,, a cldusula
A « (By,...,B,) estd em inst(P) e {Bi,...,B,} € Tp T k — 1. Pela hipétese de
indugdo, parai = 1,...,n, existe uma refutagio SLD de P U { « B;}. Como todos
os B; sdo fechados, existe uma refutagdo de P U { « (By,..., B,)}.

Considere, agora, uma refutacdo SLD de P U {«<- A} com primeira cldusula de
entrada uma da qual A < (By,..., B,) seja uma instancia fechada. Seu primeiro
resolvente é uma clausula negativa da qual « (By,..., B,) é uma instancia fechada.
Logo, pelo Lema 2.50, tem-se o resultado. O

Teorema 2.52 (Completude da Resolugdao SLD). Seja P um programa e N uma
consulta. Suponha que P U {N} ¢ inconsistente. Existe, entdo, uma refutacdo SLD
de P U {N}.

Demonstracdo. Seja N= « (Ay,...,A,). Pela hipdtese, up ndo é modelo de P U
{N}. Logo, N nao é vdlida em up e, portanto, existe uma substituicdo ® tal que
{A10,...,A,0} C up. Pelo Lema 2.51, parai = 1,...,n existe uma refutagdo SLD
de PU {« A;0} em que A;® é uma férmula fechada. Logo, existe uma refutacio
SLD para PU{N®} e, pelo Lema 2.50, existe uma refutagcdo SLDpara PU{N}. O
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2.3 Informacao Negativa e Raciocinio nao-Monotonico

Na programacao légica cléssica, faz falta a possibilidade de especificar e computar
informagdes negadas. Tendo em vista que a base de Herbrand Bp de um programa
P é um modelo de P que ndo verifica nenhum literal negativo, logicamente, para
todo literal negativo —A, tem-se:

Pr-A.

A resolucdo SLD é um método correto para primeira ordem cldssica. Isto €, se
o fato de que existe uma refutagdo SLD para P U { « (Aj,...,A,)} for denotado
por P +grp AX(A; A ... A Ay), pelo Teorema 3.56:

PI—SLDH)?(Al/\.../\An) - PI=3)?(A1/\.../\A,1).

Logo, a resolucdo SLD ndo pode deduzir nenhuma férmula negada.
Uma relagd@o de consequéncia  é chamada fracamente correta se:

Pro = P U {¢} é satisfativel ,

e diz-se que + é monotonica, se ndo deixa de deduzir fatos que jad deduzia ao
acrescentarem-se premissas:

Pro = PUP +o.

Caso contrdrio, € chamada de ndo-monoténica. Claramente, a resolugdo SLD tam-
bém é fracamente consistente ¢ monotonica. O préximo lema mostrard que sua
falta de expressividade, em relacdo a dedugdo de férmulas atdmicas negadas, é
comum a qualquer método fracamente correto e monotonico para a dedugdo de
literais a partir de programas.

Lema 2.53. Seja + um método de deducdo para o qual P + —A, com A uma férmula
atomica e P um programa légico. Entdo, + ndo é correto. Além do mais, se v for
fracamente correto, ndo é monotonico.

Demonstracdo. Como ja foi dito acima, a base de Herbrand Bp é sempre um mo-
delo para P, em que Bp ¥ —A, para toda férmula atdmica A, e, portanto, - ndo pode
ser correto. Agora, suponha que tal método é monotdnico. Logo, PU{A}  —A, mas
P U {A} U {—A} é necessariamente inconsistente. Entdo, - ndo pode ser fracamente
correto. O

Mesmo assim, faz sentido deduzir fatos negados de programa positivos em cer-
tos casos. Tome-se, como exemplo, a 16gica das bases de dados. Bancos de dados
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e seus relacionamentos podem ser representados como conjuntos de cldusulas sem
simbolos funcionais. Por exemplo, se houvesse uma base de informagdes com o
um predicado P(x) para indicar se x € uma pessoa, o conjunto C das seguintes
cldusulas pode indicar as pessoas de que o sistema tem conhecimento:

B ={P(Joao) <, P(Maria) «, P(Natalia) <, P(Zequinha) <} .

E poderia-se expressar o relacionamento de ser filho de por meio de um predicado
bindrio F(x,y) (x é filho de y). Logo, o conjunto de cldusulas R indica os parentes-
cos que o sistema tem conhecimento:

R = {F(Natalia, Joao) <, F(Zequinha, Maria) <} .

E de se esperar, entdo, que se pudesse efetuar as seguintes deducdes a partir de
BUR:
BUR+ —P(pedra) ,

BUR‘ —=F(Joao, Natalia) .

Mas, pelo Lema 2.53, qualquer extensdo fracamente correta da resolugao SLD
que efetuasse essas derivacdes nao poderia ser monotdnica. As primeiras extensoes
da resolucdo SLD para deduzir literais negativas foram propostas justamente no
contexto de bases de dados dedutivas. Nesta secdo serd abordada apenas a negacdo
por falha.

A negacio por falha foi introduzida originalmente em [Cla78] e serd denotada
por 9. Tal regra permite deduzir a negag¢io de uma férmula atdmica fechada A
(representada por 9 A) a partir de um programa légico P, se todas as possiveis
derivagcdes SLD feitas a partir de PU{«— A} falham finitamente. A regra da negacio
por falha serd abreviada por NAF e a extensdo da resolucdo SLD pela admissdo
dessa regra serd denotada por SLDNF (de resolu¢do SLD com negacao por falha):

PrsipNr 9 A — P U {« A} sempre falha finitamente.

Pela completude da resolucdo SLD (Teorema 2.52), se P U {«< A} ndo tem
uma refutacdo SLD, entdo P U {9 A} é consistente (41 entendida semanticamente
como —), o que demonstra que SLDNF ¢ fracamente correto. Logo, pelo Lema
2.53, SLDNF ¢ um método de deducio ndo-monotdnico. Note-se que NAF deduz
apenas as negagdes dos fatos para os quais todas as possiveis derivagdes SLD sdo
finitas. Portanto, ¢ uma regra efetiva de dedug@o (se o fato ndo tem derivagdes infi-
nitas, nem refutacdes, € possivel encontrar em tempo finito todas as suas possiveis
derivagdes).

E possivel a extensdo da programagdo l6gica pela admissdo de literais negadas
com a nega¢ao nao-monotdnica por falha (9) no corpo das regras.
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Definicao 2.54 (Programa Ldégico Geral). Um programa légico geral permite a
negacdo por falha nas literais do corpo de suas regras:

A « [9]Ay, ..., [9A, .

A partir desse tipo de programa € possivel a deducio das consultas gerais.

Definicao 2.55 (Consulta Geral). Uma consulta geral é simplesmente uma con-
juncao de literais de negacdo nao-monotdnica:

[91A1 A ... AT9]A, .

A resolucdo SLDNF, que ndo serd analisada com detalhes na presente disser-
tacdo, se presta a deduzir o fechamento existencial de alguma consulta geral (CG)
a partir de um programa légico geral (PG):

PG +sipnr 37 (CG) .

Com isto finalizamos uma rdpida e sucinta descricdo dos principais aspectos
tedricos da Programacgdo Ldgica cldssica. No préximo capitulo comecaremos a
dar os primeiros passos do nosso programa de pesquisa em programacgdo Logica
paraconsistente, apresentando portanto os primeiros resultados originais desta dis-
sertacao.
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Capitulo 3

Rumo a Programacao Logica
Paraconsistente I: Bases Logicas

Neste capitulo, serd apresentada a primeira parte de nosso programa de pesquisa:
estabelecer as bases 16gicas sobre as quais podera estar assentado um amplo arca-
bouco formal para programacao ldgica paraconsistente. Para tanto, define-se como
ponto de partida o formalismo das LFI’s, as Légicas da Inconsisténcia Formal.
Tais cédlculos abarcam uma variada gama de raciocinios paraconsistentes. Uma
caracteristica destas l6gicas € assumir, como primitivos, os proprios conceitos de
consisténcia e inconsisténcia. Isto é feito pela admissdo de um novo conectivo und-
rio (o), que indica que alguma férmula € consistente. Deste modo, as propriedades
da consisténcia (e inconsisténcia) podem ser codificadas da maneira que melhor
convém em cada situagdo, por intermédio de esquemas axiomaticos que envolvem
tal conectivo.

No inicio, sera feito um breve apanhado do desenvolvimento da programacio
légica paraconsistente e abordada sua relacdo com a introducdo de um tipo ex-
plicito de negacao (veja-se Secdo 1.2.4) nos programas légicos. Tal negacdo tem
cardter monotonico, diferentemente da negacdo por falha tratada na Secdo 2.3.
Serd descrito, também, o fragmento monotdnico comum a todas abordagens a pro-
gramacao légica paraconsistente: o fragmento dos Programas Logicos Estendidos
Definidos. Tal fragmento tem uma série de caracterizacdes na literatura, mas carece
de uma fundamentagdo 16gica clara. Conjecturamos que certas LFI’s explicitam
justamente suas bases logicas.

Espera-se, com a presente dissertagdo, dar um passo em dire¢do a uma pro-
gramacao légica paraconsistente, a maneira do que foi feito em [dAP0O7] para um
Datalog paraconsistente. O Datalog ¢ a restricdo da programacao l6gica classica
a clausulas sem simbolos funcionais e serve como linguagem de consulta a bancos
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de dados (vejam-se as Secoes 1.2.4 e 2.3). No artigo acima citado, as autoras in-
troduzem uma linguagem de consulta a bancos de dados que admitem informagdes
negadas e inconsisténcias sem trivializa¢des, usando por base a légica paracon-
sistente LFI1. Tal sistema é denominado P-Datalog™ e, da mesma forma que o
Datalog , ndo comporta linguagens com simbolos de func¢des e constantes. Tendo
em vista que os dominios em foco sdo finitos (os bancos de dados), tudo se resolve
com o caso proposicional. A programacgao légica é uma extensdo desse tipo de
linguagem, pois admite simbolos de funcio e, portanto, demanda dominios enu-
meraveis.

Os programas légicos estendidos definidos apresentam propriedades que os
qualificam como um bom ponto de partida para o presente projeto. Entre elas,
estd a monotonicidade de sua relacido de consequéncia (para a derivagdo de literais
com a negacdo explicita) e o fato de que ela é necessariamente paraconsistente,
como serd visto na primeira secio deste capitulo. Estas caracteristicas permitem
que as LFI’s possam modelar sua relagdo de consequéncia sem maiores compli-
cacdes. Além disso, as semanticas para o caso geral (os programas l6gicos esten-
didos) sempre coincidem na interpretacdo que fazem deste fragmento (veja-se o
Teorema 3.5). Posteriormente, pode-se estudar o caso mais geral (com a negacio
ndo-monotdnica) a partir de uma base monotonica bem estabelecida. Mas, para
tratar tais questdes dentro do ambito da paraconsisténcia sem se apelar para resul-
tados da logica cléssica, se faz necessdrio um teorema de Herbrand para as LFI’s.
Com isso, seria possivel lidar com os simbolos de fungo e contantes e, por exem-
plo, estudar uma aritmética paraconsistente dentro do paradigma da programacio
l6gica. Com tal teorema, tem-se a garantia de haver algum método finitario de de-
dugdo para um fragmento suficientemente grande para abarcar o necessirio a uma
legitima programacao logica paraconsistente estendida definida.

Por dltimo, serdo abordadas as LFI’s e suas extensdes de primeira ordem, jun-
tamente com uma prova de completude com relacdo a semantica de bivaloragdes
paraconsistentes, definidas sobre estruturas cldssicas de primeira ordem. Com isso,
estdo estabelecidos os resultados técnicos fundamentais para a continuacao do pro-
grama de pesquisa, continuado no Capitulo 4.

3.1 Programacao Logica Paraconsistente

Como visto na Secdo 1.2, o PROLOG surgiu tanto do desenvolvimento de méto-
dos de deducio automética, como do desenvolvimento de procedimentos de com-
putacdo relacionados a drea de processamento de linguagem natural. Tais campos
estdo intimamente relacionados com o inicio da pesquisa em Inteligéncia Artifi-
cial (IA). Hoje em dia, uma das principais areas da IA, a representacdo do conhe-
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cimento, aplica amplamente a programacdo l6gica. A IA é normalmente enten-
dida como o estudo e desenvolvimento de sistemas sensiveis ao contexto, capazes
de simular certas caracteristicas que se assemelham a inteligéncia humana, como,
por exemplo, a possibilidade de adquirir novas informagdes e corrigir sua atuagio
frente as novidades. Logo, a representacdo do conhecimento estd nos fundamentos
da IA: se deseja-se projetar algum programa para atuar, ou guiar inteligentemente
nossas acdes em algum ambiente ou situacdo, deve-se supri-lo com as informagdes
necessdrias. Tais informagdes devem ter uma representagdo acessivel ao programa,
para que ele seja capaz de extrair as consequéncias necessarias.

O carécter universal da l6gica (que foi ressaltado na argumentacdo da Se¢do
1.1) possibilitou que esta servisse de suporte a tais investigacdes, de maneira a for-
necer tanto uma linguagem para representar fatos, quanto métodos para extrair con-
clusdes por meio de demonstracdes formais. Tais métodos podem ser programados
em computadores digitais devido a resultados que, como o Teorema de Herbrand,
garantem que a expressividade da légica de primeira ordem €, de certa maneira,
redutivel a da maquina (devido a possibilidade de sentencas indecidiveis, ndo é
totalmente apropriado dizer que a 16gica € inteiramente redutivel a procedimentos
mecdnicos). A programacdo 16gica € uma maneira pela qual as diferentes dreas
podem encontrar um acesso aos métodos da l6gica formal.

Outra importante drea de pesquisa, relacionada a representagdo do conheci-
mento e a IA, é a do raciocinio de senso comum, marcada por métodos de ra-
ciocinio ndo-monotdnicos. Como pode ser visto na Secdo 2.3, a programacio
légica pode suportar naturalmente modos nao-monotdnicos de deducgdo, através
de literais negados e sua interpretacdo pela negacdo por falha. Nessa perspec-
tiva, deduz-se a negacdo de um fato sobre o qual ndo ha informacdes suficientes
para deduzi-lo. Além disso, conforme afirmado em [DP98, p.241], a maior parte
dos formalismos nao-monotdnicos t€ém uma contrapartida no lado da programacio
16gica.! Raciocinios ndo-monotdnicos possibilitam lidar com informacdes incom-
pletas: uma vez que haja mais informagdes sobre um determinado fato, deixa-se
de deduzir certas consequéncias e passa-se a deduzir outras. Mas as informacdes,
normalmente, ndo sdo apenas incompletas, mas também contraditérias. A introdu-
¢do de um novo tipo de negacdo, a chamada negacao explicita (), estd relacionada
com esta propriedade: ao admitirem-se fatos explicitamente negados, ndo se pode
simplesmente deixar de deduzi-los quando aparecem contradicdes. Informacdes
introduzidas explicitamente ndo sdo facilmente descartadas, devido justamente a
presenca de evidéncia concretas, explicitas, quanto a sua pertinéncia. Logo, tal
negacdo tem cardter monotdnico (uma vez deduzida, ndo se pode deixar de deriva-

!Como exemplos, os autores citam a Légica Defaut [Rei80] e as l6gicas auto-epistémicas
[Moo87], [Moo85].
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la). Dessa maneira surgiu a programacao logica extendida, que admite os dois tipos
de negacdo nos corpos das regras dos programas e apenas a negacdo explicita na
cabecga das regras. Se for designada por “="" a negacdo explicita (monotonica) e
por “9”, a default (ndo-monotonica), em geral, uma regra de um programa légico
estendido tem o seguinte formato (em que os A; representam férmulas atdmicas e
os L;, literais de negacdo explicita):

Ly « [9]Ly,...,[9]L, ou, equivalentemente:

(=140 « [N1[=]AL, - .., [T1[=]A, -

Devido a monotonicidade das deducdes envolvendo a negacdo explicita, qual-
quer abordagem a programacdo logica estendida deve estar apta a lidar com a pre-
senca de contradi¢des. Em [DP98, p.242], os autores afirmam que existem trés
abordagens para se lidar com informagdes contraditérias: a explosiva, a de revi-
sdo de crencas e a paraconsistente. Aqui, ndo serdo abordadas as duas primeiras.
Mas, apenas para que fique claro, a primeira € a abordagem cldssica: todas as for-
mulas sdo dedutiveis de uma contradi¢do e a segunda possibilita que o programa
(ou o banco de dados) seja revisado de forma a obter novamente a consisténcia.
Tais abordagens parecem se esquivar a uma caracteristica inerente a este tipo de
programacdo: ela é necessariamente paraconsistente. Portanto, a abordagem para-
consistente é a que nos interessa, por demandar que se admitam contradi¢des sem
trivializacdo e que leve-se isto em conta durante as dedugdes. Para os programas
l6gicos estendidos, existem indmeras semanticas dentro da perspectiva paraconsis-
tente e esta variedade estd relacionada a presenca da negacdo nao-monotdnica, que
mantém um comportamento explosivo. Em [DP98], os autores fazem um excelente
apanhado delas, dividindo-as em dois grandes grupos: as baseadas nas Semdnticas
bem Fundadas (Well Founded Semantics) e nas Semdnticas de Conjunto Resposta
(Answer Set Semantics). Todas, no entanto, coincidem na caracterizacio que fazem
do fragmento dos Programas Légicos Estendidos Definidos. Este tipo de programa
l6gico faz uso apenas da negagao explicita (de cardter monotonico) e serd o assunto
do restante da secdo.

Definicao 3.1. Os Programas Logicos Estendidos Definidos sdo aqueles que per-
mitem negacgdes explicitas em qualquer parte de suas regras.

Logo, em geral, uma regra de um programa légico estendido definido tem o
seguinte formato:
LQ <—L1,...,L,1,
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ou:
[1Ao < []A1, ..., [-]A,

As deducgdes aqui tratadas, a partir de tais programas, serdo de conjuncdes de li-
terais formados pela negacdo explicita. Logo, ndo serdo abordados métodos de
derivagdo ndo-monotdnicos.

Para ilustrar a definicdo acima, considere-se o seguinte exemplo simples, reti-
rado de [DP98], de taxonomia do senso comum:

Exemplo 3.2. Considere-se as seguintes regras para identificar passaros e mami-
feros:

e Animais oviparos, de sangue quente, que tém bico sdo passdros;
e Animais com pelos, de sangue quente sdo mamiferos;

o Passaros ndo sdo mamiferos e vice-versa;

e Passaros voam;

o Mamiferos aleitam a sua prole.

Esta base de informagdes pode ser codificada no seguinte programa légico esten-
dido definido:

passaro(X) «bico(X), sangue_quente(X), oviparo(X) .
mamifero(X) «pelos(X), sangue_qguente(X) .
—mamifero(X) «passaro(X) .
—passaro(X) «mamifero(X) .
voa(X) «passaro(X) .
aleita(X) «mamifero(X) .

Se forem adicionadas as informagdes relevantes para os gatos (g) e para os
patos (p):

pelos(g). sangue_quente(g). bico(p). sangue_quente(p). oviparo(p).

seriam obtidos, corretamente, que gatos sdo mamiferos: mamifero(g) e ndo pas-
saros: —passaro(g) e que patos sdo passaros: passaros(p) e ndo mamiferos:
—mamiferos(p). Além de que patos voam e gatos aleitam suas crias.
Agora, para o caso de ornitorrincos (0), se forem adicionadas as informacdes
relevantes:
pelos(o). sangue_quente(0). bico(o). oviparo(o).
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seriam obtidas as contradi¢des: mami fero(o), ~mamifero(o), passaro(o) e ~passaro(o),
tendo em vista o cardter monotonico dos programas l6gicos em questdo. Seria de-
duzido, também, que ornitorrincos voam e aleitam suas crias. Desta forma, é fun-
damental uma interpretacdo paraconsistente para que ndo sejam deduzidas, a partir
destas contradi¢des, fatos arbitrarios sobre gatos e patos.

A importancia do fragmento monotdnico descrito na Defini¢do 3.1 fica evi-
dente pela introducao, em [DP98, p.248], de uma semantica para tal fragmento que
€ o “denominador comum de quase todas as outras semanticas examinadas” em seu
survey. Adiante no artigo, os autores afirmam que ela estd também relacionada aos
programas generalizados de Horn ([BS89]) e aos programas com negacdo forte
([Wag93], [Wag94]) que foram, ainda segundo os autores do survey, os principais
responsdaveis pela introducdo de formas de raciocinio paraconsistente na area de
programacdo 16gica ([DP98, 242-243]). Tais abordagens seminais ndo serdo aqui
descritas, dado que sdo essencialmente 0 mesmo que a semantica em questio. Isso
ficard claro com o Teorema 3.5.

A semantica em questdo [DP98, Defini¢do 3, p.249] esta definida para os pro-
gramas logicos estendidos definidos (Defini¢do 3.1) e se baseia na semantica usual
para programas légicos (Defini¢cdo 2.30). Ela € construida fazendo uso de pontos
fixos para operadores de consequéncia imediada associados aos programas (Defi-
nicao 2.35). Para encontrar um modelo para um programa estendido definido E, os
autores o supdem totalmente instanciado. As operagdes realizadas para se chegar
a semantica que proproem assumem, inicialmente, que o programa nao possui va-
ridveis, pois todas devem estar instanciadas por todos os possiveis termos fechados
da linguagem. Esta € uma das partes problematicas. Fazendo isto, estdo assumindo
implicitamente alguma forma de teorema de Herbrand para a 16gica original, a
l6gica inerente ao fragmento da programacdo légica estendida definida, necessa-
riamente paraconsistente. Note-se que, mesmo que os programas nio fossem to-
talmente instanciados para se chegar a tal semantica, € problemadtico depender que
os resultados vélidos para a 16gica cldssica sejam transferidos tacitamente a 16gica
paraconsistente.

Para a definicdo da semantica, o que se faz, essencialmente, é atribuir um pre-
dicado novo a cada predicado negado em um programa légico estendido definido
e, dessa maneira, transformar o programa original em um programa légico clds-
sico. A partir dele, seu conjunto de consequéncias € definido a partir do programa
transformado como o menor ponto fixo do operador de consequéncia imediato as-
sociado. Passa-se, por dltimo, a tradugdo reversa do conjunto de consequéncias
computado a partir do operador cléssico.

Definicao 3.3. Seja £ um programa logico estendido definido. O modelo Mg do
programa € obtido da seguinte forma:
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1. Transforme o programa E em um programa positivo E~ renomeando as suas
literais A e —A, respectivamente, por A” e A".

2. Seja ug- o modelo minimo usual de E™, associado ao operador T'g-.

3. Entao, para obter Mg, reverta a transformacdo do primeiro passo, transfor-
mando A € up- (A" € ug-)em A € Mg (A € Mg).

Note-se que, por estar definida por meio dos operadores cldssicos, tal semantica
€ monotonica. Na sequéncia, serd dado um exemplo adaptado do mesmo artigo
para tal semantica.

Exemplo 3.4. Seja E o seguinte programa légico estendido definido:

voa(X) « passaro(X).
—wvoa(X) « pinguim(X).
passaro(X) « pinguim(X).

Considere-se o caso em que os fatos passaro(tweety) e pinguim(fred) sao
adicionados as regras acima. Mg seria, entao:

{voa(tweety), passaro(tweety)} U

{voa(fred), —voa(fred), passaro(fred), pinguim(fred)}

Note-se que, na correspondente teoria cldssica, haveria a trivializacdo, devido a
presencga dos fatos contraditérios voa(freed) e —voa(freed). Se um conjunto de
fatos for adicionado ao programa, o resultado serd um modelo Mg contendo o
descrito acima, devido a monotonicidade da semantica descrita na Defini¢do 3.3.

Um dos principais resultados enunciados em [DP98] é o seguinte teorema que
caracteriza completamente as semanticas mais importantes descritas por eles como
isomorfas a Mg.

Teorema 3.5. [DP9S8, Teorema 8, p.251] Seja E um programa légico estendido
definido. Diferengas sintdticas a parte, todas as semdnticas para este tipo de pro-
grama descritas em [BS89], [PR91], [Sak92], [Pea93], [ADP95], [AP96], [SI95],
[Wag94] e [Wag93] sdo isomorfas a ME.

A demonstracdo deste teorema € feita ao longo de todo o artigo, durante a
apresentacao de cada semantica. Por isso, ndo serd possivel reproduzi-la aqui. Mas
toma-se como base este resultado para o que segue.
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3.2 A Necessidade de um Teorema de Herbrand

O teorema de Herbrand possibilita reduzir a derivabilidade de uma légica de pri-
meira ordem ao seu caso proposicional. Isto é conseguido pela transformacéo de
deducdes de férmula gerais, com quantificadores, em deducdes de certas formulas
equivalentes, sem quantificadores e fechadas com os termos da linguagem origi-
nal. Deste modo, possibilita lidar com universos potencialmente infinitos de uma
maneira finitaria, como € o caso quando hé simbolos de funcdo e varidveis nos pro-
gramas. Como visto acima, a semantica Mg para programas estendidos definidos
pressupde programas fechados para todos os possiveis termos da linguagem. Tal
pressuposi¢do parece problemadtica, uma vez que se baseia no teorema de Herbrand
da logica cldssica, para a qual efetua a tradug@o do programa original. Uma melhor
saida é encontrar um teorema de Herbrand para alguma 16gica paraconsistente que
sirva de base para os programas légicos estendidos definidos, evitando assim tal
traducdo e explicitando melhor os fundamentos 16gicos da programacéio estendida
definida.

Mas a utilidade de tal teorema ndo estd restrita apenas a uma justificacdo dos
procedimentos ja realizados normalmente na drea da programacao légica paracon-
sistente. Devido a sua generalidade, abre a possibilidade de incluir na sintaxe dos
programas légicos paraconsistentes féormulas mais complexas, com os conectivos
de consisténcia, por exemplo. Além do que, se for extendido para outras LFT’s,
servird para estudar o comportamento de programas 16gicos mais gerais sobre a
influéncia de alguns esquemas axiomdticos, como, por exemplo, o da propagacio
da consisténcia (cA A oB — o(A A B)). Evidentemente, um teorema de Herbrand
por si sé ndo nos fornece uma regra de resolucdo eficaz: no caso cléssico, levou-
se anos até que métodos de deducdo automadtica baseados neste teorema dessem
frutos. Mas, mesmo assim, ele ¢ um ponto de partida, antes de qualquer especi-
alizacdo que diga qual a resolucdo correta ou mesmo qual a forma légica precisa
das regras ou das consultas, justamente porque pode ser estabelecido para formulas
quaisquer e ndo estd preso a alguma forma normal.

Além de suas aplicacdes na programacdo légica, ele ¢ um indicativo de que
é possivel um procedimento de demonstragdo automadtica, embora sua implemen-
tacdo imediata ndo seja muito eficiente. Logo, abre as portas para do campo de
pesquisa em dedugdo automatica para as LFI’s de primeira ordem.

3.3 Logicas da Inconsisténcia Formal

Paraconsisténcia, isto é, o estudo de sistemas formais em que contradi¢cdes nio ne-
cessariamente trivializam, € um dos grandes desafios da l6gica contemporanea. A
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paraconsisténcia permite diferenciar entre inconsisténcia, contradi¢do e trivializa-
¢d0. Além do evidente interesse do ponto de vista da filosofia, em particular sobre
a questdo da existéncia ou ndo de contradi¢des ‘reais’, em anos recentes tem au-
mentado o interesse em paraconsisténcia por parte da comunidade de ciencias da
computagdo, por causa das suas potenciais aplicacdes em Inteligéncia Artificial e
no desenvolvimento de bases de dados inconsistentes.

Assim, o fendmeno da paraconsisténcia transcendeu as fronteiras da ldgica fi-
loséfica para adentrar-se na drea das aplicagdes tecnolégicas. Como ndo podia ser
de outra maneira, o desenvolvimento de sistemas de programacao légica paracon-
sistentes foi um passo natural na evolugdo da paraconsisténcia.

As légicas paraconsistentes foram inicialmente propostas por Jaskowski [Jas48]
e Nelson [Nel59]. Existem diferentes abordagens a paraconsisténcia na litera-
tura, destacando-se no cendrio internacional a chamada ‘escola brasileira’, iniciada
por Newton da Costa a partir da conhecida hierarquia de 16gicas C,, (cf. [dC63]).
Em [CMO02] foi introduzida uma generalizacdo dos sistemas de da Costa, as cha-
madas Logicas da Inconsisténcia Formal (LFI’s, usando sua sigla em inglés). Este
trabalho foi aprofundado em [CCMO07] e [Mar05]. Nas LFI’s as nocdes de consis-
téncia e inconsisténcia sdo internalizadas na linguagem através do uso de conecti-
vos e e o, em que a férmula ea denota que a férmula @ € inconsistente, enquanto
que oa denota que « é consistente. As propriedades basicas das LFI’s sdo, em
termos formais, as seguintes:

(1) a,—-a¥p mas a,-a,oatpf
2) a,-a,r ex

As propriedades em (1) estabelecem que uma LFI é paraconsistente, no sen-
tido que a partir de uma contradi¢do nao inferimos forcosamente qualquer outra
férmula; porém, a partir de uma contradicdo mais a informacao adicional de que
a férmula contraditéria é consistente, deriva-se qualquer outra férmula. Por sua
vez, a propriedade (2) estabelece que uma contradi¢do implica que a férmula € in-
consistente; a reciproca ndo vale em todas as LFI’s, mas apenas naquelas em que
esta propriedade € estipulada explicitamente. Assim, as LFI’s separam claramente
as nocdes de contradi¢do, inconsisténcia e trivialidade. As LFI’s generalizam os
C-sistemas de da Costa, em que uma férmula da linguagem (e ndo um conectivo
primitivo) representa a consisténcia das férmulas. Assim, por exemplo, no sistema
C) a consisténcia da férmula « é dada pela férmula —(a@ A —a), denotada original-
mente como a°.

Uma caracteristica importante das LFI’s é que, em geral, ndo hé interdefinibi-
lidade dos conectivos, e muitas propriedades da implicagdo material ndo sdo mais
validas: em particular, @ — e —a V8 ndo sdo equivalentes, assim como as férmu-
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las @ — e -8 — —a também ndo o sdo. Por outro lado, os silogismos disjuntivos

aVy BV-y
aVvp

ndo sdo mais vélidos, dificultando entdo a defini¢do de um andlogo a regra de re-
solu¢do de PROLOG no contexto das LFI’s: certas hipdteses de consisténcia (por
exemplo, oy) deveriam ser acrescentadas para validar a inferéncia acima. Voltare-
mos sobre este importante ponto no dltimo capitulo desta dissertacao.

O resto deste capitulo € dedicado a apresentar com um certo detalhe duas LFI’s
importantes, mbC e mCi, introduzidas em [CMO2], e a suas versdes de primeira
ordem, QmbC e QmCi, respectivamente, introduzidas em [Pod08]. Com relagdo a
estas dltimas, apresentaremos uma demonstragdo original da prova de completude,
acrescentando alguns detalhes que ficaram obscuros, ao nosso entender, na prova
original de completude apresentada em [Pod08].

Para o leitor interessado, maiores detalhes sobre as LFI’s podem ser encontra-
dos em [CCMO7].

3.3.1 As LFDI’s basicas: mbC e mCi

Nesta secao apresentaremos brevemente duas LFI’s basicas, mbC e mCi, que se-
rdo a base proposicional da l6gica paraconsistente quantificada proposta como fun-
damento da programacao légica paraconsistente.

Como foi mencionado anteriormente, a ideia pricipal das LFI’s é eliminar o
chamado principio de explossdo, que estabelece que

a,atkf

ou, equivalentemente,

Fla — (ma — )

para toda férmula @ e 5. Uma légica em que as propriedades acima ndo valem
em geral ¢ dita paraconsistente (com relagdo a negacdo —). Assim, as LFI’s sdo
l6gicas paraconsistentes nas quais exigimos que uma contradi¢do mais a informa-
¢do de que a férmula contraditéria é consistente (ou ‘bem comportada’, ou tem
‘comportamento cldssico’) garanta a explossdo logica:

a,-a ¥ f

para algumas « e 3, porém
oa,a,a F f
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para toda « e 5. Equivalentemente, substituimos o axioma da explossdo

(@ = (ma = p))

pela versdo mais fraca

(*) (o = (@ = (~a = B)))

Aqui, introduzimos um novo conectivo undrio de consisténcia o tal que o repre-
senta a afirmacio da consisténcia de @. Uma l6gica com uma negacao paraconsis-
tente = e com um operador de consisténcia o satisfazendo o axioma de explossdo
enfraquecido () é uma légica da Inconsisténcia formal (LFT).

Dado que, salvo os conectivos de consisténcia o e de negacdo paraconsistente
-, podemos assumir que 0s outros conectivos t€ém um comportamento classico,
a menor LFT proposicional € a 16gica mbC, introduzida em [CMO02] da seguinte
maneira:

Definicao 3.6 (L6gica mbC). Seja V um conjunto enumeravel de varidveis pro-
posicionais. A légica proposicional mbC (gerada por V) € a 16gica definida sobre
o conjunto For de férmulas gerado pelos conectivos {—, o, A, vV, — } a partir de V
como segue:

Axiomas positivos:

a— (8- a) (Mon)
(a—>p) — ((a/ - B-7y) > (@— y)) (Trans)
a— (B—- (@Ap)) (E0)
(@np) - a (E1)
(@np)— B (E2)
a— (aVp) (Ou0)
B—(@Vp) (Oul)
@—y) - (B-r-(avp—7) (Ou2)
aV(ax—p) (Oul)
Axioma Classico

aV a (TND)

Axioma Paraconsistente:
oq — (a/ - (~a — ,8)) (Exp)
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Regra de inferéncia

— Modus Ponens:
H

A l6gica mbC satisfaz interessantes propriedades, permitindo distinguir entre
contradi¢do e ndo-consisténcia (ou inconsisténcia). Por exemplo (ver [CCMO07]):

Teorema 3.7. Em mbC vale o seguinte:
(i) @,—a Fmpc —o@

(i) a A = Fppc —o@

(iii) oa Fmpc (@ A —@)

As reciprocas dessas regras ndo valem em mbC.

Pelo fato de ser um subsistema da légica classica (se consideramos o frag-
mento que ndo utiliza o), a 16gica mbC perde propriedades 16gicas com relagédo a
classica. Algumas delas tem a ver com a contraposicdo. De fato, pode ser provado
que algumas das formas da contraposi¢do ndo podem ser recuperadas em nenhuma
extensdo paraconsistente de mbC sendo, portanto, intrinsecas a abordagem a para-
consisténcia baseada nos axiomas de mbC:

Teorema 3.8. Seja mbC’ o sistema obtido de mbC pela remog¢do do Axioma Pa-
raconsistente (Exp), e seja L uma extensdo de mbC’.

(i) Se ~a@ — =B +1, B — «a é vdlido em L entdo L ndo é mais paraconsistente com
relacdo a .
(ii) Se ~a — B +1, 7B — «a é vdlido em L entdo L ndo é mais paraconsistente com
relacdo a .

Devemos observar que este resultado melhora o Theorem 38, [CCMO07].

Demonstracdo. (i) Na légica L temos que =8 +r, —a@ — —f, em virtude de (Mon)
e MP. Dado que —~a@ — =S8+, B — @ entdo -f +r, f — a. Assim, =5, +L @ para
todo a, 8, por MP. O item (ii) é provado analogamente. O

A l6gica mbC, assim como todas as extensdes estudadas em [CCMO7], apre-
senta uma particularidade que traz ndo poucas dificuldades técnicas, e que impos-
sibilita o uso de técnicas l6gicas usuais, além de contrariar, de certa maneira, nossa
intui¢do: os conectivos ndo-cldssicos, nomeadamente a negacdo paraconsistente —
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e o operador de consisténcia o, ndo preservam equivaléncias légicas, isto é: de-
notando por @ 4Fmpc B a interderivabilidade entre @ e 8 na légica mbC, temos
que

@ drmpe B ndo implica =@ 4Fmpe B

e, analogamente,

@ 4rmpc B ndo implica o@ 4kmpc °B
Por exemplo, temos o seguinte resultado (ver [CCMO7]):

Teorema 3.9. Em mbC:

(i) (@ AB) 4rmbe (B A @) € vdlido,
mas —(a A 8) 4kmbc —(B A @) ndo vale.

(ii) (@ V B) 4rmpc (B V @) é vdlido,
mas —(a V ) 4kmpc —(B V @) ndo vale.

(iii) (@ A =@) 4rmbpc (—a A @) é vdlido,
mas —(a A =) 4kmpe —(—a A @) ndo vale.

(iv) (@ V @) 4rmpe (B V —B) € vdlido,
mas —~(a V =a@) 4-mpc (B V —B) ndo vale.

Do ponto de vista semantico, isto se reflete da seguinte maneira: os conectivos
bindrios (implicacdo —, conjuncdo A e disjungdo V) sdo vero-funcionais. Isto é, o
valor de verdade das formulas compostas por qualquer um destes conectivos é ob-
tido funcionalmente a partir do valor de verdade das componentes. Por outro lado,
o valor de verdade de uma férmula @ nem sempre determina o valor de verdade
de —a e de oa, sendo que estes valores podem ser independentes, como veremos
depois. Isto significa que estes conectivos ndo-cldssicos ndo sdo vero-funcionais.
Existe, por outro lado, uma rela¢do funcional entre os valores de verdade de «, -«
e oa, 0 que permite obter um dos valores a partir dos outros dois (mas isto s6 vai
acontecer em extensdes de mbC).

E importante observar, porém, que em mbC é possivel definir uma negacio
forte, isto €, cldssica. Considere, para toda 8, a formula 1g = (8 A =8 A of). E
féacil provar que Lg define o que em légica se chama de férmula bottom (ou trivia-
lizante), isto €: fixada 3, entdo Lg Fmpc ¥ para today. A partir dai podemos definir
uma negagdo ~g em mbC como segue: ~ga = @ — Lg. Pode ser provado fa-
cilmente (ver [CCMO7]) que ~ satisfaz as propriedades de uma negagao cléssica.
Por exemplo (a seguir omitiremos, por simplicidade de notagdo, o indice ):
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Teorema 3.10. Em mbC vale o seguinte:

(i) a,~a Fmpc Y e entdo Fmpc ~a = (@ = y);

(ii) Fmbc @ V ~a;

(iii) FmbCc @ = ~~@ € FmpC ~~@ — @5

(iv) se (IU,a Frmpcy) € (A, ~a Fmpc y) entdo (I, A Fmpc Y);
(v) Fmbc (@ = B) = (B =) = (@ =),

(vi) @ Fmpc B implica y — @ rmpc Y — B, para today;

(vii) + ~(a = B) = (a A ~pB).

Demonstracdo. Provaremos apenas os items (v), (vi) e (vii), dado que a prova dos
outros pode se consultada em [CCMO7].

(v) Claramente (@ — ), (8 — ¥), @ Fmpc Y vale em mbC e entdo o resultado vale
pelo Teorema da Dedugao.

(vi) De y — «,vy segue a (por MP) e entdo segue S (por hipétese), donde segue
v — (3, por causa do axioma (8 — (y —» 8) e MP. Isto é, y — @,y Fmbc ¥ — B.
Por outro lado, ~y Fmpc ¥ — B. Dai obtemos que y — @ Fmpc ¥ — B, pelo
item (iv).

(vii) Dado que Fpmpe ~@ — (@ — ) entdo de ~(a@ — ), ~a obtemos ~(a — )
e (@ — f), e daqui deduzimos «, pelo item (i). Mas ~(a@ — ), @ Fmpc @. Logo,
pelo item (iv) segue que ~(@ — ) Fmpc a@. Por outro lado, dado que Fppc S —
(@ — p) entdo de ~(@ — ), segue ~(@ — B) e (@ — p), e daqui deduzimos
~B, pelo item (i). Mas ~(&@ — ), ~8 Fmpc ~B. Assim, pelo item (iv) segue que
~(@ = B) Fmpc ~B. Portanto ~(@ — B) Fmpc (@ A ~B). O resultado segue pelo
Teorema da Deducgao.

O

A 16gica mbC tem como primitivo um operador de consisténcia o. Resultaria
bastante natural definir a inconsisténcia de uma férmula a partir da negacdo da
sua consisténcia. Noutras palavras, se denotamos por e« a inconsisténcia de «,
entdo esperariamos definir e através da férmula —oa. Porém, isto ndo produz,
como esperado, uma dualidade entre o ¢ « em mbC (ver [CCMO07]), e € entdo
necessario usar a negagdo forte ~ de mbC para definir a inconsisténcia: ea =
~oa. A definicdo de um operador de inconsisténcia justifica o nome de ‘l6gicas da
inconsisténcia formal’.

O passo natural seguinte é incrementar o poder l6gico de mbC para permitir
definir a inconsisténcia da maneira esperada, nomeadamente e = —oq, usando a

60



3.3. LOGICAS DA INCONSISTENCIA FORMAL

negacao paraconsistente em vez da negacdo forte, e ainda obtendo a interdefinibi-
lidade entre o ¢ o. Para levar adiante esta ideia € introduzido o sistema mCi, que
estende mbC de maneira a permitir falar da inconsisténcia como operador primi-
tivo dual do operador de consisténcia.

Defini¢ao 3.11 (Légica mCi). A l6gica proposicional mCi é obtida de mbC pelo
acréscimo dos seguintes axiomas:

Axiomas Paraconsistentes Fortes:

o — (@ A ~a@) (Inc)

o-"oq (Con)

|

No axioma (Con) acima temos que n > 0, uma vez que definimos -’ = @

e ="*la = =="@. Assim, no caso n = 0 temos que Fycj coa. Alguns resultados

interessantes em mCi sdo os seguintes (ver [CCMO07]):

Teorema 3.12. Em mCi vale:

(i) —oa Fmci (@ A —@) e entdo —oa Hkpci (@ A —a@),
mas o seguinte ndo vale:

(ii) —=(a A @) Fmcj o,

(iii) —(=a A @) Fmci .

Outras propriedades tteis de mCi sdo as seguintes:

Teorema 3.13. Em mCi vale o seguinte:
(i) o 4rmci ~—oa;
(ii) o, =oa Fmci B;
(iit) (I, Fmci 0@) e (A,B Fmci —o@) implica (', A tmci =B).

E importante observar que mCi os conectivos undrios = e o também néo pre-
servam equivaléncias 16gicas. Porém, pode ser provado que, se numa extensio de
mCi a negacdo preserva equivaléncias légicas, entdo o operador de consisténcia
também o fara (ver [CCMO7]).

Tanto a l6gica mbC quanto a mCi possuem uma semantica de bivaloragdes,
isto é, funcdes de verdade (ndo vero-funcionais) que atribuem, a cada sentenca da
linguagem, um valor de verdade 1 (verdadeiro) ou O (falso). E possivel definir
outras semanticas, como a semantica de traducdes possiveis (ver [CCMO07]) e a
semantica de matrizes nao deterministicas (ver [AZ06]), o que produz um método
de decisdo para estas l6gicas. Porém, a diferenca da abordagem semantica as LFI’s
de primeira ordem apresentada em [AZ(06], basearemos a semantica das LFI’s
quantificadas em bivaloracdes paraconsistentes, seguindo a perspectiva de [Pod08].
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3.3.2 LFTI’s quantificadas: os sistemas QmbC e QmCi

Uma vez que contamos com uma base proposicional paraconsistente sélida, os sis-
temas mbC e mCi, definiremos agora sua versdo quantificada, como etapa natural
seguinte do nosso projeto. Como mencionado anteriormente, adaptaremos a abor-
dagem de [Pod08] através de algumas modificacdes e acréscimos.

O primeiro passo é definir linguagens de primeira ordem. As defini¢es sdao
as usuais mas, para deixar o texto auto-contido, descreveremos rapidamente os
(algo aborrecidos, porém inevitaveis) detalhes técnicos das linguagens quantifica-
das, também chamadas de linguagens de primeira ordem.

Definicao 3.14 (Assinatura de Primeira Ordem). Considere o conjunto de conec-
tivos {—,0, A, V,— } da légica mbC e mCi (lembre da Definicdo 3.6), fixe um
conjunto enumerdvel Var de varidveis individuais e novos simbolos ¥V (quantifi-
cador universal) e 9 (quantificador existencial). Uma assinatura £ para LFI’s de
primeira ordem consiste de um par X = (#,%) de familias enumeraveis de con-
juntos dois a dois disjuntos, ¥ = { F" [0 <n<wle P=(P" |0<n<w}

Dada uma assinatura para LFI’s de primeira ordem X, os elementos de F”
sdo chamados de simbolos de funcdo n-4rios, enquanto que os elementos de P"
sdo os simbolos de predicado n-drios. Adicionalmente, os elementos de F 0 sdo
chamados de constantes, enquanto que os elementos de P” sdo constantes l6gicas.
Os conjuntos dos simbolos de fungdes e dos simbolos de predicados da assinatura
sdo dados por

Funcs

U{F"|0Sn<w}

Preds = U {P"|0Sn<a)}

respectivamente. Associado a uma assinatura temos o conjunto de seus termos,
formado a partir das varidveis e simbolos funcionais.

Definicao 3.15 (Termos de uma Assinatura). Dada uma assinatura X, o conjunto
de termos de X, denotado por Ts, é 0 menor conjunto que satisfaz o seguinte:

e VarU FY C Ts;

e set,...,tp€Tyse feF'entdo f(t;,...,t,) € Tx, paran > 1.
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[T 2]

Na defini¢@o anterior, utilizamos virgulas “,” e parénteses “(” e “)”. A rigor,
estes simbolos nao fazem parte da linguagem, mas sdo usados como recurso extra-
linguistico para facilitar nossa leitura.

Uma vez que definimos o conjunto de termos, podemos definir o conjunto de
férmulas.

Definicao 3.16 (Férmulas de uma Assinatura). Dada uma assinatura X, o conjunto
de féormulas de X, denotado por Ly, € o menor conjunto que satisfaz o seguinte:

e PVCIy;
e set,...,t € Ty e P e P"entdo P(ty,...,t,) € Ly, paran > 1;
e sea,f € Ly entdo —a, ca e (a#f) € Ly, para# € {A,V,— };

e sea € Ly e x € Var entao Yxa, dxa € Ls.

O conjunto Ats de formulas atéomicas é dado por

Ats = PPULP(t,....t) |ty ty €Ts, PEP" € 1 <n<w)

A nocdo de subférmula € a usual. Para Q = V, 3 dizemos que o escopo de uma
ocorréncia de Q da forma Qxa dentro de uma férmula 8 é a féormula @. Uma ocor-
réncia de uma varfavel x numa férmula @ é ligada se x ocorre tanto numa expressao
da forma Qx (para Q = V¥, ), ou se x ocorre no escopo de um quantificador Qx
(para Q =V, d). Toda outra ocorréncia de x em « ¢ dita livre.

Definicao 3.17 (Sentencas de uma Assinatura). Uma férmula que nio tem ocorrén-
cias livres de varidveis é chamada de sentenga. Denotaremos por Sz, 0 conjunto
das sentencgas sobre Ly.

Um termo ¢ € livre para uma ocorréncia livre de uma varidvel x numa férmula
a se, toda vez que x ocorre no escopo de um quantificador na variavel y, entdo a
varidvel y ndo ocorre em ¢. Um termo ¢ € livre para uma varidvel x numa férmula
a se t € livre para cada ocorréncia livre de x em a.

Obviamente x € livre para x em toda férmula «; por outro lado, se nenhuma
variavel que ocorre em ¢ ocorre quantificada em «, entdo ¢ € livre para x em a.
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No exemplo abaixo, o termo ¢ € livre para a varidvel x na férmula @, mas nio
para a variavel u:

t=f(,8); a = ((YxP(z) vV Q(x,y)) = AyR(y, u))

Observe que o escopo de ¥ em « é P(z) (e vemos assim que podem existir quanti-
ficagdes irrelevantes numa férmula). Lendo de esquerda a direita, a primeira ocor-
réncia de x € ligada, enquanto que a segunda é livre. A primeira ocorréncia de y em
a é livre, enquanto que a segunda e a terceira sdo ligadas. As Unicas ocorréncias
das varidveis z e u em « sdo livres.

O conceito de substitui¢do de varidveis livres por termos dentro de uma férmula
é fundamental nas linguagens de primeira ordem (e, em particular, na programacio
l6gica e nas linguagens de programacgdo em geral).

Notacao 3.18 (Substitui¢do). Denotaremos por ¢,[f] a substitui¢do de todas as
ocorréncias livres da varidvel x em ¢ pelo termo ¢ (que deve ser livre para x em o).

Definicao 3.19 (Termo totalmente indicado). Dizemos que um termo ¢ estd fo-
talmente indicado numa substitui¢do ¢,[f] se  ndo ocorre em ¢. Caso contrério,
dizemos que tal termo ndo estd totalmente indicado nessa substitui¢do.

Observacao 3.20 (Negacdo Forte). Lembremos que, em mbC, a negacdo cléssica
~p € definida pela abreviacdo ~ga = @ — Lg, em que Lg = (B A =5 A of3) é sempre
uma férmula trivializante, para qualquer férmula 8. No caso das linguagens de
primeira ordem podemos repetir este processo, so que, por razdes obvias, a férmula
S deve ser escolhida como sendo uma sentenga. A partir daqui usaremos a negacao
forte das LFI’s quantificadas (por exemplo, na Defini¢do 3.21 e no Lema 3.33)
tendo em mente que ela € definida para qualquer sentenca 5. Como foi feito para
as LFT’s proposicionais, o indice 8 serd omitido por simplicidade notacional (sendo
que a sentenca 3 escolhida é, de fato, irrelevante, e pode variar de negacdo forte
para negacao forte, ainda dentro da mesma férmula).
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Definiremos a seguir a versdo quantificada de mbC acrescentando a versao ori-
ginalmente apresentada em [Pod08] um axioma aparentemente faltante, o axioma
(PQ). Por outro lado, ndo identificaremos l6gicamente as férmulas que variam
apenas nas varidveis quantificadas e em quantificacdes irrelevantes, a diferenca
de [Pod08] (quem, por sua vez, inspirou-se em [AZ06]). Assim, as LFI’s propos-
tas aqui diferem sutilmente das apresentadas na literatura.

Definicao 3.21 (Légica QmbC). Seja X uma assinatura para LFI’s de primeira or-
dem. A légica QmbC ¢ a versdo quantificada de mbC definida sobre X da maneira
seguinte:

Axiomas proposicionais:

Todas as instancias em Ly dos axiomas de mbC (mbC-Ax)

Axioma ponte entre quantificadores (~ denota uma negacao forte):

~Yxa — dx ~a PQ)

Axiomas Quantificacionais (¢ € um termo livre para x em @):

a,ft] » Ixa (3-Ax)
Vxa — a,f] (V-AXx)
Regras de inferéncia
— Modus Ponens:
H
u (MP)
B
— Introduc¢do do Existencial (x ndo ocorre livre em (3):
-0 (3-In)
dxa—-p
— Introdug¢do do Universal (x ndo ocorre livre em «):
_a>p (V-In)
a—Vxp
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Definicao 3.22 (Légica QmCi). Seja ¥ uma assinatura para LFI’s de primeira
ordem. A légica QmCi € a versdo quantificada de mCi definida sobre X a partir de
QmbC, acrescentando todas as instancias sobre Ly dos Axiomas Paraconsistentes
Fortes (Inc) e (Con).

Observacao 3.23 (O axioma ponte (PQ)). Uma novidade das LFI’s quantifica-
das com relacdo as apresentadas por [PodOS8] € a inclusdo do axioma (PQ), que
faz de ponte entre o quantificador existencial e o universal. A partir deste axio-
ma podemos provar as seguintes propriedades fundamentais cldssicas das LFI’s
quantificadas:

F (Vxa — B) — dx(a — B) se x ndo ocorre livre em S

F (@ = dx B) = dx(a — B) se x ndo ocorre livre em «

(ver Lema 3.33 abaixo). E fécil provar que se em QmbC e em QmCi substituimos
(PQ) pelo primeiro dos dois axiomas acima obteremos sistemas equivalentes.

E importante salientar que a partir de (PQ) obtemos a interdefinibilidade dos
quantificadores existencial e universal, como acontece no caso cldssico: Yxa equi-
valea ~dx~a, enquanto que dxa equivale a ~Vx~a. Assim, basta incluir um dos
quantificadores (com seus axiomas e regras) na definicdo das LFI’s quantificadas,
dado que o outro € definivel por dualidade a partir da negacéo forte.

A interacdo entre os quantificadores estipulada pelo axioma (PQ) é uma propri-
edade fundamental que as LFI’s quantificadas devem satisfazer para ser completas
com relacdo a semantica proposta. Aparentemente este axioma ndo pode ser de-
monstrado a partir dos outros axiomas e regras, dai a sua inclusao no nosso sistema.
Fica como desafio determinar se (PQ) € ou nido redundante em QmbC ¢ QmCi.

Alguns Teoremas Uteis

Uma fteoria numa dada légica é, na nossa definicdo, um conjunto I' de férmulas
na linguagem da l6gica. Nesta se¢@o serdo enunciados resultados referentes a uma
teoria I' qualquer em QmbC ou QmCi. Logo, quando aparecer F, estardo sendo
representados tanto I' FQmbc quanto I' FQmci-

Teorema 3.24. Para qualquer formula o, + o — «a.
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Demonstracado.
Fa—>a—a Mon
Fa—(x—a) - a Mon
Fla-(@-a)—- (- (@—>a) - a)- (a—a) Trans
Fa—a MP (2x)
O
Teorema 3.25 (Deducao por Casos). Se conseguimos obter:
I'r-a—-g
l're—g
entdo, podemos deduzir também:
I'rp
Demonstragado.
I'r(@—-p)— ((—|a/ - B - (@V-a) > ﬁ)) (Axioma Ou2)
I'r(@v-a)—g4 (MP(2x) com Hipoteses)
I'raVv-a (Axioma TND)
=g (MP)
O

Teorema 3.26 (Generalizacdo). Podemos introduzir quantificagdes arbitrdrias em

quaisquer derivacoes:

I'r¢
F'rVxe¢
Demonstragdo.

'ro¢ Hipétese
I'rg— (=Yxd— @) Mon
I'e-=Vx¢ - ¢ MP
I'c=Vx¢ - Vx¢ V-In
F'rVx¢ - Vxo¢ Teorema 3.24
I'kVx¢ Teorema 3.25
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O passo seguinte é provar um dos mais importantes metateoremas que um sis-
tema légico com implicacdo pode ter: o Metateorema da Deducdo, ou simples-
mente o Teorema da Dedugdo. No caso proposicional sabemos que tanto mbC
quanto mCi satisfazem esta propriedade. No caso das légicas de primeira ordem,
sabemos que este resultado ndo vale em geral, e que apenas versdes restritas sao
vélidas. Provaremos este resultado a seguir, adaptando a prova de [Men87] para a
l6gica classica de predicados. Antes de provar este teorema, precisamos de algu-
mas defini¢des e resultados. A prova serd feita para qualquer uma das duas LFI’s
quantificadas em consideracao.

Definicao 3.27. Sejad = ¢y, ..., ¢, uma derivagdo numa LFI quantificada a partir
de um conjunto I' de férmulas, e seja ¢ € I'. Dizemos que ¢; depende de ¢ em d
se:

¢; € deduzida de ¢; e ¢ (com j, k < i) por (MP), sendo que ¢; ou ¢, depen-
dem de ¢ em d; ou

¢; € deduzida de ¢; (com j < i) por (3-In), sendo que ¢; depende de ¢ em
d; ou

¢; € deduzida de ¢; (com j < i) por (V-In), sendo que ¢; depende de ¢ em d.

O seguinte resultado é demonstrado a partir de consideracdes gerais sobre sis-
temas de Hilbert exatamente como o seu correspondente para a logica clissica
(ver [Men87]).

Lema 3.28. Se y ndo depende de ¢ numa derivagdo de y a partir de I U {¢} entdo
'y

Teorema 3.29 (Teorema da Deducdo). Suponha que numa LFI quantificada existe
uma derivagdo de  a partir de I U {¢} tal que todas as aplicacdes das regras de
quantificacdo (3-In) e (¥-In) em formulas que dependem de ¢ sdo com relacdo a
varidveis que ndo ocorrem livres em ¢. Entdo ' v ¢ — .

Demonstragdo. Sejad = ¢i,...,p, uma derivacdo de ¢ a partir de I' U {¢} nas
condicdes do enunciado do teorema (logo, ¢, = ¥). Provaremos por indugdo em i
que ' - ¢ — ¢; paratodo 1 < i < n. Em particular, teremos que I' ¢ — ¢ como
desejado.
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Se n = 1 entdo ¢; € (instancia de) um axioma, ou ¢; € I' U {¢}. Em qualquer
dos casos (e dado o Teorema 3.24) segue que I' - ¢ — ¢;.

Suponha agora que I' + ¢ — ¢; paratodo 1 < j < i, ei > 2. Temos 4 casos
para analisar:
1) ¢1 € um axioma, ou ¢; € I' U {¢}. A prova é como acima.
2) existem j, k < itais que ¢ = ¢; — ¢; € ¢; € obtido em d de ¢y € ¢; por (MP).
Pela hipétese de inducdo, I' - ¢ — (¢; = ¢;) e I' F ¢ — ¢;. Pelo axioma (Trans)
e por (MP) obtemos que I' F ¢ — ¢;.
3) existe j < ital que p; = @ = Bey = dxa — B (com x ndo livre em )
¢ obtida de ¢; pela regra (3-In). Pela hipétese de inducdo, I' + ¢ — ¢; e, pela
hipétese sobre d, ¢; ndo depende de ¢ ou x ndo ocorre livre em ¢. Temos entdo
dois subcasos para analisar:
3.1) ¢; ndo depende de ¢. Pelo Lema 3.28, ' +- ¢;, isto €, I' + @ — . Aplicando a
regra (3-In) temos que I' - dxa — B, isto é, ' + ¢;. Daqui, I' - ¢ — ¢;.
3.2) x ndo ocorre livre em . Dado que I' - ¢ — ¢, ist0 é, T+ ¢ — (@ — p) entio,
pela regra (V-In), temos que I' + ¢ — Vx(a — (). Considere agora a seguinte
derivagio:

1. Yx(e@ > B) (premissa)
2. Vx(a — B) > (@ —» B) (axioma)
3.a—>p (MP12)

4. dxa —» B (3-In3)

Isto mostra que Vx(@ — ) + dxa — B. Pelo Teorema 3.10(vi) (adaptado as
nossas ldgicas) temos que ¢ — Yx(a — B) + ¢ — (xa — B). Pela transitividade
da relag@o de derivabilidade temos que I' - ¢ — (dxa — B),isto é, ' F ¢ — ¢;.

4) existe j < italque p; = a — B e ¢; = a — YxB (com x ndo livre em ) € obtida
de ¢; pela regra (V-In). Pela hipétese de indugdo, I' + ¢ — ¢; e, pela hipStese
sobre d, ¢; ndo depende de ¢ ou x ndo ocorre livre em ¢. Temos novamente dois
subcasos para analisar:

4.1) ¢; ndo depende de ¢. Pelo Lema 3.28, ' + ¢}, isto €, I' @ — . Aplicando a
regra (V-In) temos que I' - @ — VB, isto é, I' + ;. Daqui, I' F ¢ — ¢;.

4.2) x ndo ocorre livre em ¢. Dadoque I' F ¢ — ¢}, ist0 €, I' + ¢ — (@ — p) entdo,
pela regra (V-In), temos que I' + ¢ — Vx(a — ). Considere agora a seguinte
derivacao:

1. Vx(@ — B) (premissa)

2. Yx(a —» B) = (@ — B) (axioma)
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3.a—>8 (MP1,2)
4., « - ¥x8 (¥-In 3)

Isto mostra que Vx(a — B) F @ — VxB 2. Pelo Teorema 3.10(vi) (adaptado as
nossas ldgicas) temos que ¢ — Yx(a — B) + ¢ — (@ — YxB). Pela transitividade
da relagdo de derivabilidade temos que I' - ¢ — (@ — VxB),isto é, ' F ¢ — ¢;.

Portanto I' ¢ — ¢; paratodo 1 < i < n. Em particular, I' - ¢ — . |

A versdo demonstrada do Teorema da Deducdo € bastante geral, mas por causa
disso € um pouco dificil de saber de que modo aplicar. O seguinte caso particular
€ mais simples de aplicar e ¢ suficiente para a maior parte das aplicagcdes. De fato,
vai ser esta a versdo que usaremos nesta dissertacao.

Corolario 3.30 (Teorema da Deducdo, versdo simplificada). Suponha que numa
LFI quantificada existe uma derivacdo de  a partir de I" U {¢} tal que todas as
aplicacées das regras de quantificacdo (3-In) e (¥-In) sdo com relacdo a varidveis
que ndo ocorrem livres em . Entdo T + ¢ — .

O seguinte resultado serd de muita utilidade na prova do Teorema da Comple-
tude para LFI’s quantificadas.

Teorema 3.31 (Teorema das Constantes). Dada uma teoria A sobre uma lingua-
gem L, e seja N’ uma extensdo sua por constantes, isto é, N’ apenas acrescenta a A
todas as instdncias dos axiomas logicos utilizando os termos gerados por L junto
com um certo conjunto de novas constantes. Logo, se tivermos, para ¢ € L:

A'Fo
entdo, igualmente é possivel deduzir:
Aro

Demonstracdo. E andloga ao caso classico. Assim, considere uma derivagdo d de
@ apartir de A’ nalégica dada, e sejam ¢y, . . ., ¢, as constantes novas de A’ (que ndo
sdo parte da linguagem L) que ocorrem na derivagdo. Sejam xi, ..., X, varidveis
diferentes entre si que ndo ocorrem em d, e seja d’ a sequéncia de formulas de L
obtida de d substituindo toda ocorréncia de c; pela varidvel x;, parai = 1,...,n.
dado que as férmulas de A’ que nfo pertencem a A sfo instdncias de axiomas,

2A partir deste resultado, e aplicando o Teorema da Deducdo, obtemos como teorema um dos
axiomas presentes no sistema proposto em [Men87] para a l6gica de primeira ordem cldssica, ndo
presente na nossa axiomatizagdo das LFI’s quantificadas.
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as formulas de d’ que correspondem a estas formulas serdo agora instincias de
axiomas na linguagem L (pois as constantes novas foram trocadas por varidveis).
Desta maneira, a sequéncia d’ ¢ uma derivagao de ¢ a partir de A na légica dada.

O

Teorema 3.32 (Regra de Conversdo a). Seja ¢ uma formula arbitrdria e z uma
varidvel livre para x em ¢ e totalmente indicada em ¢,[z] (isto é, z ndo ocorre em
¢). Entdo:

F dx ¢ — Jz ¢ilz]
F Vx ¢ — Vzo,lz]

Demonstracdo. Paraprovar a primeira parte, devemos observar que ¢ = (¢, [z]).[x],
desde que z ndo ocorra em ¢. A partir disto, obtemos a seguinte prova:

1. ¢ - dz¢:[z] (F-Ax)
2. Ax ¢ - Jz ¢y[z] (T-In)
Para a segunda parte, considere a seguinte prova:
1. Vx ¢ — ¢.[z] (V-Ax)
2. Vx¢ = Vzpulz]l (V-In)
O

Agora vamos demonstrar variacdes das regras 3-In e V-In. Estes resultados sdo
essenciais para a completude (Secdo 3.3.4), mais precisamente na demonstracio
de que teorias ndo triviais podem ser extendidas conservativamente a teorias de
Henkin ndo triviais (Teorema 3.60). Previamente precisamos provar um lema. Nos

items (ii), (iii) e na prova dos items (iv) e (v) estaremos usando a negacao forte
(lembre da Observacgao 3.20).

Lema 3.33. Nas duas logicas consideradas vale o seguinte:
(i) v (@ — B) implica + (Axa — AxB)

(ii) v dx~~a — dxa

(iii) + ~Vx~a — dxa

(iv) v (Vxa — B) — Ax(a — B) se x ndo ocorre livre em B.

(v) F (@ = dxB) = dx(a — B) se x ndo ocorre livre em a.
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Demonstracdo. (i) Suponha que + (¢ — ). Dado que + (8 — JxB), por (F-Ax),
entdo + (@ — dxB), pela transitividade da implicag@o. O resultado segue pela regra
(3-In).

(ii) Dado que + ~~a — a, pelo Teorema 3.10(iii), o resultado segue do item (i).

(iii) Temos que + ~Yx~a — Jx~~a, pelo axioma (PQ). O resultado segue pelo
item (ii) e pela transitividade da implicacdo.

(iv) Usaremos o Teorema 3.10(iv) (adaptado as nossas ldgicas) para provar pri-
meiro que (Vxa — B) + dx(a — B). Temos que (Vxa — fB),Vxa + 5. Mas
FB — (@ > Ber (@ » ) — dx(a — PB). Logo, por transitividade,
(Vxa — B),Yxa + dx(a — B). Por outro lado, + ~@ — (@ — B) e entdo + dx~a —
dx(a — B), por (i). Dado que + ~VYxa — Jx~«, pelo axioma (PQ), entdo segue
que + ~Vxa — dx(a¢ — B) e dai (Vxa — B), ~VYxa + dx(a — ). Portanto, pelo
Teorema 3.10(iv) (adaptado as nossas légicas), (Vxa — B) + dx(e¢ — B). O re-
sultado segue pelo Teorema da Deducgdo, que pode ser aplicado pois x ndo ocorre
livre em S.

(v) De ¢ — dx B,Vx~(a@ — p) inferimos ¢ — Ax B,~(¢ — P) e dai a —
dx B, @, ~B, pelo Teorema 3.10(vii). Daqui segue dx 8,~8. Mas ~f =8 — Le
B — L+ dxB — L, pelaregra (3-In). Isto é, ~8 + ~dxB. Combinando com a in-
feréncia acima temos que de @ — dx B, Vx~(a — ) segue-se dx B, ~Jxf e daqui
segue L. Portanto, « — dx 8 + ~VYx~(a@ — f), pelo Teorema da Dedugdo. Pelo
item (iii), « — dx B + dx(e@ — B). Dado que x ndo ocorre livre em a, podemos
aplicar o Teorema da Deduc@o para obter o resultado desejado. O

Lema 3.34. Se x ndo ocorre livre em A e\, entdo valem as seguintes inferéncias
nas duas logicas consideradas:

1.
F'r@—->0) -y
THMxg— 1) >y
T
I'r(p—2)
TF(Mx¢— A)
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2.
'r(1—-¢) >y
I''r(@—-3dx¢) -y
2’
I'r(—-¢)
I'r(1—- 3dx¢)

Demonstracdo. 1) Pelo Lema 3.33(iv) temos que + (Vx¢ — ) — dx(¢p — A).
Logo, pelo Teorema 3.10(v), - (Ax(¢p — ) = ¥) — (Vx¢p = 1) — ¥).

Suponha entdio que I' + (¢ — 1) — ¢. Logo I' + Ax(¢p — 1) — ¢, pela regra
(3-In). Portanto, I' - (Vx¢p — 1) — .

1’) Considere a seguinte derivagao:
1. ¢ > A (premissa)
2. Vx¢ (premissa)
3. Vx¢ - ¢ (V-Ax)
4. ¢ (MP 2,3)
5.1 MP14)

Assim, ¢ — A,Vx¢ + A e entdo, pelo Teorema da Deducio (que pode ser aplicado
pois x ndo ocorre livre em Yx¢) temos que ¢ — A + Yx¢ — A. O resultado segue
pela transitividade da derivabilidade.

2) Pelo Lema 3.33(v), + (1 — dx ¢) — Ax(1 — ¢). Aplicando o Teorema 3.10(v)
obtemos + (Ax(A1 — @) = ¥) — (1 — IAx @) — ¥).

Suponha entdo que I' + (1 — ¢) — . Pela regra (3-In) inferimos que I" +
dx(1 = ¢) = . Logo,T'F (4 = dx ¢) — .

2’) Considere a seguinte derivacio:
1. A > ¢ (premissa)
2. A (premissa)
3. ¢ (MP1,2)
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4. ¢ - dx¢ (I-Ax)
5. Ax¢p (MP 3,4)

Assim, 4 — ¢, 4 F Jx¢. Pelo Teorema da Deducdo (dado que x ndo ocorre livre
emA),d — ¢+ A— Jx¢. Portanto, se ' - 1 — ¢gentdo ' F 1 — dx¢.
O

3.3.3 Semantica de Estruturas Paraconsistentes

Esta secdo € dedicada a provar a correcdo e a completude das LFI’s quantificadas
QmbC e QmCi com relacdo a semantica de estruturas tarskianas munidas de valo-
racdes paraconsistentes. As defini¢des semanticas serdo feitas de maneira gradual.
Uma novidade introduzida na seméantica de valoracdes é a exigéncia da validade
do Lema da Substituicao, ver Observagdo 3.47 e Teorema 3.51.

Definicao 3.35 (Estrutura Bésica). Seja £ uma assinatura de primeira ordem (veja
a Definicdo 3.14), e seja Ly a linguagem associada (veja a Defini¢do 3.16). Uma
estrutura bdsica (ou tarskiana) sobre a linguagem Ly consiste num par

A = (A, Iy)

em que A é um conjunto nio- vazio (o dominio da estrutura) e Iy € uma fungéo de
interpretacao, isto é:

Iy : Funcy U Preds — Func(A) U Pred(A) ,

tal que Func(A) € o conjunto de todas as possiveis fungdes de aridade arbitraria
com parametros e contradominio em A e Pred(A) o conjunto de todos os possiveis
predicados (também de aridade arbitrdria) sobre A, de maneira que a funcio Iy
preserva as aridades.

Uma estrutura basica 2 define uma funcio de interpretagio ()% : TFy — A
do conjunto T Fy dos termos fechados (isto €, sem varidveis livres) no conjunto A.
Esta funcao ¢ definida por inducdo na estrutura dos termos fechados da maneira
seguinte:

o U= a(c) se ¢ € uma constante;
o f(t,....t)" = Iql(f)(t?[, e t?f) se f é um simbolo de funcdo n-dria (com
n>1)ety,...,t, € TFy.
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Para poder interpretar os quantificadores numa estrutura bdsica precisamos no-
mear cada um dos elementos do dominio da estrutura utilizando constantes novas,
de maneira que possamos instanciar a variavel da quantificagdo na férmula quanti-
ficada em todos os elementos do dominio da estrutura utilizando estas constantes.
Isto motiva a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.36 (Linguagem e Estrutura Diagrama). Considere uma estrutura ba-
sica A para uma linguagem Ly de primeira ordem. A linguagem diagrama de U,
denotada por Ly (), é definida sobre a assinatura X4 obtida de X pelo acréscimo de
uma nova constante a para cada elemento a do dominio A da estrutura 2. Denota-
remos pot Tx(2A), ou simplesmente por 7' (A), o conjunto de termos da linguagem
diagrama. A estrutura bdsica

A=(A,Iy) para Ly
pode ser naturalmente estendida a uma estrutura bésica
A=(A,Iy) para L)
definindo ZQ\I(C_I) =aparatodoa € A.
[

Notacao 3.37. Toda vez que estivermos discutindo uma estrutura para certa lin-
guagem, assumiremos implicitamente que sua fung@o de interpretacio ja estd es-
tendida para os elementos da linguagem diagrama. Isto é, estaremos assumindo
tacitamente a identificacdo entre A e . Da mesma maneira, e por simplicidade,
identificaremos @ com a, para todo a € A.

Definicao 3.38 (Estrutura). Uma estrutura é qualquer par (2, v), em que A é uma
estrutura bésica sobre alguma linguagem L de primeira ordem e v uma bivaloracio
v Sy — {0, 1} que obedege a seguinte condigdo:

WPt =1 = (e Iy(p) (vPred)

para todo predicado n-drio P e termos fechados 11, ...,t, € TFy,.

Note que, em particular,
v(P@ai,...,ay) =1 < (ay, ...,a,)€ Iy(P)
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para todo predicado n-4rio P e individuos ay, ... ,a, € A.

Quando néo houver risco de confusio, designaremos a estrutura (2, v) por 2,
e v por vy. Se quisermos nos referir a estrutura bédsica sobre a qual v estd definida,
falaremos da pré-estrutura de .

A nogdo de satisfatibilidade serd feita sobre sentencas da linguagem estendida
(Iembre da Definicdo 3.17 de sentenga).

Definicao 3.39 (Satisfatibilidade). Dizemos que uma estrutura U satisfaz a sen-
tenca ¢ € S 1, 0 que € denotado por

AE @,

se
va(p) = 1.

Podemos generalizar essa no¢@o para um conjunto I" de sentengas. Isto é, A £ T’
se, e somente se, A F y paratoday € I

Definicao 3.40 (Consequéncia Légica). Dada uma classe € de estruturas sobre
uma assinatura X, dizemos que uma sentenca ¢ € Sy é consequéncia légica (com
relagdo a €) de um conjunto de sentengas I' € S, se, e somente se, para toda
estrutura 2 na classe €, toda vez que A E I, temos que A E ¢. Em simbolos:

Ft:(ggo

Definiremos agora o conceito de valoracdo paraconsistente, para interpretar as
sentencas das linguagens paraconsistentes quantificadas. Como observamos antes,
as LFI’s proposicionais tem um fragmento vero-funcional, formado pelos conecti-
vos cléssicos {V, A, —}. Por outro lado, os quantificadores também serdo interpre-
tados de maneira vero-funcional. Isto motiva separar a defini¢do de valoracdo em
duas etapas.

Defini¢ao 3.41 (Valoragdo positiva). Dada uma linguagem Ly, sobre uma assinatura
2, e uma estrutura A para essa linguagem, dizemos que a bivaloracdo vy : S 1) —
{0, 1} € uma valoragdo positiva se obedece as seguintes condi¢des, com P € P,
a, B, ¢ € Spq e aonome em L(A) para o individuo a € A:
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e Regras proposicionais:

vieVvp) =1 — via)=1 ou v({B) =1 (vOu)
viaAB) =1 — va)=1evp) =1 (VE)
vie - B) =1 — va)=0 ou vB)=1 (vImp)

e Regras quantificacionais:

v(3xeg) =1 < v(¢y[a]) = 1 para algum individuo a de A) (vEx)
v(Vx¢) =1 < v(¢y[a]) = 1 para todo individuo a de A)  (vUni)

Finalmente introduzimos as cldusulas que definem uma valoracio paraconsis-
tente. Para isso, precisaremos generalizar as definicdes semanticas.

Definicao 3.42 (Substituicao multipla). Seja A uma estrutura para uma linguagem
L, X = x1,...,x, uma sequéncia de varidveis diferentes. O conjunto de férmu-
las de L(A) cujas varidveis livres ocorrem na sequéncia X é denotado por L(2);
(dizemos que ¥ é um contexto para as férmulas de L(2)y). Analogamente defini-
mos o conjunto Ly de todas as férmulas de L no contexto ¥. Dada uma sequéncia
d = ai,...,a, de elementos de A e ¢ € LA, denotamos por ¢[d] a sentenga
de Sz obtida de ¢ pela substituicdo simultdnea de cada ocorréncia livre de x;
em ¢ pela constante ;. Analogamente, se ¢ € uma termo sobre a assinatura X4
cujas varidveis ocorrem na lista X entdo t¢[d] é o termo fechado obtido de ¢ substi-
tuindo uniformemente cada ocorréncia da varidvel x; pela constante a; associada a
a;. Denotaremos por 7'()z ao conjunto de todos os termos da assinatura de L(2)
no contexto x.

Definicao 3.43 (Valoragio estendida). Seja 2 uma estrutura bésica para uma lin-
guagem L, ¥ = x1,...,x, uma sequéncia de varidveis diferentes e @ = ay,...,a,
uma sequéncia de elementos de A e ¢ € L(W)z. Sev : Sray — {0,1} € uma
valoracdo sobre 2, definimos sua extensdo vf; : LWz — {0,1} como segue:

Vi) = V(gsld]) para toda ¢ € L)z

|
Claramente, se ¢ € L(Q)ze ¥ = (¥,2) com Z = z,..., 2, entdo v;l;;h(tp) = vz:(cp)
para toda sequéncia b=by,...,byemA. Em particular, v(¢) = vf;(go) para toda X

e para toda d, se ¢ € S ().

77



CAPITULO 3. RUMO A PROGRAMACAO LOGICA PARACONSISTENTE I: BASES LOGICAS

Definicao 3.44 (Satisfatibilidade estendida). Dizemos que uma estrutura (2, v) sa-
tisfaz a formula ¢ € L(A)y, o que é denotado por

Akz o,

se
N Ao
vi(p) = 1 para toda sequéncia d em A.

Podemos generalizar essa nocao para um conjunto I' de férmulas em L(2)z. Assim,
AE, I se, e somente se, Ay paratoday €I

Definicdo 3.45 (Consequéncia semantica estendida). Seja ¥ = xp,...,x, uma
sequéncia de variaveis diferentes e I' U {¢} C Ly Seja € uma classe de estru-
turas sobre a linguagem L. Dizemos que ¢ € consequéncia semantica de I' com
relacdo a € no contexto ¥, denotado por I' l:)g: @ se, para toda estrutura U em €, toda
vez que A £z I, temos que A k3 .

X

¢ coincide com Fg.

Observe que, no caso que que I' U {¢} € S, a nocdo k

Definicio 3.46 (Valoracdes Paraconsistentes). Seja v : Spay — {0, 1} uma va-
loragdo positiva sobre uma estrutura 2. Dizemos que v € uma valoracdo para
QmbC se, além da condi¢des da Definicdo 3.41, satisfaz a seguintes cldusulas,
com a/,ﬁ, @ E SL(QI)Z

vie) =0 = v(~a)=1 (VNeg)
v(oa) =1 = v(a@)=0 ou v(-a)=0 (vCon)
Vin(eelr) = Vi) = Vet = Vil (-p) (sNeg)
Vel = V() = Vgl = vil(op) (sCon)

desde que ¢ seja livre para zem ¢ e b = (tz¢(d; 5])5.

Finalmente, dizemos que v é uma valoragdo para QmCi se é uma valoragéo
para QmbC satisfazendo, adicionalmente, as seguintes cldusulas:

vimoa)=1 = vi)=1 e v(-a)=1 (vInc)
vie="oqa) =1 (para todo n > 0) (vCCon)
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Observacao 3.47. As clausulas sNeg e sCon, de carater puramente técnico, estabe-
lecem que se duas férmulas na linguagem diagrama envolvendo substituicdes tem
seu valor de verdade coincidindo, entdo este valor deve ser preservado pelos conec-
tivos ndo vero-funcionais. Por exemplo, seja P ¢ um simbolo de predicado undrio
e f € um simbolo de fungdo undria. Seja ¢ = P(z) et = f(x). Sejab = (tlaD™.
Logo, b = f(@)" = f*(a). Assim,

VI(P@)[1]) = Vi(P(f(x))) = v(P(f(x)):lal) = v(P(f(a)))

enquanto que
VI(P(2)) = V(P(2):[b]) = v(P(f¥(a))).

E claro que os dois valores de verdade das duas sentencas de L() acima tém o
mesmo valor de verdade para toda valoragdo v sobre U satisfazendo vPred. Logo,
por sNeg e sCon temos que

v(=P(f(@)) = v(=P(f*(a))) e v(oP(f(@))) = v(oP(f*(a))) (*)

o que deveria ser esperado. Esta propriedade serd fundamental para provar o Lema
da Substitui¢cdo que, por sua vez, vai ser crucial para provar a correcdo de QmbC
e de QmCi com relacdo a semantica de estruturas.

E importante salientar que, sem a exigéncia destas propriedades das valoracdes,
podemos encontrar estruturas que ndo verifiquem as duas equacdes (x), falsificando
em consequéncia os axiomas 3-Ax e V-Ax (ver Observagio 3.57).

Definicao 3.48 (Estrutura QmbC). Uma estrutura para QmbC é uma estrutura U
tal que vy € uma valoracdo para QmbC.

Definicao 3.49 (Estrutura QmCi). Uma estrutura para QmCi € uma estrutura 2 tal
que vy € uma valoracdo para QmCi.

Teorema 3.50. A Definicdo 3.46 continua definindo a mesma classe de estruturas
se trocarmos:
va)=0 = v(-a)=1 (vNeg)

por
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vica) =0 = v =1 (vNeg’)
Ou:
vica)=1 = va)=0 ou v(—a)=0 (vCon)
por
vie)=1e v(ca)=1 = v(oca)=0 (vCon’)

Ou ainda, para estruturas que obedecam a condigdo vCCon, vNeg e vCon, da
Definicdo 3.46, se trocarmos:

vimoa)=1 = viw)=1-e v(-a)=1 (vinc)
por
va)=0ou v(—wa) =0 = v(oca)=1 (vinc’)

Demonstra¢do. Aplicacdo direta da contrapositiva (que vale para a metalingua-
gem). m|

Tanto nas estruturas para QmbC quanto para QmCi, a negagdo (—) e o co-
nectivo de consisténcia (o) ndo apresentam uma semantica composicional (vero-
funcional). No entanto, diferentemente do que ocorre em QmbC, o valor de ver-
dade de o« esta em fungdo dos de @ e ~«@ em QmCi:

v(oca) =1 sse v(a) # v(—a) .

O seguinte resultado ¢ fundamental para a prova da correcao das LFI’s quanti-
ficadas com relacdo a sua semantica, e € provado da mesma maneira que na légica
clédssica: por inducio na complexidade da férmula ¢.

Teorema 3.51 (Lema da Substituicdo). Seja t um termo livre para a varidvel z na
formula ¢. Suponha que (X, ) e (%, ) sd@o contextos para ¢ e ¢, [t], respectivamente.
Sejam £ uma LFI quantificada (QmbC ou QmCi) e (U, v) uma estrutura em que
v € uma valoracdo paraconsistente sobre W (na légica dada). Se b = (tf;}»,[c_z’; I;])‘II
entdo:

=Sy

(e[ =) .

a
V)
X,
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Demonstra¢do. A prova é idéntica com a prova cldssica, por indu¢do na comple-
xidade de ¢ € L(A)g..

(a) ¢ = P(t1,...,1) com P predicado k-drio e 11, ..., termos em T'(A)z.. Logo,
©.[t] = P((t1),[t], ..., (tx).[f]). Por definicdo de valoragdo estendida temos que:

Ve = 1 sse ((@ADedd BDY, .., (W:Degld; BN ) € In(P).
Por indugdo na complexidade do termo u € T()g., € facil provar que
(el D5l B = (uze [ b))

para b = (1¢51d: B, logo

CDIDesl@ BDY, . (6)-Degld: BDT ) € In(P)

S€ € somente se
(D@ b)Y, .. (1) zald: BDY Y € Iu(P) .

Dado que

C()geld B, .. (g d@: b)) € Iu(P) sse vEl(g) = 1

entao

‘ﬂ S

(0.[1]) = 1 sse vm’(go)_l

.
X’
(b) ¢ = (a#B), com # € {V, A, —}. Assumindo que « e § satisfazem a propriedade
(por hipétese de inducdo), entdo ¢ também satisfaz a propriedade, por causa de que
v € vero-funcional para estes conectivos.

(¢) ¢ = Yx. Logo, ¢,[t] = Yx(¥,[t]). Dado que ¢ € livre para a varidvel z na
férmula ¢, entdo x no ocorre em ¢. Por definicio de valoracao,

= &w

(@.[1]) —vig(\ix(wz[t])) — 1 sse vxf (W.l1]) = 1 paratodo a .

-
d

ﬁ
X5

Por hipétese de indugdo, e dado que b = (t35(d; I;])ﬁ = (teyld; b; a])‘i (pois x ndo
ocorre em f),

TS

Wl =1 sse viéiﬁ(lp) =1.

d;
v,

X
Por outro lado,

viPay = 1 paratodoa sse v“b(vw) —vab(go) =1

X325X
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€ assim
Ve
z

=Sy

(el = 1 sse Vi) = 1.
(d) ¢ = Axy. E uma consequéncia de que v(xd) = v(~Vx~0).
(e) ¢ = #, com # € {—, o}. Pela hipétese de inducio,

ViR 11) = vEP )

.

e entdo, pelos axiomas sNeg e sCon,
—»;g —»;}‘; —»;b —a;h
v (el = v ahyle) = vE o) = v ()
O

A importancia dos axiomas sNeg e sCon fica patente na prova do Lema da
Substitui¢do apresentada acima.

Agora, vamos tragar alguns paralelos entre as estruturas no sentido cldssico e
as paraconsistentes.

Definicao 3.52 (Valoragao Classica). Uma valoracdo cldssica € uma valoragio po-
sitiva v : Sy — {0, 1} sobre U, sendo L uma linguagem cldssica (isto €, sem o
conectivo o), que verifica também:

va)=0 < v(-a) =1 (vIND)

Podemos entender as estruturas paraconsistentes como generalizacdes das es-
truturas cldssicas, tendo em vista que o comportamento de todos os conectivos sdo
vero-funcionais (o valor de verdade da expressdo complexa depende do valor de
suas subférmulas) no ambiente cldssico, enquanto nas paraconsistentes isso é um
caso particular.

Teorema 3.53. Dada uma estrutura U, sobre ela existe uma inica valoracdo clds-
sica.

Demonstracdo. Por indugdo na complexidade das férmulas. O

Logo, podemos identificar as estruturas, no sentido cldssico, como um caso
particular das nossas estruturas.
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Definicao 3.54 (Estrutura Classica). Uma estrutura 2 € considerada uma estrutura
classica, dado que determina unicamente uma valoracdo classica v : Sy — {0, 1}.

Teorema 3.55. Duas estruturas W e B cldssicas, de igual assinatura, com mesmo
dominio, que interpretem seus simbolos funcionais da mesma maneira e que coin-
cidam sobre as bases de Herbrand (Definicdo 2.27) de suas linguagens diagrama:

Vo TByy= V8 B
sdo, na realidade, a mesma estrutura:
A=91B.

No entanto, podemos ter diferentes estruturas paraconsistentes que coincidam na
sua base de Herbrand em comum.

Demonstracdo. A parte correspondente as duas estruturas cldssicas é decorréncia
do Teorema 3.53.

Por outro lado, duas estruturas paraconsistentes que coincidam em uma base de
Herbrand em comum as duas devem coincidir apenas em todas as férmulas geradas
a partir das férmulas da base e das constantes l6gicas que sdo vero-funcionais, ou
seja, A, vV, =, deV. ]

Pode ser observado, no entanto, que, duas estruturas para QmCi que coincidem
na sua base de Herbrand em comum e, adicionalmente, coincidem em todas as
férmulas negadas, entdo coincidem em todas as férmulas, isto é, acabam sendo a
mesma estrutura (como no caso classico).

3.3.4 Correcao e completude das légicas QmbC e QmCi

Uma vez que introduzimos a semantica para as LFI’s quantificadas, devemos pro-
var que a relagdo de consequéncia sintdtica e semantica concidem. O primeiro
resultado que devemos provar € a corre¢c@o dos cdlculos QmbC e QmCi com rela-
¢d0 as suas estruturas. Isto é, se A U {¢} € um conjunto de sentencas, entdao

AFop = AEp

nas duas LFI’s quantificadas. Devemos observar que, embora as premissas (o
conjunto A) e a conclusdo (a férmula ¢) sejam sentencas, uma derivacdo de ¢ a
partir de A pode (e em geral, esse € o caso) envolver férmulas com varidveis livres.
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Para ilustrar esta afirmagdo, considere as derivagdes de Vx(a — B) + dxa — S
e de Yx(a — B) - @ — VxB apresentadas nos items 3.2) e 4.2) da prova do
Teorema da Dedugdo 3.29. Isto justifica a utilizacdo de valoracdes estendidas.
Como observamos antes, a novidade introduzida nesta dissertagdo na defini¢do de
valora¢des com relagdo ao Lema da Substitui¢do (Teorema 3.51) é fundamental
para obter a prova de correcdo dos sistemas Hilbertianos, ver Observagdo 3.57.

Teorema 3.56 (Corregdo de QmbC e QmCi). Seja & uma LFI quantificada (QmbC
ou QmCi) e seja £y a relacdo de consequéncia semdntica associada usando a
classe de estruturas correspondente (ver Definicdo 3.40). Para todo conjunto de
sentencas A U {¢} temos que:

Atrg @ = AEer .

Demonstracdo. Por indu¢do no comprimento n de uma derivacio ¢, ..., ¢, de ¢
a partir de A, provaremos que, fixada uma estrutura bésica U entdo, cada valoragdo
paraconsistente v sobre U (na légica dada) tal que v(y) = 1 para todo y € A satisfaz
0 seguinte: v;z(go,-) = | para toda sequéncia @ em A e para todo i < i < n, em que
X é um contexto para todas as férmulas ¢; (1 < i < n). Em particular, teremos que
v(¢) = 1 como desejado.

E importante observar que, para provar o resultado previsto, é suficiente de-
monstrar a seguinte propriedade semantica de L:

i v‘;,(;b) = 1 para toda d e para toda instincia ¥ de um axioma de £;
ii se vf‘;(tl/l) =1le Vf;(llfl — ) = 1 para toda d entdo Vf;(lllz) = 1 para toda g,

1ii se viji(w] — yp) = 1 para toda (@; b), e se a varidvel y ndo ocorre livre em
Y1, entdo vf;(wl — Yyp) = 1 para toda d;

iv se v;f;f(llll — ) = 1 para toda (a@; b), e se a varidvel y ndo ocorre livre em

Yo, entao vf;(Hywl — i) = 1 para toda d.

Para provar (i) € claro que € suficiente analisar os axiomas envolvendo quantifica-
cdo: os outros axiomas sao obviamente validos pela sua natureza proposicional e
pelo fato de que as LFI’s proposicionais sio corretas para a semintica de valora-
¢des paraconsistentes (ver [CCMO07]). O mesmo se aplica para o item (ii) (que trata
de MP). Assim, considere os seguintes casos:

(i.1) ¥ = Yzy — v;[f] em que 7 é livre para z em y. Sejam X as varidveis livres
ocorrendo em Yzy e (X;) as varidveis livres ocorrendo em yz[tl Considere uma

sequéncia (@; b) de elementos de A. Se vi,fii(\!zy) = 0 entdo V?;(lﬂ) = 1. Se, por
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o
a

outro lado, v ffii(\!zy) = vg,(sz) = 1 entdo vi,ff(y) = 1 para todo b € A. Em particu-
lar, viff(y) = 1lparab = (l’f;)-,’[é_l); l;])ﬁ. Pelo Lema da Substituicdo (Teorema 3.51),
vf;j;(yz[t]) = v?f(y), pois ¢ é livre para z em y. Daqui segue que vf;;(yz[t]) =1,
como requerido.

(1.2) ¥ = y,[f] — Jzy em que ¢ € livre para z em y. A prova € analoga a do item
anterior.

(1.3) ¥ = ~¥x @ — dx ~a. Basta observar que v(~y) = 1 sse v(y) = 0 para toda v.
Para provar (iii), suponha que vz,f(:,bl — Yp) = 1 para toda (@;b), sendo que a
varidvel y ndo ocorre livre em ;. Fixe d. Se vf;(wl) = (0 entdo v‘;'(;bl — Yyn) = 1.
j‘;,(wl) = v‘;i’(wl) = 1 entdo, por hipétese, vi,;i’(lﬁz) = 1, para
todo b. Daqui, vi(Yyr) = 1.

O item (iv) € provado de maneira andloga. O

Por outro lado, se v

Observacao 3.57. Como comentamos na Observagdo 3.47, as clausulas sNeg e sCon
permitem provar o Lema da Substitui¢do e assim, por exemplo, vale que

V(=P (f"(a, b)) = v(=P(f(@,b))) ()
No exemplo acima, estamos considerando y = —=P(z) e t = f(x,y), com P um
predicado undrio. Assim, reproduzindo a prova acima do item (i.1), suponhamos
que vfﬁf(\/zy) =v(¥z=P(z)) = 1. Logo,

v(—P(e)) = 1 paratodo e € A. ()
Em particular,
v(=P(f¥a, b)) =1. 2
Por outro lado, em virtude de (x)
Vb (L) = ViR (-P(f(x,y) = v(=P(f@ b)) =1. ()

Assim, se ndo temos a propriedade () assegurada pelo Lema da Substituicao, ndo
teremos nenhuma garantia de que (3) seja o caso, mesmo na presenga de (1) e (2)
e tendo ainda que, por defini¢do, v(P(f*(a, b)) = v(P(f(a, b))). Noutras palavras,
a instancia

Vz=P(z) = =P(f(x,y))

do axioma Y-Ax pode ser falsificada numa estrutura cuja valorac@o nfo satisfaca a
clausula sNeg. Um argumento analogo pode ser feito com relagdo a clausula sCon,
falsificando nesse caso a instincia

VzoP(z) = oP(f(x,y))
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do axioma Y-Ax.

Acreditamos que esta observacdo nunca foi feita nas abordagens as l6gicas
paraconsistentes de primeira ordem prévias na literatura (por exemplo [Pod08],
[AZ06], [dCBBYS]), constituindo portanto uma importante contribuicao conceitual
original da presente dissertacdo para o entendimento destas l6gicas nio-cldssicas.

A partir de agora procederemos nesta se¢do a provar a completude das LFI’s
quantificadas com relagdo a sua semantica. Tentaremos fazer a prova da maneira
mais genérica possivel, para facilitar a extensdo do método para outras LFIs.

Na completude cléssica, o que se demonstra é que teorias ndo contraditorias
tém modelos. Para as ldgicas paraconsistentes, o foco nio estd na ndo contra-
di¢cdo, mas na ndo trivialidade, dado que admitém inconsisténcias sem a triviali-
zacdo (a diferenca com a ldgica cldssica). O método cldssico, seja utilizando o
teorema da compacidade provado em [G630], ou diretamente com a demonstracio
de [Hen49]), decorre da seguinte maneira:

A¥ g = A, = ndo é contraditoria
A, = ndo é contraditoria = A, - € satisfativel
A, - ¢é satisfativel = AE

Para a completude das LFI’s tomaremos um caminho mais direto, tendo em
vista que algumas dessas implicacdes podem ndo funcionar (ver a discussdao na
Secdo 5.1). A partir de uma teoria que ndo deduza uma férmula ¢ qualquer (ndo
sendo, portanto, trivial), encontraremos uma estrutura paraconsistente que satisfaca
A mas nao ¢:

AFo = AE @

Por sucessivas extensdes, encontraremos um modelo de A que nio satisfaz ¢,
a partir das formulas e termos das linguagens das extensdes da teoria A. Primeira-
mente, faremos a extensao por constantes de uma teoria qualquer e garantiremos,
dessa maneira, a presenca de constantes testemunhas (caracterizando uma teoria
de Henkin, cf. Defini¢@o 3.59). Serd provado, também, que tal extensdo ndo deduz
nenhuma férmula a mais da linguagem original. Para realizar esse passo, nada exi-
gimos da teoria e, com ele, garantimos que as regras quantificacionais da Defini¢do
3.41 funcionardo na estrutura final.

Na sequéncia, assumindo que uma dada teoria A ndo deduz a sentenca ¢, en-
contraremos A, extensdo maximal sua que também ndo deduz ¢, conforme 0 mé-
todo classico de Lindenbaum-Asser. Para encontrar tal extensao, faremos uso fun-
damental do axioma da escolha, sob a forma do teorema de Teichmiiller-Tukey.
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Dessa maneira, garantimos um contramodelo de ¢ que seja modelo de A, demons-
trando que A ¥ ¢. Seguiremos de perto a demonstracdo de completude apresentada
em [Sho67], e assim nossa prova de completude para LFI’s quantificadas é original
e diferente daquela apresentada em [Pod08].

Teorias de Henkin

Uma nocdo de fundamental importancia nas provas de completude para a l6gica
classica e para algumas nao-classicas € a de conjunto de Henkin. Usaremos estes
conjuntos na nossa prova de completude para LFI’s quantificadas. Previamente,
precisamos estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 3.58. Qualquer teoria A de alguma légica £, considerada sobre uma lin-
guagem L = Ly que tenha alguma constante, induz uma estrutura (Definicdo 3.38)
D tal que, para toda sentenca ¢ € S:

DEg = Arg g

Demonstracdo. O dominio D = dom(D) da estrutura a ser construida é formado
pelo conjunto FTs dos termos fechados (ou seja, sem varidveis) da linguagem L:

D=FTs.

Definem-se, entao, as interpretacdes das fungdes e predicados de maneira que
a interpretacdo de f aplicada aos termos £, é o préprio termo que simboliza essa
aplicacdo, f(t1,...,t):

Ib(f)(tb e atl’l) = f(tla L ’tl’l);

em particular, I5(c) = ¢ se c € uma constante. Desta maneira, pode ser provado por
indugdo na complexidade de ¢ que > = ¢, para todo termo fechado .

Por outro lado, os predicados sdo interpretados como sendo verdadeiros exata-
mente naquelas n-uplas de termos que podem ser deduzidos sintaticamente, a partir
de A. Formalmente,

(t1,...,ty) € Ip(P) [——4 Arg P(t1,...,t,) .

Finalmente, devemos definir a estrutura D para a linguagem diagrama L(D) de
D, assim como a bivaloragdo vy : Sy — {0, 1} satisfazendo a cldusula vPred
(lembre da Defini¢do 3.38). Observe que a assinatura de L(®D) acrescenta uma
constante f para cgda termo fechado t € FTs (visto como um individuo de D),
de maneira a ter I°(7) = . Denotando por TF(D) o conjunto de termos fechados
da linguagem diagrama L(D), defina agora uma func¢do * : TF(D) — TFs como
segue:
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e (HD*=tsete FTs;
e ¢* = ¢ se c é constante de Z;
o (f(tr,....,tn)" = f((t)",...,(t)") se f € simbolo de fungdo de X.

E claro que r* = ° para todo ¢t € TF(D). Estendemos agora a funcio * para

sentengas. Assim, seja * : S (p) — S definida como segue:
i (P(t1,...,t)" = P(t],...,1,) se P(t1,...,1,) € sentenga atdmica;
i (p#)" = (@ #y") se # € (A, V, o)
iii (#Y)" = #Y") se # € {—,0};
v (Qx )" = Ox(y*) se Q € {¥,3}.
Definimos finalmente vy : S () — {0, 1} como segue:
) =1 = Arey.
Assim, se P(tq,...,t,) é sentenca atdmica de L(D), temos que
va(P(t1,....t)) =1 = Avg P(t],....1),

por definicdo de vp e pelo item (i) acima. Mas isto acontece se e somente se
({t],...,t,) € In(P), pela defini¢do de Ip(P). Dado que r* = 1 para todo ¢ €
T F (D), entdo obtemos finalmente que

vy, ) =1 e 4D D) eln(P)

e entdo vy satisfaz a cldusula vPred da Defini¢do 3.38. Pela construcio de vy, é
imediato que, para toda sentenca ¢ € S:

DEg — Arg .
O
Agora, munidos de uma estrutura, com interpretacdo para simbolos de predica-

dos e fungdes e uma valoragdo incipiente, daremos mais um passo rumo a defini¢io
de uma estrutura paraconsistente para A.
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Definicao 3.59 (Teoria de Henkin). Dada uma teoria A C S; de uma légica &,
sobre uma linguagem L de primeira ordem, diz-se que ela € teoria de Henkin se
satisfaz o seguinte: Para toda sentencga da forma dx ¢ em S, existe uma constante
c na linguagem de L tal que:

At dx ¢ = Atrg ¢ilc]

Como consequéncia da Definicdo 3.59, e pelo axioma PQ, temos que A € uma
teoria de Henkin se e somente se, para toda sentenca da forma Vx ¢ em S, existe
uma constante na linguagem de L tal que:

A¥agVx ¢ - A ¥g ¢ylc]

Esta caracteristica das Teorias de Henkin € importante dado que, por causa do
axioma PQ, as LFI’s quantificadas poderiam ser apresentadas numa linguagem
com apenas um quantificador, sendo que o outro € introduzido como abreviagao,
exatamente como acontece com a légica classica de primeira ordem.

O proXimo passo é provar que toda teoria pode ser estendida conservativamente
a uma teoria de Henkin. A idéia da prova € ir adicionando constantes ao longo de
vérios niveis (w niveis) que fagcam as vezes de testemunhas para férmulas quan-
tificadas do nivel anterior. Por sua vez, essas constantes novas engendram novas
férmulas em cada nivel, que serdo testemunhadas por constantes do préximo nivel.
Tais testemunhas agem como comprovagdes das sentencas existenciais.

A construgdo € feita em duas etapas. Primeiro, estende-se A por meio das
constantes, dando origem a teoria A’, com os mesmos axiomas ndo 16gicos, mas
com axiomas légicos a mais: aquelas instincias dos axiomas légicos que envolvem
as constantes novas. Pelo teorema das constantes, A’ € extensdo conservativa de A.

Na sequéncia, adicionam-se outros axiomas nao 16gicos a A’ que envolvem as
constantes novas. Desse processo resulta a teoria A”. Tais axiomas garantirdo que
a teoria final seja uma teoria de Henkin. Por dltimo, prova-se que os axiomas in-
troduzidos podem ser eliminados de qualquer prova de uma férmula da linguagem
original, garantindo que A” é uma extensio conservativa de A.

Teorema 3.60. Toda teoria A C S| de uma légica & € {QmbC, QmCi} pode
ser estendida conservativamente a uma teoria de Henkin A. Ademais, qualquer
extensdo de A" formada por sentencas na mesma linguagem de A também é uma
teoria de Henkin.
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Demonstra¢do. Comecaremos definindo uma sequéncia enumerdvel crescente de
assinaturas
0CXC...CZ,C...

tal que a linguagem gerada por X, serd denotada por L, (isto é, L, = Ly ), de
maneira a ter uma sequéncia enumeravel crescente de linguagens

LA =LycLic...CL,C...
A defini¢do das assinaturas € realizada da maneira seguinte:
e X, ¢ a assinatura da linguagem L(A) de A; logo, Lo = Ls, = L(A)
e X, é obtida de X acrescentando as novas constantes

{ caxe ’ dxa é férmula fechada de Ly }

e paran > 1, %, é obtida de Z, acrescentando as novas constantes

{ caxe | Axa é formula fechada de L, \ L,—; }

Finalmente, definimos £, = J,ew 2n © Ly = Ls,,.

Considere agora a extensdo A’ de A, na qual sdo acrescentadas todas as instin-
cias dos axiomas légicos na linguagem L,,.

O seguinte passo ¢ estender A’ de maneira a introduzir axiomas que garantam
que as novas constantes sdo de fato testemunhas para as sentencas existenciais
correspondentes de L,,>.

Considere entdo a seguinte sequéncia de axiomas nio-16gicos:

AXp=0
AX, = {dx¢p — ¢y[cagl | Axp € §y,} (paran > 1)

Definimos finalmente o conjunto desejado:

AH:A’uUAXn.

new

3 Dada uma sentenga existencial de L,, da forma Jx¢, pela finitude do comprimento das férmulas,
ou existe uma ocorréncia em ¢ de uma constante em X,, com n maximo, ou a férmula é original
de L(A). Existem, entdo, testemunhas para tal quantificacdo em X,,; ou em X;, respectivamente.
Tal processo independe da cardinalidade de L(A): depende apenas da finitude do comprimento das
férmulas, motivo pelo qual ndo ¢ preciso definir recursdes além de w para obter teorias de Henkin.
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Observe que L(APY = L, isto é, A" estd definido na linguagem L. Mais ainda,
AP C S, . Provaremos que A” é uma extensdo conservativa de A. Assim, seja
¢ € S 1(») uma sentenca da linguagem de A tal que

AH}-Q¢.

Pela finitude do processo de derivacdo nos sistemas de Hilbert aqui considerados
(nos quais as regras de inferéncia sdo finitdrias, isto €, tem finitas premissas), te-
mos que de fato apenas um niimero finito de férmulas de A sdo utilizadas como
premissas numa derivacio em £ de ¢ a partir de A”. Portanto, existe um conjunto
finito I € | J,;¢,, AX,, tal que
AN, T+ e @.
Seja Axy — Ylcaylem T, esejal” = I'\ {Ixy — Yylcanwl). Dado que I' estd
constituido apenas por sentencas entdo podemos utilizar o Teorema da Deducdo
para inferir
AT ke Axy > Yulcayl) — ¢

Observe que a constante c3,, somente aparece na conclusdo e entdo, usando uma
técnica andloga a utilizada na prova do Teorema 3.31, podemos subtituir a cons-
tante por uma varidvel nova, digamos y:

NI ke @xy = yxly) = ¢
Pelo Lema 3.34(2),
AT ke (Fx g - Iy gy - 6.
Por outro lado, F¢ dx ¢ — Ay ¥, [y], pelo Teorema 3.32. Daqui,
ANT e .

Repetindo o processo, eliminamos, em finitos passos, uma a uma todas as sentencas
de I'", provando assim que A’ F¢ ¢. Pelo Teorema 3.31, obtemos finalmente que
A r¢ ¢. Isto mostra que A é uma extensdo conservativa de A.

Por fim, considere alguma extensio A"’ de A (em particular, podemos tomar
A" = AM), formada por sentengas de L,,. Suponha que, para alguma sentenca
Jx ¢ € L, temos que A" k¢ Ix . Dado que A" estende A, entio:

A" b Ax p — pilcar o]

e assim
H/
A Fe ()Dx[cﬂx <p] .

Portanto, A7 " é teoria de Henkin. O
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Teorema 3.61. Toda teoria de Henkin A de £ € {QmbC, QmCi}, sobre uma
linguagem L de primeira ordem, induz uma estrutura © sobre a mesma linguagem
tal que vy obedece a regra quantificacional vEx da Definicdo 3.41. Tal estrutura
satisfaz, restrita as sentengas de L, exatamente as consequéncias logicas de A. Isto
é, para toda sentengca ¢ € S:

DEg = Arg @

Demonstragdo. Seja dx ¢ € S, e seja X a assinatura de L. Dado que A é uma
teoria de Henkin, entio

Are dx ¢ = A rg ¢y[c] para alguma constante ¢ de X.
Por outro lado, em virtude do axioma (3-Ax) e da regra MP temos que, em £:
Avrg dx ¢ — A +o ¢,[c] para alguma constante ¢ de X.
Logo:
Are dx ¢ = A kg ¢4[c] para alguma constante ¢ de X.
Agora, pelo Teorema 3.58, podemos obter uma estrutura © para A, cujo domi-
nio € constituido pelo conjunto FTy dos termos fechados (sem varidveis) de L, e
satisfaz exatamente as consequéncias lgicas de A: para toda sentenca ¢ € S,
DE = Are .
Mais ainda, pela constru¢do de vy (ver prova do Teorema 3.58),
volp) = 1 = Atrg ¢'

para toda sentenca ¢ da linguagem diagrama L(D) de D, em que ¢* é a sentenga
de L obtida de ¢ substituindo todas as ocorréncias de constantes da forma 7 (que
nomeam termos fechados ¢ € TFy, vistos como individuos de D) pelo préprio
termo ¢. Seja agora dx ¢ uma sentenca de L(D). Entdo:

vo(Axg) =1 — Are (Ax @)".

Mas (dx ¢)* = dx(¢)*, logo
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vo(dxg) = 1 — A e Ax(p)".

Dado que A ¢ teoria da Henkin, inferimos que

vp(@xg) =1 — A Fo ((¢)")y[c] para alguma constante ¢ de X.

E muito simples provar por indugdo na complexidade de ¢ que

((@))xlc] = (xleD” .

Logo,

vp(dxg) =1 = A kg (¢,[C])" para alguma constante ¢ de X.

Podemos entdo concluir que:

vo(dxg) =1 — vo(¢,[c]) para algum individuo ¢ de T F's.

Isto prova que (D, vp) € uma estrutura que satisfaz a regra quantificacional vEx
da Defini¢ao 3.41.
O

Com isso, temos uma estrutura © para toda teoria de Henkin A. Tal estrutura sa-
tisfaz, restrito as sentencas de L, exatamente as consequéncias ldgicas de A, e além
disso, sua bivaloragdo vy obedece a regra quantificacional vEx da Definicao 3.41.

Na préxima se¢do, partiremos de uma teoria que ndo deduz uma férmula ¢.
Obteremos, entdo, uma extensao completa sua que também ndo deduzird ¢. A fun-
¢do caracteristica de tal extensdo obedecerd todas as regras da Definicdo 3.41 e,
conforme seja uma teoria sobre QmbC ou QmCi, obedecera as regras das Defi-
ni¢des 3.48 ou 3.49. Pelo teorema anterior, entdo, haverd uma estrutura para tal
extensao que satisfaz A, mas ndo ¢, sendo também paraconsistente.

Se a teoria A for de Henkin, entdo tal extensdao também o serd, tendo em vista
que estd sobre a mesma linguagem (é um extensao simples).
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Extensoes Maximais: Argumento de Lindenbaum-Asser

Para poder estabelecer a completude precisamos de outra no¢do importante: a de
conjunto maximal nfo trivial com relacdo a uma férmula. A partir destes conjun-
tos obteremos contramodelos apropriados para provar a completude das l6gicas,
usando um argumento contrapositivo.

Definicao 3.62 (Teoria ndo trivial em relagdo a y). Dizemos que uma teoria A é
ndo trivial em relagdo ay se A ¥ y.

Dada uma teoria A nfo trivial em relagdo a y, a possibilidade de construir ex-
tensdes maximais de A com essa mesma caracteristica é fundamental para se esta-
belecer a completude da semantica proposta.

A estrutura final © que estamos buscando tem trés caracteristicas importantes:

(1) satisfaz A:
DEA

(i1) ndo satisfaz y:
Dey

(iii) € de natureza sintatica:
DeEpe—=opeD

em que D € o dominio de . Para uma logica £ qualquer, a prova de ela € completa
para uma dada semantica de estruturas £ significa estabelecer uma relacio entre
sua derivabilidade e a consequéncia semantica em questio (veja Defini¢do 3.40).
Significa estabelecer que, para toda teoria I', todas as consequéncias semanticas
de I' sdo demostraveis a partir de I'. Em particular, tudo que € logicamente valido
€ demonstravel. Logo, para provar a completude da l6gica £ para a semantica L
, € suficiente demonstrar que todas as suas teorias nao triviais em relacdo a y t€ém
modelos em £ que sdo contra-modelos para y.

Lema 3.63 (Equivalente do Teorema da Completude). A completude da logica 2
em relacdo a uma semdntica de estruturas L, em simbolos:

rl=£’y - FI-Q’)/,

é equivalente a se demonstrar que, para toda ¢ ndo deduzida por uma teoria T’
(T ¥¢ y), existe uma estrutura ® tal que:

Desl e DEsy.
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Demonstracdo. O resultado é consequéncia imediata da definicdo de consequéncia
l6gica (Defini¢ao 3.40) e da contrapositiva do teorema da completude:

| Y B I'epy.
O

A préxima demonstragdo faz uso do teorema de Teichmiiller-Tukey, um equi-
valente do axioma da escolha, conforme [Sho67, p.47]. Tal teorema afirma que
se uma familia J de subconjuntos de algum conjunto U tiver cardter finito, entdo
nessa familia deve haver um elemento maximal com relacdo a inclusio (C). Ter ca-
rater finito significa que um subconjunto de U pertence a tal familia J exatamente
quando todos seus subconjuntos finitos também pertencem.

Teorema 3.64 (Extensdo Maximal ndo Trivial em Relagéo a y). Seja & uma logica
monoténica e compacta definida sobre uma linguagem L, e seja S o conjunto
de todas as sentencas da linguagem. Para toda teoria A C Sy tal que A ndo é
trivial em relagcdo a vy, existe uma extensdo de A ndo trivial em relagdo a vy, indi-
cada por A, definida sobre a mesma linguagem L e que é maximal no seguinte
sentido:

se AC N CS;com A ndo trivial em relacdo ay entdo:

A =A.

Demonstracdo. Define-se J(A) C P(S 1) como a familia de todos os subconjuntos
de S tais que unidos com A ndo derivam y:

J) ={ACS |AUArey].
Vamos demonstrar que J(A) tem cardcter finito. Seja A € P(S1):
1. Se A € J(A) e ¢ € S ndo € derivdvel a partir de A U A:
AUA¥e ¢,
devido a monotonicidade de £, para todo A° C A finito:

AUA° ¥g .

Logo A U A° ndo deduz nenhuma sentenca a mais, incluindo y. Portanto,
A° € J(A). Logo, para todo A° C A finito:

A° e J(A).
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2. Se A ¢ J(A), pela defini¢do de J(A):
AUAtgy.
Devido a compacidade de £, existe um A° C A finito tal que:

AUA® kg y.

Logo, existe um A° C A finito tal que:

A° ¢ J(A).

Por esses dois casos, podemos concluir entdo que, para todo A € P(S1):
AeJ(A) = YA® C A, A® finito : A° € J(A) .

Isso significa que J(A) tem cardter finito. Logo, pelo Teorema de Teichmiiller-
Tukey, existe algum A maximal em J(A). Para completar a demonstragio, basta
tomar:

A=AUA

O

Teorema 3.65 (Fechamento da Extensao Maximal). Seja A uma teoria maximal
ndo trivial em relacdo ay numa logica & em que valem as leis da reflexividade e
do corte. Entdo:

Are ¢ = peEA.

Demonstra¢do. Um dos sentidos dessa equivaléncia (¢ € A implica A ¢ ¢) € de-
corréncia direta da reflexividade de ¥. Para provar o outro sentido da equivaléncia,
suponha A ¢ ¢. Vamos demonstrar que AU{¢} também ndo é trivial em relagdo a vy.
Suponha, por absurdo, que A U {¢} ¢ trivial em relacdo a vy, ou seja:

Como estamos supondo que A k¢ ¢, pela lei do corte terfamos que:
Atrg Y,

uma contradicdo. Logo, A U {¢} é ndo trivial em relacdo a y. Portanto, como A C
A U {¢} e A é maximal ndo trivial em relacdo a y, temos:

A=AU{¢},

que s6 pode acontecer se:
peA.
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Teorema 3.66 (Extensdes Maximais e Valoragoes). Seja A uma teoria de £ €
{QmbC, QmCi}, maximal ndo trivial em relagdo ay na légica L e definida sobre
uma linguagem L. Sua funcdo caracteristicav : S — {0, 1}, definida por:

v(g) =1 = peA

obedece todas as Regras Proposicionais da Definicdo 3.41, junto com as cldu-
sulas vNeg e vCon da Definicdo 3.46. Adicionalmente, no caso de ser maximal
ndo trivial em relacdo ay na logica QmCi, entdo v satisfaz também as cldusulas
vinc e vCCon.

Demonstracdo. Procederemos por vérios casos, um para cada item das Defini¢des
3.41 e 3.46 a ser demonstrado (lembre-se que v(¢) = 1 € equivalente a ¢ € A):

e Para o item vOu, se @ € A ou 8 € A, pelos Axiomas Oul ou Oul, por MP
temos que a V 8 € A (que é fechada sobre a relacdo de deducgdo de £, pelo
Teorema 3.65):

aeA ou FeA = aVpBeA

Agora, vamos demonstrar a outra parte da equivaléncia pela contrapositiva.
Suponha @ ¢ A e 8 ¢ A. Temos, pela maximalidade de A:

Aa, ke y

ABrey

E, pelo teorema da deducao (Teorema 3.29), que sempre vale para sentencas:
Area—vy

AI—g,B—)’y

Pelo axioma Ou2:
Arg(@—=y) = ((B—=y) = (@VB—7)
e por duas aplicagdes de MP:

ArgaVvp—y

Obtemos portanto que A, @ V 8 ¢ 7y, 0 que significa que o V 5 ¢ A. Temos,
entdo, a segunda parte da equivaléncia requerida pelo item vOu:

a¢A e B¢EA = aVB¢A
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e Considere agora vE. Se @ € Ae 8 € A, pelo axioma E0 e duas aplica¢des de
MP, temos a A S € A. Suponha, agora, @ A 5 € A. Pelos axiomas E1 e E2,
temosque x € Aef € A.

e Agora, vimp, a ultima das regras proposicionais de 3.41 (que devem valer
tanto para teorias de QmbC quanto de QmCi). Se supormos @ — S € Ae
a € A, deveremos ter também (por MP) 8 € A. Logo, se @ — 8 € A, ou
aé¢AoupfeA

Suponha que @ ¢ A ou 8 € A. Temos dois possiveis casos:

1. Se B € A, pelo axioma Mon 8 — (o — 8) ¢ MP obtemos @ — 8 € A.
2. Se B ¢ A, necessariamente @ ¢ A. Suponha, entdo que @ — S ¢ A.
Logo:
Aatrey
Aa—Brey
Area—y
Arg(@—=pB) =y

Arg(@V(@—pB)—>y (Ou2 e MP)
ArgaV(a—p) (Oul)
Argy (MP)

Por contradi¢do, @ — S € A.

e Partiremos agora para as regras da Definicdo 3.46. A regra vNeg deve valer
tanto para teorias de QmbC, quanto de QmCi. Suponha entdo que @ ¢ A e
logo A, @ +¢ y. Se fosse o caso de ~a ¢ A, terfamos:

Arga—vy (Teorema 3.29)
Arg ~a >y (Teorema 3.29)
Arg (@V-a)—y (Axioma Ou2 e MP)
Are @V —a (Axioma TND)
Arey (Axioma MP)

O que ndo é possivel. Logo:

aé¢A == -a €A

e Como no item anterior, vCon deve valer para teorias de QmbC e QmCi.
Suponha que o € A e @ € A. Logo, caso também tivéssemos —a € A, pela
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explosividade fraca dessas l6gicas (codificada pelo Axioma Exp), terfamos,
entre tantas outras, A +¢ 7y, absurdo. Portanto:

oa € A = a¢A ou —-a¢A

o Este e o proximo item valem apenas para teorias de QmCi. Primeiramente
vinc. Pelos Axiomas Inc, E1 e E2 devemos, necessariamente, ter:

—oa €A = aeEA e —a€eA

e Por tltimo, vCCon. Como A é fechada sobre a relagdo de deducao de QmCi
e temos o axioma Con presente nesse cdlculo, para todo n > O:

o-"oaq €A

A partir da prova do Teorema 3.66 obtemos imediatamente o seguinte:

Corolario 3.67 (Propriedades das Teorias Maximais). Seja A uma teoria de £ €
{QmbC, QmCi}, maximal ndo trivial em relacdo ay na légica L. Entdo A satis-
faz o seguinte:

(J)anBeAsseaceAeB e

(ii)avBeAsseacAouf el

(iii)a > BeAssea g Aouf e A;

(iv) @ ¢ A implica que —a € A;

(v) oa € A implica que @ ¢ A ou —a ¢ A.

No caso da logica QmCi temos que, adicionalmente,

(vi) moa € A implica que @ € A e —~a € A;

(vi) o="toax € A.

Teorema 3.68 (Teorema da completude). As logicas QmbC e QmCi sdo com-

pletas, respectivamente, para as semdnticas de estruturas paraconsistentes dadas
pelas Definicoes 3.48 e 3.49.

Demonstracdo. Suponha que uma teoria A de uma légica £ € {QmCi, QmbC} é
ndo trivial em relagdo a d:
A Ko 0.

Pelo Teorema 3.60, podemos encontrar uma extensdo de Henkin A para A defi-
nida numa linguagem L,, sobre a assinatura X, que a estende conservativamente,
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isto €, ndo deduz nenhuma férmula da linguagem original a mais. Por causa disto,
AY também é nio trivial em relacdo a &:

AHJ‘Q(S.

Pelo Teorema 3.64, existe uma extensdo A¥ de A nio trivial em relacdo a ¢
que é maximal. Como A est4 definida sobre a mesma linguagem L, de A”, é
também uma teoria de Henkin. o

Pelo Teorema 3.61, podemos definir uma estrutura © para A”, cujo dominio é
formado pelo conjunto F'Ts, dos termos fechados de L,,, junto com uma bivalora-
¢do v tal que, para toda sentenca ¢ da linguagem diagrama L(D) de D:

vip) =1 = AH Fo @

em que ¢ € a sentenca de L, obtida de ¢ substituindo todas as ocorréncias de
constantes da forma 7 (que nomeam termos fechados ¢ € T Fy, vistos como indi-
viduos de D) pelo préprio termo #. A valoracdo v satisfaz as cldusulas vPred (da
Definicdo 3.38) e vEx (da Definigdo 3.41).

Provaremos agora que v satisfaz o Lema da Substitui¢do 3.51 e entdo as cldu-
sulas sNeg e sCon serdo automaticamente satisfeitas.

Fatos: Seja r um termo livre para a varidvel z na férmula ¢, e seja b = (tz.yld; l;])*.
() ([ xyld; 5])* = (ug.[d; b])*, para todo termo u € T(D)z,.

(i) ((pelDg5ld; B = (pi:ld; b,

O item (i) € provado por indugdo na complexidade de u. Este fato ja foi mencio-

nado na prova do Teorema 3.51, observando que u®

prova do Teorema 3.58).

= u* para todo termo u (ver

O item (ii) é provado por indu¢do na complexidade de ¢. Se ¢ é atOdmica, o re-
sultado sai pelo item (i). A propagacdo da hipétese de indugdo pelos conectivos
A, V,—,—,0 é dbvia. A propagacdo da hipétese de indugdo pelos quantificadores
€ uma consequéncia do fato de que ¢ € livre para z em ¢, logo x ndo ocorre em ¢ no
caso em que ¢ = Qxy, com Q € {V, d}. Assim,

QW) [1])¢ldd; b] = QX(W-[1)) x5l d; b)) -

Agora, sejam ¢ uma férmula de L(D), ¢t um termo livre para a varidvel z em ¢ e
b = (tggld; b])*. Temos que

VI (elt]) = vl(ol1D) el d; B)

€ entao

>

(@l =1 = Ay (@Deld; b)) .

a
V)
X,

=Sy

100



3.3. LOGICAS DA INCONSISTENCIA FORMAL

Por outro lado,
v (p) = Vpz.ld; b))
portanto
Vi) =1 = Ak (prld; b))’

Pelo Fato(ii), temos que

=Sy

Ve i) = vl (p)
e entdo as cldusulas sNeg e sCon sdo trivialmente satisfeitas.

Para provar que v satisfaz as Regras Proposicionais da Definicdo 3.41, assim
como as cldusulas de paraconsisténcia da Defini¢do 3.46 lembremos que, pela de-
fini¢do de v,

vip) =1 = AH by 0.

Mais ainda, pelo Teorema 3.65 temos que
vip) =1 — p' e AH

Pela prova do Teorema 3.58 sabemos que (g#i)" = (@ #y™*) se # € {A, V, >}, e que
#)* = #(Y*) se # € {—, o}. A partir disto, da definicdo de v e das propriedades de
AH listadas no Coroldrio 3.67 obtemos imediatamente que v satisfaz as cldusulas
vE, vOu, vimp (Defini¢do 3.41), assim como vNeg e vCon (Defini¢ao 3.46). No
caso da ldgica subjacente ser QmCi, entdo v satisfaz, adicionalmente, as clausulas
vinc e vCCon da Definicdo 3.46.

A partir destas propriedades podemos provar facilmente que, se ~ denota a ne-
gacdo forte, entdo v(~¢) = 1 sse v(¢) = 0. Por outro lado, temos que v(Vxp) =
v(~Jx~p), pois k¢ Yxo — ~dAx~¢ e rg ~dx~p — Yxp (e por causa do Teo-
rema da Correcdo). Usando estas propriedades vemos facilmente que, dado que
v satisfaz a clausula vEx da Definicdo 3.41, entdo satisfaz a clausula vUni desta
Definicao.

Temos assim que (D, v) é uma estrutura para £ € {QmCi, QmbC} tal que, para
todaye Sy,

v(y)=1 = v € AH

(pois y* =y sey € Sp). Isto é, pela definicdo de satisfatibilidade (Defini¢ao 3.39):
DEy — AS A_H,

Dado que A C A" entdo D E A. Por outro lado, § ¢ AF, portanto © k . Isto
mostra que A ¥ 6.
Isto equivale, pelo Lema 3.63, a completude da légica & para a semantica L:

AI:L(S - Argd.

101



CAPITULO 3. RUMO A PROGRAMACAO LOGICA PARACONSISTENTE I: BASES LOGICAS

O

Dessa maneira fica provada a completude de QmbC e QmCi para as seman-
ticas de bivaloragdes. Com isso temos um arcabougo semantico claro a nossa dis-
posicdo que terd um papel importante na constru¢do dos sequentes do préximo
capitulo. O Teorema da Completude é parte constitutiva da demonstracio de equi-
valéncia entre os formalismos originais das LFI’s e o dos sequentes, introduzidos
a seguir.
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Capitulo 4

Rumo a Programacao Logica
Paraconsistente II: Um Teorema
de Herbrand

Neste capitulo demonstraremos um resultado que esta nos fundamentos da progra-
magcdo légica: o Teorema de Herbrand. Conforme argumentamos na Se¢do 3.2, o
papel de tal resultado para o presente projeto de pesquisa estd em garantir a pos-
sibilidade de uma programacao légica genuinamente paraconsistente. Ele garante
que hd uma forma de reduzir a derivabilidade de uma légica de primeira ordem a
um caso mais simples: a derivabilidade em seu fragmento proposicional. Dessa
maneira, para encontrar demonstracdes (por um método automatico, por exemplo)
para o caso geral, pode-se restrigir a busca as demonstragdes proposicionais. Para
a légica classica, sdo possiveis duas versdes deste teorema: sua versao em relagdo
a insatisfatibilidade e em relacdo a derivabilidade.

Conforme explicado na Secdo 1.1 (Pdgina 8), para a légica cléssica de pri-
meira ordem, o teorema foi demonstrado primeiramente por Skolem, que fez uso
da nocdo de insatisfatibilidade. Ou seja, Skolem demonstrou (de maneira nio
construtiva) que, para determinar se alguma férmula de primeira ordem € insatis-
fativel, € necessario, e suficiente, determinar a insatisfatibilidade de uma férmula
livre de quantificadores e fechada. Tal coisa pode ser feita através da andlise vero-
funcional por tabelas-verdade, por exemplo. Através do teorema da completude,
pode-se chegar (por meios ndo construtivos novamente) a versao que apela a nocéo
de derivabilidade, tendo em vista que a insatisfatibilidade é equivalente a validade
universal (pela lei da dupla negacdo) que é equivalente a derivabilidade por meio
do teorema da completude.

A vantagem da demonstracdo de Herbrand consiste em levar a cabo, por méto-
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dos estritamente construtivos, a transformac¢ao de uma demonstracao de uma for-
mula de primeira ordem na demonstragcdo de uma férmula livre de quantificadores
e fechada, com a possibilidade de fazer a transformagao reversa construtivamente
também. Logo, tal férmula é uma tautologia e sua demonstrabilidade pode ser
estabelecida por métodos totalmente proposicionais.

Nas LFTI’s perde-se a dualidade que existe na l6gica de primeira ordem cldssica
entre insatisfatibilidade e validade, conforme sera ressaltado na Secdo 5.1. Faz-
se, entdo, necessdrio seguir métodos da teoria da prova para se chegar ao Teorema
de Herbrand. Na sua forma cldssica, o resultado pode ser obtido como uma con-
sequéncia do teorema da eliminacdo do corte. Tendo isso em mente, primeiramente
serd obtida uma formulagado por sequentes para duas LFI’s fundamentais: QmbC
e QmCi. Na Secdo 4.1.4, serd demonstrada a eliminacdo do corte para QmbC e,
na Secdo 4.2, um teorema de Herbrand restrito a um fragmento grande o suficiente
para abarcar os programas l6gicos estendidos definidos, introduzidos no Capitulo
3.1

Até onde sabemos, sdo resultados novos tanto a formulagao por sequentes para
l6gicas baseadas em mbC e mCi, quanto o teorema de Herbrand para alguma LFI
quantificada.

4.1 Sequentes para QmbC e QmCi

A seguinte formulagdo se baseia na construcdo de BC e CI, conforme aparecem
[Genl10] e [Gen07]. Tais calculos sdo versdoes quanficadas, elaboradas por meio
de sequentes, para as logicas da inconsisténcia formal bC e Ci, respectivamente.
Em tais artigos, tanto para BC quanto para CI, o autor substitui a regra cldssica de
introdugdo de negacdo a esquerda:

I' — A, «
I', —a — A

B

por uma versio que demanda uma férmula de suporte (o), a esquerda do sequente
da hipdtese:

I, o — A, «
I, oa, @ +— A

Demanda também, para BC e CI, a introducio de negacdes duplas a esquerda:

I'a— A
F7—|—|a|—)A
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Especificamente para CI, existem duas regras diferentes, uma para a introdugéo
de negacdes de consisténcias a esquerda, e outra para a introdugdo de consisténcias
a direita:

I' — A, oa eaA—mx,F+—>A
I', —oa +— A I' — A, oa

Nesta secdo, serdo introduzidos os cilculos MBC e MCI, versdes por sequen-
tes de QmbC e QmCi. E utilizada, para os dois célculos, a mesma regra de in-
troducdo de negacdo com suporte, tal como enunciada acima, ao invés da regra
cldssica de introdugdo de negacdo a esquerda. Ndo hd regra para introdugdo de
dupla negacdo.

Para MCI, ligeiras alteracdes das regras especificas para CI se fazem necessa-
rias:

I' — A, -"oa . a, va, I — A
[, """Toa — A I' — A, o«

4.1.1 Definicao

Aqui vamos reformular os célculos apresentados nas Secdes 3.3.1 e 3.3.2 (a la
Hilbert) através de sequentes. Note-se que o sentido intuitivo de se afirmar um
sequente ' — A € que alguma y € I" € falsa ou alguma ¢ € A € verdadeira.

Os sequentes aqui tratados sao duplas de multiconjuntos finitos de férmulas.
Multiconjuntos sdo conjuntos que admitem a repeti¢do de elementos, mas nio le-
vam em conta sua ordem. Representaremos a dupla de multiconjuntos I e A por
I' +— A. Comecaremos com a contrapartida por sequentes de QmbC (MBC) e
na sequéncia apresentaremos a extensao necessaria para QmCi (MCI).

Definicao 4.1 (MBC). Dada uma linguagem de primeira ordem L (veja-se Defini-
¢30 3.16), os axiomas e regras de inferéncia de MBC, a versdo por sequentes de
QmbC, sio os seguintes:

e Axiomas

a — a (Ax)

Para qualquer férmula a € L.
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HERBRAND
¢ Enfraquecimento
I' — A ' — A
ol —a R SR D
e Contracio
INa,a — A I' — Aa,a
Ta > A (Cont-E) I Aa (Cont-D)
e Introducio de —
' — Aa BT +— A Ia — B, A
=B LT — AN (= E) r—asga D
¢ Introducio de A
Ia, B— A F'— a, A T +— B, A
Fargr—a B LT — ang an  AD
e Introducio de v
a, T +— A BT — N ' — A a, B
aVBE LT — A~ VB = aavg VD
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e Introduciio de !

oa,I' — A, «a o, — A
oa, ~a,I' — A (~E) I' — A, —«a =D
e Regras para Quantificadores
ayt], T — A I' — A, «
Vxa, T — A vV E) I' — A, Vxa (VD)
a, T — A I' — A, a,l1]
dxa, T — A (3 E) I' — A, Ixa (3D)

Para V E e 4 D, t esta restrito aos termos livres para x em a e pode aparecer
ainda em Qx « (isto é, ndo é necessdrio que ¢ esteja completamente indicado®
em a,[t]). Ja4 x é uma variavel que ndo ocorre livre? em e A das regras V D
e d E, designada na literatura por autovaridvel (Eigenvariable).

e Regra do Corte
I'— Ao oI — A

LT — A, A

(Corte)

Na sequéncia, serdo dados alguns exemplos para que fiquem claras as duas
formas de se introduzir cada quantificador e a diferenga entre um termo totalmente
e ndo totalmente indicado.

'E de se notar que LK (o calculo de predicados cldssico) pode ser obtido se substituirmos = E
I' — A «
I, ma — A

2 Cf. Defini¢do 3.18 e [Tak75, p.8].

3 Conforme [GTLS9, p.32].

por , cf. [Gen10, p.7].
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Exemplo 4.2. Seja P um simbolo de predicado terndrio. Pode-se simbolizar P(x, y, z)
por ¢ e, logo, ¢,[z] = P(z,y,z). Portanto, é possivel realizar a seguinte deducao:

@xlz] = ezl (Ax.)
Vxg — @izl (Y E)

P(z,y,2) +— P(z,y,2)
VxP(x,y,2) +— P(z,¥,2)

Neste caso, diz-se que z ndo estd totalmente indicada em ¢,[z], dado que ocorre em
®.

Exemplo 4.3. Da mesma forma, € possivel denominar P(x,y, x) por ¢, ¥.[z] =
P(z,,z) e continuar a deducdo do exemplo anterior com a introduc¢do de um exis-
tencial do lado direito, do seguinte modo:

VxP(x,y,2) +— P(z,y,2) = Yxo +— Yzl
Vxo — dxy @an)

VxP(x,y,z) +— JxP(x,y, x)

Neste caso, diz-se que z estd totalmente indicada em ¢,[z]. Note-se que ndo seria
possivel introduzir um Yy a direita com uma aplicagdo de ¥V D, pois y estd livre a
esquerda do dltimo sequente. No entanto, € possivel introduzir um 3z a esquerda:

VxP(x,y,z) +— dxP(x,y, x) Vxo — dxy

AVx @ — Axy dE)

AzVxP(x,y,z) +— dxP(x,y, x)
dado que tal varidvel ndo ocorre a direita (bastaria que nao ocorresse livre).

Definicao 4.4. MCI extende MBC pelas seguintes regras:

I' — A, ""oa (=0 E) a, ~a, I — A
*Toa, T — A B I' — A, o«

(e D)

Teorema 4.5 (Corte da Negacdo). Em MBC e MCI sdo possiveis as seguintes
derivagoes:

oa, I' — A, ~« —a, I — A
oa, a, I' — A I' — A, «a
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Demonstragado.

oa, @ > «

oa, I' — A, -« = E
o, @, " > : Corte de —« e Cont-E em oq
oa,a, I' — A
a — «a
-, ' +— A —— =D
— @, " : Corte de —«

I' — A, «a

O

4.1.2 Completude dos Sequentes em relacdo a Formulaciao Hilberti-
ana

Para que fique claro que nossa formulacdo por sequentes é adequada, devemos
demonstrar sua equivaléncia com relacdo as LFI’s em questdo. Por completude
dos sequentes em relac@o aos cdlculos hilbertianos, queremos dizer que tudo o que
€ derivado por meio dos axiomas e das regras de inferéncia hilbertianos € possivel
ser derivado também usando sequentes.

Se £ € {QmbC, QmCi}, teremos respectivamente S € {MBC, MCI]} e, ainda
respectivamente, & serd a semantica das estruturas para QmbC ou QmCi. Repre-
sentaremos por "> um subconjunto finito de I'. Como completude, demonstraremos
o seguinte resultado:

| N = paraalgumI®: +cI° +— ¢.
Note que, devido a compacidade de £ e ao teorema da deducio, isso é equiva-
lente a demonstrar, para todo I finito:
Fe A= ¢ == Fel — ¢
A correcao dos sequentes serd estabelecida em relacdo a semantica de valora-
¢des paraconsistentes na Secao 4.1.3:
b T +— @ - I'kE "

No Coroléario 4.12 abaixo, obteremos uma nova prova do Teorema de Corre-
¢80 3.56, como uma consequéncia da completude dos sequentes em relacdo aos
sistemas hilbertianos e de sua correcdo em relacdo a semantica de valoracdes. E
entdo, pela completude das semanticas & em relagao as légicas £, provada na Secdo
3.3.4, tem-se a equivaléncia entre os trés sistemas dedutivos.
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A completude dos sequentes serd provada por inducao no tamanho das deriva-
¢oes em £ que terminem na féormula AI' — ¢.

Teorema 4.6. Os axiomas de QmbC e QmCi (Definicoes 3.6, 3.11 e 3.21) sdo
demonstrdveis por sequentes (Defini¢do 4.1).

Demonstragdo. Note que os axiomas Inc e Con sdo demonstrados apenas em MCI
e que podem ser feitas permutagcdes a vontade, pois sequentes duplas de multicon-
juntos.

Ax. Oul
a — «a (Ax)
a — a,f (Enf-D)
a — Ba
— o — Ba (—» D)
— a,a >
— a V(e —p) (v D)
Ax. TND
a — « (Ax)
— a,a (=D)
— aVoa (v D)
Ax. Exp
ax — «a (Ax)
o, > « (Enf-E)
oa,a — a,B (Enf-D)
oa,a,~a +—> f3 (= E)
— o s a— o —f (— D)
Ax. Inc
aA-a — aA-a (Ax)
— oa, a A~ (o D)
o +— a A« (mo E)
— —oa — (A —a) (— D)
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. Con

. J-Ax

. V-Ax

. PQ

o — —"oa
o, “loa

— o="o

a,[t]
dxa

a,[r]
a,[r]

[ T1

a,[t] - Ixa

a,[1]
a,[1]

Vxa — a,lt]

axlt]
Vxa

LTI

(Ax)
(mo E)
(o D)

(Ax)
D)
(= D)

(Ax)
(VE)
(= D)

Primeiramente, temos que L +—— ¢& teorema (L = S A =8 A off):

B+— B
B. o +— B
B, o, = —
Agora:
@ —
a — 1, «a
— oa— 1,
— dx(a - 1), a
— dx(e - 1), Yxa
— Ax(a —> 1), Vxa 1 —
Vxa — L +— Ax(a — 1)

— (Yxa — 1) - Ax(a - 1)
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O

Para demonstrar a completude de MBC e MCI, faz-se necessdrio que nesses
formalismos também seja possivel simular as regras de inferéncia de QmbC e
QmCi (que sdo as mesmas para os dois cilculos). Para tanto, faremos uso de um
lema intermedidrio:

Teorema 4.7. Eliminicdo do conectivo “—”:

'L a—-p +t¢ I,ar— .

Demonstracdo. Com efeito, suponha I' — «a — B. Usaremos, entdo, a regra
— E comos axiomas @ — a e  +— [:

ar— a p+—f
a—=par— p

Por fim, com o Corte desse ultimo sequente com a hip6tese, obtemos o resul-
tado desejado:
' — a—-p a—-6,a—
Iavw— g

O

Teorema 4.8. MBC ¢ MCI podem simular as regras de inferéncia de QmbC e
QmCi (vejam-se as Definicoes 3.6 e 3.21).

Demonstragdo. S@o apenas trés as regras, comuns a QmbC e QmCi, que devemos
ser capazes de simular nossos sequentes:

1. Modus Ponens

Suponha:

— a—f

Logo:

— a—-p

a+— B Lema 4.7
— a Hipdtese
— B Corte
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. Introducido de Existencial

Suponha, sem que x ocorra livre em g:

— a—f
Logo

— a—

a+— f Lema 4.7
dxa — B8 31-E
— dxa— g —-D

. Introducdo de Universal

Suponha, sem que x ocorra livre em «:

— a—f

Logo

— a—-p

a+— B Lema 4.7
a — Yxp V-D
— a— Yxp —-D

| RS = para algum T° C T finito:

FsI° — o

O

Temos, entdo, a completude dos formalismo por sequentes em relacio as LFI’s:

Coroléario 4.9 (Completude dos Sequentes). Seja S € {MBC, MCI} e, respecti-
vamente, £ € {QmbC, QmCi}. Entdo:

Os axiomas usados em demonstragdes em MBC podem se limitar, sem que se

“

At — At
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percam demonstracgdes, a trés tipos de férmulas, enquanto os de MCI a dois tipos.

Teorema 4.10. MBC ndo perde demonstracées se seus axiomas se limitarem aos
seguintes casos: (“At” indica uma formula atémica e “¢” uma formula qualquer):
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ﬂ(,pl—)—l(p

O(IO > O()D
E para MCI vale o mesmo com a limitacdo de seus axiomas aos itens I e 2 acima.

Demonstracdo. A demonstragdo é por dupla inducio no nimero de instincias, em
uma demonstracio qualquer, de axiomas com a férmula complexa e na complexi-
dade dessas féormulas. O passo indutivo principal consiste em substituir o uso de
uma instancia do axioma com a férmula em questio por demonstracdes que termi-
nem nessa formula e que facam uso apenas de axiomas com férmulas de comple-
xidade menor. Temos 6 casos, conforme a formula ¢ na instancia de “¢ +— ¢”
seja:

l.a—-g
a— «a B — [ Hipdteses de Indugao
a—-B,a+— B - E
a—-p — a—-p - D
2. A
a— « B— B Hipoéteses de Inducao
aAB +— «a aAB +— B Enf-Ee A E
aAB — aAB A D e Cont-E
3.aVvp
a— « B— B Hipéteses de Inducao
a+— aV]p B — aVp Enf-De V E
aVB — aVp Vv E e Cont-D
4. Vx «
a— «a Hipétese de Inducdo
Vxa — « VE
Vxa — VYxa VD
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5. dx
a— « Hipétese de Inducdo
a — dxa D
dxa — Ixa 1E

6. oa (apenas para MCI)

a — «a Hipétese de Inducdo
o, ¥ —> Enf-E
o, @, "@ +— -E

o +— oa oD

Note que por esse processo nao foram introduzidos cortes a mais.

4.1.3 Correcao em Relacao as Valoracoes Paraconsistentes

Conforme S seja MBC ou MCI, & serd, respectivamente, a semantica de estruturas
para QmbC ou QmCi. Demonstraremos, entio, que toda vez que:

tel — o,

teremos também:
g .

Teorema 4.11 (Correcdo dos Sequentes). Todo sequente I' — A derivado em S
tem a propriedade de que, em toda estrutura & para a linguagem das formulas do
sequente, ou alguma formula de 1 ¢ falsa, ou alguma formula de A é verdadeira.
Logo:

Fel — o - INeg .

Demonstra¢do. Pode-se ver que os axiomas das Defini¢des 4.1 e 4.4 obedecem tal
propriedade e suas regras a preservam. O

Corolario 4.12 (Corregado das LFI’s em Relacdo as Semanticas Paraconsistentes).
Seja £ € {QmbC, QmCi} e, respectivamente, & a semdntica de bivaloragdes para
as logicas QmbC e QmCi. Entdo:

I'ke o = IN'es @.
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Demonstragdo. Com efeito, suponha que:
Ies .

Logo, temos que, para todo I'°, subconjunto finito de I':
I'° ks o,

pois todo modelo de I" € também modelo de I'°. Logo, pela corre¢do dos sequentes,
para todo I'° C T finito:
FeT® — o

e, pela sua completude:
I' ke Q.

Com isso, temos a corre¢do de £ em relacdo a semantica paraconsistente &:

Fl-gcp - thgo

4.1.4 Eliminacao do Corte para QmbC

A eliminagdo do corte consiste em mostrar que o corte é, em principio, dispen-
sdavel. Isto é, em sistemas para os quais vale o teorema da eliminacio do corte,
pode-se excluir essa regra sem que se percam teoremas, em troca de um aumento
superexponencial no comprimento das demonstracdes:

Roughly speaking, a cut-free proof is a proof from which all formulas
which are “too general” have been banished. General formulas in a
proof carry the ideas of the proof: it is only because we have general
formulas, that we can have short and understandable proofs; when (in
the Hauptsatz) we eliminate all these general formulas, we increase
the length and obscurity of the proof: for that reason, cut-free proofs
are unlikely objects for mathematical practice. Their interest lies so-
mewhere else: these proofs are very interesting to study, because their
general properties are very important. [Gir87, p.95]

Quanto as propriedades interessantes de demonstragdes sem corte, faremos uso
delas mais adiante, quando for demonstrado o teorema de Herbrand para uma das
LFT’s no Capitulo 4.2.

Podemos ainda entender o resultado de outra maneira: que os sistemas obtidos
pela supressdo da regra de corte sdo fechados em relacdo a ela, ou seja, a regra de
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corte € redundante. No entanto, se admitimos axiomas nao légicos, nem sempre
€ possivel eliminar todos os cortes (sem que percamos possiveis demonstragdes
feitas a partir de tais axiomas).

A demonstracdo comeca com os casos chaves (Lema 4.17): nele demonstra-se
que o corte de uma férmula complexa pode ser trocado por cortes sobre formu-
las de menor complexidade, quando as duas subprovas de ambos os sequentes das
premissas deste corte terminem em uma regra légica que introduza o conectivo
principal da férmula de corte. O Lema Principal (4.19) demonstra a possibilidade
de se fazer o que ficou conhecido como multi-corte. A eliminag@o dos cortes feita
indutivamente esbarra em um problema quando as dltimas regras de inferéncia an-
tes de um corte sdo contracdes: a subprova contem mais instdncias da férmula a
ser cortada que a prova. Esse caso em particular levou Gentzen, em [Gen35], a
introduzir os multi-cortes. Tal regra, que permite cortes simultineos, é equiva-
lente a regra de corte simples. A demonstracdo original consistia, na verdade, em
demonstrar que os multi-cortes poderiam ser eliminados (cf. [TS96, 4.1.4]).

Algumas definicdes sdo necessdrias a fim de serem usadas como variaveis de
indu¢do. A demonstracdo apresentada aqui foi adaptada de [GTL89] seguindo os
métodos de [Gen10] para lidar com as caracteristicas ndo classicas.

Definicao 4.13 (Grau de uma Férmula). O grau de uma formula € o nimero total
de ocorréncias de conectivos nela contidos*. Logo, se uma férmula tem grau 0, se
trata de uma férmula atomica.

Definicao 4.14 (Grau do Corte e Grau da Demonstragdo). O grau de um corte € o
grau da férmula que estd sendo cortada. O grau de uma demonstracdo é o grau do
corte de maior grau.

As demonstragdes por sequentes podem ser vistas como drvores, em que cada
né tem um ou dois filhos e a raiz € a dltima regra aplicada. As folhas da arvore sdo
os axiomas usados na demonstragdo (ou hipéteses, quando admitidas).

Definicao 4.15 (Altura da Demonstracdo). A altura de uma demonstragdo é a al-
tura de sua drvore. Convencionaremos que demonstracdes constituidas unicamente
por axiomas terdo altura 0.

“#Nesta dissertagdo nos referimos, em capitulos anteriores, a complexidade de uma férmula como
sindnimo de grau.
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Definicao 4.16. Vamos simbolizar por I' — ¢ o multiconjunto obtido a partir de I"
pela supressdo de todas as formulas ¢.

Ao longo da demonstragdo, em varios momentos, certas aplicacdes de regras
ou demonstragdes serdo substituidas por outras. Quando ocorrer esse tipo de subs-
tituicdo, estard indicado por um sinal de dupla barra. Por exemplo:

w

7 ’

w

indica que a demonstracio @ foi substituida pela demonstrac¢ao w’.

Casos Chaves
O objetivo é eliminar cortes:

F''— A ¢ oI — A
LT — A AN

: Cortede ¢

em que ¢ é a férmula principal das dltimas regras nas duas subprovas das premis-
sas e que essas regras sdo logicas. Tais cortes sdo substituidos por demonstracdes
das mesmas conclusdes que fazem uso de cortes com férmulas de menor comple-
xidade.

Lema 4.17 (Casos Chaves). Seja @ uma demonstracdo que termine em um corte
sobre uma formula ¢ que tenha acabado de ser introduzida por regras logicas
nos dois sequentes do corte. Serd encontrada uma demonstracdo w' que conclua
o mesmo sequente de w e que introduza cortes apenas sobre formulas de grau

@
estritamente menor que o de ¢. Tal procedimento serd simbolizado por: —
@
Demonstracdo. Procederemos de diferentes maneiras, conforme ¢ seja:
I.anp
F'— a, A T +— B, N . I, a B +— A” .
LT — anB AN A D . ang — & NE
F, F/, T — A, A’, A . Cortedea//\ﬁ
, , F''— o, A T, a,B — A” .
I — B, A T 17, f r— A A : Corte de « .
F, l—v’ I — A, A,, A . Cortedeﬁ
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2.
I'a— A .. D I, ca — a, A E
I — —a, A = I, o, ~a@ — A’ -
I T, oa — AN : Corte de ~«
I, o +— a, A’ ILar— A
I T oa = A & Corte de o
3. Vxa
' — A« . I, a,t] — A .
I' — A, Vxa YD I', Vxa — A tVE
I T — A N : Cortede Vx a

I — A, aff] T, aftf] — A
LT — A A

: Corte de a.[t]

E obtemos a demonstracdo de ' — A, a,[¢] (usada no Corte de a,[t]), a
partir da substituicdo de x por ¢ por toda a subprovade I’ +— A, a,queéa
hipétese de ¥ D (usada no Corte de Vx o). Uma vez que x ndo ocorre livre
em I" e A (condi¢des da regra ¥ D), a substituicao ndo altera tais conjuntos.

4. Ax a
I' — A, a,[f] . I, aa — A .
I — A, Ixa 4D I, Ixa — A’ +dE .
I T — A A : Cortede Ix a

F'— A a ] T, af] — A
LT — A A

: Corte de o, [f]

E obtemos a demonstracdo de I/, a,[f] — A’ (usada no Corte de «,[t]),
a partir da substituicdo de x por ¢ por toda a subprovade [", @« +— A/,
que € a hipétese de 4 E (usada no Corte de dx ). Como no caso anterior, a
substituicdo ndo altera [” e A’, pois x ndo ocorre livre nesses conjuntos.
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As demonstragdes dos outros dois casos (¢ € {@ — B, a V B}) ndo diferem em
nada do caso em que ¢ = @ A S. O

Exemplo 4.18. Considere a seguinte demonstracdo que termina em um Corte de
dxA, em que A é um predicado monddico:

A(x) — A(x)
: Enf-E
A(x), cA(x) — A(x) .
AW — A0 4 A, oA, =A() = ~E

A@) — IxAX) A, Vx o A(x), VX=A(x) — VE

dAxA(x), Vx o A(x), Vx-A(x) —

:dE

A1), Yx o A(x), Yx-A(x) +—

Ela pode ser substituida pela seguinte demonstrag¢do, que termina em um corte de
A(1):

A@t) — A®)
A(1), oA(t) — A(1)

A(1), oA(r), —A(t) +—

A(t), Yx o A(x), Vx-A(x) +—
A(t), Yx o A(x), Vx-A(x) +—

: Enf-E

A(t) — A1)

VE

Note-se que as Unicas regras que poderiam ser quebradas pelas substitui¢des de
t por x, feitas nos itens 3 ou 4 do Lema 4.17, seriam ¥V D ou 1 E, respectivamente:

I' — A, ¢lx] . I, o[x] — A .
I — A, Vx[x] VD 7, Ax o[x] +— A JE,
pois ficariam desta maneira:
I' — A, ol1] . , I, ¢t] — A’ . ,
I — A, VYxo[x] : VD! I, Axglx] — A ° AE

e as regras ndo seriam aplicdveis nesses casos (por isso, as marcamos com “!”’). Po-
rém, como pudemos ver no exemplo acima, em todos os sequentes das sub-provas
a serem alteradas pela substituicdo, hd sempre alguma férmula com a varidvel x
livre, o que garante que ndo pode ocorrer aplicagdes de tais regras nas sub-provas.

Lema Principal

Lema 4.19 (Lema Principal). Seja ¢ uma formula de grau d, e n e n’ provas de
I' — Aedel” — A’ com grau estritamente menor que d. Podemos construir
umaprovawde ', I" —¢ +— A — ¢, A de grau estritamente menor que d:
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I — A I” — A

w

ILTV—¢pr— A—gp, A

Demonstragdo. Constréi-se @ por indugdo em A(m) + h(n’). As regras de sequen-
tes podem ter uma ou duas premissas. Assim, se chamarmos a dltima regra da
demonstracdo m de r, sua(s) premissa(s) serd(serdo) designadas por I; +— A;,
comi = 1ouice€ {l,2}. Paralelamente, a tltima regra de 7’ serd ' com premissa(s)
F;. — A;.,j: louje{l,2}.

Portanto, conforme tenhamos uma ou duas premissas em 7 ou 7/, I e J serdo

respectivamente o nimero de premissas de cada demonstracio:

T T

1 g 4 e

[y — A I — A - Fir—)A'l F'J+—>A'J

I — A I — A

Seguem-se, entdo, todos os casos para encontrar a demonstragio w de I', T —
o — A—gp, A"

1. 7 é um axioma. Temos dois casos:

e 1ép > . Bastatomar @w como a demonstragdode ¢, ['—¢ — A’
feita a partir de 7’ por meio de regras estruturais. Note-se que g(w) =
g(') < gly).

e Téa —> a,coma # ¢. Tomemos entdo @ como a demonstracio de
a, I —¢p +— «a, A’ por meio de enfraquecimentos tendo @ +— «
como axioma. Obviamente g(w) = 0.

2. 7/ é um axioma. A constru¢@o de w € similar ao item 1.

3. réregraestrutural. Pela hipétese de indugéo para 7; e 7/, hd uma demonstra-
ciow  del', I"—p — Aj—¢, A’. Obtem-se, entdo, w a partir de @ por
regras estruturais. Note-se que se r for Cont-D sobre ¢, haverd um nimero
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maior de ocorréncias de ¢ em A; do que em A. Neste caso, quando hd exa-
tamente uma ocorréncia de ¢ em A, pode-se ja tomar @w; = w. Claramente

g(@) = g(@).
4. r’ é regra estrutural. A construcio € similar ao item anterior.

5. r é alguma regra l6gica que ndo introduza ¢ a direita. Pela hipétese de in-
ducdo, para ; e ' temos demonstracdo(des) w; de I;, IV — ¢ +— A; —
¢, A’ com grau estritamente menor que d. Se aplicarmos apropriadamente a
mesma regra r a(s) @; (obtida(s) pela(s) hip6tese(s) de indugao) e possivel-
mente algumas regras estruturais, conforme dois casos principais:

I1=1
rl —> Al . , ,
ﬁ o r I — A
I, I'—-¢ +— A —@, N .
[T - +— A—g, N )
Comre{AE,vD, - D, -E, -D,YE, VYD, 3E, 1D }.
I1=2

F]I—>A1 F2|—>A2
' — A

:AD, VE, - E I — A

I, I'—p+— A=, A" T, V=@ — Ay—¢, N

S A :AD,VE, > E

obteremos @ sem maiores problemas, pois todas as regras estdo previstas na
demonstracdo do caso cldssico com excecdo de — E:

I“I

1°
’
I,

ca o A g, A

ow, @ > A

I, ca, " —¢p — (A, @) —p, A
[, oa, ~a, I" —¢p +— A—¢, N

:=E

Para essa regra, pode-se facilmente ver que a férmula de restri¢cdo oa € Iy
ainda se mantém em I', " —¢p (que, nesse caso, é idénticoa I, oa, —a, I'—
©), permitindo aplicar a regra novamente ao sequente final de @ caso a
férmula principal de — E nio seja - (isto €, ndo seja o caso de que a = ).
Caso seja, basta Enf-E para introduzir —¢ a esquerda (—¢ € I).
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6. 1’ é alguma regra légica que ndo introduz ¢ a esquerda. Pela hipdtese de
indugdo, parae 713. temos demonstracio(des) w;. deT, F}—go — A—g, A;..
O tnico caso que nos impede de proceder como no item anterior é quando r’
¢ - E, com férmula principal —¢ e ¢ = o¢:

ﬂ.l

l"’l', op — N, ¢

l—vll’ O¢, _'¢ — A =k
pois terfamos que demonstrar:
[, I —0¢p — A—op, N',¢ HI

*
[, T —o¢, =¢p +— A—o¢, A QED )

usando apenas — E e regras estruturais. Pode ser que ndo haja uma o¢ em I
que sirva de férmula de restri¢do para a aplicacdo de - E.

Logo, para chegar em uma demonstra¢do @ que termine em (%), 0 caso em
que o¢ ¢ A é trivial, pois QFD pode ser obtido a partir de 7 (que termina em
I' — A) através de repetidos enfraquecimentos.

Agora, suponha que o¢ € A. Tendo em vista que em MBC ndo ha regras
para a introducdo de o, os ancestrais de o¢ estdo todos ao lado direito dos
sequentes de 7 e a eles se aplicaram apenas regras estruturais. Temos dois
possiveis casos:

(a) Se entre tais ancestrais nao encontramos nenhuma férmula introduzida
por axioma, elimine-se de r todas as regras estruturais, obtendo entio
uma demonstracdo de ' +—— A — o¢. Para chegar a @ bastam regras
estruturais e temos que g(@) = g(n).

(b) Se encontrarem-se ancestrais das o¢ que ocorrem em A entre axiomas
de &, usando a hipétese de indugao encontramos uma demonstragcao @y
de o, T —o¢, =¢ +— A’ apartir do axioma e de 7’. Substituindo-se
tais demonstracdes pelos axiomas o¢p —— o¢ em 7 e apagando todos
herdeiros da o¢ a direita, bem como os enfraquecimentos ancestrais a
qualquer o¢ € A que ndo tenha se originado em axioma, obtemos a
demonstra¢do @ desejada, com g(w) = g(m).

123



CAPITULO 4. RUMO A PROGRAMACAO LOGICA PARACONSISTENTE II: UM TEOREMA DE

HERBRAND

7. Ambas r e r’ s@o regras l6gicas, r introduz ¢ a direita e 7’ introduz ¢ a

esquerda. Pela hipétese de inducdo aplicada respectivamente a:

(a) m;en’, obtemos a(s) demonstracio(Ses) w; de [, I'—p +— Aj—¢, A,

(b) me n;, obtemos a(s) demosntragdo(des) w;. deT, F} —p — A, A;..

Note-se que as demonstracdes recém obtidas pela hipétese de inducao t€m
grau menor que o grau d de ¢. Aplicando, entdo, a regra r (e algumas regras
estruturais) a @; obtem-se uma derivacio p de:

LT —p — o, A—g, .
Igualmente pode-se aplicar 7* (e regras estruturais) a @ ; e obter uma deriva-
cdo p’ de:

[LI'—¢, o — A—g, A"

Agora, faz-se o Corte da ¢ que estd a direita na conclusio de p com a ¢ que
estd a esquerda na conclusdo de p’ e obtem-se:

LI —p, ILT"—p +— A=, A", A—¢, A

No entanto, o corte feito tem grau d e foi efetuado sobre demonstracdes de
grau estritamente menor que d. Essas sdo exatamente as hipoteses do Lema
4.17, que garante uma demonstracdo desse ultimo sequente com cortes de
grau estritamente menor que d.

Por repetidos enfraquecimentos, pode-se obter uma demonstracdo @ de grau
estritamente menor que d do seguinte sequente:

IL'—¢p+— A—p, A.

A Eliminacio do Corte

Lema 4.20. Se 7 é uma demonstracdo com grau d > 0 para um sequente, entdo
é possivel construir uma nova prova @ para o mesmo sequente com grau estrita-
mente menor que d.

Demonstracdo. Por indu¢do em h(r). Seja r a dltima regra de 7 e 7; a(s) sub-
prova(s) correspondente(s) a(s) premissa(s) de r. Temos dois casos:
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1. r ndo é um corte de grau d. Pela hipétese de inducdo, temos w; de grau < d.
Obtemos @ aplicando r a(s) @;.

2. r € um corte de grau d:

' — ¢, A TV, ¢ — A
LT — A, A

or

A hipétese de indug@o nos dd w; de grau estritamente menor que d, para as
premissas de r. Aplicando o Lema Principal (4.19), obtemos uma demons-
traciowde ', I’ +— A, A’ com grau < d.

Teorema 4.21 (Eliminagao do Corte). A regra de corte é redundante em MBC.

Demonstragdo. Pela iteragdao do Lema 4.20. m|

4.2 Teorema de Herbrand para QmbC

A demonstracdo apresentada aqui € de uma versao restrita do teorema, no sentido
de que estamos tratando apenas férmulas I1,, consequéncias l6gicas de conjuntos
de féormulas ndo quantificadas. Em sua tese de doutorado [Her30], Herbrand apre-
sentou a forma geral, aplicdvel a quaisquer sentencas logicamente vélidas. Note-se
que, no entanto, Herbrand tratava como primitivos apenas “=", “V” e “3”, e tam-
bém “V” para férmulas prenexas (cf. [WSBAOQ9, p.20]), o que ndo pode ser feito
no contexto das LFI’s. Nessas logicas ndo é sempre possivel definir todos os co-
nectivos em termos de conjuntos de conectivos que para as ldgicas cldssicas sdo
suficientes (cf. [CCMO7]).

A presente demonstragdo foi baseada em [Bus98], em que estd provado tam-
bém o caso mais geral, dadas as devidas correcdes de [Mck]. Em tais artigos
também, quando tratam da versdo geral, assumem sem perda de generalidade for-
mulas restritas & forma normal negativa (em que a negacdo aplica-se apenas as
férmulas atdmicas) e ao fragmento gerado a partir de “=", “V”, “A” e os quantifi-
cadores. Tal caminho ndo € possivel para as LFI’s, por causa dos conectivos nio
vero-funcionais — e o.

Lema 4.22. Para toda demonstracdo por sequentes, mesmo que admitindo um
conjunto arbitrdrio de hipoteses como sequentes iniciais, toda formula de todo
sequente da demonstracdo s6 ndo aparece no sequente final (como formula ou
subformula de alguma formula presente em tal sequente), se for eliminada por um
corte.
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Demonstracdo. Bastareparar que, nos formalismos de sequentes, ndo temos regras
para eliminagdo de férmula alguma que ndo a introduza como subférmula de uma
mais complexa — excetuando-se, é claro, o Corte. O

Teorema 4.23 (Teorema de Herbrand Restrito). Seja T um conjunto de sequen-
tes do tipo +— ¢, em que ¢ sdo formulas sem quantificadores, possivelmente
com varidveis livres. Se for possivel uma derivacdo em MBC de um sequente
— Y Y(Z, ), que admita os sequentes de T como hipdteses:

T rmBc — I Y(A, y),

entdo existe uma sequéncia finita de termos t;j = t; j(¥), com 1 <i<rel < j<k,
para a qual é possivel também a seguinte deducdo:

T rmBe — WYX, t11, ey Ty WX, Bty ey Brg)

Demonstragdo. O teorema da eliminacdo do corte ndo considera o caso em que
se admitam premissas, mas € possivel ver que, quando as admitimos, os tinicos
cortes que nao poderdo ser eliminados sdo aqueles que envolvem algum sequente
obtido a partir das premissas por uma substituicdo® de varfaveis por termos que
abranja todas as suas féormulas. Podemos, entdo, encontrar uma demonstracio @
da hipétese:

()

T

I' — A
— W Y(X, Y)
que faca uso de cortes apenas com sequentes obtidos a partir de substituicdes dos
sequentes de 7. Logo, todos os cortes sdo sobre férmulas sem quantificadores.

Observe-se que o sequente final de @ tem uma unica férmula em que todos
seus quantificadores precedem uma matriz livre de quantificacoes:

:R

(3}71) cee (Elyk)l//(xl’ e Xy Yo e ,Yk)

e a Unica maneira de alguma férmula de algum sequente de @ nao aparecer como
férmula, ou subférmula de alguma férmula do sequente final € através de cortes
(Lema 4.22). Logo, todas as férmulas quantificadas em @ sao ancestrais da con-
clusdo de @.

SVeja [GTLSY, p.111].
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Temos, entdo, que todas as férmulas quantificadas tém o seguinte formato (com
1 <j<k):

(3)’1)(3)%) l//()afl,---,fj—l,)’ja---,)’k) ’

estdo a direita dos sequentes e as possiveis regras em que estavam envolvidas sdo
A D ou Cont-D.

Pode-ser ver, entdo, que todos os sequentes da demonstragdo de @ t€m o se-
guinte formato:

I — A A,

de maneira que, em I" e A, hd apenas férmulas sem quantificadores e, em A’, apenas
existenciais.

Por inducdo no comprimento da demonstracdo @, demonstraremos que, para
cada subprova de @ para um sequente ' +— A, A’, existe um » > 0 e uma
demonstracio:

Trvpc T — A y(Etin, .o, Y (tins ooy ) -

Considere-se os dois possiveis tipos de subprovas de @:

bg b
T b0} a”’
I'i — Ay, A’l I — A, Aé R I’ — A, A’ .
I — A, A ' F'— A A

Note-se que R nido influi com a parte existencial € devemos ter A’ = AT U A/,
além de que as seguintes s3o as tnicas regras possiveis (sendo R” regras proposi-
cionais e, portanto, também nao atuam, em @, sobre as férmulas existenciais):

R €{—>E, AD, VE, Corte}

R’ €{Cont-D, 3D} UR’

Para os casos em que se trata de uma regra atuando sobre férmulas sem quan-
tificadores ou Cont-D sobre alguma férmula existencial, basta aplicar as mesmas
regras as hipdteses de indugao e obter o resultado.

Se R for um Corte, com alguma substitui¢do dos sequentes de 7
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™ Yy

— oelf] T, gilf] > Ao, A
I, — Ay, A

: Corte

podemos obter o resultado pelo Corte da substitui¢do com a hipétese de indugéo
aplicada a subprova 7. Também ndo precisamos considerar o caso de axiomas
com férmulas quantificacionais devido ao Coroldrio 4.22 e ao Teorema 4.10.

Por fim, considere R’= 3 D:

I' — A, A, (Elyj)...(Eka) l//()?,l‘l,...,l‘j_l,yj,...,yk)
F — A$ A/I, (Ely]—l)(a}’k) lﬁ()?,tla--~,tj—2’)’j—1,---,yk)

A hipétese de indugdo também satisfaz a condi¢do para o sequente final de 7/. O

:dAD

Com o teorema de Herbrand restrito, terminamos as primeiras duas fases pro-
postas para a fundamentag@o da programagao l6gica paraconsistente. Ja estd claro
que € possivel encarar tal assunto por uma abordagem baseada nas LFI’s. Na
sequéncia, iremos delinear os caminhos que nos parecem mais naturais para dar
continuidade a proposta de fundamentar um amplo ambiente de programacio 16-
gica paraconsistente.
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Capitulo 5

Proximos Passos

Neste udltimo capitulo serdo indicados os proximos passos necessdrios para dar
sequéncia ao programa delineado ao longo da dissertagdo, qual seja, o de estabele-
cer um amplo formalismo para programacao légica paraconsistente com base nas
LFT’s. Conforme foi discutido na Se¢ao 3.1, a programacao légica paraconsistente
estd baseada nos chamados programas légicos estendidos, que admitem dois tipos
de negacdo: uma negacgao explicita (—), monotOnica e paraconsistente, € uma nao-
monotdnica e explosiva (9). A nega¢do ndo-monotdnica em programacgio logica
surgiu no contexto dos chamados programas légicos gerais, que fazem uso da regra
da negacdo por falha para deduzir literais negados (com ¢). Para uma brevissima
descricdo, veja-se a Secdo 2.3. Hoje em dia, os programas légicos estendidos admi-
tem vdrias caracterizagdes semanticas dentro da perspectiva da programagao légica
paraconsistente. Um bom apanhado dessas abordagens seménticas encontra-se em
[DP98].

A literatura atual em programacio légica paraconsistente estd focada nas se-
manticas ndo-monotdnicas para os programas estendidos, tendo em vista que € este
o caso geral. Mas € de se notar a falta de uma base 16gica bem definida, com uma
formulagdo axiomatica explicita, que sirva mesmo ao seu fragmento monotonico:
os programas légicos estendidos definidos. Como visto na Se¢do 3.2, as caracte-
rizacdes atuais deste fragmento apelam a nog¢des extra-ldgicas, como a suposi¢io
de que a tradugdo da Definicdo 3.3 transfira o resultado cldssico do teorema de
Herbrand a légica inerente aos programas estendidos definidos, necessariamente
paraconsistente. Acreditamos que as LFI’s podem cumprir o papel de uma legi-
tima l6gica de base para a programacao légica estendida definida, que explicite
suas caracteristicas paraconsistentes inerentes. Com a explicitacdo de uma légica
basica, poderia-se considerar extensdes da programacao légica paraconsistente que
admitissem férmulas mais complexas nas regras como, por exemplo, férmulas atd-
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micas precedidas pelo conectivo de consisténcia. Partiria-se, também, com a posse
de uma légica base clara, de uma perspectiva privilegiada para abordar o caso geral
dos programas légicos estendidos.

Antes de finalizar com algumas conjecturas e indicagdes de futuros rumos do
presente programa de pesquisa, serdo ressaltadas, na préxima secdo, algumas di-
ficuldades inerentes a qualquer abordagem que vise métodos automadticos de de-
monstracdo para légicas paraconsistentes. Na sequéncia, haverd ainda uma se-
¢ao lidando brevemente com uma possibilidade de resolucgdo restrita a férmulas na
forma normal conjuntiva, para as l6gicas QmbC e QmCi.

5.1 Problemas com a Dualidade entre Satisfatibilidade e
Validade: Consideracoes Semanticas

Esté claro que, pela prépria definicdo de consequéncia e validade logica, a vali-
dade universal é um subproblema do problema mais geral da consequéncia légica.
No contexto cldssico, gragas a lei da dupla negagdo, tem-se que a validade estd
reduzida a insatisfatibilidade e, gracas também a completude e a compacidade, a
consequéncia légica pode ser estabelecida por métodos sintdticos de refutagdo:

@ évdlida = DE @
@ évdlida = - é insatisfativel

| — I'F =(—g)

Conforme visto em 1.1, para determinar a consequéncia légica em primeira
ordem classica, a insatisfatibilidade € suficiente e necessaria. Para essa, basta e sdo
suficientes procedimentos sintdticos de refutacao:

Tegp = I, —p é insatisfativel .

As coisas mudam de figura quando se estd considerando semanticas paracon-
sistentes. Em geral, € possivel:

I'ep - e T, ¢ satisfativel ,

ou mesmo:
I'Eep ¢ e T, -y satisfativel .

Logo, em geral, tem-se apenas:

I'Ep ¢ — I', =g insatisfativel
I'ep —p — I', ¢ insatisfativel

130



5.2. UM METODO DE RESOLUCAO RESTRITA

Mas, pela eliminacio do corte, conjecturamos que é possivel demonstrar:
FQmbC —¢ = @ instatisfativel.

Apesar de ser possivel:

Ep @ com — satisfativel.

Como demonstrado no Teorema 3.55, a busca pela base de Herbrand nao é
suficiente para determinar consequencia l6gica em geral, dado que dois modelos
paraconsistentes quaisquer podem coincidir na base de Herbrand de suas lingua-
gens diagrama, mas divergir para férmulas complexas.

5.2 Um Método de Resolucao Restrita

Como visto na Se¢do 1.2, aresolugdo faz uso essencial da forma normal conjuntiva.
Nas logicas paraconsistentes, nem sempre é possivel estabelecer formas normais
para as férmulas. Outro problema é que o silogismo disjuntivo [@, —a V S  S]
ndo pode valer em nenhuma extensao paraconsistente da ldgica positiva classica
ou intuicionista, conforme o Teorema 3.19 de [CMO02, p.40].

Mas, partindo de férmulas que ja estejam na forma normal conjuntiva, € possi-
vel uma espécie de regra de resolugdo para algumas LFT’s.

Teorema 5.1 (Resolucdo Restrita). Pode-se definir, para QmbC e QmCi, uma
regra de resolugdo restrita, que ndo elimine totalmente a formula resolvente:

(@VvB) A (maVy) AND® + (moaVBVYy AO

Demonstracdo. Pode-se verificar checando todas as valoragOes paraconsistentes
possiveis para as duas logicas (veja-se a Defini¢do 3.46). |

5.3 Conclusoes

Por meio do teorema de Herbrand demonstrado no capitulo anterior e das caracte-
risticas 16gicas fundamentais dos programas estendidos definidos (sua monotonici-
dade e paraconsisténcia), acreditamos ser possivel demonstrar uma conjectura que
relaciona as LFI’s com vérias abordagens a programacao logica paraconsistente:

Conjectura 5.2. A semdntica monotonica definida por Damdsio e Pereira em
[DP98] (Definicdo 3.3) para programas estendidos definidos, que fazem uso so-
mente da negagdo explicita, é correta e completa para a consequéncia logica em
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QmbC ¢ QmCi, guando restritas ao fragmento em questdo. Ou seja, para um
programa estendido definido E, um literal L e £ € {QmbC, QmCi}:

L e Mg — Erg L.

Parece, entdo, que seria possivel caracterizar a semantica Mg através de mo-
delos paraconsistentes minimais, que seguiriam a defini¢c@o cldssica, dada através
dos conceitos de base de Herbrand, modelo de Herbrand e operador de consequén-
cia imediata (Defini¢des 2.27, 2.35 e 2.30) adaptados as LFI’s. Uma diferenca,
por exemplo, estaria em definir a base de Herbrand paraconsistente de E (BPF)
como o conjunto de todos os literais fechados de sua linguagem. Deveria-se exigir,
também, que nos modelos de Herbrand paraconsistentes estivesse sempre presente
uma sentenga atbmica ou sua negacao.

Tracemos um paralelo como o caso classico. No contexto cldssico, de um
programa légico P, ndo € possivel deduzir nenhuma literal negada, pois a base
de Herbrand de P é um modelo de P contra-modelo para toda negagdo (veja-se a
Secdo 2.3):

BpEP

Bp £ —A .

Para um programa 16gico estendido definido E, esta andlise ndo é possivel. Mesmo
que sejam interpretadas todas as férmulas atomicas da base de Herbrand (cléssica)
da linguagem de E como verdadeiras, pode ser que isto ndo seja suficiente para
verificar todas as suas regras. Isto ocorre porque sdo permitidas literais negadas na
cabecas das regras de programas l6gicos estendidos. Dessa maneira, pode haver
literais negativos que sejam consequéncias l6gicas de E. Ou seja, se fosse possivel
a caracterizagdo que estd sendo proposta acima, isto seria expresso do seguinte
modo:
BPg £ E |, mas:

BPpE—-A.

A situacdo andloga € encontrada com o conectivo de consisténcia. Para E,
existe uma estrutura para QmbC (ou QmCi) € que é modelo do programa, mas
falsifica todas as férmulas de consisténcia. Basta tomar como dominio de interpre-
tacdo todos os termos fechados, interpretar as funcdes da maneira feita na Defini¢do
2.29 e atribuir os predicados sempre como validos, para todos os termos da lingua-
gem. Entdo, uma bivaloracdo paraconsistente que atribua o valor de verdadeiro a
todos literais da linguagem de E (incluindo os negativos) satisfaz:

CEE
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CgoA.

Esta estrutura € estaria determinada exatamente por BPE. Este tipo de andlise
d4 indicios do que seria uma programacdo ldgica paraconsistente monotdnica que
admitisse férmulas de consisténcia, mesmo entre as cabecas de suas regras.

Com esses resultados futuros, estaria refeita em bases legitimamente paracon-
sistentes a teoria dos programas logicos estendidos definidos. Logo, tais 16gicas
poderiam ser consideradas as l6gicas de base da parte monotdnica de uma vasta
gama de abordagens a programacao légica paraconsistente. Com tal ganho concei-
tual, haveria melhores condicdes para se poder analisar com detalhe as semanticas
niao-monotdnicas da negacio paraconsistente.

O teorema de Herbrand apresentado nesta dissertacdo também indica que é
possivel desenvolver a teoria da resolu¢do de forma a abranger as LFI's como um
todo. Desta maneira, estariam lancandas as bases para um ambiente de progra-
macio légica que abrangesse uma ampla variedade de maneiras de se lidar logi-
camente com inconsisténcias. Claro que isso estaria condicionado a estender os
resultados da completude, da eliminacdo do corte e o teorema de Herbrand para as
demais LFT’s.

Paralelamente, seria muito desejdvel que se realizasse uma andlise conceitual
sobre o papel da paraconsisténcia em bases de conhecimento e nas diferentes pos-
sibilidades de negacdes da programacao logica. Tais questdes ficam, contudo, con-
dicionadas a pesquisa futura.
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