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Introducao

Para melhor situar o nosso trabalho pensamos que € convenlente comegar
oferecendo um breve comentario historice acerca do surgimento e evolugao
da nocdo de ordem densa, j& que ocupa um lugar de destaque neste estudo.

Embora desde a Antiguidade tern-se usado nogdes tais como “divisivel ao
infinite”, o primeiro conceito de deusidade que conhecemos aparece com Can-
tor, num contexto que o coloca consideravelmente perto da nogdo topoldgica

atual. Com efeito, Cantor diz:

Seja P total ou parcialmente contido num intervalo [a, ).
Entio pode acontecer o notdvel caso de que todo intervalo [, 6]
contido em [« 8], por menor que ele seja, contenha pontos de P.
Em tal caso, diremos que P é denso (uberall-dicht) no intervalo

(o, B]. (Canron [1879], p. 2).

Antes de fazer qualquer comentario desta citagio devemos prevenir o leifor
de que a nossa traducio usa tanto wma nolagao cormo uma terminologia
modernas, as quals sio anacronicas em um artigo de 1879, Também devemos
explicitar que Cantor esta analisando nesse artigo somente os subconjuntos

de pontos da reta real.



O estudioso atual pode estranhar nesse artige a mencio da ordem, to-
mando em conta que ele tem por tema conjuntos de ponfos lineares {hoje
diriamos: linearmente ordenados). Acontece que nessa época nao existia um
conceito de ordem considerada como algo iﬂdepeﬂd}"énte, ou seja, COMmo urma
relagdo existente entre elementos de um determinado conjunto. Alids; bem
podemos dizer que o caminho gue conduz & no¢do atual de ordem, que con-
sidera a ordem como uma entidade independente do conjunto de base, tem,
com o artigo citado, um importante avango.

O termo denso (gheralldicht) volta a aparecer nos trabalhos posteriores
de Canfor. Em particular, em um artigo de 1895 aparece o conceilo de
densidade tal como ele € entendido em nosso trabalbo. Com efelto, estudando

as propriedades do conjunto R dos nimeros racionais, dia:

Fm terceiro lugar, R tem a propriedade que entre dois dos
seus elementos do dominio sempre tem outro; nds expressamos
esta caracterfstica com as palavras: R é “denso” (dberalldicht).

{(CaNTOR [1895])

Aqui o conceito de densidade aparece mais ligado ao de ordem, por causa
do uso da nocdo de “estar entre”. A utilizagdo do mesmo termo (ou seja,
iheralldicht), esta justificada pelo fato de que um conjunto ordenado {x, <)

& denso no sentido desta dltimo citacio se e somente se ¢ é denso em {z, <}
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considerado como intervalo, Esta dliima nogio de densidade resulta sufici-
entemente interessante como para vindicar a importancia de uma pesquisa
detathada, mas surpreendentemente as investigaghes relativas a essa nogdo
tém acontecido somente de maneira muifo parcial. Por isso, vejamos rapi-
damente as pesquisas mais relevantes enguanto continuamos com a nossa
sintese histdrica.

No dltimo artigo citado, Cantor assinala que a ordemn dos racionais é
linear, densa e sem extremos, e denomina 7 ao tipo de ordem dessas ca-
racteristicas sobre um conjuntc enumeravel. Nesta base, demonstrou um
teorema notdvel: se z e y sdo dois conjuntos enumerdveis e {z, <z} € (¥, <y)
sio duas ordens lineares, densas e sem extremos, entdo {x, <,) e {y, <y} sao
isomorfos segundo a ordem. Ademais da significagao propria deste resultado,
a técnica usada por Cantor resultou aplicdvel em ontros casos, e generalizavel
na teoria de modelos. Neste sentido, Fraissé criou o método do “va-et-vient”,
obtendo interessantes resultados sobre isomorfismos parciais. Apesar deste
bom comego no estudo das ordens densas, a preocupagio de Cantor, e de
seus colaboradores e discipulos, centrou-se em trés tipos de problemas fun-
damentais: cardinalidade, boa-ordem e continuo.

No final do trabalho de Cantor tem paulatinamente mais ¢ mais umpor-

seguinte maneira: o continuo pode ser bem-ordenado? Em 1900, o problema
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de continuo merece 0 nimero um quando Hilbert enuncia os seus “Mathema-
tische Probleme”, as questdes abertas mais significativas do momento. Nessa
épnca, os estudos sobre ordens eram quase odos referidos a boa—ordem. Esta
situacio alcanca perfis dramaticos com a demonstracao de Zermelo de 1904
“Todo conjunto pode ser bem-ordenado”, aparecendo na cena o Axioma da
Escotha {AE) e uma dura polémica em torno dele.

Assim, as ordens densas estavarn quase totalmente esquecidas guando
Hausdorff apresenta as suas definicdes dos tipos de ordem 7., uma genera-
lizacho da ordem i baseada em cardinalidade. Entre 1908 ¢ 1914, os trabalhos
de Russell, Hausdorfl, Léwenheim e outros comecarn a construir a ponte en-
tre o enfoque da légica das relagdes, tal como aparecia em, por exemplo,
Schroder, e o conjuntista. Nessa época € publicada, também, a axioma-
tizagio de Zermelo da teoria de conjuntos. Com isto, fica tudo pronto para o
desenvolvimento de uma teoria geral das ordens, mas as ordens densas ficam
quase esquecidas, sendo ainda as boas-ordens e o continuo as que geramn o
monopolio do interssse.

Por outra parte, com a prova de independéncia do AE que oferecen Fraen-
kel em 1920, comeca um outro grande campo de pesquisa: o das provas de
independéncia e consisténcia relativa. Mas este caminho nasceu e ficou estrei-
tamente ligado as boas ordens, em detrimento dos outros géneros de ordens

e, em particular, as densas. Esta deve ser, segundo acreditamos, a razéo pela
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qual foram objeto de um detalhado estudo ennnciados como: “para todo
conjunto z, existe wm ordinal ¢ tal que existe uma fungio injetora de z em
Pla)’, enquanto ninguém propds investigar o que acontecia com o enunciado
“todo conjunto infinito pode ser linear e densamente ordenado”.

(} fato recém descrito {oi a motivagdo inicial do estudo aqui apresentado.
No comeco, colocamos as definigdes de tipo de ordem que figuram no Cap. 1
{e outras que logo abandonamos por considerar-las pouco interessantes), e
os enunciados a elas vinculados, colocando a questdo das relacbes dedutivas
entre esses enunciados e, ademais, as que tinham com AE e as formas fracas
deste dliimo.

Mas, quando fomos desenvolvendo os primeiros passos do nosso trabalho,
percebernos a estreita relagao desses enunciados com a existéncia de partigoes.
Voltamos a vista a enunciados sobre particdes, alguns dos guais tinham sido
propostos em datas tao longinquas como 1924, Esse fato explica a estrutura
deste estudo.

Com efeito, poderfamos resumir o conteiddo desta tese da maneira se-
guinte. No Cap. 1 apresentamos as definigoes de ordens e alguns fatos basicos
sobre eles. Os resultados enunciados tanto neste capitulo como nos seguintes
se referem a ZF, ou seja, sem o uso do AE. Para seguir o roteiro da nossa
pesquisa precisamos da técnica dos modelos de permutacao, e por esse mo-

tivo preferimos esclarecer notagio e contexto oferecendo uma exposigao do
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método e de alguns modelos conhecidos no Cap. 2. Logo, para poder expor
o8 nossos resultados sobre ordens densas, devemos apresentar antes agueles
relativos a partiches, o que acontece no Cap. 3. Contudo, achamos que os
enunciados que hguram neste capitulo possuem um interesse independente
da sua relagdo com as ordens. Finalmente, o Cap. 4 apresenta os resultados
finais sobre ordens densas, respondendo a quase totalidade das questoes que
colocamos ao inicio da nossa pesquisa.

Para finalizar com esta introducdo, acreditamos conveniente oferecer um
breve comentdrio sobre a originalidade deste trabalho, Primeiro, devemos
dizer que o Cap. 2 é uma mera exposicdo, e tem resultados bem conhecidos
gue podem ser encontrados na literatura. Com os outros capitulos fomamos
o cuidado de explicitar toda ves que temos conhecimento de que um resultado
pertence a outro autor e quando ¢ apenas uma generalizacio de resultados
conhecidos, (s demals exemplos, contra—exemplos, proposigoes, lemas, fe-
oremas e coroldrios sio, com dependencia do nosso conhecimento do tema,
originais. No inicio de cada capiiulo oferecemos comentarios adicionals sobre

a autoria e dificuldade das provas.
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Capitulo 1

Ordens densas

Este capitulo estd dividido em duas secgdes. A primeira constitui uma abor-
dagem inicial a0 nosso estudo das ordens, e por isso as definicbes ocupam a
maior parte dela, Esta secgdo termina comn duas proposicoes de demonstragao
bastante simples, mais interessantes.

A segunda secgdo consta fundamentalmente de dois teoremas. O m#todo
introduzido no primeiro, o colapse finito de uma ordem, foi criade por nds
com independéncia do método de condensagio {ver ROSENSTEIN [1982], Cap.
4), mas a medida que foi sendo deseuvolvido, foi ficando clara a analogia
existente entre eles.

A importincia do teorema 1.2 ndo 2 evidente num primeiro mormento, mas
aparece como um fato curioso que uma propriedade da soma de cardinais in-
finitos tenha algo a ver com as ordens lineares densas. O que acontece € o

seguinte: para provar a independéncia do enunciado “todo conjunto infinito



pode ger linear ¢ densamente ordenade™ com relacio ao Axioma de Escolha
(AL}, utilizamos um método indireto, que consistiv em encontrar enuncia-
dos conhecidamente mais fracos que AE, mas gue implicaram o enunciado
referido. Desta maneira, o teorema 1.2 é usado no Cap. 4 para essa prova de

independeéncia.

1.1 Definic¢oes e fatos basicos

Comecaremos com algumas definicdes necessarias para desenvolver o nosso

estndo.

DEFNICAO 1.1 Uma erdem € uma relagdo irreflexiva ¢ transitiva. Nos va-
mos usar sempre 0 simbolo « nesse sentido (possivelmente com subindices

ou superindices). A férmula z <y V z = y € abreviada por z < y.

DrrinigAo 1.2 Dado {A, <<}, diremos que < é uma ordem densa sobre A se
vale

Ly - .L-'HZEA(IIZQZAZ{;;)

Se o conjunto A fica claro por contexto, diremos simplesmente que < & densa.



Este conceito de ordem densa ndo é suficiente para representar a idéia
intuitiva de ordem densa, pois & € uma ordem densa trivial sobre qualquer

comjunio. Por este mobivo oferecemos a seguinte defini¢io:

Drrivigao 1.3 Dado (4, <), dizemos que < & uma ordem densa néo-frivial
zobre A see < & uma ordem densa sobre 4 que salisfaz ademais a seguinte
condicao:

dec Adye de<y

Termos outros dois concettos estreitamente relacionados com os recém vis-

tos:

DErNicAo L4 Dado {A, <), dizemos que < é uma ordem densz em todas

purtes sobre A see < é uma ordem densa e satisfaz a condigao adicional:

Vze Adyc Az <y V y <)

DEFINIGAD 1.5 Dado (A, <}, dizemos que < é uma ordemn densa em alguma
parte sohre A see < sabisfaz a seguinte condigdo:
dac Adbe A (a<bAVoeAVde A

([a<exd<b —» dheAlc<h<d))



Derinigao 1.6 (A4, <) é uma ordem Linear sobre A see < é uma ordem que

satisfaz:
Vee AVye A{z=y Vz<yVy<z)

Uma erdem hnear densa tem a dehnicio dbvia.

As definicdes de hoa~ordem, elementos primneiro, tltimeo, maximal ¢ mi-
nimal sao as comuns na literatura. Tambem, comoe é usual, usamos o termo

“anti boa~ordem” para nos referir & ordem inversa de uma boa-ordem.

A existéncia de uma ordemn densa nfdo trivial sobre um conjunto implica

que esse conjunto € infinito. Assim, nossos enunciados tém a seguinte forma:

DrrinicAo 1.7 ODNT (0L, OLD) séo os enunciados “todo conjunto infi-
nito pode ser nio trivialmente densamente ordenado” {“todo conjunto pode
ser Hnearmente ordenado”, “todo ¢onjunto infinito pode ser linear e densa-

mente ordenado” ). {Note-se que QLD implica OL}.

Dermicaio 1.8 Dado {4, <}, um intervale é um conjunto 7 © A tal que
s el Ayel Az <z<y -+ zel Umintervalo € ndo-trivial
see |71 > 1. [Usamos a notacdo |z| para indicar o cardinal de um conjunte

z.}) Dado {4, <), um intervalo [ € dito dnietal see © € 1 e y < x implica

4



y € 1. Analogamente, é dito final see 2 € { e o < y unplicay ¢ [
{Na literatura, os termos “segmente” e “subconjunto convexo” sio as veges
utifizados em lugar de intervalo. Por oulra parte, ¢ termo intervalo é usado
por alguns autores num sentide mais restritor quando € definivel em fungao
dos extremos, permitindo a notacdo habitual {p. ex. {2, 8]). A nossa definigio

coincide com as de ROsENsTRIN [1982], p. 10, e Fralssi [1986], p. 34.)

No gue segue, vamos analisar algumas equivalencias enbre enunciados gue

implicam a exstencia de ordens densas,

ProrosicAo 1.1 Seja {4, <) uma ordem dense ndo-frivtal. Enlde < pode

ser estendida o uma ordem densa em todes partes sobre A,

Prova.  Seja {A, <) wma ordem densa nao trivial. Entao, existemn o e
bem A tais que @ < b Seja (a,6) = {&: o < x < b}. Seja, ademais, B
o conjunto de todos agueles elementos de A que ndo sao compardvels com
nepbum outro: B = {z e A: ~dy(z <« yVy < z)}. Agora defintmos
- (1:: L ((a, b} % B)) Obviamente {4, <) € uma ordem densa em todas

partes. [

PROPOSICAO 1.2 Seja A um conjunte tal que exista uwme ordem densa em
alguma parte sobre A. Entdo, eziste uma ordem densa em lodas partes sobre

A.
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Frova. Seja {4, <} uma ordem densa em alguma parte sobre A, Entao,
existern a e bem A tais que a < b e [a,b] = {z:a <z < b} é um intervalo
denso {ou seja, um intervale ndo trivial que € denso em todas partes). Agora

definimos <, a restrigio de < a [g, 8], comor <'= <[, =< N {{z,y): a<

definimos: <”=<"U({a, b} x B). B fécil ver que <" é uma ordem densa em

todas partes sobre A. 11

1.2 Ordens densas e ordens lineares

A existéncia de uma ordem linear sobre um conjunto inhmto 4 wophca a
existéncia de uma ordemn densa ndo trivial sobre A, A construcdo utilizada
agqui (isto &, o colapso finito de uma ordem), estéd estreitamente vinculada

com o método de condensagao {ver Rosunstiin [1982], Cap. 4).

Fropema 1.1 Seje A wm conjunie infinite ¢ {A, <) ume ordem Lnear.

Entéo existe uma ordem densa nap trivial sobre A.

Prova.  Se A contém um intervalo infinito bem-ordenado, cu ant: bem-
ordenado, entdo usamos um segmento enumerdvel desse intervale e uma
bijecdo com os raciomals para definir um subconjunto de 4 com uma or-

dem linear densa. Logo, temos uma ordem densa em alguma parte sobre A e
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podemos proceder como no lema 1.2 para obter uma ordem densa nao trivial
sobre A,

Partanto, podemos supor, sem perda de generalidade, que {4, <) nio tem
intervalos dessas formas. Entio, usando < definiremos outra ordem <’ a qual
colapsa os intervalos finitos. Procedendo assim, sejam @,y € A ¢ sgja <y a

ordem natural dos inteiros positives. Entdo, defimmnos:

B <y A dnEw (\;f*m Ty T (a:m CAMNas=a A g, =y A

Alm < tpyr A "d2€ A {am < 2 < amé_lj)

F facil ver que <' & uma ordem. Para mostrar que é densa, sejam a,a’ €
A, o <’ a'. Note que colapsam somenie uma quantidade Ruita de elementos,
no sentido que, dados z ey, o conjunto £ ={z € Az <z <y —a g 2}
é finito. Para ver isto, suponha gue Z £ infinito. Entdo, para todo n € w
existem ag, 01, . .., O, 8IS Que & = g < 81 < ... < @y T Z COML 841 SRCESEOT
de a, com respeito a <. Logo, todog os intervalos iniciais de Z sao fimitos, e
portanto Z temn um intervalo inicial de tipo de ordem w, o gue € contraditdrio
com nossos pressupostos. Um argumento avalogo pode ser realizado para

Zefze Arz <2<y vz 4y} com respeito a um intervalo final de



infinito, pois 2 <’ 3. Portanto, existe um z € A tal que 2 ¢ Z, Z', ¢ assim
temos x <"z <"y,

Finalmente, como A é infinito, {A, <) deve incluir mais que um intervalo
finite, ou seja, ha elementos de A que nao colapsarao com a definicdo de <.

Portanto, </ € nio trivial. 1

CorGrLario 1.1 2R+ OL «» ODNT o

¥a prova do iltimo teorema, obtemos imediatamente o seguinte:

CorotArio 1.2 Seja (4, <) uma ordem linear. Bntde, ou A tem um sub-

conjunto enymerdvel, ou existe uma subordern densa de (A, <), ©

AE implica QLD em ZF. Mas, em lugar de dar uma prova disto, vamos
derivar OLD de uma conjuncée de enunciados que é mais fraca que AE.
Dreste modo, facilitaremos a nossa tarefa porterior, quando deveremos provar
a independéncia de AR com respeito a OLD. Em primeiro lugar, precisamos

de algumnas definicoes. A seguinte ¢ devida a Eripxtuer [1965].

DerinicAo 1.8 Um cardinal m chama-se idemmailizplo see m + m = m.



DernCAao 1.10 A Hipstese de Idemmailtiplos, HI, é o spunciado “todo car-
dinal infinito & idemmuiltiple”. Equivalenternente, podemos diger: “para todo
conjunto mfinito &, existe uma bijecdo [, tal que f+ 2 x 2~ 57,

Halpern ¢ Howard demonstraram gue a Hipdtese de Idemmiltipios, Hi,
& equivalenie ac seguinte enunciado: “para todoe cardinal infinite m vale

m % R = m” {ver Hanprky Howarp [1970] p. 489}

Tronema 1.2 28 4+ QL 4+ HI + QLD

Frove. Seja z um conjunto infinito. Pela HI existe uma bijecao entre
2 x ez e, pelo resultado de Halpern e Howard também existe uma bijecao
entre W x @ e @ Agora partimos » em conjuntos enumeravels da maneira
seguinte: se y € z, entdo definimos z, = {2 €2 : Incw flny) = 2}
Ademais, seja X = {z,: y € z}. Como estamos supondo OL, existe uma
ordem linear sobre X. Chamemos < a uma de fais ordens, e, além disso,
seja <g a ordem natural dos racionais e sela g uma bijecac entre w e os

racionais. Entiio, para 2,2’ € @, podemos definin:

3"5’ %-: xy} .f(n} U) =y f{m} y) R Ei 3 g(’ﬁ-) {Q g(?n’)



Jma outra maneira de entender o que estamos fazendo € conceber a or-
dem definida como a soma generalizada dos conjuntos linear ¢ densamente
ordenados nos quais temos partido z, {("soma generalizada” deve ser enten-
dida no sentido da “generalized sum”, tal como estd definida, por exemplo,
em RoseNsteiy [1982], p. 19). Devemos provar que é uma ordem, que
é linear & que & denso. Para provar que € uma ordem, devemos ver que €
irreflexiva e transitiva. Para wm raciocinio por absurdo, suponhamos que
dz z <z Mas ent@o nao pode corresponder a primeira parte da defini¢io,
pois este fato implicaria Jay, 2, <g 2, em contradigio com <z, ser urma or-
dem. Entretanto, também ndo pede obedecer & segunda parte da definigao,
pois implicaria que 3y € Q ¢ <g ¢, © que é absurdo por ser <q uma ordem,
Para ver que é transitiva, sejam z < 2’ e 2’ < 2", Entio deverfamos analisar
nove casos. Mas os dnicos casos que nao sao imediatos na base de ser <y &
< ¢ ordens, acontecem gquando um dos pares entrou na relagio pela primeira
parte de definigio e o outro pela segunda. Qu seja, temos somente dois casos
ndo triviais. Para o primeiro destes casos, sejam z, # @y, 2 € y, 2 € ¢’
e 27 ¢ 3. Suponhamos, sem perda de generalidade, x, <z 2y, pois, se 1sto
nao acontecer, faremos o raciocinio anadlogo. Mas entao, pela primeira parte

e . ) . - T
da definicio, temos gue z < 2" No outro caso, le. 2, £ 2y, € ¥y, 2 €Y
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e 2" € 3, procedemos de maneira similar. Para provar que < é linear, sejam
2,2 € z, & # 2. Apalisamos dois casos. Se dzy 2,2 € =z, temos que z
esta relacionado com z, pols corresponde ao segundo caso da definigio e <y
& ordem linear. Por outra parte, se z & a,, 2 € 2y e ¥y # ¢, enldo por
ser <y, uma ordem linear fermnos que x, esta relacionado por <y com zy,.
Suponbamos z, < 2. Mas entdo, pela primeira parte da definigdo, temos
z < 2. Por dltimo veremos que é densa. Para isso, sgjam 2,2 € %, z < £\
Se corresponder & primeira parte da definicdo, suponhamos {(sem perda de
generalidade) 2 € 2, 2’ € xp € 2y < 7y, Em tal caso, vemos que, por
causa da segunda parte da definigho, a ordemn < restringida a z, € isomorfa
a <g e portanto ndo tem dltimo elemento. Ou seja, 327 € 5, 2 < 2", Além
disso, como 27 € zy, 2 £ zy ez, < 2y, temos também que 2 < ¥,
pela primeira parte da definicio. Por outra parte, se corresponder a segunda
i

parte da definiciio, a existéneia do 27 tal que 2z < 2" < 2 ¢ imediata pela

densidade de <g. 01
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Capitulo 2

Modelos de permutacao

No desenvolvimentoe da teoria dos modelos de permutacdo aqui apresentado
nao pretendemos ter qualquer originalidade, pois a nossa intengao é somente
fornecer os alicerces tedricos dog resultados que apreseptaremos posterior-

mente. Neste sentido, seguimos as linhas habituals tal como estas podem ser

encontradas, por exemplo, ern JucH [1973].

{0 método dos modelos de permutagio surgiu com um artigo de Fraenkel
intitulado Der Begriff “definit” und die Unhabhéngigheit des Auswoblozioms,
mas somente com as pesquisas realizadas mais tarde por Fraenkel, Mostowski
e outros é que adguiriu o rigor formal necessaric e produz provas finitarias de
ronsisténcia relativa. A idéia intuitiva que gerou os modelos de permutacao
¢ gue serve, ainda hoje, de argumentagdo heuristica, consiste em tornar os

stomos (ou Urelemenie, em alemio) suficientemente indistinguiveis como

para evitar qualguer escolba, forgando desta maneira que AE nao valha no
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modelo. Bssa 1dera comecou com Russell, que oferecen uma imagem didética
desse argumento inbuitive. Russell diz: supenha que temos uma gquantidade
infinita de pares de meias e também uma guantidade inlinita de pares de
sapatos. Enquanto os fabricantes de meias continuem sem fazer diferencas
entre meias esquerdas e direitas, nds careceremos de uma regra de selegio
que nos evite a escolha arbitrara infimta. Porém, 1sso nae acontece com os
infinitos pares de sapatos, pois; por ser diferente o sapato esquerdo do direito,
ternos uma regra que nos evita a escotha arbifréria infinita, como por exem-
plo: “tome o sapato esquerdo de cada par”. (Russwry [1905], pp. 47-48).
Meste sentido, » idéia de Fraenkel era fornecer vs melos tedricos necessarios
para que falhem as escolhas infinitas arbitrarnas provando a impossibilidade
de distinguir urna quantidade infinita de dtomos. E, para alcangar este ob-
jetive, construlu um modelo utilizando permutagtes dos dtomos, de modo
que um conjunto perfencia ao modelo se e somente se fixava apenas umna
quantidade finita de dtomos. Em outras palavras, se o fecho transitive de
um corjunto do modelo continha infinitos dlomos, entdo devia permutir que
urna quantidade infinita deles {mais exatamente: uma quantidade cofinita)
pudesse ser permutada pelos seus indistinguiveis. Dado um conjunto do mo-

delo, o conjunto dos atomos que devem ser fixados como condigao para sua

pertinéncia ao modelo chama-se, em geral, o suporte desse conjunte.
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2.1 Consideracgoes gerais

s modelos de permutacio ndo sde modelos de ZF, pois, tal como vimos,
precisa-se de Atomos para sua definicio. A teoria que utilizaremos figura no
apéndice como ZFA. Esta teoria supde dado previamente um conjunto de
atomos que designaremos A. A hlerarquia curnulativa de von Neumnann é

entao modificada da seguinte maneira:

Vol A) = A

Voot (4) = Vol A) UP(Vo(4))

eddn

Noternos gue para cada A diferente obtemos um V{A) também diferente, on
seja, a definicdo acima deve ser entendida como usando um determinado A
como parametro. Desta maneira, a hierarquia cumulativa resulta num caso
especial da definicdo acima: quando o conjunto A de atemos é vazio. Com-
paremos o diagrama habitual da hieraguia cumulativa de von Neumann com

o desenho andlogo para as teorias com dtomos, segundo mostra a figura 2.1
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& A

Hierarguin cumulativa V{A)

Figura 2.1: Modelos com e sem dtomos

O modelo de permutacdo é um submodelo de Y(A). Noés reservamos as
letras 7 e o para perrnutacdes de 4. Dada uma permutagiao 7 de 4, ela pode

ser estendida a uma permutagdo de V(A) da seguinte maneira:

Fsta é uma definicio correta por recursiio transfinita, baseada na definicio
de V{A) ¢ deste modo 7 se transforma num E-automorfismo do universo. O
submodelo V(&) de V(A) é chamado o miclee de V(A) (em inglés: kernel).
Para = no micleo e um automorfisme qualquer 7 temos 7(z) = .

Agora vamos ver uma defini¢io geral dos modelos de permutagio, devida
fundamentalmente a SProkER {1957, Comegamos com algumas definigdes

preliminares.



DEriniAO 2.1 Seja § um grupo de permuatacces sobre A. Um conjunto F
de subgrupos de § € um fillre normal sobre 4 see para subgrupos quaisquer
H, Kde§:

(15c¢¥F,

{iifse H& FeH CKentao K ¢ F,

fiitfjse HeFeXKeFentaoa HNK & F,

(ivisen € Ge H € Fentio nlHr ! € F;

(v)paracada e € A, {r € §: w(a) = a} ¢ F.

DEFINICAOQ 2.2 Para cada x, seja
Syrn}} (T) == {?T & g: ‘?T(:}':) = $}

Note-se que sym{z} é urn subgrupo de §.

DermnicAo 2.3 Uma vez fixados G ¢ F, diz-se que £ € suméirico see

symf{z) € F.

Agora j3 temos & nossa disposigao tudo o que é preciso para a principal

definigdo.
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Deriniao 2.4 Dados Ge F, a classe

£l

chama-se um medelo de permutacdo.

A definicio acima deve ser vista como uma definicdo por recursio trans-

finita. A fgura 2.2 ilustra essas idéias.

A A

V{A} Modelo de permutocdo

Figurs 2.2: Modelo de permutacioe

Com estas definicdes se pode provar que V{A) é um modelo de ZFA, que
contém todos os elementos do nicleo e que A € V({A) (ver Juon (1973, p.
46-47).

A maionia dos modelos que utilizaremos sdo dos chamados “de suporie
finito”, e eles podern ser caraterizados de uma maneira muito simples. Pri-

meire precisamos de uma definicao.
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DEFIRICAO 2.5

Agsim, temos a seguinte condicdo para que um elemento pertenca ao

madelo de permutagio:

€Y e 45 C A finito  Ax{¥) C sym{z).

BryinicAo 2.6 Para 2 € Ve 5§ C A, diz-se que 5 & um suporie de x see
fix(5) C sym{z].
m outro fate bem conhecido é o seguinte:
Vi “z pode ser bem-ordenado”  see  fix{z) ¢ IF.

Bsse fato foi observado por A, R. D. Mathias {ver Pwcus [1972], p. 740).
Para justificar esse enunciado, consideremos que um conjunto x pode ser
hem-ordenado see existe uma bijecdo f entre x e um ordinal . Portante

¢ pods ser bem-ordenado no modelo U, see uma tal f & simétrica, ou seja,
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Na base deste dltupo argumento, é imediata a reciproca.

Kste ultimo fato tem como conseqiéncia uma limitagao do método dos
modelos de permutacio: em qualquer modelo de permutagio vale o enunci-
ado “se z & bem-ordendvel, entéo P(z) também”. Isto resulta surprendente
se considerarmos que este tliimo enunciado € equivalente a AE em ZF. Por-
tanto, temos um enunciado que é independente em ZFA, mas que a sua
independéncia n&o se pode provar usando modelos de permutagio. Para
ver que o enunciado mencionado vale em qualquer modelo de permutacac,
seja % um modelo de permutacio, ¢ § ¢ IF o3 correspondentes grupo de
permutacdes e flbro pormal, Seja, ademals, z € U bem-ordenavel. Logo

temos fix{z) ¢ F. Para mostrar que P{x) estd bem-ordenado, veremos que

2 ¢y, entde z € z e logo 7{2) = z, pois 7 € fix(x). Portanto x{y) =y, como

queriamos provar. Generalizagdes deste fato foram estudadas por Pincus (ver

Jeew [1973], p. 138, problema 1, e Piveus [1971] e [1972]).
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2.2 O modelo basico de Fraenkel

lomecamos com um modelo muito simples no qual AR falha de uma maneira
muito forte. O modelo se define a partir de um copjunto enumeravel de
dtomos A e considerando ¢ grupe § de todas as permutagdes de 4. Entdo
A é o modelo de todos os objetos que teém suporte finito, ou seja, 2 €A «r
45 € Afinito  fiix(8) € sym{X}. Neste modelo, 4 ndo tem subconjunto
enumeravel. Para proceder por absurdo, suponhamos que 38 C A, B¢ R
enumerdvel. Como vimos, # estd bem-ordenado see fix{(B) € F. Mas isto
iltime implica que 95 € A finito, tal que fix{§) C fix(B). Fixemos um tal
S & seja 7 € fix(S). como B ¢ infinito, sejam 2,y € (B~ 5),z # y. Entdo
existe w € G, tal que = permuta z e y, & w2} = z para z # =,y Portanto,
7 ¢ fx{ ), e assim chegamos a uma contradigao.

{3 fato recém observado 14 implica que falham {ormas fracas do AL, pois
a existéncia de subconjunto enurnerdvel é conseqiigncia do axioma da escolha
restringido a familias enumerdvels. Bm realidade, acontece com este modelo
wm fato curiose. Por uma parte o AE falha de maneira mais forte em relagao a
A, pois, por exemplo, P{A) contém apenas os subconjuntos finitos e cofinitos
de A, o minimo que pode conter para o modelo satisfazer os restantes axiomas
de ZFA. Mas, por outra parte, quando se pretende provar que nao valem no

modelo algumas formas fracas de AE, come, por exemplo, que existe uma



familia enumeravel de pares sem funcdo seletora, se tropeca com a dificuldade
de achar aguela familia enumerdvel. Com efeito, nem 4, nem P(A) tém
subconjunto enumerdvel, Obviamente PP{A) tem subconjunto enumeravel,
mas ndo tem um subeonjunto que seja uma familia enumerdvel de pares.

fistes fatos serao estudados em detalhe no capitulo de partiches.

2.3 O segundo modelo de Fraenkel

Nesta seccao estudamos um modelo que permite provar de maneira simples

% pi ilias enumeravels ares ¢ independente em ZFA. Isse
que o AR para familias enumeravels de pares ¢ independente em ZFA. Jusse
modelo surge imediatamente a partir da argumentacdo intuitiva que figura
na introducdo deste capitulo, baseada nas idéias de Russell. O conjunte de

dtomos A € enumeravel e estd dividido em conjuntos de pares:

Pﬂ = {f}'ny bn}

Ademais, seja § o grupo de todas aguelas permutagdes # que preservam pares:
7{{an, bu}) = {an, bu}, para » € w. O modelo de permutagao B se construi
novamente a partir dos subconjuntos finitos de A. Se pode provar facilmente

que B € B, e que é enumeravel no modelo (ver Juci [1973], pp. 48 ¢ 45). B
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tem a propriedade de ndo conter nenhum subconjunio infinito de 4, o qual,
por sua vez, contenha no maximo um elemento de cada par {a,,b,}. Com
sleito, suponhamos pelo contrario que existe um tal &) para assim chegar a
uma contradigdo. Comeo € € B existe § tal que fix(S) ¢ sym{C). Come O
¢ infinito ¢ § finito, Jz € O, com P, = {z, ¥} para algum n, tal que z,y ¢ 5.
Bntio, sejaw € Gtalquen(z) =y, n{y) =zen{z)=zparaz € A, 2+ z,y.
Obviamente, 7 € ix{5), mas = ¢ sym{5}. Absurdo.

{Como conseqiténcia imediata do argumento que figura acima, temos que
a forma mais fraca do AE obtida restringindo cardinalidade, 1.e. 0 AE para

famflias enumerdveis de pares, € independente em ZFA.

2.4 O modelo de Mostowski

O modelo de permutacio mais estudado na literatura foi construido por
Mostowski 2m 1039, Neste models o conjanto de dtomos A é enumeravel
& tem uma ordem < isomorfa a dos racionals, ou seja, linear, densa e sem
extremos. O grupo § de permutagbes considerado consiste em todas aguelas
permutacdes que preservam a ordem <. O filtro esta gerado novamente pelos

aubgrupos fx(§) com § € A finito. Isto é, todo conjunto do modelo tem
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suporte finito. A ordem < pertence ac modelo, pois dizer que 7 preserva <
£ o mesmo que diger que 7{ <) = <.

Um fato conheaido do modelo de Mostowsk € que tode copjunto do mo-
delo term um menor suporte, ou seja, um suporte gue esta incluido em gual-
quer outre suporte do modelo. Temn modelos (como o segundo de Fraenkel)
onde 15to nfo acontece. ( teorema que afirma que todo conjunto de MM tem
menor suporie, pode ser provado faciimente a partir do seguinte lema, cuja
prova detalhada encontra-se emn Mosrowsky [163%], pp. 236-241 {0 lema

tem o numero 88}, Mas primeiro precisamos a seguinte

Durinican 2.7 Seja £ € 4. Entio denotamos comn [P] o menor subgrupo

de & que contém a P.

Lraa 2.1 [Mostowskt) Sejam S; & Sa suportes. Entdo temos fix{ 5 0

841 = [fx(S:) U fiz(S)]. o

Assim, se m € fix( 5 (1 53), existem mg, 09,71, 01, .., T, On COM T; € 5y
e o £ Sy, tals qUE T = M0 T O WL O T C ... 0 Ty 0 0n. Logo, se 5y e 5y sdo

suportes de z, temos 7{@) = 10 o0 M 001 0. .. 0T 0 Tu(2) = %, e portanto

7 & sym{z), e §; (153 é um suporte de = (cfr. Jucu [1873], p. 50 ). Come
os suportes do modelo de Mostowski sdo finitos, ternos que todo z € M tem

urn menor suporte. Agora definimos:
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Drriniean 2.8 Seja € € 90 uma classe.

sym{C) = {nx & §: #[(] = '}

Para a nossa prova nao basta que possamos fazer corresponder o menor
suporte a cada elemento do modelo, pois precisamos que esta correspondénaa
pussa ser feita dentro do modelo. Em outras palavras, precisamos que a
classe (© = {{z,5): 5 & o menor suporte de z} esteja incluida em M. Isto
&, que seja simétrica. Primeiro veremos que a classe D= {{z,5): § é um
suporte de S} & simétrica. Observamos gque ¢ suficiente provar que se § é
um suporte de z e 7 € G, entdo (&) é um suporte de n{z). Ou seja, que
fx{n (SN C sym{w{x)). Para isto, fixernos uma o € fix(z{5)) ey € z. Por
o ¢ fix(w(8)), temos gon{y) = w(y) e, operando a esquerda por 7" obtemos
rtooon(y) =y Bnidon ' oo on pertence a fix(5), e logo a sym{z), por

-3

ser § suporte de . Ou seja, temos que 77 o o ow{z) = . Agora operamos

Jeon [1973], p. 49). Para ver que a classe € é mimétrica, basta mostrar que
se § é o menor suporte de z e 7 € §, entdo x{§) & o menor suporte de w{x}
1

Seja, entio, m{ 5"} suporte de 7{z). Logo 7 ' ow({S8'} é suporte de v 7" o w{z).

Portanto S ¢ 5 e w(8) € #(5"). Seja I o conjunto de todos os suportes

fintbos e On a classe dos ordinais. Além disso, precisamos a seguinte:
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DEFINGGAG 2.0 Para cada o € W, seja orb(x), a érbila de a:

orb(z) = {n{=}: = € G}

{J seguinte lema mostra guais sdo exatamente os elementos de W aqueles
caraterizavels por sua orbita e seu menor suporte. Observe também que,

para R infinito, se fix{ R) € symix) e 2 £ W, nao temos necessériamente que

nao quer dizer que nao valha o lema num modelo construldo usando suportes
infinitos). Seja 7 o conjunto de todos os suportes finitos ¢ On a classe dos

predinais. Fntao pode vale o seguinte:

Lisma 2.2 (Mosrowski) Eeiste uma classe simétrica P! gue € uma bijegio

endre T & Om x 1.

Provg. Primeiro observamos que, se S é um suporte de z ¢ #(5) = 5,
entao w(z) = z. Com efeifo, por ser § finito ¢ 7 preservar a ordem, temos
que © £ fix(5). Agora observemos que ¥ & M sym{orb{z)) = §, de modo
que, se fixamos wma enumeracio f das orbitas com ordinais, entao essa
enumeracio é uma classe simétrica, pois para cada (orb(x), @} e para cada
7 € 9, temos #{orb(z)) = orb(z), 7{a) = « e portanto x({orb{z},a}) ==

{orh{z), ). Entdo definimnos F(z) = (Fi(z), F3(2)), onde Fy(z} é a funcao




que faz corresponder a cada ¢ € § seu menor suporte. Essa classe é simétrica.
Para ver que ¢ injetiva, sejam z e y na mesma érbita e com o mesmo menor
suporte 5. Como estdo na mesma drbita, temos que existe 7 tal que n{z) = y.
Segundo vimos, se 5 € o menor superte de z, entdo #{ 5} é o menor suporte
de w{a}. Isto €, #(5) € o menor suporte de w{x) = y, e portanto, 7{5) = §

er=w{x)=y. O

Agora podemos enunciar ¢ principal resultade do modelo de Mostowski.

TrorpMma 2.1 {MOSTOWSKEY O vmverse de TR pode ser linearmente orde-

nade em TR,

Prova.  Usando a ordem de A isomorfa acs racionaig, definimos lexico-
graficamente uma ordem linear sobre 7. Logo definimos lexicograficamente
uma ordem sobre os pares (@, 5) com § € I. Entdo a classe F do lema

anterior gera uma ordem linear sobre ¥, 0

No proximo capitulo veremos vérios resultados sobre o modelo de Mos-
towski. Em particular, que o conjunto 4 ndo pode ser bem-ordenado no

meodelo. Assim temos o seguinte:

TeoriMa 2.2 (Mosrowsgly Con(Z2FA) = ZFAY OL — AE. ©
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2.5 QOs métodos de Jech e Sochor

Nesta seccao faremos alguns comentarios sobre como transformar provas de
independéncia obiidas com modelos de permutacio e, portanto, validas ape-
nas emn relacao a ZFA, em provas de independéncia para ZF, ou seja, quando
nclufmos também o axioma de regularidade.

Quando Cohen apresenta sua prova de independéncia do AR, fica clara
a inspiragio nas provas conhecidas que usaram medelos de permutagio, O
método de foreing inventado por Uohen consistia em agregar novos objelos,
geralmente nimeros reais, a nm modelo da teoria de conjuntos. Por isso,
o8 modelos definidos usando fercing sio chamados de “extensbes genéricas”,
pois, além dos elementos do modelo antigo, contém também os elementos
agregados e os novos conjuntos que se produgem a parfir dos elementos agre-
gados e da combinacio desses com os que existiam no modelo original. Para
dernonstrar a independéncia de AE, Cohen ufilizou permutacces na parte
da extensio genérica que nao pertencia ac medelo primitivo, de maneira
andloga a como Fraenkel havia utilizade permutagdes dos conjuntos que nao
perfenciam ao nicleo, E assim como no método dos modelos de permutagao,

se define um submodelo do modelo original, as permutacdes sdo usadas por
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Cohen para definir um modelo simétrico, que € um submeodelo da extensio

genénica. Fsse fato € mostrado pela figura 2.3

SO\

w G
i &
Eirlensdo genfrica Muodelo simétrico

Figura 2.3: Modelos construidos usando forcing

A pergunta gue surge de imediato é se essa analogia no pode ser levada
mais longe, ou seja, passar do argumento com valor heurfstico a um método
geral que permita transformar um resultado obtido com modelos de per-
mutagio {vélido 56 para ZFA) num outro gue use um modelo simétrico e,
portanto, valide para ZF. Em teoria de modelos este tipo de métodos sao
denominados em inglés transfers, pelo qual acreditamos que a palavra “trans-
feréncia” resulta um termo apropriado para essa classe de técmicas. Entdo,
nossa pergunta pode ser expressa brevemente: existe algum meétodo geral de

transferéncia entre modelas de permutacio e modelos simétricos?
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P primeiro lugar devemos lembrar que existem enunciados que séo in-
dependentes em ZF, mas que valem em todo modelos de permmutacao, coma
acontece com o (fecho umversal) da expressao: “se x € bem-ordenével, entédo
Plz) é bem-ordenavel” (ver p. 18 e Jucn [1873], cap. 8). Em consequéncia,
esse enunciado ndo pode ser transferido, £ ndo pode existir um método geral
de transferéncia de tal tipo. Assim, todo método de transferencia deve ter
algumn tipo de limitacdo gue exclua os enunciados nao-transferivers.

UUma técnica destas caracteristicas surgiu com os frabalhos de Jech e
Sechor {Jucu Socnon [1866a, bl). Eles idearam um método no qual uma
parte do modelo de permutacio é imersa nuun moedelo suméirico, de tal modo
que os enunciados que dependem somente de propriedades locais podem ser
iransferidos. Lembremos que o modelo de permutacéo é definido usando
recursio transfinita, e por isso, a todo elemento seu pode ser atribuido um
nivel {rank). No método de Jech e Sochor, se determina no inicio um destes
niveis e logo se prova a existéncia de uma imersao de todos os elementos do
modelo de permutacdo com nivel menor ou igual ac estipulade. A figura 2.4
esclarecerd essa idéia.

O enunciado colocado acima fica excluido imediatamente. Mas outros
enuneiados aludem a nma propriedade que pode ser limitada segundo esses
niveis. Por exemplo, seja  um conjunto qualquer. Um par ordenado de

elementos de z pertence a PP(z), e uma ordem linear sobre © a PP P(x).
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4 {2
Modelo de permutagdo Modelo simétrico

Figura 2.4: bmersao de Jech e Sochor

{} enunciade “todo conjunto pode ser hnearmente ordenade” nao pode ser
Lmitado a gualquer nivel, mas sua negacio sim. Com efeito, suponha que
temos um modelo de permutacio no qual provamoes que existe um conjunio «
que ndo pode ser linearmente ordenado. Esse conjunto pertence a um nivel,
digamos @, e portanto o enunciade “z nao pode ser linearmente ordenado”
temn que ver somente com nivels = a4+ 3. Desta maneira, usamos a técnica de
Jech e Sochor para definir uma imersio hasta o nivel o+ 3, e assim obtemos
que existe um conjunto no modelo simétrico que ndo pode ser linearmente
ordenado.

Fssas técnicas foram estendidas virias veszes, primeiro pelos mesmos Jech

e Sochor nos seus artigos iniciais JECH SOCHOR [1966a, bi, no que eles cha-
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maram de segunde teorema da imersdo, e posteriormente por D, Pincus,
principalmente em Pivcys [1971] e {19721
tima exposicao destes métodos pode ser encontrada no Capitulo 6 de

T [1973).

31



Capitulo 3

Particoes de conjuntos infinitos

Neste capitulo nos ocuparemos com a existéncia de partigdes de conjuntos
infinitos na auséncia do AE, e de outros assuntos fortemente relacionados
com egse,

Preferimos dividir esse estudo em irés secgbes. Na primeira damos uma
série de definiches de propriedades que envolvem os conceitos estudados. Por
propriedades entendernos férmulas com uma variavel livre, por exemplo z,
gue deve ser interpretada como afirmando alguma caracteristica do conjunto
que interpreta z. Logo pa mesma secgdo oferecernos uma exposigao das
deducdes entre essas propriedades.

A segunda sercdo ¢, em algum sentido, a complementaria da primeira,
pois nela aparecem os resultados de independéncia entre as propriedades
defimidas. Ou seja, os resuliados dessa secgio sdo da forma “se ZF ¢ consis-

tente, entdo em ZF ndo pode ser deduzido que a propriedade P(x) implica
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a propriedade Q{z)”, o que multas vezes ¢ resumido na literatura dizendo
simplesmente que P(z) ndo implica Q{z). Os resultados apresentados esgo-
tamn o tema, pois dadas duas das definicoes apresentadas Pla) e (), temos
que, ou tern-se provado na primeira secclo que P{z) implica Q{z), ou tem-se
provado na segunda que P{z) ndo implica @(=).

A maloria das propriedades definidas na primeira seccao dam origem a um
enunciade. Com efeifo, sende P{z} uma dessas propriedades, podemos gerar
um enunciado da forma “para todo conjunto z, se = £ infinito, entdo Pz}
Hsse é o assunto da terceira seccdo, ou seja, analisar as relagoes de implicacao
e independéncia entre os enunciados gerados a partir das propriedades da

primelrs seccao.

3.1 Implicacoes entre propriedades

1 um fato bem conhecido que Dedekind opéds & definicdo habitual de finitude
uma outra que estabelece que um conjunto é finito se e somente se ndo existe
urna bijecao com um subconjunto préprio. Também é bem sabide que ambas
definiches sio equivalentes apenas em presenga do AK.

Neste caminho, TAisK [1924] propds vérias definigdes de finitude, ¢ es-

clarecen algumas relagfes dedutivas entre elas. Como toda definicao de fini-
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tude gera por negagio uma de infinitude, guando olhamos, por assim dizer,
o reverse das definicées de Tarski achamos propriedades naturals que tém
o conjuntos mfinitos mais comuns. Assim, o trabalho de Tarsk: pode ser
mterpretado como fornecendo algumas caracteristicas basicas de conjunios
infinitos, ¢ relacoes dedutivas entre elas,

Posteriormente, LEVY [1958] mostrou que as provas de equivaléncias entre
algumas daquelas definicdes e o conceito habitual de finitude usa essencial-
mente o AE. Portanto, viu-se que aquilo que nds chamamos de caracteristicas
basicas de conjuntos infinitos poderiam ser provadas apenas com ajuda do

AR

Comegamos vendo as definigbes principais, algumas delas bem conheadas:

DerintcAo 3.1 Um conjunto = diz-se infinits se ndo existe nenhuma bijegao

de r com um numero natural,

DrriniAao 3.2 Um conjunto diz-se D-infindto see estd em bijecao com um

subconjunio proprio.

Derinic A0 3.3 Um conjunto z diz-se T-infinite see existe uma famiha de
subconjuntos de x totalmente ordenada por inclusio e que ndo tem nenhum

elemento C-maximal.
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DerinicAo 3.4 Um conjunto ¢ diz-se P-infinito see P{z) é D-infinito.

DerNicAo 3.5 Paran © w,n > 0, um conjunto = diz-se n—parifvel see ¢ é
s unido de o conjuntos infinitos dois a dois disjuntos. Além disso, parifvel

significa 2-partivel.

DEFINICAO 3.6 Um conjunto x diz-se co-partivel {que lemos infinito-parti-
vel), see z é a unido de uma quaniidade infinita de conjuntos infinitos dois a

dos disjunios,

DrriicAo 3.7 Um conjunto z diz-se Ro-partivel, see ¢ € a unido de uma

gquantidade enumerdvel de conjuntos dois a dois disjuntos.

(s seguintes resultados sao facilmente demonstraveis
1} D-infinito implica P-infinito.
2} Ry-partivel implica P-infinito.
3} ¥o-partivel implica T-infinito.
4} Rp-partivel implica co-partivel.
5} co-partivel implica n-partivel para todon € w, n > {.

6} Se n,m € w, n > m > O, entho n-partivel implica m-partivel.

Para ver que o ftem 4) vale, precisamos da seguinte observagiao, Todos os

demals sdo umediatos,



skrvacA0 3.1 Sex € um conjunie By -partivel, entdo x tem wma particdo

enumerdvel cujos membres sdo todos infintdos,

Com efeito, seja z Ro-partivel, e fixemos uma particio {z,: nc¢w}. Para
o e M et - L - .
p nimero primo, denominemos x, = {y€x:dn, mcw(n = p» A gyl e
zl = {y € x: “nn temn no minimo deis fatores primos diferentes e y € an}.

Fntao, ternos uma particdo enumerdvel de 2, cujos elementos sao infinitos.

Citemos agora o mals antigo resullado ndo trivial que envolve as propri-

edades definidas:

TroreMa 3.1 (KURATOWSKL) Se © € P-infinite, enldo z € No-partivel.

A primeira prova do teorsma 3.1 se encontra em TARSKI [1924], p. 46-
47. Na realidade, o interesse de Kuratowski, a quem Tarski atribui a prova,
era demonstrar que P-infinito implica T-infinito. Porém, a parte chave da
deducio consiste em mostrar que P-infinito implica No-partivel. Resulta
surpreendente, entdo, que o concetto de No-partivel, ndo tenha sido objeto
de algum estudo por seu préprio interesse. Com efeito, é um conceito simples,
que surge naturalmente quando se colocan guestdes relativas a existéncia de
partices e que resulta a ponte natural na argumentagao de certas provas,
Além disso, mostraremos no capitulo seguinte suas vinculagbes com as ordens

densas.
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A argumentacio apresentada aqui segue um caminho totalmente diferente

do de Kuratowskl.

FProva do teorema 3.1, Seja z um conjunto infinito, tal que Pz} seja D-
infinito. Por um teorema bem conhecide, P(x} tem subconjunto emumerdvel.
Fixernos, pois, um subconjunto enumerdvel ¥ de Pla): ¥V = {y.: n € w}.
Podemos supor, sem perda de generalidade, que V€ w w, # &, y, # =
Agora, vamos definir uma seqiiéncia {2, n € w}, a qual pretendemos inclua
uma partigdo enumerdvel de um subconjunto de z.

Para poder introduzir esta segiiéncia, precisamos de algumas definigoes.
Suponhamos para tanto que jd temos definido até z,. Entio, estabelecemos
que vy, € n-equivalente & Y, em simbolos: gy, ~p Ym, 566 Yo~ Ujen 2o = Yo ™
Usen 250 Ademals, seia Sa = Upon 2 U yn. Agora introduzimos outra relagio
de squivaléncia »y,: Dado n € w, defimimos ym ~n ¥r $€€ Ym ™ Sn = Yr ~ Fn.
Sejarnt [Ymlo, © [Ymla, 28 classes de equivaléncia correspondentes a aguelas

relaces. Além disso, precisamos definir:

H, = {[?jm}m“i m € w} e K,= {[ym}%: ™m € w}.

Por dltimeo, €, é a condicio “K, é infinito”. Agora, temos todo o necessario

para definir & seqiiéncia dos z,.
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.
Yy ™ U Zen € C:;

FYE<CTL

o U Zm U Yn em. case conlrario

FIL

Queremos mostrar gque ha uma quantidade infinita de n € w tals que
#n # &, Em primeiro lugar, note que 20 % . Agora, para chegar a uma
contradigdo, suponha que existe apenas uma quantidade finita de 1 € w tais
que z; ¥ 3 e seja n o dltimo de tais 2. De acordo com o lema 3.1, #,
¢ inhnito, e portanto existe uma quantidade infinita de y,, tais que g, ~—
Uren 2> # @. Entdo, podemos fixar um y., com esta condicao, e tal que

n < m. Como Vr >m z = & temos L, #r = Urcm 2y € 838IM Y =~

(Urcon Ze L Y ). Mas por outra parte zm = & também implica Uy em & Uym =
©. Como consegiiéncia obtemos 2 U, cpm 2 & ¥m, € logo {pela igualdade
acima), isto e o mesmo que @ =~ {f o,z © Ym. Se repetimos este mesmo
argumento para |Ym., # [Yml., com m' > n, obtemos z — .z C
Ypo'. AEOTS VETSINOS QUE Yy ~n Y- Para tanto, seja b € ymr ~ Lrcn 2r.

Entdo, pela inclusdo que aparece acima, temos h € y e b € (ym e z‘,).

Trocando m’ por m, oblemos finalmente yn, ~n ¥m. Uma contradigio. 1

Lema 3.1 Parg todon ¢ w, H, ¢ mfinito.
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Prova.  Procederemos por inducio em n. O enunciade € verdadeiro
para n:= 0, pois ¥ ¢ infinito e, se £ € Hy, entdo & = {y,} para algum r.
Suponhamos agora gue € verdadeiro para n € w e para provar que vale para

n 4 1, devemnos analisar dois casos.

i
O Isto significa que K, é infinito, e como S, = {Jrcny 2, temos [y, =

—{J,: Por bipétese induliva, temos que H, ¢ infinito. Mostraremos que
existe uma quantidade infinita de [yn|. , . Em primeiro lugar, notamos
gue [yl C [yila, Como K, é finito e H, & infinito, existe um m tal que
{lwdo. o w5l € mla, } € infinito. Fixemos um dos tais m até o final da
prova, e fixemos também m,m’, tais que [Ym]. # [Ymr]a,, 08 dois incluidos
em Yl - £ suficiente mostrar que Wmifn,, 7 [Yrr]s,,,. Para obter uma

. C o - 3
rontradigio, suponhamos gue gym:]mnﬂ :::.- iy,nn]w“_%_KA Entio, temos:

0 e (Yoo (Y ).

L

ST

) g~ U = U yn) Y — (U 20U y)

(3) Yo =1 ] zs) F Ymr

EL4 )

Na base de (3), suponhamos que existe um A tal que pertence ao lado es-
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guerde da inequacdo e nac ao direilo, pois em caso contrario procedernos
analogamente. Portanto, b € ym b & e e b & {Usen 2 Uyn). Logo,
usando (1}, termos que A € z,. Mas como ndo vale €, ternos que A € yn, em

contradigio com {2). 0

LEvy [1958], p. 3-4, apresenta uma prova do enunciado “se z ¢ T-infinito
entdo z é partivel”. Mas este resultado pode ser melhorade, pois “z ¢ T-
infinite” implica “z é n-partivel para todo » € w”. Porém, v argumento de
Lévy nao é diretamente generalizavel, pois comega utilizando o fato de que se
um conjunto x ndo é partivel, entdo todo intervalo inicial de urn subconjunto
de P(z) totalmente ordenado por £ deve ser finito, coisa que néo acontece
no case que z seja, por exemplo, 3-part{vel. Para nossa prova, prumeira

precisamos alguns resultados sabre particbes que respeitam a ordem.

DEracAo 3.8 Um conjunto ordenado {4, <) chama-se ordem-partivel see
existe um a € A tal que o conjunto dos elementos de A menores que a € ©

conjunto dos elementos de 4 maiores que @ sdo ambos infinibos.

LiMa 3.2 Seja {A, <) uma ordem bnear com A infinito. Entdo {A,<) €

ordem-partivel ou A é enumeridvel.
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Frove. Para uma prova por absurdo, suponha que {4, <) nao é ordem-
partivel 2 gque A ndo é enumerdvel. Entdo, definimos por inducéo a sequéncia
§ p N a b . A " . : : .
{ttu)necw. Primeiro observamos que {4, <) tem primeiro elemento ou tem
dltimo elemento. Seja, entdo, ap ¢ primeiro elemento de {4, <}, se tal exaste,
e, #e esse nao existe, seja ng o ullimo. Agora suponbamos que Jd temos
definido a segiiéncia até a,. Entdo, A, = 4 — {a&; ¢ 4: ¢ < n} tem

M T ; . L b -
primeiro elemento ou tem dltimo elemento (com a ordem < [, ). Assim,
sei8 Gy, © primeiro elemento de A, se ele existe, e, se ndo existe, seja o
wltime. Mostraremos que a seqiéncia € sucessiva, no sentido de que nao
existem o & 1 fals que 4, < 2 < dag1 OU Gagr < & < . sSuponhamos que a
seqiifncia nao 4 sucessiva, para chegar a uma contradigao. Existem, entdo, o
e n tals que 2, < 6 < Quy {se ndo existern, procedemos analogamente com
fnpt © @ < ). Seja agora k o menor n tal gue existe umn a que satisfaz
an < @ < Gmg1. Por construcdo da sequéncia, isto pode ocorrer apenas

ag4, deve ser o altimo elemento de Ay

©m geral, para n > k, A, nao tem primeiro elemento € gay; € o altimo

elemento de A4, Assim, temos que {a; : ¢+ > k} ¢ um intervalo de tipo

{a,:n € wh # & e podemos fixar um b € B, para continuar €om a noessa

argumentacio. Assim, A fol partido por b em dois conjuntos infinitos, em

41



contradigdo com a hipdiese de que {4, <} ndo é ordem-partivel. Com efeito,
o conjunto {a € A:a < b} é mfinito porque B ndo tem primeiro elemento
e o conjunto fo € A: a > b} & infinito porque Vo> & b < a,. Assim, a
seqiiéncia {0njncwe € sucessiva € ¢ um intervalo inicial de tipo de ordem w ou

um intervalo final de tipo de ordem w”.

{t, 1 € w}, pois A ndo é enumerdvel. Como B satisfaz as hipdteses do
lema, temos que a sequéncia {bynew € U intervalo de tipo de ordem w ou
um intervale de tipo de ordem w* em B. Mas entiio, € {dcil ver que (4, <} €

ordem-—partivel, emn contradigdo com a hipdtese. [

Usando este lema podemos provar facilmente o seguinte

TrOREMA 3.2 Se x € T-infinito, entdo © é n-partivel pare todo n € w.

Prova.  Seja z T-infinito e sgja n € w. Para simplificar a notagao,
dado um conjunto gualquer A, seja <4 = Cl,. Por ser o T-infinito, existe
¥ O P(z), tal que {y, <,} é ordem linear sem elemento maximal, ¢ portanto,
y é infinito. Se y é enumerdvel, o teorema é imediato, porque em tal caso
2 é Wy—-partivel. Logo, podemos supor, sem perda de generalidade, que y é
infinito ndc enumerdvel. Entdo aplicamos o lema 3.2 a {y, <}, para obter

dois intervalos infinitos {1, <) e {J, <s}. Novamente, podemos supor que J
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¢ infinito nao enumeravel. Bepetimos este argumento n vezes para obter a n

particao de . [

Para maior claridade, na figura 3.2 em pagina 57 oferecemos um grafico
das imnplicagoes entre ag propriedades estudadas.

Terminamos esta secgdo citando um resultado que pode ser achado em

Eavy [1988], p. 4.

TroweMa 3.3 (LEvy) OL —  “fodo conjunto infinito ¢ T-infinite” . O

3.2 Resultados de independéncia entre pro-
priedades

Clomecamos esta seccao mostrando que “x € n—partivel para todo n € w” nao
implica “z é oo-part{vel”. Para tanto, seja 9 o modelo de Mostowskie A o

seu conjunto de atornos. Entao, temos o seguinte:

Lima 3.3 Eriste um conjunte em I gque ndo € co-partivel eyn T,

Prova.  Provaremos que o conjunto de dtomos A nfo é co-partivel em
M. Seja B uma particio infinita de A em conjuntos infinitos; B = {4,:

i ¢ I} e Vi A; éinfinito. Suponhames, para uma prova por absurdo, que
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e W e que 5 & um suporte dele. Entdo, usamos 5 e a ordem < de A4
para partir A em intervalos abertos: {—o0,5:),{81,8),. .., (85, +o0}, com
85 < $ip1. D0 mimmo um destes intervalos deve ter urmna quantidade infinita
de, pelo menos, dois elementos da particio, digamos (2, 2,41 ) contendo uma
quantidade infinita de elementos de 4, ¢ de Ax. Entdo, fixamos a,b € A;
ece Ay coma < b < cedabd el C{sn,snr1) (58 ndo existem tais a,b, ¢,
trocamos A; por Ag). Para chegar a uma contradiglo, mostraremos que
existe uma permutacdo x € § tal que v € fix(5) e #(B) # B. Bm primeiro
lugar, observamos que tanto (o,8) e (g, ¢}, como (b, sn11) € (£, 5ny1), s8o,
respectivamente, isomorfos segundo a ordem, pois sdo intervalos enumerdveis,
linear e densamente ordenados sem extremos. Agora definimos uma 7 tal que:
1} 7 & um isomorfismo da ordemn < entre {a,b) e {a,c}, ¢ entre (&, sp41) ©
(¢, 3ns1 ks

21 w{a} = a e 7(b) = ¢, e, por dltime,

3) w{z) = = para os restantes elementos de A. Obviamente 7 € fix(S}.

Ademais ternos 7{A;) € B, o que implica n[B] # B e, portanto n(B) # B. 0

Come resultado imediato desse lema obternos o segunte:

Cororirio 3.1 Con(ZFA) = ZFAF “x ¢ n-partivel para todo n € w”

..... > %z & oo-partivel” O
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Corme vimes, no modelo de Mostowskl todo conjunto pode ser linearmente

ordenado. Assim, temos:

Cororato 3.2 Con{#FA) = ZFAK OL - “se z é infinito entao =z é

oa-partivel” 0

Usando os teoremas de Jech e Sochor o andlogo do lema 3.3 para ZF pode
ser provado facilmente (ver Jroun [1973], p. 85). Além disso, € um fato bem
conhecido que no modelo simétrico construido por esses métodos, valem OL

e o Teorema do Ideal Primo (TIP) para dlgebras de Boole (ver Jucu [1973),

p. 113, ¢ a bibliografia citada em p. 117). Assim, temos:

“p & oo-partivel”

COROLARIO 3.4 Con(ZF) = ZF ¥  OL -5 “se z éinfinito entdo @ €

oo-parkivel” 1

COROLARIO 3.5 Con{ZF) = ZFF  TIP = “se z ¢ infinifo entdo x &

}.}1

ao-partivel” 0
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Agora analisaremos a relagio entre as propriedades “z é oo-partivel”
e “z & T-infinito”. Vimos pa sec¢do anterior que ambas sao implicadas
por “r é Ng-partivel”, e que cada uma delas tem como consegiéncia “x
¢ n-partivel para todo n € w”. Nenhuma delas, porém, implica a outra,
ou sefa, sao mutuamente independentes em ZF. O primeiro resultado surge
imediatamente a pariir do lema 3.3 e do resultado de Lévy, o teorema 3.3
Com efeito, no modelo de Mostowski todo conjunto pode ser linearmente
ordenade, e assim, todo conjunto infinito é T-infinito. P particular, o
conjunto de dtomos A. Mas, segundo vimos, 4 nde é oo-partivel no modelo.

Portanto, temos:

CoroLarlo 3.6 Con(ZFA) = ZFA K “z é T-infinito” — “z é co-partivel’n

O analogo desse corolario para ZF, também pode ser obtido facilmente

ssando a técnica de Jech e Sochor:

Corotirio 3.7 Con(ZF) = ZFF “z é T-infinite” — “z é co-partivel™n

Agora veremos um resultado que mosira a independéncia de formas muito
fracas de AE. Seja U o modelo bisico de Fraenkel, com a notagio da secgao 2.2

em pagina 20.
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Lesma 3.4 (LEvy) O conjunto de dtemos A ndo € partivel em U

Prova. Suponhamos que A é partivel, e seja P = {Aq, A1} uma particlo
de A em dois conjuntos infinitos. Além disso, seja S umn suporte de P, Para
chegar a uma contradigdo, vamos achar uma « € § tal que 7w € fix(5), porém
x ¢ sym{P). Vemos que existem a6 € Ao, a1 € Ay tais que ag, & & 5, pois
$ & finito, enquanto Ay e A, s3o infinitos. Entdo, seja v a permutagio de

A tal gue w(ag) = aq, w{ay) = ag e ®{z) = z para x # ao,ay. Obviamente,

wl Aol # Ay, pois m{a1) = ag § Ay Portanto, 7(Ao) # Ao, Ay, logo (Ao} &

P oelogo w{PY+# FP. O

Para provar a independéncia da implicacao reciproca a do corolario 3.7,
usaremos o modelo basico de Fraenkel {ver seccio 2.2 em pégina 20). Como
sernpre, chamaremos A ao modelo & A ao conjunto de alomos. Além disso,
varos dizer que um subconjunto @ de A & cofinito quando A~z é finito, ¢
andlogamente para subconjuntos de 4 x A, Com Dom{s) e Cod{s} abrevi-
aremos o dominio e o codominio, respetivamente, de uma relagdo 5. Entao
temos que A x A é co-partivel em 94, mas nio ¢ T-infinito emn A Para mostrar

esse resultado precisamos primeiro de dois lemas.
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LiMa 3.0 Nao emste (B, <) ordem linear tal gue B sejo infinsto ¢ B ©

P A).

Prova. Fixemos (B, <) ordem linear com B infinito e B € P™(4) ¢
procederernos analisando dois casos.

Primeiro, consideremos o caso V1 € w, B0 ¢ finito, Sob essa hipodtese,
existem infinitos n tais gque B £ @3 Além disso, o cardinal de |} (B("})
n3o estd limitade, no sentido que Vicw dncw iU (.B’(“})l > 1. Com efeito,

se n > 1 com B™ & @ temos que ‘U (B(“})I > 1. Entdo definimos:

Cpgr = (U B ("'Jr'j'}) ~ .

Obviarmente, os {y sdo dois a dois disjuntos, e pode ser mostradeo facilmente
que existe uma guantidade infinita de Oy diferentes do vazio, em contradigio
com o fato de que A ndo é Ry-partivel.

Por outra parte, suponhamos gue existe um n tal que B & infinito
e, entdo, fixamos tal n. Agora consideramos <B(“’)j < T B(n;>} e seja 5 um
suporte sen. Além disso, sejam z,% € B taisque s € SeaxnS =yNs.

Suponhamos ¢ < y. Bntho, definimos:
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Para 0 € ¢ < m, seja 7 tal que: 7{a;) = by, #{b;) = a;, e 7{2) = &, se

z#F a; A & # b Mas entdo 7(5) = S e 7 ndo preserva <. Absurdo. 0

LEMA 3.6 Ndo existe (B, <) ordem linear tal que B seja infinito ¢ B C
P{A). o

TEOREMA 3.4 A x A ndo € T-infintlo.

Prova. Para um argumento por absurdo, seja €' uma cadela infinita em
P{A x A). Nomearemos com D a relacio diagonal sobre A: D = {{a,a}:
a€ A} Paras e C eefa s’ =s~D, e C' = {s: scC}.

Veremos que € € infinita. Caso contrario, deve existir um & C C infinito,
tal que r,s € 2 — ¢ = §'. Fixemnos um tal z e para s € (U, sejam
s, =8N Dew, = {s,: s € z}. Vemos que z, ¢ infinito, pois para
7,8 € z, temos que 7 # § — 7, # $,. Mas entdo, como para r,s € C
temos 7, # 8, — Ulr, #1UUs, e UlUr, © A, » induz wn conjunto
infinito de subconjuntos de A linearmente ordenados, em contradigdo com o
lema. 3.5. Observemos, ademais, que O estd linearmente ordenada por C.

Para s € O, seja .. = {{a,b) € s: Cod(slgy) # A~{a}}ed={re
C': or. = s.}. Vemos que cada § € finito. Caso contrério, fixemos um §
infinito. Seja f(r) = {a € A: Cod{r{,,) = A~{a}}. Vamos ver que, para
r.t € 5, temosr #£ 1 — f(r) # f{t). Seja, pois, r # { e suponhamos que
Ha,b) € r,& t. Como (a,b) €1, b ¢ Cod(t f{a}), e a ¢ f(t). Além disso,
temos que {a,b) & t_, e logo {a,b) € r_. Logo, Cod(r[{a}) =A~{a},eac
f(r), e f{r) # f(t}). Mas entdo, temos um conjunto infinito de subconjuntos
de A linearmente ordenado, em contradigdo com o lema 3.6. Porfanto, cada

i é finito, e existe uma quantidade infinita de § com s € C'. Como, ademais,
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cada 3 estd Hnearmente ordenado por C, tem primeiro elemento, ao qual
vamos chamar s'. Notemos que si. = 5., para ¢ € . Agora definimos
C"=4{s_: s€ ('} e pararscC sejar. <s. +« ¢ ¢ sl Como
rl #sl - ol s sl vemos facilmente que (' é infinito, que < estd bem
definido ¢ que é uma ordem linear.

Para r € C”, definimos:

{a,b) €r e g estd relacionado segundo r com uma
quantidade finita de elementos,
{a,b) €1y e ou
{a,b} & r, a estd relacionado segundo r com uma
quantidade cofinita de elementos e a # b.
Seia § = {ry: r € C"}, e definimos parar,s € C”: r; <" 835 & 7 < s
Para provar que <’ estd bem definida, que é uma ordem linear e que § é
infinito, é suficiente mostrar que para r,s € C" temos r % 8 — 7y # s5.
Para isto, sejam r, s € C', suponhamos r_ £ 3., eseja{u,b) € s.A{a,b) & r_
(caso contrario, substituimos r por s e 8 por r no argumento). Notemos que

a # b. Analizaremos dois casos.

Caso 1: » C s. Analizaremos dois sub-casos.

Sub-case 1.a: o estd relacionado segunde s. com uma quantidade finita de
elementos e portanto {a,b) € s_;. Além disso, como {a,b) € s., a estd
relacionado segnndo s com uma quantidade finita de elementos, e 0 mesmo
acontece com 7. Logo, ¢ estd relacionado segundo r_ com wma quantidade
finita de elementos, e {a,b} € r_;, ou seja, r_y # s_;.

Sub-caso 1.b: a estd relacionado segundo s_ com uma quantidade cofinita de

elementos e portanto {a, b) & s_s. Primeiro, notemos que de s a {a,¢) & s,
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e logo {a,c) € s.;. Ademais, como (a,b) € s_, temos que Dom(s},) #
A~ {a}, elogo {¢,c) ¢ s. Como conseqiiéncia disso, temos que {a,¢) # 7
¢ {a,¢) & r_. Por uma parte, se o estd relacionado segundo r_ com uma
quantidade finita de elementos, temos que {a,c} & r_;. Por outra parte, se
o estd relacionado segundo 7 com uma quantidade cofinita de elementos,

temos que {a,b) € r_;, e portanto r.j # s_;. .

Caso 2: s € r. Primeiro, observemos que {a,b) € s. implica {a,b) € s, 0
que, a sua vez, implica {a,b) € r. Como, além disso, {a,b) & r_, temos que
Dom{r [‘{a}) = A~ {a}. Ou seja, Dom(r- r{a}) =, e a & Dom(r~s).
Por uma parte, se ¢ esta relacionado segundo s- com uma guantidade finita
de elementos, temos que (g, b) € sy, Por outra parte, se ¢ esta relacionado
segundo s com uma quantidade cofinita de elementos, entao Ic € A {a,c) ¢
5, e (a,c) € s_;. Mas, como a ¢ Dom(r_;), temos que nem (a,b), nem
{a, ) pertencem a r_;. Com isto, temos 7y # ;.

Vamos ver que existe T C 5 infinita, tal que Vr,s €T Cod(r) = Cod{s).
Primeiro, para s € S, definimos 3 = {r: Cod{r) = Cod(s)}. Suponhamos,
para chegar a uma contradicio, que para cada s € S, § é finito. Entéo, temos
que {3: s € S} é infinito. Ademals, como para cada s € 5, 3 é um conjunto
finito linearmente ordenado por <, tem primeiro elemento, ac qual vamos
chamar s, Agora, para r,s € S, definimos Cod(r) <" Cod(s) « r' <’ s’
Vemos que <" estd bem definida e que é uma ordem linear, em contradi¢do
com o lema 3.6. Portanto, 35 € S tal que 3 ¢é infinita, que ¢ a T que
PrOCUravamos.

Seja s € T. Vamos ver que Cod(s) é mfinito. Caso contririo, fixemos

Ced(s) = {aq,...,am}. Para cada q;, 0 < j < m, er € T definimos:
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ro, = {@a € A: {a,¢;) € r}. Notemos que para cada r,t € T, temos que
r#E o~ dj Smty, # re,. Com efeito, se r # {, entao existe {a,qa;} tal
que {a,a;) € r e {a,a;) € t (caso contririo, efetuamos o raciocinio analogo
trocando r por t). Entdo, a € ry;, mas a ¢ {,;. Como consegiiéncia disso,
temos que {ry;: r €T A 0 <7 < m} é infinito, e logo existe p < m tal que
{ra,: r € T} ¢ infinito, em contradi¢gio com o lema 3.6.

Seja. s € T. Notemos que cada a € Dom{T) estd relacionado com uma
quantidade finita de elementos segundo s, por counstrucdo de S. Seja ¥V um
suporte de s. Como Cod(s) é infinito, 3b€ Cod(s) tal que b ¢ Y, elogo Jac A
tal gque (a,b) € s. Como a estd relacionado segundo s com uma guantidade
finita de elementos e Y € finito, Je € A tal que {a,¢) § sec € Y. Entio
definimos uma permutagio 7: w(b) = ¢, n(c) = ben(z) = 2z s¢ 2 # b,c
Logo n(Y) = Y. Além disso, temos que 7{a} = a, por ser a # b,c. Logo,

w{{a,b)) = {a, €}, e 7(s) # 3. Portanto, temos T = &J. Absurdo. O
Em base ao teorema 3.4, obtemos imediatamente o seguinte:
COROLARIO 3.8 Con{ZFA)} = ZFA ¥ “z é co—partivel”’— “z é T-infinito”

Novamente, usando os métodos de Jech e Sochor, se prova imediatamente

o seguinte:
COROLARIO 3.9 Con(ZF) = ZFF “z é co~partivel” — “z é T—infinito” O

Agora vamos ver gue a conjungao das propriedades “x é T-infinito” e “z ¢
oo-partivel” nio implicam “z é ¥y-partivel”. Seja MM o Modelo de Mostowski

e A o conjunto de dtornos do mesmo. Entao vale o seguinte:

TEOREMA 3.5 A X A ndo € No-partivel em M.
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Prova.  Para uma prova por absurdo, suponhamos que 4 x A é Wy-
partivel, e seja {B, : m € w} uma particdo enumeravel desse conjunto.
(bservernos que, para cada a, existe apenas uma quantidade finita den € w
tais que a € Dom{B,), pois, caso contrario, para cada B, tal que a € B,
definimos O, = {b & A: (a,b) € B,}. Mas entdo, {C,: n€w A O, & &}
é uma parbicdo enurneravel de A, em contradicao com o visto na prova do
lema 3.3.

Agora definimos f : A — P¥(w), da seguinte maneira: para a € A,
n ¢ fla) < a€& B, Ademais, seja g : P*¥(w} — w uma bijecio, e
h=gof. Vemosqueh : A - w. Observemos que A[A]} ¢ infinito, pois caso
contririo terfamos que existe somente uma guantidade finita de n tais que
B, # ©&. Mas entao hlA] é enumerével, e # induz uma partigéo enumerdvel

de A, em contradicdo com o resultado mencionado. €1

Como no modelo de Mostowski todo conjunto infinito é T-nfinito e, além
disso, sempre vale que, se um conjunto « é infinito, entdo x X € co-partivel,

temos imediatamente o seguinte:

CoroLario 3.10 Con{ZF) = ZF ¥ “z é co—-partivel”’ A%z € T-infinite” —

“y & Ry-partivel’n
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Para mostrar a independencia da propriedade “z ¢ D-infinito” em relagae
a propriedade “z é P-infinito” | veremos que na auséncia do AE, pode existir
um conjunto de reais sem subconjunto enumerivel que seja No-partivel (em
realidade, todo conjunto infinito de reais é Rg-partivel). Fixemos, primeiro,
algum dos modelos da literatura no qual exista um subconjunto infinito de

reais semn sitbconjunto enumeravel. Entdo, temos o seguinte:

LEMA 3.7 Seja z um conjunto infinite de reais sem subconjunto enumerdvel.

Entdo © € Ro-partivel,

Prova. Procederemos por casos:

Caso 1: Se ¢ nao tem limite superior ou se ndo tem limite inferior, usamos
os inteiros para definir uma particdo enumerivel da maneira obvia.

Caso 2: Se z tem limite inferior I;, e limite superior I, entdo existe um
pemztalquep £, A Vo caxlp<yp — dhezp <h <p)ou
p#E L AP €x{p <p-~ Jheayp <h <p) Com efeito, se isto nao
acontecer, terfamos que, para todo ¥ € x, se y # I, entdo y teria um dnico
sucessor imediato, e, se y # I;, entdo y tem um dnico predecessor imediato.
Entretanto, isto é impossivel, pois x é infinito. Portanto, podemos supor que
Jpez (p£l, A VP (p<p — Jhez p < h <p)), pois se 1ss0 ndo aconte-
cer, procederemos analogamente com o outro membro da disjungao. Seja,

entdo, r o nfimo de {y:y > p}, € seja {g.: n € w} uma seqgiiéncia de racio-
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nais estritamente decrescente que converge a v Enbao, { [gugr,q0) 11 € w} «

auma parlicao enumeravel de um subconjunto de 2. o
CoRrROLARIO 3.11 Con(Zl') = ZF ¥ ®x é Ry partivel” - “z & D infinito™n

Para terminar esta secgao, veremos uma generalizacdo do resultado de

Lévy. Primeira, precisamos de uma definicao.

DEFINICAO 3.10
Polz) = x,

PH-H _{ {f}} ‘;"E:Tu )}

Seja, agora, A o primeiro modelo de Fraenkel, e seja 4 o conjunto de

dtomos do . Botdo, vale o seguinte:

PROPOSICAO 3.1 Paran,m € w, 0 < n < m, lemos que exisie em W um

conjunto que € no-parifvel, mas néo € m-partivel.

Prova. Fixemos tais n e m. B3 =] ., PA) é obviamente n-partivel.
Suponhamos que & me-partivel, para chegar a nma contradicio. Em tal caso,
por ser i < e, algum dos PA) com s < n, deve ser partivel. Mas isto

wnplica que A € partivel. 0
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0 resultado correspondente a ZF também pode ser facilmente provado.

Portanto, temos:

COROLARIO 3.12 Sejam n,m € w, n < m. Entio temos:

Con(ZF) =+ ZFF “z én-partivel” — “z é m~partivel” 0

A figura 3.2 em pagina 57, esquematiza os resultados das dltimas duas

seCeoes.



z & D-infinito

o

z é P-infinito  «— x é Ny—partivel

VA

z € T-infinito z € oo-partivel

N

z é n~partivel para todo n
4
‘4
z € k + 1l-partivel

4

z € k-partivel
H
4

z € 3-partivel

i

z & partivel

4

z é nfinito

Figura 3.1: Propriedades de parti¢do ¢ infinitude
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3.3 Implicagoes e independéncia entre os
enunciados correspondentes

Comecamos com as definiciones dos enunclados que nos ocuparao nesta se-

CCAo.

Derinicao 3.11

FP & o enunciado “todo conjunto infinito € partivel”.
P-co é “todo conjunte infinito é co-partivel”.

P-R, é “todo conjunto infinito é No-partivel”.

PT é “todo conjunto infinito é T-infinito”.

PD é “todo conjunto infimto € D-infinito”.

Obviamente, PP implica que para todo z infinito vale “z € n-partivel
para todo n € w”. Também ¢ imediato que P-¥p implica P-co (ver Ob-
servacio 3.1 da p. 36), e que este dltimo implica PP. Facilmente pode ser
mostrado gque P-R, implica também PT. Baseados no teorema 3.1, temos
que P-Ro & equivalante a “todo conjunto infinito € P-infinito”, e por causa
disso, temos que PD implica P-Ro. Do lema 3.4, utilizando os resulfados de

Jech e Sochor ja citados, obtemos imediatamente os seguintes.

PROPOSICAO 3.2 (Lfvy) Con(ZFA) = ZFF PPo
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Prorosigao 3.3 (Jeen £ Soctor) Con(ZF) = ZFF PPO

Para poder continuar, devemos citar um teorema, cuja prova pode ser

encontrada em LEVY [1958], p. 4.

TeoreMa 3.6 (Levy) ZF+ QL - PTo

(Como no modelo de Mostowski (e no modelo simétrico construido a partir
dele usando os métodos de Jech e Sochor), vale OL, temos que também vale
PT. Por outra parte, segundo o lema 3.3, temos que no modelo de Mostowski
existe um conjunto que nio é oo-partivel nesse modelo. Além disso, os
métodos citados permitem estabelecer imediatamente que o enunciado que

expressa este fato vale no modelo simétrico. Desta maneira, temos o seguinte:

CoroLARIO 3.13 Con(ZF) = ZF¥ PT — P-co.Dd

Veremos agora uma nova prova de um resultado que é imediato a partir
de outros conhecidos: que P-Rg no implica PD. Seja M o modelo de Cohen
cuja descrigao pode ser encontrada em Juon [1973], p. 77, Hsse modelo tem
um conjunto infinito de reais A sem subconjunto enumerdvel. Portante, PD

nio vale no modelo. Também possui uma fungdo (classe prépria} injetora
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F M e [ x On, onde [ é 0 conjunto de todos os subconjuntos finitos de

A {em realidade, os suportes). Vamos ver que nesse modelo vale P-¥.

TroweMma 3.7 (Pinaus) Sejae x € . Entdo, existe wma partigio enu-

meragvel de z em .

R

Prova. Seja ¢ € M tal que z (€ infinito) ‘. Se Fla] tem apenas uma
quantidade finita de y C A tais que Ja (y,a) € Flz|, entdo temos que
R={a: 3y C AA{y,a) &€ Flzl} ¢ infinito. Nesse caso, usamos a boa-
ordem dos ordinais para separar uma quantidade enumeravel de elementos
de R e, como F é injetora, podemos, por sua vez, separar um subconjunto
enumeravel de z.

Por outra parte, se Flz] tem uma quantidade infinita de y C A tais
que Jda {y,a) € Flz], entdo chamemos 5 ao conjunto dos tais y. Agora
distinguimos dois casos:

1) 8¢ a cardinalidade dos elementos de § ndo tem limite, no sentido de que
Ynew Iy e S ly| > n, entdo partirmos S em classes, cada uma das quais
contem os elementos de § que tém a mesina cardinalidade.

2) Bm caso contrario, observamos que existe n ¢ w tal que Yy € § |o] <
n. Mas entde, como temos visto no lema 3.7, um conjunte de reais sem

subconjunto enumerédvel é Rg—partivel. Logo, podemos usar ¢ teorema 3.8

para gerar uma partigdo enumeravel de 5. O
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O proximo teorema pode ser obtido facilmente a partir do teorema 3.1.
Preferimos, porém, d direta, j4 fic ig ¢l '
Prefe s, porém, dar uma prova direta, ja que fica mais claro o argumento

combinatdrio que deu origem & nossa prova da pagina 37.

TeoruMA 3.8 Seja T uma familia de conjuntos tal que, para um n € w fijo,
ternos que t € T - |t} < n. Seja {4t ¢ € w} ume partigdo enumerdvel de

UT. Entio eziste uma pariigio enumerdvel de T'.

Prova. Seja B; = {i € T: tN A; # @}. Entao, vamos definir indu-
tivamente a seqliéncia dos {D;: ¢ € w}, a que pretendemos que seja uma
particdo enumerdvel de um subconjunto de T Suponha que j& temos de-
finido D, para r < 3. Chamaremos ; & condigdo “existe uma quantidade
infinita de 4; tais que 4; N U(T ~{ Upe; Dr U Bi)) # 7. Analogamente,
F; é a condigio B; ~ (U, «; P») # . Agora podemos definir:

Bi — (Upes Dr) se Ci e F;

Dy =

] em caso conirario.

Achamos conveniente fazer alguns comentarios sobre as 1déias intuitivas
aqui presentes. Para definir uma particio de T devemos utilizar, obviamente,
a particdo {4;: 1 € w}. A maneira habitual de fazer isto é definir cada

nove membre da partigio como By — {U,.; D;}. Mas, se nao tomarmos os
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curdados necessarios, pode acontecer que faga parte na particio um membro
grande demals. Para aclarar isto, suponhamos, por exemplo, que Ay tem
mtersecgao nao vagia como todos os elementos de T') fato que poderia muito
bem acontecer. Nesse caso, terlamos que Dy = T, e todos os demais membros
da particio definida seriam vazios. Obviamente, a condigdo (; evita esse caso.
Ao contrario do que acontece com Oy, a condicao F; ndo € necessaria para que
a partigdo definida seja correta. Porém, a sua inclusao na definicac permite
simplificar bastante o argumento da prova. Prossigamos agora com a prova
propriamente dita.

Vamos mostrar que existe uma quantidade infinita de 1), tais que D, # &,
com o qual teremos provado o teorema 3.8.

Varnos ver sucessivamente:

(1) C; vale para no minimo um indice ¢.

(Caso contririo, vamos mostrar que [J7 € coberta por uma quantidade finita
de A;, em contradicdo com nossa hipétese. Primeiro, observamos que o fato
de que os elementos de T tenham cardinalidade < n implica que o conjunto

U (ﬂi{n .B,') é coberto pelos Ag, Ay,..., A.—1. Mas o complemento desse

conjunto é:

«y  Ulr-nB)=Ulu (T-8))=U{U(T-B)

1<n <n <n
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Entao, € suficiente mostrar que (J(7T — B;) é coberto por uma quantidade
finita de A;, comi=90,...,n 1.
Por causa da definicao enunciada, o fato de que ) falhe, tem como con-

sequéncia que : L = @ para todo ¢ £ w. Portanto, - é equivalente a:

“A; VT — B} # @ para uma quantidade finita de j”

Vamos ver sucessivamente:

(1} C; vale para no minimo um indice .
(Caso contrario, vamos mostrar que | J7 € coberta por uma guantidade finita
de Aj, em contradi¢do com nossa hipétese. Primeiro, observamos que o fato
de que os elementos de T tenham cardinalidade < n implica que o conjunto
L) (ﬂém Bt) é coberto pelos Ag, 4;,..., Ani. Mas o complemento desse
conjunto é:

= U (T HQH_B‘-) = (Le_’n (TmBl-)) = EJ (U (1 mB,-)).
Entio, é suficiente mostrar que {J{7 ~ B;} é coberto por uma guantidade
finita de 4;, comi=0,...,n— 1.

Por causa da definicdo enunciada, o fato de que ¢ falhe, tem como con-

seqiiéncia que : Dy = & para todo 1 € w. Portanto, ~(; é equivalente a:
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‘A0 YT~ B))#£ & para uma quantidade finita de 77

Note que, para X C {JT', X € coberto por uma quantidade finita de A; see
X NA; # & para uma quantidade finita de 4;. Das ultimnas duas afirmagées,
segue-se que | J(T ~— B;) é coberto por uma quantidade finita de 4;, como

querfamos mostrar.

(2) Ci A F; vale para uma quantidade infinita de indices 1.
Observamos primeiro que O, A F} vale para, no minimo, um indice ¢, p. ex.,
para o primeiro 1 tal que C; vale, pois U, .; D, = ¢ para tal 2.

Suponhamos, entdo, que (2) falha, e seja & o maior indice ¢ para o qual
C. A F, valem. Vemos que, sob essa suposicdo, [} = @ para @ > £. Logo,
para 1 > k,

{#x) U D, = U Dy o= U DU By

r<i <k vk

{pois vale Cp A Fi ). Sejam

(% % %) Tk.—.«:Tn(U_D, U Bk) -:x.’Fm(U Dr),

r<k

J={A;: 5> kand 4,0 JT0 # @}

Cormo Oy vale, | Tk nio pode ser coberto por uma quantidade infinita de A;,

e logo J € infinito. Agora vamos provar
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{2a) A;6J — ~C;
De A; ¢ J obtemos 4; NUT, # &, elogo B; N Ty # &. Por {x % %), existe
s (Bj“‘-u,-gk Dr), e usando {**), temos B; — U, .; D, # &. Mas isso

mostra que F; vale. Como j > k, € deve falhar.

{2.b} UTk é coberto por uma quantidade finita de A;.

com efeito, sejam Aj,,..., A; , n elementos diferentes de J. Pelo argu-
mento usado em (1), temos que | J{Micn Bic) € coberto por A;,..., 45, .
Como (0 falha (ver (2.a)), temos que [}J (T ~- (U,q-‘. D,y .le.)) =
U{T% ~ B;,) (ver (#x)) é coberto por uma quantidade finita de A;, para
0 <i<n-— 1 Comoem (1{*)}), podemos concluir que | J(Te ~MNicn By;) €
coberto por uma quantidade finita de 4j, e logo U7} também .

Mas esta contradigio prova (2), e portanto o teorema 3.8 1

Fica ainda a questio das relagdes dedutivas de P-¥g com as formas usuais
do AE enquanto se restringe a cardinalidade. E bem conhecido que o AE
para familias enumerdveis implica PD (e portanto, P-%), e que PD implica
o AF restrito a familias enumerdveis de conjuntos finitos. Para prosseguir

com nossa discussio, precisamos de algumas definigoes.

DeriNtcAo 3.12 Sejam & e A dois cardinais (bem-ordenados) quaisquer.

r - .4 . - -
Entdo, denotamos com AEj o enunciado “para toda familia # de cardina-
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lidade < &, e cujos elementos tém cardinalidade < A, existe uma funcéo
seletora sobre 2”7, Ademais, seja AE:W a definigio analoga para familias de

conjuntos finitos.

Continuando com nosso comentdrio, podemos agora colocar a questao
das formas do AE implicadas por P-Ro. Neste sentido, temos que PNy nao
implica nem sequer AE,. Primeiro, vamos provar esse resultado para ZFA,
e logo faremos a transferéncia correspondiente. Para mostrar isto, veremos
que no segundo modelo de Fraenkel {ver p. 21) todo conjunto infinite é Ry-
partivel.

Seja 'B o segundo modelo de Fraenkel. Usaremos a notagao da secgao 2.3.
Uma técnica usual na literatura consiste, como temes visto, em atribuir a
cada conjunto do modelo o seu menor suporte, pois varios modelos conbecidos
(p. ex., o modelo de Mostowski) tém essa propriedade. Mas o seguinte

contraexemplo mostra que isso ndo acontece em .

CONTRAEXEMPLO 3.1 Eristern em B conjuntios sem menor suporte.

Com. efeito, consideremos o conjunto ap, com dg € A . Ser G temos
que 7(ag) = ao sse w{by) = by, pois # € § imphica que 7 preserva pares, €
entdo 7({aq, bo}} = {a0, bo}. Portanto, vemos que tanto {ao} como {by} sao

suporbes de {ag}, mas & = {ag} N {b} ndo.
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Por este motivo, precisamos da seguinte

DEeiNIGAO 3,13 Seja § C A. Entéo S é dito normal see é da forma {a,,, b,

&y, bi;_: NP S biu}-

OBSERVACAO 3.2 Se S € um suporie normal e 7 € G, entdo 7w{S] = 5 ¢

A~ 8= A~ 8 Serxc§, entio Ja € A, 7{x(a)})-

i

.

1

Apesar de B ter conjuntos sem menor suporte, todo conjunto em B tem
um menor suporte normal. Desta maneira, podemos proceder com uma certa
analogia com as demonstragdes que usam o menor suporte dos conjuntos

pertencentes acs respetivos modelos. Neste sentido, vale o seguinte:

LiMA 3.8 Seja z € B. Entdo o intersecdo de dois suportes normais de © €

também um suporie normal de x.

Prova. Sejam 5; e Sy dois suporte normais de z. Mostraremos gue
5 = 8; (15, ¢ um suporte normal de z. A normalidade é 6bvia. Para ver
que é um suporte, seja 7 & fix{a) e provaremos que T € sym{z).

Agora, vamos definir duas permutagdes 71,72 tais que T € fix(51), 72 €

fix(sz): para a € A
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a caso contrario

{r(a} se ad S

a caso conbrario

ra(a) = {w se a € (5~ 5a)

Como Sy, A ~ 51, etc., sBo suportes normais e complementos de suportes
normais, pela observagio anterior temos gue wy, T, 880 permuiagbes de 4.
Além disso, elas preservam pares, e portanto pertencem a §.

Uma verificagio direta, usando que w{a) = a, para a € S, mostra que
w{a) = ni(ms(a}), para todo a € A.

Como uma permutacdo induz um antomortismo do universo, temos que
T = 7w, Observemos que mo{z) = & pois 72 € fix(52) and 5% é um suporte
de ; similarmente, my(z) = z. Assim, temos que m(z) = m(m(z}) =z,

7 & sym{z), mostrando que § é um suporte de z. U

COROLARIO 3.14 Seju = € B. Se K é o conjunis de fodos os suportes

5

-5

nermais de T, entéo existe wm dnico Sg € K, tal que VS € K |Sol <

£ o menor suporte normal de .

Prova. Usamos lema 3.8 para tomar como Sp um elemento de K de

cardinalidade minima. ©
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Vamos considerar agora a funcdo (classe prépria) H: 9 — P<¥(A)
{P=“{ A} é o conjunto de todos os subconjuntes finitos de A). Para z € B,

seja H o menor suporte normal de z. Ohbhservamos que M é simétrica no

sentido de Jeos [1973], p. 49.

LiMA 3.9 Sejo z € B, ¢ seja § um suporte tal que Vy € x, H{y) = S.

Entdo z pode ser bem ordenado.

Prova. Seja F o filtro usado para definir o modelo B. Lembremos que
fix(z) € F implica que z pode ser bem ordenado (ver p. 18). Mostraremos
que fix{z) € F. Observemos que basta provar que fix(5) C fix(z). Para
isso, sejam 7 € fx{(S) ey € z. Como 5 é um suporte de y, temos que

fix(8) C symy), i.e., w{y) = y. Portanto, 7 € fix(z). O

LEMA 3.10 Existe em B uma guentidede enumerdvel de suportes normuais.

Prova. Seja R o conjunto de todos os suportes normais. Entao, definimos
fi R — P<(w) da seguinte maneira: para 5 € R, § = {ai, bip, @i, by, -,
as,, b b, seia f(8) = {do, 11, .-, i} Note que [ & %, pois a enumeragio de
B estd em B. B facil mostrar que f é uma bijegio entre R e P“{w), e,

portanto, R é enumerdvel. O

69



TrOREMA 3.9 Se z € infintto e z € B, entdo x ¢ Ny-partivel em 'B.

Prova. Seja H como foi definida acima. Se H|z] é infinito, entio
¢ enumeravel, como se viu no lema 3.10. Entdo, a enumeracio de Hiz|
induz uma partigho de z. Por outra parte, se Hlz] é finito, entdo existe
um subconjunto infinito de = tal que H([z] atribui o mesmo suporte normal
a todos eles. Mas entdo, esse subconjunto pode ser bem ordenado, como
mostramos no lema 3.9, de modo que podemos usar esse subconjunto para

definir nma particdo enumeravel de z. O
COROLARIO 3.15 Con(ZFA) = ZFA ¥ P-Xo -+ AE,.

Para transferir esse resultado, precisamos de algumas definigoes.

DEFINICAO 3.14 Seja 2 um conjunto qualquer. O cardinal sobrejetivo de

¢ definido por:
lz|” = Sup{a € On: existe uma funcio sobrejetiva de z a a}.

(Cfr. Pincus [1972], p. 721.)

A

DerinigAo 3.15 Como é habifual, anotamos com #* e o, A relativizagio

da férmula ¢ e o termo o, respectivamente, & classe A. Uma férmula ¢ €

limitavel se existe um ordinal a tal que

i #(2) 0 7 (2).
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Analogamente, um termo o{z), dize-se limitivel se

l__.

rag T(T) = U(x)vﬂ(“’)_

(para a definicdo de V,(z) ver p. 14).

PINcus [1872] estenden a técnica de transferéncia desenvolvida por Jech
e Sochor a uma classe malor de enunciados. Com efeifo, a técnica de Jech
e Sochor permite transferir toda férmula ¢ limitavel, enquanto a de Pin-
cus aplica-se também s férmulas sobrejetivamente himitadas, no sentido da

seguinbe:

DeriNICAO 3.16 Seja CLT () a clausura transitive de z. Uma férmula ${y)
é sobrejetivamente Limitdvel, se ®(y) é uma conjuncio P:{y):

a,(y) = Yo ((jel” Saly) A eNCUTE)=2) — (=),
com o;(y) e ¥i(x,y) limitdvels. Um enunciado ¢ é sobrejetivamente limaidvel,

se ®&(y}) é a clausura existencial de uma férmula sobrejetivarmente limitavel.

Usando a terminologia destas definicdes, podemos enunciar um impor-

tante resultado de Pincus [1972):
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Trorema 3.10 (Pincus) Se ezisie um modelo de permutacdo onde vale um
enunciedo ¢, e, ademais, o enunciado ¢ € sobrejelivamente himitado, entdo

existe wm modelo simélrico ne qual vale o enunciado ¢.

Desta maneira, para a iransferéncia do resultado anterior é suficiente
mostrar que o enunciade “todo conjunto infinito € Ry-partivel, mas existe
uma familia enumeravel de pares sem funcdo de escolha”, é sobrejetivamente
limitavel, Para tanto, vamos definir $g e ®; para que expressern, respecti-
vamente, “existe uma farmilia enumeravel de pares sem fungao de escolha” e
“odo conjunto infinito é Rg-partivel”, com ® = &y A $;. Observamos que
“sxiste uma familia enumeravel de pares sem funcio de escolha” é limitdvel,
e, o fortiori, sobrejetivamente limitavel, de modo que pode ser escrita sem
problema a formula $, que o expressa. Para ver que o outro enunciado pode
ser colocado sob a forma da definicdo de sobrejetivamente acotado, seja 0(x)
a férmula que expressa, da mnaneira habitual, esse enunciado: “para todo
conjunto infinito z, existe P tal que P é uma partigdo enumerdvel de z7.
Pode ser facilmente constatado que todos os quantificadores de 8(x) fazem

referéncia a conjuntos de rango < V,ia2(2), e assim temos:

o 0(z) > 87420,
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Por outra parte, como |z|™ > w implica que z é Ry-partivel, obtemos:
e V2 {J2]” Sw - 8(z)) « Yab(z).
Desta maneira, a férmula:

P (D) = Vz ((|m|— <w A znCLI(@)=3) — 9(&?)) ,

e equivalente em FM a Vz 6{z). Como & = $3 A @, vale no modelo visto

anteriormente; obtemos o segumnte:

Troresta 3.11 Con(ZF) = ZFF P-Ry — AEY . o

TIP

- £ Y *
PR, 7T AR p
P--c0

Figura 3.2: Particdes e 0 axioma da escolha

Além do cardinal sobrejetivo, Pincus define de maneira aniloge o cardinal
imjetivo.
DEFINIGAO 3.17
jz|_ = Sup{e € On: existe uma fungio injetiva de e a x}.
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Como é bem conhecido, o cardinal injetive de um conjunto estd relaci-
onado com a funcio definida por Hartogs, (também chamada “nimero de
Hartogs” desse conjunto). Com efeito, o sucessor de |z|. é o ndmero de
Hartogs de z. Hartogs usou esse conceito para provar a equivaléncia entre
o AE e o principio de fricotomia para cardinais. Também é um resultado
conhecido que “z é D-infinito” é equivalente a “lz|_ > w”. Neste contexto,
queremos salientar que, apesar de ter sido t&o pouco estudado, o conceito de
¥g-partivel aparece de maneira natural uma e outra vez, pois o analogo do

enunciado recém citado: “lz|” > w” ¢ equivalente & “x é Ro-partivel”.
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Capitulo 4

Relacoes entre ordens densas e
particoes

4.1 Implicagoes entre ordens densas e parti-
coes de conjuntos infinitos

Lembremos que PP é “todo conjunto infinito é partivel”, enunciado que,
segundo virmnos, é independente dos axiomas de ZF. Quando num modelo
nio vale PP, é porque para algum conjunto infinito z, P(z} tem somente os
subconjuntos finitos e cofinitos de z. Assim sendo, PP determina que, para
todo conjunto infinito z, P(z) deve conter alguns outros conjuntos, e isto
j4 basta para construir alguns tipos de ordens densas em P(z). Para estes

primeiros resultados, precisamos da seguinte definigao:

DEFINICAO 4.1 Inf(x) é a propriedade “z é infinito”.
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LEMA 4.1 Sejo z tal que Inf(z). Seja, ademais, h C P(z) tal que Inf(h), ¢
Vzeh —Inf(z) — deh (Inf(t) A 2 Ct). Entdo a condigoes:

(i} Vy€h, Inf (y), existe uma partigdo de y em dois eonjuntos infinitos hy, by,
com hy, ha€h; e

(i) VhyVhy (i, ha€h — (hyUha€h) A (hi~ ha€h))

implicam que existe uma ordem densa em todas partes sobre h.

FProve. Definimosem h: a < b (a C b A Inf(b~ a)). Vemos
imediatamente que é uma ordem. Para mostrar que é densa, sejam a,b € k,
tal que ¢ < b. Primeiro, dividimos b~ a: {b~~a) = ¢Ud, com c e d infinitos
e disjuntos, e logo tomamos r = ¢Ua. Entdo temos que a <r < ber € A,
Por ditimo, vamos ver que é densa em todas partes. Para tanto, seja a € A.
Se a é finito, existe um b infinito tal que a C b, e assim ¢ < b, Se a € 1nfinito,

lo dividimos em ¢ e d, ambos infinitos e disjuntos, e obtemos ¢ < ¢. O

COROLARIO 4.1 Seja @ um conjunto qualquer e seja b tal que h CP(x) ¢
Yzeh Inf(2). Entdo, as condi¢es (i) ¢ (ii) do lema 4.1 implicam que existe

wma ordem densa em todas partes sobre h. O

CoROLARIO 4.2 Seja x tal que Inf(z). Entdo PP implica que eriste uma

ordem densa em todas partes sobre P(z). 0
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O ultimo corolario e, especialmente, o proximo lema, mostram a estreita

relacdo que existe entre PP e as ordens densas.

Lema 4.2 ZF + ODNT — PP.

Prova. Seja x um conjunto infinito. Por PP existe uma ordem densa
nao trivial < sobre z, e existern a e b em z tais que ¢ < y. Seja ¢ tal que
a<c<besejams={zCz: 2<cV z=c} e t= {260 z4¢c A z5#c}.

Entdo, s e ¢ satisfacem a condicdo requerida por PP. G

Devido a que PP é independiente em ZF (ver Proposicao 3.3, na p. 59},

obtemos imediatamente o seguinte:

CogoLARIO 4.3 Con(ZF) = LZFF¥ ODNT. o

O seguinte resultado mostra a relagao entre P-N; e a existéncia de ordens

densas nao triviais.

LEMA 4.3 ZF F P-Ry — ODNT

Prove.  Seja & um conjunto infinito e seja B = {A,: n € w} uma
particdo enumeravel de z. Além disso, seja f: w — @ uma bijegao, e

seja <g a ordem patural dos racionais. Entdo, para a,a’ € A, definimos:
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a<a « fln)<q flm) A ac A, A & €4, Pode ser mostrado facilmente
gque < ¢ uma ordem densa ndo trivial, usando os fatos:

1} Os elementos de B sdo dois a dois disjuntos,

2} f é uma bijegdo, e

3) <q & uma ordem densa. I

Do lema 4.3 e o teorema 3.11, obtemos:

COROLARIO 4.4 Con(ZF) = ZF¥ ODNT - AE,. 0

Se um conjunto tem subconjunto enumeravel, entdo ele € Ry—partivel e,
conseqientemente, existe uma ordem densa nédo trivial sobre ele. Alterna-
tivamente, podemos usar a existéncia do subconjunto enumerdvel para defi-
nir uma ordemn densa em. alguma parte sobre ele, € logo proceder como no
Lema 1.2. Portanto, temos que o enunciado “todo conjunto infinito fem um

subconjunto enumeravel” implica ODNT em ZF.

Segundo vimos no teorema 3.9 da p. 70, no segundo modelo de Fraen-
kel todo conjunto infinito é ¥y-partivel. Entretanto, é um fato conhecido
que o conjunto de atommos desse modelo ndo pode ser linearmente ordenado.
‘om sfeito, se A pudesse ser linearmente ordenado, entdo seria facil pro-

var a existéncia de um subconjunto de escolha para a familia de pares de
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‘TIP

.

iy

PP

Figura 4.1: Enunciados sobre partigdes e ordens

4tornos que chamamos B na pagina 21. Entdo, o lema 4.3 nos permite obter

imediatamente o seguinte:

ConrotArio 4.5 Con(ZFA) = ZFA ¥ ODNT — OL.
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Vamos terminar esta seccdo com um resultado mais forte que o lema 4.3.

Liva 4.4 Z2F F %2 ¢ Teinfinite” — “existe uma ordem densa ndo trivial

sobre z”.

Prova. Seja {C,C) uma cadeia infinita em P(z). Se C tem subconjunto
enumeravel, entdo z é No-partivel. Caso contrério, definimos a condensagao

de (C, C). Com efeito, para ¢ € U, seja

L={deC: {reC: cCrCdv dlr{ c}éfinito}.

Observamos que para cada ¢ € €, o intervalo I € finito, pois € nao tem
suconjunto enumeravel, ¢ portanto, {I.: ¢ € €} é infinito. Seja [ = {U 1e:
¢ € C}. Temos entio que {J,C) é uma ordem linear densa. Entao, para
z,2' € UC, definimos z < 2" « YL, CUL:. I facil ver que < é uma ordem

denisa nac irivial sobre x. I

4.2 Ordens lineares densas e o principio de
ordem linear

Comecaremos por mostrar que OL nao implica OLD em ZF. Para tanto,

trabalharemos primeiramente no modelo de Mostowski e logo estabelecere-
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mos o resultado andologo para ZF. Mostraremos que nesse modelo existe um
conjunto que nao pode ser linear e densamente ordenado. Seja M o modelo
de Mostowskl, 4 o seu conjunto de atomos, < a ordem de A isomorfa a Q e
a, b, e ¢ elementos de A. Entdo, seja B = [a, b|U{c}. Obsevemos que B € M

com suporte {a,b,c}. Usando esta notacdo, podemos mostrar o seguinte:

LEMA 4.5 Ndo existe em I uwma ordem binear densa sobre B.

Prova. Para obter uma contradigio, suponhamos que existe (B, <p)
com <p ordem linear denso e que § é o seu suporte, 1.e. fix{5) C sym(<p}
e seja & = (BN S) ~ {a,b,c}. Ademais, se § = &, definimos Cy =
{a,b) {os intervalos desta prova sdo sempre em relagao a <, a ordem de A
isomorfa 3 ordem natural de ). Em caso contrério, escrevemos §' na forma
{86,. .., 501} cOm 3; < $41. Entdo, seja Oy = (a,3q0), Ci = (5i,8,41) para
i< n, e Cp=(Sp.1,b). Assim, temos por construgic que no existe s € 5
entre dos elementos sucessivos de S’ (v. gr., entre 5; ¢ s;4;). Entdo temos
gue no exister € Bialquer g Ciparat <nex <pr <py oM L,¥ & .
Se isto ndo ocorre, fixemos tais 1,2,y, e ¥ para chegar a uma contradigao.
Entdo, veremos que existe uma 7 € fix(S) tal que Ve g Cy, m{c) = cen{z) =
y. Com efeito, (si, ), (5, ¥), (z, 5i11) € (¥, 8i41) conjuntos enumeraveis comn

uma ordem linear densa, e portanto, pelo conhecido Teorema de Cantor, sao
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isomorfos, Fixemos entdo um isomorfismo f com relagao a ordem < entre
(s;,2) € (8i,y), € outro g entre {z, 5,417 e (¥, 8i41). Entdo, para z € 4, seja

-

flz) se z€(s;,2)
glz) se z € (x,8:41)
y se z =21

z se ¢ C;

B imediato que 7 preserva < e que Y5 € § w(s) = s, e portanto temos que
7 ¢ fix(§). Entéo, como 7 € fix{5), temos que 7 preserva <p. Com eleito,
sejam 2,2 € B,z <p 2, o que é o mesmo que diger {z,2) € <p. Como
ternos que m € sym{<pl, pois 7 € fix(S), também vale w({z,2)) € «<p.
Mas 7 ({z, 2"y} = (x{z),#(2'})) obtemos w(2) <p 7(2'). Agora, comoz <pr
e 7 preserva <p, temos que w(z) <p w(r) e, por definicdo de x obtemos
y <p 7, em contradicdo com 7 <p y. Portanto temos que no existe r & B
tal que r ¢ (5 para i < nexz <pr <py com z,y € (. Em consequencia,
temos que B ~ (8§ U {a,b,c}) esta partido em conjuntos C%,, ..., Cy, tais
que Yy (2 € C;; Ay ey, — z<py) 3¢jaD =35U {a,b,c}.
Entio observamos que cada elemento de D deve ser extremo de <p, ou deve
estar separando dois intervalos ', Cyy,,, pols 5 € finito e <p ¢ uma ordem

Linear densa. Mas entio temos no maximo n + 2 elementos de [ nestas
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condigbes (pois existem n + 1 intervalos}, Entretanto D confém no minimo

n + 3 elementos. Absurdo. O

CorotArio 4.6 Con(ZFA) = ZFA¥F OL - OLD G

Com este iltimo coroldrio temos o resultado para a teoria de conjuntos
que admite a existéncia de dtomos. Mas o resultado correspondente para ZF
pode ser obtide usando os métodos de Jech e Sochor (ver fucu {1973, pp.
85 e 00, e também o Problema 1 em p. 94). Com a utlizagio destes métodos,
a partir do modelo Mostowski pode ser construido um modelo simétrico no
qual vale nio somente OL, mas também o Teorema do Ideal Primo (T1P)
para as algebras de Boole {ver op. cit. p. 113). Desta maneira, obtemos

imediatamente os seguintes:

TeoreMa 4.1 Con(ZF) = 2ZF¥ OL - OLD D

TroriMa 4.2 Con(ZF) = ZF¥ TIP - OLD

Por tltimo, veremos que OLD é independiente em ZF. Para esso, lem-
hremos que o teorema 1.2 da pégina 9 dizia que a conjuncio de HI [ver

Definicio 1.10 na p. 9) e OL implicava OLD. Tendo em conta que Sageev
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construiu um modelo onde valern esses dois enunciados, mas ndo AE (ver

SaGERY [1975]), temos imediatamente:

Tronima 4.3 Con(ZF) = ZF F OLD — AE. o

ODNT

Figura 4.2: Enunciados sobre ordens
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Apeéendice A

Axiomas da teoria de
conjuntos

A.1 Axiomas de ZF

*» Extensionalidade:

s Hares:

YuVodXVz{ze X « z=uV z=uv).
s Separagao:
Ypy ... Vpe VX 3Y V2 (zEY - zEX A qf:(z,pl,...,p,,)) ,

para cada formula ¢.
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s Unido:

vxayvz(ze Y o Jh{zch A heX)).
o Conjunto das partes:

VX3YVz(zeY o zCX).

» Substitucgao:

Vpr.. V. VX (w (seX = 3y daypimm) =

s EIYVy(yGEY = dzze X A qf?(zi,y,pi;‘--,??u)));

para cada formula ¢.

s Infinitude:
3Y(® cY AVz{zeY — {(zU{z})¢ Y)) .

e HRegularidade:

vx(azzex o Jr(z€X AznX = @)).

86



A.2 O axioma da escolha (AE)

+ Awioma da escotha para familias disjuntas:

VX((‘V’x(zEX — £ DY A
AViVglze X AyeX Azdy — my:@)) .
— Y Vee Xdz(zcY & 2¢ x))
e O axoma da escolha restrito a cardinais.

Sejam & e A dois cardinais {bem-ordenados}. Entao AE} é a formula:

VX((]X[ﬁ&/\VwEX |$|§)\) - ((Vm{’n@”X — £ DY A
AVzVyleeX AyeX Aax#y mﬂym@))) ----- »

wr JY V2 e X Nz{zeY & 2 EL‘)))
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A.3 Axiomas de ZFA

A linguagem de ZFA é a de ZF, acrescida com uma constante de individuo
A para representar o conjunto de dtomos. Os axiomas de ZFA sdo Pares,
Separacao, Uniao, do Conjunto das Partes, Substitugao, Infimitude e os dois

que SCguc

¢ Extensicnalidadex:

vxw(mwwmm o (V2(zEX o z€Y) — XxY)).

e Regularidadex:
VX da ¢ € Vau(A)

(Para a definicio de Va(A), ver p. 14.)
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