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Resumo

Frequentemente, a pratica de ZF inclui o uso metatedrico da nocao de classes como forma
de abreviar expressoes ou simplificar o entendimento de recursos conceituais. A teoria NBG
expressa formalmente a internalizacao desse recurso na teoria dos conjuntos; nesse caso, as
classes, antes usadas metateoricamente, passam a ser capturadas também pelas quantifica-
¢oes da teoria de primeira ordem. Apesar disso, existe uma opinido bastante difundida de
que essa internalizacao do uso de classes é inofensiva. Nesse contexto, é comum referir-se a
conservatividade de NBG em relagdo ZF como condigao suficiente para entender as teorias
como “equivalentes”, atribuindo-se um sentido de virtualidade ao uso de classes quantificadas
em NBG. Acreditamos, porém, que uma técnica usada para estabelecer relagdes entre teorias
nao ¢é necessariamente neutra em relagao aos seus resultados — por isso, uma conservatividade
estabelecida através de modelos tem significado e profundidade diferente da mesma relacao
estabelecida finitariamente por interpretacoes. Entendemos, portanto, que o modo pelo qual
estabelecemos relagoes entre teorias influencia no resultado da analise. Para o caso da relagao
entre NBG e ZF, uma vez que NBG ¢ finitamente axiomatizavel e ZF nao, entendemos ter
motivos suficientes para acreditar que o uso de diferentes ferramentas de analise pode revelar
diferencas, tais como expressividade, comprometimento ontolégico e conservatividade logica.
Por isso, esse projeto tem como objetivo esclarecer as relagoes entre essas duas teorias por
meio de triangulacoes entre elas e as diferentes ferramentas de analise. O uso de técnicas
finitarias, nesse caso, pode revelar uma maior expressividade e comprometimento ontolégico
de NBG em relagao a ZF — relagao obscurecida por uma abordagem infinitaria. Entendemos
que, através desta pesquisa, poderemos contribuir para o debate sobre a fundamentagao da

matematica, desnaturalizando o uso supostamente “equivalente” de NBG e ZF para essa
finalidade.

Palavras-chaves: Ontologia, Teoria dos conjuntos, Tradugoes.



Abstract

Often ZF practice includes the use of the meta-theoretical notion of classes as shorthand
expressions or in order to simplify the understanding of conceptual resources. NBG theory
expresses formally the internalization of this feature in set theory; in this case, classes, before
used metatheoretically, will also be captured by quantifiers of the first order theory. Never-
theless there is a widespread opinion that this internalization of classes is harmless. In this
context, it is common to refer to the conservativeness of NBG in relation to ZF as a sufficient
condition to understand those theories as “equivalent”, attributing a sense of virtuality to
the use of classes quantified in NBG. We believe, however, that a technique used to estab-
lish relationships between theories is not necessarily neutral in relation to its results - so a
conservativeness established through models have different meaning and depth of that rela-
tionship established by finitary interpretations. We believe, therefore, that the way in which
relationships between theories are established influences the analysis result. In the case of
the relationship between NBG and ZF, since NBG is finitely axiomatizible and ZF not, we
believe that we have sufficient reasons to assert that the use of different analysis tools may re-
veal differences such as expressiveness, ontological commitment and logical conservativeness.
Therefore, this project aims to clarify the relationship between these two theories through
triangulations between them and the different analysis tools. The use of finitary techniques,
in this case, may prove greater expressiveness and ontological commitment of NBG in relation
to ZF - relation obscured by an infinitary approach. We believe that, through this research,
we can contribute to the debate on the basis of mathematics, denaturalizing the supposedly

“equivalent” use of NBG and ZF for this purpose.

Keywords: Ontology; Set theory; Translation.
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1 Introducao

1.1  Um breve histérico sobre a fundamentacao da matematica no fim
do século XIX

Na segunda metade do século XIX, a linguagem da légica de predicados desenvolvida
por Frege e a algebrizacao da légica proposicional por Boole possibilitaram a reformulacao
de teorias j estabelecidas em um patamar de precisio sem precedentes. E nesse perfodo
que vemos o desenvolvimento das primeiras formalizagoes da aritmética, da algebra e das
geometrias nao euclidianas. Entretanto, segundo Viero (2011), ainda era predominante a
nocao tradicional de axiomatica, na qual a verdade portada por um axioma deveria ser

avaliada segundo critérios locais como simplicidade, intuitividade e obviedade.

O modo de pensar os axiomas nesse periodo seguia consideragoes feitas pelo idealismo
transcendental de Kant (SILVA, 2007). O pensamento matematico, para esse filésofo, teria
como fundamento as intui¢des puras do tempo e do espaco. Todo julgamento matemédtico
deveria, em ultima andlise, estar fundado em verificagoes realizadas nesse lugar abstrato do
pensamento. Foi por essa razao que houve grande rejeicdo do ntiimero complexo/imaginério
(7) na matemdtica do final do século XVIII. Embora sua utilidade fosse evidente, o niimero
imaginario nao parecia corresponder a nenhuma relagao intuitiva de tempo e espaco. O seu uso
volta a ser reconhecido apenas quando Gauss estabelece uma interpretacao geométrica para
as operagoes com numeros complexos (SILVA, 2007). Ainda assim, a descrigdo do continuo
matematico e questoes a respeito do infinito ndo pareciam ser possivelmente capturadas por

esse tipo de intuicao.

No fim do século XIX, o programa logicista de Frege desafiou essa base intuitiva.
Frege acreditava que a aritmética poderia ser descrita por conceitos analiticos, ou seja, ela
nao dependeria de um espaco de verificagao por meio da intuicao pura. Para ratificar esse
argumento, Frege expandiu a l6gica incluindo seu sistema de calculo de predicados. Conceitos
l6gicos, tanto para Frege quanto para Kant, seriam validos para todos os objetos possiveis, o
que explicaria a logica nao oferecer acréscimo de contetido aos objetos analisados. Restava a
Frege mostrar que as nogoes aritméticas poderiam ser descritas no seu recém-criado sistema
de légica de predicados (SILVA, 2007).

Frege considerava cada ntimero natural n um conceito de segunda ordem, cuja exten-
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sao ¢ a colecao de todos os conceitos equintimeros! a um conceito dado. Por exemplo, o ntimero
zero pode ser definido como {X|X = (x # z)}, o nimero um, como {X|X ~ (z = 0)}, e as-
sim por diante. Entretanto, Frege teve de enfrentar algumas dificuldades no desenvolvimento
de sua teoria: como queria que o principio de Hume 2 fosse vélido no seu sistema, ele preci-
sava dar uma resposta ao problema de Julio César ? e provar o principio de Hume usando
apenas principios puramente légicos. Nesse caso, se consideramos o principio do contexto 4
e, contextualmente, o niimero como a extensao do conceito equiniimero a um conceito dado,

o problema seria resolvido no seu sistema légico (SILVA, 2007).

Posteriormente, esse programa se esgota com o paradoxo descoberto por Russell. Frege
assumia a abstracdo livre como principio légico do sistema, isto é, todo predicado logico
denotaria um objeto logico. Russell observou que esse principio gera uma contradi¢ao se
avaliamos a extensdo do predicado “x nao pertence a extensao de x”. Assim, a abstracao
deveria ter escopo limitado®, o que significava, no programa de Frege, ndo ser um principio

16gico®.

Com o fim desse programa, a comunidade filosofica e matematica precisa revisar o
conceito de principio légico e os modos de avaliar os axiomas. A obviedade e a simplicidade nao
pareciam mais suficientes para validar um axioma. O fato de o principio da abstragao gerar
um paradoxo mostrava que a intui¢ao nao era um critério seguro para a escolha de axiomas.
Mais do que isso, Hilbert, em 1899, axiomatizara a geometria euclidiana (HILBERT, 1929),
mostrando que o monumento formal da Antiguidade, tido como ideal de perfeicao axiomatica,

fazia algumas demonstragoes nao fundamentadas explicitamente nos axiomas.

A intuicdo matematica nao parecia dar uma base sélida para a avaliagao dos axiomas
de uma teoria. Assim, comeca a aparecer a no¢ao de que os sistemas devem ser avaliados como
um todo. Nao bastaria verificarmos a validade de um axioma isoladamente, mas deveriamos

avaliar se o conjunto de axiomas nao nos levaria a contradigoes.

O caminho percorrido para aceitar ou rejeitar um axioma se tornava mais arido. Era
preciso provar que a adi¢do de um axioma a um conjunto de axiomas nao geraria contradi-

¢oes. Por isso, Hilbert (1929) desenvolve um corpus metodoldgico de prova de consisténcia.

1
2

Dois conceitos sao equiniimeros quando existe uma fungao bijetora entre as extensdes dos conceitos.

O principio de Hume é a sentenga que afirma: o nimero de um conceito A = o niimero de um conceito B
se, e somente se, os conceitos A e B sdo equinimeros.

O problema de Julio César representa a dificuldade de atribuir sentido a sentenga “o ntimero do conceito
C = Julio César”. Com efeito, queremos que essa igualdade nao seja o caso; porém, no sistema de Frege,
¢ dificil eliminar essa possibilidade sem incorrer em circularidade.

O sentido e referéncia de um termo s6 pode ser afirmado no contexto de uma proposigao.

Alguns predicados denotariam objetos légicos, enquanto outros nao, uma vez que, caso denotassem, im-
plicariam contradigoes.

Seria, nesse caso, uma verdade sintética a priori.
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Ele demonstrou que todas as proposi¢oes validas na geometria poderiam ser reduzidas a pro-
posigoes validas na aritmética. Restaria, nesse caso, provar a consisténcia da aritmética. Esse

seria um dos temas centrais do programa de Hilbert, que veremos a seguir.

1.2 Programa de Hilbert e os métodos finitarios

A partir do estudo dos fundamentos da geometria, Hilbert consolida a no¢ao de que as
provas de consisténcia sao possiveis apenas no interior de uma teoria de base. Com a reducgao
das afirmacoes formalizadas da geometria a sentengas sobre niimeros na aritmética de Peano,
ele conclui que a consisténcia da segunda implica a consisténcia da primeira. Nesse esquema,

toda afirmacao de consisténcia de uma teoria depende da consisténcia de uma outra.

Por isso, Hilbert acreditava ser necessario instituir uma teoria elementar responsavel

pela consisténcia das demais teorias.

Hilbert buscava um sistema que tivesse justificativa nas mais simples intui¢coes. Sem
nunca especificar que sistema seria esse’, ele chamaria esse corpo teérico de matematica
finitaria. A partir dela, ele pretendia fundamentar o estudo das teorias matematicas, em

geral, dando suporte - ou nao - as técnicas desenvolvidas pelos matematicos.

Hilbert ambicionava resgatar teorias como a dos conjuntos de Cantor a partir de uma
base sélida, pois, segundo ele, “ninguém ha de nos expulsar do paraiso que Cantor nos criou”
(HILBERT, 1983). Ele considerava que a falta de uma base construtiva para o infinito, o
continuo ou o terceiro excluido era uma lacuna a ser preenchida pelos matematicos por meio
dos métodos de prova de consisténcia finitaria. E a descoberta de paradoxos em teorias nao

construtivas sinalizava a urgéncia por uma fundamentacao precisa.

Seu argumento dava continuidade ao que parcialmente Weierstrass/Cauchy/Bolzano
tinham realizado em relagdo a noc¢ao de infinitesimal. A unidade infinitesimal usada no cal-
culo diferencial era tomada como uma entidade de fundamento intuitivo; eles substituem o
uso dessa unidade pela sua definicdo de limite, fundada em outras grandezas matemaéticas
bem estabelecidas, revelando algumas imprecisdes no uso dos infinitesimais. Ajustadas tais
imprecisoes, toda vez que um matematico fizer uso do infinitesimal, ele pode realizar substi-
tuicoes regulares dos limites correspondentes e obter o mesmo resultado. Com efeito, todas
as demonstragoes de teoremas do calculo, que nao possuam infinitesimais em sua formulacao,

podem ser refeitas sem o uso dessa unidade.

Hilbert chamava essa técnica de método dos ideais. As entidades matematicas que nao

7 Nesse texto, entendemos a matemética finitdria como uma teoria equivalente & aritmética primitiva re-

cursiva (ARP).
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sao diretamente fundadas em concepgoes construtivas devem ser justificadas pela introducao
de ideais. O uso dos infinitesimais auxiliaria o desenvolvimento do célculo, tornando mais
sucinto o uso das técnicas de prova; além disso, o uso de infinitesimais seria mais adequado
ao modo como os humanos performam raciocinios. No entanto, essa técnica precisa estar
devidamente salvaguardada por uma prova de validade da introducgao do ideal, isto é, se a
teoria é consistente, entao a teoria com o ideal é também consistente. Nessa esteira, Hilbert
defendia que o infinito, o continuo e muitas outras entidades matematicas tidas como nao

construtivas seriam, em ultima analise, reduzidas a entidades da matematica finitaria.

Definicao 1 (Método dos ideais) Uma teoria T é

1. contentual se ela se refere somente a objetos com base em intuicoes basicas e constru-

tivas.

2. ideal caso contrdrio.
Dada uma teoria contentual Ty e uma teoria ideal Ty, Ty estd justificada em Ty se:

3. A linguagem de Ty é uma extensao da linguagem de Ty (por exemplo, em Ty poderiamos
ter o cdlculo com a linguagem dos infinitesimais e em Ty poderiamos ter o cdlculo de

Weierstrass);

4. Para cada proposicio 6 na linguagem de Ty provada em Ty, existe um procedimento

finitdrio que gera uma prova no sistema de T}.

Segundo Detlefsen (1986), o método da introdugao de ideais cumpriria duas fungoes:
uma descritiva, que produziria uma descri¢ao dos processos realizados por matematicos desde
a Antiguidade, tracando uma avaliacao do que tornaria esses raciocinios possiveis; e outra
justificacional, visando produzir provas de correcao para os modos naturais de desenvol-
vimento matematico com base em uma teoria de carater epistemologicamente privilegiado

(matemaética finitaria).

Trata-se, portanto, de uma forma restrita do instrumentalismo matematico. Com
efeito, Hilbert nao rejeita a nocao de que existia uma matematica contentual, apenas limitava
0 seu escopo as teorias que ele julgava epistemologicamente privilegiadas. Todas as demais
deveriam ser justificadas nesses sistemas através de uma prova de correcao por meio do
método dos ideais. Nesse caso, como defende Detlefsen (1986), o programa de Hilbert seria

uma doutrina intermediaria entre o Realismo e o Nominalismo em relacdo a matematica.
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Na visao de Hilbert, um teorema sobre ideais funciona como um tiquete de inferén-
cia para avaliagao de proposi¢oes genuinas, cujos componentes se referem a elementos da
matematica contentual. Isso significa nao tratar teoremas ou axiomas sobre ideais como sen-
tencas verdadeiras, mas como ferramentas para adquirir uma atitude epistémica em relagao
a proposicoes contentuais. Desse modo, Hilbert contrariava a nocao fregeana de que provas
sao sequéncias nas quais todos os elementos sao verdadeiros ou inferidos por regras légicas a

partir dos elementos anteriores.

Tabela 1 — Duas nocoes sobre provas

Prova genuina (Frege) Prova ideal (Hilbert)

Verdade Procedimento que leve a P

Operagoes de preservacao da verdade | Confiabilidade metacomputacional
Todas as formulas sao verdadeiras Apenas a férmula terminal é verdadeira

Diferentemente das provas genuinas, é necessario justificar a utilidade e a seguranca
das provas ideais. Hilbert ndo considerava o método dos ideais como um modo de oferecer
provas para aquilo que nao poderia ser provado por métodos contentuais. Ao contrario, uma
vez que os modos tradicionais ofereciam grande eficiéncia no desenvolvimento e no ensino
da matemadtica, o valor dos métodos ideais residiria especialmente na justificagdo das nossas

avaliacOoes matemaéticas tradicionais.

Contudo, Frege desafia Hilbert a explicar mais detalhadamente a vantagem dessa
justificacao. Aquilo que ficou conhecido na literatura sobre o programa de Hilbert como o
problema de Frege questiona como uma prova supostamente ideal poderia fixar uma atitude
epistémica em relacdo a uma proposicao contentual. Como uma sequéncia de prova que nao
positiva uma relacao causal entre antecedentes e consequentes pode ser de qualquer valor
para uma atitude epistemologica em relacao a uma proposicao? Como algo significativo pode

ser derivado a partir de afirmacoes sem significado?

Em relacao a esses questionamentos, Hilbert defende que as provas ideais devem ser
tomadas como marcas graficas geradas por meio de operacoes algébricas. As teorias ideais
sao expressas por sua forma e a avaliagdo de suas assercgoes se da pela validagao contentual de
operagcoes sintaticas. Nesse caso, uma teoria ideal ndo possui uma interpretacdo matematica,

por isso, apenas o seu maquinario gerador de teoremas deve ser interpretado contentualmente.

Esse modo de pensar as teorias objeto é, até o presente, o modo como muitos légicos fa-
zem metamatematica ou metaldgica. Se, por exemplo, alguém quer entender o funcionamento
dos operadores logicos A e —, nao deve trata-los interpretadamente. Em geral, eles represen-

tariam simbolos gréficos aos quais atribuirfamos uma fungao de verdade (considerando esta
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uma teoria contentual). Assim, seguimos provando que esses simbolos se comportam como

esperado contentualmente.

Teoremas ideais devem ser entendidos como marcas graficas. Para avaliar esses sis-
temas, devemos realizar uma analise metacomputacional de seus resultados, entendendo os
teoremas demonstrados como sequéncias de simbolos gerados por um procedimento computa-
cional ou algébrico. Por essa razao, podemos dizer que as teorias ideais nao sao interpretadas,
isto é, nao é preciso atribuir sentido aos seus enunciados. Devemos, por outro lado, avaliar se
existe um procedimento gerador de formulas que tenha como elemento final a sentenca que

se pretende avaliar.

Tanto Frege quanto Hilbert concordavam que a poténcia epistemologica da compu-
tagdo de teoremas deve ter como base uma prova contentual no sistema ferramental que
valida a computacao. No entanto, ambos mantinham visdes distintas em relacao ao que isso
significa. No caso de Frege, o conhecimento de um teorema é o resultado da interpretacao
dos constituintes da inferéncia (por exemplo, a e & — [3) juntamente com a interpretacao
da computacao desses constituintes (avaliagdo computacional de que podemos aplicar modus
ponens nesses constituintes) para a inferéncia do teorema (3. Por outro lado, para Hilbert,
nao precisamos da interpretacao dos constituintes. Uma prova ideal nao precisa interpretar
as formulas intermediarias para garantir uma atitude epistemologica em relacdo a formula

terminal do procedimento.

Outro problema enfrentado pelo programa de Hilbert era a possivel circularidade das
provas ideais. Conhecida como a “critica de Poincaré”, ela é centrada no carater aparente-
mente circular do uso da indugao por Hilbert. Para Poincaré, Hilbert, através do método dos
ideais, estaria usando a inducao para justificar a aplicagao da inducdo. Em resposta a isso,
Hilbert distingue os dois usos da indug¢ao: o uso da indugao em avaliagoes metamatematicas

de provas ideais e o uso nas proprias provas ideais.

Um argumento ¢ circular quando a razao para duvidar da conclusao é tao forte quanto
a razao para duvidar de uma ou mais premissas usadas na inferéncia. Portanto, para sus-
tentar a circularidade, Poincaré deve equivaler o uso da indugao em teorias ideais a indugao
contentual usada na prova de correcao do método ideal. Mais ainda, Poincaré teria de equi-

valer a correcao dos ideais como um todo a prova de correcdo do uso apenas da indugao

(DETLEFSEN, 1986).

Entretanto, se consideramos que a teoria ideal adiciona elementos nao construtivos
além da inducao geral, é possivel que o método gere contradi¢coes na presenca desses novos
elementos, mesmo que a inducao nao gere contradicdo na matematica contentual. A mate-

matica finitaria ¢ um subconjunto do sistema da aritmética de Peano e, portanto, as leis
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nao construtivas do sistema maior podem gerar contradi¢ao na presenca da indugao. Entao,
a correcao dos métodos ideais acrescenta informacoes inacessiveis sem a prova contentual,

invalidando os pressupostos de Poincaré.

Outro problema enfrentado por Hilbert é o problema da diluicao. Esse, que é o mais
importante e crucial problema para a manutencdo do programa, na opiniao de Detlefsen

(1986), investiga a qualidade epistémica das substitui¢oes metatedricas propostas por Hilbert.

Se temos em maos uma prova contentual e queremos substitui-la por uma prova em
uma teoria ideal, devemos avaliar se essa substitui¢cao possui igual ou maior forca epistemo-
logica. Caso contrario, nao seria possivel justificar a teoria ideal nos termos fundacionais de
Hilbert (fungao descritiva do programa de Hilbert), porquanto a substituicao afetaria nega-
tivamente a qualidade da nossa atitude epistémica diante das proposicoes contentuais. E por
isso que Hilbert sustenta uma metateoria finitaria: para ele, ela seria a tinica teoria capaz de

satisfazer essa exigéncia, evitando a dilui¢ao epistemologica.

Podemos sumarizar essa questao esclarecendo a relagdo entre os trés componentes:
teoria contentual da matemaética (TC) (por exemplo, matematica finitdria), teoria ideal (TT)
(por exemplo, anélise) e metateoria. O argumento a favor do uso de uma TT deve ser acom-
panhado de uma prova de correcdo em relacao as sentencas de TC, e essa prova deve ser
realizada no interior da metateoria. Desse modo, como ja mencionado na descricdo do mé-
todo dos ideais, deveriamos provar que, se existe uma sequéncia de prova de uma férmula «
em TI na linguagem de TC, entao existe um procedimento garantido contentualmente pela

metateoria, que transforma essa prova em uma prova contentual na TC.

Pode ser o caso que a metateoria usada para obter a prova contentual dilua a nossa
atitude epistemologica em relacao a proposicao que queremos sustentar. Segundo Detlefsen
(1986), o argumento para aceitar a metamatemaética finitaria como solu¢ao para o problema

da diluicao segue a seguinte linha argumentativa:

1. A evidéncia finitaria é a evidéncia de uma forca especial;

2. O instrumentalismo de Hilbert propoe substituir provas matemadticas finitérias (TC)

por provas metamatematicas de corre¢ao dos métodos ideais (TI);

3. Se essa troca nao resulta em uma diluicao epistémica, as substituicoes metamatematicas

devem ser tao fortes quanto as provas finitarias que elas substituem,;

4. A forga especial da evidéncia finitaria sugere que o modo mais garantido (e, talvez,
o unico) de fazer isso é ter como substituigdes metamatemaéticas as préprias técnicas

finitarias e, portanto,
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5. E razodvel para o instrumentalismo de Hilbert buscar uma prova finitaria da confiabi-

lidade do método dos ideais no qual se baseiam suas substituicoes metamatematicas.

A busca de uma prova de confiabilidade do método dos ideais esbarraria, por fim, na
prova dos teoremas da incompletude. Kurt Godel provou, em 1931, que qualquer sistema T,
supostamente consistente, que seja capaz de emular a aritmética de Peano, nao pode decidir
todas as afirmacoes na linguagem de T. Além disso, ele provou que qualquer sistema dessa

natureza nao pode provar a sua prépria consisténcia®.

Com esse resultado, muitos argumentam que a fundamentagao da matematica pro-
posta por Hilbert é irrealizavel, pois nao seria possivel obter uma teoria consistente em si
mesma na qual as demais teorias matematicas resguardassem sua prépria consisténcia atra-
vés do método finitario dos ideais. Existem, porém, algumas ressalvas em relacao ao poder
que o segundo teorema de incompletude teria para encerrar o projeto de Hilbert. Algumas
contracriticas podem ser vistas nos trabalhos de Tait (1981) e Kreisel (1958). Tait, por exem-
plo, busca sustentar a indubitabilidade (ao invés da consisténcia em si mesmo) das teorias
finitarias; ja Kreisel argumenta a favor da manutencao da aplicacao dos métodos de Hilbert

para outras questoes, como expressividade ou computabilidade.

Entretanto, nesta tese, ndo buscamos reavivar esses argumentos a favor do programa
de Hilbert. Diferentemente, partimos do entendimento do esquema proposto por Hilbert para
entender o sentido a partir do qual certas provas de consisténcia se diferenciam. Por exemplo,
apesar do fim do programa de Hilbert, o modo como desenvolvemos a andalise da consisténcia
entre teorias se mantém substancialmente similar ao modo como Hilbert desenvolvia sua
fundamentagao. Mesmo que nao seja possivel estudar a consisténcia em um sentido absoluto,
podemos determinar as relacoes de dependéncia entre as teorias. Por outro lado, o teorema
da incompletude de Godel abre um novo campo de investigacao, qual seja, a noc¢ao de que
algumas sentencas da matematica sao independentes da teoria, ndo importando o esforco de

ampliacao do sistema axiomatico.

No programa de Hilbert, tinhamos uma teoria contentual, uma teoria ideal e o ferra-
mental metatedrico finitario que buscava reduzir a consisténcia da teoria ideal a consisténcia
da teoria contentual. Hoje, para a prova de consisténcia relativa entre teorias, usamos o mesmo
aparato ferramental, mas com a diferenca de que nao reconhecemos preferencialmente uma
teoria como contentual e outra como ideal: ambas sao vistas pela metateoria como teorias

ideais, as quais podemos ou nao atribuir julgamentos contentuais.

8 H4 um pressuposto subentendido nessa afirmacdo em relacdo ao qual ndo existe uma resposta definitiva:

a nogdo de que o predicado Cons("T7) expressa univocamente a consisténcia de uma teoria. Caso, por
exemplo, exista uma outra férmula que possa expressar a consisténcia de uma teoria e que seja estritamente
mais fraca que Cons("T7), entdo a interpretagao do resultado de Godel nao é garantida.
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Embora esse corpo técnico nao possa satisfazer as demandas do programa de Hilbert
em todas as suas especificidades, tal metamatematica mantém o compromisso de exibir uma
prova para cada uma de suas assercoes. Nesse caso, uma demonstracao de consisténcia re-
lativa ndo pode se limitar a afirmacao de que “se uma teoria T} é inconsistente, entao 15 é
inconsistente”. Mais do que isso, devemos provar que “a partir de uma prova de uma incon-
sisténcia do tipo a A —a em T}, podemos gerar uma prova de uma férmula g A =5 em T5
através de um procedimento construtivo P dado”. Por outro lado, como veremos a seguir,

para os métodos infinitarios, essa garantia nao pode ser afirmada irrestritamente®.

Desse modo, embora o programa de Hilbert tenha perdido muito do seu brilho com a
prova dos teoremas de incompletude, seu legado continua vivo nos estudos de fundamentos

da matematica.

1.3 Meétodos infinitarios: teoria de modelos

No inicio do século XX, o estudo da semantica de teorias matematicas nao era consi-
derado adequado a concepcao cientifica do mundo e era, de modo geral, rejeitado pela filosofia
analitica (FIELD, 1972). Segundo essa concepg¢ao, conceitos como verdade, falsidade, deno-
minagao ou intencao nao poderiam ser reduzidos a conceitos verificaveis objetivamente e, por
isso, deveriam ser eliminados da pratica cientifica. Em muitos casos, questoes semanticas nao
eram nem mesmo consideradas: em exposi¢ao sobre o teorema de completude de Godel —
que relaciona a provabilidade ao conceito semantico de validade légica — Heijenoort (1967)
menciona a falta de interesse de Whitehead e Russell por questoes semanticas que depende-
riam de recursos externos ao sistema de prova elaborado no Pricipia Mathematica. E nesse
contexto que Tarski (1956) inaugura a semantica formal no artigo “The concept of truth in

formalized languages”.

Nesse artigo, Tarski explora possibilidades para a definicao de verdade, buscando
dignificar a seméntica como um tema propriamente cientifico. Segundo Kirkham (1992), a
definicao de verdade de Tarski da suporte ao projeto extensionalista da verdade, isto é,
pretende determinar a colegao de sentencas que sao verdadeiras. Embora isso possa ser argu-
mentavelmente inapropriado para uma definicao global de verdade, satisfaz, de modo geral,
os propositos dos estudos metamatematicos. Como veremos ao longo do trabalho, o projeto

de Tarski é bem-sucedido em determinar a extensao do predicado de verdade em uma teoria

9 Frequentemente, uma prova infinitaria pode garantir a existéncia de um procedimento de prova do mesmo

modo que uma prova finitaria. Esses casos serdao explorados no préximo capitulo.
Mostraremos também como existem casos em que essa garantia ndo pode ser feita e, por isso, as provas
infinitdrias podem servir de base para andlises imprecisas da relacdo entre teorias.
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formal. Para isso, busca um procedimento 16gico/matemaético/fisico bem definido e capaz de

avaliar se uma sentencga possui as condigoes necessarias e suficientes para ser verdadeira.

Conceitos semanticos para Tarski sao aqueles que estabelecem relagoes entre expres-
soes e objetos. Entao, como fisicalista, ele acreditava que, em ultima analise, deveriamos de-
finir os conceitos semanticos a partir de conceitos l6gicos, matematicos e fisicos - eliminando,
no seu entendimento, conceitos da metafisica tradicional da ciéncia semantica. Especifica-
mente, ele pretendia definir o conceito de verdade a partir do conceito de satisfagao (légico),

definicdo (matematico) e designagao (fisico).

Para dar sequéncia ao seu projeto, a definicdo de Tarski precisava atender a duas
exigéncias: evitar o paradozo do mentiroso e satisfazer a condi¢ao de adequacao material. A
primeira exigéncia deve evitar a possibilidade de formar sentencgas do tipo p = “a sentenca p
é falsa”; pois nesse caso teriamos o absurdo: se p é verdadeira, entao p é falsa porquanto p
expressa a falsidade de p e, se p é falsa, entao p é verdadeira, pois a negacao de p expressa
a veracidade de p. A segunda exigéncia é conhecida como esquema T e frequentemente é
confundida com a prépria definicao de verdade de Tarski. Uma definicao adequada material-
mente deve satisfazer para toda sentenca X a condigao “X é verdadeira se, e somente se, p”

e “X é uma sentenca que expressa o fato p”.

Notadamente, o esquema T néo é condigao suficiente (embora necessaria) para uma
definicao de verdade, uma vez que nao especifica como funciona a coordenagdo entre a es-
trutura sintatica da expressao X e o modo como X expressa o fato p. A definicao de Tarski,

portanto, teria como objetivo especificar esse funcionamento.

Se tomamos como dado o modo como avaliamos as sentengas atomicas em um sistema
proposicional, a coordenacdo entre as expressoes e os fatos atomicos pode ser facilmente
especificada a partir de um procedimento recursivo. Esse modo de tratar o problema ja era
comum no periodo em que Tarski fundamenta a sua nogao de verdade. A recursao funciona
regularmente para o caso proposicional porquanto, nesse sistema, toda subférmula de uma

formula dada é também uma férmula bem formada.
Vejamos a definicao de verdade para o caso proposicional:

Usamos os operadores légicos = e V, as férmulas atémicas {aq, as, . . ., a, } e as férmulas

em geral {ay, as,...}. Com isso, oy é verdadeira se, e somente se,
1. {33y tal que o = o, V o e o é verdadeira ou o é verdadeira};
2. ou {Fi tal que oy, = —v; e «v; € falso};

3. ou {Ji < n tal que ay, é a; e a; é verdadeira}.
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Notamos, ja nesse passo, que, se possuimos uma metateoria finitaria, a definicado de
verdade, mesmo para o caso proposicional, ndao pode ser oferecida de modo geral. Uma defi-
nicdo como a mostrada acima depende do fato de que o conjunto de formulas atémicas seja
finito. Caso contrario, a definicdo de verdade deveria ter comprimento infinito - pois a quan-
tificacdo no item 3 seria irrestrita -, algo inaceitavel do ponto de vista de uma metateoria
finitaria. Se, por outro lado, tomamos um fragmento infinitario da teoria dos conjuntos para

descrever esse sistema, podemos definir abstratamente essa recursiao para o caso infinito.

A grande dificuldade de aplicar essa mesma técnica para a logica de predicados reside
no fato de as subférmulas de uma sentenga dada nao serem necessariamente sentencas: r < 2
é subférmula da sentenga dx(x < 2), mas x < 2 ndo é uma sentenga (sentencas sao formulas
cujas varidveis sdo todas ligadas; em x < 2, temos uma = como uma varigvel livre). Notemos
que, para a légica de predicados, ndo existe sentido em dizer que uma férmula aberta (na
qual existe uma varidvel livre) possui valor de verdade, ji que apenas sentengas podem ter

valor de verdade.

Para evitar esse problema, Tarski elaborou um modo engenhoso de uniformizar o
tratamento das féormulas abertas e fechadas: o conceito de satisfacdo. Com essa definicao,
Tarski pretendia atribuir valor semantico a férmulas e subférmulas, independentemente de
elas terem valor de verdade. Se ele tivesse sucesso em criar uma noc¢ao de satisfagdo que

significasse a verdade no caso de sentencas, seu projeto estaria concluido.

Apresentamos abaixo uma versao da definicao de verdade de Tarski. Restringimo-nos
a teorias para as quais: (i) existe um nimero n tal que todas as aridades dos predicados na
linguagem sdo menores que n (ii) e o nimero de predicados com aridade k é sempre finito

mp.
Linguagem de uma teoria objeto
1. PF é o predicado de aridade k (entre 1 e n) e indice i (i entre 1 e my);
2. As varidveis individuais sdo os elementos do conjunto {z1,xs, 3. ..};

3. 3 é o operador existencial e os operadores booleanos sao — e V.

A satisfagcdo por uma sequéncia de objetos s é um conceito semantico, assim definido:

Para toda férmula 6 (0 é satisfeita por uma sequéncia s) se, e somente se,

1. 3i < my tal que 6 = ‘Plx;’, e o k’ésimo objeto de s tem a propriedade P}.

2. ou 3i < my tal que 6 = ‘PPxiz,’, e o k'ézimo objeto de s e 0 q’ézimo objeto de s se

relacionam nessa ordem de acordo com a propriedade P?.
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3. ou ... (formato similar para cada uma das aridades da linguagem).
4. ou (6 = ‘¢, e s nao satisfaz ¢).
5. ou (0 =‘aV ¢, e s satisfaz ¢ ou s satisfaz «).

6. ou (0 =‘Jx1¢’, e alguma sequéncia que difere de s apenas no k’ézimo objeto da sequéncia
satisfaz ¢).

Definicao de verdade para Tarski:

(Para toda sequéncia s) (6 é verdadeiro <= 6 é satisfeita por todas as sequéncias de

objetos).

A satisfacao exposta ainda apresenta a dificuldade apontada para o caso proposicional
se houver infinitos predicados, constantes ou fun¢oes. Esse problema é solucionado por Tarski
se admitirmos como metateoria uma teoria dos conjuntos (ZFC) (TARSKI, 1956). Assim,
podemos incorporar quaisquer predicados usando a recursao em ZFC sobre w ou até mesmo

ordinais maiores.

Mais tarde, esse tratamento foi incorporado na teoria de modelos criada por Tarski.
Com um argumento similar, ele elabora um sistema matematico fundamentado em ZFC,
responsavel por dar semantica para as linguagens de primeira ordem. Com algum esforco, é
possivel verificar que esse novo tratamento é equivalente as ideias iniciais. Um tratamento
detalhado desse aspecto pode ser encontrado no livro Undecidable theories (TARSKI et al.,
1953).

Com esse ferramental tedrico e com o resultado de completude de primeira ordem
de Godel/Henkin, é possivel afirmar a consisténcia de uma teoria a partir da apresentagao
de um modelo para os seus axiomas. Nesse caso, Tarski solidifica a concepcao amplamente
difundida de que a matematica deve ser fundamentada em teorias de conjuntos. Essa nocao
aparece junto com a constatacao de que, no sistema de Tarski, o contetido seméantico de uma

teoria matematica ¢ apresentado pela descricao do modelo que satisfaz a teoria estudada.

Quando, portanto, falamos de métodos infinitarios, referimo-nos ao conjunto de téc-
nicas usadas em teoria de modelos (especificamente, seguimos as defini¢bes apresentadas em
(MARKER, 2002)). Apresentar a constru¢do de um modelo como modo de provar a consis-
téncia de uma teoria depende da aceitagao, nos fundamentos da prova, de uma metateoria
infinitaria e ndo construtiva. Apesar disso, existem provas modelo-teoréticas cujas constru-
¢oes podem ser convertidas em provas de fundamento finitario por um procedimento regular

(veremos isso quando falarmos de interpretagoes).
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Atentamos, por fim, a diferenca de proposito dos projetos que dao origem aos métodos
finitarios e infinitarios. O primeiro tem como objetivo a fundamentacao das teorias usadas
pelos matematicos a partir de uma teoria privilegiada; ja o segundo busca uma semantica
para as teorias usadas pelos matematicos a partir de uma teoria privilegiada. Apesar dessa
diferenca, em ambos os casos, a consisténcia de teorias formais aparece como resultado central
oferecido pelo uso das metodologias. Nesse sentido, caracterizaremos as teorias a respeito das
quais ambas as abordagens sdo fundamentalmente equivalentes e também os contextos nos

quais cada método apresenta respostas distintas.

1.4 Um Caso de Estudo: equiconsisténcia entre NBG e ZF

Nesta tese, estudaremos a prova de equiconsisténcia entre NBG (teoria dos conjuntos
e classes desenvolvida por von Neumann, Bernays e Godel) e ZF. Apresentaremos a prova
através de técnicas modelo-teoréticas e, em seguida, vamos nos restringir as ferramentas

finitarias.

A teoria dos conjuntos ZF é uma axiomatizacao infinita, porquanto possui axiomas-
esquema como a substituicao e a separacao!®. Assim, se queremos que ZF seja considerada
uma teoria base para a fundamentacao da matematica, precisamos admitir que nao podemos

apresentar nossos fundamentos explicitamente.

Von Neumann, Bernays e Godel formulam um sistema similarmente expressivo a
respeito de conjuntos e que possui uma apresentacao finita: o sistema conhecido por NBG.
Para perseverar nessa intencao, eles precisaram admitir a existéncia de classes préprias na
teoria, sem incorrer no paradoxo de Bertrand Russell. Na teoria, classes proprias e conjuntos
sdo tomados separadamente (conjuntos sdo um tipo especial de classe), ndao sendo possivel

afirmar irrestritamente que uma classe seja um conjunto.

O desenvolvimento do sistema NBG comeca com os trabalhos de Von Neumman
sobre uma possivel deficiéncia na teoria de conjuntos de Zermelo. Von Neumman queria
restaurar conceitos como Universo de todos os conjuntos, Ordinais, e Cardinais; contudo,
com os paradoxos de Russell, sabemos que a existéncia de tais entidades enquanto conjuntos
implicariam absurdos. Esses conceitos foram amplamente usados nos desenvolvimentos de

Cantor na teoria dos conjuntos.

Neumman percebeu que, apesar de nao podermos tratar a totalidade dos Ordinais ou

o Universo como conjuntos, poderiamos considera-los um tipo diferente de entidade: classes.

10 Axiomas-esquema sdo aqueles que mostram a forma geral de um ndmero infinito de axiomas de uma
teoria. No caso da separagdo ou substituicdo-conjunto, cada férmula de primeira ordem na linguagem de
ZF da origem a um axioma diferente.
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E a restricao de que “apenas conjuntos podem pertencer a classes” evitaria os paradoxos
de Russell. Mais ainda, tomando-os por classes, Neumman tornaria desnecessario o uso de
axiomas-esquema do sistema ZF, argumentando as vantagens fundacionais de uma axioma-

tizacgao finita da teoria dos conjuntos.

Desenvolvimentos posteriores seriam realizados por Bernays e Godel: o primeiro for-
malizou as nog¢oes de von Neumman em uma teoria bissortida com primitivos para conjuntos
e classes separadamente; e, mais tarde, Godel desenvolveu a versao de NBG monossortida,
simplificando a axiomatizagao anterior e facilitando o uso de muitas ferramentas logicas (co-

mumente apresentadas para teorias monossortidas).

1.4.1 Linguagem e axiomas: logica de primeira ordem classica

Para a linguagem da nossa légica de base, vamos admitir as letras gregas (a, (3, 7, entre
outras) como férmulas da nossa linguagem. Tomamos €, = e p como simbolos de predicado;
as letras iniciais do alfabeto latino (a, b, ¢, d) como simbolos de constantes; e as letras finais
do alfabeto latino (v, x, y, z, w) como varidveis de primeira ordem. Para os simbolos de

funcao, usaremos as letras f ou g; e, para termos, as letras t, u ou k.

Quando escrevemos o (t), devemos ler que todas as ocorréncias livres da varidvel x
na férmula serao substituidas pelo termo ¢. Representamos a quantificacao existencial por 3

e a universal por V. Feitas as consideragoes sobre a linguagem, descrevemos o sistema logico.

Consideramos como axiomas légicos:

1. Todas as tautologias.

1

2. Axioma da substitui¢ao légicall: se z ocorre livre em «, o, (t) — Jza é um axioma.

3. Axioma da identidade: z = z.

4. Axioma da igualdade:

T1=h ANTo=YsN... ATy =Yn — f(x1,22,...,2,) = f(Y1,Y2,-..,Yn), para algum n
e sendo f uma funcao n’aria.

T1=U ANTa =Y A... NTp =yp — (p(x1,22,...,2,) < p(Yy1,Y2,--.,Yn)), para algum
n e sendo p um predicado n’ario.

Como regras de inferéncia para o sistema, tem-se:

1 Quando falarmos apenas axioma da substituicdo, estaremos nos referindo ao axioma de ZF.
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1. Modus ponens: de a e @ — 3, inferimos 3.
2. Introducao do existencial: se x nao ocorre livre em (3, de o — 3, inferimos dza — f.

3. Regra de substituicao: inferimos 6,,(t) a partir de 6, se x é varidvel livre em 6 e nenhuma

varidvel de t é ligada em 6(t).

1.4.1.1 Axiomatizacdo de NBG

Existem diversas possiveis axiomatizagoes para NBG, inclusive (e mais usualmente),
axiomatizagOes infinitas. Apresenta-se a seguir uma axiomatizacao infinita junto com uma

substituicdo que lhe torna finita (MURAWSKI; MICKIEWICZ, 2004).

Abreviagoes:

1. Universo dos conjuntos: z € V = Jy(z € y).
2. Fungado: func(r) =VaVyVz((z,y) € r A (x,2) € r — y = 2).
3. Conjunto vazio: a constante () representa JxVy(y ¢ x).

4. Fung¢ao membro: {xq,xs,...,z,} é a fungdo que associa {x1,xs,...,z,} a um y tal que

Vz(z€yrz=m V=123V ...V2=20,).
5. Par ordenado: (x,y) = {z,{z,y}}.
6. Tupla: (x1,z,...,x,) é a defini¢do recursiva finita (xq, (xa,...,z,)).

7. Subconjunto: x Cy +> Vz(z € x — z € y).
Axiomas:

1. Extensionalidade: VaVy(Vz(z € z <> z € y) — = = y).

2. Classe: JaVy(Iz(y € z) — y € x).

3. Vazio: Jz(Vy(y ¢ x) A Jz(x € 2)).

4. Par:Vxe e VVy e Vaz e VVu(u € z < u=aVu=y)).
5. Unido: Vo € V3y € VVu(u € y <> Fv(u € v Av € ).

6. Partes: Vo € V3y € VVu(u € y <> u C x).
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7. Infinito': Iz € V(0 € x AVu € Vv € z(uU {v} € z)).

8. Substitui¢do para classes: Vo € VVr(func(r) — Jy € VVu(u € y <> Jv € z((v,u) €

r)))-

9. Fundagao: Va(z # 0 — Jy € z(z Ny = 0)).

Axioma-esquema para classes:
Se 6 é uma formula com variaveis livres x, vy, vo, . . ., v, € todos os seus quantificadores estao
relativizados para V, isto é, todo quantificador aparece da forma Vx; € V ou dx; € V, entao
Yo, € VVuy € V.. Vo, € VAVa(z € z <5 (x € V A O(x,v1, 09,03, ...,0,))).

Esse é um axioma-esquema e, portanto, gera um axioma para cada féormula 6. Con-

tudo, com a adi¢ao dos seguintes axiomas, podemos provar o axioma-esquema para classes:
10. Pertencimento para conjuntos: Java € VVy € V((x,y) € a <> = € y).
11. Intersegao: VaVb3cVr(x € ¢ <> (x € a Ax € D)).
12. Complementar: Va3bVe € V(z € b« = ¢ a).
13. Va3bVx € VVy € V((x,y) € b <> z € a).
14. Va3abVxe € VVy € VVz € V((z,y,2) € b > (y,2,x) € a).
15. Va3tV € VVy € VVz € V((2,y,2) € b <> (z,2,y) € a).

A prova de que esses axiomas resultam no axioma-esquema para classes é realizada
por uma simples inducao finita na complexidade da férmula 0(x, vy, vo, vs, ..., v,). Os passos
indutivos sdo realizados a partir das seguintes observagoes: (i) o axioma da interse¢do nos
garante obter o caso em que 6 é da forma a A f3; (ii) a partir do axioma do complementar,
obtemos os casos em que # é da forma —a; (iii) os demais axiomas nos garante os casos
atomicos 0 na forma z € v;, *x € x, v; € x, bem como a inclusao de varidveis a A vg, =

Ugy A\ Uy = Ugy A ... AUy, = g, Por fim, a partir de (i), (ii) e (iii) a induc¢do para o caso em

que 6 é da forma Jy € V(«) é obtida facilmente.

12 Essa versio do axioma do infinito é mais forte do que o usual 3z() € xAVy € z(yU{y} € x)). No contexto
dos demais axiomas, as duas versoes sdo equivalentes. Mantivemos o axioma nesse formato apenas para
preservar a fonte da axiomatizagio (MURAWSKI; MICKIEWICZ, 2004).
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Ressaltamos que essa axiomatizacao nao faz uso de dois tipos de varidveis (bissorti-
das)!3, como ocorre, em muitos casos, nas axiomatizagoes para NBG, dificultando a aplicagio

de diversos teoremas em logica.

1.4.2 Equiconsisténcia entre NBG e ZFC

Em geral, a pratica da teoria dos conjuntos faz uso constante de classes metateorica-
mente: falamos da classe de todos os conjuntos {z|x = x}, da classe dos ordinais {x|Ord(x)},
entre outros. Através de NBG, podemos internalizar esse uso para a teoria de primeira ordem,

visando obter maior controle da aplicagao de nossas técnicas.

Para comprovar que essa internalizagao é coerente, precisamos mostrar que ambas as
teorias concordam sobre a validade de cada férmula que fale exclusivamente sobre conjuntos.

Com efeito, devemos provar o seguinte lema:

Lema 1 Se « estd na linguagem de ZF (nesse contexto, todos os quantificadores sao limitados
a conjuntos) e NBG - «, entio ZF F a.

Se é o caso que vale esse lema, toda férmula que fala sobre conjuntos e é provada
no sistema NBG serd também provada em ZF. O contrario vale trivialmente, uma vez que
existem axiomatizagoes de NBG que tém ZF como subteoria. Nesse caso, se ZF F «, entao

NBG F «a. Mais do que isso, esse lema implica a consisténcia relativa entre as duas teorias.

Defini¢ao 2 Uma teoria T é consistente (Cons(T)) <= existe uma formula o tal que
TF .

Assim, se vale o Lema 1 e ZF é consistente, entao existe uma férmula 5 tal que
ZF ¥ . Desse modo, caso NBG F 3, teremos, pelo Lema 1, que ZF = 8 é absurdo. Logo,
NBG ¥ 8 - o que significa que NBG é consistente.

O estudo da fundamentacao da mateméatica passou por diversas transformacoes nos
séculos XIX e XX. Vimos a logica passar por um enorme desenvolvimento e, em Frege, en-
contrar muitos de seus limites na descricao de objetos matematicos. Em seguida, vimos como

esses estudos mostraram, em certa medida, que o modo de ver os axiomas da mateméatica

13 Muitas axiomatizacdes, especialmente as mais antigas, apresentavam NBG em um sistema légico de dois
tipos de varidveis: letras minisculas para conjuntos e letras maitsculas para classes, tendo, nesse sentido,
dois tipos de quantificagio(VX e Vz).
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precisavam ser revisados. O modo individualizado de entender a verdade de um axioma nao
era mais suficiente para dar fundamentos sélidos a familia de teorias formalizadas que sur-
gia nesse periodo. Nesse sentido, aparecem os métodos de prova de consisténcia, buscando a
avaliagao das teorias matematicas na observagao do comportamento de seus axiomas em um

sistema.

Em seguida, elucidamos preliminarmente as diferengas entre o finitarismo de Hilbert e
a semantica de Tarski, lembrando que, embora os dois projetos tenham carater inicial distinto,
ambos dao suporte as principais metodologias de prova de consisténcia conhecidas. Nos pro-
ximos capitulos, exploraremos as diferencas entre essas estratégias de prova de consisténcia,

tendo o resultado de equiconsisténcia entre NBG e ZF como exemplo fundamental.
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2 Comprometimento ontolégico em provas de

consisténcia relativa

2.1 Consideracoes preliminares sobre o problema

Neste capitulo, investigaremos o comprometimento ontoldgico em teorias de primeira
ordem. Para isso, analisaremos o uso de técnicas modelo-teoréticas em provas de consisténcia
e exploraremos o uso do teorema da interpretagao, como em Shoenfield (1967, p. 61-65), para

superar algumas dificuldades de fundamentacao epistemoldgica.

Inicialmente, investigaremos o tipo de compromisso ontolégico que assumimos quando
um argumento supoe a existéncia de um modelo. Posteriormente, correlacionaremos as pro-
vas modelo-teoréticas de consisténcia relativa com a correspondente prova sintatica obtida
através da interpretagdo sintatica entre a teoria objeto e alguma teoria de conjuntos. Esse
uso da interpretacao permite, como veremos, o uso fundamentado de modelos sem o compro-

metimento realista com essas entidades.

Também exploraremos casos nos quais a abordagem de modelos pode ser enganadora.
Shoenfield (1967), por exemplo, mostra confianca no poder das interpretagoes de capturar as

modelo-relagoes na passagem a seguir:

We have so far discussed structures' in English. We could, of course, translate
the entire discussion into any language in which there is sufficient set-theoretic
notation to discuss functions, predicates, etc. (SHOENFIELD, 1967, P. 61)

Shoenfield nos mostra ampla confianca no fato de podermos encontrar uma interpre-

tagao para qualquer modelo que possamos inventar. De onde vem essa confianca?

Consideramos um modelo-conjunto como aquele em relagdo ao qual podemos provar
que existe um rank na hierarquia cumulativa de Von Neumann no qual esse modelo esta
contido. Caso contrario, se um modelo nao pode ser denotado por um conjunto na teoria
base, entdao o chamamos de modelo-classe. De modo simples, podemos provar que, para todo
modelo-conjunto, existe uma interpretagao que substitui sintaticamente as relagoes do modelo.

Nao obstante, para modelos-classe, pode nao ser igualmente simples exibir uma interpretacao.

Nao possuir interpretacao em ZF é suficiente para muitos descartarem a existéncia de

modelos-classe. Nesse caso, para um modelo existir seria necessario que uma interpretagao
1

Nesse contexto, estrutura é usado como sinénimo de modelo.
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para uma teoria “confidavel” estivesse disponivel. Na passagem, porém, Shoenfield esta se
referindo, embora nao explicitamente, a familia de teorias matematicas descritas por modelos-

conjunto.

Para um filésofo realista, a existéncia de uma interpretacdo ¢ apenas uma ferra-
menta epistemoldgica para acessar um modelo; ele acredita que um modelo-classe pode existir
mesmo que nao exista uma interpretacao da teoria investigada para a teoria que fundamenta
seu estudo. A existéncia de objetos matematicos seria independente de nossa habilidade de

descrevé-los em termos de alguma metateoria.

Ainda assim, é preciso explicitar o interesse em descrever modelos que nao sao con-
juntos. De fato, grande parte das teorias matematicas podem ser semanticamente explicadas
em termos de modelos-conjuntos. Entretanto, quando lidamos com as provas de consisténcia
relativa para ZF, como a independéncia da hipdtese do continuo, o axioma da escolha, entre
outros, temos de lidar com modelos-classe; e.g. modelos de ZF, restricoes de modelos de ZF
ou extensoes de modelos de ZF. Outra forma de evitar o uso de classes é incluir em ZF
axiomas sobre grandes cardinais ou incluir a construgdo de universos de Grothendieck nao
triviais.

Por fim, investigaremos as teorias e metateorias para as quais esperamos que existam -
ou nao - interpretagoes. Assim, veremos que a abordagem modelo-teorética, em alguns casos,
nao ajuda a clarificar a questao de dependéncia entre teorias. Isto é, a abordagem semantica

pode por vezes obscurecer a andlise do comprometimento ontologico relativo entre teorias.

2.2 Modelo como interpretacao

Matematicamente, modelos sao objetos comumente associados com o valor semantico
de uma teoria. Um modelo-conjunto M é um objeto matematico em uma teoria de conjuntos;
ele é composto de um conjunto de objetos M, um conjunto de relagoes entre objetos R, um
conjunto de relagoes de referéncia para as constantes da linguagem C' e um conjunto de
fungoes s que atribuem objetos de M a varidveis da linguagem da teoria estudada; podemos

escrever isso como M = (M, R,C,s).

Pelo teorema da completude de primeira ordem, todo conjunto consistente de formulas
tem um modelo. E por isso que, do ponto de vista de um realista, todo conjunto de axiomas, se
consistente, faz referéncia a um grupo de objetos abstratos. Contudo, se tomamos esse passo
com o devido cuidado, devemos exigir a apresentacao de uma razao epistemoldgica para que
esse grupo de objetos matematicos de fato exista. Assumir que um conjunto de féormulas

que satisfaz certas propriedades sintdticas (nao geram, através de derivagoes légicas, uma
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contradicao do tipo “A A = A”) garantem a existéncia de entidades abstratas implicaria um

grande salto em comprometimento ontologico.

Esse tema foi extensivamente discutido na literatura, como podemos ver em Bena-
cerraf e Putnam (1983) e Kirkham (1992), e ndo pretendemos explorar todos os aspectos
desse profundo debate metafisico. Consideramos, de modo simplificado, que, ao assumirmos
a existéncia realista de um modelo, comprometemos-nos ontologicamente de modo profundo
e, mais ainda, estamos em uma posicao desfavoravel para justificar o conhecimento de tais
entidades. Nao queremos, com isso, afirmar que, para aceitar o uso de um modelo, alguém
precise se posicionar como platonista ou qualquer outra posicao em filosofia da matematica.
Nao obstante, um nao platonista precisa justificar o que entende como um modelo de modo

que evite os compromissos ontologicos realistas.

Ademais, mesmo para um platonista como Godel, é preciso justificar a acessibilidade
de um modelo nos casos em que assumimos modelos para a teoria dos conjuntos. Godel
comenta em seu importante artigo sobre a consisténcia da hipétese do continuo (GODEL,
1939) que um método finitario poderia ser aplicado de tal forma que estariamos justificados
ao falar da existéncia dos modelos discutidos no seu trabalho. Para um realista, nao preci-
samos usar razoes exclusivamente matematicas para acreditar na existéncia de um modelo;
ainda assim, através da descricao detalhada de um modelo e suas propriedades, um realista
pode argumentar um conhecimento mais claro a respeito da sua existéncia. Esse método de

justificacao ¢ realizado com o suporte de uma teoria dos conjuntos.

Para lidar com essas questoes, a interpretacao como um modelo é bastante adequada.
Esse método serve tanto para evitar o comprometimento ontolégico como também para ofe-
recer uma justificagdo para acessibilidade de modelos em relagdo aos quais nao queremos
tomar sua existéncia de partida. Portanto, essa estratégia tem valor para diversas - e, in-
clusive, opostas - posi¢oes em filosofia da matematica. Através de interpretagoes sintaticas,
podemos afirmar a existéncia de um modelo em um sentido mais fraco do que é necessario
para uma posicao platonista, demandando apenas a crenca nos procedimentos finitarios ex-
plicitamente colocados. Também, interpretacoes adicionam um fundamento epistemologico

para um realista, sem que isso interfira nas suas crengas ontologicas.

Originalmente, o método da interpretacao foi instanciado como uma estratégia geral
para investigar indecidibilidade. Em Undecidable theories (TARSKI et al., 1953), Mostowski,
Robinson e Tarski exploraram essa estratégia, promovendo uma visao epistemoldgica ade-
quada as demandas do programa de Hilbert. Nesse sentido, se alguém obtém uma prova
usando interpretacoes ao invés de uma prova modelo-teorética, ele ou ela estaria trocando

uma metateoria infinitaria por uma finitaria - e, portanto, decidibilidade se tornaria nao
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simplesmente uma necessidade l6gica, mas um procedimento explicito.

Em Shoenfield (1967), vemos um uso mais geral dessa nogdo na qual interpretagao
serve para tratar modelos sem um profundo comprometimento ontolégico. Usando interpreta-
¢oes, tornamo-nos capazes de expressar modelos usando férmulas em uma teoria dos conjuntos
e de obter resultados através de operacoes finitarias. Com efeito, ao fazermos isso, podemos

argumentar que a consisténcia de uma teoria implica a consisténcia da teoria interpretada.

Formalmente, interpretagoes podem ser definidas como se segue (SHOENFIELD,
1967, p. 61-65):

Definicao 3 I = (U, ¢) é uma interpretagio da teoria Ty em Ty se

1. Universo: U estd em L(Ty) e é tal que Ty - FxUx.

2. Universo é fechado em relagio a fungoes: Para cada fung¢do n’dria f em L(T3),

ThtFUzxy —»Uxy — - = Uxy = Uf(x129 ... 1p).
3. Fungao de tradugao: ¢ é a fungao de L(Ty) em L(Ty), de modo que,
a) Para todo predicado n’drio P em L(Ty), ¢(P) é um predicado n'drio e estd na
linguagem de L(T5).
b) Para toda fungao n'aria f em L(TY), ¢(f) € uma fungdo n’dria e estd na linguagem
de L(TQ)

4. Interpretacio parcial: Seja o obtida de « pelos sequintes procedimentos:

a) Se a € atomica, entdo o € a substituicio de toda ocorréncia de um simbolo s por
o(s).

b) Sea é BV, entao o €'V .

c) Se a é =3, entio o é .

d) Se a € JzB, entao o é Jx(Ux A ).

5. Interpretacio: Para toda formula o em L(Ty) com xq,xa, . . ., x, varidveis livres, toma-

mos o como Uxy - Uy — -+ > Uz, — .

6. I é uma interpretacio de T, em Ty: Para todo axioma nao légico o de Ty, To = .
Discursivamente, uma interpretacao oferece um substituto sintatico das variaveis in-

dividuais, constantes e predicados em uma teoria usando rela¢oes definiveis em outra teoria.

Desse modo, quando escrevemos explicitamente a interpretagao, e.g. da teoria dos niimeros
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na teoria dos conjuntos, toda vez que alguém quiser afirmar uma relacao na teoria dos ni-
meros, ele ou ela pode interpretar o teorema em relagoes da teoria dos conjuntos (que é um
procedimento finitério), provar a versdo interpretada da rela¢do na teoria dos conjuntos e,
depois, afirmar uma validade sobre niimeros sem necessariamente ter um entendimento a

respeito de niimeros.

Mais ainda, se estabelecemos uma interpretacao de T} em 75, podemos derivar a
consisténcia relativa entre essas teorias finitariamente. Nesse caso, a consisténcia de T implica

a consisténcia de T7.

Fato 1 (Teorema da interpretacdo) Se existe uma interpretacio I de Ty em Th e v €

uma formula em L(TY), entao:

1. se Ty F a, entdo Ty F al.

2. se Ty € consistente, entdo Ty € consistente. (consisténcia relativa).

Geralmente, uma prova semantica de consisténcia relativa comega com a suposicao de
um modelo M para alguma teoria 7. Depois disso, devemos realizar algumas modificagoes,
extensoes ou restrigoes sobre M de modo a obter um modelo que satisfaga os axiomas de
T,. Isso, como ja discutido, tem forte comprometimento ontolégico a nao ser que ofereca-
mos, de acordo com a posicao filosofica, um método de acesso que justifique ou desvie dessa
dificuldade. Interpretacoes podem preencher essa lacuna em um sentido especifico: muitas
demonstragoes modelo-teoréticas de consisténcia relativa podem ser convertidas sem muita
dificuldade para uma contraparte sintatica através de interpretacoes. De fato, sabendo qual
extensao ou restricao devemos fazer em um modelo é notadamente um guia para instanciar-

mos a interpretacao entre as teorias.

2.3 Presuncao da existéncia de interpretacoes

Quando falamos sobre modelos-conjunto, oferecer um fundamento epistemologico
através de interpretacoes ¢é o resultado da substituicao das operagdes modelo-teoréticas por
correspondentes sintaticos. Por outro lado, em relacdo a modelos-classe, podemos nao ter a
mesma facilidade. Modelos-conjunto sao geralmente usados quando investigamos proprieda-
des de teorias matematicas como teoria dos corpos ou aritmética; diferentemente, modelos-
classe sao comumente usados para modelos da propria teoria dos conjuntos ou teoria dos

conjuntos alternativa como os construtiveis de Gédel, NBG ou teoria de categorias.
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Modelos-classe sao usados para provas de independéncia de féormulas em teorias de
conjuntos. Em moderna exposi¢do desse assunto, em Kunen (2014), vemos extensivo uso
dessa técnica, assinalando um comprometimento ontolégico com algum tipo de existéncia
de um modelo-classe. Para superar essa questao, alguém pode apresentar uma interpretacao
de modo a simular as relagoes dentro do modelo-classe. Contudo, em muitos casos, vemos
autores apenas mencionando esse problema sem posterior investigacao da existéncia de uma

interpretacao.

Vale ressaltar que, quando essas técnicas estavam sendo desenvolvidas nas décadas
de 1930 e 1950, a investigacao a respeito desse aspecto era feita de modo mais cuidadoso.
Por exemplo, como ja mencionado, nos trabalhos preliminares de Godel (1938), Godel (1939)
sobre a consisténcia da hipdtese do continuo, ele ressalta essa questao, assinalando que todas
as técnicas modelo-teoréticas usadas na demonstracao podem ser convertidas para nogoes
sintaticas finitarias. Ele poderia, portanto, provar a consisténcia relativa de HC, explicitando
uma interpretagao ao invés de um modelo e, entao, provar que podemos estender essa inter-

pretagao para um outro modelo.

Ha casos em que é natural que ndo tenhamos interpretagoes. Se, por exemplo, uma
teoria T} internaliza e prova o predicado de consisténcia de uma teoria T5, isso significa que
nao podemos expressar as relagoes da teoria maior simplesmente usando as ferramentas da
teoria mais fraca. Isto é, nao existe uma interpretacao de 77 em T5. Por outro lado, nos casos
em que temos uma teoria 7" como uma extensao definivel de T, entao esperamos que seja
possivel expressar as relagoes de T usando as relagoes da teoria mais forte: T' é interpretavel

em 7T".

2.3.1 Abordagem modelo-teorética pode ser enganadora na analise ontolégica

de teorias

Geralmente, a forca de uma teoria é associada com a ideia de que, se T7 implica a
consisténcia de Ty, podemos dizer que T; é pelo menos tao forte quanto 75 (ou o compro-
metimento ontoldégico de T é maior que o de T5). Isso aparenta ser especialmente adequado
quando analisamos as provas de consisténcia relativa semanticas?. Por exemplo, para um mo-
delo M de uma teoria T}, se interpretamos semanticamente os objetos e relagdes diretamente
a partir de M como objetos e relagoes de T, podemos concluir que o comprometimento

ontologico da segunda teoria € igual ou menor que o da primeira.

2 Comprometimento ontolégico e consisténcia sdo provisoriamente considerados equivalentes por causa do

teorema da completude de primeira ordem. Assim, precisamos clarificar duas suposi¢oes implicitas: es-
tamos falando de modelos-conjuntos e nossa metateoria é alguma teoria dos conjuntos como ZF. Nesse
contexto, consideramos a consisténcia sintdtica equivalente a existéncia de um modelo. Portanto, isso
significa que podemos apenas falar a respeito de teorias necessariamente interpretdveis em ZF.
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Entretanto, isso nao é necessariamente verdadeiro. A negligéncia nesse assunto emerge
da crenca de que a abordagem modelo-teorética seria, em tultima instancia, convertivel a
alguma interpretacao em ZF. Contudo, isso pode nao ser o caso para importantes teorias,
como veremos no estudo da consisténcia relativa entre ZF e NBG. Frequentemente, o ponto
de partida em uma prova de consisténcia é assumir a existéncia de um modelo-classe. Esse
prematuro comprometimento ontolégico (como se trata de um modelo-classe, ndo temos a
garantia de que exista uma interpretagdo) pode obscurecer o comprometimento ontolégico

relativo no estudo de certas teorias.
Por efeito de clarificagao, tomemos duas teorias 77 e T, em uma mesma linguagem:

Suponhamos que essas teorias sao demonstravelmente nao equivalentes - existem teo-
remas de Ty os quais nio sdo demonstraveis em T}. E preciso ter disponiveis duas ferramentas
para ser possivel fazer a asser¢ao de nao equivaléncia: um conjunto de axiomas >; e um con-
junto de regras de inferéncia R. De fato, precisamos adicionar suposi¢oes de modo a tornar
possivel qualquer afirmacao a respeito da relagao entre teorias. Por outro lado, consideremos
que foi adicionado mais um axioma em 3, formando Y'. Suponhamos ainda que, na pre-
senca desse novo axioma, as teorias T) e Th se tornam equivalentes®. Nesse caso, forcamos
a equivaléncia das teorias pela adicdo de demasiadas suposi¢oes em nossas ferramentas de

anélise.

O mesmo pode ocorrer na analise do comprometimento ontolégico relativo. A supo-
sicdo de que exista um modelo-classe pode ofuscar a conclusdo a respeito dessa questao.
Notamos, portanto, que, se enfraquecemos nossas suposi¢oes de partida, podemos desvelar
um comprometimento ontologico desbalanceado entre algumas teorias, antes ofuscado pelo

excesso de ferramentas.

Nessa direcao, veremos que NBG nao possui uma interpretacao em ZF e, ao mesmo
tempo, um modelo de ZF pode ser, com efeito, estendido a um modelo de NBG. Temos,
nesse caso, um exemplo cujo enfraquecimento das suposi¢oes de andlise revela um com-
prometimento ontolégico mais forte de NBG em relacao a ZF, quando a analise semantica

obscurece essa diferenca.

3 Um exemplo real para isso seria T como ZF; (ZF sem o axioma da substituicdo e separacio) e Tb como

ZF5 (ZF sem substitui¢do). O axioma esptrio da andlise seria o axioma da substituigdo, o qual tornaria
as duas teorias equivalentes se fosse tomado como um participante da andlise (tomado, por exemplo,
artificialmente como uma axioma l6gico).
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2.4 Analise ontolégica relativa entre NBG e ZF

Discutimos, até o momento, o uso de interpretagoes para reformular provas modelo-
teoréticas em procedimentos finitdrios. A frente, passamos pela ideia de que essa técnica
¢é util para um evitar o comprometimento realista; também mostramos como esse mesmo
argumento pode ser usado para oferecer ao realista uma justificacdo para o conhecimento
de modelos. Mais ainda, assertamos, que ao usarmos um modelo-classe em uma prova de
consisténcia relativa, nao temos garantias de que exista uma interpretagao que suporte essa

prova.

Porém, para essa analise ser efetiva, é importante mostrar um exemplo relevante
para essa falta de interpretacao nesse tipo de aplicagao. Esse exemplo é a nao existéncia de

interpretacao entre NBG em ZF.

2.4.1 Prova semantica de equiconsisténcia de Novak (1950)

Em Models of consistent systems (NOVAK, 1950), Novak afirma que NBG e ZF sao
equiconsistentes. Nesse artigo, ele faz uso de técnicas modelo-teoréticas para estender um
dado modelo de ZF para um modelo de NBG. Com isso, Novak quer derivar que a consisténcia

de ZF implicaria a consisténcia de NBG.

Entretanto, como modelos de ZF ou NBG sao necessariamente modelos-classe, alguém
que identifique modelos com a sua interpretacdo a uma teoria dos conjuntos pode disputar
a prova de equiconsisténcia de Novak. Ele requereria uma posterior explicacdo para o que
significa a suposi¢ao inicial de que exista um modelo para ZF e como funciona de fato a
extensao nesse caso. Para tornar esse resultado mais solido, Novak teria de oferecer uma

contraparte sintatica para a prova através de interpretacgoes.

No seu artigo, Novak d4 um tipo de fundamento para o seu uso de modelos, definindo
o que ele chama de pseudomodelo. Ainda assim, ele reconhece que isso seria uma definicao,
em suas proprias palavras, muito “liberal”; em sua visao, contudo, isso seria suficiente para
investigagao de consisténcia. Nesse caso, obteriamos uma necessidade légica ao invés de um

procedimento explicito.

Semanticamente, a extensao de um modelo M de ZF para um modelo M* de NBG
segue a seguinte estratégia:
1. Todo conjunto de M representa o mesmo conjunto em M*.

2. Para toda férmula ¢ com x como variavel livre e na linguagem da extensao de Henkin

para ZF, se nao existe a € M tal que M  Vz(z € a <> ¢(2)), entdo adicionamos em
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M o objeto "¢ representando a classe {z|¢}.

3. Finalmente, definimos adequadamente as relagoes € e = para esses novos objetos com

0s seguintes requerimentos:

a) Se um objeto pertence a uma classe, entao ele também é um conjunto.

b) Classes sao iguais quando suas férmulas de referéncias sao equivalentes em M.

Na estratégia apresentada para estender um modelo de ZF a um modelo de NBG,
notamos que NBG requereria a existéncia de outros objetos que nao os do modelo de ZF.
Porém, a partir disso ndo podemos derivar que o comprometimento ontolégico de NBG seria

maior que o de ZF.

Suponhamos, por exemplo, o modelo dos ntimeros pares £ definido usualmente para
a soma e o produto. E ficil provar, nesse caso, que o modelo & é isomorfo ao dos nimeros
naturais N. O fato de removermos os nimeros impares de N para obter £ cria a iluséria
sensacao de que N teria “mais existéncia”. Ainda assim, como esses modelos sao isomérficos,

as duas teorias sao iguais, excetuando diferengas de nomenclatura.

Em um sentido similar, nao tomamos a adi¢ao da existéncia de classes como sinal de
que NBG ¢é mais comprometida ontologicamente que ZF. Para avaliar essa relacao, precisa-
mos analisar se é o caso que objetos de uma teoria podem ser compreendidos a partir de
um processo de traducao dos objetos da outra teoria. Construimos um modelo para NBG
adicionando novos objetos e relagoes em um modelo dado de ZF. No entanto, poderiamos ter
feito esse mesmo processo internamente. Nesse caso, teriamos de fazer algumas modificagoes
nao muito naturais no modelo de ZF, como, por exemplo, “conjuntos em NBG nao seriam
exatamente os mesmos conjuntos em ZF”. Considerariamos, nesse caso, o conjunto a em NBG

como o conjunto (w,a) em ZF e enumerariamos as formulas "6 nos ordinais finitos de ZF.

Enfim, podemos, com efeito, reproduzir NBG no interior de um modelo de ZF. O
sentido oposto é natural: podemos simplesmente excluir classes proprias. A partir disso,
podemos dizer que a andlise modelo-teorética endossa a ideia de que NBG e ZFC sao do

mesmo nivel de comprometimento ontolégico.

2.4.2 Framework simplificado para anélise ontolégica

A suposicao da existéncia de um modelo pode trazer demasiada presuncao a analise
ontologica. Em vista disso, percebemos que nao devemos de equalizar o comprometimento

ontologico de duas teorias T e T5 quando podemos reproduzir semanticamente uma na outra.
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A partir da impossibilidade de reproduzir 77 em 75 junto com a possibilidade de reproduzir

Ty em T}, devemos concluir que 7} tem um comprometimento ontolégico mais forte que 7.

Em um modelo da aritmética de Peano (PA), ndo podemos reproduzir as relagoes de
ZF (mesmo semanticamente), embora ZF possa reproduzir todas as relagoes de PA. Baseado
nisso, afirmamos que ZF tem maior comprometimento ontologico que PA. Por outro lado,
um modelo de ZF pode expressar as relagoes de NBG e também NBG as de ZF, significando

ser apenas provavel que ambas tenham igual comprometimento.

Suponhamos que temos um grupo de ferramentas para analise ontolégica OT'. Usando
OT, podemos reproduzir uma teoria 77 em uma teoria 75, mas nao podemos, com as mesmas
ferramentas, reproduzir 15 em T7; concluimos que 75 tem maior comprometimento ontolé-
gico que T7. Em contraste, se temos que ambas teorias podem reproduzir as relagoes da
outra com o maquinario de OT', temos apenas um resultado inconclusivo e a diferenca de

comprometimento ontolégico pode ser obscurecida pelas suposi¢oes em OT'.

Se, por exemplo, tomamos OT como as técnicas modelo-teoréticas, nao podemos ver
a diferenca de comprometimento ontolégico da comparacao entre NBG e ZF. Por outro lado,
se tomamos OT como os métodos finitarios de interpretacao, a diferenca entre essas teorias é
revelada. NBG nao é interpretavel em ZF e, portanto, NBG possui maior comprometimento

ontologico que ZF.

De um ponto de vista seméantico, alguém pode esperar que seja provavel que exista
uma interpretacao de NBG em ZF. Entretanto, por redugdo ao absurdo, provaremos no

préoximo capitulo que isso nao é possivel:
Teorema 1 Nao existe interpretacao de NBG em ZF.

O argumento para esse teorema supoe a existéncia de uma interpretacado de NBG
em ZF. Em seguida, construiremos um modelo-conjunto (portanto, descritivel por interpre-
tagdo) para NBG. Contudo isso é um absurdo, uma vez que qualquer modelo para NBG é

necessariamente um modelo-classe.

Neste capitulo, iniciamos a investigagdo do comprometimento ontolégico comparado
entre teorias. Acentuamos que as ferramentas usadas para uma analise relativa podem con-
taminar a propria analise. Por causa disso, argumentamos que, para duas teorias T e T,

quando uma pode reproduzir a outra com tais ferramentas, a andlise é inconclusiva. Porém,
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quando é o caso que 17 reproduz 15, mas Ty nao reproduz T, entdao é possivel concluir que

T tem maior comprometimento ontolégico que T5.

Nessa diregdo, mostramos que, usando interpretagoes, a diferenca de comprometi-
mento ontologico entre ZF e NBG ¢é revelada. Por um lado, ZF ¢é interpretavel em NBG; por
outro lado, NBG nao é interpretavel em ZF. Ao mesmo tempo, uma andlise seméntica é cega

para essa diferenca.

E importante mencionar que existe uma prova de consisténcia finitaria entre NBG e
ZF. Esse resultado foi obtido por Shoenfield (1954) e uma moderna e detalhada versao dessa

prova sera apresentada no proximo capitulo.

Esse resultado nos instiga a pensar a respeito da relacao entre a prova de consisténcia
de Shoenfield e o resultado de que nao ha interpretacio de NBG em ZF. Ambas as provas
usam apenas nogoes finitdrias e sintaticas e, nao sem razao, poderiamos esperar que a prova
finitaria de equiconsisténcia seja sinal de que uma interpretacao deva existir entre as teorias.
Na prova de Shoenfield, a partir de uma contradicao em NBG, somos capazes de construir
uma contradi¢ao em ZF. Isso é sutilmente mais fraco que a ideia de que as relagoes e variaveis

individuais em NBG podem ser traduzidas em relagoes de ZF.

Tentaremos, nesse caminho, explorar o centro dessa diferenca quando apresentada a
prova de equiconsisténcia finitaria e avaliaremos se é possivel ampliar a nocao de interpre-
tabilidade de modo a incluir essa prova de consisténcia. Esperamos, assim, entender mais
especificamente qual tipo de suposi¢ao em uma abordagem modelo-teorética ofusca as dife-

rengas ontolégicas entre NBG e ZF.
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3 Relacoes de reducao entre NBG e ZF

Neste capitulo, apresentaremos uma revisao da prova de equiconsisténcia entre NBG e
ZF modelo-teorética realizada por Novak (1950) e da prova finitaria realizada por Shoenfield

(1954). Em um segundo momento, provaremos que nao existe uma interpretacao de NBG em

ZF.

3.1 Prova da equiconsisténcia por modelos

A estratégia para a demonstracao modelo-teorética segue os seguintes passos:

1. Supomos que ZF é consistente, isto é, ZF possui modelo classe;
2. Fazemos uma extensao maximal consistente de Henkin de ZF, obtendo ZF’;

3. Pelo teorema da completude de primeira ordem (SHOENFIELD, 1967, p. 43), existe

um modelo classe para a extensao ZF’;

4. Sendo NBG’ a teoria NBG na linguagem de ZF’, definimos um modelo M para NBG’

a partir da teoria ZF’;
5. Provamos que, de fato, M satisfaz todos os axiomas de NBG".

6. Mostramos que o reduto de M para a linguagem de NBG satisfaz os axiomas de NBG.

Inicialmente, tomemos N como a colecao de féormulas de ZF’ com apenas uma variavel

livre!. Além disso, definimos a relacdo ~ entre duas férmulas quaisquer em N.
Definicao 4 Para todo par de formulas o e f em N, dizemos que

a~ (3 se, e somente se, Vr(a(z) <> B(x)) estda em ZF"
Fato 2 A relagio ~ € uma relacio de equivaléncia em N.

Definigao 5 O simbolo "a denota a colegio { | 5 € N A3 ~ a}. Nesse caso, lemos o

stmbolo "o como a classe de equivaléncia da formula o em N por ~.

! Em muitos momentos do texto a seguir, omitiremos que a férmula suposta possui apenas uma varidvel

livre, porquanto esperamos que o contexto das demonstracoes deixe clara essa suposicao.
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Sendo M a classe de todas as classes de equivaléncia em N por ~ e C'ons o conjunto
de todas as constantes de ZF’, definimos o modelo M = (M, €, Cons):

1. Tam € T4 se, e somente se, existe uma constante ¢ em ZF’ tal que Vz(a(x) <> x € ¢)
e B(c) estao em ZF".

2. cada constante ¢ em C'ons denota o objeto "z € ¢

Mostraremos que M F NBG. Antes, contudo, demonstramos alguns fatos e lemas
sobre o modelo M. Ressaltamos que esses lemas e fatos nao sao necessarios para a realizacao
da prova desejada; com efeito, os lemas a seguir provam mais do que ¢é preciso para a equicon-
sisténcia. A decisao por demonstrar esses lemas tem como premissa a ideia de que, a partir
deles, entendemos melhor o funcionamento do modelo M, porque ele é um bom candidato a

modelo de NBG e como ele supera as dificuldades necessarias para satisfazer tais exigéncias.

Lema 2 Dadas uma formula o e uma constante ¢ em ZF’, entdo
MEa(Tz e c,Ty7) se, e somente se, M F alc,Ty7).2

Prova.
Provamos o lema para formulas « por indugao na quantidade de simbolos logicos.

Hipotese de inducao: Para toda férmula o com menos de n simbolos légicos, toda
sequéncia de objetos "y ' com nimero de termos maior ou igual ao niimero de variaveis livres

de a e toda constante c, vale que M E a("x € ¢7,777) se, e somente se, M F a(c,™77).

Caso «a seja uma férmula atdmica, temos de analisar 3 casos e todos estes sao obtidos
como resultado direto da aplicagdo da definicdo das constantes no modelo. Seguidamente,

tratamos os casos:

1. a(z,v) é =f(z,v): Aplicando a definigdo do modelo, temos que M E —3("x € ¢™,77)
se, e somente se, M ¥ 3("z € ¢7,747) (1). Pela hip6tese de inducdo, (1) é equivalente
a M ¥ B(c,™7), que, por sua vez, é equivalente a M E =5(c,”y7).

2. a(z,v) é B(x,v) A 0(z,v): Por definigao, M F a("z € ¢,777) (2) se, e somente se,
MEB(Tzec, Ty e MEO("x € ¢,77). Entao, pela hipétese de indugio, obtemos
que (2) é equivalente a M F B(c,"y7) e M E 0(c,”y7). Por fim, usamos a defini¢io

2 Esse lema é da teoria de modelos, isto é, ndo se liga especificamente ao modelo M. Enunciamo-lo neste

texto apenas porque o seu uso é importante na demonstracao de equiconsisténcia.
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do modelo para recuperar a conjungao, concluindo que (2) vale se, e somente se, M F
Ble,™ ) A 0(e,™T).

3. a(z,v) é JyB(x,y,v): Sabemos que M E JyB3("z € c,y," ") se, e somente se, para
alguma formula ¥, M E 3("x € ¢7,7¢7,777) (3). Notamos que, se incluimos "+ na
sequéncia, obtemos a féormula 3("z € ¢, ("1™, 7yT)), com um simbolo lgico a menos
que «; assim, aplicando a hipétese de indugdo, concluimos que (3) é equivalente a
M E B(c, (Tv7,797). Seguidamente, reintroduzimos o existencial para o objeto "7,

obtendo que (3) ¢ equivalente a M F JyfS(c,y, ™)

E isso finaliza o argumento indutivo.

g

Afirmagao 1 Sendo ¢ uma constante de ZF’ e [ uma formula de ZF’ com uma varidvel

livre,
MEce™B7 < j(c) pertence a ZF’3

Prova. Pela definicdo do modelo, M E ¢ € " 37 se, e somente se, existe uma constante
k de ZF’ tal que Va(x € ¢ <» = € k) e B(k) pertencem a ZF’. Além disso, pela extensionalidade

em ZF e a substituicao em ZF’,
Vr(x € c <> x € k) pertence a ZF’ <= ¢ = k pertence a ZF".

Portanto, M F ¢ € "37 se, e somente se, existe k em ZF’ tal que ¢ = k e (k)

pertencem a ZF’. Entéao, pela igualdade em ZF’, obtemos que [3(c) pertence a ZF".

0
Afirmacgao 2 Para toda constante ¢ na linguagem de ZF’, M Ece V.

Prova. Naturalmente, Vz3y(x € y) é um teorema de ZF. Portanto, Jy(c € y)
pertence a ZF’ para alguma constante c. Entao, pelo Afirmagao 1, M E ¢ € "Jy(z € y) e,
seguidamente, M E Jx(c € z) por introdugao do existencial. Essa ultima formula é a forma

nao abreviada da expressao c € V' e, assim, temos a demonstracao desejada. U

Afirmacao 3 Sendo ¢ uma constante de ZF’, entdo M E "a™' € ¢ se, e somente se, existe
uma constante k de ZF’ tal que M E"a'=Fk ek € c pertence a ZF"

3

Em muitas passagens do texto, esse argumento serd realizado implicitamente.
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Prova. A prova disso segue direto da aplicagao da definicdo de pertencimento, igual-

dade e constante no modelo:

METa™ € ¢ se, e somente se, Vz(a(x) <> x € k) e k € ¢ pertencem a ZF’;
METam="x € k7 se, e somente se, Vr(a(r) <> = € k) estd em ZF’

e vale para qualquer constante M Ek ="z € k'

Lema 3 METa'eV se, e somente se, ME"a'="z € ¢, para alguma constante c.

Prova. Pela definicao, M EFTa' € V se, e somente se, existe uma formula £ tal que
METa® e "3 e isso vale se, e somente se, existe uma constante ¢ e uma férmula 3 tal
que Vz(a(z) <> = € ¢) e (c) pertencem a ZF'. Mas Vx(a(x) <> = € ¢) pertence a ZF’ se, e
somente se, M FTa'="z € ¢. Portanto, M E"a'€ V implica ME"Ta'="x € ¢ para

alguma constante c.

Para a prova conversa, tomamos que M F "a' ="z € ¢'. Pelo Afirmacao 2, M F
c € "Jy(x € y)7, entdo, pela igualdade no modelo, concluimos que M F "a™ € "Iy(xz € y)~
e, portanto, M E"Tal e V.

U

Lema 4 Para toda formula o em ZF,

1. MEVT € Va(T) se, e somente se

para toda sequéncia de constantes ¢ em ZF’, M E «(c);

2. ME Jz € Va(T) se, e somente se

para alguma sequéncia de constantes ¢ am ZF’, M E a(¢).

Prova.

(Item 1): E suficiente realizar o argumento para a sequéncia de varidveis T com ape-
nas um elemento. Para generalizar o argumento, basta considerar a aplicacao sucessiva do

resultado para o caso com apenas uma variavel.
Por defini¢ao, M E Vz € Va(z) se, e somente se, para toda "€ V, M E a("47).

(Prova Direta) Supomos o absurdo: para toda "7 € V, M E a("37) e existe uma
constante ¢ tal que M ¥ a(c). Logo, M ¥ a("x € ¢7). Mas, tomando 5 como z € ¢, obtemos,
pelo Lema 3, M E "z € ¢ € V e, em seguida, pelo Lema 2, o absurdo M E a(c).
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(Prova conversa) Supomos o absurdo: para toda constante ¢, M F a(c) e existe uma
"B e V tal que M E a("57). Pelo Lema 3, existe uma constante k tal que M £ 757 = k;
por isso, M ¥ a("57) implica o absurdo M ¥ a(k).

Para a prova do (Item 2) o procedimento é muito semelhante.

g

Lema 5 Sendo o* o resultado da substituicao de todas as quantificacoes do tipo Qx em uma

sentenca o por Qx € 'V,

a € ZF' se, e somente se, M F o*.
Prova. Fazemos a prova por indugao na complexidade das féormulas.

1. Caso atomico:

a) a é ¢y € cg: pelo Lema 2, M E ¢; € ¢y se, e somente se, METz €¢;' € x €y

e isso, por definicdo, é equivalente a ¢; € ¢y pertencer a ZF".

b) a é ¢y = co: pelo Lema 2, M E ¢; = ¢ se, e somente se, METz € ¢y ="z € ¢y
e isso, por definigao, é equivalente a Vx(xr € ¢; <> x € ¢y) pertencer a ZF’. Isto,

pela extensionalidade em ZF’, vale se, e somente se, ¢c; = ¢y pertence a ZF".

2. o é f3: porque ZF’ é maximal consistente, =3 pertence a ZF’ se, e somente se, (3
nao pertence a ZF’. Isto, pela hipotese de indugao, é equivalente a M ¥ (*, que, por

definicao, é equivalente a M E —[3*.

3. aé [ N~:como ZF’ é maximal consistente, Ay pertence a ZF’ é equivalente a [ e
pertencem a ZF’. Entdo, por hipétese de indugdo, concluimos que isto é equivalente a

ME p* e ME~*—ouseja, ME (B A7)~

4. « é Jxf: pela construgao de Henkin, sabemos que Jz3(z) pertence de ZF’ se, e somente
se, sendo ¢ constante especial relativa a formula (), B(c) pertence a ZF’. Por hip6tese
de inducao, isto é equivalente a M E 3*(c); pelo Lema 2, M E 5*(c) se, e somente se,
ME B*("z € ¢). Entado, pelo Lema 4, M E *("x € ¢7) é equivalente a M F Jx €
V*(x).

g

Com o Lema 5, mostramos que as férmulas, quando relativizadas para o universo dos

conjuntos V', conservam os teoremas de ZF". Isso mostra que o modelo “preserva” as férmulas
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que falam apenas sobre conjuntos e, portanto, devemos nos ocupar apenas com aquelas for-

mulas que falam fundamentalmente sobre classes. No contexto da prova de conservatividade

por modelos, isso significa dizer que a prova de satisfacao por M dos axiomas do vazio, do

par, da unido, das partes e do infinito sao corolarios desse Lema, como veremos mais a frente.

Lema 6 (Versao fraca do axioma-esquema para classes) Dada uma férmula o com apenas

uma varidvel livre x e cujos quantificadores sdo todos limitados a 'V,

MEVz(x € "am <z eV Aa(z)).

Prova. E suficiente provar que, dada uma férmula § arbitraria, é valido que

METETETa se, e somente se, METS7 €V Aa("57).

A prova sera feita a seguir por indugdo na complexidade de a.

(Observagao: Negagdao da satisfa¢io) Usando a definicdo do modelo, temos que

METrT €7 se, e somente se,

para toda constante ¢, se M E "n " = ¢, entdo —¢(c) pertence a ZF".

1. « é atOmica:

a)

a é x € ¢ Sabemos, pela definicdo das constantes no modelo, que M E "7 €
Tz € ¢'se, e somente se, M E 37 € ¢. Como "5 € ¢ implica "7 € V, segue
que METBT€Tx € ¢’ se, esomente se, METST€e VAT €ec.

a é ¢ € x: pela definicdo do modelo, M E "3 € Tc € x' se, e somente se, existe
uma constante d tal que (1) Vz(x € d <> ((z)) e ¢ € d pertencem a ZF'. Pela
instanciagdo do universal para a constante ¢ em (1), concluimos que 3(c) e, disso,

ME ce ™57 por (1) e pelo Lema 3, podemos concluir que "7 € V.

a é x € x: pela definicdo do modelo, M E "g1 € "o € x' se, e somente se,
existe uma constante d tal que Vz(x € d < [(x)) e d € d pertencem a ZF".
Como d € d nao pertence a ZF’, pelo axioma da fundagao, entao sabemos que
MFE TSV e "e = a2 Por outro lado, M E "7 € "3 se, e somente se, existe
uma constante d tal que (1) Vz(x € d < f(x)) e (2) B(d) pertencem a ZF". Segue,
pela instanciagdo do universal em (1) para d e por (2), que d € d pertence a ZF’
— absurdo; e, portanto, (1) e (2) ndo podem ambas pertencerem a ZF’, provando
que M E T3 e T3 Isto é, ambos os lados da equivaléncia do lema sao falsos

para qualquer que seja o "3
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d) aéx = z:sabemos (1) M ETST € "z =2z, é equivalente a existir uma constante
d tal que (2) Vz(z € d +» (z)) e d = d pertencam a ZF’. Como d = d pertence
a ZF’  independentemente da escolha de 3, entdo (1) vale se, e somente se, existe
d tal que (2) pertence a ZF’ e isso, pelo Lema 3, é equivalente a M E "7 € V.
Uma vez que (3) Vz(5(z) <> B(x)) pertence a ZF’, independentemente de qual
seja o 3, entdo M E 737 =57 Concluimos, portanto, que (1) vale se, e somente
se, METBT e VAT ="p"

2. a(x) é y(x):

(conversa) Supomos que M E —y("57) e M E "57 € V. Por definigdo, temos que
M E ~v("57) e, portanto, por hipétese de inducao, M ¥ "7 € "7 Segue, pela
defini¢ao do modelo (usando a observagao mencionada acima), que, para toda constante
¢, seVr(z € ¢ < f(x)) pertence a ZF’, entdao —y(c) pertence a ZF’. Como M E"g7 e V
implica na existéncia de uma constante k tal que Vx(z € k < ((k)), entao —y(k)
pertence a ZF’. Disso, concluimos que existe uma constante k tal que M ETS7 =k e
ME k€ "=~ Por fim, concluimos que M E ™57 € M=y

(direta) Naturalmente, pelos Lema 3 e Afirmagao 2, M E "7 € "=+ implica M F
67'e Ve METS="Tx € ¢! para alguma constante c. Além disso, por hipotese
de indugdo, temos que, para toda constante k, v(k) pertence a ZF’ se, e somente se,
ME y("x € k7). Como, de M E 57 € "=y, obtemos que 7(c) nao pertence a ZF’,
entdo M E v("z € ¢) e, portanto, M E —y("37).

3. a(z) évy(z) NO(x):
(conversa) Supomos que M E "7 € VAy("S)AI("S7). Por definicao, M E TS € VA
(BN e METST€ VAO(ST). Segue, pela hipdtese de indugado, que M E TG € Ty
e M E TG € 07, Logo, temos que existe uma constantes ¢ tal que Vz(x € ¢
B(x)), v(c) e 6(c) pertencem a ZF’. Disso, concluimos que (c) A 0(c) pertence a ZF’ e,
novamente pela definicdo do modelo, obtemos que M E ™57 € T (x) A 0(z)™.

(direta) Por M E T57 € Ty(x) A f(x)7, temos que M ETT e V. METST =ce
v(c)AO(c) pertence a ZF". Por isso, obtemos que v(c) e 6(c) pertencem a ZF’ e, portanto,
ME~N(L) e MEOSET).

4. ax) é Jy € Vy(y,x):
(conversa) Supomos que M E Jy € Vv(y,"f7) e M E 57 € V. Segue, pelo Lema 3,

que existe uma constante ¢ tal que M E v("z € ¢,737). E, pelo Lema 2, temos que
M E ~(¢,"B7). Como a férmula v(c, x) tem apenas uma variavel livre e menos simbolos

légicos que a(x), podemos aplicar a hipdtese de indugao, obtendo M E ™57 € Ty(c, x)™.
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Entéao, usando a defini¢do do modelo, obtemos que, para uma constante k, Va(z € k <
B(z)) (1) e v(c, k) (2) pertencem a ZF’. Em ZF’, podemos concluir, a partir de (2), que
Jy(3z(y € 2) = v(y, k)), cuja a forma abreviada é Jy € V(y(y,k)) (3). De (1) e (3),
obtemos que M E 37 € "3y € V(y(y,z))™

(direta) Supomos M E ™57 € "Jy € V(vy(y, z))". Disso concluimos que M ET37 €V,
ME TS =cedy € V(y(y,c)) pertence a ZF’. Da tltima, obtemos, para alguma
constante k, y(k,c) em ZF’. Segue que M E "7 € T (k,z)". Assim, pela hip6tese de
inducao, obtemos que M £ «(k," 7). Portanto, pelo Lema 4, concluimos que M F
Jy € Va(y,"B87).

g

Os Lema 4, Lema 2 e Lema 6 sao de fundamental importancia para solidificar o
entendimento da prova de equiconsisténcia. E a partir dessas ideias que vamos provar que
M satisfaz o axioma-esquema para classes. Toda vez que instanciamos uma quantificagao
restrita a V na linguagem de NBG para um objeto "o (Lema 4), podemos obter uma
férmula equivalente (Lema 2) cujo objeto é substituido por alguma constante de ZF’; e isso
¢é a base para a reducgao do caso geral do axioma-esquema de classes para o caso apresentado
como versao fraca do axioma no Lema 6 (isso serd observado em detalhes na prova do axioma

mais & frente no texto).

E aqui também que percebemos porque é necessario realizar a extensao maximal de
ZF antes de compor o modelo. Caso nao fosse realizada a extensao, seria preciso restringir a
definicao do modelo de modo que o Lema 4 perderia validade e, nesse caso, ndao poderiamos

reduzir o Lema 6 (pela mesma estratégia) ao axioma-esquema para classes.

3.2 Prova da satisfacao dos axiomas de NBG'

Seguimos agora com a prova de que o modelo M satisfaz cada um dos axiomas
de NBG. Inicialmente, provamos o seguinte lema, o qual agrupa (junto com o Lema 5) a
demonstracao de satisfacao pelo modelo dos axiomas do vazio, do par, da uniao, das partes

e do infinito:
Lema 7 Para toda o em ZF’, a formula

1. QyQzy ... Qury(y € z <>y € V Aa) € logicamente equivalente a
Qy € VQir1...Qur,(y € 2 > );
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2. QyQzy ... Qnrn(y € 2 — «) € logicamente equivalente a
Qy € VQix1...Qux,(y € 2 — «).

3. QyQizy ... Qunr,(y € 2 AN ) € logicamente equivalente a
Qy € VQix1...Qnz,(y € 2 A\ ).

Prova. A demonstracao desse lema segue tautologicamente do fato de que

y € z — Jx(y € x) é uma tautologia (a forma abreviada desta féormula éy € z -y € V).

Dado que A — B é tautoldgico, enunciamos explicitamente as equivaléncias:

1. A<+ (C A B) é tautologicamente equivalente a B — (A <> (') e, portanto,
dadoqueyez—yeV, (yezeyeViAa) < yeV = (y€z+a)
2. A — C é tautologicamente equivalente a B — (A — (') e, portanto,
dadoqueyez—yeV, (yez—a) < yeV > (y€z—a)
3. A A C é tautologicamente equivalente a B — (A A C') e, portanto,

dadoqueyez—yeV, (yezNha) < yeV(yezAa)

g

O que se quer dizer com esse lema ¢ a ideia de que, quando temos uma bi-implicacao,
implicagdo ou conjuncao na qual uma das variaveis quantificadas ocorre do lado esquerdo de
uma relagdo de pertencimento, (z € ..), entdo a relativizacao para V' desta varidvel é logica-
mente obtida; assim, poderiamos substituir “sem efeitos” a axiomatizacao de NBG, trocando
(quando satisfeitas as condi¢oes do lema) os axiomas sem a relativizagao por axiomas relativi-
zados. Com efeito, essa construgao é comum a alguns dos axiomas de ZF e NBG; mais ainda,
a ideia desse lema aparece implicitamente na prova de alguns dos lemas da secao anterior e
nas demais demonstragdes que se seguem. Poderiamos ter feito essa troca na apresentacao de
NBG, omitindo essa analise e evitando a prova de equivaléncia — porém, decidimos manter a
axiomatizacao proposta por (MURAWSKI; MICKIEWICZ, 2004).

Axioma para existéncia de Classes

Proposicdo 1 MF JaVy(y € V — y € x)
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Prova. Pelo Lema 3, se uma férmula 5 é tal que M E "3 € V, entao existe uma

constante ¢ em ZF’ para a qual vale METg 7 =Tz € ¢

Como Vz(z € ¢ <> x € ¢) e ¢ = ¢ pertencem a ZF’, entdo M F ¢ € "z = x™. Segue,
portanto, que M E TS € Tx = 2. Ou seja, para toda formula g, METg' eV = T57 €
" =27, E, disso, decorre que M E JaVy(y € V — y € z).

4

Axioma do Vazio
Proposigao 2 M E Jx(Vy(y ¢ x) A Jz(z € 2))

Prova. Uma vez que nao existe uma constante ¢ em ZF’ tal que ¢ # ¢ pertence a
ZF’ entao M E "o ¢ "z #£ 27 Logo, M EVy(y ¢ "z # x7).

O vazio em ZF’ é representado pela constante ¢. Nesse caso, as féormulas Vz(x # = <
r € ¢) e Vz(z ¢ ¢) pertencem a ZF’. Por isso, M E "z # 27 € "Vz(z ¢ z)7 e, portanto,
MEJz(Tx # 27 € 2)).

g

Axioma do Par
Proposigdo 3 M EVz e VVy e Vaze VVu(u ez u=aVu=y)

Prova.

Pelo Lema 7, Vx € VVy € V3z € VVu(u € z <> u = x V u = y) é equivalente a
VeeVVy e V3zeVVue V(u€ 2z u=2xVu=y). Logo, como, pelo Lema 5,

MEVzeVVyeVizeVWueV(uezu=xVu=y),

segue o resultado.
0

A prova para os axiomas da Unido e das Partes é bastante similar a prova do axioma

do par.

Axioma da Uniao
Proposicao 4 M EVr € Viy € VVu(u € y «» Jv(u € v Av € 1))

Axioma das Partes
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Proposicao 5 M EVr € V3y € VVu(u € y <» u C x)
Axioma do Infinito
Proposi¢do 6 ME3Jz e V(D € x AVu € 2Vv € z(uU {v} € 2))

Prova.

Pelo axioma do infinito em ZF’, sabemos que existe uma constante w, tal que @) €

wAVu € w¥v € w(uU {v} € w) (1) pertence a ZF".

Por defini¢ao e pela Afirmacao 3, M E Vu € w¥v € w(u U {v} € w) se, e somente se,

existem c¢ e k tais que, se ¢ € w e k € w pertencem a ZF’, entdao cU {k} € w pertence a ZF’.

Supondo que ¢ € w e k € w pertencem a ZF’, ¢ U {k} € w pertence a ZF’ segue
diretamente da aplicacdo de (1) e, portanto, vale M E Vu € wVv € w(uU {v} € w). O
fato de que M E () € w segue direto de (1) e da definigdo do modelo. Assim, temos que
MED e wAYu € wVv € w(uU {v} € w)). Disso, segue a demonstracao por introdugao do

existencial.
O

Axioma da Substituicao para Classes
Proposicao 7 M E Vz € VVr(func(r) — Jy € VVu(u € y <> Jv € z((v,u) € 1)))

Prova.

Provaremos essa proposicao ajustando-a ao mecanismo dos Lema 5 e Lema 7. Isso
funciona precisamente porque o lado direito da implicacdo no axioma da substituicdo para

classes esta na forma descrita no Lema 7.

Para quaisquer férmulas 5 e «, temos a seguinte equivaléncia pelo Lema 5:

JyVu(u € y <> Jv € c(a((v,u)))) pertence a ZF’ se, e somente se,
ME3JyeVVueV(iuey+ Jvecla((v,u)))).

Isso, por sua vez, pelo Lema 6, é equivalente a

METyeVVueV(uey+ e c((v,u) € "alx)T))

4 A condicao (v,u) € V é vacua, porquanto se refere a um termo construido a partir de constantes em ZF".

Desse modo, existe uma constante especial k instdncia (v, u) e, pela Afirmacio 2, k € V.
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Usando ideia similar, pelos Lema 5 e Lema 7, obtemos que

VaVVy(a({z,y)) A a((z,y)) — x = z) pertence a ZF’ se, e somente se,
MEVz e VVz e VVy € V(a((z,y) AN a((z,y) = = = z)

e, pelo Lema 6, a ultima é equivalente a
MEVr e VVze VVy € V({(z,y) € "a(z) A (z,y) € Ta(x)! — x = 2),

cuja forma abreviada é M E func("a™).

A partir das duas equivaléncias, obtemos tautologicamente que

VavV2Vy(a({z,y) A a((z,y)) = = = z) = FyVu(u € y <> v € c(a({v,u)))) pertence a ZF’ (1)
se, se somente se,
ME func("a™) - Iy e VVu e V(u € y <> Jv € c((v,u) € "a(x)?)).

Uma vez que (1) é precisamente o axioma da substitui¢do para conjuntos em ZF’

instanciado para a constante ¢, entao obtemos
ME func("a) » Jy e VVu e V(u € y <» Jv € c¢((v,u) € "a(x))).

Disso, pelo Lema 7, pela introducao do universal e pelo Lema 4, obtemos o resultado desejado.
0

A seguir, provamos o axioma esquema para classes, que descreve a fundamental dife-
renca entre NBG e ZF. Com efeito, os lemas desse capitulo foram estruturados de forma a

tornar esta demonstragao a mais natural possivel.

Axioma esquema para classes

Proposicao 8 Se 6 é uma formula com varidveis livres x,vi,va, . .., v, € todos 0s seus quan-
tificadores estao relativizados para 'V, isto €, todo quantificador aparece da forma Vx; € V ou

dz; € V, entao MEYU € V IVa(z € 2z <> (x € V N O(x,7))).

Prova. Dada uma férmula 6 com as varidveis livres x, vy, vo, . .., v, () e todos os seus
quantificadores estao relativizados para V, tomamos uma sequéncia qualquer de constantes
C1,C2, ..., Cp (T).

Como a férmula z € V A 0(z,¢) possui apenas x como variavel livre, entao, pelo
Lema 6, obtemos M E Vz(x € "0(x,¢)" <» (z € V A6(x,¢)). Aplicando a introdugao do
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existencial nessa formula, concluimos que M F J2Vx(z € z <> (z € V A 0O(x,¢))). Como as

constantes consideradas sao quaisquer, podemos aplicar o Lema 4, obtendo

MEYT €V I2Ve(z € 2+ (x € V ANO(z,7))).

Extensionalidade
Proposigao 9 M EVVy(Ve(z ey x € 2) >y =2).

Prova.

Sendo « e  duas formulas quaisquer, supomos que
MEVz(zeTal <z e™F).
Pelo Lema 7, concluimos que
MEVzeV(zeal« z e[

e, pelo Lema 6,

MEVz € V(a(z) < f(x)).
Entao, pelo Lema 4, para toda constante c,

M E (a(c) + B(c)).
Disso, pelo Lema 6, segue que
ME (ceTa(x) < [(z)T)

e, pela Afirmagao 1, temos que, para toda constante ¢, a(c) <> 5(c) pertence a ZF".

Se Jz(a(z) A —5(x)) pertence a ZF’, entao existe uma constante k especial tal que
a(k) A =p(k) — absurdo, pois a(k) < S(k). Portanto, como ZF’ é maximal consistente,
—Jz(a(z)A—5(z)) (1) pertence a ZF". Notadamente, (1) é logicamente equivalente a Va (a(z) —
B(x)), entdo, analogamente, obtemos que Vz(3(z) — «a(z)) pertence a ZF’. Unindo esses dois
resultados, obtemos que Va(a(x) <> f(x)) pertence a ZF’. Isso, pela definigdo do modelo, é

equivalente a
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METaT="3"
Supomos M EVz(z € "al <>z € "47) e obtemos M E "o ="5". Entao
MEVz(z€Ta <2 e™) = Ta'="4"1
Por fim, como « e § sdo férmulas quaisquer, concluimos que

MEVNyNVe(z ey x€2) > y=2)

Axioma da Fundacao
Proposigao 10 M EVr(z #0 — Jy € z(x Ny =0))

Antes de demonstrarmos a validade do modelo para esse axioma, provamos que vale

o axioma da fundacao adaptado para féormulas em ZF’.

Lema 8 Para toda formula f em ZF’, se 3xf(x) vale em ZF’, entdo existe uma constante
c em ZF tal que 5(c) N —3x(x € ¢ A\ B(x)) pertence a ZF"

Prova. Supondo que § é tal que Jz5(x) pertence a ZF’, e sendo ¢ uma constante

especial relativa a formula 3, entdo ((cz) pertence a ZF".

Notadamente, existe um ordinal a tal que cs € V. Mais ainda, sabemos que existe o

conjunto A definido por {z|z € V, A 5(z)}. Assim, pelo axioma da fundagdo em ZF, vale que
A4 ¢— Tylye AN—-Tz(x € ANz €Y)).
e, como cg € A, entao A # ¢; logo
Jy(ly € AN—-Jz(z € ANz €Y)).
Sendo ¢ a constante especial da féormula y € A A =Jz(x € ANz € y), vale em ZF’ que
ce AN-Tx(x e ANz €c)
Além disso, temos em ZF’ que x € ¢ — x € V,, pois ¢ € A; portanto,

(xe ANz €c)+ (x €chPx)).
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E, como ¢ € A — fB(c), segue que

B(c) N —=3x(x € ¢ A f(x)) pertence a ZF".

Prova. (Proposigao 10)

Dada uma férmula § em ZF’ tal que Jz3(x) pertence a ZF’, entdao vale em ZF’ pelo
Lema 8 que ((c) A =3z(z € ¢ A (z)) para alguma constante c¢. Em particular, vale que
FxecleBem M, pela Afirmacao 1.

Supomos o absurdo de que existe uma formula ~ tal que
METATe™IATy T ez e

Temos, nesse caso, que existe uma constante k tal que k € ¢ A 5(k) pertence a ZF’. Portanto,
Jz(x € ¢ A fB(x)) pertence a ZF’, pelo axioma da substituigao (légica). Absurdo, porque
—dz(xz € ¢ A B(x)) pertence a ZF".

Logo nao existe ytal que M ETy1e"gle METy 1€ Tx € ¢'. Nesse caso, obtemos
que ME —Jzx(x € "Nz € "z € ) e, seguidamente, que M ETFTNTz € ¢! = ¢. Como
"z € ¢’ € T[T vale no modelo, concluimos que M E Jy € T (yNTET = ).

Sabemos que a suposicao inicial {3z (x) pertence a ZF'} é equivalente a {M E "7 #£

¢}. Dessa forma, podemos concluir que, para toda formula 3,
METB %63y e 8 (yn 7 =9),
e, portanto,

MEVz(x A0 — Jy e x(zny=10)).

3.3 Prova finitaria de equiconsisténcia

A prova finitaria de equiconsisténcia entre NBG e ZF foi fornecida por Shoenfield
(1954) no artigo “A relative consistency proof”. Esse artigo é escrito na linguagem do Prin-
cipia Mathematica (Whitehead e Russell) e faz uso extensivo das técnicas desenvolvidas no
Grundlagen der Mathematik (Hilbert e Bernays). Por essa razao, o desenvolvimento desta se-

¢ao se deu por uma escavagao, uma engenharia reversa, na qual as ferramentas utilizadas eram
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desvendadas pelas pistas deixadas no artigo. Além disso, a mudanca do sistema axioméatico

traz diversas dificuldades adicionais e, em muitos momentos, a prova muda completamente.

Vamos expor a técnica usada para a prova de equiconsisténcia. Antes, porém, preci-
samos retomar a técnica da prova finitaria do teorema de Herbrand. Para isso, passaremos
pelas defini¢oes necessarias, em seguida, enunciaremos o teorema de Hilbert-Ackermann e,

por fim, a parte necessaria da estratégia de demonstracao do teorema de Herbrand.

Definicao 6 Uma formula o é aberta quando todas as varidveis que ocorrem na formula sao

livres.
Definicao 7 Uma teoria T é aberta quando todos os seus axiomas sao formulas abertas.

Definicao 8 «a € uma quasi-tautologia <= « € consequéncia tautologica de axiomas de

iqualdade e identidade.

Teorema 2 (Hilbert-Ackermann) Uma teoria aberta T € inconsistente <= existe uma

quasi-tautologia o igual a =51V =By V ...V 70y, tal que B; € uma instancia dos axiomas de
T.

A prova desse teorema é feita finitariamente em Shoenfield (1967, p. 48 - 52). E
importante conhecer esse teorema porquanto ele é equivalente ao teorema de Herbrand para

0 caso existencial, como veremos adiante.

Definicao 9 Sendo (Q um dos quantificadores ¥V ou 3, entdo uma formula prenexa € da forma:

Qr1QTs ... Qu,b,

com 0 sendo uma formula aberta.

Chamamos 6 de a matriz de Qr1Qxs ... Qx,0.

Notagao 1 Usamos o sobrelinhado (v) para indicar sequéncias finitas de comprimento qual-

quer (vi,va, ..., v, ), maior ou igual a zero (n).

Podemos escrever a féormula prenexa, sem perda de generalidade, com os quantifica-
dores explicitos V e 3, ao invés de usarmos o quantificador implicito Q. A férmula geral tem

o seguinte formato:
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IV .. 35V O[T, 20,70, - - - 2k, Ukl

sendo T a sequéncia de variaveis livres na matriz 6. Usar essa forma simplificara nossa notacao
porque, na prova do teorema de Herbrand, o tratamento das quantificagoes existenciais e

universais sao diferentes.

Defini¢ao 10 Uma formula « é existencial quando o é uma formula prenexa da forma

dx1day ... 2,0, com 0 sendo uma formula aberta.
Para as féormulas prenexas, vale o seguinte teorema:

Teorema 3 Para qualquer formula «, existe uma o, de modo que:

1. o é uma féormula prenexa;
2. Fa+ s

3. o € obtida por um procedimento recursivo primitivo;

Chamamos o a forma prenexa de «.

A seguir vamos expor a forma normal de Herbrand. Ela pode ser entendida como a
representacao de uma férmula qualquer por uma formula existencial através de um procedi-
mento de eliminacao dos quantificadores universais. Tal eliminacao se da pela introducao de

simbolos de fungao na linguagem.

Defini¢ao 11 (forma normal de Herbrand) Sendo o uma férmula qualquer, construimos ay

através do sequinte procedimento recursivo primitivo:

1. ag € a forma prenexa de «;
2. Se «a; € uma formula existencial, entdio oy € oy,

3. Se a; é da forma Jxi3xy ... 2, Yy, introduzimos um novo simbolo de funcgdo f, tal
que:
Qip1 € ry3zo . Fxny, (f(21, 22, .., 20)).

Se a; € da forma Yy, introduzimos um novo simbolo de constante c, tal que:

Qip1 €Yy (C) ;
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De modo geral, podemos representar a forma normal de Herbrand da férmula prenexa
Iy .. IV O[T, 20, T - - 5 2k Tk,

por

E]Zl cee sz 0[T7§17f1<§1)7 s 7§k7fk(§17 s 7§k)]

Teorema 4 (Herbrand) Seja T uma teoria sem axiomas nao ldgicos cuja linguagem € L.
Entao, para toda formula prenexa o em L, vale:
Fr a na linguagem L <= existe uma quasi-tautologia B1 V PBa ...V Bk, na qual, para todo

1, B; € uma instancia da matriz de ag.

Prova. (Estratégia detalhada) O procedimento de prova do teorema de Herbrand

segue as seguintes etapas:

1. Caso « seja uma féormula existencial, o teorema vale como corolario do teorema de

Hilbert- Ackermann:

Suponha que « seja da forma Jz;dxs ... dz, 8, com S uma férmula aberta. Nesse caso,

-« ¢é logicamente equivalente a Va1V, ... Va,—5. Assim, T F —a <> —f.

Por isso, Fr @ <= a teoria {—f} for inconsistente. Pelo teorema de Hilbert-
Ackermann, pois {=} é uma teoria aberta, {—5} é inconsistente <= existe uma

quasi-tautologia —(—=31) V =(=f2) V...V =(=;), com (; instancias de § para todo i.

Mas isto é equivalente a 31 V B2 V...V 1, finalizando a demonstracao.

2. Tomamos, para o caso geral, uma férmula prenexa « na linguagem de £
HZVE' c Hzikv% Q[T’Z7m7 AR ’Zikﬂﬁ]'

3. Sendo L4 a linguagem L estendida pela adi¢ao das fungdes introduzidas na construgao
de ay e Ty uma teoria sem axiomas nao légicos cuja linguagem é Ly, devemos provar

que:
l_T o < l_TH ag.

4. Como ay é uma féormula existencial, obtemos a quasi-tautologia para a légica na lin-

guagem Ly;. Assim,
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Fra < b, ag <= existe uma quasi-tautologia com instancias de oy

Por essa razao, a prova do item 3 termina a demonstracao.

5. Para a prova do item 3, mostraremos somente a estratégia para a prova conversa, ou

seja, THa < T'F ay, ja que a prova direta é relativamente simples.

6. Sendo T, a extensao de Henkin de 7', no sentido de Shoenfield (1967, p. 46), e sendo
T.1eq & adigio dos axiomas de equivaléncia® de Herbrand (SHOENFIELD, 1967, p. 52)
em T, demonstra-se que:

a) T. é extensao conservativa de T

b) Tiieq ¢ extensao conservativa de 7T,
Esses dois fatos serao importantes para os passos seguintes.

7. Supomos, portanto, que existe uma quasi-tautologia 81 V fBy...V B, em Ly, com f;
instancia da matriz de ay. Faremos um procedimento de substitui¢ao das fungoes intro-
duzidas para obtenc¢ao de oy por constantes introduzidas em L.. Mais especificamente,
se ag ¢ da forma

9[T7zlafl(zl)’ s >zk7fk(§17 C 7zk)]

e (; é da forma

Ot 1y, fr(t), ..., Tk, fo(Tr, ... )],

definimos as sequéncias de constantes especiais d(uy), d(u,u3), ..., d(@g,...,U) in-

troduzidas para eliminacao das fungoes da seguinte maneira:

Notagdo 2 a) 27 é a sequéncia de termos da sequéncia Z a partir do termo de
indice i;
b) Z7 é a sequéncia de termos da sequéncia Z a partir do termo de indice i até o

termos de indice j;

c) (Z); € o i’ésimo termo da sequéncia Z;

A constante (d(uy)); é a constante especial referente a férmula

> Se c1 e ¢y sdo constantes especiais das formulas Jzaq(z) e Jras(z), entdo o axioma de equivaléncia em

relacdo a essas constantes é Va(aq(z) <> as(z)) = ¢1 = ca.
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1—(i—1

A(7n)i(~Vyr CHV= 35V, . 35V O, 0, d () ) Fi(z) ),

sendo * uma abreviagao para indicar o restante da sequéncia Uy, fo(uy), . .., U, fx(@1, - .., Ux).

E, de modo geral, (d(ur, sz, ...,u;)); é a constante especial referente a férmula

15(-1)

3(90); (~VEi VD2 35001 - 35V Ol +, d(u, - - W) Fu(z) 7).

Com a sucessiva aplicacao do axioma da substituicao e do modus ponens, obtemos que,

se (! é a férmula

O[t,wy, dy (W), ..., Gk, di(Ty, ..., U],

entdo br,,., B — a.

8. Notemos que nos termos u podem ocorrer variaveis. Contudo, para garantir o uso das
propriedades dos axiomas de equivaléncia em 7T..,, precisamos que todas as variaveis
sejam substituidas por constantes especiais. Isso sera necessario para a finalizacao da

prova.

Por isso, fazemos uma segunda transformacao na quasi-tautologia. Aqui os axiomas de
equivaléncia cumprem um papel importante: eles garantem que quaisquer duas formulas
equivalentes tenham como referéncia uma tnica constante®. Com a adicdo apenas dos
axiomas especiais, nao temos essa garantia, uma vez que poderiamos ter dois elementos

distintos satisfazendo uma mesma férmula da forma Jzo.

Introduzimos constantes especiais quaisquer e distintas para cada variavel de w, obtendo

. Em seguida, provamos, usando os axiomas especiais de equivaléncia, que

Fry e it = W' — d(ur) = d(wy’)

b T =T AT =T — A, W) = d(uy, 1)

F el = U AT =T — d(Tr, ..., ) = d(@’, ..., 0

6 Perceber essa caracteristica foi fundamental para estabelecer a relacdo entre as técnicas usadas no ar-

tigo de prova de consisténcia de Shoenfield (1954) e as técnicas apresentadas no livro Grundlagen der
Mathematik (HILBERT; BERNAYS, 1968). Nesse artigo, anterior ao seu livro-texto de légica matemd-
tica (SHOENFIELD, 1967), Shoenfield faz uso do épsilon cédlculo de Hilbert como forma de garantir a
unicidade das constantes especiais. Na forma mais moderna de tratar essa relacdo, fazemos a introducao
conservativa de axiomas de equivaléncia.
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9. Usamos, entdo, o procedimento descrito em Shoenfield (1967, p. 55) para obter a for-
mula 37V 5 ...V ], sendo 3] a substituicdo das funges e das varidveis introduzidas
pelas constantes especiais mostradas acima. Lembramos que essa segunda transforma-

cdo garante que 7., B — a pelo mesmo procedimento do item 7.

Supondo que C, Cy, ..., C,, é a sequéncia da prova da quasi-tautologia que usa apenas
axiomas de identidade e igualdade em T', prova-se que a transformacao que levou f3; V
Ba ...V B ase tornar 57V BY ...V B} preserva tautologicamente a sequéncia. Entao,

TV By ...V B é consequéncia tautolégica de CY,CY, ... CI.

Resta provar que cada C! é teorema de T4, quando C; é um axioma de T, para
obtermos a prova de 8y V 85 ...V B em T, Nesse caso, cada C; é um axioma de
igualdade, identidade ou instancia de axioma de igualdade ou identidade. Notamos
que, quando obtemos CY, transformamos C; em axiomas de igualdade ou identidade, a
nao ser que C; seja uma instancia de um axioma de identidade. Este iltimo, porém, é

facilmente provado em 7., a partir dos proposi¢des mostradas no fim do item anterior.
10. Como tr,,,, BV By ...V B errn, ., B — a, entdo b, «.

11. Como T,44 ¢ extensao conservativa da légica em L, entao, por fim, vale que 7 a.

3.3.1 Prova Finitaria de Equiconsisténcia

Para entendimento da prova finitaria, ¢ importante atentar aos procedimentos 7 e 8
da secao anterior. Neles sdo realizadas transformagoes sintdticas para obtencao das férmulas

" eliminando as fungdes introduzidas para obtencao da férmula normal de Herbrand.

Ressaltamos que cada introducao de uma funcao para eliminagao de uma quantificacao
universal é realizada de modo independente das demais fungoes introduzidas. Nesse sentido,
podemos restringir o procedimento de eliminagdo a certas quantificagoes universais. Com
efeito, podemos eliminar uma, algumas ou todas as fungoes introduzidas para obtencao da

forma normal de Herbrand.

Para a demonstracao do teorema de equiconsisténcia, usaremos a parte direta do teo-
rema de Herbrand para obtencao da quasi-tautologia e, em sequéncia, faremos o procedimento

da prova conversa restrito as variaveis limitadas para conjuntos.

Antes de realizar esse procedimento, eliminaremos todas as quantificacbes universais
que nao forem restritas a conjuntos nos axiomas de NBG. Provaremos, portanto, que as

quantificagoes universais irrestritas sao facilmente eliminadas da axiomatizacao apresentada.
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Proposicao 11 FExtensionalidade:

F(VzeV(zex e zey mar=y) < VaVyVz(z€x < z€y) —»x=1))

Prova. Pelo axioma da substituicao, temos que

{VaVy(Vz(z €z z€y) 2 ax=y)}FVz(z€x s 2€y) >z =1.
E, pelo teorema da generalizacao, temos que

{Vz(zex e zey max=yt-VaVy(Vz(z €x > z€y) = o =1).
Resta provar que

F(Vz(zexrzey max=y) > VzeV(izereozey) —»a=y),

Sabemos que (@« — 6 A ~a — ) — 6 é tautologicamente equivalente a  — 6. Logo
Vz(z € x <> z € y) — = = y é tautologicamente equivalente a (Vz € V(z € x <> z € y)A\Vz ¢
V(z € x4+ 2z € y)) - = = y. Contudo, como sabemos que, por defini¢io, z € V <> Jw(z €
w), entdo z ¢ V é equivalente a Yw(z ¢ w), e, por isso, Vz ¢ V(2 € x <> z € y) é tautoldgico

(as condigoes da equivaléncia z € x e z € y nunca sao satisfeitas). Temos, portanto:

Vi(zerx e z€e€y) max=y <
(VzeVizerzozey ANVegV(zex s zey) o=y <
VzeV(ze€xz < z€y) »ax=y

g

Note-se que podemos usar procedimento semelhante para limitar essa quantificagao
a conjuntos, sempre que tivermos um quantificador universal Vz para uma férmula na qual
ocorre z € x. Embora essa técnica nao funcione em todo caso, para a axiomatizacao de NBG
exposta nesse artigo o procedimento se efetiva. Nao vamos aqui expor as demonstracoes para

cada axioma, pois todas sao muito semelhantes. Temos, nesse sentido, o seguinte teorema:

Teorema 5 Sendo o um azxioma de NBG, entao existe uma o' tal que o é uma eliminacao

ou restrigio (para V') de todos os quantificadores universais que ocorrem em « e b o/ > a.

Fazemos ainda uma modificagdo em NBG. Os quantificadores existenciais irrestritos
podem ser eliminados das instdncias do axioma-esquema para classes. Adicionamos, para
cada instancia Vo € V3I2Vr(z € z <+ (2 € V A a(x,7))), a constante ¢, e substituimos o
axioma por Vo € VVx € V(z € ¢, > (x € V A a(z,7))). Em seguida, substituimos todos os
demais axiomas de NBG pela versao obtida pela aplicacao do Teorema 5. A teoria resultante

dessas substituicoes chamamos de U.
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Devemos, portanto, provar o seguinte teorema:
Teorema 6 Para toda formula v, se NBG + v, entao U F .

Prova.

Para esse teorema, basta tratarmos o caso em que v é um axioma esquema para
classes. A partir disso e do Teorema 5, obtemos com facilidade que U prova todos os axiomas

de NBG, garantindo o resultado.

Tomando uma « com n variaveis livres e com todos os quantificadores limitados a V/,

provaremos que, se NBG prova o axioma para classes instanciado para «, entao
UFYoeVINe(x € 2z (x € V Aa(x,D))) (3.1)

(chamamos essa férmula de 6).

Pelo axioma da substituicao e pelo teorema da generalizagao, podemos eliminar os

quantificadores universais do axioma-esquema para classes. Desse modo,
UFO <= UkF(WeV)—-Ve(x €z (x eV Aa(z,v))). (3.2)
Como x e z ndo ocorrem no lado esquerdo da implicacao, entao

UFfO < UF3Ve((teV)—= (zeze (xeV Aa(z,v)))). (3.3)

Sendo 0 a férmula Vo € VVz € V(z € ¢, ¢ (x € V A a(z,7))).

Do mesmo modo, eliminamos de ¢’ os quantificadores, obtendo
UbVe(TeV)— (z€cy ¢ (x €V Aa(x,0)))).
Entao, pelo axioma da substituicao e modus ponens,
UbF3Nz(veV)— (z€z4 (x eV Aa(z,v)))).

Assim, U F 6, concluindo a demonstracao.

Seguimos para a prova do lema:

Lema 9 Seja o uma sentenca livre de varidveis para classes.
Se a € um teorema de U, entdo existe uma demonstracao de o em U que € livre de quantifi-

cagoes em varidveis para classes.
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Prova.

Por hipétese, temos uma demonstracao de a em U. Seja v [T] a conjungao dos axiomas
usados na demonstracao dada, em que T é a sequéncia de varidveis para classes que ocorrem
nos axiomas. Nesse caso, pelo teorema da redugao (SHOENFIELD, 1967, p. 42):

T+ Vzvy[z] — a
ou, equivalentemente,
T+ 3z(v[z] — «), pois T nao ocorre em «,

em que 7' é a teoria sem axiomas nao légicos cuja linguagem ¢ a linguagem de U.

Seja 0[z] uma forma prenexa de v[Z] — a. A férmula 0[7] é da forma

Hzilvm' * 'Hﬁv%/ﬁ I:T7 2717 m? ) 7k7 %:I :

Pela equivaléncia para demonstrabilidade entre uma sentenca prenexa qualquer e sua

forma normal de Herbrand,
T+ Jz6[7

se e somente se

I_TH Eljazlazkﬁ[ja 217 fl(fa z1)7 "'7§k7 fk’(fv zla ceey Zk)])

em que Ty é a teoria obtida a partir de T pela adicdo dos simbolos de funcao introduzidos

na forma normal de Herbrand de 376[z].

Seja (' a férmula aberta 5[z, zy, f1(T,Z1), ..., Zk, [x(T, Z1, .oy Zk)]-

Pelo teorema de Herbrand, existe uma disjun¢do ] V ... V 8/ que é uma quasi-

tautologia, de modo que cada disjunta 3 é uma instancia de §’ na linguagem de T}.

Vamos construir uma demonstragao apropriada de a na teoria Uy, obtida a partir
de U pela adicao de constantes especiais, de axiomas especiais para constantes e de axiomas

especiais da igualdade.

De inicio, substituimos as variaveis livres em (] V ... V 3/ por constantes especiais.
O resultado dessa substituicao é uma disjuncdo de m sentencas que é quasi-tautologia em

Ucteq- Essa quasi-tautologia ¢ o ponto de partida da nossa demonstragao de av em Up g
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Em seguida, substituimos, nessa disjun¢ao quasi-tautolégica, as ocorréncias de f (@, by),
oy fe(@, by, ..., b) por sequéncias de constantes especiais apropriadas, seguindo o procedi-

mento apresentado nos item 7 e 8 da prova do teorema de Herbrand.

O resultado ¢ uma disjuncao 1.V ...V 3/ ., consequéncia tautolégica de instancias de
axiomas da igualdade, de axiomas da identidade, de axiomas especiais da igualdade e do teo-

rema da igualdade, havendo ocorréncia de quantificacao apenas nas varidveis zy, i, .-, 2k, Yk-

Seja #;. a formula

I VY. 3zVuRBt, 71, Ut - 2R Ukl

obtida a partir de (;. por recomposicao das quantificagoes 3z;Vyy...32xVyg. Os termos fecha-

dos na sequéncia t; estao em Ue, .

Cada uma das disjuntas ;. implica a correspondente (3}, em U,y¢,, como vimos no
primeiro paragrafo do item 9 na estratégia de prova do teorema de Herbrand. Para demons-
trar isso, usamos apenas propriedades basicas da implicagao e dos quantificadores 9z7...3%Z;

e os axiomas especiais para as constantes empregadas na substituicdo das ocorréncias de

f1(@, by),..., fe(@, by, ..., by) descrita acima. Do exposto até aqui segue que
Ueteq F 01V ...V Opye,

sem usar quantificacoes em variaveis para classes.

Entretanto, como 0[z] é uma forma prenexa de v[Z] — «, temos
Ucteq F07] < (7[7] = ),

equivaléncia demonstrada usando apenas variantes de quantificagdes que ocorrem em ~[Z] —
«, portanto, nenhuma quantificagdo em variaveis para classes. Por outro lado, pela regra da

substituicao,
Ucteq  O[t:] <> (7[t:] = ).
Como 0[t;] é 0;., concluimos, usando consequéncia tautologica, que

Ucteg VG A o Ay[En] = «,

sem usar quantificacdo em variaveis para classes.
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Por outro lado, ¥[Z] é uma conjuncao de axiomas de U.y.,. Cada v[t1] pode ser de-
monstrada em U4, usando apenas consequéncias tautolégicas e instancias da regra da subs-

tituigdo. Portanto,
Uc+eq = a,

sem usar quantificacdo em variaveis para classes.

Para terminar a demonstragao, basta observarmos que uma demonstracdo de uma
sentenca a de U em Uy, pode ser transformada em uma demonstracao em U da mesma
sentenca «, e que essa transformacao introduz apenas quantificacoes diretamente ligadas
aos axiomas especiais utilizados (SHOENFIELD, 1967, p. 52). Como ndo usamos axiomas

especiais com quantifica¢cbes em varidveis para classes, segue o resultado.
O
De posse desse resultado, provaremos de modo finitario o Lema 1 da pagina 29.
Prova. (Lema 1)

Supondo uma sentenca a com todos os quantificadores restritos a conjuntos e tal
que NBG F «, temos, pelo Lema 9, que existe uma prova em U na qual ndo ocorrem

quantificadores irrestritos. Essa sequéncia de prova chamamos Seq.

Faremos transformagoes nessa sequéncia de prova de modo que se mantenham as
consequéncias tautoldgicas, que nao se alterem a sentenca « e que os axiomas transformados

sejam teoremas de ZF. As transformacoes a serem realizadas serao descritas a seguir.

Sejam x1, xa, ..., T as variaveis livres que ocorrem em Seq, adicionamos ao segmento

inicial dessa nova sequéncia as férmulas 1 € V,zo € V..., 2, € V, obtendo Seq*!.
Faremos, em seguida, a transformacdo *#f" das férmulas de Seq*!.

Toda ocorréncia do tipo
1. ¢y = ¢4, substituimos por Yy € V(y € ¢y <> y € ¢4)
2. ¢y € x, substituimos por Iy € V(y =cy Ay € x)
3. ¢y € Cq, substituimos por Jy € V(y =co Ay € ¢4)
4. x = ¢,, substituimos por Vy € V(y € = <> y € ¢,)

5. & € ¢y, substituimos por 6(z)



Capitulo 3. Relagoes de redugio entre NBG e ZF 68

Essas transformacgoes aplicadas sucessivamente nas férmulas da sequéncia Seq* eli-

minam todas as ocorréncias das constantes cy, formando a sequéncia Seq*?.

Lembramos que, para cada axioma logico Aziom; em Seq*, é preciso verificar se

Aziom”" ¢ também um axioma légico ou consequéncia de ZF unido as férmulas x; € V, 25 €

V,...,xx € V. No segundo caso, substituimos o axioma Am’om;“ em Seq™ pela sequéncia

de prova de Aziom}”". Assim, obtemos uma Seq**.
Conhecemos a seguinte proposi¢ao a respeito de funtores (SHOENFIELD, 1967, p.
30):

Definicao 12 No contexto desta tese, usaremos a nogao de funtor como funcoes na meta-

linguagem de formulas em formulas.

Proposicao 12 Um funtor x de formulas em formulas satisfaz as sequintes propriedades

para toda formula o e B3:

5 *

1. (ma)* € ~a
2. (aV p)" éa*Vp*

Desse modo, se & € consequéncia tautoldgica de v1,7a, ...,V , entdo 0* € consequéncia tau-
7 9 9 ? )

tolégica de i, 75, ..., V.

Portanto, essas transformagdes nao afetam a sequéncia tautologicamente. Contudo,
algumas das instancias dos axiomas logicos deixam de ser axiomas légicos. Vejamos o que

ocorreria com as instancias de axiomas logicos em que ocorrem constantes de U.

1. Axioma da substituicao

Nao existe uma instancia do axioma da substituigao 6,(c) — Jxf em Seq*™* porque nao

ocorrem quantificagoes irrestritas na prova em U.

2. Axioma da identidade

(ca = )" éVy € V(a(y) < a(y)), que é uma tautologia.

3. Axioma da igualdade

a) X1 = Co N Tog = 1Yo — T1 € Ty &> Cq € Yo. Entdo, apds a transformacao, obtemos:
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d)

)
f)

(VzeV(z ez ¢ alz) ANxg = y2)
— (T €r e IweVVzeV(zew e a(z) ANw € ya))

Vamos mostrar que esta férmula é teorema de ZF e das férmulas x1 € V,xy €
V,...,zp e V.

Se temos que Vz € V(z € 21 > a(z)) Ay = yp € supomos que x; € I, entao,
pelo coroldrio 2 do teorema da igualdade em Shoenfield (SHOENFIELD, 1967, p.
36), obtemos

VzeV(zex < az) ANxy € yso.
Em seguida, pelo axioma da substituicdo e 1 € V,
Jr e V(Vz e V(z €21 ¢ a2)) ANxp € ).
Usando o teorema da variante (SHOENFIELD, 1967, p. 35),
JweVVzeV(zew alz)) Nw € ys).

Por outro lado, se supomos que Jw € V(Vz € V(2 € w <> az)) A w € ys), entao,
como Vz € V(z € x1 <> a(z)), provamos, usando a extensionalidade em ZF, que
Jw € V(w = x3 A w € yo). Assim, obtemos que x; € y,. Como, por hipdtese,

To = 1z, concluimos que x;, € xq, finalizando a demonstracao.

T1 =YL N\ Cq = Yo — T1 € Co <> Y1 € Ya. A estratégia para o item b é similar a do
item a.

1 = h ANcy = cg = X1 € ¢4 < Y1 € cp. Para esse caso, obtemos com a
transformacao:

1=y AVz € V(a(z) < [(2)) = a(xy) < 5(y1)

Por isso, como x; e y; sdo variaveis livres na férmula, a férmula transformada
¢ consequéncia tautologica de Vx; € V Vay, € V e instancias de axiomas de
identidade.

Cg = Ca N Cy =Yz —> C3 E Cy <> Cq € Yo.
Cg = Co NTo =Yg — Cg € T <> Co € Ya.

C3 = Caq N Cy=Cyp —> C3 E Cy <> Cq € Cy.

Os itens d, e e f sao obtidos com a combinacao das estratégias usadas nos itens a e c.
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Vejamos, em seguida, o que ocorre para os axiomas de U com a transformacao *zp:

Sao afetados somente as instancias dos axiomas de extensionalidade, o esquema para
classes, a substituicao para classes e a fundac¢ao (somente aqueles nos quais ocorrem cons-
tantes de U).

1. Extensionalidade. Avaliamos dois casos:
YyeV(yerxyecw) »x=cy
VyeV(y €cq >y €cy) = Co = Cp.

Como resultados, temos respectivamente
VyeV(yex <+ 0(x) »>VyeV(yeax < 0(x))
Vy € V(a(z) < 0(z)) — Yy € V(a(z) < 0(x))

ambas tautologias.

2. Esquema para classes. Sendo vy, vs, . . . , v, variaveis livres que ocorrem em 6 Yvivs . .. v, €

VVy € V(y € cg <> 0(y))
Com a transformacao, obtemos
Yoivs ... v, € VYWY € V(0(y) <> 0(y))

que ¢ uma tautologia.

3. Substituig¢ao para classes.
Vo e V(func(cp) — Jy € VVw(w € y <> Jv € 2((v,w) € cy)))
se torna
Vo € V(Yvvavs € V(0(v1,v2) A Q(v1,v3) — vy = v3) — Jy € VVwi(wy € y <> Jwy €
2(0(ws, w))))
que ¢ exatamente o axioma da substituicao para ZF.
4. Fundacao.
(cg 20 —TyeV(yecy—cony=10))
se torna
Jz € VO(z) = Jy € V(0(y) = Vuw(w ¢ y V —0(w)));
Supondo Jz € VO(x), entdo ZF F Jz(x € V, A O(x)), para algum ordinal a (V, é a

constru¢ao do universo V' até o passo de ordinal a). Sendo A = {z|z € V, A O(x)},
segue que ZF F A # (). Pela regularidade em ZF, Jy(y € A — ANy =0).

Isso é equivalente a
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y(O(y) Ny € Vo = Yu-(w € y AN O(w) Nw € V,))
(como w € y — w € V,)

y(O(y) Ny € V, = Yw—-(w € y AO(w)))
Ou seja, a formula transformada é um teorema de ZF.

Quando ocorrem sem uso de constantes, os axiomas de U podem ser entendidos como

axiomas de ZF, por causa da introducao das féormulas z; € V.

1. A extensionalidade Yy € V(y € x <> y € z) — x = z, no contexto das formulas z € V'

e z € V, representa exatamente a extensionalidade em ZF.
2. O mesmo vale para os axiomas de substituicao e fundacao.

3. O axioma-esquema para classes nao apresenta esse tipo de ocorréncia, pois nao aparece

com variaveis livres em U.
Desse modo, na sequéncia Seq*?:

1. Ocorrem férmulas da forma x € V,
2. Ocorrem axiomas logicos,
3. Ocorrem axiomas de ZF,

4. E todas as demais formulas sdo obtidas por inferéncias logicas a partir das férmulas

anteriores.

Isto é uma prova em ZF. Como nenhuma das transformagoes afeta a férmula final «,

provamos, enfim, que ZF F «, concluindo a demonstracao.

O

3.4 Nao existe interpretacao de NBG em ZF

Antes de seguirmos com a prova do Teorema 1, mostramos algumas defini¢oes e

proposicoes:

Definicao 13 Sendo V' um modelo de ZF e M uma classe V -definivel, dizemos que o modelo
M = (M, €) tal que €M=Y ¢ um modelo V -natural.
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Defini¢ao 14 Dado um modelo M na linguagem Lzr (apenas pertencimento como predi-
cado) e uma interpretagio I = (U,¢) de Lzr em Lzp (escrevemos €1 por ¢(€)), entio

definimos o modelo M = (A, €™ em L como

A={z |MEU@)} e €™'={(z,y) | MEU@)AU(y) = z € y}

Proposigdo 13 Dado um modelo M na linguagem Lzr e uma interpretacio I = (U, €’) de

Lzr em Lz, entdo para toda sentenca «

MEJ —= M Ea

A proposicao a seguir é um fortalecimento do resultado obtido por Freire e Tausk
(2009), no qual eles mostram: se existe um modelo transitivo para ZF, entdo ndo pode
haver interpretacao conjunto de ZF em ZF. Aqui, substituimos a condi¢ao de “existe modelo

transitivo” por “ZF nao prova o predicado de inconsisténcia da propria ZF”.

s

Proposigdo 14 Dada uma interpretacio I = (U, €Y de ZF em ZF, se ZF = {z | U(x)} é
um conjunto, entio ZF F =Con(ZF).

Prova. Tomemos I como na suposicao da proposicao, que ZF é consistente e que
ZFFA{x|U(z)} é um conjunto.

Sendo "o o ntimero de Gédel da férmula « representada em ZF e dado que M’ é
um conjunto para todo M E ZF' definimos recursivamente o conjunto 7' para cada modelo
ME ZF:

Notagao 3 a([k] =b) € a substituicao do k’ésimo elemento da sequéncia @ por b.

(Ta™, @) € T se, e somente se, a € M’ e
(1) se v ¢ atomica da forma z; € x;, (a;,a;) € (eMh
(2) se « é da forma Ay : ("fa)eTe("ya)yeT
(3) se a é da forma =g : ("pa) ¢ T
(4) se a é da forma —3z;,8 : ("7, a([k] = b)) € T para algum b € M’

Por indugao finita sobre a complexidade das férmulas, prova-se sem dificuldades que

ME (Tp7,@) € T se, e somente se, M’ F (a)
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Dado que Pryzp(z,y) é o predicado de provabilidade para ZF definido em ZF que
representa a sentenca “x é nimero da prova de y”. Entdo, dizemos que Th(ZF) = {y |
JxPrzp(z,y)}. Assim, como M! E ZF, entao M E Th(ZF) CT. Como M! ¥ () € (), entao
") € 07 ¢ T. Disso, obtemos M E ")) € )7 ¢ Th(ZF). Uma vez que M é arbitrario, obtemos
pelo teorema da completude em ZF que se ZF tem modelo, entao ZF + "0 € 07 ¢ Th(ZF).
Isso é um absurdo pelo teorema da incompletude de Godel em ZF. Logo, ZF F+ —=Con(ZF).

i

Definicao 15 Sendo V' um modelo para ZF e M um modelo V -natural. Dizemos que M

reflete uma formula o(T) se, e somente se, para todo a € M

VEp@ < MEp(a)

Teorema 7 [Teorema da reflexio] (KUNEN, 2014) Sendo V' um modelo de ZF e dadas
quaisquer formulas ¢y, ¢o, ..., ¢n, entao, existe um ordinal a tal que M = (V,, €) reflete ¢;

para i entre 1 e n.

Mostraremos que o resultado pretendido no Teorema 1 é uma consequéncia do teorema

da reflexao com o fato de que NBG ¢ finitamente axiomatizavel:
Prova. Teorema 1 (Nao existe interpretagdo de NBG em ZF)

Supomos que exista uma interpretacao I de NBG em ZF. A partir disso, chegaremos

a um absurdo.
Como o nimero de axiomas de NBG ¢é finito, existe uma féormula o que é a conjuncao
de todos os axiomas de NBG:

o é Aziomy N\ Azioms A ...\ Axiom,,.

Entdo NBG I « e, pela Definicao 3 (definicio de interpretacao), ZF - al.

Supondo V E ZF, entdao V E af. Pelo teorema da reflexdo, existe um ordinal a tal

que V, E al. Segue que VI F a.
Uma vez que V, é um conjunto, obtemos que o dominio de V! é também um conjunto.

Definimos o modelo V* em Lz a seguir:

1. Dominio D de V* é tal que D = {z | V! E Jy(z € y)}.

2. E o predicado €¥"'= {(z,y) | VI Ex € y}.
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Notemos que, da conservatividade de NBG em relagao a férmulas restritas a con-
juntos, obtemos que V* E ZF. Mais ainda, como o dominio de V! é um conjunto, segue
que D também é um conjunto. Isso significa que ZF = Con(ZF), absurdo pelo teorema da

incompletude.

O
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4 Sobre o que conta como traducao

Neste capitulo, estudaremos a relacao entre os diversos métodos de prova de consistén-
cia relativa e a nocao de traducao entre teorias. Analisaremos como a noc¢ao de consisténcia
relativa é indissociavelmente contextual e, a partir disso, buscaremos esclarecer como, de
fato, as teorias sao “parcialmente” ou “completamente” traduzidas umas nas outras. Em um
segundo momento, buscaremos tornar homogéneos os diversos métodos de traducao, defi-
nindo um esquema geral de traducgao em relacao ao qual os métodos analisados sao casos

particulares.

4.1 Andlise preliminar dos métodos de consisténcia como traducao

Os métodos de prova de consisténcia relativa estabelecem que a suposicao de que uma
teoria T3 é consistente implica que uma outra teoria T é também consistente. Para efetivar
essa relacdo, é necessario estabelecer um vinculo entre as sentencas das duas teorias 17 e
T,, de forma que possamos positivamente gerar um modelo para T, a partir de um suposto
modelo para T ou negativamente gerar uma contradicdo em T a partir de uma suposta

contradicao em 75.

Se, por exemplo, tomamos 717 como ZFC e T, como PA, entao a relagdo de consisténcia
relativa pode ser estabelecida pela prova de que o modelo usual para a aritmética N =
(w, 4, x,0, Suc) é um conjunto em ZFC. Estabelecemos, assim, que se os objetos aos quais
ZFC faz possivelmente referéncia de fato existem, entao podemos reinterpretar a referéncia a
esses tais objetos de tal forma que eles preencham os requerimentos existenciais de PA. Com
efeito, essa relagao de consisténcia relativa oferece um método para reinterpretar as sentencas
de PA sobre ntimeros em sentencgas de ZFC sobre conjuntos: a afirmagao “existe um x” em
PA é reinterpretada como “existe um ordinal finito x” em ZFC, a relacao de “x maior que y”

é reinterpretada como “x e y sdo ordinais finitos e y pertence a x” e assim por diante.

Notadamente, provar uma relagao entre as consisténcias de duas teorias implica esta-
belecermos alguma relacao de traducgao entre elas. Ainda assim, a relacao estabelecida ocorre
no contexto de uma metateoria que torna possivel efetivar a transferéncia dos requerimentos
existenciais. Por isso, devemos avaliar se essa metateoria nao comprometeria a relacao de

traducao e, em caso afirmativo, em que medida.
Tomemos, para efeito de esclarecimento, um caso mais simples:

Se consideramos que o sistema légico é neutro com relacao ao sentido de “equivalén-
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cia”, entdo podemos dizer, por exemplo, que aV (aA () é equivalente a . Entretanto, quando
dizemos que o axioma da escolha é equivalente ao principio da boa ordem, fazemos mais do
que uma equivaléncia puramente légica. A prova dessa equivaléncia faz uso dos axiomas de
ZF e, portanto, esses axiomas sao equivalentes no contexto de ZF. Ou seja, os axiomas nao
sao absolutamente equivalentes, embora as teorias ZF + escolha e ZF + boa ordem sejam

absolutamente equivalentes.

O que queremos chamar atengao ¢é o fato de que ZF turva as distingdes finas entre os
axiomas da escolha e a boa ordem. De fato, se alguém esta exclusivamente interessado em
tratar o contexto no qual ZF é o caso, entao nao ha problema algum em falar ou tratar os
axiomas como equivalentes. E, provavelmente, existem poucos contextos interessantes para a
pratica matematica nos quais esses dois axiomas nao sao equivalentes. Contudo, nao podemos

evitar o fato de que a afirmacao de que “escolha” e “boa ordem” sao equivalentes é contextual.

O que ocorre aqui é o fato de que a prépria ideia de equivaléncia é contextual (mesmo
que esse contexto seja neutro em algum sentido): duas férmulas sdo equivalentes em um sis-
tema de prova determinado. Nao existem duas formulas ou teorias equivalentes por si mes-
mas, como nao existem duas teorias relativamente consistentes por si mesmas. A consisténcia

relativa se d4 em um contexto determinado de ferramentas.

Consideremos o cenario no qual uma metateoria suficientemente forte como ZFC ana-
lisa duas teorias T, e Tj,. Se ZFC prova a consisténcia de T, e Tj, entdao ZFC enxerga T, e T,
como equiconsistentes, mesmo que ambas as teorias sejam muito distintas em comprometi-
mento ontolégico. Tomemos T}, como PA e T, como a aritmética de segunda ordem (SOA). De
fato, ZFC prova a consisténcia de ambas as teorias, porém, isso nao tem qualquer significado
com relacao a transferéncia de requerimentos existenciais da PA em SOA. Afinal, poderia-
mos “emular” a construcao do modelo da SOA a partir de um modelo de PA, simplesmente

reproduzindo a prova da consisténcia de SOA em ZFC implicitamente.

Portanto, embora a consisténcia relativa estabeleca uma relagao de traducgao, essa nao
¢é tunica nem independente do contexto metatedrico. Nao é tnica, porquanto podem existir
outras formas efetivar a relagao de consisténcia. E nao é independente, por ser realizada no

interior de uma teoria responsavel por afirmar o vinculo.

4.2 Traducao ldeal e a relatividade na traducao

4.2.1 Relatividade da traducao

A questao da indeterminacao tem lastro extensivo na ciéncia do final do século XIX

e de todo século XX. Muito das nossas melhores teorias para as ciéncias naturais como para
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as questoes humanas tem como partida a propria nogao de que existe uma indeterminacao
fundamental naquilo que, por suposto, quereriamos determinar. Wilhelm Dilthey, buscando
legitimar as ciéncias humanas como um campo de estudo autonomo em relacao as ciéncias
naturais, enfatizou a caracteristica fundamentalmente interpretativa das conclusoes sobre os
humanos: determinar o comportamento de um humano qualquer pode mudar o curso das
suas proprias atitudes. Ele contrastava as humanidades com a dureza objetiva das ciéncias
naturais — supondo que esse tipo de indeterminacao nao ¢ proprio do distanciamento objetivo
caracteristico das ciéncias da natureza. Essa distin¢do, porém, nao sobreviveria por muito
tempo. Heisenberg mostrou que determinar a posicao e velocidade de uma particula depende
da interacao do observador através de ondas eletromagnéticas. Assim, a determinacao de uma

variavel depende fundamentalmente da indeterminagao da outra.

Outra fundamental indeterminacgao, a qual daremos énfase, foi introduzida por Quine
em seus reconhecidos artigos Two dogmas of empiricism (QUINE, 2000) (TD) e Ontological
relativiity (QUINE, 1964) (ORel) e no livro Word and object (QUINE et al., 2013) (WObj). No
primeiro, ele faz uma contundente critica a tradicional distin¢ao entre sentencas sintéticas
e analiticas; a partir disso, concentra-se em afirmar a indeterminagdo das tradugoes entre
quaisquer duas linguagens no experimento da tradugio radical (WODj). No segundo, ele
mostra que essa auséncia de distingao, junto com a indeterminacao dos modelos do teorema
de Lowenheim-Skolem, implica a indeterminacao da relacao de referéncia. Nesse caso, toda
relagdo de referéncia é fundamentalmente vinculada a escolha de uma teoria base para a qual
se interpretam os requerimentos existenciais da teoria, isto é, a ontologia de uma teoria é

invariavelmente relativa a escolha de uma teoria base.

Se em TD e WODbj Quine descreve a indeterminagdao das tradugoes no nivel episte-
mologico, em ORel ele relativiza a ontologia de uma teoria a traducao em uma teoria base:
“Specifying the universe of a theory makes sense only relative to some background theory,
and only relative to some choice of a manual of translation of the one theory into the other”.
Oferecer uma ontologia para uma teoria, portanto, equivale a reducao de uma teoria em
uma teoria base segundo uma traducao. As tradugoes sao, para Quine, subdeterminadas por

qualquer experimento empirico, mas nao por um tipo de relativismo.

Quine partiu da noc¢ao de reducao modelo-teorética entre teorias de primeira ordem
para mostrar a relatividade da relagdo de referéncia. Porém, a prépria redugdo nao estaria
sujeita ao mesmo tipo de relativismo. Nesse caso, se a relagao de tradugdo tem um defeito
constitutivo, entao ele seria o de ser contextual — mas nao o de ser subdeterminada. Segundo
Quine, a relacao de traducao poderia ser reconstruida a partir do recurso sintatico que ele
denominou “proxy function”. A nao relatividade, nesse caso, esta ligada ao entendimento de

que as tradugoes nao sao propriamente objetos, que tais fungoes “need not exist as an object
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in the universe even of a backgroud theory” (QUINE, 1964). Essa saida, porém, é tanto
restrita sobre o escopo das tradugoes, quanto invariavelmente interpretada dos mecanismos
performados pela teoria de base. E restrita porque tradugoes nao apenas ocorrem entre uma
teoria de base e uma teoria objeto, mas também entre duas teorias nao familiares a teoria base.
E interpretada porque uma teoria de primeira ordem nao é capaz de capturar a afirmacao de

que um “determinado conjunto de férmulas representam a teoria 7"

S6 ¢ possivel entender o que foi realizado pela teoria base como uma traducao se
interpretamos o resultado fora do escopo da teoria base ou se concedemos a ela recursos
definicionais e de segunda ordem. Se PA é Gdédel-internalizada em ZFC, isso significa dizer
que, (1) para cada férmula da linguagem de PA, existe um conjunto em ZFC que representa a
férmula de PA, (2) para cada sequéncia de formulas de PA, existe um conjunto que representa
a sequéncia de férmulas de PA e, por fim, (3) que, se uma sequéncia representa uma prova
em PA, entao ZFC prova que o conjunto que representa a sequéncia satisfaz uma propriedade
definivel em ZFC. Todas essas afirmacoes nao sao afirmagoes de ZFC, mas de uma metateoria
que fixa o vinculo entre as duas teorias. Do ponto de vista de ZFC, simplesmente se esta
provando teoremas sobre certos conjuntos e a afirmacao de que essas provas falam sobre
PA deve ser interpretada em uma outra metateoria. Quando Godel realiza a internalizagao
da aritmética na propria aritmética, ele nao assume estar internalizando propriamente a
aritmética; diferentemente, s6 é possivel entender a internalizacdo a partir do teorema da
representagao que é construido na Aritmética primitiva recursiva (APR). Eventualmente, isso
significa que a relacao de internalizacao s6 faz sentido se consideramos uma terceira teoria
(no caso, APR), enxergando as duas aritméticas. Algo semelhante ocorre no caso de ZFC
interpretando PA: devemos tomar em consideracao ao menos uma APR que se responsabiliza
por firmar que a representacao de PA em ZFC é uma representacao de PA — caso contrario,

nao é possivel entender nesse procedimento mais do que ZFC provando teoremas interessantes.

De modo mais geral, reforcamos a ideia de que qualquer relacao de traducao entre
teorias pode apenas ser entendida em uma terceira teoria. Isso significa que o caso em que
reduzimos aparentemente uma teoria 7' em uma teoria base T}, é, com efeito, a avaliacao da
relacao entre 1" e T;,, em uma terceira teoria Ty, e a redugdo proporcionada por Godel nao
nos permite mais do que dizer que T, e T); podem ser sintaticamente as “mesmas”. Com
efeito, nao existe relacao de traducao em que consideramos apenas duas teorias, uma relagao
de traducao s6 pode ocorrer se analisamos trés teorias, ainda que isso seja realizado de forma

que duas dessas teorias coincidam.

Essa questao fica ainda mais evidente se consideramos o ambiente das provas de
independéncia em teoria de conjuntos. Quando, por abreviacao e conveniéncia, chamamos a

teoria dos construtiveis de Godel £ de um modelo para ZFC, nao fazemos mais do que de
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fato afirmar que existe uma interpretacao entre as duas teorias. Nesse caso, nao é possivel
fazer uma internalizacdo completa no mesmo sentido aplicado nos casos ja mencionados.
Precisamente, se, nos casos anteriores, a internaliza¢do nos proveria um predicado de verdade
para a teoria internalizada, nao vale o mesmo para essas teorias de conjuntos — se consistentes,
nenhuma delas é capaz de internalizar um predicado de verdade para a outra. Notadamente,
a teoria de base (APR), para esse caso, ndo é capaz de oferecer uma ontologia nem mesmo
relativa para as teorias de conjunto, e ainda assim é capaz de falar sobre a “traducao” entre

elas.

Ainda permanece em aberta a pergunta: (QEx) “quem afirma que os recursos sinta-
ticos firmados na terceira teoria sao uma relacdo de traducao?”. De fato, essa parece uma
nova questao de representacao, em sentido similar ao da pergunta no caso da redugao, em-
bora mais grave. Como lembra Bogossian em (BOGHOSSIAN, 1996), o préprio Quine em
TD analisa dois tipos distintos de analiticidade: o primeiro, no qual a substituicao de termos
sinbnimos para formar verdades logicas tem como base a sinonimia entre um termo T e um
termo T’ introduzido definicionalmente; e o segundo, no qual a base é uma relagdo de sino-
nimia intuida por falante competente. No primeiro caso, a relagao de sinonimia é trivial e de
pouca influéncia na critica quineana, enquanto a segunda ¢é foco de duras criticas. Com efeito,
QEx é uma pergunta cuja resposta sofre dos mesmos problemas dos dogmas empiristas. Se
queremos analisar as tradugoes de modo que nao sofram tais criticas, devemos negar a ela
o status de questao capaz de expressar sentido e, portanto, (1) assumir que as duas teorias
analisadas na tradugao foram definidas no ambiente da teoria base Tz e (2) assumir que “ser
tradugao” é um elemento teoricamente definido em 7Tz. Assumir (1) é excessivamente conve-
niente, embora pouco problematico; assumir (2) é artificial. Analisemos essas duas hip6teses

em mais detalhes.

A andlise da suposi¢ao (1) tem como partida a pergunta sobre o que significa tomar
uma dada teoria como metateoria ou teoria base. Com efeito, essa pergunta nao é levantada
com frequéncia por ser 6bvia ou por negligéncia. Quando, por exemplo, estudamos a relacao
de satisfabilidade em ZFC, através da teoria de modelos, fazemos muito mais do que usar ZFC
como teoria de base!. O esquema para a descri¢do da relacio de satisfabilidade ¢ a reducao de
uma teoria qualquer definida por predicado em ZFC e cuja representacao é garantida como
teorema de uma aritmética de base (na qual se faz a indugdo dos resultados). A nogao do
que é uma teoria internalizada “é teoria”, por sua vez, deve ser um predicado em ZFC cuja
representabilidade (2’) é garantida de modo similar & suposi¢ao (2). Ainda que, novamente,

tomemos como nao problemética a suposi¢ao (2’), terfamos de admitir que nao é possivel

L Por “tomar como teoria base”, entendemos: quando um agente toma como teoria de base uma teoria Ty,

em uma linguagem L, ele se compromete a descrever qualquer outra teoria T, em L e todas afirmacoes
de T, devem ser entendidas como afirmacoes em T)y.
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entender uma teoria que nao foi de partida internalizada. Isso significa que, se um agente A;
tem T}, como teoria base e um segundo agente Ay apresenta uma teoria T, desconhecida por
Aq, entdo A; nao pode oferecer qualquer entendimento sobre T, uma vez que ndo poderiamos

apresentar um predicado de representacdo “essa internalizacdo representa 71),72.

Supomos ainda que o problema em (1) é resolvido e seguimos com a questao apontada
na suposi¢ao (2). Como vimos, a tradugao deve ser definida como um predicado em uma teoria
base que firma com teorema o vinculo entre duas teorias. Essa necessidade impoe precisamente
o que o Quine queria evitar a respeito das traducgoes, i.e., que elas fossem objetos. Nesse caso,
¢é relativamente simples mostrar que o que conta como uma traducao é relativo a escolha de
uma meta-metateoria. Pensemos, por exemplo, o caso da interpretacdo entre PA e ZF sem
o axioma do infinito e com a adicdo da negacdo do axioma do infinito (ZF~"/) (KAYE;
WONG, 2007). Explicitamente, esse resultado pode ser descrito como uma prova em APR
(teoria base) de que, se Thr(a) é o predicado internalizado na teoria base que afirma que «

é teorema da teoria T e sendo I a interpretacdo de PA em ZF "/ entdo
APRFYa € Lpa(Thpa(a) = Thyp-ms(al)). (4.1)

Tomamos uma férmula indecidivel § em PA. Se um modelo de APR (nesse caso, relativizado
a meta-metateoria) satisfaz Thpa(d), entdo o nimero que representa a prova deve ser um
nimero nao standard. Portanto, é possivel montar um modelo de APR tal que Thpa(d) é
verdadeira, enquanto ¢ é falsa — digamos que esse modelo é M. Notadamente, para M, a
formula aof é verdadeira em ZF 1" e, ao mesmo tempo, é traducdo da férmula o de PA.
Ainda assim, o modelo vé essa mesma féormula como falsa. Entao nos deparamos com a
situacao estranha, na qual uma férmula falsa é traduzida em uma férmula verdadeira. Nesse

caso, I nao conta como uma traducao relativamente a escolha de M.

Ainda assim, poder-se-ia insistir na contextualizagao, afirmando que a traducao de
uma teoria 77 em outra teoria T; faz sentido apenas quando ¢ fixada a ontologia para cada uma
das teorias. Ou seja, pensariamos a traducao entre duas teorias no contexto em que todas as
suas sentencas fossem decididas pela estipulacao dos modelos M7 e My. Embora considere
essa solucao uma inversao de prioridade, consideramo-la por ora. Em Satisfaction is not
absolute, Hamkins e Yang (2014) mostram que dois modelos para ZFC podem concordar sobre

qual é o modelo standard para PA e, ainda assim, discordarem sobre quais férmulas o modelo

2 Esse problema de representacdo ndo é facilmente resolvido sem que extrapolemos o ambiente das teorias

de primeira ordem. Endossamos, nesse sentido, a tese defendida por Freire em (FREIRE, 2018) de que a
identidade de uma teoria matemaética nao é um sistema formal, mas uma normatividade instituida pela
pratica. No caso de uma teoria puramente formal como o caso de T, adicionamos que a sua identidade é
instituida na pratica com sistemas formais. Esse movimento para a normatividade permite que a comu-
nicagdo entre os agentes se deva a troca de informagao no nivel normativo, e a representabilidade de T},
por A; se dé pela mesma relacdo que A; ja mantém com as proprias teorias do seu escopo conhecido.
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standard de PA satisfaz. Isso significa que a decisao sobre a meta-metateoria pode determinar
o valor de certas formulas do préprio modelo de 77 ou T5. Se, portanto, traduzirmos uma
formula como essa para uma outra teoria, nao saberiamos se devemos mapea-las para uma
sentenca verdadeira ou falsa na outra teoria enquanto nao fixamos a meta-metateoria. Assim,
ainda que se fixe o contexto da teoria de base como condicao para se falar da traducao, ela

ainda é subdeterminada em relacao a meta-metateoria.

Mas, como dito, o problema ¢, antes, uma inversao de prioridade. Oferecer uma onto-
logia para uma teoria aparece como um problema muito mais complexo do que o de oferecer
uma traducao entre duas teorias — evidéncia para isso é o fato de que se pode falar muito
da traducao entre duas teorias sem que para isso se toque no assunto de uma ontologia. A
ontologia para uma teoria é a resposta para a pergunta “com o que a teoria se compromete?”,
enquanto a traducdo é a resposta para a pergunta “como uma teoria pode oferecer um en-
tendimento para o comprometimento de uma outra teoria?”. Podemos ter uma resposta mais
compreensivel e consensual para a pergunta “qual a tradugao de unicéornio em japonés?” an-
tes de termos uma resposta para a pergunta “existem unicérnios?” — e dizer que a resposta

para a primeira depende da resposta para a segunda parece irrazoavel.

Portanto, as traducgoes sao relagoes entre duas teorias estabelecidas em uma terceira
teoria. A necessidade de que o mapeamento seja subscrito em uma teoria esta ligado dire-
tamente ao fato de que é preciso um ambiente tedrico que seja responsavel por afirmar que
o mapeamento em questao preserva aquilo que se quer preservar, i.e. que o mapeamento de
fato conta como uma tradugdo. As tradugoes argumentavelmente nao sofreriam dessa ne-
cessidade apenas no caso “relaxado” apontado por Quine em Ontological reduction; nesse
caso, apenas ¢ exigida a preservacao de verdade — e talvez se possa justificar que “nenhuma
condicao se impode sobre o que conta como traducao”. Porém, como o préprio Quine aponta,
isso é demasiado relaxado para contar como uma traduc¢ao. Por outro lado, da necessidade
de um tratamento tedrico para a tradugao surge, como vimos, a relatividade da traducao.
Aceitar essa tese, contudo, nao poderia ser aceitavel para o programa quineano, porquanto

parte significativa desse programa se apoia sobre o conceito de reducao ontologica.

4.3 Traducao idealizada

Uma forma de restaurar o tratamento da filosofia da matematica e da fisica apds o
ataque ao significado é atribuir legitimidade a redugoes ontologicas entre as teorias ja impli-
cadas em uma linguagem contextualizada. E por essa razao que Quine enfatiza o tratamento
das redugoes ontolégicas. Contudo, mostramos que as tradugoes também estao sujeitas ao

mesmo tipo de relativismo que a nocao de significado. Entendemos que o proprio Quine im-
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poria um limite ao seu relativismo quando chagasse a esse ponto. Apesar disso, ainda somos
simpaticos aos seus questionamentos — embora pouco simpaticos as suas conclusoes. Por isso,
revisamos as implica¢oes de Quine quanto ao significado, a analiticidade e, por extensao, as

tradugoes.

Em On what there is, Quine estabelece o conceito de comprometimento ontologico
para as teorias de primeira ordem. Estariamos comprometidos com a existéncia de entidades
capazes de assumir o papel das variaveis ligadas nos axiomas, tornando-os verdadeiros. Mais
a frente, em ORel, Quine mostra que somos incapazes de oferecer uma ontologia determinada
para o critério de comprometimento ontolégico em um sentido absoluto e, por isso, somos
forcados a falar da ontologia em um sentido relativo. Notadamente, Quine antes pergunta
sobre o que a “a existéncia deve realizar” e depois mostra que podemos apenas relativamente
realizar tal exigéncia. Porém, para ele, o mesmo nao ocorre com o conceito de tradugao: as
tradugdes sao simplesmente definidas como uma ferramenta que preserva verdade e estrutura
booleana em Ontological reduction and the world of numbers (QUINE, 1964) de um modo
bastante particular. E, por isso, necessario reavivar a questao sobre o que conta como uma
traducao pela introdugao da pergunta: “o que uma traducao deve fazer?”. Ou ainda “o que

alguém que realiza uma traducao espera realizar?”.

Para bem formular essa questao, fazemos correlagdo com pergunta sobre existéncia.
Se, no caso da existéncia, queremos saber o que a afirmacao da teoria exige que exista, no
caso da tradugao queremos substituir a linguagem de tal modo que a exigéncia de existéncia

se preserve. Por isso, partimos da defini¢ao (ainda a ser mais detalhada):

Com uma tradugao de uma teoria 77 em outra teoria 75 se espera que aquilo que
T, se compromete que exista seja transferido para o que 75 se compromete que
exista. Em outras palavras, uma traducao deve funcionar como a transferéncia

do comprometimento ontoldgico entre teorias.

O que queremos fazer com essa definicdo é enfatizar que a relagdo entre o conceito
de traducao e os mapeamentos realizados nas teorias de primeira ordem é a relagao de for-
malizacdo. Muito do que se observa na literatura do assunto é que se parte do fato que as
tradugdes realizam a transferéncia de requerimentos existenciais e a afirmacao de traducao
entre duas teorias garante a redutibilidade de uma ontologia em outra. Consideramos isso
uma inversao de principios — uma transparéncia exagerada a respeito do que pode ou nao
contar como uma tradugdo. Seguimos agora com a analise mais acurada do que essa pergunta

pode nos oferecer.

Daremos um passo para tras, buscando entender o que seria possivelmente uma tra-
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dugao ideal. Nao queremos, com isso, estabelecer uma metodologia que obtém relacoes ideais
de tradugdo, mas afirmar algumas propriedades necessdrias (ndo suficientes) para que um
método possa implicar uma traducao no seu maximo sentido. Também nao queremos dizer
que se trata de uma traducao a ser almejada, ao contrario, queremos usar desse experimento
abstrato para reforcar um problema sutil, qual seja, o de que satisfazer o que se deseja com

uma traducao idealizada nao é nada trivial.

Inicialmente e (a0 meu ver) sem prejuizo, consideramos um esquema conceitual bas-
tante simplificado, no qual os nomes e descri¢oes definidas possuem apenas relagoes de refe-
réncia a objetos do mundo. Evitaremos o problema da tradugdo radical apontado em TD e
WODb, supondo a existéncia de um mediador ideal (MU). Quine nos mostrou que é preciso
que dois falantes sejam possuidores de estruturas linguistico/conceituais equivalentes para
que eles possam estabelecer qualquer comunicacao efetiva a respeito de uma traducao entre
as teorias usadas por cada um deles. Esse MU é capaz de entender ambas as linguas que
se quer traduzir. Nesse caso, ele serd responsavel por assegurar que os falantes de fato se
referem aos mesmos objetos quando eles, de fato, realizam uma correta descrigdo definida
que substitui a descricao usada por um outro falante na sua prépria lingua. Assumindo o
MU como um mediador, evitamos o problema epistemolégico e nos focamos no que constitui

idealmente uma traducao.

Em vista dessas consideragoes, parece ser possivel estabelecer uma traducao entre
dois falantes de duas distintas linguas. Quando um deles A se referir a um objeto por uma
descricao definida aq, o outro falante B poderia, por tentativa e erro finalmente acertar a
descricao definida equivalente b, na sua prépria lingua. A partir de alguns acertos, os falantes
A e B poderiam comecar a buscar niveis mais complexos de linguagem até que se estabeleca

uma efetiva traducao.

Chamamos atencao a um aspecto importante que possibilita a tradugao nesse caso:
estamos supondo como fixado o objeto das referéncias. Ou seja, existe, ao menos em princi-
pio, um modo nao linguistico de acesso ao objeto do mundo, seja pela visdo, audigao, tato
ou qualquer via indireta de captacao dessas mesmas informagoes. Se um falante descreve “a
pedra”, podemos ver, escutar ou tocar nesse referente. No caso de uma descrigdo do tipo
“o prefeito da cidade”, a identificacdo desse referente pode ocorrer por vias obtusas e com-
plexas; caso uma das linguagens nao possua um unico predicado que seja equivalente a “ser
prefeito”, ele ainda poderia usar um predicado como “chefe de X”. A referéncia “chefe de
X" ainda depende do conceito “moradores da cidade” e esse conceito deve ser traduzido em
um aninhamento progressivo de tentativas e erros até que se possa estabelecer uma efetiva

traducao.
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Podemos dizer que esse esquema tradutivo é equivalente ao proposto pelos membros
do Circulo de Viena. Talvez irrefletidamente, tenha-se considerado os sentidos humanos sufi-
cientemente capazes de cumprir o papel mediador para que um dos falantes pudesse assegurar
a correcao de sua tradugao. E precisamente nesse ponto que o ataque de Quine ocorre: ainda
que ambos possam ter a “impressao” de que eles estao usando descrigoes definidas equiva-
lentes, nao é possivel obter um método experimental que garanta a equivaléncia. Se, por
outro lado, assumimos que ha um falante das duas linguas, ele sempre sabera se a relacao
de referéncia esta equivocada ou correta e é precisamente por essa razao que dizemos que o

problema epistemoldgico se desmonta na presenca de MU.

De fato, até o momento, lidamos apenas com as férmulas que possuem a referéncia para
assegurar o entendimento. Contudo, isso nao engloba todos os casos de tradugao, podemos,
como bem o fazemos, traduzir sentencas que nao possuem referentes, como a sentenca “o rei da
Franga é careca”. Ainda que a tomemos simplesmente como falsa, nao podemos dizer que essa
sentencga nao possui tradugao em outra linguagem. Podemos dizer que a tradugao preserva o
sentido de Frege ou o método de verificagdo como no caso dos positivistas; independentemente
disso, a sentenca, embora sem referente, possui um “referente em potencial” e isso deve ser
preservado. Se a Franca voltasse a ter rei e esse rei fosse careca, a sentenca em ambas as linguas
deve deixar de ter valor de verdade falsa ou “ser sem significado” e passar a ser verdadeira. Isso
nao significa uma negacgao do Holismo sobre o significado — de fato, é perfeitamente aceitavel
admitir que, ao invés de aceitar que a sentenca passe a ser verdadeira, se revise outra suposicao
tedrica. Basta-nos que ambos os falantes sejam sensiveis a mudanca de valor de verdade da
proposigao em questao. E, se for o caso que essa mudanga acarrete o entendimento (através
de MU) nos falantes de que eles ndo estao usando um mesmo referente, entao isso se ajustara

nas proximas iteragoes com MU.

Nao é o caso que o simples mapeamento das férmulas com referéncia deve preservar o
valor de verdade, isso garante apenas que a traducao “funcione” para o universo experiencial
particular que os falantes vivem no momento. Para que, de fato, haja uma traducao no sentido
mais forte, é preciso (e razoavel) que as linguas preservem a traducao mesmo que se altere a
realidade ou caso haja alguma nova descoberta das ciéncias. Por isso, a traducgao ideal deve

ser capaz de fixar as relagoes de referéncia, as flechas que ligam os nomes aos objetos.

Consideramos apenas as teorias que fazem referéncia direta a objetos do mundo. Existe
muita controvérsia se teorias desse tipo seriam mesmo possiveis. Assumimos como possiveis
apenas como experimento abstrato. Isso nao influenciara a discussao, porquanto, em ultima
analise, queremos falar de teorias que nao fazem referéncia direta como as teorias de primeira

ordem.
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A tradugao ideal entre duas teorias de referéncia direta 77 e T, deve ser um mape-
amento entre as formulas de T3 em T} tal que o requerimento existencial de uma férmula de
T, seja o mesmo que o requerimento existencial da correspondente em 7;. Para o caso das
teorias que nao fazem referéncia direta, o quadro muda. Os termos da teoria nao apontam
diretamente para o mundo, mas apenas exigem que aqueles objetos capturados pelos quanti-
ficadores satisfacam um certo conjunto de propriedades. Nesses casos, deixamos de exigir que
uma sentenca traduzida aponte para o mesmo objeto que a sentenga original — é necessario

apenas que a colecao dos objetos apontados por ambas as teorias sejam isomorfos.

Uma teoria de primeira ordem nao fixa as referéncias, mas apenas como cada objeto
capturado pelos quantificadores se relaciona um com os outros®. Ou seja, ZFC nao fixa as
suas referéncias como “conjuntos”, nem PA fixa as suas referéncias como “nimeros”. Numeros
podem ser referéncias para ZFC como conjuntos podem ser referéncias para PA. Essa é a
dimensao que permite que teorias “que intencionam falar sobre diferentes coisas” possam ser
traduzidas umas nas outras. Caso a teoria de conjuntos pudesse fixar os seus objetos com
um quantificador do tipo Veonjunto(x), entdo seria estranho falar em traducao de niimeros
na teoria dos conjuntos. Afinal, as rela¢oes de referéncia possuem as pontas restritas a um
universo objetivo de referéncias. Como bem sabemos isso tanto nao é possivel em primeira

ordem como nao ¢ desejavel.

-

E por isso que, ao falarmos de teorias de primeira ordem, afirmamos relagoes de
referéncia a cole¢oes de objetos “a menos de isomorfismo”. Para termos um critério de correcao
para a tradugdo, precisamos ter um critério para dizer que as teorias referem ao “mesmo”

objeto como tinhamos com o MU. Esse critério é, nesse caso, contextual.

Dado um possivel modelo de referéncias R; para a teoria T} e um possivel modelo
de referéncias Ry para a teoria Th, entdo a referéncia r; de uma descri¢cao definida traduzida
dredM) ¢ o “mesma” que a referéncia 7, da descricao original d em T} se, e somente se, 71 se
relaciona com todos os demais objetos traduzidos em R do mesmo modo que 5 se relaciona

com todos os demais objetos de Ro.

Ainda, por que, no caso das teorias que nao fixam a referéncia, devemos manter que
a traducao preserva sentido? Dado uma descrigao definida d(z), ndo podemos saber se a
descri¢ao possui referente até que a teoria prove que Jzd(z). Contudo, mesmo que ainda nao
saibamos se isso é ou nao o caso, a traducao deve ser capaz de estabelecer essa “transferéncia
de requerimento existencial”. De fato, algumas teorias de primeira ordem sao decidiveis e,
por essa razao, existe um procedimento que determina em definitivo se o predicado refere ou

nao. Para os casos de traducgao entre teorias decidiveis, é argumentavelmente valido supor

3 No artigo In defense of a dogma, Grice e Strawson (1956) enfatizam esse aspecto como uma critica ao TD

de Quine.
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que a tradugdo nao precisa se concentrar em fixar as relagoes de referéncia, mas apenas que
todas as descrigoes estejam mapeadas isomorficamente. Porém, isso nao ¢é valido em todo
caso, se uma teoria é incompleta, existem descrigoes d(z) sobre as quais ndo podemos saber
se elas tém referente ou nao — é dever, nesse caso, preservar o requerimento existencial do
mesmo modo que devemos preservar a tradugao para “rei da Franca” ainda que ele nao exista
no momento. Entretanto, nesse caso, deixamos de falar de “fixar a relacao de referéncia” e

passamos a dizer que a traducao deve “fixar a relacao de referéncia em um contexto isomorfo”.

Nesse caso, podemos afirmar quando a referéncia de uma sentenca traduzida é a
“mesma” que a da sentenca original em todo o caso em que as referéncias para as teorias T; e
T, estao completamente determinadas. Para que fosse possivel afirmar um critério de “igual-
dade do sentido” independentemente dos modelos fixados para as teorias, seria necessario
que as descricoes d7mM) e d tivessem a “mesma” referéncia para quaisquer dois modelos Ry
e Ry de T e T, respectivamente. Esse critério, todavia, ndo é possivel irrestritamente. Nao
parece, a0 menos em principio, possivel estabelecer uma tradugao ideal entre quaisquer duas

teorias.

4.3.1 CondicGes de idealizacao

Como vimos, a caracteristica fundamental de uma tradugao é transferir os requeri-
mentos existenciais. Ou seja, ela deveria ocorrer no nivel das setas de referéncia, ao invés de
ocorrer no nivel das formulas. No nivel das férmulas esperamos formalizar um aparato capaz
de fixar a transferéncia desejada para o nivel das setas de referéncias. Caso todas as rela-
¢oes de referéncia a objetos de uma teoria possam ser convertidas em relagoes de referéncia
a objetos de outra teoria, poderiamos dizer que a segunda consegue capturar todo importe
ontologico da outra teoria e, portanto, consegue preservar os requerimentos existenciais da
primeira teoria. Chamamos essa transferéncia de requerimentos existenciais de traducao ideal.
Porém, lidar diretamente com a ideia de traducao é voltar ao mesmo problema da fixacao
do modelo pretendido para uma teoria, porquanto a relacao de referéncia pressupoe as duas

pontas da relagao fixadas: formulas e objetos do modelo.

O que se chama tradicionalmente de tradugao é um mapeamento Map entre férmulas
de uma teoria 77 em férmulas de outra teoria T, que (i) preserva algumas propriedades da
teoria traduzida e, principalmente, (ii) garante o resultado de consisténcia relativa entre as
teorias (se Ty é consistente, entao T3 é consistente). Consideramos, alinhados com a tradigao,
que uma prova de consisténcia relativa é fortemente ligada ao conceito de tradugao. Con-
tudo, se queremos falar da ideia de traducao ideal (isto é, da transferéncia de requerimentos
existenciais), devemos minimizar nossas expectativas, afirmando que o mapeamento Map

implica um aspecto (parcial ou total) da tradugao ideal.
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Esse modo de lidar com um conceito nos recoloca no chao e nos autoriza a falar
significativamente de conceitos como traducao, analiticidade e significado. Recuperar essas
idealizagoes ¢, a0 mesmo tempo, recuperar o uso normativo da dicotomia que se lhes impoe
e dar por cabo a ideia de que podemos realizar perfeitamente os seus requisitos. Reconhe-
cer, pois, que posso admitir ndo haverem sentencas analiticas e ao mesmo tempo dizer que
a atividade filosofica e a cientifica sao fundamentalmente diferentes, por conta da dicoto-
mia normativa imposta pela analitizacdo ou nao de conceitos. Com efeito, ndo haveria uma
diferenga fundamental entre qualquer sentenca de um filésofo e de um cientista — sendo to-
das sujeitas a revisao empirica — mas haveria uma diferenca fundamental na atitude diante
de cada sentenca. Sobre o conceito de “solteiro”, um prefere discutir sobre a sentenca “sol-
teiros sao em geral mais novos que os casados” e o outro prefere discutir se “solteiros sao

nao-casados” — e todos sabemos quem é um e quem é outro.

Nio é, contudo, autorizado a qualquer conceito C a possibilidade de idealizacdo. E
preciso (1) que seja possivel haver boas razoes para dizer que certos X’s sdo mais C do
que outros Y’s; (2) que o contexto no qual se relativiza a comparacao é sujeito a menor
relatividade que o contexto da afirmacao de C. Com efeito, grande porcao dos conceitos
filosoficos se justificam precisamente desse modo e a ideia de inescrutabilidade do significado e
analiticidade é simplesmente o resultado da inobservancia de que, em ultima analise, qualquer
conceito filosofico estaria sujeito em maior ou menor grau a mesma inescrutabilidade. Se nao
existem boas razoes para que as sentencas « ou 3 sejam idealmente analiticas, existem boas
razoes para dizer que a V 3 seja mais analitica que a e também que 3; se nao existem boas
razoes para dizer que o significado extensional de uma sentenga é medido pela semantica de
Tarski, existem bons motivos para dizer que outras opg¢oes sao ruins; se, por fim, existem
boas razoes para dizer que interpretagoes nao conseguem capturar tudo que uma tradugao
deve realizar, existem boas razoes para dizer que interpretagoes realizam isso melhor do que

o mero mapeamento de sentengas verdadeiras em sentencas verdadeiras.

E a partir desse argumento que recuperamos a tradugdo: ainda que nao exista um
mapeamento entre férmulas de uma linguagem em férmulas de outra linguagem que transfira
por completo os requerimentos existenciais de uma teoria na primeira linguagem para os
requerimentos existenciais de uma teoria na outra linguagem, ainda existem motivos para
entendermos certos métodos como capturando aspectos da traducao negligenciados por ou-
tros métodos. Isso, por outro lado, nos faz liberalizar o que conta como “traducao”. Qualquer
mapeamento que transfira em algum sentido comprometimentos ontolégicos entre duas teo-
rias pode contar como uma tradugao. A questao, nesse caso, passa a ser a observacao de que
certas redugoes nao contam como um transporte completo de uma ontologia em uma outra

e uma analise mais acurada do quanto essa imperfeicdo contamina a analise das ontologias
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é necessaria. Se, contudo, supomos que interpretacoes sao o tnico método legitimo de tra-
dugao, entdo o caso em que nenhuma dentre duas teorias interpreta a outra seria intratavel;
nesse caso, a liberalizagdo do que conta como uma traducao pode oferecer caminhos para a

comparagao entre ontologias onde nao se era possivel.

4.4 O sentido de traducao em uma prova de consisténcia relativa

O que devemos preservar no mapeamento entre as formulas de duas teorias para que
seja possivel afirmar que existe uma transferéncia de requerimentos existenciais? Uma possivel
resposta para essa pergunta é simplesmente afirmar que todas as formulas verdadeiras de uma
teoria devem ser mapeadas em férmulas verdadeiras de outra teoria. Isso resulta da observagao
de que o contrario parece absurdo: se “2+2 = 4” for levada a uma sentenca falsa de uma teoria
qualquer, entao é porque nao houve traducao. Contudo, a prépria nogao de que formulas “sao
verdadeiras” esta sujeita a indeterminagoes. Tomamos como “verdadeiras” todas as formulas
que sao verdadeiras em algum modelo? Tomamos como “verdadeiras” as férmulas que sao
verdadeiras em um “modelo pretendido”? Tomamos como “verdadeiras” apenas formulas que
sao teoremas de uma teoria? E no minimo razodvel admitir que “2 4+ 2 = 4” seja traduzida
em uma férmula que sei que nao é falsa. E também aceitdvel admitir que “2 + 2 = 4”
seja traduzida em uma férmula verdadeira no “modelo pretendido”, como também que seja

traduzida em um teorema.

Supomos, provisoriamente, que todos os teoremas de uma teoria T; devem ser ma-
peados em teoremas de uma teoria 75. Como bem observado pela tradicao no assunto, um
mapeamento que impoe apenas essa restricao ¢ demasiado flexivel: basta, por exemplo, que
se mapeie todos os teoremas de 77 em algum teorema de T5. Entretanto, impondo a condi-
¢ao de que se o é mapeada em [, entdao -« é mapeada em -5 — somos capazes de realizar
alguma andlise ontologica. O caso em que 7; é uma teoria inconsistente ja nao admite um
mapeamento desse tipo em uma teoria consistente T;. Notadamente, isso significa que uma
teoria inconsistente é ontologicamente irredutivel a uma teoria consistente. De fato, uma te-
oria inconsistente se compromete com a existéncia de qualquer objeto, enquanto uma teoria

consistente se compromete apenas com a existéncia de um universo particular de objetos.

Outros tipos de exigéncia podem ser impostos para os mapeamentos, de modo que
possamos afirmar vinculos mais estreitos entre duas ontologias. Podemos impor a preservagao
da estrutura booleana, como podemos impor que quantificagoes existenciais mantenham-
se quantificagoes existenciais. Cada uma dessas restrigoes tem um papel na efetivacao da
transferéncia de comprometimento ontolégico e, de modo geral, diremos que a soma de todas

essas restricoes resulta no método de mapeamento.
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Em particular, um método de mapeamento é frequentemente utilizado no estudo das
redugoes ontoldgicas: as provas de consisténcia relativa (PCR). Pelo teorema de completude
de primeira ordem, sabemos que a consisténcia de uma teoria implica uma ontologia. Por
essa razao, a prova de que a consisténcia de uma teoria T} implica a consisténcia de uma
teoria Ty é uma boa razao para se supor que a ontologia de T3 é redutivel a ontologia de T}.
Porém, como vimos nas se¢oes anteriores, isso nao ¢ suficiente para afirmar a redugao. Nesse
caso, chamaremos de o sentido de traducao de uma PCR aquilo que ha de transferéncia de

comprometimento ontolégico nessa PCR.

4.4.1 O esquema geral para o sentido de traducao

As interpretagoes impdem excessivas restrigoes sobre o que conta como uma tradugao.
O esquema de interpretacao demanda que cada formula o de uma teoria T} seja interpretada
como uma férmula tinica o! na linguagem de T5. O procedimento para determinar of é
1. Regular: predicados, constantes e fungoes de T} sdo interpretados por predicados, cons-

tantes e fungoes definiveis em 7T5.

2. Uniforme: predicados, constantes e fungoes sdo sempre interpretados do mesmo modo,

independente de onde ou como ocorrem nas férmulas de 7T7.

3. Universalmente regular: quantificadores interpretados sao quantificadores limitados por

um unico predicado em T5.

No tratamento das linguagens naturais, somos habituados a fazer tradugoes nas quais
o contexto pesa substancialmente no processo gerador da frase traduzida. Com efeito, o
caso em que as exatas palavras do dicionéario substituidas em uma frase forma uma frase
na outra lingua com o sentido desejado é de um tipo especial e, geralmente, esta associado
a construgoes bastante simples de ambas as linguas. Entretanto, nas linguagens formais, a
exigéncia de uniformidade parece mais natural, embora nao necessaria: nao é, em absoluto,
estranho supor uma traducao da relacao de pertencimento que signifique algo quando falamos

de “conjuntos de uma espécie” e outra quando falamos de “conjuntos de uma outra espécie”.

Argumento similar pode ser usado para negar a necessidade da universal regularidade.
E possivel imaginar que o contexto dos quantificadores mude de acordo com a sentenca que se
deseja traduzir. Isto é, o predicado que define o universo de interpretacao poderia ser variavel
de acordo com as férmulas que estao sendo analisadas. Naturalmente, é necessario que esse

universo alterne de um modo ordenado, mantendo a coesao necessaria para que a condigao
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de corre¢ao seja possivelmente obtida. Porém, nada em principio impede que o universo de

interpretacao varie com o contexto.

Por isso, para criar uma nocao flexibilizada de interpretacao, partimos da analise de

duas forgas antagonicas:
1. relaxar, de acordo com as condigoes de equivaléncia e inteligibilidade, as caracteristicas
(2) e (3) da interpretacao.
2. mantendo uma versao do teorema da interpretacao de tal forma que ele ainda implique

a consisténcia relativa.

O teorema da interpretacao afirma que, se todos os axiomas de uma teoria 7] sao
interpretados em teoremas de uma teoria 715, entdo todos os teoremas de T} sao interpre-
tados em teoremas de T5. Isso significa que a interpretacao preserva a estrutura logica dos

argumentos em 77. De modo similar, esperamos que uma versao flexibilizada satisfaga:

Se Ty, enxerga como verdadeiro cada axioma de 77 trazido através da tra-
ducao para um universo compreensivel a T,, entdo o mesmo vale para

qualquer teorema de T7.

Convertemos essa condi¢do em linguagem simbdlica usando a seguinte notagao:

1. o""(T2) denota “a trazida para o universo compreensivel de T57;

2. F* denota “enxergar como verdadeiro” de modo apropriado a defini¢cao de Tr(73).
Segue, portanto, em linguagem simbdlica o esquema geral de interpretacao:

Teorema 8 (Esquema geral de interpretagdo) Dadas duas teorias Ty e Ty e sendo que

r(12)

. T ~
para todo axioma o; de Ty vale que Th F° o , entao:

Ty a= Ty ot

Por fim, para ser possivel obter a PCR, basta que se imponha sobre o ° e Tr(T3) a

seguinte condicao:

Definicdao 16 Se Th F* o712 A =aT7(T2) | entdo existe alguma 5 em Ty tal que Ty = B A —p.
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Um método que satisfaca essas condigoes apresenta grande claim por realizar trans-
feréncia de comprometimentos existenciais. Porém, ainda se é necessario responder se existe
ou nao método que satisfaca essas exigéncias que nao seja o proprio método de interpretacao.
De fato, é possivel nesse esquema capturar as provas de consisténcia relativa nas quais se
supde a existéncia de um modelo para uma teoria e se prova que existe modelo para a outra®.

-

E precisamente isso que faremos no préximo capitulo.

4 Muitas das provas de consisténcia relativa por modelos sdo redutiveis a provas por interpretacdes. Porém,
isso ndo vale irrestritamente. Um exemplo para isso é a prova de equiconsisténcia entre NBG e ZFC de
Novak.
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5 Explorando o esquema geral de reducao

Comumente toma-se as interpretagdes como o tnico conceito de traducao admissivel.
Apesar disso, como vimos no capitulo anterior, defendemos a posicao de que todo método de
traducao deve ser considerado com suspeita. Ao invés de afirmar que um método privilegiado
é uma traducdo, devemos comecar pelas perguntas: o que uma tradugao deve fazer? O que

ela deve preservar?

Argumentamos que a traducao de uma teoria 77 deve preservar caracteristicas da
teoria traduzida de modo que as possiveis relacoes de referéncia da teoria T, possam ser
emuladas através das relagoes de referéncia de T;. Isso, porém, é dificilmente formalizavel.
Depende extensivamente de quao flexivel somos em admitir que tipos particulares de emulacao
de fato representam as relagoes de referéncia que deveriam. Frequentemente, uma teoria é
interpretavel em uma outra e, ainda assim, nao é possivel construir uma traduc¢ao no caso de

sermos mais exigentes com relacao a emulacao.

Esse ¢ o caso de PA e ZF;,,'. Essas teorias sio mutualmente interpretéveis e, ainda
assim, ndo sdo bi-interpretdveis®. Apesar de ZF;, interpretar PA, ela nao consegue enxer-
gar a copia de si mesma em PA como uma cépia isomoérfica (o requerimento extra das bi-
interpretagoes). Esse resultado foi recebido pela comunidade matemética como evidéncia
para nao tomarmos ZFy;, como o equivalente conjuntista de PA. Ao contrario, foi adicio-
nado o axioma dos conjuntos hereditariamente finitos a ZF f;,, (ZF;_f:,,); Kaye e Wong (2007)

provaram que essa nova teoria € de fato bi-interpretavel com PA.

O resultado mencionado acima mostra que ser mais exigente pode revelar aspectos
sutis da relacao de redutibilidade. Podemos, nesse caso, entender a falha da bi-interpretacao
como evidéncia de que a flexibilidade das interpretagoes mutuas criaram a ilusdo de que as
teorias eram ontologicamente equivalentes — enquanto uma nocao mais restrita de emulagao

mostra que, de fato, ZF;, nao pode reduzir PA as suas relagoes de referéncia.

Isso significa que devemos tomar os métodos mais restritos como o verdadeiro conceito
de traducao? Acreditamos que nao, ainda pode ser o caso que um método mais exigente
nao possa oferecer qualquer reducao entre duas teorias em particular, i.e. a traducao é tao

inflexivel que nenhuma comparacao pode ser feita.

L ZF rin Tepresenta a teoria de conjuntos Zermelo-Fraenkel sem o axioma do infinito e com a negacao do

axioma do infinito.
Definiremos bi-interpretacoes mais a frente no texto. Por agora, precisamos apenas estar conscientes de
que bi-interpretagoes sdo exigéncias sobre uma relacdo de interpretagdo mutua entre duas teorias.
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Neste capitulo, investigaremos o caso em que nao existe interpretacdo entre duas
teorias e, ainda assim, existe um modo de estabelecer uma comparacao entre elas. A ideia
de estabelecer essa comparagao nao ¢ estranha: é amplamente comum provar a consisténcia
relativa entre duas teorias pela demonstracao de que podemos usar o modelo de uma teoria
para gerar um modelo para a outra teoria. E geralmente assumido (mas enganosamente) que
esse tipo de construcao implica a existéncia de uma interpretacao entre as teorias avaliadas.
Esse é o caso, por exemplo, da prova de consisténcia relativa de ZF e NBG por Novak (1950).
Conquanto possamos provar que existe um modelo para NBG a partir da suposi¢cao de um
modelo para ZF, nao existe uma interpretacao de NBG em ZF. Vamos, portanto, apresentar
um modo através do qual a construcao de Novak possa ser usada para oferecer um sentido
de tradugao de NBG em ZF.

5.1 O problema das traducoes modelo-teoréticas

Como argumentado, queremos reinterpretar a construgao de Novak como uma tradu-
¢ao. Contudo, essa parece uma tarefa impossivel, uma vez que as técnicas modelo-teoréticas
(quando usadas necessariamente) sdo de natureza infinitaria. Nao é, com efeito, possivel por
técnicas tradicionais reduzir NBG a ZF sem recorrer ao infinito atual. E nos parece sem sen-
tido falar de traducoes para as quais temos apenas descri¢gdes infinitarias. Assumimos, desse

modo, a tarefa de oferecer um tipo de traducao que acomode essa critica.

Mas como? O passo principal para realizar essa tarefa é separar a descrigao da traducao
da prova de que a tradugao ¢é correta. Enquanto o método de tradugao deve, de algum modo,
ser construtivo, a corre¢ao para a mesma traducao nao depende por principio de nenhum

tipo de performance.
Definicao 17 Dividimos

1. Mapeamento tradutivo: o processo gerador de formulas que emulam o significado da

formula original.

2. Correcao da traducao: a prova de que o mapeamento entre as formulas preserva o

significado original.

A nossa ideia serda empurrar todos os aspectos infinitarios da redugao modelo-teorética
para a sua prova de correcao. Ainda assim, devemos ter cuidado com o modo como geramos
as féormulas traduzidas. Isso deve ser executado pela flexibilizacao da técnica de interpretacao;
nesse caso, seremos capazes de dizer que as interpretagoes sao um caso particular do tipo

modelo-teorético de traducao.



Capitulo 5. FEzplorando o esquema geral de redugao 94

5.2 Traducao tipo-modelo

Ao lidarmos com interpretacoes, tomamos cada predicado da linguagem traduzida e
substituimos por uma tnica férmula na teoria tradutora. Aqui, rejeitamos esse impedimento,
admitindo que cada predicado pode ser mapeado em um nimero de formulas (podendo ser
enumeravel). O contexto de ocorréncia deve ser suficiente para determinar qual é/sdo a/as
correta/s interpretacao/oes para o predicado/s. Essa é uma abordagem para a ideia de que
interpretacoes para cada predicado podem variar de acordo com o contexto em que eles

ocorrem nas férmulas.

Consideremos o modo como, de fato, podemos gerar tais tradugoes. Primeiramente,
consideremos a simplificacdo notacional que nao afetara os nossos resultados: tomemos como
base a transformagao em formulas prenexas. Isso, embora nao prejudicial, provoca a necessi-
dade de uma prova extra: que quaisquer métodos de prenexa¢ao tém o mesmo efeito sobre a

traducao.

Se em uma interpretacao lidamos com cada varidvel quantificada na ordem de sua
ocorréncia, entdo o procedimento para obtermos a! a partir de a serd finalizado em n
(o nimero de quantificadores ocorrendo em «) passos. Por exemplo, se temos a férmula

VaeIyVz(z Py A yPz — xPz), a interpretagao ocorrera nos seguintes passos:

Vo € UIyWz(zP'y AyPz — xP'2),
Vo € Uy € UVz(x Py NyP'z — xP'2),
Vo € Uy € UVz € U(zP'y NyP'z — xP'2).
Com efeito, a interpretacio de o gera uma sequéncia de n passos o, o, a3, . . ., Qp_1, .
Em contraste, o novo método formara uma arvore de profundidade n. Cada n6 da arvore vai

entao ramificar em cada uma das possiveis substitui¢oes para o predicado interpretado.

Vejamos uma versao ilustrativa e simplificada da arvore que gerariamos para a mesma
formula Vo3yVz(xPy A yPz — xPz) (abreviamos U(x,3y(zPy — yPy)) e U(y, (zPy —
yPy)) por U, e U,). Cada interpretagao para o predicado P sera anotada por Iy, I, ..., I,.
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vz € U,y € Uy(xPhy —
yPhy)
Vz € U,y € Uy(zPly —

1 PI2
Vo € U,3y(zPly — yPy) yPy)

vz € U,y € Uy(xPhy —
yPhy)

vz € U,y € Uy(xPly —
yPhy)
vz € U,y € Uy(xPly —

1o
Vo € U,3y(xzPly — yPy) yPy)

Vady(zPy — yPy)

Vz € U,y € Uy(zPly —
yPiy)

Vz € U,dy € Uy(aPliy —
yPhy)
Vz € U,y € UV(zP”y —

o PIl2
Vo € U,3y(zPhy — yPy) yPy)

Vz € U,Jy € Uy(zPliy —
yPly)

Continuamos com a defini¢do precisa da arvore de tradugao. Antes, alguma notacao

simplificara o nosso trabalho.

Para um predicado bindrio P? em T, definimos um funtor I* : (3, 82) — a e um
conjunto Id de todas as formulas de duas varidveis livres (z1 e x3) em Ty. Como Id é um
conjunto ordenavel, podemos denotar I {p,v) por Plmm  sendo ¢ a n’ésima féormula em Id
e v a m’ézima férmula em Id. Finalmente, chamamos x; P/ z; a substitui¢io de z; e x9

T
por z; e x; em Pinm),

Definimos a transformacao *(,, 1,) para férmulas abertas:

1. Se av é z;Pj, entdo oo epla) & gf Pl gl

’ ~ (g . (o 2’
2. Se « é x;Px;, entdo o i1 el & gf Plta g 4
3 Consideramos somente teorias com apenas um predicado bindrio, porquanto os demais casos seguem
facilmente.
4

O propésito de ter x; substituido por xj garante que a transformacao *(,, r,) nao afete a varidvel x;.
Mais & frente, usaremos simplesmente z;, j4 que podemos evitar a quantificagdo dupla usando as férmulas
variantes equivalentes. Esperamos que isso seja suficientemente claro pelo contexto.
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3. Se x; nao ocorre em «, entdo @ik é q.
4. Se a é vV [, entdo o Filk) & @l fF @0l

5. Se a é —y, entao o @ilk) & —y*@idy),

O conjunto Id é responsavel por fixar a uniformidade do tratamento das variaveis.
Usando a estrutura acima, podemos garantir que cada variavel x é afetada pela transformacao

do tipo *(,,7,) Uma tUnica vez.

A relacdo de identidade usa a mesma estrutura. E necessario internalizar o funtor 1=
com as mesmas propriedades de I” mostradas acima. O que fixa a relacdo entre o predicado
P e = é o fato que ambas estdao vinculadas ao mesmo conjunto Id. Apesar disso, como
lidamos com légica de primeira ordem, precisamos impor algumas condigoes extras sobre 1—.

A descricao dessas condigoes serd realizada mais a frente no trabalho.

Definicao 18 Seja a uma formula prenexa da forma Qi1x1Q2xs...Qnx,0 em Ty, entdo

aTm(T2) ¢ wma drvore tal que o € o nd inicial e

1. cada no de nivel i € da forma
lel € le . szlfl - Uxi(Qi—i-lxi—s—l . in'nﬁ*(zl’Ikl)*(12’1762)'”*(”’1’%)).

2. 0 no pai do no descrito no item anterior é o sequinte né
@y Iy V¥ (@2, ) M (@1, Tk, )
Qir1 €Uy, ... Qiri1 € Uy, (Qiy . .. Quy B ! 2 i),

.. *(n *(z k(g
3. e para cada q esse né pai tem um filho B V)T E )T @l

Dizemos que a traducao é, com efeito, o processo gerador dessa finita (ou potencial-
mente infinita) drvore. Isso é suficiente para garantirmos que a tradugdo seja inteligivel, dado
que a arvore pode ser escrita como uma precisa e finita descri¢do (mesmo no caso potencial-
mente infinito). No entanto, ainda precisamos definir a validade para cada arvore de acordo

com o Esquema Geral de Interpretacao e a Condicao.

Seguidamente, definimos recursivamente a validade para a arvore das formulas prene-
xas. Isso serd feito em duas etapas: definimos a condi¢ao de validade para as folhas e entao

o modo recursivo pelo qual propagamos o resultado das folhas para o restante da arvore.

Para esse proposito, definimos S : Form — Form como o funtor que recebe folhas

e retorna uma sentenca que pode ser avaliada no sistema regular de prova:
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Defini¢ao 19 (Validade para folhas) Seja o uma sentenca prenexa em Ty. Se B é uma

Tr(Tz)

folha em « , entdo

Ty ° 3 se, e somente se, To = S(3)

Defini¢ao 20 (Validade para nd) Seja o uma sentenga prenexa em Ty, entao

1. Se a quantificacio tratada em (B € universal, entdo 15 F° B se, e somente se, Ty F° ~
para cada filho de 3.

2. Se a quantificacdo tratada em [ é existencial, entao Ty F° B se, e somente se, Ty F°

para algum filho de 3.

A definicao ainda nao impoe as restrigoes necessarias para os requerimentos de uma
tradugao. A razao para isso, por um lado, é que ainda nao impusemos restrigoes sobre os
predicados z; € U,,. E, por outro lado, nao impusemos que a interpretacao da igualdade
satisfaz versoes do axioma da identidade e igualdade. Entretanto, prosseguimos com defini-
¢oes incompletas, preenchendo os vazios assim que eles se tornem necessarios para provar o

esquema geral de interpretagao.

5.2.1 Condicao Prenexa

Até o momento, lidamos apenas com as sentencas prenexas. Por isso, precisamos de
um mecanismo que traga as formulas em geral para os seus equivalentes prenexos de um

modo organizado. Prosseguimos pela expansao da definicao de F° para as férmulas em geral:

Definicdo 21 Seja o uma formula qualquer em Ty, o a forma prenexa de o e & o fecha-

mento universal de o/, entdo o) ¢ (o/)TT(T2),

Notadamente, a definicao de validade em F* esta consequentemente definida. E sufici-
ente dizer que T F° a’"("2) se, e somente se, Ty F° (o/)7"("2), Porém, é necessario demonstrar
que isso preserva as equivaléncias prenexas da teoria original, i.e. duas férmulas prenexas

equivalentes levam ao mesmo resultado no sistema *:

Defini¢ao 22 (Condigao de equivaléncia prenexa) Sejam oy e g formas prenezas de

Q.
T+ (a)" ™ = T+ (ay)™ ™"
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Inicialmente, analisamos o simples caso em que « é Vx BV Iy, oy e ag sdo YaIy(BV7y)
e JyVz (S Vy). Por uma exposi¢ao mais simples, tomamos Id como um conjunto com apenas

dois elementos.

Nesse caso, obtemos duas arvores de tradugao (abreviamos (. 7,) por *,, , o contexto

deixa isso claro):

Vz € U,y € Uy (B 17 vyren)
Vo € U3y(8m v ) <
Vo € UyJy € Uy(f*=1*v Vryrer*)

o = VaIy(B V v)
Vo € U,y € Uy(f*w2*n vryea*n)
Vo € U, 3y(Bre v ') <

Vo € U,y € Uy(Bre2va Vyteatu)

Jy € U,V € Uy (Brrer vyruta)

Jy € UNVz(f* V) <
Jy € UyVx € U, (Brv*e2 Vy*n*er)
ay = JyVz(B V v)

Jy € UVa € U, (Bra*= vyhte)
Jy € UNVz(frve V yfe)
Jy € UyVx € U, (f*r2*e2 Vry*nte)

Suponhamos que T F* 4. Pela estrutura da arvore, isso significa que
{T'FV2x € U3y € Uy(f*1*1 Vy*™1"n) ouT Vo € Uy € Uy (=172 V y*=17v2)}
e {T FVz e U3y € Uy(*2"1 Vy*2") ou T Vo € U,y € Uy(f=2"v2 v n 27wz},
Se queremos provar que 1" F° as, devemos mostrar que isso implica
{TF3yeUNe e U™ ™ Vy ') e T Jy € UNr € Uy (B2 v y*nutez)}
ou {T F Jy € UVx € U, (f*2"1 Vy*2*1) e T+ 3y € UNw € Uy (B2 v y*v2rez) ],

Pela definigao de 7' F* oy e porque x/y nao ocorrem em //3, concluimos

{THEVYz eU,pB™vVIyec Uy ouT Ve e Up™ VIye Uy}
e{THYzeUypVIyeUy™ ouTtkVeeU,fVIye Uy}

E, similarmente, precisamos implicar:
{I'tVYzx e U™ VIye Uy e T Vo e U2 v Iy e Uy}

ou{TFVYreUyp™VvIyeUyyeTkFVreUyp™VIye Uy}
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Contudo, essa implicacao nao é o caso em geral. E suficiente notar o caso em que

TEVYxeUyp™ VvIyec Uy
TFNx e U™ VIy e Uy
TFNx e Uyp™2 VvV IyeUy™m
TEVYx e Uyp™2 Vv Iy e Uy

Esse caso satisfaria T° F° a4, mas nao satisfaria 7' F° «a,. Para solucionar esse problema,
devemos exigir que a prova de correcao para a traducao nao ocorra em 7', mas em alguma

extensao completa de T' que satisfacga a relagao desejada.

Podemos, como fazemos, vincular a relagao de satisfacio a um extensao completa
de T. Nesse caso, a condicao prenexa é satisfeita naturalmente. Isso significa que nossa
relacdo F° ¢ relativa a escolha de uma extensao completa da teoria tradutora: o s em F*,
de fato, representa a estratégia para completar a teoria original e o funtor S. Precisamos,

portanto, emendar a condi¢ao sobre as folhas em F*:

Definicao 23 (Emendado) Se a é uma senten¢a prenexa em Ty e T5 uma extensio com-

pleta de Ty, entao

1. Se B é uma folha em o™ ™) entdo Ty ° B se, e somente se, Ts F S(B).

2. Se a quantificacao tratada em 3 € universal, entdo To F° (3 se, e somente se, Ty F°

para cada filho de 3.

3. Se a quantificacdo tratada em [ é existencial, entdo Ty F° B se, e somente se, Ty F°

para algum filho de 3.

Ainda assim, a condicao exigida poderia ser um pouco mais fraca do que tomar 7*
como completa. Precisamos apenas que a teoria seja completa sobre a linguagem das folhas

em H*:

Defini¢ao 24 (Subcondicao de equivaléncia prenexa) Tr(T) em L e T® sao tais que,

para toda o em L, se T F* o) entdo, para toda folha o na drvore o™,

T°F S(a*) ouT® F S(—a™)

Para simplificar as provas dessa se¢ao, consideramos S como o funtor identidade. A

prova do lema seguinte sera similar para qualquer S adequado:
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Lema 10 Se Tr(T) em L e T satisfazem a subcondicio de equivaléncia prenexa, entdo sa-

tisfazem a condigdo de equivaléncia prenexa.

Prova. Apenas mostraremos a estratégia da prova, em que a subcondicao é suficiente
para superar as dificuldades apresentadas acima.
Suponhamos que T % a{T(T), entao
{THVzeU,p™ vIyeUy™ ouT Ve e U™ VIyeUy™}

e{T'FVxeUpVvIyecUyy ouT FVeeU,f*2VIyeUyr}

Como T é completa para as folhas em (xlTT(T), obtemos
{TFVYzeUypf™ ouTkHIyeUy™ ouTkVeeU,S™ ouTtF Iy e Uy}

e{T'FVzeUyp™ ouTt3IyeUy™ ouTFVreU,p*™ ouTtr Jye Uy}

Por sua vez, isso implica tautologicamente
{T'FYzeUypfouTkIyeUpy™)e (THYreUy,f™ ouTt Iy e Uyy™)}

{(TEYz e U™ ouTFIyeUny™)e (THVreUyfS™ ouT 3y e Uypy™2)}.

Portanto,
{THEVYz e U, vVIyec Uy eTHVreUp™ VIyeUyn}
{THVz eU,pB* vIye U™ eT Vo e U,p™ VIye Uy}
Assim, T +* QQTT(T). O que resta na prova pode ser feito por simples inducao. Il

A subcondigdo pode parecer excessivamente arbitraria. De fato, isso ndo deveria ser
necessariamente um problema; mantemos como principio que qualquer método explicito de
realizar traducoes implica arbitrariedades. A expressividade de qualquer técnica de traducgao
¢é fundada na admissao de algumas restri¢oes e, nesse sentido, fixar algumas restrigdes menos
comprometedoras ampliam nossa capacidade de realizar tradugoes. Com efeito, o inico modo

de nao impor restrigoes é nao afirmar qualquer método de tradugao.

Apesar disso, mantemos que a subcondigao nao é desmotivada. Quando, por exemplo,
consideramos o caso regular de interpretacao, observamos que a condicao vale trivialmente.
Isto é, se T F of, entdo T F of ou T F —al. Como F*, cada “teorema” traduzido tem uma
arvore de tradugdo completamente compreensivel. Naturalmente, o oposto também seria
admissivel: é razoavel manter que o entendimento de uma sentenca traduzida nao depende
da avaliagdo completa da arvore. Com efeito, admitimos que um sistema ainda mais flexivel
pode ser definido. Contudo, fixamos esse nivel de restri¢cao porque é suficiente para dar conta

das provas modelo-teoréticas de consisténcia relativa.
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5.2.2 Condicdo de Coeréncia

Como dito anteriormente, precisamos provar a conexao do sistema proposto com a

consisténcia relativa. Entao, provamos o seguinte:

Teorema 5.1 (para a condicdo de coeréncia) Se T +* o™ ™) ¢ T ° (=)™ ™) entdo
existe B tal que T° = e T® F —f3.

Prova. Notamos que, se a férmulas prenexa « ¢ da forma Qx(a’), entdo existe uma
outra para -« da forma Q'z(—a’) (Sendo Q' a quantificacao dual de Q). Entdo, para cada

Tr(T) Ir(T)  estaremos lidando com uma quantificacio universal e

nivel das arvores « e "«
outra existencial. Mais ainda, observamos que as folhas em ambas arvores sdao organizadas
de um modo similar. Se sobrepusermos as arvores, as folhas superpostas serao tais que: se
Qz € Uy(a*) é a folha de uma arvore, entdo Q'z € U,(—a*) é a folha da outra (nesse caso,
dizemos que as folhas tém a mesma posigao).

Em vista desse comentario, provamos por inducio que se T'F° o7 e T -5 (=a)T71),

Tr(T

entdo pelo menos uma folha Qx € U, (a*) em ") e a folha de mesma posicio Q'z € U, (—a*)

em (—a)""™) sdo tais que T° F Qz € U, (a*) e T° F Q'z € U,(—a*). Naturalmente, a férmula
Q'z € U,(—a*) é logicamente equivalente a =(Qx € U,(a*)), assim, se o resultado vale, existe
uma férmula § = Qx € U,(a*) tal que T* + § e T° = =5 como desejado.

Por indugao, supomos que, para algum nivel £ da arvore, vale a afirmacao para dois

noés de mesma posicao

THE Qiry €U,y ... Qg € ka@(a*ug **** k>) (51)
TH Q1 €Uy, ...Qkry € Uy, QL (ma1200) (5.2)
sendo *(1 2, k) a abreviacao de alguma sequéncia da forma *(o1,0ay) *@2,lay) - Flan,ly)-

Para o nivel seguinte, pelo menos um dos quantificadores Q41 ou @}, ; ¢ universal.
Suponhamos, sem perder generalidade, que Q41 ¢ universal; nesse caso, @}, ¢ existencial.

Porque a segunda equacgao acima vale e (), ¢ existencial, sabemos que, para algum filho

*(1,2,.. kk41) dO DO 19k,

TH Q) €Uy, ...Quwk € Uy Qi1 Ts1 € Uy, QL (ma" (120 kb)) (5.3)
Por outro lado, para qualquer filho v; de x5 ) em &TT(T), T % ~;. Em particular,

TH Qiay € Uy, ... Qg € Uy, Qri1psr € Uy, Qu(@™ @2 kbin) ), (5.4)

como desejado.
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Como o caso em que k = 0 é equivalente a suposicao do teorema, entao esse argumento

finaliza a inducao.

g

5.2.3 Preservando derivacdes em légica de primeira ordem

Provaremos que as regras e axiomas logicos sao preservados no sistema F*. A partir
disso, o esquema geral de interpretacao segue naturalmente. Comegamos por provar o seguinte

lema sobre tautologias:
Lema 11 Se « é uma tautologia, entao F° a.

Prova. A prova é uma consequéncia natural do fato que *(z, i) *(@0,is) - - - *(@n,in)
preserva a estrutura booleana das férmulas. Se a féormula original é uma tautologia, entao

cada folha da arvore de tradugao é uma tautologia. O

Especificaremos a seguir as condi¢oes para a operacao de identidade. O primeiro

objetivo é recuperar o axioma da identidade:

Lema 12 Se o é um azioma de identidade x = x, entdo F* o™,

A traducdo para (z = z)7"") tem folhas da forma Yz € U,(z ='®» z); entdo, para
cada k, precisamos que

THYr e U, (I {ag, ap)(x,x))

Para esse propésito, adicionamos a primeira restricao sobre o funtor =:

Defini¢ao 25 (Condicao de identidade) O funtor I= em Tr(T) deve ser tal que a for-

mula I={ag, o) (x, ) € uma quasi-tautologia.

Mais ainda, o axioma da identidade deve valer em qualquer contexto. Por essa razao,

devemos ter uma férmula U que encapsule todos os possiveis contextos U(z, a).

Defini¢ao 26 (Condigao sobre o universo de quantificagdo) FEziste uma férmula U tal

que, para toda o, T+ 2z € U(x,a) = x € U.

Com isso, fixamos o contexto para identidade U(x,x = z) = U. Seguimos com a

avaliacao do axioma de igualdade:
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Lema 13 Se a é um azioma de igualdade:

Lox=y— f(r)=f(y)
2. =yNz=w— (zPz < yPuw)

entio F5 T

Notadamente, se temos um axioma da forma x =y Az =w — x € z <> y € w, entao
as folhas terao a forma:

VY, z,w € Upyzw((® =T y) A (2 S w) = (z =b) z) ¢ (y =" w))

Aqui inserimos mais uma restri¢cao sobre o funtor de identidade, ele ndo deve depender
da estrutura do predicado P. Entretanto, como o funtor I é muito amplo, a restricdo incide

pesadamente sobre a identidade. Em tltimo caso, isso faz com que as férmulas sobre x e y

sejam intersubstituiveis.

O mesmo argumento sobre o contexto quantificacional se aplica ao caso da igualdade.

Por essa razao, a abreviacao V,y, z,w € U, .. deve ser Vz,y,z,w € U.

Defini¢ao 27 (Condigao de igualdade) O funtor I~ ;e tal que
F I (ay, o) (x,y) = Vz € U(a;(2) < aj(2))
Essa condicao é, naturalmente, compativel com a condi¢do de identidade, uma vez

que é consequéncia tautolégica da condicao de igualdade no caso ¢ = j. Resta-nos mostrar

que o lema segue dessa condicao:

Prova. [13] Mostraremos que, para todo i, j, k, ¢, se a condigao vale, entao
Vo, y, z,w € U((z =100 y) A (2 =lko w) — (z =100 2) & (2 =T6w 2)).
Suponhamos (z =69 y) A (z =I¢k0 w), entdo, obtemos
Va € U(wi(a) + aj(a)) ANVa € Ulag(a) <> ag(a)).
Disso, concluimos, pelo teorema da igualdade,
Vo, z € U(I" (g, c) (0, 2) <> T7 {0, o) (2, 2)).
Isso, por sua vez, implica

vxaz7yuw € U(IP<O[Z‘,O[]€>({L‘,Z) A ]P<aj’05q>(yaw>>-
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Continuamos com a prova do axioma da substitui¢cao para a légica.

Lema 14 Se o é um azioma da substituicio logica, H* o™,

Agora precisamos definir o tratamento para as constantes. Nesse caso, fixamos uma

formula em Id para cada constante e entdo as tratamos como fazemos para as variaveis:

1. ¢! é alguma o € Id.
A 5 *(g, 4 TP I /
2. se a é x;Pc, entao @il é I (ay, ¢ ) (x}, ).

4 5 *(g 4 TP/ A1 /
3. se a é cPx;, entdao @il é I (c', ay)(x,, x}).
A condigao para que isso seja bem definido é a seguinte:

Defini¢ao 28 (Condigao para constantes) Para toda constante

TF Qa(z =)@,

Notamos que a transformacao para as constantes pode ser emulada como qualquer
variavel. A tnica diferenga importante é que, para as constantes, a arvore de tradugao nao
ramifica. Por essa razao, introduzimos a notagao: *(, 1,y que € equivalente a *, 1,), quando a

i’ézima férmula de Id é a férmula da constante c.
Seguimos com a prova do lema.

Prova. Um axioma da substitui¢do v(¢) — Jzy(x) tem como forma prenexa uma

formula do tipo 3zQy(B(c,y) — B(z,7)). Segue que a folha da drvore de tradugdo é da forma:

EIZL' G Uxm(ﬁ*(x’lc)*(ylvlkl)m*(y"’lkn) — /8*(%11@0>*(9111k1)"'*(yn11kn)) (55)

Chamamos o lado esquerdo da féormula anterior 31 e o lado direito 5. Se tomamos a
ramificacao do primeiro nivel onde [, = I., observamos que todas as folhas nesse ramo sao
tais que ; = f5. Notadamente, isso significa que todas as folhas sao tautologias nesse ramo.
Entao, se I, = I.

TH 3x € Up(vy(c) = y(x)) @,

Isso, por sua vez, é suficiente para obter o lema, ja que a quantificacdo sobre = é

existencial. |
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Lema 15 (Modus Ponens) Se T+ a eT F° a— (3, entio T ° 3.

Prova. Tenhamos especial atencao a arvore de tradugao para a — 3. Notadamente, a
forma prenexa pode assumir muitos formatos equivalentes. Para facilitar a prova, escolhamos

os passos de prenexacao de modo conveniente:
Operacoes de prenexacao:
Substituimos
1. « por uma variante de a.
2. =Vza por dr—a.
3. —dza por Vr—a.
4. Qx(a) Vv B por Qx(aV B) (valido somente se x nao ocorre livre em f3).

5. aV Qz(f) por Qz(aV ) (valido somente se x ndo ocorre livre em «).

Fazemos a prenexagao de a — § (-« V ) seguindo os seguintes passos:

1. Obtemos a forma prenexa de -« e  separadamente, resultando em
Qaz((—a)) V Qsy((B)) (Pode ser o caso que precisemos aplicar a operagio 1 algumas

vezes para evitar que as quantificagoes das férmulas sejam as mesmas).
2. Aplicamos 5 para extrair todas as quantificacoes do tipo Qsy.

3. Aplicamos 4 para extrair todas as quantificacoes do tipo Q..

Usando esse procedimento, obtemos:

Qo Qsy((—a) Vv (B)') (5.6)
Entao, notamos que as transformagoes na arvore afetarao (/)" apenas depois que todas
que afetem (—«)’ tenham sido aplicadas.

Por causa disso, as arvores de traducao para a e —a V 3 se tornam similares até
o nivel final de « (nivel k). Por outro lado, os ramos a partir desse nivel em -« V  sao

estruturalmente similares a arvore de 3.

O né6 de nivel k em -« V 3 tem a forma:

Qpy(—a™ Vv B) (5.7)
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Porém, pelo mesmo procedimento usado em 5.1, deve haver um né de nivel k tal que

T+ Qpy(—a™ V ) (5.8)

TH o (5.9)
Analisemos os ramos para a — 3 a partir do n6é Qgy(—a* Vv j).

Notadamente, esse ramo é s-valido se T° prova a formula da forma (—a* Vv 5*) do
mesmo modo estrutural que a validade para a arvore de 3. Isto é, se para cada *', T prova
(ma* v ) e também (B*), entdo T F° 3.

Com efeito, como T - o, entdo, para cada *', obtemos T' F (=a*V 3*'). Entdo, T - 3*

por modus ponens. Portanto, T'F* 5 como desejado.
O

Resta-nos provar a regra de introdugao do quantificador existencial;
Lema 16 Se T F* o — 3 e x ndo ocorre livre em 3, entdo T F° dxa — [3.

Prova. Como x é varidvel livre em «, entdao nao é em (. Podemos, sem perder
generalidade, arbitrar que o primeiro nivel da arvore para o — 3 se refere ao tratamento da

variavel livre x quantificada universalmente. Entao, obtemos T +* a*' — [ para todo *.
Por definicdo T +* dra — [ no caso em que

TH o — ara alguma *;. E isso é naturalmente o caso, uma vez que isso vale
)

para toda *;.
O

Isso finaliza o tratamento logico da tradugao tipo-modelo. E entdo podemos dizer que,
se Tr(Ty) e F° satisfazem todas as condicoes descritas nessa secio e T F* o™ para toda

a € T, entao satisfaz o esquema geral de interpretacgao e a condigcao de coeréncia.

5.3 Definindo a traducao de NBG em ZF

Para definirmos a traducao de NBG em ZF, vamos nos apoiar na construgao oferecida
por Novak (1950). Para alguma extensao completa de Henkin ZF* de ZF, definimos o modelo
contavel M de NBG como segue:
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1. Seja ~ a relacdo de equivaléncia de férmulas com uma tnica variavel livre em ZF*:
a ~ [ = Vr(a(r) < p(x)). Denotamos a classe de equivaléncia para uma férmula

qualquer por "o,
2. M ¢ o conjunto de todas as classes de equivaléncia "« .

3. Ta7 eM 37 se, e somente se, existe uma constante ¢ em ZF? tal que Va(a(z) <> z € ¢)
e B(c) estao em ZF®.

4. toda constante de Henkin ¢ denota "2 € ¢™.

A partir dessa defini¢dao, provamos no capitulo 3 que M E N BG. Nosso objetivo sera,
portanto, mostrar que essa construcao pode ser emulada no sistema de traducao descritos

nas segoes anteriores.
A principal dificuldade é emular as constantes de Henkin introduzidas em ZF?*.

Primeiramente, usamos uma indexacgao das variaveis para arranjar o conjunto Id em

nosso favor:

Seja GN () o nimero de Godel da férmula, entao

n(a) =min{GN(B) | ZF*°F Vz(fB(x) <> a(x))}. (5.10)

Sejam os indices especiais o conjunto de todos os n(a). A partir disso, dividimos as
varidveis especiais como Yn(a,), Yn(as), - - - € a8 variaveis normais x1, T, T3, . . . Definimos entdo

0 nosso conjunto Id:

v € Id se, e somente se, v tem uma unica variavel normal livre. (5.11)

Definimos o funtor parar a relagdo de pertencimento:

190, B) = Fz(Yuw(a(w) ¢ w € 2) A Blyua)) (5.12)

Basicamente, o funtor diz que o é uma férmula que representa um conjunto e a variavel
especial para a ¢ um “membro” de 3. Notadamente, temos uma varidvel livre y,(q) que requer
especificacao; entretanto, vinculamos todas as ocorréncias de férmulas equivalentes a uma
Unica varidvel especial — assim, uma vez que forcemos y,,) a ser o conjunto cujos membros

coincidem com «, entao as ocorréncias equivalentes serao vinculadas a mesma variavel.

A especificagdo das varidveis especiais é feita no funtor final para F*:
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S(B) =FwVz(ou(z) <> 2 € W) = Yn(ay) = WA

JuVz(as(2) <+ 2 € W) = Yn(ay) = WA

AWV z(ag(2) < 2 € W) = Yp(ay) = W —

onde Yn(ar), Yn(as)s - - - » Yn(ay) SA0 as varidveis especiais que ocorrem em /.

O truque de usar as variaveis especiais é suficiente para emular as constantes especiais
de Henkin na técnica de Novak. Mais ainda, é apenas uma verificacao de rotina provar que

o funtor S nao afetard as condigdes expostas nas se¢oes anteriores.

O problema aqui seria apenas que nao usamos toda a forca do método. Simplesmente
usamos a ramificacdo da arvore de tradugdo para inserir a construgdo candnica para um
modelo. Ainda assim, oferecemos uma base para a atribuicdo de sentido de tradugao para
um tipo particular de reducao modelo teorética. Esse método pode ser aplicado genericamente
para toda construcao que use classes definiveis sobre a construcao canénica de Henkin — e

isso pode ser realizado no mesmo espirito usada acima.

5.4 Combinando interpretacoes

Interpretacoes sdo extensivamente usadas no estudo de redugoes entre teorias. Ainda
assim, podemos encontrar alguma dificuldade em argumentar a favor de um tipo particular

de interpretagao ser a redugao intencionada.

Quando oferecemos uma interpretacao I de uma teoria 77 em uma teoria 75, reque-
remos que, para cada o € Ty, Ty F a!. O que pode ser o caso (e em geral é) é que Ty prova
B! para muitas férmulas indecidiveis 8 em 7. Modelo-teoreticamente, isso significa que a
interpretacao em 715 esta descartando muitos possiveis modelos para T7. Naturalmente, po-
demos entender que 75 descarta apenas os modelos ruins de T}, contudo pode ser o caso que

T, esteja eliminando precisamente o modelo intencionado para T3°.

Ao usarmos o conceito ampliado de interpretacao, queremos minimizar o nimero de

modelos excluidos por uma interpretacao padrao. O método que iremos explorar nesta secao

> E amplamente aceito que a interpretacio ordinal em ZFC para os niimeros naturais é o modelo intenci-

onado da aritmética (mesmo que ndo tenhamos um critério formal para determinar isso). Entretanto, a
determinacao desse modelo ainda depende de férmulas indecidiveis em ZFC. Por isso, ao tentar coordenar
a decisdo sobre férmulas indecidiveis de ZFC e de PA, podemos obter uma incompatibilidade entre a
extensdo de PA e a interpretagdo de PA na extensdo de ZFC.
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¢ a ideia de combinar interpretagoes. Nesse caso, mudamos o requerimento sobre as formulas

abertas em *(,, j,):

Cada composicao de *(,, s,) deve levar a uma interpretagao em particular para as
linguagens em questdo {Io, I,...,I,_1}. Qualquer método para realizar isso é suficiente.

Definimos apenas um tipo particular:

1. Se a é vV B, entao a@ix) é v @idi) \/ (¥ @idk)
2. Se a é —y, entao o @ik) & @i Tk)

Se a férmula em questao é uma folha, geramos a interpretacao correspondente:

Seja a; € {0,1} e (a1az...aq)2 mod(n) o resto na divisdo por n da representacao

decimal da representacao binaria ajas . .. a,.

Seja v uma férmula atémica e k = (k1ks ... ky)2 mod(n), entao

,y*(ziv‘]kl)*(Iil‘]k2>"'*(zil‘]kq> é ,ylk (5.13)

Exploramos um caso ilustrativo:

Seja T = {Va3ya, JxVy B, JxVy~} e digamos que Iy e I sdo interpretagoes de 17 em
T5. Mais ainda

I, interpreta em Ty as formulas {VzIya, JaxVys, ~FaVyy}
I3 interpreta em Ty as formulas {VzIya, =IxVy 5, JaVyy}

Suponhamos que todas essas interpretacoes usam o mesmo universo de quantificacao

U, seja (4, s,) escrito como %, e tomemos Id como {Jy, J1 }. Notamos que *qxg = I, *o*1 = I,

x1%g = Iy e **%; = I3. Avaliemos a arvore de traducao para ' = Va3dyp:

/Io

path < b
JO /8/[1
/12

path < b
Jl /8/]3
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Como Ty - "0 e Ty = 31, entdo, o caminho 0 é valido universalmente — por sua vez,
o né inicial é valido existencialmente. Entdao Ty F° B77("2) Similarmente, concluimos que
Ty 5 o/T7(®) ¢ Ty 5 4/Tr(T2) Finalmente, Ty - T2,

Entao, temos um novo método de tradugao de 77 em 715, usando as interpretagoes
Iy, I, I5 e I5. Apesar disso, apenas I e I, sdo interpretacoes das teorias originais. Nos pode-
mos permitir alguma flexibilidade nos requerimentos das interpretacoes que fazem com que

as interpretagoes I3 e I sejam significativas.

Mais ainda, podemos uma redefinicao de Iy e Is:

Iy interpreta em Ty as formulas {—Vr3Iya, JxVy [, ~FaVyy}
I; interpreta em Ty as formulas {—VaIya, JaVy s, JaVyy}

Agora estamos em uma situagdo em que nenhum membro de I é uma interpretacao

(Tz), todas essas interpretacgoes

de 77 em T5. Mas, porquanto ainda temos que T, F* TlT "
em conjunto podem compor uma traducao de 77 em 75 através de um sentido ampliado de

traducao.

Como discutimos antes, esse resultado deve implicar a consisténcia relativa entre as
teorias. Portanto, esse esquema mostra que podemos de fato usar uma pluralidade de interpre-
tagoes parciais para provar um resultado de consisténcia relativa. E isso pode ser verdadeiro

mesmo no caso em que a teoria estudada nao seja interpretavel na teoria tradutora.

Trabalhamos com tipos flexiveis de traducao, permitindo diversas mudancas estru-
turais na tradicional interpretacao. Ao fazermos isso, nos tornamos capazes de incluir como
traducao a prova de consisténcia relativa entre ZF e NBG. Mais ainda, mostramos que o
conceito ampliado de tradugao pode alcancar novas condigoes para modelos excluidos por

excessivos requerimentos de uniformidade.

Para obter tais relagoes, descrevemos os requisitos do esquema geral de interpre-
tacdo e da condicao de coeréncia. Seguidamente, permitimo-nos usar em nosso favor o
que foi deixado indefinido. Ainda assim, nao exploramos todo o potencial expressivo dessa
metodologia. Entao, novos desenvolvimentos podem oferecer novas condigdes de verdade para

teorias como PA, ZF e outras.
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6 Nenhum método de traducao é ontologica-

mente neutro

Nos capitulos anteriores, mostramos argumentos negativos para a nao neutralidade
ontolégica das tradugoes. Isto é, os métodos apresentados, quando feitos mais restritos, re-
velam diferencas sutis entre algumas teorias — relagoes miutuas de tradugdo passam a ser
relagdes assimétricas na traducao mais exigente. Neste capitulo, mostraremos uma série de
argumentos positivos. Nossa inten¢ao, porém, nao é tanto demonstrar o fendmeno da nao neu-
tralidade quanto é exibir os mecanismos do ambiente metateérico que influenciam a relagao

entre teorias analisadas.

A base para esses argumentos seguira o seguinte formato:

1. As tradugoes sao um complexo de requerimentos estruturais e validades metatedricas.

2. Tradugoes realizadas em um ambiente metatedrico que permita a construgao da ontolo-
gia para uma teoria (prova da consisténcia) tem pouco ou nulo sentido de “transferéncia
dos requerimentos existenciais”. Diremos que, nesse caso, a metateoria “enxerga” a con-

sisténcia da teoria objeto.

3. Os métodos de traducao sao tipos particulares de prova de consisténcia relativa. Assume-
se a consisténcia de uma teoria (de modo indireto, uma ontologia) e prova-se a consis-

téncia de uma outra teoria nos limites metodologicos impostos pelo método de reducao.

4. TIsso significa que o “sentido puro de transferéncia de requerimentos existenciais” esta
diretamente relacionado ao nivel de dependéncia da suposic¢ao de consisténcia da teoria

base da traducao para a prova da consisténcia da teoria traduzida.

5. Mostraremos uma formalizacao do conceito “enxergar parcialmente” a consisténcia de
uma teoria objeto. Ainda que a metateoria base da tradugdo nao enxergue a consis-
téncia de uma teoria objeto, ela pode enxergar familias de subteorias da teoria como

consistentes.

6.1 Puro sentido de traducao

Até o momento, buscamos encontrar um elevado grau de generalidade para a defi-

nicdo dos métodos de traducgdo. Agora, buscaremos explorar a possibilidade de que algum
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tipo especial de mapeamento entre férmulas possa estabelecer uma pura transferéncia de

requerimentos existénciais.

De fato, traduc¢oes podem ser contaminadas pela metateoria na qual reside a traducao,
pela uniformidade do mapeamento entre as féormulas traduzidas ou mesmo por outras razoes.
Contudo, ainda que nao possamos isolar precisamente aquilo que é pura transferéncia de
requerimentos existenciais em um método de tradugao, podemos nos referir significativamente
aquilo que ocorre na traducao que é pura transferéncia. A mistura azeotropica de agua e alcool
(95% é&lcool) é tal que o processo de destilagao, por mais refinado que seja, nao pode isolar as
duas substéancias. Isso nao significa que nao possamos nos referir significativamente ao que ha
de alcool puro na mistura (e o fazemos, precisamente, dizendo dlcool 95%). Do mesmo modo,

nos referimos ao que chamaremos de puro sentido de traducao de uma prova de consisténcia

relativa (PCR).

Definicao 29 O puro sentido de traducao de uma prova de consisténcia relativa é aquilo que
ha de transferéncia de requerimentos existenciais no mapeamento entre formulas estabelecido

na prova de consisténcia relativa.

Tomaremos como hipotese simplificadora que “construir uma ontologia” para uma
teoria pode ser substituido pela capacidade de “provar a consisténcia”. Embora sejam con-
ceitos diferentes, eles sdo bastante correlatos: o teorema da completude de primeira ordem é
evidéncia contundente de que, para uma metateoria suficientemente expressiva, a capacidade
de construir uma ontologia para uma teoria é equivalente a capacidade de provar o predicado
de consisténcia. Entendemos, naturalmente, que essa correlacdo nao é perfeita. Apesar disso,
tomaremos isso como principio, partindo da suposi¢ao de que as divergéncias correlacionais

nao sao suficientes para invalidar as analises feitas neste capitulo.

Investigaremos, inicialmente, mapeamentos que esperamos serem vazios de puro sen-
tido de traducao, i.e. casos em que nao haveria transferéncia de requerimentos existenciais.
Consideremos um agente A para quem a metateoria Ty, de traducao e uma metodologia de
traducao sao fixadas. Nesse caso, diremos que a metateoria é o prisma pelo qual A enxerga as
teorias a serem traduzidas umas nas outras. Suponhamos que uma teoria 1" é tal que T, pode
internalizar o predicado de consisténcia Con("T™) (e, portanto, pela hip6tese simplificadora,
pode oferecer uma ontologia para T'). Notemos que, nesse ambiente metateérico, qualquer
traducao de 7" em uma teoria 7™ esconde a construgao direta (em Tj;) da prova de que T' é
consistente. Ou seja, a ontologia produzida na traducao de 7" nao depende causalmente da
suposicao de que T™ ¢é consistente. Entendemos que essa € a razao pela qual o puro sentido de
traducao é esvaziado para o caso em que a metateoria pode provar a consisténcia das teorias

analisadas.
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Nessa direcao, entendemos que, quanto mais uma PCR depende da suposicao de que a
teoria analisada ¢ consistente, maior é o puro sentido de tradugao da PCR. E, conversamente,

quanto mais o agente pode enxergar a consisténcia de uma teoria, menor é o sentido puro de
traducao da PCR.

Tese 1 Dado um método de traducao Tr de uma T em T, realizado em uma metateoria Ty,
o grau de transferéncia de requerimentos existenciais € proporcional ao quanto Ty, depende
da suposicio de que T, possui uma ontologia para ser capaz de construir uma

ontologia para T.
Ou, considerando a hipdtese simplificadora,

Tese 2 Dado um método de traducao Tr de uma Ty em Ty realizado em uma metateoria
Thrr, o grau de transferéncia de requerimentos existenciais é proporcional ao quanto T,
depende da suposicao de que T, é consistente para ser capaz de demonstrar a

consisténcia de 1.

Porém, ainda é necessério oferecer um entendimento para a ideia de “enxergar mais/
menos a consisténcia de uma teoria”. Duas categorias naturais para a qualificacdo de quanto
um agente enxerga a consisténcia de uma teoria sao os simples sim ou nao. Entretanto,
perguntamos: existem categorias intermediarias? E, se isso for o caso, é possivel comparar os

diferentes graus em que o agente enxerga a consisténcia das teorias?

6.2 Enxergar parcialmente a consisténcia de uma teoria

Tomemos o caso de um agente que tem por metateoria ZFC e deseja avaliar ZFC como
teoria. Se consistente, ZFC nao prova o predicado de consisténcia da propria ZFC por causa
do segundo teorema da incompletude de Goédel. Contudo, pelo teorema da reflexao em ZFC,
o agente prova a consisténcia de todos os conjuntos finitos de teoremas de ZFC. O agente
nao pode “enxergar” a consisténcia de ZFC — isso, todavia, nao significa que ele nao acessa
aspectos da consisténcia de ZFC. Com efeito, ele enxerga qualquer aspecto da consisténcia
de ZFC — ele somente nao pode ver todos os aspectos em conjunto como consistente. Tendo
como base esse exemplo, definimos um conjunto que expressa a forca com que um agente

com uma metateoria Ty, enxerga a consisténcia de uma teoria 71"

Realizamos mais uma simplificacdo: consideramos que as teorias podem ser identifi-
cadas com a sua extensao fechada por deducao. Nao haveria, portanto, diferenca em falar de
uma teoria T e o conjunto de todos os teoremas de T (Th(T) ={A | T+ A}).
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Definicao 30 (Forga da consisténcia) Dada uma teoria Ty e uma teoria T, o conjunto

forca de T em Ty é

Fr, (T)={Th(A) | Th(D) C A CTh(T) ATy + Cons("A7)}

O conjunto forca expressa todos os aspectos consistentes de uma teoria 7' que um
agente, cuja metateoria é T);, enxerga. Serd a partir dessa ideia que modelaremos a ideia de

dependéncia na prova de consisténcia relativa usada na Tese 2.
Fato 3 Se Ty, b Cons(T) e Ta, = Cons(T), entdo Fr,, (T) = Fry, (T).

Esse resultado é natural, expde um principio importante do caso no qual dois agentes
diferentes enxergam a consisténcia de uma dada teoria: se ambos agentes veem T como
consistente, entao eles enxergam igualmente toda a consisténcia de T". De modo indireto, esse
principio corrobora com a ideia de que, quando uma metateoria T, enxerga a consisténcia
de uma teoria 7', ndo importa se tomamos uma metateoria T}, mais “forte” que Ty, esse
processo nao amplia a visao sobre a consisténcia da teoria T', afinal, todas as teorias que veem
a consisténcia em si de 7', veem-na com a mesma intensidade (ou similar, se considerarmos

que a representagao do conceito forga nao é perfeita).

Ainda devemos considerar os cendrios em que uma metateoria Th; ndo é capaz de
expressar o predicado de provabilidade ou consisténcia para as teorias analisadas. Esse seria,
por exemplo, o caso de PA sem o axioma da indugao (PA™). Nesse caso, T); nao seria capaz
de expressar qualquer aspecto parcial da consisténcia de uma teoria qualquer 7. De fato,
quando uma metateoria nao é capaz de internalizar a no¢ao de prova ou realizar inferéncias
indutivas, ela nao pode ser capaz de falar sobre o conceito de consisténcia para as teorias
analisadas. Contudo, é precisamente nesse caso que perdemos a capacidade de estabelecer
relagoes de tradugao: uma teoria como PA™ nao é capaz de realizar as indugoes necessarias
para garantir a correcdo de um mapeamento entre férmulas de duas teorias; mais ainda, nao
é nem mesmo claro como uma teoria como PA™ pode justificar que os seus mecanismos de
definicao internalizam as sintaxes de teorias, garantindo alguma representacao dos sistemas

analisados.

Todas as gradagoes entre o caso em que a metateoria Th; nao é capaz de expressar a
consisténcia de uma teoria 7' e o caso em que T nao prova Con(T') representam distintos

graus nos quais o agente enxerga parcialmente a consisténcia de 7.
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6.3 Dependéncia da suposicao Con(T)

Consideremos o caso em que um agente Ap,, analisa o puro sentido de traducao de uma
PCR de T, em T. Notadamente, se Ap,, fosse capaz de enxergar a consisténcia de 7', entao
Ar,, deveria enxergar também a consisténcia de T}, pela consisténcia relativa. Assim, o puro
sentido de traducao entre as teorias seria vazio — composto exclusivamente de consideracoes
a respeito da consisténcia de 7). Por outro lado, quando é o caso que Ar,, enxerga apenas
parcialmente a consisténcia de T' e de T}, o sentido de traducao é composto pelo complexo
de um puro sentido de traducao e consideragoes parciais a respeito da consisténcia de T e
de T,. Vejamos como isso funciona em mais detalhes (inicialmente apenas sob a ética da

dependéncia de Con(T)).

Tomemos um caso simples, no qual 7" possui n axiomas {aj ao,...,a,}. Supomos
ainda que T); enxerga a consisténcia dos fragmentos 77 = {1, 9,...,ax} e Ty = {1,
Qgt2,-- .,y }, embora ndo enxergue a consisténcia de 7. A prova de que a consisténcia de

T implica a consisténcia de uma teoria T, nao é dependente completamente da suposicao
de que T ¢ consistente. Com efeito, a implicacao depende da suposi¢ao de que a uniao dos
conjuntos consistentes 7T e T, se mantenha consistente, uma vez que — isoladamente — as con-
sisténcias dos fragmentos foram assumidas no framework de analise. Por essa razao, a relacao
de traducao entre as duas teorias nao estabelece uma pura transferéncia de requerimentos

existenciais.

Esse caso preliminar, porém, ainda é uma minimizacdo do problema. Existe mais in-
feccao da metateoria do que se supoe nessa analise particular. Isso nao é um problema, uma
vez que nao pretendemos precisar efetivamente qual é a infeccdo do sentido de traducao. A
formalizacao aqui cumpre o papel de tornar compreensivel, ou mesmo convincente, o argu-
mento em favor da existéncia dessa classe de impurezas no sentido de traduc¢ao e o modo
como isso ganha efeito. Isto é, existem consideracdes sobre a consisténcia de fragmentos de

T em Ty que fazem parte intrinsecamente da efetivacao da traducgao entre T e T},.

Seguimos com uma andlise mais aprofundada das consideragoes sobre a infeccao da

metateoria. Tomemos, no mesmo exemplo, que T}, também enxerga a consisténcia dos frag-

mentos
T ={,qe,..., 04}
Ty ={gi1y s ey}
Té :{at-i-la Qg g2, ... ,O{n}

Notadamente, esse é outro aspecto da consisténcia de 7' que Ar,, é capaz de enxergar e,

portanto, a relagao de traducgao estabelece a dependéncia da consisténcia de T, da suposicao
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de que

a unido das teorias consistentes 1) e T5 continue consistente
ou

a unido das teorias consistentes 17, Ty e T3 continue consistente.

Essa disjuncao enfraquece ainda mais o puro sentido de traducao analisado.

Digamos que avaliamos um fragmento A de T, e que a traducdo de A em T faz uso
das férmulas B = {ag43,..., o} (isto é, B C T3). Assim, se tomamos o caso da unido de
T7 e T; para avaliarmos a pureza da traducao, veremos que a tradugao de B em A depende
efetivamente que a unido preserve a consisténcia. Contudo, se tomarmos o caso da uniao 77,
T, e Ty, veremos que a tradugdo de B em A nao depende que a uniao dos trés fragmentos
preservem a consisténcia — a traducao do fragmento é, nessa situagao, tao arbitraria quanto
era o caso em que Ap,, enxerga a consisténcia da teoria a ser traduzida. Ou seja, se tivéssemos
nos restringido a primeira particao da teoria 7', veriamos a traducao do fragmento B como
significativa; com a observagao da segunda particao de 7', passamos a ver que a tradugao do

fragmento B nao ¢é necessariamente significativa.

Avaliamos os fragmentos cujas partes sao vistas como consistentes por Arp,,, porém,
podem haver modos de particionar 7" nos quais certas partes sejam vistas como consistente,

enquanto o restante nao. Supomos, continuando o exemplo acima, que tomamos uma partigao
de T

TIH :{Oél, Qo, ... 7O{t+2}

2// :{OéH_g, Ogyg, ... ,Oén}

tal que o agente enxerga a consisténcia de 7T}, mas nao a de T4. Sob o prisma desse caso,

a consisténcia de 7T, dependeria que a unido da teoria consistente 77" com as formulas 77 se
mantenham consistentes. Naturalmente, esse caso é menos expressivo que o caso 11,75 e o
caso 17, T3, Ts; mesmo assim, como a adicao de particoes significativas para analise diminui
a dependéncia da hipotese de que T' é consistente para formar a consisténcia de T, entao

nenhum caso pode ser deixado de fora para uma analise completa do fenémeno.

Ainda resta considerar um modo completo o que tomamos como subteoria. De fato,
uma analise voltada exclusivamente para os axiomas da teoria T apresenta uma dimensao
muito restrita do que significa ser subteoria de 7. Para observar isso, basta avaliar o caso
da teoria T* = {ay A ... A oy, }. Notadamente, T e T representam axiomatizagoes distintas
para uma mesma teoria e, nesse caso, esperamos que a analise da infec¢do da metateoria

seja independente da escolha por T ou 7. Contudo, se nos restringimos a uma anélise das
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particoes dos axiomas de uma teoria, a analise de T™ perderia substancialmente forca. Mais
ainda, se tomarmos o caso em que adicionamos a 7" um teorema « de T, entao formamos
a teoria T# que é também a axiomatizacdo da mesma teoria 7. Por essas duas razdes, nao
devemos avaliar as subteorias pelas particoes de seus axiomas, mas pela particao do conjunto
de todos teoremas da teoria, isto é, Th(T) — como fizemos na definigdo do conjunto forga.
Um conjunto ¥ C Th(T) representa um conjunto de verdades parciais sobre os objetos da
teoria axiomatizada e, no sentido modelo-teorético, representa um conjuntos de formulas tais

que todo modelo de T é também modelo de X.

A partir dessa ideia, expandimos a analise da consisténcia de 7" por Arp,, para todos
os fragmentos de T" que Ty, pode ver como consistentes. Primeiro, definimos a nogao “ser um

conjunto de fragmentos dos teoremas de 7T:

Frag(A,T) <= |JA=Th(T)A
Vo € A(x = Th(x))A
Ve € A(x C Th(T))

Seguidamente, definimos a fun¢ao que filtra os elementos de uma particdo que sao vistos por

Ar,, como consistentes:
FragConsr,,(A) ={x € A| Ty + Cons(z)}

E, por fim, definimos o conjunto de todos os aspectos consistentes de parti¢oes dos teoremas
de T

AspConsPartr,, (T) = {(Frag, Restante) | Part(A, T)A
Frag = FragConsr,,(A) A Restante = Th(T) — | J Frag}

De posse dessas defini¢bes, podemos precisar com maior clareza a relacao de depen-

déncia da hipotese de que T é consistente na prova de consisténcia relativa de T" para T.

Supondo a sequéncia (A, By), (As, Ba), ..., (A, By), ... como uma ordenagao dos

elementos de AspConsPartr,,(T')

A afirmacao de que T} é consistente depende que

a uniao |J A; preserve a consisténcia de cada um de seus elementos
e preserve-se a consisténcia de |J A; com os elementos de B,
ou a uniao |J A, preserve a consisténcia de cada um de seus elementos

e preserve-se a consisténcia de |J A, com os elementos de By



Capitulo 6. Nenhum método de tradugdo é ontologicamente neutro 118

ou a uniao |J A,, preserve a consisténcia de cada um de seus elementos

e preserve-se a consisténcia de |J A,, com os elementos de B,

Simplificando a notagao, diremos que PreservaCons(U, (A, B:)) representa a afir-
macao de que a operacdo de unido preserva a consisténcia de cada elemento de A, e do
resultado dessa uniao com os elementos de B,. Por isso, diremos que a conclusao de que T}

¢é consistente depende causalmente da suposicao de que
\/{PreservaCons(| J, (A, B)) | (A, B) € AspConsPartr,, (T)}.

Chamaremos essa afirmacao de Depr,,)(T). Notemos que, embora trate-se de uma afirmacao
infinitaria, ela é necessariamente mais fraca do que a afirmacao de consisténcia para T

Prosseguimos com a analise da relagao de redugao, atentando a teoria traduzida.

6.4 A prova de consisténcia em uma traducao

Nos casos significativos de traducao, as PCRs estabelecidas dependem da suposicao
de que a teoria tradutora é consistente para se efetivar. Nesse caso, quando a metateoria
Ty vé as teorias objeto como consistentes, a PCR nao oferece uma relagao de causalidade
entre as consisténcias das teorias. Entretanto, ainda que exista uma relacdo de dependéncia
da suposicao de consisténcia da teoria tradutora, essa dependéncia corresponde somente a
afirmacao do tipo Depp,y(T). Estabelecemos, assim, que as suposi¢oes metatedricas enfra-
quecem a dependéncia da suposi¢do de consisténcia na relagao tradutiva. Porém, nos resta
avaliar o que ocorre em relacao a teoria traduzida, i.e. em relagdo ao que estabelecemos a

respeito da consisténcia da teoria traduzida.

Como vimos, o puro sentido de traducao é a dependéncia da suposiciao de consisténcia
de T para ser capaz de provar a consisténcia de T,. Além de nao estabelecermos a depen-
déncia totalmente, também nao provamos a consisténcia de 7T, completamente. Do mesmo
modo que T); enxerga parcialmente a consisténcia de T', Tj; também enxerga parcialmente
a consisténcia de T,. Por isso, a conexao de fato estabelecida em T)j; na PCR é de uma su-
posicao parcial da consisténcia de T implicar parcialmente a consisténcia de T),. Partimos da
suposigao Con(T') e provamos cada uma das afirmagoes parciais a respeito da consisténcia de
T.. Ou seja, supondo a sequéncia (Cy, D), (Ca, Da),...,{(Cy, Dy),... como uma ordenagao

dos elementos de AspConsPartr,,(T,), estabelecemos que

a uniao |J C; preserva a consisténcia de cada um de seus elementos

e preserva-se a consisténcia de |JC; com os elementos de B
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E a uniao | C5 preserva a consisténcia de cada um de seus elementos

e preserva-se a consisténcia de | Cy com os elementos de Bs

E a uniao |JC,, preserva a consisténcia de cada um de seus elementos

e preserva-se a consisténcia de | C,, com os elementos de B,

Reunimos essa afirmacao infinitaria:
N\{PreservaCons(| J, (A, B)) | (A, B) € AspConsPartr,,(T;)}.

Chamaremos essa afirmacao de Gapp,,)(T%).

Em resumo, um método de traducao em uma teoria T)y:

1. depende menos da suposicao de consisténcia de T' e

2. estabelece uma conexao incompleta com Con("T, ).

Experimentemos o cenario idealizado onde sabemos a expressividade de duas teorias
T7 e Ty. Consideremos que T5 é mais expressiva que 1) no cenario e tomemos uma metateoria

Ty capaz de expressar as relagoes sintaticas necessarias para representar redugoes ontologicas.

Suponhamos que T, realiza tradugoes tanto de T} em T quanto de T5 em T7. Esse
caso é possivel? Esperamos que T, reduza 17 — porém, nao esperamos a relacao inversa. Com
efeito, a relacao de reducao de 75 em T pode ocorrer precisamente porque fomos facilitados
pelas ferramentas da metateoria. Uma vez que T); enxerga diversos fragmentos consistentes
de T5, a prova requer apenas que a relacao de reducao preencha as lacunas sobre a consisténcia
de T, que a metateoria Th, ainda nao enxerga (Gapr,,)(12)). E precisamente por essa razao
que a relagdo de reducao de uma teoria mais expressiva pode ser realizada em uma teoria

menos expressiva.

Concluimos, portanto, que o ambiente metateérico facilita o estabelecimento das rela-
¢oes de traducao. Quando avaliamos se uma teoria pode ser reduzida a uma outra, sabemos
que o ambiente de andlise provavelmente facilitara que a relagao se efetive. Esse resultado
conceitual evidencia um dos aspectos mais importantes da presente tese: relagoes simétricas
de traducao nao podem ser tomadas como definitivas — devem, ao contrario, ser compreen-
didas como um convite para analises mais detalhadas da relacao de reducao entre as teorias

analisadas.

Por outro lado, podem haver casos em que os mecanismos de Tj;, junto com a me-

todologia de tradugdo, nao sao suficientes para extrair potencial da suposicao de que T3 é



Capitulo 6. Nenhum método de tradugdo é ontologicamente neutro 120

consistente suficiente para obter a consisténcia de T}. Se esse for o caso, estariamos em um
ambiente metateorico incapaz de realizar a maior expressividade de T5,. Como, por suposicao,
T, é mais expressiva que T3, a suposi¢do Con(T3) deveria ser mais forte que Con(7}), e o
Gap(r,,(T1) deveria ser mais facilmente demonstravel que Gap(r,,)(12). Em virtude disso, se
Ty nao reduz T a T, também nao deveria ser possivel extrair a consisténcia de T5 a partir
da consisténcia de T;. Entretanto, para que esse fosse o caso, temos de assumir que o ambi-
ente metateorico facilita em igual propor¢ao qualquer redugdo. Isso ndo pode ser assumido

sem uma analise mais profunda.

De fato, o caso em que Ty, reduz T, em T}, mas nao reduz T, em T, depde fortemente
a favor da expressividade de T}, ser maior do que a de T,. Ainda assim, o resultado nao é

definitivo. Idealmente, um resultado definitivo deve ser indubitavel no seguinte sentido:

Tese 3 Uma teoria Ty é ontologicamente mais expressiva que uma teoria T, se

1. para algum método de traducao Ty reduz T, em T, e nao reduz Ty, em T,;

2. e qualquer método Ty, que reduza Ty, a T, € tal que T, também é reduzida a Ty,.

Ou seja, Ty ¢ indubitavelmente mais expressiva quando algum método depoe a favor
de T} ser mais expressiva, e nenhum outro método depde a favor do contrario. Existem casos
em que esse tipo de afirmacao pode ser obtido, embora tenham um escopo bastante limitado.
Para contornar essa dificuldade, estabeleceremos o conceito de hierarquia de tradugoes no

capitulo 8.

6.5 Cendrio integrado

Foi negligenciada, até o momento, a maneira como ocorre o mapeamento entre as
formulas das teorias em questdao. Em muitos casos de traducdo, a metateoria mantém-se a
mesma, mudando-se apenas as exigéncias a respeito da uniformidade no mapeamento entre
as formulas das teorias analisadas. Espera-se, portanto, que métodos com maiores exigéncias
de uniformidade evitem com maior eficiéncia a infeccao ontologica do que os métodos que
exigem menor uniformidade. Esse aspecto, todavia, nao fica transparente a partir das analises

feitas até o momento neste capitulo.

Realizaremos uma formalizacdo que enfatiza a relacao oferecida pelos mapeamentos
entre as formulas das teorias analisadas. Entretanto, nao esperamos que a formalizagdo re-

presente por completo o processo de infeccao. Queremos, diferentemente, que a formalizagao
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aponte motivos para os mapeamentos mais uniformes serem mais resistentes a interferéncia

da metateoria.

O método que adotaremos parte do principio de que ndo temos muitas ferramentas
para avaliar a infeccao além da afirmacao de que certos mapeamentos sao significativos en-
quanto outros nao. Arbitraremos, portanto, um sistema de pontuacao para a significancia
de uma traducao baseado na avaliacao de significancia ou nao da fragmentacao sucessiva
das teorias analisadas. Quando tomamos os fragmentos consistentes das teorias nas secoes
anteriores, nao restringimos o nimero de fragmentagoes das teorias a serem considerados;
agora, porém, adotaremos a simplificacao de que tomamos sempre as fragmentacoes em duas

subteorias.

Definicao 31 Dada uma subteoria A de T e seja A, a imagem das formulas de A em
teoremas de T,. Dizemos que a subteoria A € significativa no mapeamento de T em T, se a

metateoria Ty ndo prova o predicado de consisténcia nem de A, nem de A.
Definimos as arvores de subteorias de uma teoria 7'

Definigao 32 Uma drvore Ar € drvore de subteorias de T em Ty se:
1. T € o no inicial;
2. se A€ Ar(T) e Ty = Con(" A7), entao A é uma folha;

3. se A€ Ar(T) e Ty ¥ Con("A7), entdo o né A possui (se houver) dois filhos B e C

tais que

a) B e C sio subteorias proprias de A;

b) BUC € equivalente a A.

A partir das arvores de subteorias, avaliaremos o grau de significincia do mapeamento
das formulas de T em férmulas de uma teoria T),. Notemos que, em uma arvore de subteorias,
se A é um n6 com filhos B e C, entao necessariamente a uniao de B e C representa um aspecto
significativo obtido pelo mapeamento. Por outro lado, se A é um né folha, o mapeamento de
A nao pode ser significativo. Por isso, se consideramos 7(A) como a fun¢ao nos niimeros reais
de 0 a 1 que avalia a significincia do mapeamento fixado para uma teoria A, entao esperamos

que:

1. Se B é filho de A, entao n(B) < n(A). (ndo menor igual, porquanto se assume que a

possibilidade de ramificacao deve aumentar a significancia);
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2. Se o mapeamento de A nao é significativo, entao n(A) é minimo.
Nesse contexto, arbitramos a fungdo n(A) em um mapeamento fixado:

1. se o mapeamento de A na teoria tradutora nao é significativo, entao n(A) = %;

2. se o mapeamento de A é significativo e A possui filhos B e C, entao
n(A) =n(B) +n(C) = n(B)n(C).

Notadamente, a funcao arbitrada satisfaz as exigéncias descritas. A prova desse fato é

uma simples manipulacao aritmética. Vejamos um exemplo de arvore avaliada para a fungao

n:

[NIE

n =

n =

7
:
n=3 n=3
’r/:% 7]:%

De fato, uma arvore de subteorias representa alguma ramificagdo das subteorias até
aquelas cujos mapeamentos nao sao significativos. E, quanto maior o niimero de folhas, mais

a relacao estabelecida ganha significAncia. Entretanto, a escolha do valor minimo ainda tem

bastante relevancia. Se tomamos o valor minimo de 7 como %, obtemos a arvore avaliada:
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n =
56.953.279
100.000.000

/\:

n = 0 5.217.031
10.000.000

/\

P — 40951 19
1= 100.000 = 100

T N

_ o _ 1 _ 1 _ 1
= 1000 = 100 =1 =10
n =

_ 1
=15

19 1 n— L
100

_ 1 _ 1
=1 =1

Embora entenda que a estrutura da avaliacao seja adequada, faltam critérios para
determinar o valor minimo para a funcao n. Um estudo mais detalhado dos métodos para
determinar o grau da infeccdo ontoldgica ainda é necessario'. Apesar disso, ainda que os
valores nao estejam bem delimitados, a estrutura elaborada é suficiente para entendermos o

modo como a nao uniformidade dos mapeamentos permitem uma maior infeccao ontologica.

Definimos com maior clareza o que chamamos de uniformidade. O caso mais natural de
uniformidade é a situacdo em que usamos uma traducao de uma teoria nela mesma por uma
traducao que opere como a identidade. Se, por exemplo, 0 mapeamento entre as férmulas de
T e T é aidentidade Id(a) = «, entdo, ndo importa qual metateoria consideramos, devemos

ter a maior uniformidade possivel para a traducao de T" em qualquer teoria.

Por isso, afirmamos:

O grau de uniformidade em um mapeamento representa quanto o mapeamento
entre as féormulas das duas teorias ¢ similar estruturalmente ao mapeamento da

teoria traduzida nela mesma pela traducao identitaria.

A partir disso, esperamos que a uniformidade possua duas caracteristicas principais:
(i) proteja as tradugoes da infeccdo metatedrica; e (ii) seja o caso para os mapeamentos

intuitivamente mais uniformes. Tomemos, para esse efeito, a seguinte defini¢ao:

I F especialmente necessario considerar a possibilidade de as ramificacdes serem infinitas. Ainda néo temos

uma resposta a oferecer. Tanto ndo sabemos a extensdo de casos em que é possivel haver ramificagbes
infinitas, quanto nao sabemos o modo como abordar esses casos. Aparentemente, isso se resolveria caso
nao limitassemos as ramificagoes a duas. Isso devera ser tratado em trabalhos futuros.
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Definicao 33 Fizada uma metateoria Tyy, um mapeamento entre formulas de uma teoria
Ty em férmulas Ty € uniforme se, e somente se, para toda subteoria Ay de Ty, sendo Ay as
formulas de Ay mapeadas em Ty, Ty F Con(T"A;7) <> Con("Ay™).

Notemos que a defini¢ao resulta na maxima significancia possivel em uma metateoria
fixada. A estrutura das arvores de subteorias em uma tradugao depende somente da teoria
traduzida. O papel do mapeamento e da teoria tradutora tém efeito somente quando comeca-
mos o processo de avalia¢ao da significincia. Nesse caso, os nés (nao folhas) que sao avaliados
como nao significativos funcionam para a analise como novas folhas na arvore avaliada (sdo
avaliados com o minimo valor em 7). Notemos, todavia, que esse tipo de caso ocorreria so-
mente se o mapeamento nao fosse uniforme. Em outras palavras, a uniformidade resulta
na situagdo em que os mapeamentos ocorrem de tal maneira organizados que, em qualquer

arvore de subteorias, somente as folhas serao avaliadas com o valor minimo da funcao 7.

E, por essa razao, concluimos que métodos diferentes em uma metateoria podem
oferecer analises ontolégicas distintas. A causa desse fendmeno, por fim, é representada pela
noc¢ao de uniformidade dos mapeamentos — que, por sua vez, pode ser entendido como a

similaridade dos mapeamentos com as traducgoes identitarias.

6.5.1 Comentario sobre o caso da reducao de uma teoria nela mesma

Nao ¢é porque uma traducao 7'r mapeia uma teoria nela mesma que T'r representa
um mapeamento identitario. Isto é, ainda que realizemos uma traducao de uma teoria T'
na propria T', é possivel estarmos realizando significativas alteragoes nas ontologias. Para

mostrar essa possibilidade, definimos a noc¢ao de fidelidade de uma traducao:

Definicao 34 Uma tradugdo de uma teoria Ty em uma teoria T € fiel se, e somente se, para

todo modelo M,

M é modelo de T se, e somente se, M é modelo da versao traduzida de Ty em T,.

De modo geral, as tradugoes exigem apenas que todo modelo da versao traduzida de
uma teoria seja também modelo da teoria original. Isso é natural; oferecer uma traducgao
representa a ideia de exibir uma semantica compativel com aquilo que a teoria afirma. Por
causa disso, algo pode ser perdido: podemos eliminar certos modelos como possibilidade ao

realizar a traducao. Representamos isso com a seguinte ilustracao:
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Todos os modelos

Tradugao

<//§

A
KW
gAY

Modelos admitidos
na versao traduzida

Figura 1 — Lentes das traducoes.

Os olhos na ilustracao representam a teoria tradutora, e as lentes representam o
método de traducgao. Nesse caso, a tradugao, que permite ao observador entender uma teoria,
¢é também responsavel por reduzir o escopo de modelos compativeis possivelmente capturados
pelo observador. O caso em que a reducao ontolégica ¢ fiel nao elimina qualquer modelo como
possibilidade da versao interpretada. Exemplos do tipo infiel sdo fartos: o caso ilustrado
poderia ser a reducao da teoria de conjuntos ZF interpretando por forcing ZF +— CH. Essa
reducao, em particular, elimina de ZF todos os modelos em que vale a hipétese do continuo.
Ainda assim, essa interpretagdo é uma traducdo de ZF em ZF. Nesse caso, é natural a
afirmacao de que tradugoes de teorias nelas mesmas podem alterar radicalmente a ontologia

da teoria.

Ainda assim, traducoes fiéis devem ser possivelmente estabelecidas para a relagao de
uma 1" consigo mesma. Por essa razao, admitimos que os métodos de tradugao devem estabe-
lecer pelo menos alguma traducao fiel de todas as teorias T em T'. No caso de interpretacoes,
basta-nos mapear todas as férmulas nelas mesmas, tomando o universo de interpretacao U(z)
como a féormula x = x e todos os predicados interpretados como eles mesmos. Assim, a versao

interpretada da teoria sera precisamente a propria teoria.

Com efeito, a interpretacao nao é neutra porquanto a transferéncia de comprometi-
mento ontologico é estabelecida na conexao causal da suposicao de consisténcia de T' e da
conclusao de consisténcia de 7. Sabemos, ainda assim, que 7" possui o mesmo com-
prometimento ontolégico que ela mesma em virtude do conceito de identidade
— ao invés da relacao de traducao. Por essa razao, podemos usar a relacdo entre os
fragmentos consistentes de T" com T' como parametro para compreender a relacao de 7' com
outras teorias. E nesse sentido que consideramos a uniformidade dos mapeamentos correlata

com a similaridade do mapeamento com o mapeamento identitério.
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7 Bi-interpretacoes em teoria de conjuntos

As bi-interpretacoes podem ser entendidas como um método mais restritivo de inter-
pretagoes mutuas. Se uma interpretacdo mutua exige que existam interpretacoes I de uma
teoria 77 em uma teoria T, e J de T, em T} — as bi-interpretagoes exigem que a interpretacao
J funcione como o mapeamento inverso das férmulas mapeadas por I e que I como o inverso

das por J. Esse requisito adicional se expressa formalmente na seguinte definigao:

Defini¢ao 35 Uma bi-interpreta¢io B = (I, J) entre as teorias Ty e Ty € o caso em que
1. I = Uy, ¢r) € uma interpretagio de Ty em Ts.

2. J=(Uy,¢5) é uma interpretacio de Ty em Tj.

3. Existe uma fungao bijetora f : {x | v =z} — {a | Ui(z)} definivel em T} tal que para

toda formula ¢ com n varidveis livres em L,
J
Tl - Qp(xlv T, ... ,l’n) Ae 901 (f(xl)’ f(.l?g), Cee f('xn))

4. Eziste uma fungdo bijetora g : {x | x =z} — {x | U;s(x)} definivel em Ty tal que para

toda formula ¢ com n varidveis livres em Lo,
I
Ty b p(xr, @, ) < 97 (g(21), g(22), -, gl@n)).

Essa definicdo tem um correspondente para bi-interpretaciao entre modelos:

Definigao 36 Uma bi-interpretacio B = (I, J) entre os modelos M e N € o caso em que

1. I e J sao interpretagoes entre as linguagens de M e N
2. M! é isomérfico a N.
3. N7 é isomérfico a M.

. . J . . I
4. Existe um isomorfismo entre M!” e M definivel em M e um isomorfismo entre N/

e N definivel em N

A partir dessas definigoes, obtemos o corolario:
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Corolario 1 Se B ¢é uma bi-interpretacio de todo modelo de Ty em algum modelo de T, e

de todo modelo de Ty em algum modelo de Ty, entao B é uma bi-interpretacao entre Ty e T5.

Prova. Inicialmente, provamos, por inducao na complexidade das férmulas, o seguinte

fato para bi-interpretacoes (I, .J) entre modelos:

Sendo ¢ o isomorfismo de M em M J, entao, para todo a € M, vale

M E o(gla)) = ME ' (g(a))

1- Caso atomico: sendo P um predicado na linguagem de M, sabemos por definicao

que
M e P(g(a)) = MEU,(g9(a)) — P (9())

Como, por definicao, M E U,(g(a)), entao

M £ P(gla)) = ME P (4(a))

2- Os casos a A 8 e ~« sao feitos por passos triviais de indugao.
3- Caso dxa:

Notadamente,
M e drp(x,g(a)) < existe k € M tal que M E o(k,g(a)).
Pela bijegao g, existe um b tal que g(b) = k. Logo a ultima expressao é equivalente a

M= o(g(b), 9(a)).

Por hipotese de indugao, isso vale se, e somente se,
7 _
ME " (9(0), g(a))

Pela defini¢do do isomorfismo, sabemos que M F U;(g(a)) e que M E UX(g(a)). Portanto

obtemos o equivalente
M E U (x) AU () A gp‘ﬂ(x,g(a))
Isso que, por sua vez é equivalente a formula desejada.
A partir desse resultado, retornamos a prova do corolario. Pela suposicao, sabemos
que, para todo M, se M E T}, entdo M! E T,. Mais especificamente, se M E T}, entdo,

para toda a € Ty, M! E . E essa tltima é equivalente a M E a!. Logo, concluimos que

Ty E ol para toda o € Ty. Pelo teorema da completude de primeira ordem, Ty F a! para
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toda a € Ty e, portanto, I é uma interpretacao de 75 em T;. Analogamente, concluimos que

J é uma interpretacao de T em T5.

Em seguida, provamos que as exigéncias 3 e 4 das bi-interpretac¢oes. Pelo isomorfismo,

sabemos que, para toda férmula ¢(7):

ME (@) = M E plg(a))
Pelo fato provado no inicio da demonstracao, temos que

ME (@) = MrE " (g(0)

Como ¢ é definivel em M, escrevemos a formula definivel ¢,(z,y) que define a funcao g.

Assim podemos reescrever M E 7" (g9(a)) como

M E Jy(dg(ar,y1) A dglaz, y2) A ... A dglan, yn) A SOJI@))-

Segue, que para todo a € M,

ME o(@) < Fy(dglas, y1) A dglan, y2) A . A dglan, yn) A" (7).

Disso, concluimos, pelo teorema de completude de primeira ordem, que
_ I,
Ti k= ¢(T) < 3y(¢g(z,9) A" (3))

Por procedimento analogo, obtemos o item 4 para 715 e isso finaliza a prova.
0

A partir da definicao por modelos, podemos dizer informalmente que uma bi-interpretacao
é a situagao em que, dado um modelo M, (1) obtemos o modelo definivel N/, (2) em N, ob-
temos uma cépia M de M, (3) em M, obtemos uma céopia N de N, (4) é o caso que M vé
que M é uma copia de si mesmo e (5) é o caso que N vé que N/ é uma cépia de si mesmo.

Removemos a exigéncia (5) para conceituar a seguinte relacao assimétrica de redugao:

Definicao 37 O par de interpretagoes B = (I, J) é uma semi-bi-interpreta¢io de N' em M

quando

1. I e J sao interpretagoes entre as linguagens de M e N.
2. M! é isomérfico a N.

3. N7 ¢é isomérfico a M.
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4. BEziste um isomorfismo entre M definivel em M.

Representamos graficamente a definicdo de semi-bi-interpretacao a seguir:

Figura 2 — Relacao entre modelos semi-bi-interpretaveis.

Quando temos relagoes mutuas de redugao entre duas teorias, esperamos que isso re-
presente algum nivel de similaridade entre as ontologias das teorias. Ainda assim, tais ontolo-
gias podem ser expressadas de modos bastante distintos, por exemplo, através de linguagens
diferentes ou formulagoes diferentes de axiomas. Podemos qualificar essa mesma questao para
0 caso em que admitimos haver um ntcleo comum entre as teorias mutualmente redutiveis:
dado um ntcleo T, quanta flexibilidade temos para definir extensoes 17 e Ty de T' que sejam
mutualmente redutiveis? Se fixamos as interpretagoes como método de redugao, hé bastante
flexibilidade independentemente de qual 1" consideremos. Contudo, o caso em que fixamos as
bi-interpretacoes ou semi-bi-interpretacoes muda completamente: existem casos em que nao
hé qualquer flexibilidade, e.g. se existe reducao mutua entre duas extensoes de uma teoria T,
entao as extensoes tem de ser precisamente as mesmas. Definimos formalmente essas nogoes

a seguir:

Definicao 38 Uma teoria T € sélida se, e somente se, para quaisquer dois modelos M, N E

T, se B ¢ uma semi-bi-interpretagio de N em M, entio M e N sdo isomdrficos.

Definicao 39 Uma teoria T € tight se, e somente se, para quaisquer duas extensoes 11 e T
de T na linguagem de T, se existe uma bi-interpretacio B entre Ty e Ty, entao Ty e Ty sao

iguais (no sentido de que possuem os mesmos teoremas).
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7.1 Quaisquer duas extensoes diferentes de ZF n3o sao bi-interpretaveis

Nesta secao, provaremos o seguinte resultado:

Teorema 9 As teorias de conjunto ZF e MK sao solidas (Enayat). Mais ainda, PA € sdlida
(Visser).

No inicio de 2018, eu e o professor Hamkins provamos o resultado. Porém, descobrimos
que o teorema foi recentemente provado por Enayat, no artigo Variations on visserian theme
(ENAYAT, 2017), como um desenvolvimento de resultados obtidos por Albert Visser. Visser
prova o caso para PA no artigo Categories of theories and interpretations (VISSER, 2004),
enquanto Enayat prova os casos ZF e MK. Mostraremos aqui a estratégia desenvolvida por

Hamkins e eu.
Prova. (mostraremos apenas o caso ZF ¢ sélida)

Supomos dois modelos M, N E ZF tais que N é definivel em M, M ¢é definivel em
N e b é um isomorfismo de M em M definivel em M. Ou seja, o modelo N é semi-bi-

interpretavel em M.

Inicialmente, provamos que N “vé” o predicado interpretado €™ como uma relacdo

bem fundada (de agora em diante, escreveremos € para Eﬂ, simplesmente € para €M, €*

para Ne ¢ para o pertencimento da metateoria).

Defini¢ao 40 Uma relagio R em um modelo A é bem fundada em relagio ao modelo base
B se, e somente se, qualquer X € B tal que X C8 A possui um B-elemento R-minimal, i.e.
existe a €8 X tal que para todo b €% X ndo é o caso que (a,b) €8 RA. Escrevemos, nesse

caso:

BE R é bem fundada em A
Afirmacdo 4 N E € ¢ uma relacio bem fundada em M.

Prova. Tomamos um conjunto A C€" M tal que A e N (e, portanto, A e M). Pro-

varemos que A tem um €*-elemento € -minimal.

Tomamos a classe A’ = {z | + €* A} em M. Em seguida, obtemos a classe A" =
{b=H(x) |z € APM.

Pela fundacdo em M, A" tem um elemento €-minimal @ em M. Argumentamos que

b(a) é € -minimal em A.
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Supondo k € A, entdo b~'(k) € A”. Como a é €-minimal em A", b='(k) ¢ a e,
portanto, pelo isomorfismo b, k ¢ b(a). Como k é um € -elemento qualquer de A, o conjunto

b(a) ¢ € -minimal em A.
U

Introduzimos a nogao Vé‘(‘i) como a hierarquia de A até o ordinal i na perspectiva de

B (i é um ordinal em B):

Definigao 41 Dados dois modelos A e B na linguagem do pertencimento

1. Vé?(]) = {}B;
2. sen € M é um ordinal sucessor,
Vé‘én) ={recA|Tyc”F Vé‘(‘n,l) Va(z €8 y < 2 € 2)) 5,

3. sen € M é um ordinal limite,

B
Vé?n) - U Vé?kﬁ

k<n

Queremos que a construgio V{}! coincida com a prépria classe M. Nesse caso, devemos
provar que N tem ordinais suficientes para passar por todos os niveis de M, e que cada nivel
da construcao estda em correta correspondéncia com os niveis em M. Provamos a seguir a

segunda afirmacao:

Afirmacao 5 Para todo ordinal n em N tal que exista um ordinal correspondente em M, é
vilido em N que Va(z € VM & z €* VNM(TL)).

Prova. Provamos o fato por inducao:
(1) Caso em que n é um ordinal sucessor:

Supomos que a €* VNH(H). Por definicio, existe um b CV V/\/H(n—l) tal que Vz(z €* b «

z € a). Notemos que para qualquer z

_ i HI  — M
2€a = 2€b = z€ Vi, ) = 2V

Por isso, obtemos a CM Vfl e, portanto, a € Vnm. Assim, a €* V/\/ﬂ(n) —a € Vnﬂ.
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Supomos, por outro lado, que a € Vnﬂ )

Tomemos o conjunto a’ = {z | x €* VNM(WI) Az € a}V. Por definicdo, o/ CV V/\fﬂ(nqy
Também por definicdo sabemos que z €* ' = z € a. Tomemos um z tal que z € a, segue
que z € Vfl. Por hipétese de indugao, obtemos z €* V_/\/m(n—l)' Segue que z €* a’. Mais ainda,
obtemos que z €* d’ <> z € a. Portanto, a €* VA/}/(ln) pela definicao de VA/}/(ln).

Assim, a € VM — q €* VNM(”) finalizando o caso sucessor.
(2) Caso em que n ¢ ordinal limite:

Supomos que a €* VNH(H). Como n é limite, entao, por defini¢ao, existe um k tal que
a €* VA%C)' Por hipotese de inducao, isso implica a € V,{f ~ que, por sua vez, resulta em
a € VM. Por similar procedimento, provamos que a € VM = q €* V/\%ny finalizando a

demonstracao.

OJ
Afirmacgao 6 Os ordinais de N sio um segmento inicial dos ordinais de M.

Prova. Supondo que nao vale o fato, temos que os ordinais de M sao um segmento
inicial préprio dos ordinais de N' uma vez que € é bem fundada em N. Nesse caso, existe
um ordinal k£ ¢ ' maior que todos os ordinais de M. Desse modo, M C VNﬂ(k)' Como VNﬂ(k)
¢ um conjunto em N, entao M é um conjunto em N —i.e. M & N. Como N C M, obtemos

que M e M. Isso é absurdo, pois M estd em bijecdo com M.

OJ
Afirmacgao 7 Os modelos N'; M e M tém os mesmos ordinais.

Prova. Pelo resultado anterior, resta-nos provar somente que os ordinais de M sao

um segmento inicial dos ordinais de .

Supondo que ordinais de N/ sdo um segmento inicial préprio dos ordinais de M, entdo,
de modo semelhante a prova da Afirmacao 5, obtemos que V/{\,{ ¢ um conjunto em M. Como
M C N, obtemos o absurdo.

g

Prosseguimos com a seguinte afirmacao:

Afirmacao 8 A relacio € € pequena a esquerda em N, i.e. para todo ae M a classe

{z |2 €a}N ¢ um conjunto em N
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Prova. Dado um conjunto a € M, sabemos que existe um ordinal & tal que a € Vkﬂ )
Portanto, pela Afirmagao 5, a €* VNm(k). Consequentemente, temos que {z | z € a Az €*

VA/M(k)}N = {z |z €a}" é um conjunto em N

Ul
Afirmagiao 9 M E€* é bem fundada em N

Prova. Supomos que €* nido é bem fundada em N e tomamos A e M, A CM N tal
que A nao possui um €-elemento €*-minimal. Entao, construimos uma sequéncia maximal
S0, S1, S2 - - . de M-elementos de A, tal que para todo i, s;11 €* s;. Naturalmente, a sequéncia

s deve possuir o tamanho de um ordinal limite o em M.

Pela substituicdo em M, obtemos a sequéncia ko, k1, ks . . ., sendo k; = o~ (rank™ (s;))
(0 é o isomorfismo dos ordinais de M nos ordinais de A'). Notadamente, k é uma sequéncia

decrescente de ordinais em M e, portanto, a nao pode ser um ordinal limite.

O
Afirmacao 10 €* ¢ pequena a esquerda em M.

Prova. Dado que A € NV, sabemos que existe um ordinal k tal que A €* VkN . Segue,
pela Afirmagao 5, que A € V/C{(k) e, portanto, Vo €* A(x € Vj(\/l[(k)). Como VAA/{(k) é um conjunto

em M segue o resultado.

g

Construiremos a partir de agora o isomorfismo I de M em N por recursao em M.
A funcio ip = {(0M, OV)}M ¢ o primeiro nivel da construcdo.

Definimos i, : V/\/ﬂ(n) — VN

1. Se n é um ordinal sucessor,

i (a) . in_1<a>, se a G* VJ\'//Y(t(n_l))
A(a) =
{in_1(2) | z€a}", caso contrario

2. Se n é um ordinal limite,

in=J ik

k<n
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Atentemos que {i,_1(2) | z € a}¥ é de fato um conjunto em N porquanto € é

pequena a esquerda em N

Provaremos indutivamente que 7,, é uma bijecao e, para todo x e y em VA/}/(ln), é valido

que x €y > I(z) €* I(y). Suponhamos que esse seja o caso até um ordinal n.
1- 7,1 € injetora:

Tomemos i,,11(a) = i,41(b), entdo teremos trés casos:

1. a,be” VNﬂ(n): Isso significa que i,11(a) = iy(a) = i,(b) = i,11(b). Entdo, pela hipdtese
de indugao a = b;
2. a €V, ebd Vil
ing1(b) = {in(z) | z € DM =i, (a).

Pela hipétese de inducio i,(a) €* V', assim todo € -membro z de b é tal que existe
um nivel k& menor que n tal que i,(2) €* V. A partir do isomorfismo i, sabemos que

z €” VNM(,C) e, portanto, b €* VNﬁ(n) — contradicao.
3. a¢ VNﬂ(n) ebd VNM(n):
{in(2) | 2 €} = {in(2) |2 €O}V
Pela extensionalidade em N, para todo y em N
Jx(y =in(x) ANx € a) <> Jz(y = i,(2) A2 € D). (7.1)

Porque =z € a implica z €* VNﬂ(n), entdo x € a implica i,(x) €* V,fv por hipdtese de
indugao. Suponhamos que x € a, nesse caso, existe um y tal que i,(z) = y. Entao, pela
Eq. (7.1), existe z tal que y = i,(z) e z € b. Como i, é uma bije¢do, vale x = z — e
entao x € b. Com argumento similar, obtemos que © € b — x € a; entao, a partir da

extensionalidade em M, concluimos a = b.

2- i,,1 € sobrejetora:

Notadamente o caso em que a €* V,{v é trivial, uma vez que a funcao 7,1 coincide
com %, no dominio VA/}/(‘,L) sobre o contradominio VT{\/ . Como i, é sobrejetiva, entdo i, é

sobrejetiva sobre VM.
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Tomemos a €* V(JXH) tal que a ¢° V. Nesse caso, sabemos que a C* VV. Nosso

objetivo é mostrar que existe uma copia desse conjunto em M e entao obter o conjunto
apropriado em M tal que sua imagem seja a.

Como M vé €* como pequena a esquerda e usando a substitui¢ao sobre i,,, concluimos
que a' = {i;}(x) | x € a}™ é um conjunto em M. Seja a™ = {b71(z) | z € '}™ um
conjunto obtido pela substituicio em M, entdo temos que aM = b(a™) € M. Provamos em
seguida que i, (aM) = a.

Primeiramente, suponhamos o absurdo a™ €* V/\[ﬂ(n). Notadamente, a™ € VM pelo

isomorfismo b. Assim, ¢ vdlido que para cada x existe um k < n tal que z € aM — x € VM.

Seja w qualquer membro de N tal que w €* a — segue que i, ' (w) €* a’ e b (i, (w)) €
aM. Portanto, b~ (i, (w)) € VM. Do isomorfismo b, concluimos que i, (w) €* Vi, e, do
isomorfismo i, que w €* V,CN . Como w é arbitrario, assertamos que €*-elementos de a sao
de rank abaixo de n, o que, por sua vez, implica a contradicao a €* VT{\/ )

Esse argumento também implica que a™ €* VNH(” 1) Consequentemente, pela defini-
¢ao de 7,41:

i1 (@) = {in(2) | z € APV,
Pelo isomorfismo b
ins1(@™) = {in(2) [ b7'(2) € M}V,
Pela definicao de a™
int1(aM) = {in(2) | z € a/}N-

Pela definicao de a’
ing1 (aM) = {in(2) | Iz (z) = 2 Az € a) V.
E, como 7,, é um isomorfismo, concluimos que
ing1 (M) = {z |z € a}V = a.

Entao i,1(a™) = a e, consequentemente, i,,; ¢ uma sobrejecdo sobre VN, como desejado.

E suficiente agora provar que 1,41 preserva a relagao de pertencimento:
3-MEz€y<in(z) € inta(y)

O caso em que y €* VNﬁ(n) é valido por hipotese de inducao, entdo podemos assumir

que y ¢ Vj\/ﬂ(n) ey e’ V/\/H(nﬂ)- Segue que i,41(y) = {in(2) | 2 € ?J}N-



Capitulo 7. Bi-interpretag¢des em teoria de conjuntos 136

Suponhamos que x € y. Nesse caso, x deve ser um €*-elemento de VNﬂ(n) pela hierar-

quia de M. Isso significa que i,,1(2) = in(z) e, assim, i,(z) € {in(2) | 2 € y}V = ins1(y).

Por outro lado, se tomamos i,1(x) €* ini1(y), entdao i,y1(z) €* {in(2) | 2 € y}V.
Consequentemente, existe um elemento a tal que i,(a) = i,41(z) e a € y. Como i, é injetiva,

a=2x ez €y como desejado.
Isso finaliza o caso para os ordinais sucessores.

Devemos agora verificar os casos limites. Suponhamos que, para todo k£ < n, a funcao

i, ¢ um isomorfismo de V/\%k) em V;¥. Provaremos que i, é um isomorfismo de V/\/}/(ln) em V.
1 -4, é injetiva:

Suponhamos que i,(a) = i,(b) e a,b €* VNm(n). Porquanto n é um limite, existe um
k < n tal que a,b €* VNH(,C). Temos que ix(a) = ix(b) pela hipétese de indugao, logo a = b ja

que 7 ¢ injetiva.
2 - i, é sobrejetiva:

Seja b um €*-membro de VAV, entao existe um k < n tal que b €* V. Assim, b é esté

na imagem de i, pela hipdtese de indugao. Como 7, C 7, entdo, a fungao i,, é sobrejetiva.
3-MEz €y in(r) € inm(y):

Como a,b €* VNﬂ(n), existe k tal que a,b €* VNM(,C). Portanto, a € b se, e somente
se, ix(a) € ix(b) pela hipétese de indugao. E, pela construcgao de i,, temos que a € b se, e

somente se, i,(a) € i,(b).
U

Notadamente, as provas por inducao usadas no teorema parecem fazer uso fundamen-

tal dos axiomas de ZF. Por essa razao, Enayat conjectura:

Conjectura 1 (Ali Enayat) ZF é minimal em relagao a propriedade tight. Isto €, qualquer

subteoria propria de ZF ndo € tight.

Contudo, observamos que o uso fundamental dos axiomas ocorre em especial para
a inducao transfinita. Nesse caso, o axioma da substituicdo tem um valor fundamental: o

caso limite o da inducdo transfinita depende da substituicao para realizar a unido do tipo
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Uz € a(F(x)). Porém, esse caso indutivo requer que a substituicdo valha apenas para os

conjuntos bem ordenados.

Teorema 10 A teoria ZF sem separagdo e com substituicdo apenas para conjuntos bem or-

denados € tight. Mais ainda, essa teoria é uma subteoria propria de ZF.

A prova desse teorema é precisamente a reconstrucao da prova anterior com especial
atengao aos casos em que se usa a substituicao. Hamkins e Freire (2018) provam que o axioma
da substituicao bem ordenada é equivalente a substituicao completa em ZF sem substituicao
— contudo, a prova faz uso fundamental do axioma da separacao. Por essa razao, dizemos
que esse teorema responde negativamente a conjectura de Enayat. Apesar disso, a conjectura

merece reformulagdo como mostraremos a seguir:
Definicao 42 Chamamos de Z a teoria ZF sem o axioma da substituicdo.

Conjectura 2 (Reformulada) Qualquer extensio de Z que seja consistente com a negag¢ao

de alguma instancia do axioma da substituicdo nao € tight.

O primeiro passo para responder a essa conjectura é perguntar sobre a teoria que nao

possui qualquer instancia do axioma da substituicao.
Teorema 11 A teoria Z ndo € tight.

Antes de provar esse resultado, devemos explorar um pouco a técnica de Mathias

(2001) para produzir modelos de Z onde falha a substituicao.

7.2 Construcao de Mathias

Existem diversas técnicas para gerar modelos de Z onde falha a substituicao. Entre-
tanto, obtemos em geral modelos com ordinais limitados. Ou seja, uma importante dificuldade
na construcao de modelos onde falha a substituicao é se manter compativel com a existéncia
dos ordinais do modelo base. E precisamente essa a inovacdo da técnica desenvolvida por
Mathias (2001). A construcao de Mathias é compativel com a existéncia de todos os ordinais

do modelo base.

A construcao tem por base a definicao a seguir de classe fecunda:

Definicao 43 Uma classe T é fecunda caso:
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1. x € T implica JUx C z;

2. On C T (ndo é necessdrio);

3. xeT eyeT implicaxUyeT,

4. x €T ey C P(x) implicaxUy € T.

Defini¢ao 44 O axioma da pertencimento transitivo (PT) é a férmula que diz que todo

conjunto € membro de um conjunto transitivo.

Teorema 12 Se T é uma classe fecunda, entio M = (UT, €) é um modelo supertransitivo
e satisfaz Z + PT.

Seguimos agora com a construcao de uma classe fecunda:

Definicao 45 Dada uma funcao Q) : w — V,,, entdo definimos a funcio f : w — w dos
cortes em x pela fungdo Q):

f2(n) =[lz n QM)

sendo ||A|| a cardinalidade do conjunto A.

Definicao 46 Dada uma familia G de funcoes g : w — w e dada uma funcao Q : w — V,,,

entdo definimos

T ={z||Jz CanfleG}
A seguir descrevemos as condicdes sobre G e @ tal que a classe T9¢ seja fecunda:

Proposicao 15 Se G e (Q apresentam as sequintes propriedades:
1. para todo ordinal o, 9 € G;
2. se feGegeG,entio f+g € G (sendo f+g a fungao tal que f4+g(n) = f(n)+g(n));
3. segeGef<g(vn(f(n) <g(n))), entio f € G;

4. seUr Cx e f9 €@, entio fg(x) € G,

entdo T?C ¢ fecunda.

Descrevemos agora um tipo particular de funcdo que possui as propriedades necessa-

rias para gerar a classe fecunda.
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Definicao 47 Definimos a funcao b, : w — w, para n finito:

1. bg(n) =n.
2. bk+1(n) = 2bk(n)

on
22

Ezxemplos: by(n) = 22" bs(n) = 22

As fungoes b,, serao responsaveis por limitar o crescimento do nimero de elementos

de elementos dos ranks maiores:

Por isso, definimos a nossa classe de fungoes F' (G):

F={f:w—wl|dkew(f b}

Definimos a nossa fun¢ao R (Q) simplesmente como R(n) = V,,.

Nesse caso, podemos provar que
Teorema 13 T2 ¢ uma classe fecunda.

Verifiquemos que o modelo de Z que essa classe fecunda gera nao possui o conjunto

V., e, portanto, a substituicao falha para o conjunto w:
Proposi¢ao 16 Sendo M = (UT™" €), entao V,, & M.

Prova. Supondo que V,, € M, entdo deve existir A € THF tal que V,, € A. Como A
é um conjunto transitivo, entdo V,, C A. Mais ainda f§ € F. Por isso, existe um k € w tal
que fi < by.

Consequentemente, para todo n € w
AN R = [IVall < be(n)

Mostraremos que existe um n tal que esse nao é o caso.

Notadamente, podemos representar ||V, || pela fungio recursiva h(n + 1) = 2/"),
sendo h(0) = 0. No caso de k > 3, nossa ideia é mostrar que h(bg(1)) > bx(bg(1)), obtendo
a contradi¢do. Os casos k = 1,2 ou 3 podem ser mostrados com exemplos diretamente.

Seguimos com a seguinte afirmacao:

Afirmacao 11 Para todo a > 3, vale h(a) > 2 X a.
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Prova. Provamos por inducao finita. Tomemos o caso inicial a = 4, entdao h(a) = 16 e
2.4 =38. Logo h(4) > 2 x 4.

Supomos que, para todo ¢ < k, vale h(q) > 2.q.
Entdo tomamos h(k + 1) = 2"k > 22%k hor hipdtese de inducio.

Provamos novamente por indugdo que, para todo k > 3, 22%% > 2(k + 1). Para o
caso, inicial temos 22** = 256 > 2(4 + 1) = 10. Supondo que 22*7 > 2(q + 1), provamos que
22%(@+1) > 9((q + 1) + 1). Notadamente,

9P(atl) — 92X+ — 920 5 4 5 9(g+ 1) x4 =24 xq+4) >2(q+2)=2((¢g+1)+1)

Logo, h(k + 1) = 2"*) > 22k . 9(k 4 1), finalizando a prova.
U
Notadamente, h(n) = b,(0), b,+1(0) = b,(1) e b,(b,(1)) = h(2 x n + 1) para todo n.

Todos esses fatos sao o resultado de simples verificacao.

Mostraremos por indugdo que, se k > 3, entao h(bx(1)) > by(bx(1)). Supondo valida

a hipotese até ¢, temos:

h(bg11(1)) = h(bg+2(0))

h
h(h(q +2)).

Além disso,
byt1(bgr1(1)) =h(2 x (¢ + 1)+ 1).
Como h(q+2) >2x (¢+2)>2x(qg+1)+1, entdo
h(bg1(1)) = h(h(g+2)) > M2 x (¢ + 1) + 1) = bg41(bg41(1)),

finalizando a prova.

7.3 A teoria de conjuntos de Zermelo nao é tight

Provaremos nesta secao o Teorema 11. Para isso, faremos uso da construcao de Mathias
descrita na secao anterior. Primeiramente, definimos a seguinte “cépia” do universo V de con-

juntos no modelo base:

Definicdo 48 Definimos a classe V@) :
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1. v =
2. dado um ordinal o, V.* +1 = {2z} U (P(V®) —{0}).

3. se B é um ordinal limite, Vﬁ(x) = yv®
i€f

Entao, provamos o seguinte lema:

Lema 17 Seja x um conjunto infinito e transitivo que satisfaz Ik € wv¥n € w(|lx NV, || <
br(n)), entdo V) € M para todo ordinal c.

Prova. Notadamente, se n € w, o conjunto V,, possui somente conjuntos hereditari-

amente finitos. Por essa razao, para qualquer o temos que

(2UVNNV, =2nV,
Como, por suposigao, existe k € w tal que ||z N V,]| < bi(n) para todo n € w, segue que
rn yo € F.

Mostramos que x U Vcsx) é transitivo. Para esse efeito, provaremos
Afirmacdo 12 sea € be V™ eb#z, entio a € V")

Por simples indug¢do, prova-se que, para todo v, () ¢ VV(I). Seguimos com a prova por

inducao.
Tomemos que a € b € Vﬁ(i)l e b # x. Por definicao, temos que b € P(Vﬁ(x)) e, portanto,
bC Véx). Nesse caso a € Véx) e, assim,
1. se a =z, entdo a € V[)S_?l por definicao;

2. se a # x, entao, por hlpotese de inducao, a C VB Como a € Vﬁ entao a # (). Logo,
por definicdo, a € Vﬁ -

Demonstramos agora o caso em que $ é um ordinal limite. Tomemos que a € b € Vﬁ(z)
Assim, existe um ordinal v < 3 tal que b € VW(’”). Portanto, por hipdtese de indugao, a € Vf”
Segue que a € V(Z) por definicao.

Desse resultado, obtemos sem dificuldades que z U V.(*) ¢ um conjunto transitivo para

todo «.

Seguimos com a prova de que V.*) € M para todo . Como z U A +1 é transitivo e
fR oV € F, entao z U V(H € TH¥ Logo, como VOEI) € Va(i)l, entao VOEI e M.
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g

A partir desse resultado, observamos que, embora V,, nao esteja no modelo M, uma
copia V@) dele estd no modelo. Mais ainda, uma cépia V@ do modelo original V ests
inteiramente contida em M. Nossa dificuldade agora serd mostrar que V) é uma classe

definivel em M:
Lema 18 A classe V) ¢ definivel em M.

Prova. Naturalmente, V) nao pode ser definida por recursio em M, uma vez que
nao vale o axioma da substitui¢ao. Contudo, ainda nos resta a possibilidade de definir a classe
em um tnico golpe, sem recorrer & construcdo por niveis. E isso que vamos fazer. A chave
para que a estratégia funcione é que os modelos de Mathias satisfazem PT. Seguimos com a

definicao:

Informalmente,
z € V'@ «— toda sequéncia de pertencimento em z passa por w.
Formalmente,

z € V'@ «— Jy(y é transitivo Az C y)A
V(frw—y)(f(0) =z AView(f(i+1)€ f(i)V f(i)=0)
— dn € w(f(n) =w))).

Demonstraremos que, de fato, V') = V).
Afirmacéao 13 V'@ = V),

Prova. Por indugao na hierarquia de V', provamos que
Veda(z € V'(w) = 2 € V)

Tomemos = € V; tal que z € V'@, Se y € x, entdo y € V'@ e y € V; para algum j < 3;

assim, concluimos que y € Vﬁ(w) para algum ordinal 8 por hipotese de inducao. Seja
a = | J{k | 3y € z(k é o menor ordinal tal que y € Vk(w))},

provaremos que x € Va(i)l

Pela Afirmacao 12, obtemos o seguinte fato:
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Fato 4 Se 8 < a, entdo Vﬂ(w) C VW,

Se x = w, entdo, por definicio, Vofi)l

Se x # w (e sabemos que = # {)), tomamos que y € x € V%), Segue que y € Vﬂ(w),
para algum 5 < «. Entao pelo Fato 4,y € V@ Portanto, x C V). Logo, z € P(V®)) — o

que, por sua vez, implica x € v +1, finalizando a inducao.

Seguidamente, demonstraremos por inducao em V®) que
Vo(r € V& — oz e V'),
Seja  uma funcao de fungoes de pertencimento em w + 1 tal que

k, sendo k o menor ordinal tal que f(k) =w

n(f) =

w, caso nao exista tal k.

E seja pSeq(x) o conjunto de todas as sequéncias de pertencimento de um conjunto z.

Supomos que z € V%) e x # w. Entdo, para todo y € z, existe 3 < a tal que y € Vﬂ(w)
Por hipétese de inducao, y € V') e, portanto, para toda f € pSeq(y), n(f) é um ordinal
finito.

Tomemos uma g € pSeq(x) qualquer e definamos h(n) = g(n + 1). Notadamente
h € pSeq(g(1)). Como ¢g(1) € x, entdao n(g(1l)) é um ordinal finito. Assim, concluimos que

n(g) também deve ser um ordinal finito. Isso significa que 2 € V'), finalizando a inducdo.
U

A prova dessa afirmacao finaliza a demonstragao do lema.

Lema 19 FExiste um isomorfismo I de V em (V&) €), definivel em V.

Prova. Definimos o isomorfismo recursivamente:

Por inducdo, prova-se que para todo a € V, a@) € V)
1. ) é injetora:

Se a@) = b(“’), entdao {2« | z € a} = {2 | z € b}. Supondo y € a, obtemos que
y“@ € a®. Logo y“) € b, Portanto, existe z € b tal que 2z = y“). Por hipétese de
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inducao, isso implica y = z e, portanto, y € b; i.e. y € a — y € b. Analogamente, obtemos

que y € b — y € a. Logo, pela extensionalidade, a = b.

Antes de provar que o mapeamento é sobrejetor, definimos a funcéo 2=« de V) em
V.

a@ = {27 |z ca}.

A prova da sobreje¢do sera simplesmente a prova de que essa fungao é a inversa da anterior.
2. 2@ é sobrejetora:

Tomemos a € V. Mostraremos por €-inducio que (=) = q:

()@ ={a=@ |z € a}
=y ye{s™zea}}
= {(z7@H®@ | 2 € a} e, por hipétese de inducio,

={z|z€a}=a

Por fim, provamos que o isomorfismo preserva as relagoes de pertencimento:
3.x €y @ ey

Se z € y, entdo, como y“) = {a“) | a € y}, 2 € ). Por outro lado, se ) € y),
)

entdo existe a € y tal que ¢ = z); uma vez que a funcio é injetora, obtemos que a = x

e, portanto, x € y.
U

Como V) ¢ uma cépia isomoérfica de V, entdo ela pode definir uma cépia M© de
M. Notemos que, para que uma bi-interpretacao entre V' e M seja estabelecida, basta que

o isomorfismo entre M e a cépia M@ seja definivel em M.
Lema 20 FEziste um isomorfismo de M em M) definivel em M.

Prova. Notadamente, o isomorfismo deverd ser precisamente a fun¢ao que relaciona
os conjuntos a de M aos conjuntos a“). Entretanto, enfrentamos novamente a dificuldade de
construir uma defini¢do sem o auxilio da recursao. Sendo cl(z) o menor conjunto transitivo

que contém z, cl®) a versdao dessa funcdo em M), definimos para a € M

Notacao 4 (A, F) é (B, E') € a sentenga que afirma que i é um isomorfismo da estrutura
(A, E) na estrutura (B, E').
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f(a) =z tal que z € M@ AJi: M — M@ ((cl(a), €) L () (x),€) Ni(a) = )

Mostraremos que a fungao é bem formada (existe um tdnico x que satisfaz a sentenca defi-
nidora para cada a) e que, de fato, f(a) = a“) para todo a. Em seguida, provaremos que a

funcao é definivel em M.

Afirmacio 14 Para cada a € M, existe um tinico conjunto y transitivo em M tal que

{cl(a),€) = (y, €).

Prova. Supomos que existem dois conjuntos y e z transitivos em M) e duas funcoes
1 e j tais que

(cl(a), €) = (y,€) e (cl(a), €) = (2, €).

Pela transitividade de cl(a) e da (w)-transitividade de y e z, obtemos que i(0)) = j(0) = w.

Seguimos com a prova por indug¢ao em V:
Supomos por induc@o que, para § < « e todo x € cl(a) com = € Vg, vale i(z) = j(z).
Tomemos d € V,, e d € cl(a).

Se b € i(d), pelo isomorfismo i, obtemos que existe ¢ € M tal que i(c) = b e, nesse
caso, ¢ € d. Segue que ¢ € V, para algum v < a. Por isso, i(c) = j(c) = b e, portanto, pelo
isomorfismo j, obtemos que b € j(d). Analogamente, obtemos que b € j(d) implica b € i(d).

Assim, pela extensionalidade, temos que i(d) = j(d).

[0~

Logo, obtemos y = z. Portanto, se existe y tal que {(cl(a), €) = (y, €), entdo ele é
unico.
]

[~

Naturalmente, y = ¢l (a®)) satisfaz a propriedade (cl(a),€) = (y,€) e é o tnico

—~

conjunto em M©) que satisfaz. Além disso, nesse caso, teremos i(a) =a “) como desejado.

Resta-nos apenas provar que a funcao é definivel em M. Para isso, devemos mostrar
que, para todo a € M, o isomorfismo i com a) é membro de M. Isso, contudo é a simples

consequéncia de que cl(a x a'*)) satisfaz os requisitos de tamanho dos cortes por nivel em V.
O

Com isso, finalizamos a prova de que existe uma bi-interpretagao entre os modelos V'

e M.

Prova. [Teorema 11] Ambos os modelos V' e M sao modelos de Z. Como demonstra-

mos, esses modelos sdo bi-interpretaveis. Mais ainda, V' e M discordam sobre a validade de
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pelo menos uma instancia do axioma esquema de substituicdo. Portanto, Z nao é uma teoria
tight.

g

Tanto a construcao de Mathias quanto as bi-interpretacoes mostradas acima sao bas-
tante maleaveis em relacao a qual instancia da substituicdo queremos eliminar. De fato,
podemos construir modelos M supertransitivos de Zermelo e PT tais, para um ordinal limite

k, V, € M para todo a < k e V}, ¢ M para todo b > k.

Teorema 14 Dado um ordinal limite k, existe modelo M E Z + PT tal que V, € M para
todo a < k eV, & M para todo b > k.

A construgao do modelo segue os mesmos passos, com algumas pequenas alteracoes

nas definigoes:

Fixado um ordinal limite &, definimos

Definicao 49 Dada uma funcio Q : k — Vi, entdo definimos a fungio f : k — k dos
cortes em x pela fungio Q):
f2(a) = lznQ(a)ll,a < k

sendo ||A|| a cardinalidade do conjunto A.

Definimos a classe 7%% do mesmo modo e obtemos as mesmas condicdes para a classe

ser fecunda.

Em relagao as fungoes b,,, precisamos incluir os casos limites:

Definicao 50 Definimos a funcao b, : k — Ord para cada a < k:

1. bo(n) =n;
2. byy1(n) = 20

3. se a € limite, by(n) = (U{by(0) | ¢ < a})".

Fazemos um pequeno ajuste em F

F={f:k—Ord|3ack(f<b)h

Tomamos R(n) = V,, e entdo obtemos, pelo mesmo procedimento, o teorema:
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Teorema 15 T ¢ uma classe fecunda.

Obtemos também por prova muito similar que
Proposigdo 17 Sendo M = (UT®Y €), entao V}, & M e, se a < k, entdo V, € M.

Seguimos com a construcio de V.*) € M. No caso, obteremos a bi-interpretacio de

M eV como desejado.

Por fim, obtemos o resultado de nao-tightness apenas quando falamos de um k defi-

nivel:

Teorema 16 Dado um ordinal k definivel, a teoria Zy,) = Z + PT+ (existe V, para a < k)
nao é tight.

Esse resultado, portanto, é uma das possiveis aproximagoes de ZF a partir de Z em
que todos os elementos nao sao tight, i.e. a sequéncia crescente (em relagdo ao k escolhido)
das teorias Z(y,) tem como limite a propria teoria ZF e nenhuma das teorias € tight. Isso,
porém, nao responde a Conjectura 2. Existem muitas outras formas de realizar aproximagoes
de ZF a partir de Z e, um resultado definitivo devera ser feito pela complexidade das férmulas

no axioma da substituicao.

7.4 Bi-interpretacao modelo a modelo

Ainda que duas teorias T e T, nao sejam bi-interpretaveis, alguns modelos de T}
podem ser bi-interpretaveis com modelos de T5. Em vista disso, é natural considerar o caso
em que todos os modelos de uma teoria sao bi-interpretaveis com modelos de uma outra teoria
(e todos da outra com modelos da uma). A diferenca central em relagdo as bi-interpretagoes
entre teorias é que a defini¢des de uma bi-interpretacao B entre modelos M F T} e My E T,
pode nao ser a bi-interpreta¢ao de um modelo M’ com nenhum modelo de 75 e, mesmo assim,
existir uma bi-interpretagao B’ de M/ com M}, E T;. Estudaremos, portanto, a possibilidade

de ocorrer a situagao descrita acima.

Defini¢ao 51 Duas teorias Ty e Ty sao fracamente bi-interpretdveis (ou bi-interpretdveis

modelo a modelo) quando:

1. Todo modelo de Ty é bi-interpretdvel com algum modelo de T.
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2. F todo modelo de Ty € bi-interpretavel com algum modelo de T;.

Em geral, propriedades validas para qualquer modelo de teorias implicam a validade
para as proprias teorias. Esse é, por exemplo, o caso do teorema de completude de primeira
ordem: se todo modelo para uma teoria valida uma sentenca «, entdao a teoria prova «. Por
isso, seria esperado que, se duas teorias sao fracamente bi-interpretaveis, entdo elas seriam

bi-interpretaveis. Isso, contudo, nao ocorre, como veremos a seguir.

Notemos que a construcao das interpretacoes entre V F ZF' e a construcao de Mathias
apropriada M F Z + PT+ (nao existe V) sdo as mesmas féormulas independentemente da
escolha particular do modelo base V. Dizemos, nesse caso, que o par (I, J) é a bi-interpretacao

entre V e M. Assim, temos M = V! e V) = M. Consideremos a seguinte teoria:
ZM ={p| ZFF o' u{p o o' |peLe}.

Nossa intencao é mostrar que ZM ¢é uma teoria recursivamente descrita que axiomatiza
os modelos M para cada modelo de V de ZF. Porém, ZM nao estd descrita de modo
recursivo. Entao, definimos uma teoria equivalente e recursivamente descrita (porquanto ZF

é recursivamente descrita):
ZM' ={o" | e ZF}U{p & ' | p € L}

Provamos o seguinte lema:

Lema 21 Para toda sentencga
ZFE o — ZM'E o,

e para toda sentenca 6
ZM'EO) <= ZFEO.

Prova. Pelo resultado da bi-interpretacio, sabemos que, para toda o, ZF F ¢ < ¢/ I

Pela definicao de ZM’, J é uma interpretacao de ZF em ZM’. Provaremos que I é uma

interpretacao de ZM’ em ZF.

Se o € ZM', entdo o = v/ para alguma v € ZF ou o = 3 51J para alguma f.
No primeiro caso, como ZF F v <> 'y‘ﬂ, entao ZF F ’yﬂ e, portanto, ZF F of. No segundo

I
caso, a! = 1 & BIJ ¢ uma instancia de v <+ 7‘7[ e, portanto, ZF E o'.
Pelo teorema da interpretacao, temos que

JFEa=ZM E o’
ZIMEB=ZFEp!
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Supomos que ZM' E o, entdo ZF E o’’. Portanto, ZF E a. Se, por outro lado,
ZF E B, entio ZM'E B — logo, ZM' E B.

g

Provamos a seguir que ambas axiomatiza¢des sao equivalentes:
Lema 22 N E ZM se, e somente se, N & ZM'.

Prova. Supomos que N E ZM' e que ¢ € ZM. Por defini¢io, ZF E ¢! ou ¢ > ¢!”.
O segundo caso é trivial, j4 que ZM’ possui todos os axiomas da forma ¢ < ¢! 7 Seguimos
com a prova do primeiro caso. Pelo resultado anterior, temos que N’/ E ZF. Portanto,
N7 E ol Isso significa que N F ¢!”. Como NV E ¢ <+ ¢!, entdo N F . Consequentemente,
obtemos que N E ZM.

Por outro lado, se supomos N F ZM e 0 € ZM'. Se 6 = ¢ < gpIJ para alguma ¢,
entdo N F 0 pela definicdo de ZM. Caso contrario, # = +’ para alguma v € ZF. Como I é
uma interpretacao de ZM’ em ZF, temos que ZF E 6 e, portanto, N E 6 pela definiciao de
ZM.

g

Com esse resultado, podemos dizer que ZM (Zermelo-Mathias) é uma teoria axioma-

tizavel recursivamente. Seguimos com a prova do seguinte teorema:

Teorema 17 Existem teorias T1 e Ts tais que:

Todos os modelos de Ty sdao bi-interpretaveis com algum modelo de Ts, todos os mo-
delos de Ty sdo bi-interpretdveis com modelos de Ty, mas as teorias Ty e Ty ndo sdo bi-

interpretdveis. Isto €, T1 e Ty sao fracamente bi-interpretdveis, mas nao sao bi-interpretdveis.

Prova.

Tomemos as seguintes teorias:

1. Ty =ZF.

2. Ty={aVB|acZFABec ZM}. (Ty=ZMV ZF)

Demonstraremos a seguinte afirmacao:

Afirmagao 15 M E T; se, e somente se, M E ZF ou M E ZM.
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Prova. Dado que M F T3, supomos que M ¥ ZF e M F ZM. Nesse caso, devem
existir « € ZF e € ZM tais que M ¥ a e M FE . Portanto, M ¥ « V [ — absurdo, pois
aV 5 S TQ.

Se ME ZF ou M E ZM, entao, paratodaa € ZF e f € ZM, M FE aou M E (3.
Portanto, M E oV 3 — e isso significa que M F T5.

O
Seguimos com a prova de que 17 e T sao fracamente bi-interpretaveis.

Supondo que M E Ti, entdo M E T;. Portanto, o par (Id, Id), sendo Id = (x = x, €)

(interpretacao identidade), é uma bi-interpretacdo de M em M.

Se N E T, entao N E Ty ou N E ZM. No primeiro caso, a bi-interpretacao é a
identidade. No segundo caso, usamos a bi-interpretacio (I, J) do Teorema 11. Portanto, N/

¢ modelo de ZF e é bi-interpretdvel com N

Provamos que T} e Ts sdo fracamente bi-interpretaveis. Resta-nos provar que as teorias

nao sao bi-interpretaveis.

Supomos que o par (G, H) é uma bi-interpretacdo de T} em T e que M E ZM.
Assim, temos que M E T, e, portanto, MY E Ty. Como Ty = ZF, sabemos que M E Tb.
Segue que MEC E T L e que MY e MEC sio bi-interpretaveis. Uma vez que ambos sao
modelos de ZF e ZF & tight, entdao MC e MSE“ sdo isomérficos (ME = MGG). Mais ainda,
pela suposigao de que (G, H) é uma bi-interpretacao, sabemos que MGGH ~ MY e que
MET = M. Consequentemente, obtemos M = M. Isso é um absurdo, porquanto ZM e

ZF discordam sobre quais instancias do axioma da substituicao sao validos.

g

7.5 Relacao entre ZF e PA

Elaboramos no capitulo 5 como a interpretacao mutua entre ZFy;, e PA turva dife-
rengas sutis entre os sistemas. Com efeito, enquanto nao adicionamos o axioma dos heredi-
tariamente finitos a ZFf;,, a teoria nao ¢ capaz de definir um isomorfismo com a sua prépria
copia em PA. Esse resultado é amplamente referido pela comunidade matematica como o
descobrimento do equivalente conjuntista de PA. Nao subscrevemos a essa posicao e a enten-
demos como excessivamente arbitraria. Se falamos “equivalente” conjuntista no sentido de
que faz uso da linguagem do pertencimento, de fato, ZF.;, ¢ um equivalente conjuntista de

PA. Contudo, se se deseja implicar mais do que isso, acreditamos que estejam errados.

Conjuntos sao um conceito axiomatizado incompletamente por ZF, por ZF sem fun-
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dacao ou mesmo por teorias bastante fracas como 7Z ou Kripke-Platek. Nao obstante alguém
subscreva a um universo ou a um multiverso de conceitos conjuntistas, o caso em que in-
cluimos a negacao de um axioma como em ZFy;, deve ser tomada com cuidado. Quando
trabalhamos com teorias como ZF + CH e ZF + — CH, lidamos com o conflito entre duas
possiveis no¢oes de conjunto — diante disso, um universalista responde estarmos diante de um
dilema epistémico: nao sabemos qual dos conceitos é o correto; um multiversalista responde
estarmos diante de um dilema ontolégico: ambos sao conceitos validos. Isso nao ocorreria
caso negassemos o axioma da uniao ou extensionalidade, diante disso, devemos dizer que nao
falamos mais sobre conjuntos. Entendemos que o axioma do infinito faz parte dos axiomas
fundamentais como extensionalidade ou unido, afinal, o préprio nascimento da teoria mo-
derna de conjuntos ¢é diretamente relacionado com o entendimento de grandezas infinitas.
Isso nao significa que precisamos afirmar o infinito — ainda falamos de conjuntos quando
estudamos ZF sem o axioma do infinito. Portanto, se falamos de uma teoria que axiomatiza

parcialmente conjuntos, ela deve ser ao menos compativel com a afirmacao do infinito.

Entao, se buscamos um equivalente conjuntista para PA, deverfamos formular axio-
matizacoes da teoria de conjuntos que ainda sejam compativeis com os axiomas fundamentais

da teoria de conjuntos (por exemplo, ZF). Porém, obtemos o resultado:
Teorema 18 Nenhum modelo de ZF ¢ bi-interpretavel com qualquer qualquer modelo de PA.

Prova. Se tomamos M F ZF bi-interpretavel com A E PA. Pela bi-interpretacao
de PA e ZF .4y, obtemos que M ¢é bi-interpretdvel com um modelo NEZF Fin-

Estamos, portanto, em uma situacao bastante similar & do Teorema 9. O modelo N é
capaz de definir uma cépia M de M e o isomorfismo de M e M é definivel em M (adotamos

a mesma convengao ¢, €, €, € adotada na prova Teorema 9).

A partir disso, obtemos que a relaggo € ¢é bem fundada em N como na prova do
teorema Teorema 9. E, consequentemente, os ordinais de N sdo segmento dos ordinais de M

ou os de M sao segmento dos de N.
Notadamente, w € M e, nesse caso, w € M.
1. Supomos que os ordinais de M sao segmento préprio dos ordinais de N:

Dado que i é o mergulho dos ordinais de N nos de M. Sabemos que i~!(w) = a para
algum a em N. Como N néo possui conjuntos indutivos, existe b €* a tal que b+ 1 ¢ a. Pelo
mergulho, sabemos que i(b) € @ e, portanto, o sucessor ¢ de i(b) em M € -pertence a @.

Assim, i7!(c) € a. Como i~ !(c) = b+ 1, temos o absurdo.

2. Supomos que os ordinais de A/ sdo segmento préprio dos ordinais de M.
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Sabemos que (w+ 1, € ) é uma classe bem ordenada em N. Se essa nio for uma
classe prépria em N, obtemos o absurdo como em (1). Se (w+ 1, € ) é uma classe prépria
em N, entdo (w+ 1, € ) é isomorfico (pela funcao j) a classe dos ordinais em A/. Diante
disso, obtemos que j~!(w) = a, para algum ordinal em N. Entao, como em (1), concluimos

o absurdo de que a é um conjunto indutivo.

g

A partir desse resultado, obtemos também o corolario:

Corolario 2 Nenhuma subteoria de qualquer extensdo consistente de ZF é bi-interpretdvel

com qualquer extensdo de PA.

Uma forma de aprofundar o entendimento do resultado é notar que (1) algumas te-
orias nao sao bi-interpretaveis porque nao é possivel alinhar todas as bi-interpretagoes de
cada par de modelos em uma tnica bi-interpreta¢do, enquanto (2) outras teorias nao sao
bi-interpretaveis porque existem modelos de uma teoria que nao sao bi-interpretaveis com
nenhum modelo da outra teoria. O segundo caso é precisamente o que ocorre entre ZF e PA.
Por essa razao, “enfraquecer ZF” tomando subteorias cada vez mais fracas nunca nos levara
a uma teoria bi-interpretavel com PA. Afirmamos, portanto, que nao existe um equivalente

conjuntista para PA.
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8 Hierarquia de traducoes: analise ontoldgica

Neste capitulo, apresentaremos uma analise ontolégica de teorias a partir de diversos

métodos de traducgao, reunindo muito do que foi discutido até o momento nesta tese.

1. Primeiramente, mostraremos que, para cada método de traducgao, obtemos a estru-
tura de reticulado para as teorias de primeira ordem classicas, no qual a relacao de

tradutibilidade representa a relacao de ordem.

2. Depois, definiremos uma hierarquia de tradugoes. A hierarquia tem como defini¢ao
a ideia de que cada método de maior hierarquia é um caso particular dos métodos

menores.

3. A partir dessa defini¢cdo, mostraremos um método de linearizacao dos reticulados gera-
dos por cada método separadamente. Linearizacao aqui nao significa tornar linear, mas
diminuir a largura do reticulado. Idealmente, uma hierarquia completa poderia tornar

o reticulado totalmente linear.

4. Em seguida, mostraremos um esquema concreto dos métodos e teorias trabalhadas

nessa tese.

5. Por fim, mostraremos que ¢ possivel obter diversas hierarquias de tradugao — inclusive
usando métodos de logicas nao classicas para andlise da comparacao ontologica de

teorias classicas.

8.1 Universo ontoldgico de teorias de primeira ordem

Como vimos nos capitulos anteriores, redugoes entre teorias como interpretacées ou
redugao por modelos influenciam as préprias ontologias que sdo responsaveis por comparar.
Tomando isso como base, faremos uma ampla investigacao do universo ontolégico das teorias
de primeira ordem. Comecamos por definir abstratamente a comparacao ontologica oferecida

por um método de reducao qualquer:

M(r)
Definigao 52 A relacio > € uma redugdo ontologica basica em uma metateoria M através

do método r se para todas as teorias Ty, Ty e Tj:

M(r
1. MFT, >(>) Ty — (Cons(Ty) — Cons(Ty)). (Condig¢ao de medida)
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M(r)
2. M =T, > Ty. (Condi¢io reflexiva)
M(r) M(r) . M(r) - e
3. se MET) > To e METy > Ty, entio M =Ty > T3 (Condigao de transitividade)
M(r) M(r) L. .
4. METy > Ty, - ThUT > Ty. (Condigio de fortalecimento)
M(r) M(r) . .
5 METy > T, — Ty > TNT;. (Condigio de enfraquecimento)

Nesse caso, a relagao T} M>(>T) T, deve ser lida como “T} pode internalizar a ontologia de
T, com r em uma metateoria M”. Além disso, se queremos estabelecer uma relagao assimétrica
de reducao, devemos exigir algo como M + T} M>g) Ty A —(Ty M>§ T1). Como a metateoria M
deve ser mais fraca que as teorias que ela é responséavel por comparar (para que a comparacao
seja significativa), esse resultado ndo é possivel para casos interessantes; M nao seria capaz
de provar essa relagao para teorias que ela ja prova a consisténcia. Definimos, portanto, a

~ - . M(r)
comparagao ontoldgica contextualizada (> ).

Defini¢ao 53 (informal) M(r) vé Ty como ontologicamente mais expressiva que Ty se, e

somente se,

1. M(r) produz uma redu¢ao de Ty em Ty e

2. M(r) produz uma redugao de Ty em Ty somente se M vé Ty como uma teoria inconsis-

tente.

M(r
Definicao 54 Dizemos que T} D( ) T, caso
M(r) M(r)
MFET, > ThoN(Ty > Ty — ~Cons(13))

E essa relagio deve ser entendida como M (r) depée a favor da afirmagao “I € ontologica-

mente mais forte que Ty "

M(r
Proposicao 18 A relagdo D() é transitiva.

M(r) M(r
>

Prova. Suponhamos que M F T3 TheMEFT, > : T3. Por defini¢ao, obtemos

M(r) M(r) M(r)
que M Ty > Ty, e M =T, > T;. Entao, pela transitividade de >, obtemos que
M(r
MET; >(>) Ts.

M(r)
Provaremos a implicagdo M F T3 > T} — —Cons(T3). Supomos, nesse caso, que

M(r)
T3 > Tl.
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M(r) M(r) M(r)
Dessa suposicao, obtemos T, > T; pela transitividade de > . Como Ty, > T; —

—Cons(T3), entdo =Cons(T3). Além disso, sabemos que Cons(T3) — Cons(T5). Portanto,
M(r
—Cons(T3). Assim, se supomos T3 >>) Ty, obtemos —Cons(T3). Logo, pelo teorema da de-

M(r)
dugdo, obtemos que M T3 > T} — =Cons(T3).

Notemos também que a relacdo é quasi-irreflexiva:

Proposigao 19 M U Cons(T) F =T Ry

M(r M(r)
Prova. Notemos que =T D( : T ¢ logicamente equivalente a T > T' A Cons(T).
M(r M(r
Logo, M + =T D( ) T < Cons(T). Segue que M U Cons(T) + =T D( ) T.
O

Seguimos agora com a descricao do universo ontologico na perspectiva de uma teoria

M e um método r. Primeiro definimos as classes de teorias indistinguiveis:

Definigdo 55 [1]M(") ¢ NS A Y M) ¢
cao (T éa classe {T" | T > T'NT" > T}. Naturalmente, [T € uma

classe de equivaléncia.

Definimos também a rela¢ao de ordem sob o universo de teorias (omitiremos M (r) a

partir desse momento quando o contexto for suficiente para o entendimento):
Definigao 56 [T > [T5] se, e somente se, Th > T,.

Fato 5 A relacao > € uma ordem parcial em

U =A{[T]|T € uma teoria de primeira ordem em uma linguagem contdvel}.
Proposicao 20 (U;,>) é uma ordem parcial limitada.

Prova. Naturalmente, a classe [(})] < [T] para qualquer teoria T e, portanto, a estru-
tura tem um minimo. Por outro lado, sendo T;,. uma teoria inconsistente, [T,.] > [T] para
qualquer teoria T e, portanto, a estrutura tem um méaximo. Segue que (U, >) é uma ordem

parcial limitada.
O

Uma pergunta importante para o entendimento da classe U; é se a estrutura ainda é

um reticulado quando retiramos as pontas [(] e [T;,.]. O caso em que retiramos [})] é mais
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complicado e ainda nao sabemos se todo par de teorias possui uma cota inferior. Contudo, se
retiramos [T;,.] para M = PA e r = interpretagoes, entao obtemos facilmente que a estrutura

é tal que todo par de membros possui cota superior.

Teorema 19 Sendo M = PA, r = interpretacoes e Uy, = Uy — {[Tinel}, a estrutura (Uy., <)

¢ tal que quaisquer dois membros possuem uma cota Superior.

Prova. Tomemos duas teorias quaisquer T e Ty. Consideremos as teorias 17 e Ty

tais que

1. a linguagem de 7} é uma variante da linguagem de Ty (P para cada predicado P)

adicionada de um predicado unario Uj.

2. a linguagem de T, é uma variante da linguagem de T, adicionada de um predicado

unario Uj.
3. a € T} se, se somente se,

a) «a é a restrigao de todos os quantificadores de uma férmula o’ ao predicado Uj.

b) e o/ é a variante (troca dos predicados P por P!) de uma férmula em 77.
4. a € Ty se, se somente se,

a) « é a restrigdo de todos os quantificadores de uma férmula o’ ao predicado Uy .

b) e o/ é a variante (troca dos predicados P por P’) de uma féormula em Tb.

Se consideramos que [T1], [Tz] € Uy, entao [Th] # [Tine) € [To] # [Tine]. Nesse caso, se su-
pomos o absurdo PA + TI > Tj,., obtemos a contradigio PA + T} > Tj,., porquanto T}
naturalmente interpreta T tomando U; por & = z. Assim, obtemos que [T{] # [Tin e,

analogamente, que [Ty/] # [Tin.]. Por similar argumento, concluimos que [T} U Ty | # [Tinc)-

Por sua vez, a teoria T UTy interpreta T; pela interpretacao U; e interpreta T, pela

interpretagao Ujy. Logo [T U Ty] é uma cota superior comum de [T] e [T3].
U

Em geral, os métodos de tradugdo satisfazem alguma propriedade similar a [T U

M(r) . .
TJ] > Ty, Ts. Isso, por sua vez, seria suficiente para provar que a estrutura U, possue
cotas superiores para todos os pares de membros. Por isso, podemos dizer com bastante

generalidade que o universo de ontologias pode ser representado pelo diagrama a seguir

, e . M(r)
(circulos representam os indistinguiveis e as setas representam a relagdo > ):
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Com efeito, cada método de traducao com sua metateoria apropriada nos oferecera
uma estrutura diferente. Suspeitamos que se trate de um reticulado ou um semi-reticulado
(quaisquer dois elementos possuem um supremo). No entanto, ainda podemos estabelecer
alguma regularidade se lidamos com familias de métodos especialmente escolhidos. E preci-

samente isso que faremos a seguir com as hierarquias de tradugoes.

8.2 Hierarquia de traducdes

O conceito de hierarquia de traducgoes que desejamos definir tem por objetivo dissolver
possiveis dilemas entre diferentes métodos de traducdo. Notadamente, a relacao T; MD(T) Ty
estd muito proxima de ser uma relagao definitiva, i.e. ela depde a favor de que a ontologia
de T} seja mais expressiva que a de T5 e é provavel nao existir um outro método de tradugao

que deponha contrariamente.

Baseados na discussao sobre a nao neutralidade do capitulo 6, definimos:

Definicao 57 A teoria M ¢ relevante para a comparagio de T e Ty se, e somente se, 0S8

predicados de consisténcia de T1 e de Ty sao indecidiveis em M.

Nesse sentido, propomos a seguinte tese:

M
Tese 4 Se M ¢ relevante para a comparacao de Ty e Ty, M =T D(T) Ts e, para qualquer M’
Ml /
relevante para as teorias, M ¥ Ty l>(r) T1, entao Ty € ontologicamente mais expressiva que

iy

Essa tese nao é, contudo, facilmente alcancavel para maior parte dos pares de teorias.

Esse nao ¢é o caso quando lidamos com extensoes de uma dada teoria T
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Teorema 20 Se T é subteoria de uma teoria consistente T e existe uma teoria consistente
M
M relevante para T e T" tal que M =T’ D(T) T, entao T é ontologicamente mais expressiva

que T'.

Prova. Suponhamos que existe um M’ relevante para T e T e um método apropriado

M (r’ M (r")
r’ tal que M' =T () T'. Como T é subteoria de T', obtemos M’ + T" > T. Portanto
vale M’ F =Cons(T"), contradizendo a suposigao de que M’ é relevante para a comparacao

deT eT'.
]

Por outro lado, podem haver casos em que métodos diferentes disputam qual entre

duas teorias é mais forte:

Defini¢ao 58 Dizemos que existe um dilema entre os métodos My (r1) e Ma(rs) se, e somente
se, existem duas teorias T, e T, tais que ambos os métodos sdao relevantes para as teorias e
M (r1) Mz (r2)

vale Mh =T, > T, eMy=T, v T,.

Encontrar casos de métodos dilematicos ndo é uma tarefa simples. Conjecturo que
existem tais casos, todavia. Por essa razao, propomos uma andlise do universo ontolégico
baseada em uma hierarquia de traducgoes. A ideia é, em poucas palavras, que a auséncia de
dilemas entre duas metodologias é geralmente atribuida ao fato de que uma metodologia é o
caso particular de uma outra. Por isso definimos:

Defini¢ao 59 M;(r1) 2 Ma(ry) se, e somente se,
. Ma(r2) B Mi(r1)
1. para todas as teorias Ty e Ty, se My =1T7 > Ty, entdio M =T, > T.
2. e se My Cons(T), entiao My = Cons(T).
Fato 6 Se M(r1) C My(r2), entdo nao existe dilema entre os métodos.

Fato 7 C ¢ uma ordem parcial sob a classe de métodos de traducao.

Definicao 60 Uma hierarquia de métodos é uma sequéncia de métodos linearmente ordenada

pela relacao C.

Na secao anterior, mostramos a estrutura do universo de ontologias oferecido por mé-

todo de traducao. Essa representacao muda de acordo com o fortalecimento/enfraquecimento
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da metateoria M ou da imposi¢ao/relaxamento de restri¢oes em r: enfraquecendo, podemos
positivamente tornar teorias indistinguiveis em teorias comparaveis ou negativamente tornar
teorias indistinguiveis em teorias incomparaveis; fortalecendo, podemos positivamente tornar
teorias incomparaveis em teorias comparaveis/indistinguiveis ou negativamente tornar teorias
comparaveis em teorias indistinguiveis. A seguir ilustramos esse fato (circulos representam
classes de teorias indistinguiveis, setas a relagao >, setas pontilhadas representa a relacao que

foi perdida no fortalecimento e as letras A, B, C e D representam classes de teorias):

Fortalecimento

——
——

Enfraquecimento

Figura 3 — Comparagao fortalecimento/enfraquecimento

Analisemos o caso representado na figura. Com o fortalecimento do método de tradu-
¢ao M, (esquerda) para M, (direita), passamos a distinguir A de B e C de D — entretanto,
a comparacao de B e C foi perdida.

1. M, depde a favor de A e B serem mais fracas que C' e D.
2. M, depoe a favor de A ser mais fraca que B e de C' ser mais fraca que D.
3. M, depoe a favor de A ser mais fraca que C' e de B ser mais fraca que D.
Essas informagoes sao todas compativeis e possuem alguma redundancia. Entao, se

reunimos todas essas informagoes, obtemos a ordem linear representada pelas setas em ver-

melho:



Capitulo 8. Hierarquia de traducées: andlise ontoldgica 160

B

Figura 4 — Uso simultaneo de duas metodologias

De modo geral, queremos mostrar que uma hierarquia de traducées nos proporciona
um universo de comparacoes ontologicas mais detalhado e mais proximo de uma ordem
linear de grupos de teorias. Definamos, portanto, a relacdo de ordem em uma hierarquia de

tradugoes em vez de tomarmos, como antes, um tnico método:

Definicao 61 Dada uma hierarquia de métodos H, dizemos que Ty ~ Ty se, e somente se,

1. para algum M(r) € H, [[})M") = [T,)M ),
2. e para todo M'(r") € H,
a) M- [T = [T oy

M (r M'(r
b) M'+—(Th S T5) = =Cons(Tz) e M' = —(13 5 Th) — =Cons(Ty).!

H

Proposicao 21 ~" é uma relagdo de equivaléncia.

Prova. As propriedades reflexiva e simétrica sdo triviais. Provamos que ~ é tran-

sitiva:

Notadamente, existe M(r) € H tal que [T1]M) = [T5]M(") porquanto H ¢ uma hie-

rarquia de métodos.

M'(r) M (r)
A decisdo por escrever =(Tp > Ty) — —Cons(T1) em vez do equivalente Cons(Ty) — (T > Th),

pode parecer arbitriria. Contudo, decidimos pela primeira escrita porque entendemos ser mais natural
no contexto: duas teorias sdo “equivalentes” no contexto de uma hierarquia de tradugdes se (1) algum
método depde a favor de serem iguais e (2) se algum método depde contrariamente é porque a metateoria
vé a teoria a ser traduzida como inconsistente.

1
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Suponhamos que T} ~ T, e Ty ~ Ty e tomemos um método M (r) € H. Nesse caso,

sabemos que vale (2-a) para ou (2-b) da definicao para cada um dos pares T1-T e T5-T}.
(Caso 1) (2-a) é o caso para T}-Ty e To-T5:

Nesse caso, sabemos que M F [T{|M(") = [TL)M") e M F [Ty)") = [T5]M"). Logo
M+ [T)M0) = [T M),

(Caso 2) (2-a) é o caso para T1-Ty e (2-b) para T»-T5.

M(r) M(r)
Suponhamos que —(73 > Ti). Entdo, como M + T, > Tj, concluimos que
M(r) M(r)
(T3 > T,). Uma vez que M + —(T3 > T,) — —Cons(T3), obtemos —~Cons(T3). As-
M(r) M(r)
sim, M = —=(T3 > T;) — —Cons(T3). Analogamente, obtemos que M F =(T7 > T3) —

~Cons(Ty). E do fato que M I [T1]M) = [T5]M™) | obtemos que M  Cons(T}) +» Cons(T3).
M(r
Portanto, M + —(T} >(>) T3) — =Cons(Ty).

(Caso 3) (2-a) é o caso para Ty-T3 e (2-b) para T1-Ts.
Analogo ao caso 2.
(Caso 4) (2-b) é o caso para T1-Ty e To-T;.

M(r)
Supondo Cons(T3), obtemos que T3 > T5. Isso, por sua vez, implica que Cons(T3) —

Cons(Ty). Obtemos, portanto, Cons(T;). Novamente pela suposi¢ao inicial, obtemos que

M(r) M(r)

To > Ti. Logo, pela transitividade de >, temos que T3 > Ty. Assim, M + Cons(T3) —
M(r) M(r)

T3 > 1Ti, o que é equivalente a M + (T3 > Ti) — —Cons(T3). O fato de que M +

M(r
—(Ty >(>) T3) — =Cons(Ty) é obtido analogamente.
U

H s3o tais que qualquer duas teorias

As classes de equivaléncia [T]? geradas por ~
em [T)H sdo indistinguiveis em algum método de H e todos os demais métodos em H dizem
que elas sao indistinguiveis ou distinguiveis apenas se o método vé uma das teorias como

inconsistente.

Seguimos com a defini¢do de ordem:

Defini¢ao 62 (T3] < [Tu]) se, e somente se, [T1|7 = [Tx]" ou existe um M(r) € H tal que
M(r
7 T,

Proposigdo 22 < é uma ordem parcial sobre as classes de equivaléncia [T

Prova. Por defini¢ao a relacao ¢ reflexiva.
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Provamos que a relacao é transitiva:

Suponhamos que [T1]7 > [Th]# e [T3]7 > [T3]" e nenhuma das classes é a mesma.

M(r M (r'
Entao existe M e M’ tal que T} l>()T2 e T, D( )Tg.

(Supomos M (r) 2 M'(r"))
M’ (r") M'(r")

Nesse caso, M’ = T > T;. Pela transitividade M’ + T > Tj;. Se supomos
M/(,,,l) M/(,,J) M/(T‘/)
que T3 > Ti, obtemos T3 > T, e, portanto, =Cons(T3). Logo M' + T3 > T| —

—Cons(T3). Assim, temos que M’ + T} M Ty —ie. [T > [T3]7.

(Supomos M'(r") O M(r))

M(r) M(r)
Nesse caso, obtemos que M F T, > T3. Por transitividade, M = 177 > T3. Su-
M(r) M(r)

ponhamos que T3 > Tj. Segue que Ty > T) e, portanto, ~Cons(T3). Novamente pela

M(r)
suposigao, obtemos que T3 > T, — assim, obtemos que Cons(Ty) <> Cons(T3). Dessa
M(r
forma, temos ~Cons(T3). Isso significa que temos M T S Ty —ie. [T1)" > [T5]7.

Provamos que a relagdo é antissimétrica:

Suponhamos que [T1|% > [To)H, [Tx]7 > [T1]7 e [T5])H # [T1]". Entao existe M e M’
M(r) M'(r')
>

tal que Ti Ty e Ty, > ~ T). Pela simetria da suposicao, podemos tomar, sem perder

generalidade, que M'(r") > M (r). Supomos um W(s) € H.

(Supomos M(r) 2 W(s))

W (s) W(s)
Nesse caso, obtemos que W F T} >>s Ty ATy > T). Por isso, [T}V = [Ty]W (),

(Supomos M(r) C W(s))

M(r)
Da suposigao inicial, obtemos M F T, > Ti. E, disso, que M F =Cons(T3) e M +

—Cons(T}). Pela hierarquia, obtemos que M’ F —Cons(Ty) e M' - =Cons(T}), portanto,

vale o caso 2-b da definicdo de ~'.
Segue que [T1]7 = [Ty]".
]

A estrutura ({[TH] | T}, <) é similar s desenvolvida na segao anterior e [(]7 e [Tj,.]7

sd0 maximo e minimo respectivamente na estrutura. Obtemos, assim, um novo reticulado

mais detalhado e mais linearizado que os reticulados obtidos pelos métodos isoladamente.
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8.3 (Casos de comparacao

Como vimos na se¢do anterior, existe um ganho informacional ao tomarmos uma
hierarquia de traducoes. Entretanto, fizemos isso abstratamente. Nesta secdo, mostraremos
brevemente uma instancia das hierarquia de tradugoes, atentando as analises que isso nos

pode oferecer.

Vimos no capitulo 5 que as redugoes modelo-teoréticas contam como uma traducao
entre teorias como NBG e ZF. Mais do que isso, a metodologia conta como uma generalizagao
do método das interpretagoes. Com efeito, as interpretagoes dependem de uma metateoria
como PA e a reducdo modelo teorética depende de uma metateoria capaz de construir o
modelo candnico de Henkin como, por exemplo, a aritmética de segunda ordem PA2. Por

essa razao,
Notacao 5 Escrevemos

1. PA(int) para o método interpretacio (int) realizado na metateoria PA.

2. PA2(mod) para o método modelo teorético (mod) realizado na metateoria PA2.

Essas metodologias naturalmente satisfazem os requisitos de uma reducgao ontologica
béasica. Mais ainda, elas satisfazem os requisitos suficientes para dizermos que PA(in) C
PA2(mod). Esses métodos podem, portanto, ser usados em conjunto para estabelecer com-
paragoes ontolégicas. Contudo, ainda resta mostrar que existem casos em que ter PA2(mod)
agrega valor a andlise. Para esse efeito, seria necessario obter casos em que duas teorias nao

podem ser interpretadas e, ainda assim, a comparagao modelo teorética é efetiva.

Teorema 21 Fxistem duas teorias T e Ty tais que nenhuma € interpretdavel na outra, mas

ambas sao tradutiveis modelo teoreticamente.

Prova. [ndo detalhada] Seja S uma teoria capaz de internalizar o predicado de prova-
bilidade. Podemos definir um predicado que representa a construgao Cons("SUCons("z™)™),
através de uma combinagao dos predicados usuais de consisténcia e de substituicao em for-

mulas.

Como vale o lema da diagonal em S, obtemos uma férmula A tal que

St A+ Cons("SUCons("A™M)7).

Entao, tomamos T} = SU A e T, = SU Cons("A™). Notadamente, cada uma des-

sas teorias é capaz de provar o predicado de consisténcia da outra: 73 F Cons("137) e
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T, = Cons("1717). Pelo segundo teorema da incompletude de Gédel, ndo pode haver uma
interpretacao de qualquer uma das duas na outra. Porém, ambas as teorias sdo capazes de

construir o modelo candénico de Henkin a partir da suposi¢ao de consisténcia outra.

i

Seguimos com a definicdo de uma expansao para a nossa hierarquia de traducao.

Definimos, o seguinte método de reducao:

Defini¢ao 63 (Interpretagao forte) J é uma interpretacao forte de Ty em Ty se

1. J € uma interpretacao de Ty em Ty;

2. e existe uma subteoria T* de Ty tal que existe uma bi-interpretagio B = (J, J') entre
T € Tl-

Sendo PA(intF') o método da interpretagao forte na metateoria PA, tomamos a se-
guinte hierarquia de tradugoes: H = {PA(intF'), PA(int), PA2(mod)}. Tomemos também
[T.0n] ™) como o conjunto de todas as teorias T' para as quais M = Cons(T) e [Tincon)™ "
como o conjunto de todas as teorias T' para as quais M + —Cons(T'). Baseados nos resulta-
dos dos capitulos anteriores, representaremos graficamente parte do universo ontolégico para

cada método, incluindo as teorias Z FYy,, ZF.fin, PA, ZF ¢ NBG:

TCOTL

Tz’ncon

Y

Figura 5 — Universo com PA2(mod).
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T Tincon
con

Figura 6 — Universo com PA(int).

>‘<@4<

Figura 7 — Universo com PA (intF).

Por fim, reunimos todos esses métodos na analise oferecida pela hierarquia de tradu-

¢oes:

117;71(}071
Tcon

Figura 8 — Universo com toda a hierarquia

8.4 Comentario sobre hierarquias alternativas

Uma vez que pensamos com cuidado sobre os possiveis métodos de traducgao, percebe-
mos que compor métodos de traducao significativos pode ser um arduo trabalho de definicao.

Mais ainda quando tentamos compor uma hierarquia alternativa e relevante a proposta na
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secao anterior. Exporemos algumas alternativas que nos parecem mais naturais. Nao fare-
mos, porém, uma analise comparativa entre os métodos, expondo motivos para uns serem

melhores/piores que outros ou melhor/piores que a hierarquia base.

Notemos que as bi-interpretacoes exigem uma simetria desnecessaria. Por isso, defi-

nimos

Defini¢ao 64 (Interpretacgao fiel) J é uma interpretacao fiel de Ty em Ty se

1. J € uma interpretacao de Ty em Ts.

2. e existe uma fungao f definivel em Ty tal que para toda formula ()

T\ F a(T) se, e somente se, Ty - o’ (f(T)).

Defini¢ao 65 (Interpretagiao quasi-forte) J é uma interpretacio quasi-forte de Ty em
T se

1. J é uma interpretacao de Ty em Ty,

2. e existe uma subteoria T de Ty tal que J € uma interpretacao fiel de Ty em T™.

Nao consideramos a interpretacao fiel natural para a hierarquia, porquanto ela exige
que as teorias sejam muito proximas em forga para que seja possivel realizar tradugoes.
Com efeito, ela nao satisfaz a condicao de fortalecimento da Definicao 52. Por essa razao,
precisamos realizar a adaptacao apresentada na interpretacao forte ou quasi forte — exigimos

a fidelidade da traducao para alguma subteoria da teoria tradutora.

A interpretacao quasi forte é uma condicao intermedidria entre as interpretagoes e a
interpretacao forte. Entretanto, ainda existem diversos enfraquecimentos naturais entre esses

dois métodos. Podemos, por exemplo, enfraquecer a interpretacao fiel
Defini¢dao 66 (Interpretacio quasi-fiel) J é uma interpretacio quasi-fiel de Ty em Ty se

1. J € uma interpretacao de T\ em T5.

2. e para toda sentenca o

T\ F « se, e somente se, Ty - o’
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e entao usar para definir (quasi-fiel)-forte e (quasi-fiel)-quasi-forte.

Algo similar pode ser feito se substituimos o uso de bi-interpretagoes pelas bi-interpretagoes

modelo a modelo:

Defini¢ao 67 (Interpretacio fiel extensdo a extensao) A colegio de interpretagéoes Int
¢ uma interpretacdo fiel extensao a extensao de duas teorias T1 e Ty quando, para qualquer
extensao mazimal consistente T] de T, existe uma interpretacao fiel J € Int de T] em uma
extensao mazimal consistente Ty de Ty e, para qualquer extensio mazximal consistente Ty de
T5, existe uma interpretacio fiel I € Int de T em uma extensdo mazimal consistente Ty de
1.

E, a partir disso, definimos as respectivas versoes forte e quasi-forte.

Mostramos as diversas possibilidade de exigéncias posteriores as interpretacoes, for-
talecimentos em diversas gradagoes e formas. Definimos métodos que sdo interpretacoes que
exigem tais e tais propriedades de uniformidade. Contudo, ainda podemos trabalhar sobre a
propria interpretacao. Ao invés de gerar exclusivamente exigéncias sobre a uniformidade dos
mapeamentos, criamos demandas sobre o modo com os teoremas sao demonstrados nas suas

versoes interpretadas:

Defini¢ao 68 (Interpretagdo sublégica) Sejam L' uma restrigio de uma ldgica L e I
uma interpretacao da linguagem de Ty na linguagem de Ty. Se, para todo axioma A de Ty,

vale que Ty 1 A, entdo I é uma L'-interpretacio de Ty em Th.

A partir dessa definicdo, podemos investigar algumas caracteristicas nao classicas de
redugoes ontologicas sem abrir mao da posicao classica a respeito de certas teorias de pri-
meira ordem. Notamos que, enquanto podemos tomar 7T e T como teorias classicas, ainda
podemos restringir a interpretacao entre as teorias a sistemas nao classicos. Se, por exemplo,
tomamos L' como a légica intuicionista, entdo, ao termos uma L’-interpretacdo de T; em
T5, podemos garantir que cada teorema interpretado de 77 usa argumentos nao construtivos
nos mesmos momentos em que a prova original e, portanto, a traducao preserva uma nocao
de construtividade dos resultados da teoria original. Por esclarecimento, consideremos que a
sequéncia s = (aq, ag, ..., a,) é uma sequéncia de prova em T;. Nesse caso, a prova interpre-
tada serd formada pela substituicdo de cada axioma A que ocorre na prova pela sequéncia
de prova Proof,: de AT em Th. Sem perder generalidade, podemos dizer que os primeiros k
elementos de s sao axiomas A; de T}. Entao, a prova interpretada tera a seguinte forma:

<ProofA{,ProofA£,...,ProofAi,oziﬂ...afL}.
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E essa prova usa precisamente o mesmo ntimero de argumentos nao construtivos que a prova

original, uma vez que Proof,r nao introduz argumentos nao construtivos por suposto. No-
1

tadamente, isso garante que todas as provas construtivas da teoria original terao provas

correlatas na teoria interpretada que também sao construtivas.

Por fim, a partir de cada nova versao de interpretacao sublogica, podemos repetir

versoes similares aos fortalecimentos da interpretagao mostrados acima.



169

Consideracoes finais

Nessa tese, analisamos o conceito de traducao de teorias de primeira ordem por di-
versos angulos. Enfatizamos como as tradugoes sao estreitamente relacionadas as provas de
consisténcia relativa e, nesse caso, qualquer método tradutivo deve ao menos implicar a con-
sisténcia relativa das teorias analisadas. Usamos como exemplo central as diversas formas
pelas quais podemos reduzir as teorias ZFC e NBG umas nas outras. O interesse por esse
caso ¢ especialmente relevante porquanto, embora sejam vistas pela comunidade matemética
como “equivalentes”, essa equivaléncia é relativa a grande flexibilidade do ambiente onde as

redugoes entre elas ocorrem.

Como vimos, Quine argumenta que o comprometimento ontolégico de uma teoria de
primeira ordem ¢ relativo a escolhas ideolégicas. Ele demonstra que a ontologia de uma teoria
é relativa tanto a decisao sobre a ontologia da metateoria quanto a sele¢do de uma interpreta-
¢ao particular para os seus termos. Entendemos que uma reducgao ontoldgica foi performada
quando alguém usa de ferramentas de uma teoria para descrever ou traduzir os comprome-
timentos ontolégicos de uma outra teoria. Nessa tese, foram exploradas as consequéncias do
fato de que interpretagoes — em sentido légico — sao somente um tipo de redugdo. Argumen-
tamos que as reducgoes ontoldgicas sao vitimas de um tipo similar de relatividade observado
por Quine. Especificamente, exploramos e defendemos a afirmacao de que redugdes ontolo-
gicas sao (i) relativas as suposi¢oes metatedricas nas quais as redugoes sao realizadas, e (ii)
relativas a quao permissivo ou exigente somos em relagao ao modo como as formulas de uma

teoria sao mapeadas na teoria alvo.

Por essa razao, elucidamos o carater nao neutro das redugoes ontolégicas com relacgao
as teorias reduzidas. A prépria flexibilidade do método de traducao, que permite que uma
teoria fale no lugar de outra, pode ser o motivo pelo qual algumas nuances da teoria inter-
pretada sejam perdidas na tradugao. Requerimentos excessivos sobre os mapeamentos entre
duas linguagens resulta em nenhuma das teorias ser capaz de traduzir a outra; por outro lado,
ser demasiado flexivel pode permitir a traducado mitua de teorias muito diferentes em nivel
de comprometimento ontolégico. Exigir uma bi-interpretagdo para comparar as teorias de
conjunto ZF + CH e ZF + — CH pode ser considerado excessivo, uma vez que nenhuma sub-
teoria de qualquer delas estd em bi-interpretacao com a outra. Ainda assim, requerer apenas
que uma tradugao preserve teoremas (um dos requisitos das interpretagées) nos permite nao
mais do que distinguir teorias consistentes de inconsistentes. Portanto, argumentamos que

encontrar uma comparacao ontolégica sensivel é, nao raro, similar a tarefa de afinar um ins-
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trumento: procurar por métodos de traducao que estabelecam a redugao muitua ou nenhuma

reducao e, principalmente, métodos que estabelecam relagoes assimétricas de reducgao.

Entretanto, ainda ha muito trabalho a ser feito, especialmente em relagao aos capitulos
5, 6,7e8:

1. No capitulo 5, exploramos tipos de traducao que incorporam as técnicas modelo-
teoréticas. Fazendo isso, entendemos legitimar como métodos de tradugao tipos es-
pecificos de provas que partem da suposicao de um modelo para uma teoria e geram
modelos para uma outra. Além disso, mostramos brevemente como o esquema geral
de traducao pode ser usado para incorporar ainda outros métodos como o da combi-
nagao de interpretagoes. Dois pontos ainda nao foram explorados: (1) os limites para
quais métodos podemos definir satisfazendo o esquema geral e (2) o poder expressivo
da combinacao de interpretagoes. No segundo caso, esperamos que seja possivel realizar
tradugdes novas para teorias como PA, ZF — permitindo condigoes de verdade que nao

sao possiveis para as interpretacoes tradicionais.

2. No capitulo 6, mostramos porque e como a ontologia da metateoria infecta as compara-
¢oes ontologicas, fazendo, por exemplo, com que ontologias menos expressivas possam
capturar ontologias mais expressivas na traducao. Resta ainda um estudo detalhado
sobre como formalizar com precisdo o grau de infeccao da metateoria. Elaboramos as
diversas vias pelas quais a infec¢do ocorre, mas nao equacionamos o grau de infecgao

de modo que possamos, por exemplo, realizar comparagoes.

3. No capitulo 7, provamos uma familia de resultados sobre bi-interpretacoes e conceitos
similares para teorias de conjunto (e um resultado sobre PA). Respondemos parcial-
mente a conjectura de Enayat, mostrando que uma familia de extensdao da teoria de
conjuntos de Zermelo nao ¢ tight. Contudo, ainda estamos distante da prova completa
da conjectura. Além disso, ndo sabemos se a teoria NBG é ou nao tight. A resposta
para essa questao deve ser bastante esclarecedora: suspeitamos que a propriedade de
tightness é fundamentalmente vinculada a propriedade de reflexdo das teorias. Como
NBG nao reflete todos seus fragmentos finitos, esperamos que NBG nao seja tight. A
confirmagao dessa hipdtese serd mais um indicativo de que a reflexdo é necessaria (ou

importante) para que uma teoria seja tight.

4. No capitulo 8, reunimos os diversos resultados apresentados nessa tese em uma analise
ontologica ampla. Consideramos os universos ontologicos gerados por método abstratos
de traducao e também a construcao do universo ontolégico no contexto de uma hie-

rarquia de métodos compativeis. Em seguida, consideramos os ganhos informacionais
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proporcionados por uma hierarquia de traducao para o caso concreto das teorias traba-
lhadas ao longo do texto. Com efeito, ainda podemos expandir a analise considerando
diversas extensoes/redugoes de ZF e NBG, extensoes/redugoes de PA, bem como ou-
tras teorias. Mais ainda, expomos algumas das possibilidades de gerar hierarquias de
traducao alternativas. Trabalhos futuros podem explorar cada uma dessas possibilidade

e/ou comparar cada par de hierarquias.
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