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Abstract

A dominating set of a graph G = (V(G), E(G)) is a set S C V(G) such that every vertex
of GG belongs to S or is adjacent to at least one vertex in S. The dominating set problem
consists of determining the minimum number of vertices in a dominating set of G. Many
real-world applications can be modelled as dominating set problems and some of then
led to the appearance of variants of the original problem. A dominating clique set is a
dominating set that is also a clique. The dominating clique problem consists of determining
the minimum number of vertices in a dominating clique set of a graph G. In 1977,
Cockayne and Hedetniemi [41] defined a domatic partition of a graph G = (V(G), E(G))
as a partition of V(G) in dominating sets. The domatic partition problem consists of
determining the maximum number of parts in a domatic partition of a graph. A natural
extension of this problem consists of considering partitions of V(&) in dominating sets
with aditional properties. In particular, a cligue domatic partition is a partition of V(G)
into dominating clique sets; and the clique domatic partition problem, the problem of
determining the clique domatic number of G, dy(G) := max{| 2| : & is a clique domatic
partition of G}, when G has at least one clique domatic partition.

In this work, we approach the dominating clique problem and the clique domatic
partition problem. For the dominating clique problem we review some existing results in
the literature and formulate a conjecture, which establishes a sufficient condition for the
existence of a dominating clique set in a graph. On the clique domatic partition problem,
we obtain results in some classes of graphs. In particular, we characterize the bipartite
graphs and powers of cycles which have clique domatic partitions and for these graphs
we determine the clique domatic number. Similar results are also obtained for the class
of graphs generated by the cartesian product operation and the class of graphs generated
by the direct product of complete graphs.
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Resumo

Um conjunto dominante em um grafo G = (V(G), E(G)) é um conjunto S C V(G), tal
que todo vértice do grafo, ou pertence a S, ou é adjacente a pelo menos um elemento
de S. O problema do conjunto dominante consiste em determinar a cardinalidade de um
conjunto dominante minimo em um grafo G. Muitas aplicagoes podem ser modeladas
como problemas de conjuntos dominantes e algumas delas levaram ao surgimento de
variantes do problema original. O problema da clique-dominante consiste em determinar
a cardinalidade de um conjunto clique-dominante minimo em um grafo G. Um conjunto
clique-dominante é um conjunto dominante que tem a propriedade adicional de ser uma
clique. Em 1977, Cockayne e Hedetniemi [41] definiram uma particio dominante de
um grafo G = (V(G), E(G)) como uma particio de V(G) em conjuntos dominantes.
O problema da particio dominante consiste em determinar a cardinalidade maxima de
uma particao dominante. Uma extensao natural deste problema consiste em considerar
partigoes de V(G) em conjuntos dominantes com propriedades adicionais. Em particular,
o problema da particio em cliques-dominantes consiste em determinar, caso exista, a
cardinalidade méaxima de uma parti¢do de V(G), tal que cada uma de suas partes seja
um conjunto clique-dominante em G. Para um grafo G que possui cliques-dominantes, o
seu numero clique-domdtico é definido como dy(G) := max{| 2| : & é uma parti¢do de
V(G) em cliques-dominantes}.

Esta dissertacao, aborda o problema da clique-dominante e o problema da particao
em cliques-dominantes. Sao estudadas as origens destes dois problemas e alguns dos
resultados existentes na literatura. Para o problema da clique-dominante é formulada
uma conjetura que estabelece uma condicao suficiente para um grafo possuir uma clique-
-dominante. No problema da particao em cliques-dominantes sao exibidos resultados
para algumas classes de grafos. Em particular, sao caracterizados os grafos bipartidos e
as poténcias de ciclos que possuem particao em cliques-dominantes e para estes grafos o
numero clique-domatico é determinado. Resultados semelhantes também sao apresentados
para a classe dos grafos obtidos por meio da operacao de produto cartesiano e para os
grafos obtidos por meio do produto direto de grafos completos.
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Capitulo 1

Introducao

Um grafo é uma abstracao matemaética utilizada para estudar relagoes existentes entre
elementos de um conjunto. Varias situacoes do mundo real podem ser representadas
por meio de grafos. Em particular, aquelas nas quais temos um grupo de elementos e
queremos estudar a relacao entre pares de elementos deste grupo, sem nos preocuparmos
com o significado dos elementos ou da relacdo em si. Exemplos de grupos com tais
caracteristicas podem ser tanto um grupo de pessoas para as quais queremos estudar a
estrutura formada pelas relagoes de amizade existentes entre cada par de pessoas, como
também um grupo de cidades para as quais queremos estudar as rotas que conectam
estas cidades. Foi para resolver um problema em uma situagao assim, no qual o foco
estava exclusivamente nas conexdes entre os elementos, que Leonhard Euler [57] obteve
o primeiro resultado em grafos de que se tem conhecimento na literatura, inaugurando a
Teoria de Grafos.

O problema resolvido por Euler é conhecido como o Problema das Pontes de Koénigs-
berg. A cidade de Koénigsberg, que foi territério da Prussia até 1945 e atualmente se
chama Kaliningrado, é cortada pelo rio Pregdlia e neste rio existe uma ilha que faz parte
da cidade. Ao lado desta ilha, o rio se divide em duas partes, deixando mais uma parte
da cidade desconectada. Para conectar todas as regioes de terra separadas pelo rio, foram
construidas sete pontes. A Figura 1.1 mostra um esquema de como estas regioes e as
pontes estao organizadas.

Os habitantes da cidade especulavam se seria possivel encontrar um percurso que
comegasse e terminasse em qualquer ponto da cidade (r; na Figura 1.1), mas que cruzasse
cada uma das sete pontes uma tnica vez. Em um tal percurso, nenhuma ponte poderia ser
parcialmente cruzada e sé seria permitido passar de uma regiao de terra para outra usando
as pontes. O Problema das Pontes de Konigsberg consistia em encontrar um percurso que
satisfizesse estas restricoes. A dificuldade em resolver este problema estava em analisar o
problema e estabelecer se era possivel ou nao obter tal percurso com rigor matematico.
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Figura 1.1: Esquema do complexo de pontes construido na cidade de Konigsberg. As
regides de terra que fazem parte da cidade estao representadas pelos poligonos com rétulos
r;, 1 <1 < 4. As pontes que conectavam estas regides estao rotuladas com p;, 1 <i < 7.

Primeiramente, Euler observou que as rotas escolhidas dentro de cada porc¢ao de terra
ou durante a travessia de uma ponte eram indiferentes, a tinica caracteristica importante
em um tal percurso era a sequéncia de regioes de terra e pontes percorridas. Esta cons-
tatacdo o levou a procurar uma representacao para o problema que removesse todas as
caracteristicas desnecessarias, como por exemplo, o formato das porgoes de terra e as
distancias entre os elementos. Com este objetivo em mente, ele abordou o problema como
um diagrama, substituindo cada porc¢ao de terra por um circulo e cada ponte por um traco
conectando os circulos correspondentes as regides ligadas por esta ponte. A Figura 1.2
exibe a estrutura obtida por Euler. Este é um exemplo do que hoje chamamos de grafo.
Os circulos sdo chamados de vértices e os tragos sao chamados de arestas.

Euler reformulou o problema original para o de obter um “percurso” no grafo da
Figura 1.2, que passe por cada uma das arestas uma tunica vez. Como, pelas regras
do problema, cada ponte deveria ser completamente cruzada, o percurso nao poderia
comecar ou acabar em uma aresta, ele deveria comecar e acabar em vértices. Entao,
Euler generalizou o problema e chegou a conclusao de que um grafo que tenha um tal
percurso deve possuir no maximo dois vértices com um nimero impar de arestas. Como
o grafo da Figura 1.2 possui quatro vértices com nimero impar de arestas, ficou provado
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Figura 1.2: Grafo que representa o esquema de pontes de Konigsberg desenhado por Euler.

que é impossivel obter um percurso respeitando as condigdes impostas para o Problema
das Pontes de Konigsberg. Em homenagem ao trabalho que Euler desenvolveu, percursos
com tais propriedades sao denominados trilhas eulerianas.

Desde o Problema das Pontes de Konigsberg, a Teoria de Grafos se expandiu enorme-
mente. Esta expansao foi, e ainda é, motivada, tanto pelos aspectos tedricos interessantes
que, naturalmente, surgem a medida que a teoria se desenvolve, como pelas aplicacoes
reais que podem ser modeladas como problemas em grafos.

Esta dissertagdo aborda problemas relacionados a conjuntos dominantes em grafos, que
é um tépico em franco desenvolvimento dentro da teoria. Este capitulo introduz conceitos
bésicos da Teoria de Grafos, que sao necessarios para o entendimento dos problemas
estudados e estabelece a notacao que sera adotada ao longo do texto. O capitulo é
finalizado com uma breve resenha da origem do problema dos conjuntos dominantes.

1.1 Conceitos Basicos

Um grafo G é um par ordenado (V(G), E(G)), que consiste em um conjunto nao vazio' de
vértices, denotado por V(G), um conjunto de arestas E(G), disjunto de V(G), associado
a uma func¢do de incidéncia V¢, que relaciona cada aresta de G a dois vértices, nao
necessariamente distintos, de G. Nesta dissertacao, vamos trabalhar com grafos finitos,
ou seja, grafos que possuem um numero finito de vértices e arestas.

Sejam e € E(G) e u,v € V(G), tais que Vg(e) = {u,v}. Entao, u e v sdo denominados
extremidades de e. Ademais, dizemos que u e v sdo incidentes em e, bem como e é
incidente em u e em v. Dois vértices incidentes na mesma aresta sao ditos adjacentes.
Analogamente, duas arestas incidentes no mesmo vértice sao ditas adjacentes. Além

I Alguns autores admitem um conjunto de vértices vazio.
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disto, dizemos que uma aresta conecta os vértices nos quais é incidente. Uma aresta com
extremidades iguais é chamada de laco. Duas arestas distintas que possuem o mesmo par
de extremidades sao chamadas de arestas multiplas. Um grafo simples é um grafo que
nao possui lagos, nem arestas multiplas.

O grau dg(v) de um vértice v em um grafo G é o nimero de vezes em que v é
extremidade de arestas de G. Um vértice que possui grau igual a zero é chamado de
vértice isolado. O grau minimo de G, 6(G), é definido como min{dg(v) : v € V(G)}.
Analogamente, o grau mdzimo de G, A(G), é definido como max{dg(v) : v € V(G)}. Um
grafo é dito reqular se todos os seus vértices possuem o mesmo grau. Para um inteiro nao
negativo k, um grafo regular cujos vértices possuem grau k é chamado de grafo k-reqular.
A Figura 1.3 exemplifica estes conceitos.

G H
3 3 3 3 3 3

3 3 3 2 2 1

Figura 1.3: Dois grafos para os quais cada um de seus vértices esta rotulado com o valor
de seu grau. O grafo G é um grafo 3-regular, pois todos os seus vértices possuem grau
igual a trés. Por outro lado, o grafo H nao é um grafo regular, pois possui vértices de
grau um, dois e trés. Note que §(H) =1e A(H) = 3.

A wvizinhanga aberta de um vértice v € V(G) é definida como Ng(v) = {w € V(G) :
{v,w} € E(G)}. A vizinhang¢a fechada de um vértice v € V(G) é definida como Ng[v] =
Ng(v) U {v}. Estendendo o conceito de vizinhanga para um conjunto S C V(G), a
vizinhanga aberta de S é definida como Ng(S) = U,es Ve (v). Analogamente, a vizinhanga
fechada de S é definida como N¢g[S] = Ng(S)US. Dizemos que um vértice v € V(G) para
o qual Ng[v] = V(G) é um vértice universal. Para um conjunto S C V(G), um vértice
v € S édito enclave em S, se Ng[v] C S; e v é dito isolado em S, se Ng(v) C V(G) — S.
Além disso, a vizinhanga exclusiva de v em relagao a S é definida como Ng[v, S| = {u :
(N[u]nS) ={v}}. Os subindices, como G em Ng(v), podem ser omitidos quando o grafo
considerado estiver claro no contexto. A Figura 1.4 exemplifica estes conceitos.

Um grafo H é um subgrafo de um grafo G, se V(H) CV(G), E(H) C E(G),e Uy é a
restricao de Vi a H. Seja H um subgrafo de GG. Dizemos que G contém H, G possui H,
ou ainda que H estd contido em G, e denotamos por H C G. O subgrafo de G induzido
por um conjunto de vértices S C V(G), denotado por G[S], possui S como conjunto
de vértices e conjunto de arestas formado pelas arestas de F(G) que possuem ambas as
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Figura 1.4: Seja S1 = {a,b,c,d} e Sy = {e, f,g}. O vértice a é enclave em Si, e o vértice
[ éisolado em Sy. Além disso, N[f, Sa] = {c}.

extremidades em S. Estes conceitos estao ilustrados na Figura 1.5.

G H F
U1 e U2 U2
€3
v v v
3 e4 3 e4 4
€7 €7 es
o}
Vg Us €9 Vg

Figura 1.5: Grafo G e seus subgrafos H e F'. Note que o subgrafo H é o subgrafo induzido
pelo conjunto de vértices S = {vq, v, v3, vg}.

Por simplicidade, vamos denotar o subgrafo G[V(G) \ {v}] por G — v. Para uma
aresta e € E(G) denotamos por G — e, o subgrafo de G que possui V(G) como conjunto
de vértices e E(G) \ {e} como conjunto de arestas.

Um conjunto S C V(@) é dito um conjunto independente ou conjunto estdvel se os seus
vértices sao dois a dois nao adjacentes. Um conjunto independente é mdximo, se nao existe
outro conjunto independente de cardinalidade maior em G. O numero de estabilidade,
a(@), é definido como a cardinalidade de um conjunto independente méximo, isto é
a(G) = max{|S| : S é um conjunto independente de G}. Um conjunto independente S é
mazximal se nao existe nenhum outro conjunto independente S’ tal que S C S’. Em outras
palavras, um conjunto S é um conjunto independente maximal se e somente se para todo
vértice u € V(G) \ S, o conjunto S U {u} nao é independente. A Figura 1.6 ilustra estes
conceitos.

Uma clique de um grafo G é um conjunto S C V(@) de vértices dois a dois adjacentes.
Uma clique é mdzima, se nao existe outra clique em G de cardinalidade maior. Uma
clique S é mazimal se ndo existe nenhum vértice em V(G) \ S que seja adjacente a todos
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a b c

[ ] ©

[ 9 O

d e f
Figura 1.6: Grafo G e seus conjuntos independentes S; = {a,c,d} e Sy = {b, f}. O
conjunto Sy é maximal e méximo. Portanto, o(G) = |Si| = 3. O conjunto Sy nao é

maximal, pois Sy U {d} é um conjunto independente.

os vértices de S, isto é, se ndo existe uma outra clique S’ tal que S C S’. O nimero clique
de um grafo G, w(G), é definido como a cardinalidade de uma clique maxima de G, isto é,
w(G) = max{|S] : S é uma clique de G}. Além disso, dizemos que w(G) é a cardinalidade
de uma menor clique maximal de GG. Note que todo grafo possui uma clique unitaria; e um
grafo que possui pelo menos uma aresta sempre contém uma clique de cardinalidade dois.
Observando os graus dos vértices de um grafo, concluimos que uma condigdo necessaria
para que ele possua uma clique de cardinalidade k é possuir pelo menos k vértices de grau
pelo menos k£ — 1. A Figura 1.7 exemplifica esses conceitos.

a b c d
O

O G
e f g h

Figura 1.7: Grafo G e suas cliques C, = {b,c, f,g} e Cy = {d,h} ambas maximais. A
clique C é maxima, portanto w(G) = |Cy| = 4.

Uma cobertura de vértices por arestas em um grafo G é um conjunto de arestas £’ C
E(G), tal que todo vértice do grafo é incidente em pelo menos uma das arestas de E'.
Uma tal cobertura é dita minima, se nao existe outra cobertura de vértices por arestas
de cardinalidade menor em G. Note que, em um grafo que possui vértices isolados,
nao existem coberturas de vértices por arestas. Para um grafo G sem vértices isolados,
definimos f'(G) = min{|E’| : E’ é cobertura de vértices por arestas em G}. A Figura 1.8
mostra exemplos de coberturas de vértices por arestas em um grafo.

Um grafo G com pelo menos dois vértices é conezxo se, para toda bipartigdo de V (G) em
conjuntos X e Y, existe pelo menos uma aresta com uma extremidade em X e outra em Y.
Além disso, um grafo com |V(G)| = 1 também é dito conexo. O grafo da Figura 1.9(a) é
um exemplo de grafo conexo. Lembrando da idéia de percurso do Problema das Pontes de
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Figura 1.8: Grafo G, com f'(G)) = 3. Ambos os conjuntos E' = {e, f,i,k} e B = {g,h,j}
sao coberturas de vértices por arestas em GG. Porém E” é uma cobertura minima.

Konigsberg, note que em um grafo conexo, existe pelo menos um percurso entre qualquer
par de vértices. De fato, esta é uma definicado equivalente de grafos conexos. Utilizando
estas definigoes é simples perceber que o grafo da Figura 1.9(b) nao é um grafo conexo.
Uma componente conexa de um grafo G é um subgrafo conexo maximal de G, ou seja,
um subgrafo conexo H = G[S] com S C V(G), tal que para todo v € V(G) \ S o grafo
G[S U {v}] ndo é um grafo conexo. O ntmero de componentes conexas de um grafo
G é denotado por ¢(G). Note que um grafo é conexo se e somente se ¢(G) = 1. Na
Figura 1.9(b) temos um grafo que possui trés componentes conexas.

@
(a) Um grafo conexo. (b) Um grafo nio conexo.

Figura 1.9: O grafo (a) possui ¢(G) = 1, enquanto o grafo (b) possui ¢(G) = 3. Em cada
grafo, os vértices que fazem parte da mesma componente conexa possuem cores iguais.

Um conjunto de vértices S C V(G) tal que ¢(G[V(G) \ S]) > ¢(G) é dito um corte de
vértices. Em particular, quando este conjunto consiste em um tinico vértice v dizemos que
v é um vértice de corte. De forma similar, um conjunto de arestas £’ € E(G) é dito um
corte de arestas se sua remog¢ao aumenta o nimero de componentes conexas de G. Se este
conjunto consiste em uma unica aresta, dizemos que esta aresta é uma aresta de corte.
Além disto, para um conjunto S C V(G), o corte de arestas associado a um conjunto S,
denotado por V(5), consiste no corte de arestas formado pelas arestas de G que possuem
uma extremidade em S e a outra em V(G) \ S. A Figura 1.10 ilustra estes conceitos.

Observe que no grafo da Figura 1.10 ndo existem vértices de corte, enquanto que no
grafo da Figura 1.9(a) existem dois. Além disto, visualmente temos a impressao de que o
grafo da Figura 1.10 é o grafo que esta melhor conectado entre os dois. Esta intuicao esta
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Figura 1.10: Um grafo G' e um de seus cortes de vértices, formado pelos vértices pretos.
O conjunto E' = {g, k,n} é um corte de arestas. Além disto, V({d, e, f}) = {h,j, k,l,m}.

relacionada com um conceito importante em Teoria de Grafos denominado conexidade,
que esta diretamente ligado ao nimero de caminhos internamente disjuntos existentes
entre os vértices de um grafo. No inicio deste capitulo falamos brevemente sobre como
Euler utilizou percursos em grafos para resolver o Problema das Pontes de Konigsberg.
Em Teoria de Grafos existem tipos bem especificos de percursos entre os elementos de um
grafo. A seguir, vamos definir formalmente estes conceitos.

Um passeio em um grafo G é uma sequéncia alternada de vértices e arestas do grafo
P = (vo, €1, v1, ..., €, v;), que comega e termina em vértices, tal que ¥ (e;) = {v;_1,v;},
1 <17 < 1. Se o vértice vg = u e v; = v dizemos que P é um passeio entre u e v de
comprimento . Além disto, dizemos que vy e v; sdo os extremos do passeio, enquanto
os vértices vy,...,v;_1 sao ditos vértices internos do passeio. Um passeio fechado é um
passeio que possui extremos iguais. Uma t¢rilha ¢ um passeio no qual nenhuma aresta
ocorre mais de uma vez. Enquanto que um caminho é um passeio no qual nenhum vértice
ocorre mais de uma vez. Note que se uma aresta aparece repetidamente em um passeio,
entao pelo menos uma de suas extremidades aparece mais de uma vez. Logo, um caminho
é também uma trilha. A distancia entre dois vértices x,y pertencentes a um grafo G,
denotada por dg(z,y), corresponde ao menor comprimento de um caminho entre = e y
em (. Caso ndo exista tal caminho neste grafo, define-se dg(z,y) = co. A Figura 1.11
exemplifica estes conceitos.

Dizemos que dois caminhos P; e P, sdo internamente (vértice-)disjuntos se estes cami-
nhos ndo possuem vértices internos em comum. Chamamos de conexidade local entre dois
vértices = e y em um grafo G, e denotamos por pg(z,y), o nimero maximo de caminhos
internamente disjuntos entre x e y que existem em G. Um grafo G é dito k-conexo se
p(u,v) > k para todo par de vértices u,v € V(G), com u # v. A conexidade de um grafo
G, denotada por k(G), é definida como o maior valor de k para o qual G é k-conexo. Ou
seja, k(G) = min{p(u,v) : u,v € V(G),u # v}. A Figura 1.12 mostra um grafo com
conexidade igual a trés. Note também que o grafo da Figura 1.11 possui conexidade igual
a dois.
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Figura 1.11: Neste grafo P, = (u, f, v, g, 2, j, u, f, v) é um passeio, P, = (w, i, z, [, y,
k, z, g, v, e, w, h, y) é uma trilha e P; = (u, f, v, e, w, ¢, ) é um caminho. Como Pj é
um caminho entre u e  com nimero minimo de arestas, entao dg(u, z) = 3.

a b c
d e
f g h

Figura 1.12: Um grafo 3-conexo. Note que x(G) = min{p(u,v) : u,v € V(G),u # v} = 3.

Como foi dito anteriormente, muitas situagoes do mundo real podem ser modeladas
como problemas em grafos. O que se observa é que frequentemente é conveniente agrupar
grafos que compartilham propriedades estruturais. Estes grafos em conjunto formam o
que se denomina classes de grafos. Por exemplo, a classe dos grafos 3-regulares, grafos
cubicos, fundamental para varios problemas importantes em Teoria de Grafos. A seguir
definimos algumas classes de grafos classicas.

Um grafo completo é um grafo simples que possui uma aresta conectando cada par de
vértices. Um grafo completo de n vértices é denotado por K,,. A Figura 1.13 mostra um
grafo completo com seis vértices.

K

Figura 1.13: Um grafo completo de seis vértices.

Uma outra classe tradicional de grafos sao os grafos bipartidos. Um grafo G é um
grafo bipartido, se existe uma biparticdo { X, Y} de seu conjunto de vértices, tal que toda
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aresta e € F(G) possui uma extremidade em X e a outra em Y. Um grafo bipartido
completo é um grafo bipartido que possui bipartigdo { X, Y} e uma aresta conectado cada
par de vértices z,y com x € X ey € Y. Um grafo bipartido completo que possui uma
biparti¢ao com partes de cardinalidade m e n é denotado por K, ,,. A Figura 1.14 mostra
um grafo bipartido e um grafo bipartido completo, ambos com trés vértices em cada parte
de suas biparticoes.

Figura 1.14: Ambos os grafos sdo bipartidos pois para cada um deles podemos formar
uma biparticao {X, Y}, com X composto pelos vértices pretos e Y pelos vértices brancos.
Entretanto, apenas o grafo da direita ¢ um grafo bipartido completo.

Um grafo caminho é um grafo simples, cujos vértices podem ser organizados em uma
sequéncia linear, de forma que dois vértices sdo adjacentes se eles sao consecutivos na
sequéncia, e nao sao adjacentes, caso contrario. Um grafo ciclo de trés ou mais vértices
é um grafo simples, cujos vértices podem ser organizados em uma sequéncia ciclica, de
maneira que dois vértices sao adjacentes se sdo consecutivos na sequéncia, e nao sao
adjacentes, caso contrario. Um ciclo de um vértice é um lago, e um ciclo de dois vértices
consiste em dois vértices conectados por um par de arestas multiplas. Um grafo caminho
com n vértices é denotado por P,, enquanto que um grafo ciclo com n vértices é denotado
por C,,. O tamanho de um ciclo ou de um caminho consiste no seu niimero de arestas. A
Figura 1.15 exibe exemplos de grafos pertencentes as classes citadas.

P Cy

Figura 1.15: Um grafo caminho com cinco vértices e um grafo ciclo de quatro vértices.

Como foi dito acima, as classes de grafos sdo uma forma de agrupar grafos conveni-
entemente. Existem muitas classes de grafos definidas na literatura [19] e muitas vezes
os grafos que pertencem a uma classe de grafos podem ser construidos a partir de certas
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operagoes. Em particular para esta dissertagao, duas operagoes (bindrias) em grafos sao
importantes.

O produto cartesiano de dois grafos simples G; e G5 é o grafo G; [ G5, que possui
V(Gy) x V(G2) como conjunto de vértices, e dois vértices (u,v) e (x,y) adjacentes se e
somente se, ou u = z e {v,y} € E(Gs), ou {u,z} € E(Gy) e v =y. A Figura 1.16
exemplifica esse produto.

Uop

O Uy

UQ (& N O

Figura 1.16: Produto cartesiano do K3 pelo Kjy.

O produto direto de dois grafos simples G; e G5 é o grafo G; x G5, que também
possui conjunto de vértices V(Gy) x V(G3), com dois vértices (u,v) e (z,y) adjacentes se
e somente se {u,z} € E(Gy) e {v,y} € E(Gs). A Figura 1.17 exemplifica este produto
para os grafos K3 e Kjy.

Uy

U2

Figura 1.17: Produto direto do K3 pelo Kj.

Uma outra operacgao que ocorre com frequéncia é a juncao Gy V G4 entre dois grafos
G e G4 disjuntos. Este grafo possui conjunto de vértices V(G1) U V(Gs) e conjunto de



12 Capitulo 1. Introducgao

arestas E(G1)UE(Ge)U{{u,v} :u € V(Gy),v € V(Gy)}. A Figura 1.18 mostra a jungao
de um Cj com um Cj.

Figura 1.18: Grafo obtido pela juncao de um C4 e um Cs.

O marco do inicio da Teoria de Grafos foi o Problema das Pontes de Konigsberg em
1736. Entretanto, o grande propulsor do desenvolvimento da area foi um problema de
coloragao de grafos conhecido como Problemas das Quatro Cores. Estabelecido em 1852,
em sua versao mais simples, este problema perguntava se quatro cores sempre seriam
suficientes para colorir um mapa politico, de maneira que paises vizinhos (por uma &drea
maior que um ponto) recebessem cores distintas.

Do ponto de vista de grafos, uma k-coloragdo de um grafo GG é uma atribuicao de cores
aos seus vértices, ou seja, uma fungao f : V(G) — C, na qual o conjunto C é chamado
de conjunto de cores e |C| = k. Os vértices associados a uma mesma cor formam uma
classe de cor. Uma k-coloragao é dita propria, se nao existem dois vértices adjacentes
com a mesma cor. O menor valor de k para o qual um grafo G possui uma k-coloragao
propria é chamado de nimero cromdtico de G e é denotado por x(G). Dizemos que uma
coloragao prépria com x(G) cores é uma colorag¢io dtima de G. A Figura 1.19 ilustra estes
conceitos. Note que obter uma k-coloragao prépria de um grafo equivale a particionar o
seu conjunto de vértices em k conjuntos independentes.

1 2 3 3 2 3
M) )
N4 N\
2 4 2 2 1 2
(a) Uma 4-coloragao prépria. (b) Uma 3-coloracdo propria.

Figura 1.19: Duas coloragbes proprias para um mesmo grafo G. Note que, a coloragao (b)
é uma coloracao 6tima. Logo, x(G) = 3.

Coloracao é um ramo muito importante da Teoria de Grafos. A coloracao brevemente
descrita no paragrafo anterior atribui cores aos vértices do grafo. De forma mais geral,
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problemas de coloragdo envolvem a atribuicao de cores a elementos do grafo (vértices
e arestas) sujeita a certas restrigbes. Qualquer livro-texto de boa qualidade introduz os
conceitos fundamentais de coloragao [16,17,48,125]. Além disso, existem livros especificos
que fazem boas resenhas da area e dos seus problemas relacionados [34,83].

1.2 Conjuntos Dominantes

Nesta secao, introduzimos o conceito de conjuntos dominantes, foco desta dissertacao de
mestrado. Em um grafo G, um conjunto S C V(G) é denominado um conjunto dominante,
se para todo vértice v € V(G), ou v é um elemento de S, ou v é adjacente a um elemento
de S. Isto é, N[S|] = V(G). A Figura 1.20 exibe um grafo e dois de seus conjuntos
dominantes.

@,

€ f

Figura 1.20: Os conjuntos Dy = {a,c} e Dy = {b,d, f} s@o conjuntos dominantes de G.

Note que V(G) é sempre um conjunto dominante. Desta forma, o desafio estd em
encontrar um conjunto dominante de cardinalidade menor. Um conjunto dominante é mi-
nimo, se nao existe outro conjunto dominante de menor cardinalidade em G. O numero de
dominagao de G, v(G), é definido como a cardinalidade de um conjunto dominante minimo
de G, isto é v(G) = min{|S| : S é um conjunto dominante de G}. O conjunto de todos os
conjuntos dominantes minimos de um grafo é denotado por D(G). No exemplo ilustrado
na Figura 1.20, 7(G) = |Dy| = 2, pois nao existe nenhum vértice universal em G. Ja na
Figura 1.21, v(G) = 3 ¢ D(G) = {{a,c,e},{a,c, f},{a,d, f},{b,c,e},{b,c, f},{b,d, f}}.

Seja S um subconjunto de vértices de G. Dizemos que um vértice v € V(G) é dominado
por S, se v ou pertence a S, ou é adjacente a pelo menos um elemento de S. Seja S’ tal
que S C S’ C V(G). Note que todos os vértices dominados por S também sao dominados
por S’. Isto significa que se S é um conjunto dominante, entao S’ também é um conjunto
dominante. Por outro lado, S” C S nao necessariamente é um conjunto dominante de G,
como ilustra a Figura 1.21. Se nao existe S’ C .S, tal que S’ seja um conjunto dominante,
entao S é um conjunto dominante minimal. Na Figura 1.21, o conjunto .S é um conjunto
dominante minimal de G, pois, para cada vértice v € S, existe um vértice u € V(G) \ 5,
tal que u é dominado somente por v.
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o

o 0

f g

Figura 1.21: Grafo G e um de seus conjuntos dominantes, .S, composto pelos vértices
pretos. Note que o conjunto {c, f} C S ndo é um conjunto dominante.

O estudo formal dos conjuntos dominantes se iniciou por volta de 1960, embora pro-
blemas relacionados a eles tenham sido estudados anteriormente. Os relatos mais antigos
se originaram em tabuleiros de xadrez, tendo sido analisados por enxadristas em meados
do século XIX.

Em um jogo de xadrez, cada peca se movimenta de acordo com uma determinada
regra. Com um tunico movimento, a rainha pode atacar ou ocupar qualquer casa que
esteja na mesma linha horizontal, vertical ou diagonal da casa que ela estiver ocupando.
A Figura 1.22 mostra as casas que podem ser alcancadas por uma rainha, na regra padrao
do xadrez.

Figura 1.22: As casas hachuradas podem ser atacadas ou ocupadas pela rainha com um
inico movimento.

Entusiastas europeus do xadrez estudaram o problema de determinar o niimero mi-
nimo de rainhas a serem colocadas no tabuleiro de xadrez, de modo que todas as casas, ou
estejam ocupadas por uma rainha, ou possam ser ocupadas, com um Unico movimento,
por pelo menos uma destas rainhas. Na época, suspeitava-se que cinco era o nimero
minimo de rainhas para resolver este problema para o tabuleiro padrao do xadrez, que
possui oito linhas e oito colunas. A Figura 1.23 exibe uma forma de atingir o objetivo
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posicionando cinco rainhas. Em 1862, C. Jaenisch [46] generalizou o problema, conside-
rando um tabuleiro n x n. Para o caso n = 8, cinco, de fato, é o nimero minimo de
rainhas.

e

W

Y

Figura 1.23: Cinco rainhas posicionadas de modo que qualquer casa esta ocupada ou pode
ser atacada por pelo menos uma rainha.

Este problema ¢ considerado a origem do conceito dos conjuntos dominantes porque,
embora ele nao tenha sido apresentado diretamente como um problema de conjuntos
dominantes, ele pode ser modelado como um problema de conjuntos dominantes em grafos.
Para isto, basta definir o grafo G cujos vértices representam as casas do tabuleiro e existem
arestas somente entre os pares de vértices u e v para os quais é possivel que uma rainha
posicionada em u alcance v com apenas um movimento. A Figura 1.24 exibe os vértices
adjacentes ao vértice onde a rainha da Figura 1.22 estd posicionada.

Q O O O O O O O
O\O O O . 0O/0 O
O O\ Q\WO/O0 0 O O
eglegle OO0 ™0
O O/T/ONONO O O
O Q0O O/|IONONO O
OO O O/O O O\O
O OO O 0O 0O 0o

Figura 1.24: Vizinhanga do vértice correpondente a casa da rainha exibida na Figura 1.22.

Pela defini¢ao do grafo GG, em um dado conjunto de vértices S neste grafo, os vértices
dominados por este conjunto correspondem as casas que seriam ocupadas ou atacadas se
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houvesse uma rainha em cada uma das casas correspondentes aos vértices em S. Portanto,
o problema de derminar o menor niimero de rainhas se traduz diretamente no problema
de determinar o nimero de dominagao do grafo G.

Esta dissertacao esta dividida em cinco capitulos. No proximo capitulo vamos abordar
problemas e resultados classicos envolvendo conjuntos dominantes. No terceiro capitulo
nos concentramos no problema da particao em conjuntos dominantes, exibindo resultados
importantes e variagoes deste problema. No quarto capitulo apresentamos os resultados
que obtivemos no problema da particao em cliques-dominantes, que introduzimos no ca-
pitulo anterior. O capitulo 5, apresenta as nossas conclusoes e perspectivas de trabalhos
futuros.

Como tltima observagao deste capitulo, ressaltamos que os resultados existentes na
literatura mencionados neste texto sao nomeados seguindo a escolha de seus autores.
Desta forma, um resultado sera apresentado como lema, proposicao ou teorema de acordo
com a denominacgao dada no artigo original.



Capitulo 2

Problemas de Conjuntos Dominantes

No capitulo anterior, argumentamos que a origem do problema dos conjuntos dominantes
remonta ao século XIX, como diversao de enxadristas. Entretanto, uma abordagem formal
e sistematica deste problema teve inicio somente a partir da década de 1960. Desde entao,
a area tem atraido a atengao de muitos pesquisadores [37,41,77,78,124], e ainda se encontra
em franca expansao, com novos resultados aparecendo regularmente [49,56,95,116,129].

O objetivo deste capitulo é fazer uma coletanea de alguns resultados existentes na lite-
ratura, a medida que alguns conceitos classicos e variantes do problema original sao apre-
sentados. Considerando a vastidao dos resultados existentes sobre o topico, é importante
ressaltar que esta coletanea é nao exaustiva. Para uma resenha da area até 1998, o leitor
interessado pode consultar os textos de Haynes et al. [74,75]. No entanto, para variantes
especificas em conjuntos dominantes, existem resenhas mais atualizadas [33,35,67,76,79].

Este capitulo esta dividido em trés secoes. Na primeira se¢ao, sao apresentados re-
sultados sobre o problema de conjuntos dominantes original, ou seja, o problema de de-
terminar a cardinalidade de um conjunto dominante minimo em um grafo. Na segunda
se¢ao, sao introduzidas algumas das variantes de conjuntos dominantes. Na tltima secao,
é apresentada a variante que é o foco desta dissertacao, as cliques-dominantes.

2.1 Resultados Classicos de Conjuntos Dominantes

A primeira defini¢ao formal do conceito de nimero de dominagao foi feita por C. Berge [11]
em seu livro Theory of Graphs and its Applications, mas usando o nome de coeficiente de
estabilidade externa. Somente alguns anos depois, (. Ore [104] publicou o livro Theory
of Graphs, no qual os nomes “conjunto dominante” e “ntiimero de dominacao” foram
usados pela primeira vez. A notagao v(G) s6 foi introduzida em 1977, por E. Cockayne
e S. Hedetniemi [41], em um trabalho muito importante para a area. Neste trabalho, os
autores fizeram uma resenha dos resultados conhecidos até aquele momento e introduziram

17
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novos problemas em conjuntos dominantes, ajudando a despertar o interesse de outros
pesquisadores.

Os primeiros teoremas sobre conjuntos dominantes de que se tem conhecimento na
literatura sao atribuidos a Ore [104]; alguns deles estao apresentados a seguir.

Teorema 2.1 (Ore [104]). Um conjunto dominante S é um conjunto dominante minimal

se e somente se, para todo vértice v € S, existe pelo menos um vértice u € N[v] tal que
(Nu]NS) = {ov}.

Demonstragcdo. Seja S um conjunto dominante minimal em um grafo G. Suponha que
exista um vértice v € S tal que, para todo u € N[v], (N[u] N S) # {v}. Isto significa
que todo vértice em N[v] é dominado por pelo menos um outro vértice de S. Portanto,
N[S\ {v}] = N[S] = V(G). Logo, S\ {v} é um conjunto dominante de G.

Seja S um conjunto dominante em um grafo G tal que, para todo vértice v € .S, existe
pelo menos um vértice u € N[v] com (N[u]NS) = {v}. Tome v € S e u € N[v] com
(N[u]n'S) ={v}. O conjunto S\ {v} ndo é um conjunto dominante, pois nao domina o
vértice u. Logo, S é um conjunto dominante minimal. O

Em outro resultado, Ore observou que em um grafo conexo nao trivial existe um
conjunto dominante cujo complemento também é um conjunto dominante, conforme ex-
plicitado no Teorema 2.2. Note que para obter um par de conjuntos com esta propriedade,
basta tomar uma arvore geradora de GG enraizada em um vértice v e classificar cada vértice
de G de acordo com a paridade de sua distancia em relagao a v.

Teorema 2.2 (Ore [104]). Todo grafo conexo G, com n > 2 vértices, possui um conjunto
dominante S cujo complemento V(G)\ S também é um conjunto dominante. [

Observe que se existir um vértice isolado em G, este vértice pertence a todos os
conjuntos dominantes de G. Neste caso, nao existe nenhum conjunto dominante em G
cujo complemento também seja um conjunto dominante. Contudo, caso nao existam
vértices isolados em (G, o complemento de qualquer conjunto dominante minimal também
¢ um conjunto dominante. Isto ocorre porque todo vértice nao isolado v pertencente a
um conjunto dominante minimal S possui pelo menos um vizinho em V(G) \ S. Este
resultado, que é praticamente um corolario do Teorema 2.1, também foi formalizado por
Ore e esta expresso no Teorema 2.3.

Teorema 2.3 (Ore [104]). Se G é um grafo sem vértices isolados, entao para todo conjunto
dominante minimal S, o seu complemento V (G)\S também é um conjunto dominante. [

Em geral, quando se estuda um parametro em grafos, é interessante determinar em
qual intervalo este parametro varia, ou seja, obter limitantes superiores e inferiores para o



2.1. Resultados Classicos de Conjuntos Dominantes 19

valor deste parametro. Estes limitantes podem se dar em valores niimericos ou em relagao
a outros parametros do grafo. Esta é uma abordagem bastante promissora, em particular,
para conjuntos dominantes.

Um limitante superior imediato para o nimero de dominacao de um grafo é o seu
ntimero de vértices e este é o melhor limitante superior possivel no caso geral, pois v(K,,) =
n. Do mesmo modo, é facil perceber que o melhor limitante inferior no caso geral é um, ja
que qualquer grafo G que possua vértices universais possui 7(G) = 1. Estas observagoes
implicam que, para o caso geral, 1 < v(G) < |V(G)| e isto é o melhor possivel. Entretanto,
os exemplos em que 7(G) = 1 e 7v(G) = |[V(G)] sdo também um certificado de que a
avaliacao para o caso geral pode ser muito limitada. Desta forma, considerar restri¢oes,
frequentemente, leva a obtencdo de melhores limitantes. Um dos primeiros resultados
nesta diregao foi obtido por Ore [104] e é uma consequéncia direta do Teorema 2.3.

Teorema 2.4 (Ore [104]). Se G é um grafo sem vértices isolados com n vértices. Enlao,

V(G) < 5. H

Os grafos que atingem a igualdade no Teorema 2.4 foram caracterizados, independen-
temente, por C. Payan e N. H. Xuong [105] e J. F. Fink et al. [61]. Para definir esta
classe de grafos é necessario introduzir uma operacao bindria de grafos chamada coronal.
A corona de dois grafos G1 e G5 consiste no grafo GGy o G5, que é formado por uma copia
do grafo G e |V (G4)| cépias do grafo Gy com a adigao de arestas entre o i-ésimo vértice
de G e todos os vértices da i-ésima cépia de G5. A Figura 2.1 exemplifica esta operacao.

H HOKQ

K

Figura 2.1: O grafo H o K5 é o grafo obtido pela corona dos grafos H e Kj.

A classe de grafos obtida por Payan e Xuong [105] e Fink et al. [61] é formada pelos
grafos cujas componentes conexas sao isomorfas, ou a um C4, ou a corona de um grafo
conexo H e um K;. Um exemplo pertencente a esta classe esta exibido na Figura 2.2.

Em 1989, W. McCuaig e B. Shepherd [97] aprimoraram o limitante superior do Te-
orema 2.4. Estes autores demonstraram que, com exce¢ao dos grafos que pertencem a
familia A, exibida na Figura 2.3, todos os outros grafos conexos com grau minimo maior
ou igual a dois possuem v(G) < w Este resultado esta explicitado no Teorema 2.5.

LA operacdo corona foi definida por F. Harary e R. Frucht [71].
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o A

Figura 2.2: Grafo G composto de trés componentes conexas: uma delas isomorfa a um

Cy; outra isomorfa a um C3 o Kj; e a terceira isomorfa a um K3 0 K;. Os vértices em

preto formam um conjunto dominante. Observe que v(G) = @
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Figura 2.3: Grafos da familia A construida por McCuaig e Shepherd [97].
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Teorema 2.5 (McCuaig e Shepherd [97]). Seja G um grafo conexo com n vértices tal
que, 6(G) > 2 e G ¢ A. Entao, v(G) < 2. O

No mesmo artigo em que estabeleceram o limite do Teorema 2.5, os autores demons-
traram que este limitante é justo, ao caracterizar os grafos conexos com 6(G) > 2 e
Y(G) = m que possuem numero maximo ou nimero minimo de arestas. Esta familia
de grafos, que possui uma definicao muito complexa, nao serda apresentada aqui. Em
1998, Haynes et al. [75] obtiveram uma outra familia de grafos que atinge a igualdade no
Teorema 2.5. A Figura 2.4 esquematiza a construcao desta familia.

Em 1996, B. Reed [108] analisou grafos conexos que possuem grau minimo maior ou
igual a trés e obteve um limitante superior melhor. Este resultado é apresentado no

Teorema 2.6.

Teorema 2.6 (Reed [108]). Seja G um grafo conexo com n vértices e 6(G) > 3. Entao,
v(G) < 2. O

Note que parece existir um padrao na sequéncia de fragdes obtidas nos Teoremas 2.4, 2.5
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Figura 2.4: Uma familia infinita de grafos com 6(G) =2 e v(G) = m Um grafo desta

familia é construido a partir de um ntimero qualquer de grafos C5. Os vértices pretos
pertencem a um conjunto dominante minimo.

e 2.6. Observando tal padrao, Haynes et al. [75] formularam a conjetura para o nimero
de dominacao de um grafo em fun¢ao do seu grau minimo apresentada a seguir.

Conjetura 2.7 (Haynes et al. [75]). Todo grafo G com n vértices e §(G) > k possui
Y(G) < 5.

Esta conjetura foi verificada para k = 4, por Moo Y. Sohn e Yuan X. [115]; para k =5
por Hua-Ming X. et al. [127]; e para k = 6 por Cao J. et al. [29]. Porém, em 1990, Y. Caro
e Y. Roditty [30,31] obtiveram um limitante mais justo para os grafos com §(G) > 7,
explicitado no Teorema 2.8.

Teorema 2.8 (Caro e Roditty [30,31]). Para todo grafo G com n vértices,

(G) <n |1-0(G) ((S(G;JFJ m] -

O
Outro limitante em fungdo do grau minimo foi obtido em 1998 por Clark et al. [37].

Teorema 2.9 (Clark et al. [37]). Para todo grafo G com n vértices,

SO s
1G) < (1_ 1;[1 ié(GS)J)rl)
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Neste mesmo trabalho, os autores aprimoraram um pouco o resultado anterior ao
considerar grafos regulares. Em 2012, C. Biré et al. [14] obtiveram o melhor limitante
conhecido para o nimero de dominagao de grafos regulares, com §(G) > 6.

Teorema 2.10 (Biro et al. [14]). Para um grafo d-reqular G com n vértices,

7(G)§<1 @ —d+1 )n

C1tdIa (1+ 4

]

O que nossa pesquisa bibliografica revelou é que, em funcao do grau minimo, os limi-
tantes do Teorema 2.8 e Teorema 2.9 sdo os mais precisos. Para alguns casos, o limitante
do Teorema 2.9 é o melhor, para outros, o Teorema 2.8 apresenta o melhor resultado.

Os limitantes anteriormente mencionados puderam ser melhorados ao se analisar o grau
minimo do grafo. Outros limitantes foram obtidos ao se analisar o grau maximo do grafo,
ou este em conjunto com o grau minimo, dois dos quais explicitados no Teorema 2.11 e no
Teorema 2.12. Note que, por defini¢do, cada vértice domina os vértices de sua vizinhanca

fechada. Desta forma, o nimero minimo de vértices necesséarios para se obter um conjunto
V(G
A(G)+1
1979. Nao ¢ dificil ver que, este limitante pode se tornar mais preciso se colocado em

dominante é [ 1 O primeiro a observar este resultado foi H. B. Walikar [123], em

funcao dos graus de cada um dos vértices separadamente. Entretanto, este resultado,
Teorema 2.11, s6 apareceu na literatura em 1995.

Teorema 2.11 (Slater [114]). Seja G um grafo com n vértices tal que, os graus de seus
vértices formam uma sequéncia (d(vy),d(ve),...,d(v,)), com d(v;) > d(vi1). Entdo,

Y(G) > min{k : k + (d(v1) + d(va) + ... + d(vg)) > n}.

]
Teorema 2.12 (Flach e Volkmann [62]). Para todo grafo G com n vértices,
A(G)
< 1— (0 —= /2.
116 < (w1 666) - 5G]/
[]

Os limitantes que consideram o niimero de vértices e seus graus tentam, de certa forma,
capturar a distribuicao das arestas no grafo para obter informacoes sobre a cardinalidade
de um conjunto dominante minimo. Berge [11], em seu trabalho seminal na &drea, foi o
primeiro a analisar simultaneamente |V (G)| e |E(G)| para limitar v(G). Seu resultado
esta explicitado no Teorema 2.13.
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Teorema 2.13 (Berge [11]). Seja G um grafo com n vértices e m arestas, entio

n—m <~v(G) <n—A(G).

Um limitante mais sofisticado foi obtido por V. G. Vizing [122] em 1981:

Teorema 2.14 (Vizing [122]). Seja G um grafo com n vértices, m arestas e v(G) > 2.
Entao,

m < |5 (0= 1(6) (n—(6) +2)|.

]

Neste mesmo trabalho, Vizing ainda caracterizou a familia B, composta pelos grafos
cujo nimero de dominagao atinge a igualdade no Teorema 2.14. Os grafos desta familia
sdo construidos a partir de um grafo G = H V K,. O grafo H é formado por um grafo
completo K;, removendo-se as arestas de uma cobertura minima de vértices por arestas.
Os grafos pertencentes a familia B sao os grafos que podem ser obtidos pela adi¢do de
zero ou mais vértices isolados ao grafo G. A Figura 2.5 mostra um exemplo de grafo
pertencente a esta familia.

Figura 2.5: Exemplo de grafo pertencente a familia B, construida por Vizing [122].

Note que, f'(K;) = [ﬂ Portanto, H possui t(tQ_I) — [ﬂ arestas. Como na juncao

2
arestas. Note que y(G) = 2, pois nao existem vértices universais em G e G pode ser

sao adicionadas exatamente 2t arestas, o grafo G possui exatamente LUl [ﬂ + 2t

dominado pelas extremidades de qualquer uma das arestas adicionadas na jungao. Sendo
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n = |V(G) =t+2em = |E(G)|, temos que m = (”72)2& — [”T_ﬂ +2(n — 2)
= B(n — 2)nJ, obtendo a igualdade no Teorema 2.14.

O caso descrito anteriormente exemplifica os grafos G € B tais que G = H V K.
Como argumentado no paragrafo anterior, estes grafos possuem ~(G) = 2. Considere
agora G’ € B tal que G’ possui uma componente conexa isomorfa a G e vértices isolados.
Observe, inicialmente, que G e G’ possuem o mesmo numero de arestas. Além disso,
cada vértice isolado aumenta em uma unidade o niimero de vértices e também o niimero
de dominacao. Logo, o fator (n — v(G)) se mantém constante. Portanto, para o grafo
G' também vale a igualdade no Teorema 2.14. Observe ainda, que os grafos da familia
B também alcancam o limitante superior obtido por Berge no Teorema 2.13, ou seja,
possuem (G) = n — A(G).

Como todos os grafos que possuem (G) > 2 pertencentes a familia 5 possuem vértices
isolados, L. A. Sanchis [111] decidiu considerar grafos sem vértices isolados e com v(G) >
2. O seu trabalho resultou em um aprimoramento do limitante obtido por Vizing e
esta explicitado no Teorema 2.15. Sanchis também mostrou que este limitante é justo
caracterizando os grafos que atingem a igualdade.

Teorema 2.15 (Sanchis [111]). Seja G um grafo sem vértices isolados, com n vértices e

m arestas. Se 3 <(G) <%, entdo m < S(n—~(G))(n —v(G) + 1). O

Muitos limitantes para o nimero de dominagdao sao analisados considerando outros
parametros do grafo. De particular interesse para as variantes do problema de conjuntos
dominantes abordadas nesta dissertacao é avaliar o didmetro dos grafos considerados.

Em 1988, Brigham et al. [24] estabeleceram uma relagao interessante entre o didmetro
de um grafo e o nimero de dominacao de seu complemento. Este resultado é apresentado
no Teorema 2.16.

Teorema 2.16 (Brigham et al. [24]). Seja G um grafo tal que v(G) > 3, entdo

diam(G) < 2.

Posteriormente, Haynes et al [75] forneceram o seguinte limitante inferior.
Teorema 2.17 (Haynes et al. [75]). Para todo grafo conexo G,

G) = {dmm(f)ﬂw :
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Grafos com diametro pequeno possuem propriedades estruturais que auxiliam na de-
terminacao do nimero de dominacdao. Um resultado imediato, que analisa grafos com
didmetro dois, é fornecido na resenha de Haynes et al. [75] e estd apresentado no Teo-
rema 2.18.

Teorema 2.18 (Haynes et al. [75]). Se G € um grafo tal que diam(G) = 2, entao v(G) <
i(@G).

Demonstragio. Seja G um grafo de didmetro igual a dois. Seja v € V(G) tal que d(v) =
0(G). Suponha que N(v) ndo seja um conjunto dominante. Logo, existe um vértice
u € V(G) \ N[v] que nao é adjacente a nenhum vértice de N(v). Logo, d(v,u) > 3.
Contradizendo o fato de que diam(G) = 2. O

Em 2006, A. Hellwig e L. Volkmann obtiveram outro limitante para o nimero de
dominacao de um grafo com didmetro dois. Este novo limitante, apresentado a seguir, é
melhor que o anterior quando §(G) > |n/4] + 1.

Teorema 2.19 (Hellwig e Volkmann [78]). Se G é um grafo com n vértices e diametro
dots, entdo v(G) < |n/4] + 1. O

Uma classe de grafos que também foi estudada considerando o diametro é a dos grafos
planares’. Em 1996, G. MacGillivray e K. Seyffarth [96] obtiveram dois resultados inte-
ressantes, considerando grafos planares de didametro dois e trés, os quais estao expressos
nos Teoremas 2.20 e 2.21. Além disso, eles mostraram que grafos planares de didmetro
quatro podem possuir um nimero de dominacgao tao grande quanto se queira.

Teorema 2.20 (MacGillivray e Seyffarth [96]). Se G € um grafo planar com diam(G) = 2,
entdao v(G) < 3. O

Teorema 2.21 (MacGillivray e Seyffarth [96]). Se G € um grafo planar com diam(G) = 3,
entdo v(G) < 10. O

Os autores observaram a discrepancia dos resultados acima e afirmaram ter procurado,
sem sucesso, grafos planares de didmetro trés com v(G) = 10. Eles acreditavam que o
limitante do Teorema 2.21 nao era justo. Em 2002, W. Goddard e M. A. Henning [66]
deram continuidade a este estudo. Em particular, eles provaram que o grafo G, exibido
na Figura 2.6, é o tnico grafo planar que possui didametro dois e 7(G) = 3. Portanto,
desconsiderando este grafo, todos os grafos planares de diametro igual a dois possuem
nimero de dominacao menor ou igual a dois.

L Grafos planares sdo grafos que podem ser desenhados no plano de forma que suas arestas se cruzem
apenas em suas extremidades.
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©; O

Figura 2.6: Unico grafo planar com didmetro igual a dois e niimero de dominacio igual a
trés.

Em 2006, M. Dorfling et al. [50] confirmaram as suspeitas de MacGillivray e Seyffarth
sobre o Teorema 2.21, ao provar o resultado expresso no Teorema 2.22. No entanto, os
autores nao apresentaram argumentos de que este limitante seja justo. Esta é uma questao
que permanece em aberto.

Teorema 2.22 (Dorfling et al. [50]). Se G é um grafo planar com diam(G) = 3, entdo
Y(G) <9. O

Uma outra linha de estudo interessante é analisar a variagao do nimero de dominagao
apés operagoes de adicao ou remocao de elementos do grafo. FEstudos nesta direcao
foram inaugurados em 1983, pelos trabalhos de D. Bauer et al. [10] e D. P. Sumner e P.
Blitch [118].

Dizemos que um vértice v € V(G) é um vértice dominante-critico em um grafo G, se
(G —v) < 7(G). Observe que v(G) — 1 < (G —v) < [V(G)| — 1. O limitante superior
é evidente, pois |V (G —v)| = |V(G)| — 1. J& o limitante inferior decorre do fato de que
se existisse em G — v, um conjunto dominante S” com |S’| < v(G) — 2, entdo o conjunto
S = S"U{v} seria um conjunto dominante com menos de v(G) vértices. Bauer et al. [10]
buscaram identificar condi¢Oes necessarias e suficientes para que cada um dos trés casos a
seguir ocorram: Y(G—v) < (GQ); 7(G—v) = v(G); e v(G—v) > v(G). A Proposic¢ao 2.23
fornece uma condigdo necessaria e suficiente para o caso em que 7(G —v) < v(G).

Proposigao 2.23 (D. Bauer et al. [10]). Seja G um grafo qualquer e v um vértice de G.
Entdo, v é um vértice dominante-critico se e somente se existe S € D(G)*, tal que v € S
e Nglv, S)? = {v}.

Demonstragio. Seja G um grafo e v € V(G) um vértice para o qual v(G —v) = y(G) — 1.
Seja S” € D(G — v). O conjunto S = S"U {v} é um conjunto dominante minimo em
G. Todos os vértices de Ng(v) sdo dominados em G por algum vértice em S’; pois S’

LA notagdo D(G) foi definida na Pégina 13.
2A notagdo Nv, S] foi definida na Pégina 4.
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¢ um conjunto dominante em G — v. Apenas o vértice v ndo é dominado em G por
nenhum dos vértices de S’. Pois caso fosse, S’ seria um conjunto dominante em G. Logo,
N¢lv, S] = {v}. Por outro lado, considere S € D(G), tal que v € S e Ng[v, S| = {v}.
Entao, S\ {v} é um conjunto dominante em G — v que possui v(G) — 1 vértices. Como
7(G) — 1 < ~4(G), entao y(G —v) =v(G) — 1. O

Se a condigdo da Proposicao 2.23 nao ocorre, ou seja, nao existe S € D(G), tal que
v e S e Nglv,S] = {v}. Entao, sabemos que v(G — v) > v(G). Porém, se, além disso,
existir um conjunto dominante minimo S em G que nao possui o vértice v, entdo S é um
conjunto dominante de cardinalidade v(G) em G — v. Logo, v(G — v) = v(G).

Bauer et al. [10] também obtiveram uma condigdo necessaria e suficiente para o caso
em que Y(G — v) > v(G). A Proposigao 2.24 explicita este resultado.

Proposigao 2.24 (D. Bauer et al. [10]). Para um vértice v em um grafo G, v(G —v) >
v(G) se e somente se:

(i) v nao é um vértice isolado e pertence a todo conjunto S € D(G); e
(it) ndo existe S" € D(G — N[v]) tal que |S'| = v(G) e S’ domina N(v) em G. O

Bauer et al. [10] construiram dois grafos que ilustram que nem (i) nem (iz), isolada-
mente, sao condigoes suficientes para que v(G — v) > v(G). A Figura 2.7 exibe estes
grafos. Nesta figura, o grafo G é um grafo para o qual a condicao (i) vale para o vértice
v, mas v(G) = v(G —v). Ja o grafo H é um grafo para o qual a condicao (ii) se verifica
para o vértice w, porém y(H) = v(H — w).

G H

Figura 2.7: Dois grafos G e H, ambos com nimero de dominagao igual a dois. Note que
NG —v) =7y(H —w) =2.

Note que, em um grafo G, um vértice v € V(G) com Ng(v) = {w} ndo pertence
a todos os conjuntos dominantes minimos do grafo, pois se existe S € D(G) tal que
v €S, entao o conjunto (S\ {v})U{w} também é um conjunto dominante minimo em G.
Portanto, nas arvores sempre existem vértices que nao aumentam o niimero de dominacao
do grafo ao serem removidos. Na verdade, para as arvores a Proposicao 2.24 pode ser
simplificada como segue.
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Proposicao 2.25 (Bauer et al. [10]). Seja T' uma drvore com trés ou mais vértices e v €
V(T). Entio (T —v) > ~(T) se e somente se v pertence a todo conjunto S € D(G). O

Um grafo G é dito grafo dominante-critico por vértices se todos os seus vértices sao
vertices dominantes-criticos. A Figura 2.8 mostra um grafo dominante-critico por vértices.

(Y

Figura 2.8: Exemplo de grafo dominante-critico por vértices com v(G) = 3.

Os grafos dominantes-criticos por vértices com (G) = 2 foram caracterizados como
sendo os grafos completos K, retirando-se as arestas de um emparelhamento perfeito.
Esta caracterizacao foi obtida primeiramente por Brigham et al. [24], em 1988. Neste
trabalho, os autores deram varias contribuigoes e sugeriram alguns problemas em aberto.
Um resultado simples, porém interessante, esta explicitado no Lema 2.26.

Lema 2.26 (Brigham et al. [24]). Seja G um grafo e v um vértice de G, tal que N(v) é
uma clique. Entao, G nao é um grafo dominante-critico por vértices.

Demonstragio. Seja G um grafo que possui um vértice v € V(G) com N(v) uma clique.
Seja u € N(v). Note que um conjunto dominante minimo S no grafo G — u deve possuir
pelo menos um vértice de N[v] \ {u} para dominar o vértice v. Portanto, S também é
um conjunto dominante de G. Logo, (G — u) > ~v(G) e u ndo é um vértice dominante-
-critico. [

Brigham et al. [24] também obtiveram limitantes relacionando pardmetros de grafos
que possuem pelo menos um vértice dominante-critico:

Teorema 2.27 (Brigham et al. [24]). Se G é um grafo com n vértices que possui vértices
dominantes-criticos, entio n < (A(G) + 1)(v(G) — 1) + 1.

Teorema 2.28 (Brigham et al. [24]

). Se G é um grafo dominante-critico por vértices com
n vértices e m arestas, entio n < (2m + 3v(G) — A(G))/3.

O Teorema 2.27 é um resultado justo, pois os autores mostraram uma familia infinita
de grafos que atinge a igualdade. J& no caso do Teorema 2.28 esta questao ficou em
aberto. Em seu trabalho, Brigham et al. [24] contam que fizeram tentativas frustradas de
caracterizar os grafos dominantes-criticos por vértices. Contudo, eles mostraram que nao
existe uma caracterizacao destes grafos por meio de subgrafos proibidos. Este resultado
esta expresso no Teorema 2.29.
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Teorema 2.29 (Brigham et al. [24]). Para todo grafo G, existe um grafo dominante-
-critico por vértices H, tal que G é um subgrafo induzido de H. [

O problema de encontrar uma caracterizagdo para os grafos dominantes-criticos por
vértices é uma questao interessante. Em um trabalho anterior [23], os mesmos autores ja
haviam caracterizado os grafos dominantes-criticos por vértices com niimero minimo de
vértices. Nestes dois trabalhos, os autores propuseram as quatro questoes a seguir.

Questao 2.30 (Brigham et al. [23]). Todo grafo dominante-critico por vértices G com
(A(G) + 1)(v(G) + 1) + 1 vértices é reqular?

-

Questao 2.31 (Brigham et al. [24]). Seja G um grafo dominante-critico por vértices. E
verdade que diam(G) < 2(y(G) —1)?

-

Questao 2.32 (Brigham et al. [24]). Seja G um grafo dominante-critico por vértices. F
verdade que |V (G)| > (0(G) + 1)(v(G) — 1) + 17

Questao 2.33 (Brigham et al. [24]). Todo grafo dominante-critico por vértices possui um
conjunto dominante minimo que também é um conjunto independente?

Todas estas questoes foram respondidas em 1995, por J. Fulman et al. [64]. Os Proble-
mas 2.30 e 2.31 foram respondidos afirmativamente, enquanto os Problemas 2.32 e 2.33
foram respondidos negativamente.

Estudar condigoes criticas em conjuntos dominantes tem sido bastante frutifero. D. P.
Sumner e P. Blitch [118], definiram um conceito correlato ao de grafo dominante-critico
! se para toda aresta e ¢ E(G),

v(G + e) < v(G). Estes autores caracterizaram os grafos dominantes-criticos por arestas

por vértices. Um grafo é dominante-critico por arestas

que possuem Y(G) = 2 e também estudaram vérias propriedades de grafos dominantes-
-criticos por arestas com v(G) = 3. Este trabalho despertou grande interesse, gerando
muitos resultados posteriores [4,9,27,60,81].

Uma das razoes da abundancia de resultados relacionados aos conjuntos dominantes
¢ o fato de que muitas aplicagoes reais podem ser modeladas em termos de conjuntos
dominantes. Considere, por exemplo, o caso de um sistema distribuido no qual temos o
problema de alocar r copias de um recurso qualquer entre os n nés do sistema. Por uma
questao de custo ou de disponibilidade nao podemos alocar uma cépia em cada maquina,
temos r < n. Como este sistema ¢é critico, as maquinas que nao possuem 0O recurso
alocado precisam ter acesso a pelo menos uma das maquinas que possuem copias do
recurso de forma direta, ou seja, uma requisicao de acesso nao pode passar por nenhuma
outra maquina intermediaria. Este problema pode ser modelado diretamente como um

IEste conceito foi originalmente definido com o nome de “domination critical graph”, exatamente o
mesmo nome utilizado por Bauer et al. [10] na defini¢do dos grafos dominantes-criticos por vértices.
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problema de encontrar um conjunto dominante de cardinalidade & < r no grafo que
corresponde a topologia de rede desse sistema.

Existem varios tipos de aplica¢bes reais que podem ser modeladas como problemas
de conjuntos dominantes [43,75,87,113]. Estes problemas vao se tornando cada vez mais
complexos a medida que novos tipos de restricoes vao aparecendo. Voltando ao exemplo
anterior, podemos relaxar a restricaio de que uma requisicao de acesso aos recursos nao
possa passar por nenhuma maquina intermediaria, permitindo que a comunicacao passe
por no maximo d > 1 maquinas intermedidrias. Entao, a solugdo em termos de grafos
é buscar um conjunto dominante minimo considerando que um vértice v domina todos
os vértices w para os quais d(v,w) < d + 1. Este exemplo demonstra que também é
interessante considerar problemas de conjuntos dominantes adicionando-se algumas pro-
priedades estruturais. Na proxima secdo, vamos apresentar algumas das variantes de
conjuntos dominantes que surgiram desta forma.

2.2 Variantes de Conjuntos Dominantes

Variantes de conjuntos dominantes surgiram como um desdobramento natural da teoria.
Por um lado, aplicagoes reais muitas vezes requerem que propriedades sejam adicionadas a
condicao de ser um conjunto dominante. Como exemplo, considere novamente o problema
das cinco rainhas em um tabuleiro de xadrez impondo a restricio de que as rainhas
nao possam se atacar mutuamente. Isto implica que o conjunto procurado precisa ser,
além de dominante, independente. Por outro lado, em 1979, foi demonstrado por M.
Garey e D. Johnson [65] que, dado um inteiro k& e um grafo GG, o problema de decidir
se existe um conjunto dominante S em G, tal que |S| < k, é NP-completo. Este fato
também encorajou os pesquisadores a estudar como o nimero de dominagao de um grafo
se comporta impondo restri¢coes adicionais aos conjuntos.

Nesta secao, apresentamos trés variantes do problema dos conjuntos dominantes: con-
junto dominante total; conjunto dominante independente; e conjunto dominante conexo.
Para cada uma delas, existe um grande ntimero de resultados na literatura, apenas alguns
deles sao apresentados, com o objetivo de exemplificar abordagens de pesquisa nestes
problemas.

Conjunto Dominante Total

Esta variante pode ser ilustrada considerando novamente o problema das rainhas em um
tabuleiro de xadrez, impondo a restricao adicional de que cada rainha esteja protegida
por uma outra rainha do conjunto. Em 1980, E. J. Cockayne et al. [39] observaram que
existem solugoes de tamanho cinco para este problema que possuem esta propriedade,
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como a exibida na Figura 2.9. Motivados por esta idéia, eles formularam o conceito de
conjunto dominante total.

0y

i

0y

Figura 2.9: Cinco rainhas posicionadas no tabuleiro de modo que qualquer casa pode ser
atacada por pelo menos uma rainha e cada rainha esta protegida por outra rainha.

Um conjunto S C V(G) é um conjunto dominante total, se para todo vértice v € V(G),
v € N(S). Isto é, N(S) = V(G). Note que se v é um vértice isolado, entdao para
qualquer conjunto S C V(G), v ¢ N(S). Logo, grafos com vértices isolados nao possuem
conjuntos dominantes totais. Por outro lado, um grafo sem vértices isolados sempre
possui pelo menos um conjunto dominante total: o préprio V(G). Para um grafo G
que nao possui vértices isolados, o numero de dominacao total de G, é definido como
7(G) = min{|S| : S é um conjunto dominante total de G}. A Figura 2.10 exemplifica
estes conceitos.

) O

(a) Um conjunto dominante total. (b) Um conjunto dominante total mi-
nimo.

Figura 2.10: Dois conjuntos dominantes totais em um grafo G, com v,(G) = 2.

Observe que existem casos em que o conjunto V(G) é o tnico conjunto dominante total
existente, como é o caso do grafo da Figura 2.11. Além disso, um grafo com um tunico
vértice e um lago possui v (G) = 1. Desta forma, é imediato que 1 < 3(G) < |[V(G)|.
Entretanto, Cockayne et al. [39] perceberam que poderiam obter um limitante muito
melhor considerando apenas grafos conexos.
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Figura 2.11: Grafo cujo tnico conjunto dominante total é formado por todos os seus
vértices.

Teorema 2.34 (Cockayne et al. [39]). Seja G um grafo conexo com n > 3 vértices, entdio

No mesmo trabalho, estes pesquisadores estudaram a relagao de 7;(G) com o grau
maximo do grafo e obtiveram os resultados apresentados no Teorema 2.35. Para um grafo
G sem vértices isolados, observe que o item (i) decorre do fato de que para qualquer par
de vértices v,u € V(G) com dg(v) = A(G) e u € N(v), S = V(G) \ (N(v) \ {u}) é um
conjunto dominante total.

Teorema 2.35 (Cockayne et al. [39]). Seja G um grafo simples com n vértices.
(i) Se G € um grafo sem vértices isolados, entio v(G) < n — A(G) + 1.
(ii) Se G € conexo e A(G) <n —1, entdo (G) <n—A(G). O

Denote m K5 o grafo formado pela uniao disjunta de m copias do grafo Ks. O resultado
do Teorema 2.36, também obtido por Cockayne et al. [39], fornece um limitante justo para
a soma do nimero de dominagao total de um grafo com o nimero de dominagao total de
seu grafo complementar, caracterizando os grafos que atingem a igualdade.

Teorema 2.36 (Cockayne et al. [39]). Seja G um grafo com n vértices, sem vértices

isolados e A(G) < n— 1. Entao, (G) + 1(G) < n+ 2, com igualdade se somente se
G =2 mK, ou G = mkK,. O

Finalizamos esta subsecao apresentando uma interessante relagdo entre o niimero de
dominagao de um grafo e seu nimero de dominagao total, obtida por R. B. Allan et al. [3].

Teorema 2.37 (Allan et al. [3]). Para todo grafo conexo G com n > 2 vértices, v(G) +
1(G) < n. O

Conjunto Dominante Independente

Um conjunto S C V(G) é um conjunto dominante independente, se S é um conjunto
dominante e um conjunto independente simultaneamente. A Figura 2.12 ilustra este
conceito.
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‘ . I
® O

(a) Um conjunto dominante (b) Um conjunto dominante
independente. independente minimo.

Figura 2.12: Dois conjuntos dominantes independentes em um grafo.

Em 1962, C. Berge [11] observou que todo conjunto independente maximal é também
um conjunto dominante. Isto ocorre porque em um conjunto independente maximal S,
todo vértice v € V(G) \ S ¢ adjacente a pelo menos um vértice de S. Por outro lado,
a reciproca também ¢é verdadeira, pois todo conjunto dominante independente também ¢é
um conjunto independente maximal. Destas consideragoes, segue que todo grafo possui
conjuntos dominantes independentes. Definimos o niumero de dominacao independente de
G como i(G) = min{|S]| : S é um conjunto dominante independente de G}. O grafo G
da Figura 2.12 possui i(G) = 2.

Em 1979, Bollobas e Cockayne [15] obtiveram um dos primeiros limitantes para o
nimero de dominacao independente, expresso no Teorema 2.38.

Teorema 2.38 (Bollobas e Cockayne [15]). Se G é um grafo sem vértices isolados com
n vértices, entao i(G) <n—~v(G)+1—[(n —~(Q))/v(G)] . O

Apoés este resultado inicial, varios pesquisadores forneceram limitantes superiores me-
lhores [40,59,73,109]. Dentre estes, citamos o resultado de Liang S. e Jianfang W. [109],
que, em 1998, provaram uma conjetura proposta por O. Favaron [59] em 1988.

Teorema 2.39 (Liang e Jianfang [109]). Para todo grafo G com n vértices,

i(G) < n+20(G) — 24/nd(G).
O

Um conceito interessante relacionado ao ntimero de dominagao independente foi in-
troduzido em 1979, por D. Sumner e J. I. Moore [119]. Estes autores definiram um grafo
perfeito em relagio a dominag¢do como um grafo G, para o qual v(H) = i(H), para todo
subgrafo induzido H C GG. No mesmo trabalho em que introduziram esta classe de grafos,
Sumner e Moore obtiveram um resultado interessante, que estabelece que para determi-
nar se um grafo é perfeito em relagdo a dominagao nao é necessario checar todos os seus
subgrafos induzidos.
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Teorema 2.40 (Sumner e Moore [119]). Um grafo G é perfeito em relagio a dominagao
se e somente se y(H) = i(H) para todo subgrafo induzido H C G com v(H) = 2. O

Um ano antes dos resultados de Sumner e Moore, R. B. Allan e R. Laskar [2] obtiveram
um resultado importante ao caracterizar uma classe de grafos perfeitos em relagao a
dominagao por meio de subgrafos proibidos. A classe obtida por estes autores é definida
em funcao do grafo bipartido K3, exibido na Figura 2.13. O Teorema 2.41 explicita o
resultado obtido por Allan e Laskar.

Figura 2.13: Grafo K ;.

Teorema 2.41 (Allan e Laskar [2]). Se G é um grafo que ndo possui nenhum subgrafo
induzido que seja isomorfo ao K3, entio v(G) = i(G). ]

Em 1979, B. Bollobas e E. J. Cockayne [15] generalizaram o Teorema 2.41, conforme
explicitado no Teorema 2.42, e para cada valor de p > 2, os autores caracterizaram os
grafos que atingem a igualdade.

Teorema 2.42 (Bollobas e Cockayne [15]). Se G é um grafo que nao possui subgrafos
induzidos isomorfos ao Ky 41, com p > 2, entio i(G) < v(G)(p—1) — (p — 2).

Em 1991, I. E. Zverovich e V. E. Zverovich [138] publicaram um trabalho no qual afir-
maram ter obtido uma caracterizagao para os grafos perfeitos em relacao a dominacao por
meio de subgrafos induzidos. Porém, J. Fulman [63] mostrou que esta caracteriza¢do nao
estava correta, exibindo um contraexemplo. Apesar disto, Fulman conseguiu aproveitar
as idéias de Zverovich e Zverovich [138] para obter novas familias de grafos perfeitos em
relagdo a dominagdo. Finalmente em 1995, Zverovich e Zverovich [140] obtiveram uma
caracterizacao para os grafos perfeitos em relacdo a dominagdo com um ntmero finito de
subgrafos proibidos. A lista de grafos proibidos nesta caracterizacdo é composta por 17
grafos e nao sera apresentada neste texto.

Conjunto Dominante Conexo

Em 1979, E. Sampathkumar e H. B. Walikar [110] definiram um conjunto dominante
conero em um grafo G como um conjunto S C V(G), tal que S é um conjunto dominante
e G[S] é um grafo conexo. Note que nao existem conjuntos dominantes conexos em
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grafos nao conexos. Entretanto, se G é um grafo conexo, o conjunto V' (G) é um conjunto
dominante conexo. Para um grafo conexo (G, definimos o nimero de dominagdo conexo
de G, como 7.(G) = min{|S| : S é um conjunto dominante conexo de G}. A Figura 2.14
exemplifica estes conceitos.

N P

) Um conjunto dominante conexo. ) Um conjunto dominante conexo
minimo.

Figura 2.14: Dois conjuntos dominantes conexos em um grafo.

Observe que todo conjunto dominante conexo que possui mais de um vértice também
é um conjunto dominante total. Além disso, s6 existem conjuntos dominantes conexos
com um unico vértice em grafos que possuem pelo menos um vértice universal. Logo, para
todo grafo conexo G com A(G) < n — 1, %(G) < 7.(G). Um outra observacao imediata
é que se H é uma arvore geradora de um grafo conexo GG, qualquer conjunto dominante
conexo de H também é um conjunto dominante conexo de G. Logo, 7.(G) < 7.(H).
Esta ultima observagao foi feita por Sampathkumar e Walikar [110] no trabalho em que
introduziram a variante. Neste trabalho, os autores também determinaram o nimero de
dominacao conexo para algumas classes tradicionais de grafos:

* V(Ky) =1;
e 7.(K,V G) =1, para qualquer grafo G;

1, sem=1oun=1;

2, sem,n > 2;

’Yc(Kn,m) = {

Para qualquer arvore T' com n > 3 e [ folhas, 7.(T) =n — L.

Sampathkumar e Walikar [110] ainda obtiveram um limitante superior e um limitante
inferior para 7.(G), ambos justos. Este resultado é apresentando no Teorema 2.43. A
igualdade no limitante inferior ocorre se e somente se A(G) = n — 1; a do limitante
superior se e somente se G = P,.

Teorema 2.43 (Sampathkumar e Walikar [110]). Se G € um grafo conexo com n vértices
e m arestas, entao ﬁ <7(G) <2m —n. ]
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Desde que foi formulada, esta variante tem sido extensivamente estudada [25,77, 86,
112,128]. Os resultados publicados abordam tanto aspectos tedricos do problema [47,51,
77,112] como focam em solugoes algoritmicas [44, 55,88, 101].

O grande interesse nesta variante ¢ devido ao grande niimero de aplicacoes reais que
podem ser modeladas como problemas de conjuntos dominantes conexos. Considere, por
exemplo, uma rede de computadores. Por uma questao de custos, nao é conveniente
conectar todo par de nés que pertencem ao sistema. Uma solugdo ¢é criar uma subrede
que tem o papel de nicleo do sistema. Desta forma, a comunicacao entre dois nés que
estao muito distantes para se comunicar diretamente, se da por meio do nicleo do sistema.
Neste tipo de abordagem qualquer né que nao faca parte do nicleo deve estar conectado
a pelo menos um né do ntcleo. Além disto, deve existir um caminho para trafego de
informacoes entre quaisquer nds que integram o nucleo. Portanto, em linguagem de Teoria
de Grafos, isto significa que no grafo que modela a topologia de rede desse sistema, os
vértices que correspondem ao niicleo devem formar um conjunto dominante conexo. Nesta
abordagem de comunicac¢ao, o ideal é obter um conjunto dominante conexo que possua
um pequeno valor de didmetro, para obter uma comunicacao de baixa laténcia no ponto
critico do sistema, que é o ntcleo.

Neste contexto, o trabalho de A. Buchanan et al. [25] aborda o problema de determinar
a existéncia de um conjunto dominante conexo cujo subgrafo induzido possui diametro
especificado. Note que um resultado possivel é obter um conjunto dominante conexo que
induz um grafo completo em G. Na verdade, este tipo de conjunto dominante constitui a
variante de conjunto clique-dominante, que sera apresentada na préxima secao.

2.3 Conjuntos Cliques-Dominantes

Em 1990, M. B. Cozzens e L. L. Kelleher [42] definiram um conjunto clique-dominante'
em um grafo G como um conjunto S C V(G), tal que S é um conjunto dominante
e uma clique. Um conjunto clique-dominante S C V(G) é minimo se ndo existe outro
conjunto clique-dominante em G de cardinalidade menor. Ao longo deste texto, conjuntos
cliques-dominantes também sdao denominados cliques-dominantes. A Figura 2.15 exibe
duas cliques-dominantes em um mesmo grafo.

Observe que existem grafos que nao possuem cliques-dominantes, como por exemplo o
grafo C'5, mostrado na Figura 2.16. Nao ¢ dificil ver que todo C),, com n > 5, ndo possui
cliques-dominantes. Um grafo que possui pelo menos uma clique-dominante é dito clique-
-dominado. Dado um grafo clique-dominado G, definimos o numero de clique-dominacao
de G como v4(G) = min{|S| : S é um conjunto clique-dominante de G}.

I Apesar de existirem trabalhos anteriores relacionados a cliques-dominantes, a definicdo formal deste
conceito como uma variante de conjunto dominante é creditada a Cozzens e Kelleher.
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(a) Um conjunto clique- (b) Um conjunto clique-
dominante. dominante minimo.

Figura 2.15: Dois conjuntos cliques-dominantes em um grafo com 7,(G) = 4.

Figura 2.16: Grafo C;. Este grafo nao possui um vértice universal e toda clique de
cardinalidade dois domina apenas quatro vértices.

Observe que um conjunto clique-dominante ¢ um conjunto dominante conexo. Entao,
uma condicdo necessaria para que um grafo seja clique-dominado é ser conexo. Além
disto, nos grafos cliques-dominados temos v(G) < 7.(G) < 74(G). Note também, que
74(G) < w(G) < A(G) + 1. Entao, 1 < 74(G) < A(G) + 1. Ademais, um grafo
simples G possui uma clique-dominante composta por um tnico vértice se e somente se
A(G) = n—1. Em 1965, E. Wolk [126] apresentou uma condi¢ao suficiente, por meio
de subgrafos proibidos, para um grafo possuir uma clique-dominante de cardinalidade
unitaria. Este resultado é apresentado no Teorema 2.44.

Teorema 2.44 (Wolk [126]). Se G é um grafo conexo que nao contém Py ou Cy como
subgrafos induzidos, entao G possui um vértice universal.

Demonstracao. Indugdo em n, ntimero de vértices de G.

A proposicao é imediatamente verdadeira para n < 2. Seja G um grafo como definido
na hipétese. Seja v um vértice de grau um em uma arvore geradora de GG. Note que v nao
é um vértice de corte. Portanto, o grafo G' = G — v é um grafo conexo. Além disso, para
qualquer subconjunto S C V(G'), G'[S] = G[S]. Logo, G’ nao possui Py ou Cy induzidos.
Pela hipdtese de inducao, existe um vértice universal v em G’. Se {u,v} € E(G), entao
u é um vértice universal em G e o resultado segue. Caso contrério, pelo fato de G ser
conexo, existe w € V(G) tal que {v,w} € E(G). Se w é um vértice universal, entdo o
resultado segue. Caso contrario, existe € V(G) tal que © ¢ Ng(w). Como u é um
vértice universal em G’, {u,z} € E(G). Considere a aresta e = {v,z}. Se e € E(G),
entao G[{v, w,u,x}] = Cy; caso contrario, entao G[{v, w, u,z}| = P;. Em ambos os casos,
temos uma contradigao. O]
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Note que a condi¢ao apresentada no teorema anterior nao é necessaria. O grafo da
Figura 2.17, por exemplo, tem um P, induzido pelo conjunto de vértices S = {u, v, w, z},
e possui um vértice universal.

u v w x Y

z

Figura 2.17: Um grafo com v4(G) = 1.

No trabalho em que formularam o conceito de cliques-dominantes, Cozzens e Keller [42]
obtiveram varios resultados interessantes, alguns dos quais apresentados a seguir.

Teorema 2.45 (Cozzens e Kelleher [42]). Se G é um grafo conezo que nao possui nenhum
P5 ou C5 como subgrafo induzido, entao G possui uma clique-dominante.

Demonstracdo. Indugdo em n, nimero de vértices de G.

Por inspegao, o resultado segue quando n < 4. Seja G um grafo conexo com n > 5,
que nao possui um subgrafo induzido isomorfo ao P5 ou Cs. Seja v um vértice de grau
um em uma arvore geradora de G. Note que v nao é um vértice de corte. Portanto, o
grafo G' = G — v é um grafo conexo que nao possui P5 ou C5 como subgrafo induzido.

Pela hip6tese de indugdo, existe uma clique-dominante S” C V(G"). Se Ng(v)NS’ # 0,
entdo S’ é uma clique-dominante de G e o resultado segue. Caso contrario, pelo fato de G
ser conexo, existe w € V(G) tal que {v,w} € E(G). Como S’ é uma clique-dominante em
G', existe pelo menos um vértice € S’ tal que {w,z} € E(G’). Tome S = 5" N Ng (w).
Se SU{w} é uma clique-dominante de G, entao o resultado segue. Suponha que exista
pelo menos um vértice z € V(G’') tal que z ¢ (Ng/[S U {w}]). Note que z ¢ S’. No
entanto, como S’ é uma clique-dominante em G’, existe pelo menos um vértice y € S’ \ S
tal que {y, 2z} € E(G’). Observe que {z,y} € E(G), {y,w}, {y,v} ¢ E(G). Considere
a aresta e = {v,z}. Se e € E(G), entao G[{v,w,u,x,z}] = Cs. Caso contrario, entao
G[{v,w,u,z,z}] =2 Ps. Em ambos os casos, temos uma contradicao. ]

Como no caso do Teorema 2.44, a reciproca deste tultimo resultado também nao é
verdadeira. O grafo da Figura 2.17 é um exemplo de grafo que possui um Ps5 induzido
pelo conjunto {u,v,w,x,y} e possui clique-dominante. O grafo da Figura 2.18 é um
outro contraexemplo para a reciproca do Teorema 2.45, pois possui um C5 induzido pelos
vértices {t,u, v, w,z} e também possui clique-dominante.

Um outro resultado interessante do trabalho de Cozzens e Kelleher [42] estabelece uma
condi¢ao suficiente para existéncia de uma clique-dominante com cardinalidade menor ou



2.3. Conjuntos Cliques-Dominantes 39

w v

Figura 2.18: Um grafo clique-dominado com ~,4(G) = 2.

igual a um valor [ em um grafo conexo. Esta condigao foi obtida adicionando uma familia
de grafos ao conjunto dos subgrafos proibidos do Teorema 2.45. Esta familia de grafos é
formada pelos grafos que podem ser obtidos pela corona! de um grafo completo K, e de
um K;. A Figura 2.19 exibe um grafo pertencente a esta familia.

Teorema 2.46 (Cozzens e Kelleher [42]). Seja G um grafo conexo que nao possui Ps, Cs
ou Kj 10Ky, coml > 2, como subrafos induzidos. Entdo, G possui uma clique-dominante
de cardinalidade no madximo . [

Figura 2.19: Grafo K, o Kj.

O Corolario 2.47 é obtido restringindo-se o teorema anterior ao caso dos grafos bipar-
tidos.

Corolario 2.47 (Cozzens e Kelleher [42]). Seja G um grafo conexo bipartido que ndo
possui Ps como subgrafo induzido. Entdo, G possui uma clique-dominante S, com |S| = 2.

No mesmo ano em que Cozzens e Kelleher [42] publicaram seu trabalho sobre cliques-
-dominantes, G. Bacs6 e Z. Tuza [8] também publicaram, independentemente, um artigo
sobre o tema. Neste trabalho, foram obtidos alguns resultados interessantes relacionados
a cliques-dominantes, alguns deles similares aos obtidos por Cozzens e Kelleher [42].

LA operacdo corona foi definida na Pagina 19.
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Teorema 2.48 (Bacso e Tuza [8]). Todo subgrafo conexo de um grafo G possui pelo menos
uma clique-dominante se e somente se G é um grafo que nao possui nenhum Cs ou Ps
como subgrafo induzido.

Teorema 2.49 (Bacsé e Tuza [8]). Se G € grafo conexo que ndo possui Ps como subgrafo
induzido e que possui um vértice de corte, entao G contém uma clique-dominante.

Teorema 2.50 (Bacsé e Tuza [8]). Em um grafo conexo G que nao possui Ps como
subgrafo induzido eziste um conjunto dominante S C V(G) tal que S é uma clique ou
G[S] = P;.

O Teorema 2.50 é uma generaliza¢ao de um resultado de M. El-Zahar e P. Erdés [54],
de 1985, apresentado no teorema a seguir.

Teorema 2.51 (El-Zahar e Erdds [54]). Seja G um grafo conexo que ndo contém 2K,!

como subgrafo induzido. Entdo, G possui um conjunto dominante S tal que, ou S € uma
clique, ou G[S] = Pj. O

Considere o Teorema 2.50 e o Teorema 2.51 e observe que o grafo P5 possui um grafo
2K, como subgrafo induzido. Logo, todo grafo que nao satisfaz a hipotese do Teorema 2.50
também nao satisfaz a hipdtese do Teorema 2.51. Porém, a reciproca nao é verdadeira.
A Figura 2.20 mostra um grafo que nao satisfaz a hipotese do Teorema 2.51, mas satisfaz
a hipétese do Teorema 2.50.

® O

Figura 2.20: Um grafo que satisfaz a hipotese do Teorema 2.50, mas nao a do Teo-
rema 2.51.

Também motivados pelo trabalho de El-Zahar e Erdés [54], Chung et al. [36] estudaram
os grafos conexos que nao possuem grafos 2K, como subgrafos induzidos e obtiveram o
resultado apresentado no Teorema 2.52.

Teorema 2.52 (Chung et al. [36]). Seja G um grafo conexo que ndo contém 2K5 como
subgrafo induzido, com w(G) > 3. Entdo, G possui um conjunto clique-dominante de

cardinalidade w(G). O

L' A definicdo do grafo 2K, encontra-se na pagina 32.
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Observe que a maioria dos resultados apresentados nesta se¢ao sao estabelecidos proi-
bindo subgrafos induzidos isomorfos a alguns dos seguintes dos grafos: Py, Ps, Cs e 2K5.
Entao, para analisar as relagoes entre os resultados apresentados nesta secao, tome as
seguintes classes de grafos:

= {G conexo: G nao possui P, como subgrafo induzido};

= {G conexo: G nao possui 2K, como subgrafo induzido e w(G) > 3};
{G conexo: G nao possui 2K5 como subgrafo induzido};

= {G conexo: G nao possui P5 como subgrafo induzido};

DA RARTICNDS
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= {G conexo: G nao possui C5 como subgrafo induzido};

Claramente, B C C. Além disto, como foi dito anteriormente, todo grafo que possui
um P5 como subgrafo induzido também possui um 2K, como subgrafo induzido. Logo,
C C D. Note ainda que o grafo P, é um subgrafo induzido do grafo Ps; e do grafo Cs.
Portanto, A C (DNE). A Figura 2.21 esquematiza as relagoes de inclusdo entre as classes
A, B, C, D e & que foram explicitadas, e exibe alguns grafos nas intersecoes destas classes.

Um conjunto clique-dominante exige que os vértices do grafo nao estejam muito dis-
tantes entre si. Desta forma, pensar o problema dos conjuntos cliques-dominantes levando
em consideracao o diametro do grafo é um desdobramento natural.

Note que o diametro de um grafo que possui pelo menos uma clique-dominante é no
maximo trés. Considere um grafo G' que possui pelo menos uma clique-dominante S.
Tome u,v € V(G). Seu € Sewv €S, entao dg(u,v) < 1. Casou € S ev ¢ S, entdo
de(u,v) <2. Seu ¢ Sewv ¢S, entdo dg(u,v) < 3. No Teorema 2.53, apresentamos um
resultado que relaciona a existéncia de cliques-dominantes em um grafo com o diametro
de seu grafo complementar.

Teorema 2.53. Seja G um grafo tal que diam(G) > 2. Entdo, G possui cliques-domi-
nantes.

Demonstracao. Seja G um grafo que nao possui cliques-dominantes. Isto significa que,
para toda clique S de G, existe um vértice v € V/(G)\ S tal que Ng(v)NS = (). Entao, para
todo conjunto independente S’ de G, existe um vértice u € V(G)\ S’ tal que S’ C Ng(u).

Logo, diam(G) < 2. O

Nosso objetivo foi estabelecer uma condi¢ao suficiente que usasse explicitamente a
informacgao sobre o didmetro do grafo. A partir destas tentativas, formulamos a seguinte
conjetura:

Conjetura 2.54. Seja G um grafo tal que diam(G) = 2. Se G nao possui o grafo Cs
como subgrafo induzido, entao G possui uma clique-dominante. [
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Figura 2.21: Esquema que representa as relagoes de inclusao entre as classes de grafos A,
B, C, D e&. Pelos Teoremas 2.46 e 2.52, existem grafos clique-dominados em (DNE)UB.
Todas as outras classes possuem grafos que nao sao clique-dominados.

Para grafos com poucos vértices, é facil verificar esta conjetura por inspegao. No
entanto, nao parece tao facil obter um contraexemplo ou uma demonstracao para esta
conjetura. A dificuldade para obter um contraexemplo estd em manter a restricio do
didmetro sem introduzir cliques-dominantes. Um fator que dificulta a demonstracao é o
fato de que a remocao de vértices ou arestas pode modificar o didmetro do grafo. Na
verdade, existem grafos para os quais este fato ocorre na remocao de qualquer vértice ou
aresta do grafo.

Se a Conjectura 2.54 for verdadeira a classe dos grafos clique-dominados, conhecida é
ampliada. Note que, o grafo da Figura 2.22 satisfaz a condi¢ao da Conjetura 2.54 e nao
satisfaz as condi¢Oes dos teoremas anteriores.

A. Brandstédt e D. Kratsch [20] mostraram que o problema decidir se um grafo possui
pelo menos uma clique-dominante é NP-Completo. Além disto, estes pesquisadores pro-
jetaram um algoritmo linear no nimero de vértices, para o problema de encontrar uma
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Figura 2.22: Um grafo de didmetro igual a dois que nao possui C5 como subgrafo induzido.
Note que, neste grafo os vértices pretos induzem um Ps e os vértices brancos induzem um
2K,. Além disto, qualquer conjunto formado por um vértice preto e um vértice branco é
uma clique-dominante.

clique-dominante minima em um grafo de permutac¢ao. Em um trabalho posterior [21],
estes mesmos autores também obtiveram um algoritmo polinomial que encontra uma cli-
que dominante em grafos de comparabilidade. No entanto, eles também provaram que
o problema de determinar a existéncia de cliques-dominantes na classe dos grafos fraca-
mente triangulados, formada pelos grafos que nao possuem subgrafos induzidos isomorfos
ao Cj, ou ao O} com k > 4, é NP-Dificil.

Encerramos esta secao apresentando dois problemas que consideramos de particular
interesse.

Problema 2.55. Determinar o nimero mdximo de arestas em um grafo simples que nao
possui cliques-dominantes.

Problema 2.56. Determinar o nimero mdximo de arestas em um grafo simples que nao
possui cliques-dominantes de cardinalidade k.
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Capitulo 3

Problemas de Particao Dominante

Como foi dito anteriormente, o estudo formal da teoria de conjuntos dominantes iniciou-se
na década de 1960. Desde entao, a area tem atraido diversos pesquisadores, o que levou
a progressos significativos [1, 22,28, 80,84].

Apesar do interesse despertado, nos primeiros 15 anos apds a formalizacdo dos con-
ceitos, ainda existiam poucos trabalhos na literatura relacionados a este tépico, tal fato
surpreendeu os pesquisadores E. J. Cockayne e S. T. Hedetniemi, pois ja eram conhecidas
diversas aplicagoes relacionadas com dominancia [12,13,53,85,104]. Com o objetivo de
encorajar o desenvolvimento da Teoria de Conjuntos Dominantes, eles escreveram o artigo
intitulado Towards a Theory of Domination in Graphs [41] em 1977. Neste trabalho, eles
fizeram uma breve resenha sobre aplicagdes de conjuntos dominantes. Além disso, deram
um novo impulso a teoria, ao pensar em abordar o problema dos conjuntos dominantes
sob a ética de um problema de particao do conjunto de vértices do grafo.

Cockayne e Hedetniemi [41] definiram uma parti¢cao dominante de G como uma par-
ticdo de V(G) em conjuntos dominantes. A Figura 3.1 exibe exemplos de partigoes do-

minantes.
(©
@
@
o
(a) Particdo dominante de (b) Parti¢io dominante de
cardinalidade dois. cardinalidade maxima.

Figura 3.1: Particoes dominantes distintas em um mesmo grafo. Vértices preenchidos
com 0 mesmo padrao estdo na mesma parte.

45
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Note que todo grafo possui uma particdio dominante com uma tnica parte, que é o
préprio V(G). Desta forma, fica claro que o grande desafio é maximizar o nimero de
partes da particao. Com isto em mente, Cockayne e Hedetniemi definiram, para um dado
grafo G, d(G) = max{|Z| : & é particdo dominante de G}. O valor d(G) é denominado
nimero domdtico' de G. Dado um grafo G, determinar o valor de d(G) ¢ conhecido como
o problema da particio dominante. O grafo da Figura 3.1 possui nimero domatico igual
a trés.

Este capitulo esta organizado em duas se¢des. A Secao 3.1 faz uma breve resenha de
alguns resultados sobre o problema da particdo dominante. A Secao 3.2 apresenta algumas
variantes deste problema e apresenta alguns resultados que apareceram na literatura. A
Secao 3.2 é encerrada introduzindo o problema da particdo em cliques-dominantes. Este
é o problema para o qual obtivemos resultados em classes de grafos e que estdao descritos
no proximo capitulo.

3.1 Resultados Anteriores

Nesta se¢ao, vamos considerar o problema da particdo dominante proposto por Cockayne e
Hedetniemi. Inicialmente, apresentamos alguns limitantes para o problema. Em seguida,
sao apresentados alguns resultados obtidos para classes de grafos. Encerramos a secao
apresentando resultados acerca da criticidade do ntimero domatico.

Em analogia ao problema de coloracao de vértices, que atribui cores aos vértices de
um grafo, uma particdo dominante de k partes pode ser vista como uma atribuicao de
k cores aos vértices de G, de tal forma que cada vértice de uma determinada cor seja
adjacente a pelo menos um vértice de cada uma das outras k— 1 cores. Esta interpretagao
torna evidente a relagdo de d(G) com §(G), levando a obtengao do limitante expresso na
proposicao a seguir.

Proposigao 3.1 (Cockayne e Hedetniemi [41]). Para todo grafo G, d(G) < 6(G)+1. O

Quando a igualdade é verificada na Proposicao 3.1, dizemos que G é domaticamente
cheio. A Figura 3.2 exibe um grafo com esta propriedade. Em 1983, B. Zelinka [133]
mostrou que é possivel construir grafos que possuem numero domatico igual a dois e
grau minimo arbitrariamente grandes, o que significa que existem grafos para os quais a
diferenca entre d(G) e §(G) pode ser tao grande quanto se queira.

No mesmo trabalho em que introduziram o problema, Cockayne e Hedetniemi inves-
tigaram a relacao entre o nimero domatico de um grafo e do seu grafo complementar.

'Em inglés, este conceito é denominado domatic number. O termo parece ter origem em uma jus-
taposicdo do prefixo de dominating e o sufixo de chromatic, devido as relagdes entre estes conceitos,
explicitadas na secao a seguir.
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U1 V2 U3
0
Vo
V4 Us Ve

Figura 3.2: Um grafo domaticamente cheio, com uma particao dominante de cardinalidade
dois indicada pelas cores dos vértices.

Usando o limitante da Proposigdo 3.1, eles apresentaram o limitante superior para d(G)
apresentado na Proposicao 3.2.

Proposicao 3.2 (Cockayne e Hedetniemi [41]). Para todo grafo G com n vértices, d(G)+

d(G) <n+1.

Demonstragio. Seja G um grafo com n vértices e G o seu grafo complementar. Pela

Proposicao 3.1, d(G) +d(G) < 6(G)+1+d(G)+ 1. Pela definigao de grafo complementar,

3(G) =n—1—-A(G). Entao, 6(G)+1+0(G)+1=0(G)+1+(n—1—-A(G))+1=
n+1+9(G) — A(G). Como §(G) < A(G), entdao n + 1+ §(G) — A(G) < n+ 1. O

Ainda sob a perspectiva da Proposic¢ao 3.2, os autores concluiram que sé existem dois
grafos para os quais a igualdade é verificada. O teorema a seguir exibe este resultado.

Teorema 3.3 (Cockayne e Hedetniemi [41]). Seja G um grafo com n vértices, entdo
d(G) +d(G) =n+1 se e somente se G2 K,, ou G =K, O

O problema da particio dominante tem sido estudado com diferentes abordagens.
Alguns autores obtiveram limitantes para o nimero domético [38,45,58,82,133]. Em
particular, Zelinka demonstrou o simples, mas interessante, limitante apresentado no
teorema a seguir.

Teorema 3.4 (Zelinka [133]). Para todo grafo simples G com n vértices,

]

Este limitante decorre do fato de que, em um grafo simples G com n vértices, qualquer
conjunto S C V(G) com |S| > n — 6(G) é um conjunto dominante. Isto ocorre porque
todo vértice v € V(G) \ S tem no minimo §(G) vizinhos em G. Logo, pelo menos um
deles pertence a S. Como consequéncia, qualquer particdo cujas partes possuam pelo
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menos n — 0(G) vértices é uma partigio dominante. De fato, sempre é possivel obter

uma particao em conjuntos dominantes que possua {#(G)J partes. Para isto, basta

particionar V(G) em {#(G)J — 1 partes de cardinalidade n — 6(G) e uma parte com
n — 6(G) +nmod (n —0(G)) vértices. A existéncia desta partigdo certifica o limitante
apresentado no Teorema 3.4.

Como era esperado, em 1974, M. R. Garey e D. S. Johnson [65] provaram que o pro-
blema de decidir se um grafo arbitrario G possui uma particao dominante de cardinalidade
k é NP-Completo. Este fato fortalece a abordagem do problema para classes de grafos.
De fato, quando introduziu o problema, Cockayne e Hedetniemi determinaram o ntimero
domatico de algumas classes de grafos. A lista a seguir resume os resultados que eles

obtiveram.

o d(K,VG) =n+dG):

o d(K,) =n, dE,) = 1;

Para qualquer arvore T com dois ou mais vértices, d(T') = 2;

Para qualquer inteiro positivo n, d(Cs,) = 3 € d(Csp11) = d(Cspp0) = 2;

Para 2 <m <mn, d(K,,,) = m;

Se G é um grafo exoplanar maximal, entao d(G) = 3.

Dos exemplos supracitados, vamos explicitar a demonstracao do resultado para arvores
porque os autores preferiram omitir a prova deste resultado em seu artigo.

Proposicao 3.5 (Cockayne e Hedetniemi [41]). Se T' é uma drvore com |V(T)| > 2,
entdo d(T) = 2.

Demonstracao. S6 existe uma arvore de dois vértices, o grafo P,, para o qual claramente
d(T) = 2. Suponha que para um inteiro n > 3, todas as arvores com n — 1 vértices
possuam numero domatico igual a dois.

Seja T' uma &vore com n vértices. Seja v uma folha de T'. O grafo 7" =T — v é uma
arvore de n — 1 vértices. Pela hipétese de indugao, 7" possui uma particio dominante
D" = V/ UV]. Seja w o tnico vizinho de v. Note que w € V(T"). Suponha, sem perda
de generalidade, que w € V/. Entao, V/ é um conjunto dominante de 7. Além disso,
Vo = Vg U{w} também é um conjunto dominante de 7. Portanto, D = V] UV, é uma
partigdo dominante de T' de cardinalidade dois. Pela Proposigao 3.1, d(T') = 2. O
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Depois destes resultados iniciais, outra classes de grafos tiveram seus nimeros domati-
cos estabelecidos [32,92,107,131]. Em particular, G. J. Chang [32] resolveu o problema da,
particdo dominante para as grades, que sao os grafos obtidos pelo produto cartesiano de
caminhos. Esta é uma classe de grafos importante, frequente em diversas aplicagoes, cuja
estrutura ¢ particularmente interessante em problemas de particionamento. O resultado
demonstrado por Chang esta apresentado no Teorema 3.6 e ilustrado na Figura 3.3.

Teorema 3.6 (Chang [32]). Seja G =P, 0 P,, p> 2, ¢ > 2. Entdo,

d(G):{z, se(p=2cqe{24})ou(p=4deq=2);

3, caso contrario.

]
P OP POR=ZPROP
P3 [ P4 P4 l P4

° o . o ° O ® °

> ® > ® G 3 3 ¢

o ' 3 O ® o o ® ®

° © o ®

Figura 3.3: Alguns exemplos de particbes dominantes maximas em grades.
Por construgao, 6(P, O P,) = 2. Portanto, pela Proposi¢ao 3.1, concluimos que

d(P, 0 F,) < 3. Os grafos P, 0 P, e P, O P, ndo possuem partigdo dominante de cardi-
nalidade trés, mas possuem parti¢coes dominantes com duas partes exibidas na Figura 3.3.
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Os autores obtiveram um método para construir partigbes dominantes para todos os casos
em que d(G) = 3. A Figura 3.3 exibe os casos Py O P, e P, O Py, nos quais as parti¢oes
sao obtidas por meio de padroes diferentes.

Um grafo G é domaticamente critico se para toda aresta e € E(G), d(G —e) <
d(G). A Figura 3.4 exibe um grafo com esta propriedade. Este conceito foi introduzido
por Cockayne [38], em uma resenha na qual ele apresenta alguns problemas em aberto
relacionados a particoes dominantes. Entre eles, estava o problema de caracterizar a classe
dos grafos domaticamente criticos.

V1

oz
Y

Vo V2 Us Ve

Figura 3.4: Um grafo domaticamente critico, com uma particdo dominante maxima
indicada pelo preenchimento dos vértices. Note que para qualquer aresta e € FE(G),

d(G —e) = 1. Logo, d(G —e) <2 < d(G).

Zelinka [130] se interessou por este problema e descreveu a estrutura dos grafos do-
maticamente criticos. Em 1980, ele provou que um grafo domaticamente critico deve ser
a unido de d(G) conjuntos independentes que induzem, dois a dois, grafos cujas compo-
nentes conexas sao isomorfas a grafos estrela. O Teorema 3.7 detalha este resultado.

Teorema 3.7 (Zelinka [130]). Seja G um grafo domaticamente critico com nimero do-
matico d(G) = d. Entao, seu conjunto de vértices pode ser particionado em d conjuntos

independentes Vi, ..., Vy, com a propriedade de que, para quaisquer i,j € {1,...,d}, o
subgrafo G;; = G[V; U V;] € um grafo bipartido cujas componentes conexas sao grafos
estrelas. ]

Apesar de esta condi¢@o ser necessaria para que um grafo seja domaticamente critico,
Zelinka nao soube dizer se ela era suficiente e lancou esta questao como uma conjectura.
Esta pergunta foi respondida negativamente, independentemente, por 1. E. Zverovich e
V. E. Zverovich [139] e D. F. Rall [106]. Ambos os trabalhos mostram que esta afirmacao
¢é verdadeira apenas para grafos com nimero domatico menor ou igual a dois, e que é
possivel construir contraexemplos com qualquer nimero doméatico maior ou igual a trés.
A demonstracao do Teorema 3.8, de Zverovich e Zverovich, é construtiva.

Teorema 3.8 (Zverovich e Zverovich [139]). Para todo inteiro d > 3, existe um grafo G
com d(G) = d que ndo é domaticamente critico, cujos vértices podem ser particionados
em conjuntos independentes Vi, ..., Vy, que possuem a propriedade de que, para quaisquer
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i,j € {1,...,d}, o subgrafo G;; = G[V; UV;] € um grafo bipartido cujas componentes
conexas sao grafos estrelas. [

Além de responder a conjectura de Zelinka, Rall também caracterizou os grafos doma-
ticamente criticos de acordo com o seu nimero domatico. Este resultado esta expresso no
Lema 3.9. Ele denominou os grafos domaticamente criticos que possuem niimero domético
igual a k de grafos domaticamente k-criticos.

Lema 3.9 (Rall [106]). Seja G um grafo com d(G) = k. Entao, G é domaticamente k-
-critico se e somente se GV K, é domaticamente (k+n)-critico para todo inteiro positivo
n. [

Neste mesmo trabalho, Rall também investigou a relacao entre grafos domaticamente
criticos e domaticamente cheios. Ele provou que todo grafo domaticamente k-critico com
k < 3 também é domaticamente cheio. Entretando, para todo k > 4 existem grafos
domaticamente k-criticos que nao sao domaticamente cheios. Para k < 2, este resultado
pode ser verificado pelo Teorema 3.7; para os outros casos, o Teorema 3.10 estabelece o
resultado.

Teorema 3.10 (Rall [106]). Todo grafo domaticamente 3-critico é domaticamente cheio.
No entanto, para todo n > 4 existe um grafo que é domaticamente n-critico mas nao é
domaticamente cheio. [l

De fato, a relacdo entre os grafos domaticamente criticos e domaticamente cheios ja
havia sido estudada no mesmo artigo em que Zelinka lancou a conjectura citada anteri-
ormente. O resultado que ele obteve esta apresentado a seguir.

Teorema 3.11 (Zelinka [130]). Existe um grafo reqular domaticamente cheio com n vér-
tices e numero domdtico d se e somente se d divide n. Tal grafo também é domaticamente
critico. ]

Ao trabalhar com grafos domaticamente criticos, Zelinka [134] considerou o problema
inverso, ou seja, adicionar arestas ao invés de remové-las. Um grafo G é chamado de
domaticamente cocritico se, para toda aresta e € E(G), o grafo G’ = (V(G), E(G) U {e})
possui d(G") > d(G). A Figura 3.5 exibe um grafo com esta propriedade.

No seu trabalho, Zelinka caracterizou os grafos domaticamente cocriticos que também

sao domaticamente cheios. Este resultado esta explicitado no Teorema 3.12.

Teorema 3.12 (Zelinka [134]). Seja G um grafo simples nao isomorfo a um grafo com-
pleto. Entdo, as sequintes proposicoes sao equivalentes:

(i) G ¢é simultaneamente domaticamente cheio e domaticamente cocritico e d(G) = d;
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Figura 3.5: Um grafo domaticamente cocritico com d(G) = 3 e uma partigdo dominante
especificada pelo preenchimento de cada vértice. Observe que, se adicionarmos uma aresta

de E(G) = {{v1,v6}, {vs, v}, {v4,v6}} neste grafo, teremos d(G) = 4.

(ii) G € obtido de um grafo completo K,, com n > d, pela adigio de um novo vértice
adjacente a exatamente d — 1 vértices do K,. ]

Zelinka também caracterizou os grafos que sao simultaneamente domaticamente criti-
cos e domaticamente cocriticos. Este resultado é apresentado no Teorema 3.13.

Teorema 3.13 (Zelinka [134]). Seja G um grafo simples nao isomorfo a um grafo com-
pleto. Entao, as sequintes condigcoes sao equivalentes:

(i) G é simultaneamente domaticamente critico e domaticamente cocritico;
(ii) G € obtido de um grafo completo K,,, com n > 3, pela remogio de uma aresta. [

Além dos resultados aqui apresentados, Zelinka estudou a classe dos complementos de
florestas e caracterizou os grafos domaticamente cocriticos para os quais d(G) € {n,n —
1,n—2,n—3,n—4}. Unm resultado especialmente interessante estabelecido por Zelinka
é apresentado a seguir.

Proposigao 3.14 (Zelinka [134]). Seja G um grafo cujo complemento G consiste em
duas componentes com o mesmo numero de vértices, sendo este niumero maior que dois.
Entao, G nao é domaticamente cocritico. O]

No Teorema 3.12, Zelinka mostrou que para todo par de inteiros n e d, com n > d,
existem grafos domaticamente cocriticos com n vértices e nimero domatico igual a d
cujos grafos complementares possuem exatamente n — d arestas. Além disto, ele afirmou
que este é o menor nimero de arestas que podem existir no complemento de um grafo
nestas condigoes e sugeriu o problema de encontrar um grafo domaticamente cocritico
com n vértices que possua mais do que n — d arestas. Este grafo foi encontrado por I. E.
Zverovich e V. E. Zverovich [139], em 1991. Eles mostraram que, para qualquer inteiro
positivo k, existe um grafo cocritico com 6k + 3 vértices cujo grafo complementar possui
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exatamente n — d + k arestas. Este grafo é o complemento do grafo formado pela unido
disjunta de 2k + 1 caminhos com trés vértices. A Figura 3.6 mostra o grafo e seu grafo
complementar para o caso em que k = 1. O resultado de Zverovich e Zverovich estéd
apresentado no Teorema 3.15.

G G

®) ®) ®)
@) @) ®)
@) @) ©)

Figura 3.6: Grafo obtido por Zverovich no Teorema 3.15 caso k seja igual a um.

Teorema 3.15 (Zverovich e Zverovich [139]). Para todo inteiro positivo k existe um grafo

domaticamente cocritico G para o qual |E(G)| =k +n — d(G). O

A estrutura da familia de grafos construida por Zverovich e Zeverovich [139] no Teo-
rema 3.15 é muito interessante. Convidamos o leitor interessado a demonstrar que estes
grafos sdo, de fato, domaticamente cocriticos.

Resultados recentes relacionados aos grafos domaticamente cocriticos tém aparecido
na literatura. Em 2013, H. B. Walikar et al. [124] demonstraram a afirmagao de Zelinka
de que o menor nimero de arestas no complemento de um grafo domaticamente cocritico é
|V(G)|—d(G). Eles também mostraram que existem grafos domaticamente cocriticos com
qualquer nimero de componentes conexas no grafo complementar. Além destes avancos,
eles generalizaram alguns resultados anteriores, entre estes a Proposicao 3.14. Este tltimo
resultado estd explicitado no Teorema 3.16.

Teorema 3.16 (Walikar et al. [124]). Seja G um grafo cujo complemento G consiste
em um numero par de componentes, todas com o mesmo numero de vértices, sendo este
numero maior que dois. Entdo, G ndao é domaticamente cocritico. [

O problema da particdo dominante é fascinante. A comunidade cientifica que trabalha
neste problema e em problemas relacionados tem se expandido ano a ano. Varias contri-
buicoes tém aparecido e muitos problemas novos tém sido propostos. Finalizamos esta
segao apresentando dois problemas propostos por Walikar et al. [124] em 2013.
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Problema 3.17. Encontrar um grafo domaticamente cocritico G, com d(G) > 2 e¢ G
conexo.

Problema 3.18. Seja G um grafo domaticamente cocritico. Provar que cada componente
de G possui didmetro no mdzimo dois.

3.2 Variantes da Particao Dominante

O problema da particdo em conjuntos dominantes também é abordado considerando as
diversas variantes de conjuntos dominantes existentes. Nesta se¢ao, vamos definir varian-
tes do problema da particao dominante e apresentar alguns dos resultados existentes na
literatura. Existem outras variagoes deste problema sendo estudadas [69,91,93,99].

Particao Dominante Total

Em 1980, Cockayne et al. [39] introduziram uma nova variante do problema da partigdo
dominante. Uma particio dominante total de um grafo G é uma parti¢do de V(G) em
conjuntos dominantes totais. A Figura 3.7 exibe exemplos de parti¢oes deste tipo.

N N\

(a) Particdo dominante total de cardina- (b) Parti¢do dominante total de cardina-
lidade dois. lidade méxima.

Figura 3.7: Partices dominantes totais distintas em um mesmo grafo. Vértices preenchi-
dos com o mesmo padrao estao na mesma parte.

Note que para esta variante nao é garantida a existéncia de uma particdo para qual-
quer grafo, pois nao existem conjuntos dominantes totais nos grafos que possuem vértices
isolados. Por outro lado, um grafo sem vértices isolados possui uma particdo dominante
total cuja tnica parte é o préprio V(G). Desta forma, dado um grafo G sem vértices
isolados, di(G) = max{|Z| : & é particao dominante total de G}. O valor d;(G) é de-
nominado nimero domdtico total de G. Dado um grafo G, determinar o valor de d;(G) é
conhecido como o problema da particao dominante total. O grafo da Figura 3.7(b) possui
numero domatico total igual a trés.
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Para o problema da particado dominante total, também podemos fazer uma ana-
logia com o problema de coloracdo de vértices. Em uma particio dominante total,
todo vértice do grafo deve ser dominado por pelo menos um vértice em cada parte,
incluindo sua prépria parte. Portanto, temos que di;(G) < §(G). Um outro limitante
imediato é d;(G) < ||V(G)|/v(G)]. Combinando ambos os limitantes, temos di(G) <
min{5(G), LIV (G)|/3(G)1}-

No mesmo trabalho em que introduziram a particdo dominante total, Cockayne et
al. [39] mostraram uma relacao entre v, (G) e di(G), apresentada no Teorema 3.19.

Teorema 3.19 (Cockayne et al. [39]). Seja G um grafo com n vértices e sem vértices
isolados.

(i) Entdo, (G) + di(G) < n+1, com igualdade se e somente se G = mKs.

(i) Se G é conexo e possui n > 3 vértices, entao v(G) + di(G) < n, com igualdade se
e somente se G € {K; 9, K3,Cy, K4 — e, Ky}. O

Ainda neste trabalho, os pesquisadores mostraram uma relacao entre o niimero doma-
tico total de um grafo e o nimero domatico total de seu complemento. Esta relagao esta
expressa no Teorema 3.20.

Teorema 3.20 (Cockayne et al. [39]). Seja G um grafo com n vértices, sem vértices

isolados e com A(G) <n—1. Entdao, di(G) +di(G) < n—1, com igualdade se e somente
se G=C, ou G = Cy. O

Além do estudo de limitantes para o nimero domatico total, Cockayne et al. [39] estu-
daram o problema para algumas classes tradicionais de grafos: d;(K,) = {%J, di(Kpn) =
min{m,n}; e d;(Cy,) = 2.

Desde que foi proposta, esta variante do problema da particao dominante tem atraido
a atencao de pesquisadores [5,6,26,98,136,137]. Zelinka foi um dos primeiros pesquisa-
dores a estudar este problema. Em 1989, ele demonstrou os resultados apresentados no
Teorema 3.21 e no Teorema 3.22.

Teorema 3.21 (Zelinka [136]). Para cada cardinal ¢ diferente de zero, existe um grafo
simples G, tal que cada um de seus vértices possui grau pelo menos ¢, cujo niumero do-
mdtico total é um. Se c € finito, entao existe um grafo finito e um grafo infinito com esta
propriedade. [

Teorema 3.22 (Zelinka [136]). Seja G um grafo simples com n vértices. Entao, di(G) >
In/(n—0(G)+1)] e cada subconjunto de V(G) com n—06(G)+ 1 vértices é um conjunto
dominante total em G. [
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O 1ltimo resultado decorre do fato de que, em um grafo simples G com n vértices,
um conjunto S C V(G) contendo n — §(G) + 1 vértices é um conjunto dominante total,
pois todo vértice do grafo possui pelo menos um vizinho em S. Isto nos permite construir
uma particao dominante total, com {%J partes, de forma analoga a apresentada no
Teorema 3.4. Se n > 2, cada conjunto dominante total possui pelo menos dois vértices.
Entao, di;(G) < [n/2]. Considerando este limitante, cinco anos depois, Zelinka [137]
determinou o niimero minimo de arestas que um grafo deve possuir para que a igualdade
ocorra. O Teorema 3.23 exibe este resultado.

Teorema 3.23 (Zelinka [137]). Seja G um grafo com n vértices e sem vértices isolados.

Entao, di(G) < |n/2]. O ndmero minimo de arestas no grafo G para que a igualdade

, n2 (n—l)2 . O
ocorra € vy para n par e a1 para n impar.

Além disto, ele relacionou o nimero domético e o niimero domatico total, conforme
expresso no Teorema 3.24.

Teorema 3.24 (Zelinka [137]). Para todo grafo G sem vértices isolados,
[d(G)/2] <dy(G) < d(G)

]

Recentemente, em 2012, H. Aram et al. [5] obtiveram um limitante para o nimero
domatico total de um grafo em fun¢ao do seu niimero de vértices, grau minimo e grau
méximo. O Teorema 3.25' exibe este resultado.

Teorema 3.25 (Aram et al. [5]). Seja G um grafo com n vértices. Seja k um inteiro nao
negativo. Se e(A(G)* + 1)k(1 — 1)°@ < 1, entdo dy(G) > k. O

Um caso interessante do Teorema 3.25 ocorre quando o grafo é regular. Com esta
restri¢ao, o limitante se reduz ao valor apresentado no corolario a seguir.

Corolario 3.26 (Aram el al [5]). Seja G um grafo r-reqular, com r > 3. Entdo,

T
> .
dt(G) ~— 3lnr

INeste teorema, a letra e denota o nimero de Euler ou constante de Napier.
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Particao Dominante Independente

No mesmo trabalho em que Cockayne e Hedetniemi iniciaram o estudo da particdo do-
minante [41], eles também definiram a particao dominante independente (PDI) de um
grafo como uma particio de seu conjunto de vértices em conjuntos dominantes inde-
pendentes. Note que uma tal particio nem sempre existe. Um exemplo de grafo que
nao possui uma particao deste tipo é o Cs. Para os grafos que possuem pelo me-
nos uma PDI, o nidmero domdtico independente é definido como id(G) = max{|Z| :
& ¢é partigdo dominante independente de G}. A Figura 3.8 mostra um grafo com id(G) =
4 e exibe duas de suas particoes dominantes independentes distintas.

(a) Parti¢gio dominante indepen- (b) Particio dominante indepen-
dente de cardinalidade treés. dente de cardinalidade maxima.

Figura 3.8: Partigoes dominantes independentes distintas em um mesmo grafo. Vértices
preenchidos com o mesmo padrao estao na mesma parte.

Note que se formarmos uma classe de cor com cada parte de uma particio dominante
independente, teremos uma coloracao de vértices para o grafo em questdo. Portanto,
toda particdo dominante independente é uma coloracdo. Logo, x(G) < id(G). E bem
conhecido que w(G) < x(G). Concluimos que w(G) < id(G). Esta desigualdade foi
primeiro observada por Cockayne e Hedetniemi [41].

Seja G um grafo que possui pelo menos uma PDI, &2 = V; U ... U V;. Observe
que um conjunto dominante independente em G também é um conjunto independente
maximal em G. Portanto, uma clique maximal em G. Logo, todas as partes de & sao
cliques maximais em G. Seja w(G) o menor niimero de vértices em uma clique maximal
de G. Entao, w(G) < min{|V;| : 1 < i < k}. Além disto, um conjunto formado por
um vértice de cada parte de & é um conjunto dominante em G. Desta forma, podemos
formar uma partigdio dominante em G de cardinalidade min{|V;| : 1 < ¢ < k}. Logo,
min{|V;| : 1 <i < k} < d(G). Entdo, w(G) < d(G). Este resultado foi apresentado por
Cockayne e Hedetniemi [41] e estd expresso na Proposigao 3.27.

Proposigao 3.27 (Cockayne e Hedetniemi [41]). Dado um grafo G, se o seu complemento
G possui pelo menos uma PDI, entio, w(G) < d(G). O
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Como toda particdo dominante independente é uma particdio dominante, temos que
id(G) < d(G). Em 1983, Zelinka [132] mostrou que para qualquer par de inteiros 2 < i <
J, € possivel construir um grafo com nimero domatico independente ¢ e nimero domatico
j. Portanto, a diferenga entre id(G) e d(G) pode ser tao grande quanto se queira.

O problema da particdo dominante independente também foi abordado para classes de
grafos [52,89,120]. Em 2000, J. E. Dunbar et al. [52] estudaram este problema para classes
de grafos obtidas por operagoes de produto. Para os produto cartesianos de caminhos, os
autores determinaram que sé existem partigoes dominantes independentes de cardinali-
dade dois. Para os produtos cartesianos de ciclos por caminhos, foram caracterizados os
grafos que possuem PDIs de cardinalidade 2 e também os grafos que possuem PDIs de
cardinalidade 3. Estes dois tltimos resultados estao expressos nos Teoremas 3.28 e 3.29.

Teorema 3.28 (Dunbar et al. [52]). Seja G = C,, O P,. O grafo G possui uma parti¢io
dominante independente de cardinalidade 2 se e somente se m é par e m > 4. O]

Teorema 3.29 (Dunbar et al. [52]). Seja G = C,,, O P,. O grafo G possui uma parti¢io
dominante independente de cardinalidade 3 se e somente se m =0 (mod 3). []

Como §(C, O Cy,) =4 e w(C, O C,,) > 2, considerando os limitantes discutidos an-
teriormente para id(G) e a Proposicao 3.1, os grafos nesta classe s6 podem possuir PDIs
de cardinalidade 2, 3, 4 ou 5. Dunbar et al. [52] caracterizaram os grafos nesta classe
que possuem PDIs com cardinalidade 2, os grafos que possuem PDIs de cardinalidade 3 e
também os que possuem PDIs de cardinalidade 5. Além disso, eles deram uma condicao
suficiente para um produto cartesiano de dois ciclos possuir uma PDI de cardinalidade 4.
Ainda neste trabalho, os autores obtiveram uma caracterizacao das partigbes dominantes
independentes dos produtos diretos de dois grafos completos, e, consequentemente, deter-
minaram o nimero domatico independente destes grafos. Este ultimo resultado é exibido
no Teorema 3.30.

Teorema 3.30 (Dunbar et al. [52]). Sejam ny > 2 e ny > 2 dois inteiros. Entdo, o
grafo K,, x K,, possui exatamente duas particoes dominantes independentes, uma de
cardinalidade n, e outra de cardinalidade no.

Dunbar et al. [52] também discutiram sobre alguns problemas em aberto. Em particu-
lar, esses autores sugeriram o problema de caracterizar as particoes dominantes indepen-
dentes dos produtos diretos de trés grafos completos. Esta questao foi resolvida por M.
Valencia-Pabon [120], em 2010. Este ultimo resultado esté explicitado no Teorema 3.31.

Teorema 3.31 (Valencia-Pabon [120]). Seja G = K,y X K, X Ky, , com ng, ny, ng, inteiros
maiores ou iguais a dois. Seja t = max{ng,ny,na}. Entao:

(i) Se n; é impar para todo i € {0,1,2}, entio id(G) = t;
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1) Sen; € par en; < ng sao impares, com i, j, k dois a dois distintos, ei,j, k € {0,1,2},
! 1
entio id(G) = max{t, % +1};

iii) Se n; e n; sao pares, com i,j € {0,1,2} ei # j, entdo id(G) = "™, 0
J 4

Em 2013, A. R. Oliveira e C. N. Campos [103] estudaram o problema da partigao
dominante independente para os produtos diretos de ciclos. Eles obtiveram o ntmero
domatico independente para o produto de um Cy4 por um ciclo qualquer. Este resultado
¢ apresentado no Teorema 3.32.

Teorema 3.32 (Oliveira e Campos [103]). Seja G = Cy x C,,, n > 3. Entao,
id(G) = {3, sen=0 (mod 3);

2, caso contrario.

Particao Dominante Conexa

Uma partigio dominante conexa de um grafo G é uma partigdo de V(G) em conjuntos
dominantes conexos. Como ja foi dito no Capitulo 2, ndo existem conjuntos dominantes
conexos em grafos ndo conexos. Logo, ndo existem particoes dominantes conexas em tais
grafos. Por outro lado, um grafo conexo sempre possui uma particio dominante conexa
cuja unica parte é V(G). Para um grafo conexo GG, o maior nimero de partes em uma
particdo dominante conexa de GG é denominado numero domdtico conexo de GG e denotado
por d.(G). A Figura 3.9 mostra dois exemplos de partigoes dominantes conexas.

AT AN

O
(a) Particdo dominante conexa (b) Parti¢do dominante conexa
de cardinalidade dois. de cardinalidade méxima.

Figura 3.9: Parti¢oes dominantes conexas distintas em um mesmo grafo. Vértices preen-
chidos com o mesmo padrao estao na mesma parte.

Partigoes dominantes conexas foram definidas por R. Laskar e S. T. Hedetniemi [94]
em 1983. Em 1986, Zelinka [135] demonstrou que a conexidade de vértices de um grafo
é¢ um limitante superior para o seu nimero domaéatico conexo, conforme especifica o Teo-
rema 3.33.
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Teorema 3.33 (Zelinka [135]). Seja G um grafo conexo nao isomorfo a um grafo com-
pleto. Entao, d.(G) < k(G). O

Como fez para algumas das outras variantes, Zelinka também demonstrou que é pos-
sivel obter grafos que possuem nimero domatico conexo arbitrariamente grande. Além
disso, ele demonstrou que, para grafos com n > 3 vértices, é possivel construir um grafo
com d.(G) igual a quase todo inteiro positivo nao excedendo n. O Teorema 3.34 apresenta
este resultado.

Teorema 3.34 (Zelinka [135]). Seja n > 3 um inteiro. Para todo inteiro k tal que
1 <k<n-—2ouk=n, existe um grafo G com n vértices tal que d.(G) = k. Para
k =n—1, tal grafo ndo existe. ]

Em 2001, B. L. Hartnell e D. F. Rall [72] estabeleceram um limitante inferior para
o numero de arestas de um grafo em funcao de seu nimero de vértices e seu numero

domatico conexo. Este limitante estabelece que um grafo conexo com n vértices e nimero

k+1
2

que o nimero domatico conexo de um grafo planar é no maximo quatro conforme explicita

domatico conexo k possui pelo menos (n — k) arestas. Neste trabalho, eles provaram

o Teorema 3.35.

Teorema 3.35 (Hartnell e Rall [72]). Seja G um grafo planar. Entao, d.(G) < 4. Além
disso, d.(G) =4 se e somente se G = Kj. [

Ainda neste trabalho, os pesquisadores caracterizaram os grafos planares que possuem
d.(G) = 3. O Teorema 3.36 explicita esta caracterizagao.

Teorema 3.36 (Hartnell e Rall [72]). Seja G um grafo planar tal que d.(G) = 3. Seja
{Dy U Dy U D3} uma particio dominante conexa de G. Entao, cada um dos subgrafos
G[D1],G[Ds] e G[Ds] é isomorfo a um caminho. O

Esta é uma das variantes mais estudadas, tendo em vista que conexidade é uma res-
tricao frequente em uma série de aplicagoes. Recentemente, tém aparecido muitos resul-
tados na literatura relacionados a algoritmos para obter particoes dominantes conexas,
bem como relacionados as suas aplicagoes [55,100,101]. Existem até mesmo estudos sobre
variantes da particio dominante conexa [7].

Particao Dominante Indivisivel

Nesta subsecao, apresentamos uma variante do problema de particdo em conjuntos domi-
nantes, definida por B. Zelinka [132], que é de natureza diferente das variantes definidas
anteriormente. Nas variantes até entao apresentadas, os problemas eram de maximizacao
e aqui temos um problema de minimizagao
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Em um grafo G, dizemos que um conjunto dominante S C V(G) é um conjunto
dominante indivisivel se e somente se nao existe conjunto S’ C S, tal que ambos S’ e
S\ S’ sao conjuntos dominantes. Uma particao dominante indivisivel de um grafo G é
uma particao de V' (G) em conjuntos dominantes indivisiveis. O menor nimero de partes
em uma particdo dominante indivisivel de G é denominado numero adomdtico de G e
denotado por ad(G). A Figura 3.10 mostra duas particoes dominantes indivisiveis para
um grafo, repare que apenas uma delas é minima.

(a) Particio dominante indivisivel (b) Partigdo dominante indivisivel
de cardinalidade quatro. de cardinalidade minima.

Figura 3.10: Particao dominantes indivisiveis distintas em um mesmo grafo. Vértices
preenchidos com o mesmo padrao estdao na mesma parte.

Para os grafos nao conexos sem vértices isolados e os grafos conexos com diametro
pelo menos trés, Zelinka [132] determinou que uma partigdo dominante indivisivel possui
pelo menos duas partes. Esses resultados estao especificados nos Teoremas 3.37 e 3.38.

Teorema 3.37 (Zelinka [132]). Seja G um grafo nao conexo sem vértices isolados. Entao,
ad(G) = 2. O

Teorema 3.38 (Zelinka [132]). Seja G um grafo conexo cujo didgmetro é pelo menos trés.

Entao, ad(G) = 2. O

Note que, como em um conjunto dominante independente S nao existe aresta en-
tre nenhum par de vértices, este conjunto nao pode ser particionado em dois conjuntos
dominantes. Portanto, todo conjunto dominante independente é também um conjunto
dominante indivisivel. Observando este fato, Zelinka obteve os limitantes exibidos no
Teorema 3.39.

Teorema 3.39 (Zelinka [132]). Seja G um grafo que possui pelo menos uma particao
dominante independente. Entao, ad(G) < id(G) < d(G). O
Particao em Cliques-Dominantes

Encerramos este capitulo formulando a variante que denominamos problema da parti¢cao
em cliques-dominantes. Uma particio em cliques-dominantes(PCD) de um grafo G con-
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siste em uma particao de V(G), tal que cada uma de suas partes seja uma clique-dominante
em GG. A Figura 3.11 apresenta um grafo e duas de suas partigoes em cliques-dominantes.

(a) Uma partigdo de cardinalidade dois. (b) Uma parti¢do de cardinalidade méxima.

Figura 3.11: Parti¢oes em cliques-dominantes distintas em um mesmo grafo. Vértices
preenchidos com o mesmo padrao estao na mesma parte.

E importante ressaltar que, diferentemente de algumas variagoes apresentadas, nem
sempre é possivel particionar o conjunto de vértices do grafo em cliques-dominantes. Este
é o caso, por exemplo, do grafo C5. Além disso, a caracterizacao da existéncia de tal
particdo nem sempre é tao imediata, como no caso do problema da particdo dominante
total.

Se o conjunto de vértices de G admite uma particao em cliques-dominantes, dizemos
que o grafo G possui uma particdo em cliques-dominantes (PCD). Para os grafos que
possuem uma PCD, definimos o nidmero clique-domdtico como du(G) = max{|Z?| : &
¢ uma partigdo em cliques dominantes}. Dado um grafo G, que possui pelo menos uma
partigdo em cliques-dominantes, o problema de determinar o valor de d(G) é conhecido
como o problema da particio em cliques-dominantes

Nesta dissertacao de mestrado, abordamos o problema da particao em cliques-domi-
nantes para algumas classes de grafos. O préximo capitulo apresenta os resultados que
obtivemos neste problema.



Capitulo 4

Resultados

Neste capitulo apresentamos os resultados que obtivemos abordando o problema da par-
ticao em cliques-dominantes para classes de grafos. Decidimos apresentar os resultados
sem dividir o capitulo em sec¢oes porque as relagoes entre as classes consideradas ficam
melhor conectadas.

E uma observacio simples, o fato de que um grafo completo com n vértices, K,,
possui uma PCD com n partes unitérias. Logo, dy(K,) = n. J& para um grafo bipartido
completo, K, ,, cujas partes possuem cardinalidade m e n, uma particao em cliques-
-dominantes nem sempre existe. Por exemplo, o grafo K3 nao possui uma particao em
cliques-dominantes. O teorema a seguir caracteriza os grafos bipartidos que possuem uma
PCD.

Teorema 4.1. Seja G um grafo bipartido. O grafo G possui uma PCD se e somente se
G = K,,,,. Ademais, dy(K,,) =n, paran > 2.

Demonstragio. Seja G um grafo bipartido e seja {X, Y} uma bipartigao de V(G) tal que
| X| =m e |Y|=mn. Suponha que & = {V},...,V;} seja uma PCD de G. Considerando
que vértices pertencentes a uma mesma parte de {X,Y} ndo podem pertencer a uma
mesma clique-dominante, temos |V;| < 2,1 <i < k.

Vamos mostrar, inicialmente, que G = K,,,. Suponha que existam r € X ey € YV
tais que {z,y} ¢ E(G). Seja V, a parte de & que contém z. Neste caso, |V,| = 2,
pois € V, e {z,y} ¢ E(G). Seja u € V, \ {z}. Como V, é uma clique, u € Y; logo
{u,y} ¢ E(G). Isto implica que nao existe vértice em V, que domine y, contrariando o
fato de que V, é uma clique-dominante. Logo, G = K, .

Suponha que exista V; € & tal que V; = {x}. Suponha, sem perda de generalidade,
que z € X. Isto implica que X = {z}, pois se existisse outro vértice 2’ € X, 2’ # «x,
o conjunto V; = {z} ndo poderia dominar z’. Dado que X = V; = {x}, entao para
Jj #1, V; CY. Este fato associado ao fato de que os vértices de ¥ sao dois a dois nao

63
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adjacentes implicam que |Y| = 1. Portanto, supondo X = {z} e Y = {y}, concluimos
que & = {{z} . {y}}.

Para concluir esta parte da demonstragdo, resta analisar o caso em que |V;| = 2,
1 <1 < k. Como cada V; é uma clique, entdao um de seus vértices pertence a X e o outro
a'Y. Logo, | X|=|Y|=k.

Seja G = K, ,. Seja {X,Y} uma biparticao de V(G) tal que X = {xq,..., x,} ¢
Y ={vy1,...,yn}. Seja & = {V4,...,V,} uma partigdo de V(G) tal que V; = {z;,v:},
1 <i < n. Por definigdo, cada V; € & é uma clique-dominante, pois: G[V;] = Ks; todo
x € X é adjacente a y;; e todo y € Y é adjacente a z;. Logo, & é uma PCD de G.

Para finalizar a demonstracao, resta mostrar que dy(K,,) = n, para n > 2. Este
resultado segue do fato de que o K, ,, possui uma PCD cujas partes possuem cardinalidade
dois, que ¢ a menor cardinalidade de um conjunto clique-dominante do K, ,,, n > 2. [

Muitos resultados na literatura analisam a variacao de certos parametros dos grafos
apés operagoes de produtos entre eles [18,68,70,90,102,120]. Como exemplo, podemos
citar uma conjetura estabelecida por V. G. Vizing [121] em 1963 e que permanece como
um dos problemas mais desafiadores em conjuntos dominantes e produtos de grafos. Esta
conjetura afirma que para dois grafos G e H, v(GOH) > v(G)y(H).

Sejam G e G5 dois grafos simples com V(G1) = {uo, ..., up-1} e V(Ga) = {wo, ...,
wg-1)}- Neste trabalho, representamos o grafo G, obtido por uma operacao de produto
entre GG e Gy, por meio de uma grade formada por pq vértices definida da seguinte forma:

e A numeracao das linhas vai de 0 até p — 1;

e A numeracao das colunas vai de 0 até ¢ — 1;

O vértice (u;, w;) estd na posicao (i,7) da grade e é denotado como v;j, 0 <i <pe
0<j<g

e Um vértice qualquer na linha ¢ é denotado por v;e; 0 conjunto de todos os vértices
na linha ¢ é denotado por Vj,;

Um vértice qualquer na coluna j ¢ denotado por v,;; o conjunto de todos os vértices
na coluna j é denotado por V,;;

A diagonal do vértice v;; é definida como
diag(vij) = {v@r)G+r) : —min{i, j} <k <min{p —i,q¢ — j}};

Esta representagao do produto de GG; e G5 é denominada representacao matricial. A
Figura 4.1(b) ilustra esta representagiao para o grafo exibido na Figura 4.1(a).
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(a) Produto cartesiano do K3 pelo Kjy. (b) Representacio Matricial do K3 [0 Kj.

Figura 4.1: Exemplo de um produto cartesiano e sua representacao matricial.

As propriedades a seguir sdo simples consequéncias da definicao do produto cartesiano!
e da notacao matricial. Estas propriedades sao usadas extensivamente ao longo deste
capitulo.

Proposicao 4.2. Sejam Gy e Gy dois grafos arbitrdarios e G = G10G,. Seja e € E(G).
Entdao, na representacdo matricial de G, as extremidades de e, ou estao na mesma linha,
ou estao na mesma coluna. [

Proposicao 4.3. Seja G o grafo obtido pelo produto cartesiano dos grafos Gy e Gy, com
V(G1) = ny e V(Gy) = ng. Seja S uma clique de G. Entao, na representagao matricial
de G, ou S C Vi, ou 'S C V,;, 0 < i <ny el < j < nyg. Ademais, para S uma
clique-dominante de G:

(Z) se S - V;. en; > 27 entdo S = V;o;
(i) se S CVij eny > 2, entdo S = V,;

Demonstragio. Sejam Gy, G, G e S definidos como na hipétese. Se S = {v;;}, entao
S CVieelS CV,. Se S ¢ dominante, entao, pela Proposicao 4.2, concluimos que, ou
ny =1, ou ny = 1. Em ambos os casos, o resultado segue.

Suponha [S| > 2. Sejam v;;, v € S, v;; # vi. Como S é uma clique, v;; e vy sao
adjacentes. Pela Proposicao 4.2, i = k ou 7 = [. Como esta propriedade é valida para
quaisquer dois vértices distintos de .S, concluimos que S C V;, ou S C V.

Suponha agora que S seja uma clique-dominante. Suponha que S C Vo € n; > 2.
Seja v;; € Vie \ S. Seja vy; € V(G) tal que k # i. Sabemos que este vértice existe porque

1O produto cartesiano foi definido na Pégina 11.
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ny > 2. Pela Proposicao 4.2, nenhum vértice de S domina vy, contrariando a hipdtese
de que S seja uma clique-dominante. O caso no qual S C V,; é andlogo. n

Os grafos obtidos pelo produto cartesiano de dois grafos possuem uma estrutura bem
comportada. Associando esta estrutura com as exigéncias de uma particdo em conjun-
tos cliques-dominantes foi possivel obter uma caracterizacao dos grafos resultantes de
produtos cartesianos que admitem uma PCD. Esta caracterizacao estda apresentada no
Teorema 4.4.

Teorema 4.4. Seja G o grafo obtido pelo produto cartesiano dos grafos Gi e Ga, com
V(G1)| > 2 e |[V(Gy)| > 2. O grafo G possui uma particio em cliques-dominantes se e
somente se G1 =2 K, e Go = K,. Ademais, d,(K,0K,) = max{p, q}.

Demonstracio. Sejam V(G1) = {uo,...,up-1)}, p > 2, e V(G2) = {wo, ..., wg-1},
q > 2. Seja G = G; O G5. Considere G na sua representagao matricial.

Suponha que G possua uma PCD. Pela Proposicao 4.3, para toda clique-dominante
S do grafo G, ou S = Vi, ou S = V,;. Logo, cada uma das partes de uma PCD de
G é composta, ou por vértices de uma linha de G, ou por vértices de uma coluna de
G. Além disso, como Vie NV, = {v;;} # 0, nenhuma PCD de G possui uma parte Vj,
e outra parte Vi;, simultaneamente. Como a PCD particiona V(G), estes fatos juntos
permitem concluir que s6 existem duas PCDs possiveis em G, & = {V,e : 0 < i < p} e
Py ={V4; : 0 <i<q}.

Suponha G; 2 K,. Como G[V,;] = G, entdo as partes de &, nao sao cliques. Sejam
ui, up € V(Gy), tais que {u;, uxt ¢ E(Gh) e @ # k. Pela defini¢cdo de produto cartesiano
{vie, Vke} ¢ E(G). Este fato, em conjunto com a Proposi¢ao 4.3, implica que Vi, Vie,
pertencentes a &1, nao sao conjuntos dominantes de G. Logo, G nao possui PCD. O caso
em que G 2 K, ¢ analogo.

Suponha G; = K, e Gy = K,. Nesse caso, as parti¢oes &, e &, sao PCDs de G.
Ademais, considerando a Proposicao 4.3, dy(G) = max{p, ¢}. O]

Note que, uma clique-dominante maximal em um grafo G é um conjunto dominante
independente em G. Seja G = K, O K,,, com n > 2 e m > 2. No teorema anterior as
duas PCDs mostradas para GG sdo compostas apenas por cliques maximais. O que significa
que estas PCDs sao PDIs no grafo G. Como G = K, x K,,!, entdo o Teorema 4.4 implica
o Teorema 3.30. Observe ainda que um conjunto dominante independente S C V(G)
tal que nao existe v € V(G)\ S com S C N[v] é uma clique-dominante em G. Note
que esta propriedade vale para qualquer conjunto dominante independente em K, x K,
com n > 2em > 2. Entdao, o Teorema 3.30 implica que dy(K, O K,,) = max{p,q},

1O grafo G é o produto direto do K,, pelo K,,. O produto direto foi definido na Pagina 11.
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contido no Teorema 4.4. Apesar de intimamente relacionados, os resultados contidos no
Teorema 4.4 e no Teorema 3.30 foram obtidos independentemente.

Vamos agora analisar o problema da particao em cliques-dominantes para os grafos
resultantes do produto direto de grafos. A Proposicao 4.5 e o Corolario 4.6 sdo consequén-
cias diretas da definicao de produto direto e da notagao matricial.

Proposicao 4.5. Sejam Gy e Gy dois grafos simples. Seja G = G1 x Gy e e € E(G).
Entao, na representacao matricial de G, as duas extremidades de e estado em linhas e
colunas diferentes.

Demonstracao. Decorre da definicdo do produto direto e do fato de que os grafos sao
simples. O

Corolario 4.6. Se GG; e Gy sdo grafos completos, entao na representacdo matricial de
G = G x Gy existe aresta entre quaisquer dois vértices em linhas e colunas diferentes. [

O Teorema 4.7 estabelece uma condicao que deve ser respeitada por dois grafos para
que seu produto direto possua uma clique-dominante.

Teorema 4.7. Sejam G e H dois grafos tais que G ndo possui clique-dominante. Entao,
o grafo G x H também ndao possui clique dominante.

Demonstragdo. Sejam os grafos G e H definidos como na hipétese. Sejam V(G) = {uy,
o upt e V(H) = {w, ..., w,}. Considere o produto G x H em sua representacao
matricial.

Suponha que exista uma clique-dominante S em G x H. Seja S¢ = {w; : v;; € S}.
Vamos mostrar que Sg é uma clique-dominante de G. Como S é uma clique, quaisquer
dois vértices v;;,v € S sao adjacentes. Da definicao de produto direto, u; e uy; sao
adjacentes em G. Entao, Sg é uma clique de G.

Considere agora u, ¢ Sg. Como S é um conjunto dominante, para todo v,, € V(G x
H)\ S existe vy € S tal que {v,p,vr} € E(G x H). Pela definicao de produto direto,
u, e u, sao adjacentes em G. Por construcao, ux € Sg. Logo, u, é dominado por Sg.
Concluimos que Sg ¢ um conjunto dominante. O

Esta condicao apesar de ser necessaria, nao é suficiente para garantir a existéncia de
uma clique-dominante em um grafo obtido pelo produto direto. Esse fato é demonstrado
no Teorema 4.8.

Teorema 4.8. O grafo K, , x K,, p > 2, ndo possui clique-dominante.

Demonstragio. Seja Gy = K, com V(G1) = {uo, ..., u@p-1} e seja {X,Y} uma bipar-
ticao de G1. Seja Gy = K, com V(G3) = {wo, ..., wg-1)}. Seja G = G x Go. Considere
(G na sua representagdo matricial.
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Seja S uma clique de G. Se ¢ = 1, entao E(G) =0, |S| = 1. Como |V (G)| = pg > 2,
S nao ¢ dominante. Suponha ¢ > 2. Seja S = {v;;} com 0 <i<2pe0<j<gq. Pela
Proposigao 4.5, todo vértice vg; com k # 7 nao é adjacente a v;;. Portanto, nao existe
clique-dominante de cardinalidade um em G. Seja S = {v;;,v,s}. Por um raciocinio
similar ao caso anterior, o vértice v;s nao é dominado por S. Logo, também nao existe
clique-dominante de cardinalidade dois em G. Suponha |S| > 3. Sejam v;j, Vys, vy € S.
Como S é uma clique, pela Proposigao 4.5, 1 # r, 1 # z, r # x. Pela defini¢do de produto
direto, {w;, ur,u,} é uma clique em Gy. Isto implica que K,, possui um ciclo impar
contrariando o fato de que este grafo é bipartido. O

Para os produtos diretos de grafos completos, o Teorema 4.9 estabelece que os grafos
que possuem PCD sao os produtos entre grafos com trés ou mais vértices. Para esses
grafos, o teorema também estabelece o niimero clique-domatico.

Teorema 4.9. Sejo G = K, x K, p> 3, ¢ > 3. Entao, dy(G) = V?TqJ'
Demonstragio. Seja Gy = K, e Gy = K, com V(G1) = {ug,...,up—1} e V(Ga) =
{wo,...,we_1}. Vamos mostrar inicialmente que uma clique-dominante em G precisa
ter cardinalidade pelo menos trés.

Seja S = {v;;}. Por hipdtese, ¢ > 3. Logo, Vie \ {vi;} # 0. Pela Proposi¢ao 4.5, v;; ndo
é adjacente a nenhum elemento de V;,. Concluimos que S nao é um conjunto dominante.
Seja S = {v;;, v,s} uma clique de G. Da defini¢do de produto direto e do fato de S ser
clique, 1 #r e j # s. Pelos mesmos argumentos usados no caso anterior, concluimos que
v;s ndo ¢ dominado por S, isto é, S ndo é um conjunto dominante.

Agora, vamos mostrar que toda clique de G' com cardinalidade maior ou igual a trés é
dominante. Seja S uma clique de G com |S| > 3. Suponha, por contradigao, que exista um
vértice v;; que nao seja dominado por S. Como os grafos Gy e G5 sdo grafos completos,
qualquer par de vértices de G em linhas e colunas diferentes deve ser adjacente. Isto
significa que apenas os vértices de V;, U V,; nao sao adjacentes a v;;. Pela Proposicao 4.5,
S pode possuir no maximo um vértice em V;, € no maximo um vértice em V,;. Como S
possui pelo menos trés vértices, entdo S\ (Vie U Vje) # 0. Logo, existe vértice em S que
domina v;;.

Como toda clique-dominante de G possui cardinalidade pelo menos trés, concluimos

que, se existir uma PCD em G, dy(G) < V?TqJ' Para concluir a demonstracao, vamos

construir uma PCD & := {P,... ,PLEJ}, isto é, uma particao de cardinalidade {%—QJ.
3
Para explicitar esta construcao, os vértices de V(G) serao rotulados de acordo com os

passos a seguir:
(i) Considere (V(p—1)0, - - -, V(p—1)(g—1)> V(p-2)(g—1)» - - -» Vo(g—1)), uma ordem dos vértices
do conjunto Vi,_1)e U V(4—1). Esta ordem serd chamada de ordem canonica e esta
ilustrada na Figura 4.2(a).
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(ii) Considerando os vértices de Vi,_1)e U V4(4—1) Da ordem candnica, rotule os vértices
das suas diagonais em ordem crescente de linha, a partir do rétulo 1. A Figura 4.2(b)
exemplifica esta rotulacao.

(iii) Troque o rétulo dos vértices 1 e pg. A rotulagdo obtida é denominada rotulagio
candnica e esta exemplificada na Figura 4.2(c).

\\ \\ \\ \\ N ’UO(qfl)
o o o o ° 11 16 20 23 25
. . . . o o o o O
AN N N AN
AN AN AN AN
\\ \\ \\ \\ \\vl(q_l)
o o o o ° 7 12 17 21 24
N N N N o) o o) o o)
A N N N
N N N N
N N N N
\\ \\ \\ \\ \\Ug(qfl)
o o o o ° 4 8 13 18 22
. N N N o o o o o
N N N
AN N N AN
AN N N AN
\\ \\ \\ \\ \\U3(q,1)
o o o Q ° 2 5 9 14 19
AN N
N N N N (@] O O O O
AN N N N
AN N N N
. N N N N V(p-1)(-1)
‘e ‘e ‘e o ) 1 3 6 10 15
Up-1)0  Vp-11  Vp-1)2  Y(p-1)3 o o o o o
(a) Os vértices em negrito sao os vérti- (b) Rotulagao dos vértices explicitada
ces considerados no item (i). As arestas no item (ii).

tracejadas conectam os vértices perten-
centes a mesma diagonal.

(©) (@] O (@] O
7 12 17 21 24
(©) @) (@) @) ©)
4 8 13 18 22
O (@] O (@] O
2 5) 9 14 19
©) @) (©) O ©)
25 3 6 10 15
(©) (@] O (@] O
(¢) Rotulagdo canénica. (d) Particdo em cliques-dominantes.

Figura 4.2: Constru¢ao de uma PCD no K5 x K.
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A rotulagdo candnica e o conceito de diagonal de um vértice possuem algumas propri-
edades que sdo usadas na construcao da particao &2.

Proposigao 4.10. Considere os vértices de Vip_1)e U Vo(q—1) na ordem candnica. Entao,
a cardinalidade das diagonais dos vértices deste conjunto, na ordem, formam a sequéncia
a sequir, esquematizada em trés blocos:

1,2,...,min{p,q} — 1 || min{p, q},..., min{p, ¢} || min{p,q¢} — 1,...,1

Além disso, no bloco do meio, o nimero de termos da sequéncia é |p — q| + 1.

Demonstragio. Por definicao, diag(vi;) = {v(tk)+r) : —min{i, j} < k < min{p —i,q —
J}}. Isto implica que |diag(vij)| = min{é, j} + min{p —i,q¢ — j}. O resultado segue da
definicao de diagonal, observando que min{p—1i,q—j} = 1, para v;; € Vip—1jeUVe(g—1). O

Vamos agora explicitar a construgdo de &?. Sao analisados trés casos, dependendo do
valor de pq.

Caso 1. pg =0 (mod 3)

Neste caso, cada parte de & sera formada por trés vértices consecutivos na rotulacao
canodnica, iniciando no vértice de rétulo 1. Ou seja,

P={3(i—-1)+1,3G—1)+23i},1 <i< |pg/3).

Como demonstrado anteriormente, cada clique de GG de cardinalidade pelo menos trés
é um conjunto dominante. Logo, é suficiente provar que cada parte de & é uma clique.
Pela Proposi¢do 4.10, as diagonais referentes aos dois primeiros e aos dois ultimos
vértices da ordem candnica sao as Unicas que possuem menos de trés elementos. Por
construcao de &, estes elementos sao distribuidos em Py = {vog—1), Vp—2)0; Vp-1)1} €
PL%J = {Vo(g-2), Vi(g-1), Vp-1)0}. Lembrando que p > 3 e ¢ > 3, pelo Corolario 4.6,

concluimos que P, e Ptm ] sao cliques.
3

3
entao, pelo Coroléario 4.6, P; é uma clique de G. Logo, para concluir a demonstragao é

Seja P, 1 < i < {MJ. Se todos os vértices de P; pertencem a mesma diagonal,

suficiente analisar os casos em que P; possui vértices pertencentes a diagonais distintas.
Por construcao, os vértices de P, e Ptﬂ ]-1 pertencem a uma mesma diagonal. Logo,
3

vamos considerar P;, 2 < 1 < {%J — 1 e contendo vértices de diagonais distintas. Isto
implica que para vy € P;, |diag(vy)| > 4.

J& que os vértices de uma mesma diagonal sdo consecutivos na rotulagdo canoénica, P;
deve possuir vértices de apenas duas diagonais diferentes, pois | P;| = 3 e as diagonais pos-

suem pelo menos 4 elementos. Da rotulagdo canonica e também do fato de que |P;| = 3,
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concluimos que P; possui um tnico vértice em V(,_1ye U Vi(4—1). Seja vy este vértice e v,
seu sucessor na rotulagao canonica. Note que vy é o vértice de maior rotulo entre os vér-
tices de diag(vy), logo v.s ¢ diag(vg). Como P; possui vértices consecutivos na rotulacao
candnica, entao v,, € P;. Logo, ou P; = {1, Urs, Virt1)(s41) > OU B = {V(k—1)(1=1)s Vkls Vrs } -

Resta mostrar que {Vi, Vrs, UVr41)(s41)} € {V(k—1)(1-1)s Vkis Urs } 880 cliques. Como vy e
Vs 820 consecutivos na rotulagdo canonica e pertencem a diagonais distintas, concluimos
que v, € o vértice de menor rétulo em diag(v,s), portanto é também o vértice na linha
de menor indice neste conjunto. Além disso, uma de duas possibilidades ocorre: ou
Ups € diag(via11)), ou Ups € diag(vg—1y). Em cada um destes casos, convém observar as
submatrizes formadas entre os vértices vy e v, na representacao matricial, esquematizadas
nas Figuras 4.3(a) e 4.3(b). No caso em que v,y € diag(vius1)), como |diag(v,s)| > 4,
temos que [ —s > 2 e k—r > 3. Concluimos que | # s, 1 # s+ 1, k #r, k # r+1. Logo,
pelo Coroléario 4.6, {v, Urs, Vir41)(s+1) } € {Vk—1)(1-1), Vki, Urs } 580 cliques. O caso em que
Vps € diag(v(k—1y) é andlogo.

( Ups N
-
(@] (©)
O O
O (©)
Uk(1+1)
O O
= ) = )
(a) Caso em que vs € diag(vigy1))- (b) Caso em que v,s € diag(v(,—1y)-

Figura 4.3: Ilustragdo das arestas existentes entre os vértices vx—1yu—1), Uki, Urs ©
V(r+1)(s+1)-

Caso 2. pg =1 (mod 3)

Neste caso, as partes de & continuam sendo formadas com vértices consecutivos na
rotulagdo canonica. Entretanto, como pg = 1 (mod 3), uma das partes serd composta
por quatro vértices. Assim, define-se P; como segue.
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{3(i— 1)+ 1,3(i — 1) + 2,3i}, se i < 3;
P={{3(i—-1)+1,3(i—1)+23i,3i+1}, sei=3;
{3(0 = 1) +2,34,3i + 1}, sei > 3.

Como pg = 1 (mod 3), entdo p # 3 e ¢ # 3. Logo, min{p,q} > 4 e, pela Propo-
sicao 4.10, existe pelo menos uma diagonal de cardinalidade quatro. Por defini¢ao, a
diagonal diag(v(,-1y(3)), cujos vértices estao atribuidos a parte Ps, possui cardinalidade
quatro. Pelo Corolario 4.6, e pela defini¢ao de diagonal, P3 é uma clique. As outras partes
sao formadas de forma similar ao caso em que pg = 0 (mod 3). Portanto, a demonstragao
de que estas partes sao cliques é andloga. A Figura 4.2(d) ilustra esta construcao para o
caso em que p = q = 5.

Caso 3. pg =2 (mod 3)

Como nos casos anteriores as partes de & sao formadas com vértices consecutivos na
rotulagao canoénica. Enretanto, como pg = 2 (mod 3), existem duas partes compostas
por quatro vértices. As partes de & estao definidas a seguir.

{3(i —1)+1,3(i — 1) +2,3i}, se i < 3;

{36 —1)+1,3(i — 1) +2,3i,3i + 1}, sei=3;
P={3(i—1)+2,3i,3i + 1}, Segqqpﬂ_z

{3(i —1)+2,3i,3i + 1,3i + 2}, se i = {%J — 9

{3d,3i + 1,30 + 2}, se i > L%J —2.

Neste caso, como pg = 2 (mod 3), entdo p = 1 (mod 3) e ¢ = 2 (mod 3) ou p = 2
(mod 3) e ¢ =1 (mod 3). Lembrando que p > 3 e ¢ > 3, concluimos que min{p,q} >4 e
|lp—q|+1 > 2. Isto significa que, pela Proposicao 4.10, existem pelo menos duas diagonais
de cardinalidade quatro. Duas destas diagonais sao diag(v-1)3)) € diag(v(s)g-1)), as
quais tém os seus quatro vértices atribuidos as partes P; e PL% |2 respectivamente. Pela
definicdo de diagonal e o Corolario 4.6, estas partes sao cliques. As outras partes de
& sao formadas seguindo um critério similar ao caso em que pg = 0 (mod 3), logo a
demonstracao de que estas partes sao cliques é analoga. O

No que segue, vamos abordar o problema da particao em cliques-dominantes para a
classe das poténcias de ciclos. Seja C,, um grafo ciclo com V(C,,) = {vg,...,v,-1}. Para
v;,v; € V(C,,) definimos d¢, (v;,v;) como o menor nimero de arestas em um caminho
entre v; e v; no Cy,. A k-ésima poténcia do C, é o grafo C¥, com conjunto de vértices
V(C*) = V(C,) e conjunto de arestas F(G) = E'U...U E*, tal que E' = {{v;,v;} :
de, (vi,v;) = 1}. Note que k < FJ Dizemos que uma aresta e € E' possui alcance . A

2
Figura 4 mostra um grafo nesta classe.
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Figura 4.4: O grafo Cf,.

Observe que considerando esta definicao de poténcias de ciclos, os grafos desta classe
sao sempre simples. Além disso, quando k = {%J, Ct> K, edy(K,) =n.

Na classe das poténcias de ciclos existem grafos extremamente densos. Quanto maior
o valor de k, mais denso o grafo se torna e, como consequéncia, mais cliques este grafo
possui. Para estudar o problema da particao em cliques-dominantes nesta classe, vamos
primeiramente classificar as suas cliques em duas categorias: as cliques internas e as
cliques externas.

Seja G = C* com V(G) = {vg,...,v,_1}. Definimos (vy,...,v, 1) uma ordem ciclica
de V(G). Para v; € V(G), N*(v;) = {igj (moan) : 1 < J <k} e N (v;) = {vi—j (modn) :
1 <j <k} Além disso, N*[v;] = NT(v;)U{v;} e N"[v;] = N~ (v;) U{v;}. Seja S C V(G)
uma clique de G. Dizemos que S é uma clique interna de G se e somente se existe v; € S
tal que S C NTt[v;]; caso contrério S é uma clique externa de G. Estes dois tipos de
cliques estao exemplificados na Figura 4.5.

Dentre as poténcias de ciclos, alguns grafos nao possuem parti¢oes em cliques-dominan-
tes como, por exemplo, o C5. Com o objetivo de caracterizar quais grafos desta classe
possuem pelo menos uma PCD, estudamos condi¢oes necessarias para a existéncia de
cliques-dominantes em poténcias de ciclos.

Lema 4.11. Seja G = C*. Se G possui cliques externas, entdo n < 3k.

Demonstragio. Seja G = CF com V(G) = {vo,...,v,_1}. Seja S uma clique de G.
Suponha que S seja uma clique externa. Entao, |S| > 3. Além disso, existem v;, v, v; € S,
0<i<j<l<n,taisquev; € NT(v;) e vy ¢ NT(v;). Como o alcance méximo de uma
aresta no C* ¢ k, concluimos que:
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(a) Os vértices em negrito for- (b) Os vértices em negrito formam
mam uma clique interna, pois S C uma clique externa, pois nao existe
N+t [vg]. v; € S tal que S C NT[v,].

Figura 4.5: Exemplos dos tipos de cliques no C4,.

j—i <k
l—j <k
n—Il+i <k

Logo, (j —i) 4+ (I —j) + (n — 4+ 1) < 3k; isto implica n < 3k, e o resultado segue. [

Nem toda clique interna é uma clique-dominante. No lema a seguir, estabelecemos uma
condicdo necessaria para a existéncia de cliques internas que sejam cliques-dominantes.

Lema 4.12. Seja S uma clique interna do C*. Se S é um conjunto dominante, entdo
n <3k +1.

Demonstragio. Seja G =2 C* com V(G) = {vg,...,v,_1}. Seja S uma clique interna de
G. Suponha que S seja um conjunto dominante.

Suponha S = {v;}. Como d(v) < 2k, o nimero maximo de vértices dominados por v;
é 2k + 1. Logo, n < 3k + 1.

Suponha |S| > 2. Seja v; € S tal que S C N*(v;). Ajuste a notagao para que i = 0.
Seja v; € S tal que j seja maximo. Note que j < k. Seja D = N~ (vg) U {vo,...,v;} U
N*(v;). O conjunto D corresponde exatamente aos vértices dominados por S. Isso se
deve ao fato de que para todo v € S, N~ (v) C Nw] e NT(v) C N[v;]. Além disso,
|ID| < IN“(vo)| +7+1+|NT(v;)] <k+k+1+4+k=3k+1 Como S ¢ um conjunto
dominante de G, |D| = n e o resultado segue. O
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Um caminho para determinar o ntmero clique-domético das poténcias de ciclos é
estabelecer condic¢oes suficientes para que um determinado conjunto de vértices seja uma
clique-dominante. Uma abordagem natural é tentar particionar seu conjunto de vértices
em cliques-dominantes de menor cardinalidade possivel. No Lema 4.13, apresentamos
uma condicao suficiente para um conjunto de dois vértices em uma poténcia de ciclo ser
uma clique-dominante.

Lema 4.13. Seja G = CF

n’

comn < 3k+1, k < {%J ed =3k+1—n. Entao, S = {v;,v;1;}
comk —d <1<k éuma cligue-dominante em G.

Demonstragio. Seja G = C* com V(G) = {vp,...,v, 1} en < 3k + 1. Seja S =
{vi, Vs moan} com k —d <l < ked=3k+1—mn. Como ! <Kk, v; € VUiti)modn SAO
adjacentes. Resta mostrar que S é um conjunto dominante em G.

Suponha que S nao seja dominante, isto significa que |N[S]| < n. Seja v; € V(G)
um vértice nao dominado por S. Entao, v; € N[v;] U N[V(i41) mod n]- Seja C = {v;, ...,
V(i+l) mod n}- Note que, |C| = [+ 1. Além disso, como C' € N[v;] N N[V(i41) mod ), €ntao
v; ¢ C. Ademais, N~ (v;) " N1 (V¢4 moa n) = 0. A Figura 4.6 esquematiza esta situagao.

[ — 1 vértices

Uik vértices

k vértices

Figura 4.6: Ilustracdo de uma poténcia de ciclo para a qual S = {v;, U(i+k) (mod n)} D8O é
dominante.

Como os conjuntos C, N~ (v;) € N (V(j41) mod n) 580 dois a dois disjuntos e estao conti-
dos em N[S], concluimos que [N[S]| > [C| + [N~ (v;)| + [N (V1) mod n)| = 1 + 1+ k + k.
Como k —d <1 < k, entao |[N[S]| > 3k+1—d. Comod = 3k+1—n, |N[S]| > n,
contrariando a hipétese de que |N[S]| < n. O

O Teorema 4.14 caracteriza as poténcias de ciclos que possuem uma PCD e estabelece
o valor de d(C*) para estes casos.

Teorema 4.14. Seja G =2 C*. O grafo G possui pelo menos uma PCD se e somente se
k> 5L Ademais, da(CF) = |3, para "5 <k < [3].
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Demonstragio. Seja G = C¥ com V(G) = {vy,...,v,-1}. Suponha k < “z*. Entdo,
n > 3k 4+ 1. Pelo Lema 4.11, ndo existem cliques externas em G. Além disso, pelo
Lema 4.12, nao existem em G cliques internas que sejam dominantes. Como toda clique
de G ¢é uma clique interna ou uma clique externa, concluimos que nao existem cliques
dominantes em G. Logo, nao existe PCD em G.

Se k = [%J, entdo G é isomorfo a um grafo completo e o resultado segue. Suponha
k< {%J Nas poténcias de ciclos, A(G) = 2k. Caso n seja par, temos k& < & — 1; entao,
A(G) < n — 2. Caso n seja fmpar, temos k < "1 — 1; entdo, A(G) < n — 3. Em ambos
0s casos nao temos vértices universais em G. Logo, uma clique dominante em G possui
pelo menos dois vértices. Isto implica, dy(G) < {%J Vamos construir uma PCD, &, com
este nimero de partes.

Por hipotese, ”T_l < k< {%J Isto implica que 2k + 2 < n < 3k + 1. Particione
V(G) em trés blocos, B!, B?, B®, tais que B' = {vp,...,vx_1}, B> = {vp,...,v6_1} €
B3 = {va,...,vn_1}. Note que, |[B'| =|B?|=ke2<|B} <k+1.

Denote u; o0 j-ésimo vértice do i-ésimo bloco. Dizemos que u; é um vértice impar (par)
se j é impar (par). Além disso, u; e uf sao vértices correspondentes sempre que j =[. A

Figura 4.7 exemplifica estes conceitos.
Bl B? B3

ui ud ud uy [ ud ud ud el ud oud ud udud
O @ O O O O e e O O O e O
2

Vg V1 V2 V3 || U4 Us Vg VU7 || Vg Vg V19V11V1

Figura 4.7: Parti¢do em blocos do Cf;. Nesta partigao, o vértice vy = u} é um vértice par
e o vértice vg = u2 é um vértice impar. Os vértices v; e vy; sdo vértices correspondentes.

A construcao de & prossegue em casos, dependendo da cardinalidade de B3.
Caso 1. |B}| =k + 1.
Neste caso, & = P, U P, U P;U Py, tais que:
P = {{ul,u?}:1<i<keiimpar};
P = {{v}ul}:2<i<2 {%J e i par};
Py = {{uj,u},}:2<i<keipar};

P o {{uz—lﬂ “2—1}7 {ui ui—{—l}}? s€ k é impar;
4 B ’
H{ug, ui, ul}}, se k é par.

As Figuras 4.8 e 4.9 exemplificam & com diferentes paridades de k.
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Figura 4.8: Grafo C%. Partigio 2 — {{ul, w2}, {ul, ul}, {ul, 3}, {u3, ul}, {u, ul}}
exemplificando o caso em que k é impar.

Bt B? B3
T.1 1,1 2,2 .2 2\ 3 3.3 3 3

Pigura 4.0: Grafo C%. Particio 2 — {{ul, w2}, {ub, ul}. {ud, w2}, {ul, a2}, {ud ul).
{u?, u}, u3}} exemplificando o caso em que k ¢é par.

Pelo Lema 4.13, os elementos de Py, P», P3 e Py (no caso em que k é impar) sdo
cliques-dominantes de G. Note que o alcance das arestas nestas cliques é sempre k.
Considere P; com k par. Pelo Lema 4.13, {u}, u}} é clique-dominante em G. Além disso,
u? é adjacente a ambos u} e u3. Portanto, {u?, u3, u3} é clique-dominante em G.

Resta mostrar que & é uma particdo de V(G). Todos os vértices de & sdo vértices
de V(G). Logo, ¢ suficiente mostrar que cada vértice de V' (G) pertence exatamente a um

elemento de &2. Para esta andlise, consideramos a parti¢do de V(G) nos blocos B!, B* e
B3.

Vértices de B!
Cada vértice impar de B! pertence a um tinico elemento de P; e cada vértice par pertence

a exatamente um elemento de Ps.

Vértices de B2
Cada vértice impar de B? pertence a exatamente um elemento de P;. O tltimo vértice

par deste bloco pertence a P;. Os demais vértices pares de B? pertencem, cada um, a
uma Unica parte de Ps.

Vértices de B?
O vértice u? pertence a um tunico elemento de P;. Cada um dos outros vértices impares
1

pertencem a um unico elemento de P;. Resta analisar os vértices pares de B3. Caso k seja

fmpar, o vértice u3_, pertence a uma tnica parte de P; e o mesmo ocorre com o vértice
3 . 7 . 3 . ’ .

uy 1. Caso k seja par, o vértice uj, pertence a uma parte de P;. Os demais vértices pares

lUsaremos a expressio “aresta de P;” para nos referirmos & aresta do subgrafo induzido por P;.
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de B3 estdo em P,, cada um deles associado a uma tinica parte.

Caso 2. |B?*| = k.
Neste caso, & = P, U P, U P;U Py, tais que:
Po= {{u},u?}:2<i<2 {%J e i par};

Py = {{u2,u}}:1<i<keiimpar};
Py o= {{ui, @} :2<i<keipar};

P, = {{ullcfla ullm Uiq}}a se k é impar;
=
{{ug, ui}}, se k é par.

As Figuras 4.10 e 4.11 exemplificam & para diferentes paridades de k.

B! B? B3

1.1 .1 2,2 ,2 3,3 ,,3

Figura 4.10: Grafo Cj. Particio 22 = {{uj, us}, {ud, ui, w3}, {u?, w3}, {u?, ui}}
exemplificando o caso em que k é impar.

B! B? B3

r,1 .1 1\ ,2 2 2 2\ 3 3 3 3
{ul Uy Uz Uy || Ui uz uz ug || uy up uy uﬂ

Figura 4.11: Grafo CY,. Partigao &2 = {{u}, u3}, {ud, w3}, {ud, ui}, {ul, w3}, {u3, u3},
{u2, u3}} exemplificando o caso em que k é par.

Pelo Lema 4.13, os elementos de Py, P5, P3 e Py (no caso em que k é par) sdo cliques
dominantes de G. Como no caso anterior, o alcance das arestas nas cliques de P, e P, é
sempre k. Para as cliques de P53 e de P, no caso par, o alcance é k — 1. Considere Pj,
com k fmpar. Pelo Lema 4.13, {u}_,,u?_,} é clique-dominante em G. Além disso, u}, ¢
adjacente a ambos uj._, e ui_;. Portanto, {uj_;,u},ui_;} é clique-dominante em G.

Como no caso anterior, vamos mostrar que & é uma particao de V(G).

Vértices de B*
O vértice uj pertence a um tnico elemento de P;. Se k for impar, entdo uj_, também
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pertence ao tinico conjunto de P;. Os demais vértices pares de B! estdo em elementos de
Py, cada um deles pertencendo a um tinico conjunto. Similarmente, os elementos impares,
excetuando-se u}, k impar, pertencem a conjuntos de Ps.

Vértices de B2
Cada vértice impar de B? pertence a um tnico elemento de P,. No caso em que k é par,

o vértice u; pertence a apenas um elemento de P, e cada um dos demais vértices pares
pertence a apenas uma parte de P;. Caso k seja impar, o vértice uj_; ¢ um elemento da
unica parte de P, e cada um dos vértices pares restantes pertence a uma Unica parte de P;.

Vértices de B3
Cada vértice impar de B? pertence a um tnico elemento de P, e cada vértice par de B?
pertence a um tnico elemento de Pj.

Caso 3. |B}|=k—d,1<d<k-—1.

Neste caso, ¥ = P, U P, U Py U P, U Ps, tais que:

P = {{uhu?}:k—d<i<k};

Py = {{ulu?}:2<i<2|542] cipark;

Py = {{u},u}}:1<i<k—deiimpar};

Py = {{uj,ul}:2<i<k—deipar};
P = {{uk—d—l’ ullf—dv u%—d—l}}a se k — d ¢ impar;
Huk_gyui_a}}, se k —d é par.

As Figuras 4.12 e 4.13 exemplificam &2 para diferentes paridades de k — d.

Figura 4.12: Grafo C7,. Particio 22 = {{ui, u3}, {ul, ud, w3}, {ul, w3}, {u}, v}, {u?,
u3}, {u3, u3}} exemplificando o caso em que k — d é {mpar.

Pelo Lema 4.13, os elementos de Py, P,, P3 e P, sao cliques-dominantes. Note que o
alcance das arestas dos elementos de P, P, e P é exatamente k, enquanto o alcance das
arestas dos elementos de P, é exatamente k& — d — 1. Suponha que k — d seja par, entao
o alcance das arestas de P5; é k. Novamente, pelo Lema 4.13, estes elementos sao cliques-
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Figura 4.13: Grafo Cf,. Particio 2 = {{ul, ul}, {ub, w3}, {ud, ul}, {ud u2}, {ud, u2),
{u?, u?}} exemplificando o caso em que k — d ¢ par.

-dominantes de G. Suponha agora que k —d seja impar. Pelo Lema 4.13, {uj_, ;,ui_, 1}
é clique-dominante em G, pois possui alcance k. Além disso, u;_, ¢ adjacente a ambos
up_4 4 eup_y . Portanto, {u}_, |, up_gui_4 1} é clique-dominante em G.

Como nos casos anteriores, vamos mostrar que & ¢ uma parti¢ao de V(G).

Vértices de B!
Cada vértice u

; com i > k — d pertence a um unico elemento de P;. O vértice uj_,
pertence & Unica parte de P5. Caso k — d seja {mpar, o vértice uj_, ; também pertence
ao elemento de Ps. Cada um dos demais vértices pares de B! pertence a uma tnica parte
de P,. J4 os vértices impares restantes em B' pertencem, cada um deles, a uma tnica

parte de Pj.

Vértices de B?
Cada vértice u? com i > k — d estd em uma tnica parte de P;. Se k — d for par, o

vértice ui_, é um elemento da tnica parte de Ps. Caso k — d seja {mpar, o vértice u_,_,
pertence apenas a um elemento de Ps;. Os vértices pares de B? ainda nao considerados
pertencem, cada um deles, a uma tnica parte de P». Cada um dos demais vértices de B2
estd associado a uma tUnica parte de Pj.

Vértices de B3
Cada vértice impar de B3 pertence a uma tnica parte de P; e cada vértice par de B3 estd

associado a apenas um elemento de Pj. H

Neste capitulo, resolvemos o problema da particdo em cliques-dominantes para algu-
mas classes de grafos. Em particular, o teorema anterior estabelece o resultado para as
poténcias de ciclos. Uma extensao natural deste trabalho é considerar este problema para
a classe das poténcias de caminhos.

Seja P, um caminho com V(P,) = {vg,...,v,—1}. Para v;,v; € V(P,) definimos
dp, (v;,v;) como o menor nimero de arestas no caminho entre v; e v; no P,. A k-ésima
poténcia do P, é o grafo P* com conjunto de vértices V(P¥) = V(P,) e conjunto de
arestas F(G) = E'U...U E* tal que E' = {{v;,v;} : dp,(v;,v;) = [}. Note que
k <n—1. A Figura 4.14 mostra um grafo que pertence a esta classe.
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A S J J

Vo U1 V2 U3 V4 Us Ve

Figura 4.14: Grafo P2.

Note que esta definicdo de poténcias de caminhos admite £k = n — 1. Mas, neste caso,
temos P¥ = K,; um grafo para o qual o problema da particdo em cliques-dominantes ¢
trivial. Portanto, vamos considerar apenas poténcias de caminhos com k£ <n — 1.

Seja G = P¥ com k < n — 1. Note que, os vértices vy e v,_; possuem grau exata-
mente k. Portanto, estes vértices s6 sao vértices universais no caso em que k£ = n — 1.
Vamos considerar, sem perda de generalidade, o vértice vg. Como temos k < n — 1, este
vértice precisa formar uma clique-dominante com alguns dos vértices de sua vizinhanca.
Utilizando um racicionio similar ao apresentado na prova do Lema 4.12, observamos que
o conjunto de vértices dominados por toda a vizinhanca de vy é o mesmo conjunto do-
minado pelo conjunto S = {vg,vr}. Ou seja, N[N[vg]] = N[S]. Isto significa que a
adicao de qualquer outro vértice em S, ou quebra a propriedade de S ser clique, ou nao
aumenta o nimero de vértices dominados por S. Entao, concluimos que se S nao é uma
clique-dominante em G, nao existem cliques-dominantes em G que possuam vy, € conse-
quentemente nao existem PCDs em G. Como N[S] < 2k + 1, concluimos que n < 2k + 1
é uma condicdo necessaria para que exista pelo menos uma PCD em G. Observe que no
grafo da Figura 4.14, o conjunto {vg, vy} é uma clique-dominante, enquanto no grafo da
Figura 4.15 nao existem cliques-dominantes com o vértice vy.

s

Vo (%1 (%) (%] () Vs Vg U7

Figura 4.15: Grafo P?. Neste grafo o vértice vy ndo pertence a nenhuma clique-dominante
8 0 )
pois o vértice v7 ndo pertence ao conjunto dos vértices dominados por N [vg].

Apesar de necessaria, esta condi¢gdo nao é suficiente. Tome o caso em que n = 2k + 1,
por exemplo. Todas as cliques-dominantes que possuem vy precisam possuir o vértice vy
para dominar o vértice vy, ja que este é o tinico vértice na vizinhanga fechada de vy que
domina v9,. Além disso o inverso também ocorre para o vértice vy, este vértice precisa
estar associado ao vértice vq_p = v para pertencer a uma clique que domina o vértice
vg. Mas os vértices vy e vg, nao sao adjacentes, portanto nao podem fazer parte de uma
mesma clique; eles devem pertencer a cliques diferentes. Como em uma particdo nenhum
vértice pode pertencer a duas partes, o vértice v, s6 pode estar associado a uma delas.
Logo, também nao existe PCD no caso em que n = 2k+ 1, como é o caso do grafo exibido
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na Figura 4.14.

Suponha, entao, que n < 2k. Do fato de G nao ser completo, temos k£ < n — 1.
Entéo, k£ + 2 < n < 2k. Observe que todos os conjuntos da forma {v;, v;1x} s@o cliques-
-dominantes. Além disso, os vértices v; para os quais n — 1 — k < i < k sdo vértices
universais. Usando estas observagoes, pudemos obter um método para a construgao de
uma particdo em cliques-dominantes de cardinalidade k. Este resultado estd em fase de
consolidacgao e, por isso, sera apresentado como uma conjetura.

Conjetura 4.15. Seja G = P*. O grafo G possui pelo menos uma PCD se e somente se
n < 2k. Ademais, dy(G) = k.

Embora nem todas as classes de grafos possuam particoes em cliques-dominantes,
ou mesmo cliques-dominantes, identificar para quais classes elas existem e podem ser
caracterizadas é um problema instigante. Uma outra classe de grafos interessante para
este problema, sugerida independentemente pela Profa. Célia P. de Mello e pela Profa.
Raquel de S. F. Bravo, é a classe dos cografos. Abordar o problema da parti¢cao em cliques-
-dominantes para esta classe ¢ uma continuidade natural do trabalho aqui desenvolvido.



Capitulo 5

Conclusao

Esta dissertacao de mestrado aborda dois problemas: o de determinar a cardinalidade
de um menor conjunto clique-dominante em um grafo; e o de determinar a cardinalidade
maxima de uma particdo do conjunto de vértices de um grafo em conjuntos cliques-do-
minantes.

A primeira parte deste trabalho, concentrada no Capitulo 2, trata do problema de
determinar a cardinalidade de um menor conjunto dominante em um dado grafo. Nesse
capitulo, sdo apresentados resultados classicos da literatura e algumas questoes em aberto,
como a mencionada a seguir:

Problema 5.1 (Sumner [117]). Verificar se todo grafo conexo dominante-critico por ares-

tas G possui v(G) = i(G).

Ainda no Capitulo 2 sdo apresentadas variantes do problema original. Dentre elas,
a que é foco da primeira parte do trabalho desenvolvido nesta pesquisa: o problema do
conjunto clique-dominante. Na Secao 2.3, apresentamos uma breve resenha do desenvolvi-
mento deste problema, que se mostrou particularmente complexo devido as conexoes com
o diametro do grafo e resultados em Teoria de Grafos Extremal, e mencionamos alguns
problemas em aberto. Os dois problemas a seguir sao de particular interesse.

Problema 5.2. Determinar condigoes suficientes para que um grafo de diametro menor
ou igual a trés possua pelo menos uma cliqgue-dominante.

Problema 5.3. Determinar o nimero mdximo de arestas em um grafo simples que nao
possui cliques-dominantes.

Além disso, formulamos a seguinte conjetura:

Conjetura 5.4. Seja G um grafo com diametro igual a dois. Se G ndo possui um subgrafo
induzido isomorfo ao Cs, entdo G possui uma clique-dominante.

83
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O trabalho desenvolvido em conjuntos cliques-dominantes nos levou naturalmente a
formular o problema da particio em conjuntos cliques-dominantes, definido no final do
Capitulo 3. Esse capitulo também apresenta uma breve resenha dos problemas de particao
em conjuntos dominantes existentes e cita algumas questoes em aberto, em particular, os
dois problemas abaixo.

Problema 5.5 (Walikar et al. [124]). Encontrar um grafo domaticamente cocritico G,
com d(G) > 2 e G conezo.

Problema 5.6 (Walikar et al. [124]). Seja G um grafo domaticamente cocritico. Provar
que cada componente de G possui didmetro no mdximo dois.

No Capitulo 4, apresentamos os resultados que obtivemos para o problema da parti-
¢ao em cliques-dominantes. No Teorema 4.1, sao caracterizados os grafos bipartidos que
possuem pelo menos uma PCD e para estes grafos é determinado o valor do nimero cli-
que-domatico. No Teorema 4.14 apresentamos um resultado similar para a classe das po-
téncias de ciclos. Uma continuidade natural do trabalho desenvolvido para esta classe é
abordar as poténcias de caminhos. Resultados preliminares nesta dire¢ao sao mencionados
no final do Capitulo 4 e encontram-se em fase de consolidacdo. O Teorema 4.4 e o Teo-
rema 4.9 abordam o problema para grafos resultantes de operagdes do produto cartesiano
de dois grafos e do produto direto de grafos completos, respectivamente. Em ambos os
teoremas, partigdes Otimas, quando existem, sdo explicitamente construidas. Alguns dos
resultados expostos nesse capitulo foram apresentados no Workshop Latino-Americano de
Cliques em Grafos - LAWCG14, que ocorreu de 09/11/2014 até 12/11/2014, na cidade
de Pirenopolis, Goids. O resumo aceito neste evento encontra-se no Apéndice A.

O problema da particdo em cliques-dominantes ¢é fascinante e os resultados obtidos sao
construtivos, tendo enfoque claramente algoritmico. A estrutura imposta a um conjunto
para que ele seja uma clique-dominante é forte e algumas classes de grafos, especialmente
as densas, sao particularmente promissoras. Dentre estas, citamos novamente a classe dos
cografos sugerida pelas pesquisadoras Célia P. de Mello e Raquel de S. F. Bravo.
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O PROBLEMA DA PARTICAO EM CLIQUES DOMINANTES"

H. V. Sousa C. N. Campos
Instituto de Computacio, UNICAMP, Campinas, SP, Brasilf

Dado um grafo G = (V(G), E(G)), um conjunto S C V(G) é denominado um
conjunto dominante de G, se para todo vértice v € V(G), ou v é um elemento de
S, ou v é adjacente a um elemento de S. O nimero de dominagao de G, v(G), é
a cardinalidade de um menor conjunto dominante de GG. O problema do conjunto
dominante minimo consiste em determinar v(G) para um grafo G arbitrario e foi
demonstrado ser NP-dificil em 1979, por M. Garey e D. Johnson. Este é um pro-
blema de grande importancia teérica. Muitas aplicagoes podem ser modeladas como
problemas de conjuntos dominantes e algumas delas levaram a definicao de variantes
do problema original. Uma destas variantes, consiste em adicionar a restricao de que
o conjunto dominante seja uma clique, definindo desta forma uma clique dominante.

Em 1977, E. J. Cockayne e S. T. Hedetniemi [1] introduziram uma nova variante
do problema original que tem atraido a atencao de varios pesquisadores. Uma
particio em conjuntos dominantes de um grafo G é uma particdo de V(G) tal
que cada uma de suas partes seja um conjunto dominante de G. O problema da
particao em conjuntos dominantes consiste em determinar a cardinalidade méaxima
de uma tal particao. Uma extensao natural deste problema consiste em considerar
particoes em conjuntos dominantes de GG com restrigoes adicionais. Em particular,
o problema da particao em cliques dominantes consiste em determinar, caso exista,
uma particao em conjuntos dominantes de GG, de cardinalidade maxima, tal que cada
uma de suas partes seja também uma clique. O numero clique dominativo é definido
como dg(G) := max{|Z| : & é partigdo em cliques dominantes de G'}.

Este trabalho aborda o problema da particao em cliques dominantes para algu-
mas classes de grafos. Em particular, foram caracterizados os grafos bipartidos e
as potencias de ciclos que possuem particao em cliques dominantes, determinando
os seus numeros clique dominativos, quando existem. Ainda neste trabalho, foram
consideradas as operacgoes de produto cartesiano e produto direto de grafos. Para o
primeiro produto, foi demonstrado que apenas os grafos G' obtidos pelo produto car-
tesiano de dois grafos completos K, e K, possuem particao em cliques dominantes
e que dy(G) = max{p, q}. Ja para o segundo, foi demonstrado que o nimero clique
dominativo do produto direto de dois grafos completos K, e K, ¢é L%J, p,q > 3.
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