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Resumo

Esta dissertagao aborda o problema da coloracio de arestas restrito aos grafos indiferenca.
O teorema de Vizing diz que qualquer grafo pode ter suas arestas coloridas com A(G)
ou A{() + 1 cores. Grafos pertencentes & Classe 1 séo os grafos cujo indice cromatico
(numero minimo de cores suficientes para pintar suas arestas) x ' ¢ igual a A{G). Se
x ' = A(G) + 1, o grafo pertence & Classe 2. Um grafo é dito overfull se A{G) [ Z] < m,
onde 7 e m sio o nimero de vértices e o ntmero de arestasrespectnamente ‘Grafos
neighborhood overfull sdo grafos que tém um vértice de grau maximo cuja vizinhanca induz
umn subgrafo overfull Grafos indiferenca overfull ou neighborhood cverfull pertencem a
Classe 2.

Apresentaremos uma breve compilacio de resultados de pesquisas. Dois destes re-
sultados mostram que grafos indiferenga com grau méximo {mpar e grafos indiferenca
reduzidos pertencem & Classe 1, porém o problema ainda esta em aberto para um grafo
indiferenca qualquer.

Abordamos o problema criando um modelo de programacao linear para coloragio de
arestas. Implementamos um gerador que nos permitin gerar grafos indiferenca de dife-
rentes estruturas. Estes grafos tiveram suas arestas coloridas através de programacao
linear. Definimos um tipo especial de grafo indiferenca denominado grafo indiferenca
semi-universal. Criamos um método que permite cobrir um grafo indiferenca com grafos
indiferenca semi-universais. Mostramos que resolver o problema para um grafo indife-
renca qualquer equivale a estender certas coloracoes parciais para um grafo indiferenca
semi-universal qualquer. Refor¢camos a conjectura de que todos os grafos indiferenca nao

neighborhood overfull sao Classe 1. através de testes praticos em mithares de grafos indi-

ferenca.
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Abstract

This dissertation is on the subject of edge coloring restricted to indifference graphs. Vi-
zing's theorem states that any graph can be edge-colored with A or A +1 colors. Graphs
are said to be Class I if their chromatic index (minimum number of colors required to
produce an edge-coloring) x * equals A(G). If x ' = A(G) +1 the graph is said to be Class

2. A graph is gverfull if A{G) ]ngj < m, where n and m are the number of vertices and

 number of edges, respectivelv. Graphs are said to be neighborhood overfull if they have a
maximum-degree vertex whose neighborhood induces an overfull subgraph. Overfull and
neighborhood overfull indifference graphs are Class 2.

We will show a brief compilation of research results. Two of these results show that
indifference graphs with odd maximum degree and reduced indifference graphs are Class
1, however the problem is open for a generic indifference graph.

The approach used for the problem was the creation of a linear programming model
for edge coloring. A graph generator program that allowed creation of indifference graphs
with different structures was implemented. These graphs were edge colored using linear
programming. We defined a special type of graph called semi-universal indifference graph.
We created a method for covering an indifference graph with semi-universal indifference
graphs. We show that solving the problem for indifference graphs is equivalent to ex-
tending a partial edge coloring in a semi-universal indifference graph. We reinforce the
conjecture that says that all indifference graphs not neighborhood overfull are Class I,

through practical tests in thousands of indifference graphs.
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Capitulo 1
Introducao

Coloracdo de arestas é um problema bastante pesquisado em Teoria dos Grafos. Este
problema pode ser definido como descobrir o nimero minimo de cores suficientes para
colorir todas as arestas de um grafo. de forma que duas arestas ad;acenzes pés.s.u.arﬁ .(.:(.)fes
distintas. Coloragao de arestas ¢ tipicamente utilizada em aplicacdes de agendamento
onde se deseja otimizar a alocacdo de eventos, recursos ou tarefas.

O problema da coloracéo de arestas surgiu a partir do famoso problema das quatro
cores, enunciado por Francis Guthrie, em 1852 Guthrie questionava se qualquer mapa
poderia ter suas regiées pintadas usandeo no maximo quatro cores, onde regides vizinhas
tenham cores distintas. Esta questdo foi respondida afirmativamente apenas 124 anos
mais tarde pelos pesquisadores K. Appel ¢ W. Haken.

O primeiro artige que tratava de coloracéo de arestas foi publicado por Tuit em 1880.
Neste artigo, o autor prova que o problema das quatro cores é equivalente ao problema
da coloracdo de arestas de um grafo plano cibico sem aresta de corte utilizando 3 cores.

Em 1916, D). Konig exibiu um teorema que prova que todo grafo bipartide de grau
maximo A pode ter suas arestas coloridas com A cores.

Em 1964 surgiu um dos mais importantes resultados sobre coloracdo de arestas. V.
(. Vizing mostrou que ¢ numero minimo de cores suficientes para colorir as arestas de
um grafo &, indice cromdtico, x'(G), é igual a seu grau méximo, A{G), ou igual a seu

grau maximo acrescido de um, A{(G) + 1.



)

O Teorema de Vizing permitiu classificar os grafos em duas classes. Um grafo G ¢
dito pertencer & Classe 1 se x '(G) = A{G), e & Classe 2 se x '(G) = A(G) + 1. Decidir
a qual classe um grafo pertence é denominado problema da clossificacao.

Uma forma de resolver o problema da classificacdo para grafos que suspeita-se estarem
na Classe 1, é exibir uma coloragfo usando A cores para estes grafos. Ja para grafos que
suspeitamos estarem na Classe 2 ndo é suficiente exibir uma (A + 1)-coloragio, uma vez
que os grafos que pertencem a Classe 1 também sdo {A + 1)-coloriveis. Portanto, para se
afirmar que um dado grafo pertence 4 Classe 2 é necessario encontrar algum argumento
que demonstre que nao pertence a Classe 1.

Decidir em qual das duas classes um grafo estd, parece ser um problema trivial. Entre-
tanto, em 1981, I. Holyer 23] provou que, apesar de ser aparentemente simples. determinar
a classe de um grafo qualquer é um problema N P-Completo. Neste artigo, I. Holyer exibe
uma redugdo polinamial do problema 3-SAT a0 problema de encontrar o indice cromérico
de um grafo 3-regular. Por este fato, véarios pesquisadores de todo o mundo dirigem suas
pesquisas para 0 problema da coloracao de arestas restrito a uma determinada classe de
grafos.

Nesta dissertacao estaremos estudando o problema da coloracdo de arestas restrito
a classe dos grafos indiferenca. Um grafo G ¢é dito ser indiferenca caso seja um grafo
de intervalos e os intervalos possam ser tomados unitéarios. Grafos de intervelos sdo 0s
grafos que admitem um bijecdo do seu conjunto de vértices com um conjunto de intervalos
da reta real, tal que exista uma aresta entre dois vértices se e somente se os intervalos
correspondentes tém interseccao.

A classe dos grafos de intervalos é uma das classes de grafos mais utilizada para
modelar problemas do mundo real. Existem vérias aplicagdes que podem ser modeladas
através de grafos de intervalos, como por exemplo, andlise de cadeias de DNA, seriacao

arqueoldgica, temporizaco de semaforos, entre outras.
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1.1 A dissertacao e seus objetivos

O objetivo inicial desta pesquisa era encontrar um algoritmo polinomial que. dado como
entrada um grafo indiferenca qualquer, determine a quantidade de cores necesséarias para
pintar ¢ grafo.

Abordamos o problema partindo da criacdo de um modelo linear que, através de
programacao matemdtica, resolve o problema para um grafo indiferenca qualquer, e a
partir destes resultados podemos analisar o comportamento do problema. Compreendido
o problema, podemos tentar encontrar uma solucdo algoritmica ou uma prova de NP-
completude para o problema.

Infelizmente, nesta dissertagac, ndo chegamos nem ao algoritmo gue pinta um grafo
indiferenga qualquer nem & prova de N P-completude. Apresentaremos como novas abor-
dagens para 0 problema, um metodo para pamczonar grafos mdlferenga ea ut;hza(;ao
de progra,magao matematica, que poderao ser fiteis em pesquisas futuras. Reforgaremos
a conjectura que diz que todo grafo indiferenca nado neighborhood overfull pertence a

Classe 1.

1.2 Organizacao do texto

A dissertacdo estd organizada da seguinte forma:

O capitulo 2 descreve os conceitos basicos de coloragio de arestas em grafos e os limites
e restricdes conhecidos para coloracao. Apresenta os resultados conhecidos para algumas
classes de grafos.

O capitulo 3 descreve a classe dos grafos indiferenca, as propriedades e caracterizactes
destes grafos. Existem vérios trabalhos sobre coloracdo de arestas em grafos indiferenga,
sendo alguns destes apresentados neste capitulo.

O capitulo 4 apresenta ¢ modelo linear que criamos para coloracao de arestas. Lista
dissertacdo é baseada em extensivos testes de coloracdo de grafos e, neste capitulo, é
apresentada a forma como sdo gerados grafos indiferenca. como transformar estes grafos
para um modelo linear e como resolvé-los.

O capitulo 5 descreve os métodos que utilizamos para colorir grafos indiferenca, um
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algoritmo para particionar este grafos e um método de como pintar estes grafos por
pedacgos.

( capitulo 6 apresenta algumas conclustes e sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Coloracao de arestas em grafos

Neste capitulo serdo comentados os conceitos bédsicos sobre coloracgao de arestas, limites e
restri¢bes para a colora¢do. Serdo apresentadas algumas classes de grafos que j4 tiveram o
problema da classificacdo resolvido. Iniciaremos o capitulo com algumas definicdes basicas

em teoria dos grafos, que serdo utilizadas ao longo do texto.

2.1 Definicoes em teoria de grafos

Definicao 2.1 Um grafo G € definido por um conjunto V(G) de pontos, chamados de
vértices de G e por um conjunto E(G) de pares ndo ordenados destes pontos, chamados
de arestas de (G, que conectam estes vértices. Dois vértices conectades por uma aresta
sdo denominados adjacentes. Denotaremos (V(G)| por n e |E(G)] por m. ao longo de

todo o texto.

Definigao 2.2 Podemos definir grafos onde as arestas sdo pares ordenados de vértices

distintes. Denominado grafo orientado ou direcionado, ¢ denotado por G.

Para X C V(G), denotamos por G[X| ¢ subgrafo induzido por X, onde V(G[X]) = X
E(G), o
(61

e {z.y} € E(G[X}) se e somente se z,y € X e {z.y} € E(G). Para ¥ C

Definicdo 2.3 Um subgrafo de G ¢ um grafo H com V(H) C V{G) e E(H) C E(G).
subgrafo induzido por Y, GIY'], ¢é 0 subgrafo de G onde E{(GY])) =Y ex €}
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se e somente se {r.y} € Y, para algum y € V(G). A notagdo G\Y denota o sugbrafo de
G com V(G\Y)=VI(G) e E{G\Y) = E{G\Y.

Definigao 2.4 Um caminho em um grafo € uma segiiencia de vértices em que cada dots
vértices consecutivos sdo ligados por uma aresta. Considere a seqiéncia (vg. vy, ..., Ve, Ug)

de vértices como sendo um caminho, entdo, para todo i. o par {v;_1,v;} € uma aresta.

Definicao 2.5 Um grafo G € dito conexo se existe um caminho entre qualguer par de

vértices distintos do grafo.
Definigao 2.6 A cardinalidade n de V(G), também € chamada de ordem de G.

Definicao 2.7 Uma coloracao € uma funcic f: E{G) — C. onde C ¢é um conjunto

finito de cores.

Definicao 2.8 Dizemos gue uma coloragio com as cores de um congunto C € valida para
as arestas de G se arestas incidentes a um mesmo vértice possuem cores diferentes. Se
{C| = p, entdo temos uma p-coloragao para GG, neste caso, também dizemos que G €
p-colorivel. Se |Cl € o menor possivel para colorir de forma vdlida as arestas de G, |C| €

o indice cromadtico de G, denotado por X'(G).

A figura 2.1 mostra o mesmo grafo colorido de duas formas; a segunda revela uma

colora¢ao 6tima, conseqilentemente, seu {ndice cromatico.

1
a b a b
2 i 5 2 3 2
i
i
i
C d c d
4 1

Figura 2.1: Um grafo e duas possiveis coloragdes, onde C; = {1,2,3,4,5} e Cy = {1,2,3}.
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Definicao 2.9 Definimos por vizinhanca aberta de v € V{(G) em G, denotada por
Nal(v), ao conjunio de vértices em G que séo adjacentes ¢ v. A vizinhanca fechada
de v no grafo G, Nglvl, € igual a Ng(v) U {v}. Com isso, temos que o grau gro{v)
do vértice v em G € igual a cardinalidade de sua vizinhanca aberta em G e que A(G) =

max,eviq) 6Tc(v). Dois vértices u e v de um grafo G sdo ditos gémeos se Ngju] = Ngv).
Definicao 2.10 Chamamos u de A-vértice de G seu € V(G} e gra(u) = A(G).

Definicac 2.11 Denominamos cligue de G um subgrafo completo de G. Uma clique €

mazimal se ndo estd propriamente contida em nenhuma oulrae cligue de G,

Definicao 2.12 Dizemos que um conjunie E C E{() é um emparelhamento se as

arestas de E sdo duas o duas ndo adjacentes (ndo incidem num mesmo vértice).

2.2 Teorema de Vizing

Em 1964, Vizing provou que qualquer grafo G pode ter suas arestas pintadas com A(G)
ou A{G) + 1 cores. A seguir apresentaremos a prova do teorema de Vizing encontrada no

artigo de Fiorini e Wilson [16].
Teorema 2.1 (Teorema de Vizing) Seja G um grafo de grou mdzrimo A. Entdo:
MG < x T <AG)+1
Prova:

Se G é um grafo colorido com as cores a, 3, ..., entdo denotamos H(«, 5) o subgrafo
de G induzido pelas arestas cuja cor é o ou 5. Observe que cada componente de H(«, 5}
deve ser um caminho ou um ciclo de comprimento par.

A primeira desigualdade é trivial. Para provar que x ' < A{G) + 1 o autor utilizou
inducfo no nimero de arestas de G. A idéa é provar que se todas as arestas de G, menos
uma delas, tém sido coloridas com A(G) + 1 cores, entdo existe uma coloracio para todas

as arestas de G com A{G) + 1 cores.
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Suponha que cada aresta de (G tenha sido colorida com uma das A{G}+1 cores dadas,
com a lhnica excegao da aresta e; = vw,. Entdo deve existir pelo menos uma cor nio
representada no vértice v e pelo menos uma cor néo representada no vértice w,. Se
alguma cor nao esta representada nem no vértice v nem em w;, entdo esta cor pode ser
utilizada para colorir a aresta ey, o que compietaria a prova. Caso contrario. seja o uma
das cores ndo representada em v e seja 51 # « uma das cores n&o representada em wi. A

prova continua nos irés passos seguintes :
PASSO 1:

Seja e, = vwsy a aresta incidente no vériice v que tem atribuida a cor 5,. Esta aresta
deve existir pois, caso contrario, a cor ) ndo estaria representada nem em v nem em wy,
0 que levaria a uma contradicdo com a hipétese inicial. Em seguida apaga-se a cor da

aresta e; € associa-se d cor 31 a aresta e;. Veja ﬁgura?z e

Figura 2.2: Passo la - Teorema de Vizing

Pode-se assumir que 0s vértices v, w; e wo pertencem a mesma componente do subgrafo
H{e, 3;) pois, caso contrario, poderia-se trocar as cores das arestas na componente que
contém w, sem alterar a cor da aresta e;. Isto implica que a aresta e; pode ser colorida
com «, completando desta forma a coloracio de . Assim, a situacdo é mostrada na

figura 2.3.

PASSO 2:
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Figura 2.3: Passo 1b - Teorema de Vizing

Seja F; # I, uma das cores ndo representadas em w.. Pode-se assumir que a cor

- estéd representada em v poils, caso contrario, poderia-se completar a coloracao de GG
colorindo e; com a cor J,. Portanto, seja e; = vws a aresta incidente em v que possul a
cor 3,. Entao apaga-se a cor da aresta ez e associa-se a cor Jp a aresta es. Pelo mesmo
argumento do passo 1, podemos supor que os vértices v, wp € 1wy pertencem i mesma
componente de H{w, 3;).

A figura 2.4 mostra a situagao.
PASS0O 3:

Repetindo o procedimento anterior, obteremos eventualmente um vértice wy adjacente
ao vértice v, tal que a aresta vwy ndo estd colorida e alguma cor 5; com (i < k—1) n&o estd
representada em w,. Como antes, podemos assumir que os vértices v, w; e w;. pertencem
a mesma componente T de H (o, 5;). Dado que, o ndo estd representada em v, e 3 néo
estd representada em w;.1, 7 deve ser o caminho desde v até w;.; que passa pelo vértice
w; e que é formado s de arestas coloridas alternadamente com 3; e « (figura 2.5). Este
caminho ndo contém wy, pois 5; nlo estd representado em wy.

Se T* é a componente de H{, 5;) que contém o vértice wy, entdo T e T* devem ser
disjuntas. Portanto, é possivel trocar as cores de T™ e colorir a aresta vw; com a cor .

1
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() (@,

-

Figura 2.4: Passo 2 - Teorema de Vizing
2.3 Vizing e o problema da classificacao. .

O Teorema de Vizing criou uma forma simples de classificar os grafos em duas classes.

Classe 1 (C1), onde x'=A
Classe 2 (C2), onde x "= A=+ 1,

Com apenas duas op¢des parece ser simples decidir a classe a qual pertence determi-
nado grafo. Entretanto, A olyer provou que o problema de decidir a classe a qual pertence
um grafo arbitrdrio é NP-Completo [23], entdo tendemos a acreditar que nac existe ne-
nhum algoritmo polinomial que resolva este problema.

Em virtude do problema da coloraco de arestas ser NVP-Completo para um grafo
gualquer, pesquisadores tém direcionado suas pesquisas para classes particulares de grafos.
Conforme veremos na secao §2.5, para varias classes de grafos existe solucao polinomial
para o problema da classificagdo, enquanto para outras classes esta provado ser N FP-
Completo.

Conforme observado por Fiorini e Wilson {16], aparentemente o nimero de grafos que
pertencem a Classe 1 é bem superior ao nimero de grafos que pertencem a Classe 2.

Examinando todos os 143 grafos conexos formados por no maximo 6 vértices, Fiorini e
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(aB)
B, B NG}

Figura 2.5: Passo 3 - Teorema de Vizing

Wilson encontraram somente 8 grafos que sdo Classe 2. Estes grafos estao ilustrados na

figura 2.6.

2.4 Restrigoes a coloracao

Intuitivamente podemos pensar que quanio mais arestas o grafo tiver maior serd a pro-
babilidade de ser Classe 2. Existe um limite para a quantidade de arestas que podem ser
pintadas com A cores.

Por defini¢do, cada cor corresponde a um emparethamento e pode cobrir no maximo
125_ arestas, onde n ¢ o numero de vértices. Conseqilentemente, se ¢ numero de arestas ¢é
maior do que o produto do grau maximo por L%j entdo o grafo necessariamente pertence
& Classe 2. Grafos com esta caracteristica sdo denominados de grafos overfull.

Grafos overfull sdo todos aqueles grafos em que o niimero de vértices n é fmpar e a
seguinte regra ¢ valida: _/_\{n—;l < m, onde A é o grau maximo e m é o nimero de arestas.
Todo grafo overfull pertence & Classe 2. Grafos com o nimero de vértices par nunca sio
overfull, pois o produto £ serd sempre maior ou igual ac nimero de arestas.

Um grafo G é dito ser subgrafo-overfull quando existe um subgrafo overfull H de G tal
que A{H} = A(G). Um subgrafo é sempre formado com algumas arestas e vértices do
grafo original, neste caso o subgrafo nfo precisa ser induzido. Em grafos subgrafo-overfull

também sdo necessarias A(G) -+ 1 cores para colorir suas arestas.
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Figura 2.6: Grafos Classe 2 com no maximo 6 vértices.

Um grafo é neighborhood overfull quando possui um vértice de grau médximo, do qual
a vizinhanca induz um subgrafo overfull. Grafos neighborhood overfull sdo Classe 2 ja
que possuern um subgrafo overfull H com A(H) = A(G).

Todo grafo neighborhood overfull (NO) é também subgrafo-overfull (SO}. Assim como
todo grafo overfull (O} é também subgrafo-overfull. Ja grafos overfull e neighborhood
overfull sdo incompardveis. (O ¢ SO C C2e NO € SO C C2) [11.

E importante ressaltar que as restricGes apresentadas nesta secao implicam que o
grafo necessariamente pertence & Classe 2, mas a volta nido é verdadeira. Um grafo pode
pertencer a2 Classe 2 e ndo respeitar nenhuma das restrigdes apresentadas. A figura 2.7
ilustra esta relacdo. J4 na figura 2.8 é apresentado o grafo de Pefersen que néo é

subgrafo-overfull e mesmo assim pertence & Classe 2.
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Overfull q‘>

Subgrato Overfull CLLASSE 2
NeighorHood Overfull

Figura 2.7: Relacdo entre as restrictes e a Classe 2

Figura 2.8 Grafo de Petersen

2.4.1 A conjectura de grafos overfull

Em 1986, Hilton e Chetwynd enunciaram uma importante conjectura a respeito da relagao
entre subgrafo-overfull (SO) e Classe 2. Neste trabalho os autores questionam se SO e

Classe 2 sao equivalentes quando o grafo possui A superior a £.

Conjectura 1 (Hilton e Chetwynd) Seum grafo G com n vértices possui grauw mdzimo
maior que 3, entdo G pertence 6 Classe 1 se e somente se G ndo possui nenhum subgrafo

overfull.

O grafo mostrado na figura 2.8 é um exemplo de grafo que pertence & Classe 2 e nao
é SO. Este grafo ndo pertence ao conjunto de grafos que satisfaz a Conjectura 1, pois seu

A éigual a §. Isto também mostra que a restricio desta conjectura é a melhor possivel.
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Viérios pesquisadores tém trabalhado com esta conjectura, conseguindo muitos resulta-
dos. Podemos citar o resultado mostrado por M. Plantholt [31] que provou ser verdadeira
esta conjectura para grafos que possuem A(G) = n—1. Os prdprios autores da conjectura,
A. G. Chetwynde A. J. W. Hilton [4i, provaram que a conjectura é verdadeira para grafos
com AG) > n— 3. Além destes, D. G. Hoffman e C. A. Rodger (22], demonstraram que

os multipartidos completos também satisfazem a conjectura.

2.5 Resultados conhecidos

Conforme ja mencionado, pesquisadores tém estudado o problema da coloracdo de arestas
restrito a classes de grafos. Nesta secdo estaremos apresentando os resultados conhecidos

para algumas classes.

2.5.1 Casos polinomiais

Nas classes de grafos apresentadas nesta se¢io é possivel determinar y (G} em tempo
polinomial.

Grafos caminhos

O grafo formado por um caminho induzido por n vértices é chamado de grafo caminho e

denotado por F,.
Teorema 2.2 Sejo G um grafo caminho P,. Entdo : x =2
Prova:

O malor grau de F,, é 2, portanto x ' > 2. Para obter uma coloracdo com duas cores ¢
suficiente alternar essas duas cores nas arestas ao longo do caminho. O
Grafos ciclos

O grafo formado por um ciclo induzido por n vértices é chamado de grafo ciclo e denotado

por .
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Teorema 2.3 Seja G um grafo ciclo, C, com n vértices. Entdo:

2, sen €par (Classe 1)

3, sen & fmpar (Clusse 2).

Prova:

O maior grau do €y, ¢ 2, portanto ¥ ' > 2. Se n é par, entdo duas cores sdo suficientes.
pois basta alternar estas duas cores nas arestas ao longoe do ciclo.
Caso n seja impar, é necessiria uma terceira cor para evitar que a primeira aresta

o
b

colorida e a ultima tenham a mesma cor.

Bipartidos

Teorema 2.4 (Teorema de Koénig) Todo grafo bipartido é Classe 1.

Prova:

Considere ¢ € E como sendo uma aresta qualquer de grafo bipartido G, e G — ¢ o grafo
obtido de G retirando a aresta e. E suficiente provar que se o grafo G — e é colorido com
A{G) cores entdao G também pode ser colorido com A cores. Suponha que a aresta e ligue
08 vértices w,v e que G — e pode ser colorido com A cores. Considere C como sendo 0
conjunto das A(G) cores. Como o vértice v tem no méximo A{G) — 1 arestas, v tem pelo
menos uma cor faltante o € €. Da mesma forma, o vértice w possui pelo menos uma
cor faltante 5 € C. Se o = 3 entdo a aresta e pode ser pintada com a cor @, e a prova
estaria completa. Caso contrario, considere H{«, 8) como sendo o subgrafo definido pelas
seguintes propriedades: ser conexo, conter w e conter todos as arestas e vértices de G que
podem ser atingidas a partir de w por um caminho consistindo somente de arestas com
as cores o e 5. Como G é bipartido, H{«, 5) nédo pode conter o vértice v. Logo, pode-se
trocar as cores o e J em H{a, 3) sem afetar v ou o resto da coloragdo. Agora, a aresta
vw pode ser colorida com a cor o para obter a coloracio desejada para G com A cores.
U
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Grafos completos

Teorema 2.5 Um grafo completo, K,, pertence ¢ Classe 1, se n € par, e pertence i

Classe 2, sen € {mpar.
Prova:

Caso n seja impar. temos que todo K, com n {mpar é overfull, logo pertence a Classe 2.
Apresentaremos uma fun¢io de coloragdo para o K, com n cores [14] . Esta fungdo fornece
um algoritmo para coloragdo com A + 1 cores mais eficiente do que o demonstrado por
Vizing.

Considere afungdoc: E(G) — {0.1... ., A(K,) tal que c(i, 7) = (i+7) mod (A{K,)+

1) é uma coloragao para as arestas de K, com A + 1 cores. Para provar que a funcio

¢ ¢ uma coloragao védlida, os autores mostram que na coloragdo gerada nao ha conflitos.

* Considere duas arestas distintas de K. n 23 e z;.é.mSupor.lhé. que estas arestas gerem um con-
flito, ou seja, tenham a mesma cor, com ¢(ij) = ¢(ik). Entdo, (i +j) mod (A(K,) +1) =
(i + k) mod (AMK,) + 1), logo j = k, contradigao.

A figura 2.9 ilustra uma colora¢io dada pela funcéo ¢ para o K.

Figura 2.9: Coloragéo do Kj
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Caso n seja par, escolhe-se uin vértice qualquer, v de K,,, e o subgrafo induzido K, —v.
que é umn grafo completo com n — 1 vértices é colorido da forma descrita acima. Em cada
vértice hd exatamente uma cor faltando e as cores faltantes sdo todas distintas. As arestas
de K, incidentes em v sao coloridas utilizando estas cores faltantes.

A figura 2.10 apresenta a coloracio para o K.

Figura 2.10: Coloracao do K

L]

2.5.2 Casos N P-Completos
Grafos regulares

Em 1981, Holyer provou que o problema da classificacdo para um grafo 3-regular é N P-
Completo. Este resultado implica que o problema é N FP-Completo para um grafo qual-
quer.

Para provar a N P-completude do problema, o autor utilizou a técnica de reducio po-
linomial do problema 3-SAT, definido a seguir, ao problema de decidir o indice cromdtico
de um grafo 3-regular.

Counsidere um conjunto de varidveis booleanas ui, ..., U, € 08 seus complementos #y,....uy,.
Isto é, cada varidvel u; toma um valor verdadeiro ou falso e u; é verdadeiro se e somente

se 7; for falso. Considere, também, uma conjunto de clausulas C = Cy,Cs,...,C, nas
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variavels u,, ... U, cada clausula C; consistindo de trés literais [;1.02 e L3 onde cada
literal /;; ¢ uma varidvel u; ou o seu complemento .

Uma clausula é dita satisfativel se existe uma atribuicdo de valores verdadeiro ou
falso para as varidveis de tal modo que pelo menos um dos literais seja verdadeiro. O
problema de 3-SAT consiste em determinar se existe uma atribuicdo de valores verdadeiro

as varidveis tal que toda cldusula em C seja satisfativel.

Teorema 2.6 (Holyer) O problema de determinar se o indice cromdtico de um grafo

G-regular € 3 ou 4 € NP-Completo.

A idéia da prova é a seguinte. Dada uma instdncia C' do problema 3-SAT, constréi-se
um grafo 3-regular G que é 3-colorivel se e somente se C é satisfativel.

O grafo G é construido através da unido de “partes” ou componentes, cada uma delas
componentes. Em uma 3-coloracac de (. estes pares de arestas representam o valor
verdadeiro se as arestas possuem a mesma cor, e representam o valor falso se as arestas
possuern cores distintas.

O autor define trés tipos de componentes: uma associada a cada varidavel u;, uma para
cada cldusula C; e outra para os literais que sdo %,;. Ele mostra como constrair um grafo
3-regular a partir delas em tempo polinomial.

Neste mesmo trabalho, Holyer conjecturou que ¢ problema também é N P-completo
para grafos regulares de grau méximo A. Em 1983, Leven e Galil provaram esta conjec-

tura, demonstrando o seguinte teorema.

Teorema 2.7 (Leven e Galil [25]) Dado um inteiro k > 3, o problema da classificagéo

para um grafo k-reqular € N P-completo.

Grafos perfeitos

Cai e Ellis {2} mostraram a NP-Completude do problema da classificagio para grafos
regulares de comparabilidade e, portanto, para os grafos perfeitos.
Analogamente ao estudo da coloracdo de arestas, também existem estudos sobre co-

loragdo de vértices. Dizemos que uma coloracio dos vértices de G é uma coloragéo vélida
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se vértices adjacentes possuem cores distintas. O nfimero cromdtico, x(G). de um grafo
(7 ¢ o menor numero de cores com o qual é possivel gerar uma coloragao de vértices valida
de G,

Um grafo é perfeite quando para todo subgrafo induzido o ndmerc cromatico € igual
a0 tamanho da malor cligue.

Um grafo G ¢ dito ser de comparabilidade se para cada par de arestas (u,v) e {v, w)
de 7, orientadas de u para v e de v para w, existir a aresta {u, v} orientada de u para w.

Com este resultado, os autores mostraram que o problema da classificacéo continua
N P-completo mesmo quando restrito a classes de grafos. Eles demonstraram o seguinte

teorema.

Teorema 2.8 {Cai e Ellis) Dado k > 3 inteiro, determinar o indice cromdtico de um

grafo k-regular de comparabilidade é N P-Completo.

Corolario 2.9 Dado inteiro k > 3, determinar o indice cromdtico de um grafo k-regular

perfeito é N P-Completo.



Capitulo 3
Grafos indiferenca

Neste capitulo estaremos comentando a respeito da classe dos grafos indiferenca, apresen-
tando suas definigoes e caracterizagoes. Apresentaremos alguns detalthes inerentes desta
classe de grafos como ordem mdlferen(;d e aresta maximal. O problema da coloragéo de
arestas em grafos indiferenca ja vem sendo estudado a védrios anos, conseguiu-se resolver
o problema para grafos indiferenca com determinadas caracteristicas. Apresentaremos 0s
resultados conhecidos para os grafos indiferenca de grau maximo {mpar e para os grafos

indiferenca reduzidos.

3.1 A classe dos grafos indiferenca

Um grafo é dito de intervalos caso seja o grafo de interseccdo de uma familia de intervalos
da reta real. Isto acontece casc o seu conjunto de vértices admita uma bijecao com um
conjunto de intervalos da reta real. tal que exista uma aresta entre dois vértices do grafo
se ¢ somente se 0s intervalos correspondentes tém interseccdo. Grafos indiferenca sao
uma subclasse dos grafos de intervalos. Um grafo de intervalos é dito indiferenca caso os
intervalos possam ser tomados unitdrios. A restri¢do sobre o tamanho dos intervalos gera
uma subclasse propria dos grafos de intervalos. Na verdade, esta subclasse é exatamente a
dos grafos de intervalos que nao admitem o grafo bipartido completo K3 como subgrafo
induzido, conforme foi caracterizado por Gilmore e Hoffman em 1964 [17].

Roberts em 1969. demonstrou o seguinte teorema a respeito dos grafos indiferenca.

20
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Para o teorema faz-se necessirio as seguintes defini¢es:

Definicao 3.1 Considerando § > 0 . uma funcdo real v : V. — R € chamada semiordem

para uma relagdo bindria (V, P), se a seguinte condicdo € vdlida.
ry € Peulz)>uly)+46 (r,y e V).
E provado que existe um semiordem para o relacdo bindria (V. P} se e somente se as

sequintes condigdes sGo validas.

Para todo z.y,z,w eV,

o P ¢ irreflexiva {ou seja. (x,2) € P para todo x € V).
e zy € Pezwe Pimphecazw € P ouzy e P.

o xy & Peyz e P implicarw € P ouwz e P.

Definicao 3.2 Um grafo G € dito grafo de intervalos proprios se G € um grafo de inter-

valos e nenhum de seus intervalos estd totalmente contido em outro.

Defini¢do 3.3 Denotamos por P! a relagdo bindria onde (y,x) € P~ s¢ € somente se
($y) € P.
Denotamos por E o conjunto de pares nio ordenados que é o complemento de E em

relagdo ao congunto de todos 0s pares ndo ordenados de elementos de V.

Teorema 3.1 (Roberts (1969) [32]) Considere G = (V. E) sendo um grafo ndo dire-
cionado. As sequintes condicdes sdo equivalentes.

(i) Eziste uma funcdo real u: V. — R que satisfoga, para todos os vértices z,y € V',
zy € B+l ulz) —uly) |< 1.

(ii) Exziste uma semiordem (V, P) tal que E = P + P~1.

(iii) G = (V. E} é um grafo de comparabilidade e toda orientacdo transitiva de G €
wma semiordem.

(iv) G € um grafo de intervalos que ndo possui nenhum K3 como subgrafo induzido.

fv) G € um grafo de intervalos prdprios.

(vi) G € um grafo de intervalos unitdrios (indiferencga).
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3.1.1 Ordem indiferenca

Qutra caracterizagao para grafos indiferenca é em funcio de uma ordem linear sobre seus
vértices. Em 1964, Gilmore e Hoffman 17] demonstraram que grafos de intervalos s&o os
que admitem uma ordem linear sobre as suas cliques maXximais, na qual as que contém um
dado vértice sdo consecutivas. Muehara [26] demonstrou que um grafo é indiferenca se e
somente se admite uma ordem linear sobre og seus vértices, na qual os vértices contidos em
uma mesma clique maximal sdo consecutivos, esta ordem € denominada ordem indiferenca.

Roberts [33] também caracterizou a classe dos grafos indiferenca através de uma ordem
linear. Uma ordem linear sobre os vértices de um grafo é dita compativel com a relagao
de adjacéncia £ quando 2 < y < z ¢ {z,z} € E implica que {x.y}, {y, 2z} € E. Conforme
observado em [13] as ordens lineares definidas por Maehara e Roberts sdo equivalentes, de
fato, dada uma ordem compativel e uma clique maximal em G, considerando o primeiro
e o ultimo vértice desta clique temos que os vértices entre estes dois so exatamente 08
vértices da clique maximal. Por outro lado, dada uma ordem indiferenca, z < y < z ¢
{z,z} € E, temos que y, assim como todos 0s vértices pertencentes a clique maximal que
contém x e z, é adjacente tanto a x como a z.

Jayme Szwarcfiter, Celina M. H. Figueiredo, Sulamite Klein e Célia P. Mello em
[13], demonstram duas caracterizaces para ordens indiferenca. Pode-se reconhecer gra-
fos indiferenca através destas caracterizacbes. A seguir apresentaremos os dois lemas
demonstrados pelos autores.

A primeira caracterizagao permite reconhecer grafos indiferenca através de uma ordem
linear. E observado que uma ordem indiferenca é um esquema de eliminaciio perfeita
especial para os vértices do grafo. Para caracterizar os vértices simpliciais que definem

esta ordem é necessdria a seguinte definicio.

Definicao 3.4 Um vértice simplicial v de G € extremo se G for uma clique, ou caso
contrario, para todo par x,y de vértices adjacentes a v, tal que x,y e v ndo sio gémeos,

existe pelo menos um vértice z em (G adjacente a x € a Yy, mas nGo a v.

O lema a seguir identifica quais vértices de um grafo indiferenca poderdo se constituir

no primeiro ou no Ultimo elemento de uma ordem indiferenca.
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Lema 3.2 Os vértices gémeos ao primeiro e 0s vértices gémeos ao dltimo vértice de uma

ordem indiferenca sGo o0s unicos vértices extremos de um grafo indiferenca.

A segunda caracterizacdo da ordem indiferenca dada em [13} é em funcdo de uma
condicdo de conectividade sobre as suas cliques maximais. O lema a seguir caracteriza e

fornece um método alternativo para reconhecimento de grafos indiferenca.

Lema 3.3 Dado um grafo indiferenca que ndo € uma cligue, cada um dos seus subgrafos

induzidos conezos tem exatamente duas cliques mazimais cuja remo¢ao ndo desconecta o

grajfo.

3.1.2 Reconhecimento de grafos indiferenca

fazem este reconhecimento em tempo linear estdo disponiveis na literatura.

Em [7] é apresentado um algoritmo que reconhece grafos indiferencga em tempo linear.
E um algoritmo de dois passos, no primeiro passo é feita uma busca em largura lexi-
cografica no grafo enquanto o segundo passo utiliza a saida da busca para particionar o
grafo em classes de vértices gémeos. Desta particio é dada a ordem indiferenca do grafo.

Em [5] é apresentado um algoritmo que também reconhece grafos indiferenca em tempo
linear. Este algoritmo € baseado em uma caracterizagao de grafos indiferenca em fungao
de uma ordem de seus vértices. Roberts provou que um grafo é indiferenca se e somente
se existe uma ordem < sobre seus vértices de modo que para todo vértice v do grafo, a
vizinhanca de v é um conjunto de vértices consecutivos {com relacdo a <). O algoritmo
utiliza busca em largura no grafo para definir uma ordem linear e depois verifica se esta

ordem é uma ordem indiferenca.

3.1.3 Arestas maximais

Fixe uma certa ordem indiferenca num grafo indiferenca G. Para cada clique maximal A
de G, definimos como aresta mazrimal a aresta cujos vértices sao ¢ primeiro e o altimo

vértices de A com relacdo a ordem indiferenca de G.
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A figura 3.1 mostra o grafo completo K5 e ao lado uma de suas ordens indiferenca.
Nesta figura as arestas traceiadas indicam as arestas maximais. O K3 tem apenas uma
cliqgue maximal que ¢ o prépric grafo, entdo qualquer ordem linear de seus vértices é uma

ordem indiferenca.

Figura 3.1: K5 ¢ uma ordem indiferenca

A figura 3.2 apresenta um outro grafo e uma ordem indiferenga. Nesta figura as arestas
tracejadas indicam as arestas maximais. Observe que o grafo possui trés cliques maximais

e para cada clique hd uma aresta maximal.

Figura 3.2: Um grafo com trés cliques maximais e uma ordem indiferenca

E interessante notar que visualmente falando uma aresta maximal é aquela que nao

estd “encoberta” por nenhuma outra aresta. O subgrafo formado pelo intervalo de vértices.
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na ordem indiferenca, delimitado por cada um dos vértices de uma aresta maximal é uma

clique.

3.2 Coloragao em grafos indiferenca

Nesta se¢ao apresentaremos dois resultados conhecidos para coloracédo arestas em grafos
indiferenca. Este problema ja vem sido estudado a bastante tempo e conseguiu-se re-
sultados parciais para a classe dos grafos indiferenca. Mostraremos como fol resolvido o
problema da classificacio para os grafos indiferenca de méaximo {impar e grafos indiferenca

reduzidos.

3.2.1 Grafos indiferenca de grau méximo impar

Neste trabalho os autores mostram que todo grafo indiferenca de grau maximo impar

pode ter suas arestas coloridas com A cores.

Teorema 3.4 (Figueiredo, Meidanis e Mello - 1997[9}]) Todos os grafos indiferenca

com graw mdrimo impar pertencem a Classe 1.
Prova:

Considere G sendo um grafo indiferenca onde A = A(G) é impar.
Organiza-se 0s vértices em uma ordem indiferenga e numera-se eles com inteiros con-
secutivos comegando do 0. Também rotula-se cada vértice com um elemento do conjunto

{0,1,2,....A ~ 1.D}, onde D é um simbolo especial. A rotulacdo é a seguinte:

D, se z = A mod{A +1)

Az) =
z mod (A + 1), caso contrario.

A cor k{zy) de uma aresta xy serd a funcho simétrica dos rétulos de z e y. As cores

utilizadas serdo os elementos do conjunto {0,1,2,....A — 1}, associadas da seguinte forma:
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Alz) + Aly) mod A, se tanto Mz) e A{y) sdo numéricos

rlry) = { 2Mz) mod 4, se A(z) é numérico e My) = D

2M(y) mod A, se Alz) = D e Ay) é numérico
Nenhuma regra é necessaria para colorir arestas conectando dois vértices rotulados
de DD, porque tal aresta nao existe. Na verdade se um vértice z rotulado com D fosse
adjacente a outro vértice ¥ também rotulado com D, supondo que existe a aresta zy, pela
propriedade da ordem indiferenca este dois vértices seriam adjacentes a todos os vértices
entre eles na ordem indiferenca. Pelo processo de rotulagao entre o vértice x e y existem
A vértices, portanto teriamos grg{z) > A -+ 1, contrariando o fato de que A é o grau

méximo. Este mesmo argumento pode ser usado para mostrar que:

2. Nenhum vértice possui dois vizinhos com o mesmo rétulo.

Para mostrar que x é uma coloracdo. Suponha que existem duas arestas distintas zy e
zz, pelo argumento anterior, sabemos que os rétulos de x., ¥ e z s&o distintos. Assumindo

que x(xy) = k(zz), entdo existern dols casos a considerar.

Caso 1: AMz)=D
Neste caso, os rétulos de y e z sdo necessariamente numéricos e
2M(y} = 2A(z) (mod A).
Como A é {mpar. pode-se cancelar o fator 2 de ambos os lados para obter
Aly) = Alz) (mod A).
Isto implica que A(y) = A{z). 0 que é uma contradi¢do.
Caso 2: A{z) é numérico.

Neste caso, A(y) e A(z) nao podem ser, simultaneamente, D. Sendo apenas um deles

D, supe-se que, A(y) = D, entdo:
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2M(z) = AMa)+ Alz) {mod A),

O que implica que A{z) = A(z), uma contradicio.

Pode ser que os rétulos dos trés vértices sejam numéricos, entdo

Mzy+ Myl = Mz) -+ Alz) (mod A),

O que implica que Ay} = A(z), 0 que também é uma contradigao.
Conclui-se que as cores de zy e xz ndo podem ser iguais e que esta associagdo (conhe-

cida comno Método do Dobrador) gera uma A-coloragio de arestas. £

A prova do feorema anterior induz um algoritmo, que gera uma A-coloracac para
qualquer grafo indiferenca de grau maximo fmpar. Mostraremos um exemplo destacando
a construcao da coloragdo.

A figura 3.3 apresenta um grafo indiferenca de grau méximo fmpar e a uma ordem

indiferenca para o grafo.

Figura 3.3: Grafo indiferenga de grau méximo {mpar

Ja na figura 3.4, pode-se observar como os vértices na ordem indiferenca sao rotulados.
E por fim. na figura 3.5 é apresentada uma A-coloracio para o grafo baseada na funcao

de coloracac demonstrada na prova do teorema.
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Figura 3.5: A-coloragio para o grafo.

3.2.2 Grafos indiferenca reduzidos

Neste trabalho os autores mostram que qualquer grafo indiferenca reduzido de grau
maximo par pode ter suas arestas pintadas com A cores. Na verdade a prova se es-
tende a todos os grafos indiferenca de grau maximo par que ndo possuem dois A-vértices
gémeos. Os autores também mostram que um grafo indiferenca sem 2 A-vértices gémeos
nunca é neigborhood overfull.

Um grafo é dito ser indiferenca reduzido se for um grafo indiferenca e ndo possuir
vértices gemeos.

Neste trabalho é exibida uma A-coloragio de arestas para um grafo indiferenca redu-
zido de grau méximo par. Como jé & sabido que grafos indiferenca de grau maximo impar
sac Classe 1, este resultado implica que todos grafos indiferenca sem dois A-vértices
gémeos, e em particular todos os grafos indiferenca reduzidos, sdo Classe 1.

Para construir uma A-coloragdo. é aplicada a técnica da decomposicio sobre um grafo
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indiferenca de grau maximo par e sem dois A-vértice gémeos. As arestas do grafo serfio
particionadas em dois conjuntos E; e Es, tais que, G; = G[E,| é um grafo indiferenca de
grau méaximo impar onde A(Gh) = A(G) — 1 e Gy = G[Fy] é um emparelhamento.

Em um grafo indiferenca <, cada vértice é incidente a zero, uma ou duas arestas
maximais. Dada um grafo indiferenca com uma ordem indiferenca e uma aresta que é
maximal nesta ordem, a remocao desta aresta gera um grafo indiferenca menor. A ordem
indiferenca original é uma ordem indiferenca para ¢ grafo indiferenca gerado.

O Lema a seguir permite a formulag&o de um algoritmo para escolher um emparelha-
mento de um grafo indiferenca sem dois A-vértices gémeos que cobre todos A-vértices de

G.

Lema 3.5 Considere G como um grafo nédo irivial. Se G é um grafo indiferenco sem
A-vértices gémeos. entdo todo N-vértice de (& € incidente a precisamente duas arestas

Mariimails.
Prova:

Considere G sendo um grafo indiferenga ndo trivial sem A-vértices gémeos e seja v um
A-vértice de G. Considere vy, v9, ..., v, sendo uma ordem indiferenca de G. Sendo v um
A-vértice de G e G nao sendo uma clique, temos que v = v; com j # 1,n. Considere v; e
vy sendo 0s vértices mais a esquerda e mais a direita respectivamente adjacentes a v; na
ordem indiferenga. Suponha que v;v; naoc € uma aresta maximal. Entao v,_ vy ou vv541 €
uma aresta em G. A existéncia de v;;v; contradiz que v; é o vizinho mais a esquerda de
v; . Como v; e vy.1 ndo sdo gémeos, a existéncia de v;v;.; implica que gra{v;y) > A(G),
uma contradicdo. Analogamente, temos que v;v; também € uma aresta maximal. -

O seguinte algoritmo escolhe um conjunto de arestas maximais que cobre todos os
A-vértices de G.

Algoritmo:

Entrada: Um grafo indiferenca G sem dois A-vértices gémeos com uma ordem indife-
renca ty, ..., v, de G

Saida: Um conjunto de arestas M que cobre todos os A-vértices de G.
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1 - Para cada A-vértice de &, denominado v;, na ordem indiferenca, coloque a aresta
v;v; no conjunto g, onde v; € o vizinho mais a esquerda de v; na ordem indiferenca. Cada
componente do grafo Gle] é um caminho.

2 - Para cada componente caminho P de Ge], numere cada aresta com inteiros con-
secutivos a partir de 1. Se um componente caminho F; contém um ntmero impar de
arestas, entdo forme um emparelhamento M; de Glz| escolhendo as arestas numeradas
por numeros impares. Se um componente caminho FP; contém um nimero par de arestas,
entdo forme um emparelhamento M; escolhendo as arestas numeradas por numeros pares.

3 - O emparelhamento de arestas M desejado é a unido {_j, M;.

O algoritmo acima garante que o emparelhamento M cobre todos os A-vértices de
(G. Se um componente caminho de Glz] contém um numero impar de aresta, entdo A

cobre todos os seus vértices. Se um componente caminho de Gig] contém um ntdmero par

de arestas, entdc o Unico vertice nao coberto por M é ¢ primeiro vértice do componente

caminho e pela definicdo de Gle] este vértice néo é um A-vértice.

Teorema 3.6 (Figueiredo, Meidanis, Mello e Ortiz - 2003{12]) Se G € um grafo

indiferenca sem A-vértices gémeos, entdo G € Classe 1.
Prova:

Considere G sendo um grafo indiferenca sem A-vértices gémeos, se G tem grau maximo
impar entdo G é Classe 1 conforme demonstrado na Se¢do [3.2.1]. Suponha que G possui
grau maximo par. Considere vy, ...v, sendo uma ordem indiferenca de G. Use o algoritmo
descrito acima para encontrar um emparelhamento M para G que cobre todos 0s A-
vértices de G. O grafo G\M é um grafo indiferenca de grau mdximo impar porque os
vértices de &' e G\ M s&o os mesmos e a ordem indiferenca de G ¢ também uma ordem
indiferenca para G\M. Mais ainda, se 3 é um emparelhamento que cobre todos A-
vértices, temos entdo que A(G\M) = A(G) — 1 é impar. Como as arestas de G\M
podem ser coloridas com A(G) — 1 cores e somente uma cor adicional é necessdria para
colorir as arestas do emparelhamento M. Isto implica entdo que x '= A —-1+1= A ou

seja, G pertence a Classe 1. ™
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Este teorema é automaticamente vilido para todos os grafos indiferenga reduzidos,
ja que grafos indiferenca reduzidos nao permitem quaisquer dois vértices gémeos e por
conseqgiléncia naoc permitem A-vértices gémeos.

Sera apresentado um exemplo de como a prova do teorema gera uma A-coloracao para
os grafos reduzidos.

Considere o grafo GG representado na figura 3.6, sendo G sem A-vértices gémeos e com

gray maximo par.

2 4 6 8
| 9
3 5 7
1 2 3 4 5 6 7 ] 9

Figura 3.6: Grafo indiferenca reduzido com grau maximo par

Observe na figura 3.7 as arestas maximais que devem fazer parte do conjunto ¢.

-~ -
- - ~ /3—\ N o™ ~

Figura 3.7: Coloracao de grafos indiferenca reduzidos: obtendo as arestas maximais de £

M

A figura 3.8 apresenta Gz, grafo G induzido pelas arestas do conjunto £, com dois

componentes conexos, que séo caminhos. Conforme diz o algoritmo apresentado as ares-
tas do caminho devem ser rotuladas com nimeros consecutivos comegando do 1. Caso o
numero de arestas da componente seja par, deve-se criar um emparelhamento M; com as

arestas da componente rotuladas por nimeros impares. Caso contrario, se o nimero de
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arestas da componente for impar, deve-se colocar no emparelhamento M, as arestas rotula-
das por mimeros pares. Entdo teremos M; = {{4,6}} e My = {{1,3},{5.7}}. O empare-
lhamento M deve ser formado pela unido de todos M;, entdo M = {{1.3},{4.6}.{5.7}}.

Observe que M cobre todos o5 A-vértices.

>, 4 N 6 8
¢ @ = ® @
1 2 3
@ ° ° o 'Y
3 5 7

grafo indiferenca cujo grau médximo é impar e é igual a A(G) — 1. Como ja visto, este
grafo tem uma {(A(G) — 1)-coloragio. As arestas que faltam em G[G\M| com relacio a
(- sao justamente as arestas do emparelhamento M, todas as arestas de M podem ser
coloridas com unica cor. A cor ndo utilizada na coloracio de GG\ M] pode ser utilizada

para colorir as arestas de G[M]. Portanto, o grafo G possui uma A-coloragio.
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G/M :

2 4 6 8
@ @i @
G[M] :
o————0 o —0 @9
: 3 5 7

Figura 3.9: Coloracéo de grafos indiferenca reduzidos: decomposicao final.
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Capitulo 4

(Geracao e coloracao de grafos

indiferenca

4.1 Modelos de programacao linear

Os problemas de otimizac¢ao sdo problemas de maximizacio ou minimizacio de fungoes.
designadas por objetivo, que dependem de um nidmero finito de varidveis. Estas varidveis
podem ser independentes uma das outras, ou podem estar relacionadas através de uma
ou mais restrigoes.

A classe de problemas onde o objetivo e as restri¢cdes sfo dadas como fungbes ma-
tematicas e relagoes funcionais é denominada problemas de programacio matemdtica.

Problemas de programacdo linear sdo uma classe de problemas de programagio ma-
tematica, onde a fungdo objetivo e suas restricdes podem ser representadas por funcoes
lineares.

Os problemas de programacao linear podem ser formulados de acordo com um modelo
matemadtico geral, que consiste na determinacio de valores ndo negativos para as varidveis
T1,Z9,.. T, .-, Tn satisfazendo um sistema de m equacdes (inequacfes) lineares que
maximizem ou minimizem o valor de uma funcdo (real) linear dessas varidveis.

Um modelo de programacao linear ¢ composto por:
o Um conjunto de n varidveis (z;, 22, 23,24, ..., Tn);

H
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e Um conjunto de m condicbes lineares relacionando as variaveis por meio de desi-
gualdades do tipo a2y + agmg + asra 4+ ...+ anz, < by, onde a; e b; sdo coeficientes

reals;

e Uma fungio linear, também conhecida como funcdo objetive, a qual determina a

minimizacao ou a maximizacdo das varidveis.

Em adicdo. problemas de programacio inteira contém um conjunto de restriges de
dominio das varidveis.

Em 1947, o matemdtico americano George Danizig estabeleceu uma forma sistematica
de resolucao do modelo de programacio linear baseada na teoria das equaces lineares, no
conceito de independéncia de vetores e na dlgebra matricial. Este método ficou conhecido

como método do simplex.

4.2 CPLEX

Para resolucao de nossos modelos lineares, utilizamos um software de programacao ma-
teméatica e otimizacdo, CPLEX Linear Optimizer 7.0.0 ®. Este software estd disponivel
nos laboratérios do [C-Unicamp.

CPLEX é um sistema otimizador linear interativo que inclui diversos algoritmos para
resolugao de problemas modelados linearmente com uma interface de software interativo.
A entrada do problema linear pode ser feita de duas formas: através de uma entrada
interativa dentro do proprio sistema ou através de um arquivo que deve obedecer a alguns
formatos pré-estabelecidos.

Outro recurso bastante interessante do CPLEX é a disponibiliza¢do de uma biblioteca
de funcoes que podem ser chamadas de um programa qualquer. A API desta biblioteca
fornece toda a funcionalidade do CPLEX em mais de 200 rotinas que podein ser linkadas
por programas escritos em C, Fortran e outras linguagens.

Esta poderosa biblioteca permite a defini¢io. resolugdo, andlise, consultas e criagdo de
relatorios para problemas de programacdo linear. A biblioteca foi criada especificamente

para integrar o alto desempenho dos algoritmos CPLEX a aplicacdes especializadas.
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O sistema CPLEX possul também um “Mizred Integer Solver” que possul a capacidade
para resolver problemas muito rapidamente tanto com varidveis inteiras gerais, como

varidveis binarias.

4.3 Modelo linear proposto para coloracao de arestas

O modelo linear tem por objetive modelar o problema de coloracao de arestas para grafos
indiferenca para um modelo matemético que pode ser resolvido pelo CPLEX.

Considere um conjunto E de arestas, sendo que estas arestas sao: {1, 2, 3, ..., m}.
Considere tambérm um conjunto de cores {1, 2, ..., A(G) + 1}

As variaveis do modelo séo :

1 secor ¢ esta sendo usada

0 caso contrario.

1 se aresta e tem cor ¢
Lee = .
{0 caso contrario.

Restricoes :

{(Pintar) - Restringe que toda aresta tenha exatamente uma Cor.

Z Zee =1,V e € Arestas
c € Cores

(Conflito) - Restringe que arestas adjacentes tenham cores diferentes.

Z Tee 1,V v € Vértices , V ¢ € Cores
e ‘%d_](ﬂ)
{Uso) - Registra a utilizac8o das cores nas varidveis z,, que s3o as nicas que aparecerao
na funcéo objetivo.

Tee < Te .V € € Arestas , V ¢ & Cores
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Fungao Objetivo :

f= Z Ly

c e Cores
Queremos minimizar f. Se min f = A entdo o grafo é Classe 1, caso contrario, se
min f = A + 1 entdo o grafo é Classe 2.
Podemos fazer a andlise de custo do modelo, considerando o tamanho de cada restrigao

como sendo o numero de variaveis envolvidas, da seguinte forma:

Tee = O{mA) Varidveis
Te = O{A)  Varidveis
Pintar =  O{mA) Tamanho das restri¢oes
Conflito = O(mA} Tamanho das restricoes
Uso = O{mA) Tamanho das restrigdes
f= O{A) Varidvels

O tamanho das restri¢oes de conflito é O{mA), pois cada varidvel .. aparecerd apenas
duas vezes no total, uma para cada extremo da aresta e.

O custo total do modelo é O(mA), incluindo varidveis e tamanho total das restrigdes.

4.4 Gerando grafos indiferenca

Como pretendiamos analisar o comportamento do problema em relacio ao tamanho da
entrada, decidimos criar e resolver modelos lineares para o problema da coloragio de
arestas em grafos indiferenca através de um solver (CPLEX). Para conseguirmos este
objetivo precisdvamos implementar um software para gerar estes grafos, transformar o
grafo gerado em um modelo linear e interagir com o CPLEX para resolugao do modelo.

A geracgdo destes grafos deveria ser bastante flexivel, pois gostariamos de gerar grafos
indiferenca de diferentes estruturas e com diferentes propriedades.

Para gerarmos os grafos, utilizamos o seguinte método:
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e Organizamos os vértices em uma ordem linear, que serd a ordem indiferenga do

grafo.
e A partir da ordem linear, geramos somente arestas maximais entre os vertices.

Gierando os grafos desta forma temos a certeza que todo grafo gerado serd um grafo
indiferenca, pois um grafo ¢ indiferenca se e somente se possul uma ordem indiferenca
sobre seus vértices. O que fazemos € gerar uma ordem indiferenca para o grafo.

A figura 4.1 apresenta um exemplo da forma como o grafo é gerado.

® ®© o o ¢ o
1 2 3 4 5 b
m—o
1/\2 3 4\51\6

Figura 4.1: Geragdo de um grafo indiferenca de 6 vértices

Na parte superior da figura, os vértices sio colocados em uma ordem linear que serd a
ordem indiferenca do grafo. J4 na parte inferior da figura, existem algumas arestas maxi-
malis destacadas por setas. S50 sdo geradas as arestas maximais, j& que para determinamos
as demais arestas do grafo sabemos que os vértices “encobertos” por cada aresta maximal
formam uma clique.

Determinamos que gostariamos de gerar grafos em funcac de trés parametros que

regem a estrutura do grafo gerado. Sio eles:
e Quantidade de vértices, n.
e Quantidade de arestas, m.
e Grau maximo desejado, A.

Antes de gerar o grafo € necessério definir o valor dos pardmetros para a estrutura

desejada.
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4.4.1 O algoritmo para geracao randémica de grafos

Vamos descrever a idéia bdsica do algoritmo gue utilizamos para geracfo dos grafos indi-
ferenca. Os vértices sdo numerados de 1 a n, onde n é o numero de vértices desejados.
Comecamos com o grafo semn nenhuma aresta. Existe um lago principal que passa por
todos os vértices. Em cada instancia desse laco pode ser criada ou ndo uma aresta maxi-
mal para o vértice. S6 sdo geradas arestas maximais. Todos os grafos gerados devem ser
conexos, pols neste trabatho sé estamos olhando para grafos indiferenca conexos.

A cada iteracdo, sao feitas duas perguntas:

¢ (Juantas arestas este vértice DEVE gerar considerando o ntimero méximo de arestas,

A e que o grafo é conexo?

e (Juantas arestas este vértice PODE gerar considerando o nlimero maximo de arestas
e AT

Entao, a cada iteracao sdo calculados dois valores, o ndmero maximo de arestas que
pode ser gerado e o nimero minimo de arestas que deve ser gerado. para que se mantenham
os valores requeridos de arestas e A. O nimero de arestas a ser geradas ¢ dado por um
nimero randdmico entre a quantidade mixima e minima de arestas calculada. Esta
quantidade de arestas ¢ transformada em distdncia de vértices, ou seja, por quantos
vértices esta aresta maximal deverd passar para respeitar os quesitos de conectividade,
arestas e A desejados. Lembrando que os vértices j& estao nmumerados e que esta ordem
deve ser uma ordem indiferenca.

A forma geral do algoritmo € a seguinte :

Algoritmo de geragaoc de grafos indiferenga
for (vertice «— 1;vertice < VERTICES;vertice-++)
min < minimo(};
max < maximo(};
casas +— numero randdmico entre min e max;
criar aresta maximal (vértice vértice + casas);

se VerticeAtual + Casas = VERTICEFINAL
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entao
sair do lago;
Senao
atualizar o numero de arestas geradas;

atualizar o A,

4.4.2 Armazenando os grafos gerados

O primeiro problema encontrado nesta abordagem foi como armazenar os grafos gerados,
de forma que os arquivos gerados n&o ocupassem espaco demasiado, ja que trabalhariamos
com um numero muito grande de grafos.

Jé vimos que os grafos gerados possuem somente arestas maximais. Sabemos através
da propriedade da ordem indiferenca que um grafo indiferenca possui vérias arestas maxi-
mais e que todos os vértices “encobertos” por cada uma destas arestas maximais formam
uma clique. Entdo, se scubermos apenas quais sfo as arestas maximais de um grafo
podemos deduzir todas as demais arestas.

Visando minimizar espaco em memoria e disco, representamos os grafos somente
através das arestas maximais, ja que gquando gerarmos os modelos lineares e precisar-
mos das demais arestas sabemos como determind-las. Desta forma, sempre trabalhamos
somente com as cliques maximais do grafo. armazenando o vértice inicial e o vértice final
de cada clique maximal do grafo com relacdo & ordem indiferenca.

A figura 4.2 ilustra o arquivo de um grafo gerado, mostrando como este grafo é arma-
zenado.

A primeira linha é um delimitador que marca o inicio do grafo. A segunda linha diz
a quantidade de vértices do grafo. A terceira linha diz a quantidade de arestas do grafo.
A quarta linha diz o A do grafo. A quinta linha traz separados por ponto e virgula os
vértices do grafo que possuem grau igual a A. As linhas subseqlientes determinam as
arestas maximais do grafo (vértice inicial e o vértice final para cada aresta). As duas

Gltimas linhas marcam o fim do grafo.
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30
101
10
12:22:
1-3
2-4
3-6
4-10
5-12
12~15
17-21
18~22
22-28
24-29
2530
0-0

Figura 4.2: Arquivo gerado de um grafo

4.4.3 A estrutura do gerador

Criamos o gerador de forma que outros moédulos e funcdes pudessem ser acopladas facil-
mente sem influenciar nas fungoes ja existentes.

O gerador foi criado através de vérios médulos independentes que sido chamados
através de um moddulo principal. O moédulo principal passa aos demais médulos os
parametros exigidos. O mddulo principal faz a interface da aplicacdo. Cada funcao
do programa possui um comando associado, todo comando ¢ formadoe por um caracter.
O modulo principal faz a leitura dos comandos e chama a funcao associada.

Além da interatividade com o usudrio, que pode escolher diferentes funges e comandos
em wm mesmo programa, o gerador também permite a leitura de varios comandos através
de um arquivo de entrada passado pelo interpretador de comandos (shell) do sistema
operacional. Desta forma, é possivel organizar um processo para gerar e trabalhar com
milhares de grafos sem a interferéncia direta do usudrio, sendo controlado apenas atraves

deste arquivo que ¢ colocado na entrada padrio de onde o gerador 18 seus comandos. Esse
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arquivo, em formato texto. pode facilmente ser gerado através de qualquer editor, scripts,

linguagem interpretada ou mesmo qualquer linguagem de programacao.

Os comandos aceitos pelo gerador estfio relacionados abaixo. Alguns deles ndo exis-

tiam nas primeiras versoes do gerador, tendo sido motivados pelas pesquisas relatadas no

capitulo 5.

h : ajuda.

$ © termina ¢ programa.

m <valor> : seta o parametro m, nimero de arestas.
n <valor> : seta o pardmetre n, numero de vértices.
d <valor> : seta o pardmetro A.

p : imprime parametros n,m e A na tela.

g <argsaida> : gera um grafo indiferenca randémico, delimitado pelos pardmetros
setados. O grafo gerado é gravado em um arquivo cujo nome é passadc como

parametro em < arqgsaida>.

G : gera todos os grafos indiferenca com n vértices. Cada grafo é gravado em um
arquivo cujo nome é prefixado por “g.” seguido de um numero sequencial, ex: g.1,

g2 g3, g4, ...

u @ gera todos os grafos indiferenca com n vértices que tenham pelo menos 1 vértice
universal. Cada grafo é gravado em um arquivo cujo nome é prefixado por “gu.”

seguido de um ndmero seqiliencial, ex: gu.l, gu 2, gu.3, gu.d, ...

w <argentrada> : verifica a condicdo do grafo passado como parimetro. As
condicbes séo A par ou {mpar, overfull, neighborhood overfull. As condicdes sdo im-
pressas na tela e também gravadas em um arquivo chamado “verif.log” que mantém

o resultado de todos os grafos verificados.
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e v <arqentrada> : verifica a coloragio gerada pelo CPLEX para o grafo passado
como parametro. Quando o CPLEX resolve um modelo linear, so gerados dois
arquivos. Estes arquivos possuem ¢ mesmo nome do arquivo com o modelo linear
(“.1p"} passado ao CPLEX, alterando apenas a extensio para “log” e “mst”. O
arquive “.log” contém como informacles mais relevantes, o tempo gasto para re-
solucao e o valor da funcdo objetivo. Jd o arquivo “.mst™ contém os valores das
varidveis do modelo. Esta funco do nosso gerador verifica se o arguivo passado
como pardametro mais a extensao “.mst” existe, caso exista verifica se os valores das
variaveis do modelo, que estao neste arquivo {“.mst”), formam uma coloragio vélida
para o grafo. Como resultado, € impresso na tela “Coloracio Valida” ou “Coloracio
Invédlida” e também sdo gravados em um arquive chamado “coreslog”, o nome do

arquivo e o status da coloracéo.

como parametro. O modelo é gravado em um arquive com o mesmo nome passado

como parametro alterando apenas a extensio para “lp”.

» a <arqgentrada> : cria o modelo linear para o grafo representado no arquivo passado
como parametro. Adiciona restrigdes para que a coloracdo gerada seja balanceada.
O modelo é gravado em um arquivo com 0 mesmo nome passado como parametro

alterando apenas a extensdo para “.Ip”.

e 1 <argentrada> : “Resolve” um grafo passado como pardmetro. Gera o modelo

linear, interage com o CPLEX para resolucdo do modelo, verifica a coloracéo.

Os principais mddulos do Gerador s&o:

Geraran: chamado através do comando “g” <argsaida>. Gera grafos randomicamente

obedecendo aos parametros: quantidade de vértices, quantidade de arestas e delta. Este

modulo gera o grafo e armazena no arquivo cujo caminho é passado como pardmetro para

o madulo.

Gerador: chamado através do comando “G”. Gera todos os grafos possiveis obede-

cendo somente ao parametro quantidade de vértices. Cada grafo gerado é armazenado
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em um arquivo cujo nome é determinado pela seqiiéncia do grafo. Também € gerada uma
lista com todos os arquivos gerados.

Transfor: chamado através do comando “t” <argentrada>. Transforma um grafo
lido através do pardmetro <arqgentrada> em um modelo linear que ¢ armazenado em um
arquive com o mesmo caminho do <argentrada> alterando-se somente a extensao para
"lpT.

Resolve: chamado através do comando “r” <argentrada>. Conforme veremos no
capitulo seguinte, utilizamos a técnica de particionar o grafo para resolvé-lo. Este mddulo
particiona o grafo, gera o modelo linear para cada pedaco em separado, interage com o
(CPLEX para resolver o modelo linear, e verifica a coloragdo gerada pelo CPLEX para

determinar se é uma coloracio valida.

4.5 Criando o modeio linear

Para criarmos o modelo linear. devemos gerar um arquivo contendo as varidveis, restrigoes
e funcio objetivo determinadas pelo modelo linear apresentado na secdo 4.3.
Este arquivo exige um formato especifico pois serd lido e resclvido pelo CPLEX. O

formato do arquivo estd apresentado na figura 4.3.

MINIMIZE ou MAXIMIZE

Funcdo a ser minimizada ou maximizada
SUBJECT TO

Restrictes
BINARIES

Declaracdo de todas as varidveis bindrias
END

Figura 4.3: Formato do arquivo - modelo linear



4.5. Criando o modelo linear 45

Conforme pode ser observado na figura, existem trés se¢tes principais que devem ser
preenchidas. A primeira secdo MINIMIZE deve ser preenchida com a funcéo objetivo que
deve ser minimizada. Esta secao também poderia ser MAXIMIZE, neste caso a fungao
objetivo seria maximizada. A segunda secdo SUBJECT TO. deve ser preenchida com
todas as restrigdes que existern no modelo. E por fim. na terceira segao, BINARIES,
devem ser declaradas todas as varidvels, que no caso do nosso modelo linear, sdo bindrias.

Hustraremos como € o processo de geracio de grafos e da criacao do modelo linear.

Considere o grafo da figura 4.4.

%]

1 . o e ®

L
Figura 4.4: Grafo ilustrative

A figura ilustra um grafo indiferenca de 3 vértices e ao lado os vértices estao colocados
ern uma ordem indiferenga e sé estao representadas as arestas maximais.

O arquivo gerado que representa este grafo estd ilustrado na figura 4.5.

$ // delimitador

3 // ndmero de vértices

3 // nimero de arestas

2 // grau maximo

1:2:3 /7 vértices que possuem grau maximo
1~3 // aresta maximal

0~0 // delimitador

5 // delimitador

Figura 4.5: Representaciio do K3

O arquivo com o modelo linear gerado estd representado na figura 4.6. Neste modelo,

as varldveis x; representam “a cor 7 estd sendo usada?’, para 1 < ¢ < A+ 1, e as
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variavels r;v;c; Tepresentam “a aresta 17 estd pintada com a cor &7, paral <i.j<ne
1<k<A+L

Observe pela figura que para um grafo pequeno como este, 0 modelo linear gerado é
bem extenso. Para grafos grandes os arquivos de modelos lineares gerados tornaram-se
gigantescos. Isto € decorrente da complexidade de nosso modelo linear.

Pode-se observar na figura que existem todas as restri¢bes necessarias para gue a

coloracédo gerada seja uma coloragdo vélida e étima.
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Figura 4.6: Modelo linear gerado para o Kj;



Capitulo 5

Os modelos lineares e seus resultados

Neste capitulo estaremos apresentando os testes realizados. Através da geracio de grafos
e do modelo linear criado, buscamos realizar varios testes que nos permitem extrair in-
formacOes para tentarmos encontrar uma solugdo para o problema da coloragac de arestas

para os grafos indiferenca.

5.1 A primeira sequencia de testes

O objetivo deste teste era obter uma impressaoc geral sobre o assunto.

5.1.1 Contexto do teste

Foram gerados, randomicamente, 96 grafos com o nimero de vértices fixo de 5a 100 e 0
ntimero de arestas fixo em trés vezes o nimero de vértices, exceto para n = 5,6 quando
3n > 5—»(»-”2—“"-1 Os grafos foram referenciados pelo seu nimero de vértices.

Gerados os grafos, foram gerados os modelos lineares para cada grafo. Apds gerados,
os modelos foram passados ao CPLEX para a sua resolugiio. Foi dado como tempo limite
500 segundos por modelo linear. O CPLEX ultrapassou o tempo limite para alguns grafos
e nestes casos ndo obtivernos a funcéo objetivo. Esta limitacio de tempo fol necessaria
porque em alguns grafos 0 CPLEX gastava tempo demais para resolver, inviabilizando a

coleta dos tempos de todos os grafos.

48
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Apds a resolucao dos modelos, verificamos a coloragdo gerada pelo CPLEX para todos
os grafos que nao ultrapassaram ¢ tempo limite e, portanto, tiveram uma resolucio.

Foram realizadas quatro instancias deste teste, sempre seguindc 0s mesmos passos:
gerar os grafos randomicamente; gerar os modelos lineares; passar ao CPLEX e verificar
a coloracao. E valido ressaltar que os grafos com o mesmo namero de vértices e arestas
em diferentes instancias nao sdo necessariamente iguais, ja que os mesmos foram gerados
randomicamente. As instancias foram denominadas Testel, Teste2, Teste3 e Tested.

Também é valido ressaltar que em nenhuma dessas instancias fol aplicado algum tipe
de filtro aos grafos gerados. Foram gerados grafos ignorando propriedades como A, grafos
overfull e neighborhood overfull que como sabemos podem determinar o valor de x '

Os dados resultantes destes testes estdo expostos nas tabelas 5.1 e 5.2 nas péginas
50 e 51. As colunas das tabelas sfo, nesta ordem, N{vértices), M(arestas), para cada
- uma das quatro instincias do teste A, x.' e Tempo (segundos). Alguns valores de A na
tabela estao representados por “-”, isso ocorre porque nestes casos 0 CPLEX ultrapassou
o tempo maximo permitido (500s) e ndo encontrou a funcdo objetivo, que é o nosso x '

A figura 5.1 na pagina 52 apresenta um grafico relacionande a quantidade de arestas
do grafo em funcao do tempo gasto para sua resolucao. O grafico representa os dados
da instancia 1 do teste. Para uma melhor visualizacao do grafo, o eixo Y foi limitado ao

valor maximo de 200, os tempos que ultrapassaram este valor nfo sao visiveis no grafico.

5.1.2 Resultados e Conclusoes

Todos os grafos, que nao extrapolaram o limite de tempo, eram Classe 1. Verificamos
que a grande maioria dos grafos que extrapolou o limite de tempo eram grafos overfull ou
neighborhood overfull e, portanto, pertencem a Classe 2.

O tempo que ¢ CPLEX leva para resolver cada modelo ndo depende diretamente de
A, quantidade de vértices ou arestas. Verificamos que existern muitos grafos que saem
do padrao de tempo e gastam um tempo exageradamente superior a outros grafos com o
mesmo nimero de vértices e aresta.

Concluimos que para obter resultados mais significativos é preciso restringir os grafos

analisados.
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Testel Teste2 Testel Tested
N M A x’ T A x0T A x'[ T Alx'1 T
5 ) 10 | 4 | 5 | 014 [ 4 F 03 4 5 | Giz | 452
6 | 156 5 [ 5 | 0062 |5 5 o003 88 003 |5 | 5 | Go4
FUET ] 6 | 1 102 6 ¢ 7 1.02 | 6| 7 | 104 [ 6 ] 7 | 1.04
8 | 24 | ¢ | 7 | 61z [¥F was 1 |7 ¢ pas |7 77 611
9 | 28 & 178 | 0ar 17 | 7 €& s | & [ o EE U
| 30 | 9 [ 6 [ 022 9 9 | 0.6 8§ ] § 7022 [ 8§ & | 0.6
13| 3% 1p | 1B | 039 |16 10 ] 022 [ 919 3.2 g 0 8 | 044
12173 | § 9 | 018 8 | 8 021 10 16 | 62 16116 @ 6.2
13 | 239 | i1 11 02 6| ¢ | 0% 1o, 1w | 002 9 1 8 044
12 [ 42 1 6 76 [ 031 8 | & 98 1§ 1 9 | 085 1016 027
5| 45 1 9 | 6 | 027 | 8 [ 8 | 02476 ] 9 | 028 |1r 11l 0.39
167748 | 8 [ 8 024 | 8 | 8 | 027 | 8 | & (03 |10 10 | 029
T 51 | 8 & | 788 9 G 045 | 8 7 8 | 027 |10 16 | 948
18T BE T & | - 150006 | @ 1 6 | 051 8 | 8 0.4 9 | § | 045
157 | 8 ¢ | 0658 9 6 1 314 | 8 | & | 042 | 9 | G | as6
20 ] 60 | 8 | - | 50007 | 6 5 044 8 | 8 | 041 | 9 | § | 046
51 B3 [ 10 | 10 | 05 1§ | § | 0k 8 [§U04 3 | 10| 10 | 0.2
2 {!‘,6 . 10 }43 {}’64 9 ‘9 {}_458 8 ........ 0‘6% }_G - 1{} {}‘38
23| 60 116 | 10 | 063 ¢ 9 | ©58 8 | 8 | 806 | 8 | 8 [ 132
54§ 72 10 L 10 | 051 9 | 6 535 8 | - (50004 B8 | 8 | G.is
25 %5 | 11 | 11 | 055 |10 ] 10 | 143 8 [7UTTER008 | 6 | 9 | 06.91
26 | 98 | 11 ] 11 | 006 10 | 10 1766 & | & | 722 | § | 9 | 098
27 781 | 11| 11 | 0.82 [ 10 | - | 500.18 | 161 10 | 0.9 § 6 | 133
98 [ 84 | 11 | 11 | 127 |10 ' - [ EGOO8 | § ; 9 | 1.87 | 18 | 1 G.98
29 | 87 | 11 | &L | 086 11 | 11 | 0.8r | 16 10 | 0.9 10 | 16 | 1.02
30 | 90 |11 | 11 | 1.08 11 | 11 | 696 | 16| 19 | 194 [ 11 | 11 | 0.38
31 | 93 | 11 | i1 | 071 | 11 i1 z47 10 | - | 50047 10 | 16 | 0.8
32 | 96 [ 10 | 10 | 0.69 | 11 | 11 | 204 71677 - 80018 | 10 | 10 | 1.66
35799 |10 | - | 50036 f 11 | 1 13 11 | 11| 3252 | 16 | 16 | 1.82
34 | 02 | 11 11 | 23.48 | i1 | 1 2.03 | 11 | 11 | 62.55 | 10 | 10 | 27.47
35 | 105 | 11 11 | 8075 | 41 | TTag a1 | 11 | a8 AT T [T44Ed
36 | 108 | 11 | 11 | 3.49 12 | 12 | 18 1% 1% 594 | 11 | 11 | 42.06
37 | 111 | 11 ] 11 | 2.2% |12 | 12T T25 |11 | 11 | 108 | 12 | 12 | 1.43
38 114 | i1 | i1 | 3495 | 12 | i% | 208 |11 | 11 ¢ 106 | i1 | il | 1.36
39 | 117 | 11 | 11 | 3808 | 10 | 10 | 241 [ 11711 =21l [ 11 | 11 | 47.35
40 [ 180 | 11 | 11 | 247 |12 | 12 | 181 [ IT77TT7T 185 | 11 | 11 | 33.32
a1 [iE3 | 11 it 208 [ 12 | 12 | 181 |31 1 11 198 | i1 [ i1 | 148
42777126 | 12 | 12 | 313 137 18 | 234 [ 12 . 12 | 3945 | 18 | 13 | 151
43 | 199 |12 | 12 | 3329 18 | 13 | 1q1 | i1 (fi7[7338 |12 | 12 | 1.84
24 (137 |1z | 12 | 208 |13 | 13 | 2.43 | 11 | i1 | 7.9 | 11 | 1i | 5728
457135 [ 12 | 12 | 186 | 11 | 11 | 7488 : 11 | 11 | 518 | 11 | 11 | 3328
46 | 138 | 12 | 12 | 373 [ 11 | i1 |"4i®s | i1 | 11 | 5072 | 11 11 ] 1.93
47 741 | 14 | 14 | 128 11 | i1 | 10943 11 | 11 ¢ 86.07 | 11 | 11 | 101.06
48T 144 [ 14 14 | 181 12 1% 378 12 | - 50024 | 12 | i2 | B.4i6
4% | 147 14 | 14 | 302 |12 | 12 | 218 31 [ i1 | 688 | 12 ; 12 | 8384

Tabela 5.1: Resultado dos primeiros testes - parte 1
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Testel Teste? Tegted Tested
N Mo A x! T Al x’ T Al x! T A x T
50 150 14 14 197 12 12 3.89 13 13 56.22 11 il 6.92
51 153 11 i1 a95.1 12 12 2.9 11 i1 8007 13 13 317
52 156 14 14 5.68 i3 13 277 13 13 18.7 12 12 5.7
33 159 12 12 6.55 13 13 5.45 13 i3 3.52 12 12 7.44
B4 162 13 13 192.86 i3 13 6.74 14 14 2.17 13 13 182.83
53 165 12 - 500.38 i3 13 87.03 14 14 3.9 14 14 5.47
56 168 12 13 13597 | 13 13 15.7 14 14 3.88 12 12 8.4
57 171 14 14 6.28 13 13 183.36 ! 13 13 4.08 13 13 1.7
58 174 1 12 125.19 14 i4 88.97 13 13 111.33 12 - 500.38
59 177 1z - 500.34 13 13 15,42 13 13 85.47 13 13 12.16
60 180 13 13 201.71 12 12 10,59 13 13 5.83 14 14 7.93
61 183 13 1 11.48 12 12 13388 | 12 12 172,82 | 14 14 4.82
62 186 | 13 | 13 : 269.06 @ 12 - 506.42 © 13 ¢ 13 .11 15 1 15 3.54
63 188 i3 i3 148,28 | 12 - 300.54 | 13 13 204.46 | 13 13 5.59
64 192 | 13 12 15.18 12 - 300.37 | 13 ¢ 13 7880 | 13 | 13 8.31
85 185 1 13 16.11 12 - 500,44 | 14 14 118.11 14 14 7.41
856 198 i3 13 110.56 ¢ 12 - 500.47 | 14 14 83.3 14 14 5.44
67 201 1 13| 13 10262 | 13 1 13 8 14 | 14 8.44 14 4 12.39
68 204 15 15 7.55 14 14 10.21 14 14 17.22 i3 13 175.94
89 207 i35 13 245,95 | 15 i3 11.26 13 13 26(.8 4 14 8.01
78 210115 1B 428.1%-1.15 15- 78.08 14 14 1158 4 14 169.06
Ti 213 13 13 475.9 14 - 500.51 14 14 11.66 15 15 4.44
T2 218 15 13 206.84 | 14 14 28.65 14 14 12.92 15 15 17.14
73 219 | 13 13 10,67 14 - 50047 | i4 14 744 13 13 | 16.76
T4 222 115 1 15 7.9 i4 0 14 ] 12742 1 14 4 14 1 16977 | 14 ~ [ 300.48
73 225 | 15 15 185.83 | 14 14 17.43 14 14 6.19 14 14 184.82
76 228 1 1 15 18.97 47 14 ] 13992 ¢ 14 | 14 17.23 15 ] 15 23
77 231 1 15 1 15 82.4 4 14 13835 14 1 14 | 23482 1 14 | 14 14.22
8 234 1 135 15 B.73 15 15 7.5 14 14 182.56 | 16 186 7.34
78 23T 17 17 18.58 15 15 6.72 15 15 131.13 | 15 15 20.47
80 240 | 17 17 14.95 i3 15 19.26 16 i6 5.48 14 14 20.1
81 243 | 17 | 17 1085 | 14 | 14 33.75 16 1 18 17836 1 13 | 13 27.33
82 246 | 14 | 14 | 239.73 | 14 E 500.6 16 1 16 8.8 15 ] 15 10.58
83 249 | 15 i3 466.3 15 13 41854 | 15 i3 18.43 14 i4 352.16
24 252 13 15 451 .64 i4 - 500.71 15 i5 14.29 13 - 500.2
85 255 | 14 | 14 | 33486 | 15 | 1D | 45444 | 17 | 17 18.97 | 17 7 23.45
88 258 | 13 1 15 182,16 | 15 | 15 | 22346 | 17 | 17 7.83 1T 117 | 220.63
87 261 | 151 15 2425 | 17 1 17 3245 | 17 1 17 7.67 161 16 16.77
88 264 | 18 1 10.32 17 iT7 22.7 17 17 17868 | 15 13 4.2
89 287 | 16 | 16 1516 | 18 | 18 2129 1 18 | 18 11.05 13 - 560,64
a9 270 1 16 1 16 3925 | 168 | 16 2165 [ 181 18 43.97 | 16 ;. 16 | 158537
21 273 | 1 15 28.14 118 | 168 30.01 16 1 16 9.21 6 | 18 39.37
92 276 | 151 15 | 33169 1 1B | 15 | 30487 ! 16 | 16 2208 | 15 ; 15 | 381.51
P93 279 113 13 305.72 1 18 18 2606.53 16 i8 42,88 18 16 28.33
94 282 | 13 15 45.18 14 - 50080 1 17 | 17 t 201.84 | 18 | 18 30.65
85 L5715 | 15 38.75 16 | 16 | 40651 ¢ 17 | 17 19.87 | 17 - 300.78
a6 288 | 16 18 51.192 16 - 50695 |17 i7 17.87 i6 6 23.82
a7 281 18 18 34.3 13 18 31.75 18 18 15.44 18 18 69.79
83 204 | 16 | 18 42.83 18 | 18 | 20868 | 18 | 18 2113 | 18 | 18 8.64
o0 287 1 18 | 16 53.73 18 | 18 2046 16 | 186 1141 18 | 18 30
100 [ 300 § 13 ] 15 76.8% | 18 | 18 8.07 16 | 16 | 280675 | 18 | 18 25.32

Tabela 5.2: Resultado dos primeiros testes - parte 2
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5.2 A segunda seqiencia de testes

(O objetivo principal destes testes era encontrar grafos indiferenca que fossem Classe 2 e

que nao fossem nem overfull nem neighborhood overfull.

5.2.1 Contexto do teste

Foram gerados todos os grafos indiferenga com 10 vértices independente do ndmero de
arestas. Como nosso objetivo era encontrar grafos Classe 2, filtramos os grafos elimi-
nando todos agueles que tivessem grau mdximo impar, que fossern overfull ou mesmo
neighborhood, j& que ¢ sabido que grafos de grau maximo {mpar pertencem & Classe 1,
e grafos com as outras duas propriedades nao nos interessam, pois sao Classe 2.

O processo foi o seguinte: gerar todos os grafos com 10 vértices eliminando grafos de

. gran maximo impar, grafos overfull e grafos neighborhood overfull; gerar o modelo linear

para estes grafos; passar estes modelos para o CPLEX e por fim verificar a coloracio.

No total foram gerados 4862 grafos indiferenga com 10 vértices, sendo que destes 2431
possuiam grau maximo impar e 93 eram neighborhood overfull, nenhum ¢ overfull j& que
o numero de vértices é par. Entaoc foram efetivamente gerados os modelos lineares e
resolvidos para 2338 grafos.

E valido ressaltar que o gerador de grafos ndo faz distincdo entre grafos isomorfos
devido a complexidade do algoritmo necessdrio para essa distingdo. Com certeza o nimero
de grafos indiferenca com 10 vértices ndo isomorfos é bem inferior aoc nimero dado no
paragrafo anterior.

O gréfico resultante deste teste em Arestas x Tempo estd representado no figura 5.2.
Para gerar este grafico foi feita um média entre todos os tempos gastos de todos os grafos
que tém a mesma quantidade de arestas. Como foram gerados todos os grafos com 10
vértices, gerou-se varios grafos com 9, 11, 12, 13, ... 36 arestas. Foram gerados pontos
onde X é quantidade de arestas e Y ¢ a média de tempo gasto pelos grafos com a mesma

quantidade de arestas.
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5.2.2 Resultados e Conclusoes

O objetivo maior deste teste era encontrar grafos Classe 2 com A par e que néo fossem
neighborhood overfull, porém néo foi encontrado nenhum grafo nestas condigdes. A grande
maioria dos grafos foi pintada em menos de meio segundo. Os grafos que gastaram mais
tempo niao passaram de 3 segundos.

Concluimos que a abordagem de modelar linearmente o problema é bastante util na
sua analise. Podemos analisar o comportamento do problema e tentar encontrar contra-

exemplos ou idélas para uma prova.
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5.3 Decompondo grafos indiferenca

A idéia inicial do projeto era criar novos modelos lincares e realizar testes com estes
novos modelos, comparando-os e tentando definir o comportamento da complexidade do
problema. Porém. no decorrer do projeto esbarramos na dificuldade de criar um novo
modelo linear com custo computacional inferior ao modelo ja proposto. Fizemos também
uma extensa pesquisa bibliogrifica a procura de modelos lineares para coloracdo de arestas
e nio consegulmos encontrar nenhum que tivesse um custo inferior ao proposto.

Além desta dificuldade, hd o fato de que 0 ndmero de grafos gerados cresce exponen-
cialmente a medida que se aumenta o nimero de vértices, principalmente porgue o nosso
gerador de grafos ndo diferencia grafos isomorfos, criando entdo uma dificuldade extra de
tempo e espaco para realizacao dos testes.

Nossa primeira bateria de testes nos mostrou que estdvamos fazendo o computador
trabathar de forma errada, gastando grande parte do seu tempo em tarefas nao impor-
tantes.

Observe um grafo indiferenca tipico com 30 vértices apresentado na figura 5.3. Este
grafo estd organizado em funcao da sua ordem indiferenca e sé sdo apresentadas as arestas

maximais.

4 ] VIR v ; v iy
VE V2 \IB \f& -\5 Vé V? wS ‘J ‘VEGVK‘V \’E3VI4 VISVIGVI"\IS\’B\/"O\H \f’”V73\J74\”'\76V7T‘78\79V3ﬁ

Figura 5.3: Grafo indiferenca tipico com 30 vértices

E muito simples pintar as regides “finas” com A cores. O verdadeiro desafio estd em
pintar as regioes “grossas’ e, é claro, se formos pensar em pintar por regioes, devemos ter
uma maneira de harmonizar as pinturas em regides que se tocam.

Conheciamos os trabalhos de Planthold e colegas [31]. que nos ensinam a pintar uma
vizinhanca de vértices de grau A, com A cores.

Partindo deste principio, resolvemos entdo decompor os grafos indiferenca em vizi-

nhangas e passar a estudar as conexdes entre estes pedacps:-De.forma que, estariamos
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5.3. Decompondo grafos indiferenca

resolvendo o problema se conseguissemos resolvé-lo para dois pedacos, jd que todo o grafo
indiferenca estaria decompondo em pedagos e, conforme veremos seguir, estes pedacos sd
se intersectam com um Unico outro pedaco de cada lado.

A seguir, apresentaremos o algoritmo utilizado para decomposicio.

Algoritmo da Decomposigao
Entrada: Um grafo indiferenca & com vértices 1,2,3,...n em ordem indiferenca.
Saida: Decomposi¢io de G em pedagos P, = N[U7]
Ache o vértice mais a direita que seja vizinho do primeiro vértice da ordem indiferenca
e denomine de L7,
Considere a vizinhanga de 'y como sendo o primeiro pedaco, F;.
76— 2
Repita, até terminar o grafo
Ache o primeiro vértice nao adjacente a U, e denomine U;.
Considere a vizinhanca de U; como sendo um novo pedago, F;.
142+ 1

Fim { Repita }

Apresentaremos agora um exemplo de decomposicdo aplicado pelo algoritmo acima,
utilizando o grafo ja apresentado na figura 5.3.

O primeiro passo do algoritmo é definir o vértice denominado U/;. que ¢ definido como
o vizinho mais & direita do primeiro vértice na ordem indiferenca. Os demais vértices U
sao definidos como o primeiro vértice ndo adjacente ao vértice U anterior.

A figura 5.4 apresenta o grafo e todos os vértices I/ determinados.
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\] VZ \I?‘. A 4 5 VG ‘\/'? VS V() Vlﬂ?\ll VIZ V13 \‘14 V!S \(‘16 VI? ViS VH‘)‘* ‘VEO VZ] Vf?_ VES VE-‘i \25 \'26 Vf? VZS V29 \’fﬂ
H I H T 7 i 1
Ui Uy} U Yy U] Cs G %

Figura 5.4: Definicdo dos vértices U;. Os vértices [; estdo destacados por setas.
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Cada pedaco é formado pela vizinhanca dos vértices U'. A figura 5.5 apresenta os

pedagos decompostos em separado.
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Figura 5.5: Grafo decomposto. Em cada pedaco F;, o vértice U; estd mais claro.

Utilizando o algoritmo descrito acima, podemos enunciar o seguinte lema.

Lema 5.1 Cada vértice pertence a no mdrimo dois pedagos, que devem ser necessaria-

mente consecufivos.
Prova:

Em primeiro lugar observamos que todos os U; formam um conjunto independente, ou
seja, nao sao adjacentes entre si.

Segue-se dal que cada U; estéd em apenas um pedago, o pedaco 5.

Se um vértice v estd em trés pedacgos, F;, P; e i, com ¢ < j < k, entdo v é adjacente
a Uy, U; e Uy sitnultaneamente, formando um K 3 induzido. Contradigdo, pois o grafo é
indiferenca.

Se um vértice v esta entre U; e U.; entdo ele ndo pode ser adjacente a U para k < 1
(caso contrario Uy e U; seriam adjacentes) nem pode ser adjacente a U; com [ > i+ 1
(caso contrario U; e Uy, seriam adjacentes). Conclui-se que v s6 pode estar nos pedacos
Pie Py

Raciocinios andlogos valem para vértices antes de U e depois de U, onde p € o nimero

de pedacos. d
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A partir do momento que resolvemos pintar pedacos de um grafo, precisamos de um
método que permitisse que a uniao das coloracgoes de cada pedaco formasse uma coloragao
valida para o grafo.

Percebemos que nao poderiamos colorir um pedago iscladamente, porgue existem res-
trigdes de cores em determinados vértices que sac determinadas pelo pedaco anterior. A
figura 5.6 ilustra bem esta situacdo, nesta figura sé estdo representadas as arestas maxi-

mais.

Figura 5.6: Restrighes de cores em determinados vértices

Considere o vértice Vy da figura. Este vértice pertence a P e a 5. Ao se colorir
Py, todas arestas (V5,1]) com %, < 7 séo coloridas. Na coloracdo de P, j& haverd uma
coloracao parcial determinada pela coloracdo de F,. Suponha que queiramos atribuir
uma cor a aresta (V5. V3). Para determinar uma cor valida € necessdrio conhecer as cores
incidentes no vértice V5. Estas cores incidentes foram determinadas pela coloracdo de
Py, por arestas contidas unicamente em P; como, por exemplo, a aresta em destaque na
figura por uma linha pontilhada.

Ao pintar um pedago do grafo precisamos de informacoes da coloracao do pedago
anterior. Poderiamos gerar e passar como parametro uma lista de cores ja utilizadas para
cada vértice em comum dos dois pedacos, porém preferimos sempre estar colorindo dois
pedagos ou duas vizinhangas, sendo que um pedaco j4 vem pintado (coloragdo parcial) e
deve-se simplesmente estender esta coloracio para o restante do grafo.

A seguir apresentaremos uma conjectura criada para reger a forma como os pedagos
devern ser coloridos. Para que a propriedade descrita acima seja respeitada, no final da
coloracdo dos pedagos a unido de todas as coloracoes deve ser uma coloracao étima para

o grafo.
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Definicao 5.1 Grafo indiferenca semi-universal.
Um grafo indiferenca H € dito semi-universal se existem dois vértices U e Uy safis-

fazendo:

1. Uy e U3 ndo sdo adjacentes.

2. NUJUNT, =V(H).

3. Uy € adjacente ao vértice imediatamente anterior o Us, numa ordem indiferenca.
Um wvértice U; com as propriedades acima € chamado de semi-universal.

A figura 5.7 ilustra um grafo indiferenca semi-universal. Neste grafo os vértices [ e

U/ sao vértices semi-universais.

Figura 5.7: Exemplo de um grafo semi-universal.

Defini¢ao 5.2 Uma “d-Coloracdo Parcial” de um grafo indiferenca semi-universal €
uma coloragdo vdlida de N[Uy| com d cores, onde Uy tem as propriedades mencionadas

na definigdo 5.1.

Conjectura 2 Dada uma d-coloracdo parcial de wm grafo indiferenca semi-universal ndo

neighborhood overfull H, com d < A(H), € possivel estendé-la para uma A{H)-coloragdo

das arestas de H.

O seguinte algoritmo pintaria grafos indiferenca G ndo neighborhood overfull, com A

cores:
Decomposicio {Algoritmo apresentado acima)
Colorir N[U;} = P; de acordo com Planthold.
Repita. para ¢ de 2 até p (onde p é quantidade de pedacos).
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Estenda a coloragio parcial de G[NU;_,] para GIN[U; ;1 U NI
Fim { Repita }

Apresentaremos o funcionamento do algoritmo com um exemplo, considerando o grafo
j4 apresentado na figura 5.3. A figura 5.8 apresenta este mesmo grafo com as seus pedacos
destacados. Observe que a unido de dois pedacos consecutivos forma wm grafo indiferenca

semi-universal.
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Figura 5.8: Grafo Indiferenca - Pedagos destacadoes--

O primeiro passo do algoritmo acima ¢ decompor o grafo em pedacos utilizando o
algoritmo de decomposicc apresentado na se¢do anterior. Entdo, para o nosso exemplo,
sao vialidas os mesmos pedacos ja apresentadoes na figura 5.5.

Apos decompor o grafo, deve-se colorir o primeiro pedaco utilizando o método proposto
por Planthold [31] onde todo grafo com um vértice universal é colorivel com A cores.

A figura 5.9 apresenta o grafo ja com o primeiro pedago pintado. Na figura, as arestas
j4 pintadas estdo destacadas com uma linha pontilhada. Lembrando que nesta figura so

estdo sendo representadas as arestas maximals.
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Figura 5.9: Grafo Indiferenca - Pintando o primeiro pedago

A coloracdo serd estendida consecutivamente a cada pedago até que todo o grafo esteja

pintado. Pode-se observar que ao se colorir um pedaco, automaticamente algumas arestas
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do pedaco posterior também sao coloridas. Estas arestas sio justamente as arestas gue

pertencem a intersecgao de dois pedacos.

A

figura 5.10 apresenta o grafo ja com o segundo pedaco pintado. Observe na figura

que as arestas que formam a coloracio parcial para o P estao destacadas por setas. O

gue deve ser feito para o pedago Py é estender a coloragio respeitando o limite de A cores.

e LA A O O AR A Vs L I N Y ViV, x Vi V1o Vo Va1 Vaz Vas Vag Vs Vog Var Vog Vg V.
!‘z 2 % s s e e Yo Y ViV 19 °20 "21 22 23 24 '35 Y26 '27 "3 29 '30
P H ] P,, T I P I H ?_ H

! P, 3 P, s P 7 Py

Figura 5.10: Grafo Indiferenca - Pintando os demais pedacos

Este processo se repete ate que o Ultimo pedago seja pintado.

Com esta conjectura e um algoritmo para decompor e pintar os grafos, resolvemos

realizar alguns testes utilizando o CPLEX para verificarmos se realmente a coloracao

gerada era valida e 6tima.

Os testes foram realizados da seguinte forma:

Foi necessario adicionar uma nova opgao que permitisse a geragao de todos os grafos
indiferenca com n vértices e que possuiam um vértice universal. Neste teste consi-
deramos que o primeirc pedaco sempre seria uma clique, ou seja, {/; sempre seria o

primeiro vértice do grafo.

Geramos todos os grafos indiferenca com 15 vértices que possuem um vértice uni-

versal.

Alteramos o nosso programa gerador de grafos, adicionando uma nova op¢ao que
decomponha o grafo gerando um modelo linear para o grafo G[N[U;]]. Geramos

este modelo linear parcial para todos os grafos gerados.

Passamos os modelos lineares dos grafos parciais para 0 CPLEX resolver, realizando

assim uma “coloracdo parcial”
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o Também foi necessirio adicionar uma nova opgac que permitisse a gera¢do de um
modelo linear para um grafo inserindo neste modelo valores para algumas varidveis
que eram extraidos do arquive de saida do CPLEX, gerado na resolucio dos modelos
parcials. Portanto geramos modelos lineares, inserindo neste modelos as cores que
o CPLEX ja tinha usado para pintar o pedaco anterior. Ou seja, estarfamos agora
pintando o grafo completo que ja possui uma parte pintada, feita pela “coloracéo

parcial
e Passamos os modelos lineares dos grafos gerados para o CPLEX resolver.

Porém logo nos primeiros testes, verificamos que a conjectura 2 é falsa. Podemos
provar utilizando o seguinte contra-exemplo.

Considere o grafo indiferenca semi-universal / com nove vértices mostrado na figura

5.11. Este grafo nao € neighborhood overfull, possui & = 6 e dois vértices semi-universais

(Uy e Uy). Os A-vertices do grafo sfo os vértices 2, 3, 6 e 7. Pela conjectura 2 este grafo
pode ser pintado com 6 cores, porém vamos apresentar uma coloragdo parcial para o grafo

que impossibilita a extensdo da coloracdo para o grafo utilizando 6 cores.

Figura 5.11: Grafo contra~-exemplo para a conjectura 2

T

(O grafo possul dois pedagos N{U;] e N{Us], destacados na figura. Suponha que o
algoritmo de coloracdo parcial pinte o primeiro pedaco com uma coloracdo com d = 6
cores. Nesta coloracdo suponha que sejam utilizadas as cores 1, 2, 3, 4 e H para pintar a
clique H[U;..7] e a cor 6 para pintar a aresta {1,[7;}. A figura 5.12 apresenta o primeiro
pedaco do grafo com a clique H[U7..7] destacada.

Com esta coloracdo parcial todos os vértices da clique H[U,..7], exceto U, possuem

apenas a cor 6 faltante. Os vértices 5, 6 e 7 pertencem & vizinhanca de U e de Uy, portanto
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Figura 5.12: Grafo contra-exemplo - Coloracao de N[Uy].

ao se estender a coloracao para todo o grafo, as cores representadas nestes vértices irdo
influenciar a coloracdo de N U,]. Observe que as cores 1, 2, 3, 4 e 5 estdo representadas
nestes trés vértices.

Ao tentarmos estender a coloracdo para todo o grafo, teremos a situacao ilustrada na

figura 5.13. Apenas mais quatro arestas devem ser pintadas.

Figura 5.13: Grafo contra-exemplo - Extensdo da coloracéo.

Para realizarmos uma coloracao vélida para este grafo, nao temos outra opgao a nao
ser atribuir a cada aresta saindo do vértice I/ uma cor diferente. Porém, os vértices 3,
6 e 7 ja possuem as cores 1, 2, 3, 4 e 5 representadas neles, portanto precisamos de mais
trés cores (uma cor diferente para cada aresta). Com esta coloracio parcial de N[Uy] este
grafo serd pintado com & cores, contrariando a conjectura 2.

Chegamos a conclusao de que deve haver algumas restricdes na “coloragdo parcial”,
de forma que a coloracao seja feita com todas as cores disponiveis deixando algumas cores

faltantes nos vertices. Com estas observacdes elaboramos uma nova conjectura gue sera
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apresentada na proxima se¢ao.

5.4 Ajustando a conjectura

Utilizando uma coloragao qualquer para cada pedaco ndo conseguimos utilizar A cores
para colorir um grafo porque pode ocorrer que um vértice passe a ndo ter muitas cores
faltantes, sendo que aquele vértice ainda possul arestas nao pintadas em outro pedago.

Um grafo indiferenca Classe 1 com A = r possui x cores para serem distribuidas por
suas arestas. Pensando em um pedaco P, de um grafo qualquer. A{P,) pode ser bem
inferior a . Se colorirmos um pedaco P, de & utilizando somente A(F;) cores poderdo
ocorrer situtagoes onde ndo havera cores faltantes suficientes para determinados vértices.

Precisamos restringir de alguma forma a coloracio realizada de modo que possibilite
a coloracao das arestas do préximo pedaco.

Detectado este problema, resolvemos colorir cada pedago utilizando A(G) cores inde-
pendente de quanto é A(F;}. Desta forma estamos distribuindo as cores mais uniforme-
mente pelo grafo. E ¢é claro, se conseguirmos colorir todos os pedagos do grafo com A(G)
estaremos pintando o grafo com A{G) cores. Resolvemos utilizar coloracdo balanceada
para garantir que todas as A{G) seriam utilizadas uniformemente.

Definimos uma nova conjectura que restringe que a coloragio parcial e a extensdo da

coloracio sejam feitas de forma balanceada.

Definicao 5.3 Uma coloracdo € dita balanceada se a diferenca entre o nimero de ares-

tas pintadas por duas cores i e j € no mdrimo uma unidade.

Conjectura 3 Dade uma d-coloracdo parcial balanceada de N[Uy| de um grafo indife-
ren¢a semi-unwersal nao neighborhood overfull H, com d > A(H), é possivel estendé-la

para uma d-colorag@o das arestas de H, balanceada em N Uy

Desta forma, todo pedaco serd colorido utilizando no méximo A(G) cores, j& que
restringimos a coloragdo parcial e a extensdo da coloragéo a sempre utilizarem as A{(G)

cores disponiveis de forma balanceada.
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Com esta nova conjectura elaboramos novos testes gue pudessem validar o nosso
método. Tivemos que criar um nove modelo linear que além das restrigGes necessarias
para a coloragao tambeém restringisse que a coloragdo fosse feita de forma balanceada.

Adicionamos ao modelo linear apresentado no capitule 4. secao 4.3 a seguinte restrigao
que garante que a coloragido seja feita de forma balanceada.

(Balancear) - Restringe que a colora¢io seja balanceada.

Z:C“— zxek <1,vc¢ k& Cores
geEE e & E

onde £ é o conjunto de arestas que se deseja balancear.
Na proxima se¢ao apresentaremos os resultados dos testes realizados com esta nova

conjectura e este novo modelo linear.

Para realizacao destes testes foi utilizada a seguinte metodologia:
e Pegar o primeiro pedago do grafo;

e Gerar o modelo linear para o primeiro pedago, colocando as restricoes de balancea-

mento no modelo;

e A partir do segundo pedaco, sempre gerar o modelo linear para 2 pedacos consecu-
tivos, inserindo no modelo as restricdes de arestas ja coloridas no primeiro anterior

e as restricoes de balanceamento no segundo pedago;
e Ao término de todos os pedacos, gerar e verificar a coloracéo do grafo.
Realizamos diferentes baterias de testes, entre elas:
o Todos os grafos indiferenca com 10 vértices:
e Todos os grafos indiferenca com 15 vértices:

e Todos os grafos indiferenca com 20 vértices;
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Como resuitado de todos estes testes, conforme serd demonstrado a seguir, encontra-
mos alguns grafos que nado s&o neighborhood overfull e nfo puderam ser coloridos com
A cores. Esta condicao de extensdo da coloracdo balanceada no pedago posterior nao
permite a coloracao com A cores em alguns grafos que sdo A coloriveis.

Quanto ao tempo de execucao e complexidade do problema, analisamos os tempos
tomados por cada pedago de grafo. Observamos que existem trés fatores que influenciam

no tempo de execucdo. Sao eles:
¢ Numero de arestas a serem pintadas no pedaco;

e Numero de arestas onde um dos extremos recebe arestas de outro pedaco. existindo

resiricces nas cores que podem ser utilizadas;

¢ Folga no nimero de cores disponiveis no pedaco (diferenca entre A{G) e A(FP)),

onde P é-o pedaco:

Apresentaremos um contra-exemplo que mostra que a conjectura 3 também é falsa.
O problema estd nos vértices que pertencem a intersec¢io de pedacos. FEstes vértices
necessariamente devem ter cores faltantes suficientes para permitir a coloracio de suas
arestas no proximo pedaco com A cores. O fato da coloragio do pedaco ser balanceada
nao implica que a coloracdo das arestas incidentes nestes vértices serd balanceada, pois €
possivel que a coloragao seja balanceada para o todo o pedaco mas ndo seja em partes do
pedaco.

Apresentaremos um contra-exemplo que prova que a conjectura 3 também ¢é falsa.

Considere o grafo indiferenca semi-universal com sete vértices mostrado na figura 5.14.
Este grafo nao € neighborhood overfull, possui A = 4 e dois vértices semi-universais ('
e ;). Pela conjectura 3 este grafo pode ser pintado com 4 cores.

Suponha que a coloragao parcial de N[U/}] seja a coloracdo apresentada na figura 5.15.

Observe que esta coloracdo respeita as restrigbes de balanceamento ja que as cores 1,
2 e 3 foram usadas por 2 arestas enquanto a cor 4 foi usada por uma aresta. Com esta
coloracao parcial os vértices 4 e 5 possuem apenas a cor 4 faltante.

Ao tentarmos estender a coloragdo para todo o grafo, teremos a situacglo ilustrada na

figura 5.16. Apenas mais trés arestas devem ser pintadas.
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Porém, os vértices 4 e 5 Ja possuem as cores 1, 2 e 3 representadas neles e, portanto,

precisamos de mais duas cores (uma cor diferente para cada aresta). Com esta coloragao

parcial de N[U,| este grafo serd pintado com 5 cores, contrariando a conjectura 3.
Diante deste problema, decidimos tentar uma nova abordagem para coloragio parcial.

Faz-se necessario uma nova definicdo.

Definicao 5.4 Um vértice é dito bi-pedaco se pertence o mais de um pedaco. Vértices

bi-pedacos sdo 08 vértices que estdo na intersecgdo de dois pedacos.

Figura 5.16: Grafo contra-exemplo - Extensao da coloracao - Conjectura 3.
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Um determinado pedaco pode possuir vértices bi-pedacos que intersectam com o pedaco
anterior, denominados vértices bi-pedacos anieriores, ou que intersectam com 0
pedaco posterior. denominados vértices bi-pedacos posteriores. Definimos como
arestas perigosas as arestas incidentes em vértices bi-pedacos posteriores de um pedago

qualquer.

Percebemos que ndo é suficiente balancear todo o pedaco, pois conforme ja menci-
onado pode haver conjuntos de arestas que ndo sao balanceados dentro do pedago. As
arestas que geram problemas sido aquelas que tocam os vértices que também pertencem
a0 pedago posterior {vértices bi-pedagos posteriores), pois serdo as cores destas arestas
que irdo determinar as cores das arestas do pedago posterior incidentes nestes vértices. O
grande problema entao esta nos vértices bi-pedacos. ja que somente as arestas incidentes
nestes vértices irao influenciar no pedaco posterior. As demais arestas do pedago ndo tém
infivéncia na coloracio do pedacs posterior, _ I

Observe na figura 5.17, um grafo com dois pedacos representado em uma ordem indi-
ferenga. Os vértices bi-pedacos estao destacados. Na coloragdo do primeiro pedaco deste
grafo somente as arestas destacadas (arestas perigosas) terdc influéncia na coloragéo do
segundo pedago. Dstas arestas determinam as cores faltantes nos vértices bi-pedacos

posteriores do pedaco F;.

Figura 5.17: llustracdo das arestas que influenciam na coloragio do pedaco posterior.

Com esta observacdo tentamos adotar uma nova abordagem para a colora¢io parcial.
Ao invés de exigirmos o balanceamento de todo o pedago passamos a exigir em cada
pedaco do grafo o balanceamento apenas das arestas que tocam vértices bi-pedagos pos-
teriores (arestas perigosas}. Como estamos interessados em dar condiges para coloracao

do pedago posterior, em cada pedago sé nos interessam os vértices bi-pedacos poste-
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riores. Desta forma estarfamos “relaxando™ as cores faltantes dos vértices bi-pedagos.
Acreditdvamos que seria possivel estender a coloracic de um pedaco. respeitando esta
condicao de balanceamento somente das arestas perigosas.

Porém ao fazermos um teste pratico desta nova abordagem descobrimos alguns grafos
onde nao é possivel respeitar esta nova condicio de balanceamento. Apresentaremos um
grafo exemplificando esta situagao.

Considere o grafo apresentado na figura 5.18. Este grafo possui 10 vértices. A=4,

todos os vértices bi-pedacos estdo destacados na figura, assim como as arestas perigosas.

oo -5 o 5 e 0TS Ve
H UE 3 6 U3 8
£

30 o,
L f J
P i P b
! P 3 P

~ : B 4

Figura 5.18: Grafo exemplo, vértices bi-pedacos destacados

Observe que no pedaco P existem quatro arestas perigosas, assim como no pedaco
P;. Sendo A{(G) = 4, para respeitar a nova condicdo de balanceamento cada uma destas
arestas deve receber uma cor diferente, caso contririo uma cor nio seria utilizada enquanto
outras seriam utilizadas duas ou mais vezes, desrespeitando o balanceamento que diz que
a diferenca de utilizacao das cores é no maximo 1.

O grafo da figura 5.19 ilustra melhor cada pedaco. Nesta figura estdo representadas

todas as arestas do grafo.

Figura 5.19: Grafo com todas as suas arestas
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Vamos mostrar que no pedaco P; nao é possivel atribuir a cada aresta perigosa uma
cor diferente. Considere que os pedagos P, e P, ja foram pintados e que agora deve-se
pintar ¢ pedaco P5. Como j4 mencionado. neste caso de 4 cores e 4 arestas perigosas cada
aresta perigosa deve receber uma cor diferente. Considere que as cores sdo a, b, ¢ e d.
Como no pedaco P cada uma das arestas perigosas recebeu uma cor diferente, podemos
dizer que as cores representadas no vértice 5 sdo a, b e ¢ e no vértice 6 sdo b e d. A Unica
cor possivel para a aresta {5, Uz} é a cor d. Observe que no vértice 6 as cores faltantes
sao a e ¢. O vértice Uy possul quatro arestas, obviamente cada uma destas arestas deverd
receber uma cor diferente. sendo que a aresta {3, U3} obrigatoriamente ji recebeu & cor
d. A aresta {6,053} usard uma das duas cores faltantes em 6, restando apenas uma cor
faltante no vértice 6 que chamaremos de z {x = ¢ ou z = ¢}. Esta cor z obrigatoriamente

serd utilizada na aresta {6.8} (j& que é a tnica cor faltante no vértice 6). Com isso,

temos em U3 apenas duas cores faltantes, sendo x uma delas. Como z ja foi usado em

uma aresta perigosa ({6,8}), e as duas arestas nio pintadas incidentes em U sio arestas
perigosas, a cor z sera utilizada 2 vezes, ndo respeitando o balanceamento das arestas

perigosas.

5.4.2 Colorindo grafos indiferenca

Também realizamos testes com uma abordagem um pouco diferente da apresentada na
conjectura 3. Na conjectura 3, ao pintar um grafo indiferenca semi-universal, é recebido
como coloracdo parcial, a coloragéo balanceada de N[U;] que deve ser estendida para uma
coloracao balanceada de N[U;]. Nesta nova abordagem, ao invés de restringirmos que a

coloragio de N[U, fosse balanceada, restringimos que a coloragdo do grafo indiferenca

semi-universal, N{U;] U N[Us), fosse balanceada.

Foram realizados testes com os seguintes grafos:
o Todos os grafos indiferenca com 10, 15 e 20 vértices;
e Grafos indiferenca randomicos com 10, 20, 30, 40 e 50 vértices;

e Grafos indiferenca randdmicos com A variando entre 5 e 200.
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Apesar do mesmo contra-exemplo apresentado para a conjectura 3 ser valido para
esta abordagem, na pratica o CPLEX conseguiu realizar uma A-coloragao para todos os
grafos nao neighborhood overfull, respeitando a condicdo de que a coloracio da unido de
2 pedagos consecutivos seja balanceada.

Aparentemente esta abordagem permite um pouco mais de liberdade na escolha das
cores das arestas incidentes nos vértices bi-pedagos. Observamos que o CPLEX, mesmo
nao havendo esta restricdo, distribuiu as cores nas arestas perigosas, de forma que torna

possivel a coloracao do pedago posterior.

5.4.3 Contribuicao

[mplementamos, deixande como contribuico. uma ferramenta que recebe como entrada
um arquivo com grafos indiferenca e gera como saida uma coloracio Otima para estes
rafos. R

Esta ferramenta recebe os grafos indiferenca, verifica se sao grafos vélidos, gera um
modelo linear para o grafo (modelo proposto na secfo 4.3), interage com o CPLEX para
resolucdo do modelo e retorna a coloracio gerada pelo CPLEX.

Deve ser passado & ferramenta um arquivo, no formato texto, contendo os grafos
indiferenca que serdo coloridos. Este arquivo é denominado Graph File. O formato deste
arquivo estd ilustrado na figura 5.20. Pode haver mais de um grafo representado em um
mesmo Graph File.

A ferramenta pode ser utilizada através da seguinte URL:

www.ic. untcamp.br/~ra006989 /indifference.
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nome
n

m
vi-v2
vZ-v3

00
$

deiimitador, obrigatdrio
identificador para o grafo
nlimero de vértices
ntimero de arestas
primeira aresta maximal
segunda aresta maximal

V(21 -1y = v(21)  dltima aresta maximal

delimitador, fim das arestas maximais, obrigatério
delimitador, obrigatério

Figura 5.20: Formato do arquivo de entrada



Capitulo 6
Conclusao

Nesta dissertacdo estudamos o problema da coloragdo de arestas para a familia dos grafos

e Todo grafo indiferenca de grau médximo impar pertence a Classe 1.

e Todo grafo indiferenca reduzido pertence & Classe 1.

Estudamos e utilizamos uma abordagem nio muito usual para analisarmos o compor-
tamento do problema da coloracdo. Utilizamos um modelo de prograrnacio linear e um
software de programagio matematica para resolver varias instancias de nosso problema, €
a partir destes resultados analisarmos o comportamento do problema tentando encontrar
uma solucao. Esta abordagem mostrou ser bastante eficiente para gerar idéias que possam
levar a uma prova. podendo ser utilizada em diversos outros trabalhos de pesquisa.

Definimos um novo método para coloragdo de grafos indiferenga, decompondo o grafo
em pedacos, de forma que resolver o problema para um grafo indiferenca qualquer equivale
a resolver o problema para um grafo indiferenca semi-universal. Mais especificamente o
problema se resume a harmonizar a coloragao de dois pedacos que se intersectam, e que
individualmente podem ser pintados com A cores.

Deixamos como contribuicdo uma ferramenia que recebe como entrada um grafo in-
diferenca qualquer e dé como saida uma coloragdo 6tima para o grafo. Esta ferramenta

utiliza modelos de programacio linear para resolver o problema da coloracio do grafo, e
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pode ser acessada através de uma interface web disponivel em
http://www.ic.unicamp.br/~ra006989/indifference.

Fundamentado em extensivos testes praticos, realizamos coloracio em milhares de
grafos indiferenca de diferentes tamanhos e estrutura, e reforcamos ainda mais a seguinte

conjectura enunciada em [9}:

Conjectura 4 (Figueiredo, Meidanis, Mello 1997) As sequintes sentencas sio equi-

valentes para grafos indiferenca:

e O grafo é neighborhood overfull.
e ( grafo € subgrafo-overfull.

o O grafo € Cllasse 2.

Em 2000, os mesmos autores provaram a equivaléncia entre subgrafo-overfull e neigh-
borhood overfull para os grafos indiferenca.

Deixamos como diregdes para trabalhos futuros a abordagem de se desenhar os grafos
pintados pela nossa ferramenta tentando encontrar padrdes nas coloragbes geradas, e
a busca de novas alternativas para harmonizar a coloracdo entre pedacos de um grafo

indiferenca semi-universal.
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