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Abstract

The adjacent-vertex-distinguishing-total-colouring (AVD-total-colouring) problem was in-
troduced and studied by Zhang et al. around 2005. This problem consists in associating
colours to the vertices and edges of a graph G = (V(G), E(G)) using the least number of
colours, such that: (i) any two adjacent vertices or adjacent edges receive distinct colours;
(ii) each vertex receive a colour different from the colours of its incident edges; and (iii)
for any two adjacent vertices u,v € V(G), the set of colours that color v and its incident
edges is distinct from the set of colours that color v and its incident edges. The smallest
number of colours for which a graph G admits an AVD-total-colouring is named its AVD-
total chromatic number. Zhang et al. determined the AVD-total chromatic number for
some classical families of graphs and noted that all of them admit an AVD-total-colouring
with no more than A(G) + 3 colours. Based on this observation, the authors conjectu-
red that A(G) + 3 colours would be sufficient to construct an AVD-total-colouring for
any simple graph G. This conjecture is called the AVD-Total-Colouring Conjecture and
remains open for arbitrary graphs, having been verified for a few families of graphs.

In this dissertation, we present an overview of the main existing results related to
the AVD-total-colouring of graphs. Furthermore, we determine the AVD-total-chromatic
number for the following families of graphs: simple graphs with A(G) = 3 and without
adjacent vertices of maximum degree; flower-snarks; Goldberg snarks; generalized Blanusa
snarks; Loupekine snarks; and complete equipartite graphs of even order. We verify
that the graphs of these families have AVD-total-chromatic number at most A(G) + 2.
Additionally, we verify that the AVD-Total-Colouring Conjecture is true for tripartite
graphs and complete equipartite graphs of odd order. These results confirm the validity
of the AVD-Total-Colouring Conjecture for all the families considered in this dissertation.
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Resumo

O problema da coloracao total semiforte foi introduzido por Zhang et al. por volta de
2005. Este problema consiste em associar cores as arestas e aos vértices de um grafo
G = (V(G), E(Q)), utilizando o menor niimero de cores possivel, de forma que: (i) quais-
quer dois vértices ou duas arestas adjacentes possuam cores distintas; (ii) cada vértice
tenha cor diferente das cores das arestas que nele incidem; e, além disso, (iii) para quais-
quer dois vértices adjacentes u,v € V(G), o conjunto das cores que colorem u e suas
arestas incidentes é distinto do conjunto das cores que colorem v e suas arestas inci-
dentes. Denominamos esse menor numero de cores para o qual um grafo admite uma
coloracao total semiforte como nimero cromdtico total semiforte. Zhang et al. também
determinaram o nimero cromatico total semiforte de algumas familias classicas de gra-
fos e observaram que todas elas possuem uma coloragao total semiforte com no maximo
A(G) + 3 cores. Com base nesta observagao, eles conjeturaram que A(G) + 3 cores seriam
suficientes para construir uma coloragao total semiforte para qualquer grafo simples G.
Essa conjetura é denominada Conjetura da Coloragao Total Semiforte e permanece aberta
para grafos arbitrarios, tendo sido verificada apenas para algumas familias de grafos.

Nesta dissertacao, apresentamos uma resenha dos principais resultados existentes en-
volvendo a coloracao total semiforte. Além disso, determinamos o ntimero cromético total
semiforte para as seguintes familias: os grafos simples com A(G) = 3 e sem vértices ad-
jacentes de grau maximo; os snarks-flor; os snarks de Goldberg; os snarks de Blanusa
generalizados; os snarks de Loupekine LP;; e os grafos equipartidos completos de ordem
par. Verificamos que os grafos destas familias possuem ntimero cromatico total semiforte
menor ou igual a A(G) 4 2. Investigamos também a coloracao total semiforte dos grafos
tripartidos e dos grafos equipartidos completos de ordem impar e verificamos que os grafos
destas familias possuem ntimero cromdtico total semiforte menor ou igual a A(G)+3. Os
resultados obtidos confirmam a validade da Conjetura da Coloracao Total Semiforte para
todas as familias consideradas nesta dissertacao.
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Capitulo 1

Introducao

“The Four Colour Theorem is the tip
of the iceberg, the thin end of the
wedge and the first cuckoo of spring.”

W. T. TUTTE [66]

Coloracao em Grafos é uma &area de pesquisa tradicional em Teoria dos Grafos que
tem atraido a atencao de intimeros pesquisadores desde a sua origem. FKEssa area de
pesquisa originou-se a partir do estudo da Conjetura das Quatro Cores, proposta em
1852, que afirmava que qualquer mapa politico pode ser colorido com no maximo quatro
cores de modo que quaisquer dois paises vizinhos recebam cores distintas. Essa conjetura
permaneceu aberta por mais de 100 anos. Durante esse tempo, diversas técnicas foram
desenvolvidas na tentativa de prova-la, o que levou ao desenvolvimento da Teoria dos
Grafos e ao surgimento de intimeros outros problemas em grafos.

Nesta dissertacao, abordamos um problema de coloragao especifico: o da coloracao
total semiforte. Aqui, o interesse primordial é determinar o menor ntimero de cores
que um grafo necessita para ser colorido com uma coloracao total semiforte. Antes de
introduzir esta coloracao, apresentamos alguns conceitos basicos da Teoria dos Grafos que
serao utilizados no desenvolvimento do tema.

Um grafo G = (V(G), E(G)) é uma estrutura matematica abstrata que consiste
em dois conjuntos disjuntos V(G) e E(G) e uma func¢ao de incidéncia g que asso-
cia a cada elemento de E(G) um par nao ordenado de elementos de V(G), ndo ne-
cessariamente distintos. Denominamos vértice cada elemento pertencente a V(G) e,
aresta, cada elemento pertencente a E(G). Como exemplo, apresentamos o grafo H =
(V(H),E(H)) formado pelo conjunto de vértices V(H) = {u,v,w,x,y}, pelo conjunto
de arestas E(H) = {e1,es,e3,e4,€5,66} € pela funcao de incidéncia 1y definida do se-
guinte modo: ¥y(e1) = {u, v}, Yule2) := {v,w}, Yules) == {v,w}, Yules) = {w,z},



2 Capitulo 1. Introdugao

Yu(es) == A{w,z} e Yyles) == {z, y}.

Um elemento de um grafo é um vértice ou uma aresta do grafo. Um grafo que possui
somente um vértice é denominado grafo trivial. A ordem de um grafo é o seu niimero de
vértices e o tamanho de um grafo é o seu nimero de arestas. Por exemplo, a ordem do
grafo H, definido anteriormente, é igual a cinco e o tamanho de H ¢ igual a seis.

Sejam e € E(G) e u,v € V(G) tais que ¢¥g(e) = {u,v}. Dizemos que u e v sdo 0s
extremos da aresta e e que a aresta e liga os vértices u e v. Dizemos também que a aresta
e incide nos vértices u e v e vice-versa. Dois vértices que incidem numa mesma aresta
sao ditos adjacentes, assim como duas arestas que incidem em um mesmo vértice. Dois
vértices distintos que sdo adjacentes também sao denominados vizinhos.

Os grafos podem ser representados graficamente no plano da seguinte maneira: os
vértices sao pontos representados por pequenos circulos e cada aresta é representada
por uma curva ligando os circulos que representam os seus extremos. Referimo-nos a
representacao grafica de um grafo como se fosse o préprio grafo. Por exemplo, a Figura 1.1
apresenta o grafo H, definido anteriormente.

€3 €5
€1 €2 €4 €6
U v w T Y

Figura 1.1: Grafo H.

Seja v € V(G). O grau de v é o ntimero de vezes em que v é extremo de uma aresta
e é denotado por dg(v) ou simplesmente d(v) quando nao houver davida de que v é um
vértice de G. Por exemplo, na Figura 1.1, temos que d(w) = 4 e d(y) = 1. Definimos
o grau maximo de G como A(G) := max{d(v): v € V(G)}. Do mesmo modo, o grau
minimo de G é definido como 0(G) := min{d(v): v € V(G)}. Dizemos que G é k-regular
quando todo vértice de G possui grau igual a k. O conjunto dos vizinhos de um vértice
v € V(G) é denotado por Ng(v), ou simplesmente N(v) quando ndo houver davida de
que v é um vértice de G. Denotamos por Ni(v) o conjunto dos vizinhos de v que possuem
grau igual a k.

Seja e € E(G). Se ¢¥(e) = {u,w} e u = w, dizemos que a aresta e é um lago.
Duas ou mais arestas que possuem o mesmo par de vértices como extremos sao de-
nominadas arestas maultiplas. Um grafo que nao possui lacos nem arestas multiplas
¢ denominado grafo simples. Em um grafo simples G = (V(G), E(G)), uma aresta
e € E(G), tal que ¥(e) = {u,v}, também pode ser denotada por uwv ou vu. O grafo
G = (V(G), E(G)) com conjunto de vértices V(G) = {vy,v2,v3,04,05} € conjunto de
arestas F(G) = {v1vy, 903, U304, 405, U501, 103} € um exemplo de grafo simples e estéd
ilustrado na Figura 1.2. Observe que, em um grafo simples, a funcao de incidéncia estd



implicita, dado que cada aresta do grafo simples é unicamente determinada pelos seus

z ® ; ® \
U1 V2 U3 (2 Us

Figura 1.2: O grafo simples G.

extremos.

Um emparelhamento M em um grafo G' é um subconjunto de arestas de E(G), duas a
duas nao adjacentes. Dizemos que um vértice v € V(G) é saturado por M se v é extremo
de alguma aresta de M. Um emparelhamento perfeito ¢ um emparelhamento que satura
todos os vértices do grafo e um emparelhamento quase-perfeito é um emparelhamento
para o qual um unico vértice nao é saturado. Seja S C V(G) U E(G). Dizemos que S
é um conjunto independente se os seus elementos sao dois a dois nao adjacentes e nao
incidentes. Dizemos que S é um conjunto independente de vértices (resp. arestas) se
S CV(G) (resp. S C E(G)) e seus elementos sao dois a dois ndo adjacentes.

Sejam G e H grafos simples. Dizemos que G e H sao isomorfos, denotado por G = H,
se existe uma funcdo bijetora 6 : V(G) — V(H) que preserva as adjacéncias, isto é,
wv € E(G) se e somente se §(u)f(v) € E(H). A Figura 1.3 exibe dois grafos G e H
isomorfos e uma fungao bijetora 6 : V(G) — V(H) que preserva as adjacéncias.

a b 7 0:V(G)| V(H)

</ : : p |
Y,

£

e d 4 3

—

Q = 0 Q o o
RS TP RN

Figura 1.3: Grafos simples G e H isomorfos e a fun¢ao bijetora 6.

Sejam G e H dois grafos. Dizemos que H é um subgrafo de GG, denotado por H C G,
se V(H) CV(G), E(H) C E(G) e ¥y é uma restrigao de ¢¢ a E(H). Seja X C V(G).
Denota-se por G| X] o subgrafo de G com V(G[X]) = X e E(G[X]) formado por todas as
arestas de G que possuem ambos os extremos em X. Dizemos que G[X] é o subgrafo de
G induzido por X.
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1.1 Algumas classes de grafos

Muitos problemas de Teoria dos Grafos sao dificeis de resolver para grafos arbitréarios.
Uma das abordagens utilizadas consiste em dividir o grafo original em grafos menores
para os quais as solugoes sao conhecidas e, a partir destas, tentar obter a solu¢ao para o
problema original. A seguir, definimos algumas familias de grafos comumente utilizadas
nesta abordagem.

Um grafo completo é um grafo simples no qual quaisquer dois vértices sao adjacentes.
Um grafo completo com n vértices, n > 1, é denotado por K,,. Um grafo G é bipartido se
o seu conjunto de vértices admite uma particdo em dois subconjuntos X e Y tal que toda
aresta de GG possui um extremo em X e o outro extremo em Y'; tal partigdo {X, Y} é dita
uma biparti¢cio do grafo G. Se G é um grafo simples bipartido com biparticao {X, Y},
tal que todo vértice de X é adjacente a todo vértice de Y, entdo G é denominado um
grafo bipartido completo e denotado por K, , tal que r = | X| e s = |Y|. Uma estrela é
um grafo bipartido completo com biparticao {X, Y} tal que |[X| =1 ou |Y|=1.

Um grafo G é conezo se, para qualquer partigio de V(G) em dois subconjuntos X e
Y, existe uma aresta com um extremo em X e o outro em Y. Uma componente coneza
de um grafo G' é um subgrafo conexo maximal de G.

Um caminho é um grafo simples cujos vértices podem ser arranjados em uma sequéncia
linear de modo que dois vértices sao adjacentes se e somente se eles forem consecutivos
na sequéncia. Um caminho com n vértices vy, v1,...,v,_1, n > 1, é denotado por P, =
VU1 . . . Up_1, OU simplesmente por P,. De modo semelhante, um ciclo com pelo menos
trés vértices é um grafo simples cujos vértices podem ser arranjados em uma sequéncia
ciclica de modo que dois vértices sao adjacentes se e somente se eles sao consecutivos na
sequéncia. Um ciclo com n vértices, n > 3, é denotado por C,,.

Dizemos que um grafo G contém um ciclo se existe um subgrafo H C G tal que H é
isomorfo a um ciclo, ou um lago, ou a dois vértices ligados por arestas multiplas. Caso
contrario, dizemos que G é aciclico. Denominamos cintura, o tamanho de um menor
ciclo contido no grafo G. Uma drvore é um grafo conexo e aciclico. Em uma arvore,
todo vértice de grau um é denominado folha. De acordo com as defini¢oes acima, cada
componente conexa de um grafo aciclico é uma arvore. Por esta razao, grafos aciclicos
sao usualmente denominados florestas.

Um grafo G é planar se ele pode ser desenhado no plano de modo que suas arestas se
intersectam somente nos seus extremos. Tal desenho de G no plano é denominado grafo
plano. Se G nao possui tal representagdo no plano, G é dito nao planar. A Figura 1.4(a)
exibe o grafo planar H e a Figura 1.4(b) exibe um desenho de H sem cruzamento de
arestas.

Dado um grafo plano G, uma face de G é uma regiao maximal do plano na qual quais-
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a b c 3
a b
1 2 3 1
(a) Grafo planar H. (b) Grafo plano H.

Figura 1.4: Dois desenhos do grafo H no plano.

quer dois pontos podem ser ligados por uma curva que nao intersecta nenhum elemento de
G. Por exemplo, considere o grafo plano GG apresentado na Figura 1.5. Observe que esse
grafo divide o plano em 5 faces fi, fo, f3, f1 e f5. A face f; é denominada face exterior.
Dados dois pontos quaisquer pertencentes a faces distintas, observe que é impossivel ligar
esses dois pontos no plano por meio de uma curva sem intersectar o grafo G.

fs

Figura 1.5: Um grafo plano G' com 5 faces.

E natural pensar nas faces de um grafo plano como sendo limitadas por arestas e
vértices. Por exemplo, considere o grafo plano exibido na Figura 1.5. Observe que os
vértices a,c,d e as arestas ac,ad,cd limitam a face f3. Dizemos que duas faces sao
adjacentes se existe uma aresta que limita ambas as faces. Na Figura 1.5, a face f; é
adjacente as faces fi, f3 e f5. Seja G um grafo plano e seja F(G) := {f1,...} o conjunto
das faces de G. Uma k-coloragao das faces de G é um mapeamento ¢: F(G) — {1,...,k}
de modo que quaisquer duas faces adjacentes f;, f; € F(G) possuam ¢(fi) # o(f;). A
Figura 1.6 exibe uma 3-coloracdo das faces de um grafo plano com cores do conjunto
{1,2,3}.
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Figura 1.6: Uma 3-coloracao das faces de um grafo plano.

1.2 Operacoes em grafos

Dado um grafo G, podemos estar interessados em obter um subgrafo de G a partir de
uma operacao bem definida que remova vértices do conjunto V(G) e, consequentemente,
arestas do conjunto E(G). Outras vezes, podemos apenas estar interessados em remover
arestas do conjunto F(G). A necessidade de remogao de um elemento do grafo G pode se
fazer necessaria, por exemplo, no contexto da demonstragdo de uma propriedade inerente
ao grafo G por meio de inducao matematica. Nesta secao, definimos algumas operagoes
em grafos que nos permitem obter novos grafos a partir de grafos ja conhecidos.

Seja G um grafo e sejam e € E(G) e v € V(G). O grafo G — v, obtido pela remog¢ao
do vértice v, possui conjunto de vértices V(G — v) := V(G)\{v} e conjunto de arestas
E(G—v) = E(G)\{vw: vw € E(G)}. Similarmente, o grafo G — e, obtido pela remoc¢ao
da aresta e, possui V(G) como conjunto de vértices e £(G)\{e} como conjunto de arestas.
Seja X um subconjunto de elementos de G tal que, ou X C V(G), ou X C E(G). Deno-
tamos por G\ X o subgrafo formado a partir de G pela remocao sucessiva dos elementos
pertencentes ao conjunto X. Dizemos que a aresta e é uma aresta de corte se 0 nimero
de componentes conexas de G — e é maior que o numero de componentes conexas de G.
Similarmente, dizemos que v é um vértice de corte se nimero de componentes conexas de
G — v é maior que o numero de componentes conexas de G.

Seja G um grafo e sejam u,v € V(G) tais que u e v nao sao adjacentes. O grafo
G + e é obtido a partir de GG, adicionando a aresta e = wv ao conjunto F(G); isto é,
V(G+e):=V(G) e E(G+e):=FE(G)U{e}. A operagao de obtengao do grafo G + e a
partir do grafo G é denominada adi¢ao de aresta. Seja w ¢ V(G). Similarmente ao caso
anterior, o grafo G +w é obtido a partir de GG, adicionando o vértice w ao conjunto V(G);
isto é, V(G +w) :=V(G)U{w} e E(G+w) := E(G). A operacao de obtencao do grafo
G+ w a partir do grafo G é denominada adicdo de vértice. Seja X um conjunto nao vazio
de elementos, tal que X Z V(G) e X Z E(G). Denotamos por G + X o grafo formado a
partir de G pela adigdo sucessiva dos elementos pertencentes ao conjunto X.

A identificacdo de dois vértices nao adjacentes x e y pertencentes a um grafo G é uma
operagao realizada em trés passos: (i) inicialmente, adicionamos um novo vértice v,, ao



1.2. Operagoes em grafos 7

grafo G; (ii) posteriormente, modificamos a fung¢ao de incidéncia ¥¢ de modo que, todas
as arestas de G’ que possuem z ou y como extremo, agora possuam o vértice v,, como
extremo no lugar de x ou de y; e (iii) finalmente, removemos os vértices = e y do grafo
G. Denotamos por G, o grafo obtido a partir de G pela identificagao dos vértices z e y.
De acordo com essa definicao, a identificacdo de dois vértices pode resultar em um grafo
com arestas multiplas. A Figura 1.7(a) ilustra esta operacao.

xT i Vzy x € ) Vzy
q »
L J
G Gzy G G/e
(a) Identificagdo de dois vértices x e y. (b) Contracdo da aresta e € E(G).

Figura 1.7: Exemplo de identificacao de vértices e contragao de arestas.

Seja e € E(G) tal que Yg(e) = {z,y}, com z,y € V(G). Contrair a aresta e é:
(i) remover e do grafo G e, (ii) se a aresta e ndo for um lago, identificar os vértices x
e y. Denotamos por G/e o grafo obtido a partir de G pela contracao da aresta e. A
Figura 1.7(b) ilustra a operagao de contracao de arestas.

Um menor de G é um grafo obtido a partir de G por meio de uma sequéncia de
operacoes que podem ser: remocao de vértices, remoc¢ao de arestas, ou contragoes de
arestas. Por exemplo, a Figura 1.8 mostra que o grafo de Petersen possui o grafo completo

K5 como um menor.

Figura 1.8: Grafo completo K5 como um menor do grafo de Petersen. Observe que o K5
foi obtido pela contracao das 5 arestas tracejadas no desenho do grafo de Petersen.

Outra operacao utilizada para se obter novos grafos a partir de grafos ja conhecidos é
a subdivisio de arestas. Em um grafo G, subdividir uma aresta e € E(G) com extremos
x,y € V(G) significa remover a aresta e do grafo, adicionar um novo vértice w e ligar w
aos vértices x e y. Uma subdivisdo de H é um grafo obtido a partir de um grafo H por
meio de sucessivas subdivisdes de arestas. Dizemos que um grafo G possui uma subdivisdo
de um grafo H se GG possui um subgrafo que é isomorfo a uma subdivisao de H.
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Dado um grafo G, o seu grafo subjacente é o grafo simples obtido a partir de G pela
remocao de todos os lacos e arestas multiplas. A Figura 1.9 apresenta um grafo H e o
seu grafo subjacente H'.

o e °

SNE

H H'

Figura 1.9: Um grafo H e seu grafo subjacente H'.

Dois grafos G e H sao disjuntos se eles ndao possuem vértices em comum, ou seja,
V(G)NV(H) = (; e sao disjuntos nas arestas se nao possuem arestas em comumn, isto é,
E(G)NE(H)=0. A unidgo de dois grafos simples G e H é o grafo G U H com conjunto
de vértices V(GUH) := V(G) UV (H) e conjunto de arestas E(GU H) := E(G)U E(H).
Se G e H sao disjuntos, nos referimos a sua unido como uma unidgo disjunta. Dados dois
grafos G e H, disjuntos nos vértices, podemos adicionar arestas ligando cada vértice de
G a todos os vértices de H. O grafo resultante desta operacao é denominado uma jun¢do
de G e H, e é denotado por GV H.

1.3 Multiconjuntos

Um multiconjunto C é definido como um par (A, ), tal que A é um conjunto qualquer e
i A— Nsq éafuncdo que associa cada elemento de A a um numero natural maior ou
igual a 1. A funcao p é denominada funcdo de multiplicidade. Para cada elemento a € A,
definimos a multiplicidade de a (ou seja, o niimero de ocorréncias de a no multiconjunto
(') como o nimero p(a).

Um multiconjunto C' = (A, p) é representado com a mesma notacao usada para repre-
sentar conjuntos, com a diferenga de que cada elemento a € A aparece p(a) vezes no multi-
conjunto C'. Por exemplo, o multiconjunto C' = (A, ) tal que A = {a,b,c,d, e} e u(a) = 2,
w(d) =1, pu(c) = 3, u(d) =1, u(e) = 2, é representado por C' = {a,a,b,c,c,c,d, e, e}.
Em um multiconjunto, a ordem dos elementos nao é relevante, mas apenas a multi-
plicidade dos seus elementos. Por exemplo, os multiconjuntos C; = {a,b,a,b,c,c,b} e
Cy ={a,a,c,cb b, b} sdo iguais.

Multiconjuntos podem ser vistos como uma generalizacdo de conjuntos, isto é, um
multiconjunto C' = (A, x) é um conjunto quando p(a) = 1 para todo elemento a € A. A
cardinalidade de um multiconjunto C' = (A, i) é definida como Y, 4 p(a). O Teorema 1.1
apresenta o numero de multiconjuntos de cardinalidade k formado por elementos de um
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conjunto finito A de cardinalidade n. Uma demonstracao do Teorema 1.1 pode ser en-
contrada no livro de W. Feller [34, pag.33].

Teorema 1.1. O numero de multiconjuntos de cardinalidade k formado por elementos
de um conjunto finito A de cardinalidade n é igual a Ay, = ("Hg_l) = ("+k_1). O

n—1

1.4 Coloracao de Grafos

Nesta se¢ao, inicialmente apresentamos os conceitos de coloragao de vértices e de coloragao
de arestas, que sao coloracoes de grafos classicas cuja origem esta intimamente relacionada
a Conjetura das Quatro Cores citada no inicio deste capitulo. Posteriormente, apresenta-
mos o conceito de coloracao total e finalizamos o capitulo apresentando a coloragao total
semiforte, que é o tema desta dissertacao.

Seja G um grafo sem lagos. Uma coloragao de vértices (propria) de G é uma atribuigao
de cores aos vértices de G de modo que quaisquer dois vértices adjacentes possuam cores
distintas. Uma coloracao de vértices de GG é dita ndo prdpria quando existem vértices ad-
jacentes em G que possuem a mesma cor. Nesta dissertacao, quando citarmos coloragao
de vértices, estaremos nos referindo a coloragoes préoprias. Quando estivermos conside-
rando coloragoes nao préprias, estas serao definidas e referenciadas explicitamente como
nao proprias.

O menor ntimero de cores para o qual o grafo G admite uma coloracao de vértices é
denominado ndmero cromdtico de G e denotado por x(G). Uma coloragao dos vértices
de G com k cores é dita uma k-coloracdo de vértices de G. E importante notar que o
conjunto de vértices que recebem a mesma cor formam um conjunto independente. Por
exemplo, como quaisquer dois vértices do K,, sao adjacentes, cada vértice recebe uma cor
distinta, isto é, x(K,) = A(K,)+1=n

Considere um ciclo impar. Note que o grafo (s, 1 possui niimero cromético igual a
A(Co41) + 1 = 3. Nao é dificil ver que a cardinalidade de um conjunto independente de
vértices de tamanho maximo neste grafo é igual a k. Logo, x(Coxi1) > &;1 > 2. Para
colorir os vértices do Cyi 1 com 3 cores, inicialmente atribuimos a cor 3 a um dos vértices
do ciclo e, em seguida, colorimos os demais vértices alternadamente com as cores 1 e 2.

Seja G um grafo sem lagos, com n vértices, n > 1. Obtemos facilmente uma coloracao
dos vértices de G atribuindo uma cor distinta a cada um de seus vértices. A partir desta
coloragao, obtemos o limite superior x(G) < |V(G)|. Este limite superior é o melhor
possivel, dado que x(K,) = |V(K,)|. No entanto, o limite é justo apenas no caso dos
grafos completos.

Dado um conjunto de cores C = {1,...}, pode-se também colorir os vértices de G
da seguinte maneira: inicialmente, atribuimos uma ordem vy, ..., v, aos vértices de G e,
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posteriormente, colorimos os vértices de GG de acordo com essa ordem atribuindo a cada
vértice v; a menor cor do conjunto C que ainda nao tenha sido utilizada para colorir seus
vizinhos v;, com j < 4. A partir deste método de coloracao, obtemos que x(G) < A(G)+1.
De fato, em uma ordenacao dos vértices de GG, quando um vértice v; esta para ser colorido,
o nimero de vizinhos de v; que ja foram coloridos é menor ou igual a d(v), que, por fim,
¢ menor ou igual a A(G). Deste modo, uma das cores 1,..., A(G) 4+ 1 certamente estara
disponivel para colorir o vértice v;.

O limite superior x(G) < A(G) + 1, para grafos arbitrarios, é o melhor possivel, dado
que é um limite justo considerando os grafos completos e os ciclos impares. Todavia, em
1941, R. L. Brooks [14] demonstrou que este limite superior ndo é um limite justo para
os demais grafos:

Teorema 1.2 (Brooks [14]). Se G € um grafo conexo tal que G ndo é um grafo completo
nem um ciclo impar, entio x(G) < A(G). ]

O Teorema de Brooks é um resultado classico em coloracao de grafos. Generaliza¢oes
deste teorema foram posteriormente apresentadas por G. A. Dirac [31] e T. Gallai [35].

Seja G um grafo sem lagos. Uma coloracao de arestas (propria) de G é uma atribuigao
de cores as arestas de G de modo que quaisquer duas arestas adjacentes possuam cores
distintas. Uma coloracao de arestas de G é dita nao propria quando existem arestas
adjacentes em G coloridas com a mesma cor. Similarmente ao caso da colorag¢ao de
vértices, nos referimos a coloragoes de arestas proprias simplesmente como coloragoes de
arestas.

O menor nimero de cores para o qual o grafo G admite uma coloragdo de arestas é
denominado indice cromdtico de G e é denotado por x'(G). Uma coloragdo de arestas de
G com k cores é dita uma k-coloracao de arestas de G. Seja v um vértice de grau maximo
em (. Observe que em qualquer coloracao de arestas de GG sao necessarias pelo menos
A(G) cores para colorir as arestas incidentes em v. Logo, X'(G) > A(G).

Como um exemplo, observe que o indice cromatico de um ciclo par Cy é igual a dois.
De fato, temos que x'(Ca) > A(Co) = 2. Uma 2-coloragao de arestas do Cyy, é obtida
colorindo as arestas do ciclo alternadamente com as cores 1 e 2. Por outro lado, é bastante
conhecido que o indice croméatico de um ciclo impar Cy, 1 € igual a trés. Observe que um
conjunto independente de arestas de tamanho maximo no grafo Cy 1 possui cardinalidade
igual a k. Logo, temos que x'(Coxi1) > % > 2. Colorimos as arestas do Cyyq com
trés cores, atribuindo a cor 3 a uma das arestas do Cy,,1 e colorindo as demais arestas
alternadamente com as cores 1 e 2.

Em 1964, V. G. Vizing [69] apresentou o seguinte resultado, que é um dos mais im-
portantes em coloragao de grafos:
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Teorema 1.3 (Vizing [69]). Se G é um grafo simples, entio x'(G) < A(G) + 1. O

Com base no Teorema 1.3, e lembrando que x'(G) > A(G), convencionou-se chamar
de classe 1 os grafos que possuem Y'(G) = A(G) e de classe 2 os grafos que possuem
X'(G) = A(G) + 1. Dado um grafo simples G, decidir se G é classe 1 ou classe 2 é
um problema N'P-completo [40]. No entanto, para algumas classes de grafos, o indice
cromatico encontra-se determinado. Por exemplo, em 1916, Konig determinou o indice
croméatico dos grafos simples bipartidos:

Teorema 1.4 (Konig [50]). Se G é um grafo simples bipartido, entio x'(G) = A(G). O

O nicleo de um grafo G é o subgrafo de G induzido pelos vértices de grau maximo. Em
1992, Chew e Yap [27] determinaram o indice cromético dos grafos simples cujo nicleo é
uma floresta:

Lema 1.5 (Chew e Yap [27]). Seja G um grafo simples. Se o nicleo de G é uma floresta,
entio X'(G) = A(G). O

Uma coloragao total (prépria) de um grafo sem lagos G é uma atribuicao de cores
aos vértices e as arestas de GG de modo que quaisquer dois elementos adjacentes ou in-
cidentes possuam cores distintas. Uma coloragdo total de G é nao prépria se existem
dois elementos adjacentes ou incidentes de GG com cores idénticas. Nesta dissertacao,
quando estivermos considerando colorac¢oes totais nao préprias, estas serao definidas e
referenciadas explicitamente como nao proprias.

Seja ¢ uma coloracao total de um grafo sem lacos GG. Observe que a restri¢ao de ¢ aos
vértices de G, denotada por ¢|y (), ¢ uma coloracao de vértices de G, e que a restricao de
¢ as arestas de G, denotada por ¢|g(), ¢ uma coloragao de arestas de G. A Figura 1.10
exibe coloragoes totais para dois grafos.

Figura 1.10: Dois grafos simples munidos de uma coloragao total.

O menor valor de k para o qual um grafo G admite uma k-coloragao total é denominado
numero cromdatico total de G e é denotado por x”(G). Dado um grafo sem lagos G e
um vértice de grau maximo v € V(G), sdo necessarias A(G) cores para colorir as arestas
incidentes em v e mais uma cor adicional para o préprio vértice. Logo, x"(G) > A(G)+1.
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O conceito de coloragao total foi introduzido, de maneira independente, por Beh-
zad [11] e Vizing [70], por volta de 1965. Os autores propuseram a seguinte conjetura,
que ficou conhecida como Conjetura da Coloracdo Total:

Conjetura 1.6 (Behzad [11] e Vizing [70]). Para qualquer grafo simples G, tem-se que
V(G) < AG) +2.

Apesar da Conjetura da Coloracao Total permanecer aberta para grafos arbitrarios,
ela ja foi verificada para algumas classes de grafos como, por exemplo, para os grafos com
A(G) <5 [52,53,77], grafos split [21], grafos multipartidos completos [77], subfamilias de
grafos regulares [26] e grafos duplamente cordais [29]. Borodin et al. [13] provaram que
os grafos planares com A(G) > 11 possuem x"(G) = A(G) + 1.

Se a Conjetura da Coloracao Total for verdadeira, entao o nimero cromatico total de
um grafo G estd restrito a A(G) + 1 ou A(G) + 2. Esta observacao inspirou a seguinte
nomenclatura: se o grafo G possui x”(G) = A(G) + 1, diz-se que G é tipo 1; e se G possui
X"(G) = A(G) + 2, diz-se que G é tipo 2.

Em 1989, Sanchez-Arroyo [6] provou que decidir se x”(G) = A(G) + 1 é um problema
NP-completo. Em 1994, McDiarmid e Sanchez-Arroyo [55] mostraram que mesmo o
problema de determinar o ntmero cromatico total para grafos bipartidos k-regulares,
para cada k > 3 fixo, é N'P-dificil.

Seja ¢ uma atribuicao de cores aos vértices e as arestas de um grafo sem lacos G.
Sejam x e y dois elementos adjacentes ou incidentes pertencentes a G. Se ¢(x) = ¢(y)
dizemos que a atribuicao de cores ¢ conflita ou que had um conflito entre x e y.

Seja ¢ uma coloragao total de G. Para cada vértice v € V(G), seja C(v) := {¢p(v)} U
{d(uv): uv € E(G)} o conjunto de cores que ocorrem no vértice v; ou seja, C(v) é formado
pela cor do vértice v e pelas cores das arestas que nele incidem. Dizemos que a coloragao
total ¢ é semiforte se C(u) # C(v) para quaisquer dois vértices adjacentes u,v € V(G).
O menor nimero de cores para o qual um grafo simples G admite uma coloragao total
semiforte é denominado nimero cromdtico total semiforte de G. A Figura 1.11 exibe um
grafo munido de uma coloracao total semiforte. Observe que quaisquer dois vértices e
arestas adjacentes neste grafo possuem cores distintas; que qualquer vértice possui cor
distinta da cor das arestas que nele incidem e que os conjuntos de cores que ocorrem em
quaisquer dois vértices adjacentes sao distintos.

O conceito de coloragao total semiforte foi introduzido por Zhang et al. [80] em 2005.
Os autores estudaram essa coloracao para algumas familias classicas de grafos, tais como:
grafos completos, grafos bipartidos completos, arvores e ciclos; e verificaram que todas
estas familias possuem uma coloracgao total semiforte com nao mais que A(G) + 3 cores.
Com base nestas descobertas, Zhang et al. conjeturaram que qualquer grafo simples G
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Vs V4

Figura 1.11: Grafo munido de uma coloragao total semiforte com 4 cores.

admite uma coloracao total semiforte com no maximo A(G) + 3 cores. Essa conjetura
ficou conhecida como Conjetura da Coloracao Total Semiforte. Apesar desta conjetura
continuar aberta, ela ja foi verificada para algumas outras classes de grafos além das
familias ja citadas.

Nesta dissertacao, determinamos o niimero cromatico total semiforte para as seguintes
familias de grafos:

e grafos simples com A(G) = 3 e sem vértices adjacentes de grau maximo;
e snarks-flor;

e snarks de Goldberg;

e snarks de Blanusa generalizados;

e snarks de Loupekine LP;;

e grafos equipartidos completos de ordem par.

As coloragoes dadas aos grafos destas classes possuem no maximo A(G) + 2 cores. Além
disso, mostramos que os grafos tripartidos e os grafos equipartidos completos de ordem
impar possuem uma coloragao total semiforte com no maximo A(G) + 3 cores. Os re-
sultados obtidos confirmam a validade da Conjetura da Coloragao Total Semiforte para
todas as familias consideradas neste trabalho.

O restante da dissertacao estd dividido em quatro capitulos. O Capitulo 2 apresenta
um breve histérico do contexto em que a coloragao total semiforte foi introduzida. Em
seguida, alguns resultados da literatura sdo apresentados. O Capitulo 3 trata da coloracao
total semiforte de algumas familias de grafos simples com A(G) = 3. No Capitulo 4, a
Conjetura da Coloracao Total Semiforte é verificada para os grafos tripartidos e para
os grafos equipartidos completos. Além disso, o nimero cromatico total semiforte dos
grafos equipartidos completos de ordem par é determinado. Finalmente, o ultimo capitulo
apresenta as conclusoes desta dissertacao e sugestoes de trabalhos futuros.
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Paralelamente a esta pesquisa de mestrado, foi desenvolvida uma pesquisa no De-
partamento de Otimizacao e Combinatéria da Universidade de Waterloo, Canada, sob
a orientagdo do professor R. Bruce Richter. Durante esta pesquisa, entre outros proble-
mas, investigou-se uma conjetura proposta por J. Barat e G. Téth no artigo Towards the
Albertson Conjecture [9]. Os resultados originais obtidos foram redigidos em um artigo
que foi publicado na revista The Electronic Journal of Combinatorics [54]. Este artigo
encontra-se no Apéndice A desta dissertacao.



Capitulo 2

Coloracao total semiforte

Seja G um grafo e seja C um conjunto de rétulos. Uma rotulagao de G € uma atribuicao de
rétulos aos vértices e/ou as arestas de G. Sejam : V(G) — C. Se quaisquer dois vértices de
G possuem rotulos distintos, entao dizemos que a rotulacao m é forte ou irreqular. Neste
caso, cada vértice do grafo G é unicamente determinado pelo seu rétulo. Uma rotulagao
de G na qual quaisquer dois vértices adjacentes possuem rétulos distintos é denominada
uma rotulagao semiforte. Dizemos que dois vértices u,v € V(G) sao distinguidos por 7
quando 7(u) # 7(v). A Figura 2.1(a) exibe uma rotulagao forte de um grafo G com 5
vértices e a Figura 2.1(b) exibe uma rotula¢ao semiforte do mesmo grafo.

000 001 000 001
p p
o o
010 011 100 001 010 001
(a) Rotulagdo Forte. (b) Rotulacdo Semiforte.

Figura 2.1: Exemplo de rotulacao forte e semiforte de um mesmo grafo.

Existem ocasides em que uma rotulacao das arestas de um grafo pode induzir uma
rotulagao forte ou semiforte dos seus vértices. Por exemplo, em qualquer coloracao de
arestas propria do K3, quaisquer dois vértices sao distinguidos pelos conjuntos das cores
de suas arestas incidentes. Seja K3 com conjunto de vértices V(K3) := {vy, v2, v3} munido
de uma coloracao de arestas ¢, tal que ¢(vive) = 1, ¢p(vav3) = 2 € ¢(v1v3) = 3. Para cada
vértice v; € V(K3) definimos m(v;) = {¢(viv;): viv; € E(K3)}, o conjunto das cores
das arestas incidentes no vértice v;. Deste modo, temos 7(v1) = {1, 3}, 7(ve) = {1, 2},
m(vs3) = {2,3}. A rotulagao 7 : V(K3) — {{1,2},{2,3},{1,3}} é uma rotulagao forte.

15
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De modo semelhante, outras coloragoes de um grafo podem induzir uma rotulacao forte
ou semiforte dos seus vértices. Por exemplo, na Figura 2.2 exibimos uma 4-coloracao total
¢ do ciclo C5 que induz uma rotulagao semiforte 7 dos seus vértices. Esta rotulacao é
definida da seguinte maneira: para todo v; € V(Cs), 7(v;) = {o(vi)} U {p(v;v;): vv; €
E(Cs)}. Por inspegao, é possivel verificar que 7(v;) # m(v;), para quaisquer dois vértices
adjacentes v;,v; € V(C5). Portanto, a rotulagdo 7 é semiforte. Observe também que a
rotulagdo m ndo é forte, pois m(vy) = 7(vs).

Figura 2.2: Ciclo C's munido de uma 4-coloracao total ¢.

Uma coloracao de arestas propria ¢ de um grafo G que induz uma rotulagao forte 7
(resp. semiforte) de G é denominada uma coloragao de arestas forte (resp. semiforte) de
G. Similarmente, uma colorac¢ao total propria ¢ de um grafo G que induz uma rotulacao
semiforte m de G é denominada uma colora¢ao total semiforte de G.

A coloracao total semiforte é o tema desta dissertacao. Essa coloracao faz parte de
uma familia de coloragoes (préprias ou nao préprias) cuja restrigdo adicional é distinguir
dois vértices quaisquer de um grafo ou apenas vértices adjacentes. O leitor interessado em
outras colorac¢oes que distinguem vértices pode encontrar mais informacoes e referéncias
nos artigos de Escuadro et al. [33], B. Seamone [61] e também no livro de G. Chartrand
e P. Zhang [20, Capitulo 13].

Na Secao 2.1 apresentamos um breve historico das colorac¢oes que distinguem vértices
e introduzimos formalmente o conceito de coloracao total semiforte. Posteriormente, na
Secao 2.2, apresentamos alguns resultados preliminares da literatura de coloracao total
semiforte. Apresentamos também a Conjetura da Coloracao Total Semiforte, que afirma
que qualquer grafo simples possui uma coloragao total semiforte com no maximo A(G)+3
cores. Na Secao 2.3, apresentamos a coloracao total semiforte dos grafos completos, ciclos
e grafos bipartidos. Finalizando o capitulo, na Sec¢ao 2.4, apresentamos familias de grafos
que necessitam de exatamente A(G)+ 3 cores para admitir uma coloracao total semiforte.
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2.1 Distinguindo os vértices de um grafo

Em 1986, Chartrand et al. [19] apresentaram um trabalho na conferéncia de aniversario dos
250 anos da Teoria dos Grafos em Fort Wayne, Indiana, nos Estados Unidos. No trabalho
apresentado, os autores destacaram a importancia dos grafos regulares em Teoria dos
Grafos, o que pode ser observado pelo grande ntimero de trabalhos e resultados dedicados
a esta classe de grafos. Ainda nesta apresentacao, eles denominaram de grafo irregular
o grafo que nao possui dois vértices de mesmo grau e observaram que existe apenas um
grafo simples que nao possui dois vértices de mesmo grau: o K;. Este fato é decorrente
da seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.1. Em qualquer grafo simples com pelo menos dois vértices, devem existir
dois vértices que possuem o0 Mmesmo grau.

Demonstracdo. Considere um grafo simples G' com n vértices. Por contradi¢ao, suponha
que todos os vértices de GG possuam graus distintos entre si. Deste modo, os graus dos
vértices de G sao exatamente 0,1,...,n — 1. Contudo, observe que é impossivel haver no
grafo G um vértice de grau 0 e um vértice de grau n — 1 simultaneamente. Concluimos
que G possui pelo menos dois vértices de mesmo grau. O

Motivados pela inexisténcia de grafos simples irregulares nao triviais, Chartrand et
al. [19] introduziram o problema das redes irregulares. Uma rede é um grafo simples G
no qual, para cada aresta e € F(G), é atribuido um peso w(e) inteiro positivo. Para
cada vértice v pertencente a rede, definimos o peso do vértice v, w(v), como a soma dos
pesos das suas arestas incidentes, ou seja, w(v) := X en) w(uv). Uma rede irreqular G
é uma rede na qual w(u) # w(v), para quaisquer dois vértices u,v € V(G). Note que, em
uma rede irregular G, a fun¢ao w: V(G) — N é uma rotulacao forte de G. A Figura 2.3
apresenta uma atribuicdo de pesos as arestas do grafo de Petersen de modo que o grafo
resultante seja uma rede irregular.

Observe que nao existem redes irregulares de ordem dois. De fato, no caso conexo, é
impossivel atribuir um peso a aresta do K5 de modo a obter pesos distintos para os seus
dois vértices. Por outro lado, para o caso nao conexo, em qualquer coloragdo de arestas,
ambos os vértices possuem peso zero. Estas observagoes vao ao encontro do resultado de
Chartrand et al. apresentado a seguir.

Teorema 2.2 (Chartrand et al. [19]). Se G € um grafo simples e conexo com |V (G)| > 3,
entdo existe uma atribuicao de pesos as arestas de G que resulta em uma rede irreqular.

Demonstracdo. Seja G um grafo simples e conexo de ordem maior ou igual a 3. Seja
E(G) = {e1,e2,...,em}. Como G é conexo e |V (G)| > 3, temos que |E(G)| > 2. Defi-
nimos uma atribuicao de pesos w as arestas de G da seguinte maneira: para 1 <7 < m,
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Figura 2.3: Grafo de Petersen como uma rede irregular. Neste exemplo, cada vértice
encontra-se rotulado com o valor do seu peso.

w(e;) := 271 Observe que cada vértice v € V(G) pode ter o seu peso w(v) expresso como
um ntmero bindrio a,,_1 @m_2 ... a1 ag, tal que cada a; € {0,1} e a; = 1 se e somente se
e;+1 € incidente no vértice v. Uma vez que nao existem em G dois vértices com o mesmo
conjunto de arestas incidentes e como a representacao bindria de um inteiro positivo é
unica, temos que quaisquer dois vértices possuem pesos distintos e o resultado segue. [

Note que, se todas as arestas de uma rede irregular tiverem seus pesos multiplicados
por um numero inteiro positivo fixo, o grafo ponderado resultante é também uma rede
irregular. Por meio desta observacao e pelo Teorema 2.2, obtem-se o seguinte corolario:

Corolario 2.3 (Chartrand et al. [19]). Existe uma atribuicdo de pesos as arestas de um
grafo simples G que resulta em uma rede irreqular se e somente se G possui no mdzimo

uma componente conexa isomorfa ao Ky e ndo possui componentes conexas isomorfas ao
K. ]

Dizemos que um grafo GG é comportado se G é simples, nao possui componentes conexas
isomorfas ao K5 e possui no maximo uma componente conexa isomorfa ao K;. Em seu
trabalho, Chartrand et al. [19] estabeleceram o problema de determinar o menor valor
de k para o qual um grafo comportado possui uma atribuicao de pesos 1,2, ...,k as suas
arestas de modo a torna-lo uma rede irregular. Esse menor valor de k é denominado
grau de irreqularidade do grafo G e é denotado por s(G). Ainda neste trabalho, foram
apresentados alguns limites inferiores para s(G). Além disso, os autores determinaram
o grau de irregularidade para caminhos, grafos completos e grafos bipartidos completos
com partes de mesma cardinalidade.
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Outros pesquisadores se interessaram pelo problema das redes irregulares. Por exem-
plo, em 2000, Nierhoff [57] provou que todo grafo comportado G possui s(G) < |V (G)|—1.
Em 2011, Kalkowski et al. [48] provaram que s(G) < 6[n/§(G)|, para qualquer grafo com-
portado G.

Em 1990, Aigner e Triesh [1] propuseram a variante do problema das redes irregulares
descrita a seguir. Seja G um grafo simples e seja ¢ : E(G) — {1, ..., k} uma k-coloragao
de arestas (ndo necessariamente prépria) do grafo G. Para cada vértice v € V(G), de-
finimos C™(v) como o multiconjunto das cores das arestas incidentes no vértice v. Por
exemplo, se o vértice v possui trés arestas incidentes e essas arestas possuem as cores 1,3 e
3, entao C™(v) = {1, 3,3}. Dizemos que a coloragao de arestas ¢ é uma colora¢ao de ares-
tas forte por multiconjunto se e somente se C™(u) # C™(v) para quaisquer dois vértices
u,v € V(G). A Figura 2.4 apresenta uma coloracao de arestas forte por multiconjunto do
grafo de Petersen.

{1,2,3}

{1,1,1} {2,3,3}

{1,1,2} 2 {2,2,2}

Figura 2.4: Grafo de Petersen P munido de uma coloragao de arestas forte por multicon-
junto com trés cores. Cada vértice u € V(P) encontra-se rotulado com o seu multiconjunto

C™(u).

O menor nuimero de cores k para o qual um grafo GG possui uma k-coloragao de arestas
forte por multiconjunto é denotado por x/, (G). Observe que o grafo de Petersen possui
X (P) = 3. De fato, pela Figura 2.4, temos que x/, (P) < 3. Além disso, note que nao
é possivel uma tal coloragao do grafo de Petersen com k = 2, pois o grafo de Petersen
possui 10 vértices e, pelo Teorema 1.1, existem apenas quatro multiconjuntos distintos de
trés elementos formados com as cores 1 e 2.

Em 1990, Aigner e Triesh [1] provaram que x,,(K,) = 3 para todo grafo completo
com n > 3, e que x,,(K,,) = 3 para qualquer grafo bipartido completo com n > 2. Os
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autores também observaram que x/,.(G) < s(G). De fato, seja G um grafo comportado e
seja ¢ uma ponderacao das arestas de GG que o torna uma rede irregular. Nao é dificil ver
que C7'(u) # CF'(v) para quaisquer u,v € V(G), pois, se este nao fosse o caso, terfamos
dois vértices em G com o mesmo peso, uma contradi¢ao. Logo, x/,(G) < s(G).

Em 1997, Burris e Schelp [15] propuseram o seguinte caso particular da coloragao de
arestas forte por multiconjuntos. Seja G um grafo comportado e ¢ : E(G) — {1,...,k}
uma k-coloragao de arestas propria de G. Para cada vértice v € V(G) definimos C'(v) :=
{p(uv): uwv € E(G)}, o conjunto das cores das arestas incidentes no vértice v. Dizemos que
a coloragao de arestas ¢ é uma colora¢do de arestas forte se e somente se, para quaisquer
dois vértices u,v € V(G), C'(u) # C'(v). Essa coloragdo também foi investigada de
maneira independente por éerny, Hornak e Soték [41,68] sob o nome de observability of
a graph. A Figura 2.5 apresenta uma coloracao de arestas forte do grafo de Petersen com
5 cores.

{1,2,3}

{1,2,4} {2,3,4}

{1,3,4} {1,4,5}

Figura 2.5: Grafo de Petersen munido de uma coloracao de arestas forte com 5 cores.

O menor valor de k para o qual um grafo G possui uma k-coloracao de arestas forte
¢ denotado por x4(G) e é denominado indice cromdtico forte de G. Como a colorac¢ao
de arestas forte ¢ uma coloracao prépria, imediatamente obtemos que x.(G) > A(G).
Como um exemplo, o grafo de Petersen possui x,(P) = 5. De fato, pela Figura 2.5,
temos que x.(P) < 5. Além disso, note que nao é possivel uma 4-coloragao de arestas
= 4 conjuntos

3
distintos de trés elementos formados com as cores 1,2,3 e 4. O pardmetro ,(G) esta

forte do grafo de Petersen, pois ele possui 10 vértices e existem apenas (4)

determinado para algumas familias de grafos tais como: caminhos, ciclos, grafos comple-
tos, grafos bipartidos completos [15,68] e grafos multipartidos completos com partes de
mesma cardinalidade [41]. Além dos resultados para classes de grafos, alguns limitantes
para x.(G) também foram obtidos para grafos comportados arbitrarios. Por exemplo,
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Balister et al. [7] investigaram a coloragao de arestas forte para grafos com A(G) = 2
e Bazgan et al. [10] a investigaram para grafos comportados [10], obtendo os seguintes
resultados:

Teorema 2.4 (Balister et al. [7]). Seja G um grafo comportado com A(G) = 2 e seja
n;(G) o niumero de vértices de grau i em G. Se k € o menor inteiro tal que n1(G) <k e

ne(G) < (]2“), entio k < x.(G) < k+5. O

Teorema 2.5 (Bazgan et al. [10]). Se G é um grafo comportado, entao x,(G) < |V(G)| + 1.
0]

Note que x%(G) é um limite superior para s(G) e para x/,,(G). Assim como nas redes
irregulares e na coloracdo de arestas forte por multiconjunto, na coloracdo de arestas
forte de um grafo G exige-se que quaisquer dois vértices u,v € V(G) sejam distinguiveis
pelos conjuntos das cores de suas arestas incidentes. Entretanto, a coloracao de arestas
forte é uma coloracdo de arestas propria, enquanto que nas duas coloragdes anteriores
a atribuicdo de cores ou pesos as arestas do grafo pode resultar em uma coloracao de
arestas nao prépria do grafo. Logo, temos que x,(G) < X4(G) e s(G) < xL(G). Como
argumentado anteriormente, sabemos que Y/, (G) < s(G). Deste modo, obtemos que
Xm(G) < s(G) < X4(G).

O grafo de Petersen é um exemplo de grafo para o qual temos x/,(G) < x4(G). As
Figuras 2.4 e 2.5 ilustram este caso. O grafo de Petersen também exemplifica o caso em
que $(G) = xL(G), como ilustrado pelas Figuras 2.3 e 2.5. A Figura 2.6 apresenta um
caso em que s(G) = x,.(G) e a Figura 2.7 ilustra um caso em que s(G) < x.(G). Na
Figura 2.7, como G possui dois vértices de grau 3, um desses vértices deve possuir pelo
menos uma aresta incidente com cor distinta das cores que colorem as arestas incidentes
no outro vértice de grau trés. Logo, x.(G) > 4.

3

1 2 1 2
4 3 5 ®
{1,3} {1,2} {2,3}
(a) Grafo K3 como uma rede irregular. (b) Coloracao de arestas forte por multiconjunto do K.

Figura 2.6: Exemplo de um grafo G com s(G) =3 e x}.(G) = 3.

Em 2002, Zhang et al. [79] introduziram uma variante da colora¢do de arestas forte
na qual a propriedade de que dois vértices sejam distinguidos é restrita apenas a vértices
adjacentes. Dado um grafo simples G, uma colora¢ao de arestas semiforte ¢ : E(G) —
{1,...,k} é uma atribuicdo de cores as arestas de G tal que ¢(e) # ¢(f) para quais-
quer duas arestas adjacentes e, f € E(G) e C'(u) # C'(v) para quaisquer dois vértices
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{1,4} {1,2,3}
{1,2,4} {1,3}
(a) Grafo G como uma rede irregular. (b) Coloragao de arestas forte de G.

Figura 2.7: Exemplo de um grafo G com s(G) =2 e xL(G) = 4.

adjacentes u,v € V(G). Lembre que C’'(u) = {¢(uv): uwv € E(G)}. A coloragao exibida
na Figura 2.8 é uma coloracao de arestas semiforte do grafo completo Kg. Observe que
quaisquer dois vértices adjacentes possuem conjuntos de cores distintos.

Vs

Figura 2.8: Grafo Kg munido de uma coloragao de arestas semiforte com 7 cores.

O menor ntimero k para o qual um grafo simples G admite uma k-coloragao de arestas
semiforte é denominado o indice cromdtico semiforte e é denotado por y,.(G). Como
a coloracao de arestas semiforte ¢ uma colora¢ao propria, temos que x,.(G) > A(G).
Considere o grafo Kg. De acordo com a Figura 2.8, temos que x/,(Ks) < 7. Para mostrar
que X, (Kg) > 7, vamos supor que o Kg possua uma colora¢ao de arestas semiforte com 6
cores. Neste caso, para 0 < ¢ < 5, podemos supor que a cor ¢ estd ausente em cada vértice
v;, pois o K recebeu uma 6-coloracao de arestas semiforte. Entretanto, isto implica que
cada um dos cinco vértices restantes possui uma aresta incidente colorida com a cor 1.
Isto é uma contradi¢ao pois na coloragao de arestas cada cor ocorre em um ntimero par
de vértices. Portanto, x/ (Ks) > 7.

Zhang et al. [79] conjeturaram que se G é um grafo simples, conexo e tal que G % K,
e G ¥ Cs, entdo G possui uma coloragao de arestas semiforte com no maximo A(G) + 2
cores. Essa conjetura é conhecida como a Conjetura da Coloracio de Arestas Semiforte
e foi inicialmente provada para grafos completos, grafos bipartidos [79] e para grafos com
A(G) < 3 [8]. Alguns limitantes superiores para x/,,(G) também foram determinados.
Por exemplo, Balister et al. [8] provaram que se G é um grafo simples e conexo com pelo
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menos 3 vértices, entao x.,(G) < A(G)+ O(log x(G)). Em 2005, Hatami [39] provou que
se G é um grafo simples, conexo, com pelo menos trés vértices e com A(G) > 10%°, entdo
Xhs (G) < A(G) +300. Em 2006, Edwards et al. [32] provaram que x,,(G) < A(G)+1 se
G é um grafo planar, bipartido e com A(G) > 12.

Em 2005, Zhang et al. [80] estenderam o conceito de coloragao semiforte para o con-
texto da coloracgao total tal como descrito a seguir. Seja G um grafo simples e ¢ : V(G) U
E(G) — {1,...,k} uma k-coloracao total de G. Para cada vértice v € V(G), definimos
o conjunto das cores que ocorrem no vértice v como o conjunto Cy(v) := {¢(v)} U Cy(v).
Lembre que Cj(v) = {¢(uv): uv € E(G)}. Quando estiver claro no contexto a qual co-
loragdo Cy(v) se refere, Cy(v) é escrito simplesmente como C(v). Denotamos por C'(v) o
conjunto das cores que ndo ocorrem no vértice v, ou seja, C(v) := {1,...,k}\C(v). Se
quaisquer dois vértices adjacentes u,v € V(G) forem distinguidos, entdo dizemos que ¢
é uma coloracdo total semiforte!. O nimero cromdtico total semiforte de G, denotado
por X7(G), é o menor nimero k de cores para o qual G admite uma k-coloracao total
semiforte. O Problema da Coloragao Total Semiforte consiste em determinar o valor de
Xo(G) para um grafo simples G. A complexidade de se determinar x”(G) para um grafo
simples G ainda nao é conhecida, assim como também nao é conhecida a complexidade de
se determinar X/ (G). A Figura 2.9 exibe uma 5-coloragio total semiforte do grafo Kj .

5 5 5

Figura 2.9: Grafo K33 munido de uma 5-coloragao total semiforte.

Na proxima secao, apresentamos alguns resultados bésicos envolvendo a coloracao
total semiforte.

2.2 Resultados preliminares

Uma abordagem natural ao se investigar a coloragao total semiforte consiste em estudar
suas similaridades e diferencas com relacao a coloracao total.

Seja G um grafo simples e v € V(G) um vértice de grau maximo em G. Observe que,
assim como na coloracgao total, em qualquer coloracao total semiforte de G sao necessarias

ldo Inglés: adjacent-vertez-distinguishing-total-colouring.
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A(G) cores para colorir as arestas incidentes em v e uma nova cor para colorir o vértice
v. Deste modo, obtemos o seguinte limite inferior para x”(G):

Proposigao 2.6. Se G é um grafo simples, entio x'(G) > A(G) + 1. O

Zhang et al. [80] observaram que se o grafo G possui dois vértices adjacentes de grau
maximo, o limite inferior para x7(G) ¢ maior em uma unidade, tal como estabelecido na
proposicao a seguir.

Proposicao 2.7 (Zhang et al. [80]). Se G é um grafo simples que possui dois vértices
adjacentes de grau mdzimo, entio X"(G) > A(G) + 2.

Demonstragao. Sejam G um grafo simples e u,v € V(G) dois vértices adjacentes de
grau maximo. Para qualquer k-coloragdo total semiforte de G, tanto C'(u) quanto C(v)
possuem A(G) + 1 elementos. Além disso, como C(u) # C(v), pelo menos um elemento
de C(u) é distinto dos elementos de C(v). Deste modo, temos que k > A(G) + 2. O

Dado um grafo simples G composto por k > 1 componentes conexas, nao é dificil
ver que o numero cromatico total semiforte do grafo G' é o maior ntimero cromatico
total semiforte de suas componentes conexas. Essa observacao é explicitada na seguinte

proposicao:
Proposicao 2.8. Se G é um grafo simples com k componentes conexas G, ..., Gy, entdao
Xa(G) = max{xg(G1), ..., xa(Gk)}- O

Pela Proposigao 2.8, ao se determinar o pardmetro x7(G) para um grafo simples G
arbitrario, podemos supor GG conexo.

Como visto no Capitulo 1, a Conjetura da Coloracao Total afirma que, para qualquer
grafo simples G, x"(G) < A(G) 4+ 2. Um resultado bastante usado para provar esta
conjetura para algumas classes de grafos afirma que: se a Conjetura da Coloracao Total é
valida para todos os grafos k-regulares, entao ela é valida para grafos com grau maximo
igual a k [78, Capitulo 2]. A propriedade da coloragao total que estd por tras deste
resultado é que uma coloracao total de um grafo G quando restrita a algum de seus
subgrafos H, permanece como uma coloracao total de H, pois quaisquer dois elementos
adjacentes ou incidentes de H possuem cores distintas. Desta forma, temos que y"(H) <
X"(G). Entretanto, a coloracao total semiforte de um grafo G' quando restrita a algum de
seus subgrafos H, nao necessariamente permanece como uma coloracao total semiforte de
H: é possivel que apds a remogao de uma ou mais arestas de GG, dois vértices adjacentes no
grafo resultante H tenham o mesmo conjunto de cores. A Figura 2.10 exibe um exemplo
em que isto acontece. Uma consequéncia imediata deste fato é que provar que a Conjetura
da Coloragao Total Semiforte é valida para grafos k-regulares ¢ insuficiente para prova-la
para todos os grafos com A(G) = k.
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Zhang et al. [80] também observaram que é possivel que algum subgrafo H C G
possua x7(H) > x"(G). A Figura 2.11 apresenta um grafo G e seu subgrafo H, tal que
Xo(H) > x/(G). Baseados nesta observagao, os autores propuseram o seguinte problema:

Problema 2.9. Para quais subgrafos H de G, temos x1(H) < x"(G)?

Vs

(a) Grafo K5 munido de uma coloragéo (b) Subgrafo H C Kj5. Observe que os
total semiforte com 7 cores. vértices ve,v3 € V(H) sdo adjacentes e
possuem o mesmo conjunto de cores.

Figura 2.10: A Figura (a) exibe uma 7-coloragdo total semiforte do K5 e a Figura (b)
exibe um subgrafo H C K5 cuja coloracao total herdada do K5 nao é semiforte.

1 2 3 1
3 4 3 4
2 1 3 2 5 3
G H

Figura 2.11: Um grafo simples e conexo G com A(G) = 3, x7(G) = 4 e um subgrafo
H C G com y\/(H) =5.

Observe que a Figura 2.11 apresenta um exemplo em que o subgrafo H possui grau
maximo estritamente menor que o grau maximo do grafo G. De fato, nés nao conhecemos
exemplos em que A(H) = A(G) e X!(H) > xX!(G).

No mesmo artigo em que introduziram o problema da coloracao total semiforte, Zhang
et al. [80] também determinaram o ntimero croméatico total semiforte de algumas classes de
grafos, tais como: grafos completos, ciclos, grafos bipartidos completos e arvores. Quase
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todas as classes investigadas pelos autores possuem x”(G) < A(G) + 2, com excegao
apenas dos grafos completos de ordem impar, que possuem x4 (Kopi1) = A(Kops1) + 3.
Baseados nestes resultados, os autores propuseram a seguinte conjetura:

Conjetura 2.10 (Conjetura da Coloragdo Total Semiforte). Se G é um grafo simples,
entdao x1(G) < A(G) + 3.

Se a Conjetura da Coloragao Total Semiforte for verdadeira, entao A(G)+1 < x/(G) <
A(G)+ 3. Por outro lado, se G tiver pelo menos dois vértices adjacentes de grau maximo,
entdo A(G) +2 < x/(G) < A(G) + 3. A Figura 2.12 exibe coloragdes totais semifortes
6timas para alguns grafos, ilustrando os diferentes valores para x”(G).

Xa(G) = A(G) +1 Xa(G) = A(G) +2 Xa(G) = A(G) +3
Figura 2.12: Exemplos de grafos com diferentes niimeros cromaticos totais semifortes.

A Conjetura da Coloragao Total Semiforte foi verificada para grafos com A(G) = 3 [24,
44,72]. Em 2008, X. Chen e Z. Zhang [25] determinaram o ntmero cromdtico total
semiforte dos grafos de Halin generalizados com A(G) > 6 [25]. Em 2009, M. Chen e
X. Guo [22] determinaram o nimero cromatico total semiforte dos hipercubos. Em 2010,
V. Pedrotti e C. P. de Mello verificaram a Conjetura da Coloracao Total Semiforte para
os grafos indiferenca e determinaram o ntimero cromatico total semiforte para algumas
de suas subclasses [58]. Y. Wang e W. Wang [74] determinaram o ntimero cromatico total
semiforte dos grafos exoplanares com A(G) > 3. Em 2012, D. Huang e W. Wang [42]
provaram que todo grafo planar com A(G) > 11 possui x7(G) < A(G) + 3. Ainda
no mesmo ano, os autores melhoraram este resultado, mostrando que todo grafo planar
com A(G) > 13 possui x7(G) < A(G) + 2 [73] e também provaram que se um grafo
planar G possui A(G) > 14 e nao possui vértices adjacentes de grau méximo, entao
X(G) = A(G) + 1. T. Coker e K. Johannson [28] usaram um método probabilistico para
estabelecer um limite superior de A(G) + ¢ para x(G), onde ¢ > 0 é uma constante.

Apesar da Conjetura da Coloracao Total Semiforte permanecer aberta para grafos
arbitrarios, sao conhecidos na literatura alguns limites superiores para o niimero cromético
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total semiforte de um grafo simples G. O seguinte limite superior para x”(G) pode ser
obtido a partir da prépria definicao de coloracao total:

Proposigao 2.11. Se G é um grafo simples, entao x!(G) < x(G) + X' (G).

Demonstragao. Seja ¢ uma (x(G) + x'(G))-coloragao total de G que usa x(G) cores nos
vértices de G e x/(G) cores nas arestas de G de modo que as cores usadas nos vértices
sejam disjuntas das cores usadas nas arestas. A coloracao total ¢ é semiforte porque,
para quaisquer dois vértices adjacentes u,v € V(G), ¢(u) # ¢(v) e estas cores aparecem
somente nos vértices de G. O

A partir da Proposicao 2.11, também podem ser derivados os seguintes limites supe-
riores:

e Se G é um grafo planar, entdo x(G) < 4 pelo Teorema das Quatro Cores [3,4].
Deste modo, x4 (G) <44+ A(G) +1 < A(G) + 5.

e Seja G um grafo simples nao isomorfo a um grafo completo e nem a um ciclo
impar. Aplicando o Teorema 1.2 e o Teorema 1.3 & Proposicao 2.11, obtemos que

Y(G) < 2A(G) + 1.

Em 2012, Huang et al. [43] provaram que 7 (G) < 2A(G) para qualquer grafo simples
G com A(G) > 3. Este é, atualmente, o melhor limite superior conhecido para 7 (G),
considerando grafos arbitrarios. A seguir, apresentamos uma nova demonstracao deste
resultado, mais sucinta que a anterior.

Teorema 2.12 (Huang et al. [43]). Se G é um grafo simples com A(G) > 3, entdo
Xa(G) < 2A(G).

Demonstragao. Seja G um grafo simples com A(G) > 3. Como serda provado no Teo-
rema 2.15, temos que x7(K,) < A(K,) + 3. Logo, podemos supor que G nao é um grafo
completo. Temos também que G ndo é um ciclo, pois A(G) > 3. Pelo Teorema 1.3 e
pela Proposigao 2.11, obtemos que x7(G) < x(G) + A(G) + 1. Como G nao é um grafo
completo e nem um ciclo, pelo Teorema 1.2, temos que x(G) < A(G). Assim, quando
X(G) < A(G), o resultado segue. Suponha, entdo, x(G) = A(G).

Seja {Vi,..., Va(e)} uma particdo de V(G) em conjuntos independentes. Sejam Sg :=
{1,...,A(G) + 1} e Sy := {A(G) + 2,...,2A(G)} conjuntos de cores disjuntos. Inici-
almente, construimos para o grafo G uma (2A(G))-coloragao total ¢ : V(G) U E(G) —
Sk U Sy tal que ¢|ge) seja uma (A(G) + 1)-coloracao de arestas de G' com as cores do
conjunto Sp. Em seguida, colorimos os vértices de G do seguinte modo: cada v € V;,
1 <i < A(G) — 1, recebe a cor (A(G) +i+ 1) € Sy. Note que os vértices de V; nao sao
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adjacentes entre si. Ademais, Sg NSy = (). Para concluir a coloracao total de G, atribua
a cada u € Va(g) uma cor do conjunto Sg\C'(u), onde C'(u) = {p(uv): vv € E(G)}.
Note que, como o ntmero de arestas incidentes no vértice u é no maximo A(G), existe
pelo menos uma cor no conjunto Sg\C’(u) para atribuir ao vértice u. Além disso, observe
que todo vértice v adjacente ao vértice u foi colorido com uma cor do conjunto Sy, logo
6(v) # o(w). o

Para completar a prova, mostramos que C'(u) # C(v) para quaisquer dois vértices
adjacentes u,v € V(G). De acordo com a defini¢ao da coloragao ¢, temos:

() parauw € Vi, 1 <1 < A(G) — 1, C(u) = (Sy\{A(G) +i + 1}) U (Sp\C"(w)):

(ii) para u € Vaq), C(u) = Sy U (Sp\C(u)).
Seja w;u; € E(G) tal que u; € V; e u; € V. Suponha, sem perda de generalidade, que
i # A(G). Pelos itens (i) e (1) concluimos que ¢(u;) € C(uj) e éd(u;) ¢ C(w;). Logo,
Clu) # Cluy). 0

2.3 Familias classicas

Nesta se¢ao, apresentamos alguns resultados da literatura da Coloragao Total Semiforte no
que concerne a determinacao do ntimero cromatico total semiforte dos grafos completos,
ciclos, grafos bipartidos completos e arvores.

Recordemos que os grafos completos com n vértices, K, sao grafos simples, conexos
e (n — 1)-regulares. Considere V(K,) := {v,v1,...,0n_1}, n > 1. E bastante conhecido
que todo grafo completo K, com n impar e n > 3 possui x'(K,,) = n [51]. De fato, neste
grafo, nenhum emparelhamento contém mais do que (n — 1)/2 arestas, o que implica
Y (K,) > EEDL 100, \/(K,) > n. A seguir, definimos uma coloracao de arestas 7 do

(n—1)/2"
grafo completo de ordem impar com exatamente n cores. Essa coloragdo é denominada

coloracao de arestas padrao.

Considere n impar e n > 3. Para todo i € {0,...,n—1}, definimos o conjunto de ares-

tas M; = {v;_pviyp: 1 < p < "T_l}, com as operacoes de adi¢ao e subtragao nos indices,

modulo n. Na Proposicao 2.13, provamos que cada conjunto M; é um emparelhamento
e que {My, My, ..., M, 1} é uma particao de E(K,). Desta forma, ao colorir as arestas
de cada conjunto M; com a cor 4, obtemos uma n-coloracao de arestas do K, de ordem
impar.

Proposicao 2.13. Seja K,, um grafo completo com n impar e n > 3. Sejam também os

conjuntos de arestas M; = {v;_pv;i1,: 1 < p < "T_l}, para i € {0,...,n— 1}, comi—p

e i+ p calculados mddulo n. Entdo, cada conjunto M; C E(K,), 0 <i<n-—1, é um
emparelhamento. Além disso, { My, My, ..., M,_1} é uma particao de E(K,).
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Demonstragao. Seja G := K,, com V(G) = {vg,v1,...,0p_1}, n > 3 e n impar. Seja
M, C E(G), com ¢ € {0,...,n — 1}, tal que M; := {v;_,v;4,: 1
1 + p calculados médulo n.

Inicialmente, provamos que M; é um emparelhamento. Por absurdo, suponha que

n
<p< "7} comi-—pe

existam em M; duas arestas distintas e; = v;_jv;1;, €2 = v;_xv; ) com uma extremidade
em comum. Existem dois casos a considerar: ou (i — [) modn = (i — k) mod n ou
(i — 1) mod n = (i + k) mod n.

Consideremos o caso em que (i —1) mod n = (i — k) mod n. Por defini¢do da operacao
mod temos que i —l =an+requei—k=0n+r, coma,f€Zerc{0,1,....,n—1}.
Deste modo, temos que (i —1) —an = (i — k) — fn. Logo, concluimos que (i —1) = (i — k)
(mod n). Uma vez que [,k < "T_l < n —1, tem-se que k = [; uma contradicdo, pois as
arestas e; e e; sao distintas. A demonstragao do segundo caso faz uso de raciocinio similar
ao utilizado acima. Logo, M; é um emparelhamento.

A seguir, provamos que quaisquer dois emparelhamentos M; e M; sao disjuntos. Por
absurdo, suponha que exista uma aresta e pertencente tanto a M; quanto a M;. Com
relacdo ao emparelhamento M;, a aresta e pode ser representada como e = v; v €,
com relacao ao emparelhamento M, a aresta e pode ser representada como e = v;_jvj4y,
kle{l,..., ”T_l} Deste modo, o conjunto dos indices dos extremos da aresta e pode
ser descrito como I = {(i — k) mod n, (i + k) mod n} ou como J = {(j — ) mod n, (j +
) mod n}. Por definigao, os conjuntos I e J sdo iguais. Logo, temos que:

(i —k)modn+ (i+k)modn=(j —I1) modn+ (j+1) modn
((i—k)—=pn)+((i+k)—an)=((j—1)—yn)+ ((j+1) — An), com B,a,v,\ € Z
2i—(a+p)n=27—(y+A)n
20—j)=(a+B8—-v—=A)n (2.1)
Concluimos que 2(i — j) é divisivel por n. Como n é impar e i,7 < n — 1, para
que 2(i — j) seja divisivel por n devemos ter i = j, o que é uma contradigdo. Portanto,
M; N M; = 0.
Para finalizar a demonstracdo do teorema, resta provar que U'—)'M; = E(G). Pela
definigdo de M;, |M;| = "T_l, para i € {0,...,n — 1}. Logo, temos que

n—1
n(n —1)
> M =" = B
i=0
Este resultado, somado ao fato de que quaisquer dois emparelhamentos M; e M; sao
disjuntos, implica que U~y M; = E(G). O

A Figura 2.13(a) apresenta um K5 munido da sua 5-coloragao de arestas padrao. Ja a
Figura 2.13(b) exibe uma coloragao de arestas padrao do Kjg ilustrando o caso de ordem
par, descrito a seguir.
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V4

(a) Grafo K5 munido de sua co- (b) Grafo Kg munido de sua co-
loragdo de arestas padrao. loragao de arestas padrao.

Figura 2.13: Coloracao de arestas padrao de dois grafos completos.

E bastante conhecido que todo grafo completo K, com n par possui x'(K,) = n—1 [51].
A coloracgao de arestas padrdo do K, de ordem par é obtida a partir da coloracao de arestas
padrao do K,_1, do seguinte modo: inicialmente, construimos uma (n — 1)-colorac¢ao de
arestas padrao para o grafo K,\v,_i. Por definicio, a cor i estd ausente no vértice v;,
para 0 < i < n — 2. Deste modo, para 0 < ¢ < n — 2, é suficiente colorir a aresta v;v,_1
com a Cor 1.

Em 2005, Zhang et al. [80] determinaram o nimero cromatico total semiforte dos
grafos completos. Uma demonstracao mais concisa do mesmo resultado foi apresentada
por A. Gyarfas e J. Hulgan [44] e serd apresentada no Teorema 2.15. O Lema 2.14 a seguir
apresenta uma propriedade geral sobre a coloracao total semiforte dos grafos completos
de ordem par que sera utilizada no Teorema 2.15.

Lema 2.14. Seja m uma (n+ 1)-coloragdo total semiforte de um grafo completo K,,, com
n > 2. Entdo, n € par e existe uma cor que induz um emparelhamento perfeito.

Demonstragao. Seja K, um grafo completo, com n > 2, munido de uma (n+ 1)-coloracao
total semiforte. Por definicao da coloracao total semiforte, todos os vértices do K,, devem
receber cores distintas. Logo, existe uma cor ¢ que colore apenas arestas do K,,. Observe
que a cor ¢ deve ocorrer em todo vértice do K,,, pois se este nao for o caso, havera dois
vértices u,v € V(K,,) tais que C(u) = C(v). No entanto, quando n = 1 (mod 2), isto
é impossivel, considerando que existe um nimero impar de vértices. Portanto, n é par.
Como visto acima, existe uma cor que induz um emparelhamento perfeito. O

Teorema 2.15 (Zhang et al. [80], Gyarfas e Hulgan [44]). Para n > 2,

1 4 :
XZ(Kn)Z{n+ ) sen € par,

n+ 2, sen € impar.



2.3. Familias classicas 31

7
a

tivo maior ou igual a 2. Uma coloracdo total semiforte 6tima para os grafos completos

Demonstragao. Inicialmente, note que x7(K3) = 3. Considere, entdo, n um inteiro posi-
Ky, 1 e Ky, pode ser obtida a partir da coloracao de arestas padrao do K, 1, como
descrito a seguir.

Primeiramente, atribua uma coloracao de arestas padrao ao grafo Ky, ;. Sabemos
que, para todo vértice v; € V(Ko,yq) com i € {0,1,2,...,2n}, a cor i ndo ocorre nas
arestas incidentes em v;. Logo, colorimos cada vértice v; com a cor ¢, obtendo assim uma
(2n + 1)-coloracao total do grafo Ky,.1. Note que todo vértice do grafo Ko, possui o
mesmo conjunto de cores.

Observe que, se removermos um vértice qualquer do grafo Ky, 1, obtemos um grafo
K5, munido de uma (2n + 1)-coloragao total. Seja v; o vértice removido do grafo Ko, .
Observe que todas as arestas incidentes em v; possuiam cores distintas e que v; era ad-
jacente a todos os demais vértices do Ky, 1. Logo, como todo vértice do grafo Ko, 1
possuia o mesmo conjunto de cores, apds a remoc¢ao de v;, em cada vértice restante falta
exatamente uma cor e estas sao distintas entre si. Portanto, a coloracao assim obtida
para o grafo K, é uma coloracao total semiforte com 2n + 1 cores.

Afirmamos que se removermos um segundo vértice, obtemos uma coloragao total se-
miforte do Ky, 1 com 2n + 1 cores. Isso é verdade pelo seguinte fato: dado um Ko, 1,
munido da coloragao total definida acima, este grafo nao possui subgrafo isomorfo a um
ciclo de tamanho quatro, cujas arestas sejam coloridas com apenas duas cores. Esta
condicao é suficiente para a existéncia da coloracao total semiforte. Note que se houver
dois vértices do Ky, 1 com o mesmo conjunto de cores, entao as duas arestas removidas
destes vértices possuem a mesma cor, o que implica na existéncia do C'y supracitado.

A seguir, provamos que nao existe um ciclo de tamanho quatro no grafo Ks,,; com
arestas coloridas com somente duas cores. Por contradicao, suponha que exista um C4 no
grafo Ky, com arestas coloridas com as cores a e b. Pela definicdo da coloracao de arestas
padrao, o conjunto de arestas que recebe uma dada cor ¢ é dado por M, = {ve_pvesp: 1 <
p < n}, com ¢ —p e ¢+ p calculados mdédulo 2n + 1. Logo, o conjunto dos indices dos
vértices do Cy pode ser descrito como A = {(a—1) mod (2n + 1), (a+7) mod (2n + 1), (a—
j)mod (2n+ 1), (a+ j) mod (2n + 1)} ou como B = {(b — k) mod (2n + 1), (b + k) mod
(2n+1),(b — 1) mod (2n+1),(b + 1) mod (2n + 1)}, para i,5,k,1l € {1,2,...,n}. Por
definicao, os conjuntos A e B sao iguais. Logo, temos:

dor=>y

€A yeDB
da —y(2n+1) =4b— p(2n+1), com v, € Z (2.2)

Pela equivaléncia 2.2, temos que 4(a —b) é divisivel por 2n+1. Como a,b < 2n, temos
que a = b, uma contradi¢ao. Logo, nao existe um Cy no grafo Ky, com arestas coloridas
com somente duas cores.
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Concluimos a demonstracao observando que, pelo Lema 2.14, nao existe uma 2n-
coloracao total semiforte do Ky, _1. O

A seguir, definimos uma y/ (K, )-coloragao total semiforte = dos grafos completos, de-
nominada Colora¢ao Total Semiforte Canonica do K,,. A demonstracao de que a coloracgao
7 é uma coloracao total semiforte é decorrente de um conjunto de lemas e corolarios exi-
bidos a seguir e consolidados no Teorema 2.21.

Seja V(K,,) := {vo,...,vn—1} € seja k o total de cores usadas pela coloragdo total
semiforte w. Inicialmente, definimos o valor de k: se n é par, entdo k :=n+ 1; se n é
impar, entdo k := n + 2. Agora, atribuimos uma coloragao aos vértices do K, tal que,
para todo v; € V(K,,), m(v;) :=i. Para finalizar a coloragao , atribuimos uma coloragao

as arestas do [, da seguinte maneira: para cada aresta v;v; € E(K,), se i+ j é par, entao
it i+jt+k

m(vv;) == “52; caso contrario m(vyv;) := “H= mod k. A Figura 2.14 exibe as coloragoes

2
totais semifortes canonicas do K5 e do K.

Figura 2.14: Coloragoes totais semifortes canonicas do K5 e do Ky, ambas com sete cores.

Lema 2.16. A coloracdo ™ € uma coloracao total do K,,, com n > 2.

Demonstracao. Seja G := K,, um grafo completo com n > 2 munido da coloracao m. Essa
coloracao usa k := n+1 cores, se n € par, ou k := n+ 2 cores, se n ¢ impar. Inicialmente,
observe que a atribui¢ao de cores aos vértices de G é uma coloragao de vértices, pois cada
vértice recebe uma cor distinta. Precisamos, entdo, mostrar que a atribuicao de cores as
arestas de G é uma coloracao de arestas e que cada vértice de G possui cor diferente das
cores de suas arestas incidentes.

Considere um vértice v;, colorido com a cor i, e sejam v;v;, v;u, € E(G) duas de suas
arestas incidentes. Observe que j # p e que j,p € {0,...,n — 1}\{i}. Inicialmente,
queremos provar que m(v;v;) # m(v;v,). Por contradicao, suponha que 7(v;v;) = m(v;v,).
Temos dois casos a considerar:

Caso 1: j =p (mod 2).
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21 = HP; caso contrério,
temos que —“’J;’k mod k = —“”;rk mod k. Em ambos os casos, obtemos que j = p, uma

Neste caso, se i + j e i + p forem ntimeros pares, temos que

contradicao.

Caso 2: j # p (mod 2).

Sem perda de generalidade, seja i + j = 0 (mod 2) e i +p = 1 (mod 2). Como
m(v;v;) = m(v;v,), pela definigdo da coloracao m, obtemos:

i+j i4+p+k

7 = 5 mod k
Zg]=Z+Z+ + ak, com o € Z

2a+1D)k=j—p

Logo, obtemos que j — p é multiplo de k. Como j,p < k e k > 0, para que j — p seja
multiplo de k, devemos ter p = j, uma contradicao. Logo, para quaisquer duas arestas
adjacentes v;v; e v;v,, temos que T(v;v;) # T(V;Vp).

Agora, provamos que as arestas incidentes no vértice v; possuem cores distintas da cor
i. Considere uma aresta v;v; € E(G). Primeiramente, suponha i + j par. Neste caso,
a cor 1 seria obtida apenas se o vértice j fosse colorido com a cor i, o que é impossivel.
Agora, suponha 7 + j impar. Neste caso, para que a cor i seja atribuida a aresta v;v;,
devemos ter

ik
%modk:i
S
%%—ak:i, a €L

Qa+1Dk=i—j

Logo, obtemos que i—j é um miultiplo de k. Como 1,7 < ke k > 0, entao para que i—j seja
um multiplo de k, devemos ter ¢ = j, uma contradicdao, completando a demonstracao. [

Lema 2.17. Seja G := K,, um grafo completo com nimero par de vértices, munido da
coloragdo total w. Entdo, para cada vértice v; com i par, Cr(v;) = {”T"}, e para cada
vértice v; com i impar, Cr(v;) = {5}

Demonstracgao. Seja G := K, com V(G) := {vg,v1,...,0,-1}. Quando n é par, a co-
lora¢ao 7 usa um total de n 4+ 1 cores no conjunto {0,1,...,n}. No grafo G munido da
coloragdo 7, nao existe vértice colorido com a cor n. Portanto, em um vértice colorido
com a cor ¢ ndo ocorre a cor que teria a aresta v;v,. Deste modo, se i é impar, entdao i +n
¢ fmpar. Logo, a cor que nio ocorre em v; é C(v;) = {W mod (n + 1)} = {51}
Agora, se i é par, entdo i 4+ n é par. Logo, C(v;) = {5} O
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Corolario 2.18. Seja G := K,, um grafo completo com niumero par de vértices, munido
da coloragdo total w. Entdo, para qualquer aresta viv; € E(G), temos Cr(v;) # Cr(v;).

Demonstragio. Por absurdo, suponha que exista v;v; € E(G) tal que C(v;) = C(v;).

Temos dois casos a considerar: ¢ = j (mod 2) e i # j (mod 2). Inicialmente, considere

i # j (mod 2). Pelo Lema 2.17, temos que “’T” = ’;1, o que implica que n + 1 =

j—1i<mn—1, uma contradi¢do. Agora, considere i = j (mod 2). Pelo Lema 2.17, temos

o= ”T" ou % = %; em ambos os casos obtemos ¢ = j, uma contradi¢ao. Portanto,

temos que C(v;) # C(v;) para qualquer aresta v;v; € E(G). O

Lema 2.19. Seja G := K,, um grafo completo de ordem impar, munido da coloragdo total
{222 n+2+1

7. Entdo, para cada vértice v; com i par, C(v;) = , }; e para cada vértice v; com

i impar, C(v;) = {%, ”T“}

Demonstracdo. Seja G := K,, um grafo completo de ordem impar munido da coloracao
total . Neste caso, k = n+2. Pela definicao de 7, o grafo G' ndo possui vértices coloridos
com as cores n e n+ 1. Portanto, U(vi) é composto pelas cores que teriam as arestas v;v,,
e VU, 11, cujos valores podem ser determinados a partir da definicao da coloragao .

Considere ¢ impar. Neste caso, uma das cores que faltam no vértice v; é a cor da aresta
ViUn41. Essa cor é igual a

i+(n+1)+(n+2)
2

1
mod (n + 2) = [n+2+ZT} mod(n—i—Q):ZT.

Ainda no caso em que 7 é impar, a outra cor que falta no vértice v; é a cor da aresta

“n Logo, quando ¢ ¢ fmpar, temos que C(v;) = {5, &

Agora, considere i par. Neste caso, uma das cores que faltam no vértice v; é a cor da
7,+(n+1

v;U,. Essa cor é igual a *

aresta v;v,,1. Essa cor ¢ igual a . A outra cor que falta no vértice v; é a cor que

teria a aresta v;v,. Essa cor é igual a

z+n+2(n+ )mod(n+2):[%+n+2} mOd(n+2):Z2 :
Logo, quando i ¢ par, temos que C(v;) = {52, 22+ O

Corolario 2.20. Seja G := K,, um grafo completo com nimero impar de vértices, munido
da coloragdo total w. Entdo, para qualquer aresta viv; € E(G), temos C(v;) # C(v;).

~—

tal que C'(v;) = C(vy).
Temos dois casos a considerar: ¢ Z j (mod 2) e i = j (mod 2). Inicialmente, considere
i # j (mod 2). Pelo Lema 2.19, temos que C(v;) = {52, 25} e O(v)) = {51, 2HY
2

Demonstra¢do. Por absurdo, suponha que exista v;u; € E(G

: : ~ AN L) =2 . g— nti+l _ ntj. i—2 2 n—l—]
Analisando as combinagdes possiveis, temos: (i) 5= = 5= e 5= = 5L ou (ii) F* 5
e 2l — =1 Resolvendo as equagdes do item (i) obtemos i — j = 1 = j — i, uma
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contradi¢ao; e resolvendo as equagoes do item (ii) obtemos que i — j = n+2 = j — i,
também uma contradi¢ao.

O caso em que i = j (mod 2) é andlogo. Portanto, para quaisquer dois vértices
adjacentes v;,v; € V(GQ), C(v;) # C(vj). O

Teorema 2.21. A coloragio m é uma (K, )-coloragao total semiforte do K,, n > 2.

Demonstracao. Consequéncia do Lema 2.16, do Corolario 2.18 e do Corolario 2.20. O

A seguir, tratamos da coloragao total semiforte dos ciclos. Observe que C3 = Kj.
Logo, pelo Teorema 2.15, temos que x7(C5) = 5. De fato, C5 é o tinico ciclo que necessita
de pelo menos cinco cores para admitir uma coloragao total semiforte. O Teorema 2.22
determina o ntimero cromatico total semiforte dos demais ciclos e foi originalmente pro-
vado por Zhang et al. [80]. Nesta dissertacao, apresentamos a demonstracao mais sucinta
de J. Hulgan [44].

Teorema 2.22 (Zhang et al. [80], Hulgan [44]). Para todo n > 4, x(C,) = 4.

Demonstragao. Seja C,, um ciclo com V(C,,) = {vg,...,v,_1}. Suponha n par. Definimos
um mapeamento 7 : V(C,)UE(C,,) — {1,2,3,4} tal que: (i) para cada vértice v; € V(C,,),
7w(v;) = 1 se i é par, e w(v;) = 2 se i é impar; (ii) para cada aresta v;v;; € E(C,),
m(vvir1) = 3 se i é par, e m(v;v;p1) = 4 se i é impar. Observe que ™ é uma coloragao
total pois as cores usadas nos vértices sao disjuntas das cores usadas nas arestas. Além
disso, quaisquer dois vértices adjacentes e quaisquer duas arestas adjacentes possuem
cores distintas, pois a constru¢ao de 7 é baseada na paridade dos indices. A coloragao
total 7 é também semiforte pois, para qualquer aresta v,v; € E(C,,), temos C(v;) = {1} #
[2} = C(w).

Agora, suponha n impar. Inicialmente, colorimos o subgrafo H := G[{vg, v1, ..., vn_2}]
com a mesma coloracao m do caso anterior. Em seguida, estendemos a coloragao 7 colo-
rindo os elementos restantes do grafo C,, da seguinte forma: v,_; recebe a cor 4, v, _ov,_1
recebe a cor 1 e v,_1vg recebe a cor 2. A coloragao do subgrafo H é uma coloracao total
semiforte pela mesma argumentacao do caso anterior, com a ressalva de que, como os
vértices vy e v,_o possuem grau 1 no grafo H e como seus vizinhos possuem grau 2, os
vértices vy e v,_o distinguem-se dos seus vizinhos pela cardinalidade dos seus conjuntos
de cores. Observe também que a cor da aresta v,,_1vy é distinta da cor da aresta vqv; e a
cor da aresta v,_ov,_1 ¢é distinta da cor da aresta v,,_3v,_s. Ja o vértice v,,_; distingue-se
dos seus vizinhos porque m(v,_1) = 4 e a cor 4 ndo ocorre em vy nem em v, 5. Note
também que C(vy) = {4} # {1} = C(v1) e C(v,_2) = {4} # {2} = C(v,_3). Portanto, 7

é uma 4-coloracgao total semiforte dos ciclos com pelo menos quatro vértices. O
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Em 2008, Chen [24] observou que qualquer grafo bipartido possui uma coloragao total
semiforte com no maximo A(G) + 2 cores. Zhang et al. [80] determinaram o nimero
cromético total semiforte dos grafos bipartidos completos e das arvores. A seguir, apre-
sentamos estes resultados.

Proposigao 2.23 (Chen [24]). Se G é um grafo simples bipartido, entio xi(G) <
A(G) + 2.

Demonstragao. Pela Proposi¢do 2.11, temos que x7(G) < x(G) + X'(G). Como G é

bipartido, temos que x(G) = 2 e, pelo Teorema de Koénig, x'(G) = A(G). Logo, x2(G) <
X(G) + X'(G) = A(G) + 2. O

Corolario 2.24. Se G ¢é um grafo bipartido k-regular, entao x!(G) =k + 2.
Demonstracdo. Consequéncia imediata da Proposicao 2.7 e da Proposicao 2.23. O
Corolario 2.25. Seja G % K3 um grafo simples com A(G) = 2. Entdo X!(G) < 4.

Demonstracao. Consequéncia imediata da Proposicao 2.8, do Teorema 2.22 e da Pro-
posicao 2.23. U

Teorema 2.26 (Zhang et al. [80]). Seja G := K, um grafo bipartido completo, com
1 <r <s. Entao,

+1 ses >,
//G — S I )
Xa(G) s+ 2, ses=r.

Demonstragao. Seja G um grafo bipartido completo com biparticao {V;, Va2}, tal que
Vi=Axy,...,z.} e Vo ={y1,...,ys}. Suponha s = r. Neste caso, G é um grafo bipartido
s-regular. Logo, pelo Corolario 2.24, x/(G) = s + 2.

Agora, suponha s > r. Neste caso, qualquer coloracao total de G é também uma
coloracao total semiforte. De fato, como quaisquer dois vértices adjacentes u,v € V(G)
possuem conjuntos de cores de cardinalidades distintas, temos C(u) # C(v).

A seguir, definimos uma coloracao total ¢ do grafo G com as cores 1,2,...,s+ 1. Pelo
Teorema 1.4, x'(G) < A(G) = s. Entao, seja ¢|p) uma s-coloracao de arestas de G
com as cores 1,2, ...,s. Colorimos os vértices de G' da seguinte maneira: se u € V7, entao
o(u) := s+ 1; se u € V, entdo u recebe uma cor do conjunto {1,...,s}\C’(u). Lembre
que C'(u) = {p(uv): wv € E(G)}. Observe que, como d(u) = r < s, existe pelo menos
uma cor no conjunto {1,...,s}\C"(u).

A seguir, provamos que ¢ é uma coloracao total. Inicialmente, observe que quaisquer
duas arestas adjacentes possuem cores distintas pois ¢|g(e) ¢ uma coloragao de arestas
de G com as cores 1,2,...,s. Como todos os vértices da parte V] recebem a cor s+ 1 e
todos os vértices da parte V5 recebem uma cor do conjunto {1,2,...,s}, quaisquer dois
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vértices adjacentes possuem cores distintas. Além disso, os vértices da parte Vi possuem
a cor s+ 1 que é distinta das cores de suas arestas incidentes. Por definicao da coloracao
¢, para todo vértice u € Vi, ¢(u) € {1,2,...,s} e ¢(u) ¢ C'(u). Logo, os vértices da
parte V5 possuem cores distintas das cores de suas arestas incidentes. Portanto, ¢ é uma
coloracao total de G. O

Agora, consideramos o problema da coloracao total semiforte em arvores. E bem co-
nhecido que uma &arvore é também um grafo bipartido. Se uma arvore G possui pelo
menos dois vértices adjacentes de grau maximo, entao, pela Proposicao 2.7 e pela Pro-
posicao 2.23, temos que x7(G) = A(G) + 2. Zhang et al. [80] provaram que as arvores
que nao possuem vértices adjacentes de grau maximo possuem x7(G) = A(G) + 1. No
Teorema 2.28 apresentamos uma nova demonstracao deste resultado, que usa o Lema 2.27
como resultado auxiliar. Lembre que Ni(v) é o conjunto formado pelos vizinhos de v que
possuem grau igual a k.

Lema 2.27. Seja G uma drvore com pelo menos trés vértices e seja S(G) = {u €
V(G): d(u) > 2 e|Ny(u)| > d(u)—1}. Entao, G é uma estrela se e somente se |S(G)| = 1.

Demonstracdo. Seja G uma arvore com pelo menos trés vértices. Se G é uma estrela,
entdo |S(G)| = 1 e o resultado segue. Suponha, entdo, que G nao seja uma estrela. Isto
implica que existem pelo menos dois vértices adjacentes que nao sao folhas.

Seja P um caminho maximal em G composto apenas por vértices que nao sao folhas.
Tal caminho possui pelo menos uma aresta porque existem vértices de grau pelo menos
dois que sao adjacentes. Vamos mostrar que os extremos deste caminho pertencem a
S(G). Seja u um dos extremos de P. Seja w € N(u) NV (P). Entao, d(w) > 2. Observe
que N(u)\{w} # 0, pois d(u) > 2. Seja v € N(u)\{w}. O vértice v ¢ V(P) pois v # w e
G é uma arvore. Como P é méaximal, concluimos que d(v) = 1. Assim, |N;(u)| = d(u)—1.
Consequentemente, u € S(G). A demonstragdo de que o outro extremo de P pertence a
S(G) é andloga. Logo, |S(G)| > 2 e o resultado segue. O

Teorema 2.28 (Zhang et al. [80]). Seja G uma drvore com pelo menos trés vértices. Se
G nao possui vértices adjacentes de grau mdzimo, entio x1(G) = A(G) + 1.

Demonstracdo. Seja G uma arvore com pelo menos trés vértices. A demonstracao é por
indugao no nuimero n de vértices da arvore.

Sen = 3, entao G = P3 = K, e o resultado segue pelo Teorema 2.26. Suponha,
entao, que GG seja uma arvore com n > 3 vértices.

Seja S(G) = {u € V(G): d(u) > 2e|Ni(u)| > d(u) — 1}. Pelo Lema 2.27, se
|S(G)| = 1, entdo G é uma estrela, isto é, G = Kj,_1. Logo, o resultado segue pelo
Teorema 2.26. Podemos supor que |S(G)| > 2.
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Seja u € S(G), tal que d(u) = min{d(x): = € S(G)}. Pela definicdo do conjunto
S(G), o vértice u possui pelo menos dois vizinhos e pelo menos um deles é um vértice
folha. Seja v esse vértice. Logo, d(v) = 1. Como |S(G)| > 2, pelo Lema 2.27, G nao ¢é
uma estrela. Logo, o vértice u possui pelo menos um vizinho w tal que d(w) > 2. Seja
H := G\v. Temos que |V(H)|=n—1.

A seguir, provamos dois fatos: que H nao possui vértices adjacentes de grau maximo
e que A(H) = A(G). Temos dois casos a considerar. O primeiro caso é quando o vértice
u nao é um vértice de grau maximo em G. Neste caso, os vértices de grau maximo em
G permanecem com o mesmo grau em H. Logo, A(H) = A(G). Ademais, como G nao
possui vértices adjacentes de grau maximo, temos que H também ndo possui vértices
adjacentes de grau maximo. O segundo caso é quando o vértice u é um vértice de grau
maximo em G. Pela escolha de u e pelo fato de que |S(G)| > 2, temos que todos os vértices
pertencentes a S(G)\{u} possuem grau maximo em G e, portanto, em H também. Pela
definicao de H e pelo fato de que G nao possui vértices adjacentes de grau maximo, temos
que A(H) = A(G) e que H nao possui vértices adjacentes de grau maximo.

Pela hip6tese de indugéo, existe uma (A(G)+ 1)-coloracao total semiforte ¢’ da arvore
H. A seguir, estendemos a colorac¢ao ¢’ do grafo H para uma (A(G) + 1)-coloragao total
semiforte ¢ da arvore GG. Para todo elemento z € (V(G) U E(G))\{v,uv}: ¢(z) =
¢'(x). Deste modo, restam apenas dois elementos para colorir: o vértice v e a aresta uv.
Primeiramente, colorimos o vértice v com a cor da aresta uw, isto é, ¢p(v) := ¢(uw). Desta
forma, ¢(v) # ¢(u), pois ¢(u) # ¢(uw). Logo, quaisquer dois vértices adjacentes possuem
cores distintas. Agora, resta colorir a aresta uv. Existem dois casos a considerar.

Caso 1: dy(w) = dg(u) + 1.

Neste caso, colorimos a aresta uv da seguinte forma: se Cy(u) C Cy(w), entdo a
aresta uv recebe uma cor do conjunto {1,...,A(G) + 1}\Cy(w). Se Cy(u) ¢ Cy(w),
entao a aresta uv recebe uma cor do conjunto {1,..., A(G)+1}\Cy(u). Observe que, em
ambos os casos, a cor da aresta uv é distinta da cor de todas as suas arestas adjacentes e a
cor do vértice u ¢é distinta da cor da aresta uv. Como ¢(v) = ¢(uw), entao ¢(v) # ¢(uv).
Deste modo, quaisquer vértices e arestas incidentes possuem cores distintas. Logo, ¢ é
uma coloragao total.

Agora, provamos que a coloracao total ¢ é também semiforte. Como os vértices u e
v possuem graus distintos, temos que Cy(u) # Cy(v). Resta analisar os vértices u e w.
No caso em que Cy(u) ¢ Cy(w), os vértices u e w possuem conjuntos de cores distintos
porque Cy (u) possui uma cor que nao ocorre em w. Ja no caso em que Cy(u) C Cy(w),
a escolha da cor ¢(uv) como uma cor que nao ocorre no vértice w, garante que Cy(u) #
Cy(w). Portanto, a coloragao total ¢ é também semiforte.

Caso 2: dy(w) # dg(u) + 1.
Neste caso a aresta uv recebe uma cor ¢ € {1,2,...,A(G) + 1}\Cy(u). De acordo
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com a escolha da cor ¢, temos que ¢(uv) # ¢(uw) = ¢(v) e p(uv) # ¢(u). Ademais, a cor
da aresta uv é distinta da cor de todas as demais arestas incidentes em u. Logo, ¢ é uma
coloracao total. Resta mostrar que a coloragao total ¢ é também semiforte. Este fato é
consequéncia de que ¢ é semiforte, dg(u) # dg(v) e dg(u) # da(w). O

Como citado no Capitulo 1, McDiarmid e Sdnchez-Arroyo [6] mostraram que deter-
minar o nimero cromatico total de grafos bipartidos k-regulares, para cada k fixo, é um
problema N P-dificil. Por outro lado, o niimero cromético total semiforte desta familia de
grafos esta determinado pelo Corolario 2.24. Mais que isso, se um grafo simples bipartido
G possui dois vértices adjacentes de grau méaximo, entdo x7(G) = A(G) + 2. Todavia,
para grafos bipartidos que nao possuem vértices adjacentes de grau maximo, o ntimero
cromético total semiforte estd determinado para poucas subclasses. Por exemplo, pelos
Teoremas 2.26 e 2.28, sabemos que arvores e grafos bipartidos completos que nao possuem
vértices adjacentes de grau maximo, possuem x”(G) = A(G)+1. Ademais, no Capitulo 3,
provamos que todos os grafos simples com A(G) = 3 que ndo possuem vértices adjacentes
de grau maximo também possuem x7(G) = A(G) + 1. Observe que este caso inclui os
grafos bipartidos com A(G) = 3 que ndo possuem vértices adjacentes de grau maximo.
Portanto, baseados nestes exemplos, propomos a seguinte conjetura:

Conjetura 2.29. Se G ¢ um grafo bipartido que ndao possui vértices adjacentes de grau
mdzimo, entio X"(G) = x"(G) = A(G) + 1.

2.4 Grafos com \/(G) = A(G)+3

A Conjetura da Coloragao Total Semiforte estabelece que x?(G) < A(G)+3 para qualquer
grafo simples GG. Todavia, s@o conhecidas poucas familias de grafos com ntimero cromatico
total semiforte que atinge esse limite. Por exemplo, o Teorema 2.15 demonstra que os
grafos completos de ordem impar possuem X7(Ka,t1) = A(Kont1) + 3. Nesta secao,
apresentamos outras trés familias de grafos que possuem x7(G) = A(G) + 3.

Por volta de 2004, Chen [23] investigou a coloragao total semiforte dos grafos completos
de ordem impar e verificou que, para quase todos estes grafos, o subgrafo GG obtido a partir
do Ky, 41 pela remogao das arestas de um P3 ou de um K3 possui x7(G) = A(G)+3. Mais
especificamente, Chen provou que, paran > 7, X7 (Ko 11\ E(Ps)) = A(K2,11\E(P3)) + 3;
e para n > 9, X7 (Kont1\E(K3)) = A(Kon11\E(K3)) + 3. Este resultado é apresentado
no Teorema 2.30.

Chen [23] também provou que, para 2 < n < 6, X7 (Kop i1 \F(P3)) = A(Kapi1 \E(P3))+
2=2n+2;e para2 <n <6, x!(Kopni1\E(K3)) = A(Kopi1\E(K3)) +2 =2n+ 2. Para
cada um destes grafos, o autor construiu uma (2n + 2)-coloracgao total semiforte. O autor
também conjeturou que, para n € {7,8}, o grafo Ks,1\FE(K3) possui niimero cromético
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total semiforte igual a 2n+2. As (2n+2)-coloragdes totais semifortes nao sao apresentadas
nessa dissertacao. Como exemplo, a Figura 2.15 exibe uma 6-coloracao total semiforte do
K5\ E(Ps) e uma 8-coloracao total semiforte do K7\ E(Ps).

Figura 2.15: Coloragoes totais semiforte 6timas do K5\ E(P;3) e do K7\ E(Ps).

Teorema 2.30 (Chen [23]). Paran > 7 e Py C Ka,11, tem-se que X! (Kopi1\E(Ps)) =
2n+3. Adicionalmente, paran > 9 e K3 C Ka,y1, tem-se que X (Koni1\E(K3)) = 2n+3.

Demonstragao. Considere um grafo completo Ko, .1 com conjunto de vértices V (Ko, y1) :=
{vo,...,v9,}. Considere um caminho de ordem trés e um grafo completo de ordem trés,
contidos no Ky, 11, tais que Py := vg, oV, 109, € V(K3) := {vVop_2, Vo1, U2y }

Sejam Gy := Ko, 1\E(P;) e Go := Ky,11\E(K3). Note que, tanto G; quanto Gy
possuem pelo menos dois vértices adjacentes de grau igual a 2n. Logo, x7(G;) > 2n + 2,
para 1 <7 < 2.

Inicialmente, provamos que G; nao possui coloragao total semiforte com 2n + 2 cores.
Por contradigdo, suponha que G; possua uma (2n + 2)-coloragao total semiforte ¢ com
cores do conjunto C := {1,...,2n + 2}. Seja S, o conjunto das cores que nao ocorrem
em pelo menos um vértice de G; e seja S; o conjunto das cores que ocorrem em todos
os vértices de G;. Por defini¢do, os conjuntos S, e S; sao disjuntos e, sendo ¢ uma |C|-
coloracao total semiforte, temos que S, U S; = C. Logo, |S,| + |Si| = |C| = 2n + 2. Essa
igualdade nos levard a uma contradicao.

A ideia da demonstracao é determinar um limitante inferior para a cardinalidade dos
conjuntos S, e S;. Primeiramente, determinamos um limitante inferior para |S,|. Note
que o subgrafo H C G; induzido pelo conjunto de vértices {vy,...,vs,_3} é um grafo
completo e que cada um desses vértices possui grau 2n em G;. Como ¢ é uma coloracao
total semiforte de G; que usa 2n + 2 cores, temos que em cada um dos vértices de H falta
exatamente uma cor. Como os vértices vy, ..., Vs, 3 possuem grau 2n e sao dois a dois
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adjacentes e ¢ é uma coloracao total semiforte, concluimos que as cores que faltam nos
vértices de H sao distintas entre si. Logo, existem pelo menos 2n—2 cores que nao ocorrem
em pelo menos um vértice de G;. Portanto, para Gy e G, temos que |S,| > 2n — 2.

Agora, determinamos um limitante inferior para |S;|. Para cada j, j € {1,...,2n+2},
seja ;== {e € E(G;): ¢(e) = j}. Como cada E; é um emparelhamento, |E;| < n. Vamos
mostrar que |E;| > n —2. Por contradi¢ao, suponha que exista algum ¢ € {1,...,2n+2}
tal que |E,.| < n—3. Neste caso, existem no méaximo 2(n—3) vértices incidentes em arestas
de cor c. Isto implica que existem em G; pelo menos sete vértices que nao possuem arestas
incidentes com esta cor. Seja H C G, como definido anteriormente. Existem pelo menos
quatro vértices em H nos quais a cor ¢ nao ocorre em suas arestas incidentes. Observe
que, como no maximo um desses vértices pode estar colorido com a cor ¢, pelo menos trés
vértices do subgrafo H possuem o mesmo conjunto de cores. Isto é uma contradicao, pois
¢ é uma coloragdo total semiforte. Deste modo, temos que n —2 < |E;| < n.

Considerando os possiveis valores de |E}|, definimos os conjuntos C,_; := {j: |E;| =
n—1},0<1<2. Ouseja, C,_; é o conjunto das cores que induzem um emparelhamento
de cardinalidade n — [ no grafo G;. Pela definicdo dos conjuntos C,_;, obtemos que
{Cy, Cy—1,Cp_s} é uma particao do conjunto C. Deste modo,

|C| + |Crzt] + |Cra] = |C] =20+ 2. (2.3)

Por defini¢ao, o conjunto C), é o conjunto das cores que induzem um emparelhamento
de cardinalidade n em Gj. Isso implica que, para ¢ € C,,, existem exatamente 2n vértices
incidentes em arestas de cor c¢. Logo, para cada cor ¢ € (), existe exatamente um vértice
v € V(G;) que nao possui arestas incidentes de cor ¢, pois |V(G;)| = 2n + 1.

Neste ponto, dividimos a demonstra¢gdo em dois casos, de acordo com o grafo Gg; con-
siderado. Em ambos os casos, determinamos um limitante inferior para |S;| e finalizamos
a demonstragdo de que os grafos G7 e Gy nao admitem uma (2n + 2)-coloragao total
semiforte.

Caso 1. Considere o grafo (.

Suponha n > 7. Note que o subgrafo de G; induzido pelo conjunto de vértices
V(G1)\{v2n—1} é um grafo completo de ordem igual a 2n. Logo, todas as cores ¢(vp), . . .,
d(von—2), @(ve,) sdo distintas entre si. Isso implica que pelo menos 2n cores sao utilizadas
para colorir vértices de G;. Como |C| = 2n + 2, existem no méximo duas cores que nao
colorem vértices de GG;. Estas cores podem pertencer ao conjunto C,,. Logo, existem pelo
menos |C),| — 2 cores no conjunto C,, que colorem vértices de GGy e, portanto, ocorrem em
todos os vértices de G;. Portanto, o nimero de cores que ocorrem em todos os vértices
de G, é maior ou igual a |C,,| — 2; ou seja, |Si| > |C),| — 2.
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Pela defini¢cao dos conjuntos C,,, C,,_1 e C,_5, obtemos que
n|Chl + (n — 1)|Cpi| 4+ (n — 2)|Crs| = |E(Gy)| = 2n> +n — 2. (2.4)
Resolvendo o sistema de equagoes (2.3) e (2.4), concluimos que
|C] = n+|Ch_al. (2.5)

Logo, |Si| > |Ch| — 2 = n+ |Ch_a] — 2. Isso implica que (2n — 2) + (n + |Cy—2| — 2) <
1S,] + |Si] = |C] = 2n + 2. Resolvendo esta inequagdo, obtemos n < 6 — |C),_»|. Isso
contradiz o fato de que n > 7. Portanto, o grafo G; ndo possui uma (2n + 2)-coloragao
total semiforte.

Caso 2. Considere o grafo Gs.

Suponha n > 9. O subgrafo G\{va,_1,v2,} é um grafo completo de ordem 2n — 1.
Logo, as cores ¢(vg),. .., P(va,_2) sdo distintas entre si. Isso implica que, pelo menos
2n — 1 cores sao utilizadas para colorir vértices de Gy. Como |C| = 2n + 2, existem
no maximo trés cores que nao colorem vértices de GGy. Estas cores podem pertencer ao
conjunto C,,. Logo, existem pelo menos |C,,| —3 cores no conjunto C,, que colorem vértices
de G5 e, portanto, ocorrem em todos os vértices de GG5. Deste modo, o ntimero de cores
que ocorrem em todos os vértices de Gy é maior ou igual a |C,| —3; ou seja, |S¢| > |C),|—3.

Pela defini¢ao dos conjuntos C,,, C,,_1 e C,,_5, obtemos

n|Co| + (n = D)|Cpa| + (n = 2)[Crma| = |E(G2)| = 2n° +n — 3. (2.6)
Resolvendo o sistema de equagoes (2.3) e (2.6), concluimos que
|Cr] = n+ |Ch_a| — 1. (2.7)

Logo, |Si| > |Cy| —3 = n+ |Ch—o| — 4. Isso implica que (2n — 2) + (n + |Ch—o| — 4) <
|Sp| + |S¢| = |C] = 2n + 2. Resolvendo esta inequagao, obtemos n < 8 — |C,_5|. Isso
contradiz o fato de que n > 9. Portanto, o grafo G5 nao possui uma (2n + 2)-coloragao
total semiforte. Este caso conclui a demonstragdo de que os grafos G; e G nao admitem
uma (2n + 2)-coloragao total semiforte.

Agora, vamos construir uma (2n + 3)-coloragao total semiforte para G;. Seja m uma
(2n + 3)-coloragao total semiforte candnica do Ky, 1 tal como definida na Secdo 2.3 e
seja ¢ uma restricao de m aos elementos do subgrafo G;. Os vértices vy, v1, ..., V2,3 S80
todos vértices de grau maximo em G; e sao distinguidos pela coloracao total semiforte ¢
herdada do Ky, ;. Como o vértice vy, 1 possui grau 2n — 2 no grafo G; e como todos
os seus vizinhos possuem grau 2n, entao seu conjunto de cores é distinto do conjunto de
cores dos seus vizinhos. Resta analisarmos os conjuntos de cores dos vértices vy, o € Vgy,.
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Primeiramente, considere o grafo GG;. Note que vy, _o € vy, s@0 0s Unicos vértices de
G4 que possuem grau 2n — 1. Pelo Lemma 2.19, temos que |Cr(van_2)| = |Cr(van)| = 2
e Cr(van—2) N Cr(va,) = 0. Isso implica que Cy(v2,—2) possui pelo menos um elemento
diferente dos elementos de Cy(vqy,), € vice-versa. Deste modo, Cy(va,_2) # Cy(v2,) e,
portanto, ¢ é uma (2n + 3)-coloracao total semiforte de G;. Agora, considere o grafo Gs.
Como os vértices vq,_s € Vg, formam um conjunto independente no grafo Gy e como eles
possuem grau distinto dos graus de todos os seus vizinhos, tem-se que os seus conjuntos
de cores também sao distintos dos conjuntos de cores dos seus vizinhos. Portanto, ¢ é
uma (2n + 3)-coloracdo total semiforte do subgrafo Gb. O

Agora, considere a familia dos grafos sP3 V K; formada pela juncdo dos grafos sP;s
e Ky, tal que sP; é a unido disjunta de s caminhos wv;w; (1 < i < s) e K; é o grafo
completo com t vértices, tal que V(K;) := {x1,x9,...,2,}. Em 2008, Chen [24] provou
que a Conjetura da Coloracao Total Semiforte é verdadeira para todos os grafos desta
familia:

Teorema 2.31 (Chen [24]). Sejam s e t inteiros positivos e seja G := sP3V K. Entao
Xa(G) < A(G) + 3.

Demonstracdo. Seja G := sP3V K;, com s > 1et > 1. A partir do grafo (G, construimos
um novo grafo G’ := GV K, tal que V(K;) := {y}. O grafo G’ possui 3s+t+ 1 vértices.
Pelo Teorema 2.5, o grafo G’ possui uma coloragdo de arestas forte ¢ com no méximo
[V(G")|+1=3s+t+ 2 cores. Para cada vértice z € V((G), atribuimos ao vértice z a cor
¢(yz) da aresta yz € E(G’). Deste modo, obtemos uma coloragao total forte de G com
3s +t + 2 cores. Claramente, essa coloracao é também uma coloragao total semiforte de
G. Portanto, x1(G) < 3s+t+2=A(G) + 3. O

No mesmo artigo, Chen [24] provou que os grafos G := sP3V K; com s inteiro positivo
par, t inteiro impar e ¢t > 952 + 25 — 1 possuem ntimero cromatico total semiforte igual a
A(G)+3. No entanto, o ntimero croméatico total semiforte dos demais grafos desta familia
ainda nao foi determinado. No proximo teorema, apresentamos o resultado demonstrado
por Chen.

Teorema 2.32 (Chen [24]). Seja G := sP; V K. Se s é um inteiro positivo par, t é um
inteiro positivo fmpar e t > 9s? + 2s — 1, entio X/ (G) = A(G) + 3.

Demonstracdo. Para s um inteiro positivo par e ¢t um inteiro impar tal que t > 9s242s—1,
seja G := sP3 V K, tal que sP3 é a uniao disjunta de s caminhos w;v;w; (1 <i<s)e K; é
o grafo completo com conjunto de vértices V(K;) := {x1,...,x;}. Observe que os vértices
de grau méximo em G pertencem a K; e que A(G) = 3s+t — 1. Como K, possui pelo
menos dois vértices, temos que x7(G) > A(G)+2=3s+t+ 1.
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Pelo Teorema 2.31, temos que x7(G) < A(G) + 3. Logo, para provar o teorema, basta
mostrarmos que G nao possui uma (3s 4+t + 1)-coloragdo total semiforte.

Por contradi¢ao, suponha que G possua uma (3s 4+t + 1)-coloracao total semiforte ¢
com cores do conjunto C = {1,2,...,3s +t+ 1}. Seja S, o conjunto das cores que nao
ocorrem em pelo menos um vértice de GG e seja S; o conjunto das cores que ocorrem em
todos os vértices de GG. Por definicao, os conjuntos S, e S; sao disjuntos e S, U S; = C.
Logo, |Sy| + [Si| = [C] =35+t + 1.

Para cada cor i € C, definimos o conjunto E; := {e € E(G): ¢(e) = i}. Como cada E;
¢ um emparelhamento, temos que |E;| < (3s +t —1)/2, pois |V(G)| = 3s +t e é impar.
Agora, vamos mostrar que |E;| > (¢t — 1)/2. Suponha que exista alguma cor j € C tal que
|E;| < (t—3)/2. Neste caso, existem no maximo ¢ —3 vértices pertencentes ao subgrafo K
que sao incidentes em arestas de cor j e no maximo mais um vértice do subgrafo K; pode
ter recebido a cor j. Logo, a cor j ocorrerd no maximo em t — 2 vértices do K;. Como os
vértices do subgrafo K; possuem grau A(G) e ¢ é uma coloragao total de G com A(G)+2
cores, existem pelo menos dois vértices em V(K;) que possuem o mesmo conjunto de
cores, uma contradigdo. Deste modo, concluimos que (t —1)/2 < |E;| < 3s+t—1)/2.

Considerando os possiveis valores de | E;|, definimos os conjuntos

t—3 3 2
Cl::{i:\Ei\:T—i-l}, para 1 <[ < S;L )

Deste modo, C; é o conjunto das cores que sao atribuidas a exatamente % + [ arestas,
para 1 <[ < % Pela definicao dos conjuntos Cj, temos que {C1, ..., C(zst2)/2} ¢ uma
particao do conjunto C. Logo, obtemos as seguintes equagoes:

|Ch| + |Ca| 4 ...+ |Caspo| + |Casga)2] = |C] =3s +t + 1. (2.8)
t—1 t+1 3s+t—3 3s+t—1
T\Cl\ + T’Cﬂ +...+ T’C?,s/z\ + T’C(?,sm)/z’ = |E(G)| =

t(t—1
:28—1—% + 3st. (2.9)

Isolando |Cs,/2| na equacao (2.8) e substituindo na equagao (2.9), obtemos:

t(t—1 t— —2
( )+3st—¥(3s+t+l)+382

9 t 3 3s-2
— LB o+ S+ T E O 4+ [Czenypl (2:10)

2 2 2 2

1C3s42)/2| = 25 + |C1| + ...+ [Czs—2y/2| =
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A seguir, vamos determinar um limite inferior para |S;|. Primeiramente, observe que
o subgrafo induzido pelo conjunto {vy,uy,x1, Ta,...,z;} é um grafo completo de ordem
t + 2. Logo, sao necessarias pelo menos t + 2 cores para serem atribuidas aos vértices de
G. Isto implica que, das 3s 4+t + 1 cores que foram utilizadas na coloracao total semiforte
do grafo GG, pelo menos t + 2 cores sao utilizadas para colorir vértices. Logo, existem
no maximo 3s — 1 cores que nao colorem vértices de G. Note que estas cores podem
pertencer ao conjunto Csst9)/2. Isto implica que, no maximo 3s — 1 cores do conjunto
C35+2)/2 n@o colorem vértices de G. Deste modo, existem pelo menos |Czs42)/2| —3s+ 1

cores no conjunto C(s,42)/2 que colorem vértices de G. Observe que o conjunto Cgsia)/2 € 0

3s+t—1
2

que existem exatamente 3s 4+t — 1 vértices incidentes em arestas de cor 7, ¢ € C(3542)/2.

conjunto das cores que induzem um emparelhamento de cardinalidade . Isto implica
Logo, para cada cor i € C(3s19)/2, existe exatamente um vértice v € V(G) que nao possui
arestas incidentes de cor .

Uma vez que cada cor de C(3s19)/2 colore arestas incidentes em exatamente 3s +¢ — 1
vértices e como pelo menos |Csstay/2| — 3s 4+ 1 destas cores também colorem vértices,
concluimos que pelo menos |C3,42)/2| — 35 + 1 cores ocorrem em todos os vértices de G,
isto é, |S;| > |C(3S+2)/2‘ —3s+ 1.

Agora, vamos determinar um limite inferior para |S,|. Sabemos que K; é o subgrafo
de G induzido pelo conjunto de vértices {x1, xo, ..., x;}. Como o subgrafo K; é um grafo
completo e os seus vértices possuem grau maximo em G, entdao em cada vértice do K;
falta exatamente uma cor e todas essas t cores que faltam nos vértices do K; sao distintas
entre si. Logo, existem pelo menos ¢ cores que nao ocorrem em pelo menos um vértice de
G; ou seja, |Sy| > t.

Provamos que |S,| > t e [S¢| > |C3s12)/2| =354 1. Isso implica que t+|C(3542y/2| =35+
1 < [Sp|+S¢| = |C| = 3s+t+1. Resolvendo esta inequagao, obtemos que |C3s12y/2| < 6.
Substituindo este resultado na equagao (2.10), obtemos:

3s — 2 3s —4

9 , t
Oyl +
51l 2

=8 +s———§>
2 2 2~

|Co| + ... +2|C35—ay /2] + |Cizs—2)/2l = 0. (2.11)

Simplificando a inequagdo (2.11), obtemos que t < 9s? + 2s — 3, uma contradigo.
Portanto, temos que x7(G) > 3s+ 1t + 1. O






Capitulo 3

Grafos com A(G) =3

Neste capitulo, demonstramos que a Conjetura da Coloragao Total Semiforte é verdadeira
para grafos com A(G) = 3. Apesar de existirem outras demonstragoes deste resultado, a
demonstracao aqui apresentada possui uma abordagem diferente das anteriores e é mais
concisa. Posteriormente, provamos que todo grafo G com A(G) = 3 e que nao possui
vértices adjacentes de grau méaximo possui uma coloragdo total semiforte com A(G) + 1
cores. Apresentamos também algumas familias de grafos 3-regulares e provamos que elas
possuem uma coloragao total semiforte com A(G) + 2 cores. Finalizando o capitulo,
estudamos limites superiores para o numero cromatico total semiforte de subgrafos com
A(G) < 3, resolvendo o Problema 2.9 para alguns casos.

Em 2007, H. Wang [72] provou a Conjetura da Coloragao Total Semiforte para grafos
simples com A(G) = 3. A demonstracao apresentada por este autor é extensa e baseia-
se na analise de diversos casos. Posteriormente, demonstragoes mais concisas do mesmo
resultado foram apresentadas por X. Chen [24] e por J. Hulgan [44].

A demontragao apresentada por X. Chen [24] usa indugdo no nimero de arestas do
grafo. Como parte desta demonstracao, o autor prova que a Conjetura da Coloracao Total
Semiforte é verdadeira para dois subcasos especificos: grafos hamiltonianos 3-regulares e
grafos 3-regulares, nao-hamiltonianos e que contém um emparelhamento perfeito. Por
outro lado, a demonstra¢do apresentada por J. Hulgan [44] mostra que todo grafo G
com A(G) = 3, com exce¢ao do Ky, possui uma coloragao total semiforte com seis co-
res em que apenas uma das cores aparece tanto nas arestas, quanto nos vértices de G.
Essa abordagem, aliada ao uso do Teorema de Brooks (Teorema 1.2) e do Teorema de
Koénig (Teorema 1.4), possibilitou a Hulgan construir uma demonstragdo mais simples.
No Teorema 3.1, apresentamos uma nova demonstracdo de que todo grafo simples G,
com A(G) = 3, possui x7(G) < 6. Esta demonstragdo utiliza teoremas apresentados nos
capitulos anteriores e um resultado do Capitulo 4 sobre a coloragao total semiforte de
grafos tripartidos.

47
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Teorema 3.1 (Wang [72], Chen [24], Hulgan [44]). Se G é um grafo simples com A(G) =
3, entdo X1(G) <6.

Demonstragao. Seja G um grafo simples com A(G) = 3. Pelo Teorema 2.15, x”(K,) = 5.
Portanto, suponha G 2 K,;. Como A(G) = 3, temos que G nao é um ciclo. Logo, pelo
Teorema 1.2, temos que x(G) < 3. Se x(G) = 2, entdao G é um grafo bipartido. Neste
caso, pelo Teorema 2.23, temos que x7(G) < A(G) +2 = 5. Por outro lado, se x(G) = 3,
entdo G é um grafo tripartido, pois cada classe de cor induz um conjunto independente.
Neste caso, pelo Teorema 4.4, temos que x7(G) < A(G) + 3 = 6. O

Seja m um inteiro maior ou igual a 3. Seja G; = C,, com V(G;) := {vg,...,v,_1} €
Gy = C, com V(Gs) := {ug,...,up_1}. Seja também 7 uma permutagdo do conjunto
{0,...,n—1}. Um grafo é uma permutacao de ciclo se ele pode ser obtido a partir da unido
disjunta dos grafos G; e G, juntamente com uma aresta ligando o vértice v; € V(G1) ao
vértice ur;) € V(G2), para i € {0,...,n — 1}. Por defini¢do, as permutacoes de ciclo sdo
grafos 3-regulares. A Figura 3.1 exibe uma permutacgao de ciclo com G; = Gy = (Y, tal
que a permutacdo 7 é definida da seguinte maneira: 7(0) = 3,7(1) = 0,7(2) = 6,7(3) =
5,m(4)=1,7(5) =4 e n(6) =2.

Figura 3.1: Uma permutacao de ciclo.

Em sua tese de doutorado, J. Hulgan [45] provou que os grafos pertencentes a familia
das permutagoes de ciclo possuem nimero cromético total semiforte igual a 5. O autor
também comenta que ao examinar alguns grafos com A(G) = 3, como por exemplo o
K35 e o grafo de Petersen, verificou que todos eles possuem Y (G) = 5. Baseado nestes
resultados, propos a seguinte conjetura:

Conjetura 3.2 (Hulgan [45]). Se G € um grafo simples com A(G) = 3, entdo x1(G) < 5.
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Ao estudar os trabalhos deste autor [44,45], observamos que todos os grafos com
A(G) = 3 citados sao grafos 3-regulares. Assim, decidimos investigar algumas familias de
grafos com grau méaximo igual a 3 e nao regulares, no intuito de verificar a validade da
Conjetura 3.2 para as familias consideradas. A seguir, determinamos o nimero cromatico
total semiforte para estas familias.

Um grafo G é subcibico se A(G) = 3 e G nao é 3-regular. Seja F uma familia de
grafos cujos membros sdo os grafos subciibicos G tais que, para toda aresta uwv € E(G),
d(u) = 3 e d(v) € {1,2}. A Figura 3.2 exibe um grafo G pertencente a familia F. A
Proposicao 3.3 mostra que os grafos desta familia sao bipartidos.

Figura 3.2: Grafo G pertencente a familia F.

Proposicao 3.3. Se G ¢ um grafo pertencente a familia F, entao G ¢ bipartido.

Demonstragao. Seja G € F. Podemos particionar V(G) em dois subconjuntos X e Y,
tais que X = {u € V(G): d(u) = 3} e Y := V(G)\X. Pela definicdo dos conjuntos X
eY, temos que X NY = (. Além disso, pela definicio da familia F, para toda aresta
weV(G),ueXeveY. O

Pela Proposicao 2.23 e pela Proposi¢ao 3.3, concluimos que os grafos da familia F
possuem uma coloragdo total semiforte com no maximo A(G) + 2 cores. De fato, os
membros desta familia admitem uma coloragao total semiforte com apenas A(G) + 1
cores, como demonstrado no teorema a seguir.

Teorema 3.4. Se G é um grafo pertencente a familia F, entao x"(G) = 4.

Demonstragao. Seja G € F. Pela Proposicao 2.6, x7(G) > A(G) + 1. Entao, ¢ suficiente
exibir uma 4-coloragao total semiforte 7 para G.

Pela Proposi¢ao 3.3, G é bipartido. Como A(G) = 3, pelo Teorema 1.4, x'(G) = 3.
Seja mp: E(G) — {1,2,3} uma coloragdo de arestas do grafo G. Seja {X,Y} uma
bipartigao de V(G) tal que X := {v € V(G): d(v) = 3}. Defina

() 4 sev e X,
Ty V) =
v ¢ tal que ¢ € {1,2, 3\ {mp(uwv): w € E(G)} seve Y.
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Defina 7 tal que 7|gq) = g € T|y(q) = mv. Vamos mostrar que 7 é uma coloragao
total semiforte. Como 7|g () € uma 3-coloragao de arestas de G, quaisquer duas arestas
adjacentes de G possuem cores distintas. Pela definicao de 7|y, todos os vértices da
parte X recebem a cor 4 e cada vértice da parte Y recebe uma cor do conjunto {1,2, 3}
que nao ocorre em suas arestas incidentes. Logo, quaisquer dois elementos adjacentes ou
incidentes possuem cores distintas.

Resta mostrar que a coloragio total m é também semiforte. Por defini¢do da coloragao
7, para todo v € X, temos C,(v) = @) e para todo u € Y, temos C,(u) # 0. Portanto
Cr(u) # Cr(v), para quaisquer dois vértices adjacentes u,v € V(G). O

Observe que os grafos da familia F pertencem a uma classe de grafos maior: a classe
dos grafos simples com A(G) = 3 e que ndo possuem vértices adjacentes de grau méaximo.
A seguir, consideramos esta familia de grafos.

Seja G um grafo simples, conexo, com A(G) = 3 e que nao possui vértices adjacentes
de grau maximo. Definimos a decomposicdo canonica [IC, P] do grafo G como a uniao dos
grafos K e P, disjuntos nas arestas, tal que:

(i) P é o subgrafo de G induzido pelas arestas uv € E(G), com dg(u) = 2 e dg(v) €

(1,2},

(ii) K é o subgrafo de G induzido pelas arestas uv € E(G), com dg(u) = 3 e dg(v) €

(1,2},

Observe que se G € F, entao V(P) =0, E(P) =0 e K é isomorfo a G. Além disso,
como A(G) = 3, K # (). Por outro lado, se G ¢ F, os subgrafos P e K podem ser nao
conexos e possuem as seguintes propriedades:

(i) cada componente conexa K; C K pertence a F;

(ii) cada componente conexa P; C P é um caminho, pois, para todo uv € E(F;), dg(u) =
2edg(v) € {1,2};

(iii) para cada componente conexa P; C P, P, = u; ... u;, temos que {uy, u; }NV (K) # 0.

A defini¢do da decomposi¢ao canonica [IC,P] do grafo G implica que G = (K U P).
A Figura 3.3 ilustra a decomposicao descrita acima. A seguir, usamos a decomposi¢ao
canoOnica para provar que todo grafo simples, conexo, com grau maximo trés e que nao
possui vértices adjacentes de grau méaximo possui x7(G) = 4.

Teorema 3.5. Se G é um grafo simples, conexo, com A(G) = 3 e sem vértices adjacentes
de grau mdzimo, entao x"(G) = 4.
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U7 U8 V9 V9
I vg V6 V10
V14 v V2 v1 V11 V14
V5 U5 V12
V3 V4 v13
(a) Grafo G com A(G) = 3 e (b) Subgrafo P C G. (c) Subgrafo X C G. Cada
sem vértices adjacentes de grau Cada componente de componente do grafo K per-
maximo. P ¢é isomorfo a um ca- tence a familia F.

minho.

Figura 3.3: Decomposi¢ao canénica [K, P] do grafo G em subgrafos disjuntos nas arestas.

Demonstragao. Seja G um grafo simples, conexo, com A(G) = 3 e sem vértices adjacentes
de grau maximo. Pela Proposicao 2.6, x7(G) > A(G) +1 = 4. Se G € F, entao pelo
Teorema 3.4, temos que x7(G) = 4 e o resultado segue. Portanto, podemos supor que
G¢F.

Seja [KC, P] uma decomposi¢ao candnica de G. A seguir, construimos uma 4-coloragao
total semiforte m para . Para isso, inicialmente construimos uma 4-coloragao total
semiforte ¢ para o grafo K C G e, depois, construimos uma 4-coloragao total semiforte
¢ para o grafo P C G. A coloracdo m é definida de modo que ¢ seja uma restricao
de 7 aos elementos de K, e ¢ seja uma restricdo de 7 aos elementos de P. Os vértices
v € V(G) tal que v € V(K) NV(P) terdo suas cores determinadas pela coloragao ¢, ou
seja, m(v) := p(v).

Primeiramente, construimos a 4-coloracao total semiforte ¢ para o grafo K. Seja
K; C K. Como K; € F, pelo Teorema 3.4, x7(K;) = 4. Portanto, para todo K; C K,
seja ¢’ uma 4-coloracao total semiforte de K; com as cores 1,2,3,4, tal como definida
na demonstracao do Teorema 3.4. Relembre que, de acordo com essa coloragao, todos os
vértices de grau 3 de K; recebem a cor 4. A coloragdo ¢ : V(K)U E(K) — {1,2,3,4} é
definida como:

o(u) := ¢'(u) se u € V(Kj;), para todo K; C K;
d(uv) == ¢'(uv) se uv € E(K;), para todo K; C K.

Note que ¢ é uma 4-coloracao total semiforte de K, pois cada K; é uma componente
conexa distinta de /.

Agora, construimos uma 4-coloracao total semiforte ¢ para o grafo P. Como cada
componente P, C P é um caminho, pela Proposigao 2.23, x”(P;) = 4. Seja P, C P,
tal que P := ujuy...u;. Por definicdo da decomposi¢ao canodnica de G, pelo menos
um dos vértices uy e u; também pertence ao subgrafo IC, ou seja, {u1,u;} NV(K) # 0.
Se u; € V(K), i € {1,j}, entdo u; ¢é adjacente a um vértice w € V(K) de grau 3.
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Além disso, a aresta u;w € E(K) foi colorida pela colora¢do ¢ com uma cor do conjunto
{1,2,3}. Tomando estes fatos em consideracao, definimos uma 4-coloragao total semiforte
. restrita aos elementos da componente conexa F.

Definimos a coloracao ¢, considerando que ambos os vértices u; e u; pertencem ao
conjunto V(K) N V(P). Sejam ujw,ujv € E(K) tal que dg(w) = dg(v) = 3. Sejam
a,b,c € {1,2,3}, valores distintos; e sejam também ¢(u,w) € {a,b} e ¢(u;v) = a. Para
todoi € {1,...,7 —1},

¢ se 1t ¢ impar, 4 se 1 ¢ impar,
or(u;) = ., or(uittipr) == .,
a sei é par. b sei é par.

Para finalizar a coloracdo gy, fazemos ¢y (u;) := b se j é par; e pg(u;) = ¢, caso
contrario.

Vamos mostrar que ¢, ¢ uma coloragao total de Py. Pela definicao de ¢, quaisquer
dois vértices adjacentes de P, possuem cores distintas a e cou b e c. Além disso, quaisquer
duas arestas adjacentes possuem cores distintas 4 e b. Observe que apenas o vértice u;
pode ter cor b e que, neste caso, a aresta u;_ju; possui cor 4. Logo, quaisquer vértice e
aresta incidentes possuem cores distintas.

Agora, provamos que a coloracao total ¢, é também semiforte. Pela defini¢ao de
o1, para i € {2,...,j — 1}, temos que C,, (u;) = {c} se i é par; e Cy, (u;) = {a} se
i é fmpar. Logo, Cy, (u;) # Cy, (uit1), para i € {2,...,7 — 1}. Além disso, quando
dlurw) = ¢(ujv), temos que Cy, (u1) = {b}; e quando ¢(uyw) # P(ujv), temos que
Cy, (u1) = {a}. Logo, Cy, (u1) # Cy, (ug). Considere u; € V(K) NV (P). Por inspegao, é
possivel verificar que, quando j é par, Cy, (u;) = {c}; e quando j é impar, C,, (u;) = {4}.
Logo, C,, (u;) # Cy, (uj—1). Portanto, a coloragao total ¢y é também semiforte. Note
que, se apenas o vértice u; pertencer ao conjunto V (K)NV (P), a coloracao py permanece
como uma coloragao total semiforte de Py, pois, neste caso, C(u;) e C(uj_1) sdo distintos
pelas suas cardinalidades.

Como demonstrado acima, para cada componente conexa P, C P, temos que ¢ ¢ uma
4-coloragao total semiforte de Py. Deste modo, definimos a coloragao ¢: V(P)U E(P) —
{1,2,3,4} do seguinte modo:

o(u) == @p(u) se u € V(Py), para todo P, C P;
o(uv) = p(uv) se uv € E(Py), para todo P, C P.

Note que ¢ é uma 4-coloracao total semiforte de P, pois cada P, é uma componente
conexa distinta de P.

A seguir, provamos que 7 é uma 4-coloragao total semiforte do grafo G. Como demons-
trado acima, 7 é uma 4-coloracao total semiforte quando restrita aos subgrafos P e K.

Deste modo, precisamos apenas checar a coloragao dos elementos adjacentes e incidentes
nos vértices u; € V(P)NV(K).
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Considere um vértice u; € V(P) N V(K). Sabemos que u; é adjacente a um vértice
x € V(K), tal que dg(z) = 3. Pela definicao de ¢, temos ¢(x) = 4 e, pela defini¢ao de
o, temos p(u;) # 4. Logo, m(x) # m(u;). Por inspecao, é possivel verificar que as duas
arestas incidentes no vértice u; sao coloridas com uma das trés possibilidades seguintes:
sao coloridas com as cores a e 4, com as cores b e 4, ou com as cores b e a. Dessas trés
possibilidades, concluimos que as arestas incidentes no vértice u; recebem cores distintas.

Além disso, pela definicdo da coloracao m, temos que Cr(x) = 0 e C,(u;) # (. Logo,
C(z) # Cr(u;). Portanto, m é uma 4-coloracio total semiforte de G. O

De acordo com o Teorema 3.5, grafos simples, conexos, com grau maximo trés e que nao
possuem vértices adjacentes de grau maximo possuem numero cromatico total semiforte
igual a 4. Este resultado confirma a validade da Conjetura 3.2 para esta classe de grafos.
No entanto, para grafos simples arbitrarios, com grau maximo trés e que possuem vértices
adjacentes de grau maximo, essa conjetura continua aberta.

Nas proximas se¢oes, apresentamos algumas familias de grafos 3-regulares e provamos
que os membros destas familias possuem ntimero cromatico total semiforte igual a 5. Estes
resultados também fortalecem a Conjetura 3.2.

3.1 Breve historia dos snarks

Um snark é um grafo 3-regular, sem arestas de corte e que nao admite uma 3-coloragao
de arestas. Esta classe de grafos se originou no contexto do Problema das Quatro Cores,
cuja historia é brevemente contada a seguir.

O Problema das Quatro Cores ou Conjetura das Quatro Cores foi uma das questoes
mais famosas da Matematica e impulsionou o desenvolvimento da Teoria dos Grafos. De
acordo com a Conjetura das Quatro Cores todo grafo plano e sem arestas de corte possui
uma coloragao de faces com no maximo quatro cores, de modo que quaisquer duas faces
adjacentes possuam cores distintas. O problema era decidir se tal coloracao era possivel.

Esse problema apareceu pela primeira vez na literatura no ano de 1852 em uma carta
de Augustus De Morgan, professor da Universidade de Londres, direcionada ao seu amigo
W. R. Hamilton, um famoso matematico irlandés. Esse problema havia sido sugerido a
De Morgan por um de seus alunos, Frederick Guthrie, em nome de seu irmao mais velho,
Francis Guthrie [76]. Contrastando com o interesse de De Morgan, Hamilton nao achou
o problema interessante e respondeu quatro dias mais tarde dizendo que tdo cedo nao
pensava em se dedicar a questao.

Foi somente em 1879 que o problema tornou-se amplamente conhecido. Neste ano,
Arthur Cayley indagou, na se¢do de Matematica da London Mathematical Society, se
alguém ja havia encontrado uma solucao para o problema. Embora alguns matematicos
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tivessem se interessado, nenhum deles havia alcangcado um progresso significativo. O
proprio Cayley publicou uma pequena analise do problema nos Proceedings of the Royal
Geographical Society, em 1879 [76]. Ainda neste mesmo ano, A. B. Kempe publicou uma
suposta solucao para o problema. No entanto, em 1890, P. J. Heawood encontrou uma
falha na solucao proposta por Kempe, mas usou a técnica introduzida por ele para provar
que todo grafo plano e sem arestas de corte pode ser colorido com 5 cores. Este resultado
ficou conhecido como o Teorema das Cinco Cores.

Em 1880, na tentativa de provar a Conjetura das Quatro Cores, P. G. Tait [63] intro-
duziu o conceito de coloracao de arestas e provou a seguinte equivaléncia:

Teorema 3.6 (Tait [63]). Todo grafo plano, 3-reqular e sem arestas de corte possui uma
4-coloracdo de faces se e somente se ele admite uma 3-coloracdo de arestas.

De acordo com o Teorema 3.6, uma alternativa equivalente a colorir faces de grafos
planos e sem arestas de corte, é abordar o Problema das Quatro Cores a partir da co-
loragao de arestas de grafos planares 3-regulares e sem arestas de corte. A equivaléncia
provada por Tait deu origem a uma nova abordagem para a investigacao da Conjetura
das Quatro Cores, pois transformou o problema de coloragao de faces de um grafo plano e
sem arestas de corte em um problema equivalente de coloracdo das arestas do grafo, por-
tanto, removendo a obrigatoriedade do grafo estar imerso no plano. Uma consequéncia
imediata dessa abordagem é que a busca por um contraexemplo para a Conjetura das
Quatro Cores é, de fato, a busca por um grafo planar, 3-regular, sem arestas de corte
e com indice cromatico 4. Foi a partir deste contexto que iniciou-se a busca por snarks
planares e que deu origem ao estudo desta classe de grafos.

No ano de 1977, o Problema das Quatro Cores foi resolvido por K. Appel e W. Ha-
ken [3,5]. A demonstragao apresentada por Appel e Haken, foi inspirada no trabalho
desenvolvido por diversos outros matematicos que os precederam. A ideias lancadas por
A. B. Kempe, H. Heesche e por G. D. Birkhoff foram decisivas para a solucao deste
problema. Apesar do importante resultado obtido por Appel e Haken, a demonstracao
fornecida por eles causou grande controvérsia entre os matematicos da época, entre outras
razoes, por fazer extenso uso de computadores. Appel e Haken, trabalhando juntamente
com J. A. Koch, melhoraram heuristicas desenvolvidas por Heesch e definiram um con-
junto finito de 1936 configuragoes que deveriam ser verificadas por computador. Usando
um computador da época (IBM-360 e IBM-370), eles conseguiram verificar a validade da
Conjetura das Quatro Cores usando aproximadamente 1200 horas de computacao. Em
1989, Appel e Haken [4] lancaram um livro com 741 paginas apresentando sua solugao e,
na época, o numero de configuracoes ja havia sido reduzido para 1476.

Por volta de 1993, os matematicos N. Robertson, D. Sanders, P. Seymour e R. Thomas
decidiram redemonstrar o Teorema das Quatro Cores e encontrar uma outra solugdao, mas
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usando uma abordagem semelhante a usada por Appel e Haken. A demonstracao desen-
volvida pelos autores possui diversas melhorias. Por exemplo, o niimero de configuragoes
foi reduzido para 638. Além disso, o algoritmo desenvolvido pelos autores possui comple-
xidade de tempo O(n?), o que é um grande avanco quando comparado ao algoritmo de
tempo O(n') desenvolvido por Appel e Haken. Em maio de 1995, os autores lancaram
um artigo [60] de 43 paginas contendo a nova demonstracao.

Pelo Teorema das Quatro Cores e pela equivaléncia provada por Tait (Teorema 3.6),
pode-se concluir que todo grafo planar 3-regular e sem arestas de corte admite uma
coloracao de arestas com 3 cores. Isto implica que nao existem snarks planares.

O nome snark foi sugerido por Martin Gardner, aparecendo pela primeira vez em 1976,
na segdo Mathematical Games da revista Scientific American [36]. O autor se inspirou em
um poema de Lewis Carroll, chamado The Hunting of the Snark [18], que conta a histéria
de uma tripulacao de cagadores que partem em busca de uma criatura ficticia, chamada
snark. O autor justificou o uso do nome snark para a classe de grafos 3-regulares, sem
arestas de corte e com indice cromatico 4, devido a dificuldade de se encontrar grafos com
estas propriedades.

O primeiro snark foi descoberto em 1898 por J. Petersen [59] e estd exibido na Fi-
gura 3.4. Petersen também provou que este é o menor snark. Dado um conjunto
S ={1,...,5} com 5 elementos, o grafo de Petersen, P, é o grafo cujos vértices sao
os subconjuntos de S com 2 elementos, tais que dois vértices sao adjacentes se e so-
mente se os subconjuntos que os definem sao disjuntos. A Figura 3.4(a) exibe o grafo
de Petersen P com os vértices rotulados tal como definido acima e a Figura 3.4(b) exibe
uma H-coloracao total semiforte de P. A 5-coloracao total semiforte apresentada na Fi-
gura 3.4(b) é obtida a partir da rotulagao dos vértices apresentada na Figura 3.4(a): cada
aresta recebe a cor que nao aparece nos rotulos dos seus extremos e cada vértice recebe
uma das cores presentes no seu rotulo.

Demonstragoes sucintas de que o grafo de Petersen nao é 3-coloravel podem ser en-
contradas nos artigos de R. Naserasr et al. [56] e L. Volkmann [71].

O grafo de Petersen permaneceu, durante mais de 40 anos, como o tnico snark conhe-
cido. Em 1946, D. Blanusa [12] descobriu um novo snark, com 18 vértices e 27 arestas que
ficou conhecido como o primeiro snark de Blanusal. Em 1948, R. L. Brooks, A. H. Stone,
C. Smith e W. T. Tutte descobriram um novo snark com 210 vértices. Este snark ficou
conhecido como snark de Descartes devido ao fato dos autores terem publicado este resul-
tado usando o pseudénimo Blanche Descartes [30]. Em 1973, G. Szekeres [62] descobriu
um novo snark com 50 vértices. A Figura 3.5 exibe uma 5-coloragao total semiforte do
snark de Szekeres.

L Alguns anos mais tarde, surgiu na literatura um outro snark com 18 vértices e 27 arestas que ficou
conhecido como o segundo snark de Blanusa [46].
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{1,2}
{4,5} {3,4}
{2,3} {1,5}
(a) Grafo de Petersen com vértices rotulados. (b) Grafo de Petersen munido de uma 5-
Dois vértices sdo adjacentes se e somente se coloragdo total semiforte.

seus rétulos sdo disjuntos.

Figura 3.4: Grafo de Petersen P.

Até o ano de 1975, apenas os snarks citados acima eram conhecidos, porém, uma
importante descoberta mudaria a forma como os snarks vinham sendo investigados: em
1975, R. Isaacs [46] publicou o primeiro método de construgao de novos snarks a partir de
snarks ja conhecidos. A partir deste método, Isaacs descobriu as duas primeiras familias
infinitas de snarks, que incluiam todos os snarks conhecidos até entdao: a familia dos
snarks-BDS e dos snarks-flor. Além destas familias, Isaacs descobriu um novo snark,
denominado double-star, nao incluido nestas familias. A Figura 3.6 exibe uma 5-colorac¢ao
total semiforte do snark double-star.

Em 1976, Isaacs [47] apresentou um outro método para geracao de familias infinitas de
snarks desenvolvido por F. Loupekine. Os snarks construidos a partir deste método sao
chamados snarks de Loupekine. Mais recentemente, novos métodos de geracao de snarks
foram desenvolvidos, entre outros, por M. Kochol [49] e por J. Hégglund [38].

Em 1967, W. T. Tutte [65] conjeturou que todos os snarks possuem o grafo de Pe-
tersen como um menor. Em 1999, a demonstracao desta conjetura foi anunciada por
N. Robertson, D. P. Sanders, P. D. Seymour e R. Thomas [64].

Nas préximas se¢Oes, determinamos o ntmero cromético total semiforte de quatro
familias de snarks: os snarks-flor, os snarks de Goldberg, os snarks de Blanusa generali-
zados e os snarks-LP;, que sdo uma subfamilia dos snarks de Loupekine. Observe que,
como snarks sdo grafos 3-regulares, sao necessarias pelo menos 5 cores para obter uma
coloracao total semiforte destes grafos. Para cada uma das familias citadas acima, cons-
truimos uma 5-coloracao total semiforte, provando que o ntimero cromético total semiforte
destas familias é igual a 5.
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Figura 3.5: Snark de Szekeres munido de uma 5-coloracgao total semiforte.

A menos dos snarks de Loupekine, todas as coloracoes apresentadas fazem uso da
mesma técnica que ¢ baseada na defini¢ao recursiva destas familias. Devido a isso, as
demonstragoes dos teoremas sao bastante similares.

3.2 Snarks-flor

A familia dos snarks-flor foi descoberta em 1974 por R. Isaacs [46]. Esta familia é formada
pelos grafos F3, Fy, ..., Fyq, i@ > 1, tal que cada grafo Fy;q possui 4(2i 4+ 1) vértices.
Todos os grafos desta familia possuem uma propriedade em comum: eles podem ser
construidos a partir da unidao disjunta de alguns subgrafos especiais denominados blocos
bdsicos. A seguir, os blocos basicos sao definidos, assim como os membros da familia
snark-flor. Posteriormente, é provado que todo snark-flor possui uma 5-coloracao total
semiforte.

Seja o bloco bdsico B;, o grafo com conjunto de vértices V(B;) = {u;, v, x;,y;} e
conjunto de arestas F(B;) = {u;v;, z;v;, y;v;}. A Figura 3.7 apresenta o bloco B;.
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Figura 3.6: Double star munido de uma 5-coloragao total semiforte.
Ly Yi
Vi
Uj

Figura 3.7: Bloco B;.

Dois blocos By, e B; sao conectados por meio de arestas de ligagao Ey ; = {upu;, xx;,
yry;t- O grafo de ligag¢do L, é o grafo com conjunto de vértices V(L;) := V(B;_1) UV (B;)
e conjunto de arestas E(L;) := E(B;j—1) U E(B;) U E;_1),;. A Figura 3.8 mostra o grafo
de ligacao L;.

Ti—1 Yi

Figura 3.8: Grafo de ligacao L;.

A familia dos snarks-flor é composta pelos grafos Fj, F5, ..., For1, i > 1. O primeiro
grafo desta familia, F3, é o grafo com conjunto de vértices V() := V(By)UV (By) UV (Bs)
e conjunto de arestas E(F3) := E(B;) U E(B2) U E(B3) U Ea 35U E31 U {ujug, £1Ya, Y122}
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A Figura 3.9(b) ilustra o grafo F3. Uma observagao importante é que o snark-flor F3 pode
ser obtido a partir do grafo de Petersen aplicando a operacao descrita a seguir.

Seja P o grafo de Petersen. Para qualquer vértice v € V(P), escolhemos duas de suas
arestas incidentes va, vy € E(P) e subdividimos essas arestas criando dois novos vértices
us € ug. Para concluir a construcao, adicionamos uma nova aresta wusugz ligando os dois
novos vértices. A Figura 3.9(a) apresenta o grafo de Petersen e a Figura 3.9(b) apresenta
o grafo F3 formado a partir do grafo de Petersen como descrito acima, com v = uy, x = v
ey =uvs.

(a) Grafo de Petersen P. (b) Snark-flor F.

Figura 3.9: Grafo de Petersen P em um desenho apropriado e o grafo Fj gerado a partir
do grafo P usando a operacgao descrita anteriormente.

Para cada ¢ impar e ¢ > 5, o grafo F; é obtido a partir dos grafos F;_5 e L; da seguinte
forma:

(i) V(F) :=V(Fi2) UV (L); e

(i) E(F) = (E(Fi2)\E) U E" U E(L), tal que
o EM :=FEi e
[ ] Elln = E(i—2),(i—1) U Ei7l-

A Figura 3.10 exibe os grafos F3, Ls e Fy, evidenciando a construcao recursiva. Essa
definicao recursiva da familia snark-flor é usada para demonstrar que todo grafo F; possui
uma H-coloracao total semiforte.

Teorema 3.7. Todo snark-flor F;, i impar e i > 3, possui x1(F;) = 5.

Demonstragao. Seja F; um snark-flor, ¢ impar e i > 3. Como Fj é 3-regular, x”(F;) > 5.
A seguir, construimos uma 5-coloracao total semiforte para F;. A prova é por indugao
em 7 e baseada na construcao recursiva da familia. A Figura 3.11 exibe uma 5-coloracao
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Uq us

(a) Snark-flor F5. As ares- (b) Grafo de Ligagéo (¢) Grafo F5 obtido a partir do sub-

tas tracejadas pertencem Ls. grafo F3\FE$“' e do grafo de ligagao

ao conjunto E“t. Ls. As arestas tracejadas sdo as
arestas de ligagdo E".

Figura 3.10: Construgao do grafo Fy a partir do subgrafo F3\E$“ e do grafo Ls.

Figura 3.11: Coloragao total semiforte do grafo F3 com 5 cores. As arestas tracejadas
pertencem ao conjunto E§".

total semiforte ¢3 do snark-flor F3. Note que as arestas de ES* possuem a cor cinco. Esta

coloracao de F3 ¢é a base da inducao.

Seja ¢ impar e ¢ > 3. Sabemos que F; pode ser construido recursivamente a partir de
F;_5 e L;. Pela hipotese de inducao, F;_, possui uma 5-coloracao total semiforte ¢;_s na
qual as arestas de E?“4 possuem a cor cinco. Ademais, a Figura 3.12(b) exibe o grafo de
ligacdo L; munido de uma 5-coloracao total semiforte fixa ¢. Formalmente, a 5-coloracao
total semiforte ¢ do grafo de ligacao L; é definida como:
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P(ui—1) = 3; P(ui) = 2; P(vie1) = 5; P(vi) = 3;
P(xiog) = 1; P(x;) = 2; A(yio1) = 4 o(ys) = 1;
Pluiciwi) =15 oix) =3;  o(yicys) =3, dlwwi) = 4
¢(uz—lvi—l) = 4 ¢(Ii—1vi—1) = ¢(yi—1vi—1) =1 ¢(%’Uz’) =1
P(yivi) = 2

Ui—1 Uy
Ti—1 Yi 1 1
(a) Grafo de ligacao L; com (b) Grafo de ligagdo L; munido de uma
vértices rotulados. 5-coloracao total semiforte.

Figura 3.12: 5-coloracao total semiforte do grafo de ligacao L;.

Seja ¢; uma atribuicdo de cores aos elementos de Fj, definida como a seguir. As
arestas de E" recebem a cor cinco. Observe que niao hé conflito entres estas arestas, pois
formam um conjunto independente. Para completar a coloragdo, atribua aos elementos
de V(F;) U E(F;)\E™ as mesmas cores que estes elementos possuem em F; 5 ou L;. A
Figura 3.13 ilustra a construcao da coloragao do grafo F.

Vamos provar que ¢; é uma 5-coloracao total semiforte do grafo F;. Por hipdtese de
inducao, ¢;_s é uma 5-coloracao total semiforte para F;_5. Além disso, os vértices de grau
dois em F; 5\ E?" sdao nao adjacentes. Isto implica que quaisquer dois vértices adjacentes
em F; o\ E? preservam a propriedade de que seus conjuntos de cores sejam distintos.
Ademais, ¢ é uma 5-coloracao total semiforte fixa para o grafo de ligagao L;. Concluimos,
portanto, que a coloracio ¢; restrita aos elementos de F;\E!" é uma 5-coloracdo total
semiforte para F;\ Ei".

Agora, analisamos a coloragdo das arestas do conjunto Ei". Por construcio, as arestas
de E!™ recebem a cor cinco. Pela hipdtese de indugao, as arestas de E?“, também possuem
a cor cinco. Além disso, em L;, apenas o vértice v;_; possui a cor 5 e v;_; nao é extremo
de nenhuma aresta de E". Logo, concluimos que a atribuigdo da cor cinco as arestas do
conjunto E" nao introduz conflito.

Para completar a prova, resta-nos mostrar que, para qualquer aresta uv € E!™, ¢;(u) #
¢i(v) e C(u) # C(v). Seja S o conjunto de vértices formado pelos extremos das arestas
de E™. As cores dos vértices de SNV(L;) sdo conhecidas porque ¢ é uma coloragio fixa.
Também sdao conhecidas as cores dos vértices uy, x1, € y1, pois esses vértices pertencem a
base Fj. Resta determinar as cores dos vértices u;_o,T;_o € y;_o que pertencem ao grafo
F;,_5. Para 1 = 5, estes vértices sao ug, x3 € y3, e pertencem a base F3. No caso de 1 > 7,
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(a) Grafo F3 com as arestas do conjunto FEg“! (b) Grafo de ligacdo Ls munido de uma
tracejadas. 5-coloracdo total semiforte.

(c) Grafo F5 com as arestas do conjunto E" tracejadas.

Estas arestas conectam os subgrafos F3\FE$“ e Ls.

Figura 3.13: 5-coloracao total semiforte do grafo F5 construida a partir das coloragoes

dos grafos F3 e Ls. Observe que todas as arestas do conjunto E" recebem a cor 5.

os vértices u;_ 9, x;_9 € y;_o pertencem ao grafo de ligagdo L;_s, cuja coloracao ¢ é fixa.
Portanto, concluimos que as cores dos extremos das arestas do conjunto E!" sao:

Gi(ui—2) =2 e ¢i(ui—1) =3; ¢i(ur) =1 e ¢i(u;) = 2;
¢z‘(l’i—2) =2 e ¢z(l’i—1) =1; @(Il) =1 e ¢z($z) = 2;
Oi(yi—2) =1 e ¢i(yic1) =4 dily1) =2 e ¢i(y;) =1

Por inspecao, ¢ possivel determinar que os conjuntos das cores que nao ocorrem nos
extremos das arestas do conjunto E sdo tais que:
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c Clui) ={4}; Clm)={2} e C
Clzig) ={4} e Clxia) ={2}); Clz) ={3} e Clx)={4};
C Clyi1) =1{2}; Cln) ={3} e C

e o resultado segue. O

3.3 Snarks de Goldberg

Em 1981, M. K. Goldberg [37] descreveu um método de construcao de grafos classe 2 com
grau maximo trés. Usando o método de Goldberg, também é possivel construir familias
infinitas de snarks. Como um exemplo, Goldberg construiu a familia dos snarks-flor.

Nesta se¢ao, apresentamos a construcao da familia conhecida como snarks de Goldberg,
que ¢é construida usando o método descrito pelo autor. Assim como na familia dos snarks-
flor, os snarks de Goldberg sao formados a partir de subgrafos fixos denominados blocos
de construcao e estao definidos a seguir.

O bloco de construgdao B; é o grafo com conjunto de vértices V(B;) := {t;, s;, w;, vy, i, Ui,
x;,u;} e conjunto de arestas E(B;) := {t;8;, tizi, Siw;, Wiv;, U Zi, Vill, Wills, 2iTi, Yili} €
estd exibido na Figura 3.14. O conjunto de arestas de liga¢io é dado por Ej; :=
{skt;, xry;, uguit. O grafo de ligagao L; é o grafo com conjunto de vértices V(L;) :=
V(B;-1) UV (B;) e conjunto de arestas E(L;) := E(B;—1)UE(B;) UE(;_1),. A Figura 3.15
exibe o grafo de ligacao L;.

Figura 3.14: Bloco B;.

Seja {G3, G5, Gy, ...} a familia infinita dos snarks de Goldberg. O primeiro membro
desta familia, G3, ¢ o grafo com conjunto de vértices V(G3) := V(B) UV (B2) UV (B;3) e
conjunto de arestas F(G3) := E(By) U E(B2) U E(B3) UE; 32U Ey3U E5;. A Figura 3.16
exibe o snark Gs.

Para ¢ impar e ¢ > 5, o grafo GG; é obtido a partir dos grafos G;_5 e L; da seguinte
forma:
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Wi—1 Zi-1 wj Zi

Figura 3.16: Grafo G3 com vértices rotulados.

(i) E(G,) == (E(Gi_s)\E™) U E" U E(L,), onde
[ Effé = E(i_2)71 e
® Elln = E(i—2),(i—1) U Ei,l-

No proximo teorema, usamos esta definicao recursiva dos snarks de Goldberg para de-
monstrar que todo grafo G;, com ¢ impar e ¢ > 3, admite uma 5-coloracao total semiforte.

Teorema 3.8. Se G é um snark de Goldberg, entao x!(G) = 5.

Demonstracdo. Seja G; um snark de Goldberg, ¢ impar e ¢« > 3. Como G; é 3-regular,
X2(G;) > 5. A seguir, provamos que G; admite uma 5-coloragao total semiforte.

A prova é por inducao em i e baseada na construcao recursiva da familia. Inicialmente,
construimos 5-coloragoes totais semifortes ¢35 e m para os grafos G5 e L;, como exibido
nas Figuras 3.17 e 3.18, respectivamente.

Para ¢ impar e ¢ > 5, construimos uma 5-coloracao total semiforte ¢;, para o grafo
G, a partir das coloragoes ¢;_» e m, usando a definicao recursiva dos snarks de Goldberg.
Para construir ¢;, primeiramente atribuimos a cada elemento de V(G;) U E(G;)\E™ as
mesmas cores que estes elementos possuem em G;_s ou L;. Finalmente, atribuimos a cor
3 a todas as arestas do conjunto E!". A Figura 3.19 exibe a 5-coloracio total semiforte
¢5 do grafo Gy construida a partir das 5-coloragoes totais semifortes do subgrafo G\ ES"
e do grafo de ligacao Ls.
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Figura 3.17: 5-coloracao total semiforte ¢3 do grafo (G5. As arestas tracejadas pertencem
ao conjunto E$“. O grafo G3 com vértices rotulados é exibido na Figura 3.16.

Figura 3.19: 5-coloracao total semiforte do grafo G5. As arestas tracejadas pertencem ao
conjunto E" e conectam o subgrafo G\ EY" ao grafo de ligacdo Ls.

A seguir, provamos que ¢; é uma 5-coloracao total semiforte do grafo GG;. Como ¢;_» e
7 sdo b-coloragoes totais semifortes para G;_o e L;, respectivamente, e como os vértices de
grau dois em G;\E{"™ nio sdo adjacentes, concluimos que a restricao de ¢; aos elementos
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do subgrafo G;\E!" é uma 5-coloracio total semiforte para esse subgrafo.

Por definigao de ¢, as arestas de E'™ recebem a cor trés. Pela hipétese de inducao, as
arestas de FZ"% também possuem esta cor. Além disso, em L;, a cor trés nao ocorre nos
vértices incidentes & arestas do conjunto E!". Logo, a atribuigdao da cor trés as arestas de
E!™ nao introduz conflito.

Para completar a prova, mostramos que, para qualquer aresta uv € E!™, ¢;(u) # ¢:(v)
e C(u) # C(v). Seja S o conjunto de vértices formado pelos extremos das arestas de
E™. As cores dos vértices de S N V(L;) sdo conhecidas porque 7 ¢ uma coloragao fixa.
Também sao conhecidas as cores dos vértices t1, y; e uy, pois esses vértices pertencem a
base G3. Resta determinar as cores dos vértices s;_s,x;_o € u;_o que pertencem ao grafo
Gi_o. Para i = 5, estes vértices sao sz, x3 e ug, e pertencem a base Gsz. No caso i > 7,
os vértices s;_o,T;_9 € u;_s pertencem ao grafo de ligacdo L;_», cuja coloragao ¢ é fixa.
Portanto, concluimos que as cores dos extremos das arestas do conjunto E!" sdo:

Pi(sica) =4 e @i(tic1) =55 di(si) =4 e ¢i(t) =5;
¢i($€i—2) =5 e ¢i(yi—1) =4; 05@(%) =5 e z(yl) =4;
Gi(ui—2) =5 e @i(ui—1) =1; @i(u)) =5 e ¢i(ur) = 4

Por inspec¢ao, podemos verificar as cores que nao ocorrem nos extremos das arestas do
conjunto E!" e determinar que essas cores sao:

(si2) ={5} e Clti))={4}; C (t1) = {4}
(ri2) ={4} e Clyi) ={5}; C (y1) = {5};
Clui2) ={2} e C(ui1) =1{5}; C (ur) = {1};

e o teorema esta provado. O

| QI A
&
I
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o @
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3.4 Snarks de Blanusa generalizados

Como dito anteriormente, o primeiro snark de Blanusa possui 18 vértices e 27 arestas e
foi descoberto em 1946 por D. Blanusa [12]. Este snark estd exibido na Figura 3.21(a).
Quando o primeiro snark de Blanusa foi descoberto, o grafo de Petersen ainda era o tinico
snark conhecido. Anos depois, com o advento de técnicas para se obter novos snarks a
partir de snarks ja conhecidos, surgiu na literatura um outro snark com 18 vértices e 27
arestas que é uma pequena modificacdo do primeiro snark de Blanusa. Este snark ficou
conhecido como o segundo snark de Blanusa [46] e esta exibido na Figura 3.22(a).

Em 1983, J. Watkins [75] construiu duas familias de snarks que sao generalizagoes dos
snarks de Blanusa. De fato, os snarks de Blanusa sdo os menores membros destas familias.
Assim como na familia dos snarks-flor e dos snarks de Goldberg, os snarks de Blanusa
generalizados sao formados a partir de subgrafos fixos denominados blocos de construcao.
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Os blocos de construgdo dos snarks de Blanusa sao denominados por A;, Ay e L; e
estao exibidos na Figura 3.20. Os vértices s, t, w, z pertencentes aos blocos A; e As, e 0s
vértices a;, b;, x;,y; pertencentes ao bloco L;, 1 > 1, sao denominados vértices de ligagao.

S t 5 t a; b;
w z w z i Yi
(a) Bloco Aj. (b) Bloco As. (c) Bloco L;.

Figura 3.20: Blocos de construcao dos snarks de Blanusa.

Seja B! := {B{,B3, B}, ...} e B® := {B} B2 B2, ...} a primeira e a segunda familia
de snarks de Blanusa generalizados, respectivamente. O primeiro membro da familia
B!, o snark B}, é o primeiro snark de BlanuSa e possui conjunto de vértices V(B}) :=
V(A;)UV(Ly), conjunto de arestas E(B}) := E(A;) U E(Ly) U{tzy, za;,bjw, y;s} e estéd
exibido na Figura 3.21(a). J& o primeiro membro da familia B2, o snark B?, é o segundo
snark de BlanuSa e possui conjunto de vértices V(B?) := V(Ay) U V(Ly), conjunto de
arestas E(B?) := E(Ay) U E(Ly) U {tzy, za;, byw, y1s} e esté exibido na Figura 3.22(a).

Seja k € {1,2}. Para cada i, i > 2, o grafo BF ¢ obtido a partir do snark BF | e do
bloco L; da seguinte forma:

(i) V(BF) = V(BE,)UV(Li); e

(ii) E(Bf) = (E(Bf_l)\Efﬁ) U Ej" U E(L;), tal que:
b Eiofi = {wb;_1,sy;—1} e

° Ezm = {yi—laz’> bi—1z;, wh;, Syi}'

A Figura 3.21(b) exibe o snark B} e a Figura 3.22(b) exibe o snark B3.
k

1)

No Teorema 3.9, provamos que todo grafo B, ¢ > 1, possui uma 5-coloragao total
semiforte. A técnica utilizada nesta secao é a mesma que foi utilizada nas segoes prece-

dentes.

Teorema 3.9. Todo snark de Blanusa generalizado possui nimero cromdtico total semi-
forte igual a 5.

Demonstracdo. Considere um snark de Blanusa generalizado BF, i > 1 e k € {1,2}.

7
7

Como BF é 3-regular, x”(BF) > 5. Vamos provar que BF admite uma 5-coloragdo total

semiforte.
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t a1 bx
S 'Y

z z1 1

(a) Snark de Blanusa Bj.

t al b1 az b}
S Y

z 1 Y1 T2 Y2

(b) Snark de Blanusa Bj.

Figura 3.21: Os dois primeiros membros da familia B!.

t a1 bx
s 6

w L ]
z x1 Y1

(a) Snark de Blanusa B?.

t a1 b1 az bo

w
z z1 Y1 x1 yy

(b) Snark de Blanusa B3.

Figura 3.22: Os dois primeiros membros da familia B2.

A prova é por indugdo em i e baseada na construcao recursiva da familia. Cons-
trufmos 5-coloragdes totais semifortes ¢ e ¢? para os grafos Bf e B?, como exibido nas
Figuras 3.23(a) e 3.24, respectivamente. Também construimos uma 5-coloracao total
semiforte 7 para o bloco L;, como exibido na Figura 3.23(b).

Seja k € {1,2}. Para cada i, i > 2, uma 5-coloragio total semiforte ¢f de BF ¢
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(a) Coloragdo total semiforte ¢} do snark B} com 5 cores. (b)  5-coloragdo
As arestas tracejadas pertencem ao conjunto E{*! e possuem total  semiforte
a cor 3. do bloco L;.

Figura 3.23: 5-coloracio total semiforte do snark B} e do bloco L;.

Figura 3.24: 5-Coloracio total semiforte do snark B?. As arestas tracejadas pertencem
ao conjunto E%“ e possuem a cor 3.

obtida a partir de coloracdes ¢¥ | e 7 usando a defini¢do recursiva dos snarks de Blanusa
generalizados. A fim de construir a coloracio ¢F, atribuimos aos elementos de V (B¥) U
E(BF)\E™ as mesmas cores que estes elementos possuem em BF | ou L;. Por fim, as
arestas de E!™ recebem a cor 3.

Agora, provamos que ¢¥ é uma 5-coloracdo total semiforte do snark BF. Por hipdtese
de inducdo, ¢F | e m sdo 5-coloragdes totais semifortes para BF | e L;, respectivamente.
Note que os vértices de grau dois em BF\E™ nio sdo adjacentes, logo a coloracdo de
BF\E™ preserva a propriedade de que quaisquer dois vértices adjacentes possuem con-
juntos de cores distintos. Logo, a coloragdo ¢; restrita aos elementos de BF\ E™ é uma
5-coloragao total semiforte. Ademais, pelos mesmos argumentos usados na demonstragao
dos Teoremas 3.7 e 3.8, concluimos que a coloragdo das arestas de E™ nao introduz
conflito.

Para completar a prova, mostramos que, para qualquer aresta uv € E™, ¢;(u) # ¢;(v)
e C(u) # C(v). Seja S o conjunto dos vértices que sdo extremos das arestas de E", ou
seja, S 1= {a;, 3, bi_1,Yi—1, bi, i, S,w}. As cores dos vértices de SN V(L;) sdo conhecidas
porque ¢ é uma coloragao fixa. As cores dos vértices s e w também sao conhecidas, pois
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esses vértices pertencem a base Bf. Resta determinar as cores dos vértices b;_q e y;_1 que
pertencem ao grafo BF |. Para i > 2, os vértices b;_; e y;_; pertencem ao bloco L;_1, cuja
coloracao ¢ é fixa. Portanto, concluimos que:
2, gi(w)) =1 e ¢i(bi1)

0 i 5;
di(yi) =2 e ¢i(s)

i)=1 e ¢i(yi-1)
di(bi) =5 e ¢i(w)=

|
=

1;

Por inspecao, também podemos verificar as cores que nao ocorrem nos vértices do
conjunto S e determinar que essas cores sao:

Cla) = {4} o

e o resultado segue.

(i) = {1} Cb) ={1} e
(b)) ={1}; Cly:) ={1} e

(w) = {4};

C
C(s) = {2}

C
C(b

3.5 Snarks de Loupekine

Em 1976, F. Loupekine propds um outro método de construgdo de familias infinitas de
snarks. Este método foi originalmente descrito por R. Isaacs [47]. Nesta se¢ao, apresen-
tamos a construgao de uma familia infinita de snarks que utiliza o método proposto por
Loupekine.

Seja G o grafo de Petersen e seja P3 um caminho de trés vértices contido em G.
Denominamos bloco B(G), o subgrafo obtido a partir de G pela remogao dos vértices do
caminho P3. A Figura 3.25 ilustra essa construgdo. Como a cintura do grafo de Petersen
é igual a cinco, o grafo B(G) possui exatamente cinco vértices de grau dois, nomeados
u,v,w,x,y de acordo com a Figura 3.25(b). Esses vértices sao denominados vértices de
borda.

(a) Grafo de Petersen G. (b) Bloco B(G). (c) Bloco B;.

Figura 3.25: Construcao de um bloco a partir do grafo de Petersen.
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Sejam Gy, ...,Gr_1, k > 3, grafos isomorfos ao grafo de Petersen. A seguir, cons-
truimos um grafo subciibico G usando blocos B(G;), 0 < i < k — 1. Denotamos cada
bloco B(G;) por B; e, por conveniéncia de notacao, anexamos o subindice i aos rétulos
dos vértices do bloco B;, como mostra a Figura 3.25(c).

Para cada i, i € {0,...,k — 1}, conecte os blocos B; e B;;; por meio das arestas
de ligagao {xu;i1, yivit1} ou {x;vip1, ysuser } (Indices modulo k), como ilustrado na Fi-
gura 3.26. Observe que as arestas de ligagdo conectam cada vértice de borda z;,y; do
bloco B; a exatamente um vértice de borda wu;;q,v;11 do bloco B;y; e vice-versa. O
grafo resultante é denominado grafo de blocos e é denotado por Gg. O grafo Gp possui
exatamente k vértices de grau dois, wq, w1, ..., w,_1, conforme pode ser observado nos
exemplos exibidos na Figura 3.27.

Wit1 Wit1
Tit1 Vi+1 Lit+1
tit1 ATl tit1
Yi+1 Uy Yi Uit+1 Yi+1
(a) Arestas de ligacdo paralelas. (b) Arestas de ligagdo cruzadas.

Figura 3.26: Esquema mostrando os possiveis pares de arestas de ligacao entre dois blocos
indexados B; e B;; 1. As arestas de ligagao estao representadas por linhas tracejadas.

w1
wo w2
(a) Grafo de blocos Gp for- (b) Grafo de blocos G g formado por
mado por 3 blocos. 5 blocos.

Figura 3.27: Grafos de blocos. As arestas tracejadas sao arestas de ligagao. Os vértices
de borda wq, w1, ..., w,_1 possuem grau 2.

Seja G um grafo com k vértices de grau um, tal que cada uma de suas componentes
conexas € isomorfa a um grafo completo K5 ou a um grafo estrela com 4 vértices. Para o



72 Capitulo 3. Grafos com A(G) =3

grafo G¢, denote zg, ..., z,_1, 0s vértices de grau um e eg, ..., ex_1, as arestas incidentes
nestes vértices. O grafo G¢ é denominado grafo central. Exemplos de grafos centrais sao
apresentados na Figura 3.28.

Z1 21
[ J
2 z
4l €y) — €1 0 €1 2
20 22 €o €2
€2
€1
e €5 €3
4 e3 25 e4 z3
€0 €2
[ ]
20 22 Z4 Z3 24
(a) Grafo central com 3 (b) Grafo central com 5 (¢) Grafo central com 6
vértices de grau 1. vértices de grau 1. vértices de grau 1.

Figura 3.28: Exemplos de grafos centrais.

Seja G um grafo de blocos formado por k blocos e seja G¢ um grafo central com k
vértices de grau um, tais como definidos acima. Para cada i, € {0, ..., k—1}, identifique
o vértice w; € V(Gp) com o vértice z; € V(G¢). O grafo resultante desta operacao é
denominado grafo Gp. Por construcao, todo grafo G é 3-regular. A Figura 3.29 exibe
um grafo Gy, juntamente com o seu subgrafo de blocos e o seu subgrafo central.

Seja H, pertencente a familia dos grafos G, formado por k blocos, k > 3. Isaacs [47]
provou que, se k é impar com k > 3, entao H é um snark. O autor também mostrou que,
quando k é par, com k > 6, é necessario adicionar uma restricao ao subgrafo central G
para que o grafo H seja um snark. Para k par e k > 6, se o subgrafo central G admitir
uma 3-coloragao de arestas 7 tal que m(e;) = 7(e;41) para todo i impar (0 <i < k—1), ou
para todo i par (0 <1i < k—1), entdo o grafo H, que possui G¢ como subgrafo central, nao
é um snark. Um exemplo de subgrafo central G¢ que nao admite tal coloracao é aquele que
possui trés vértices z;, z;11, zi12 adjacentes a um vértice comum. Em qualquer 3-coloragao
de arestas deste grafo, as arestas e;, e;11, €;42 possuem cores distintas. A Figura 3.28(c)
e a Figura 3.30 apresentam exemplos de subgrafos centrais que nao admitem a coloragao
de arestas descrita por Isaacs.

Isaacs mostrou que, usando a construcao definida acima, nao é possivel obter um snark
formado por 4 blocos B(G).

Denominamos snarks LP; os grafos G, composto por k blocos B(G), com k impar e
k > 3 ou k par, k > 6 e tal que o subgrafo central G¢ nao admite a 3-coloracao de arestas
descrita anteriormente?.

20 nome snark LP;, dado a esta familia, foi baseado no trabalho de L. Vaux [67]
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<5 24

(a) Subgrafo de blocos G . (b) Subgrafo central G¢.

Figura 3.29: Um grafo GG, e seus subgrafos Gg e G¢.

Figura 3.30:

21
20 29
29 -) Z3
z8 Z4
z
z7 5
26

Exemplo de subgrafo central com 10 vértices de grau um.
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Seja G um snark LP;. Um gadget duplo de GG, denotado por G4, é um subgrafo de G
que possui V(Gy) := V(B;)UV(B,) e E(Gy) := E(B;)UE(B;)J{ww;}. Um gadget triplo
de G, denotado por Gy, é um subgrafo de G com V (G) := V(B;)UV(By,) UV (B;)U{s} e
E(G:) := E(B;) UE(By)UE(B;)U{w;s, wys, w;s}. A Figura 3.31 apresenta o esquema de
um snark LP; e seus gadgets. Pela definicao de gadgets, quaisquer dois gadgets distintos
pertencentes a G sdo subgrafos disjuntos.

(a) Snark LP; composto por dois gadgets duplos e (b) Exemplo mostrando apenas os
um gadget triplo. Os dois gadgets duplos estao deli- gadgets duplos e triplos do snark LP;
mitados por linhas pontilhadas e o gadget triplo esta composto por 7 blocos.

delimitado por linhas tracejadas.

Figura 3.31: Esquema exibindo um snark LP; e seus gadgets.

A seguir, determinamos o nimero cromatico total semiforte dos snarks LP;.
Teorema 3.10. Se G é um snark LPy, entio x\(G) = 5.

Demonstracdo. Seja G um snark LP; formado por k blocos, k > 3 e k # 4. Lembre que,
para 0 < ¢ < k — 1, dois blocos B; e B;y1 sdo conectados por meio de arestas de ligagao
{zui1, Yivigr b ou {zv41, yiui1 } (indices médulo k). Lembre também que o snark G é
composto por r gadgets G1,...,G,, r > 1. Por definicao, cada gadget G; C G é isomorfo
ou ao grafo da Figura 3.32(a), ou ao grafo da Figura 3.33(a).

A seguir, definimos um mapeamento ¢: V(G)U E(G) — {1,...,5}. A Figura 3.32(b)
exibe uma 5-coloracao total semiforte fixa 7, para gadgets duplos e a Figura 3.33(b) exibe
uma H-coloracao total semiforte fixa m, para gadgets triplos. Para 1 <1 < r, seja G; C G,
um gadget de G. Para todo elemento x € V(G;) U E(G;), fazemos:

mi(x), se G; é um gadget duplo;

o) = {

mo(x), caso contrario.

Para concluir a colorac¢ao ¢ do snark G, atribuimos a cor 2 a todas as arestas de ligagao
de G.
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Uj Yi U Yj
(a) Gadget duplo formado pelos blo- (b) 5-coloracdo total semiforte m de um
cos B; e Bj. gadget duplo.

Figura 3.32: 5-coloragao total semiforte m; de um gadget duplo.

U Yi Uj Yj uj Y1

(a) Gadget triplo composto pelos blocos B;, B;, B;.

(b) 5-coloragao total semiforte mo de um gadget triplo.

Figura 3.33: 5-coloracao total semiforte my de um gadget triplo.

A seguir, provamos que ¢ é uma 5-coloracao total semiforte de G. Pela definicao
de ¢, cada gadget duplo recebe a colora¢ao m; da Figura 3.32(b) e cada gadget triplo
recebe a coloracao my da Figura 3.33(b). Por inspegdo, pode ser verificado que essas
duas coloragoes sao 5-coloragoes totais semifortes para os gadgets duplos e triplos de
G. Dados dois gadgets distintos G;,G; C G, sabemos que V(G;) N V(G;) = 0 e que
E(G;) N E(Gj) = 0. Desta forma, o subgrafo de G formado pela unido disjunta dos
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gadgets GG; possui uma 5-coloragao total semiforte. Para concluir a demonstragao, resta
mostrar que, para toda aresta de ligacio uv € E(G), ¢(u) # ¢(v) e C(u) # C(v). Para
isso, observe que, para todo bloco B; C G, os vértices de borda v;,u;, z;,y; € V(B;)
possuem o seguinte invariante:

6(%’) ={1,2} e U(%) =1{2,3}; o(v)) =3 e o(z;) =1;

Clu) ={2,4} e C(y) ={2.5}; o(w)=5 e o(y)=4;

Logo, a atribui¢ao da cor 2 as arestas de ligacao nao introduz conflito, dado que a cor
2 nao ocorre nos vértices de borda u;, v;, x;,y; dos blocos B;. Além disso, os conjuntos
de cores dos vértices de borda u;, v, T;, y; sdo dois a dois disjuntos. Observe também que
as cores dos vértices u; e v; sdo distintas das cores dos vértices x; e y;. Deste modo,
concluimos que ¢ é uma 5H-coloracao total semiforte de G. O

3.6 Subgrafos de grafos com A(G) =3

Seja G um grafo simples, conexo e com A(G) = 3. Seja também H um subgrafo conexo de
G. De acordo com a questao proposta pelo Problema 2.9, é possivel ter x”(H) > x!(G).
A Figura 3.34 exibe um exemplo em que isto ocorre.

1 2 3 1
3 4 3 4
2 1 3 2 5 3
G H

Figura 3.34: Um grafo simples e conexo G com A(G) = 3, x/(G) = 4 e um subgrafo
H C G com y/(H)=5.

Se o grafo GG possui vértices adjacentes de grau maximo, a solu¢ao do Problema 2.9
(pag. 25) estd relacionada a solugdo da Conjetura 3.2 (pag. 48). Se esta conjetura for
verdadeira, entao, para todo subgrafo H C G, teremos que x4 (H) < x2(G).

No Teorema 3.11 a seguir, solucionamos o Problema 2.9 para o caso em que o subgrafo
H C G possui x?(H) < 2; ja no Teorema 3.12 solucionamos o Problema 2.9 para o caso
em que o subgrafo H C G possui A(H) = 3 e nao possui vértices adjacentes de grau
maximo. Desta forma, considerando GG como definido acima, o Problema 2.9 continua
aberto apenas para o caso em que A(H) = 3 e H possui vértices adjacentes de grau
maximo.
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Teorema 3.11. Seja G um grafo simples, conexo e com A(G) = 3. Seja H C G um
subgrafo conexo tal que A(H) < 2. Entao, X'(H) > x!(G) se e somente se H = K3 e G
nao possui vértices adjacentes de grau mdrimo.

Demonstragao. Seja G um grafo simples, conexo e com A(G) = 3. Seja H C G um
subgrafo conexo tal que A(H) < 2. Suponha que G ndo possua vértices adjacentes
de grau méaximo e que H = Kj. Pelo Teorema 3.5, x”(G) = 4 e, pelo Teorema 2.15,
Xa(H) =5. Logo, X/(H) =5 >4 = x2(G), e o resultado segue.

Agora, suponha que G possua vértices adjacentes de grau maximo. Pela Proposicao 2.7,
temos que x7(G) > 5. Se A(H) € {0,1}, entao x”(H) < 3 e o resultado segue. Se
A(H) =2 e H 2 K3, o resultado segue pelo Corolario 2.25. Se A(H) =2 e H = K,
entdo, pelo Teorema 2.15, x”(H) = 5. Neste caso, x7(H) = 5 = x2(G) e o resultado
segue. Suponha que G nao possua vértices adjacentes de grau maximo. Entdao, H 2 Ksj.
Pelo Corolario 2.25, temos que x7(H) < 4 = x”(G), e o resultado segue. O

Teorema 3.12. Seja G um grafo simples, conexo e com A(G) = 3. Seja H C G um
subgrafo conexo tal que A(H) = 3. Se H nao possui vértices adjacentes de grau mdximo,
entdo Xo(G) = xq(H).

Demonstragao. Pela Proposigao 2.6, x”(G) > 4. Pelo Teorema 3.5, x”(H) = 4. Logo,
Xa(G) = 4 = xq(H). =






Capitulo 4

Grafos r-partidos

Sejam 7 e n inteiros positivos. Um grafo r-partido é um grafo cujo conjunto de vértices
pode ser particionado em r conjuntos independentes. Um grafo 3-partido é também
denominado tripartido. Dizemos que um grafo G é r-partido completo quando o seu
conjunto de vértices pode ser particionado em r conjuntos independentes Vi, Vi, ..., V.4
e, para quaisquer dois vértices u,v € V(G), pertencentes a partes distintas, temos uv €
E(G). Um grafo r-partido completo no qual todas as suas partes possuem cardinalidade
n ¢ denominado um grafo equipartido completo e é denotado por K. A Figura 4.1
apresenta dois exemplos de grafos equipartidos completos.

SN T Vo Py —— W
(a) Grafo Ky(z). Cada parte deste grafo (b) Grafo Ky3). Cada uma das quatro partes
possui exatamente dois vértices. deste grafo possui exatamente trés vértices.

Figura 4.1: Exemplos de grafos equipartidos completos.

Na Sec¢ao 4.1, provamos que a Conjetura da Coloragdo Total Semiforte é verdadeira
para os grafos equipartidos completos. Além disso, provamos que os grafos equipartidos
completos G de ordem par possuem x7(G) = A(G) + 2, determinando o seu nimero
cromético total semiforte. Posteriormente, na Secao 4.2, provamos que a Conjetura da

79
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Coloracao Total Semiforte é verdadeira para os grafos tripartidos e apresentamos duas
familias de grafos tripartidos completos que possuem x7(G) < A(G) + 2.

4.1 Grafos equipartidos completos

Nesta secao, estudamos o problema da coloracao total semiforte nos grafos equiparti-
dos completos. Somente consideramos grafos K,y com r > 2 e n > 2, pois o nimero
cromdtico total semiforte do K,y com 7 < 2 ou n < 2 jd é conhecido. De fato, quando
n =1, o grafo K,(,) ¢ isomorfo ao grafo completo K,, cujo niimero cromdtico total semi-
forte é conhecido (Teorema 2.15). Quando r =1, V(Kj)) é um conjunto independente.
Neste caso, como cada vértice pode ser colorido com a mesma cor, x& (K@) = 1.

A abordagem deste capitulo ¢ baseada na construcao de coloragtes para o grafo K, ().
Para auxiliar esta construcao, definimos uma decomposi¢ao dos grafos equipartidos com-
pletos. Uma rotulagdo canonica do K,y é uma rotulagao dos vértices do K, (,), definida
da seguinte maneira: para 0 < j < r — 1, cada vértice na parte V; recebe um roétulo u;
distinto, com 0 <4 <n — 1. A Figura 4.2 exibe uma rotula¢io canonica do Ky().

Figura 4.2: Kj) munido de uma rotulagao canonica.

Considere o grafo K, (,) munido de uma rotulacao canonica. Definimos os subgrafos
K! = Gl{ub,u},...,u_1}], 0 < i < n—1. Observe que cada subgrafo K é isomorfo
ao grafo completo K. Deste modo, K, ) possui n subgrafos induzidos disjuntos que sao
isomorfos ao K. A Figura 4.3 exibe o grafo K3 munido de uma rotulagdo canodnica e
os seus subgrafos induzidos K e K.

Definimos o subgrafo B;; como o grafo bipartido com partes V(K") e V(K7), 0 < i <
J < n—1, tal que B;; é o subgrafo do K, (,) induzido pelas arestas que ligam os vértices do
K aos vértices do K7. Note que B;; é um grafo (r — 1)-regular. De fato, as arestas uu;,
(0 <k <r—1) ndo existem dado que os vértices u e uj, pertencem a uma mesma parte
Vi no grafo K, (). A Figura 4.4 exibe o grafo K munido de uma rotulacao candnica
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0 0
Uy &------ 9 U u[l) u%
N e
| N s |
I NG I
| 4 N |
7 S
7 N
0 ______
Us ¢ ¢ ug u;, u%
0 1
K4 K4
(a) K4(2) munido de uma rotulacao (b) Dois subgrafos induzidos K9 e K} que sdo isomor-
candnica. fos ao grafo completo K.

Figura 4.3: Ky e os seus subgrafos induzidos K e Kj.

e o seu subgrafo bipartido, By, induzido pelas arestas que ligam os vértices do subgrafo
K aos vértices do subgrafo Kj.

ug ug
uf uy
u U
ug ug
(a) K4(2) munido de uma rotulagao canénica. Arestas (b) Subgrafo bipartido By;.

em negrito induzem o subgrafo bipartido By;.

Figura 4.4: Ky munido de uma rotulagao canonica e seu subgrafo bipartido By;.

Usando a notagao acima, definimos a decomposicdo canonica [K,B] do K,(,) como a
uniao dos subgrafos IC e B, disjuntos nas arestas, tais que:

K= U de, (S B .= U BZJ

0<i<n-—1 0<i<j<n—1

Assim, K,y = (KUB). Observe que, para n > 2, K é um grafo ndo conexo composto
pelas componentes conexas K, 0 <i<n — 1.
Dois vértices uj, u) € V(K,(n)) sdo denominados vértices correspondentes se | = p

e i # j; ou seja, dois vértices sao correspondentes se e somente se eles sao distintos e

pertencem & mesma parte no grafo K, (,). Por exemplo, na Figura 4.3(b), os vértices u e

ug sio correspondentes. Duas arestas uju),, wJui € E(K,q) sdo arestas correspondentes

sel=s,p=1tei# j. Porexemplo, as arestas ulu3 e ulul sao arestas correspondentes
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no Ky); observe na Figura 4.3(b) que estas arestas pertencem aos subgrafos K} e Kj,
respectivamente.

Seja Gr o grafo simples subjacente, obtido a partir de [IC, B] pela contragao de cada
subgrafo K a um vértice v;. O grafo Gg é denominado o grafo representante do K, ¢,). A
decomposicao canonica do K, pode ser representada pelo grafo Gr da seguinte maneira:
cada vértice v; € V(GR) corresponde a um subgrafo K! C K e cada aresta v;v; € E(Gg)
corresponde ao grafo bipartido B;; € B. Observe que Gr = K,,. Por exemplo, o grafo re-
presentante do Ky (2) ¢ isomorfo ao grafo completo K. A Figura 4.5 ilustra a decomposicao
canonica do Ky e apresenta o seu grafo representante.

0 1 2
K4 K4 K4
0 1 2
Uo Uo uo
0 1 2
K uy uy uy
0 1 2
U U Uy
0 1 2
u3 U3 us
(a) K43y munido de uma rotulagao (b) O subgrafo K formado pelos subgrafos
canodnica. K, K} e K2 isomorfos ao Kj.
Gr

0
Vo 01
0 1 '
K4 K4 @
V2

(c) Esquema mostrando a decomposi¢do candnica (d) O grafo representante do
do Ky). Cada retangulo representa um subgrafo Ky4(3). Note que Gg = K3.

K} C K. As linhas cheias conectando dois retangulos

representam as arestas dos grafos bipartidos By1, Bo2

(§] 312.

Figura 4.5: Decomposi¢ao candnica do Kys) e o seu grafo representante Gg.

A seguir apresentamos um resultado que é utilizado na demonstracao do Teorema 4.2.

Lema 4.1. Seja r um inteiro positivo impar e seja G um grafo bipartido (r — 1)-reqular
com partes X = {xg,...,x,—1} e Y = {yo,...,yr_1} tal que x;y; ¢ E(G), para i €
{0,...,7 —1}. Entao, existe uma r-coloragdo de arestas w : E(G) — {0,...,r — 1} tal
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que T(zyy;) & {i,7}.

~

Demonstracdo. Seja r um inteiro positivo fmpar e seja H
{zo,...,x,1} e Y := {yo,...,yr—1}. Pelo Teorema 1.4, y'(H) = r. Seja ¢ uma r-
coloracao de arestas de H definida da seguinte maneira: para0 <i<r—1e0<p <r-—1,

K,, com partes X :=

A(TiY(i+p) mod r) = (24 2p) mod r.

A Figura 4.6 exibe um grafo bipartido H = K3 5 munido de uma 5-coloragao de arestas
¢ tal como definida acima.

Figura 4.6: Grafo bipartido completo H = K55 munido de uma 5-coloragao de arestas ¢.
Observe que, para 0 < i <4, ¢(z;y;) = i.

A coloragdo ¢ usa r cores e ¢(x;y;) = i, para 0 < ¢ < r — 1. Inicialmente, provamos
que ¢(z;y;) # ¢(x;ys) para quaisquer duas arestas distintas x;y;, z;ys € E(H). Considere
j=(G+p)modres=(i+py) modr. Como j # s, concluimos que p; # po. Deste
modo, 7 + 2p; e i + 2py pertencem a classes de congruéncia médulo r distintas. Portanto,
as arestas x;y; e x;ys recebem cores distintas.

Agora, provamos que ¢(z;vy) # ¢(xsy:), para quaisquer duas arestas distintas x;y; e
x5y pertencentes a E(H). Considere t = (j + p1) mod r = (s + p2) mod r. Como j # s,
temos que p; # pa. Deste modo, (t + 2p;) mod r e (t + 2py) mod r pertencem a classes
de congruéncia médulo 7 distintas. Portanto, ¢(z;u:) # ¢(xsy:) e ¢ é uma r-coloracao de
arestas de H com a propriedade de que ¢(z;y;) =14, para 0 <7 <7 — 1.

Seja G um grafo bipartido (r — 1)-regular com partes X := {zg,...,z,—1} e Y =
{v0,.--,yr—1} tal que 2;y; ¢ E(G), 0 <i <r —1. Entdo, G C H. Desta forma, seja 7 a
restricao da coloracao ¢ aos elementos do subgrafo GG, ou seja,

m(zy;) == ¢(zy;) para0<i,j<r—1ei#j.

Como ¢(x;y;) = 1, concluimos que 7(x;y;) ¢ {i,7}. O
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A seguir provamos que a Conjetura da Coloragdo Total Semiforte é verdadeira para
os grafos equipartidos completos. Além disso, determinamos o niimero cromatico total
semiforte do K, (,) de ordem par.

Teorema 4.2. Seja G := K., um grafo equipartido completo comr >2 en > 2. Se G
possui ordem par, entio X"(G) = A(G) + 2; caso contrdrio, X"(G) < A(G) + 3.

Demonstragdo. Seja G := K, @), r > 2 e n > 2, um grafo equipartido completo munido
de uma rotula¢do canonica e seja [IC, B] uma decomposi¢do canodnica de G. Para cada
i, 0 < i < n—1, ajuste a notagdo de modo que V(K!) = {uf,ut,...,u._;}. Pela
Proposi¢ao 2.7, x2(G) > A(G) +2=n(r — 1) + 2.

Na demonstragao deste teorema, consideramos quatro casos de acordo com a paridade
de n e r. Para cada caso, construimos uma coloracao total semiforte 7= para G com
A(G) + 2 cores, se G possui ordem par, ou com A(G) + 3 cores, se G possui ordem
impar. A fim de obtermos a coloragao 7, primeiramente construimos uma coloragao total
semiforte ¢ para o subgrafo K e, posteriormente, construimos uma coloracao de arestas A
para o subgrafo B. A coloragdo 7 é definida de modo que ¢ seja uma restricao de m aos
elementos de IC, e A seja uma restricao de 7 as arestas de B.

Caso 1. r =0 (mod 2) e n =0 (mod 2).

Neste caso, primeiro construimos a coloragdo ¢ usando 7 + 1 cores e, posteriormente,
construimos A com (n—1)(r—1) novas cores. Deste modo, a colora¢ao m usa n(r—1)+2 =
A(G) + 2 cores.

Pelo Teorema 2.15, temos que x7(K!) = r+1. Entao, seja ¢’ uma (r+1)-coloragao total
semiforte canonica do K! tal que, para quaisquer ¢' e ¢/, i # j, vértices correspondentes
e arestas correspondentes de GG recebam a mesma cor. Deste modo, a coloragdo ¢ é

formalmente definida a seguir.

d(uf) = ¢'(u}), uy € V(K)), i€{0,...,n—1}eje{0,...,r —1};
o(ufuy) = @' (uhuy,), uhu, € E(K}),1€{0,...,n—1} e j,k€{0,...,r —1}.

Observe que as coloracdes totais semifortes ¢' determinam uma coloracdo total semi-
forte ¢ para IC dado que dois vértices de K sao adjacentes se e somente se pertencem a um
mesmo subgrafo K. A Figura 4.7 ilustra a coloragao ¢ do subgrafo K C Ky(). Observe
que a coloragao ¢ usa 5 cores e que quaisquer dois vértices correspondentes e quaisquer
duas arestas correspondentes possuem cores idénticas.

Para concluir a coloragao , resta colorir as arestas do subgrafo B. Cada B;; C B
é um grafo bipartido (r — 1)-regular. Pelo Teorema 1.4, B;; admite uma coloracao de
arestas com r — 1 cores. Observe que, para quaisquer dois subgrafos B;; e By disjuntos
nos vértices, as r — 1 cores utilizadas para colorir as arestas de B;; também podem
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0 1 1
U, U U, U
U% u(l] 0 1 0 1
2 1
o v 4 4 4 4
U, uy
0 3
U ug u3 ud u3 u
3 0 2 3 0 2
0 3 1 0 3 1
u% uy ug’ uz{’
3 0
U n
3 L2 4 4 4 4
usz : U
ud Ly ul 2 3 3
0 — 3 usz u Uus Uy
U3 ' U 3 0 2 3 0 2
(a) K4y munido de uma rotulagao (b) Subgrafo K munido de uma 5-coloragao
canbnica. As arestas em negrito sdo total semiforte. Observe que vértices cor-
arestas do subgrafo K. respondentes e arestas correspondentes pos-

suem cores idénticas.

Figura 4.7: Ky e seu subgrafo K munido de uma 5-coloragao total semiforte.

ser reutilizadas para colorir as arestas de Bj. A fim de determinar os subgrafos B;;
disjuntos nos vértices, utilizamos o grafo representante Gr do K,(,). Considere as classes
de cores de uma x'(Gg)-coloragdo de arestas do grafo representante Gg. Observe que
nesta coloragao cada classe de cor é um emparelhamento perfeito de Gg, pois Gr = K, e
n é par. Além disso, lembramos que a aresta v;v; € E(GR) representa o grafo bipartido
B;; C B. Portanto, para cada emparelhamento perfeito M, de G, existe uma familia
Fi C B tal que v;v; € My, se e somente se B;; € Fi, 1 < k < x'(Gg). Os grafos bipartidos
pertencentes a Fy sao dois a dois disjuntos nos vértices, para 1 < k < x’(Gg). Em uma
mesma familia Fj, podemos usar as mesmas r — 1 para colorir cada grafo bipartido. A
partir destas observacoes concluimos que, para cada familia Fj, sdo necessarias um total
de r — 1 cores para colorir as arestas dos grafos que a compoe. Como x'(Ggr) = n — 1,
existem exatamente n—1 familias Fj. Isto implica que sdo usadas um total de (n—1)(r—1)
novas cores para colorir as arestas de B.

Seja A uma coloracao de arestas de B como descrita acima. A Figura 4.8 apresenta
o grafo representante Gr do Kyu4). Observe que cada vértice v; € V(Gg) corresponde
a um subgrafo K! C K e cada aresta v;v; € E(Gg) corresponde a um grafo bipartido
B;; € B. Como Gg, neste caso, possui uma 3-coloragao de arestas, temos que existem
trés emparelhamentos perfeitos My, My, M3 em Gg. Isso implica que existem trés familias
de subgrafos bipartidos JFi, Fs, F3 contidas em B. A Figura 4.9 apresenta uma coloracao
A do subgrafo B C K.

A seguir, provamos que 7w é uma coloracao total. Pela definicdo de m, dois vértices
recebem a mesma cor quando eles pertencem a uma mesma parte. Deste modo, vértices
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My = {vovs, viv2} = F1 = {Bos, B12}
v My = {vova, v1v3} = F2 = {Bo2, B13}
M3 = {vov1,v2u3} = F3 = {Bo1, Bas}
JF1 recebe as cores 5,6,7

JFo recebe as cores 8,9, 10

3 JF3 recebe as cores 11,12,13

Figura 4.8: Grafo representante do K4 munido de uma 3-coloragao de arestas.

uf
. uj
ey ui
ﬁ. p U'{{)
N YR T ,
e\ ,\ X
e K .
2 e o\ | Ug
e
uj

(a) K44y munido de uma rotulagao
canbnica. As arestas em negrito sao
arestas do subgrafo B.

Up

uj uj
0 1
us u3

(c) Subgrafos Bgs e B1s munidos de uma 3-
coloracdo de arestas com as cores 8,9 e 10.

1
us3 u3

(b) Subgrafos Bys e Bi2 munidos de uma 3-
coloragao de arestas com as cores 5,6 e 7.

0
Up

“(1) uy
uj u3

0 2
Uus3 u3

(d) Subgrafo By e Bz munidos de uma 3-
coloracdo de arestas com as cores 11,12 e 13.

Figura 4.9: Ky) e seu subgrafo B munido de uma 9-coloracao de arestas A.

adjacentes possuem cores distintas. Quaisquer elementos adjacentes ou incidentes per-

tencentes ao subgrafo K possuem cores distintas porque K recebeu uma coloracao total

semiforte. Além disso, quaisquer duas arestas adjacentes de B possuem cores distintas,
pois B recebeu uma coloragao de arestas. Como todas as cores usadas na coloragao to-
tal semiforte de K sdo distintas das cores usadas na coloracao de arestas de B, temos
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que cada vértice e aresta incidentes possuem cores distintas, assim como quaisquer duas
arestas adjacentes. Portanto, 7 é uma coloragao total de G.

Agora, provamos que a coloracao total 7 é também semiforte. Observe que, para todo
vértice uj € V(G), Cr(uj) = Cy(uj) U Cy(uj). Para concluir a demonstracao deste caso,
devemos provar que Cr(uj) # Cr(u]) para quaisquer dois vértices adjacentes uj,ul €
V(G), com | # p. Se j = i, os vértices uj,u) pertencem ao mesmo subgrafo K} C K,
e o resultado segue a partir da construcao da coloracao ¢ e do fato de que as cores de
A sdo disjuntas das cores de ¢. Suponha que i # j. Pela construgao da coloragao ¢,
Cy(up) # Cy(ul), pois uj, u), ndo sio vértices correspondentes e as suas arestas incidentes
também nao o sao. Além disso, todas as cores usadas para colorir as arestas de B sao
disjuntas das cores usadas pela coloragao ¢.

Caso 2. r =1 (mod 2) e n =0 (mod 2).

Neste caso, inicialmente construimos ¢ usando 27 cores e, posteriormente, construimos
A com (n — 2)(r — 1) + r cores, de modo que r dessas cores sdo também usadas em ¢.
Deste modo, a coloracao 7 resultante usa n(r — 1) + 2 = A(G) + 2 cores.

Como r ¢é fmpar, x'(K') = r. Para cada K!, construimos uma 2r-coloragao total
semiforte ¢* da seguinte maneira: (i) as arestas de K’ recebem uma r-coloracao de arestas
padrao com cores do conjunto {0,...,r — 1} (Lembre que a coloragao de arestas padrao
do K, foi definida na Secéo 2.3, Capitulo 2); (i) ¢'(u}) :=r+j, 0 < j <r—1. Vamos
mostrar que ¢' ¢ uma coloracao total semiforte. Note que os vértices de K receberam
cores distintas e K’ recebeu uma coloragao de arestas padrao. Além disso, como o conjunto
das cores utilizadas nos vértices ¢ disjunto do conjunto das cores utilizadas nas arestas,
quaisquer vértice e aresta incidentes possuem cores distintas e quaisquer dois vértices
adjacentes sao distinguidos pela cor que receberam. Portanto ¢’ é uma 2r-coloracao total
semiforte para K’ e a coloracdo total semiforte ¢ do subgrafo K é definida como no caso
anterior. A Figura 4.10 ilustra a coloragao ¢ do subgrafo K C Kjz4). Observe que a
coloracao ¢ usa seis cores e que quaisquer dois vértices correspondentes e quaisquer duas
arestas correspondentes possuem cores idénticas.

Agora, resta colorir as arestas do subgrafo B. Sabemos que as arestas dos subgrafos
B;; podem ser coloridas com r — 1 cores. Como n ¢ par, sabemos também que o grafo
representante G'g possui n — 1 emparelhamentos perfeitos. Para n — 2 destes emparelha-
mentos perfeitos, aplicamos a mesma estratégia utilizada no Caso 1, usando (n—2)(r —1)
novas cores para colorir as arestas dos grafos dos conjuntos F, 1 < k <n — 2.

Seja M,_1 o emparelhamento perfeito restante do subgrafo Gr. Para cada aresta
v;v; € M,_;, existe um grafo bipartido (r — 1)-regular B;; € F,_;. Como quaisquer
dois subgrafos bipartidos pertencentes a F,_; sao disjuntos, podemos usar r — 1 cores
para colorir as arestas destes subgrafos. Deste modo, para cada B;; € F,_1, seja A7 :
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(a) Kj(s) munido de uma rotulagao (b) Subgrafo K munido de uma 6-
candnica. As arestas em negrito sdo coloragdo total semiforte. Observe que
arestas do subgrafo K. vértices correspondentes e arestas corres-

pondentes possuem cores idénticas.

Figura 4.10: Kj3(4) e seu subgrafo K munido de uma 6-coloracao total semiforte.

E(B;j) — {r,...,2r — 1} uma r-coloracao de arestas obtida a partir do Lema 4.1, tal
que A\ (ujul) ¢ {r + 1,7 + p}. Pela definicdo da coloragio ¢, o vértice uj recebeu a cor
7+ 1 e o vértice uj, recebeu a cor r + p. Logo, a coloracio de arestas A do subgrafo B;;
nao conflita com a coloracao dos vértices. Portanto, as arestas de B sdo coloridas com
(n —2)(r — 1) + r cores, tal que r destas cores também sdo utilizadas na coloragao dos
vértices de K. A Figura 4.11 apresenta uma coloracdo A do subgrafo B C K.

A seguir, provamos que 7w é uma coloracao total de G. Por construcdo, ¢ é uma
coloragao total semiforte para K e A é uma coloracao de arestas para B. Lembre que,
nenhuma das cores usadas nos vértices de G foram atribuidas as arestas de K. Para colorir
as arestas de B, usamos (n—2)(r — 1) novas cores e reusamos r cores que foram atribuidas
aos vértices de GG. Logo, concluimos que quaisquer duas arestas adjacentes possuem cores
distintas. Pela definicio de ¢, vértices que pertencem a um mesmo K' C K possuem
cores distintas. Também pela defini¢io de ¢, dois vértices pertencentes a subgrafos K
e K/ distintos recebem a mesma cor se e somente se eles sao vértices correspondentes.
Logo, concluimos que quaisquer dois vértices adjacentes possuem cores distintas. Por
construcao de ¢ e A, e pelo Lema 4.1, concluimos que nao existe aresta em B que seja
incidente em um vértice de mesma cor. Portanto, a coloracdo m é uma coloragao total.

Agora, provamos que a coloracao total 7 é também semiforte. Observe que quaisquer
dois vértices pertencentes a um mesmo subgrafo K possuem conjuntos de cores distintos,
o que é garantido pela coloragao total semiforte dada para o subgrafo K. Como as cores
usadas para colorir as arestas de B ocorrem em cada vértice de GG, quaisquer dois vértices
adjacentes u e v tais que u € V(K?) e v € V(K7), com i # j, sao também distinguidos
pela coloragao total semiforte dada para K. De fato, cada subgrafo K C K recebeu uma
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3 92 %1 %) 0
U/2 UQ UQ U2 uQ
(a) K34y munido de uma rotulagdo (b) Subgrafos By e Bz munidos de uma 2-
canOnica. As arestas em negrito sdo coloracao de arestas com as cores 6 e 7. Observe
arestas do subgrafo B. que esses subgrafos sdo disjuntos.
0 2 1 0 1 2
U Uy Ug Ug Uy Uy

ug uj g uj uy U3

(¢) Subgrafos Bpz e Bjz munidos de uma 2- (d) Subgrafos By e Bz munidos de uma 3-
coloracdo de arestas com as cores 8 ¢ 9. Observe coloracdo de arestas com as cores 3,4 e 5. Ob-
que esses subgrafos sdo disjuntos. serve que esses subgrafos sdo disjuntos e que,

de acordo com a Figura 4.10(b), estas cores
também aparecem nos vértices de G.

Figura 4.11: Kj(4) e uma 6-coloragao de arestas A de seu subgrafo B.

coloragao de arestas padrao com cores do conjunto {0,...,r — 1} e, de acordo com essa
coloracio de arestas, temos que em cada vértice u a cor [ estd ausente. Esta propriedade
permanece valida para a coloracao 7, pois as cores utilizadas na coloracdo de arestas
padrao do subgrafo IC nao foram reutilizadas na coloragao de arestas do subgrafo B. Deste
modo, para todo vértice u} pertencente & parte V; temos que Cr(u) = {i}, 0 <i <r—1.
Logo, C(u) # C.(v) para quaisquer dois vértices adjacentes u,v € V(G). Portanto, 7 é
uma (A(G) + 2)-coloragao total semiforte de G.

Caso 3. r=0 (mod 2) en =1 (mod 2).

Neste caso, inicialmente construimos a coloracao A usando n(r — 1) cores, e entao
construimos ¢ com 7 + 1 cores, usando somente duas cores novas. Portanto, a coloracao
7 resultante usa n(r — 1) +2 = A(G) + 2 cores.

Como n é impar, temos que x'(Gr) = n. Considere uma n-coloragao de arestas padrao
do grafo representante Gg. Aplicando o mesmo método dos casos anteriores, obtemos uma
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n(r—1) coloragdo de arestas A para o subgrafo B3 a partir da coloragao de arestas padrao do
grafo G . Pela construcao da coloracao de arestas padrao de G, para cada 0 <7 <n-—1,
a cor i nao ocorre no vértice v; € V(Gg). Isto implica que, para 0 < i < n — 1 , existe
um conjunto de r — 1 cores de A que nao ocorrem nos vértices da componente K'. Seja
S; este conjunto de cores tal que S; := {c},c},...,c._,}. A Figura 4.12 apresenta uma
9-coloracao de arestas A para o subgrafo B C Ky(3). Neste exemplo, os conjuntos de cores

Si Sa0: SO = {O, 1, 2}, Sl = {3,4, 5} (S SQ = {6, 7, 8}

ub 2
ul 2
uj u3
! 2

(b) Subgrafo Bj2 munido de
uma 3-coloragdo de arestas
com as cores 0,1 e 2.

(a) Ky munido de uma rotulacao
candnica. As arestas em negrito sdo
arestas do subgrafo B.

ug ug ug ub
uf uf uf ui
uy u3 ug uj
ud u3 ul uj

(c) Subgrafo Bpz munido de
uma 3-coloracao de arestas
com as cores 3,4 e 5.

(d) Subgrafo By munido de
uma 3-coloracdo de arestas
com as cores 6,7 e 8.

Figura 4.12: Kjy(3) e uma 9-coloracao de arestas A de seu subgrafo B.

Agora, construimos uma (r + 1)-coloragao total semiforte ¢ para o subgrafo K. Para
isso, definimos uma (r + 1)-coloragdo total semiforte candnica ¢’ para cada subgrafo K
usando as cores S; U {z,y}, 0 < i < n —1, tal que = e y sdo duas cores novas. De
acordo com o Lema 2.14, em qualquer (r + 1)-coloracdo total semiforte canonica de um
grafo completo K, de ordem par, existe uma cor que induz um emparelhamento perfeito.
Para cada K! ajuste a notacao tal que: (i) a cor y induza um emparelhamento perfeito
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€m Km (11) ¢ (ur—l)
coloridos com a cor x pertencem a mesma parte V,_; e, portanto, ndo sao adjacentes.

= ;e (iii) ¢'(u}) = ¢}, 0 < j < 7 —2. Observe que os vértices

A Figura 4.13 apresenta uma coloracao total semiforte do grafo K C Ky(3) que usa onze
cores; nove destas cores foram usadas na coloragao de arestas do subgrafo B C Ky,
enquanto as cores 9 e 10 sao cores novas. A cor 10 induz um emparelhamento perfeito
em cada subgrafo K’ e todos os vértices coloridos com a cor 9 pertencem a uma mesma
parte.

0 9 1
Ug ug
10 10
uf uj
u3 9 0 2

(a) Kys) munido de uma rotulagdo
canbnica. As arestas em negrito sao
arestas do subgrafo K.

(b) Subgrafo K munido de uma
5-coloracao total semiforte com as
cores 0,1,2,9 e 10.

6 7
2 9 2
Up

(d) Subgrafo K2 munido de uma
5-coloragao total semiforte com as
cores 6,7,8,9 e 10.

(c) Subgrafo Kj munido de uma
5-coloracao total semiforte com as
cores 3,4,5,9 e 10.

Figura 4.13: Subgrafo K C Ky3) munido de uma coloragao total semiforte com 11 cores.

A fim de concluir este caso, provamos que a coloragao resultante 7, como previamente
definida, é uma (A(G) + 2)-coloragao total semiforte de G.

Inicialmente, provamos que 7w é uma coloragao total. Observe que a coloragao total
semiforte atribuida ao subgrafo K garante que quaisquer dois elementos adjacentes ou
incidentes pertencentes a um mesmo subgrafo K possuam cores distintas. Além disso,
quaisquer duas arestas adjacentes pertencentes ao subgrafo B recebem cores distintas,
porque A é uma coloragao de arestas. De acordo com a definicao do conjunto de cores .S;,
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temos que as cores de S; nao ocorrem nas arestas dos grafos bipartidos B;,, 0 < p <n-—1,
p # i. Além disso, m(ul) € S; U{z} e x ndo ¢ usado para colorir as arestas de B. Deste
modo, quaisquer duas arestas adjacentes possuem cores distintas e cada vértice e aresta
incidentes possuem cores distintas. Resta analisar dois vértices adjacentes uf, u] € V(G),
i # j. Observe que w(u}) € S;U{z} e w(u}) € S; U {z}. Por construcio, S; e S; sdo
disjuntos e no méaximo um dos vértices ul e u] recebeu a cor z, pois esses vértices sio
adjacentes. Portanto, concluimos que 7 é uma coloragao total.

A seguir, provamos que a coloragao total m é também semiforte. Lembre que, para todo
vértice u] € V(G), Cr(u}) = Cy(uj) U Cy(uj). Considere u} e ui dois vértices adjacentes
pertencentes ao subgrafo K'. Pela definigao da coloragao \, temos que C)(u}) = Cy(u}).
No entanto, lembre que a coloragio ¢ restrita ao subgrafo K’ ¢ uma coloragao total
semiforte. Desde que [ # k, pela defini¢ao de ¢ temos que Cy(uj) # Cy(uj,). Deste modo,
obtemos que Cy(u}) # Cr(ul).

Agora, considere dois vértices adjacentes u! e u], pertencentes a subgrafos distintos K7’
e K7, respectivamente. Note que u! e ui nao sao vértices correspondentes, pois [ # k.
Considere também o vértice uj, correspondente ao vértice ui. Para cada conjunto S;U{z},
0 <i<n—1, definimos (c,...,c _,,r) como uma ordenacio deste conjunto. Considere
os vértices correspondentes ul e u. Pela definicio de 7, temos que Cy(ul) C S; U {z} e
Cr(ul) C S;U{x}. Além disso, Cr(ul) e Cr(u]) possuem a mesma posicio na ordenacio
previamente definida. Por outro lado, C(uf) C S;U{z} e Cr(u}) # Cr(u?). Concluimos,
entdo, que Cr(ul) # Cr(ul).

Caso 4. r=1 (mod 2) en =1 (mod 2).

Neste caso, inicialmente construimos a coloragao de arestas A para o subgrafo B usando
n(r — 1) cores e, posteriormente, construimos a coloragao total semiforte ¢ do subgrafo
com r + 2 cores usando apenas trés cores novas. Portanto, a coloragdo 7 resultante usa
n(r—1)+3 = A(G) + 3 cores.

Como n é impar, temos que x'(Gr) = n. Considere uma n-coloragao de arestas padrao
do grafo representante Gg. Aplicando o mesmo método dos casos anteriores, obtemos uma
n(r—1) coloragao de arestas \ para o subgrafo B. Pela construgao da coloragio de arestas

padrao de Gg, para cada i € {0,...,n — 1}, a cor i ndo ocorre no vértice v; € V(GRg).
Isto implica que, para i € {0,...,n — 1}, existe um conjunto de cores S; com r — 1 cores
de A que nao ocorrem nos vértices da componente K'. Defina S; := {c,ct ..., c\_,}. A

Figura 4.14 apresenta uma 6-coloracao de arestas A para o subgrafo B C Kjy(). Neste
exemplo, os conjuntos de cores S; sao Sy = {0,1}, S; = {2,3} e Sy = {4,5}.

Cada subgrafo K’ ¢ um grafo completo de ordem ifmpar. Logo, construimos uma
(r + 2)-coloragao total semiforte ¢ para o subgrafo K. Para isso, definimos uma (r + 2)-
coloracio total semiforte candnica ¢* para K' usando as cores S;U{x,y,2},0<i<n-—1.
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0 2
U uy
0
uy
0
u% u% ug U2
(a) K33y munido de uma rotulagao (b) Subgrafo By; munido de uma coloragao
candnica. de arestas com as cores 4 e 5.

uj
(¢) Subgrafo By munido de uma co- (d) Subgrafo By2 munido de uma coloracao
loragdo de arestas com as cores 2 e 3. de arestas com as cores 0 e 1.

Figura 4.14: Uma 6-coloracao de arestas A do subgrafo B C Kj(3).

Para cada K, ajuste a notagao de modo que ¢*(u}) = ¢, 0 < j <r—2e ¢'(u._,) = .
As cores y e z colorem apenas arestas do K. Observe que os vértices coloridos com a cor
x nao sao adjacentes pois eles pertencem a mesma parte V,._; no grafo G. A Figura 4.15
exibe uma 9-coloragao total semiforte do subgrafo K C K3). Observe que as cores 7 e
8 aparecem somente nas arestas e que os Unicos vértices em que a cor 6 aparece sao 0s
vértices da parte V5.

Embora a demonstracao de que 7 é uma coloragao total semiforte seja essencialmente
a mesma do caso anterior, seus detalhes sdo descritos a seguir.

Observe que a coloracao total semiforte atribuida ao subgrafo IC garante que quaisquer
dois elementos adjacentes ou incidentes pertencentes a um mesmo subgrafo K’ possuam
cores distintas. Além disso, quaisquer duas arestas adjacentes do subgrafo B recebem cores
distintas, porque A é uma coloracao de arestas. De acordo com a definicao do conjunto
de cores \S;, temos que as cores de S; nao ocorrem nas arestas dos grafos bipartidos B;p,
0<p<n-—1,p+#i Além disso, 7(ul) € S; U {x} e z ndo é usado para colorir as
arestas de B. Deste modo, quaisquer duas arestas adjacentes possuem cores distintas
e cada vértice e aresta incidentes possuem cores distintas. Resta analisar dois vértices
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uj uf
6 8 1

(a) Subgrafo K9 munido

de uma 5-coloragdao to-

tal semiforte com as cores

0,1,6,7 e 8.

1 1
U Uy

6 8 3
(b) Subgrafo Ki munido
de uma 5-coloragdo to-
tal semiforte com as cores
2,3,6,7¢8.
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uj u
6 8 5

(c) Subgrafo K2 munido

de uma b5-coloragdo to-

tal semiforte com as cores

4,5,6,7 e 8.

Figura 4.15: Subgrafo K C Kj3(3) munido de uma coloragao total semiforte com 9 cores.

adjacentes u,u] € V(G), i # j. Observe que m(u}) € S; U{x} e 7(u]) € S; U {x}. Por
construgao, S; e S; sao disjuntos e no maximo um dos vértices uj, e u] recebeu a cor z,
pois esses vértices sao adjacentes. Portanto, concluimos que 7 é uma coloragao total.
Agora, provamos que a coloracao total 7w é também semiforte. Lembre que, para todo
vértice u) € V(G), Cr(u}) = Cy(uj) U C\(uj). Considere uj, e uj dois vértices adjacentes
pertencentes ao subgrafo K'. Pela definigao da coloragao \, temos que C)(u}) = Cy(u}).
No entanto, lembre que a coloragdo ¢ restrita ao subgrafo K! é uma coloragao total
semiforte. Logo, Cy(u}) # Cy(ul), pois I # k. Deste modo, obtemos que Cy(u}) # Cy(u},).
Agora, considere dois vértices adjacentes u} e ui pertencentes a subgrafos distintos
K'! e KI, respectivamente. Para cada conjunto S; U {x,y,z2}, 0 < i < n — 1, definimos
(ch,ct,. .. ’ or
correspondentes u}, e uj, de G. Pela defini¢do de 7, temos que C,(u}) = {c,d}, tal que
c,d e S;U{x,y, 2}, c# d; e Cplu) ={c,d'}, ¢,d € S;U{x,y,z}, ¢ #d. Além disso,
c e ¢ possuem a mesma posigdo na ordenacao previamente definida de S; U {z,y,z2} e
S;U{z,y, 2z}, assim como d e d'. Pela definicdo de ¢*, C,(u}) # Cr(ui). Como S;NS; =0
e k # [, concluimos que C,(u}) # C,(u},). O

,Ch_,,,y,2) como uma ordenagdo deste conjunto. Agora, considere os vértices

De acordo com o Teorema 4.2, todo grafo equipartido completo G de ordem impar
admite uma coloragao total semiforte com no maximo A(G) + 3 cores. No entanto, a Fi-
gura 4.16 exibe uma (A(K3(3))+2)-coloragao total semiforte do K53) e a Figura 4.17 exibe
uma, (A(K3)) + 2)-coloragao total semiforte do Ksiy. Além destes exemplos, também
encontramos (A(G) + 2)-coloragoes totais semifortes para outros grafos equipartidos com-
pletos de ordem fmpar, como o Kx3) e 0 K73). Logo, acreditamos que a seguinte conjetura
seja verdadeira:

Conjetura 4.3. Se K,y possui ordem impar, entao X\ (K,m)) = A(K,m)) + 2.
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Figura 4.17: Grafo K35y munido de uma coloragao total semiforte com 12 cores.
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4.2 Grafos tripartidos

A seguir, provamos que a Conjetura da Coloracao Total Semiforte é verdadeira para os
grafos tripartidos.

Teorema 4.4. Se G é um grafo tripartido, entio X"(G) < A(G) + 3.

Demonstragao. Seja G um grafo tripartido com triparticao {Vi, Vs, V3}. Sejam Sp =
{1,...,A(G) + 1} e Sy = {A(G) + 2, A(G) + 3} dois conjuntos de cores disjuntos. A
seguir definimos um mapeamento ¢: V(G) U E(G) — Sy U Sg e provamos que ¢ é uma
(A(G) + 3)-coloragao total semiforte de G.

Pelo Teorema 1.3, ¥'(G) < A(G) + 1. Entao, seja g uma (A(G) 4 1)-coloragao de
arestas de G com as cores do conjunto Sg. Seja my uma coloracao dos vértices de G
definida da seguinte maneira: se u € Vi, entdo my(u) := A(G) + 2; se u € Vs, entdo
my(u) := A(G) + 3; se u € Vi, entao o vértice u recebe uma cor do conjunto Sg\Cy_(u).
Lembre que C)_(u) = {ng(uw): vw € E(G)}. Observe que, como o nimero de ares-
tas incidentes no vértice u é no maximo A(G), existe pelo menos uma cor no conjunto
Sp\C}, (u) para atribuir ao vértice u.

Defina ¢ tal que ¢|y ) = mv € ¢|g) = mp. Vamos mostrar que ¢ é uma coloragao
total semiforte. Pela definicao de ¢, quaisquer duas arestas adjacentes possuem cores
distintas e quaisquer dois vértices pertencentes a partes distintas possuem cores diferentes.
Além disso, para qualquer vértice u € V(G), temos que ¢(u) ¢ Cj(u). Logo, ¢ é uma
coloracao total de (G. Para completar a prova, mostramos que, para qualquer aresta
w € E(G), Cy(u) # Cy(v). De acordo com a defini¢do da coloragao ¢, temos:

(i) se uw € Vi, Cy(u) = {A(G) + 3} U (SE\Cj(w));
(i) se u € Va, Cylu) = {A(G) + 2} U (Sp\Cj(u));
(iii) se u € V3, Cy(u) = {A(G) + 2, A(G) + 3} U (Sp\Cy(u)).

Seja uv € E(G). Se u € V; e v € Vs, entdo por defini¢io de ¢ temos que ¢(u) ¢ Cy(u)
e ¢(u) € Cy(v). Logo, temos que Cy(u) # Cy(v). Seu € Vzewv € V;, 1 < i < 2, entdo
temos que ¢(v) ¢ Cy(v) e d(v) € Cy(u). Logo, Cy(u) # Cy(v). Portanto, ¢ é uma
coloracao total semiforte de G. O

Pelo Teorema 4.4, todo grafo tripartido possui uma colorac¢ao total semiforte com no
maximo A(G) + 3 cores. No entanto, é possivel que o limitante superior para x”(G)
possa ser melhorado para os grafos tripartidos. Por exemplo, nos Teoremas 4.5 e 4.6,
apresentamos (A(G) + 2)-coloragoes totais semifortes para algumas familias de grafos
tripartidos completos.
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Teorema 4.5. Seja G um grafo tripartido completo tal que G nao possui vértices adja-
centes de grau mdzimo. Entao, x1(G) < A(G) + 2.

Demonstragao. Seja G um grafo tripartido completo com tripartigao {V;, V5, V3}. Como
G nao possui vértices adjacentes de grau maximo, podemos supor |Vi| < |Va] < |[V5]. A
seguir, definimos um mapeamento ¢: V(G)U E(G) — {1,...,A(G) + 2} e provamos que
¢ é uma coloracao total semiforte.

Observe que o nicleo de G é o subgrafo induzido pelo conjunto independente Vi, ou
seja, o nicleo de G é uma floresta. Pelo Lema 1.5, temos que x/'(G) = A(G). Deste modo,
seja mr uma coloracao de arestas de G com as cores 1,2,..., A(G). Defina ¢|g) = 5.
Para concluir a coloragdo ¢, atribuimos as seguintes cores aos vértices de G:

(i) se v € V1, entdo ¢(v) := A(G) + 1;
(ii) se v € V3, entao ¢(v) := A(G) + 2;
(iii) se v € V3, entdo ¢(v) := ¢, para c € {1,..., A(G)}\C}(v).

Concluimos que ¢ é uma coloracao total semiforte pelos mesmos argumentos usados na
demonstracao do Teorema 4.4. O

No Teorema a seguir, determinamos o nimero cromatico total semiforte para uma
familia de grafos tripartidos completos com vértices adjacentes de grau méaximo.

Teorema 4.6. Seja G um grafo tripartido completo com triparticao {Vi, Vs, V3} tal que
(V1| = [Va| = p, |V3] > 2p e p é um inteiro positivo. Entao, X"(G) = A(G) + 2.

Demonstracdo. Seja p um inteiro positivo. Seja G um grafo tripartido completo com
triparticao {Vi, Vo, V3}, tal que |Vi| = |Va| = p e |V3] > 2p. O grafo G possui pelo
menos dois vértices adjacentes de grau maximo. Logo, x7(G) > A(G) 4 2. Para provar o
teorema, construimos uma (A(G) 4 2)-coloragao total semiforte para G.

Seja M um emparelhamento méximo em G[V2 U V3] e seja H := G\ M. Observe que
A(H) = A(G) e que o nicleo de H é o subgrafo induzido pelo conjunto independente
V1. Logo, pelo Lema 1.5, o subgrafo H possui uma coloracao de arestas m com as cores
1,2,...,A(G). Estendemos a coloragdo 7 para uma (A(G) 4 2)-coloragao total semiforte
de G da seguinte maneira:

(i) se v € V4, entao 7(v) :== A(G) + 1;
(ii) se x € MU {y: y € V3\V(G[M])}, entdo m(z) := A(G) + 2;

(iii) v € V4, entdo v recebe a cor do conjunto {1,2,..., A(G)}\C'(v);
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(iv) se v € V3 e v é extremidade de uma aresta e € M, entdo v recebe uma cor ¢ €

{1,2,.. ., AG)I\(CL(v) U{m(u): u € Va}).

Inicialmente, vamos mostrar que 7 é uma coloracao total. Os elementos coloridos no
item (i) formam um conjunto independente e sao os tinicos coloridos com a cor A(G)+1. O
mesmo vale para os elementos coloridos no item (ii). J& no item (iii), o resultado segue do
fato de que as cores usadas nao ocorrem nos vértices e de que [{1,...,A(G)}\C'(v)| = 1.
Resta, entdo, mostrar que {1,2,...,A(G)}\ (CL(v) U{r(u): u € V4}) é ndo vazio.

Considere um vértice v colorido no item (iv). Por construcao, d(v) = 2p e A(G) > 3p.
Além disso, uma das arestas incidentes em v foi colorida com a cor A(G) + 2. Logo,
H1,...,AG)}\C.(v)] > p+ 1. Como |V3| = p, temos que |{1,2,...,A(G)}\(C’(v) U
{m(u): ueVa})| > 1

Resta provar que a coloracao total m é também semiforte. Pela construcao de 7,

(1) sev e Vi, Cr(v) = {A(G) + 2};

(2) se v e Vy, Cr(v) = {A(G) + 1}

(3) sev e Vs, Cr(v) ={A(G) + 1} U{L,..., A(G)}\Cx(v).

Como argumentado anteriormente, para todo vértice v € Vi, o conjunto {1,2,...,
A(G)I\Cr(v) é nao vazio. Como, para qualquer aresta uv € FE(G), temos que seus
extremos pertencem a partes distintas de G, concluimos que C,(u) # Cr(v). O

Seja p um inteiro positivo e G um grafo tripartido completo com tripartigao {V, Vs, V3 }.
Pelo Teorema 4.5, se G nao possui vértices adjacentes de grau maximo, entdo G admite
uma coloragao total semiforte com no maximo A(G)+2 cores. J& o caso em que G possui
vértices adjacentes de grau maximo, tal que |Vi| = |V5| = p e |V3] > 2p, foi considerado no
Teorema 4.6. Neste caso, G possui x7(G) = A(G) + 2. Observe que, se o grafo tripartido
completo G for tal que |Vi| = |Vo| = p e |V5] < p, entdo G nao possui vértices adjacen-
tes de grau maximo e, portanto, este caso também ja foi considerado no Teorema 4.5.
Deste modo, nos resta considerar o caso em que o grafo tripartido completo G possui
Vil = [Va| =pep < [V5] < 2p.

Pelo Teorema 4.2, se |V;| = |Va| = |V3] = p, com p par, entao x”(G) = A(G) + 2.
Ademais, a Figura 4.18 exibe trés grafos tripartidos completos com |[Vi| = |V3| = p e
p < |V3] < 2p, munidos de uma (A(G) + 2)-coloracao total semiforte. Baseados nestas
observagoes, propomos a seguinte conjetura:

Conjetura 4.7. Seja G um grafo tripartido completo com triparticao {Vi, Vs, V3} tal que
Vil = |Va| =p, p < |V3| < 2p e p > 1 € um inteiro. Entao, X! (G) = A(G) + 2.
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Se a Conjetura 4.7 for verdadeira, entao, juntamente com o Teorema 4.5 e o Teo-
rema 4.6 obtemos que todo grafo tripartido completo admite uma coloragao total semiforte
com no maximo A(G) + 2 cores.







Capitulo 5

Conclusoes

A Conjetura da Coloragao Total Semiforte afirma que todo grafo simples G possui uma
coloracao total semiforte com no maximo A(G) + 3 cores. Essa conjetura foi proposta
em 2005 por Zhang et al [80] e, apesar de ja ter sido verificada para algumas classes de
grafos, continua aberta para grafos arbitrarios. A Conjetura da Coloragao Total Semiforte
esta relacionada com outra mais antiga, a Conjetura da Coloragao Total, segundo a qual
qualquer grafo simples G possui uma colora¢ao total com no maximo A(G) + 2 cores.
Esta conjetura estda aberta por mais de 40 anos, sendo considerada um problema classico
em Teoria dos Grafos.

O objetivo central desta pesquisa de mestrado foi verificar a Conjetura da Coloracao
Total Semiforte para algumas classes de grafos e, quando possivel, determinar o nimero
cromatico total semiforte para as classes consideradas.

Na primeira parte deste trabalho (Capitulos 1, 2 e inicio do Capitulo 3), introduzimos
alguns conceitos basicos de Teoria dos Grafos e, posteriormente, mostramos os principais
resultados da literatura relacionados a coloracao total semiforte. No Capitulo 2, apre-
sentamos um breve histérico do contexto em que essa coloracao foi introduzida e, em
seguida, mostramos coloragoes totais semifortes 6timas para algumas familias classicas de
grafos. Nesta parte do trabalho, também apresentamos demonstragdes mais sucintas para
alguns dos teoremas existentes na literatura. Exemplos de resultados que ganharam novas
demonstragoes neste trabalho foram: o Teorema 2.12, Teorema 2.28 e o Teorema 3.1.

Ja no Capitulo 3, investigamos a coloracao total semiforte dos grafos simples com
grau maximo igual a trés. FExistem diversas demonstragoes de que estes grafos admi-
tem uma coloragao total semiforte com no méximo seis cores [24, 44,45, 72]. Todavia,
J. Hulgan [45] conjeturou que todo grafo simples com A(G) = 3 admite uma coloragao
total semiforte com no maximo cinco cores. Na tentativa de verificar a validade desta
conjetura, estudamos a coloracao total semiforte para algumas familias de grafos com
grau maximo trés e obtivemos os seguintes resultados: no Teorema 3.5, provamos que
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todo grafo simples, conexo, com grau maximo igual a trés e sem vértices adjacentes de
grau maximo possui x7(G) = 4. Provamos, também, que as seguintes familias de snarks
admitem uma coloragdo total semiforte com cinco cores: os snarks-flor (Teorema 3.7); os
snarks de Goldberg (Teorema 3.8); os snarks de Blanusa generalizados (Teorema 3.9); e os
snarks de Loupekine LP; (Teorema 3.10). Os resultados obtidos para estas classes serao
submetidos a um periédico da area.

No Capitulo 4 tratamos da coloragao total semiforte de algumas familias de grafos r-
partidos. No Teorema 4.2, provamos que todo grafo equipartido completo GG de ordem par
possui X7(G) = A(G)+2 e que todo grafo equipartido completo G de ordem impar possui
XI(G) < A(G) + 3. Este resultado foi apresentado no V' Latin American Workshop on
Cliques in Graphs (LAWCG)!, que ocorreu em 2012, na Argentina. Um resumo estendido
foi aceito para publicacao na revista Matematica Comtemporanea?. Além disso, um artigo
completo foi submetido para um periédico especializado.

No Teorema 4.4, provamos que a Conjetura da Coloracao Total Semiforte é verda-
deira para os grafos tripartidos. Adicionalmente, melhoramos este limitante para algu-
mas familias de grafos tripartidos completos. Por exemplo, no Teorema 4.5, provamos
que todo grafo tripartido completo G sem vértices adjacentes de grau maximo possui
VI(G) < AG) +2.

Algumas das técnicas utilizadas nesta dissertacao podem ser uteis na determinacao
do numero cromatico total semiforte para outras classes de grafos. Por exemplo, nos
Teoremas 3.5 e 4.2, foi utilizada a técnica de decomposicao. Nesta técnica, o grafo original
é decomposto em dois ou mais subgrafos disjuntos nas arestas e, posteriormente, esses
subgrafos sao coloridos de modo que a coloragao final do grafo original seja uma coloracao
total semiforte. Uma segunda técnica foi utilizada na coloragao total semiforte de algumas
familias infinitas de snarks. Para cada uma das familias analisadas, constatou-se que seus
membros eram compostos de uma subestrutura fixa e que havia uma construcao recursiva
que gerava cada membro da familia. A construcao da coloracao total semiforte para
os membros das familias de snarks consideradas envolveu inducao e utilizou a defini¢cao
recursiva das familias.

Como possiveis extensoes deste trabalho, podemos citar:

(1) O estudo da Conjetura 2.29 que afirma que todo grafo bipartido G sem vértices
adjacentes de grau méaximo possui Y7(G) = x"(G) = A(G) + 1;

(2) A investigagdo da Conjetura de Hulgan (Conjetura 3.2) para outras classes de grafos
com grau maximo trés e que possuem vértices adjacentes de grau maximo;

ILAWCG: http://www-2.dc.uba.ar/congresos/lawcg2012.
2Matematica Contemporanea: http://mc.sbm.org.br/pt/.
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(3) A investigacao da Conjetura 4.7. Se essa conjetura for verdadeira, é possivel provar
juntamente com o Teorema 4.5 e o Teorema 4.6 que todo grafo tripartido completo
possui uma coloragao total semiforte com no maximo A(G) + 2 cores;

(4) A investigacao da Conjetura 4.3 que afirma que todo grafo equipartido completo G
de ordem impar possui x7(G) = A(G) + 2.

Além das conjeturas citadas acima, existem ainda dois problemas interessantes envol-
vendo a Coloragao Total Semiforte:

(a) O primeiro problema ¢ a investigagdo de condigoes necessarias e/ou suficientes para
que um grafo simples G nao admita uma coloragao total semiforte com A(G) + 2
cores. Sao poucas as familias de grafos conhecidas que possuem nimero cromatico
total semiforte maior que A(G) + 2. Uma destas familias sdo os grafos completos
de ordem impar. Conforme apresentado na Secao 2.4, Chen [23,24] descobriu outras
trés familias de grafos que possuem Y/(G) = A(G) + 3. E possivel que o método
utilizado por Chen para provar que essas familias possuem x”(G) > A(G) + 2 possa
ser generalizado para auxiliar na descoberta de novas familias.

(b) O segundo problema é a investigacao do Problema 2.9, proposto por Zhang et al. [80]:
para quais subgrafos H de G, tem-se x7(H) < x2(G)? No caso em que o grafo
simples G possui A(G) = 3, esse problema encontra-se quase resolvido. De fato, no
Teorema 3.11 resolvemos essa questdao para os subgrafos H C G com A(H) < 2; e
no Teorema 3.12 resolvemos para os subgrafos H C G com A(H) = 3 e sem vértices
adjacentes de grau méaximo. Resta analisar os subgrafos H C G com grau maximo
igual a trés e que possuem vértices adjacentes de grau maximo.

Juntamente com a Conjetura da Coloragdo Total Semiforte, os problemas citados
acima evidenciam a existéncia de diversas questoes abertas envolvendo a coloragao total
semiforte. Muito pouco ainda se sabe sobre a validade da Conjetura da Coloracao Total
Semiforte para grafos arbitrarios. A dificuldade em se trabalhar neste problema fica ainda
mais evidente quando consideramos que a Conjetura da Coloracao Total continua aberta
por mais de 40 anos, apesar de diversos artigos sobre esta conjetura terem sido publicados.

Apesar da dificuldade em abordar o problema da coloragao total semiforte para grafos
arbitrarios, uma abordagem alternativa é considera-lo para classes de grafos, como foi
feito nesta dissertacao. Devido ao curto tempo do mestrado, nao tivemos a oportunidade
de trabalhar em outras classes de grafos, tais como: as poténcias de ciclo e os grafos
split-indiferenca. Devido ao fato da coloracao total de alguns casos destas familias terem
sido tratados na literatura [16,17], acreditamos que o estudo da Conjetura da Coloragao
Total Semiforte para essas classes de grafos seja promissor.
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Apéndice A

Artigo publicado no EJC

Entre os meses de outubro de 2012 e marco de 2013 desenvolvi um projeto de estagio em
pesquisa no exterior, no Departamento de Otimizacao e Combinatéria da Universidade
de Waterloo, no Canada. Esse projeto de pesquisa foi financiado pela FAPESP através
da bolsa BEPE! e estd vinculado ao meu projeto de pesquisa regular de mestrado.

Sob a orientagdo do professor R. Bruce Richter, iniciei um estudo sobre a Conjetura
de Albertson [2] e, posteriormente, a pesquisa se concentrou na investigacdo de uma
conjetura proposta por J. Barat e G. Téth [9]. Através do desenvolvimento desse projeto
de pesquisa, tive a oportunidade de estudar um novo tépico na Teoria dos Grafos, que é o
problema do ntimero de cruzamentos de um grafo e a sua relagdo com o niimero cromatico
de um grafo. O estudo e a investigacao destas conjeturas me proporcionaram uma maior
abrangéncia em relagdo aos meus conhecimentos na area de Coloragao em Grafos, que é o
tema central da minha pesquisa de mestrado. Além disso, o desenvolvimento do projeto
de pesquisa no exterior foi importante nao apenas em termos académicos, mas também
contribuiu para o meu aprendizado pessoal.

Um resumo dos assuntos estudados durante o intercambio pode ser encontrado na se¢ao
de relatérios técnicos do Instituto de Computacao da UNICAMP2. Além disso, o trabalho
realizado em conjunto com o professor R. Bruce Richter culminou com a publicacao de
uma artigo [54] no periédico The FElectronic Journal of Combinatorics. Este artigo é
apresentado a seguir.

I'BEPE: Bolsa Estagio de Pesquisa no Exterior
2Relatério técnico: http://www.ic.unicamp.br/~reltech/2013/13-18.pdf
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Remarks on a conjecture of Barat and Téth
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Abstract

In 2010, Barat and Té6th verified that any r-critical graph with at most r + 4
vertices has a subdivision of K. Based in this result, the authors conjectured that,
for every positive integer ¢, there exists a bound r(c) such that for any r, where
r > r(c), any r-critical graph on r + ¢ vertices has a subdivision of K. In this note,
we verify the validity of this conjecture for ¢ = 5, and show counterexamples for all
c>06.

Keywords: colour-critical graphs; Hajdés conjecture; Albertson conjecture

1 Introduction

In this note, we discuss a few points arising from the interesting paper of Barat and
Téth [2]. Their motivation is Albertson’s Conjecture that if the chromatic number y(G)
of a graph G is r, then the crossing number cr(G) of G is at least that of K. In other
words, among all graphs with chromatic number at least r, the one with smallest crossing
number is K,. This is trivial for r < 4 and follows from the Four Colour Theorem for
r = 5. It was proved by Albertson, Cranston, and Fox [1] for r < 12 (precisely the values
of r for which cr(K,) is currently known). Bardt and Téth extended this to r < 16 by
using their new lower bound on crossing numbers to show that every r-chromatic graph
other than K, has crossing number at least the conjectured value of cr(K,).

Albertson’s Conjecture is related to Hajos’ Conjecture that every r-chromatic graph
contains a subdivision of K,. The Hajos Conjecture obviously implies the Albertson

*Supported by FAPESP grant 12/16418-1.
fSupported by NSERC.
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Conjecture. Unfortunately, the Hajés Conjecture is false for » > 7 [3] and remains open
for r = 5,6. There is more detailed information to be found in [8].

Barat and Téth were interested in graphs that satisfy the Hajoés Conjecture. Recall
that a graph G is r-critical if x(G) = r but, for every edge e of G, x(G—e) < r. Dirac [5, 7]
proved that no r-critical graph has r + 1 vertices and that C5V K,_3 is the only r-critical
graph with r + 2 vertices. (Here G V H is the join of G and H; it is the graph obtained
from the disjoint union of G and H by adding all edges having one end in G and one end
in H.) Gallai [9] extended this by showing that, for r > 4, there are only two r-critical
graphs with r + 3 vertices.

An observation of Barat and Téth is that, for » > 6, there are precisely 22 r-critical
graphs with r + 4 vertices. In the next section, we prove the following, a straightforward
generalization of Barat and To6th’s observation.

Theorem 1. Let ¢ be a positive integer. There are numbers n(c) and r(c) so that, for
any r = r(c), there are precisely n(c) r-critical graphs with r + ¢ vertices.

In particular, r(5) = 7 and n(5) = 395. Moreover, every r-critical graph with r + 5
vertices has a subdivision of K,.

Barat and Toth also proposed the following conjecture.

Conjecture 2. For every positive integer ¢, there is a number r(c) so that, if r > r(c),
then any r-critical graph with r + ¢ vertices has a subdivision of K.

Theorem 1 shows this conjecture is true for ¢ = 5. We shall see in the next section
that the methods used to prove Theorem 1 combine with some standard examples to
demonstrate that this conjecture is not true for any ¢ > 6.

The note concludes with some remarks on the assertion of Barat and Té6th that the
Catlin examples satisfy the Albertson Conjecture. We explain why their proof is not valid,
and so it is still open whether the Catlin examples satisfy the Albertson Conjecture.

2 Results

This section contains the proof of Theorem 1 and the proof of Conjecture 2 for ¢ = 5,
along with its refutation for every ¢ > 6. The main theoretical tool is the following result
of Gallai [9]. A vertex v in a graph G is universal if v is adjacent to every other vertex in

G.

Theorem 3 (Gallai [9]). Let G be an r-critical, n-vertex graph with v > 3. Then G

contains at least (%(gr — nﬂ universal vertices. In particular, if r > %c, then any r-

critical graph with r + ¢ vertices has a universal vertex.

We are now ready for the proof of Theorem 1.

Proof of Theorem 1. Theorem 3 implies that, for » > (3¢)/2, an r-critical graph with
r + ¢ vertices has a universal vertex. Since it is well-known that G V v is (r 4 1)-critical
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if and only if G is r-critical, for r > (3¢)/2, the number of r-critical graphs with r + ¢
vertices is the same as the number of (r — 1)-critical graphs with (r — 1) 4 ¢ vertices; thus,
r(c) < [(3¢)/2] and n(c) is the number of (|(3c)/2])-critical graphs with |(3¢)/2]| + ¢
vertices. In particular, 7(5) < 7.

For the second part of Theorem 1, we consider the special case ¢ = 5. To see that
n(5) = 395, Royle’s table [13] of small critical graphs shows there are exactly the following
graphs that are, for some r, r-critical, with r + 5 vertices, and have no universal vertex:

(i) twenty-one 4-critical graphs on 9 vertices;
(i)
(ili) two hundred and thirty-one 6-critical graphs on 11 vertices; and
(iv) two T7-critical graphs on 12 vertices.

one hundred and forty-one 5-critical graphs on 10 vertices;

Because r(5) < 7, the two 7-critical graphs in this list show r(5) = 7. For r > 8, every
r-critical graph with r + 5 vertices has a universal vertex and so is the join of some K
with one of the 395 listed graphs. That is, n(5) = 395.

Moreover, it suffices to show that each one of the 395 graphs in the list has a subdivision
of the appropriate K. Dirac [6] proved the Hajés Conjecture for r = 4, so each one of
the twenty-one 4-critical graphs of the list has a subdivision of K,. For r = 5, Mader’s
Theorem [11] that any graph with n vertices and at least 3n — 5 edges has a subdivision of
K3 is helpful. For each one of the one hundred and forty-one 5-critical graphs of the list we
counted its edges from the adjacency list provided by Royle’s table. We checked by hand
those graphs with fewer than 3n — 5 edges; every one had a subdivision of K5. Finally,
all the two hundred and thirty-one 6-critical graphs were checked by hand, and for each
one a Kg-subdivision was found. Most of the 6-critical graphs have approximately the
same structure, which made them less difficult to verify. A typical example is shown in
Figure 1. This is Graph 391 in the table. (Royle (personal communication) independently
verified by computer program that these 395 graphs satisfy the Hajés Conjecture.) [ |

We now turn our attention to showing that Conjecture 2 is false for every ¢ > 6. In
order to do this, we use the following subgraphs of Catlin’s graphs L(,C5) [3].

Family F.. For ¢ > 6, let F, be the graph whose vertex set consists of five non-empty
pairwise disjoint sets Ay, Ay, C4, Oy, and C5 where |Cy]| = |Cy] = |C3] = 3 and |A4,| =
|As| = ¢ — 4, such that these sets induce cliques in F,.. The sets Ay, Ay, Cy, Cy, and Cs
are joined in the following way: A,V Cy, A1V Cs, CyV Ay, A3V (5, and Cy V Cs. Figure 2
shows a scheme of the graphs F,.

In the following, we prove that, for ¢ > 6, F, is a (¢ + 1)-critical graph that does not
contain a subdivision of K(.;1y. Since F; has 2c+ 1 vertices and is (¢ + 1)-critical, the join
F.V K, has 2c +t + 1 vertices, is (¢ + t + 1)-critical, and does not contain a subdivision
of K(c4¢+1). Thus, Conjecture 2 is false for every ¢ > 6.
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Figure 2: Scheme of a graph F.. Heavy edges indicate that every vertex in one set is
adjacent to every vertex in the other.

Proposition 4. For ¢ > 6, x(F,) =c+ 1.

Proof. Since every independent set in F,. has at most two vertices, we see that

X(F)>|V(FC)|:20+1: 1

For ¢ > 6, the graph F, can be assigned a (¢ + 1)-coloring such that the vertices in
the sets Ay, Ag, C1, Co, and Cj receive the following colors: C7 = {1,2,3}, Cy = {1,4,5},
C3=12,6,7}, Ay ={6,7,8,9,...,c+ 1}, and Ay ={4,5,8,9,..., ¢+ 1}. [ |

Proposition 5. For ¢ > 6, F, is (¢ + 1)-critical.

Proof. For ¢ > 6, we show that, after the removal of an arbitrary edge e, the graph F,—e
is c-colorable. There are 6 different cases to consider.
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Case 1. e € E(C)).

For ¢ > 6, the vertex subsets of F.—e can be assigned the following colors: C; = {1, 2},
Cy = {1,6,7}, C3 = {2,4,5}, Ay = {4,5,8,...,c+ 1}, and Ay = {6,7,8,...,c+ 1}.
Observe that the color 3 does not appear in this coloring. Therefore, F,. — e is colorable
with ¢ colors.

Case 2. Edge e has one endpoint in the set C; and the other endpoint in the set A;.

For ¢ > 6, the vertex subsets of F. — e can be assigned the following colors: C; =
{1,2,3}, Cy, ={2,6,7}, C3 = {1,3,5}, A; ={1,5,8,...,c+ 1}, and Ay = {6,7,8,...,c+
1}. Observe that the color 4 does not appear in this coloring. Therefore, F.—e is colorable
with ¢ colors.

The remaining cases, listed below, are treated analogously.
Case 3. e € E(A)).
Case 4. Edge e has one endpoint in the set A; and the other endpoint in the set Cs.
Case 5. e € E(Cy).
Case 6. Edge e has one endpoint in the set C'y and the other endpoint in the set C5. ®

The next proposition completes our analysis of the graph F..
Proposition 6. For c > 6, F, does not contain a subdivision of K.41).

Proof. Catlin [3] showed that the graphs Fys and F7 do not have a subdivision of K7 and
Ky, respectively. Thus, we may suppose ¢ > 8 and F, has a subdivision of K.,;. Let W
be the set of vertices with degree ¢ in a subdivision of K.,;. Within the subdivision, any
two vertices of W are joined by ¢ pairwise internally-disjoint paths.

Only if ¢ = 8 does C; U Cy U C5 have enough vertices to contain W. In this case,
W =V(C,UCyU(C5) and there must be nine disjoint paths through A; representing the
edges from C to Cs. Since A; has only four vertices, this is impossible.

Thus, in all cases, at least one vertex of W is in A; U A,. Since V(C;UCy) is a cut-set
in F. of size 6 < ¢, there cannot be vertices of W in both V(A;) and V' (Ay). Therefore,
we may assume W NV (A;) # 0 and W NV (A4z) = 0.

Since V (C1UCs) also separates A; from Cs, we deduce that WNV (C3) = (). Therefore,
W CV(CyUA UC).

Since |W|=c+1 and |[V(C1UA; UCy)| = ¢+ 2, exactly one vertex v in C;UA; UCY is
not in W. It follows that there are at least 6 (5 is enough) internally-disjoint C';Cy-paths
in K.y representing the edges from W NV (C;) to W NV(Cy). Since at most one vertex
of Ay is not in W, at most one of the 6 CyCy-paths can go through A;. In the other
direction, at most three can go through C5. Thus there are too few paths for F. to have
a subdivision of K ;.

To conclude the proof, there is a subdivision of K, consisting of the ¢ — 4 vertices in
Ay, three vertices in C7, and one vertex in Cy. This uses only three internally disjoint
C1Cs-paths through C3 U As. [ |
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3 Catlin graphs and Albertson’s Conjecture

In their paper, Barat and Téth claim (Lemma 16) that Catlin’s graphs satisfy Albertson’s
Conjecture. In the proof, they use (asymptotic versions of ) the not-yet proved conjectures
on the values of the crossing numbers of Ky, Kj, and K. We prove the following,
without any assumption about the crossing number of K} and Ky k.

Theorem 7. The graph F. has crossing number at least that of K.,1.

Proof. We have already exhibited a subdivision of K. in F.. This subdivision uses
three internally disjoint CoC-paths through As, but is otherwise disjoint from A,. It is
known [10, 12] that the crossing number of K., denoted cr(K.), is at most

-3l 77

Since, cr(K.) < f(c), there is a vertex v of K, so that the edges incident with v are
involved in at most [4f(c)/c] crossings.

Let D be a drawing of K. with at most f(c) crossings. We obtain a drawing D’ of
K.;1 by adding a new vertex v’ close to v and joined to v with no crossings. For each
other vertex w of K., we add the edge v'w alongside vw. These latter edges cross the
same number of edges to K, — v as those incident with v do, which is to say at most
|4f(c)/c| crossings. In addition, Woodall [14] observes that the edges at v’ can be drawn
so as to cross the edges incident with v at most |(c — 1)/2]|(c — 2)/2] times. Thus,

er(Kopr) < or(K) + rf(c)J + r; IJ er -

C

On the other hand, the crossing number of K is known [4] to be at least 0.8594 f(k).
The three internally disjoint paths through Ay are all incident with a common node of
the subdivision of K., so no crossing between two of them is counted in the crossings of
this K.. Therefore, all the crossings in the K. ; induced by As U C5 are additional. We
deduce that the crossing number of F, is at least cr(K.) + 0.8594 f(c — 1).

It follows that, if

8594 f(c—1) > ch(C)J N r;J {C;QJj

then the crossing number of F. is at least that of K..;. We note that, since the left side
is degree 4 in ¢ while the right is degree 3 in ¢ (f(c) is degree 4 in c¢), this certainly is
true for ¢ large enough. In fact, this holds for ¢ > 12. For ¢ < 12, already [1] shows that
Albertson’s Conjecture is true, so in these cases also, cr(F,) > cr(K.4q). [ |

Unfortunately, a straightforward analogue of this argument does not show that the
Catlin graphs satisfy the Albertson Conjecture.
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indice cromatico, 10
semiforte, 22
arvore, 4, 37

aresta de corte, 6

caminho, 4
ciclo, 4
cintura, 4, 70
coloracao
de arestas, 10
semiforte, 21
de vértices, 9
total, 11
total semiforte, 12
componente conexa, 4
conflito, 12
contracao de aresta, 7

emparelhamento, 3, 28
perfeito, 3
quase-perfeito, 3

extremos, 2

floresta, 4

grafo
aciclico, 4
bipartido, 4
bipartido completo, 4, 36
classe 1, 11
classe 2, 11
completo, 4

comportado, 18-20
conexo, 4
disjunto, 8

disjunto nas arestas, 8
equipartido completo, 79

estrela, 4, 71
k-regular, 2

planar, 4, 23, 26, 27
plano, 4

r-partido completo, 79

subcubico, 49, 70
subjacente, 8
tripartido, 79, 96
trivial, 2

grau, 2
minimo, 2
maximo, 2

identificacao, 6
isomorfismo, 3

juncao, 8, 43
laco, 2, 7, 9

menor, 7, 56
multiconjunto, 8, 19, 20

nucleo, 11, 97
namero cromatico, 9
total, 11
total semiforte, 12

rede irregular, 17
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snark, 53
de Blanusa generalizados, 66
de Goldberg, 63
de Loupekine, 70
de Petersen, 55
flor, 57
subdivisao de aresta, 7
subgrafo, 3
induzido, 3

uniao, 8
uniao disjunta, 8

vértice de corte, 6
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“A journey of a thousand miles
begins with a single step.”

Lao Tzu
Tao Te Ching, Chapter 64
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