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Abstract

The adjacent-vertex-distinguishing-total-colouring (AVD-total-colouring) problem was in-

troduced and studied by Zhang et al. around 2005. This problem consists in associating

colours to the vertices and edges of a graph G = (V (G), E(G)) using the least number of

colours, such that: (i) any two adjacent vertices or adjacent edges receive distinct colours;

(ii) each vertex receive a colour different from the colours of its incident edges; and (iii)

for any two adjacent vertices u, v ∈ V (G), the set of colours that color u and its incident

edges is distinct from the set of colours that color v and its incident edges. The smallest

number of colours for which a graph G admits an AVD-total-colouring is named its AVD-

total chromatic number. Zhang et al. determined the AVD-total chromatic number for

some classical families of graphs and noted that all of them admit an AVD-total-colouring

with no more than ∆(G) + 3 colours. Based on this observation, the authors conjectu-

red that ∆(G) + 3 colours would be sufficient to construct an AVD-total-colouring for

any simple graph G. This conjecture is called the AVD-Total-Colouring Conjecture and

remains open for arbitrary graphs, having been verified for a few families of graphs.

In this dissertation, we present an overview of the main existing results related to

the AVD-total-colouring of graphs. Furthermore, we determine the AVD-total-chromatic

number for the following families of graphs: simple graphs with ∆(G) = 3 and without

adjacent vertices of maximum degree; flower-snarks; Goldberg snarks; generalized Blanuša

snarks; Loupekine snarks; and complete equipartite graphs of even order. We verify

that the graphs of these families have AVD-total-chromatic number at most ∆(G) + 2.

Additionally, we verify that the AVD-Total-Colouring Conjecture is true for tripartite

graphs and complete equipartite graphs of odd order. These results confirm the validity

of the AVD-Total-Colouring Conjecture for all the families considered in this dissertation.
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Resumo

O problema da coloração total semiforte foi introduzido por Zhang et al. por volta de

2005. Este problema consiste em associar cores às arestas e aos vértices de um grafo

G = (V (G), E(G)), utilizando o menor número de cores posśıvel, de forma que: (i) quais-

quer dois vértices ou duas arestas adjacentes possuam cores distintas; (ii) cada vértice

tenha cor diferente das cores das arestas que nele incidem; e, além disso, (iii) para quais-

quer dois vértices adjacentes u, v ∈ V (G), o conjunto das cores que colorem u e suas

arestas incidentes é distinto do conjunto das cores que colorem v e suas arestas inci-

dentes. Denominamos esse menor número de cores para o qual um grafo admite uma

coloração total semiforte como número cromático total semiforte. Zhang et al. também

determinaram o número cromático total semiforte de algumas famı́lias clássicas de gra-

fos e observaram que todas elas possuem uma coloração total semiforte com no máximo

∆(G)+3 cores. Com base nesta observação, eles conjeturaram que ∆(G)+3 cores seriam

suficientes para construir uma coloração total semiforte para qualquer grafo simples G.

Essa conjetura é denominada Conjetura da Coloração Total Semiforte e permanece aberta

para grafos arbitrários, tendo sido verificada apenas para algumas famı́lias de grafos.

Nesta dissertação, apresentamos uma resenha dos principais resultados existentes en-

volvendo a coloração total semiforte. Além disso, determinamos o número cromático total

semiforte para as seguintes famı́lias: os grafos simples com ∆(G) = 3 e sem vértices ad-

jacentes de grau máximo; os snarks-flor; os snarks de Goldberg; os snarks de Blanuša

generalizados; os snarks de Loupekine LP1; e os grafos equipartidos completos de ordem

par. Verificamos que os grafos destas famı́lias possuem número cromático total semiforte

menor ou igual a ∆(G) + 2. Investigamos também a coloração total semiforte dos grafos

tripartidos e dos grafos equipartidos completos de ordem ı́mpar e verificamos que os grafos

destas famı́lias possuem número cromático total semiforte menor ou igual a ∆(G)+3. Os

resultados obtidos confirmam a validade da Conjetura da Coloração Total Semiforte para

todas as famı́lias consideradas nesta dissertação.
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consegue a simplicidade através de

muito trabalho.”

Clarice Lispector

xvii





Sumário

Abstract ix

Resumo xi

Dedicatória xiii
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Caṕıtulo 1

Introdução

“The Four Colour Theorem is the tip

of the iceberg, the thin end of the

wedge and the first cuckoo of spring.”

W. T. Tutte [66]

Coloração em Grafos é uma área de pesquisa tradicional em Teoria dos Grafos que

tem atráıdo a atenção de inúmeros pesquisadores desde a sua origem. Essa área de

pesquisa originou-se a partir do estudo da Conjetura das Quatro Cores, proposta em

1852, que afirmava que qualquer mapa poĺıtico pode ser colorido com no máximo quatro

cores de modo que quaisquer dois páıses vizinhos recebam cores distintas. Essa conjetura

permaneceu aberta por mais de 100 anos. Durante esse tempo, diversas técnicas foram

desenvolvidas na tentativa de prová-la, o que levou ao desenvolvimento da Teoria dos

Grafos e ao surgimento de inúmeros outros problemas em grafos.

Nesta dissertação, abordamos um problema de coloração espećıfico: o da coloração

total semiforte. Aqui, o interesse primordial é determinar o menor número de cores

que um grafo necessita para ser colorido com uma coloração total semiforte. Antes de

introduzir esta coloração, apresentamos alguns conceitos básicos da Teoria dos Grafos que

serão utilizados no desenvolvimento do tema.

Um grafo G = (V (G), E(G)) é uma estrutura matemática abstrata que consiste

em dois conjuntos disjuntos V (G) e E(G) e uma função de incidência ψG que asso-

cia a cada elemento de E(G) um par não ordenado de elementos de V (G), não ne-

cessariamente distintos. Denominamos vértice cada elemento pertencente a V (G) e,

aresta, cada elemento pertencente a E(G). Como exemplo, apresentamos o grafo H =

(V (H), E(H)) formado pelo conjunto de vértices V (H) = {u, v, w, x, y}, pelo conjunto

de arestas E(H) = {e1, e2, e3, e4, e5, e6} e pela função de incidência ψH definida do se-

guinte modo: ψH(e1) := {u, v}, ψH(e2) := {v, w}, ψH(e3) := {v, w}, ψH(e4) := {w, x},

1



2 Caṕıtulo 1. Introdução

ψH(e5) := {w, x} e ψH(e6) := {x, y}.

Um elemento de um grafo é um vértice ou uma aresta do grafo. Um grafo que possui

somente um vértice é denominado grafo trivial. A ordem de um grafo é o seu número de

vértices e o tamanho de um grafo é o seu número de arestas. Por exemplo, a ordem do

grafo H , definido anteriormente, é igual a cinco e o tamanho de H é igual a seis.

Sejam e ∈ E(G) e u, v ∈ V (G) tais que ψG(e) = {u, v}. Dizemos que u e v são os

extremos da aresta e e que a aresta e liga os vértices u e v. Dizemos também que a aresta

e incide nos vértices u e v e vice-versa. Dois vértices que incidem numa mesma aresta

são ditos adjacentes, assim como duas arestas que incidem em um mesmo vértice. Dois

vértices distintos que são adjacentes também são denominados vizinhos.

Os grafos podem ser representados graficamente no plano da seguinte maneira: os

vértices são pontos representados por pequenos ćırculos e cada aresta é representada

por uma curva ligando os ćırculos que representam os seus extremos. Referimo-nos a

representação gráfica de um grafo como se fosse o próprio grafo. Por exemplo, a Figura 1.1

apresenta o grafo H , definido anteriormente.

u v w x y
e1 e2

e3

e4

e5

e6

Figura 1.1: Grafo H .

Seja v ∈ V (G). O grau de v é o número de vezes em que v é extremo de uma aresta

e é denotado por dG(v) ou simplesmente d(v) quando não houver dúvida de que v é um

vértice de G. Por exemplo, na Figura 1.1, temos que d(w) = 4 e d(y) = 1. Definimos

o grau máximo de G como ∆(G) := max{d(v) : v ∈ V (G)}. Do mesmo modo, o grau

mı́nimo de G é definido como δ(G) := min{d(v) : v ∈ V (G)}. Dizemos que G é k-regular

quando todo vértice de G possui grau igual a k. O conjunto dos vizinhos de um vértice

v ∈ V (G) é denotado por NG(v), ou simplesmente N(v) quando não houver dúvida de

que v é um vértice de G. Denotamos por Nk(v) o conjunto dos vizinhos de v que possuem

grau igual a k.

Seja e ∈ E(G). Se ψ(e) = {u, w} e u = w, dizemos que a aresta e é um laço.

Duas ou mais arestas que possuem o mesmo par de vértices como extremos são de-

nominadas arestas múltiplas. Um grafo que não possui laços nem arestas múltiplas

é denominado grafo simples. Em um grafo simples G = (V (G), E(G)), uma aresta

e ∈ E(G), tal que ψ(e) = {u, v}, também pode ser denotada por uv ou vu. O grafo

G = (V (G), E(G)) com conjunto de vértices V (G) = {v1, v2, v3, v4, v5} e conjunto de

arestas E(G) = {v1v2, v2v3, v3v4, v4v5, v5v1, v1v3} é um exemplo de grafo simples e está

ilustrado na Figura 1.2. Observe que, em um grafo simples, a função de incidência está
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impĺıcita, dado que cada aresta do grafo simples é unicamente determinada pelos seus

extremos.

v1 v2 v3 v4 v5

Figura 1.2: O grafo simples G.

Um emparelhamento M em um grafo G é um subconjunto de arestas de E(G), duas a

duas não adjacentes. Dizemos que um vértice v ∈ V (G) é saturado por M se v é extremo

de alguma aresta de M . Um emparelhamento perfeito é um emparelhamento que satura

todos os vértices do grafo e um emparelhamento quase-perfeito é um emparelhamento

para o qual um único vértice não é saturado. Seja S ⊂ V (G) ∪ E(G). Dizemos que S

é um conjunto independente se os seus elementos são dois a dois não adjacentes e não

incidentes. Dizemos que S é um conjunto independente de vértices (resp. arestas) se

S ⊆ V (G) (resp. S ⊆ E(G)) e seus elementos são dois a dois não adjacentes.

Sejam G e H grafos simples. Dizemos que G e H são isomorfos, denotado por G ∼= H ,

se existe uma função bijetora θ : V (G) → V (H) que preserva as adjacências, isto é,

uv ∈ E(G) se e somente se θ(u)θ(v) ∈ E(H). A Figura 1.3 exibe dois grafos G e H

isomorfos e uma função bijetora θ : V (G) → V (H) que preserva as adjacências.

a

a

b

b

c
c

d

d

e

e

f

f

g

g

1

1

2

2

3

3

4

4

5

5

6
6

7

7 θ : V (G) V (H)

Figura 1.3: Grafos simples G e H isomorfos e a função bijetora θ.

Sejam G e H dois grafos. Dizemos que H é um subgrafo de G, denotado por H ⊆ G,

se V (H) ⊆ V (G), E(H) ⊆ E(G) e ψH é uma restrição de ψG a E(H). Seja X ⊆ V (G).

Denota-se por G[X] o subgrafo de G com V (G[X]) = X e E(G[X]) formado por todas as

arestas de G que possuem ambos os extremos em X. Dizemos que G[X] é o subgrafo de

G induzido por X.
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1.1 Algumas classes de grafos

Muitos problemas de Teoria dos Grafos são dif́ıceis de resolver para grafos arbitrários.

Uma das abordagens utilizadas consiste em dividir o grafo original em grafos menores

para os quais as soluções são conhecidas e, a partir destas, tentar obter a solução para o

problema original. A seguir, definimos algumas famı́lias de grafos comumente utilizadas

nesta abordagem.

Um grafo completo é um grafo simples no qual quaisquer dois vértices são adjacentes.

Um grafo completo com n vértices, n ≥ 1, é denotado por Kn. Um grafo G é bipartido se

o seu conjunto de vértices admite uma partição em dois subconjuntos X e Y tal que toda

aresta de G possui um extremo em X e o outro extremo em Y ; tal partição {X, Y } é dita

uma bipartição do grafo G. Se G é um grafo simples bipartido com bipartição {X, Y },

tal que todo vértice de X é adjacente a todo vértice de Y , então G é denominado um

grafo bipartido completo e denotado por Kr,s, tal que r = |X| e s = |Y |. Uma estrela é

um grafo bipartido completo com bipartição {X, Y } tal que |X| = 1 ou |Y | = 1.

Um grafo G é conexo se, para qualquer partição de V (G) em dois subconjuntos X e

Y , existe uma aresta com um extremo em X e o outro em Y . Uma componente conexa

de um grafo G é um subgrafo conexo maximal de G.

Um caminho é um grafo simples cujos vértices podem ser arranjados em uma sequência

linear de modo que dois vértices são adjacentes se e somente se eles forem consecutivos

na sequência. Um caminho com n vértices v0, v1, . . . , vn−1, n ≥ 1, é denotado por Pn =

v0v1 . . . vn−1, ou simplesmente por Pn. De modo semelhante, um ciclo com pelo menos

três vértices é um grafo simples cujos vértices podem ser arranjados em uma sequência

ćıclica de modo que dois vértices são adjacentes se e somente se eles são consecutivos na

sequência. Um ciclo com n vértices, n ≥ 3, é denotado por Cn.

Dizemos que um grafo G contém um ciclo se existe um subgrafo H ⊆ G tal que H é

isomorfo a um ciclo, ou um laço, ou a dois vértices ligados por arestas múltiplas. Caso

contrário, dizemos que G é aćıclico. Denominamos cintura, o tamanho de um menor

ciclo contido no grafo G. Uma árvore é um grafo conexo e aćıclico. Em uma árvore,

todo vértice de grau um é denominado folha. De acordo com as definições acima, cada

componente conexa de um grafo aćıclico é uma árvore. Por esta razão, grafos aćıclicos

são usualmente denominados florestas.

Um grafo G é planar se ele pode ser desenhado no plano de modo que suas arestas se

intersectam somente nos seus extremos. Tal desenho de G no plano é denominado grafo

plano. Se G não possui tal representação no plano, G é dito não planar. A Figura 1.4(a)

exibe o grafo planar H e a Figura 1.4(b) exibe um desenho de H sem cruzamento de

arestas.

Dado um grafo plano G, uma face de G é uma região maximal do plano na qual quais-
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a b c

1 2 3

(a) Grafo planar H .

a bc

1

2

3

(b) Grafo plano H .

Figura 1.4: Dois desenhos do grafo H no plano.

quer dois pontos podem ser ligados por uma curva que não intersecta nenhum elemento de

G. Por exemplo, considere o grafo plano G apresentado na Figura 1.5. Observe que esse

grafo divide o plano em 5 faces f1, f2, f3, f4 e f5. A face f1 é denominada face exterior.

Dados dois pontos quaisquer pertencentes a faces distintas, observe que é imposśıvel ligar

esses dois pontos no plano por meio de uma curva sem intersectar o grafo G.

a

b

c d

e

f

f1

f2 f3
f4

f5

Figura 1.5: Um grafo plano G com 5 faces.

É natural pensar nas faces de um grafo plano como sendo limitadas por arestas e

vértices. Por exemplo, considere o grafo plano exibido na Figura 1.5. Observe que os

vértices a, c, d e as arestas ac, ad, cd limitam a face f3. Dizemos que duas faces são

adjacentes se existe uma aresta que limita ambas as faces. Na Figura 1.5, a face f4 é

adjacente às faces f1, f3 e f5. Seja G um grafo plano e seja F (G) := {f1, . . .} o conjunto

das faces de G. Uma k-coloração das faces de G é um mapeamento φ : F (G) → {1, . . . , k}

de modo que quaisquer duas faces adjacentes fi, fj ∈ F (G) possuam φ(fi) 6= φ(fj). A

Figura 1.6 exibe uma 3-coloração das faces de um grafo plano com cores do conjunto

{1, 2, 3}.
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1
1

222

3

Figura 1.6: Uma 3-coloração das faces de um grafo plano.

1.2 Operações em grafos

Dado um grafo G, podemos estar interessados em obter um subgrafo de G a partir de

uma operação bem definida que remova vértices do conjunto V (G) e, consequentemente,

arestas do conjunto E(G). Outras vezes, podemos apenas estar interessados em remover

arestas do conjunto E(G). A necessidade de remoção de um elemento do grafo G pode se

fazer necessária, por exemplo, no contexto da demonstração de uma propriedade inerente

ao grafo G por meio de indução matemática. Nesta seção, definimos algumas operações

em grafos que nos permitem obter novos grafos a partir de grafos já conhecidos.

Seja G um grafo e sejam e ∈ E(G) e v ∈ V (G). O grafo G − v, obtido pela remoção

do vértice v, possui conjunto de vértices V (G − v) := V (G)\{v} e conjunto de arestas

E(G− v) := E(G)\{vw : vw ∈ E(G)}. Similarmente, o grafo G− e, obtido pela remoção

da aresta e, possui V (G) como conjunto de vértices e E(G)\{e} como conjunto de arestas.

Seja X um subconjunto de elementos de G tal que, ou X ⊆ V (G), ou X ⊆ E(G). Deno-

tamos por G\X o subgrafo formado a partir de G pela remoção sucessiva dos elementos

pertencentes ao conjunto X. Dizemos que a aresta e é uma aresta de corte se o número

de componentes conexas de G − e é maior que o número de componentes conexas de G.

Similarmente, dizemos que v é um vértice de corte se número de componentes conexas de

G− v é maior que o número de componentes conexas de G.

Seja G um grafo e sejam u, v ∈ V (G) tais que u e v não são adjacentes. O grafo

G + e é obtido a partir de G, adicionando a aresta e = uv ao conjunto E(G); isto é,

V (G+ e) := V (G) e E(G + e) := E(G) ∪ {e}. A operação de obtenção do grafo G + e a

partir do grafo G é denominada adição de aresta. Seja w /∈ V (G). Similarmente ao caso

anterior, o grafo G+w é obtido a partir de G, adicionando o vértice w ao conjunto V (G);

isto é, V (G+ w) := V (G) ∪ {w} e E(G+ w) := E(G). A operação de obtenção do grafo

G+w a partir do grafo G é denominada adição de vértice. Seja X um conjunto não vazio

de elementos, tal que X 6⊆ V (G) e X 6⊆ E(G). Denotamos por G+X o grafo formado a

partir de G pela adição sucessiva dos elementos pertencentes ao conjunto X.

A identificação de dois vértices não adjacentes x e y pertencentes a um grafo G é uma

operação realizada em três passos: (i) inicialmente, adicionamos um novo vértice vxy ao
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grafo G; (ii) posteriormente, modificamos a função de incidência ψG de modo que, todas

as arestas de G que possuem x ou y como extremo, agora possuam o vértice vxy como

extremo no lugar de x ou de y; e (iii) finalmente, removemos os vértices x e y do grafo

G. Denotamos por Gxy o grafo obtido a partir de G pela identificação dos vértices x e y.

De acordo com essa definição, a identificação de dois vértices pode resultar em um grafo

com arestas múltiplas. A Figura 1.7(a) ilustra esta operação.

x y

GxyG

vxy

(a) Identificação de dois vértices x e y.

x y

G

e

G/e

vxy

(b) Contração da aresta e ∈ E(G).

Figura 1.7: Exemplo de identificação de vértices e contração de arestas.

Seja e ∈ E(G) tal que ψG(e) = {x, y}, com x, y ∈ V (G). Contrair a aresta e é:

(i) remover e do grafo G e, (ii) se a aresta e não for um laço, identificar os vértices x

e y. Denotamos por G/e o grafo obtido a partir de G pela contração da aresta e. A

Figura 1.7(b) ilustra a operação de contração de arestas.

Um menor de G é um grafo obtido a partir de G por meio de uma sequência de

operações que podem ser: remoção de vértices, remoção de arestas, ou contrações de

arestas. Por exemplo, a Figura 1.8 mostra que o grafo de Petersen possui o grafo completo

K5 como um menor.

Figura 1.8: Grafo completo K5 como um menor do grafo de Petersen. Observe que o K5

foi obtido pela contração das 5 arestas tracejadas no desenho do grafo de Petersen.

Outra operação utilizada para se obter novos grafos a partir de grafos já conhecidos é

a subdivisão de arestas. Em um grafo G, subdividir uma aresta e ∈ E(G) com extremos

x, y ∈ V (G) significa remover a aresta e do grafo, adicionar um novo vértice w e ligar w

aos vértices x e y. Uma subdivisão de H é um grafo obtido a partir de um grafo H por

meio de sucessivas subdivisões de arestas. Dizemos que um grafo G possui uma subdivisão

de um grafo H se G possui um subgrafo que é isomorfo a uma subdivisão de H .
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Dado um grafo G, o seu grafo subjacente é o grafo simples obtido a partir de G pela

remoção de todos os laços e arestas múltiplas. A Figura 1.9 apresenta um grafo H e o

seu grafo subjacente H ′.

H H ′

Figura 1.9: Um grafo H e seu grafo subjacente H ′.

Dois grafos G e H são disjuntos se eles não possuem vértices em comum, ou seja,

V (G) ∩ V (H) = ∅; e são disjuntos nas arestas se não possuem arestas em comum, isto é,

E(G) ∩ E(H) = ∅. A união de dois grafos simples G e H é o grafo G ∪H com conjunto

de vértices V (G∪H) := V (G) ∪ V (H) e conjunto de arestas E(G∪H) := E(G) ∪E(H).

Se G e H são disjuntos, nos referimos à sua união como uma união disjunta. Dados dois

grafos G e H , disjuntos nos vértices, podemos adicionar arestas ligando cada vértice de

G a todos os vértices de H . O grafo resultante desta operação é denominado uma junção

de G e H , e é denotado por G ∨H .

1.3 Multiconjuntos

Um multiconjunto C é definido como um par (A, µ), tal que A é um conjunto qualquer e

µ : A → N≥1 é a função que associa cada elemento de A a um número natural maior ou

igual a 1. A função µ é denominada função de multiplicidade. Para cada elemento a ∈ A,

definimos a multiplicidade de a (ou seja, o número de ocorrências de a no multiconjunto

C) como o número µ(a).

Um multiconjunto C = (A, µ) é representado com a mesma notação usada para repre-

sentar conjuntos, com a diferença de que cada elemento a ∈ A aparece µ(a) vezes no multi-

conjunto C. Por exemplo, o multiconjunto C = (A, µ) tal que A = {a, b, c, d, e} e µ(a) = 2,

µ(b) = 1, µ(c) = 3, µ(d) = 1, µ(e) = 2, é representado por C = {a, a, b, c, c, c, d, e, e}.

Em um multiconjunto, a ordem dos elementos não é relevante, mas apenas a multi-

plicidade dos seus elementos. Por exemplo, os multiconjuntos C1 = {a, b, a, b, c, c, b} e

C2 = {a, a, c, c, b, b, b} são iguais.

Multiconjuntos podem ser vistos como uma generalização de conjuntos, isto é, um

multiconjunto C = (A, µ) é um conjunto quando µ(a) = 1 para todo elemento a ∈ A. A

cardinalidade de um multiconjunto C = (A, µ) é definida como
∑

a∈A µ(a). O Teorema 1.1

apresenta o número de multiconjuntos de cardinalidade k formado por elementos de um
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conjunto finito A de cardinalidade n. Uma demonstração do Teorema 1.1 pode ser en-

contrada no livro de W. Feller [34, pag.33].

Teorema 1.1. O número de multiconjuntos de cardinalidade k formado por elementos

de um conjunto finito A de cardinalidade n é igual a Ak,n =
(

n+k−1
k

)

=
(

n+k−1
n−1

)

.

1.4 Coloração de Grafos

Nesta seção, inicialmente apresentamos os conceitos de coloração de vértices e de coloração

de arestas, que são colorações de grafos clássicas cuja origem está intimamente relacionada

a Conjetura das Quatro Cores citada no ińıcio deste caṕıtulo. Posteriormente, apresenta-

mos o conceito de coloração total e finalizamos o caṕıtulo apresentando a coloração total

semiforte, que é o tema desta dissertação.

Seja G um grafo sem laços. Uma coloração de vértices (própria) de G é uma atribuição

de cores aos vértices de G de modo que quaisquer dois vértices adjacentes possuam cores

distintas. Uma coloração de vértices de G é dita não própria quando existem vértices ad-

jacentes em G que possuem a mesma cor. Nesta dissertação, quando citarmos coloração

de vértices, estaremos nos referindo a colorações próprias. Quando estivermos conside-

rando colorações não próprias, estas serão definidas e referenciadas explicitamente como

não próprias.

O menor número de cores para o qual o grafo G admite uma coloração de vértices é

denominado número cromático de G e denotado por χ(G). Uma coloração dos vértices

de G com k cores é dita uma k-coloração de vértices de G. É importante notar que o

conjunto de vértices que recebem a mesma cor formam um conjunto independente. Por

exemplo, como quaisquer dois vértices do Kn são adjacentes, cada vértice recebe uma cor

distinta, isto é, χ(Kn) = ∆(Kn) + 1 = n

Considere um ciclo ı́mpar. Note que o grafo C2k+1 possui número cromático igual a

∆(C2k+1) + 1 = 3. Não é dif́ıcil ver que a cardinalidade de um conjunto independente de

vértices de tamanho máximo neste grafo é igual a k. Logo, χ(C2k+1) ≥ 2k+1
k

> 2. Para

colorir os vértices do C2k+1 com 3 cores, inicialmente atribúımos a cor 3 a um dos vértices

do ciclo e, em seguida, colorimos os demais vértices alternadamente com as cores 1 e 2.

Seja G um grafo sem laços, com n vértices, n ≥ 1. Obtemos facilmente uma coloração

dos vértices de G atribuindo uma cor distinta a cada um de seus vértices. A partir desta

coloração, obtemos o limite superior χ(G) ≤ |V (G)|. Este limite superior é o melhor

posśıvel, dado que χ(Kn) = |V (Kn)|. No entanto, o limite é justo apenas no caso dos

grafos completos.

Dado um conjunto de cores C = {1, . . . }, pode-se também colorir os vértices de G

da seguinte maneira: inicialmente, atribúımos uma ordem v1, . . . , vn aos vértices de G e,
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posteriormente, colorimos os vértices de G de acordo com essa ordem atribuindo a cada

vértice vi a menor cor do conjunto C que ainda não tenha sido utilizada para colorir seus

vizinhos vj, com j < i. A partir deste método de coloração, obtemos que χ(G) ≤ ∆(G)+1.

De fato, em uma ordenação dos vértices de G, quando um vértice vi está para ser colorido,

o número de vizinhos de vi que já foram coloridos é menor ou igual a d(v), que, por fim,

é menor ou igual a ∆(G). Deste modo, uma das cores 1, . . . ,∆(G) + 1 certamente estará

dispońıvel para colorir o vértice vi.

O limite superior χ(G) ≤ ∆(G) + 1, para grafos arbitrários, é o melhor posśıvel, dado

que é um limite justo considerando os grafos completos e os ciclos ı́mpares. Todavia, em

1941, R. L. Brooks [14] demonstrou que este limite superior não é um limite justo para

os demais grafos:

Teorema 1.2 (Brooks [14]). Se G é um grafo conexo tal que G não é um grafo completo

nem um ciclo ı́mpar, então χ(G) ≤ ∆(G).

O Teorema de Brooks é um resultado clássico em coloração de grafos. Generalizações

deste teorema foram posteriormente apresentadas por G. A. Dirac [31] e T. Gallai [35].

Seja G um grafo sem laços. Uma coloração de arestas (própria) de G é uma atribuição

de cores às arestas de G de modo que quaisquer duas arestas adjacentes possuam cores

distintas. Uma coloração de arestas de G é dita não própria quando existem arestas

adjacentes em G coloridas com a mesma cor. Similarmente ao caso da coloração de

vértices, nos referimos a colorações de arestas próprias simplesmente como colorações de

arestas.

O menor número de cores para o qual o grafo G admite uma coloração de arestas é

denominado ı́ndice cromático de G e é denotado por χ′(G). Uma coloração de arestas de

G com k cores é dita uma k-coloração de arestas de G. Seja v um vértice de grau máximo

em G. Observe que em qualquer coloração de arestas de G são necessárias pelo menos

∆(G) cores para colorir as arestas incidentes em v. Logo, χ′(G) ≥ ∆(G).

Como um exemplo, observe que o ı́ndice cromático de um ciclo par C2k é igual a dois.

De fato, temos que χ′(C2k) ≥ ∆(C2k) = 2. Uma 2-coloração de arestas do C2k é obtida

colorindo as arestas do ciclo alternadamente com as cores 1 e 2. Por outro lado, é bastante

conhecido que o ı́ndice cromático de um ciclo ı́mpar C2k+1 é igual a três. Observe que um

conjunto independente de arestas de tamanho máximo no grafo C2k+1 possui cardinalidade

igual a k. Logo, temos que χ′(C2k+1) ≥ 2k+1
k

> 2. Colorimos as arestas do C2k+1 com

três cores, atribuindo a cor 3 a uma das arestas do C2k+1 e colorindo as demais arestas

alternadamente com as cores 1 e 2.

Em 1964, V. G. Vizing [69] apresentou o seguinte resultado, que é um dos mais im-

portantes em coloração de grafos:
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Teorema 1.3 (Vizing [69]). Se G é um grafo simples, então χ′(G) ≤ ∆(G) + 1.

Com base no Teorema 1.3, e lembrando que χ′(G) ≥ ∆(G), convencionou-se chamar

de classe 1 os grafos que possuem χ′(G) = ∆(G) e de classe 2 os grafos que possuem

χ′(G) = ∆(G) + 1. Dado um grafo simples G, decidir se G é classe 1 ou classe 2 é

um problema N P-completo [40]. No entanto, para algumas classes de grafos, o ı́ndice

cromático encontra-se determinado. Por exemplo, em 1916, König determinou o ı́ndice

cromático dos grafos simples bipartidos:

Teorema 1.4 (König [50]). Se G é um grafo simples bipartido, então χ′(G) = ∆(G).

O núcleo de um grafo G é o subgrafo de G induzido pelos vértices de grau máximo. Em

1992, Chew e Yap [27] determinaram o ı́ndice cromático dos grafos simples cujo núcleo é

uma floresta:

Lema 1.5 (Chew e Yap [27]). Seja G um grafo simples. Se o núcleo de G é uma floresta,

então χ′(G) = ∆(G).

Uma coloração total (própria) de um grafo sem laços G é uma atribuição de cores

aos vértices e às arestas de G de modo que quaisquer dois elementos adjacentes ou in-

cidentes possuam cores distintas. Uma coloração total de G é não própria se existem

dois elementos adjacentes ou incidentes de G com cores idênticas. Nesta dissertação,

quando estivermos considerando colorações totais não próprias, estas serão definidas e

referenciadas explicitamente como não próprias.

Seja φ uma coloração total de um grafo sem laços G. Observe que a restrição de φ aos

vértices de G, denotada por φ|V (G), é uma coloração de vértices de G, e que a restrição de

φ às arestas de G, denotada por φ|E(G), é uma coloração de arestas de G. A Figura 1.10

exibe colorações totais para dois grafos.

1 1

1

1 1

1

1

2

2

2

2

2 2

2

3

3

3

33

33

4

4 4

4

4

5

5

Figura 1.10: Dois grafos simples munidos de uma coloração total.

O menor valor de k para o qual um grafoG admite uma k-coloração total é denominado

número cromático total de G e é denotado por χ′′(G). Dado um grafo sem laços G e

um vértice de grau máximo v ∈ V (G), são necessárias ∆(G) cores para colorir as arestas

incidentes em v e mais uma cor adicional para o próprio vértice. Logo, χ′′(G) ≥ ∆(G)+1.
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O conceito de coloração total foi introduzido, de maneira independente, por Beh-

zad [11] e Vizing [70], por volta de 1965. Os autores propuseram a seguinte conjetura,

que ficou conhecida como Conjetura da Coloração Total:

Conjetura 1.6 (Behzad [11] e Vizing [70]). Para qualquer grafo simples G, tem-se que

χ′′(G) ≤ ∆(G) + 2.

Apesar da Conjetura da Coloração Total permanecer aberta para grafos arbitrários,

ela já foi verificada para algumas classes de grafos como, por exemplo, para os grafos com

∆(G) ≤ 5 [52,53,77], grafos split [21], grafos multipartidos completos [77], subfamı́lias de

grafos regulares [26] e grafos duplamente cordais [29]. Borodin et al. [13] provaram que

os grafos planares com ∆(G) ≥ 11 possuem χ′′(G) = ∆(G) + 1.

Se a Conjetura da Coloração Total for verdadeira, então o número cromático total de

um grafo G está restrito a ∆(G) + 1 ou ∆(G) + 2. Esta observação inspirou a seguinte

nomenclatura: se o grafo G possui χ′′(G) = ∆(G)+1, diz-se que G é tipo 1 ; e se G possui

χ′′(G) = ∆(G) + 2, diz-se que G é tipo 2.

Em 1989, Sánchez-Arroyo [6] provou que decidir se χ′′(G) = ∆(G) + 1 é um problema

N P-completo. Em 1994, McDiarmid e Sánchez-Arroyo [55] mostraram que mesmo o

problema de determinar o número cromático total para grafos bipartidos k-regulares,

para cada k ≥ 3 fixo, é N P-dif́ıcil.

Seja φ uma atribuição de cores aos vértices e às arestas de um grafo sem laços G.

Sejam x e y dois elementos adjacentes ou incidentes pertencentes a G. Se φ(x) = φ(y)

dizemos que a atribuição de cores φ conflita ou que há um conflito entre x e y.

Seja φ uma coloração total de G. Para cada vértice v ∈ V (G), seja C(v) := {φ(v)} ∪

{φ(uv) : uv ∈ E(G)} o conjunto de cores que ocorrem no vértice v; ou seja, C(v) é formado

pela cor do vértice v e pelas cores das arestas que nele incidem. Dizemos que a coloração

total φ é semiforte se C(u) 6= C(v) para quaisquer dois vértices adjacentes u, v ∈ V (G).

O menor número de cores para o qual um grafo simples G admite uma coloração total

semiforte é denominado número cromático total semiforte de G. A Figura 1.11 exibe um

grafo munido de uma coloração total semiforte. Observe que quaisquer dois vértices e

arestas adjacentes neste grafo possuem cores distintas; que qualquer vértice possui cor

distinta da cor das arestas que nele incidem e que os conjuntos de cores que ocorrem em

quaisquer dois vértices adjacentes são distintos.

O conceito de coloração total semiforte foi introduzido por Zhang et al. [80] em 2005.

Os autores estudaram essa coloração para algumas famı́lias clássicas de grafos, tais como:

grafos completos, grafos bipartidos completos, árvores e ciclos; e verificaram que todas

estas famı́lias possuem uma coloração total semiforte com não mais que ∆(G) + 3 cores.

Com base nestas descobertas, Zhang et al. conjeturaram que qualquer grafo simples G
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Figura 1.11: Grafo munido de uma coloração total semiforte com 4 cores.

admite uma coloração total semiforte com no máximo ∆(G) + 3 cores. Essa conjetura

ficou conhecida como Conjetura da Coloração Total Semiforte. Apesar desta conjetura

continuar aberta, ela já foi verificada para algumas outras classes de grafos além das

famı́lias já citadas.

Nesta dissertação, determinamos o número cromático total semiforte para as seguintes

famı́lias de grafos:

• grafos simples com ∆(G) = 3 e sem vértices adjacentes de grau máximo;

• snarks-flor;

• snarks de Goldberg;

• snarks de Blanuša generalizados;

• snarks de Loupekine LP1;

• grafos equipartidos completos de ordem par.

As colorações dadas aos grafos destas classes possuem no máximo ∆(G) + 2 cores. Além

disso, mostramos que os grafos tripartidos e os grafos equipartidos completos de ordem

ı́mpar possuem uma coloração total semiforte com no máximo ∆(G) + 3 cores. Os re-

sultados obtidos confirmam a validade da Conjetura da Coloração Total Semiforte para

todas as famı́lias consideradas neste trabalho.

O restante da dissertação está dividido em quatro caṕıtulos. O Caṕıtulo 2 apresenta

um breve histórico do contexto em que a coloração total semiforte foi introduzida. Em

seguida, alguns resultados da literatura são apresentados. O Caṕıtulo 3 trata da coloração

total semiforte de algumas famı́lias de grafos simples com ∆(G) = 3. No Caṕıtulo 4, a

Conjetura da Coloração Total Semiforte é verificada para os grafos tripartidos e para

os grafos equipartidos completos. Além disso, o número cromático total semiforte dos

grafos equipartidos completos de ordem par é determinado. Finalmente, o último caṕıtulo

apresenta as conclusões desta dissertação e sugestões de trabalhos futuros.
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Paralelamente a esta pesquisa de mestrado, foi desenvolvida uma pesquisa no De-

partamento de Otimização e Combinatória da Universidade de Waterloo, Canadá, sob

a orientação do professor R. Bruce Richter. Durante esta pesquisa, entre outros proble-

mas, investigou-se uma conjetura proposta por J. Barát e G. Tóth no artigo Towards the

Albertson Conjecture [9]. Os resultados originais obtidos foram redigidos em um artigo

que foi publicado na revista The Electronic Journal of Combinatorics [54]. Este artigo

encontra-se no Apêndice A desta dissertação.



Caṕıtulo 2

Coloração total semiforte

Seja G um grafo e seja C um conjunto de rótulos. Uma rotulação de G é uma atribuição de

rótulos aos vértices e/ou às arestas de G. Seja π : V (G) → C. Se quaisquer dois vértices de

G possuem rótulos distintos, então dizemos que a rotulação π é forte ou irregular. Neste

caso, cada vértice do grafo G é unicamente determinado pelo seu rótulo. Uma rotulação

de G na qual quaisquer dois vértices adjacentes possuem rótulos distintos é denominada

uma rotulação semiforte. Dizemos que dois vértices u, v ∈ V (G) são distinguidos por π

quando π(u) 6= π(v). A Figura 2.1(a) exibe uma rotulação forte de um grafo G com 5

vértices e a Figura 2.1(b) exibe uma rotulação semiforte do mesmo grafo.

000 001

010 011 100

(a) Rotulação Forte.

000

001 001

001

010

(b) Rotulação Semiforte.

Figura 2.1: Exemplo de rotulação forte e semiforte de um mesmo grafo.

Existem ocasiões em que uma rotulação das arestas de um grafo pode induzir uma

rotulação forte ou semiforte dos seus vértices. Por exemplo, em qualquer coloração de

arestas própria do K3, quaisquer dois vértices são distinguidos pelos conjuntos das cores

de suas arestas incidentes. Seja K3 com conjunto de vértices V (K3) := {v1, v2, v3} munido

de uma coloração de arestas φ, tal que φ(v1v2) = 1, φ(v2v3) = 2 e φ(v1v3) = 3. Para cada

vértice vi ∈ V (K3) definimos π(vi) := {φ(vivj) : vivj ∈ E(K3)}, o conjunto das cores

das arestas incidentes no vértice vi. Deste modo, temos π(v1) = {1, 3}, π(v2) = {1, 2},

π(v3) = {2, 3}. A rotulação π : V (K3) → {{1, 2}, {2, 3}, {1, 3}} é uma rotulação forte.

15
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De modo semelhante, outras colorações de um grafo podem induzir uma rotulação forte

ou semiforte dos seus vértices. Por exemplo, na Figura 2.2 exibimos uma 4-coloração total

φ do ciclo C5 que induz uma rotulação semiforte π dos seus vértices. Esta rotulação é

definida da seguinte maneira: para todo vi ∈ V (C5), π(vi) := {φ(vi)} ∪ {φ(vivj) : vivj ∈

E(C5)}. Por inspeção, é posśıvel verificar que π(vi) 6= π(vj), para quaisquer dois vértices

adjacentes vi, vj ∈ V (C5). Portanto, a rotulação π é semiforte. Observe também que a

rotulação π não é forte, pois π(v2) = π(v5).

1

1

2 2

3

33
4

4
4

v1

v2
v3

v4
v5

Figura 2.2: Ciclo C5 munido de uma 4-coloração total φ.

Uma coloração de arestas própria φ de um grafo G que induz uma rotulação forte π

(resp. semiforte) de G é denominada uma coloração de arestas forte (resp. semiforte) de

G. Similarmente, uma coloração total própria φ de um grafo G que induz uma rotulação

semiforte π de G é denominada uma coloração total semiforte de G.

A coloração total semiforte é o tema desta dissertação. Essa coloração faz parte de

uma famı́lia de colorações (próprias ou não próprias) cuja restrição adicional é distinguir

dois vértices quaisquer de um grafo ou apenas vértices adjacentes. O leitor interessado em

outras colorações que distinguem vértices pode encontrar mais informações e referências

nos artigos de Escuadro et al. [33], B. Seamone [61] e também no livro de G. Chartrand

e P. Zhang [20, Caṕıtulo 13].

Na Seção 2.1 apresentamos um breve histórico das colorações que distinguem vértices

e introduzimos formalmente o conceito de coloração total semiforte. Posteriormente, na

Seção 2.2, apresentamos alguns resultados preliminares da literatura de coloração total

semiforte. Apresentamos também a Conjetura da Coloração Total Semiforte, que afirma

que qualquer grafo simples possui uma coloração total semiforte com no máximo ∆(G)+3

cores. Na Seção 2.3, apresentamos a coloração total semiforte dos grafos completos, ciclos

e grafos bipartidos. Finalizando o caṕıtulo, na Seção 2.4, apresentamos famı́lias de grafos

que necessitam de exatamente ∆(G)+3 cores para admitir uma coloração total semiforte.
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2.1 Distinguindo os vértices de um grafo

Em 1986, Chartrand et al. [19] apresentaram um trabalho na conferência de aniversário dos

250 anos da Teoria dos Grafos em Fort Wayne, Indiana, nos Estados Unidos. No trabalho

apresentado, os autores destacaram a importância dos grafos regulares em Teoria dos

Grafos, o que pode ser observado pelo grande número de trabalhos e resultados dedicados

a esta classe de grafos. Ainda nesta apresentação, eles denominaram de grafo irregular

o grafo que não possui dois vértices de mesmo grau e observaram que existe apenas um

grafo simples que não possui dois vértices de mesmo grau: o K1. Este fato é decorrente

da seguinte proposição:

Proposição 2.1. Em qualquer grafo simples com pelo menos dois vértices, devem existir

dois vértices que possuem o mesmo grau.

Demonstração. Considere um grafo simples G com n vértices. Por contradição, suponha

que todos os vértices de G possuam graus distintos entre si. Deste modo, os graus dos

vértices de G são exatamente 0, 1, . . . , n− 1. Contudo, observe que é imposśıvel haver no

grafo G um vértice de grau 0 e um vértice de grau n − 1 simultaneamente. Conclúımos

que G possui pelo menos dois vértices de mesmo grau.

Motivados pela inexistência de grafos simples irregulares não triviais, Chartrand et

al. [19] introduziram o problema das redes irregulares. Uma rede é um grafo simples G

no qual, para cada aresta e ∈ E(G), é atribúıdo um peso ω(e) inteiro positivo. Para

cada vértice v pertencente à rede, definimos o peso do vértice v, ω(v), como a soma dos

pesos das suas arestas incidentes, ou seja, ω(v) :=
∑

u∈N(v) ω(uv). Uma rede irregular G

é uma rede na qual ω(u) 6= ω(v), para quaisquer dois vértices u, v ∈ V (G). Note que, em

uma rede irregular G, a função ω : V (G) → N é uma rotulação forte de G. A Figura 2.3

apresenta uma atribuição de pesos às arestas do grafo de Petersen de modo que o grafo

resultante seja uma rede irregular.

Observe que não existem redes irregulares de ordem dois. De fato, no caso conexo, é

imposśıvel atribuir um peso à aresta do K2 de modo a obter pesos distintos para os seus

dois vértices. Por outro lado, para o caso não conexo, em qualquer coloração de arestas,

ambos os vértices possuem peso zero. Estas observações vão ao encontro do resultado de

Chartrand et al. apresentado a seguir.

Teorema 2.2 (Chartrand et al. [19]). Se G é um grafo simples e conexo com |V (G)| ≥ 3,

então existe uma atribuição de pesos às arestas de G que resulta em uma rede irregular.

Demonstração. Seja G um grafo simples e conexo de ordem maior ou igual a 3. Seja

E(G) = {e1, e2, . . . , em}. Como G é conexo e |V (G)| ≥ 3, temos que |E(G)| ≥ 2. Defi-

nimos uma atribuição de pesos ω às arestas de G da seguinte maneira: para 1 ≤ i ≤ m,
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Figura 2.3: Grafo de Petersen como uma rede irregular. Neste exemplo, cada vértice
encontra-se rotulado com o valor do seu peso.

ω(ei) := 2i−1. Observe que cada vértice v ∈ V (G) pode ter o seu peso ω(v) expresso como

um número binário am−1 am−2 . . . a1 a0, tal que cada ai ∈ {0, 1} e ai = 1 se e somente se

ei+1 é incidente no vértice v. Uma vez que não existem em G dois vértices com o mesmo

conjunto de arestas incidentes e como a representação binária de um inteiro positivo é

única, temos que quaisquer dois vértices possuem pesos distintos e o resultado segue.

Note que, se todas as arestas de uma rede irregular tiverem seus pesos multiplicados

por um número inteiro positivo fixo, o grafo ponderado resultante é também uma rede

irregular. Por meio desta observação e pelo Teorema 2.2, obtem-se o seguinte corolário:

Corolário 2.3 (Chartrand et al. [19]). Existe uma atribuição de pesos às arestas de um

grafo simples G que resulta em uma rede irregular se e somente se G possui no máximo

uma componente conexa isomorfa ao K1 e não possui componentes conexas isomorfas ao

K2.

Dizemos que um grafo G é comportado se G é simples, não possui componentes conexas

isomorfas ao K2 e possui no máximo uma componente conexa isomorfa ao K1. Em seu

trabalho, Chartrand et al. [19] estabeleceram o problema de determinar o menor valor

de k para o qual um grafo comportado possui uma atribuição de pesos 1, 2, . . . , k às suas

arestas de modo a torná-lo uma rede irregular. Esse menor valor de k é denominado

grau de irregularidade do grafo G e é denotado por s(G). Ainda neste trabalho, foram

apresentados alguns limites inferiores para s(G). Além disso, os autores determinaram

o grau de irregularidade para caminhos, grafos completos e grafos bipartidos completos

com partes de mesma cardinalidade.
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Outros pesquisadores se interessaram pelo problema das redes irregulares. Por exem-

plo, em 2000, Nierhoff [57] provou que todo grafo comportado G possui s(G) ≤ |V (G)|−1.

Em 2011, Kalkowski et al. [48] provaram que s(G) ≤ 6⌈n/δ(G)⌉, para qualquer grafo com-

portado G.

Em 1990, Aigner e Triesh [1] propuseram a variante do problema das redes irregulares

descrita a seguir. Seja G um grafo simples e seja φ : E(G) → {1, . . . , k} uma k-coloração

de arestas (não necessariamente própria) do grafo G. Para cada vértice v ∈ V (G), de-

finimos Cm(v) como o multiconjunto das cores das arestas incidentes no vértice v. Por

exemplo, se o vértice v possui três arestas incidentes e essas arestas possuem as cores 1, 3 e

3, então Cm(v) = {1, 3, 3}. Dizemos que a coloração de arestas φ é uma coloração de ares-

tas forte por multiconjunto se e somente se Cm(u) 6= Cm(v) para quaisquer dois vértices

u, v ∈ V (G). A Figura 2.4 apresenta uma coloração de arestas forte por multiconjunto do

grafo de Petersen.

1
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1

1

2

2

2
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2

3

3

3

3

3

{1, 1, 1}

{2, 2, 2}

{3, 3, 3}

{1, 2, 3}

{1, 1, 2}

{1, 1, 3}

{2, 3, 3}

{2, 2, 3}

{1, 3, 3} {1, 2, 2}

Figura 2.4: Grafo de Petersen P munido de uma coloração de arestas forte por multicon-
junto com três cores. Cada vértice u ∈ V (P ) encontra-se rotulado com o seu multiconjunto
Cm(u).

O menor número de cores k para o qual um grafo G possui uma k-coloração de arestas

forte por multiconjunto é denotado por χ′
m(G). Observe que o grafo de Petersen possui

χ′
m(P ) = 3. De fato, pela Figura 2.4, temos que χ′

m(P ) ≤ 3. Além disso, note que não

é posśıvel uma tal coloração do grafo de Petersen com k = 2, pois o grafo de Petersen

possui 10 vértices e, pelo Teorema 1.1, existem apenas quatro multiconjuntos distintos de

três elementos formados com as cores 1 e 2.

Em 1990, Aigner e Triesh [1] provaram que χ′
m(Kn) = 3 para todo grafo completo

com n ≥ 3, e que χ′
m(Kn,n) = 3 para qualquer grafo bipartido completo com n ≥ 2. Os
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autores também observaram que χ′
m(G) ≤ s(G). De fato, seja G um grafo comportado e

seja φ uma ponderação das arestas de G que o torna uma rede irregular. Não é dif́ıcil ver

que Cm
φ (u) 6= Cm

φ (v) para quaisquer u, v ∈ V (G), pois, se este não fosse o caso, teŕıamos

dois vértices em G com o mesmo peso, uma contradição. Logo, χ′
m(G) ≤ s(G).

Em 1997, Burris e Schelp [15] propuseram o seguinte caso particular da coloração de

arestas forte por multiconjuntos. Seja G um grafo comportado e φ : E(G) → {1, . . . , k}

uma k-coloração de arestas própria de G. Para cada vértice v ∈ V (G) definimos C ′(v) :=

{φ(uv) : uv ∈ E(G)}, o conjunto das cores das arestas incidentes no vértice v. Dizemos que

a coloração de arestas φ é uma coloração de arestas forte se e somente se, para quaisquer

dois vértices u, v ∈ V (G), C ′(u) 6= C ′(v). Essa coloração também foi investigada de

maneira independente por Černý, Horňák e Soták [41, 68] sob o nome de observability of

a graph. A Figura 2.5 apresenta uma coloração de arestas forte do grafo de Petersen com

5 cores.
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{1, 2, 3}

{2, 3, 4}

{1, 4, 5}{1, 3, 4}

{1, 2, 4}

{1, 2, 5}

{2, 3, 5}

{1, 3, 5}{3, 4, 5}

{2, 4, 5}

Figura 2.5: Grafo de Petersen munido de uma coloração de arestas forte com 5 cores.

O menor valor de k para o qual um grafo G possui uma k-coloração de arestas forte

é denotado por χ′
s(G) e é denominado ı́ndice cromático forte de G. Como a coloração

de arestas forte é uma coloração própria, imediatamente obtemos que χ′
s(G) ≥ ∆(G).

Como um exemplo, o grafo de Petersen possui χ′
s(P ) = 5. De fato, pela Figura 2.5,

temos que χ′
s(P ) ≤ 5. Além disso, note que não é posśıvel uma 4-coloração de arestas

forte do grafo de Petersen, pois ele possui 10 vértices e existem apenas
(

4
3

)

= 4 conjuntos

distintos de três elementos formados com as cores 1, 2, 3 e 4. O parâmetro χ′
s(G) está

determinado para algumas famı́lias de grafos tais como: caminhos, ciclos, grafos comple-

tos, grafos bipartidos completos [15, 68] e grafos multipartidos completos com partes de

mesma cardinalidade [41]. Além dos resultados para classes de grafos, alguns limitantes

para χ′
s(G) também foram obtidos para grafos comportados arbitrários. Por exemplo,
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Balister et al. [7] investigaram a coloração de arestas forte para grafos com ∆(G) = 2

e Bazgan et al. [10] a investigaram para grafos comportados [10], obtendo os seguintes

resultados:

Teorema 2.4 (Balister et al. [7]). Seja G um grafo comportado com ∆(G) = 2 e seja

ni(G) o número de vértices de grau i em G. Se k é o menor inteiro tal que n1(G) ≤ k e

n2(G) ≤
(

k
2

)

, então k ≤ χ′
s(G) ≤ k + 5.

Teorema 2.5 (Bazgan et al. [10]). Se G é um grafo comportado, então χ′
s(G) ≤ |V (G)| + 1.

Note que χ′
s(G) é um limite superior para s(G) e para χ′

m(G). Assim como nas redes

irregulares e na coloração de arestas forte por multiconjunto, na coloração de arestas

forte de um grafo G exige-se que quaisquer dois vértices u, v ∈ V (G) sejam distingúıveis

pelos conjuntos das cores de suas arestas incidentes. Entretanto, a coloração de arestas

forte é uma coloração de arestas própria, enquanto que nas duas colorações anteriores

a atribuição de cores ou pesos às arestas do grafo pode resultar em uma coloração de

arestas não própria do grafo. Logo, temos que χ′
m(G) ≤ χ′

s(G) e s(G) ≤ χ′
s(G). Como

argumentado anteriormente, sabemos que χ′
m(G) ≤ s(G). Deste modo, obtemos que

χ′
m(G) ≤ s(G) ≤ χ′

s(G).

O grafo de Petersen é um exemplo de grafo para o qual temos χ′
m(G) < χ′

s(G). As

Figuras 2.4 e 2.5 ilustram este caso. O grafo de Petersen também exemplifica o caso em

que s(G) = χ′
s(G), como ilustrado pelas Figuras 2.3 e 2.5. A Figura 2.6 apresenta um

caso em que s(G) = χ′
m(G) e a Figura 2.7 ilustra um caso em que s(G) < χ′

s(G). Na

Figura 2.7, como G possui dois vértices de grau 3, um desses vértices deve possuir pelo

menos uma aresta incidente com cor distinta das cores que colorem as arestas incidentes

no outro vértice de grau três. Logo, χ′
s(G) ≥ 4.

1 2
3

3

4 5

(a) Grafo K3 como uma rede irregular.

1 2

3

{1, 3} {1, 2} {2, 3}

(b) Coloração de arestas forte por multiconjunto do K3.

Figura 2.6: Exemplo de um grafo G com s(G) = 3 e χ′
m(G) = 3.

Em 2002, Zhang et al. [79] introduziram uma variante da coloração de arestas forte

na qual a propriedade de que dois vértices sejam distinguidos é restrita apenas a vértices

adjacentes. Dado um grafo simples G, uma coloração de arestas semiforte φ : E(G) →

{1, . . . , k} é uma atribuição de cores às arestas de G tal que φ(e) 6= φ(f) para quais-

quer duas arestas adjacentes e, f ∈ E(G) e C ′(u) 6= C ′(v) para quaisquer dois vértices
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(a) Grafo G como uma rede irregular.

1

1

2 34

{1, 2, 3}

{1, 3}

{1, 4}

{1, 2, 4}

(b) Coloração de arestas forte de G.

Figura 2.7: Exemplo de um grafo G com s(G) = 2 e χ′
s(G) = 4.

adjacentes u, v ∈ V (G). Lembre que C ′(u) = {φ(uv) : uv ∈ E(G)}. A coloração exibida

na Figura 2.8 é uma coloração de arestas semiforte do grafo completo K6. Observe que

quaisquer dois vértices adjacentes possuem conjuntos de cores distintos.
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v0
v1

v2

v3v4

v5

C(v0) = {0, 2}

C(v1) = {2, 5}

C(v2) = {2, 4}

C(v3) = {0, 1}

C(v4) = {1, 2}

C(v5) = {4, 5}

Figura 2.8: Grafo K6 munido de uma coloração de arestas semiforte com 7 cores.

O menor número k para o qual um grafo simples G admite uma k-coloração de arestas

semiforte é denominado o ı́ndice cromático semiforte e é denotado por χ′
as(G). Como

a coloração de arestas semiforte é uma coloração própria, temos que χ′
as(G) ≥ ∆(G).

Considere o grafo K6. De acordo com a Figura 2.8, temos que χ′
as(K6) ≤ 7. Para mostrar

que χ′
as(K6) ≥ 7, vamos supor que o K6 possua uma coloração de arestas semiforte com 6

cores. Neste caso, para 0 ≤ i ≤ 5, podemos supor que a cor i está ausente em cada vértice

vi, pois o K6 recebeu uma 6-coloração de arestas semiforte. Entretanto, isto implica que

cada um dos cinco vértices restantes possui uma aresta incidente colorida com a cor i.

Isto é uma contradição pois na coloração de arestas cada cor ocorre em um número par

de vértices. Portanto, χ′
as(K6) ≥ 7.

Zhang et al. [79] conjeturaram que se G é um grafo simples, conexo e tal que G 6∼= K2

e G 6∼= C5, então G possui uma coloração de arestas semiforte com no máximo ∆(G) + 2

cores. Essa conjetura é conhecida como a Conjetura da Coloração de Arestas Semiforte

e foi inicialmente provada para grafos completos, grafos bipartidos [79] e para grafos com

∆(G) ≤ 3 [8]. Alguns limitantes superiores para χ′
as(G) também foram determinados.

Por exemplo, Balister et al. [8] provaram que se G é um grafo simples e conexo com pelo



2.2. Resultados preliminares 23

menos 3 vértices, então χ′
as(G) ≤ ∆(G) +O(logχ(G)). Em 2005, Hatami [39] provou que

se G é um grafo simples, conexo, com pelo menos três vértices e com ∆(G) ≥ 1020, então

χ′
as(G) ≤ ∆(G) + 300. Em 2006, Edwards et al. [32] provaram que χ′

as(G) ≤ ∆(G) + 1 se

G é um grafo planar, bipartido e com ∆(G) ≥ 12.

Em 2005, Zhang et al. [80] estenderam o conceito de coloração semiforte para o con-

texto da coloração total tal como descrito a seguir. Seja G um grafo simples e φ : V (G) ∪

E(G) → {1, . . . , k} uma k-coloração total de G. Para cada vértice v ∈ V (G), definimos

o conjunto das cores que ocorrem no vértice v como o conjunto Cφ(v) := {φ(v)} ∪C ′
φ(v).

Lembre que C ′
φ(v) = {φ(uv) : uv ∈ E(G)}. Quando estiver claro no contexto a qual co-

loração Cφ(v) se refere, Cφ(v) é escrito simplesmente como C(v). Denotamos por C(v) o

conjunto das cores que não ocorrem no vértice v, ou seja, C(v) := {1, . . . , k}\C(v). Se

quaisquer dois vértices adjacentes u, v ∈ V (G) forem distinguidos, então dizemos que φ

é uma coloração total semiforte1. O número cromático total semiforte de G, denotado

por χ′′
a(G), é o menor número k de cores para o qual G admite uma k-coloração total

semiforte. O Problema da Coloração Total Semiforte consiste em determinar o valor de

χ′′
a(G) para um grafo simples G. A complexidade de se determinar χ′′

a(G) para um grafo

simples G ainda não é conhecida, assim como também não é conhecida a complexidade de

se determinar χ′
as(G). A Figura 2.9 exibe uma 5-coloração total semiforte do grafo K3,3.

1

1

1

2

2

2

3

33

4 44

5 55

Figura 2.9: Grafo K3,3 munido de uma 5-coloração total semiforte.

Na próxima seção, apresentamos alguns resultados básicos envolvendo a coloração

total semiforte.

2.2 Resultados preliminares

Uma abordagem natural ao se investigar a coloração total semiforte consiste em estudar

suas similaridades e diferenças com relação à coloração total.

Seja G um grafo simples e v ∈ V (G) um vértice de grau máximo em G. Observe que,

assim como na coloração total, em qualquer coloração total semiforte de G são necessárias

1do Inglês: adjacent-vertex-distinguishing-total-colouring.
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∆(G) cores para colorir as arestas incidentes em v e uma nova cor para colorir o vértice

v. Deste modo, obtemos o seguinte limite inferior para χ′′
a(G):

Proposição 2.6. Se G é um grafo simples, então χ′′
a(G) ≥ ∆(G) + 1.

Zhang et al. [80] observaram que se o grafo G possui dois vértices adjacentes de grau

máximo, o limite inferior para χ′′
a(G) é maior em uma unidade, tal como estabelecido na

proposição a seguir.

Proposição 2.7 (Zhang et al. [80]). Se G é um grafo simples que possui dois vértices

adjacentes de grau máximo, então χ′′
a(G) ≥ ∆(G) + 2.

Demonstração. Sejam G um grafo simples e u, v ∈ V (G) dois vértices adjacentes de

grau máximo. Para qualquer k-coloração total semiforte de G, tanto C(u) quanto C(v)

possuem ∆(G) + 1 elementos. Além disso, como C(u) 6= C(v), pelo menos um elemento

de C(u) é distinto dos elementos de C(v). Deste modo, temos que k ≥ ∆(G) + 2.

Dado um grafo simples G composto por k ≥ 1 componentes conexas, não é dif́ıcil

ver que o número cromático total semiforte do grafo G é o maior número cromático

total semiforte de suas componentes conexas. Essa observação é explicitada na seguinte

proposição:

Proposição 2.8. Se G é um grafo simples com k componentes conexas G1, . . . , Gk, então

χ′′
a(G) = max{χ′′

a(G1), . . . , χ
′′
a(Gk)}.

Pela Proposição 2.8, ao se determinar o parâmetro χ′′
a(G) para um grafo simples G

arbitrário, podemos supor G conexo.

Como visto no Caṕıtulo 1, a Conjetura da Coloração Total afirma que, para qualquer

grafo simples G, χ′′(G) ≤ ∆(G) + 2. Um resultado bastante usado para provar esta

conjetura para algumas classes de grafos afirma que: se a Conjetura da Coloração Total é

válida para todos os grafos k-regulares, então ela é válida para grafos com grau máximo

igual a k [78, Caṕıtulo 2]. A propriedade da coloração total que está por trás deste

resultado é que uma coloração total de um grafo G quando restrita a algum de seus

subgrafos H , permanece como uma coloração total de H , pois quaisquer dois elementos

adjacentes ou incidentes de H possuem cores distintas. Desta forma, temos que χ′′(H) ≤

χ′′(G). Entretanto, a coloração total semiforte de um grafo G quando restrita a algum de

seus subgrafos H , não necessariamente permanece como uma coloração total semiforte de

H : é posśıvel que após a remoção de uma ou mais arestas de G, dois vértices adjacentes no

grafo resultante H tenham o mesmo conjunto de cores. A Figura 2.10 exibe um exemplo

em que isto acontece. Uma consequência imediata deste fato é que provar que a Conjetura

da Coloração Total Semiforte é válida para grafos k-regulares é insuficiente para prová-la

para todos os grafos com ∆(G) = k.
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Zhang et al. [80] também observaram que é posśıvel que algum subgrafo H ⊂ G

possua χ′′
a(H) > χ′′

a(G). A Figura 2.11 apresenta um grafo G e seu subgrafo H , tal que

χ′′
a(H) > χ′′

a(G). Baseados nesta observação, os autores propuseram o seguinte problema:

Problema 2.9. Para quais subgrafos H de G, temos χ′′
a(H) ≤ χ′′

a(G)?
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(a) Grafo K5 munido de uma coloração
total semiforte com 7 cores.
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(b) Subgrafo H ⊂ K5. Observe que os
vértices v2, v3 ∈ V (H) são adjacentes e
possuem o mesmo conjunto de cores.

Figura 2.10: A Figura (a) exibe uma 7-coloração total semiforte do K5 e a Figura (b)
exibe um subgrafo H ⊂ K5 cuja coloração total herdada do K5 não é semiforte.
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Figura 2.11: Um grafo simples e conexo G com ∆(G) = 3, χ′′
a(G) = 4 e um subgrafo

H ⊂ G com χ′′
a(H) = 5.

Observe que a Figura 2.11 apresenta um exemplo em que o subgrafo H possui grau

máximo estritamente menor que o grau máximo do grafo G. De fato, nós não conhecemos

exemplos em que ∆(H) = ∆(G) e χ′′
a(H) > χ′′

a(G).

No mesmo artigo em que introduziram o problema da coloração total semiforte, Zhang

et al. [80] também determinaram o número cromático total semiforte de algumas classes de

grafos, tais como: grafos completos, ciclos, grafos bipartidos completos e árvores. Quase
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todas as classes investigadas pelos autores possuem χ′′
a(G) ≤ ∆(G) + 2, com exceção

apenas dos grafos completos de ordem ı́mpar, que possuem χ′′
a(K2n+1) = ∆(K2n+1) + 3.

Baseados nestes resultados, os autores propuseram a seguinte conjetura:

Conjetura 2.10 (Conjetura da Coloração Total Semiforte). Se G é um grafo simples,

então χ′′
a(G) ≤ ∆(G) + 3.

Se a Conjetura da Coloração Total Semiforte for verdadeira, então ∆(G)+1 ≤ χ′′
a(G) ≤

∆(G)+3. Por outro lado, se G tiver pelo menos dois vértices adjacentes de grau máximo,

então ∆(G) + 2 ≤ χ′′
a(G) ≤ ∆(G) + 3. A Figura 2.12 exibe colorações totais semifortes

ótimas para alguns grafos, ilustrando os diferentes valores para χ′′
a(G).
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χ′′
a(G) = ∆(G) + 1 χ′′

a(G) = ∆(G) + 2 χ′′
a(G) = ∆(G) + 3

Figura 2.12: Exemplos de grafos com diferentes números cromáticos totais semifortes.

A Conjetura da Coloração Total Semiforte foi verificada para grafos com ∆(G) = 3 [24,

44, 72]. Em 2008, X. Chen e Z. Zhang [25] determinaram o número cromático total

semiforte dos grafos de Halin generalizados com ∆(G) ≥ 6 [25]. Em 2009, M. Chen e

X. Guo [22] determinaram o número cromático total semiforte dos hipercubos. Em 2010,

V. Pedrotti e C. P. de Mello verificaram a Conjetura da Coloração Total Semiforte para

os grafos indiferença e determinaram o número cromático total semiforte para algumas

de suas subclasses [58]. Y. Wang e W. Wang [74] determinaram o número cromático total

semiforte dos grafos exoplanares com ∆(G) ≥ 3. Em 2012, D. Huang e W. Wang [42]

provaram que todo grafo planar com ∆(G) ≥ 11 possui χ′′
a(G) ≤ ∆(G) + 3. Ainda

no mesmo ano, os autores melhoraram este resultado, mostrando que todo grafo planar

com ∆(G) ≥ 13 possui χ′′
a(G) ≤ ∆(G) + 2 [73] e também provaram que se um grafo

planar G possui ∆(G) ≥ 14 e não possui vértices adjacentes de grau máximo, então

χ′′
a(G) = ∆(G) + 1. T. Coker e K. Johannson [28] usaram um método probabiĺıstico para

estabelecer um limite superior de ∆(G) + c para χ′′
a(G), onde c > 0 é uma constante.

Apesar da Conjetura da Coloração Total Semiforte permanecer aberta para grafos

arbitrários, são conhecidos na literatura alguns limites superiores para o número cromático
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total semiforte de um grafo simples G. O seguinte limite superior para χ′′
a(G) pode ser

obtido a partir da própria definição de coloração total:

Proposição 2.11. Se G é um grafo simples, então χ′′
a(G) ≤ χ(G) + χ′(G).

Demonstração. Seja φ uma (χ(G) + χ′(G))-coloração total de G que usa χ(G) cores nos

vértices de G e χ′(G) cores nas arestas de G de modo que as cores usadas nos vértices

sejam disjuntas das cores usadas nas arestas. A coloração total φ é semiforte porque,

para quaisquer dois vértices adjacentes u, v ∈ V (G), φ(u) 6= φ(v) e estas cores aparecem

somente nos vértices de G.

A partir da Proposição 2.11, também podem ser derivados os seguintes limites supe-

riores:

• Se G é um grafo planar, então χ(G) ≤ 4 pelo Teorema das Quatro Cores [3, 4].

Deste modo, χ′′
a(G) ≤ 4 + ∆(G) + 1 ≤ ∆(G) + 5.

• Seja G um grafo simples não isomorfo a um grafo completo e nem a um ciclo

ı́mpar. Aplicando o Teorema 1.2 e o Teorema 1.3 à Proposição 2.11, obtemos que

χ′′
a(G) ≤ 2∆(G) + 1.

Em 2012, Huang et al. [43] provaram que χ′′
a(G) ≤ 2∆(G) para qualquer grafo simples

G com ∆(G) ≥ 3. Este é, atualmente, o melhor limite superior conhecido para χ′′
a(G),

considerando grafos arbitrários. A seguir, apresentamos uma nova demonstração deste

resultado, mais sucinta que a anterior.

Teorema 2.12 (Huang et al. [43]). Se G é um grafo simples com ∆(G) ≥ 3, então

χ′′
a(G) ≤ 2∆(G).

Demonstração. Seja G um grafo simples com ∆(G) ≥ 3. Como será provado no Teo-

rema 2.15, temos que χ′′
a(Kn) ≤ ∆(Kn) + 3. Logo, podemos supor que G não é um grafo

completo. Temos também que G não é um ciclo, pois ∆(G) ≥ 3. Pelo Teorema 1.3 e

pela Proposição 2.11, obtemos que χ′′
a(G) ≤ χ(G) + ∆(G) + 1. Como G não é um grafo

completo e nem um ciclo, pelo Teorema 1.2, temos que χ(G) ≤ ∆(G). Assim, quando

χ(G) < ∆(G), o resultado segue. Suponha, então, χ(G) = ∆(G).

Seja {V1, . . . , V∆(G)} uma partição de V (G) em conjuntos independentes. Sejam SE :=

{1, . . . ,∆(G) + 1} e SV := {∆(G) + 2, . . . , 2∆(G)} conjuntos de cores disjuntos. Inici-

almente, constrúımos para o grafo G uma (2∆(G))-coloração total φ : V (G) ∪ E(G) →

SE ∪ SV tal que φ|E(G) seja uma (∆(G) + 1)-coloração de arestas de G com as cores do

conjunto SE . Em seguida, colorimos os vértices de G do seguinte modo: cada v ∈ Vi,

1 ≤ i ≤ ∆(G) − 1, recebe a cor (∆(G) + i+ 1) ∈ SV . Note que os vértices de Vi não são
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adjacentes entre si. Ademais, SE ∩ SV = ∅. Para concluir a coloração total de G, atribua

a cada u ∈ V∆(G) uma cor do conjunto SE\C ′(u), onde C ′(u) = {φ(uv) : uv ∈ E(G)}.

Note que, como o número de arestas incidentes no vértice u é no máximo ∆(G), existe

pelo menos uma cor no conjunto SE\C ′(u) para atribuir ao vértice u. Além disso, observe

que todo vértice v adjacente ao vértice u foi colorido com uma cor do conjunto SV , logo

φ(v) 6= φ(u).

Para completar a prova, mostramos que C(u) 6= C(v) para quaisquer dois vértices

adjacentes u, v ∈ V (G). De acordo com a definição da coloração φ, temos:

(i) para u ∈ Vi, 1 ≤ i ≤ ∆(G) − 1, C(u) = (SV \{∆(G) + i+ 1}) ∪ (SE\C ′(u));

(ii) para u ∈ V∆(G), C(u) = SV ∪ (SE\C(u)).

Seja uiuj ∈ E(G) tal que ui ∈ Vi e uj ∈ Vj. Suponha, sem perda de generalidade, que

i 6= ∆(G). Pelos itens (i) e (ii) conclúımos que φ(ui) ∈ C(uj) e φ(ui) /∈ C(ui). Logo,

C(ui) 6= C(uj).

2.3 Famı́lias clássicas

Nesta seção, apresentamos alguns resultados da literatura da Coloração Total Semiforte no

que concerne à determinação do número cromático total semiforte dos grafos completos,

ciclos, grafos bipartidos completos e árvores.

Recordemos que os grafos completos com n vértices, Kn, são grafos simples, conexos

e (n − 1)-regulares. Considere V (Kn) := {v0, v1, . . . , vn−1}, n ≥ 1. É bastante conhecido

que todo grafo completo Kn com n ı́mpar e n ≥ 3 possui χ′(Kn) = n [51]. De fato, neste

grafo, nenhum emparelhamento contém mais do que (n − 1)/2 arestas, o que implica

χ′(Kn) ≥ |E(Kn)|
(n−1)/2

. Logo, χ′(Kn) ≥ n. A seguir, definimos uma coloração de arestas π do

grafo completo de ordem ı́mpar com exatamente n cores. Essa coloração é denominada

coloração de arestas padrão.

Considere n ı́mpar e n ≥ 3. Para todo i ∈ {0, . . . , n−1}, definimos o conjunto de ares-

tas Mi := {vi−pvi+p : 1 ≤ p ≤ n−1
2

}, com as operações de adição e subtração nos ı́ndices,

módulo n. Na Proposição 2.13, provamos que cada conjunto Mi é um emparelhamento

e que {M0,M1, . . . ,Mn−1} é uma partição de E(Kn). Desta forma, ao colorir as arestas

de cada conjunto Mi com a cor i, obtemos uma n-coloração de arestas do Kn de ordem

ı́mpar.

Proposição 2.13. Seja Kn um grafo completo com n ı́mpar e n ≥ 3. Sejam também os

conjuntos de arestas Mi := {vi−pvi+p : 1 ≤ p ≤ n−1
2

}, para i ∈ {0, . . . , n − 1}, com i − p

e i + p calculados módulo n. Então, cada conjunto Mi ⊂ E(Kn), 0 ≤ i ≤ n − 1, é um

emparelhamento. Além disso, {M0,M1, . . . ,Mn−1} é uma partição de E(Kn).
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Demonstração. Seja G := Kn com V (G) := {v0, v1, . . . , vn−1}, n ≥ 3 e n ı́mpar. Seja

Mi ⊂ E(G), com i ∈ {0, . . . , n − 1}, tal que Mi := {vi−pvi+p : 1 ≤ p ≤ n−1
2

}, com i − p e

i+ p calculados módulo n.

Inicialmente, provamos que Mi é um emparelhamento. Por absurdo, suponha que

existam em Mi duas arestas distintas e1 = vi−lvi+l, e2 = vi−kvi+k com uma extremidade

em comum. Existem dois casos a considerar: ou (i − l) mod n = (i − k) mod n ou

(i− l) mod n = (i+ k) mod n.

Consideremos o caso em que (i− l) mod n = (i−k) mod n. Por definição da operação

mod temos que i− l = αn+ r e que i− k = βn+ r, com α, β ∈ Z e r ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Deste modo, temos que (i− l) −αn = (i−k) −βn. Logo, conclúımos que (i− l) ≡ (i−k)

(mod n). Uma vez que l, k ≤ n−1
2

< n − 1, tem-se que k = l; uma contradição, pois as

arestas e1 e e2 são distintas. A demonstração do segundo caso faz uso de racioćınio similar

ao utilizado acima. Logo, Mi é um emparelhamento.

A seguir, provamos que quaisquer dois emparelhamentos Mi e Mj são disjuntos. Por

absurdo, suponha que exista uma aresta e pertencente tanto a Mi quanto a Mj . Com

relação ao emparelhamento Mi, a aresta e pode ser representada como e = vi−kvi+k e,

com relação ao emparelhamento Mj , a aresta e pode ser representada como e = vj−lvj+l,

k, l ∈ {1, . . . , n−1
2

}. Deste modo, o conjunto dos ı́ndices dos extremos da aresta e pode

ser descrito como I = {(i − k) mod n, (i + k) mod n} ou como J = {(j − l) mod n, (j +

l) mod n}. Por definição, os conjuntos I e J são iguais. Logo, temos que:

(i− k) mod n+ (i+ k) mod n = (j − l) mod n + (j + l) mod n

((i− k) − βn) + ((i+ k) − αn) = ((j − l) − γn) + ((j + l) − λn), com β, α, γ, λ ∈ Z

2i− (α + β)n = 2j − (γ + λ)n

2(i− j) = (α + β − γ − λ)n (2.1)

Conclúımos que 2(i − j) é diviśıvel por n. Como n é ı́mpar e i, j ≤ n − 1, para

que 2(i − j) seja diviśıvel por n devemos ter i = j, o que é uma contradição. Portanto,

Mi ∩Mj = ∅.

Para finalizar a demonstração do teorema, resta provar que ∪n−1
i=0 Mi = E(G). Pela

definição de Mi, |Mi| = n−1
2

, para i ∈ {0, . . . , n− 1}. Logo, temos que

n−1
∑

i=0

|Mi| =
n(n− 1)

2
= |E(G)|.

Este resultado, somado ao fato de que quaisquer dois emparelhamentos Mi e Mj são

disjuntos, implica que ∪n−1
i=0 Mi = E(G).

A Figura 2.13(a) apresenta um K5 munido da sua 5-coloração de arestas padrão. Já a

Figura 2.13(b) exibe uma coloração de arestas padrão do K6 ilustrando o caso de ordem

par, descrito a seguir.
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(b) Grafo K6 munido de sua co-
loração de arestas padrão.

Figura 2.13: Coloração de arestas padrão de dois grafos completos.

É bastante conhecido que todo grafo completo Kn com n par possui χ′(Kn) = n−1 [51].

A coloração de arestas padrão do Kn de ordem par é obtida a partir da coloração de arestas

padrão do Kn−1, do seguinte modo: inicialmente, constrúımos uma (n − 1)-coloração de

arestas padrão para o grafo Kn\vn−1. Por definição, a cor i está ausente no vértice vi,

para 0 ≤ i ≤ n − 2. Deste modo, para 0 ≤ i ≤ n − 2, é suficiente colorir a aresta vivn−1

com a cor i.

Em 2005, Zhang et al. [80] determinaram o número cromático total semiforte dos

grafos completos. Uma demonstração mais concisa do mesmo resultado foi apresentada

por A. Gyárfás e J. Hulgan [44] e será apresentada no Teorema 2.15. O Lema 2.14 a seguir

apresenta uma propriedade geral sobre a coloração total semiforte dos grafos completos

de ordem par que será utilizada no Teorema 2.15.

Lema 2.14. Seja π uma (n+ 1)-coloração total semiforte de um grafo completo Kn, com

n ≥ 2. Então, n é par e existe uma cor que induz um emparelhamento perfeito.

Demonstração. Seja Kn um grafo completo, com n ≥ 2, munido de uma (n+1)-coloração

total semiforte. Por definição da coloração total semiforte, todos os vértices do Kn devem

receber cores distintas. Logo, existe uma cor i que colore apenas arestas do Kn. Observe

que a cor i deve ocorrer em todo vértice do Kn, pois se este não for o caso, haverá dois

vértices u, v ∈ V (Kn) tais que C(u) = C(v). No entanto, quando n ≡ 1 (mod 2), isto

é imposśıvel, considerando que existe um número ı́mpar de vértices. Portanto, n é par.

Como visto acima, existe uma cor que induz um emparelhamento perfeito.

Teorema 2.15 (Zhang et al. [80], Gyárfás e Hulgan [44]). Para n ≥ 2,

χ′′
a(Kn) =

{

n + 1, se n é par;

n + 2, se n é ı́mpar.
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Demonstração. Inicialmente, note que χ′′
a(K2) = 3. Considere, então, n um inteiro posi-

tivo maior ou igual a 2. Uma coloração total semiforte ótima para os grafos completos

K2n−1 e K2n pode ser obtida a partir da coloração de arestas padrão do K2n+1, como

descrito a seguir.

Primeiramente, atribua uma coloração de arestas padrão ao grafo K2n+1. Sabemos

que, para todo vértice vi ∈ V (K2n+1) com i ∈ {0, 1, 2, . . . , 2n}, a cor i não ocorre nas

arestas incidentes em vi. Logo, colorimos cada vértice vi com a cor i, obtendo assim uma

(2n + 1)-coloração total do grafo K2n+1. Note que todo vértice do grafo K2n+1 possui o

mesmo conjunto de cores.

Observe que, se removermos um vértice qualquer do grafo K2n+1, obtemos um grafo

K2n munido de uma (2n+ 1)-coloração total. Seja vi o vértice removido do grafo K2n+1.

Observe que todas as arestas incidentes em vi possuiam cores distintas e que vi era ad-

jacente a todos os demais vértices do K2n+1. Logo, como todo vértice do grafo K2n+1

possúıa o mesmo conjunto de cores, após a remoção de vi, em cada vértice restante falta

exatamente uma cor e estas são distintas entre si. Portanto, a coloração assim obtida

para o grafo K2n é uma coloração total semiforte com 2n + 1 cores.

Afirmamos que se removermos um segundo vértice, obtemos uma coloração total se-

miforte do K2n−1 com 2n + 1 cores. Isso é verdade pelo seguinte fato: dado um K2n+1,

munido da coloração total definida acima, este grafo não possui subgrafo isomorfo a um

ciclo de tamanho quatro, cujas arestas sejam coloridas com apenas duas cores. Esta

condição é suficiente para a existência da coloração total semiforte. Note que se houver

dois vértices do K2n−1 com o mesmo conjunto de cores, então as duas arestas removidas

destes vértices possuem a mesma cor, o que implica na existência do C4 supracitado.

A seguir, provamos que não existe um ciclo de tamanho quatro no grafo K2n+1 com

arestas coloridas com somente duas cores. Por contradição, suponha que exista um C4 no

grafoK2n+1 com arestas coloridas com as cores a e b. Pela definição da coloração de arestas

padrão, o conjunto de arestas que recebe uma dada cor c é dado por Mc = {vc−pvc+p : 1 ≤

p ≤ n}, com c − p e c + p calculados módulo 2n + 1. Logo, o conjunto dos ı́ndices dos

vértices do C4 pode ser descrito como A = {(a−i) mod (2n+ 1), (a+i) mod (2n+ 1), (a−

j) mod (2n + 1), (a+ j) mod (2n+ 1)} ou como B = {(b− k) mod (2n+ 1), (b+ k) mod

(2n+ 1), (b − l) mod (2n+ 1), (b + l) mod (2n+ 1)}, para i, j, k, l ∈ {1, 2, . . . , n}. Por

definição, os conjuntos A e B são iguais. Logo, temos:
∑

x∈A

x =
∑

y∈B

y

4a− γ(2n+ 1) = 4b− β(2n+ 1), com γ, β ∈ Z (2.2)

Pela equivalência 2.2, temos que 4(a−b) é diviśıvel por 2n+1. Como a, b ≤ 2n, temos

que a = b, uma contradição. Logo, não existe um C4 no grafo K2n+1 com arestas coloridas

com somente duas cores.
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Conclúımos a demonstração observando que, pelo Lema 2.14, não existe uma 2n-

coloração total semiforte do K2n−1.

A seguir, definimos uma χ′′
a(Kn)-coloração total semiforte π dos grafos completos, de-

nominada Coloração Total Semiforte Canônica do Kn. A demonstração de que a coloração

π é uma coloração total semiforte é decorrente de um conjunto de lemas e corolários exi-

bidos a seguir e consolidados no Teorema 2.21.

Seja V (Kn) := {v0, . . . , vn−1} e seja k o total de cores usadas pela coloração total

semiforte π. Inicialmente, definimos o valor de k: se n é par, então k := n + 1; se n é

ı́mpar, então k := n + 2. Agora, atribúımos uma coloração aos vértices do Kn tal que,

para todo vi ∈ V (Kn), π(vi) := i. Para finalizar a coloração π, atribúımos uma coloração

às arestas do Kn da seguinte maneira: para cada aresta vivj ∈ E(Kn), se i+j é par, então

π(vivj) := i+j
2

; caso contrário π(vivj) := i+j+k
2

mod k. A Figura 2.14 exibe as colorações

totais semifortes canônicas do K5 e do K6.
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Figura 2.14: Colorações totais semifortes canônicas do K5 e do K6, ambas com sete cores.

Lema 2.16. A coloração π é uma coloração total do Kn, com n ≥ 2.

Demonstração. Seja G := Kn um grafo completo com n ≥ 2 munido da coloração π. Essa

coloração usa k := n+ 1 cores, se n é par, ou k := n+ 2 cores, se n é ı́mpar. Inicialmente,

observe que a atribuição de cores aos vértices de G é uma coloração de vértices, pois cada

vértice recebe uma cor distinta. Precisamos, então, mostrar que a atribuição de cores às

arestas de G é uma coloração de arestas e que cada vértice de G possui cor diferente das

cores de suas arestas incidentes.

Considere um vértice vi, colorido com a cor i, e sejam vivj , vivp ∈ E(G) duas de suas

arestas incidentes. Observe que j 6= p e que j, p ∈ {0, . . . , n − 1}\{i}. Inicialmente,

queremos provar que π(vivj) 6= π(vivp). Por contradição, suponha que π(vivj) = π(vivp).

Temos dois casos a considerar:

Caso 1 : j ≡ p (mod 2).
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Neste caso, se i+ j e i+ p forem números pares, temos que i+j
2

= i+p
2

; caso contrário,

temos que i+j+k
2

mod k = i+p+k
2

mod k. Em ambos os casos, obtemos que j = p, uma

contradição.

Caso 2 : j 6≡ p (mod 2).

Sem perda de generalidade, seja i + j ≡ 0 (mod 2) e i + p ≡ 1 (mod 2). Como

π(vivj) = π(vivp), pela definição da coloração π, obtemos:

i+ j

2
=
i+ p+ k

2
mod k

i+ j

2
=
i+ p+ k

2
+ αk, com α ∈ Z

(2α+ 1)k = j − p

Logo, obtemos que j − p é múltiplo de k. Como j, p < k e k > 0, para que j − p seja

múltiplo de k, devemos ter p = j, uma contradição. Logo, para quaisquer duas arestas

adjacentes vivj e vivp, temos que π(vivj) 6= π(vivp).

Agora, provamos que as arestas incidentes no vértice vi possuem cores distintas da cor

i. Considere uma aresta vivj ∈ E(G). Primeiramente, suponha i + j par. Neste caso,

a cor i seria obtida apenas se o vértice j fosse colorido com a cor i, o que é imposśıvel.

Agora, suponha i + j ı́mpar. Neste caso, para que a cor i seja atribúıda a aresta vivj ,

devemos ter

i+ j + k

2
mod k = i

i+ j + k

2
+ αk = i, α ∈ Z

(2α+ 1)k = i− j

Logo, obtemos que i−j é um múltiplo de k. Como i, j < k e k > 0, então para que i−j seja

um múltiplo de k, devemos ter i = j, uma contradição, completando a demonstração.

Lema 2.17. Seja G := Kn um grafo completo com número par de vértices, munido da

coloração total π. Então, para cada vértice vi com i par, Cπ(vi) = { i+n
2

}; e para cada

vértice vi com i ı́mpar, Cπ(vi) = { i−1
2

}.

Demonstração. Seja G := Kn com V (G) := {v0, v1, . . . , vn−1}. Quando n é par, a co-

loração π usa um total de n + 1 cores no conjunto {0, 1, . . . , n}. No grafo G munido da

coloração π, não existe vértice colorido com a cor n. Portanto, em um vértice colorido

com a cor i não ocorre a cor que teria a aresta vivn. Deste modo, se i é ı́mpar, então i+n

é ı́mpar. Logo, a cor que não ocorre em vi é C(vi) = { i+n+(n+1)
2

mod (n+ 1)} = { i−1
2

}.

Agora, se i é par, então i+ n é par. Logo, C(vi) = { i+n
2

}.
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Corolário 2.18. Seja G := Kn um grafo completo com número par de vértices, munido

da coloração total π. Então, para qualquer aresta vivj ∈ E(G), temos Cπ(vi) 6= Cπ(vj).

Demonstração. Por absurdo, suponha que exista vivj ∈ E(G) tal que C(vi) = C(vj).

Temos dois casos a considerar: i ≡ j (mod 2) e i 6≡ j (mod 2). Inicialmente, considere

i 6≡ j (mod 2). Pelo Lema 2.17, temos que i+n
2

= j−1
2

, o que implica que n + 1 =

j − i ≤ n− 1, uma contradição. Agora, considere i ≡ j (mod 2). Pelo Lema 2.17, temos
i+n

2
= j+n

2
ou i−1

2
= j−1

2
; em ambos os casos obtemos i = j, uma contradição. Portanto,

temos que C(vi) 6= C(vj) para qualquer aresta vivj ∈ E(G).

Lema 2.19. Seja G := Kn um grafo completo de ordem ı́mpar, munido da coloração total

π. Então, para cada vértice vi com i par, C(vi) = { i−2
2
, n+i+1

2
}; e para cada vértice vi com

i ı́mpar, C(vi) = { i−1
2
, n+i

2
}.

Demonstração. Seja G := Kn um grafo completo de ordem ı́mpar munido da coloração

total π. Neste caso, k = n+2. Pela definição de π, o grafo G não possui vértices coloridos

com as cores n e n+ 1. Portanto, C(vi) é composto pelas cores que teriam as arestas vivn

e vivn+1, cujos valores podem ser determinados a partir da definição da coloração π.

Considere i ı́mpar. Neste caso, uma das cores que faltam no vértice vi é a cor da aresta

vivn+1. Essa cor é igual a

i+ (n+ 1) + (n+ 2)

2
mod (n+ 2) =

[

n+ 2 +
i− 1

2

]

mod (n + 2) =
i− 1

2
.

Ainda no caso em que i é ı́mpar, a outra cor que falta no vértice vi é a cor da aresta

vivn. Essa cor é igual a i+n
2

. Logo, quando i é ı́mpar, temos que C(vi) = { i−1
2
, i+n

2
}.

Agora, considere i par. Neste caso, uma das cores que faltam no vértice vi é a cor da

aresta vivn+1. Essa cor é igual a i+(n+1)
2

. A outra cor que falta no vértice vi é a cor que

teria a aresta vivn. Essa cor é igual a

i+ n+ (n + 2)

2
mod (n+ 2) =

[

i− 2

2
+ n+ 2

]

mod (n+ 2) =
i− 2

2
.

Logo, quando i é par, temos que C(vi) = { i−2
2
, i+n+1

2
}.

Corolário 2.20. Seja G := Kn um grafo completo com número ı́mpar de vértices, munido

da coloração total π. Então, para qualquer aresta vivj ∈ E(G), temos C(vi) 6= C(vj).

Demonstração. Por absurdo, suponha que exista vivj ∈ E(G) tal que C(vi) = C(vj).

Temos dois casos a considerar: i 6≡ j (mod 2) e i ≡ j (mod 2). Inicialmente, considere

i 6≡ j (mod 2). Pelo Lema 2.19, temos que C(vi) = { i−2
2
, n+i+1

2
} e C(vj) = { j−1

2
, n+j

2
}.

Analisando as combinações posśıveis, temos: (i) i−2
2

= j−1
2

e n+i+1
2

= n+j
2

; ou (ii) i−2
2

= n+j
2

e n+i+1
2

= j−1
2

. Resolvendo as equações do item (i) obtemos i − j = 1 = j − i, uma
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contradição; e resolvendo as equações do item (ii) obtemos que i − j = n + 2 = j − i,

também uma contradição.

O caso em que i ≡ j (mod 2) é análogo. Portanto, para quaisquer dois vértices

adjacentes vi, vj ∈ V (G), C(vi) 6= C(vj).

Teorema 2.21. A coloração π é uma χ′′
a(Kn)-coloração total semiforte do Kn, n ≥ 2.

Demonstração. Consequência do Lema 2.16, do Corolário 2.18 e do Corolário 2.20.

A seguir, tratamos da coloração total semiforte dos ciclos. Observe que C3
∼= K3.

Logo, pelo Teorema 2.15, temos que χ′′
a(C3) = 5. De fato, C3 é o único ciclo que necessita

de pelo menos cinco cores para admitir uma coloração total semiforte. O Teorema 2.22

determina o número cromático total semiforte dos demais ciclos e foi originalmente pro-

vado por Zhang et al. [80]. Nesta dissertação, apresentamos a demonstração mais sucinta

de J. Hulgan [44].

Teorema 2.22 (Zhang et al. [80], Hulgan [44]). Para todo n ≥ 4, χ′′
a(Cn) = 4.

Demonstração. Seja Cn um ciclo com V (Cn) = {v0, . . . , vn−1}. Suponha n par. Definimos

um mapeamento π : V (Cn)∪E(Cn) → {1, 2, 3, 4} tal que: (i) para cada vértice vi ∈ V (Cn),

π(vi) = 1 se i é par, e π(vi) = 2 se i é ı́mpar; (ii) para cada aresta vivi+1 ∈ E(Cn),

π(vivi+1) = 3 se i é par, e π(vivi+1) = 4 se i é ı́mpar. Observe que π é uma coloração

total pois as cores usadas nos vértices são disjuntas das cores usadas nas arestas. Além

disso, quaisquer dois vértices adjacentes e quaisquer duas arestas adjacentes possuem

cores distintas, pois a construção de π é baseada na paridade dos ı́ndices. A coloração

total π é também semiforte pois, para qualquer aresta vivj ∈ E(Cn), temos C(vi) = {1} 6=

{2} = C(vj).

Agora, suponha n ı́mpar. Inicialmente, colorimos o subgrafoH := G[{v0, v1, . . . , vn−2}]

com a mesma coloração π do caso anterior. Em seguida, estendemos a coloração π colo-

rindo os elementos restantes do grafo Cn da seguinte forma: vn−1 recebe a cor 4, vn−2vn−1

recebe a cor 1 e vn−1v0 recebe a cor 2. A coloração do subgrafo H é uma coloração total

semiforte pela mesma argumentação do caso anterior, com a ressalva de que, como os

vértices v0 e vn−2 possuem grau 1 no grafo H e como seus vizinhos possuem grau 2, os

vértices v0 e vn−2 distinguem-se dos seus vizinhos pela cardinalidade dos seus conjuntos

de cores. Observe também que a cor da aresta vn−1v0 é distinta da cor da aresta v0v1 e a

cor da aresta vn−2vn−1 é distinta da cor da aresta vn−3vn−2. Já o vértice vn−1 distingue-se

dos seus vizinhos porque π(vn−1) = 4 e a cor 4 não ocorre em v0 nem em vn−2. Note

também que C(v0) = {4} 6= {1} = C(v1) e C(vn−2) = {4} 6= {2} = C(vn−3). Portanto, π

é uma 4-coloração total semiforte dos ciclos com pelo menos quatro vértices.



36 Caṕıtulo 2. Coloração total semiforte

Em 2008, Chen [24] observou que qualquer grafo bipartido possui uma coloração total

semiforte com no máximo ∆(G) + 2 cores. Zhang et al. [80] determinaram o número

cromático total semiforte dos grafos bipartidos completos e das árvores. A seguir, apre-

sentamos estes resultados.

Proposição 2.23 (Chen [24]). Se G é um grafo simples bipartido, então χ′′
a(G) ≤

∆(G) + 2.

Demonstração. Pela Proposição 2.11, temos que χ′′
a(G) ≤ χ(G) + χ′(G). Como G é

bipartido, temos que χ(G) = 2 e, pelo Teorema de König, χ′(G) = ∆(G). Logo, χ′′
a(G) ≤

χ(G) + χ′(G) = ∆(G) + 2.

Corolário 2.24. Se G é um grafo bipartido k-regular, então χ′′
a(G) = k + 2.

Demonstração. Consequência imediata da Proposição 2.7 e da Proposição 2.23.

Corolário 2.25. Seja G 6∼= K3 um grafo simples com ∆(G) = 2. Então χ′′
a(G) ≤ 4.

Demonstração. Consequência imediata da Proposição 2.8, do Teorema 2.22 e da Pro-

posição 2.23.

Teorema 2.26 (Zhang et al. [80]). Seja G := Kr,s um grafo bipartido completo, com

1 ≤ r ≤ s. Então,

χ′′
a(G) =

{

s+ 1, se s > r;

s+ 2, se s = r.

Demonstração. Seja G um grafo bipartido completo com bipartição {V1, V2}, tal que

V1 = {x1, . . . , xr} e V2 = {y1, . . . , ys}. Suponha s = r. Neste caso, G é um grafo bipartido

s-regular. Logo, pelo Corolário 2.24, χ′′
a(G) = s+ 2.

Agora, suponha s > r. Neste caso, qualquer coloração total de G é também uma

coloração total semiforte. De fato, como quaisquer dois vértices adjacentes u, v ∈ V (G)

possuem conjuntos de cores de cardinalidades distintas, temos C(u) 6= C(v).

A seguir, definimos uma coloração total φ do grafo G com as cores 1, 2, . . . , s+1. Pelo

Teorema 1.4, χ′(G) ≤ ∆(G) = s. Então, seja φ|E(G) uma s-coloração de arestas de G

com as cores 1, 2, . . . , s. Colorimos os vértices de G da seguinte maneira: se u ∈ V1, então

φ(u) := s + 1; se u ∈ V2, então u recebe uma cor do conjunto {1, . . . , s}\C ′(u). Lembre

que C ′(u) = {φ(uv) : uv ∈ E(G)}. Observe que, como d(u) = r < s, existe pelo menos

uma cor no conjunto {1, . . . , s}\C ′(u).

A seguir, provamos que φ é uma coloração total. Inicialmente, observe que quaisquer

duas arestas adjacentes possuem cores distintas pois φ|E(G) é uma coloração de arestas

de G com as cores 1, 2, . . . , s. Como todos os vértices da parte V1 recebem a cor s + 1 e

todos os vértices da parte V2 recebem uma cor do conjunto {1, 2, . . . , s}, quaisquer dois
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vértices adjacentes possuem cores distintas. Além disso, os vértices da parte V1 possuem

a cor s+ 1 que é distinta das cores de suas arestas incidentes. Por definição da coloração

φ, para todo vértice u ∈ V2, φ(u) ∈ {1, 2, . . . , s} e φ(u) /∈ C ′(u). Logo, os vértices da

parte V2 possuem cores distintas das cores de suas arestas incidentes. Portanto, φ é uma

coloração total de G.

Agora, consideramos o problema da coloração total semiforte em árvores. É bem co-

nhecido que uma árvore é também um grafo bipartido. Se uma árvore G possui pelo

menos dois vértices adjacentes de grau máximo, então, pela Proposição 2.7 e pela Pro-

posição 2.23, temos que χ′′
a(G) = ∆(G) + 2. Zhang et al. [80] provaram que as árvores

que não possuem vértices adjacentes de grau máximo possuem χ′′
a(G) = ∆(G) + 1. No

Teorema 2.28 apresentamos uma nova demonstração deste resultado, que usa o Lema 2.27

como resultado auxiliar. Lembre que Nk(v) é o conjunto formado pelos vizinhos de v que

possuem grau igual a k.

Lema 2.27. Seja G uma árvore com pelo menos três vértices e seja S(G) := {u ∈

V (G) : d(u) ≥ 2 e |N1(u)| ≥ d(u)−1}. Então, G é uma estrela se e somente se |S(G)| = 1.

Demonstração. Seja G uma árvore com pelo menos três vértices. Se G é uma estrela,

então |S(G)| = 1 e o resultado segue. Suponha, então, que G não seja uma estrela. Isto

implica que existem pelo menos dois vértices adjacentes que não são folhas.

Seja P um caminho maximal em G composto apenas por vértices que não são folhas.

Tal caminho possui pelo menos uma aresta porque existem vértices de grau pelo menos

dois que são adjacentes. Vamos mostrar que os extremos deste caminho pertencem a

S(G). Seja u um dos extremos de P . Seja w ∈ N(u) ∩ V (P ). Então, d(w) ≥ 2. Observe

que N(u)\{w} 6= ∅, pois d(u) ≥ 2. Seja v ∈ N(u)\{w}. O vértice v /∈ V (P ) pois v 6= w e

G é uma árvore. Como P é máximal, conclúımos que d(v) = 1. Assim, |N1(u)| = d(u)−1.

Consequentemente, u ∈ S(G). A demonstração de que o outro extremo de P pertence a

S(G) é análoga. Logo, |S(G)| ≥ 2 e o resultado segue.

Teorema 2.28 (Zhang et al. [80]). Seja G uma árvore com pelo menos três vértices. Se

G não possui vértices adjacentes de grau máximo, então χ′′
a(G) = ∆(G) + 1.

Demonstração. Seja G uma árvore com pelo menos três vértices. A demonstração é por

indução no número n de vértices da árvore.

Se n = 3, então G ∼= P3
∼= K1,2 e o resultado segue pelo Teorema 2.26. Suponha,

então, que G seja uma árvore com n > 3 vértices.

Seja S(G) := {u ∈ V (G) : d(u) ≥ 2 e |N1(u)| ≥ d(u) − 1}. Pelo Lema 2.27, se

|S(G)| = 1, então G é uma estrela, isto é, G ∼= K1,n−1. Logo, o resultado segue pelo

Teorema 2.26. Podemos supor que |S(G)| ≥ 2.
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Seja u ∈ S(G), tal que d(u) = min{d(x) : x ∈ S(G)}. Pela definição do conjunto

S(G), o vértice u possui pelo menos dois vizinhos e pelo menos um deles é um vértice

folha. Seja v esse vértice. Logo, d(v) = 1. Como |S(G)| ≥ 2, pelo Lema 2.27, G não é

uma estrela. Logo, o vértice u possui pelo menos um vizinho w tal que d(w) ≥ 2. Seja

H := G\v. Temos que |V (H)| = n− 1.

A seguir, provamos dois fatos: que H não possui vértices adjacentes de grau máximo

e que ∆(H) = ∆(G). Temos dois casos a considerar. O primeiro caso é quando o vértice

u não é um vértice de grau máximo em G. Neste caso, os vértices de grau máximo em

G permanecem com o mesmo grau em H . Logo, ∆(H) = ∆(G). Ademais, como G não

possui vértices adjacentes de grau máximo, temos que H também não possui vértices

adjacentes de grau máximo. O segundo caso é quando o vértice u é um vértice de grau

máximo em G. Pela escolha de u e pelo fato de que |S(G)| ≥ 2, temos que todos os vértices

pertencentes a S(G)\{u} possuem grau máximo em G e, portanto, em H também. Pela

definição de H e pelo fato de que G não possui vértices adjacentes de grau máximo, temos

que ∆(H) = ∆(G) e que H não possui vértices adjacentes de grau máximo.

Pela hipótese de indução, existe uma (∆(G)+1)-coloração total semiforte φ′ da árvore

H . A seguir, estendemos a coloração φ′ do grafo H para uma (∆(G) + 1)-coloração total

semiforte φ da árvore G. Para todo elemento x ∈ (V (G) ∪ E(G))\{v, uv}: φ(x) :=

φ′(x). Deste modo, restam apenas dois elementos para colorir: o vértice v e a aresta uv.

Primeiramente, colorimos o vértice v com a cor da aresta uw, isto é, φ(v) := φ(uw). Desta

forma, φ(v) 6= φ(u), pois φ(u) 6= φ(uw). Logo, quaisquer dois vértices adjacentes possuem

cores distintas. Agora, resta colorir a aresta uv. Existem dois casos a considerar.

Caso 1 : dH(w) = dH(u) + 1.

Neste caso, colorimos a aresta uv da seguinte forma: se Cφ′(u) ⊂ Cφ′(w), então a

aresta uv recebe uma cor do conjunto {1, . . . ,∆(G) + 1}\Cφ′(w). Se Cφ′(u) 6⊂ Cφ′(w),

então a aresta uv recebe uma cor do conjunto {1, . . . ,∆(G)+1}\Cφ′(u). Observe que, em

ambos os casos, a cor da aresta uv é distinta da cor de todas as suas arestas adjacentes e a

cor do vértice u é distinta da cor da aresta uv. Como φ(v) = φ(uw), então φ(v) 6= φ(uv).

Deste modo, quaisquer vértices e arestas incidentes possuem cores distintas. Logo, φ é

uma coloração total.

Agora, provamos que a coloração total φ é também semiforte. Como os vértices u e

v possuem graus distintos, temos que Cφ(u) 6= Cφ(v). Resta analisar os vértices u e w.

No caso em que Cφ′(u) 6⊂ Cφ′(w), os vértices u e w possuem conjuntos de cores distintos

porque Cφ′(u) possui uma cor que não ocorre em w. Já no caso em que Cφ′(u) ⊂ Cφ′(w),

a escolha da cor φ(uv) como uma cor que não ocorre no vértice w, garante que Cφ(u) 6=

Cφ(w). Portanto, a coloração total φ é também semiforte.

Caso 2 : dH(w) 6= dH(u) + 1.

Neste caso a aresta uv recebe uma cor c ∈ {1, 2, . . . ,∆(G) + 1}\Cφ′(u). De acordo
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com a escolha da cor c, temos que φ(uv) 6= φ(uw) = φ(v) e φ(uv) 6= φ(u). Ademais, a cor

da aresta uv é distinta da cor de todas as demais arestas incidentes em u. Logo, φ é uma

coloração total. Resta mostrar que a coloração total φ é também semiforte. Este fato é

consequência de que φ′ é semiforte, dG(u) 6= dG(v) e dG(u) 6= dG(w).

Como citado no Caṕıtulo 1, McDiarmid e Sánchez-Arroyo [6] mostraram que deter-

minar o número cromático total de grafos bipartidos k-regulares, para cada k fixo, é um

problema N P-dif́ıcil. Por outro lado, o número cromático total semiforte desta famı́lia de

grafos está determinado pelo Corolário 2.24. Mais que isso, se um grafo simples bipartido

G possui dois vértices adjacentes de grau máximo, então χ′′
a(G) = ∆(G) + 2. Todavia,

para grafos bipartidos que não possuem vértices adjacentes de grau máximo, o número

cromático total semiforte está determinado para poucas subclasses. Por exemplo, pelos

Teoremas 2.26 e 2.28, sabemos que árvores e grafos bipartidos completos que não possuem

vértices adjacentes de grau máximo, possuem χ′′
a(G) = ∆(G)+1. Ademais, no Caṕıtulo 3,

provamos que todos os grafos simples com ∆(G) = 3 que não possuem vértices adjacentes

de grau máximo também possuem χ′′
a(G) = ∆(G) + 1. Observe que este caso inclui os

grafos bipartidos com ∆(G) = 3 que não possuem vértices adjacentes de grau máximo.

Portanto, baseados nestes exemplos, propomos a seguinte conjetura:

Conjetura 2.29. Se G é um grafo bipartido que não possui vértices adjacentes de grau

máximo, então χ′′
a(G) = χ′′(G) = ∆(G) + 1.

2.4 Grafos com χ′′
a(G) = ∆(G) + 3

A Conjetura da Coloração Total Semiforte estabelece que χ′′
a(G) ≤ ∆(G)+3 para qualquer

grafo simples G. Todavia, são conhecidas poucas famı́lias de grafos com número cromático

total semiforte que atinge esse limite. Por exemplo, o Teorema 2.15 demonstra que os

grafos completos de ordem ı́mpar possuem χ′′
a(K2n+1) = ∆(K2n+1) + 3. Nesta seção,

apresentamos outras três famı́lias de grafos que possuem χ′′
a(G) = ∆(G) + 3.

Por volta de 2004, Chen [23] investigou a coloração total semiforte dos grafos completos

de ordem ı́mpar e verificou que, para quase todos estes grafos, o subgrafo G obtido a partir

do K2n+1 pela remoção das arestas de um P3 ou de um K3 possui χ′′
a(G) = ∆(G)+3. Mais

especificamente, Chen provou que, para n ≥ 7, χ′′
a(K2n+1\E(P3)) = ∆(K2n+1\E(P3)) + 3;

e para n ≥ 9, χ′′
a(K2n+1\E(K3)) = ∆(K2n+1\E(K3)) + 3. Este resultado é apresentado

no Teorema 2.30.

Chen [23] também provou que, para 2 ≤ n ≤ 6, χ′′
a(K2n+1\E(P3)) = ∆(K2n+1\E(P3))+

2 = 2n+ 2; e, para 2 ≤ n ≤ 6, χ′′
a(K2n+1\E(K3)) = ∆(K2n+1\E(K3)) + 2 = 2n+ 2. Para

cada um destes grafos, o autor construiu uma (2n+ 2)-coloração total semiforte. O autor

também conjeturou que, para n ∈ {7, 8}, o grafo K2n+1\E(K3) possui número cromático
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total semiforte igual a 2n+2. As (2n+2)-colorações totais semifortes não são apresentadas

nessa dissertação. Como exemplo, a Figura 2.15 exibe uma 6-coloração total semiforte do

K5\E(P3) e uma 8-coloração total semiforte do K7\E(P3).
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Figura 2.15: Colorações totais semiforte ótimas do K5\E(P3) e do K7\E(P3).

Teorema 2.30 (Chen [23]). Para n ≥ 7 e P3 ⊂ K2n+1, tem-se que χ′′
a(K2n+1\E(P3)) =

2n+3. Adicionalmente, para n ≥ 9 e K3 ⊂ K2n+1, tem-se que χ′′
a(K2n+1\E(K3)) = 2n+3.

Demonstração. Considere um grafo completoK2n+1 com conjunto de vértices V (K2n+1) :=

{v0, . . . , v2n}. Considere um caminho de ordem três e um grafo completo de ordem três,

contidos no K2n+1, tais que P3 := v2n−2v2n−1v2n e V (K3) := {v2n−2, v2n−1, v2n}.

Sejam G1 := K2n+1\E(P3) e G2 := K2n+1\E(K3). Note que, tanto G1 quanto G2

possuem pelo menos dois vértices adjacentes de grau igual a 2n. Logo, χ′′
a(Gi) ≥ 2n + 2,

para 1 ≤ i ≤ 2.

Inicialmente, provamos que Gi não possui coloração total semiforte com 2n+ 2 cores.

Por contradição, suponha que Gi possua uma (2n + 2)-coloração total semiforte φ com

cores do conjunto C := {1, . . . , 2n + 2}. Seja Sp o conjunto das cores que não ocorrem

em pelo menos um vértice de Gi e seja St o conjunto das cores que ocorrem em todos

os vértices de Gi. Por definição, os conjuntos Sp e St são disjuntos e, sendo φ uma |C|-

coloração total semiforte, temos que Sp ∪ St = C. Logo, |Sp| + |St| = |C| = 2n + 2. Essa

igualdade nos levará a uma contradição.

A ideia da demonstração é determinar um limitante inferior para a cardinalidade dos

conjuntos Sp e St. Primeiramente, determinamos um limitante inferior para |Sp|. Note

que o subgrafo H ⊂ Gi induzido pelo conjunto de vértices {v0, . . . , v2n−3} é um grafo

completo e que cada um desses vértices possui grau 2n em Gi. Como φ é uma coloração

total semiforte de Gi que usa 2n+ 2 cores, temos que em cada um dos vértices de H falta

exatamente uma cor. Como os vértices v0, . . . , v2n−3 possuem grau 2n e são dois a dois
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adjacentes e φ é uma coloração total semiforte, conclúımos que as cores que faltam nos

vértices de H são distintas entre si. Logo, existem pelo menos 2n−2 cores que não ocorrem

em pelo menos um vértice de Gi. Portanto, para G1 e G2, temos que |Sp| ≥ 2n− 2.

Agora, determinamos um limitante inferior para |St|. Para cada j, j ∈ {1, . . . , 2n+2},

seja Ej := {e ∈ E(Gi) : φ(e) = j}. Como cada Ej é um emparelhamento, |Ej| ≤ n. Vamos

mostrar que |Ej | ≥ n− 2. Por contradição, suponha que exista algum c ∈ {1, . . . , 2n+ 2}

tal que |Ec| ≤ n−3. Neste caso, existem no máximo 2(n−3) vértices incidentes em arestas

de cor c. Isto implica que existem em Gi pelo menos sete vértices que não possuem arestas

incidentes com esta cor. Seja H ⊂ Gi, como definido anteriormente. Existem pelo menos

quatro vértices em H nos quais a cor c não ocorre em suas arestas incidentes. Observe

que, como no máximo um desses vértices pode estar colorido com a cor c, pelo menos três

vértices do subgrafo H possuem o mesmo conjunto de cores. Isto é uma contradição, pois

φ é uma coloração total semiforte. Deste modo, temos que n − 2 ≤ |Ej| ≤ n.

Considerando os posśıveis valores de |Ej |, definimos os conjuntos Cn−l := {j : |Ej| =

n− l}, 0 ≤ l ≤ 2. Ou seja, Cn−l é o conjunto das cores que induzem um emparelhamento

de cardinalidade n − l no grafo Gi. Pela definição dos conjuntos Cn−l, obtemos que

{Cn, Cn−1, Cn−2} é uma partição do conjunto C. Deste modo,

|Cn| + |Cn−1| + |Cn−2| = |C| = 2n+ 2. (2.3)

Por definição, o conjunto Cn é o conjunto das cores que induzem um emparelhamento

de cardinalidade n em Gi. Isso implica que, para c ∈ Cn, existem exatamente 2n vértices

incidentes em arestas de cor c. Logo, para cada cor c ∈ Cn, existe exatamente um vértice

v ∈ V (Gi) que não possui arestas incidentes de cor c, pois |V (Gi)| = 2n + 1.

Neste ponto, dividimos a demonstração em dois casos, de acordo com o grafo Gi con-

siderado. Em ambos os casos, determinamos um limitante inferior para |St| e finalizamos

a demonstração de que os grafos G1 e G2 não admitem uma (2n + 2)-coloração total

semiforte.

Caso 1. Considere o grafo G1.

Suponha n ≥ 7. Note que o subgrafo de G1 induzido pelo conjunto de vértices

V (G1)\{v2n−1} é um grafo completo de ordem igual a 2n. Logo, todas as cores φ(v0), . . .,

φ(v2n−2), φ(v2n) são distintas entre si. Isso implica que pelo menos 2n cores são utilizadas

para colorir vértices de G1. Como |C| = 2n + 2, existem no máximo duas cores que não

colorem vértices de G1. Estas cores podem pertencer ao conjunto Cn. Logo, existem pelo

menos |Cn| − 2 cores no conjunto Cn que colorem vértices de G1 e, portanto, ocorrem em

todos os vértices de G1. Portanto, o número de cores que ocorrem em todos os vértices

de G1 é maior ou igual a |Cn| − 2; ou seja, |St| ≥ |Cn| − 2.
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Pela definição dos conjuntos Cn, Cn−1 e Cn−2, obtemos que

n|Cn| + (n − 1)|Cn−1| + (n − 2)|Cn−2| = |E(G1)| = 2n2 + n− 2. (2.4)

Resolvendo o sistema de equações (2.3) e (2.4), conclúımos que

|Cn| = n+ |Cn−2|. (2.5)

Logo, |St| ≥ |Cn| − 2 = n + |Cn−2| − 2. Isso implica que (2n − 2) + (n + |Cn−2| − 2) ≤

|Sp| + |St| = |C| = 2n + 2. Resolvendo esta inequação, obtemos n ≤ 6 − |Cn−2|. Isso

contradiz o fato de que n ≥ 7. Portanto, o grafo G1 não possui uma (2n + 2)-coloração

total semiforte.

Caso 2. Considere o grafo G2.

Suponha n ≥ 9. O subgrafo G2\{v2n−1, v2n} é um grafo completo de ordem 2n − 1.

Logo, as cores φ(v0), . . . , φ(v2n−2) são distintas entre si. Isso implica que, pelo menos

2n − 1 cores são utilizadas para colorir vértices de G2. Como |C| = 2n + 2, existem

no máximo três cores que não colorem vértices de G2. Estas cores podem pertencer ao

conjunto Cn. Logo, existem pelo menos |Cn|−3 cores no conjunto Cn que colorem vértices

de G2 e, portanto, ocorrem em todos os vértices de G2. Deste modo, o número de cores

que ocorrem em todos os vértices de G2 é maior ou igual a |Cn|−3; ou seja, |St| ≥ |Cn|−3.

Pela definição dos conjuntos Cn, Cn−1 e Cn−2, obtemos

n|Cn| + (n − 1)|Cn−1| + (n − 2)|Cn−2| = |E(G2)| = 2n2 + n− 3. (2.6)

Resolvendo o sistema de equações (2.3) e (2.6), conclúımos que

|Cn| = n+ |Cn−2| − 1. (2.7)

Logo, |St| ≥ |Cn| − 3 = n + |Cn−2| − 4. Isso implica que (2n − 2) + (n + |Cn−2| − 4) ≤

|Sp| + |St| = |C| = 2n + 2. Resolvendo esta inequação, obtemos n ≤ 8 − |Cn−2|. Isso

contradiz o fato de que n ≥ 9. Portanto, o grafo G2 não possui uma (2n + 2)-coloração

total semiforte. Este caso conclui a demonstração de que os grafos G1 e G2 não admitem

uma (2n+ 2)-coloração total semiforte.

Agora, vamos construir uma (2n + 3)-coloração total semiforte para Gi. Seja π uma

(2n + 3)-coloração total semiforte canônica do K2n+1 tal como definida na Seção 2.3 e

seja φ uma restrição de π aos elementos do subgrafo Gi. Os vértices v0, v1, . . . , v2n−3 são

todos vértices de grau máximo em Gi e são distinguidos pela coloração total semiforte φ

herdada do K2n+1. Como o vértice v2n−1 possui grau 2n − 2 no grafo Gi e como todos

os seus vizinhos possuem grau 2n, então seu conjunto de cores é distinto do conjunto de

cores dos seus vizinhos. Resta analisarmos os conjuntos de cores dos vértices v2n−2 e v2n.
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Primeiramente, considere o grafo G1. Note que v2n−2 e v2n são os únicos vértices de

G1 que possuem grau 2n − 1. Pelo Lemma 2.19, temos que |Cπ(v2n−2)| = |Cπ(v2n)| = 2

e Cπ(v2n−2) ∩ Cπ(v2n) = ∅. Isso implica que Cφ(v2n−2) possui pelo menos um elemento

diferente dos elementos de Cφ(v2n), e vice-versa. Deste modo, Cφ(v2n−2) 6= Cφ(v2n) e,

portanto, φ é uma (2n+ 3)-coloração total semiforte de G1. Agora, considere o grafo G2.

Como os vértices v2n−2 e v2n formam um conjunto independente no grafo G2 e como eles

possuem grau distinto dos graus de todos os seus vizinhos, tem-se que os seus conjuntos

de cores também são distintos dos conjuntos de cores dos seus vizinhos. Portanto, φ é

uma (2n+ 3)-coloração total semiforte do subgrafo G2.

Agora, considere a famı́lia dos grafos sP3 ∨ Kt formada pela junção dos grafos sP3

e Kt, tal que sP3 é a união disjunta de s caminhos uiviwi (1 ≤ i ≤ s) e Kt é o grafo

completo com t vértices, tal que V (Kt) := {x1, x2, . . . , xt}. Em 2008, Chen [24] provou

que a Conjetura da Coloração Total Semiforte é verdadeira para todos os grafos desta

famı́lia:

Teorema 2.31 (Chen [24]). Sejam s e t inteiros positivos e seja G := sP3 ∨ Kt. Então

χ′′
a(G) ≤ ∆(G) + 3.

Demonstração. Seja G := sP3 ∨Kt, com s ≥ 1 e t ≥ 1. A partir do grafo G, constrúımos

um novo grafo G′ := G∨K1, tal que V (K1) := {y}. O grafo G′ possui 3s+ t+ 1 vértices.

Pelo Teorema 2.5, o grafo G′ possui uma coloração de arestas forte φ com no máximo

|V (G′)| + 1 = 3s+ t+ 2 cores. Para cada vértice z ∈ V (G), atribúımos ao vértice z a cor

φ(yz) da aresta yz ∈ E(G′). Deste modo, obtemos uma coloração total forte de G com

3s + t+ 2 cores. Claramente, essa coloração é também uma coloração total semiforte de

G. Portanto, χ′′
a(G) ≤ 3s+ t+ 2 = ∆(G) + 3.

No mesmo artigo, Chen [24] provou que os grafos G := sP3 ∨Kt com s inteiro positivo

par, t inteiro ı́mpar e t ≥ 9s2 + 2s− 1 possuem número cromático total semiforte igual a

∆(G)+3. No entanto, o número cromático total semiforte dos demais grafos desta famı́lia

ainda não foi determinado. No próximo teorema, apresentamos o resultado demonstrado

por Chen.

Teorema 2.32 (Chen [24]). Seja G := sP3 ∨Kt. Se s é um inteiro positivo par, t é um

inteiro positivo ı́mpar e t ≥ 9s2 + 2s− 1, então χ′′
a(G) = ∆(G) + 3.

Demonstração. Para s um inteiro positivo par e t um inteiro ı́mpar tal que t ≥ 9s2+2s−1,

seja G := sP3 ∨Kt tal que sP3 é a união disjunta de s caminhos uiviwi (1 ≤ i ≤ s) e Kt é

o grafo completo com conjunto de vértices V (Kt) := {x1, . . . , xt}. Observe que os vértices

de grau máximo em G pertencem a Kt e que ∆(G) = 3s + t − 1. Como Kt possui pelo

menos dois vértices, temos que χ′′
a(G) ≥ ∆(G) + 2 = 3s+ t+ 1.
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Pelo Teorema 2.31, temos que χ′′
a(G) ≤ ∆(G) + 3. Logo, para provar o teorema, basta

mostrarmos que G não possui uma (3s+ t+ 1)-coloração total semiforte.

Por contradição, suponha que G possua uma (3s+ t + 1)-coloração total semiforte φ

com cores do conjunto C = {1, 2, . . . , 3s + t + 1}. Seja Sp o conjunto das cores que não

ocorrem em pelo menos um vértice de G e seja St o conjunto das cores que ocorrem em

todos os vértices de G. Por definição, os conjuntos Sp e St são disjuntos e Sp ∪ St = C.

Logo, |Sp| + |St| = |C| = 3s+ t+ 1.

Para cada cor i ∈ C, definimos o conjunto Ei := {e ∈ E(G) : φ(e) = i}. Como cada Ei

é um emparelhamento, temos que |Ei| ≤ (3s + t− 1)/2, pois |V (G)| = 3s + t e é ı́mpar.

Agora, vamos mostrar que |Ei| ≥ (t− 1)/2. Suponha que exista alguma cor j ∈ C tal que

|Ej| ≤ (t−3)/2. Neste caso, existem no máximo t−3 vértices pertencentes ao subgrafo Kt

que são incidentes em arestas de cor j e no máximo mais um vértice do subgrafo Kt pode

ter recebido a cor j. Logo, a cor j ocorrerá no máximo em t− 2 vértices do Kt. Como os

vértices do subgrafo Kt possuem grau ∆(G) e φ é uma coloração total de G com ∆(G)+2

cores, existem pelo menos dois vértices em V (Kt) que possuem o mesmo conjunto de

cores, uma contradição. Deste modo, conclúımos que (t− 1)/2 ≤ |Ei| ≤ (3s+ t− 1)/2.

Considerando os posśıveis valores de |Ei|, definimos os conjuntos

Cl :=
{

i : |Ei| =
t− 3

2
+ l

}

, para 1 ≤ l ≤
3s+ 2

2
.

Deste modo, Cl é o conjunto das cores que são atribúıdas a exatamente t−3
2

+ l arestas,

para 1 ≤ l ≤ 3s+2
2

. Pela definição dos conjuntos Cl, temos que {C1, . . . , C(3s+2)/2} é uma

partição do conjunto C. Logo, obtemos as seguintes equações:

|C1| + |C2| + . . .+ |C3s/2| + |C(3s+2)/2| = |C| = 3s+ t+ 1. (2.8)

t − 1

2
|C1| +

t + 1

2
|C2| + . . . +

3s + t − 3

2
|C3s/2| +

3s + t − 1

2
|C(3s+2)/2| = |E(G)| =

= 2s +
t(t − 1)

2
+ 3st. (2.9)

Isolando |C3s/2| na equação (2.8) e substituindo na equação (2.9), obtemos:

|C(3s+2)/2| = 2s +
t(t − 1)

2
+ 3st −

3s + t − 3

2
(3s + t + 1) +

3s − 2

2
|C1| + . . . + |C(3s−2)/2| =

= −
9

2
s2 + 5s +

t

2
+

3

2
+

3s − 2

2
|C1| + . . . + |C(3s−2)/2|. (2.10)
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A seguir, vamos determinar um limite inferior para |St|. Primeiramente, observe que

o subgrafo induzido pelo conjunto {v1, u1, x1, x2, . . . , xt} é um grafo completo de ordem

t+ 2. Logo, são necessárias pelo menos t+ 2 cores para serem atribúıdas aos vértices de

G. Isto implica que, das 3s+ t+ 1 cores que foram utilizadas na coloração total semiforte

do grafo G, pelo menos t + 2 cores são utilizadas para colorir vértices. Logo, existem

no máximo 3s − 1 cores que não colorem vértices de G. Note que estas cores podem

pertencer ao conjunto C(3s+2)/2. Isto implica que, no máximo 3s − 1 cores do conjunto

C(3s+2)/2 não colorem vértices de G. Deste modo, existem pelo menos |C(3s+2)/2| − 3s+ 1

cores no conjunto C(3s+2)/2 que colorem vértices de G. Observe que o conjunto C(3s+2)/2 é o

conjunto das cores que induzem um emparelhamento de cardinalidade 3s+t−1
2

. Isto implica

que existem exatamente 3s + t − 1 vértices incidentes em arestas de cor i, i ∈ C(3s+2)/2.

Logo, para cada cor i ∈ C(3s+2)/2, existe exatamente um vértice v ∈ V (G) que não possui

arestas incidentes de cor i.

Uma vez que cada cor de C(3s+2)/2 colore arestas incidentes em exatamente 3s+ t− 1

vértices e como pelo menos |C(3s+2)/2| − 3s + 1 destas cores também colorem vértices,

conclúımos que pelo menos |C(3s+2)/2| − 3s + 1 cores ocorrem em todos os vértices de G,

isto é, |St| ≥ |C(3s+2)/2| − 3s+ 1.

Agora, vamos determinar um limite inferior para |Sp|. Sabemos que Kt é o subgrafo

de G induzido pelo conjunto de vértices {x1, x2, . . . , xt}. Como o subgrafo Kt é um grafo

completo e os seus vértices possuem grau máximo em G, então em cada vértice do Kt

falta exatamente uma cor e todas essas t cores que faltam nos vértices do Kt são distintas

entre si. Logo, existem pelo menos t cores que não ocorrem em pelo menos um vértice de

G; ou seja, |Sp| ≥ t.
Provamos que |Sp| ≥ t e |St| ≥ |C(3s+2)/2|−3s+1. Isso implica que t+|C(3s+2)/2|−3s+

1 ≤ |Sp|+ |St| = |C| = 3s+t+1. Resolvendo esta inequação, obtemos que |C(3s+2)/2| ≤ 6s.
Substituindo este resultado na equação (2.10), obtemos:

9

2
s2 + s −

t

2
−

3

2
≥

3s − 2

2
|C1| +

3s − 4

2
|C2| + . . . + 2|C(3s−4)/2| + |C(3s−2)/2| ≥ 0. (2.11)

Simplificando a inequação (2.11), obtemos que t ≤ 9s2 + 2s − 3, uma contradição.

Portanto, temos que χ′′
a(G) > 3s+ t+ 1.





Caṕıtulo 3

Grafos com ∆(G) = 3

Neste caṕıtulo, demonstramos que a Conjetura da Coloração Total Semiforte é verdadeira

para grafos com ∆(G) = 3. Apesar de existirem outras demonstrações deste resultado, a

demonstração aqui apresentada possui uma abordagem diferente das anteriores e é mais

concisa. Posteriormente, provamos que todo grafo G com ∆(G) = 3 e que não possui

vértices adjacentes de grau máximo possui uma coloração total semiforte com ∆(G) + 1

cores. Apresentamos também algumas famı́lias de grafos 3-regulares e provamos que elas

possuem uma coloração total semiforte com ∆(G) + 2 cores. Finalizando o caṕıtulo,

estudamos limites superiores para o número cromático total semiforte de subgrafos com

∆(G) ≤ 3, resolvendo o Problema 2.9 para alguns casos.

Em 2007, H. Wang [72] provou a Conjetura da Coloração Total Semiforte para grafos

simples com ∆(G) = 3. A demonstração apresentada por este autor é extensa e baseia-

se na análise de diversos casos. Posteriormente, demonstrações mais concisas do mesmo

resultado foram apresentadas por X. Chen [24] e por J. Hulgan [44].

A demontração apresentada por X. Chen [24] usa indução no número de arestas do

grafo. Como parte desta demonstração, o autor prova que a Conjetura da Coloração Total

Semiforte é verdadeira para dois subcasos espećıficos: grafos hamiltonianos 3-regulares e

grafos 3-regulares, não-hamiltonianos e que contêm um emparelhamento perfeito. Por

outro lado, a demonstração apresentada por J. Hulgan [44] mostra que todo grafo G

com ∆(G) = 3, com exceção do K4, possui uma coloração total semiforte com seis co-

res em que apenas uma das cores aparece tanto nas arestas, quanto nos vértices de G.

Essa abordagem, aliada ao uso do Teorema de Brooks (Teorema 1.2) e do Teorema de

König (Teorema 1.4), possibilitou a Hulgan construir uma demonstração mais simples.

No Teorema 3.1, apresentamos uma nova demonstração de que todo grafo simples G,

com ∆(G) = 3, possui χ′′
a(G) ≤ 6. Esta demonstração utiliza teoremas apresentados nos

caṕıtulos anteriores e um resultado do Caṕıtulo 4 sobre a coloração total semiforte de

grafos tripartidos.
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Teorema 3.1 (Wang [72], Chen [24], Hulgan [44]). Se G é um grafo simples com ∆(G) =

3, então χ′′
a(G) ≤ 6.

Demonstração. Seja G um grafo simples com ∆(G) = 3. Pelo Teorema 2.15, χ′′
a(K4) = 5.

Portanto, suponha G 6∼= K4. Como ∆(G) = 3, temos que G não é um ciclo. Logo, pelo

Teorema 1.2, temos que χ(G) ≤ 3. Se χ(G) = 2, então G é um grafo bipartido. Neste

caso, pelo Teorema 2.23, temos que χ′′
a(G) ≤ ∆(G) + 2 = 5. Por outro lado, se χ(G) = 3,

então G é um grafo tripartido, pois cada classe de cor induz um conjunto independente.

Neste caso, pelo Teorema 4.4, temos que χ′′
a(G) ≤ ∆(G) + 3 = 6.

Seja n um inteiro maior ou igual a 3. Seja G1
∼= Cn com V (G1) := {v0, . . . , vn−1} e

G2
∼= Cn com V (G2) := {u0, . . . , un−1}. Seja também π uma permutação do conjunto

{0, . . . , n−1}. Um grafo é uma permutação de ciclo se ele pode ser obtido a partir da união

disjunta dos grafos G1 e G2, juntamente com uma aresta ligando o vértice vi ∈ V (G1) ao

vértice uπ(i) ∈ V (G2), para i ∈ {0, . . . , n− 1}. Por definição, as permutações de ciclo são

grafos 3-regulares. A Figura 3.1 exibe uma permutação de ciclo com G1
∼= G2

∼= C7, tal

que a permutação π é definida da seguinte maneira: π(0) = 3, π(1) = 0, π(2) = 6, π(3) =

5, π(4) = 1, π(5) = 4 e π(6) = 2.

v0

v1

v2

v3v4

v5

v6

u0

u1

u2

u3

u4

u5

u6

Figura 3.1: Uma permutação de ciclo.

Em sua tese de doutorado, J. Hulgan [45] provou que os grafos pertencentes à famı́lia

das permutações de ciclo possuem número cromático total semiforte igual a 5. O autor

também comenta que ao examinar alguns grafos com ∆(G) = 3, como por exemplo o

K3,3 e o grafo de Petersen, verificou que todos eles possuem χ′′
a(G) = 5. Baseado nestes

resultados, propôs a seguinte conjetura:

Conjetura 3.2 (Hulgan [45]). Se G é um grafo simples com ∆(G) = 3, então χ′′
a(G) ≤ 5.
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Ao estudar os trabalhos deste autor [44, 45], observamos que todos os grafos com

∆(G) = 3 citados são grafos 3-regulares. Assim, decidimos investigar algumas famı́lias de

grafos com grau máximo igual a 3 e não regulares, no intuito de verificar a validade da

Conjetura 3.2 para as famı́lias consideradas. A seguir, determinamos o número cromático

total semiforte para estas famı́lias.

Um grafo G é subcúbico se ∆(G) = 3 e G não é 3-regular. Seja F uma famı́lia de

grafos cujos membros são os grafos subcúbicos G tais que, para toda aresta uv ∈ E(G),

d(u) = 3 e d(v) ∈ {1, 2}. A Figura 3.2 exibe um grafo G pertencente à famı́lia F . A

Proposição 3.3 mostra que os grafos desta famı́lia são bipartidos.

Figura 3.2: Grafo G pertencente à famı́lia F .

Proposição 3.3. Se G é um grafo pertencente à famı́lia F , então G é bipartido.

Demonstração. Seja G ∈ F . Podemos particionar V (G) em dois subconjuntos X e Y ,

tais que X := {u ∈ V (G) : d(u) = 3} e Y := V (G)\X. Pela definição dos conjuntos X

e Y , temos que X ∩ Y = ∅. Além disso, pela definição da famı́lia F , para toda aresta

uv ∈ V (G), u ∈ X e v ∈ Y .

Pela Proposição 2.23 e pela Proposição 3.3, conclúımos que os grafos da famı́lia F

possuem uma coloração total semiforte com no máximo ∆(G) + 2 cores. De fato, os

membros desta famı́lia admitem uma coloração total semiforte com apenas ∆(G) + 1

cores, como demonstrado no teorema a seguir.

Teorema 3.4. Se G é um grafo pertencente a famı́lia F , então χ′′
a(G) = 4.

Demonstração. Seja G ∈ F . Pela Proposição 2.6, χ′′
a(G) ≥ ∆(G) + 1. Então, é suficiente

exibir uma 4-coloração total semiforte π para G.

Pela Proposição 3.3, G é bipartido. Como ∆(G) = 3, pelo Teorema 1.4, χ′(G) = 3.

Seja πE : E(G) → {1, 2, 3} uma coloração de arestas do grafo G. Seja {X, Y } uma

bipartição de V (G) tal que X := {v ∈ V (G) : d(v) = 3}. Defina

πV (v) :=







4 se v ∈ X,

c tal que c ∈ {1, 2, 3}\{πE(uv) : uv ∈ E(G)} se v ∈ Y.
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Defina π tal que π|E(G) = πE e π|V (G) = πV . Vamos mostrar que π é uma coloração

total semiforte. Como π|E(G) é uma 3-coloração de arestas de G, quaisquer duas arestas

adjacentes de G possuem cores distintas. Pela definição de π|V (G), todos os vértices da

parte X recebem a cor 4 e cada vértice da parte Y recebe uma cor do conjunto {1, 2, 3}

que não ocorre em suas arestas incidentes. Logo, quaisquer dois elementos adjacentes ou

incidentes possuem cores distintas.

Resta mostrar que a coloração total π é também semiforte. Por definição da coloração

π, para todo v ∈ X, temos Cπ(v) = ∅ e para todo u ∈ Y , temos Cπ(u) 6= ∅. Portanto

Cπ(u) 6= Cπ(v), para quaisquer dois vértices adjacentes u, v ∈ V (G).

Observe que os grafos da famı́lia F pertencem a uma classe de grafos maior: a classe

dos grafos simples com ∆(G) = 3 e que não possuem vértices adjacentes de grau máximo.

A seguir, consideramos esta famı́lia de grafos.

Seja G um grafo simples, conexo, com ∆(G) = 3 e que não possui vértices adjacentes

de grau máximo. Definimos a decomposição canônica [K,P] do grafo G como a união dos

grafos K e P, disjuntos nas arestas, tal que:

(i) P é o subgrafo de G induzido pelas arestas uv ∈ E(G), com dG(u) = 2 e dG(v) ∈

{1, 2}.

(ii) K é o subgrafo de G induzido pelas arestas uv ∈ E(G), com dG(u) = 3 e dG(v) ∈

{1, 2}.

Observe que se G ∈ F , então V (P) = ∅, E(P) = ∅ e K é isomorfo a G. Além disso,

como ∆(G) = 3, K 6= ∅. Por outro lado, se G /∈ F , os subgrafos P e K podem ser não

conexos e possuem as seguintes propriedades:

(i) cada componente conexa Ki ⊆ K pertence a F ;

(ii) cada componente conexa Pi ⊆ P é um caminho, pois, para todo uv ∈ E(Pi), dG(u) =

2 e dG(v) ∈ {1, 2};

(iii) para cada componente conexa Pi ⊆ P, Pi = u1 . . . uj, temos que {u1, uj}∩V (K) 6= ∅.

A definição da decomposição canônica [K,P] do grafo G implica que G ∼= (K ∪ P).

A Figura 3.3 ilustra a decomposição descrita acima. A seguir, usamos a decomposição

canônica para provar que todo grafo simples, conexo, com grau máximo três e que não

possui vértices adjacentes de grau máximo possui χ′′
a(G) = 4.

Teorema 3.5. Se G é um grafo simples, conexo, com ∆(G) = 3 e sem vértices adjacentes

de grau máximo, então χ′′
a(G) = 4.
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v1v2

v3 v4

v5

v6

v7 v8 v9

v10

v11

v12

v13

v14

(a) Grafo G com ∆(G) = 3 e
sem vértices adjacentes de grau
máximo.

v2

v3 v4

v5

v6

v7 v8 v9

(b) Subgrafo P ⊂ G.
Cada componente de
P é isomorfo a um ca-
minho.

v1v2

v5

v6

v9

v10

v11

v12

v13

v14

(c) Subgrafo K ⊂ G. Cada
componente do grafo K per-
tence à famı́lia F .

Figura 3.3: Decomposição canônica [K,P] do grafo G em subgrafos disjuntos nas arestas.

Demonstração. Seja G um grafo simples, conexo, com ∆(G) = 3 e sem vértices adjacentes

de grau máximo. Pela Proposição 2.6, χ′′
a(G) ≥ ∆(G) + 1 = 4. Se G ∈ F , então pelo

Teorema 3.4, temos que χ′′
a(G) = 4 e o resultado segue. Portanto, podemos supor que

G /∈ F .

Seja [K,P] uma decomposição canônica de G. A seguir, constrúımos uma 4-coloração

total semiforte π para G. Para isso, inicialmente constrúımos uma 4-coloração total

semiforte φ para o grafo K ⊂ G e, depois, constrúımos uma 4-coloração total semiforte

ϕ para o grafo P ⊂ G. A coloração π é definida de modo que φ seja uma restrição

de π aos elementos de K, e ϕ seja uma restrição de π aos elementos de P. Os vértices

v ∈ V (G) tal que v ∈ V (K) ∩ V (P) terão suas cores determinadas pela coloração ϕ, ou

seja, π(v) := ϕ(v).

Primeiramente, constrúımos a 4-coloração total semiforte φ para o grafo K. Seja

Ki ⊆ K. Como Ki ∈ F , pelo Teorema 3.4, χ′′
a(Ki) = 4. Portanto, para todo Ki ⊆ K,

seja φi uma 4-coloração total semiforte de Ki com as cores 1, 2, 3, 4, tal como definida

na demonstração do Teorema 3.4. Relembre que, de acordo com essa coloração, todos os

vértices de grau 3 de Ki recebem a cor 4. A coloração φ : V (K) ∪ E(K) → {1, 2, 3, 4} é

definida como:
φ(u) := φi(u) se u ∈ V (Ki), para todo Ki ⊂ K;

φ(uv) := φi(uv) se uv ∈ E(Ki), para todo Ki ⊂ K.

Note que φ é uma 4-coloração total semiforte de K, pois cada Ki é uma componente

conexa distinta de K.

Agora, constrúımos uma 4-coloração total semiforte ϕ para o grafo P. Como cada

componente Pk ⊂ P é um caminho, pela Proposição 2.23, χ′′
a(Pk) = 4. Seja Pk ⊆ P,

tal que Pk := u1u2 . . . uj. Por definição da decomposição canônica de G, pelo menos

um dos vértices u1 e uj também pertence ao subgrafo K, ou seja, {u1, uj} ∩ V (K) 6= ∅.

Se ui ∈ V (K), i ∈ {1, j}, então ui é adjacente a um vértice w ∈ V (K) de grau 3.
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Além disso, a aresta uiw ∈ E(K) foi colorida pela coloração φ com uma cor do conjunto

{1, 2, 3}. Tomando estes fatos em consideração, definimos uma 4-coloração total semiforte

ϕk restrita aos elementos da componente conexa Pk.

Definimos a coloração ϕk considerando que ambos os vértices u1 e uj pertencem ao

conjunto V (K) ∩ V (P). Sejam u1w, ujv ∈ E(K) tal que dG(w) = dG(v) = 3. Sejam

a, b, c ∈ {1, 2, 3}, valores distintos; e sejam também φ(u1w) ∈ {a, b} e φ(ujv) = a. Para

todo i ∈ {1, . . . , j − 1},

ϕk(ui) :=







c se i é ı́mpar,

a se i é par.
ϕk(uiui+1) :=







4 se i é ı́mpar,

b se i é par.

Para finalizar a coloração ϕk, fazemos ϕk(uj) := b se j é par; e ϕk(uj) := c, caso

contrário.

Vamos mostrar que ϕk é uma coloração total de Pk. Pela definição de ϕk quaisquer

dois vértices adjacentes de Pk possuem cores distintas a e c ou b e c. Além disso, quaisquer

duas arestas adjacentes possuem cores distintas 4 e b. Observe que apenas o vértice uj

pode ter cor b e que, neste caso, a aresta uj−1uj possui cor 4. Logo, quaisquer vértice e

aresta incidentes possuem cores distintas.

Agora, provamos que a coloração total ϕk é também semiforte. Pela definição de

ϕk, para i ∈ {2, . . . , j − 1}, temos que Cϕk
(ui) = {c} se i é par; e Cϕk

(ui) = {a} se

i é ı́mpar. Logo, Cϕk
(ui) 6= Cϕk

(ui+1), para i ∈ {2, . . . , j − 1}. Além disso, quando

φ(u1w) = φ(ujv), temos que Cϕk
(u1) = {b}; e quando φ(u1w) 6= φ(ujv), temos que

Cϕk
(u1) = {a}. Logo, Cϕk

(u1) 6= Cϕk
(u2). Considere uj ∈ V (K) ∩ V (P). Por inspeção, é

posśıvel verificar que, quando j é par, Cϕk
(uj) = {c}; e quando j é ı́mpar, Cϕk

(uj) = {4}.

Logo, Cϕk
(uj) 6= Cϕk

(uj−1). Portanto, a coloração total ϕk é também semiforte. Note

que, se apenas o vértice u1 pertencer ao conjunto V (K)∩V (P), a coloração ϕk permanece

como uma coloração total semiforte de Pk, pois, neste caso, C(uj) e C(uj−1) são distintos

pelas suas cardinalidades.

Como demonstrado acima, para cada componente conexa Pk ⊆ P, temos que ϕk é uma

4-coloração total semiforte de Pk. Deste modo, definimos a coloração ϕ : V (P) ∪E(P) →

{1, 2, 3, 4} do seguinte modo:

ϕ(u) := ϕk(u) se u ∈ V (Pk), para todo Pk ⊆ P;

ϕ(uv) := ϕk(uv) se uv ∈ E(Pk), para todo Pk ⊆ P.

Note que ϕ é uma 4-coloração total semiforte de P, pois cada Pk é uma componente

conexa distinta de P.

A seguir, provamos que π é uma 4-coloração total semiforte do grafoG. Como demons-

trado acima, π é uma 4-coloração total semiforte quando restrita aos subgrafos P e K.

Deste modo, precisamos apenas checar a coloração dos elementos adjacentes e incidentes

nos vértices ui ∈ V (P) ∩ V (K).
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Considere um vértice ui ∈ V (P) ∩ V (K). Sabemos que ui é adjacente a um vértice

x ∈ V (K), tal que dG(x) = 3. Pela definição de φ, temos φ(x) = 4 e, pela definição de

ϕ, temos ϕ(ui) 6= 4. Logo, π(x) 6= π(ui). Por inspeção, é posśıvel verificar que as duas

arestas incidentes no vértice ui são coloridas com uma das três possibilidades seguintes:

são coloridas com as cores a e 4, com as cores b e 4, ou com as cores b e a. Dessas três

possibilidades, conclúımos que as arestas incidentes no vértice ui recebem cores distintas.

Além disso, pela definição da coloração π, temos que Cπ(x) = ∅ e Cπ(ui) 6= ∅. Logo,

Cπ(x) 6= Cπ(ui). Portanto, π é uma 4-coloração total semiforte de G.

De acordo com o Teorema 3.5, grafos simples, conexos, com grau máximo três e que não

possuem vértices adjacentes de grau máximo possuem número cromático total semiforte

igual a 4. Este resultado confirma a validade da Conjetura 3.2 para esta classe de grafos.

No entanto, para grafos simples arbitrários, com grau máximo três e que possuem vértices

adjacentes de grau máximo, essa conjetura continua aberta.

Nas próximas seções, apresentamos algumas famı́lias de grafos 3-regulares e provamos

que os membros destas famı́lias possuem número cromático total semiforte igual a 5. Estes

resultados também fortalecem a Conjetura 3.2.

3.1 Breve história dos snarks

Um snark é um grafo 3-regular, sem arestas de corte e que não admite uma 3-coloração

de arestas. Esta classe de grafos se originou no contexto do Problema das Quatro Cores,

cuja história é brevemente contada a seguir.

O Problema das Quatro Cores ou Conjetura das Quatro Cores foi uma das questões

mais famosas da Matemática e impulsionou o desenvolvimento da Teoria dos Grafos. De

acordo com a Conjetura das Quatro Cores todo grafo plano e sem arestas de corte possui

uma coloração de faces com no máximo quatro cores, de modo que quaisquer duas faces

adjacentes possuam cores distintas. O problema era decidir se tal coloração era posśıvel.

Esse problema apareceu pela primeira vez na literatura no ano de 1852 em uma carta

de Augustus De Morgan, professor da Universidade de Londres, direcionada ao seu amigo

W. R. Hamilton, um famoso matemático irlandês. Esse problema havia sido sugerido a

De Morgan por um de seus alunos, Frederick Guthrie, em nome de seu irmão mais velho,

Francis Guthrie [76]. Contrastando com o interesse de De Morgan, Hamilton não achou

o problema interessante e respondeu quatro dias mais tarde dizendo que tão cedo não

pensava em se dedicar à questão.

Foi somente em 1879 que o problema tornou-se amplamente conhecido. Neste ano,

Arthur Cayley indagou, na seção de Matemática da London Mathematical Society, se

alguém já havia encontrado uma solução para o problema. Embora alguns matemáticos
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tivessem se interessado, nenhum deles havia alcançado um progresso significativo. O

próprio Cayley publicou uma pequena análise do problema nos Proceedings of the Royal

Geographical Society, em 1879 [76]. Ainda neste mesmo ano, A. B. Kempe publicou uma

suposta solução para o problema. No entanto, em 1890, P. J. Heawood encontrou uma

falha na solução proposta por Kempe, mas usou a técnica introduzida por ele para provar

que todo grafo plano e sem arestas de corte pode ser colorido com 5 cores. Este resultado

ficou conhecido como o Teorema das Cinco Cores.

Em 1880, na tentativa de provar a Conjetura das Quatro Cores, P. G. Tait [63] intro-

duziu o conceito de coloração de arestas e provou a seguinte equivalência:

Teorema 3.6 (Tait [63]). Todo grafo plano, 3-regular e sem arestas de corte possui uma

4-coloração de faces se e somente se ele admite uma 3-coloração de arestas.

De acordo com o Teorema 3.6, uma alternativa equivalente a colorir faces de grafos

planos e sem arestas de corte, é abordar o Problema das Quatro Cores a partir da co-

loração de arestas de grafos planares 3-regulares e sem arestas de corte. A equivalência

provada por Tait deu origem a uma nova abordagem para a investigação da Conjetura

das Quatro Cores, pois transformou o problema de coloração de faces de um grafo plano e

sem arestas de corte em um problema equivalente de coloração das arestas do grafo, por-

tanto, removendo a obrigatoriedade do grafo estar imerso no plano. Uma consequência

imediata dessa abordagem é que a busca por um contraexemplo para a Conjetura das

Quatro Cores é, de fato, a busca por um grafo planar, 3-regular, sem arestas de corte

e com ı́ndice cromático 4. Foi a partir deste contexto que iniciou-se a busca por snarks

planares e que deu origem ao estudo desta classe de grafos.

No ano de 1977, o Problema das Quatro Cores foi resolvido por K. Appel e W. Ha-

ken [3, 5]. A demonstração apresentada por Appel e Haken, foi inspirada no trabalho

desenvolvido por diversos outros matemáticos que os precederam. A ideias lançadas por

A. B. Kempe, H. Heesche e por G. D. Birkhoff foram decisivas para a solução deste

problema. Apesar do importante resultado obtido por Appel e Haken, a demonstração

fornecida por eles causou grande controvérsia entre os matemáticos da época, entre outras

razões, por fazer extenso uso de computadores. Appel e Haken, trabalhando juntamente

com J. A. Koch, melhoraram heuŕısticas desenvolvidas por Heesch e definiram um con-

junto finito de 1936 configurações que deveriam ser verificadas por computador. Usando

um computador da época (IBM-360 e IBM-370), eles conseguiram verificar a validade da

Conjetura das Quatro Cores usando aproximadamente 1200 horas de computação. Em

1989, Appel e Haken [4] lançaram um livro com 741 páginas apresentando sua solução e,

na época, o número de configurações já havia sido reduzido para 1476.

Por volta de 1993, os matemáticos N. Robertson, D. Sanders, P. Seymour e R. Thomas

decidiram redemonstrar o Teorema das Quatro Cores e encontrar uma outra solução, mas
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usando uma abordagem semelhante à usada por Appel e Haken. A demonstração desen-

volvida pelos autores possui diversas melhorias. Por exemplo, o número de configurações

foi reduzido para 638. Além disso, o algoritmo desenvolvido pelos autores possui comple-

xidade de tempo O(n2), o que é um grande avanço quando comparado ao algoritmo de

tempo O(n4) desenvolvido por Appel e Haken. Em maio de 1995, os autores lançaram

um artigo [60] de 43 páginas contendo a nova demonstração.

Pelo Teorema das Quatro Cores e pela equivalência provada por Tait (Teorema 3.6),

pode-se concluir que todo grafo planar 3-regular e sem arestas de corte admite uma

coloração de arestas com 3 cores. Isto implica que não existem snarks planares.

O nome snark foi sugerido por Martin Gardner, aparecendo pela primeira vez em 1976,

na seção Mathematical Games da revista Scientific American [36]. O autor se inspirou em

um poema de Lewis Carroll, chamado The Hunting of the Snark [18], que conta a história

de uma tripulação de caçadores que partem em busca de uma criatura fict́ıcia, chamada

snark. O autor justificou o uso do nome snark para a classe de grafos 3-regulares, sem

arestas de corte e com ı́ndice cromático 4, devido à dificuldade de se encontrar grafos com

estas propriedades.

O primeiro snark foi descoberto em 1898 por J. Petersen [59] e está exibido na Fi-

gura 3.4. Petersen também provou que este é o menor snark. Dado um conjunto

S = {1, . . . , 5} com 5 elementos, o grafo de Petersen, P , é o grafo cujos vértices são

os subconjuntos de S com 2 elementos, tais que dois vértices são adjacentes se e so-

mente se os subconjuntos que os definem são disjuntos. A Figura 3.4(a) exibe o grafo

de Petersen P com os vértices rotulados tal como definido acima e a Figura 3.4(b) exibe

uma 5-coloração total semiforte de P . A 5-coloração total semiforte apresentada na Fi-

gura 3.4(b) é obtida a partir da rotulação dos vértices apresentada na Figura 3.4(a): cada

aresta recebe a cor que não aparece nos rótulos dos seus extremos e cada vértice recebe

uma das cores presentes no seu rótulo.

Demonstrações sucintas de que o grafo de Petersen não é 3-colorável podem ser en-

contradas nos artigos de R. Naserasr et al. [56] e L. Volkmann [71].

O grafo de Petersen permaneceu, durante mais de 40 anos, como o único snark conhe-

cido. Em 1946, D. Blanuša [12] descobriu um novo snark, com 18 vértices e 27 arestas que

ficou conhecido como o primeiro snark de Blanuša1. Em 1948, R. L. Brooks, A. H. Stone,

C. Smith e W. T. Tutte descobriram um novo snark com 210 vértices. Este snark ficou

conhecido como snark de Descartes devido ao fato dos autores terem publicado este resul-

tado usando o pseudônimo Blanche Descartes [30]. Em 1973, G. Szekeres [62] descobriu

um novo snark com 50 vértices. A Figura 3.5 exibe uma 5-coloração total semiforte do

snark de Szekeres.

1Alguns anos mais tarde, surgiu na literatura um outro snark com 18 vértices e 27 arestas que ficou
conhecido como o segundo snark de Blanuša [46].
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{1, 2}

{1, 3}

{1, 4}

{1, 5}{2, 3}

{2, 4}

{2, 5} {3, 4}

{3, 5}

{4, 5}

(a) Grafo de Petersen com vértices rotulados.
Dois vértices são adjacentes se e somente se
seus rótulos são disjuntos.
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(b) Grafo de Petersen munido de uma 5-
coloração total semiforte.

Figura 3.4: Grafo de Petersen P .

Até o ano de 1975, apenas os snarks citados acima eram conhecidos, porém, uma

importante descoberta mudaria a forma como os snarks vinham sendo investigados: em

1975, R. Isaacs [46] publicou o primeiro método de construção de novos snarks a partir de

snarks já conhecidos. A partir deste método, Isaacs descobriu as duas primeiras famı́lias

infinitas de snarks, que inclúıam todos os snarks conhecidos até então: a famı́lia dos

snarks-BDS e dos snarks-flor. Além destas famı́lias, Isaacs descobriu um novo snark,

denominado double-star, não inclúıdo nestas famı́lias. A Figura 3.6 exibe uma 5-coloração

total semiforte do snark double-star.

Em 1976, Isaacs [47] apresentou um outro método para geração de famı́lias infinitas de

snarks desenvolvido por F. Loupekine. Os snarks constrúıdos a partir deste método são

chamados snarks de Loupekine. Mais recentemente, novos métodos de geração de snarks

foram desenvolvidos, entre outros, por M. Kochol [49] e por J. Hägglund [38].

Em 1967, W. T. Tutte [65] conjeturou que todos os snarks possuem o grafo de Pe-

tersen como um menor. Em 1999, a demonstração desta conjetura foi anunciada por

N. Robertson, D. P. Sanders, P. D. Seymour e R. Thomas [64].

Nas próximas seções, determinamos o número cromático total semiforte de quatro

famı́lias de snarks: os snarks-flor, os snarks de Goldberg, os snarks de Blanuša generali-

zados e os snarks-LP1, que são uma subfamı́lia dos snarks de Loupekine. Observe que,

como snarks são grafos 3-regulares, são necessárias pelo menos 5 cores para obter uma

coloração total semiforte destes grafos. Para cada uma das famı́lias citadas acima, cons-

trúımos uma 5-coloração total semiforte, provando que o número cromático total semiforte

destas famı́lias é igual a 5.
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Figura 3.5: Snark de Szekeres munido de uma 5-coloração total semiforte.

A menos dos snarks de Loupekine, todas as colorações apresentadas fazem uso da

mesma técnica que é baseada na definição recursiva destas famı́lias. Devido a isso, as

demonstrações dos teoremas são bastante similares.

3.2 Snarks-flor

A famı́lia dos snarks-flor foi descoberta em 1974 por R. Isaacs [46]. Esta famı́lia é formada

pelos grafos F3, F5, . . . , F2i+1, i ≥ 1, tal que cada grafo F2i+1 possui 4(2i + 1) vértices.

Todos os grafos desta famı́lia possuem uma propriedade em comum: eles podem ser

constrúıdos a partir da união disjunta de alguns subgrafos especiais denominados blocos

básicos. A seguir, os blocos básicos são definidos, assim como os membros da famı́lia

snark-flor. Posteriormente, é provado que todo snark-flor possui uma 5-coloração total

semiforte.

Seja o bloco básico Bi, o grafo com conjunto de vértices V (Bi) = {ui, vi, xi, yi} e

conjunto de arestas E(Bi) = {uivi, xivi, yivi}. A Figura 3.7 apresenta o bloco Bi.
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Figura 3.6: Double star munido de uma 5-coloração total semiforte.

vi

xi yi

ui

Figura 3.7: Bloco Bi.

Dois blocos Bk e Bj são conectados por meio de arestas de ligação Ek,j = {ukuj, xkxj ,

ykyj}. O grafo de ligação Li é o grafo com conjunto de vértices V (Li) := V (Bi−1)∪V (Bi)

e conjunto de arestas E(Li) := E(Bi−1) ∪ E(Bi) ∪ E(i−1),i. A Figura 3.8 mostra o grafo

de ligação Li.

vi

xi

yi

ui

vi−1

xi−1

yi−1

ui−1

Figura 3.8: Grafo de ligação Li.

A famı́lia dos snarks-flor é composta pelos grafos F3, F5, . . . , F2i+1, i ≥ 1. O primeiro

grafo desta famı́lia, F3, é o grafo com conjunto de vértices V (F3) := V (B1)∪V (B2)∪V (B3)

e conjunto de arestas E(F3) := E(B1) ∪E(B2) ∪E(B3) ∪E2,3 ∪E3,1 ∪ {u1u2, x1y2, y1x2}.
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A Figura 3.9(b) ilustra o grafo F3. Uma observação importante é que o snark-flor F3 pode

ser obtido a partir do grafo de Petersen aplicando a operação descrita a seguir.

Seja P o grafo de Petersen. Para qualquer vértice v ∈ V (P ), escolhemos duas de suas

arestas incidentes vx, vy ∈ E(P ) e subdividimos essas arestas criando dois novos vértices

u2 e u3. Para concluir a construção, adicionamos uma nova aresta u2u3 ligando os dois

novos vértices. A Figura 3.9(a) apresenta o grafo de Petersen e a Figura 3.9(b) apresenta

o grafo F3 formado a partir do grafo de Petersen como descrito acima, com v = u1, x = v2

e y = v3.

v1

x1

y1

u1

v2

x2y2

v3

x3

y3

(a) Grafo de Petersen P .

v1

x1

y1

u1

v2

x2y2

u2

v3

x3

y3

u3

(b) Snark-flor F3.

Figura 3.9: Grafo de Petersen P em um desenho apropriado e o grafo F3 gerado a partir
do grafo P usando a operação descrita anteriormente.

Para cada i ı́mpar e i ≥ 5, o grafo Fi é obtido a partir dos grafos Fi−2 e Li da seguinte

forma:

(i) V (Fi) := V (Fi−2) ∪ V (Li); e

(ii) E(Fi) := (E(Fi−2)\Eout
i−2) ∪Ein

i ∪E(Li), tal que

• Eout
i−2 := E(i−2),1 e

• Ein
i := E(i−2),(i−1) ∪Ei,1.

A Figura 3.10 exibe os grafos F3, L5 e F5, evidenciando a construção recursiva. Essa

definição recursiva da famı́lia snark-flor é usada para demonstrar que todo grafo Fi possui

uma 5-coloração total semiforte.

Teorema 3.7. Todo snark-flor Fi, i ı́mpar e i ≥ 3, possui χ′′
a(Fi) = 5.

Demonstração. Seja Fi um snark-flor, i ı́mpar e i ≥ 3. Como Fi é 3-regular, χ′′
a(Fi) ≥ 5.

A seguir, constrúımos uma 5-coloração total semiforte para Fi. A prova é por indução

em i e baseada na construção recursiva da famı́lia. A Figura 3.11 exibe uma 5-coloração
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v1
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y1

u1

v2

x2
y2

u2

v3

x3

y3

u3

(a) Snark-flor F3. As ares-
tas tracejadas pertencem
ao conjunto Eout

3 .

v5

x5

y5

u5

v4

x4

y4

u4

(b) Grafo de Ligação
L5.

v1 x1

y1

u1

v2

x2
y2

u2

v3

x3

y3

u3

v4

x4

y4

u4

v5

x5

y5

u5

(c) Grafo F5 obtido a partir do sub-
grafo F3\Eout

3 e do grafo de ligação
L5. As arestas tracejadas são as
arestas de ligação Ein

5 .

Figura 3.10: Construção do grafo F5 a partir do subgrafo F3\Eout
3 e do grafo L5.

1

1 1

1

11

1
1

22

2 2

2

2

2

3
3

3

3

3

4

4

4

4

4

4

5

5

5 5

Figura 3.11: Coloração total semiforte do grafo F3 com 5 cores. As arestas tracejadas
pertencem ao conjunto Eout

3 .

total semiforte φ3 do snark-flor F3. Note que as arestas de Eout
3 possuem a cor cinco. Esta

coloração de F3 é a base da indução.

Seja i ı́mpar e i > 3. Sabemos que Fi pode ser constrúıdo recursivamente a partir de

Fi−2 e Li. Pela hipótese de indução, Fi−2 possui uma 5-coloração total semiforte φi−2 na

qual as arestas de Eout
i−2 possuem a cor cinco. Ademais, a Figura 3.12(b) exibe o grafo de

ligação Li munido de uma 5-coloração total semiforte fixa φ. Formalmente, a 5-coloração

total semiforte φ do grafo de ligação Li é definida como:
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φ(ui−1) = 3; φ(ui) = 2; φ(vi−1) = 5; φ(vi) = 3;

φ(xi−1) = 1; φ(xi) = 2; φ(yi−1) = 4; φ(yi) = 1;

φ(ui−1ui) = 1; φ(xi−1xi) = 3; φ(yi−1yi) = 3; φ(uivi) = 4;

φ(ui−1vi−1) = 2; φ(xi−1vi−1) = 4; φ(yi−1vi−1) = 1; φ(xivi) = 1;

φ(yivi) = 2.

vi

xi

yi

ui

vi−1

xi−1

yi−1

ui−1

(a) Grafo de ligação Li com
vértices rotulados.

1 1

11

1 2

2

2
2

3
3

33

4

4
4

5

(b) Grafo de ligação Li munido de uma
5-coloração total semiforte.

Figura 3.12: 5-coloração total semiforte do grafo de ligação Li.

Seja φi uma atribuição de cores aos elementos de Fi, definida como a seguir. As

arestas de Ein
i recebem a cor cinco. Observe que não há conflito entres estas arestas, pois

formam um conjunto independente. Para completar a coloração, atribua aos elementos

de V (Fi) ∪ E(Fi)\Ein
i as mesmas cores que estes elementos possuem em Fi−2 ou Li. A

Figura 3.13 ilustra a construção da coloração do grafo F5.

Vamos provar que φi é uma 5-coloração total semiforte do grafo Fi. Por hipótese de

indução, φi−2 é uma 5-coloração total semiforte para Fi−2. Além disso, os vértices de grau

dois em Fi−2\Eout
i−2 são não adjacentes. Isto implica que quaisquer dois vértices adjacentes

em Fi−2\Eout
i−2 preservam a propriedade de que seus conjuntos de cores sejam distintos.

Ademais, φ é uma 5-coloração total semiforte fixa para o grafo de ligação Li. Conclúımos,

portanto, que a coloração φi restrita aos elementos de Fi\Ein
i é uma 5-coloração total

semiforte para Fi\Ein
i .

Agora, analisamos a coloração das arestas do conjunto Ein
i . Por construção, as arestas

de Ein
i recebem a cor cinco. Pela hipótese de indução, as arestas de Eout

i−2 também possuem

a cor cinco. Além disso, em Li, apenas o vértice vi−1 possui a cor 5 e vi−1 não é extremo

de nenhuma aresta de Ein
i . Logo, conclúımos que a atribuição da cor cinco às arestas do

conjunto Ein
i não introduz conflito.

Para completar a prova, resta-nos mostrar que, para qualquer aresta uv ∈ Ein
i , φi(u) 6=

φi(v) e C(u) 6= C(v). Seja S o conjunto de vértices formado pelos extremos das arestas

de Ein
i . As cores dos vértices de S ∩V (Li) são conhecidas porque φ é uma coloração fixa.

Também são conhecidas as cores dos vértices u1, x1, e y1, pois esses vértices pertencem à

base F3. Resta determinar as cores dos vértices ui−2, xi−2 e yi−2 que pertencem ao grafo

Fi−2. Para i = 5, estes vértices são u3, x3 e y3, e pertencem à base F3. No caso de i ≥ 7,
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(b) Grafo de ligação L5 munido de uma
5-coloração total semiforte.
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(c) Grafo F5 com as arestas do conjunto Ein
5 tracejadas.

Estas arestas conectam os subgrafos F3\Eout
3 e L5.

Figura 3.13: 5-coloração total semiforte do grafo F5 constrúıda a partir das colorações
dos grafos F3 e L5. Observe que todas as arestas do conjunto Ein

5 recebem a cor 5.

os vértices ui−2, xi−2 e yi−2 pertencem ao grafo de ligação Li−2, cuja coloração φ é fixa.

Portanto, conclúımos que as cores dos extremos das arestas do conjunto Ein
i são:

φi(ui−2) = 2 e φi(ui−1) = 3; φi(u1) = 1 e φi(ui) = 2;

φi(xi−2) = 2 e φi(xi−1) = 1; φi(x1) = 1 e φi(xi) = 2;

φi(yi−2) = 1 e φi(yi−1) = 4; φi(y1) = 2 e φi(yi) = 1.

Por inspeção, é posśıvel determinar que os conjuntos das cores que não ocorrem nos

extremos das arestas do conjunto Ein
i são tais que:
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C(ui−2) = {3} e C(ui−1) = {4}; C(u1) = {2} e C(ui) = {3};

C(xi−2) = {4} e C(xi−1) = {2}; C(x1) = {3} e C(xi) = {4};

C(yi−2) = {4} e C(yi−1) = {2}; C(y1) = {3} e C(yi) = {4};

e o resultado segue.

3.3 Snarks de Goldberg

Em 1981, M. K. Goldberg [37] descreveu um método de construção de grafos classe 2 com

grau máximo três. Usando o método de Goldberg, também é posśıvel construir famı́lias

infinitas de snarks. Como um exemplo, Goldberg construiu a famı́lia dos snarks-flor.

Nesta seção, apresentamos a construção da famı́lia conhecida como snarks de Goldberg,

que é constrúıda usando o método descrito pelo autor. Assim como na famı́lia dos snarks-

flor, os snarks de Goldberg são formados a partir de subgrafos fixos denominados blocos

de construção e estão definidos a seguir.

O bloco de construção Bi é o grafo com conjunto de vértices V (Bi) := {ti, si, wi, vi, zi, yi,

xi, ui} e conjunto de arestas E(Bi) := {tisi, tizi, siwi, wivi, vizi, viui, wiyi, zixi, yixi} e

está exibido na Figura 3.14. O conjunto de arestas de ligação é dado por Ek,j :=

{sktj, xkyj, ukuj}. O grafo de ligação Li é o grafo com conjunto de vértices V (Li) :=

V (Bi−1) ∪V (Bi) e conjunto de arestas E(Li) := E(Bi−1) ∪E(Bi) ∪E(i−1),i. A Figura 3.15

exibe o grafo de ligação Li.

ti si

wi zi
vi

yi xi

ui

Figura 3.14: Bloco Bi.

Seja {G3, G5, G7, . . .} a famı́lia infinita dos snarks de Goldberg. O primeiro membro

desta famı́lia, G3, é o grafo com conjunto de vértices V (G3) := V (B1) ∪ V (B2) ∪ V (B3) e

conjunto de arestas E(G3) := E(B1) ∪E(B2) ∪E(B3) ∪E1,2 ∪E2,3 ∪E3,1. A Figura 3.16

exibe o snark G3.

Para i ı́mpar e i ≥ 5, o grafo Gi é obtido a partir dos grafos Gi−2 e Li da seguinte

forma:

(i) V (Gi) := V (Gi−2) ∪ V (Li); e
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ti si

wi zi
vi

yi xi

ui

ti−1 si−1

wi−1 zi−1
vi−1

yi−1 xi−1

ui−1

Figura 3.15: Grafo de ligação Li.

t1 s1

w1 z1

v1

y1 x1

u1

t2 s2

w2 z2

v2

y2 x2

u2

t3 s3

w3 z3

v3

y3 x3

u3

Figura 3.16: Grafo G3 com vértices rotulados.

(ii) E(Gi) := (E(Gi−2)\Eout
i−2) ∪Ein

i ∪E(Li), onde

• Eout
i−2 := E(i−2),1 e

• Ein
i := E(i−2),(i−1) ∪Ei,1.

No próximo teorema, usamos esta definição recursiva dos snarks de Goldberg para de-

monstrar que todo grafo Gi, com i ı́mpar e i ≥ 3, admite uma 5-coloração total semiforte.

Teorema 3.8. Se G é um snark de Goldberg, então χ′′
a(G) = 5.

Demonstração. Seja Gi um snark de Goldberg, i ı́mpar e i ≥ 3. Como Gi é 3-regular,

χ′′
a(Gi) ≥ 5. A seguir, provamos que Gi admite uma 5-coloração total semiforte.

A prova é por indução em i e baseada na construção recursiva da famı́lia. Inicialmente,

constrúımos 5-colorações totais semifortes φ3 e π para os grafos G3 e Li, como exibido

nas Figuras 3.17 e 3.18, respectivamente.

Para i ı́mpar e i ≥ 5, constrúımos uma 5-coloração total semiforte φi, para o grafo

Gi, a partir das colorações φi−2 e π, usando a definição recursiva dos snarks de Goldberg.

Para construir φi, primeiramente atribúımos a cada elemento de V (Gi) ∪ E(Gi)\Ein
i as

mesmas cores que estes elementos possuem em Gi−2 ou Li. Finalmente, atribúımos a cor

3 a todas as arestas do conjunto Ein
i . A Figura 3.19 exibe a 5-coloração total semiforte

φ5 do grafo G5 constrúıda a partir das 5-colorações totais semifortes do subgrafo G3\Eout
3

e do grafo de ligação L5.
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Figura 3.17: 5-coloração total semiforte φ3 do grafo G3. As arestas tracejadas pertencem
ao conjunto Eout

3 . O grafo G3 com vértices rotulados é exibido na Figura 3.16.

1

1

1

1

1

1

1

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

33

3

3

4

4

4

4

4

4

4

4
5

55

55

5

5

5

Figura 3.18: 5-coloração total semiforte π do grafo de ligação Li.
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Figura 3.19: 5-coloração total semiforte do grafo G5. As arestas tracejadas pertencem ao
conjunto Ein

5 e conectam o subgrafo G3\E
in
3 ao grafo de ligação L5.

A seguir, provamos que φi é uma 5-coloração total semiforte do grafo Gi. Como φi−2 e

π são 5-colorações totais semifortes para Gi−2 e Li, respectivamente, e como os vértices de

grau dois em Gi\Ein
i não são adjacentes, conclúımos que a restrição de φi aos elementos
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do subgrafo Gi\Ein
i é uma 5-coloração total semiforte para esse subgrafo.

Por definição de φi, as arestas de Ein
i recebem a cor três. Pela hipótese de indução, as

arestas de Eout
i−2 também possuem esta cor. Além disso, em Li, a cor três não ocorre nos

vértices incidentes à arestas do conjunto Ein
i . Logo, a atribuição da cor três às arestas de

Ein
i não introduz conflito.

Para completar a prova, mostramos que, para qualquer aresta uv ∈ Ein
i , φi(u) 6= φi(v)

e C(u) 6= C(v). Seja S o conjunto de vértices formado pelos extremos das arestas de

Ein
i . As cores dos vértices de S ∩ V (Li) são conhecidas porque π é uma coloração fixa.

Também são conhecidas as cores dos vértices t1, y1 e u1, pois esses vértices pertencem à

base G3. Resta determinar as cores dos vértices si−2, xi−2 e ui−2 que pertencem ao grafo

Gi−2. Para i = 5, estes vértices são s3, x3 e u3, e pertencem à base G3. No caso i ≥ 7,

os vértices si−2, xi−2 e ui−2 pertencem ao grafo de ligação Li−2, cuja coloração φ é fixa.

Portanto, conclúımos que as cores dos extremos das arestas do conjunto Ein
i são:

φi(si−2) = 4 e φi(ti−1) = 5; φi(si) = 4 e φi(t1) = 5;

φi(xi−2) = 5 e φi(yi−1) = 4; φi(xi) = 5 e φi(y1) = 4;

φi(ui−2) = 5 e φi(ui−1) = 1; φi(ui) = 5 e φi(u1) = 4;

Por inspeção, podemos verificar as cores que não ocorrem nos extremos das arestas do

conjunto Ein
i e determinar que essas cores são:

C(si−2) = {5} e C(ti−1) = {4}; C(si) = {5} e C(t1) = {4};

C(xi−2) = {4} e C(yi−1) = {5}; C(xi) = {4} e C(y1) = {5};

C(ui−2) = {2} e C(ui−1) = {5}; C(ui) = {2} e C(u1) = {1};

e o teorema está provado.

3.4 Snarks de Blanuša generalizados

Como dito anteriormente, o primeiro snark de Blanuša possui 18 vértices e 27 arestas e

foi descoberto em 1946 por D. Blanuša [12]. Este snark está exibido na Figura 3.21(a).

Quando o primeiro snark de Blanuša foi descoberto, o grafo de Petersen ainda era o único

snark conhecido. Anos depois, com o advento de técnicas para se obter novos snarks a

partir de snarks já conhecidos, surgiu na literatura um outro snark com 18 vértices e 27

arestas que é uma pequena modificação do primeiro snark de Blanuša. Este snark ficou

conhecido como o segundo snark de Blanuša [46] e está exibido na Figura 3.22(a).

Em 1983, J. Watkins [75] construiu duas famı́lias de snarks que são generalizações dos

snarks de Blanuša. De fato, os snarks de Blanuša são os menores membros destas famı́lias.

Assim como na famı́lia dos snarks-flor e dos snarks de Goldberg, os snarks de Blanuša

generalizados são formados a partir de subgrafos fixos denominados blocos de construção.
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Os blocos de construção dos snarks de Blanuša são denominados por A1, A2 e Li e

estão exibidos na Figura 3.20. Os vértices s, t, w, z pertencentes aos blocos A1 e A2, e os

vértices ai, bi, xi, yi pertencentes ao bloco Li, i ≥ 1, são denominados vértices de ligação.

s t

w z

(a) Bloco A1.

s t

w z

(b) Bloco A2.

ai bi

xi yi

(c) Bloco Li.

Figura 3.20: Blocos de construção dos snarks de Blanuša.

Seja B1 := {B1
1 , B

1
2 , B

1
3 , . . .} e B2 := {B2

1 , B
2
2 , B

2
3 , . . .} a primeira e a segunda famı́lia

de snarks de Blanuša generalizados, respectivamente. O primeiro membro da famı́lia

B1, o snark B1
1 , é o primeiro snark de Blanuša e possui conjunto de vértices V (B1

1) :=

V (A1) ∪ V (L1), conjunto de arestas E(B1
1) := E(A1) ∪E(L1) ∪ {tx1, za1, b1w, y1s} e está

exibido na Figura 3.21(a). Já o primeiro membro da famı́lia B2, o snark B2
1 , é o segundo

snark de Blanuša e possui conjunto de vértices V (B2
1) := V (A2) ∪ V (L1), conjunto de

arestas E(B2
1) := E(A2) ∪E(L1) ∪ {tx1, za1, b1w, y1s} e está exibido na Figura 3.22(a).

Seja k ∈ {1, 2}. Para cada i, i ≥ 2, o grafo Bk
i é obtido a partir do snark Bk

i−1 e do

bloco Li da seguinte forma:

(i) V (Bk
i ) := V (Bk

i−1) ∪ V (Li); e

(ii) E(Bk
i ) := (E(Bk

i−1)\E
out
i−1) ∪ Ein

i ∪ E(Li), tal que:

• Eout
i−1 := {wbi−1, syi−1} e

• Ein
i := {yi−1ai, bi−1xi, wbi, syi}.

A Figura 3.21(b) exibe o snark B1
2 e a Figura 3.22(b) exibe o snark B2

2 .

No Teorema 3.9, provamos que todo grafo Bk
i , i ≥ 1, possui uma 5-coloração total

semiforte. A técnica utilizada nesta seção é a mesma que foi utilizada nas seções prece-

dentes.

Teorema 3.9. Todo snark de Blanuša generalizado possui número cromático total semi-

forte igual a 5.

Demonstração. Considere um snark de Blanuša generalizado Bk
i , i ≥ 1 e k ∈ {1, 2}.

Como Bk
i é 3-regular, χ′′

a(Bk
i ) ≥ 5. Vamos provar que Bk

i admite uma 5-coloração total

semiforte.
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a1 b1

x1 y1

s
t

w
z

(a) Snark de Blanuša B1
1 .

a1 a2b1 b2

x1 x2y1 y2

s
t

w
z

(b) Snark de Blanuša B1
2 .

Figura 3.21: Os dois primeiros membros da famı́lia B1.

a1 b1

x1 y1

s
t

w
z

(a) Snark de Blanuša B2
1 .

a1 a2b1 b2

x1x1 y1 y2

s
t

w
z

(b) Snark de Blanuša B2
2 .

Figura 3.22: Os dois primeiros membros da famı́lia B2.

A prova é por indução em i e baseada na construção recursiva da famı́lia. Cons-

trúımos 5-colorações totais semifortes φ1
1 e φ2

1 para os grafos B1
1 e B2

1 , como exibido nas

Figuras 3.23(a) e 3.24, respectivamente. Também constrúımos uma 5-coloração total

semiforte π para o bloco Li, como exibido na Figura 3.23(b).

Seja k ∈ {1, 2}. Para cada i, i ≥ 2, uma 5-coloração total semiforte φk
i de Bk

i é
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(a) Coloração total semiforte φ1
1 do snark B1

1 com 5 cores.
As arestas tracejadas pertencem ao conjunto Eout

1 e possuem
a cor 3.
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(b) 5-coloração
total semiforte
do bloco Li.

Figura 3.23: 5-coloração total semiforte do snark B1
1 e do bloco Li.
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Figura 3.24: 5-Coloração total semiforte do snark B2
1 . As arestas tracejadas pertencem

ao conjunto Eout
1 e possuem a cor 3.

obtida a partir de colorações φk
i−1 e π usando a definição recursiva dos snarks de Blanuša

generalizados. A fim de construir a coloração φk
i , atribúımos aos elementos de V (Bk

i ) ∪

E(Bk
i )\Ein

i as mesmas cores que estes elementos possuem em Bk
i−1 ou Li. Por fim, as

arestas de Ein
i recebem a cor 3.

Agora, provamos que φk
i é uma 5-coloração total semiforte do snark Bk

i . Por hipótese

de indução, φk
i−1 e π são 5-colorações totais semifortes para Bk

i−1 e Li, respectivamente.

Note que os vértices de grau dois em Bk
i \Ein

i não são adjacentes, logo a coloração de

Bk
i \Ein

i preserva a propriedade de que quaisquer dois vértices adjacentes possuem con-

juntos de cores distintos. Logo, a coloração φi restrita aos elementos de Bk
i \Ein

i é uma

5-coloração total semiforte. Ademais, pelos mesmos argumentos usados na demonstração

dos Teoremas 3.7 e 3.8, conclúımos que a coloração das arestas de Ein
i não introduz

conflito.

Para completar a prova, mostramos que, para qualquer aresta uv ∈ Ein
i , φi(u) 6= φi(v)

e C(u) 6= C(v). Seja S o conjunto dos vértices que são extremos das arestas de Ein
i , ou

seja, S := {ai, xi, bi−1, yi−1, bi, yi, s, w}. As cores dos vértices de S ∩ V (Li) são conhecidas

porque φ é uma coloração fixa. As cores dos vértices s e w também são conhecidas, pois
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esses vértices pertencem à base Bk
1 . Resta determinar as cores dos vértices bi−1 e yi−1 que

pertencem ao grafo Bk
i−1. Para i ≥ 2, os vértices bi−1 e yi−1 pertencem ao bloco Li−1, cuja

coloração φ é fixa. Portanto, conclúımos que:

φi(ai) = 1 e φi(yi−1) = 2; φi(xi) = 1 e φi(bi−1) = 5;

φi(bi) = 5 e φi(w) = 1; φi(yi) = 2 e φi(s) = 1;

Por inspeção, também podemos verificar as cores que não ocorrem nos vértices do

conjunto S e determinar que essas cores são:

C(ai) = {4} e C(yi−1) = {1}; C(bi) = {1} e C(w) = {4};

C(xi) = {5} e C(bi−1) = {1}; C(yi) = {1} e C(s) = {2};

e o resultado segue.

3.5 Snarks de Loupekine

Em 1976, F. Loupekine propôs um outro método de construção de famı́lias infinitas de

snarks. Este método foi originalmente descrito por R. Isaacs [47]. Nesta seção, apresen-

tamos a construção de uma famı́lia infinita de snarks que utiliza o método proposto por

Loupekine.

Seja G o grafo de Petersen e seja P3 um caminho de três vértices contido em G.

Denominamos bloco B(G), o subgrafo obtido a partir de G pela remoção dos vértices do

caminho P3. A Figura 3.25 ilustra essa construção. Como a cintura do grafo de Petersen

é igual a cinco, o grafo B(G) possui exatamente cinco vértices de grau dois, nomeados

u, v, w, x, y de acordo com a Figura 3.25(b). Esses vértices são denominados vértices de

borda.
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(a) Grafo de Petersen G.
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(b) Bloco B(G).
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(c) Bloco Bi.

Figura 3.25: Construção de um bloco a partir do grafo de Petersen.
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Sejam G0, . . . , Gk−1, k ≥ 3, grafos isomorfos ao grafo de Petersen. A seguir, cons-

trúımos um grafo subcúbico GB usando blocos B(Gi), 0 ≤ i ≤ k − 1. Denotamos cada

bloco B(Gi) por Bi e, por conveniência de notação, anexamos o sub́ındice i aos rótulos

dos vértices do bloco Bi, como mostra a Figura 3.25(c).

Para cada i, i ∈ {0, . . . , k − 1}, conecte os blocos Bi e Bi+1 por meio das arestas

de ligação {xiui+1, yivi+1} ou {xivi+1, yiui+1} (́ındices módulo k), como ilustrado na Fi-

gura 3.26. Observe que as arestas de ligação conectam cada vértice de borda xi, yi do

bloco Bi a exatamente um vértice de borda ui+1, vi+1 do bloco Bi+1 e vice-versa. O

grafo resultante é denominado grafo de blocos e é denotado por GB. O grafo GB possui

exatamente k vértices de grau dois, w0, w1, . . . , wk−1, conforme pode ser observado nos

exemplos exibidos na Figura 3.27.

wi

vi xi

ri ti

ui yi

wi+1

vi+1 xi+1

ri+1 ti+1

ui+1 yi+1

(a) Arestas de ligação paralelas.

wi

vi xi

ri ti

ui yi

wi+1

vi+1 xi+1

ri+1 ti+1

ui+1 yi+1

(b) Arestas de ligação cruzadas.

Figura 3.26: Esquema mostrando os posśıveis pares de arestas de ligação entre dois blocos
indexados Bi e Bi+1. As arestas de ligação estão representadas por linhas tracejadas.

w0

w1

w2

(a) Grafo de blocos GB for-
mado por 3 blocos.

w0

w1

w2

w3w4

(b) Grafo de blocos GB formado por
5 blocos.

Figura 3.27: Grafos de blocos. As arestas tracejadas são arestas de ligação. Os vértices
de borda w0, w1, . . . , wk−1 possuem grau 2.

Seja GC um grafo com k vértices de grau um, tal que cada uma de suas componentes

conexas é isomorfa a um grafo completo K2 ou a um grafo estrela com 4 vértices. Para o
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grafo GC , denote z0, . . . , zk−1, os vértices de grau um e e0, . . . , ek−1, as arestas incidentes

nestes vértices. O grafo GC é denominado grafo central. Exemplos de grafos centrais são

apresentados na Figura 3.28.

z0

z1

z2

e0

e1

e2

(a) Grafo central com 3
vértices de grau 1.

z0

z1

z2

z3z4

e2

e3
e4

e0 = e1

(b) Grafo central com 5
vértices de grau 1.

z0

z1

z2

z3

z4

z5

e0

e1

e2

e3

e4

e5

(c) Grafo central com 6
vértices de grau 1.

Figura 3.28: Exemplos de grafos centrais.

Seja GB um grafo de blocos formado por k blocos e seja GC um grafo central com k

vértices de grau um, tais como definidos acima. Para cada i, i ∈ {0, . . . , k−1}, identifique

o vértice wi ∈ V (GB) com o vértice zi ∈ V (GC). O grafo resultante desta operação é

denominado grafo GL. Por construção, todo grafo GL é 3-regular. A Figura 3.29 exibe

um grafo GL juntamente com o seu subgrafo de blocos e o seu subgrafo central.

Seja H , pertencente a famı́lia dos grafos GL, formado por k blocos, k ≥ 3. Isaacs [47]

provou que, se k é ı́mpar com k ≥ 3, então H é um snark. O autor também mostrou que,

quando k é par, com k ≥ 6, é necessário adicionar uma restrição ao subgrafo central GC

para que o grafo H seja um snark. Para k par e k ≥ 6, se o subgrafo central GC admitir

uma 3-coloração de arestas π tal que π(ei) = π(ei+1) para todo i ı́mpar (0 ≤ i ≤ k−1), ou

para todo i par (0 ≤ i ≤ k−1), então o grafoH , que possui GC como subgrafo central, não

é um snark. Um exemplo de subgrafo central GC que não admite tal coloração é aquele que

possui três vértices zi, zi+1, zi+2 adjacentes a um vértice comum. Em qualquer 3-coloração

de arestas deste grafo, as arestas ei, ei+1, ei+2 possuem cores distintas. A Figura 3.28(c)

e a Figura 3.30 apresentam exemplos de subgrafos centrais que não admitem a coloração

de arestas descrita por Isaacs.

Isaacs mostrou que, usando a construção definida acima, não é posśıvel obter um snark

formado por 4 blocos B(G).

Denominamos snarks LP1 os grafos GL composto por k blocos B(G), com k ı́mpar e

k ≥ 3 ou k par, k ≥ 6 e tal que o subgrafo central GC não admite a 3-coloração de arestas

descrita anteriormente2.

2O nome snark LP1, dado a esta famı́lia, foi baseado no trabalho de L. Vaux [67]
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w1
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w3

w4w5

w6

w0

(a) Subgrafo de blocos GB.

z1

z2

z3

z4z5

z6

z0

e1

e2 = e4

e3

e5 = e0

e6

(b) Subgrafo central GC .

(c) Grafo GL.

Figura 3.29: Um grafo GL e seus subgrafos GB e GC .
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z0

Figura 3.30: Exemplo de subgrafo central com 10 vértices de grau um.
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Seja G um snark LP1. Um gadget duplo de G, denotado por Gd, é um subgrafo de G

que possui V (Gd) := V (Bi)∪V (Bj) e E(Gd) := E(Bi)∪E(Bj)∪{wiwj}. Um gadget triplo

de G, denotado por Gt, é um subgrafo de G com V (Gt) := V (Bi) ∪V (Bk) ∪V (Bj) ∪{s} e

E(Gt) := E(Bi)∪E(Bk)∪E(Bj)∪{wis, wks, wjs}. A Figura 3.31 apresenta o esquema de

um snark LP1 e seus gadgets. Pela definição de gadgets, quaisquer dois gadgets distintos

pertencentes a G são subgrafos disjuntos.

(a) Snark LP1 composto por dois gadgets duplos e
um gadget triplo. Os dois gadgets duplos estão deli-
mitados por linhas pontilhadas e o gadget triplo está
delimitado por linhas tracejadas.

(b) Exemplo mostrando apenas os
gadgets duplos e triplos do snark LP1

composto por 7 blocos.

Figura 3.31: Esquema exibindo um snark LP1 e seus gadgets.

A seguir, determinamos o número cromático total semiforte dos snarks LP1.

Teorema 3.10. Se G é um snark LP1, então χ′′
a(G) = 5.

Demonstração. Seja G um snark LP1 formado por k blocos, k ≥ 3 e k 6= 4. Lembre que,

para 0 ≤ i ≤ k − 1, dois blocos Bi e Bi+1 são conectados por meio de arestas de ligação

{xiui+1, yivi+1} ou {xivi+1, yiui+1} (́ındices módulo k). Lembre também que o snark G é

composto por r gadgets G1, . . . , Gr, r ≥ 1. Por definição, cada gadget Gi ⊂ G é isomorfo

ou ao grafo da Figura 3.32(a), ou ao grafo da Figura 3.33(a).

A seguir, definimos um mapeamento φ : V (G) ∪E(G) → {1, . . . , 5}. A Figura 3.32(b)

exibe uma 5-coloração total semiforte fixa π1 para gadgets duplos e a Figura 3.33(b) exibe

uma 5-coloração total semiforte fixa π2 para gadgets triplos. Para 1 ≤ i ≤ r, seja Gi ⊂ G,

um gadget de G. Para todo elemento x ∈ V (Gi) ∪E(Gi), fazemos:

φ(x) :=

{

π1(x), se Gi é um gadget duplo;

π2(x), caso contrário.

Para concluir a coloração φ do snark G, atribúımos a cor 2 a todas as arestas de ligação

de G.
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(a) Gadget duplo formado pelos blo-
cos Bi e Bj .
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(b) 5-coloração total semiforte π1 de um
gadget duplo.

Figura 3.32: 5-coloração total semiforte π1 de um gadget duplo.
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(a) Gadget triplo composto pelos blocos Bi, Bj , Bl.
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(b) 5-coloração total semiforte π2 de um gadget triplo.

Figura 3.33: 5-coloração total semiforte π2 de um gadget triplo.

A seguir, provamos que φ é uma 5-coloração total semiforte de G. Pela definição

de φ, cada gadget duplo recebe a coloração π1 da Figura 3.32(b) e cada gadget triplo

recebe a coloração π2 da Figura 3.33(b). Por inspeção, pode ser verificado que essas

duas colorações são 5-colorações totais semifortes para os gadgets duplos e triplos de

G. Dados dois gadgets distintos Gi, Gj ⊂ G, sabemos que V (Gi) ∩ V (Gj) = ∅ e que

E(Gi) ∩ E(Gj) = ∅. Desta forma, o subgrafo de G formado pela união disjunta dos
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gadgets Gi possui uma 5-coloração total semiforte. Para concluir a demonstração, resta

mostrar que, para toda aresta de ligação uv ∈ E(G), φ(u) 6= φ(v) e C(u) 6= C(v). Para

isso, observe que, para todo bloco Bi ⊂ G, os vértices de borda vi, ui, xi, yi ∈ V (Bi)

possuem o seguinte invariante:

C(vi) = {1, 2} e C(xi) = {2, 3}; φ(vi) = 3 e φ(xi) = 1;

C(ui) = {2, 4} e C(yi) = {2, 5}; φ(ui) = 5 e φ(yi) = 4;

Logo, a atribuição da cor 2 às arestas de ligação não introduz conflito, dado que a cor

2 não ocorre nos vértices de borda ui, vi, xi, yi dos blocos Bi. Além disso, os conjuntos

de cores dos vértices de borda ui, vi, xi, yi são dois a dois disjuntos. Observe também que

as cores dos vértices ui e vi são distintas das cores dos vértices xi e yi. Deste modo,

conclúımos que φ é uma 5-coloração total semiforte de G.

3.6 Subgrafos de grafos com ∆(G) = 3

Seja G um grafo simples, conexo e com ∆(G) = 3. Seja também H um subgrafo conexo de

G. De acordo com a questão proposta pelo Problema 2.9, é posśıvel ter χ′′
a(H) > χ′′

a(G).

A Figura 3.34 exibe um exemplo em que isto ocorre.

1

11

22

2

3

3

3

3

3 44

5

HG

Figura 3.34: Um grafo simples e conexo G com ∆(G) = 3, χ′′
a(G) = 4 e um subgrafo

H ⊂ G com χ′′
a(H) = 5.

Se o grafo G possui vértices adjacentes de grau máximo, a solução do Problema 2.9

(pág. 25) está relacionada à solução da Conjetura 3.2 (pág. 48). Se esta conjetura for

verdadeira, então, para todo subgrafo H ⊆ G, teremos que χ′′
a(H) ≤ χ′′

a(G).

No Teorema 3.11 a seguir, solucionamos o Problema 2.9 para o caso em que o subgrafo

H ⊂ G possui χ′′
a(H) ≤ 2; já no Teorema 3.12 solucionamos o Problema 2.9 para o caso

em que o subgrafo H ⊆ G possui ∆(H) = 3 e não possui vértices adjacentes de grau

máximo. Desta forma, considerando G como definido acima, o Problema 2.9 continua

aberto apenas para o caso em que ∆(H) = 3 e H possui vértices adjacentes de grau

máximo.
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Teorema 3.11. Seja G um grafo simples, conexo e com ∆(G) = 3. Seja H ⊂ G um

subgrafo conexo tal que ∆(H) ≤ 2. Então, χ′′
a(H) > χ′′

a(G) se e somente se H ∼= K3 e G

não possui vértices adjacentes de grau máximo.

Demonstração. Seja G um grafo simples, conexo e com ∆(G) = 3. Seja H ⊂ G um

subgrafo conexo tal que ∆(H) ≤ 2. Suponha que G não possua vértices adjacentes

de grau máximo e que H ∼= K3. Pelo Teorema 3.5, χ′′
a(G) = 4 e, pelo Teorema 2.15,

χ′′
a(H) = 5. Logo, χ′′

a(H) = 5 > 4 = χ′′
a(G), e o resultado segue.

Agora, suponha queG possua vértices adjacentes de grau máximo. Pela Proposição 2.7,

temos que χ′′
a(G) ≥ 5. Se ∆(H) ∈ {0, 1}, então χ′′

a(H) ≤ 3 e o resultado segue. Se

∆(H) = 2 e H 6∼= K3, o resultado segue pelo Corolário 2.25. Se ∆(H) = 2 e H ∼= K3,

então, pelo Teorema 2.15, χ′′
a(H) = 5. Neste caso, χ′′

a(H) = 5 = χ′′
a(G) e o resultado

segue. Suponha que G não possua vértices adjacentes de grau máximo. Então, H 6∼= K3.

Pelo Corolário 2.25, temos que χ′′
a(H) ≤ 4 = χ′′

a(G), e o resultado segue.

Teorema 3.12. Seja G um grafo simples, conexo e com ∆(G) = 3. Seja H ⊆ G um

subgrafo conexo tal que ∆(H) = 3. Se H não possui vértices adjacentes de grau máximo,

então χ′′
a(G) ≥ χ′′

a(H).

Demonstração. Pela Proposição 2.6, χ′′
a(G) ≥ 4. Pelo Teorema 3.5, χ′′

a(H) = 4. Logo,

χ′′
a(G) ≥ 4 = χ′′

a(H).





Caṕıtulo 4

Grafos r-partidos

Sejam r e n inteiros positivos. Um grafo r-partido é um grafo cujo conjunto de vértices

pode ser particionado em r conjuntos independentes. Um grafo 3-partido é também

denominado tripartido. Dizemos que um grafo G é r-partido completo quando o seu

conjunto de vértices pode ser particionado em r conjuntos independentes V0, V1, . . . , Vr−1

e, para quaisquer dois vértices u, v ∈ V (G), pertencentes a partes distintas, temos uv ∈

E(G). Um grafo r-partido completo no qual todas as suas partes possuem cardinalidade

n é denominado um grafo equipartido completo e é denotado por Kr(n). A Figura 4.1

apresenta dois exemplos de grafos equipartidos completos.

V0 V1

V2V3

(a) Grafo K4(2). Cada parte deste grafo
possui exatamente dois vértices.

V0 V1

V2V3

(b) Grafo K4(3). Cada uma das quatro partes
deste grafo possui exatamente três vértices.

Figura 4.1: Exemplos de grafos equipartidos completos.

Na Seção 4.1, provamos que a Conjetura da Coloração Total Semiforte é verdadeira

para os grafos equipartidos completos. Além disso, provamos que os grafos equipartidos

completos G de ordem par possuem χ′′
a(G) = ∆(G) + 2, determinando o seu número

cromático total semiforte. Posteriormente, na Seção 4.2, provamos que a Conjetura da

79



80 Caṕıtulo 4. Grafos r-partidos

Coloração Total Semiforte é verdadeira para os grafos tripartidos e apresentamos duas

famı́lias de grafos tripartidos completos que possuem χ′′
a(G) ≤ ∆(G) + 2.

4.1 Grafos equipartidos completos

Nesta seção, estudamos o problema da coloração total semiforte nos grafos equiparti-

dos completos. Somente consideramos grafos Kr(n) com r ≥ 2 e n ≥ 2, pois o número

cromático total semiforte do Kr(n) com r < 2 ou n < 2 já é conhecido. De fato, quando

n = 1, o grafo Kr(n) é isomorfo ao grafo completo Kr, cujo número cromático total semi-

forte é conhecido (Teorema 2.15). Quando r = 1, V (K1(n)) é um conjunto independente.

Neste caso, como cada vértice pode ser colorido com a mesma cor, χ′′
a(K1(n)) = 1.

A abordagem deste caṕıtulo é baseada na construção de colorações para o grafo Kr(n).

Para auxiliar esta construção, definimos uma decomposição dos grafos equipartidos com-

pletos. Uma rotulação canônica do Kr(n) é uma rotulação dos vértices do Kr(n), definida

da seguinte maneira: para 0 ≤ j ≤ r − 1, cada vértice na parte Vj recebe um rótulo ui
j

distinto, com 0 ≤ i ≤ n− 1. A Figura 4.2 exibe uma rotulação canônica do K4(2).

u1
0

u0
0 u1

1

u0
1

u1
2

u0
2u1

3

u0
3

Figura 4.2: K4(2) munido de uma rotulação canônica.

Considere o grafo Kr(n) munido de uma rotulação canônica. Definimos os subgrafos

Ki
r := G[{ui

0, u
i
1, . . . , u

i
r−1}], 0 ≤ i ≤ n − 1. Observe que cada subgrafo Ki

r é isomorfo

ao grafo completo Kr. Deste modo, Kr(n) possui n subgrafos induzidos disjuntos que são

isomorfos ao Kr. A Figura 4.3 exibe o grafo K4(2) munido de uma rotulação canônica e

os seus subgrafos induzidos K0
4 e K1

4 .

Definimos o subgrafo Bij como o grafo bipartido com partes V (Ki
r) e V (Kj

r ), 0 ≤ i <

j ≤ n−1, tal que Bij é o subgrafo do Kr(n) induzido pelas arestas que ligam os vértices do

Ki
r aos vértices do Kj

r . Note que Bij é um grafo (r − 1)-regular. De fato, as arestas ui
ku

j
k

(0 ≤ k ≤ r − 1) não existem dado que os vértices ui
k e uj

k pertencem a uma mesma parte

Vk no grafo Kr(n). A Figura 4.4 exibe o grafo K4(2) munido de uma rotulação canônica



4.1. Grafos equipartidos completos 81

u1
0

u0
0 u1

1

u0
1

u1
2

u0
2u1

3

u0
3

(a) K4(2) munido de uma rotulação
canônica.

u1
0

u0
0 u1

1
u0

1

u1
2u0

2 u1
3

u0
3

K0
4 K1

4

(b) Dois subgrafos induzidos K0
4 e K1

4 que são isomor-
fos ao grafo completo K4.

Figura 4.3: K4(2) e os seus subgrafos induzidos K0
4 e K1

4 .

e o seu subgrafo bipartido, B01, induzido pelas arestas que ligam os vértices do subgrafo

K0
4 aos vértices do subgrafo K1

4 .

u1
0

u0
0 u1

1

u0
1

u1
2

u0
2u1

3

u0
3

(a) K4(2) munido de uma rotulação canônica. Arestas
em negrito induzem o subgrafo bipartido B01.

u1
0u0

0

u1
1u0

1

u1
2u0

2

u1
3u0

3

(b) Subgrafo bipartido B01.

Figura 4.4: K4(2) munido de uma rotulação canônica e seu subgrafo bipartido B01.

Usando a notação acima, definimos a decomposição canônica [K,B] do Kr(n) como a

união dos subgrafos K e B, disjuntos nas arestas, tais que:

K :=
⋃

0≤i≤n−1

Ki
r, e B :=

⋃

0≤i<j≤n−1

Bij.

Assim, Kr(n)
∼= (K ∪ B). Observe que, para n ≥ 2, K é um grafo não conexo composto

pelas componentes conexas Ki
r, 0 ≤ i ≤ n− 1.

Dois vértices ui
l, u

j
p ∈ V (Kr(n)) são denominados vértices correspondentes se l = p

e i 6= j; ou seja, dois vértices são correspondentes se e somente se eles são distintos e

pertencem à mesma parte no grafo Kr(n). Por exemplo, na Figura 4.3(b), os vértices u0
0 e

u1
0 são correspondentes. Duas arestas ui

lu
i
p, u

j
su

j
t ∈ E(Kr(n)) são arestas correspondentes

se l = s, p = t e i 6= j. Por exemplo, as arestas u0
1u

0
2 e u1

1u
1
2 são arestas correspondentes
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no K4(2); observe na Figura 4.3(b) que estas arestas pertencem aos subgrafos K0
4 e K1

4 ,

respectivamente.

Seja GR o grafo simples subjacente, obtido a partir de [K,B] pela contração de cada

subgrafo Ki
r a um vértice vi. O grafo GR é denominado o grafo representante do Kr(n). A

decomposição canônica do Kr(n) pode ser representada pelo grafo GR da seguinte maneira:

cada vértice vi ∈ V (GR) corresponde a um subgrafo Ki
r ⊂ K e cada aresta vivj ∈ E(GR)

corresponde ao grafo bipartido Bij ⊆ B. Observe que GR
∼= Kn. Por exemplo, o grafo re-

presentante do K4(2) é isomorfo ao grafo completo K2. A Figura 4.5 ilustra a decomposição

canônica do K4(3) e apresenta o seu grafo representante.

u2
0

u1
0

u0
0 u2

1

u1
1

u0
1

u2
2

u1
2

u0
2u2

3

u1
3

u0
3

(a) K4(3) munido de uma rotulação
canônica.

u2
0u1

0u0
0

u2
1u1

1u0
1

u2
2u1

2u0
2

u2
3u1

3u0
3

K0
4 K1

4 K2
4

K

(b) O subgrafo K formado pelos subgrafos
K0

4 , K1
4 e K2

4 isomorfos ao K4.

u2
0

u1
0u0

0

u2
1

u1
1u0

1

u2
2

u1
2u0

2

u2
3

u1
3u0

3

K0
4 K1

4

K2
4

(c) Esquema mostrando a decomposição canônica
do K4(3). Cada retângulo representa um subgrafo
Ki

r ⊂ K. As linhas cheias conectando dois retângulos
representam as arestas dos grafos bipartidos B01, B02

e B12.

K0
4 K1

4

K2
4

v0 v1

v2

GR

(d) O grafo representante do
K4(3). Note que GR

∼= K3.

Figura 4.5: Decomposição canônica do K4(3) e o seu grafo representante GR.

A seguir apresentamos um resultado que é utilizado na demonstração do Teorema 4.2.

Lema 4.1. Seja r um inteiro positivo ı́mpar e seja G um grafo bipartido (r − 1)-regular

com partes X := {x0, . . . , xr−1} e Y := {y0, . . . , yr−1} tal que xiyi /∈ E(G), para i ∈

{0, . . . , r − 1}. Então, existe uma r-coloração de arestas π : E(G) → {0, . . . , r − 1} tal
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que π(xiyj) /∈ {i, j}.

Demonstração. Seja r um inteiro positivo ı́mpar e seja H ∼= Kr,r com partes X :=

{x0, . . . , xr−1} e Y := {y0, . . . , yr−1}. Pelo Teorema 1.4, χ′(H) = r. Seja φ uma r-

coloração de arestas de H definida da seguinte maneira: para 0 ≤ i ≤ r−1 e 0 ≤ p ≤ r−1,

φ(xiy(i+p) mod r) := (i+ 2p) mod r.

A Figura 4.6 exibe um grafo bipartido H ∼= K5,5 munido de uma 5-coloração de arestas

φ tal como definida acima.

x0 x1 x2 x3 x4

y0 y1 y2 y3 y4

11

1 1

1

1 1

1

1 1

2

2 2

2
2

22

2 2

2

3 3

33

3

3 3

3 3

3

4

4

4

4 4

4

4

4 4

0 0

0

0

0

0

0

0
0

Figura 4.6: Grafo bipartido completo H ∼= K5,5 munido de uma 5-coloração de arestas φ.
Observe que, para 0 ≤ i ≤ 4, φ(xiyi) = i.

A coloração φ usa r cores e φ(xiyi) = i, para 0 ≤ i ≤ r − 1. Inicialmente, provamos

que φ(xiyj) 6= φ(xiys) para quaisquer duas arestas distintas xiyj, xiys ∈ E(H). Considere

j = (i + p1) mod r e s = (i + p2) mod r. Como j 6= s, conclúımos que p1 6= p2. Deste

modo, i+ 2p1 e i+ 2p2 pertencem a classes de congruência módulo r distintas. Portanto,

as arestas xiyj e xiys recebem cores distintas.

Agora, provamos que φ(xjyt) 6= φ(xsyt), para quaisquer duas arestas distintas xjyt e

xsyt pertencentes a E(H). Considere t = (j + p1) mod r = (s + p2) mod r. Como j 6= s,

temos que p1 6= p2. Deste modo, (t + 2p1) mod r e (t + 2p2) mod r pertencem a classes

de congruência módulo r distintas. Portanto, φ(xjyt) 6= φ(xsyt) e φ é uma r-coloração de

arestas de H com a propriedade de que φ(xiyi) = i, para 0 ≤ i ≤ r − 1.

Seja G um grafo bipartido (r − 1)-regular com partes X := {x0, . . . , xr−1} e Y :=

{y0, . . . , yr−1} tal que xiyi /∈ E(G), 0 ≤ i ≤ r − 1. Então, G ⊂ H . Desta forma, seja π a

restrição da coloração φ aos elementos do subgrafo G, ou seja,

π(xiyj) := φ(xiyj) para 0 ≤ i, j ≤ r − 1 e i 6= j.

Como φ(xiyi) = i, conclúımos que π(xiyj) /∈ {i, j}.
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A seguir provamos que a Conjetura da Coloração Total Semiforte é verdadeira para

os grafos equipartidos completos. Além disso, determinamos o número cromático total

semiforte do Kr(n) de ordem par.

Teorema 4.2. Seja G := Kr(n) um grafo equipartido completo com r ≥ 2 e n ≥ 2. Se G

possui ordem par, então χ′′
a(G) = ∆(G) + 2; caso contrário, χ′′

a(G) ≤ ∆(G) + 3.

Demonstração. Seja G := Kr(n), r ≥ 2 e n ≥ 2, um grafo equipartido completo munido

de uma rotulação canônica e seja [K,B] uma decomposição canônica de G. Para cada

i, 0 ≤ i ≤ n − 1, ajuste a notação de modo que V (Ki
r) = {ui

0, u
i
1, . . . , u

i
r−1}. Pela

Proposição 2.7, χ′′
a(G) ≥ ∆(G) + 2 = n(r − 1) + 2.

Na demonstração deste teorema, consideramos quatro casos de acordo com a paridade

de n e r. Para cada caso, constrúımos uma coloração total semiforte π para G com

∆(G) + 2 cores, se G possui ordem par, ou com ∆(G) + 3 cores, se G possui ordem

ı́mpar. A fim de obtermos a coloração π, primeiramente constrúımos uma coloração total

semiforte φ para o subgrafo K e, posteriormente, constrúımos uma coloração de arestas λ

para o subgrafo B. A coloração π é definida de modo que φ seja uma restrição de π aos

elementos de K, e λ seja uma restrição de π às arestas de B.

Caso 1. r ≡ 0 (mod 2) e n ≡ 0 (mod 2).

Neste caso, primeiro constrúımos a coloração φ usando r + 1 cores e, posteriormente,

constrúımos λ com (n−1)(r−1) novas cores. Deste modo, a coloração π usa n(r−1)+2 =

∆(G) + 2 cores.

Pelo Teorema 2.15, temos que χ′′
a(Ki

r) = r+1. Então, seja φi uma (r+1)-coloração total

semiforte canônica do Ki
r tal que, para quaisquer φi e φj, i 6= j, vértices correspondentes

e arestas correspondentes de G recebam a mesma cor. Deste modo, a coloração φ é

formalmente definida a seguir.

φ(ui
j) := φi(ui

j), ui
j ∈ V (Ki

r), i ∈ {0, . . . , n− 1} e j ∈ {0, . . . , r − 1};

φ(ui
ju

i
k) := φi(ui

ju
i
k), ui

ju
i
k ∈ E(Ki

r), i ∈ {0, . . . , n− 1} e j, k ∈ {0, . . . , r − 1}.

Observe que as colorações totais semifortes φi determinam uma coloração total semi-

forte φ para K dado que dois vértices de K são adjacentes se e somente se pertencem a um

mesmo subgrafo Ki
r. A Figura 4.7 ilustra a coloração φ do subgrafo K ⊂ K4(4). Observe

que a coloração φ usa 5 cores e que quaisquer dois vértices correspondentes e quaisquer

duas arestas correspondentes possuem cores idênticas.

Para concluir a coloração π, resta colorir as arestas do subgrafo B. Cada Bij ⊆ B

é um grafo bipartido (r − 1)-regular. Pelo Teorema 1.4, Bij admite uma coloração de

arestas com r − 1 cores. Observe que, para quaisquer dois subgrafos Bij e Bkl disjuntos

nos vértices, as r − 1 cores utilizadas para colorir as arestas de Bij também podem



4.1. Grafos equipartidos completos 85

u0
0

u1
0

u2
0

u3
0 u0

1

u1
1

u2
1

u3
1

u0
2

u1
2

u2
2

u3
2u0

3

u1
3

u2
3

u3
3

(a) K4(4) munido de uma rotulação
canônica. As arestas em negrito são
arestas do subgrafo K.
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(b) Subgrafo K munido de uma 5-coloração
total semiforte. Observe que vértices cor-
respondentes e arestas correspondentes pos-
suem cores idênticas.

Figura 4.7: K4(4) e seu subgrafo K munido de uma 5-coloração total semiforte.

ser reutilizadas para colorir as arestas de Bkl. A fim de determinar os subgrafos Bij

disjuntos nos vértices, utilizamos o grafo representante GR do Kr(n). Considere as classes

de cores de uma χ′(GR)-coloração de arestas do grafo representante GR. Observe que

nesta coloração cada classe de cor é um emparelhamento perfeito de GR, pois GR
∼= Kn e

n é par. Além disso, lembramos que a aresta vivj ∈ E(GR) representa o grafo bipartido

Bij ⊆ B. Portanto, para cada emparelhamento perfeito Mk de GR, existe uma famı́lia

Fk ⊆ B tal que vivj ∈ Mk se e somente se Bij ∈ Fk, 1 ≤ k ≤ χ′(GR). Os grafos bipartidos

pertencentes a Fk são dois a dois disjuntos nos vértices, para 1 ≤ k ≤ χ′(GR). Em uma

mesma famı́lia Fk, podemos usar as mesmas r − 1 para colorir cada grafo bipartido. A

partir destas observações conclúımos que, para cada faḿılia Fk, são necessárias um total

de r − 1 cores para colorir as arestas dos grafos que a compõe. Como χ′(GR) = n − 1,

existem exatamente n−1 famı́lias Fk. Isto implica que são usadas um total de (n−1)(r−1)

novas cores para colorir as arestas de B.

Seja λ uma coloração de arestas de B como descrita acima. A Figura 4.8 apresenta

o grafo representante GR do K4(4). Observe que cada vértice vi ∈ V (GR) corresponde

a um subgrafo Ki
r ⊂ K e cada aresta vivj ∈ E(GR) corresponde a um grafo bipartido

Bij ⊆ B. Como GR, neste caso, possui uma 3-coloração de arestas, temos que existem

três emparelhamentos perfeitos M1,M2,M3 em GR. Isso implica que existem três famı́lias

de subgrafos bipartidos F1,F2,F3 contidas em B. A Figura 4.9 apresenta uma coloração

λ do subgrafo B ⊂ K4(4).

A seguir, provamos que π é uma coloração total. Pela definição de π, dois vértices

recebem a mesma cor quando eles pertencem a uma mesma parte. Deste modo, vértices
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1 1
2

2

3

3

v0 v1

v2v3

M1 = {v0v3, v1v2} =⇒ F1 = {B03, B12}

M2 = {v0v2, v1v3} =⇒ F2 = {B02, B13}

M3 = {v0v1, v2v3} =⇒ F3 = {B01, B23}

F1 recebe as cores 5, 6, 7

F2 recebe as cores 8, 9, 10

F3 recebe as cores 11, 12, 13

Figura 4.8: Grafo representante do K4(4) munido de uma 3-coloração de arestas.
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canônica. As arestas em negrito são
arestas do subgrafo B.
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(b) Subgrafos B03 e B12 munidos de uma 3-
coloração de arestas com as cores 5, 6 e 7.
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(c) Subgrafos B02 e B13 munidos de uma 3-
coloração de arestas com as cores 8, 9 e 10.
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(d) Subgrafo B01 e B23 munidos de uma 3-
coloração de arestas com as cores 11, 12 e 13.

Figura 4.9: K4(4) e seu subgrafo B munido de uma 9-coloração de arestas λ.

adjacentes possuem cores distintas. Quaisquer elementos adjacentes ou incidentes per-

tencentes ao subgrafo K possuem cores distintas porque K recebeu uma coloração total

semiforte. Além disso, quaisquer duas arestas adjacentes de B possuem cores distintas,

pois B recebeu uma coloração de arestas. Como todas as cores usadas na coloração to-

tal semiforte de K são distintas das cores usadas na coloração de arestas de B, temos
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que cada vértice e aresta incidentes possuem cores distintas, assim como quaisquer duas

arestas adjacentes. Portanto, π é uma coloração total de G.

Agora, provamos que a coloração total π é também semiforte. Observe que, para todo

vértice ui
l ∈ V (G), Cπ(ui

l) = Cφ(ui
l) ∪ Cλ(ui

l). Para concluir a demonstração deste caso,

devemos provar que Cπ(ui
l) 6= Cπ(uj

p) para quaisquer dois vértices adjacentes ui
l, u

j
p ∈

V (G), com l 6= p. Se j = i, os vértices ui
l, u

j
p pertencem ao mesmo subgrafo Ki

r ⊂ K,

e o resultado segue a partir da construção da coloração φ e do fato de que as cores de

λ são disjuntas das cores de φ. Suponha que i 6= j. Pela construção da coloração φ,

Cφ(ui
l) 6= Cφ(uj

p), pois ui
l, u

j
p não são vértices correspondentes e as suas arestas incidentes

também não o são. Além disso, todas as cores usadas para colorir as arestas de B são

disjuntas das cores usadas pela coloração φ.

Caso 2. r ≡ 1 (mod 2) e n ≡ 0 (mod 2).

Neste caso, inicialmente constrúımos φ usando 2r cores e, posteriormente, constrúımos

λ com (n − 2)(r − 1) + r cores, de modo que r dessas cores são também usadas em φ.

Deste modo, a coloração π resultante usa n(r − 1) + 2 = ∆(G) + 2 cores.

Como r é ı́mpar, χ′(Ki
r) = r. Para cada Ki

r, constrúımos uma 2r-coloração total

semiforte φi da seguinte maneira: (i) as arestas de Ki
r recebem uma r-coloração de arestas

padrão com cores do conjunto {0, . . . , r − 1} (Lembre que a coloração de arestas padrão

do Kn foi definida na Seção 2.3, Caṕıtulo 2); (ii) φi(ui
j) := r + j, 0 ≤ j ≤ r − 1. Vamos

mostrar que φi é uma coloração total semiforte. Note que os vértices de Ki
r receberam

cores distintas eKi
r recebeu uma coloração de arestas padrão. Além disso, como o conjunto

das cores utilizadas nos vértices é disjunto do conjunto das cores utilizadas nas arestas,

quaisquer vértice e aresta incidentes possuem cores distintas e quaisquer dois vértices

adjacentes são distinguidos pela cor que receberam. Portanto φi é uma 2r-coloração total

semiforte para Ki
r e a coloração total semiforte φ do subgrafo K é definida como no caso

anterior. A Figura 4.10 ilustra a coloração φ do subgrafo K ⊂ K3(4). Observe que a

coloração φ usa seis cores e que quaisquer dois vértices correspondentes e quaisquer duas

arestas correspondentes possuem cores idênticas.

Agora, resta colorir as arestas do subgrafo B. Sabemos que as arestas dos subgrafos

Bij podem ser coloridas com r − 1 cores. Como n é par, sabemos também que o grafo

representante GR possui n− 1 emparelhamentos perfeitos. Para n− 2 destes emparelha-

mentos perfeitos, aplicamos a mesma estratégia utilizada no Caso 1, usando (n−2)(r−1)

novas cores para colorir as arestas dos grafos dos conjuntos Fk, 1 ≤ k ≤ n − 2.

Seja Mn−1 o emparelhamento perfeito restante do subgrafo GR. Para cada aresta

vivj ∈ Mn−1, existe um grafo bipartido (r − 1)-regular Bij ∈ Fn−1. Como quaisquer

dois subgrafos bipartidos pertencentes a Fn−1 são disjuntos, podemos usar r − 1 cores

para colorir as arestas destes subgrafos. Deste modo, para cada Bij ∈ Fn−1, seja λij :
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(a) K3(4) munido de uma rotulação
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(b) Subgrafo K munido de uma 6-
coloração total semiforte. Observe que
vértices correspondentes e arestas corres-
pondentes possuem cores idênticas.

Figura 4.10: K3(4) e seu subgrafo K munido de uma 6-coloração total semiforte.

E(Bij) → {r, . . . , 2r − 1} uma r-coloração de arestas obtida a partir do Lema 4.1, tal

que λij(ui
lu

j
p) /∈ {r + l, r + p}. Pela definição da coloração φ, o vértice ui

l recebeu a cor

r + l e o vértice uj
p recebeu a cor r + p. Logo, a coloração de arestas λij do subgrafo Bij

não conflita com a coloração dos vértices. Portanto, as arestas de B são coloridas com

(n − 2)(r − 1) + r cores, tal que r destas cores também são utilizadas na coloração dos

vértices de K. A Figura 4.11 apresenta uma coloração λ do subgrafo B ⊂ K3(4).

A seguir, provamos que π é uma coloração total de G. Por construção, φ é uma

coloração total semiforte para K e λ é uma coloração de arestas para B. Lembre que,

nenhuma das cores usadas nos vértices de G foram atribúıdas às arestas de K. Para colorir

as arestas de B, usamos (n−2)(r−1) novas cores e reusamos r cores que foram atribúıdas

aos vértices de G. Logo, conclúımos que quaisquer duas arestas adjacentes possuem cores

distintas. Pela definição de φ, vértices que pertencem a um mesmo Ki
r ⊂ K possuem

cores distintas. Também pela definição de φ, dois vértices pertencentes a subgrafos Ki
r

e Kj
r distintos recebem a mesma cor se e somente se eles são vértices correspondentes.

Logo, conclúımos que quaisquer dois vértices adjacentes possuem cores distintas. Por

construção de φ e λ, e pelo Lema 4.1, conclúımos que não existe aresta em B que seja

incidente em um vértice de mesma cor. Portanto, a coloração π é uma coloração total.

Agora, provamos que a coloração total π é também semiforte. Observe que quaisquer

dois vértices pertencentes a um mesmo subgrafo Ki
r possuem conjuntos de cores distintos,

o que é garantido pela coloração total semiforte dada para o subgrafo K. Como as cores

usadas para colorir as arestas de B ocorrem em cada vértice de G, quaisquer dois vértices

adjacentes u e v tais que u ∈ V (Ki
r) e v ∈ V (Kj

r ), com i 6= j, são também distinguidos

pela coloração total semiforte dada para K. De fato, cada subgrafo Ki
r ⊂ K recebeu uma
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(a) K3(4) munido de uma rotulação
canônica. As arestas em negrito são
arestas do subgrafo B.
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(b) Subgrafos B03 e B12 munidos de uma 2-
coloração de arestas com as cores 6 e 7. Observe
que esses subgrafos são disjuntos.
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(c) Subgrafos B02 e B13 munidos de uma 2-
coloração de arestas com as cores 8 e 9. Observe
que esses subgrafos são disjuntos.
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(d) Subgrafos B01 e B23 munidos de uma 3-
coloração de arestas com as cores 3, 4 e 5. Ob-
serve que esses subgrafos são disjuntos e que,
de acordo com a Figura 4.10(b), estas cores
também aparecem nos vértices de G.

Figura 4.11: K3(4) e uma 6-coloração de arestas λ de seu subgrafo B.

coloração de arestas padrão com cores do conjunto {0, . . . , r − 1} e, de acordo com essa

coloração de arestas, temos que em cada vértice ui
l a cor l está ausente. Esta propriedade

permanece válida para a coloração π, pois as cores utilizadas na coloração de arestas

padrão do subgrafo K não foram reutilizadas na coloração de arestas do subgrafo B. Deste

modo, para todo vértice uj
i pertencente à parte Vi temos que Cπ(uj

i ) = {i}, 0 ≤ i ≤ r− 1.

Logo, Cπ(u) 6= Cπ(v) para quaisquer dois vértices adjacentes u, v ∈ V (G). Portanto, π é

uma (∆(G) + 2)-coloração total semiforte de G.

Caso 3. r ≡ 0 (mod 2) e n ≡ 1 (mod 2).

Neste caso, inicialmente constrúımos a coloração λ usando n(r − 1) cores, e então

constrúımos φ com r + 1 cores, usando somente duas cores novas. Portanto, a coloração

π resultante usa n(r − 1) + 2 = ∆(G) + 2 cores.

Como n é ı́mpar, temos que χ′(GR) = n. Considere uma n-coloração de arestas padrão

do grafo representante GR. Aplicando o mesmo método dos casos anteriores, obtemos uma
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n(r−1) coloração de arestas λ para o subgrafo B a partir da coloração de arestas padrão do

grafo GR. Pela construção da coloração de arestas padrão de GR, para cada 0 ≤ i ≤ n−1,

a cor i não ocorre no vértice vi ∈ V (GR). Isto implica que, para 0 ≤ i ≤ n − 1 , existe

um conjunto de r − 1 cores de λ que não ocorrem nos vértices da componente Ki
r. Seja

Si este conjunto de cores tal que Si := {ci
0, c

i
1, . . . , c

i
r−2}. A Figura 4.12 apresenta uma

9-coloração de arestas λ para o subgrafo B ⊂ K4(3). Neste exemplo, os conjuntos de cores

Si são: S0 = {0, 1, 2}, S1 = {3, 4, 5} e S2 = {6, 7, 8}.
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(a) K4(3) munido de uma rotulação
canônica. As arestas em negrito são
arestas do subgrafo B.
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(b) Subgrafo B12 munido de
uma 3-coloração de arestas
com as cores 0, 1 e 2.
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(c) Subgrafo B02 munido de
uma 3-coloração de arestas
com as cores 3, 4 e 5.
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(d) Subgrafo B01 munido de
uma 3-coloração de arestas
com as cores 6, 7 e 8.

Figura 4.12: K4(3) e uma 9-coloração de arestas λ de seu subgrafo B.

Agora, constrúımos uma (r + 1)-coloração total semiforte φ para o subgrafo K. Para

isso, definimos uma (r + 1)-coloração total semiforte canônica φi para cada subgrafo Ki
r

usando as cores Si ∪ {x, y}, 0 ≤ i ≤ n − 1, tal que x e y são duas cores novas. De

acordo com o Lema 2.14, em qualquer (r + 1)-coloração total semiforte canônica de um

grafo completo Kr de ordem par, existe uma cor que induz um emparelhamento perfeito.

Para cada Ki
r ajuste a notação tal que: (i) a cor y induza um emparelhamento perfeito
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em Ki
r; (ii) φi(ui

r−1) = x; e (iii) φi(ui
j) = ci

j, 0 ≤ j ≤ r − 2. Observe que os vértices

coloridos com a cor x pertencem a mesma parte Vr−1 e, portanto, não são adjacentes.

A Figura 4.13 apresenta uma coloração total semiforte do grafo K ⊂ K4(3) que usa onze

cores; nove destas cores foram usadas na coloração de arestas do subgrafo B ⊂ K4(3),

enquanto as cores 9 e 10 são cores novas. A cor 10 induz um emparelhamento perfeito

em cada subgrafo Ki
r e todos os vértices coloridos com a cor 9 pertencem a uma mesma

parte.
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(a) K4(3) munido de uma rotulação
canônica. As arestas em negrito são
arestas do subgrafo K.
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(b) Subgrafo K0
4 munido de uma

5-coloração total semiforte com as
cores 0, 1, 2, 9 e 10.
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(c) Subgrafo K1
4 munido de uma

5-coloração total semiforte com as
cores 3, 4, 5, 9 e 10.
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(d) Subgrafo K2
4 munido de uma

5-coloração total semiforte com as
cores 6, 7, 8, 9 e 10.

Figura 4.13: Subgrafo K ⊂ K4(3) munido de uma coloração total semiforte com 11 cores.

A fim de concluir este caso, provamos que a coloração resultante π, como previamente

definida, é uma (∆(G) + 2)-coloração total semiforte de G.

Inicialmente, provamos que π é uma coloração total. Observe que a coloração total

semiforte atribúıda ao subgrafo K garante que quaisquer dois elementos adjacentes ou

incidentes pertencentes a um mesmo subgrafo Ki
r possuam cores distintas. Além disso,

quaisquer duas arestas adjacentes pertencentes ao subgrafo B recebem cores distintas,

porque λ é uma coloração de arestas. De acordo com a definição do conjunto de cores Si,
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temos que as cores de Si não ocorrem nas arestas dos grafos bipartidos Bip, 0 ≤ p ≤ n−1,

p 6= i. Além disso, π(ui
k) ∈ Si ∪ {x} e x não é usado para colorir as arestas de B. Deste

modo, quaisquer duas arestas adjacentes possuem cores distintas e cada vértice e aresta

incidentes possuem cores distintas. Resta analisar dois vértices adjacentes ui
k, u

j
l ∈ V (G),

i 6= j. Observe que π(ui
k) ∈ Si ∪ {x} e π(uj

l ) ∈ Sj ∪ {x}. Por construção, Si e Sj são

disjuntos e no máximo um dos vértices ui
k e uj

l recebeu a cor x, pois esses vértices são

adjacentes. Portanto, conclúımos que π é uma coloração total.

A seguir, provamos que a coloração total π é também semiforte. Lembre que, para todo

vértice ui
l ∈ V (G), Cπ(ui

l) = Cφ(ui
l) ∪ Cλ(ui

l). Considere ui
k e ui

l dois vértices adjacentes

pertencentes ao subgrafo Ki
r. Pela definição da coloração λ, temos que Cλ(ui

k) = Cλ(ui
l).

No entanto, lembre que a coloração φ restrita ao subgrafo Ki
r é uma coloração total

semiforte. Desde que l 6= k, pela definição de φ temos que Cφ(ui
l) 6= Cφ(ui

k). Deste modo,

obtemos que Cπ(ui
l) 6= Cπ(ui

k).

Agora, considere dois vértices adjacentes ui
l e uj

k pertencentes a subgrafos distintos Ki
r

e Kj
r , respectivamente. Note que ui

l e uj
k não são vértices correspondentes, pois l 6= k.

Considere também o vértice uj
l , correspondente ao vértice ui

l. Para cada conjunto Si∪{x},

0 ≤ i ≤ n− 1, definimos (ci
0, . . . , c

i
r−2, x) como uma ordenação deste conjunto. Considere

os vértices correspondentes ui
k e uj

k. Pela definição de π, temos que Cπ(ui
k) ⊂ Si ∪ {x} e

Cπ(uj
k) ⊂ Sj ∪{x}. Além disso, Cπ(ui

k) e Cπ(uj
k) possuem a mesma posição na ordenação

previamente definida. Por outro lado, Cπ(ui
l) ⊂ Si ∪{x} e Cπ(ui

l) 6= Cπ(ui
k). Conclúımos,

então, que Cπ(ui
l) 6= Cπ(uj

k).

Caso 4. r ≡ 1 (mod 2) e n ≡ 1 (mod 2).

Neste caso, inicialmente constrúımos a coloração de arestas λ para o subgrafo B usando

n(r− 1) cores e, posteriormente, constrúımos a coloração total semiforte φ do subgrafo K

com r + 2 cores usando apenas três cores novas. Portanto, a coloração π resultante usa

n(r − 1) + 3 = ∆(G) + 3 cores.

Como n é ı́mpar, temos que χ′(GR) = n. Considere uma n-coloração de arestas padrão

do grafo representante GR. Aplicando o mesmo método dos casos anteriores, obtemos uma

n(r−1) coloração de arestas λ para o subgrafo B. Pela construção da coloração de arestas

padrão de GR, para cada i ∈ {0, . . . , n − 1}, a cor i não ocorre no vértice vi ∈ V (GR).

Isto implica que, para i ∈ {0, . . . , n− 1}, existe um conjunto de cores Si com r − 1 cores

de λ que não ocorrem nos vértices da componente Ki
r. Defina Si := {ci

0, c
i
1 . . . , c

i
r−2}. A

Figura 4.14 apresenta uma 6-coloração de arestas λ para o subgrafo B ⊂ K3(3). Neste

exemplo, os conjuntos de cores Si são S0 = {0, 1}, S1 = {2, 3} e S2 = {4, 5}.

Cada subgrafo Ki
r é um grafo completo de ordem ı́mpar. Logo, constrúımos uma

(r + 2)-coloração total semiforte φ para o subgrafo K. Para isso, definimos uma (r + 2)-

coloração total semiforte canônica φi para Ki
r usando as cores Si ∪{x, y, z}, 0 ≤ i ≤ n−1.
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(a) K3(3) munido de uma rotulação
canônica.
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(b) Subgrafo B01 munido de uma coloração
de arestas com as cores 4 e 5.
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(c) Subgrafo B02 munido de uma co-
loração de arestas com as cores 2 e 3.
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(d) Subgrafo B12 munido de uma coloração
de arestas com as cores 0 e 1.

Figura 4.14: Uma 6-coloração de arestas λ do subgrafo B ⊂ K3(3).

Para cada Ki
r, ajuste a notação de modo que φi(ui

j) = ci
j, 0 ≤ j ≤ r−2 e φi(ui

r−1) = x.

As cores y e z colorem apenas arestas do Ki
r. Observe que os vértices coloridos com a cor

x não são adjacentes pois eles pertencem a mesma parte Vr−1 no grafo G. A Figura 4.15

exibe uma 9-coloração total semiforte do subgrafo K ⊂ K3(3). Observe que as cores 7 e

8 aparecem somente nas arestas e que os únicos vértices em que a cor 6 aparece são os

vértices da parte V2.

Embora a demonstração de que π é uma coloração total semiforte seja essencialmente

a mesma do caso anterior, seus detalhes são descritos a seguir.

Observe que a coloração total semiforte atribúıda ao subgrafo K garante que quaisquer

dois elementos adjacentes ou incidentes pertencentes a um mesmo subgrafo Ki
r possuam

cores distintas. Além disso, quaisquer duas arestas adjacentes do subgrafo B recebem cores

distintas, porque λ é uma coloração de arestas. De acordo com a definição do conjunto

de cores Si, temos que as cores de Si não ocorrem nas arestas dos grafos bipartidos Bip,

0 ≤ p ≤ n − 1, p 6= i. Além disso, π(ui
k) ∈ Si ∪ {x} e x não é usado para colorir as

arestas de B. Deste modo, quaisquer duas arestas adjacentes possuem cores distintas

e cada vértice e aresta incidentes possuem cores distintas. Resta analisar dois vértices
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(a) Subgrafo K0
3 munido

de uma 5-coloração to-
tal semiforte com as cores
0, 1, 6, 7 e 8.
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(b) Subgrafo K1
3 munido

de uma 5-coloração to-
tal semiforte com as cores
2, 3, 6, 7 e 8.
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(c) Subgrafo K2
3 munido

de uma 5-coloração to-
tal semiforte com as cores
4, 5, 6, 7 e 8.

Figura 4.15: Subgrafo K ⊂ K3(3) munido de uma coloração total semiforte com 9 cores.

adjacentes ui
k, u

j
l ∈ V (G), i 6= j. Observe que π(ui

k) ∈ Si ∪ {x} e π(uj
l ) ∈ Sj ∪ {x}. Por

construção, Si e Sj são disjuntos e no máximo um dos vértices ui
k e uj

l recebeu a cor x,

pois esses vértices são adjacentes. Portanto, conclúımos que π é uma coloração total.

Agora, provamos que a coloração total π é também semiforte. Lembre que, para todo

vértice ui
l ∈ V (G), Cπ(ui

l) = Cφ(ui
l) ∪ Cλ(ui

l). Considere ui
k e ui

l dois vértices adjacentes

pertencentes ao subgrafo Ki
r. Pela definição da coloração λ, temos que Cλ(ui

k) = Cλ(ui
l).

No entanto, lembre que a coloração φ restrita ao subgrafo Ki
r é uma coloração total

semiforte. Logo, Cφ(ui
l) 6= Cφ(ui

k), pois l 6= k. Deste modo, obtemos que Cπ(ui
l) 6= Cπ(ui

k).

Agora, considere dois vértices adjacentes ui
l e uj

k pertencentes a subgrafos distintos

Ki
r e Kj

r , respectivamente. Para cada conjunto Si ∪ {x, y, z}, 0 ≤ i ≤ n − 1, definimos

(ci
0, c

i
1, . . . , c

i
r−2, x, y, z) como uma ordenação deste conjunto. Agora, considere os vértices

correspondentes ui
k e uj

k de G. Pela definição de π, temos que Cπ(ui
k) = {c, d}, tal que

c, d ∈ Si ∪ {x, y, z}, c 6= d; e Cπ(uj
k) = {c′, d′}, c′, d′ ∈ Sj ∪ {x, y, z}, c′ 6= d′. Além disso,

c e c′ possuem a mesma posição na ordenação previamente definida de Si ∪ {x, y, z} e

Sj ∪{x, y, z}, assim como d e d′. Pela definição de φi, Cπ(ui
l) 6= Cπ(ui

k). Como Si ∩Sj = ∅

e k 6= l, conclúımos que Cπ(ui
l) 6= Cπ(uj

k).

De acordo com o Teorema 4.2, todo grafo equipartido completo G de ordem ı́mpar

admite uma coloração total semiforte com no máximo ∆(G) + 3 cores. No entanto, a Fi-

gura 4.16 exibe uma (∆(K3(3))+2)-coloração total semiforte do K3(3) e a Figura 4.17 exibe

uma (∆(K3(5)) + 2)-coloração total semiforte do K3(5). Além destes exemplos, também

encontramos (∆(G)+2)-colorações totais semifortes para outros grafos equipartidos com-

pletos de ordem ı́mpar, como o K5(3) e o K7(3). Logo, acreditamos que a seguinte conjetura

seja verdadeira:

Conjetura 4.3. Se Kr(n) possui ordem ı́mpar, então χ′′
a(Kr(n)) = ∆(Kr(n)) + 2.
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Figura 4.16: Grafo K3(3) munido de uma 8-coloração total semiforte.
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Figura 4.17: Grafo K3(5) munido de uma coloração total semiforte com 12 cores.
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4.2 Grafos tripartidos

A seguir, provamos que a Conjetura da Coloração Total Semiforte é verdadeira para os

grafos tripartidos.

Teorema 4.4. Se G é um grafo tripartido, então χ′′
a(G) ≤ ∆(G) + 3.

Demonstração. Seja G um grafo tripartido com tripartição {V1, V2, V3}. Sejam SE =

{1, . . . ,∆(G) + 1} e SV = {∆(G) + 2,∆(G) + 3} dois conjuntos de cores disjuntos. A

seguir definimos um mapeamento φ : V (G) ∪ E(G) → SV ∪ SE e provamos que φ é uma

(∆(G) + 3)-coloração total semiforte de G.

Pelo Teorema 1.3, χ′(G) ≤ ∆(G) + 1. Então, seja πE uma (∆(G) + 1)-coloração de

arestas de G com as cores do conjunto SE . Seja πV uma coloração dos vértices de G

definida da seguinte maneira: se u ∈ V1, então πV (u) := ∆(G) + 2; se u ∈ V2, então

πV (u) := ∆(G) + 3; se u ∈ V3, então o vértice u recebe uma cor do conjunto SE\C ′
πE

(u).

Lembre que C ′
πE

(u) = {πE(uw) : uw ∈ E(G)}. Observe que, como o número de ares-

tas incidentes no vértice u é no máximo ∆(G), existe pelo menos uma cor no conjunto

SE\C ′
πE

(u) para atribuir ao vértice u.

Defina φ tal que φ|V (G) = πV e φ|E(G) = πE . Vamos mostrar que φ é uma coloração

total semiforte. Pela definição de φ, quaisquer duas arestas adjacentes possuem cores

distintas e quaisquer dois vértices pertencentes a partes distintas possuem cores diferentes.

Além disso, para qualquer vértice u ∈ V (G), temos que φ(u) /∈ C ′
φ(u). Logo, φ é uma

coloração total de G. Para completar a prova, mostramos que, para qualquer aresta

uv ∈ E(G), Cφ(u) 6= Cφ(v). De acordo com a definição da coloração φ, temos:

(i) se u ∈ V1, Cφ(u) = {∆(G) + 3} ∪ (SE\C ′
φ(u));

(ii) se u ∈ V2, Cφ(u) = {∆(G) + 2} ∪ (SE\C ′
φ(u));

(iii) se u ∈ V3, Cφ(u) = {∆(G) + 2,∆(G) + 3} ∪ (SE\Cφ(u)).

Seja uv ∈ E(G). Se u ∈ V1 e v ∈ V2, então por definição de φ temos que φ(u) /∈ Cφ(u)

e φ(u) ∈ Cφ(v). Logo, temos que Cφ(u) 6= Cφ(v). Se u ∈ V3 e v ∈ Vi, 1 ≤ i ≤ 2, então

temos que φ(v) /∈ Cφ(v) e φ(v) ∈ Cφ(u). Logo, Cφ(u) 6= Cφ(v). Portanto, φ é uma

coloração total semiforte de G.

Pelo Teorema 4.4, todo grafo tripartido possui uma coloração total semiforte com no

máximo ∆(G) + 3 cores. No entanto, é posśıvel que o limitante superior para χ′′
a(G)

possa ser melhorado para os grafos tripartidos. Por exemplo, nos Teoremas 4.5 e 4.6,

apresentamos (∆(G) + 2)-colorações totais semifortes para algumas famı́lias de grafos

tripartidos completos.
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Teorema 4.5. Seja G um grafo tripartido completo tal que G não possui vértices adja-

centes de grau máximo. Então, χ′′
a(G) ≤ ∆(G) + 2.

Demonstração. Seja G um grafo tripartido completo com tripartição {V1, V2, V3}. Como

G não possui vértices adjacentes de grau máximo, podemos supor |V1| < |V2| ≤ |V3|. A

seguir, definimos um mapeamento φ : V (G) ∪E(G) → {1, . . . ,∆(G) + 2} e provamos que

φ é uma coloração total semiforte.

Observe que o núcleo de G é o subgrafo induzido pelo conjunto independente V1, ou

seja, o núcleo de G é uma floresta. Pelo Lema 1.5, temos que χ′(G) = ∆(G). Deste modo,

seja πE uma coloração de arestas de G com as cores 1, 2, . . . ,∆(G). Defina φ|E(G) = πE .

Para concluir a coloração φ, atribúımos as seguintes cores aos vértices de G:

(i) se v ∈ V1, então φ(v) := ∆(G) + 1;

(ii) se v ∈ V2, então φ(v) := ∆(G) + 2;

(iii) se v ∈ V3, então φ(v) := c, para c ∈ {1, . . . ,∆(G)}\C ′
φ(v).

Conclúımos que φ é uma coloração total semiforte pelos mesmos argumentos usados na

demonstração do Teorema 4.4.

No Teorema a seguir, determinamos o número cromático total semiforte para uma

famı́lia de grafos tripartidos completos com vértices adjacentes de grau máximo.

Teorema 4.6. Seja G um grafo tripartido completo com tripartição {V1, V2, V3} tal que

|V1| = |V2| = p, |V3| ≥ 2p e p é um inteiro positivo. Então, χ′′
a(G) = ∆(G) + 2.

Demonstração. Seja p um inteiro positivo. Seja G um grafo tripartido completo com

tripartição {V1, V2, V3}, tal que |V1| = |V2| = p e |V3| ≥ 2p. O grafo G possui pelo

menos dois vértices adjacentes de grau máximo. Logo, χ′′
a(G) ≥ ∆(G) + 2. Para provar o

teorema, constrúımos uma (∆(G) + 2)-coloração total semiforte para G.

Seja M um emparelhamento máximo em G[V2 ∪ V3] e seja H := G\M . Observe que

∆(H) = ∆(G) e que o núcleo de H é o subgrafo induzido pelo conjunto independente

V1. Logo, pelo Lema 1.5, o subgrafo H possui uma coloração de arestas π com as cores

1, 2, . . . ,∆(G). Estendemos a coloração π para uma (∆(G) + 2)-coloração total semiforte

de G da seguinte maneira:

(i) se v ∈ V1, então π(v) := ∆(G) + 1;

(ii) se x ∈ M ∪ {y : y ∈ V3\V (G[M ])}, então π(x) := ∆(G) + 2;

(iii) v ∈ V2, então v recebe a cor do conjunto {1, 2, . . . ,∆(G)}\C ′(v);
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(iv) se v ∈ V3 e v é extremidade de uma aresta e ∈ M , então v recebe uma cor c ∈

{1, 2, . . . ,∆(G)}\(C ′
π(v) ∪ {π(u) : u ∈ V2}).

Inicialmente, vamos mostrar que π é uma coloração total. Os elementos coloridos no

item (i) formam um conjunto independente e são os únicos coloridos com a cor ∆(G)+1. O

mesmo vale para os elementos coloridos no item (ii). Já no item (iii), o resultado segue do

fato de que as cores usadas não ocorrem nos vértices e de que |{1, . . . ,∆(G)}\C ′(v)| = 1.

Resta, então, mostrar que {1, 2, . . . ,∆(G)}\ (C ′
π(v) ∪ {π(u) : u ∈ V2}) é não vazio.

Considere um vértice v colorido no item (iv). Por construção, d(v) = 2p e ∆(G) ≥ 3p.

Além disso, uma das arestas incidentes em v foi colorida com a cor ∆(G) + 2. Logo,

|{1, . . . ,∆(G)}\C ′
π(v)| ≥ p + 1. Como |V2| = p, temos que |{1, 2, . . . ,∆(G)}\(C ′

π(v) ∪

{π(u) : u ∈ V2})| ≥ 1.

Resta provar que a coloração total π é também semiforte. Pela construção de π,

(1) se v ∈ V1, Cπ(v) = {∆(G) + 2};

(2) se v ∈ V2, Cπ(v) = {∆(G) + 1};

(3) se v ∈ V3, Cπ(v) = {∆(G) + 1} ∪ {1, . . . ,∆(G)}\Cπ(v).

Como argumentado anteriormente, para todo vértice v ∈ V3, o conjunto {1, 2, . . .,

∆(G)}\Cπ(v) é não vazio. Como, para qualquer aresta uv ∈ E(G), temos que seus

extremos pertencem a partes distintas de G, conclúımos que Cπ(u) 6= Cπ(v).

Seja p um inteiro positivo eG um grafo tripartido completo com tripartição {V1, V2, V3}.

Pelo Teorema 4.5, se G não possui vértices adjacentes de grau máximo, então G admite

uma coloração total semiforte com no máximo ∆(G)+2 cores. Já o caso em que G possui

vértices adjacentes de grau máximo, tal que |V1| = |V2| = p e |V3| ≥ 2p, foi considerado no

Teorema 4.6. Neste caso, G possui χ′′
a(G) = ∆(G) + 2. Observe que, se o grafo tripartido

completo G for tal que |V1| = |V2| = p e |V3| < p, então G não possui vértices adjacen-

tes de grau máximo e, portanto, este caso também já foi considerado no Teorema 4.5.

Deste modo, nos resta considerar o caso em que o grafo tripartido completo G possui

|V1| = |V2| = p e p ≤ |V3| < 2p.

Pelo Teorema 4.2, se |V1| = |V2| = |V3| = p, com p par, então χ′′
a(G) = ∆(G) + 2.

Ademais, a Figura 4.18 exibe três grafos tripartidos completos com |V1| = |V2| = p e

p ≤ |V3| < 2p, munidos de uma (∆(G) + 2)-coloração total semiforte. Baseados nestas

observações, propomos a seguinte conjetura:

Conjetura 4.7. Seja G um grafo tripartido completo com tripartição {V1, V2, V3} tal que

|V1| = |V2| = p, p ≤ |V3| < 2p e p ≥ 1 é um inteiro. Então, χ′′
a(G) = ∆(G) + 2.
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Se a Conjetura 4.7 for verdadeira, então, juntamente com o Teorema 4.5 e o Teo-

rema 4.6 obtemos que todo grafo tripartido completo admite uma coloração total semiforte

com no máximo ∆(G) + 2 cores.
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(c) Grafo K3,3,3.

Figura 4.18: Grafos tripartidos completos com χ′′
a(G) = ∆(G) + 2.
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Conclusões

A Conjetura da Coloração Total Semiforte afirma que todo grafo simples G possui uma

coloração total semiforte com no máximo ∆(G) + 3 cores. Essa conjetura foi proposta

em 2005 por Zhang et al [80] e, apesar de já ter sido verificada para algumas classes de

grafos, continua aberta para grafos arbitrários. A Conjetura da Coloração Total Semiforte

está relacionada com outra mais antiga, a Conjetura da Coloração Total, segundo a qual

qualquer grafo simples G possui uma coloração total com no máximo ∆(G) + 2 cores.

Esta conjetura está aberta por mais de 40 anos, sendo considerada um problema clássico

em Teoria dos Grafos.

O objetivo central desta pesquisa de mestrado foi verificar a Conjetura da Coloração

Total Semiforte para algumas classes de grafos e, quando posśıvel, determinar o número

cromático total semiforte para as classes consideradas.

Na primeira parte deste trabalho (Caṕıtulos 1, 2 e ińıcio do Caṕıtulo 3), introduzimos

alguns conceitos básicos de Teoria dos Grafos e, posteriormente, mostramos os principais

resultados da literatura relacionados a coloração total semiforte. No Caṕıtulo 2, apre-

sentamos um breve histórico do contexto em que essa coloração foi introduzida e, em

seguida, mostramos colorações totais semifortes ótimas para algumas famı́lias clássicas de

grafos. Nesta parte do trabalho, também apresentamos demonstrações mais sucintas para

alguns dos teoremas existentes na literatura. Exemplos de resultados que ganharam novas

demonstrações neste trabalho foram: o Teorema 2.12, Teorema 2.28 e o Teorema 3.1.

Já no Caṕıtulo 3, investigamos a coloração total semiforte dos grafos simples com

grau máximo igual a três. Existem diversas demonstrações de que estes grafos admi-

tem uma coloração total semiforte com no máximo seis cores [24, 44, 45, 72]. Todavia,

J. Hulgan [45] conjeturou que todo grafo simples com ∆(G) = 3 admite uma coloração

total semiforte com no máximo cinco cores. Na tentativa de verificar a validade desta

conjetura, estudamos a coloração total semiforte para algumas famı́lias de grafos com

grau máximo três e obtivemos os seguintes resultados: no Teorema 3.5, provamos que

101
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todo grafo simples, conexo, com grau máximo igual a três e sem vértices adjacentes de

grau máximo possui χ′′
a(G) = 4. Provamos, também, que as seguintes famı́lias de snarks

admitem uma coloração total semiforte com cinco cores: os snarks-flor (Teorema 3.7); os

snarks de Goldberg (Teorema 3.8); os snarks de Blanuša generalizados (Teorema 3.9); e os

snarks de Loupekine LP1 (Teorema 3.10). Os resultados obtidos para estas classes serão

submetidos a um periódico da área.

No Caṕıtulo 4 tratamos da coloração total semiforte de algumas famı́lias de grafos r-

partidos. No Teorema 4.2, provamos que todo grafo equipartido completo G de ordem par

possui χ′′
a(G) = ∆(G)+2 e que todo grafo equipartido completo G de ordem ı́mpar possui

χ′′
a(G) ≤ ∆(G) + 3. Este resultado foi apresentado no V Latin American Workshop on

Cliques in Graphs (LAWCG)1, que ocorreu em 2012, na Argentina. Um resumo estendido

foi aceito para publicação na revista Matemática Comtemporânea2. Além disso, um artigo

completo foi submetido para um periódico especializado.

No Teorema 4.4, provamos que a Conjetura da Coloração Total Semiforte é verda-

deira para os grafos tripartidos. Adicionalmente, melhoramos este limitante para algu-

mas famı́lias de grafos tripartidos completos. Por exemplo, no Teorema 4.5, provamos

que todo grafo tripartido completo G sem vértices adjacentes de grau máximo possui

χ′′
a(G) ≤ ∆(G) + 2.

Algumas das técnicas utilizadas nesta dissertação podem ser úteis na determinação

do número cromático total semiforte para outras classes de grafos. Por exemplo, nos

Teoremas 3.5 e 4.2, foi utilizada a técnica de decomposição. Nesta técnica, o grafo original

é decomposto em dois ou mais subgrafos disjuntos nas arestas e, posteriormente, esses

subgrafos são coloridos de modo que a coloração final do grafo original seja uma coloração

total semiforte. Uma segunda técnica foi utilizada na coloração total semiforte de algumas

famı́lias infinitas de snarks. Para cada uma das famı́lias analisadas, constatou-se que seus

membros eram compostos de uma subestrutura fixa e que havia uma construção recursiva

que gerava cada membro da famı́lia. A construção da coloração total semiforte para

os membros das famı́lias de snarks consideradas envolveu indução e utilizou a definição

recursiva das famı́lias.

Como posśıveis extensões deste trabalho, podemos citar:

(1) O estudo da Conjetura 2.29 que afirma que todo grafo bipartido G sem vértices

adjacentes de grau máximo possui χ′′
a(G) = χ′′(G) = ∆(G) + 1;

(2) A investigação da Conjetura de Hulgan (Conjetura 3.2) para outras classes de grafos

com grau máximo três e que possuem vértices adjacentes de grau máximo;

1LAWCG: http://www-2.dc.uba.ar/congresos/lawcg2012.
2Matemática Contemporânea: http://mc.sbm.org.br/pt/.
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(3) A investigação da Conjetura 4.7. Se essa conjetura for verdadeira, é posśıvel provar

juntamente com o Teorema 4.5 e o Teorema 4.6 que todo grafo tripartido completo

possui uma coloração total semiforte com no máximo ∆(G) + 2 cores;

(4) A investigação da Conjetura 4.3 que afirma que todo grafo equipartido completo G

de ordem ı́mpar possui χ′′
a(G) = ∆(G) + 2.

Além das conjeturas citadas acima, existem ainda dois problemas interessantes envol-

vendo a Coloração Total Semiforte:

(a) O primeiro problema é a investigação de condições necessárias e/ou suficientes para

que um grafo simples G não admita uma coloração total semiforte com ∆(G) + 2

cores. São poucas as famı́lias de grafos conhecidas que possuem número cromático

total semiforte maior que ∆(G) + 2. Uma destas famı́lias são os grafos completos

de ordem ı́mpar. Conforme apresentado na Seção 2.4, Chen [23, 24] descobriu outras

três famı́lias de grafos que possuem χ′′
a(G) = ∆(G) + 3. É posśıvel que o método

utilizado por Chen para provar que essas famı́lias possuem χ′′
a(G) > ∆(G) + 2 possa

ser generalizado para auxiliar na descoberta de novas famı́lias.

(b) O segundo problema é a investigação do Problema 2.9, proposto por Zhang et al. [80]:

para quais subgrafos H de G, tem-se χ′′
a(H) ≤ χ′′

a(G)? No caso em que o grafo

simples G possui ∆(G) = 3, esse problema encontra-se quase resolvido. De fato, no

Teorema 3.11 resolvemos essa questão para os subgrafos H ⊂ G com ∆(H) ≤ 2; e

no Teorema 3.12 resolvemos para os subgrafos H ⊂ G com ∆(H) = 3 e sem vértices

adjacentes de grau máximo. Resta analisar os subgrafos H ⊂ G com grau máximo

igual a três e que possuem vértices adjacentes de grau máximo.

Juntamente com a Conjetura da Coloração Total Semiforte, os problemas citados

acima evidenciam a existência de diversas questões abertas envolvendo a coloração total

semiforte. Muito pouco ainda se sabe sobre a validade da Conjetura da Coloração Total

Semiforte para grafos arbitrários. A dificuldade em se trabalhar neste problema fica ainda

mais evidente quando consideramos que a Conjetura da Coloração Total continua aberta

por mais de 40 anos, apesar de diversos artigos sobre esta conjetura terem sido publicados.

Apesar da dificuldade em abordar o problema da coloração total semiforte para grafos

arbitrários, uma abordagem alternativa é considerá-lo para classes de grafos, como foi

feito nesta dissertação. Devido ao curto tempo do mestrado, não tivemos a oportunidade

de trabalhar em outras classes de grafos, tais como: as potências de ciclo e os grafos

split-indiferença. Devido ao fato da coloração total de alguns casos destas famı́lias terem

sido tratados na literatura [16, 17], acreditamos que o estudo da Conjetura da Coloração

Total Semiforte para essas classes de grafos seja promissor.
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Irregular assignments and two problems à la Ringel, pages 29–36. Physica Verlag

Heildelberg, 1990.

[2] M. O. Albertson, D. W. Cranston, and J. Fox. Crossings, colorings and cliques. The

Electronic Journal of Combinatorics, 16:R45, 2009.

[3] K. Appel and W. Haken. Every planar map is four-colorable, Part I: Discharging.

Illinois Journal of Mathematics, 21(3):429–490, 1977.

[4] K. Appel and W. Haken. Every planar map is four colorable, volume 98 of Contem-

porary Mathematics. American Mathematical Society, 1989.

[5] K. Appel, W. Haken, and J. Koch. Every planar map is four-colorable, Part II:

Reducibility. Illinois Journal of Mathematics, 21:491–567, 1977.

[6] A. S. Arroyo and C. J. H. McDiarmid. Determining the total colouring number is

NP-hard. Discrete Mathematics, 124:155–162, 1994.

[7] P. Balister, B. Bollobás, and R. Schelp. Vertex distinguishing colourings of graphs

with ∆(G) = 2. Discrete Mathematics, 252(2):17–29, 2002.
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Apêndice A

Artigo publicado no EJC

Entre os meses de outubro de 2012 e março de 2013 desenvolvi um projeto de estágio em

pesquisa no exterior, no Departamento de Otimização e Combinatória da Universidade

de Waterloo, no Canadá. Esse projeto de pesquisa foi financiado pela FAPESP através

da bolsa BEPE1 e está vinculado ao meu projeto de pesquisa regular de mestrado.

Sob a orientação do professor R. Bruce Richter, iniciei um estudo sobre a Conjetura

de Albertson [2] e, posteriormente, a pesquisa se concentrou na investigação de uma

conjetura proposta por J. Barát e G. Tóth [9]. Através do desenvolvimento desse projeto

de pesquisa, tive a oportunidade de estudar um novo tópico na Teoria dos Grafos, que é o

problema do número de cruzamentos de um grafo e a sua relação com o número cromático

de um grafo. O estudo e a investigação destas conjeturas me proporcionaram uma maior

abrangência em relação aos meus conhecimentos na área de Coloração em Grafos, que é o

tema central da minha pesquisa de mestrado. Além disso, o desenvolvimento do projeto

de pesquisa no exterior foi importante não apenas em termos acadêmicos, mas também

contribuiu para o meu aprendizado pessoal.

Um resumo dos assuntos estudados durante o intercâmbio pode ser encontrado na seção

de relatórios técnicos do Instituto de Computação da UNICAMP2. Além disso, o trabalho

realizado em conjunto com o professor R. Bruce Richter culminou com a publicação de

uma artigo [54] no periódico The Electronic Journal of Combinatorics. Este artigo é

apresentado a seguir.

1BEPE: Bolsa Estágio de Pesquisa no Exterior
2Relatório técnico: http://www.ic.unicamp.br/˜reltech/2013/13-18.pdf
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112 Apêndice A. Artigo publicado no EJC

Remarks on a conjecture of Barát and Tóth
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Abstract

In 2010, Barát and Tóth verified that any r-critical graph with at most r + 4
vertices has a subdivision of Kr. Based in this result, the authors conjectured that,
for every positive integer c, there exists a bound r(c) such that for any r, where
r > r(c), any r-critical graph on r+ c vertices has a subdivision of Kr. In this note,
we verify the validity of this conjecture for c = 5, and show counterexamples for all
c > 6.

Keywords: colour-critical graphs; Hajós conjecture; Albertson conjecture

1 Introduction

In this note, we discuss a few points arising from the interesting paper of Barát and
Tóth [2]. Their motivation is Albertson’s Conjecture that if the chromatic number χ(G)
of a graph G is r, then the crossing number cr(G) of G is at least that of Kr. In other
words, among all graphs with chromatic number at least r, the one with smallest crossing
number is Kr. This is trivial for r 6 4 and follows from the Four Colour Theorem for
r = 5. It was proved by Albertson, Cranston, and Fox [1] for r 6 12 (precisely the values
of r for which cr(Kr) is currently known). Barát and Tóth extended this to r 6 16 by
using their new lower bound on crossing numbers to show that every r-chromatic graph
other than Kr has crossing number at least the conjectured value of cr(Kr).

Albertson’s Conjecture is related to Hajós’ Conjecture that every r-chromatic graph
contains a subdivision of Kr. The Hajós Conjecture obviously implies the Albertson

∗Supported by FAPESP grant 12/16418-1.
†Supported by NSERC.
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Conjecture. Unfortunately, the Hajós Conjecture is false for r > 7 [3] and remains open
for r = 5, 6. There is more detailed information to be found in [8].

Barát and Tóth were interested in graphs that satisfy the Hajós Conjecture. Recall
that a graph G is r-critical if χ(G) = r but, for every edge e of G, χ(G−e) < r. Dirac [5, 7]
proved that no r-critical graph has r+1 vertices and that C5 ∨Kr−3 is the only r-critical
graph with r + 2 vertices. (Here G ∨H is the join of G and H; it is the graph obtained
from the disjoint union of G and H by adding all edges having one end in G and one end
in H.) Gallai [9] extended this by showing that, for r > 4, there are only two r-critical
graphs with r + 3 vertices.

An observation of Barát and Tóth is that, for r > 6, there are precisely 22 r-critical
graphs with r + 4 vertices. In the next section, we prove the following, a straightforward
generalization of Barát and Tóth’s observation.

Theorem 1. Let c be a positive integer. There are numbers n(c) and r(c) so that, for

any r > r(c), there are precisely n(c) r-critical graphs with r + c vertices.

In particular, r(5) = 7 and n(5) = 395. Moreover, every r-critical graph with r + 5
vertices has a subdivision of Kr.

Barát and Tóth also proposed the following conjecture.

Conjecture 2. For every positive integer c, there is a number r(c) so that, if r > r(c),
then any r-critical graph with r + c vertices has a subdivision of Kr.

Theorem 1 shows this conjecture is true for c = 5. We shall see in the next section
that the methods used to prove Theorem 1 combine with some standard examples to
demonstrate that this conjecture is not true for any c > 6.

The note concludes with some remarks on the assertion of Barát and Tóth that the
Catlin examples satisfy the Albertson Conjecture. We explain why their proof is not valid,
and so it is still open whether the Catlin examples satisfy the Albertson Conjecture.

2 Results

This section contains the proof of Theorem 1 and the proof of Conjecture 2 for c = 5,
along with its refutation for every c > 6. The main theoretical tool is the following result
of Gallai [9]. A vertex v in a graph G is universal if v is adjacent to every other vertex in
G.

Theorem 3 (Gallai [9]). Let G be an r-critical, n-vertex graph with r > 3. Then G
contains at least

⌈

3
2
(5
3
r − n)

⌉

universal vertices. In particular, if r > 3
2
c, then any r-

critical graph with r + c vertices has a universal vertex.

We are now ready for the proof of Theorem 1.

Proof of Theorem 1. Theorem 3 implies that, for r > (3c)/2, an r-critical graph with
r + c vertices has a universal vertex. Since it is well-known that G ∨ v is (r + 1)-critical

the electronic journal of combinatorics 21(1) (2014), #P1.57 2
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if and only if G is r-critical, for r > (3c)/2, the number of r-critical graphs with r + c
vertices is the same as the number of (r−1)-critical graphs with (r−1)+ c vertices; thus,
r(c) 6 ⌊(3c)/2⌋ and n(c) is the number of (⌊(3c)/2⌋)-critical graphs with ⌊(3c)/2⌋ + c
vertices. In particular, r(5) 6 7.

For the second part of Theorem 1, we consider the special case c = 5. To see that
n(5) = 395, Royle’s table [13] of small critical graphs shows there are exactly the following
graphs that are, for some r, r-critical, with r + 5 vertices, and have no universal vertex:

(i) twenty-one 4-critical graphs on 9 vertices;

(ii) one hundred and forty-one 5-critical graphs on 10 vertices;

(iii) two hundred and thirty-one 6-critical graphs on 11 vertices; and

(iv) two 7-critical graphs on 12 vertices.

Because r(5) 6 7, the two 7-critical graphs in this list show r(5) = 7. For r > 8, every
r-critical graph with r + 5 vertices has a universal vertex and so is the join of some Ks

with one of the 395 listed graphs. That is, n(5) = 395.
Moreover, it suffices to show that each one of the 395 graphs in the list has a subdivision

of the appropriate Kr. Dirac [6] proved the Hajós Conjecture for r = 4, so each one of
the twenty-one 4-critical graphs of the list has a subdivision of K4. For r = 5, Mader’s
Theorem [11] that any graph with n vertices and at least 3n−5 edges has a subdivision of
K5 is helpful. For each one of the one hundred and forty-one 5-critical graphs of the list we
counted its edges from the adjacency list provided by Royle’s table. We checked by hand
those graphs with fewer than 3n − 5 edges; every one had a subdivision of K5. Finally,
all the two hundred and thirty-one 6-critical graphs were checked by hand, and for each
one a K6-subdivision was found. Most of the 6-critical graphs have approximately the
same structure, which made them less difficult to verify. A typical example is shown in
Figure 1. This is Graph 391 in the table. (Royle (personal communication) independently
verified by computer program that these 395 graphs satisfy the Hajós Conjecture.)

We now turn our attention to showing that Conjecture 2 is false for every c > 6. In
order to do this, we use the following subgraphs of Catlin’s graphs L(kC5) [3].

Family Fc. For c > 6, let Fc be the graph whose vertex set consists of five non-empty
pairwise disjoint sets A1, A2, C1, C2, and C3 where |C1| = |C2| = |C3| = 3 and |A1| =
|A2| = c − 4, such that these sets induce cliques in Fc. The sets A1, A2, C1, C2, and C3

are joined in the following way: A1∨C1, A1∨C2, C1∨A2, A2∨C3, and C2∨C3. Figure 2
shows a scheme of the graphs Fc.

In the following, we prove that, for c > 6, Fc is a (c + 1)-critical graph that does not
contain a subdivision of K(c+1). Since Fc has 2c+1 vertices and is (c+1)-critical, the join
Fc ∨Kt has 2c+ t+ 1 vertices, is (c+ t+ 1)-critical, and does not contain a subdivision
of K(c+t+1). Thus, Conjecture 2 is false for every c > 6.
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Figure 1: A 6-critical graph and a subdivision of K6 in it.

A1 A2

C1

C2 C3

K3K3

K3

Kc−4Kc−4

Figure 2: Scheme of a graph Fc. Heavy edges indicate that every vertex in one set is
adjacent to every vertex in the other.

Proposition 4. For c > 6, χ(Fc) = c+ 1.

Proof. Since every independent set in Fc has at most two vertices, we see that

χ(Fc) >
|V (Fc)|

2
=

2c+ 1

2
= c+

1

2
.

For c > 6, the graph Fc can be assigned a (c + 1)-coloring such that the vertices in
the sets A1, A2, C1, C2, and C3 receive the following colors: C1 = {1, 2, 3}, C2 = {1, 4, 5},
C3 = {2, 6, 7}, A1 = {6, 7, 8, 9, . . . , c+ 1}, and A2 = {4, 5, 8, 9, . . . , c+ 1}.

Proposition 5. For c > 6, Fc is (c+ 1)-critical.

Proof. For c > 6, we show that, after the removal of an arbitrary edge e, the graph Fc−e
is c-colorable. There are 6 different cases to consider.
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Case 1. e ∈ E(C1).

For c > 6, the vertex subsets of Fc−e can be assigned the following colors: C1 = {1, 2},
C2 = {1, 6, 7}, C3 = {2, 4, 5}, A1 = {4, 5, 8, . . . , c + 1}, and A2 = {6, 7, 8, . . . , c + 1}.
Observe that the color 3 does not appear in this coloring. Therefore, Fc − e is colorable
with c colors.

Case 2. Edge e has one endpoint in the set C1 and the other endpoint in the set A1.

For c > 6, the vertex subsets of Fc − e can be assigned the following colors: C1 =
{1, 2, 3}, C2 = {2, 6, 7}, C3 = {1, 3, 5}, A1 = {1, 5, 8, . . . , c+1}, and A2 = {6, 7, 8, . . . , c+
1}. Observe that the color 4 does not appear in this coloring. Therefore, Fc−e is colorable
with c colors.

The remaining cases, listed below, are treated analogously.

Case 3. e ∈ E(A1).

Case 4. Edge e has one endpoint in the set A1 and the other endpoint in the set C2.

Case 5. e ∈ E(C2).

Case 6. Edge e has one endpoint in the set C2 and the other endpoint in the set C3.

The next proposition completes our analysis of the graph Fc.

Proposition 6. For c > 6, Fc does not contain a subdivision of K(c+1).

Proof. Catlin [3] showed that the graphs F6 and F7 do not have a subdivision of K7 and
K8, respectively. Thus, we may suppose c > 8 and Fc has a subdivision of Kc+1. Let W
be the set of vertices with degree c in a subdivision of Kc+1. Within the subdivision, any
two vertices of W are joined by c pairwise internally-disjoint paths.

Only if c = 8 does C1 ∪ C2 ∪ C3 have enough vertices to contain W . In this case,
W = V (C1 ∪C2 ∪C3) and there must be nine disjoint paths through A1 representing the
edges from C1 to C2. Since A1 has only four vertices, this is impossible.

Thus, in all cases, at least one vertex of W is in A1∪A2. Since V (C1∪C2) is a cut-set
in Fc of size 6 < c, there cannot be vertices of W in both V (A1) and V (A2). Therefore,
we may assume W ∩ V (A1) 6= ∅ and W ∩ V (A2) = ∅.

Since V (C1∪C2) also separates A1 from C3, we deduce thatW∩V (C3) = ∅. Therefore,
W ⊆ V (C1 ∪ A1 ∪ C2).

Since |W | = c+1 and |V (C1∪A1∪C2)| = c+2, exactly one vertex v in C1∪A1∪C2 is
not in W . It follows that there are at least 6 (5 is enough) internally-disjoint C1C2-paths
in Kc+1 representing the edges from W ∩ V (C1) to W ∩ V (C2). Since at most one vertex
of A1 is not in W , at most one of the 6 C1C2-paths can go through A1. In the other
direction, at most three can go through C3. Thus there are too few paths for Fc to have
a subdivision of Kc+1.

To conclude the proof, there is a subdivision of Kc consisting of the c − 4 vertices in
A1, three vertices in C1, and one vertex in C2. This uses only three internally disjoint
C1C2-paths through C3 ∪ A2.
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3 Catlin graphs and Albertson’s Conjecture

In their paper, Barát and Tóth claim (Lemma 16) that Catlin’s graphs satisfy Albertson’s
Conjecture. In the proof, they use (asymptotic versions of) the not-yet proved conjectures
on the values of the crossing numbers of K2k, Kk, and Kk,k. We prove the following,
without any assumption about the crossing number of Kk and Kk,k.

Theorem 7. The graph Fc has crossing number at least that of Kc+1.

Proof. We have already exhibited a subdivision of Kc in Fc. This subdivision uses
three internally disjoint C2C1-paths through A2, but is otherwise disjoint from A2. It is
known [10, 12] that the crossing number of Kc, denoted cr(Kc), is at most

f(c) =
1

4

⌊

c

2

⌋⌊

c− 1

2

⌋⌊

c− 2

2

⌋⌊

c− 3

2

⌋

.

Since, cr(Kc) 6 f(c), there is a vertex v of Kc so that the edges incident with v are
involved in at most ⌊4f(c)/c⌋ crossings.

Let D be a drawing of Kc with at most f(c) crossings. We obtain a drawing D′ of
Kc+1 by adding a new vertex v′ close to v and joined to v with no crossings. For each
other vertex w of Kc, we add the edge v′w alongside vw. These latter edges cross the
same number of edges to Kc − v as those incident with v do, which is to say at most
⌊4f(c)/c⌋ crossings. In addition, Woodall [14] observes that the edges at v′ can be drawn
so as to cross the edges incident with v at most ⌊(c− 1)/2⌋⌊(c− 2)/2⌋ times. Thus,

cr(Kc+1) 6 cr(Kc) +

⌊

4f(c)

c

⌋

+

⌊

c− 1

2

⌋⌊

c− 2

2

⌋

.

On the other hand, the crossing number of Kk is known [4] to be at least 0.8594 f(k).
The three internally disjoint paths through A2 are all incident with a common node of
the subdivision of Kc, so no crossing between two of them is counted in the crossings of
this Kc. Therefore, all the crossings in the Kc−1 induced by A2 ∪ C3 are additional. We
deduce that the crossing number of Fc is at least cr(Kc) + 0.8594 f(c− 1).

It follows that, if

.8594 f(c− 1) >

⌊

4f(c)

c

⌋

+

⌊

c− 1

2

⌋⌊

c− 2

2

⌋

,

then the crossing number of Fc is at least that of Kc+1. We note that, since the left side
is degree 4 in c while the right is degree 3 in c (f(c) is degree 4 in c), this certainly is
true for c large enough. In fact, this holds for c > 12. For c < 12, already [1] shows that
Albertson’s Conjecture is true, so in these cases also, cr(Fc) > cr(Kc+1).

Unfortunately, a straightforward analogue of this argument does not show that the
Catlin graphs satisfy the Albertson Conjecture.
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“A journey of a thousand miles

begins with a single step.”

Lao Tzu

Tao Te Ching, Chapter 64
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