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Resumo

A Computação Quântica é um tópico relativamente recente e pouco conhecido, prin-
cipalmente no meio da Computação. Seu estudo surgiu na tentativa de físicos simu-
larem sistemas regidos pela Mecânica Quântica por computadores clássicos, o que se
conjecturou inviável. Portanto, um novo modelo computacional que utiliza a estru-
tura quântica da matéria para computar foi teorizado para suprir estas deficiências.

Este trabalho tem como objetivo principal estudar as influências da Computação
Quântica na Teoria da Computação. Para atingir tal objetivo, primeiramente são
expostos os conhecimentos básicos da Mecânica Quântica através de uma linguagem
voltada para Teóricos de Computação sem conhecimento prévio na área, de forma a
remover a barreira inicial sobre o tema.

Em seguida, serão apresentadas inovações na área da Teoria de Computação
oriundas da Computação Quântica. Começaremos com os principais Algoritmos
Quânticos desenvolvidos até hoje, que foram os primeiros passos para demonstrar a
possível superioridade computacional do novo modelo. Dentre estes algoritmos, ap-
resentaremos o famoso Algoritmo de Shor, que fatora números em tempo polinomial.

Adicionalmente, neste trabalho foram estudados tópicos mais avançados e atuais
em Computabilidade e Complexidade Quânticas. Sobre Autômatos Quânticos, foram
estudados aspectos de um modelo que mistura estados clássicos e quânticos, focando
na comparação do poder computacional em relação aos Autômatos Finitos Clássicos.
Do ponto de vista de Classes de Complexidade, será abordada a questão se em
linguagens da classe QMA, o análogo quântico da classe NP, consegue-se atingir
probabilidade de erro nulo na aceitação de instâncias positivas.
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Abstract

Quantum Computing is a relatively new area and it is not well known, mainly among
Computer Scientists. It has emerged while physicists tried to simulate Quantum
Systems with classical computers efficiently, which has been conjectured impossible.
Then, a new computational model that uses the quantum structure of matter to
perform computations has been theorized in order to perform these operations.

We intend in this work to study the influences of Quantum Computing in Theo-
retical Computer Science. In order to achieve this goal, we start by presenting the
basics of Quantum Computing to Theoretical Computer Science readers with no pre-
vious knowledge in this area, removing any initial barriers for a clean understanding
of the topic.

We will then follow by showing innovations in Theoretical Computer Science
introduced by Quantum Computation. We start by showing the main Quantum Al-
gorithms, that exemplify advantages of the new computational model. Among these
algorithms, we will present the Shor Algorithm that factors numbers in polynomial
time.

We follow with more advanced topics in Quantum Computability and Complexity.
We study Quantum Finite Automata Models that work with quantum and classical
states, focusing on comparing their computational power with Deterministic Finite
Automata. In Complexity Theory, we study the question if for languages in QMA, the
quantum analogue of NP, zero probability error can be achieved in yes-instances.
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Capítulo 1

Introdução

Na história da Computação, sabemos que os primeiros algoritmos foram criados mais
de dois mil anos antes de máquinas que automatizassem em larga escala suas op-
erações, acelerando cálculos e evitando erros humanos. Tais algoritmos buscavam
sistematizar métodos para solucionar manualmente problemas matemáticos, sendo
também precursores de qualquer formalização dos conceitos de Algoritmo e Com-
putação.

No início do século XX, com a concepção do conceito de Algoritmo, começou-se
a indagar sobre quais os problemas poderiam ou não ser resolvidos computacional-
mente, resultando na criação da área de Computabilidade. Posteriormente, com a
construção de computadores de propósito geral capazes de realizar operações sim-
ples mais rapidamente do que qualquer ser humano, começou a preocupação, então,
com a eficiência dos algoritmos, para que estes pudessem ser, de fato, utilizados na
resolução de problemas do dia-a-dia.

Paralelamente, no final do século XIX, físicos perceberam que o conhecimento dos
fenômenos da natureza então disponíveis eram insuficientes para explicar resultados
de experimentos tratando de partículas subatômicas e, progressivamente, formulou-se
uma nova teoria que hoje conhecemos como Mecânica Quântica.

Após a consolidação desta nova teoria, já na década de 80„ Richard Feynman,
um dos pesquisadores que ajudou a formulá-la, questionou sobre a eficiência de com-
putadores na simulação do comportamento quântico da matéria, conjecturando que
tal tarefa não poderia ser realizada de forma eficiente. Como resposta, Feynman
idealizou um novo modelo de computador, baseado no funcionamento da própria
Mecânica Quântica, que poderia, então, realizar essa simulação de forma eficiente.
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2 Capítulo 1. Introdução

Hoje, este é considerado o nascimento da Computação Quântica.
De caráter multidisciplinar, a Computação Quântica teve desde então avanços

importantes sob a perspectiva de diversas áreas de conhecimento, como Física Ex-
perimental, Teoria da Informação e Teoria da Computação. Neste trabalho, serão
focados os aspectos que dizem respeito a esta última área, especialmente nas novi-
dades relacionadas às áreas de Computabilidade e Complexidade Computacional.

Mesmo com todo esforço já dispendido, ainda hoje não existem Computadores
Quânticos de propósito geral e escaláveis para utilização. Surge então a pergunta:

Por que estudar Computação Quântica?

Assumindo que computadores quânticos serão, um dia, construídos, ao estudar e
propor Algoritmos Quânticos, o estudo dos recursos necessários para sua execução
servem: (i) de motivação para a construção de computadores que possam executá-
los; (ii) para termos consciência das implicações que tal modelo poderá trazer ao
ser amplamente utilizado; e (iii) para a validação de dispositivos que reivindicam
possuir poder computacional quântico.

Além destes fatos, existem motivações que justificam o estudo de Computação
Quântica, independentemente da construção de computadores quânticos.

Primeiramente, temos que alguns resultados da Teoria de Computação Quântica
possuem uma relação estreita com conceitos da Física. O estudo de tais proble-
mas a partir de uma perspectiva diferente pode permitir o melhor entendimento de
fundamentos da Mecânica Quântica.

Além disso, temos que o estudo da Computação Quântica sob as lentes da Teoria
da Computação pode trazer novos resultados para a própria Teoria de Computação
clássica. O estudo de um problema sob o ponto de vista de um novo modelo com-
putacional pode trazer novas ideias para solucioná-lo sem tais recursos. Encontramos
hoje algoritmos clássicos inspirados em algoritmos quânticos, além de provas de teo-
remas envolvendo somente elementos clássicos, utilizando argumentos inspirados no
modelo quântico.

Dentro deste contexto, o objetivo deste trabalho é entender alguns pontos em
que o advento da Computação Quântica influencia a área de Teoria da Computação.
Desta forma, pretende-se (i) estudar as bases da Computação Quântica e elaborar um
texto que introduza o tema de forma didática para pessoas de Teoria de Computação;
e (ii) aprofundar o estudo em alguns tópicos mais atuais, de forma a entender e
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avançar o estado da arte nestes pontos.
O Capítulo 2 apresenta os conceitos necessários da Mecânica Quântica para a

compreensão da Computação Quântica, bem como o modelo computacional que será
amplamente utilizados na descrição de algoritmos quânticos. No Capítulo 3 são
apresentados os principais algoritmos e classes de complexidade quânticos. Estes
dois capítulos compõe a parte da dissertação relativa ao estudo básico da área de
Computação Quântica. Ressaltamos que, para leitores familiarizados com a área de
Computação Quântica, estes capítulos não são necessários para o entendimento dos
capítulos que os seguem.

No Capítulo 4 estudamos a influência da Mecânica Quântica no poder computa-
cional de dispositivos mais simples, apresentando um modelo de Autômato Finito
Quântico, bem como propriedades do modelo e linguagens reconhecidas por ele. Já
no Capítulo 5, será apresentado mais a fundo um problema atual da Complexidade
Computacional Quântica. Estes dois capítulos constituem a parte da dissertação
envolvendo o estudo mais aprofundado de tópicos atuais da área.

Terminaremos esta seção indicando as contribuições deste trabalho. Em seguida
apresentaremos brevemente a evolução histórica da área de Computação Quântica e
finalizaremos o capítulo com a bibliografia básica da área.

Contribuições do trabalho

Primeiramente, temos que a parte inicial deste trabalho, formada pelo Capítulo 2 e
Capítulo 3, se apresenta como uma alternativa aos poucos textos introdutórios sobre
Computação Quântica em língua portuguesa voltados para cientistas da Computação
[29][76][85].

O Capítulo 4 contém uma revisão geral de um dos modelos de autômatos quân-
ticos, unificando a literatura sobre o tópico. Ressaltamos que este capítulo também
contém resultados originais obtidos durante o mestrado do candidato que resultaram
em publicações. O estudo das linguagens reconhecidas pelo modelos 2QCFA 1 catego-
rizando segundo a hierarquia clássica de linguagens foi apresentado no IV Workshop-
Escola de Computação e Informação Quântica e publicado em seus anais [48]. Foi ap-
resentado na escola Computer Science days in Ekaterinburg (CSEdays) um trabalho
sobre as características e propriedades do modelo 2QCFA e um resumo estendido do
trabalho foi publicado em seus anais [49], e o artigo correspondente foi publicado no

1O modelo 2QCFA será formalmente apresentado no Capítulo 4.



4 Capítulo 1. Introdução

Siberian Electronic Mathematical Reports [50].
O Capítulo 5 contém um estudo, em português, de um resultado parcial relativa-

mente recente sobre uma questão em aberto em Complexidade Computacional Quân-
tica. No mesmo capítulo apresentamos também um variação original do resultado da
literatura, obtida pelo candidato durante seu estágio no Laboratoire d’Informatique
Algorithmique: Fondements et Applications, CNRS, Université Paris VII, sob super-
visão de Iordanis Kerenidis e Jamie Sikora.

1.1 Breve História da Computação Quântica

Nesta seção, faremos uma breve revisão histórica da Computação Quântica, apon-
tando seus principais marcos, de modo a entender o contexto em que a área se
encontra hoje.

Na década de 80, Richard Feynman sugeriu que os computadores clássicos só
conseguiriam simular o funcionamento de sistemas quânticos com um custo expo-
nencial em termos de tempo computacional [42]. Então, propôs um computador que
extrairia da estrutura quântica da matéria seu poder computacional.

Desde então, paralelamente à evolução do estudo sobre como implementar na
prática um computador quântico, físicos, matemáticos e cientistas da computação
passaram a pesquisar o ganho que computadores quânticos poderiam trazer se fos-
sem implementados na prática. No final da década de 80, Deutsch apresentou os dois
modelos computacionais quânticos mais importantes, as Máquinas de Turing Quânti-
cas [34] e Circuitos Quânticos [35], que permitiram o desenvolvimento de algoritmos
quânticos compatíveis com concretizações futuras de computadores quânticos. Pos-
teriormente, Yao demonstrou que esses dois modelos são equivalentes [94]. No final
da década de 90, Bernstein e Vazirani descreveram como construir uma Máquina de
Turing Quântica Universal [25], uma Máquina de Turing Quântica capaz de simular
qualquer Máquina de Turing Quântica.

Na início da década de 90, foram desenvolvidos os algoritmos quânticos de Deutsch
[34] e de Deutsch-Josza [36], os quais permitem descobrir características de funções
através de oráculos de forma mais eficiente quando comparados com algoritmos de-
terminísticos clássicos, no segundo caso com ganho exponencial na complexidade em
tempo.

A grande notoriedade da Computação Quântica, entretanto, ocorreu em 1994,
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quando Shor apresentou algoritmos quânticos eficientes para o problema de fatoração
em números primos e o problema do logaritmo discreto [82]. Esses dois problemas são
muito importantes pois alguns dos métodos criptográficos mais utilizados atualmente
assumem que não há uma forma eficiente de resolvê-los. Portanto, existindo um
computador quântico, estes métodos criptográficos seriam facilmente quebrados.

Outro algoritmo importante para computação quântica foi o algoritmo de buscas
apresentado por Grover [51]. Procurar um elemento em uma base de dados não
ordenada de n elementos necessita tempo Ω(n) no pior caso, no caso clássico. Grover
apresentou um algoritmo quântico que realiza tal busca em tempo O(

√
n). Tal

ganho não é exponencial, porém a aplicabilidade do resultado é muito importante,
pois pode-se conseguir uma aceleração quadrática, portanto substancial, na solução
de problemas da classe NP.

Nos anos 2000, novos algoritmos quânticos foram desenvolvidos, alguns utilizando
os algoritmos anteriores como submódulos [39] [10] [54] [14] [87] [86], outros utilizando
novas técnicas [13]. Foram descobertos também novos métodos para se encontrar
limitantes quânticos para vários problemas [24] [20] [12], que mostram, por exemplo,
que o Algoritmo de Grover é ótimo assintoticamente.

Na área de Complexidade Computacional, foram estendidos o estudo de diversos
tópicos para o novo modelo, criando análogos quânticos para as principais classes de
complexidade, desde as classes mais simples referentes a Algoritmos Quânticos [25],
bem como às classes envolvendo o conceito de certificados e provas [6][88], complex-
idade de comunicação [33] ou de importância criptográfica [89] [91].

Paralelamente, outros modelos de computação mais simples foram estendidos
para o modelo quântico, e hoje encontramos variantes de Autômatos Finitos Quân-
ticos e Autômatos de Pilha Quânticos [73] [66] [11], e vários estudos sobre seu poder
computacional e propriedades de linguagens aceitas por tais modelos [69] [80].

Mais recentemente, uma área de estudo que vem se desenvolvendo é utilizar
argumentos quânticos na prova de teoremas puramente clássicos [62] [61] [43] [38].
Entretanto, ainda se busca um meio de generalizar essas técnicas, a fim de se criar
um framework para que elas possam ser aplicadas a outros problemas de forma mais
direta, criando um análogo quântico ao método probabilístico proposto por Erdös
[8].
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1.2 Revisão Bibliográfica

Iremos, nesta seção, descrever a bibliografia básica para uma introdução à Com-
putação Quântica. As referências para os temas mais avançados desta dissertação
serão apresentados nos capítulos correspondentes.

O livro de Yanofsky [93] é ideal como uma introdução do tema para cientistas da
computação, pois utiliza uma linguagem bem voltada para esse meio, com recursos
didáticos como exemplos e gráficos, para tópicos mais específicos de Matemática e
Física. Entretanto, este livro aborda os temas de forma mais superficial.

Os livros de Kaye, Laflamme e Mosca [59], Mermin [71] e Hirvensalo [53] são mais
concisos e focam na apresentação da Computação Quântica de uma maneira mais
formal, porém ainda com um foco para cientistas de computação.

O livro de Nielsen e Chuang [74] é o livro mais completo sobre Computação
Quântica, apresentando o tema sobre diversas perspectivas e é considerado em geral
a bibliografia principal para a área.

Na língua portuguesa, encontramos os trabalhos de de Vignatti, Netto e Bitten-
court [85] e Portugal, Lavor, Carvalho e Maculan [76] que apresentam uma intro-
dução a Computação Quântica focando em Algoritmos Quânticos. O trabalho de
Cardonha, Silva e Fernandes [29] além de apresentar os conteúdos básicos, também
avança em alguns pontos de Computabilidade e Complexidade quânticas.
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Fundamentos

Dado que a Computação Quântica é uma área multidisciplinar, são necessários con-
ceitos de diferentes áreas para entender, mesmo que basicamente, como funcionam
as engrenagens dos algoritmos quânticos, e para se ter uma ideia de como eles seriam
implementados. Dado que este trabalho é endereçado a pessoas com conhecimento
em Ciência da Computação, este capítulo tem como objetivo inicial introduzir os
conceitos básicos de Mecânica Quântica e aplicá-los na apresentação do modelo com-
putacional de Circuitos Quânticos.

Começaremos o capítulo mostrando um exemplo de experimento que demonstra a
fragilidade da Física Clássica em explicar seu resultado, demonstrando a necessidade
da criação de um novo modelo que pudesse prever corretamente os resultados de tais
experimentos. Faremos, então, uma breve exposição da Notação de Dirac, o padrão
adotado em Mecânica Quântica para representação de estados.

Seguiremos expondo e explicando os quatro postulados da Mecânica Quântica,
sobre os quais estão baseados todos os conceitos de Computação Quântica. Iremos
então, apresentar propriedades adicionais dos estados quânticos que possuem conse-
quências diretas na sua utilização em processos computacionais.

Finalizaremos o capítulo apresentando o modelo de Circuitos Quânticos, que será
utilizado largamente ao longo deste trabalho.

Assume-se aqui um conhecimento básico prévio de Álgebra Linear, que pode ser
visto de modo mais detalhado no livro de Anton e Rorres [15], ou revisado de forma
mais focada para o tema na Seção 2.1 de Nielsen e Chuang [74].

7
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2.1 A insuficiência da Física Clássica

Como mencionado previamente, a Física Clássica se mostrou insuficiente para prever
fenômenos verificados em laboratórios fazendo com que pesquisadores passassem a
repensar seus princípios fundamentais. Iremos nesta seção apresentar um de tais
experimentos.

O experimento em questão foi idealizado de forma independente pelos físicos
Ludwig Mach [68] e Ludwig Zehnder [97], e é conhecido hoje como o Interferômetro
de Mach-Zehnder.

Neste experimento são utilizados semi-espelhos, que estão representados na Figura
2.1. Nesta imagem, temos uma fonte emissora de fótons EF alinhada ao semi-espelho
SE e dois detectores de fótons DF1 e DF2. O que se verifica na prática é que, em
média, metade dos fótons emitidos é detectada por DF1 e a outra metade é detectada
por DF2.

Mach e Zehnder, então, elaboraram um experimento cuja esquematização pode
ser vista na Figura 2.2. Nele, no lugar dos detectores de fótons do experimento an-
terior, são acoplados os espelhos E1 e E2, que refletem totalmente em 90 graus os
fótons que chegam até eles. No ponto em que os feixes de fótons se encontrariam,
colocamos um segundo semi-espelho SE2 e só então são instalados os detectores de
fótons DF1 e DF2.

EF
SE

DF1

DF2

Figura 2.1: Funcionamento de um
semi-espelho.

EF
SE1

E1
SE2

E2

DF2

DF1

Figura 2.2: Experimento pro-
posto por Mach e Zehnder

Aplicando os conceitos da Física Clássica a partir do funcionamento de um semi-
espelho, o resultado esperado do experimento é mostrado na Figura 2.3a, onde as
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larguras das linhas representam a intensidade dos feixes de elétrons. Nela, vemos que
cada um dos feixes de fótons que chegam em SE2, se dividiria pela metade e ambos
gerariam os feixes F3 e F4, cada um com em média metade dos fótons emitidos
originalmente. Portanto, cada um dos detectores DF1 e DF2 captaria, em média,
metade dos fótons emitidos por EF.

Entretanto, ao executar este experimento na prática, observou-se que todos os
fótons emitidos por EF são detectados por DF2, como ilustrado na Figura 2.3b,
contradizendo qualquer intuição sobre o resultado.

EF
SE1

E1 F2

SE2

E2

F1

DF2F3

DF1
F4

(a) Resultado esperado do experimento
proposto por Mach e Zehnder

EF
SE1

E1 F2

SE2

E2

F1

DF2
F3

DF1
F4

(b) Resultado verificado na prática do ex-
perimento proposto por Mach e Zehnder

Figura 2.3: Experimento do Inteferômetro de Mach-Zehnder

2.2 Postulados da Mecânica Quântica

Iremos nesta seção apresentar os postulados que regem a Mecânica Quântica, exem-
plificando seu funcionamento com os elementos da Computação Quântica.

Porém, antes de estudarmos os postulados em si, apresentaremos a Notação de
Dirac, que é o meio mais comum em Mecânica Quântica para expressar os vetores
que representam os estados de sistemas quânticos. Esta notação foi adotada também
no estudo de Computação Quântica dadas as facilidades que ela incorpora.

Dado um espaço de Hilbert complexo H n-dimensional, representamos um vetor
vetor em H como |v�. Dado um vetor |v� =

� α1
...
αn

�

em H, com αi ∈ C, temos que seu
dual é |v�† = �v| = ( α∗

1
... α∗

n ), onde α∗
i é o conjugado complexo de αi e † é a operação

de transpor a matriz e conjugar seus elementos.

Neste mesmo contexto, denotamos o produto interno entre |v1� =
� α1

...
αn

�

e |v2� =



10 Capítulo 2. Fundamentos

�

β1
...
βn

�

como

�v1|v2� = ( α∗
1

... α∗
n )

�

β1
...
βn

�

=
n
�

i=1

α∗
i βi.

Também aparecerá frequentemente, quando falamos de medições, a notação

|v1��v2| =
� α1

...
αn

�

( β∗
1

... β∗
n ) =



















α1β
∗
1 α1β

∗
2 ... α1βn

α2β
∗
1 α2β

∗
2 ... α2βn

...

αn−1β
∗
1 αn−1β

∗
2 ... αn−1βn

αnβ∗
1 αnβ∗

2 ... αnβn



















,

que consiste do produto matricial dos vetores |v1� e �v2| resultando em uma matriz
n × n.

2.2.1 Princípio da sobreposição

Começamos o estudo da Mecânica Quântica enunciando seu primeiro postulado, que
descreve a configuração dos estados de sistemas quânticos.

Postulado 1. O estado de um sistema quântico é descrito por um vetor unitário em
um espaço de Hilbert complexo H.

A Postulado 1 estabelece que ao trabalhar com um sistema quântico, estamos
abstratamente trabalhando com vetores em um espaço vetorial. Neste trabalho,
cometeremos o abuso de notação de referenciar um estado quântico pela sua repre-
sentação vetorial no espaço de Hilbert correspondente de forma indistinta.

Iremos trabalhar somente com estados em sistemas finitos, e agora evidenciaremos
algumas implicações diretas deste fato aliado ao Postulado 1. Dados um espaço de
Hilbert complexo H de dimensão finita n e uma base ortonormal {|b0�, |b1�, ..., |bn−1�}
de H, temos que um estado |ψ� neste espaço de Hilbert pode ser descrito por uma
combinação linear dos elementos da base

|ψ� =
n−1
�

i=0

αi|bi�.

Além disso, como pelo Postulado 1, |ψ� é unitário, temos que

n−1
�

i=0

|αi|
2 = 1,
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onde o valor αi é conhecido como a amplitude referente ao estado |bi�.

Qubits

Estudaremos agora o principal sistema quântico utilizado na Computação Quântica,
os qubits. Um qubit é um estado de um sistema quântico 2-dimensional, sendo
descrito como um vetor unitário no espaço de Hilbert complexo 2-dimensional B.
Usualmente, ao descrever um estado em B, utilizamos a base formada pelos vetores
|0� ≡ ( 1

0 ) e |1� ≡ ( 0
1 ), sendo esta base conhecida como base computacional.

Pelo Postulado 1, o estado |ψ� de um qubit é uma superposição unitária de |0� e
|1�:

|ψ� = α|0� + β|1�, onde α, β ∈ C, |α|2 + |β|2 = 1.

Uma consequência direta desta definição é que um qubit pode assumir um número
infinito de estados, quando α e β variam.

2.2.2 Evolução dos estados

Dado que sabemos já, pelo primeiro postulado, como os sistemas quânticos se carac-
terizam, iremos ver agora como tais sistemas evoluem.

Postulado 2. A evolução temporal dos estados de um sistema quântico fechado é
descrita por um operador linear unitário.

Em outras palavras, a Postulado 2 estabelece que para qualquer evolução de um
sistema fechado que leva o estado quântico inicial |ψ1� ao estado final |ψ2�, existe um
operador linear unitário U tal que

|ψ2� = U |ψ1�.
Esta operação pode ser representada por uma matriz, e como a operação é unitária
temos que

U †U = UU † = I

onde U † é a matriz conjugada e transposta de U . Esta propriedade possui duas
consequências importantes. Primeiramente, após aplicarmos um operador unitário
sobre um vetor, sua norma se mantém. Portanto, o estado final também possuirá
norma unitária como definido pelo Postulado 1. Além disso, todo operador unitário
quântico é inversível, o que implica que as operações quânticas são reversíveis.

Iremos agora exemplificar um operador sobre qubits.
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Exemplo Seja H = 1√
2

�

1 1
1 −1

�

um operador no espaço B. H é um operador

quântico válido, pois é linear, dado que é representado por uma matriz, e unitário,
pois H = H† e HH = I.

O funcionamento de H sobre os elementos da base computacional é

H|0� =
1√
2

|0� +
1√
2

|1�

H|1� =
1√
2

|0� − 1√
2

|1�

Este operador é conhecido como operador de Hadamard e funciona como uma
moeda quântica, partindo de um estado base para uma superposição equiprovável
dos dois elementos da base.

Ressaltamos que o funcionamento do semi-espelho do Interferômetro de Mach-
Zehnder descrito na Seção 2.1 pode ser descrito como uma porta de Hadamard. �

2.2.3 Medições

Em sistemas clássicos, pode-se, a qualquer momento, observar uma propriedade de
um objeto, sem que isso tenha um efeito colateral. Entretanto, veremos agora que
em sistemas quânticos o mesmo não ocorre.

Postulado 3. Medições quânticas são descritas por um conjunto de operadores de
medição {Mm}, que atuam no espaço do sistema sendo medido. Assumimos que o
índice m é o resultado da medição.

Se temos um sistema quântico no estado |ψ� e fazemos uma medição em relação
a {Mm}, a probabilidade do resultado ser i é:

pi = �ψ|M †
i Mi|ψ�,

e o estado do sistema quântico após a medição será

Mi|ψ�
�

�ψ|M †
i Mi|ψ�

.

Além disso, o conjunto de operadores tem que satisfazer a equação de completude:
�

m

M †
mMm = I,
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que garante que a soma das probabilidades seja 1:

�

m

�ψ|M †
mMm|ψ� = �ψ|

�

�

m

M †
mMm

�

|ψ� = 1.

Portanto, pelo Postulado 3, após realizar a medição, o estado quântico colapsa
em um novo estado, alterando o sistema. Veremos agora um exemplo de medição
sobre qubits.

Exemplo Dizemos que medimos um qubit na base computacional quando aplicamos
a medição utilizando os operadores

M0 = |0��0| = ( 1 0
0 0 ) e M1 = |1��1| = ( 0 0

0 1 ) .

Portanto, ao realizarmos a medição na base computacional de um qubit

|ψ� = α|0� + β|1�, onde α, β ∈ C, |α|2 + |β|2 = 1,

temos como resultado o valor 0 com probabilidade |α|2, e o estado colapsa para |0�,
e o valor 1 com probabilidade |β|2, e o estado colapsa para |1�. �

Podemos generalizar o conceito de medição usando uma base arbitrária de um
sistema quântico n-dimensional {|b0�, ..., |bn−1�}, utilizando para isso os operadores
de medição {|b0��b0|, ..., |bn−1��bn−1|}.

Outras formas de medição

Utilizamos, no Postulado 3 o que chamamos de medições gerais. Existem, entretanto,
outras formas alternativas e equivalentes de definir as medições, que facilitam a
visualização de algumas propriedades dependendo do contexto em que são utilizadas.

Medição Projetiva Uma medição projetiva é descrita por um observável, que é
um operador Hermitiano1 que opera no espaço vetorial do sistema a ser observado.
Um resultado de Teoria de Matrizes é que se uma matriz é Hermitiana, então seus
autovalores são reais.

1Um operador linear A é Hermitiano quando seu conjugado transposto é igual ao próprio A, ou
seja A = A†.
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Seja n o posto da matriz Hermitiana M que representa o operador, seus au-
tovalores λ1, ..., λn e respectivos autovetores |φ1�, ..., |φn� . Temos então que M =
�n

i=1 λi|φi��φi|.
Se realizamos a medição do estado quântico |ψ� com respeito a M , temos como

resultado o autovalor λi com probabilidade pi = �ψ|φi��φi|ψ� e após a medição o
sistema colapsa para o estado |φi��φi||ψ�√

pi
.

Intuitivamente, se escrevermos |ψ� utilizando como base os autovetores de M ,
|ψ� = α1|φ1� + ... + αn|φn�, a probabilidade do resultado ser λi é |αi|

2.
Alternativamente, podemos cometer um abuso de notação e descrever medições

projetivas através conjunto de projetores.

POVMs POVMs (Positive Operator-Valued Measure) são amplamente utilizados
quando não há interesse no estado do sistema após a medição, mas somente no
resultado da medição e sua respectiva distribuição de probabilidade.

Neste tipo de medição, existe um conjunto de elementos POVM {Em}, sendo
que as únicas restrições sobre eles são que os operadores devem ser positivos2 e que
�

m Em = I. Neste caso, a probabilidade do resultado de uma medição sobre o estado
quântico |ψ� ser i é �ψ|Ei|ψ�.

Distinguindo estados

Veremos agora um resultado que implica que, apesar de um sistema quântico possuir
um número infinito de estados, não é possível distinguir dois estados quaisquer com
um número finito de medições.

Teorema 2.2.1. Dados dois estados quânticos |ψ1� e |ψ2�, distintos e não ortogonais,
não é possível distigui-los com erro 0.

Demonstração. Iremos efetuar a prova deste teorema por contradição. Suponhamos
então que tal medição exista com os operadores de medição M1 e M2 tal que

�ψ1|M
†
1M1|ψ1� = 1 e �ψ2|M

†
2M2|ψ2� = 1.

Como
�

i∈{1,2} M †
i Mi = I, temos que
�

i∈{1,2}

�ψ1|M
†
i Mi|ψ1� = 1 = �ψ1|M

†
1M1|ψ1� = 1,

2Um operador é dito positivo quando todos seus autovalores são positivos
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e, portanto �ψ1|M
†
2M2|ψ1� = 0.

Vamos agora decompor |ψ2� em relação |ψ1� e |ψ⊥
1 �, onde |ψ⊥

1 � é algum vetor
unitário ortogonal a |ψ1� tal que

|ψ2� = α|ψ1� + β|ψ⊥
1 �, para α, β ∈ C, |α|, |β| > 0 e |α|2 + |β|2 = 1.

Temos então que

�ψ2|M
†
2M2|ψ2�

= |α|2�ψ1|M
†
2M2|ψ1� + |β|2�ψ⊥

1 |M †
2M2|ψ

⊥
1 �

= |β|2�ψ⊥
1 |M †

2M2|ψ
⊥
1 �

≤ |β2| < 1,

o que é uma contradição.

Fase global

Sejam dois estados quânticos |ψ� e eiθ|ψ�. Dizemos que |ψ� é igual eiθ|ψ� em relação
a uma fase global eiθ. Apesar de serem distintos, sob ponto de vista dos resultados
da medição e suas respectivas probabilidades, temos que estes dois estados quânticos
possuem a mesma distribuição estatística. Isso decorre do fato de que

�ψ|e−iθM∗
mMmeiθ|ψ� = �ψ|M ∗

mMm|ψ�.

2.2.4 Sistemas compostos

Veremos agora o último postulado da Mecânica Quântica, que descreve o compor-
tamento da combinação de dois sistemas quânticos. Porém, antes de apresentarmos
o postulado em si, iremos revisar o conceito de produto tensorial, ou produto de
Kronecker, entre dois espaços vetoriais e entre duas matrizes.

Definição 2.2.2. Sejam H1 um espaço vetorial n-dimensional e H2 um espaço
vetorial m-dimensional. O produto tensorial H1 ⊗ H2 é um espaço vetorial mn-
dimensional.

Definição 2.2.3. Sejam

A =









a11 ... a1n

...

an1 ... ann









e B =









b11 ... b1m

...

bm1 ... bmm








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duas matrizes. Temos que o produto tensorial A ⊗ B entre elas é

A ⊗ B =









a11B ... a1nB

...

an1B ... annB









=





























a11b11 a11b12 ... a11b1m a12b11 ... a1nb1m

a11b21 a11b22 ... a11b2m a12b21 ... a1nb2m

...

a11bm1 a11bm2 ... a11bmm a12bm1 ... a1nbmm

a21b11 a21b12 ... a21b1m a22b11 ... a2nb1m

...

an1bm1 an1bm2 ... an1bmm an2bm1 ... annbmm





























Iremos agora, apresentar o quarto postulado da Mecânica Quântica.

Postulado 4. Sejam dois sistemas quânticos independentes, representados pelos es-
paços de Hilbert H1 e H2. O estado de sistema quântico obtido na combinação desses
dois sistemas é um vetor unitário no espaço de Hilbert formado pelo produto tensorial
H1 ⊗ H2. Se o primeiro sistema está no estado |ψ1� e o segundo no estado |ψ2�, o
estado do sistema composto será |ψ1� ⊗ |ψ2�.

Na representação de estados quânticos, as notações |ψ1� ⊗ |ψ2�, |ψ1�|ψ2�, |ψ1, ψ2�
e |ψ1ψ2� são utilizadas indistintamente, conforme o contexto mais apropriado.

O produto tensorial entre n cópias do espaço de Hilbert H é denotado H⊗n e o
estado neste espaço correspondente a n cópias do estado |ψ� é denotado |ψ�⊗n.

É importante ressaltar também que operadores unitários para sistemas compostos
podem ser descritos também a partir dos operadores unitários dos subsistemas que
o compõe.

Lema 2.2.4. Seja um operador unitário A no espaço de Hilbert H1 n-dimensional
e um operador unitário B no espaço de Hilbert H2 m-dimensional. Então A ⊗ B é
um operador no espaço de Hilbert H1 ⊗ H2, mn-dimensional.

Demonstração. Pela definição do produto tensorial, temos que A⊗B é mn-dimensional.
Agora basta provar que a matriz conjugada transposta de A ⊗ B é unitária.
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Pela Definição 2.2.3, temos que

A ⊗ B =









a11B ... a1nB

...

an1B ... annB









e (A ⊗ B)† =









a∗
11aB† ... a∗

n1B
†

...

a∗
1nB† ... a∗

nnB†









.

Portanto, temos que

(A ⊗ B)(A ⊗ B)† =









�n
i=1 a1ia

∗
i1BB† ...

�n
i=1 a1ia

∗
inBB†

...
�n

i=1 ania
∗
i1BB† ...

�n
i=1 ania

∗
inBB†









=









1I ... 0I

...

0I ... 1I









= Inm,

dado que AA† = In e BB† = Im.
A prova de que (A ⊗ B)†(A ⊗ B) = I é simétrica ao caso anterior.

Registradores quântico

Inspirado no Postulado 4, podemos fazer a composição de n qubits, obtendo um
registrador quântico, que é representado por um vetor no espaço de Hilbert 2n-
dimensional B⊗n. A base computacional para tal registrador possui 2n elementos,
representadas por

|00....00� =

� 1
0
...
0
0

�

, |00...01� =

� 0
1
...
0
0

�

, ..., |11...10� =

� 0
0
...
1
0

�

e |11...11� =

� 0
0
...
0
1

�

.

Utilizaremos indistintamente a notação |i� para i ∈ {0, 1}n, uma cadeia binária
com n bits, e |i� para i ∈ N, e neste caso consideramos a representação binária de i

com o número de bits correspondente ao contexto utilizado.
Os estados de um registrador quântico são formados por superposições dos 2n

estados da base e, da mesma forma que no caso de um único qubit, cada elemento
da base computacional possui uma amplitude complexa, sendo que a norma do vetor
deverá ser unitária. Podemos resumir essas informações em

|ψ� =
�

i∈{0,1}n

ai|i�, onde ai ∈ C, i ∈ {0, 1}n, e
�

i∈{0,1}n

|ai|
2 = 1.
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Podemos observar que numa abordagem mais direta para simular um sistema
quântico classicamente, seria necessário armazenar o valor da amplitude de cada
elemento da base. Com isso, a quantidade de memória necessária cresce exponen-
cialmente em relação ao número de qubits no sistema. Por esse motivo, suspeita-se
que sistemas quânticos não podem ser representados em computadores clássicos sem
incorrer em um custo computacional exponencial [42].

Sistemas emaranhados

Verificamos, pelo Postulado 4, que podemos formar sistemas quânticos a partir da
composição de outros dois sistemas quânticos menores. Veremos agora que dado
um estado quântico maior, nem sempre conseguimos fatorá-lo em estados menores
independentes. Tais estados são chamados de estados emaranhados.

Exemplo Seja um sistema quântico composto por dois qubits. Ele pode ser definido
genericamente como |ψ� = α0|00� + α1|01� + α2|10� + α3|11�, αi ∈ C,

�

|αi|
2 = 1.

Para fatorar esse sistema em dois qubits independentes |γ� = β0|0� + β1|1� e |γ �� =
β�

0|0� + β �
1|1�, temos que encontrar os valores de β0, β1, β�

0 e β�
1, respeitando























β0β
�
0 = α0

β0β
�
1 = α1

β1β
�
0 = α2

β1β
�
1 = α3

Entretanto, ao tentar fatorar |φ� = 1√
2
(|00� + |11�), temos que resolver o seguinte

sistema






















β0β
�
0 = 1

β0β
�
1 = 0

β1β
�
0 = 0

β1β
�
1 = 1

o que não é possível, pois todos os valores deverão ser não nulos para garantir a
primeira e última equações, entretanto para que a segunda e terceira equações sejam
satisfeitas, pelo menos dois dos valores terão que ser nulos �

Iremos agora definir uma das bases para sistemas quânticos com 2 qubits mais
utilizadas após a base computacional: a base de Bell.
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Definição 2.2.5 (Base de Bell). A Base de Bell para o espaço B⊗2 é formada pelos
quatro elementos:

|Φ+� =
|00� + |11�√

2

|Φ−� =
|00� − |11�√

2

|Ψ+� =
|01� + |10�√

2

|Ψ−� =
|01� − |10�√

2
.

Cada estado da Base de Bell pode ser chamado de um estado de Bell e um par
de qubits em um estado de Bell é chamado de um par EPR3.

2.3 Estados mistos

O conceito que vimos até agora de estados quânticos é perfeitamente adequado en-
quanto estudamos um sistema quântico isolado como um todo. Estes estados, que
satisfazem o Postulado 1 completamente, são chamados de estados puros. Vere-
mos agora que quando lidamos parcialmente com um sistema quântico ou com uma
distribuição probabilística de estados quânticos, surgem os chamados estados mistos.

Definição 2.3.1. Um estado misto é o resultado de uma distribuição probabilística
de estados puros

{(p1, |ψ1�), (p2, |ψ2�), ..., (pk, |ψk�)},

com
�

i pi = 1. Neste caso, o estado do sistema é |ψi� com probabilidade pi.

Teremos, entretanto, que fazer adaptações nos conceitos estudados até agora para
operarmos com esse outro tipo de estados. Começaremos apresentando a ferramenta
matemática necessária para representá-los e, em seguida, revisaremos os conceitos de
operadores unitários e medições para estes estados. Terminaremos a seção mostrando
estados reduzidos e sua purificação.

3O nome EPR vem de seus idealizadores Albert Einstein, Boris Podolsky e Nathan Rosen que
o propuseram [40] como um suposto paradoxo da Mecânica Quântica.
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2.3.1 Matriz de densidade

A representação de Dirac é muito útil quando estamos lidando com estados puros.
Porém, ao estudarmos estados mistos, esta notação não consegue capturar toda a
informação do sistema. Iremos estudar agora uma forma alternativa de representar
estados quânticos, que será primordial para o estudo de estados mistos.

Definição 2.3.2. Dado um estado quântico puro |ψ�, temos que sua matriz de den-
sidade é ρ = |ψ��ψ|.

Exemplo Vamos agora calcular a matriz de densidade do estado de Bell |Ψ+�:

|Ψ+��Ψ+| =

�

1√
2

|00� +
1√
2

|11�
��

1√
2

�00| +
1√
2

�11|

�

=
1
2

(|00��00| + |00��11| + |11��00| + |11��11|)

=













1
2

0 0 1
2

0 0 0 0
0 0 0 0
1
2

0 0 1
2













�

Agora, estenderemos a definição para os estados mistos.

Definição 2.3.3. Dado um estado quântico misto

{(p1, |ψ1�), (p2, |ψ2�), ..., (pk, |ψk�)},

sua matriz de densidade ρ é
ρ =

�

i

pi|ψi��ψi|.

Para finalizar, iremos caracterizar as matrizes de densidades válidas, i.e., as ma-
trizes de densidade que representam um estado quântico misto válido.

Teorema 2.3.4. Uma matriz de densidade ρ corresponde a um estado misto se e
somente se Tr(ρ) = 1 4 e ρ é um operador positivo 5.

4O operador de traço Tr, da álgebra linear, corresponde à soma dos elementos da diagonal

principal da matriz.
5Operadores são chamados positivos se e somente se todos seus autovalores forem positivos.
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Demonstração. Se ρ =
�

i pi|ψi��ψi| para algum conjunto {(pi, |ψi�)}, temos que

Tr(ρ) = Tr

�

�

i

pi|ψi��ψi|

�

=
�

i

piTr(|ψi��ψi|) =
�

i

pi = 1,

e para todo vetor |φ� no espaço vetorial, temos

�φ|ρ|φ� =
�

i

pi�φ|ψi��ψi|φ� =
�

i

pi|�φ|ψi�|2 ≥ 0.

Seja agora ρ um operador positivo tal que Tr(ρ) = 1. Seja ρ =
�

i λi|φi� a decom-
posição espectral de ρ. Como ρ é um operador positivo, seus autovalores λi são todos
positivos, e seus autovetores |φi� estão normalizados. Como ρ tem traço unitário,
temos que

�

i λi = 1. Portanto, a distribuição {(λi, |φi�)} representa um estado
quântico misto válido e sua matriz de densidade é ρ.

2.3.2 Transformações unitárias, medições e estados compos-

tos

Veremos agora como transformações unitárias, medições e composição de estados
atuam sobre as matrizes de densidades dos estados mistos.

Calculemos a matriz de densidade do estado misto resultante da aplicação do
operador unitário U sobre o estado misto {(pi, |ψi�)}, cuja matriz de densidade é ρ.
Teremos como resultado um estado misto cuja distribuição probabilística de estados
é {(pi, U |ψi�)}:

�

i

piU
†|ψ��ψ|U = U †

�

�

i

pi|ψ��ψ|

�

U = U †ρU .

Para a medição de um estado misto com matriz de densidade ρ considerando os
operadores de medição {Mm}, temos que a probabilidade do resultado da medição
ser o valor i é de

Tr(M †
i Miρ),

e neste caso o estado do sistema após a medição colapsa para

MiρM †
i

Tr(M †
i Miρ)

.

Para a composição de dois estados mistos ρ1 e ρ2, o estado misto resultante terá
matriz de densidade ρ1 ⊗ ρ2.
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2.3.3 Traço parcial e estado reduzido

Veremos agora que estados mistos aparecem mesmo em contextos nos quais o sistema
como um todo é um estado puro. Em particular, quando consideramos somente uma
parte de um estado emaranhado, o estado parcial é um estado misto.

Definição 2.3.5. Seja ρAB a matriz de densidade de um estado no espaço formado
pela composição sistemas quânticos A e B. O estado reduzido de ρAB em relação à
A é o componente do estado original referente somente ao sistema A.

Para calcular o valor deste sistema reduzido, utilizaremos o conceito matemático
de traço parcial.

Definição 2.3.6. Dados os sistemas quânticos A e B e os estado |a0�, |a1� ∈ A e
|b0�, |b1� ∈ B, temos que o traço parcial é definido como

TrB(|a0��a1| ⊗ |b0��b1|) = |a0��a1||Tr(|b0��b1|)|.

Exemplo Sejam B1 e B2 os sistemas referentes ao primeiro e segundo qubit, respec-
tivamente, do estado |Ψ+�. Vamos agora calcular o estado reduzido do primeiro qubit
desse sistema quântico.

TrB1
(|Ψ+��Ψ+|)

= TrB1

�1
2

(|00��00| + |00��11| + |11��00| + |11��11|)
�

=
1
2

(|0��0|Tr(|0��0|) + |0��1|Tr(|0��1|) + |1��0|Tr(|1��0|) + |1��1|Tr(|1��1|))

=
1
2

|0��0| +
1
2

|1��1|

=

�

1
2

0
0 1

2

�

=
1
2

I.

Este estado é chamado de estado totalmente misto ou estado completamente
misto. �
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Purificação

Provaremos agora um resultado que mostra que para todo sistema quântico A no
estado misto ρA, existe um sistema de referência R tal que o estado global do sistema
ρAR é puro. Dizemos que, neste caso, ρAR é a purificação de ρA.

Teorema 2.3.7. Seja ρA =
�

i pi|i
A��iA|, para uma base {|iA�} de um sistema quân-

tico A. Então existem um sistema de referência R e um estado puro ρAR no sistema
AR tal que trR(ρAR) = ρA.

Demonstração. Seja o sistema de referência R igual ao sistema A, com uma base
ortonormal {|iR�}, e seja

ρAR =
�

i

√
pi|i

A�|iR�.

Vamos agora calcular o estado parcial do subsistema A em ρAR:

TrR(|ρAR��ρAR|) =
�

i,j

√
pipj|i

A��jA|Tr(|iR��jR|)

=
�

i=j

√
pipj|i

A��jA|

=
�

i

pi|i
A��iA|

= ρA,

e a segunda igualdade vem do fato que Tr(|i��i|) = 1 e Tr(|i��j|) = 0 para |i� e |j�
ortogonais.

Provamos então que é possível assumir que toda matriz de densidade é o estado
parcial de um sistema quântico puro.

2.4 Teorema da não clonagem

Outra característica muito comum no modelo clássico é a clonagem (ou cópia) em que,
dado um estado em um sistema S é possível reproduzi-lo em um sistema equivalente
S �. Mostraremos nesta seção que no modelo quântico é impossível que haja uma
operação que, dado um estado quântico, o copie.
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Teorema 2.4.1. Seja |ψ� = α|0� + β|1� um estado quântico de um qubit, descon-
hecido. Não existe uma operação unitária U tal que U |ψ�|0� = |ψ�|ψ� para todo
|ψ�.

Demonstração. Vamos provar por contradição que tal operação unitária U não existe.
Suponhamos então que U exista e sejam |φ� e |ψ� dois estados ortogonais em B e

|x� =
1√
2

(|φ� + |ψ�).

Segue-se, pela definição de U que

U |ψ�|0� = |ψ�|ψ� e U |φ�|0� = |φ�|φ�.

Temos que

U |x�|0� = |x�|x�

=
1√
2

(|φ� + |ψ�) ⊗ 1√
2

(|φ� + |ψ�)

=
1
2

(|φ�|φ� + |φ�|ψ� + |ψ�|φ� + |ψ�|ψ�).

Por outro lado temos que

U |x�|0� = U(
1√
2

(|φ�|0� + |ψ�|0�))

=
1√
2

(U |φ�|0� + U |ψ�|0�)

=
1√
2

(|φ�|φ� + |ψ�|ψ�).

Como |ψ� e |φ� são ortogonais, os vetores |φ�|φ�, |φ�|ψ�, |ψ�|φ� e |ψ�|ψ� formam
uma base desse espaço vetorial e o estado U |x�|0� foi escrito de duas formas distintas
como combinação linear dessa base, o que gera uma contradição.

Este fato tem consequências diretas na Computação e Informação Quânticas,
dado que muitos resultados clássicos dependem de copiar o conteúdo de um valor
para alterá-lo, o que, no caso quântico, se torna impossível.
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2.5 Circuitos quânticos

Será apresentado nesta seção, o modelo que utilizaremos para descrever Algoritmos
Quânticos, os Circuitos Quânticos.

O primeiro modelo de máquina quântica definido foi o modelo de Máquinas de
Turing Quânticas, proposto inicialmente por Deutsch[34]. Bernstein e Vazirani am-
pliaram o estudo, demonstrando a existência de uma Máquina de Turing Quântica
Universal eficiente capaz de simular qualquer outra Máquina de Turing Quântica [25].

Paralelamente aos estudos deste modelo, Deutsch propôs também o modelo de
Circuitos Quânticos, baseado no modelo de circuitos booleanos [35]. Yao promoveu
avanços estudando a complexidade de tais circuitos [95] e posteriormente provou o
que o modelo de Circuitos Quânticos e Máquinas de Turing Quânticas são equiva-
lentes [94].

Como o modelo de Máquinas de Turing Quânticas é demasiadamente teórico e
não-intuitivo, quase todo o trabalho envolvendo algoritmos e complexidade quânticos
são desenvolvidos sobre o modelos de circuitos, e portanto, será este modelo que
iremos apresentar.

Uma introdução sobre o modelo de Máquinas de Turing Quânticas pode ser en-
contrada no artigo original de Bernstein e Vazirani [25] ou no trabalho de Cardonha,
Silva e Fernandes [29], este último em português.

Começaremos e estudo estudando as principais portas quânticas que iremos uti-
lizar nos Algoritmos e Autômatos Quânticos. Finalmente apresentamos a notação
utilizada para representar graficamente os Circuitos Quânticos e apresentaremos dois
circuitos que serão utilizados nas provas de alguns resultados.

2.5.1 Portas quânticas

Vimos no Postulado 2 da Mecânica Quântica que estados quânticos evoluem através
de operações unitárias. Entretanto, ao definir um modelo computacional quântico,
devemos restringir quais são as operações que servirão como base para construção de
outras. Caso contrário, encontraremos casos patológicos de transformações unitárias
que resolvem problemas complexos de forma não factível.

Em Circuitos Clássicos, são utilizadas portas lógicas para manipular n bits de
entrada e computar uma saída de m bits, como por exemplo as portas AND e OR.
Porém, como as operações quânticas são reversíveis, a entrada e saída de uma porta
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quântica devem ter o mesmo número de qubits.
A reversibilidade das portas quânticas pode parecer, em um primeiro momento,

restritiva, dado que portas lógicas usuais, como as portas lógicas AND e OR, não
são reversíveis 6. Porém sabe-se que operações irreversíveis podem ser simuladas em
portas quânticas, utilizando uma quantidade polinomial de qubits adicionais [23] [67].

Serão mostradas agora algumas portas quânticas importantes e de uso recorrente
em Computação Quântica.

Operadores de Pauli. Três portas de 1 qubit muito comuns em circuitos quânticos
são os operadores de Pauli:

I =

�

1 0
0 1

�

, X =

�

0 1
1 0

�

, Y =

�

0 −i

i 0

�

e Z =

�

1 0
0 −1

�

.

A porta I é a operação identidade, que não altera a configuração do estado quân-
tico. A porta X é o bit flip quântico, invertendo as amplitudes dos elementos da base
computacional |0� e |1�. As portas Y e Z possuem usos mais específicos e aplicam
uma fase relativa entre os elementos da base computacional.

Porta de Hadamard. Como visto no Exemplo 2.2.2, a porta de Hadamard é uma
porta de um qubit e pode ser representada pela seguinte matriz unitária:

H =
1√
2

�

1 1
1 −1

�

.

Para registradores quânticos com mais qubits, pode-se aplicar a porta de Hadamard
a cada um dos bits individualmente. Isto produz o mesmo efeito que a porta de
Walsh-Hadamard, representada pela matriz Wn, onde o valor da linha i e coluna j

é:
Wn(i, j) = (−1)i·j 1√

2n
.

onde i · j denota o produto interno das representações binárias de i e j, modulo 2:
i.e. i · j = i0j0 ⊕ i1j1 ⊕ ... ⊕ in−2jn−2 ⊕ in−1jn−1. Portanto, com a porta de Walsh-
Hadamard, é possível gerar uma sobreposição equiprovável de todos os elementos

6 Basta reparar que se a saída de uma porta AND for 0, não é possível identificar os valores de
entrada.
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da base computacional, ou seja, todas as amplitudes terão a mesma norma. Como
veremos no próximo capítulo, esta superposição é muito útil para, por exemplo, com-
putar o valor de uma função em todos os pontos da base computacional de forma
balanceada.

Swap. A porta Swap, representada por S, opera sobre dois registradores quânticos
de mesmo tamanho, invertendo seu conteúdo:

S|ψ�|φ� = |φ�|ψ�.

Portas controladas. Uma porta U-controlada é uma porta quântica que tem
como entrada x bits controladores e y bits alvos. Se algum bit controlador for |0�,
os valores dos bits alvos permanecem inalterados. Caso o valor de todos os bits
controladores sejam |1�, a porta quântica U atua sobre os bits alvos.

Exemplo Seja U =

�

a b

c d

�

uma transformação unitária sobre um qubit. Podemos

criar uma porta controlada c(U) com um qubits de controle, que aplica U no qubit
alvo quando o bit controlador for |1�. Podemos representar c(U) com:

c(U) =













1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 a b

0 0 c d













.

�

Porta de Toffoli. A Porta de Toffoli ou a porta CCNOT é uma porta controlada
de 3 qubits sendo os 2 primeiros os qubits controladores. Quando ambos tiverem o
valor |1�, o valor do terceiro qubit é invertido.

A Porta de Toffoli pode ser representada pelo mapeamento

|a�|b�|c� → |a�|b�|c ⊕ ab�.

A Porta de Toffoli é universal na computação clássica, ou seja, qualquer circuito
clássico pode ser implementado utilizando somente portas de Toffoli [44]. Como a
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porta de Toffoli também é quântica, sabemos que todos os circuitos clássicos podem
ser simulados em computadores quânticos.

Oráculos Oráculos, também conhecidos como “caixas-pretas”, são operadores lin-
eares unitários que calculam uma função característica arbitrária, porém descon-
hecida.

Dada uma função f(x) : {0, 1}n → {0, 1}, o oráculo Uf possui o seguinte com-
portamento:

Uf : |x�|y� → |x�|y ⊕ f(x)�,

onde x é um registrador de n qubits e y é um único qubit.
Oráculos são amplamente utilizados em algoritmos quânticos voltados para prob-

lemas de busca ou problemas de se extrair informações de funções desconhecidas,
além de serem a base da teoria de Complexidade de Consulta e Teste de Propriedades.

2.5.2 Circuitos quânticos

Finalmente, descreveremos a notação gráfica que reúne os elementos estudados até
agora a fim de descrever processos computacionais capazes de resolver problemas.
Ressaltamos que, quando conveniente, um circuito quântico será descrito em pseu-
docódigo.

A maioria das portas quânticas são representadas por retângulos com seu símbolo
no interior. Veja o exemplo da porta de Hadamard na Figura 2.4a e um oráculo para
a função f na Figura 2.4b

|q0� H

(a) Circuito quântico com um qubit,
no qual é aplicado a porta de
Hadamard.

|q0�
Uf(x)

|q1�

(b) Circuito quântico com dois
qubits, sobre o qual é aplicada uma
consulta ao oráculo Uf (x).

Figura 2.4: Exemplo de portas



2.5. Circuitos quânticos 29

Algumas portas específicas possuem uma representação simplificada. Por ex-
emplo, a porta CNOT é normalmente representada como na Figura 2.5 e portas
controladas são representadas como na Figura 2.6

|q0� •

|q1� ⊕

Figura 2.5: Porta CNOT, sendo
o |q0� o qubit controlador.

|q0� •

|q1� U

Figura 2.6: Porta controlada.

Finalmente, medições são representadas como na Figura 2.7. Na Figura 2.7a não
especificamos os operadores de medições ou projetores. Na Figura 2.7b especificamos
um projetor que define o subespaço de aceitação do circuito.

|q0�
��✙✙✙✙✙✙ ❴❴❴❴❴❴❴❴

✤✤✤✤✤✤✤

❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴

✤✤
✤✤
✤✤
✤

(a) Medição sobre um qubit.

|c� |ψ��ψ|

(b) Medição sobre um qubit uti-
lizando o projetor de aceitação
|ψ��ψ|.

Figura 2.7: Representações de medições

2.5.3 Transformada Quântica de Fourier

Apresentaremos agora a porta quântica para a Transformada Quântica de Fourier
(TQF). Esta porta quântica está destacada das outras devido a sua enorme importân-
cia, sendo fundamental nos principais algoritmos quânticos que apresentam ganhos
exponenciais de complexidade. Iniciaremos discutindo o funcionamento desta porta
quântica. Em seguida, apresentaremos o circuito que a implementa e finalizaremos
com algumas de suas propriedades.

Funcionamento

Intuitivamente, a Transformada Discreta de Fourier (TDF) converte uma amostra
de n valores x1, ..., xn de um domínio original, em geral temporal, para um domínio
de frequências. A TDF possui diversas aplicações nas mais variadas áreas de estudo,
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sendo algumas delas análise de sinais, compressão de dados e até no projeto de
algoritmos. Classicamente, é possível calcular a TDF em tempo O(n log n) utilizando
o algoritmo da Transformada Rápida de Fourier.

A Transformada Quântica de Fourier efetua a mesma transformação que a trans-
formada discreta, mas é aplicada sobre estados quânticos, alterando a amplitude
dos mesmos. Podemos definir a Transformada Quântica de Fourier sobre uma base
ortonormal |0�, ..., |N − 1� como

|j� → 1√
N

N−1
�

k=0

e
2πijk

N |k�. (2.1)

De forma distinta da TDF, os valores após aplicar a TQF não são acessíveis,
dado que estão codificados nas amplitudes dos elementos das bases, e portanto não
é possível obtê-los através de medições. Com isso, as aplicação da TQF são distintas
da TDF, e veremos algumas delas em algoritmos quânticos no próximo capítulo.

Circuito

Seja N = 2n. Podemos reescrever a transformação da Equação 2.1 através da seguinte
notação matricial:

QFTN =





























1 1 1 ... 1 1
1 ω ω2 ... ωN−2 ωN−1

1 ω2 ω4 ... ω2(N−2) ω2(N−1)

...

1 ωj ω2j ... ωj(N−2) ωj(N−1)

...

1 ω(N−1) ω2(N−1) ... ω(N−1)(N−2) ω(N−1)2





























,

onde ω é a N -ésima raiz complexa da unidade7. Pode-se facilmente verificar que a
matriz conjugada transposta de QFTN é também sua inversa, resultando que QFTN

é unitária, e portanto uma porta quântica válida. Entretanto, mostraremos aqui
que é possível realizar esta transformação utilizando portas quânticas mais simples.
Iniciaremos essa demonstração, fatorando a Equação 2.1:

7A N -ésima raiz completa da unidade é o valor ω = e
2πi

N .
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1√
N

N−1
�

k=0

e
2πijk

N |k�

=
1√
N

1
�

k1=0

1
�

k2=0

...
1
�

kn−1=0

1
�

kn=0

e2πij
�n

l=1

kl

2l |k1k2...kn−1kn�

=
1√
N

1
�

k1=0

1
�

k2=0

...
1
�

kn−1=0

1
�

kn=0

n
�

l=1

e
2πijkl

2l |kl�

=
1√
N

n
�

l=1

1
�

kl=0

e
2πijkl

2l |kl�

=
1√
N

n
�

l=1

(|0� + e2πij 1

2l |1�).

Como podemos ver acima, a operação da TQF pode ser fatorada como o pro-
duto tensorial de outras portas quânticas mais simples que, aplicadas em estados
da base computacional, resulta em uma superposição de todos os estados da base
computacional com uma fase relativa sobre o estado |1�.

Propriedades

Veremos agora algumas propriedades que serão úteis na prova de resultados no próx-
imo capítulo. Essas propriedades mostram o comportamento da TQF sobre super-
posições periódicas.

Teorema 2.5.1. Seja |φ� =
�

N
r

−1

j=0

�

r
N

|jr� um estado quântico periódico com um

período r, divisor de N . Temos que QFTN |φ� = 1√
r

�r−1
j=0 |j N

r
�.

Demonstração. Para um valor de 0 ≤ j ≤ r − 1, inteiro, temos que a amplitude
referente a |j N

r
� é

1√
N

√
r√
N

N
r

−1
�

k=1

ω(kr)( jN

r ) =
√

r

N

N
r

−1
�

k=1

1 =
1√
r

,

onde a primeira igualdade vem do fato de que a N -ésima raiz complexa da unidade
elevada a um múltiplo de N é igual a 1.

Como os r elementos da base computacional na forma |j N
r

� possuem amplitude
1√
r

e o estado tem norma 1, temos que todos os outros elementos da base possuem
amplitude 0.
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Iremos provar agora um resultado mais geral, envolvendo as superposições per-
iódicas com um deslocamento.

Teorema 2.5.2. Seja |φ� =
�

N
r

−1

j=0

�

r
N

|c + jr� um estado quântico periódico com
um período r divisor de N , e deslocamento c < r. Segue então que QFTN |φ� =

1√
r

�r−1
j=0 ω

cjN

k |j N
r

�.

Demonstração. De forma análoga à primeira prova, faremos a análise da amplitude
de um estado |j N

r
� para um valor de 0 ≤ j ≤ r − 1 inteiro:

1√
N

√
r√
N

N
r

−1
�

k=1

ω(c+kr)( jN

r ) =
√

r

N

N
r

−1
�

k=1

ω
cjN

r =
1√
r

ω
cjN

r .

Os r elementos da base computacional na forma |j N
r

� possuem amplitude com norma
1√
r

e o estado final é unitário. Então segue que os outros elementos da base possuem
amplitude 0.

Nota 2.5.3. Os Teoremas 2.5.1 e 2.5.2 são facilmente adaptados para o operador
inverso da TQF, dado que, neste caso, basta a inversão do sinal do expoente de ω.

2.5.4 Swap test

Apresentaremos nesta seção o Swap test, um teste que permite comparar os valores
de dois registradores quânticos, quando temos a garantia que estes não estão emaran-
hados. Dois estados quânticos puros e não emaranhados passarão no teste quando
forem iguais, e falharão no teste com probabilidade 1

2
quando forem ortogonais.

|c� = |0� H • H |0��0|

|q0� = |φ0�
c(S)

|q1� = |φ1�

Figura 2.8: Swap test

Teorema 2.5.4. Sejam |φ0� e |φ1� dois estados quânticos não-emaranhados. O Swap
test, descrito na Figura 2.8, aceita com probabilidade 1

2
+ 1

2
|�φ0|φ1�|2.
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Demonstração. Executando o procedimento sobre os estados |φ0� e |φ1�, antes da
medição o estado do sistema será:

(H ⊗ I ⊗ I)c(S)(H ⊗ I ⊗ I)|0�|φ0�|φ1�

= (H ⊗ I ⊗ I)c(S)

�

1√
2

|0�|φ0�|φ1� +
1√
2

|1�|φ0�|φ1�
�

= (H ⊗ I ⊗ I)

�

1√
2

|0�|φ0�|φ1� +
1√
2

|1�|φ1�|φ0�
�

=
1
2

|0�(|φ0�|φ1� + |φ1�|φ0�) +
1
2

|1�(|φ0�|φ1� − |φ1�|φ0�).

Se escrevermos |φ1� = α|φ0�+β|ψ�, para algum |ψ� ⊥ |φ0� e α, β ∈ C, |α|2+|β|2 =
1, temos

1
2

|0�(|φ0�|φ1� + |φ1�|φ0�) +
1
2

|1�(|φ0�|φ1� − |φ1�|φ0�)

=
1
2

|0�(α|φ0�|φ0� + β|φ0�|ψ� + α|φ0�|φ0� + β|ψ�|φ0�)

+
1
2

|1�(α|φ0�|φ0� + β|φ0�|ψ� − α|φ0�|φ0� − β|ψ�|φ0�)

=
1
2

|0�(2α|φ0�|φ0� + β|φ0�|ψ� + β|ψ�|φ0�) +
1
2

|1�(β|φ0�|ψ� − α|φ0�|φ0�).

Temos que a probabilidade de medir |0�, o que significa que os estados passaram
o Swap test, é

α2 +
1
4

β2 +
1
4

β2

= (
1
2

α2 +
1
2

β2) +
1
2

α2

=
1
2

+
1
2

α2

=
1
2

+
1
2

|�φ0|φ1�|2.

Nota 2.5.5. Pode-se facilmente estender a análise anterior para os estados mistos
não emaranhados ρ =

�

i pi|ψi��ψi| e σ =
�

j qi|φj��φj|, sendo que a probabilidade de
aceitação será

�

ij

piqj

�

1
2

− |�ψi|φj�|2
2

�

=
1
2

− 1
2

�

ij

piqj|�ψi|φj�|2 =
1
2

− Tr(ρσ)
2

.
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Mostraremos agora a probabilidade de rejeição de um estado misto arbitrário que
está �-distante de todos estados puros.

Teorema 2.5.6 (Extraído de [2]). Seja ρ um estado misto. Se �ψ|ρ|ψ� ≤ 1 − �

para todos os estados puros |ψ�, então o Swap test entre ρ e qualquer outro estado
quântico é rejeitado com probabilidade pelo menos �

2
.

Demonstração. Seja uma base que diagonaliza ρ. Temos então que, nesta base, a
matriz de densidade de ρ é a matriz que contém seus autovalores λi na sua diagonal.

Como assumimos que λj < 1− �, para qualquer estado misto σ, o Swap test entre
ρ e σ aceita com probabilidade

1
2

+
Tr(ρσ)

2
=

1
2

+
1
2

N
�

i=1

λiσii <
1
2

+
1 − �

2

N
�

i=1

σii ≤ 1 − �

2
.



Capítulo 3

Algoritmos e Classes de

Complexidade Quânticos

Iremos estudar, neste capítulo, exemplos de como o modelo computacional quântico
pode ser usado para resolver alguns problemas de forma mais eficiente. Apresentare-
mos também as principais Classes de Complexidade Quânticas e iremos compará-las
com as Classes de Complexidade Clássicas.

3.1 Introdução

Existem hoje, na literatura, uma gama variada de algoritmos quânticos que resolvem
desde problemas abstratos, como descobrir propriedades de funções [34], até proble-
mas mais práticos como fluxo em redes [14] e fatoração de números [82]. Entretanto,
grande parte destes algoritmos utilizam como base os primeiros algoritmos quânti-
cos propostos e iremos, nesta seção, apresentá-los. A complexidade em tempo dos
algoritmos será analisada considerando o número de portas utilizadas e o número de
consultas a oráculos.

Começaremos apresentando o Algoritmo de Deutsch [34] que resolve um problema
simples, e em seguida mostraremos sua extensão, o Algoritmo de Deutsch-Josza [36].
Em seguida, mostraremos os dois Algoritmos Quânticos mais relevantes até hoje, o
Algoritmo de Shor [82] para fatoração de números e o Algoritmo de Grover [51] para
buscas em vetores desordenados.

Na Seção 3.3, apresentaremos as principais Classes de Complexidade Quânticas,

35
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em geral, análogas às principais Classes de Complexidade Clássicas. Tal estudo
permite comparar o poder computacional quântico e clássico em relação aos recursos
utilizados.

3.2 Algoritmos Quânticos

Nesta seção iremos apresentar os principais algoritmos quânticos encontrados na liter-
atura. Estes até hoje servem como base para o desenvolvimento de novos algoritmos,
seja modificando-se os algoritmos originais, seja utilizando-os como sub-rotinas.

Começaremos apresentando o algoritmo de Deutsch, que demonstra de maneira
mais simplificada como podemos obter vantagem com o paralelismo quântico, e em
seguida será apresentada sua extensão, o Algoritmo de Deutsch-Josza, que extrai do
paralelismo quântico um ganho exponencial em relação a algoritmos clássicos para a
a solução de um problema.

Seguiremos com os dois algoritmos quânticos mais notáveis por suas aplicações.
Primeiramente veremos o Algoritmo de Shor, que resolve o problema da fatoração em
tempo polinomial. Por último veremos o Algoritmo de Grover, que realiza buscas em
um banco de dados desordenado com aceleração quadrática em relação a algoritmos
clássicos para solução do problema.

3.2.1 Algoritmo de Deutsch

Começaremos expondo o problema de promessa que mostraremos que o Algoritmo
de Deutsch irá resolver.

Problema 1. Dado um oráculo Uf para uma função f : {0, 1} → {0, 1} deseja-se
descobrir se f é constante (f(0) = f(1)) ou balanceada (f(0) �= f(1)).

O melhor algoritmo clássico para resolver o Problema 1 faz duas consultas à função
f , uma para o valor 0 e outra para o valor 1, e compara os dois resultados. Deutsch
demonstrou em 1985 que quanticamente, pode-se descobrir se f(0) = f(1) com
somente uma consulta a Uf [34].

Antes de estudarmos o Algoritmo de Deutsch em si, estudaremos um fenômeno
chamado phase quick back. Como visto na Seção 2.5.1, o oráculo Uf tem o funciona-
mento descrito por

|x�|y� → |x�|y ⊕ f(x)�.
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Vamos estudar o caso em que aplicamos uma consulta ao oráculo com |y� = 1√
2
(|0�−

|1�). Se f(x) = 0, temos então que

Uf |x� 1√
2

(|0� − |1�) = |x� 1√
2

(|0� − |1�),

enquanto que se f(x) = 1, temos

Uf |x� 1√
2

(|0� − |1�) = |x� 1√
2

(|1� − |0�) = −|x� 1√
2

(|0� − |1�).

Podemos generalizar esses dois casos:

Uf |x� 1√
2

(|0� − |1�) = (−1)f(x)|x� 1√
2

(|0� − |1�).

Chamamos esse efeito de phase quick back, dado que a fase resultante da consulta
ao oráculo foi propagado para o primeiro qubit.

O algoritmo proposto por Deutsch está descrito na Figura 3.1 e iremos agora
provar sua corretude.

|q0� = |0�

H⊗2 Uf

H
��✙✙✙✙✙✙ ❴❴❴❴❴❴❴❴

✤✤✤✤✤✤✤

❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴ ❴

✤✤
✤✤
✤✤
✤

|q1� = |1�

Figura 3.1: Algoritmo de Deutsch

Teorema 3.2.1. Dado um oráculo Uf para uma função f : {0, 1}2 → {0, 1}, se o
resultado da medição do circuito proposto na Figura 3.1 é |0� a função f é constante,
e caso o resultado da medição seja |1� f é balanceada.

Demonstração. Após a primeira aplicação da porta de Hadamard nos dois qubits,
temos que seu estado é

H⊗2|0�|1� =
1
2

(|0� + |1�)(|0� − |1�).

e após fazer uma consulta a Uf , o valor dos dois qubits passa a ser:

Uf
1
2

(|0� + |1�)(|0� − |1�) =
1
2

((−1)f(0)|0� + (−1)f(1)|1�)(|0� − |1�).
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Como os dois qubits não estão emaranhados, podemos considerar somente ao
primeiro qubit, sem perda de generalidade. Aplicando-se a operação de Hadamard
sobre esse qubit, temos:

H
�1

2
((−1)f(0)|0� + (−1)f(1)|1�)

�

=

1
2

((−1)f(0) + (−1)f(1))|0� +
1
2

((−1)f(0) − (−1)f(1))|1�.

Temos então que se f(0) = f(1) a função é constante e o resultado da medição é |0�
dado que (−1)f(0) e −(−1)f(1) se anulam. Já se f(0) �= f(1), a função é balanceada
e o resultado da medição é |1�, dado que (−1)f(0) e (−1)f(1) se anulam.

Temos então que, no modelo quântico, conseguimos diminuir o número de con-
sultas ao oráculos em de 2 para 1. Entretanto, esta diminuição não é significativa
em termos assintóticos. Veremos agora uma extensão do problema que resultará em
um ganho exponencial no modelo quântico.

3.2.2 Algoritmo de Deutsch-Josza

Vamos agora propor uma generalização do Problema 1 e veremos um algoritmo
quântico para este novo problema.

Problema 2. Dado um oráculo Uf para uma função f : {0, 1}n → {0, 1} tal que a
distribuição da imagem de f é de dois tipos:

1. a função f é constante, ou seja, o valor de f(x) é igual para todo x ∈ {0, 1}n;
ou

2. a função f é balanceada, ou seja, para metade dos elementos do domínio, a
imagem é 0 e para a outra metade a imagem é 1.

Deseja-se, então, descobrir em qual dos casos f se encontra.

Um algoritmo determinístico para resolver o Problema 2 precisa de O(2n−1) con-
sultas ao oráculo, dado que necessita avaliar mais do que a metade dos elementos
do domínio. Iremos mostrar o algoritmo quântico proposto por Deutsch e Josza em
1992, e que permite resolver este problema com somente uma consulta ao oráculo
Uf [36].
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|q0� = |0�

H⊗n+1 Uf

H⊗n

��✙✙✙✙✙✙ ❴❴❴❴❴❴❴❴
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✤

|q1� = |0�
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✤
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✤

|qn� = |0�
��✙✙✙✙✙✙ ❴❴❴❴❴❴❴❴

✤✤✤✤✤✤✤
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✤✤
✤✤
✤✤
✤

|qn+1� = |1�

Figura 3.2: Algoritmo de Deutsch-Josza

Teorema 3.2.2. Dado um oráculo Uf para uma função f : {0, 1}n → {0, 1}, se
o resultado da medição do circuito proposto na Figura 3.2 é |0...0� a função f é
constante, caso contrário, f é balanceada.

Demonstração. Após a aplicação da porta de Hadamard em cada um dos qubits, o
estado do registrador quântico é

H⊗n+1|00...00�|1� =
1√
N

�

i∈{0,1}n

|i� 1√
2

(|0� − |1�),

para N = 2n.
Após a consulta a Uf , temos que estado passa a ser

Uf
1√
N

�

i∈{0,1}n

|i� 1√
2

(|0� − |1�) =
1√
N

�

i∈{0,1}n

(−1)f(i)|i� 1√
2

(|0� − |1�).

Como os primeiros n qubits não estão emaranhados com o último, iremos ignorar
este em nossos cálculos, sem perda de generalidade. Ao aplicar a porta de Hadamard
sobre os n primeiros qubits, temos

H⊗n 1√
N

�

i∈{0,1}n

(−1)f(i)|i� =
1
N

�

i∈{0,1}n

(−1)f(i)
�

j∈{0,1}n

(−1)i·j|j�

=
1
N

�

i∈{0,1}n

�

j∈{0,1}n

(−1)f(i)(−1)i·j|j�

=
1
N

�

j∈{0,1}n

�

i∈{0,1}n

(−1)f(i)(−1)i·j|j�.
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Vamos então analisar o valor da amplitude α0 associada ao elemento |0..0� na
equação anterior:

α0 =
1
N

�

i∈{0,1}n

(−1)f(i)(−1)0|j� =
1
N

�

i∈{0,1}n

(−1)f(i)|j�.

Se a função for balanceada, temos que para metade dos valores em {0, 1}n a função
f tem valor 0 e na outra metade tem valor 1. Neste caso, as somas dos valores de
(−1)f(i) se cancelarão e α0 = 0. Já no caso em que a função é constante, temos
que f(i) possui o mesmo valor para qualquer elemento de {0, 1}n, logo, α0 = ±1.
Portanto a função é constante se e somente se o resultado da medição for |0..0�.

Com este resultado, temos que, dado um oráculo Uf , conseguimos uma separação
exponencial entre os modelos computacionais determinístico e quântico.

3.2.3 Algoritmo de Shor e a fatoração em números primos

O estudo sobre números primos e suas propriedades está presente na história da
humanidade há mais de dois milênios, datando desta época, por exemplo, um dos
métodos mais simples para descobrir se um número é primo ou não, o Crivo de
Erastótenes. Entretanto este método é computacionalmente ineficiente e por muito
tempo somente algoritmos probabilísticos [72][78] eram conhecidos para este prob-
lema e questionava-se se ele poderia ser resolvido deterministicamente. Em 2002,
Agrawal, Kayal e Saxena resolveram este problema, apresentando um algoritmo ca-
paz de decidir se um número é primo ou não em tempo polinomial [4].

Um problema relacionado ao problema dos números primos é o problema da fa-
toração: dado um número maior que 1, deseja-se saber a sequência única de números
primos que, multiplicados, resultam no número desejado. Existem métodos para
resolver este problema classicamente, porém todos possuem complexidade de tempo
exponencial e é um problema aberto até hoje se existe um algoritmo polinomial clás-
sico para resolver este problema. Conjectura-se que este problema é difícil classica-
mente, e sobre esta conjectura está baseado um dos principais métodos criptográficos
utilizados na atualidade.

Em 1992, Peter Shor apresentou um surpreendente algoritmo quântico capaz de
resolver o problema da fatoração em tempo polinomial [82], sendo este o principal
resultado que temos até hoje da superioridade de computadores quânticos sobre
computadores clássicos.
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Iremos, nesta seção, apresentar o algoritmo proposto por Shor, que encontra, na
verdade, uma fator não trivial do número desejado. Porém, a partir disto pode-
se encontrar a fatoração do número dado, utilizando-se este algoritmo como uma
sub-rotina um número polinomial de vezes em relação ao tamanho da entrada.

Inicialmente mostraremos como reduzir o problema de encontrar um fator não
trivial de um número para o problema de encontrar o período de uma função per-
iódica. Em seguida, será apresentado o algoritmo quântico que resolve o problema
de encontrar o período de uma função periódica em tempo polinomial. Ressaltamos
que, pelo procedimento descrito por Shor, o gargalo clássico para resolver o problema
da fatoração classicamente é encontrar o período.

Assumiremos que o número que desejamos fatorar é um número composto 1 ím-
par 2 e que não é uma potência de um número primo 3. Iremos então utilizar a
seguinte notação durante toda esta seção: n é o número que desejamos fatorar e
teremos n = pe1

1 pe2

2 ...pek

k , onde k ≥ 2, os pi são números primos distintos e ei ≥ 1
para 1 ≤ i ≤ k. Denotaremos também ni = pei

i .
Nesta seção, serão necessários alguns conceitos básicos de Teoria dos Números

que são revisados no Apêndice A.

Encontrando fatores de um número

Nesta seção, mostraremos como resolver o problema de encontrar um fator não trivial
de um número, assumindo que sabemos encontrar o período de uma função periódica
de forma eficiente. Veremos, a seguir, que o método para encontrar um período
apresenta um erro exponencialmente pequeno de não encontrá-lo, e por simplicidade
este erro será ignorado neste ponto.

Definição 3.2.3. Uma função f : Zn → Zn é periódica se existe um valor r, chamado
período, tal que f(x) = f(x + r mod n).

O algoritmo para resolver tal problema se encontra na Figura 3.3, porém, antes
de provar sua corretude, iremos enunciar um lema auxiliar, cuja prova se encontra
no Apêndice B.

1Para descobrir se um número é primo ou não, basta utilizar o Algoritmo AKS [4]
2Todo número par possui trivialmente o fator 2
3Podemos verificar em tempo log n se n é uma potência de primo, verificando a i-ésima raiz de

n, para 2 ≤ i ≤ log n e se for um número natural, verificar se é primo
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Lema 3.2.4. Seja n = pe1

1 pe2

2 ...pek

k a decomposição em fatores primos de um número
ímpar composto n. A probabilidade de a ordem de a em Zn, r = ordn(a), ser par e
a

r
2 �≡ −1 mod n é pelo menos 9

16
.

1 Sorteie um número aleatório a entre 2 e N ;
2 if mdc(a, N) > 1 then
3 Retorne mdc(a, N);
4 end
5 Encontre o período r da função fa,n(x) = ax mod n;
6 if r é ímpar or x

r
2 ≡ ±1 then

7 Retorne ERRO;
8 else
9 Retorne max{mdc(N, x + 1), mdc(N, x − 1)};

10 end

Figura 3.3: Algoritmo de Shor

Teorema 3.2.5. O Algoritmo de Shor, mostrado na Figura 3.3, retorna, com prob-
abilidade pelo menos 9

16
, um fator não trivial de n.

Demonstração. Seja a o número sorteado no passo 1. Se d = mdc(a, n) > 1, então
d é um fator não trivial de n, que será retornado pelo procedimento, que neste caso
reponde corretamente com probabilidade 1.

Vamos, então, assumir que d = 1 e verificar o comportamento do resto do algo-
ritmo. Seja r a ordem de a em Zn e vamos assumir que r é par e a

r
2 �≡ −1 mod n,

e pelo Lema 3.2.4, isto ocorre com probabilidade pelo menos 9
16

.
Como r é a ordem de a em Zn, por definição temos que ar ≡ 1 mod n, o que

implica por resultados de aritmética modular que ar−1 ≡ 0 mod n, ou seja, n divide
ar −1. Como assumimos r par, segue que ar −1 = (a

r
2 +1)(a

r
2 −1) e (a

r
2 +1) e (a

r
2 −1)

são inteiros. Portanto n possui pelo menos um fator em comum com (a
r
2 + 1) ou

(a
r
2 − 1) e esse fator pode ser facilmente encontrado calculando-se o máximo divisor

comum entre esses números. Porém, esse máximo divisor comum pode ser igual a n,
o que resultaria em um fator trivial do número.

Se considerarmos o caso em que n divide a
r
2 − 1, tem-se que a

r
2 ≡ 1 mod n,

e temos uma contradição, pois neste caso r não seria a ordem de a em Zn. Se
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considerarmos o caso em que n divide a
n
2 + 1, teríamos a

r
2 ≡ −1 mod n, o que,

assumimos anteriormente não ser o caso.
Portanto temos que, dada a ordem de a em Zn, podemos encontrar um fator não

trivial de n com probabilidade 9
16

.

Temos que a função fa,n(k) = ak mod n é periódica e seu período é justamente a
ordem r dado que ar ≡ a0 mod n ≡ 1 mod n. Portanto, se conseguirmos encontrar
o período da função fa,n de forma eficiente, resolvemos o problema da fatoração.
Veremos agora justamente um algoritmo quântico para o problema de encontrar o
período da função fa,n.

Encontrando a ordem

Agora apresentaremos um algoritmo quântico para encontrar o período da função
fa,n(k) = ak mod n através de um oráculo Ufa,n

para essa função, onde

Ufa,n
|x�|y� → |k�|y ⊕ (ak mod n)�.

Seja m = �5 log n� e M = 2m. Iremos assumir aqui que r divide M , o que é
uma restrição forte e não necessariamente acontece na prática, porém simplificará
alguns elementos técnicos da prova, mantendo ainda as ideias principais usadas na
demonstração. Indicamos os livros de Nielsen e Chuang [74] ou Hirvensalo [53] para
a prova do caso mais geral.

1 Prepare os registradores quânticos |0n�|0�m��;
2 Aplique a porta H⊗m no primeiro registrador ;
3 Aplique a operação |x�|y� → |k�|y ⊕ (ak mod n)�;
4 Efetue uma medição no segundo registrador quântico ;
5 Aplique a inversa da Transformada Quântica de Fourier no primeiro

registrador quântico ;
6 Efetue uma medição no primeiro registrador quântico e seja c o resultado

desta medição ;
7 Encontre a fração reduzida r

s
de c

M
;

Figura 3.4: Algoritmo para encontrar a ordem
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Teorema 3.2.6. Seja r = ordn(a), e assumimos que r divide M , onde m = �5 log n�
e M = 2m. O Algoritmo para encontrar a ordem, descrito na Figura 3.4 retorna r

com probabilidade pelo menos 1
log n

.

Demonstração. Temos que após a aplicação da porta de Hadamard no primeiro reg-
istrador, o estado dos dois registradores é

1√
M

M−1
�

k=0

|k�|0�.

Após a consulta ao oráculo da função fa,n no passo 3, temos que o estado dos
registradores quânticos é

1√
M

M−1
�

k=0

|k�|ak mod n� =
1√
M

r−1
�

l=0

sl
�

q=0

|qr + l�|al mod n�,

onde a segunda igualdade resulta do fato que a função fa,n é periódica, e seu período
r é a ordem de a em relação a n.

A medição no segundo registrador quântico fixa um deslocamento 0 ≤ l∗ ≤ r − 1,
sorteado uniformemente, resultando em

�

r

M

sl
�

q=0

|qr + l∗�|al∗ mod n�.

Como temos uma função periódica no intervalo de 0 a M , com período r e deslo-
camento l∗, a inversa da Transformada Quântica de Fourier irá resultar em

1√
r

r−1
�

k=0

e
2πil∗k

r |k
M

r
�,

como vimos no Teorema 2.5.2 e Nota 2.5.3.
Quando efetuamos uma medição no primeiro registrador quântico, teremos o valor

k
M

r
,

em que k é escolhido aleatoriamente para algum valor em {0, ..., r − 1}. Como

sabemos o valor de M , podemos encontrar a fração reduzida de k M
r

M
= p

q
e, se k e r

forem primos entre si, esta fração reduzida encontra justamente os valores p = k e
q = r.
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Temos, por um resultado de Teoria dos Números, que existem Ω( r
log r

) números
primos menores que r e que r possui no máximo log r números primos como divi-
sores. Segue-se, então que existem pelo menos Ω( r

log r
− log r) = Ω( r

log r
) números

menores que r que são coprimos com r. Portanto, temos que, ao sortear um número
uniformemente entre {0, ..., r − 1}, teremos probabilidade Ω( 1

log r
), ou seja Ω( 1

log n
) de

sortear um número coprimo com r.

Utilizando o limitante de Chernoff para limitar a probabilidade de que múlti-
plas execuções falhem, temos o seguinte corolário, que nos indica um algoritmo que
retorna r com alta probabilidade.

Corolário 3.2.7. Ao repetir o Algoritmo para encontrar a ordem, descrito na Figura
3.4, um número O(log n) vezes, temos que em pelo menos uma das iterações encon-
tramos r com probabilidade exponencialmente perto de 1.

3.2.4 Problemas de busca e o algoritmo de Grover

Um problema muito comum em computação é a busca de um elemento específico
em uma base de dados desordenada. Neste problema, é computacionalmente fácil
verificar se um dado elemento é aquele procurado, entretanto a dificuldade consiste
em encontrar esse elemento dentre todos os outros.

Este problema é tão geral que todos os problemas em NP se encaixam nele, pois
temos um algoritmo verificador que reconhece um certificado e o espaço de busca são
todos os possíveis certificados para ele.

Denotaremos como N = 2n o número de elementos na base de dados. Classi-
camente, temos o limitante inferior de Ω(N) para este problema, dado que mesmo
probabilisticamente temos que verificar uma fração constante do número de elemen-
tos.

Nesta seção, descreveremos o algoritmo quântico para resolver este problema em
tempo O(

√
N) proposto por Grover em 1996 [51], resultando em uma aceleração

quadrática comparada com o modelo clássico.
Por simplicidade, iremos provar o funcionamento do algoritmo quando, na base

dados, existe exatamente um elemento buscado. As provas de casos mais gerais para
o Algoritmo de Grover são pequenas alterações nesta prova e podem ser encontradas
em referências como Nielsen e Chuang [74] ou Hirvensalo [53].
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Iniciaremos agora definindo formalmente o problema. Em seguida, apresentare-
mos as operações que formam a componente básica do Algoritmo de Grover.

Problema 3. Seja f : {0, 1}n → {0, 1} uma função, sendo que existe um elemento
desconhecido x0 ∈ {0, 1}n tal que

f(x) =







0, se x �= x0

1, se x = x0

Deseja-se encontrar o valor de x0.

Iteração de Grover

A ideia do Algoritmo de Grover é aplicar sucessivamente um certo número de vezes
o operador de Grover, que aumentará a probabilidade de |x0� ser medido a cada
iteração. O operador de Grover consiste em duas operações que iremos apresentar
agora: reflexão pela média e inversão de fase.

Denotaremos a superposição normalizada de todos os elementos da base com-
putacional ortogonais a |x0� por

|x⊥
0 � =

�

i�=x0

1√
N − 1

|i�.

Inversão de fase. A operação de inversão de fase irá atuar marcando o elemento
procurado |x0�, e invertendo o sinal de sua fase. Como não se conhece o elemento
procurado, utilizaremos uma consulta a Uf utilizando o mesmo artifício usado na
Seção 3.2.1: o qubit que irá receber a resposta da consulta ao oráculo será preparado
no estado 1√

2
(|0� − |1�), resultando em que a operação de Uf sobre um estado da

base |i� será

1√
2

Uf |i�(|0� − |1�) =
1√
2

|i�(|0 ⊕ f(i)� − |1 ⊕ f(i)�) = (−1)f(i) 1√
2

|i�(|0� − |1�).

Para não carregar a notação, assumiremos então que a consulta a Uf tem como
entrada somente o registrador |x� =

�

i αi|i� e tem como resultado
�

i(−1)f(x)αi|i�,
marcando o elemento cujo resultado da função é 1.

Se a consulta a Uf for aplicada em um estado no espaço gerado pelos vetores |x0�
e |x⊥

0 �, a inversão de fase é uma reflexão em torno de |x⊥
0 �. Tal interpretação pode

ser vista na Figura 3.5.
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|x⊥
0

�

|x0�

|φ�

Uf |φ�

Figura 3.5: Interpretação ge-
ométrica da inversão de fase

|x⊥
0

�

|x0�

|ψ�

|φ�

D|φ�

Figura 3.6: Interpretação ge-
ométrica da inversão pela média

Reflexão pela média. Dado um estado |φ� =
�

i∈{0,1}n αi|i�, seja

µ =
1√
N

�

i∈{0,1}n

αi

a média das amplitudes de todos os elementos da base computacional. A operação
reflexão pela média tem como objetivo realizar a transformação

αi|i� → (µ + (µ − αi))|i�. (3.1)

Em um primeiro momento, não é imediato perceber se esta operação é unitária.
Então iremos justamente provar que este é o caso, mostrando que esta operação é
equivalente à operação

D = H⊗n(2|0��0| − I)H⊗n,

que, em termos gerais, consiste em aplicar a porta de Hadamard, inverter a fase
de todos os elementos da base computacional ortogonais a |0� e aplicar a porta de
Hadamard novamente.

Seja |ψ� = H⊗n|0�. Analizaremos agora o funcionamento de D:
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D = H⊗n(2|0��0| − I)H⊗n

= 2H⊗n|0��0|H⊗n − H⊗nIH⊗n

= 2|ψ��ψ| − I (3.2)

=
1

2n−1



















1 1 ... 1 1
1 1 ... 1 1

...

1 1 ... 1 1
1 1 ... 1 1



















−



















1 0 ... 0 0
0 1 ... 0 0

...

0 0 ... 1 0
0 0 ... 0 1



















(3.3)

=
1

2n−1



















1 − 2n−1 1 ... 1 1
1 1 − 2n−1 ... 1 1

...

1 1 ... 1 − 2n−1 1
1 1 ... 1 1 − 2n−1



















. (3.4)

Podemos ver da Equação 3.2 que uma outra interpretação para D é inverter a fase
para os elementos do subespaço ortogonal a |ψ�. Para ver isso, basta verificar que

D|ψ� = 2|ψ��ψ||ψ� − I|ψ� = |ψ�,

e que para um vetor |χ� ⊥ |ψ� temos

D|χ� = 2|ψ��ψ||χ� − I|χ� = −|χ�.

Geometricamente o efeito do operador D é realizar o espelhamento referente a |ψ�.
A Figura 3.6 mostra o funcionamento de D no plano gerado pelos vetores |x0� e |x⊥

0 �.
Vemos também da Equação 3.4 que D possui somente valores reais e além disso é
simétrico, resultando em D = D†. Segue então que

DD† = D†D = DD

= (2|ψ��ψ| − I)(2|ψ��ψ| − I)

= 4|ψ��ψ||ψ��ψ| − 2|ψ��ψ| − 2|ψ��ψ| + I

= 4|ψ��ψ| − 4|ψ��ψ| + I

= I

implicando que D é unitária.
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Sabemos agora que que D é uma operação quântica válida, veremos seu funciona-
mento sobre um vetor |φ� =

�2n−1
i=0 αi|i�, utilizando a Equação 3.3 para representar

D:

D|φ� =



















1
2n−1



















1 1 ... 1 1
1 1 ... 1 1

...

1 1 ... 1 1
1 1 ... 1 1



















−



















1 0 ... 0 0
0 1 ... 0 0

...

0 0 ... 1 0
0 0 ... 0 1























































α0

α1

...

αn−1

αn



















=
1

2n−1



















1 1 ... 1 1
1 1 ... 1 1

...

1 1 ... 1 1
1 1 ... 1 1





































α0

α1

...

αn−1

αn



















−



















1 0 ... 0 0
0 1 ... 0 0

...

0 0 ... 1 0
0 0 ... 0 1





































α0

α1

...

αn−1

αn



















=



























2
�

2
n

−1

i=0
αi

2n

2
�
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que é justamente o operador descrito na Equação 3.1.

Algoritmo de Grover

Tendo visto seus componentes básicos, iremos agora estudar o comportamento do
Algoritmo de Grover, que consiste em iniciar com a superposição de todos os ele-
mentos da base computacional e aplicar, sucessivamente, a consulta ao oráculo e a
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inversão pela média.

1 Prepare um registrador quântico com o estado 1√
N

�

i∈{0,1}n |i� ;

2 for i de 1 a π
4

√
N do

3 Aplique uma consulta ao oráculo Uf ;
4 Aplique o operador de inversão pela média D;
5 end
6 Meça e retorne o resultado;

Figura 3.7: Algoritmo de Grover

Teorema 3.2.8. O Algoritmo de Grover, descrito na Figura 3.7 retorna o valor
procurado com probabilidade 1 − O( 1

N
).

Demonstração. A superposição criada inicialmente pode ser reescrita como

1√
N

|x0� +

√
N − 1√

N
|x⊥

0 �.

Como visto anteriormente, a inversão pela média será, na verdade uma reflexão
em torno de |ψ�. Podemos verificar, então, que ao aplicar sucessivamente Uf e
D, o estado resultante ficará sempre no subespaço 2-dimensional gerado por |x0�
e |x⊥

0 �. Para analizar o funcionamento do algoritmo, iremos utilizar duas bases
deste espaço, indistintamente: a base gerada por |x0� e |x⊥

0 � e a base gerada por
|ψ� = 1√

N
|x0� +

√
N−1√

N
|x⊥

0 � e |ψ̄� =
√

N−1√
N

|x0� − 1√
N

|x⊥
0 �. Para a converter vetores de

uma base para outra,

|ψ� = sin θ|x0� + cos θ|x⊥
0 �,

|ψ̄� = cos θ|x0� − sin θ|x⊥
0 �,

|x0� = sin θ|ψ� + cos θ|ψ̄� e

|x⊥
0 � = cos θ|ψ� − sin θ|ψ̄�,

onde sin θ = 1√
N

e cos θ =
√

N−1√
N

.
Após a primeira aplicação da operação de inversão de fase, teremos

Uf |ψ� = − sin θ|x0� + cos θ|x⊥
0 � = cos 2θ|ψ� − sin 2θ|ψ̄�.
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Em seguida, a operação de inversão pela média resultará em

D(cos 2θ|ψ� − sin 2θ|ψ̄�) = cos 2θ|ψ� + sin 2θ|ψ̄� = sin 3θ|x0� + cos 3θ|x⊥
0 �.

É ilustrado, na Figura 3.8 o comportamento das amplitudes dos elementos da base
computacional em uma iteração de Grover com N = 8 e onde o elemento marcado é
o |2�.

|0�|1�|2�|3�|4�|5�|6�|7�

−1

0

1

A
m

pl
it

ud
es

(a) Sobreposição oringinal

|0�|1�|2�|3�|4�|5�|6�|7�

−1

0

1

A
m

pl
it

ud
es

(b) Inversão da fase

|0�|1�|2�|3�|4�|5�|6�|7�

−1

0

1

A
m

pl
it

ud
es

(c) Inversão pela média

Figura 3.8: Exemplo de uma iteração de Grover, com N = 8 e o elemento marcado
é |2�.

É fácil verificar, por indução, que após k iterações de Grover, temos

(DUf )k|ψ� = cos 2kθ|ψ� + sin 2kθ|ψ̄� = sin (2k + 1)θ|x0� + cos (2k + 1)θ|x⊥
0 �,

e nosso objetivo é aproximar (2k + 1)θ de π
2
, de forma que resultado da medição

esteja próximo de |x0�. Portanto, buscamos o valor inteiro k mais próximo de π
4θ

− 1
2
.
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Como para valores de N grandes o suficiente, podemos aproximar θ = sin θ = 1√
N

,

temos k = �π
4

√
N − 1

2
�, e segue-se então que (2k + 1)θ = π

2
+ �, com |�| ∈ O( 1√

N
) e,

portanto mediremos |x0� com probabilidade

sin2
�

π

2
+ �

�

= cos2 � ≥ 1 − �2

2
= 1 − O

� 1
N

�

,

provando o resultado.

3.3 Classes de complexidade quânticas

Nesta subseção descreveremos as Classes de Complexidade Quânticas mais impor-
tantes e iremos relacioná-las às Classes de Complexidade Clássicas. Assumimos um
conhecimento básico em Teoria de Complexidade, e revisamos as Classes de Com-
plexidade Clássicas referenciadas aqui no Apêndice C.

3.3.1 Classe BQP

Nesta subseção, iremos apresentar a Classe de Complexidade que contém os prob-
lemas considerados tratáveis no modelo computacional quântico. Esta classe foi
proposta por Bernstein e Vazirani [25], em seu trabalho sobre Máquinas de Turing
Quânticas. Iremos agora definir formalmente a classe BQP.

Definição 3.3.1. Dizemos que uma linguagem L está na classe BQP , se existe uma
um algoritmo quântico A que, dado uma cadeia x ∈ Σ

∗, A aceita x com probabilidade
pelo menos 2

3
quando x ∈ L e A rejeita x com probabilidade pelo menos 2

3
quando

x �∈ L.4

Em outras palavras, a classe BQP contém os problemas que podem ser resolvi-
dos de forma eficiente no modelo computacional quântico com uma probabilidade
pequena de erro.

Como limitantes inferiores, temos que P ⊆ BQP, dado que circuitos clássicos
podem ser simulados por circuitos quânticos com as Portas de Toffoli, e também
que BPP ⊆ BQP, dado que os bits aleatórios podem ser gerados com Portas de

4 A probabilidade 2
3 é arbitrária, e pode ser amplificada para 1−2−poly(|x|) em tempo polinomial.
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Hadamard, seguidas de medições. Ressaltamos que o Algoritmo de Deutsch-Josza
demonstrado anteriormente não prova que P �= BQP, dado que a separação do
algoritmo é relativizada, i.e., dependente de um oráculo usado como caixa-preta.

Bernstein e Vazirani provaram que BQP ⊆ P#P [25], implicando que BQP está
em PSPACE. Posteriormente, Adleman, Demarrais e Huang melhoraram o limitante
para a classe PP [3].

Relação entre BQP e NP

Vimos, na Seção 3.2.4 que podemos fazer a busca de um elemento em uma base de
dados desordenada de tamanho N em tempo O(

√
N). Para resolver um problema

em NP, podemos estender esta base de dados como todos os possíveis certificados do
tamanho esperado n = p(|x|) e o oráculo como o circuito do algoritmo verificador.
Entretanto, esta alternativa tem complexidade de tempo O(2

n
2 ), apresentando uma

aceleração quadrática em relação ao modelo clássico, porém mantendo ainda com-
plexidade exponencial.

Pode-se perguntar, então, se é possível fazer melhor tendo acesso ao algoritmo
verificador somente como caixa-preta. Em 1997, Bennet, Bernstein Brassard e Vazi-
rani resolveram esta questão negativamente [24]. Eles provaram que ao realizar a
busca relativa a um oráculo, temos um limitante inferior Ω(

√
N) de consultas ao

oráculo, e, portanto, não existe um algoritmo mais eficiente assintoticamente que o
Algoritmo de Grover.

Entretanto, ainda está em aberto se é possível criar um Algoritmo Quântico para
algum problema NP-completo em que é utilizada a estrutura do problema para sua
solução, permitindo uma complexidade de tempo polinomial.

3.3.2 Classe QMA

Apesar de a classe NP possuir várias definições equivalentes, essas definições não são
facilmente transportadas para o modelo quântico. A abordagem mais utilizada e
mais útil hoje em dia é a extensão a partir de conceitos de certificado e algoritmos
verificadores.

Definição 3.3.2. Uma linguagem L está na classe QMA(C, S), se existe um al-
goritmo quântico verificador V de tempo polinomial, e que satisfaz os seguintes
critérios:
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• (Completude) Para todo x ∈ L, existe um estado quântico |ψ� de tamanho
polinomial em relação a entrada e tal que V aceita |x�|ψ� com probabilidade
pelo menos C;

• (Robustez) Para todo x �∈ L e para todos os estados quânticos |ψ� de tamanho
polinomial em relação à entrada, V aceita |x�|ψ� com probabilidade no máximo
S.

Segue então a definição canônica de QMA.

Definição 3.3.3. QMA = QMA( 2
3
, 1

3
).

Assim como para a classe BQP, ressaltamos que a escolha das constante 2
3

e
1
3

é arbitrária pois pelo Teorema da Repetição Paralela [90], podemos amplificar
a completude e a robustez de qualquer constante para 1 − 2−poly(|x|) e 2−poly(|x|),
respectivamente.

Do fato de que P ⊆ BQP, temos que NP ⊆ QMA dado que o algoritmo verificador
clássico pode ser usado na versão quântica, bastando que meça o certificado antes
de utilizá-lo na computação. O menor limitante superior conhecido até hoje para
QMA é a classe PP, e está inclusão foi provada por Watrous e Marriot utilizando
resultados de classes de contagem [70].

Hoje, muita pesquisa envolvendo a classe QMA busca generalizar resultados para
a classe NP em um contexto quântico. Entretanto, concretamente, não existem
tantos resultados. O mais notável destes resultados é a generalização do Teorema
de Cook-Levin, onde Kitaev provou que o problema de Hamiltonianos Locais (uma
generalização do SAT) é QMA-completo [6]. Hoje, um dos principais problemas
em aberto acerca QMA-completude e o problema dos Hamiltonianos Locais, é a
busca da generalização do Teorema PCP [17] [18] [37], que provaria que existe uma
constante para a qual não existe um algoritmo de aproximação para o problema de
Hamiltonianos Locais [5].

Iremos agora estudar algumas variações da classe QMA encontradas na literatura.

QMA1

Apesar de conseguirmos amplificar a probabilidade de aceitação para 1 − 2−poly(|x|),
podemos estar interessados no caso em que para instâncias positivas, o algoritmo
verificador sempre responderá corretamente.
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Definição 3.3.4. A classe QMA com completude perfeita é QMA1 = QMA(1, 1
3
).

Uma pergunta com origens no contexto clássico em que MA = MA1, é se toda
linguagem em QMA também está em QMA1. Esta pergunta ainda está em aberto e
discutiremos alguns resultados parciais no Capítulo 5.

QCMA

A classe QCMA é uma classe intermediária entre NP e QMA. Neste caso, o algoritmo
verificador é quântico, mas o certificado é ainda clássico. Como todo circuito clássico
pode ser transformado em um circuito quântico com aumento de tamanho somente
polinomial, temos ainda que NP ⊆ QCMA. Além disso, temos que um protocolo
QMA pode realizar a medição na base computacional e após isso executar o algoritmo
verificador QCMA, resultando em QCMA ⊆ QMA.

Conjectura-se que NP �= QCMA e QCMA �= QMA, porém nenhum destes resul-
tados foram provados.

QMA(2)

Uma outra generalização da definição da classe QMA é quando são fornecidas ao
Verificador múltiplos certificados por Provadores distintos e não-emaranhados. Para
as classes NP e MA, a existência de múltiplos provadores não afeta o poder com-
putacional do modelo, dado que um Provador único consegue simular os múltiplos
provadores e vice-versa. Já no modelo quântico, não se espera o mesmo poder com-
putacional.

Seja QMA(k) a extensão da classe QMA com k provadores. É simples verificar que
QMA ⊆ QMA(k), pois basta o Verificador ignorar k−1 mensagens e utilizar o mesmo
algoritmo verificador da classe QMA. Entretanto não se sabe como um Verificador
de QMA conseguiria simular um algoritmo verificador de QMA(k), dado que neste
último caso, o algoritmo verificador sabe que as k provas estão não-emaranhadas, e
esse fato pode ajudar na rejeição de cadeias que não estão em uma linguagem em
QMA(k).

Por outro lado, sabe-se que QMA(k) = QMA(2) [52], para k ∈ poly(n). A ideia
é que os 2 provadores fornecem as k provas, e o verificador utilizará o Swap test para
verificar se cada uma das supostas provas é um estado puro não-emaranhado.
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Além disso, sabe-se que NP está na classe QMA(2) com certificados limitados no
tamanho log n [26, 22, 45], dando evidência de que a classe QMA(2) é uma Classe
de Complexidade extensa.

Para limitantes superiores desta classe, o problema ainda está em aberto pois só
se sabe que a classe QMA(2) está contida, trivialmente, em NEXP.

NQP

A classe NQP não é exatamente uma variação da classe QMA, mas foi a primeira
proposição de um análogo quântico da classe NP, porém baseada na definição envol-
vendo algoritmos não-determinísticos.

Esta classe consiste das linguagens para as quais existe um algoritmo quântico
que aceita uma cadeia com probabilidade não nula se e somente se esta cadeia está
na linguagem.

Não se sabe ao certo qual a relação entre as classes NQP e QMA. Entretanto
Kobayashi, Matsumoto e Yamakami [65] provaram que

NQP =
�

f :Z→(0,1]

QMA(f, 0),

onde QMA(f, 0), para f constante, é a classe QMA com robustez perfeita.

3.3.3 Sistemas Interativos de Provas Quânticos

Sistemas Interativos de Provas Quânticos, QIP, são generalizações dos Sistemas In-
terativos de Prova, descritos no Apêndice C.8, onde o Provador e Verificador pos-
suem poder computacional quântico. A ideia geral é que um Verificador, que possui
poder computacional quântico, porém limitado, troca mensagens quânticas com um
Provador de poder computacional ilimitado, a fim de reconhecer uma linguagem. O
Provador irá ajudar o Verificador a provar que cadeias estão na linguagem, porém
o Verificador deverá ser robusto de forma a não ser enganado por um Provador
desonesto.

Um dos resultados mais importante neste modelo computacional é que podemos
reduzir alguns recursos do modelo, mantendo o mesmo poder computacional. Kitaev
e Watrous provaram que é possível cobrir toda a classe QIP com apenas 3 mensagens
e completude perfeita [63]. Ressaltamos que, além do artigo original, este resultado
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pode ser encontrado de uma forma mais didática e em português, na dissertação de
Cardonha [28].

Como PSPACE = IP ⊆ QIP, ficou ainda aberta a questão se esta continência era
estrita. Recentemente, Jain, Ji, Upadhyay e Watrous provaram que QIP ⊆ PSPACE,
provando a igualdade entre estas classes [56].





Capítulo 4

Autômatos quânticos

Além dos modelos computacionais mais importantes no quesito de computabilidade
como Máquinas de Turing e Circuitos booleanos, outros modelos foram também
estendidos tendo como base o novo paradigma da Mecânica Quântica, de forma a
estudar a influência direta desta nova teoria em processo computacionais. Neste
capítulo estudaremos um destes modelos, os Autômatos Finitos Quânticos. Iniciare-
mos o estudo apresentando rapidamente os primeiros modelos computacionais deste
tipo desenvolvidos. Em seguida, apresentaremos o nosso objeto principal de estudo
neste capítulo, os Autômatos Finitos Bidirecionais com Estados Quânticos e Clássicos
(2QCFA do inglês Two-Way Finite Automata with Quantum and Classical States).
Estudaremos propriedades deste modelo, seu poder computacional e finalizaremos
com um estudo parcial dos limites deste modelo.

Este capítulo é baseado em um trabalho apresentado na escola Computer Science
days in Ekaterinburg (CSEdays) [49] e publicado Siberian Electronic Mathematical
Reports [50], abordando o modelo 2QCFA e apresentando propriedades e linguagens
reconhecidas pelo modelo. A Seção 4.5, que apresenta as linguagens reconhecidas
por 2QCFAs de uma forma hierarquizada, é baseada no trabalho apresentado no IV
Workshop-Escola de Computação e Informação Quântica [48].

4.1 Introdução

Vimos que os principais modelos computacionais quânticos, Máquinas de Turing
Quânticas e Circuitos Quânticos, são extensões diretas de modelos similares da Teo-

59
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ria de Computação Clássica, adicionando comportamentos oriundos da Mecânica
Quântica.

Considerando que a Computação Quântica tem como um dos objetivos estudar
a influência da Mecânica Quântica em processos computacionais, podemos estender
outros modelos computacionais mais simples de forma a verificar o comportamento
dos novos modelos em relação a seus análogos clássicos.

Além disso, experimentalmente, hoje não se consegue construir um sistema com-
putacional estável com muitos qubits. Portanto, estudar modelos computacionais em
que estes recursos são limitados nos ajuda a entender situações em que os modelos
quânticos teriam aplicações com ganhos substanciais em relação a modelos computa-
cionais clássicos.

Iremos, inicialmente, definir modelos de Autômatos Finitos Quânticos que inicia-
ram o estudo na área, entretanto nosso principal objeto de estudo serão os Autômatos
Finitos Bidirecionais com Estados Clássicos e Quânticos (2QCFA). Neste modelo, os
estados clássicos controlam a cabeça de leitura, bem como a aceitação e rejeição da
cadeia de entrada, enquanto os estados quânticos são utilizados como uma memória
auxiliar. Este modelo surgiu para resolver alguns problemas apontados nos modelos
de Autômatos Finitos puramente Quânticos propostos anteriormente a ele.

Neste modelo, conseguimos simular tanto Autômatos Finitos Determinísticos
quanto comportamento randômico 1. Portanto, estamos particularmente interessa-
dos nos resultados em que os 2QCFAs demonstram um poder computacional maior
que Autômatos Finitos Determinísticos e Probabilísticos. Com este objetivo, estu-
daremos algumas linguagens reconhecidas pelo modelo, estabelecendo um paralelo
com a hierarquia clássica de linguagens formais. Destacamos que esta hierarquização
foi feita de maneira inédita durante o mestrado do candidato [48].

Finalmente, estudaremos os limites do modelo, deixando em aberto uma conjec-
tura sobre linguagens decidíveis que não são reconhecidas pelo modelo. Mostraremos
um resultado parcial já provado no trabalho de Yakaryilmaz e Say [92], entretanto
apresentamos uma nova prova, mais direta e contendo elementos mais simples do
que a prova original, sendo também resultado do trabalho de mestrado do can-
didato [49][50].

1Como vimos na Seção 2.5.1, podemos simular uma moeda aplicando sobre |0� o operador de
Hadamard e realizar a medição logo em seguida
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4.2 Trabalhos relacionados

Inicialmente, foram propostas duas definições independentes de Autômatos Quân-
ticos Finitos. Moore e Crutchfield [73] propuseram o Autômato Finito Quântico
Unidirecional de Medida-Única (MO-1QFA do inglês Measure-Once One-way Quan-
tum Finite Automata). Neste modelo, temos que a configuração de um MO-1QFA
é a superposição unitária de estados quânticos cuja função de transição, dependente
do símbolo sob a cabeça de leitura, deve ser unitária de modo a respeitar os funda-
mentos da Mecânica Quântica. Veremos agora de forma um pouco mais detalhada
o funcionamento deste modelo.

Definição 4.2.1. Um MO-1QFA M = (Q, Σ, |q0�, {Uσ}, Qa) é uma 5-tupla onde

• Q é um espaço de Hilbert complexo finito;

• Σ é um alfabeto finito de símbolos;

• |q0� ∈ Q é o estado inicial de M ;

• {Uσ}, para σ ∈ Σ, é um conjunto de matrizes unitárias de transição associadas
a cada símbolo do alfabeto;

• Qa ⊆ Q é o subespaço de aceitação, sendo que o projetor Pa está associado a
ele.

Ao computar sobre uma cadeia w = w1...wn, o MO-1QFA começa no estado inicial
|q0� e com a cabeça de leitura sobre o símbolo w1. Em seguida, aplica a operação
associada a cada símbolo wi e move a cabeça de leitura para a próxima posição. Após
computar sobre toda a cadeia, é realizada uma medição em relação aos projetores
{Pa, I − Pa}, e se o resultado estiver em Qa consideramos que M aceita a cadeia,
rejeitando caso contrário. A probabilidade de aceitação de w, é então

pa(w) = ||PaUwn
....Uw1

|q0�||2.

e, neste caso, podemos estabelecer critérios de reconhecimento de linguagens L ⊆ Σ
∗

tais como

• para todo w ∈ L, pa(w) ≥ λa, e

• para todo w �∈ L, pa(w) ≤ λr,
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para λa, λr ∈ [0, 1] fixos, λa > λr.
Moore e Crutchfield provaram alguns fechos para as linguagens reconhecidas pelo

modelo, um lema do bombeamento e também que o conjunto de linguagens recon-
hecida por MO-1QFAs é um subconjunto estrito das linguagens regulares.

Kondacs e Watrous [66], de forma independente de Moore e Crutchfield, pro-
puseram uma outra variante de Autômatos Finitos Quânticos na qual a cada passo,
é realizada uma medida. Este novo modelo é conhecido como os Autômatos Quânti-
cos Finitos de Várias-Medidas, e foram estudadas suas versões unidirecionais (MM-
1QFA do inglês Many-Measure one-way quantum finite automata) e bidirecionais
(MM-2QFA do inglês Many-Measure two-way quantum finite automata).

A principal diferença deste modelo quando comparado ao proposto por Moore e
Crutchfield é que são definidos subespaços de aceitação, rejeição e continuação. A
cada passo, é feita a medição pelos projetores correspondentes a esses subespaços, e,
se o resultado da medição estiver no subespaço de aceitação ou rejeição, o MM-QFA
para. Vamos agora definir mais formalmente o modelo.

Definição 4.2.2. Um MM-QFA M = (Q, Σ, |q0�, δ, Qa, Qr) é uma 6-tupla onde

• Q é um espaço de Hilbert complexo finito

• Σ é um alfabeto finito de símbolos

• |q0� ∈ Q é o estado inicial de M

• δ é a função de transição dos estados quânticos

• Qa ⊆ Q é o subespaço de aceitação, sendo que o projetor Pa está associado a
ele.

• Qr ⊆ Q é o subespaço de rejeição, ortogonal a Qa, sendo que o projetor Pr está
associado a ele.

Para os MM-1QFA, a função de transição δ é igual a do modelo MO-1QFA. Neste
caso a computação é diferente pois, após aplicar δ, é feita a medição em relação a
{Pa, Pr, I − Pa − Pr}, e se o resultado da medição estiver em Qa ou Qr, o autômato
irá parar, aceitando ou rejeitando. O reconhecimento de linguagens também está
associado à probabilidade com a qual as cadeias de entrada são aceitas. Kondacs
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e Watrous provaram que o conjunto de linguagens reconhecidos por este modelo
também é um subconjunto estrito das linguagens regulares.

Para a variante bidirecional (MM-2QFA), existem algumas diferenças. Primeira-
mente, para demarcar a cadeia de entrada, assumimos que existem dois marcadores,
um à esquerda da cadeia na posição 0 da fita (†) e um à direita na posição |w|+ 1 da
fita (‡), com †, ‡ �∈ Σ. Denotamos Γ = Σ ∪ {†, ‡} como o alfabeto da fita. A função
de transição δ também é diferente, dado que deve definir a posição para a qual a
cabeça de leitura vai se movimentar. Definimos então a função de transição

δ : Q × Γ × Q × {−1, 0, 1} → C,

ou seja, estando a cabeça de leitura sob o símbolo σ ∈ Γ no estado |q1� ∈ Q, o
MM-2QFA faz a transição para o estado |q2� ∈ Q e altera a posição da cabeça de
leitura para posição d ∈ {−1, 0, 1} com amplitude δ(|q1�, σ, |q2�, d). Assumimos que
quando está em um marcador, a função de transição nunca move a cabeça de leitura
para fora da fita. Outra característica de δ também é ser reversível e unitária, para
obedecer os postulados da Mecânica Quântica.

A computação de um MM-2QFA, então, será começar no estado |q0�, na posição
0 da fita e aplicar sucessivamente a função de transição δ e realizar uma medição
segundo os projetores {Pa, Pr, I − Pa − Pr}. Se após a medição, o estado resultante
estiver em Qa ou Qr, o autômato para, aceitando ou rejeitando. Kondacs e Wa-
trous provaram que o conjunto de linguagens reconhecidas por MM-2QFAs são um
superconjunto das linguagens regulares.

No modelo MM-2QFA, uma configuração da computação é uma superposição de
estados e posição na fita, permitindo a cabeça de leitura estar em diferente posições ao
mesmo tempo. Isso implica, em termos práticos, que o modelo só seria implementável
com uma memória de pelo menos log |w| bits de informação, o que contradiz seu
tamanho finito.

Para resolver este problema, Ambainis e Watrous [11] propuseram uma nova
variante quântica para autômatos finitos chamada Autômato Finito Bidirecional com
Estados Clássicos e Quânticos (2QCFA do inglês Two-Way Finite Automata with
Quantum and Classical States). Este modelo será estudado em profundidade neste
trabalho e daremos sua definição formal na próxima seção. A ideia geral é que
um conjunto de estados clássicos que controla a cabeça de leitura e a aceitação ou
rejeição da cadeia de entrada. Este conjunto clássico de estados define também
as operações que serão realizadas em um número constante de estados quânticos.
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Com essa variação, teremos em todo momento uma configuração clássica e quântica,
ambas de tamanho constante. No trabalho original sobre este modelo, Ambainis e
Watrous [11] mostraram linguagens não-regulares que são reconhecidas pelo modelo
2QCFA.

Macko [69] estudou propriedades de fecho para vários modelos de autômatos fini-
tos quânticos. Para as linguagens reconhecidas por 2QCFAs, foi provado que o fecho
por homomorfismo é igual ao conjunto das linguagens recursivamente enumeráveis.

Posteriormente, Qiu [77] provou para o conjunto de linguagens reconhecidos com
erro unilateral por 2QCFAs fechos por união, intersecção, reversão e concatenação
com algumas restrições. Utilizando estes resultados de fecho, Qiu também mostrou
outras linguagens não-regulares reconhecidas pelo modelo.

Zheng, Liu e Li [80][81] estudaram famílias de linguagens que podem ser re-
conhecidas por 2QCFAs com um número de estados assintoticamente inferior ao
necessário por autômatos não-determinísticos e probabilísticos.

4.3 O modelo 2QCFA

Como vimos na seção anterior, dadas a crítica ao tamanho dos estados no modelo
MM-2QFA, Ambainis e Watrous [11] propuseram o modelo de Autômatos Finitos
Bidirecionais com Estados Quânticos e Clássicos (2QCFA). Neste modelo, a cabeça
de leitura pode se mover para a direita, esquerda ou permanecer na mesma posição,
assim como nos MM-2QFAs. Entretanto este movimento será determinado pelos
estados clássicos, implicando que a cabeça de leitura estará somente em uma posição
em qualquer momento da computação do autômato. Os estados quânticos servirão
como uma “memória” durante a computação. Vamos agora definir formalmente este
modelo.

Definição 4.3.1. Um 2QCFA é uma 9-tupla M = (Q, S, Σ, Θ, δ, |q0�, s0, Sa, Sr),
onde

• Q é o conjunto de estados quânticos;

• S é o conjunto de estados clássicos;

• Σ é o alfabeto de entrada;

• Θ é o operador de evolução quântico;
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• δ é a função de transição clássica;

• |q0� ∈ Q é o estado inicial quântico;

• s0 ∈ S é o estado inicial clássico;

• Sa ⊆ S é o conjunto de estados de aceitação;

• Sr ⊆ S é o conjunto de estados de rejeição, sendo Sa ∩ Sr = ∅.

Assim como no MM-2QFA, assumimos que, além da cadeia de uma entrada w, a
fita contém um marcador à esquerda † na posição 0 da fita e um marcador à direita
‡ na posição |w| + 1. O alfabeto de fita é Γ = Σ ∪ {†, ‡}.

Definição 4.3.2. O conjunto de estados finais é Sf = Sa∪Sr e o conjunto de estados
não finais Snf = S\Sf .

Como estabelecido na teoria da Mecânica Quântica, operadores sobre sistemas
quânticos assumem dois tipos: transformações lineares unitárias e medições. Neste
modelo a operação sobre o estado quântico é definida a partir da configuração clássica
do autômato. Portanto, a função de evolução dos estados quânticos Θ é dada por
Θ : Snf ×Γ → U(Q)∪M(Q), onde U(Q) é o conjunto de operadores lineares unitários
sobre o espaço de Hilbert Q e M(Q) é o conjunto de medições projetivas sobre Q.
Denotaremos como P ∈ M(Q) como um conjunto de projetores {Π1, ..., Πm}, para
m ≤ dim(Q) 2. Dado o estado quântico |ψ� ∈ Q, se consideramos a medição referente
a P , temos que o resultado será i com probabilidade ||Πi|ψ�||2 e, neste caso, o estado
quântico colapsa para Πi|ψ�

||Πi|ψ�||2 , com 1 ≤ i ≤ m.
A função de transição δ depende, como no caso clássico, do estado clássico atual

e do símbolo sob a cabeça de leitura, e depende também de Θ. Caso Θ(s, σ) ∈
U(Q), δ : Snf × Γ → S × {−1, 0, 1} irá mapear a configuração clássica atual para
um novo estado clássico e definirá a direção de movimento da cabeça de leitura.
Caso Θ(s, σ) = P ∈ M(Q), seja R o conjunto dos possíveis resultados da medição.
Neste caso δ também poderá utilizar este resultado para realizar a transição, sendo
δ : Snf × Γ × R → S × {−1, 0, 1}.

Assumimos que quando o símbolo sob a cabeça de leitura é um marcador, a
transição correspondente sob δ manterá a cabeça de leitura nas posições válidas da
fita.

2Veja a Seção 2.2.3 sobre projeções projetivas.
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A computação de um 2QCFA M consiste na aplicação sucessiva das funções de
transição Θ e δ até que o estado clássico seja um estado de aceitação ou rejeição.
Neste caso, M para, aceitando ou rejeitando a cadeia de entrada.

Como a função de transição clássica δ pode depender do resultado de medições,
que são intrinsecamente probabilísticas, os estados clássicos também possuem uma
natureza probabilística. Isso resulta que, como nos outros modelos vistos na Seção 4.2,
podemos atribuir uma probabilidade pa(w) de aceitação da cadeia de entrada w. Da
mesma forma, podemos definir a probabilidade de rejeição de w como pr(w). Se
assumimos que os 2QCFAs sempre param, temos que pa(w) + pr(w) = 1.

Considerando as probabilidades com que cadeias são aceitas ou rejeitadas por
2QCFAs, podemos definir classes de linguagens decididas pelo modelo. A primeira
delas é definida como as linguagens que conseguem ser reconhecidas de modo exato
por algum 2QCFA.

Definição 4.3.3. Um autômato quântico M reconhece uma linguagem L com erro
zero se para todo w ∈ L, temos pa(w) = 1 e para todo w /∈ L, temos pr(w) = 1.

Podemos, entretanto, relaxar a restrição e exigir que o autômato sempre responda
corretamente para cadeias que estão na linguagem, caso contrário, aceitamos um erro
� definido previamente.

Definição 4.3.4. Um autômato quântico M reconhece uma linguagem L com erro
unilateral � se para todo w ∈ L, temos pa(w) = 1, e para todo w /∈ L, temos
pr(w) > 1 − �.

4.4 Fechos

Iremos, nesta seção, apresentar alguns resultados de fecho para o conjunto de lin-
guagens reconhecidas por 2QCFAs com erro unilateral limitado.

Grande parte das provas apresentadas nesta seção são variações das provas apre-
sentadas por Qiu [77] e a prova do fecho por homomorfismo inverso foi inspirada por
resultados provados por Macko [69].

4.4.1 Intersecção

Nesta seção iremos provar que as linguagens aceitas por 2QCFAs com erro unilateral
são fechadas pela operação de intersecção.
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A ideia da prova é construir um 2QCFA M que simula o funcionamento de dois
outros 2QCFA M1 e M2 em série, rejeitando uma cadeia quando M1 rejeitaria e,
caso M1 fosse aceitá-la, M finaliza simulando o funcionamento de M2. Iniciaremos
mostrando a probabilidade com que M aceita e rejeita, baseado nas probabilidades
de aceitação de M1 e M2. O fecho por intersecção segue diretamente.

Teorema 4.4.1 (Variação do Teorema 1 de Qiu [77]). Para i ∈ {1, 2}, seja Mi um
2QCFA tal que Mi para ao computar sobre w ∈ Σ

∗ em tempo esperado O(ti(|w|)) e
a probabilidade de aceitação e rejeição são, respectivamente, pai

(w) e pri
(w). Então

existe um 2QCFA M tal que, ao computar sobre uma cadeia w ∈ Σ
∗, M aceita com

probabilidade pa1
(w)pa2

(w) e rejeita com probabilidade pr1
(w) + pa1

(w)pr2
(w), sendo

que M para sobre w em tempo esperado O(t1(|w|) + t2(|w|) + |w|).

Demonstração. Sejam

M1 = (Q1, S1, Σ, Θ1, δ1, |q01
�, s01

, Sa1
, Sr1

) e

M2 = (Q2, S2, Σ, Θ2, δ2, |q02
�, s02

, Sa2
, Sr2

)

os 2QCFAs do enunciado e Sni
= S\(Sai

∪ Sri
) o conjunto de estados não-finais de

Mi.
Iremos agora construir um 2QCFA M = (Q, S, Σ, Θ, δ, |q0�, s0, Sa, Sr) com as

propriedades desejadas e, para isso, sejam

Q = Q1 ⊗ Q2,

S = S1 ∪ S2

|q0� = |q01
�|q02

�,
s0 = s01

,

Sa = Sa2
e

Sr = Sr1
∪ Sr2

.

Antes de estudar o funcionamento do operador de evolução quântica Θ, vamos
definir o conjunto de projetores que serão utilizados no novo 2QCFA. Para um con-
junto de projetores P1 = {Π1, ..., Πm} sobre o espaço Q1, iremos definir o conjunto de
projetores P �

1 = {Π
�
1, ...Π�

m} tal que Π
�
i = Πi ⊗ IQ2

. Da mesma forma, para um con-
junto de projetores P2 = {Ψ1, ..., Ψm} sobre o espaço Q2, iremos definir o conjunto
de projetores P ��

2 = {Ψ
�
1, ...Ψ�

m} tal que Ψ
�
i = IQ1

⊗ Ψi.
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A função Θ será definida como

Θ(s, σ) =















































aplicar V1 ⊗ IQ2
, se s ∈ Sn1

e Θ1(s, σ) = V1 ∈ U(Q1)

medir com P �
1, se s ∈ Sn1

e Θ1(s, σ) = P1 ∈ M(Q1)

aplicar IQ1
⊗ IQ2

, se s ∈ Sa1

aplicar IQ1
⊗ V2, se s ∈ Sn2

e Θ2(s, σ) = V2 ∈ U(Q2)

medir com P ��
2 , se s ∈ Sn2

e Θ2(s, σ) = P2 ∈ M(Q2)

.

Como, por construção, o estado inicial é o produto tensorial entre os estados
inicias dos 2QCFAs M1 e M2 e as operações unitárias são realizadas não-trivialmente
somente em um dos subespaços relativo a Q1 ou Q2, realizar a medição considerando
P1 ∈ M(Q1) sobre um estado |ψ� ∈ Q é equivalente a realizar a medição P �

1 ∈
M(Q1 ⊗ Q2) sobre |ψ� ⊗ |φ� ∈ Q1 ⊗ Q2, dado que a medição terá como resultado
i com a mesma probabilidade e, neste segundo caso, teremos que o estado colapsa
para Πi|ψ� ⊗ |φ�, não alterando o estado relativo a Q2. Pelo mesmo argumento, é
equivalente aplicar P2 ∈ M(Q2) e aplicar P ��

2 ∈ M(Q1 ⊗ Q2), em nosso caso.
A função de transição clássica δ deverá ser definida após medições e após oper-

ações unitárias. Após medições, a função de transição clássica deverá se comportar
como as funções originais:

δ(s, σ, i) =







δ1(s, σ, i), se s ∈ S1

δ2(s, σ, i), se s ∈ S2

.

Após a aplicação de uma operação unitária, δ será:

δ(s, σ) =































δ1(s, σ), se s ∈ Sn1

δ2(s, σ), se s ∈ Sn2

(s, −1), se s ∈ Sa1
e σ ∈ Σ ∪ {‡}

(s02
, 0), se s ∈ Sa1

e σ = †

.

Por construção, M irá simular o funcionamento de M1 até que o estado clássico
s esteja em Sa1

∪ Sr1
. Devemos notar que o funcionamento de M nesta primeira

fase equivale ao funcionamento de M1 dado que a configuração clássica é a igual a
de M1, o estado quântico inicial não está emaranhado com nenhum outro sistema e
o subespaço referente à simulação de M2 não é alterado nem medido. Neste caso,
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se s ∈ Sr1
, M rejeita a cadeia de entrada. Caso a configuração clássica de M entre

em algum estado de Sa1
, pela construção de δ, a cabeça de leitura voltará a primeira

posição da fita de entrada e M começará a simular M2. Para a cadeia de entrada
w ∈ Σ

∗, a probabilidade de rejeição nesta primeira fase é de pr1
(w) e a probabilidade

com que M irá começar a simular M2 é de pa1
(w).

A simulação de M2 não será afetada pela simulação prévia de M1, dado que a
configuração clássica inicial será a mesma que M2 espera e, como dito anteriormente,
o estado quântico referente a Q2 não foi alterado. Portanto, ao começar, M simulará
M2 sem nenhuma diferença de comportamento. Neste caso, as probabilidades de
aceitação e rejeição da cadeia de entrada w, na simulação de M2 será pa2

(w) e pr2
(w),

respectivamente. Como a probabilidade de entrar na segunda fase é de pa1
(w), temos

que a probabilidade de aceitação e rejeição durante a simulação de M2 é pa1
(w)pa2

(w)
e pa1

(w)pr1
(w), respectivamente.

Logo, a probabilidade de aceitação de w na computação por M é de pa1
(w)pa2

(w)
e a probabilidade de rejeição é pr1

(w) + pa1
(w)pr2

(w).
O tempo esperado da computação da primeira fase sobre a entrada w é igual ao

tempo esperado O(t1(|w|)) de M1, e o tempo esperado da segunda fase é igual ao
tempo esperado de computação da entrada w por M2, O(t2(|w|)). Como para pas-
sar da primeira fase para a segunda a cabeça de leitura deve voltar para a primeira
posição, existe o custo computacional de no máximo |w| passos entre as fases. Por-
tanto, M para ao computar w em tempo O(t1(|w|) + t2(|w|) + |w|).

Considerando os 2QCFA M1 e M2 que reconhecem as linguagens L1 e L2 com
erro unilateral �, temos que pai

(w) = 1 para w ∈ Li e pri
(w) ≥ 1 − � para w �∈ Li.

Com isso, o fecho por intersecção passa a ser um caso especial do Teorema 4.4.1.

Corolário 4.4.2. Sejam L1, L2 ⊂ Σ
∗ duas linguagens decidíveis pelo modelo 2QCFAs

com erro unilateral � em tempo esperado O(t1(|w|)) e O(t2(|w|), respectivamente.
Então L1 ∩ L2 é decidível por um 2QCFA com erro unilateral 2� − �2 em tempo
esperado O(t1(|w|) + t2(|w|) + |w|).

4.4.2 União

Nesta seção provaremos o fecho por união das linguagens reconhecidas por 2QCFAs
com erro unilateral, de uma forma bem semelhante àquela utilizada na Seção 4.4.1.
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A intuição acerca do 2QCFA construído nesta seção é bem semelhante ao da
seção anterior, sendo a única diferença a condição em que será iniciada a simulação
do segundo 2QCFA. Começaremos, do mesmo modo, provando um teorema mais
genérico antes de provar o o resultado de fecho.

Teorema 4.4.3 (Variação do Teorema 2 de Qiu [77]). Para i ∈ {1, 2}, seja Mi

um 2QCFA tal que Mi para sobre w ∈ Σ
∗ em tempo esperado O(ti(|w|)) e a proba-

bilidade de aceitação e rejeição são, respectivamente, pai
(w) e pri

(w). Então existe
um 2QCFA M tal que, para uma cadeia w ∈ Σ

∗, M a aceita com probabilidade
pa1

(w) + pr1
(w)pa2

(w) e a rejeita com probabilidade pr1
(w)pr2

(w), sendo que M para
sobre w em tempo O(t1(|w|) + t2(|w|) + |w|).

Ideia da prova. No Teorema 4.4.1, o 2QCFA M foi construído de forma a simular
inicialmente M1 e ao chegar em um estado final de aceitação, M começaria a simular
M2; se fosse de rejeição, M rejeitaria a cadeia de entrada.

Para este teorema, M deve ser construído de forma análoga, mas ao chegar em
um estado final de M1, se for um estado de aceitação M aceitará e, se for um estado
de rejeição M começará a simular M2.

Utilizando os mesmos elementos do Teorema 4.4.1, é fácil perceber que a prob-
abilidade total de aceitação é pa1

(w) + pr1
(w)pa2

(w) e a probabilidade de rejeição é
pr1

(w)pr2
(w), e que o tempo esperado para que M pare é O(t1(|w|) + t2(|w|) + |w|).

�

Considerando os 2QCFAs M1 e M2 que reconhecem as linguagens L1 e L2 com
erro unilateral �, temos que pai

(w) = 1 para w ∈ Li e pri
(w) ≥ 1 − � para w �∈ Li.

Com isso, temos que o fecho por intersecção é um caso especial do Teorema 4.4.3.

Corolário 4.4.4. Sejam L1, L2 ⊂ Σ
∗ duas linguagens decidíveis pelo modelo 2QCFAs

com erro unilateral � em tempo esperado O(t1(|w|)) e O(t2(|w|), respectivamente.
Então L1 ∪ L2 é decidível por um 2QCFA com erro unilateral 2� − �2 em tempo
esperado O(t1(|w|) + t2(|w|) + |w|).

4.4.3 Concatenação

Veremos agora a prova de que a concatenação de duas linguagens reconhecidas com
erro unilateral por 2QCFAs cujos alfabetos são disjuntos também é reconhecida por
2QCFAs com erro unilateral.



4.4. Fechos 71

A ideia, novamente, é simular os dois 2QCFAs em série, e, como os alfabetos
são disjuntos, consideramos os símbolos de um alfabeto como marcadores de fim de
cadeia para o 2QCFA da outra linguagem.

Teorema 4.4.5 (Variação do Teorema 5 de Qiu [77]). Para i ∈ {1, 2}, sejam Σi um
alfabeto e Mi um 2QCFA tal que Mi para ao computar sobre w ∈ Σ

∗
i em tempo es-

perado O(ti(|w|)) e cujas probabilidades de aceitação e rejeição são, respectivamente,
pai

(w) e pri
(w), para Σ1 ∩ Σ2 = ∅. Então existe um 2QCFA M tal que, para uma

cadeia w = uv, tal que u ∈ Σ
∗
1 e v ∈ Σ

∗
2, M aceita com probabilidade pa1

(u)pa2
(v) e

rejeita com probabilidade pr1
(u) + pa1

(u)pr2
(v), sendo que M para ao computar sobre

w em tempo O(t1(|u|) + t2(|v|) + |w|). Caso w não esteja na forma uv descrita, a
cadeia é rejeitada com probabilidade 1.

Ideia da prova. A ideia da prova é primeiramente verificar se a cadeia de entrada
w está no formato uv, u ∈ Σ

∗
1 e v ∈ Σ

∗
2, rejeitando se não estiver. Como veremos

posteriormente, isto pode ser feito com erro zero e em tempo linear no tamanho da
entrada dado que estamos tratando de uma linguagem regular. Veja o Teorema 4.5.1.

Então, o 2QCFA M irá simular M1 na primeira parte da entrada, tratando os
símbolos em Σ2 da mesma forma que o marcador direito ‡. Se M1 fosse aceitar a
cadeia, M vai para o primeiro símbolo da cadeia que esteja no conjunto Σ2 ∪ {‡}, e
então começará a simular M2 na segunda parte da cadeia, tratando elementos de Σ1

como o marcador esquerdo †.
Utilizando os mesmos elementos do Teorema 4.4.1, é fácil perceber que, quando a

cadeia está no formato explicitado no enunciado, a probabilidade total de aceitação é
pa1

(u)pa2
(v) e a probabilidade de rejeição é pr1

(u)+pa1
(v)pr2

(v), e o tempo esperado
para que M pare é de O(t1(|u|) + t2(|v|) + |w|). �

Segue, direto do Teorema 4.4.5, o corolário da concatenação de linguagens recon-
hecidas com erro unilateral � cujos alfabetos são disjuntos.

Corolário 4.4.6. Sejam L1 ⊆ Σ
∗
1 e L2 ⊆ Σ

∗
2, Σ1 ∩Σ2 = ∅, duas linguagens decidíveis

pelo modelo 2QCFAs com erro unilateral � em tempo esperado O(t1(|w|)) e O(t2(|w|)),
respectivamente. Então L1 ·L2 é decidível por um 2QCFA com erro unilateral 2�− �2

em tempo esperado O(t1(|w|) + t2(|w|) + |w|).
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4.4.4 Reversão

Iremos mostrar nesta seção que o conjunto de linguagens reconhecidas por 2QCFAs
com erro unilateral também é fechado por reversão. A ideia da prova é simples pois,
como a cabeça de leitura é bidirecional, basta realizar a computação “de trás para
frente”.

Teorema 4.4.7 (Variação do Teorema 4 de Qiu [77]). Seja M um 2QCFA tal que M

para ao computar sobre w ∈ Σ
∗ em tempo esperado O(t(|w|)) e cujas probabilidades de

aceitação e rejeição são, respectivamente, pa(w) e pr(w). Então existe um 2QCFA
MR tal que, para uma cadeia w ∈ Σ

∗, M a aceita com probabilidade pa(wR) e a
rejeita com probabilidade pr(wR), sendo que MR para ao computar sobre w em tempo
esperado O(t(|w|) + |w|).

Demonstração. Seja M = (Q, S, Σ, Θ, δ, q0, s0, Sa, Sr) o 2QCFA do enunciado. Vamos
agora construir o 2QCFA MR = (Q, SR, Σ, Θ

R, δR, q0, sR
0 , Sa, Sr).

O conjunto de estados clássicos será igual a S acrescido do elemento sR
0 �∈ S, ou

seja SR = S ∪ {sR
0 }.

A função de transição Θ
R é definida como

Θ
R(s, σ) =







Θ(s, σ), se s ∈ S

I, se s = sR
0

.

A função de transição clássica δR, para os estados em S e símbolos em Σ é
exatamente como δ, apenas invertendo-se a direção para qual a cabeça de leitura se
move. Para as transições do novo estado, sR

0 , a função clássica irá se mover para a
direita até chegar ao final da fita, quando a transição levará ao estado inicial clássico
de M , s0. Resumindo, após operações unitárias, temos

δR(s, σ) =















































(sR
0 , +1), se s = sR

0 e σ �= ‡

(s0, 0), se s = sR
0 e σ = ‡

(s�, −p), se s ∈ S, σ ∈ Σ e δ(s, σ) = (s�, p)

(s�, −p), se s ∈ S, σ = † e δ(s, ‡) = (s�, p)

(s�, −p), se s ∈ S, σ = ‡ e δ(s, †) = (s�, p)

.

Podemos verificar que, como sR
0 é o estado inicial do novo 2QCFA, com as funções

de transição δR e Θ
R, o autômato MR irá se mover até chegar no marcador direito
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sem alterar os estados quânticos. Ao chegar no marcador, a transição será feita para
o estado inicial do 2QCFA original s0.

Então, pela definição de δR e Θ
R, o funcionamento de MR será o mesmo de M

com duas alterações:

1. MR irá tratar o marcador direito como M trata o marcador esquerdo, e vice-
versa

2. MR se moverá na direção contrária àquela em que M se moveria, segundo sua
função de transição clássica.

É fácil perceber que, a partir do momento em que a transição para s0 for feita,
o 2QCFA MR irá simular M na cadeia wR. Portanto, a probabilidade de aceitação
será igual a da cadeia wR quando M computa, ou seja pa(wR).

Temos também que o tempo de execução esperado de MR compreende o mo
movimento para chegar até a última posição e, em seguida, os movimentos simular
o 2QCFA original, ou seja, O(|w| + t(|w|)).

Corolário 4.4.8. Se L ⊆ Σ
∗ é uma linguagem decidível pelo modelo 2QCFAs com

erro unilateral � em tempo esperado O(t(|w|)), então LR é decidível por um 2QCFA
com erro unilateral � em tempo esperado O(t(|w|) + |w|).

4.4.5 Homomorfismo inverso

Iremos, agora, apresentar a prova de que o conjunto de linguagens reconhecidas por
2QCFAs é fechada por homomorfismo inverso. Esta prova é baseada nas provas de
que as linguagens regulares são fechadas por homomorfismo inverso, bem como na
prova de Macko [69], o qual mostra que o conjunto das linguagens reconhecidas por
MM-1,5QFAs3 também o são.

A ideia geral da prova é que ao computar sobre um símbolo σ, computaremos,
na verdade sobre h(σ). Como o autômato em questão é bidirecional, teremos que
guardar o símbolo específico de h(σ) que está sendo computado na configuração
atual do 2QCFA. Porém como |h(σ)| = c, para uma constante c, poderemos fazer
isso utilizando os estados clássicos.

3MM-1,5QFA é um modelo intermediário entre MM-1QFA e MM-2QFA.
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Teorema 4.4.9. Sejam h : Σ1 → Σ2 um homomorfismo, M um 2QCFA tal que M

para ao computar w ∈ Σ
∗
2 em tempo esperado O(t(|w|)) e cujas probabilidades de

aceitação e rejeição são, respectivamente, pa(w) e pr(w). Então existe um 2QCFA
M � tal que, para uma cadeia w ∈ Σ

∗, M aceita com probabilidade pa(h(w)) e rejeita
com probabilidade pr(h(w)), sendo que M para ao computar w em tempo O(|w| +
t(|h(w)|)).

Demonstração. Seja M = (Q, S, Σ2, Θ, δ, q0, s0, Sa, Sr) o 2QCFA do enunciado. Va-
mos agora construir o 2QCFA M � = (Q, S �, Σ1, Θ

�, δ�, q�
0, s0e

, S �
a, S �

r) com as pro-
priedades desejadas.

Mostraremos, inicialmente, o conjunto de estados clássicos do novo 2QCFA. Ter-
emos mais estados, pois serão eles que irão simular o movimento da cabeça de leitura
quando |h(a)| > 1. Sejam os conjunto S �

1 =
�

s∈S{se, sd} e S �
2 = {si|s ∈ S e 1 ≤ i ≤

maxσ∈Σ1
|h(σ)|}. Definimos

S � = S �
1 ∪ S �

2.

A ideia dos estados em S �
1 é manter o histórico da direção original da cabeça

de leitura em uma transição. Esta informação é importante quando |h(σ)| = 0,
pois deveremos ignorar σ neste caso, passando para o próximo elemento mantendo a
mesma direção da transição original.

Já os estados de S �
2 são os estados que irão auxiliar a guardar a informação de

qual símbolo h(σ) estaria sendo computado pelo 2QCFA original M .
Veremos agora o funcionamento da função de transição quântica Θ

�. Quando a
cabeça de leitura estiver sobre o marcador esquerdo (direito) e o estado clássico for
se (sd) a função de transição quântica será igual à de M no mesmo marcador e com
estado clássico s. Para estados clássicos em S �

2 e σ ∈ Σ, a informação codificada
nos estados irá definir seu funcionamento, simulando a função de transição quântica
original. Nos outros casos, a função de transição quântica Θ

� será a identidade.
Sintetizando, teremos

Θ(s, σ) =































Θ(s�, †), se s = s�
e ∈ S �

1 e σ = †

Θ(s�, ‡), se s = s�
d ∈ S �

1 e σ = ‡

Θ(s�, h(σ)i), se s = s�
i ∈ S �

2, i ≤ |h(σ)| e σ ∈ Σ

I, caso contrário

,

onde h(σ)i é a i-ésima posição na cadeia h(σ).
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Vamos apresentar agora a função de transição clássica. Para facilitar a exposição
dividiremos a função considerando cada um dos conjuntos de estados S �

1 e S �
2.

Para os estados sp ∈ S �
1, teremos

δ�(sp, σ) =



















































































(s1, 0), se σ ∈ Σ1, p = d e |h(σ)| > 0

(s|h(σ)|, 0), se σ ∈ Σ1, p = e e |h(σ)| > 0

(sd, +1), se σ ∈ Σ1, p = d e |h(σ)| = 0

(se, −1), se σ ∈ Σ1, p = e e |h(σ)| = 0

(s�
d, +1), se σ = † e δ(s, †) = (s�, +1)

(s�
e, −1), se σ = ‡ e δ(s, ‡) = (s�, −1)

(s�
e, 0), se σ = † e δ(s, †) = (s�, 0)

(s�
d, 0), se σ = ‡ e δ(s, ‡) = (s�, 0)

.

Intuitivamente, as duas primeiras cláusulas são para |h(σ)| ≥ 1. A diferença entre as
duas registra quando se chega pela esquerda ou pela direita no símbolo σ. A terceira
e a quarta cláusulas são relativas aos casos em que |h(σ)| = 0, e neste caso, M � deve
ignorar este símbolo. As quatro últimas cláusulas cobrem os casos em que se chegou
em um marcador, e, neste caso, a transição é feita sem o auxílio dos estados de S �

2.
Para os estados si ∈ S �

2, teremos

δ�(si, σ) =















































(s�
i, 0), se δ(s, σ) = (s�, 0)

(s�
i+1, 0), se δ(s, σ) = (s�, +1) e |h(σ)| ≥ i + 1

(s�
d, +1), se δ(s, σ) = (s�, +1) e |h(σ)| < i + 1

(s�
i−1, 0), se δ(s, σ) = (s�, −1) e i > 1

(s�
e, −1), se δ(s, σ) = (s�, −1) e i = 1

.

Intuitivamente, neste caso, o símbolo da fita da configuração clássica de M é criado
com as informações do símbolo da fita lido por M � e o índice do estado clássico de
M �. Com isso, consegue-se fazer as transições entre os símbolos de h(σ), e, quando
se chegou a uma das extremidades desta cadeia, passa-se para o próximo símbolo da
cadeia original.

A definição de δ� para os valores não definidos anteriormente poderá ser arbitrária,
dado que, por construção, os estados clássicos nunca chegarão em tal configuração.

Por construção, temos que M � estará na configuração formada pelo estado clássico
sj, estado quântico |ψ� sobre a i-ésima posição da fita ao computador sobre w com
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a mesma probabilidade de que M está na posição |h(w1, ..., wi−1)| + j da fita, no
estado s e estado quântico |ψ�. Temos também que M � estará sobre o marcador
esquerdo (direito) no estado clássico se (sd) e o estado quântico é |ψ� com a mesma
probabilidade com que M está no marcador esquerdo (direito), no estado clássico
s e estado quântico |ψ�. Isso se dá pois as transições simulam o funcionamento de
M sobre h(w), ignorando os símbolos σ tal que |h(σ)| = 0, e realizando a transição
entre os símbolos de h(σ), para |h(σ)| ≥ 0, através dos índices nos estados de S �

2.
Portanto, para uma cadeia w ∈ Σ

∗
1, a probabilidade de aceitação é pa(h(w)).

Temos um caso patológico em que a cadeia de entrada é formada somente por
símbolos em que |h(σ)| = 0, e, neste caso, o maior custo da computação é encontrar
um elemento em que isso não ocorre, com complexidade O(|w|). Se este não for o
caso, a complexidade de tempo é igual à de M computando sobre h(w). Temos então
que a complexidade da computação de w por M � é O(|w| + t(|h(w)|)).

4.5 Computabilidade

Iremos, nesta seção, apresentar de uma forma estruturada algumas linguagens recon-
hecidas pelo modelo 2QCFA. A organização da apresentação dividirá as linguagens
segundo a hierarquia clássica. Ressaltamos que este estudo é original na literatura.

Iniciamos apresentando a relação das linguagens regulares e das linguagens recon-
hecidas por 2QCFAs. Seguimos na Seção 4.5.2 apresentando linguagens de diversos
graus de dificuldade dentre as linguagens livres de contexto que são reconhecidas
por 2QCFAs. Finalmente na Seção 4.5.3 apresentamos 2QCFAs que reconhecem
linguagens não livre de contexto. Assumiremos um conhecimento básico prévio em
linguagens formais e autômatos, sendo referências para tais assuntos os livros de
Hopcroft e Ullman [55] e Sipser [83].

4.5.1 Linguagens regulares

Nesta seção, iremos provar um teorema simples mostrando que todas as linguagens
regulares podem ser reconhecidas por um 2QCFA com erro nulo em tempo linear. A
ideia da prova é simular o autômato determinístico que decide a linguagem, ignorando
os estados quânticos.
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Teorema 4.5.1. Se F é uma linguagem regular, então existe um 2QCFA M que
decide L com erro nulo em tempo linear.

Demonstração. Seja D = (S1, Σ, δ1, s0, F ) um autômato determinístico que decide
L. Seja M = (Q, S, Σ, Θ, δ, |0�, s0, Sacc, Srej) um 2QCFA, tal que Q é um espaço de
Hilbert bidimensional e

S = S1 ∪ {sacc, srej},

Sacc = {sacc} e

Srej = {srej}.

Para todos estados clássicos e símbolos do alfabeto da fita, o operador de evolução
quântico Θ irá aplicar a identidade. Portanto, o operador de evolução clássico δ não
precisará ser definido após medições . Após a aplicação de operações unitárias, δ se
comportará da seguinte forma:

δ(s, σ) =































(s, +1), se σ = †

(δ1(s, σ), +1), se σ ∈ Σ

(sacc, 0), se σ = ‡ e s ∈ F

(srej, 0), se σ = ‡ e s /∈ F .

Por construção, os estados quânticos não interferem na computação de uma cadeia
por M . Pode ser demonstrado facilmente que D estará sobre a i-ésima posição da
cadeia de entrada no estado s se e somente se M estiver sobre a célula de posição i

e no mesmo estado clássico.

No final da computação, se D aceita a entrada, M irá atingir ‡ em um estado
clássico de F . Neste caso, δ irá transitar para um estado de aceitação. Caso contrário,
M irá atingir ‡ em um estado que não pertence a F e δ transitará para um estado
de rejeição. Portanto M aceita a entrada se e somente se D também a aceitar.

Como podemos ver, as transições que não movem a cabeça de leitura para a
direita são aquelas que fazem uma transição para o estado de parada. Portanto,
necessitam de |w| + 2 passos para M aceitar ou rejeitar a entrada.
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4.5.2 Linguagens livre de contexto

Nesta seção, serão estudados 2QCFAs que reconhecem Linguagens Livres de Con-
texto (LLCs) de distintas dificuldades. Começaremos apresentando uma LLC de-
terminística que é reconhecida com erro unilateral pelo modelo 2QCFA em tempo
polinomial. Seguimos mostrando duas LLCs não-determinísticas e não-ambíguas que
são reconhecidas pelo modelo. Na última seção, mostramos um 2QCFA que recon-
hece uma LLC ambígua.

2QCFAs e Linguagens Livres de Contexto Determinísticas

São exemplos destas linguagens a linguagem de cadeias em que o número de símbolos
a é igual ao número de símbolos b, a linguagem xcy, tal que x, y ∈ {a, b}∗ e |x| =
|y| [80], dentre outras. Entretanto, a técnica utilizada em tais provas é a técnica
originalmente proposta por Ambainis e Watrous [11] para demostrar que a LLC
determinística L= = {anbn|n ≥ 0} é reconhecida pelo modelo 2QCFA com erro
unilateral arbitrário. Iremos agora apresentar tal 2QCFA.

A ideia geral do 2QCFA é, primeiramente, verificar se a cadeia de entrada está
na forma a∗b∗. Após isso, faz-se uma varredura pela cadeia, efetuando rotações em
um qubit para cada símbolo da entrada. Para cada a, faz-se a rotação de

√
2π e,

para cada b, faz-se a rotação de −
√

2π. A Figura 4.1 ilustra essas rotações.
É fácil perceber que para cadeias na linguagem, ao final da varredura o qubit

estará no estado original. Pode-se também limitar a amplitude do estado final para
cadeias que não estão na linguagem. Entretanto essa probabilidade pode ser pequena
e, por isso, será necessário um procedimento para amplificá-la.

Começaremos provando a probabilidade que o Procedimento de Aceitação de-
scrito na Figura 4.2 decide pela aceitação, terminando assim a execução do autômato.
Então, provaremos o Teorema 4.5.5, mostrando a corretude do 2QCFA apresentado
na Figura 4.3 para decidir a linguagem L=.

Lema 4.5.2. O procedimento descrito na Figura 4.2 retorna 1 com probabilidade
1

2k(n+1)2 .

Demonstração. A primeira parte do Laço em questão nada mais é do que uma in-
stância do Problema do Jogador [41] onde um dos jogadores começa com 1 moeda
e o outro jogador começa com n = i + j moedas. Por resultados clássicos de Pro-
cessos Estocásticos [41], temos que a probabilidade de chegar em † é de n

n+1
e a
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|0�

|1�

(a) Estado inicial do sis-
tema

|0�

|1�
√

2π

(b) Estado quântico após
computar “a”

-

|0�

|1�

√
2π

(c) Estado quântico após
computar “aa”

-

|0�

|1�

√
2π

(d) Estado quântico após
computar “aab”

Figura 4.1: Exemplo da evolução de estados quânticos ao computar a cadeia “aab”



80 Capítulo 4. Autômatos quânticos

probabilidade de chegar em ‡ é de 1
n+1

. Como o processo é repetido duas vezes, a
probabilidade de terminar as duas vezes em ‡ é de 1

(n+1)2 .
Já na segunda parte do laço, a probabilidade de que nenhuma moeda resulte em

“cara” é de 1
2k . Portanto, este procedimento retorna 1 com probabilidade 1

2k(n+1)2 .

Input: Entrada w = aibj e k > 0
1 repeat
2 Mova a cabeça de leitura para o primeiro a ;
3 while símbolo atual da fita não for † ou ‡ do
4 Jogue uma moeda ;
5 if resultado da moeda for “cara” then
6 Mova a cabeça de leitura para a direita ;
7 else
8 Mova a cabeça de leitura para a esquerda;
9 end

10 end

11 until duas vezes;
12 if nas duas vezes ‡ foi atingido then
13 Jogue k moedas ;
14 if nenhuma moeda for “cara” then return 1
15 end
16 return 0;

Figura 4.2: Procedimento de Aceitação para reconhecer L=

Antes de provar o principal teorema, iremos provar um lema auxiliar envolvendo
algumas identidades trigonométricas.

Lema 4.5.3 (Adaptado de Lema 6 de Ambainis e Watrous [11]). Para i, j ∈ N,
i �= j, temos que

sin2
√

2(i − j)π ≥ 1
2(i − j)2

.

Demonstração. Seja k o valor inteiro mais próximo de
√

2(i − j), e vamos assumir
k <

√
2(i − j), sendo o outro caso simétrico. Temos que k2 < 2(i − j)2, e como k e

2(i − j) são números inteiros, segue que

k2 + 1 ≤ 2(i − j)2, ou seja k ≤
�

2(i − j)2 − 1.
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Input: Entrada w e erro 0 < � < 1
2

1 Prepare o estado quântico |q� no estado |0� ;
2 k ← 1 − �log �� ;
3 Ua ← R√

2π ;
4 Ub ← R−

√
2π ;

5 Verifique classicamente se w ∈ a∗b∗ e rejeite se não for ;
6 while verdadeiro do
7 Mova a cabeça de entrada para o primeiro a ;
8 while símbolo atual σ não é ‡ do
9 Aplique a operação Uσ no estado quântico ;

10 Mova a cabeça de leitura para a direita ;
11 end
12 Meça o estado quântico ;
13 if resultado for |1� then Rejeite ;
14 if Procedimento de Aceitação retornar 1 then Aceite ;
15 end

Figura 4.3: 2QCFA M que reconhece L=

Dado que

(
√

2(i−j)−
�

2(i − j)2 − 1)(
√

2(i−j)+
�

2(i − j)2 − 1) = 2(i−j)2−2(i−j)2+1 = 1,

temos
√

2(i−j)−k ≥
√

2(i−j)−
�

2(i − j)2 − 1 =
1

√
2(i − j) +

�

2(i − j)2 + 1
>

1
2
√

2(i − j)
.

Como k é o inteiro mais próximo de
√

2(i − j), temos que k ∈ [0, 1
2
], e, neste

intervalo, sin πx ≥ 2x. Portanto

sin2
√

2(i − j)π = sin2 (
√

2(i − j) − k)π

≥ (2(
√

2(i − j) − k))2

≥
�

2
2
√

2(i − j)

�2

≥ 1
2(i − j)2

.
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Agora, iremos provar que a linguagem L= pode ser reconhecida por um 2QCFA
com erro unilateral � e tempo polinomial.

Definição 4.5.4. Seja Rα o operador unitário

�

cos α − sin α

sin α cos α

�

.

Teorema 4.5.5 (Lemas 6 e 7 de Ambainis e Watrous [11]). O 2QCFA M descrito
na Figura 4.3 reconhece a linguagem L= = {anbn|n ≥ 0} com erro unilateral �,
0 < � < 1

2
, em tempo O(|w|4), onde w é a cadeia de entrada.

Demonstração. Como a linguagem {a∗b∗} é uma linguagem regular, pelo Teorema
4.5.1, temos que o passo 5 pode ser implementado por um 2QCFA com erro nulo e
tempo linear. Portanto, se a cadeia não tiver o formato aibj, a cadeia é rejeitada.
Podemos, então, assumir que a cadeia de entrada possui tal formato.

Para cadeias w ∈ L=, é fácil verificar que a composição das operações unitárias
do passo 9 é equivalente à aplicação do operador identidade, dado que para cada
rotação de

√
2π, haverá uma rotação de −

√
2π para compensá-la. Neste caso, a

medição realizada no passo 12 nunca resultará em |1�, logo a entrada nunca será
rejeitada. Pelo Lema 4.5.2, o procedimento de aceitação no passo 14 retorna 1 com
probabilidade 1

2k(n+1)2 , portanto o número de execuções esperados do laço principal
é de O(|w|2).

Agora iremos verificar o resultado para cadeias w �∈ L=. Após executar um
número i de rotações por

√
2π e j rotações por

√
2π, o estado quântico ao final da

varredura é
cos

√
2(i − j)π|0� + sin

√
2(i − j)π|1�,

sendo a probabilidade de rejeição no passo 13 de sin2
√

2(i − j)π. Pelo Lema 4.5.3,
temos que essa probabilidade é de pelo menos 1

2(i−j)2 .
Portanto, a cada iteração, para i �= j, a entrada é rejeitada na linha 12 com

probabilidade pr > 1
2(i−j)2 e, pelo Lema 4.5.2, a entrada é aceita no passo 14 com

probabilidade pa = 1
2k(n+1)2 ≤ �

2(i+j+1)2 .
Ao repetir indefinidamente, temos que a probabilidade de rejeição é:

�

k≥0

(1 − pr)k(1 − pa)kpr =
pr

pa + pr − papr

>
pr

pa + pr

>
1
2

1
2

+ �
2

=
1

1 + �
> 1 − �.

Além disso, temos que o o número esperado de iterações no laço principal tem
como limitante superior o número de execuções até que a cadeia seja aceita, que é
O(|w|2), como visto anteriormente.
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Como, o tempo de execução do Procedimento de Aceitação é O(|w|2), temos que
o 2QCFA para em tempo esperado O(|w|4).

Nota 4.5.6. É fácil perceber que se alterarmos Ua = R√
2π e Ub = Rk

√
2π, pode-se

provar com os mesmos argumentos que a linguagem Lk
= = {aknbn|n ≥ 0}, para um

k ∈ N fixo, é decidível pelo modelo 2QCFA.

Nota 4.5.7. Usando os Teoremas 4.4.5 e 4.5.5, pode-se provar facilmente que as
linguagens {anbnc∗|n ≥ 0} e {a∗bncn|n ≥ 0} são decidíveis por algum 2QCFA.

2QCFAs e Linguagens Livres de Contexto não-determinística e não-ambíguas

Nesta seção, iremos mostrar dois resultados envolvendo LLCs não-determinísticas e
não-ambíguas que são reconhecidas pelo modelo 2QCFA com erro unilateral. Mos-
traremos primeiramente que a linguagem {anbn|n ≥ 0} ∪ {a2nbn|n ≥ 0} é decidida
em tempo polinomial e em seguida que a linguagem dos palíndromos sobre o alfabeto
{a, b} é reconhecida em tempo exponencial.

A linguagem {anbn|n ≥ 0} ∪ {a2nbn|n ≥ 0}

Usando o resultado da seção anterior, juntamente como Corolário 4.4.4, vamos provar
que a linguagem L = {anbn|n ≥ 0} ∪ {a2nbn|n ≥ 0} é reconhecida por um 2QCFA
com erro unilateral arbitrário em tempo polinomial 4.

Teorema 4.5.8. A linguagem {anbn|n ≥ 1} ∪ {a2nbn|n ≥ 1} pode ser reconhecida
pelo modelo 2QCFA com erro unilateral δ em tempo polinomial, para algum 0 < δ < 1

2

arbitrário.

Demonstração. Seja � = 1−
√

1 − δ. Pelo Teorema 4.5.5 e Nota 4.5.6, temos que exis-
tem os 2QCFAs M1 e M2 que reconhecem as linguagens {anbn|n ≥ 0} e {a2nbn|n ≥ 0},
respectivamente, em tempo polinomial e com erro unilateral �.

Portanto, a partir de M1 e M2 e pelo Lema 4.4.3, temos que existe um 2QCFA
que reconhece a linguagem {anbn|n ≥ 0} ∪ {a2nbn|n ≥ 0} em tempo polinomial e
com erro unilateral 2� − �2 = δ.

4 O exemplo 4.11 de Reghizzi [79] mostra que {anbn|n ≥ 0} ∪ {a2nbn|n ≥ 0} é uma LLC
não-determinística e não-ambígua.
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Palíndromos

Seja Lpal = {x|x ∈ {a, b}∗ e x = xR} a linguagem dos palíndromos sobre o alfabeto
{a, b}5.

Apresentaremos agora o resultado de Ambainis e Watrous [11] que mostra que
Lpal é reconhecida por um 2QCFA em tempo exponencial. Iniciaremos definindo
duas matrizes que farão parte do 2QCFA para reconhecer Lpal.

Definição 4.5.9. Sejam

A =









4 3 0
−3 4 0
0 0 5









e B =









4 0 3
0 5 0

−3 0 4









.

Enunciaremos um lema proposto por Ambainis e Watrous [11], envolvendo a
multiplicação das matrizes da Definição 4.5.9. A prova deste lema será apresentada
no Apêndice D.

Lema 4.5.10. Seja u = Y −1
1 ...Y −1

n Xn...X1

�

1
0
0

�

, tal que Xi, Yi ∈ {A, B}. Se Xj �= Yj

para algum valor de j, então u2
2 + u2

3 > 25−n.

Input: Entrada w e k > 0
1 f ← 0 ;
2 while símbolo atual σ �= † do
3 Simule k jogadas de moeda if alguma moeda for “cara” then f ← 1;
4 Mova a cabeça de leitura para a esquerda ;
5 end
6 return f ;

Figura 4.4: Procedimento de aceitação para palíndromos

Iremos agora mostrar a probabilidade de aceitação resultante do procedimento
demonstrado na Figura 4.4.

Lema 4.5.11. O procedimento de aceitação descrito na Figura 4.4 retorna 0 com
probabilidade 2−k(n+1).

5 O exemplo 4.12 de Reghizzi [79] mostra que Lpal é uma LLC não-determinística e não-ambígua.



4.5. Computabilidade 85

Demonstração. O procedimento de aceitação retorna 0 quando as k moedas jogadas
de todos símbolos da entrada resultam em “cara”, o que ocorre com probabilidade
2−k(n+1).

Input: Entrada w e erro 0 < � < 1
2

1 Prepare um estado quântico em C
3 em |0� ;

2 Ua ←







4
5

−3
5

0
3
5

4
5

0
0 0 1





;

3 Ub ←







4
5

0 −3
5

0 1 0
3
5

0 4
5





 ;

4 k ← max{log 25, − log �} ;
5 while verdadeiro do
6 while símbolo atual σ �= ‡ do
7 Aplique Uσ no estado quântico ;
8 Mova a cabeça de leitura para a direita ;
9 end

10 Mova a cabeça de leitura para o primeiro símbolo da cadeia de entrada;
11 while símbolo atual σ �= ‡ do
12 Aplique U−1

σ no estado quântico ;
13 Mova a cabeça de leitura para a direita ;
14 end
15 Meça o estado quântico e rejeite se for |1� ou |2� ;
16 Se Procedimento de aceitação retornar 1, aceite;
17 end

Figura 4.5: 2QCFA para decidir Lpal

Finalmente mostraremos o 2QCFA que aceita Lpal.

Teorema 4.5.12. O 2QCFA mostrado na Figura 4.5 reconhece a linguagem Lpal

com erro unilateral 0 < � < 1
2

arbitrário, e para após tempo esperado exponencial em
relação ao tamanho da entrada.

Demonstração. Para cadeias w ∈ Lpal, a aplicação dos operadores unitários nas
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linhas 7 e 12 resulta em

Uw1
...Uwn

U−1
w1

...U−1
wn

|0�
= Uw1

...Uwn
U−1

wn
...U−1

w1
|0�

= Uw1
...Uwn+1

IU−1
wn+1

...U−1
w1

|0�
= Uw1

...Uwn+1
U−1

wn+1
...U−1

w1
|0�

...

= Uw1
U−1

w1
|0�

= I|0�
= |0�

onde a primeira igualdade vem do fato de que por ser palíndromo, wi = wn−i+1.
Pelo Lema 4.5.11, a probabilidade de aceitação em cada iteração será de 2−k(n+1),

portanto o número esperado de iterações é de 2k(n+1).
Para instâncias negativas, pelo Lema 4.5.10, temos que a sequência de operações

resultando em Uw1
...Uwn

U−1
w1

...U−1
wn

|0� resultará em um estado α0|0� + α1|1� + α2|2�,
com α1, α2, α3 ∈ R e α2

1 + α2
2 ≥ 25−n. Portanto, a probabilidade pr com que o passo

15 rejeita é de pelo menos 25−n. Pelo Lema 4.5.11, o procedimento de aceitação no
passo 16 irá aceitar com probabilidade pa = 2−k(n+1). Portanto, a probabilidade com
que a cadeia será rejeitada, tomando k ≥ max {log 25, − log �}, é de

�

j≥0

(1 − pr)j(1 − pa)jpr =
pr

pr + pa − papr

≥ 1 − �.

Temos que o número esperado de iterações do laço principal será no máximo

min {25n, 2k(n+1)} = 25n,

dado que é esperado que após esse número de passos, a cadeia de entrada seja re-
jeitada.

2QCFAs e Linguagens Livres de Contexto inerentemente ambíguas

Nesta subseção, mostraremos que o modelos 2QCFA reconhece também algumas
LLC inerentemente ambíguas, uma das classes de LLCs mais difíceis de reconhecer.
Mostraremos que a linguagem Lijk = {aibjck|i = j ou j = k} pode ser reconhecida
em tempo polinomial e com erro unilateral arbitrário 6.

6 Em Sipser [83] podemos ver que a linguagem Lijk é uma LLC inerentemente ambígua.



4.5. Computabilidade 87

Teorema 4.5.13. A linguagem Lijk é reconhecida por um 2QCFA com erro unilateral
δ em tempo O(|w|4), onde w é a cadeia de entrada e 0 < δ < 1

2
.

Demonstração. Como descrito na Nota 4.5.7 as linguagens L1 = {anbnc∗|n ≥ 0} e
L2 = {a∗bncn|n ≥ 0} podem ser reconhecidas com erro unilateral � = 1 −

√
1 − δ

pelo modelo 2QCFA em tempo esperado O(|w|4). Dado que Lijk = L1 ∪ L2, pelo
Teorema 4.4.3, temos que Lijk é reconhecida por um 2QCFA com erro unilateral δ,
em tempo esperado O(|w|4).

4.5.3 Linguagens não livres de contexto

Iremos mostrar agora duas linguagens não livres de contexto (LNLC) que são re-
conhecidas por 2QCFAs. Iniciaremos apresentando o 2QCFA para a linguagem
{anbncn|n ≥ 0} que é reconhecida em tempo polinomial e erro unilateral e, em
seguida mostraremos que a linguagem Lwcw = {wcw|w ∈ a, b∗} pode ser reconhecida
com erro unilateral e tempo exponencial.

A linguagem anbncn

Mostraremos nesta seção, um 2QCFA que reconhece a LNLC Ln = {anbncn|n ≥ 0}7.

Teorema 4.5.14. A linguagem Ln é reconhecida por um 2QCFA com erro unilateral
δ em tempo O(|w|4), onde w é a cadeia de entrada e 0 < δ < 1

2
.

Demonstração. Como descrito na Nota 4.5.7, as linguagens L1 = {anbnc∗|n ≥ 0} e
L2 = {a∗bncn|n ≥ 0} são decidíveis pelo modelo 2QCFA com erro unilateral � =
1 −

√
1 − δ e em tempo O(|w|4). Dado que Ln = L1 ∩ L2, pelo Teorema 4.4.1,

sabemos que Ln é reconhecida por um 2QCFA com erro unilateral δ em tempo
esperado O(|w|4).

A linguagem wcw

Iremos agora mostrar um 2QCFA que reconhece com erro unilateral a linguagem não
LLC Lwcw = {wcw|w ∈ {a, b}∗} em tempo exponencial. A ideia geral do 2QCFA
é similar à do 2QCFA apresentado para reconhecer a linguagem dos palíndromos,
descrito na Figura 4.5.

7 O exemplo 6.1 de Hopcroft e Ullman [55] mostra que Ln não é livre de contexto.
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Teorema 4.5.15 (Seção 4 de Zheng, Qiu e Li [81]). Existe um 2QCFA M que
reconhece a linguagem Lwcw com erro unilateral �, 0 < � < 1

2
, e com número esperado

de passos exponencial no tamanho da entrada.

Ideia da prova. Primeiramente M irá rejeitar se a cadeia de entrada não estiver na
forma xcy, x, y ∈ {a, b}∗, o que pode ser feito em tempo linear e com erro nulo pelo
Teorema 4.5.1.

Se a cadeia de entrada não for rejeitada na primeira etapa, M percorrerá a cadeia
x aplicando a transformação Uσ sobre um estado quântico inicial |0�, e então percor-
rerá y na direção inversa aplicando U−1

σ para cada símbolo σ, sendo

Ua =









4
5

−3
5

0
3
5

4
5

0
0 0 1









e Ub =









4
5

0 −3
5

0 1 0
3
5

0 4
5









, como definido na Figura 4.5.

Como visto no Teorema 4.5.12, se x = y após percorrer x e y o estado quântico
estará sempre em |0� e, se x �= y, o estado quântico não estará em |0� com probabil-
idade pelo menos 25−n. Portanto uma medição é feita e se for |1� ou |2�, a cadeia é
rejeitada. Senão, o procedimento para aceitação descrito na Figura 4.4 é executado
e se não retornar 1, recomeça-se o processo. �

4.6 Linguagens não reconhecidas por 2QCFAs

Um dos aspectos em que o estudo de 2QCFAs ainda encontra-se mais primitivo é
a caracterização de linguagens que não podem ser reconhecidas por tais modelos.
Nos modelos unidirecionais, Moore e Crutchfield [73] apresentaram um Lema do
Bombeamento para MO-1QFAs e Kondacs e Watrous [66] mostraram uma linguagem
regular que não pode ser reconhecida por MM-1QFAs.

Entretanto, existem algumas linguagens sobre as quais conjectura-se que não
possam ser reconhecidas pelo modelo com erro unilateral, tal como a linguagem
L< = {aibj|i < j} e algumas de suas variações8. Outro exemplo de linguagem que
acredita-se não poder ser reconhecida é a linguagem de parênteses balanceados.

Nesta seção iremos apresentar a prova de um resultado parcial envolvendo o

8Se L< fosse reconhecida, então as linguagens L> = {aibj |i > j} e L �= = {aibj |i �= j} também
o seriam.
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reconhecimento da linguagem L< por um 1QCFA 9 com erro unilateral �. Este
resultado foi provado originalmente por Yakaryilmaz e Say[92], porém em uma forma
indireta. Aqui, apresentaremos uma nova prova, original, que usa apenas conceitos
do modelo em que estamos trabalhando.

Primeiramente, iremos provar um lema sobre matrizes unitárias.

Lema 4.6.1. Para todas as matrizes unitárias U e qualquer valor de � > 0, existe
um valor k e uma matriz J , tal que Uk = I + �J e os autovalores de J tem norma
no máximo 1.

Demonstração. Seja m a dimensão do espaço em que a operação linear U opera.
Como U é uma matriz unitária, ela pode ser diagonalizada. Sejam P e D as matrizes
que diagonalizam U , ou seja U = PDP −1. Temos que P é uma matriz cujas colunas
são autovetores normalizados de U e D é uma matriz diagonal onde Djj = eωji é o
autovalor de norma 1 associado ao j-ésimo autovetor de U , para 1 ≤ j ≤ m. Temos
também que U s = PDsP −1.

Vamos procurar um k tal que |ekωji −1| < �. Para isso, vamos particionar o plano
complexo em N = �2π

�
� partes. Sejam wl = {e

2πti
N |t ∈ R, l ≤ t < l + 1} as partições,

0 ≤ l < N . Seja pj
k o número da partição na qual o valor ekωji está, para 0 ≤ j < m.

Dado que o número de configurações possíveis para (p1
k, ..., pm

k ) é no máximo Nm,
existem valores distintos de k1 e k2, 1 ≤ k1 < k2 ≤ Nm, para os quais pj

k1
= pj

k2
para

todo 0 ≤ j < m. Neste caso, para k = k2 − k1, temos que ekωji ∈ {e
2πti

N |t ∈ (−1, 1)}.
Dado que a corda entre dois pontos é menor que o arco correspondente, temos que
|ekωji − 1| < 2π

N
= �.

Seja então J � = 1
�
(Dk − I). Os autovalores de J são

λ�
j =

1
�
(ekωji − 1),

cujas normas são menores que 1. Como temos que Dk = I + �J �, temos Uk = I + �J ,
para J = PJ �P −1. Além disso, temos que os autovalores de J e J � são iguais.

Agora, provaremos um lema que auxiliará nos casos mais gerais que veremos a
seguir.

9O modelo 1QCFA difere do 2QCFA por ser unidirecional, permitindo que a cabeça de leitura
se movimente somente para a direita



90 Capítulo 4. Autômatos quânticos

Lema 4.6.2. Se Θ(q1, σ) = Θ(q2, σ) ∈ U(Q), para todo σ ∈ Σ e todo q1, q2 ∈ Q,
então o modelo 1QCFA não pode reconhecer a linguagem L< = {aibj|i < j} com erro
unilateral �.

Demonstração. Assumindo que Θ é independente do estado clássico, sejam A e B as
transformações unitárias quando a e b estão sob a cabeça de leitura, respectivamente.
Se w = aibj, o estado quântico após computar toda a cadeira será BjAi|0....0�.

Temos, pelo Lema 4.6.1, existe um valor de k e uma matriz J tal que o maior
autovalor de J tem norma no máximo 1 e Bk = I + δJ , para δ = �

3
. Vamos agora

examinar as cadeias wi = albl+ik, i ≥ 0, l ≥ 0. Para i > 0, a cadeia wi deve ser
aceita com probabilidade 1, e para i = 0 a cadeia deve ser aceita com probabilidade
no máximo 1 − �.

Sendo Πa o projetor do subespaço de aceitação, temos que a probabilidade da
cadeia w0 ser aceita é

||ΠaU lAl|q0�||2 ≤ 1 − �,

e, portanto
||ΠaU lAl|q0�|| < 1.

Por outro lado, a probabilidade de que w1 ser aceita é

||ΠaUkU lAl|q0�||2

=
�

�

�

�

�

�Πa(I + δJ)U lAl|q0�
�

�

�

�

�

�

2

=
�

�

�

�

�

�ΠaU lAl|q0� + δΠaJU lAl|q0�
�

�

�

�

�

�

2

≤
�

�

�

�

�

�ΠaU lAl|q0�
�

�

�

�

�

�

2
+ 2

�

�

�

�

�

�ΠaU lAl|q0�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�δΠaJU lAl|q0�
�

�

�

�

�

� +
�

�

�

�

�

�δΠaJU lAl|q0�
�

�

�

�

�

�

2

≤ 1 − � + 2
�

�

�

�

�

�δΠaJU lAl|q0�
�

�

�

�

�

� +
�

�

�

�

�

�δΠaJU lAl|q0�
�

�

�

�

�

�

2

≤ 1 − � + 2δ + δ

= 1 − � +
2�

3
+

�2

9
< 1,

contradizendo o fato que a cadeia w1 é aceita com probabilidade 1.

Então se o 1QCFA não fizer nenhuma medição até que chegue ao marcador da
direita, ele não conseguirá reconhecer a linguagem.
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Lema 4.6.3. Se Θ(q, σ) ∈ U(Q), para todo σ ∈ Σ e todo q ∈ Q, então nenhum
1QCFA consegue reconhecer a linguagem L< = {aibj|i < j} com erro unilateral �.

Demonstração. Se nenhuma medição é feita até que a cabeça de leitura chegue no
marcador da direita, como o número de estados clássicos é finito, para uma cadeia de
entrada grande o suficiente, haverá um ciclo de operadores quânticos aplicados com
período r, após s passos inciais. Usando o mesmo argumento do Lema 4.6.2, não há
possibilidade de que cadeias wi = {asbs+ikr| i ≥ 0} para algum k associado ao erro
�, sejam aceitas ou rejeitadas com a probabilidade correta.

Agora, mostraremos que a realização das medições não ajuda a reconhecer a
linguagem L<.

Lema 4.6.4. Se um 1QCFA faz uma medição antes de processar toda a entrada, ele
não consegue reconhecer a linguagem L< com erro unilateral �.

Demonstração. Se mais de uma medição é feita durante a computação da cadeia
de entrada, é fácil verificar que a sub-cadeia entre as medições é ignorada na com-
putação, sendo impossível distinguir cadeias em L< de cadeias que não estão na
linguagem.

Se somente uma medição é feita, toda computação após essa medição é descar-
tada, dado que o modelo agirá como um autômato finito determinístico. Pelo
Lema 4.6.3 e o fato de que L< não é regular, concluímos que um 1QCFA com essas
características não conseguirá reconhecer a linguagem.

Finalmente, destes lemas auxiliares, temos o resultado geral.

Teorema 4.6.5. Nenhum 1QCFA reconhece a linguagem L< = {aibj|i < j}.

Demonstração. Diretos dos Lemas 4.6.2, 4.6.3 e 4.6.4.

4.7 Conclusões

Neste capítulo, procuramos apresentar os resultados mais notáveis envolvendo o mod-
elo 2QCFA. Acreditamos que este modelo tenha uma importante característica, dada
sua implementação ser mais viável, pois os estados clássicos possuem ainda um papel
relevante dentro da computação, além do fato de que a maioria dos 2QCFAs vistos
utilizam poucos qubits para guardar os estados quânticos necessários.
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As linguagens reconhecidas por 2QCFAs são fechadas pela maioria das principais
operações com conjuntos, sendo isso importante para a composição entre 2QCFAs
levando ao reconhecimento de novas linguagens, como nos Teoremas 4.5.13 e 4.5.14.
Acreditamos que problemas em aberto importantes com relação a este modelo é saber
se o conjunto das linguagens reconhecidas com erro unilateral limitado é fechado por
complemento e para o caso mais geral de concatenação, sem restrição nos alfabetos
das linguagens.

Sobre as linguagens reconhecíveis pelo modelo de 2QCFA com erro unilateral,
foram mostrados 2QCFAs que aceitam linguagens das principais subclasses das lin-
guagens decidíveis.

Entretanto, ainda está em aberto a relação exata entre essas classes de lingua-
gens. O resultado parcial mostrado na Seção 4.6 não é definitivo para mostrar que o
conjunto das LLCs não está contido nas linguagens reconhecidas por 2QCFAs. Mas
é um passo importante, dado que exclui uma técnica utilizada por outros autômatos,
que consiste em repetir várias vezes o movimento de um 1QCFA, através de uma
varredura, para amplificar a probabilidade de acerto. A Figura 4.6 esquematiza a
relação esperada entre as classes de linguagens aqui abordadas.

RE

CFL

UCFL

DCFL

RL

2QCFAL

Figura 4.6: Hierarquia esperada das linguagens reconhecidas por erro unilateral por
2QCFAs

Um outro tópico importante que não foi abordado neste capítulo é sobre a de-
cidibilidade de problemas relacionados a 2QCFAs. Por exemplo dado um 2QCFA, é
decidível se a linguagem reconhecida por ele é vazia? Alguns autores estudaram tais
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problemas para outros modelos. Amano e Iwama [9] mostraram que é indecidível
se um MM-1,5QFA 10 aceita alguma cadeia, sendo este resultado extensível para
o modelo de 2QCFA. Blondel, Jeandel, Koiran e Portier [27] também estudaram
estes problemas para outros modelos de autômatos quânticos com probabilidade de
aceitação fixa. Entretanto, ainda estão em aberto outros problemas para esta classe,
tais como a igualdade do conjunto de linguagens reconhecidos por dois 2QCFAs
distintos.

10O modelo MM-1,5QFA é um modelo intermediário entre MM-1QFA e MM-2QFA





Capítulo 5

QMA e Completude Perfeita

Dado o caráter probabilístico da Mecânica Quântica, a definição da classe QMA
permite com que o algoritmo verificador responda incorretamente com uma pequena
probabilidade. Baseando-se em resultados clássicos, como a do análogo probabilístico
MA, pode-se perguntar se podemos atingir a completude perfeita para a classe QMA,
isto é, se é possível que o algoritmo verificador possua um erro unilateral, respondendo
corretamente para instâncias positivas.

Neste capítulo, apresentaremos dois resultados parciais envolvendo a questão
QMA vs. QMA1. O primeiro mostra que relativizando, isto é, fornecendo um oráculo
U , temos QMAU

1 � QMAU . O segundo resultado mostra que, dados recursos adi-
cionais para o algoritmo verificador, conseguimos computar todas as linguagens em
QMA com completude perfeita. Como veremos, apesar desses recursos adicionais
serem de tamanho constante, a constante é muito grande, sendo a utilidade do re-
sultado apenas teórica.

5.1 Introdução

Vimos, no Capítulo 3, que na Teoria de Complexidade Quântica, as classes NP e MA
foram generalizadas para o novo modelo computacional quântico, resultando na classe
QMA. Como as classes MA e QMA apresentam resultados inerentemente probabilís-
ticos, suas definições permitem uma margem de erro para o algoritmo verificador,
usualmente 1

3
. Porém, basta uma repetição paralela do protocolo um número polino-

mial de vezes para reduzir o erro exponencialmente, em ambos os casos. Deseja-se,

95
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então, saber se é possível atingir erro 0 sem perder o poder computacional.
Para o caso da robustez 0, isto é, o algoritmo verificador nunca falha para in-

stâncias negativas, sabe-se que a classe MA pode ser reduzida para a classe NP.
Entretanto, suspeita-se que todo algoritmo probabilístico pode ser desaleatorizado,
resultando em MA = NP, neste caso a classe MA estaria trivialmente fechada para
esta propriedade.

Já para a classe QMA, Kobayashi, Matsumoto e Yamakami [65] provaram uma
outra caracterização da classe NQP, qual seja

NQP =
�

f :Z→(0,1]

QMA(f, 1),

relacionando as duas versão da classe NP através da robustez 0.
Já para completude perfeita, temos classicamente que MA = MA1 [96] [46]. Esta

prova depende do caráter clássico do algoritmo verificador probabilístico, possibili-
tando argumentos combinatórios. Para classes de complexidade quânticas, inicial-
mente foi provado que a classe QIP é fechada por completude perfeita, sendo uma
das implicações do Teorema de Kitaev-Watrous [63]. O passo principal para atingir a
completude perfeita é adicionar uma rodada de comunicação em que o Verificador en-
via seus qubits para o Provador, que poderá, então, aplicar operações que convençam
o Verificador a aceitar instâncias positivas.

Mais recentemente, também foi provado que a classe QCMA é fechada sob a com-
pletude perfeita [58]. Neste caso, uma base universal selecionada para os circuitos
quânticos, aliada com o fato de que o certificado é clássico, implica que a probabil-
idade de aceitação é racional e tem descrição polinomial em relação ao tamanho da
entrada. Neste caso, o Provador consegue enviar de maneira eficiente este valor para
o Verificador, que é utilizado para atingir a completude perfeita.

Entretanto, para a classe QMA, o fato de ser ou não fechada pela completude
perfeita ainda é um problema em aberto. Apresentaremos, neste capítulo, dois re-
sultados parciais acerca deste tema.

Primeiramente, apresentaremos o resultado de que, relativizando por um conjunto
de oráculos U , QMAU �= QMAU

1 . Este resultado foi provado por Aaronson [1] e
implica que qualquer método que almeje QMA = QMA1, deve ultrapassar a barreira
da relativização.

Em seguida, apresentaremos um resultado que mostra que dados alguns recursos
adicionais, consegue-se decidir todas as linguagens em QMA com a característica da



5.2. Separação por oráculo 97

completude perfeita. Começaremos com o resultado provado por Kobayashi, Le Gall
e Nishimura (KLGN) [64] de que se o Provador e Verificador compartilharem um
número constante de pares EPR a priori, é possível atingir a completude perfeita
com um novo protocolo baseado no primeiro. Em seguida, mostraremos uma alter-
ação do protocolo de KLGN em que, ao invés de termos um número constante de
pares EPR, temos uma rodada de tamanho constante de mensagens clássicas. Este
último resultado foi desenvolvido pelo candidato durante seu estágio no Laboratoire
d’Informatique Algorithmique: Fondements et Applications, CNRS, Université Paris
VII, sob supervisão de Iordanis Kerenidis e Jamie Sikora.

5.2 Separação por oráculo

Iremos, nesta seção apresentar o resultado de Aaronson que prova a existência de
um oráculo U , tal que QMAU �= QMAU

1 [1].
A demonstração deste fato utiliza alguns resultados de cálculo analítico, que

serão expostos inicialmente. Segue, então, a demonstração do teorema que prova a
separação relativizada.

5.2.1 Funções analíticas

Iremos agora definir os conceitos necessários para a prova de que existe um oráculo
que separa QMA e QMA1, bem como enunciaremos alguns resultados que serão úteis
mais tarde. As provas destes resultados fogem do escopo deste trabalho.

Começaremos com a definição de expansões de Taylor.

Definição 5.2.1. A expansão de Taylor de uma função infinitamente diferenciável
f(x) e definida no intervalo aberto (a − r, a + r), ao redor do ponto a, é

�

n≥0

f (n)(a)
n!

(x − a)n,

onde f (n)(a) é a n-ésima derivada da função f no ponto a.

Vamos agora definir o conceito de funções analítica reais. Intuitivamente, estas
são as funções que podem ser localmente expandidas em séries de Taylor.



98 Capítulo 5. QMA e Completude Perfeita

Definição 5.2.2. Uma função f : R → R é chamada de analítica real se para todo
x0 ∈ R, a expansão de Taylor sobre x0 converge e é igual a f(x) numa vizinhança de
x0.

Exemplos de funções analíticas reais são polinômios e funções trigonométricas.
Além disso, sabe-se que a soma, multiplicação e composição de funções analíticas
reais resultam também em funções analíticas reais.

Agora será apresentado um Teorema de Alekseevsky, Kriegl, Losik e Michor
(AKLM) [7] referente a polinômios cujos coeficientes são dados por funções analíticas
reais e suas raízes.

Teorema 5.2.3 (Teorema 5.1 de AKLM [7]). Seja o polinômio

pθ(x) = b0(θ) + b1(θ)x + b2(θ)x2 + ...b(θ)NxN ,

com o parâmetro θ ∈ R e com todas as raízes reais. Se todos os coeficiente bi(θ),
0 ≤ i ≤ N , forem funções analíticas reais de θ, então existem funções analíticas reais
λi : R → R, 0 ≤ i ≤ N , tais que λi(θ) é o conjunto de raízes de pθ(x), para todo
θ ∈ R.

Finalmente, apresentaremos um teorema que caracteriza funções analíticas reais
constantes.

Teorema 5.2.4. Seja f : R → R uma função analítica real. Se existe um intervalo
aberto (x, y) ⊂ R no qual f é constante, então f é constante.

5.2.2 QMAU �= QMAU
1

Iremos nesta seção apresentar a prova de que existe um oráculo U tal que QMAU �=
QMAU

1 . A ideia geral da prova envolve oráculos da forma Uθ =
�

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

�

, tal que
θ = 0 ou 1 ≤ θ ≤ 2. O problema, então, será decidir em qual caso nos encontramos,
sendo 1 ≤ θ ≤ 2 o caso positivo.

Mostraremos que, permitindo erro bilateral, é possível responder corretamente
com alta probabilidade. Basta realizar as consultas e realizar medições, aceitando
caso alguma das medições resulte em |1�. Entretanto, se 1 ≤ θ ≤ 2, com uma
pequena probabilidade, podemos ter como resultado da medição somente |0�, e neste
caso, não é possível diferenciar do caso θ = 0.

Começaremos com um fato relacionando a complexidade de consulta, probabili-
dade máxima de aceitação e autovalores.
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Lema 5.2.5. Seja V um algoritmo verificador quântico que tem como entrada um
certificado |ψ�e faz T consultas a um oráculo quântico descrito por uma matriz
unitária U . Seja a(U) a probabilidade máxima em que V U aceita a cadeia de entrada,
dentre todos os possíveis certificados. Então existe uma matriz complexa E(U) de
dimensão 2Q × 2Q tal que

1. Cada elemento de E(U) é um polinômio sobre os elementos de U de grau no
máximo 2T ;

2. E(U) é Hermitiana para todo U ;

3. a(U) é igual ao maior autovalor de E(U), para todo U .

Demonstração. Seja a(U, |ψ�) a probabilidade de aceitação do verificador V com o
oráculo U e certificado |ψ�. Sejam os vetores {|vi�| 0 ≤ i ≤ 2Q}, não necessariamente
normalizados, considerando o oráculo U e tal que

a(U, |ψ�) =
�

i

|�vi|ψ�|2.

Por resultados de limitantes inferiores na complexidade de consulta quântica [21],
cada elemento de |vi� deve que ser um polinômio sobre os elementos de U , de grau no
máximo T , dado que, inicialmente, temos um polinômio de grau 0 e a cada consulta
ao oráculo, o grau deste polinômio aumenta em no máximo 1.

Seja E =
�

i |vi��vi|. Temos então que E é uma matriz 2Q ×2Q, hermitiana e seus
elementos são polinômios de grau no máximo 2T . Temos também que a(U, |ψ�) =
�ψ|E|ψ�, o que implica em

a(U) = max
|ψ�

a(U, |ψ�) = max
|ψ�

�ψ|E|ψ�,

que é justamente o maior autovalor de E.

Passamos agora para a prova do teorema principal.

Teorema 5.2.6. Existe um oráculo U tal que QMAU
1 �= QMAU .

Demonstração. Seja θ um valor real e seja Uθ =
�

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

�

. Vamos assumir que nos
é prometido θ = 0 ou 1 ≤ θ ≤ 2, e, permitido o acesso a um oráculo Uθ, queremos
descobrir qual dos casos se apresenta, dado que 1 ≤ θ ≤ 2 é a instância positiva.
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Primeiramente, podemos ver que este problema está em BQPUθ , dado que um al-
goritmo quântico, sem nenhuma ajuda do certificado, pode-se fazer acesso ao oráculo
dando como entrada o estado |0� e realizar a medição após o oráculo várias vezes. Se
em alguma das medições o resultado foi |1�, significa que 1 ≤ θ ≤ 2. Caso contrário,
com alta probabilidade, θ = 0. Como BQP ⊆ QMA, temos que o problema também
está em QMAUθ .

Seja V o circuito do algoritmo verificador, T o número de consultas que V faz ao
oráculo Uθ, Q o tamanho do certificado e a(θ) o valor máximo de aceitação dentre
todos os possíveis certificados. Pelo Lema 5.2.5, existe uma matriz complexa E(θ)
de dimensão N × N , para N = 2Q, tal que

1. Cada elemento de E(θ) é um polinômio de grau no máximo 2T sobre cos θ e
sin θ;

2. E(θ) é Hermitiana para todo θ ∈ R;

3. a(θ) é igual ao maior autovalor de E(θ), para todo θ ∈ R.

Sejam λi(θ), 1 ≤ i ≤ N , os autovalores de E(θ). Então os valores de λi(θ) são as
raízes do polinômio característico de E(θ), parametrizado por θ, de grau N :

pθ(x) = b0(θ) + b1(θ)x + ... + bn(θ)xN .

Cada coeficiente bi(θ) é um polinômio sobre os elementos de E(θ) de grau no
máximo N , e portanto pelo item (1), cada coeficiente é um polinômio sobre cos θ e
sin θ de grau no máximo 2TN . Pelo item (2), todos os valores de λi(θ) são reais e
portanto todos os bi(θ) também o são. Juntando esses dois itens, temos que cada
bi(θ) é uma função analítica real de θ, e, pelo Teorema 5.2.3 temos que λi(θ) também
são funções analíticas reais, para 0 ≤ i ≤ N .

Pelo item (3), a probabilidade de aceitação a(θ) de V , maximizada por todos
os possíveis certificados, é igual ao maior autovalor λi(θ). Se V for um circuito
verificador em QMA1, temos a(0) ≤ 1

3
e a(θ) = 1, para todo 1 ≤ θ ≤ 2. Como N é

finito, isso implica que existe um i ∈ {1, ..., 2Q} tal que λi(0) ≤ 1
2

mas λi(θ) = 1 para
todo θ ∈ (1, 2). Entretanto, pelo Teorema 5.2.4, isto contradiz o fato de que λi(θ)
é analítica real, dado que se λi(θ) é constante para um intervalo aberto, a função
deveria ser constante. Portanto existe uma escolha de θ tal que V não resolve o
problema corretamente, dado U = U(θ) como oráculo.
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5.3 QMA e pares EPR

Nesta seção, será apresentado um resultado de Kobayashi, Le Gall e Nishimura
(KLGN) [64] em que é mostrado que, se o Provador e o Verificador compartilharem
pares EPR antes do início do protocolo, é possível atingir a completude perfeita.

Definição 5.3.1. A classe QMAk·EPR é formada pelas linguagens para as quais existe
um protocolo QMA em que o Provador e o Verificador compartilharam k pares EPR
antes da execução do protocolo.

Iniciaremos apresentando uma representação alternativa de canais quânticos,
chamadas de representação de Choi-Jamiołkowski, que permitirá a simulação de tais
canais. Seguiremos apresentando alguns procedimentos básicos que serão utilizados
na prova do teorema principal, que em seguida será demonstrado.

Ressaltamos que os resultados desta seção são baseados nos lemas do artigo orig-
inal de KLGN [64].

5.3.1 Simulando canais quânticos com estados

Mostraremos agora resultados independentes de Choi [30] e Jamiołkowski [57], que
descrevem uma das várias formas de representação de canais quânticos, os quais
são generalizações dos operadores quânticos unitários. Esta representação utilizará
estados quânticos, e será útil pois permitirá a simulação de um operador quântico
arbitrário a partir seu estado de Choi-Jamiołkowski.

Em nosso caso, precisaremos simular uma família bem específica de operações
unitárias

Wp =

� √
1 − p

√
p√

p −√
1 − p

�

,

onde p ∈ R e p ∈ [0, 1]. Estamos especificamente interessados nos casos em que p não
é eficientemente computável pois, neste caso, aplicar Wp diretamente é uma tarefa
computacionalmente difícil. Neste caso, temos que o estado de Choi-Jamiołkowski
relativo a Wp, |J(Wp)�, é

|J(Wp)� =
√

1 − p|Φ−� +
√

p|Ψ+�,

onde |Φ−� = 1√
2
(|00� − |11�) e |Ψ+� = 1√

2
(|01� + |10�) são os estados de Bell apresen-

tados na Definição 2.2.5.
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Mostraremos agora como simular a aplicação de Wp a partir de uma cópia de |J(Wp)�,
permitindo uma probabilidade constante de falha.

Lema 5.3.2. A simulação de Wq por J(Wq), descrita na Figura 5.1, resulta no
estado Wp|q1� com probabilidade 1

4
ou falha com probabilidade 3

4
.

Demonstração. Antes da medição, o estado do sistema é

(a|0� + b|1�)(√1 − p|Φ−� +
√

p|Ψ+�)

=
1
2

(|Φ+�(a√
1 − p|0� + a

√
p|1� + b

√
p|0� − b

√
1 − p|1�)

+ |Φ−�(a√
1 − p|0� + a

√
p|1� − b

√
p|0� + b

√
1 − p|1�)

+ |Ψ+�(a√
p|0� − a

√
1 − p|1� + b

√
1 − p|0� + b

√
p|1�)

+ |Ψ−�(a√
p|0� − a

√
1 − p|1� − b

√
1 − p|0� − b

√
p|1�)).

Se aplicarmos uma medição na base de Bell sobre os dois primeiros qubits, o
resultado será |Φ+� com probabilidade 1

4
, e neste caso o valor do terceiro qubit será

(a
√

1 − p + b
√

p)|0� + (a
√

p − b
√

1 − p)|1� =

� √
1 − p

√
p√

p −√
1 − p

� �

a

b

�

= Wp|q1�.

Com probabilidade 3
4

temos como resultado da medição |Φ−�, |Ψ+� ou |Ψ−�,
resultando uma falha na simulação.

Simulando sobre o estado |0�

O resultado apresentado no Lema 5.3.2 mostra como simular Wp sobre um qubit em
um estado arbitrário. Mostraremos agora como melhorar o resultado quando o qubit
está no estado |0�, obtendo probabilidade de sucesso 1.

Lema 5.3.3. A simulação de Wq a partir de J(Wq) sobre |0�, apresentada na
Figura 5.2, retorna o valor Wp|0�.

Demonstração. Após aplicar a transformação T sobre |J(Wp)�, o sistema estará no
estado:

T |J(Wq)� =
√

1 − p|00� +
√

p|10� = (
√

1 − p|0� +
√

p|1�) ⊗ |0�,
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Input: qubits |q1�, |q2�, |q3� , tal que:

|q1� = a|0� + b|1� e |q2�|q3� = |J(Wp)� =
√

1 − p|Φ−� +
√

p|Ψ+�,

onde p ∈ [0, 1] e a, b ∈ C

1 Meça |q1�|q2� na base de Bell ;
2 if resultado é |Φ+� then
3 Retorne |q3�
4 else
5 Retorne “falha”
6 end

Figura 5.1: Procedimento para simular Wp a partir de |J(Wp)�

e descartando o segundo qubit, temos
√

1 − p|0� +
√

p|1� = Wp|0�.

Input:
|J(Wq)� =

√
1 − p|Φ−� +

√
p|Ψ+�,

com p ∈ [0, 1]
1 Aplique a operação

T : |Φ−� → |00�, |Ψ−� → |01�, |Ψ+� → |10�, |Φ+� → |11�

sobre |J(Wq)� ;
2 Retorne o primeiro qubit ;

Figura 5.2: Simulando Wp com |J(Wp)� sobre |0�

5.3.2 Procedimentos básicos

Nesta subseção, serão descritos os componentes básicos utilizados para provar que a
classe QMA está contida em QMAk·EPR

1 . Primeiramente, será apresentado o Proced-
imento de Reflexão, que irá amplificar a probabilidade de aceitação das cadeias da
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linguagem dadas algumas premissas, atingindo completude perfeita. Iremos demon-
strar também como simular o funcionamento do Procedimento de Reflexão, dado que
executá-lo de maneira exata é computacionalmente difícil para o Verificador.

Procedimento de Reflexão

Nesta subseção, iremos considerar protocolos QMA que possuem a propriedade de
que todas as cadeias da linguagem são aceitas com probabilidade máxima exatamente
1
2

e que cadeias que não estão na linguagem são aceitas com probabilidade no máximo
2−poly(|x|). Para esses protocolos será possível amplificar a probabilidade de aceitação
para instâncias positivas, atingindo completude perfeita.

A ideia principal do Procedimento de Reflexão foi proposta por Watrous [91] no
contexto de Sistemas Interativos de Prova Quânticos de Conhecimento Zero. Kempe,
Kobayashi, Matsumoto e Vidick [60] foram os primeiros a utilizar esta ideia de modo
a atingir completude perfeita em Sistemas Interativos de Prova Quânticos com Múlti-
plos Provadores. Finalmente, KLGN utilizaram a estratégia para atingir completude
perfeita na simulação de protocolos QMA em QMAk·EPR [64].

Considerando o protocolo QMA original, denotamos por Πinit o operador de pro-
jeção para o subespaço correspondente a seus estados iniciais válidos, ou seja, um
certificado |ψ� e qubits auxiliares |0�; denotamos por Vx seu circuito verificador e por
Πacc o operador de projeção para o subespaço de aceitação do protocolo original.

Como provado por Marriott e Watrous[70], todos os autovetores |φj� de

Mx = ΠinitV
†

x ΠaccVxΠinit

associados aos autovalores λj são estados iniciais válidos para o protocolo QMA que
tem Vx como verificador, pois

Πinit|φj� =
1
λj

ΠinitMx|φj� =
1
λj

Mx|φj� = |φj�.

Além disso, temos que o autovalor λj é exatamente a probabilidade de aceitação do
protocolo quando o estado inicial é |φj�:

λj = �φj|Mx|φj� = ||ΠaccVxΠinit|φj�||2.

Iremos agora demonstrar como o Procedimento de Reflexão atua sobre essa
família especial de protocolos QMA.
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Input: Estado quântico |φ�
1 Verifique se estado está em Πinit e rejeitar se não estiver ;
2 Aplique Vx ;
3 Aplique a operação I − 2Πacc ;
4 Aplique V †

x ;
5 Rejeite se estado estiver em Πinit ;

Figura 5.3: Procedimento de Reflexão

Lema 5.3.4. Seja |φj� um autovetor de Mx correspondente ao autovalor λj. Se uti-
lizamos |φj� como entrada para o Procedimento de Reflexão, descrito na Figura 5.3,
este irá rejeitar com probabilidade (1 − 2λj)2.

Demonstração. A projeção do sistema após o passo 4 sobre o subespaço das config-
urações iniciais válidas é

ΠinitV
†

x (I − 2Πacc)Vx|φj� = ΠinitV
†

x (I − 2Πacc)VxΠinit|φj�
= |φj� − 2ΠinitV

†
x ΠaccVxΠinit|φj�

= |φj� − 2Mx|φj�
= |φj� − 2λj|φj�
= (1 − 2λj)|φj�.

Portanto, a probabilidade de rejeição após a medição no passo 5 é de (1 − 2λj)2.

Corolário 5.3.5. Sejam x uma instância positiva e |φ∗� o autovetor de Mx corre-
spondente ao maior autovalor λ∗ = 1

2
. Se utilizarmos |φ∗� como entrada do Procedi-

mento de Reflexão, o procedimento irá aceitar com probabilidade 1.

Lema 5.3.6. Se x for uma instância negativa, então o Procedimento de Reflexão irá
aceitar com probabilidade no máximo 2−poly(|x|).

Demonstração. Seja |ψ� uma entrada para o Procedimento de Reflexão e |ψ� =
�d

j=1 αj|φj� sua decomposição espectral em relação aos autovetores de Mx. Temos
que a projeção do sistema após o passo 4 sobre o subespaço de configurações iniciais
válidas é
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ΠinitV
†

x (I − 2Πacc)Vx|ψ�
=

�

j

αjΠinitV
†

x (I − 2Πacc)Vx|φj�

=
�

j

αj(1 − 2λj)|φj�,

onde a última igualdade vem do Lema 5.3.4.
Usando o fato de que x é uma instância negativa, sabemos que o maior autovalor

de Mx é no máximo 2−poly(|x|). Portanto, a probabilidade de rejeição no passo 5 é no
mínimo

�

j

|αj|
2(1 − 2λj)2 ≥ (1 − 2−poly(|x|)+1)2

d
�

j=1

|αj|
2

= (1 − 2−poly(|x|)+1)2

≥ 1 − 2−poly(|x|)+2

= 1 − 2−poly(|x|),

onde λj são os autovalores associados aos autovetores |φj�.

Simulação do Procedimento de Reflexão

Na seção anterior, descrevemos o Procedimento de Reflexão para protocolos com a
propriedade muito restrita de que todas as instâncias positivas possuem probabili-
dade de aceitação máxima exatamente igual a 1

2
. Nesta seção, iremos apresentar como

obter esta propriedade com auxílio de informação extra fornecida pelo Provador.
Apresentamos também um procedimento que, dado o certificado original do pro-

tocolo QMA, gera um novo qubit não-emaranhado com o sistema e cujas amplitudes
estão relacionadas à probabilidade de aceitação do protocolo original.

Terminamos apresentando a simulação do Procedimento de Reflexão usando os
dois elementos anteriores.

Probabilidade de aceitação máxima 1
2

para instâncias positivas Iremos,
nesta seção, descrever um método que demonstra como obter, com auxilio do Provador,
probabilidade máxima de aceitação exatamente 1

2
para instâncias positivas.

Se conseguíssemos computar de modo eficiente a probabilidade de aceitação máx-
ima px para cada instância positiva x, seria possível jogar uma moeda com proba-
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bilidade qx = 1
2px

de se obter |1� e o Verificador aceitaria se e somente se o proto-
colo original aceitasse e o resultado da moeda fosse |1�. Neste caso, é fácil notar
que a probabilidade de aceitação máxima para instâncias positivas seria exatamente
pxqx = 1

2
e a robustez não aumentaria.

Porém, na maioria dos casos, computar px é inviável. É neste contexto que
podemos utilizar os estados de Choi-Jamiołkowski para simular a operação da moeda

Wqx
=

� √
1 − qx

√
qx√

qx −√
1 − qx

�

,

através do método descrito na Figura 5.1.
Ao realizarmos a simulação da moeda em paralelo ao protocolo original, pelo

Lema 5.3.2, temos a probabilidade de sucesso 1
4

e, neste caso, a operação do Verifi-
cador é equivalente a V �

x = Vx ⊗ Wqx
e com projeção Π

�
acc = Πacc ⊗ |1��1|. Segue-se,

então, que a probabilidade de aceitação máxima para instâncias positivas é exata-
mente 1

2
, condicionada no sucesso na simulação.

Procedimento de Destilação Para provar robustez do protocolo QMAk·EPR
1 , será

necessário que a prova original do protocolo QMA não esteja emaranhada com os
registradores que contém as cópias do estado de Choi-Jamiołkowski utilizados na sim-
ulação de Wqx

. Entretanto, um Provador desonesto pode enviar esses registradores
emaranhados. Para resolver esse problema, KLGN[64] utilizou um procedimento
baseado em resultados de Marriott e Watrous[70], chamado Procedimento de Desti-
lação. No final deste procedimento, teremos, com uma determinada probabilidade
de sucesso, um qubit não-emaranhado cujas amplitudes codificam a probabilidade
de aceitação no protocolo original, e este qubit será utilizado no Procedimento de
Reflexão no lugar do certificado original e do circuito Vx.

Definição 5.3.7. Sejam px ∈ [0, 1] e p = p2
x√

2p2
x−2px+1

. O estado |χp� é definido como

|χp� =
1

�

2p2
x − 2px + 1

((1 − px)|0� + px|1�) =
√

1 − p|0� +
√

p|1�.

Nota 5.3.8. Pode-se ver facilmente que ao aplicarmos T −1 sobre o estado |χp�|0�,
onde T é a função definida na Figura 5.2, obtemos |J(Wp)�.
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Input: Registrador E
1 Crie um qubit R no estado |0�;
2 Aplique Vx sobre E ;
3 Aplique Πrej ⊗ I + Πacc ⊗ X sobre (E, R) ;
4 Aplique V †

x sobre E ;
5 if Se E for projetado sobre Πinit then
6 Retorne (E, R) ;
7 else
8 Retorne “falha”;
9 end

Figura 5.4: Procedimento de Destilação

Lema 5.3.9. Quando passamos como entrada o autovetor |φj� de Mx associado ao
maior autovalor λj, que é a probabilidade máxima de aceitação px, o Procedimento
de Destilação, descrito na Figura 5.4, resulta no estado

|φj� ⊗ |χp�,

com probabilidade 2λ2
j − 2λj + 1, ou falha, caso contrário.

Demonstração. Se projetarmos o estado após o passo 4 sobre o subespaço de estados
iniciais válidos, temos que

(ΠinitV
†

x ΠrejVxΠinit|φj�) ⊗ |0� + (ΠinitV
†

x ΠaccVxΠinit|φj�) ⊗ |1�
= (1 − λj)|φj� ⊗ |0� + λj|φj� ⊗ |1�
= |φj� ⊗ ((1 − λj)|0� + λj|1�).

Portanto, temos que a probabilidade de sucesso do procedimento é

(1 − λj)2 + λ2
j = 2p2

x − 2px + 1,

e neste caso, temos como resultado

|φj� ⊗ |χp�.
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Simulando o Procedimento de Reflexão Usando duas cópias do resultado
|χp� do Procedimento de Destilação e duas cópias do estado de Choi-Jamiołkowski
|J(Wq)� para pq = 1

2
, a Figura 5.5 descreve como simular o Procedimento de Re-

flexão. A simulação de Wp é feita a partir do estado |J(Wp)� que, como visto na
Nota 5.3.8, pode ser obtido a partir de |χp�.

Input: Duas cópias de |χp� e duas cópias de |J(Wq)�
1 Simule a aplicação de Wp ⊗ Wq sobre |00�;
2 Aplique I − 2|11��11| ;
3 Simule a aplicação Wp ⊗ Wq e se alguma das simulações falharem, retorne

“falha” ;
4 Meça os qubits ;
5 if resultado for |00� then
6 Rejeite ;
7 else
8 Aceite ;
9 end

Figura 5.5: Simulação do Procedimento de Reflexão

Lema 5.3.10. Se o estado |χp�⊗2 ⊗ |J(Wq)�⊗2 for fornecido como entrada para a
simulação do Procedimento de Reflexão, onde p, q ∈ [0, 1] e pq = 1

2
, o teste irá falhar

com probabilidade 3
4

ou aceitar com probabilidade 1
4
.

Demonstração. Seja U = Wp ⊗Wq. Se ambas simulações no passo 3 forem realizadas
com sucesso, o que ocorre com probabilidade 1

16
, então o estado do sistema antes da

medição será

|00��00|U †(I − |11��11|)U(|00�) = |00��00|U †U |00� − 2|00��00|U †|11��11|U |00�
= |00� − 2|||11��11|U |00�||2|00�

= |00� − 2
1
2

|00�

= 0,

portanto, a probabilidade de rejeição neste caso é 0, quando a simulação é bem
sucedida.
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Lema 5.3.11. Se |0�⊗2 ⊗ |J(Wq)�⊗2 for fornecido como entrada da simulação do
Procedimento de Reflexão, para todo q ∈ [0, 1], o procedimento irá rejeitar com prob-
abilidade 1

16
.

Demonstração. Seja U = W0 ⊗ Wq. Se ambas simulações no passo 3 forem bem
sucedidas, o que ocorre com probabilidade 1

16
, então o estado do sistema antes da

medição será

U †(I − |11��11|)U |00� = U †U |00� − 2U †|11��11|U |00�
= |00� − 2U †|11��11|(|0� ⊗ |χq�)
= |00�,

onde a última igualdade vem do fato que (|0�⊗|χq�) não está no subespaço gerado por
|11�. Portanto, a probabilidade de medir |00� quando as simulações foram realizadas
com sucesso é 1.

5.3.3 Lemas técnicos

Iremos agora provar uma série de lemas relativos aos passos propostos por KLGN[64]
realizados pelo Verificador para certificar que o Provador enviou de fato cópias de
um estado de Choi-Jamiołkowski associado a algum Wq, |J(Wq)�. Estes passos serão
todos utilizados na prova do Teorema 5.3.19.

Nesta seção, para j ∈ {1, ..., n}, Sj e S �
j são espaços de Hilbert 2-dimensionais

complexos, Wj � Sj ⊗ S �
j o subespaço de Sj ⊗ S �

j gerado pelos vetores |Φ−� e |Ψ+�,
W = W1 ⊗ W2 a composição de dois destes subespaços, ΠW o operador de projeção
sobre W e D(W) o conjunto de estados mistos em W. Para uma matriz de densidade
ρ, denotamos por ||ρ||tr sua norma de traço, que corresponde a Tr(

�

ρρ†). Dados
dois estados cujas matrizes de densidade são ρ e σ, a distância de traço destes dois
estados, D(ρ, σ), é igual a 1

2
||ρ−σ||tr, o que define uma métrica no espaço de matrizes

de densidade.

Simulação de uma permutação aleatória

Veremos agora um processo de simulação de permutação aleatória entre registradores
quânticos e suas consequências para o estado reduzido de alguns desses registradores.
Para provar este lema, utilizaremos um resultado conhecido como Teorema de De
Finetti, cuja prova está fora do escopo deste trabalho.
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Teorema 5.3.12 (Teorema de De Finetti). Sejam n registradores quânticos R1, ..., Rn,
cada um formado por k qubits, e seu estado ρ, invariante sob qualquer permutação
entre os registradores. Para todo m < n, seja também ρm o estado reduzido dos
registradores R1, ..., Rm. Existe um c ∈ N e um conjunto de estados {ξj} de k qubits
e uma distribuição de probabilidades {pj}, para 1 ≤ j ≤ c, tal que

D



ρm,
c
�

j=1

pjξ
⊗m
j



 ≤ 22k+1m

n
.

Lema 5.3.13. Sejam N registradores de 2-qubits (S1, S �
1), ..., (SN , S �

N), para qubits
Si, S �

i no espaço Si, S �
i, respectivamente, e seja � ∈ (0, 1) uma constante. A Simulação

de permutação aleatória, descrita na Figura 5.6, aplicada sobre esses N registradores
falha com probabilidade 1

N
e, se não falhar, o estado parcial dos dois primeiros reg-

istradores tem distância de traço no máximo 26

N
do estado

�

j

µjξj
⊗2,

para algum conjunto {ξj}.

Demonstração. Dado que a simulação falha somente quando r2 = 1, a probabilidade
de falha do procedimento é 1

N
.

Se o procedimento não falha, o estado misto dos dois primeiros registradores é
igual ao estado misto que os dois registradores teriam caso uma permutação aleatória
tivesse sido realizada. Neste caso, utilizando o Teorema de De Finetti, temos que
estes registradores tem distância de traço no máximo 26

N
a

�

j

µjξj
⊗2,

para algum conjunto de estados ξ⊗2
j ∈ D(S1 ⊗ S �

1 ⊗ S2 ⊗ S �
2) com probabilidade

associada µj.

Subespaço dos estados

Iremos agora limitar as probabilidades com que um estado ρ =
�

j µjξ
⊗2
j não está no

subespaço gerado pelos vetores {|Φ−�, |Ψ+�}, quando está próximo na distância de
traço de uma mistura de estados mistos em D(W).
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Input: N registradores de 2 qubits R1, ..., RN

1 Escolha r1, r2 ∈ {1, ..., N} aleatoriamente de forma uniforme ;
2 Se r2 = 1, retorne “falha” ;
3 Troque R1 e Rr1

;
4 Troque R2 e Rr2

;

Figura 5.6: Simulação de uma permutação aleatória em registradores

Lema 5.3.14. Seja ρ =
�

j µjξ
⊗2
j um estado em S1 ⊗S �

1 ⊗S2 ⊗S �
2 tal que TrS�

1
⊗S�

2
(ρ)

tem distância de traço no máximo γ do estado (1
2
I)⊗2; e � ∈ (0, 1) uma constante.

Neste caso, temos que um dos seguintes casos vale:

1. Se realizarmos uma projeção em ρ considerando os projetores {ΠW , ΠW⊥}, o
resultado estará em W⊥ com probabilidade pelo menos �.

2. O estado ρ possui distância de traço no máximo
√

� de

ρ� =
�

j

µ�
jξ

�⊗2
j ,

para algum conjunto de µ�
j ∈ R e ξ�

j ∈ D(W), e TrS�
1
⊗S�

2
(ρ�) tem distância de

traço no máximo γ +
√

� de (1
2
I)⊗2.

Demonstração. Se tivermos que Tr(ΠWρ) < 1 − � então, quando aplicamos a pro-
jeção sobre {ΠW , ΠW⊥}, o resultado estará em W⊥ com probabilidade pelo menos �,
satisfazendo o primeiro item.

Agora iremos demonstrar que se Tr(ΠWρ) ≥ 1 − �, então o segundo item será
satisfeito. Especificamente, provaremos que ρ possui distância de traço

√
� do estado

ρ� =
�

j

µ�
jξ

�⊗2

onde

µ�
j =

1
Tr(ΠW

⊗2ρ)
Tr(ΠWξj)2µj e ξ�

j =
1

Tr(ΠWξj)
ΠWξjΠW ,

para todos os valores de j. É fácil verificar que ρ� é um estado misto válido, sendo
µ�

j ∈ [0, 1] para todos os valores de j e
�

j µ�
j = 1. Além disso, temos que ξ�

j ∈ D(W).
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Sejam S o espaço de Hilbert associado a ρ, |ψ� uma purificação de ρ tal que |ψ�
está no espaço S ⊗ T , e |ψ�� = 1

||(ΠW
⊗2⊗I)|ψ�||(ΠW

⊗2 ⊗ I)|ψ� a projeção normalizada
de |ψ� sobre o subespaço W.

Iniciaremos provando que |ψ�� é uma purificação de ρ�:

TrT (|ψ���ψ�|) =
1

||(ΠW
⊗2 ⊗ I)|ψ�||2 TrT ((ΠW

⊗2 ⊗ I)|ψ��ψ|(ΠW
⊗2 ⊗ I))

=
1

Tr(ΠW
⊗2TrT (|ψ��ψ|))

ΠW
⊗2TrT (|ψ��ψ|)ΠW

⊗2

=
1

Tr(ΠW
⊗2ρ)

ΠW
⊗2ρΠW

⊗2

=
1

Tr(ΠW
⊗2ρ)

�

j

µj(ΠWξjΠW)⊗2

=
�

j

1
Tr(ΠW

⊗2ρ)
Tr(ΠWξj)2µj

�

1
Tr(ΠWξj)2

ΠWξjΠW

�⊗2

= ρ�.

Segue que

D(ρ, ρ�) ≤ D(|ψ��ψ|, |ψ���ψ�|) =
�

1 − |�ψ|ψ��|2

=
�

1 − ||(ΠW
⊗2 ⊗ I)|ψ�||2

=
�

1 − Tr(ΠW
⊗2ρ)

≤ √
�

Como D(TrS�
1
⊗S�

2
(ρ), (1

2
I)⊗2) ≤ γ e D(TrS�

1
⊗S�

2
(ρ), T rS�

1
⊗S�

2
(ρ�)) ≤ D(ρ, ρ�), pela

desigualdade triangular temos que D(TrS�
1
⊗S�

2
(ρ�), (1

2
I)⊗2) ≤ γ +

√
�.

Verificação de estados puros

Agora faremos um teste que verifica se um estado que passou no teste anterior é uma
mistura de estados puros ou está longe de o ser. Este teste é justamente o Swap test
apresentado na Seção 2.5.4.

Lema 5.3.15. Seja ρ =
�

j µjξ
⊗2
j o valor de dois registradores quânticos de 2 qubits

(S1, S �
1, S2, S �

2), tal que ξj ∈ D(W) e D(TrS�
1
⊗S�

2
(ρ), (1

2
I)⊗2) ≤ γ. Sejam também

δ, � ∈ (0, 1) duas constantes. Neste caso, um dos seguintes casos vale:
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1. O Swap test entre (S1, S �
1) e (S2, S �

2) rejeita com probabilidade pelo menos 1
2
�δ.

2. ρ tem distância de traço no máximo 2� + δ de

ρ� =
�

j

µj(|ψj��ψj|)
⊗2,

para algum conjunto |ψj��ψj| ∈ W e, neste caso, D(TrS�
1
⊗S�

2
(ρ�), (1

2
I)⊗2) ≤

γ + 2� + δ.

Demonstração. Sejam S = {j : Tr(ξ2
j ) ≥ 1 − �} e µ(S) =

�

j∈S µj. Para todo j ∈ S,
temos que o autovalor principal λj de ξj, associado ao autovetor |ψj� ∈ W, é no
mínimo 1 − �, portanto

ξj = λj|ψj��ψj| + (1 − λj)υj,

para algum vj ∈ D(W).

||ξj − |ψj��ψj|||tr = ||λj|ψj��ψj| + (1 − λj)υj − |ψj��ψj|||tr = (1 − λj)||υj − |ψj��ψj|||tr,

o que implica em

D(ξj, |ψj��ψj|) ≤ (1 − λj)D(υj, |ψj��ψj|) ≤ 1 − λj ≤ �.

Se µ(S) < 1 − δ, segundo o Teorema 2.5.6, o Swap test irá rejeitar com probabil-
idade pelo menos 1

2
�δ, satisfazendo o primeiro caso.

Se µ(S) ≥ 1 − δ, iremos provar que ρ é 2� + δ distante do estado

ρ� =
1

µ(S)

�

j∈S

µj(|ψj��ψj|)⊗2,

satisfazendo o segundo caso.

Vamos agora limitar a norma de traço entre os dois estados:
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||ρ − ρ�||tr =

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

j

µjξj
⊗2 − 1

µ(S)

�

j∈S

µj(|ψj��ψj|)
⊗2

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

tr

≤
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

j

µjξj
⊗2 −





�

j∈S

µj(|ψj��ψj|)
⊗2 +

�

i�∈S

µjξj
⊗2





�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

tr

+

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�





�

j∈S

µj(|ψj��ψj|)
⊗2 +

�

i�∈S

µjξj
⊗2



 − 1
µ(S)

�

j∈S

µj(|ψj��ψj|)
⊗2

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

tr

≤
�

j∈S

µj

�

�

�

�

�

�ξj
⊗2 − |ψj��ψj|

⊗2
�

�

�

�

�

�

tr

+

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

i�∈S

µjξj
⊗2 −

�

1
µ(S)

− 1

�

�

j∈S

µj(|ψj��ψj|)
⊗2

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

tr

≤
�

j∈S

µj

��

�

�

�

�

�ξj
⊗2 − ξj ⊗ |ψj��ψj|

�

�

�

�

�

�

tr
+

�

�

�

�

�

�ξj ⊗ |ψj��ψj| − |ψj��ψj|
⊗2
�

�

�

�

�

�

tr

�

+ (1 − µ(S))

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1
1 − µ(S)

�

i�∈S

µjξj
⊗2 − 1

µ(S)

�

j∈S

µj(|ψj��ψj|)
⊗2

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

tr

≤ 2
�

j∈S

µj ||ξj − |ψj��ψj|||tr

+ (1 − µ(S))

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1
1 − µ(S)

�

i�∈S

µjξj
⊗2 − 1

µ(S)

�

j∈S

µj(|ψj��ψj|)
⊗2

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

tr

Portanto temos que a distância de traço entre os dois estados é no mínimo

D(ρ, ρ�) ≤ 2
�

j∈S

µjD(ξj, |ψj��ψj|)

+ (1 − µ(S))D





1
1 − µ(S)

�

i�∈S

µjξj
⊗2,

1
µ(S)

�

j∈S

µj(|ψj��ψj|)
⊗2





≤ 2� + δ

Pela desigualdade triangular, temos também que

D

�

TrS�
1
⊗S�

2
(ρ�),

�1
2

I
�⊗2

�

≤ γ + 2� + δ.
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Estado de Choi-Jamiołkowski

Agora iremos utilizar o fato de que os primeiros qubits de cada registrador estão próx-
imos do estado misto total para provar que os registradores também estão próximos
a uma mistura de estados Choi-Jamiołkowski associados a algum operador Wq.

Inicialmente, iremos provar um lema auxiliar envolvendo distribuições de proba-
bilidade.

Lema 5.3.16. Seja {pj} uma distribuição de probabilidade e {cj} um conjunto de
números reais tal que |cj| ≤ 1. Se

�

j pjc
2
j ≤ δ, então

�

pj|cj| < 2δ
1

3 .

Demonstração. Seja A = {j : c2
j ≤ δ

2

3 }. Temos que

�

j∈A

pj|cj| ≤
�

j∈A

pj(δ
2

3 )
1

2 ≤ δ
1

3

�

j∈A

pj ≤ δ
1

3 .

Além disso, como

δ ≥
�

j

pjc
2
j ≥

�

j �∈A

pjc
2
j > δ

2

3

�

j �∈A

pj,

segue que
�

j �∈A

pj|cj| ≤
�

j �∈A

pj < δ
1

3 .

Portanto
�

j

pj|cj| < 2δ
1

3 .

Iremos agora provar um limitante inferior da distância dos primeiros qubits dos
registradores para o estado misto total.

Lema 5.3.17. Seja ρ =
�

j µj(|ξj��ξj|)⊗2, para |ξj� = αj|Φ
−� + βje

iθj |Ψ+� com
αj, βj ∈ R, α2

j + β2
j = 1 e θj ∈ [0, 2π). Segue-se então que

D

�

TrS�
1
⊗S�

2
(ρ),

�1
2

I
�⊗2

�

≥
�

j

µjα
2
jβ2

j sin2 θj.
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Demonstração. Podemos ver que

|ξj� = αj|Φ
−� + βje

iθj |Ψ+�

=
1√
2

(αj(|00� − |11�) + βje
iθj (|01� + |10�))

=
1√
2

((αj|0� + βje
iθj |1�) ⊗ |0� + eiθj (βj|0� − αje

−iθj |1�) ⊗ |1�),

e, portanto, o estado reduzido de TrS�
1
⊗S�

2
(|ξj��ξj|

⊗2) é

1
4

((αj|0� + βje
iθj |1�) ⊗ (βj|0� − αje

−iθj |1�)

+ (βj|0� − αje
−iθj |1�) ⊗ (αj|0� + βje

iθj |1�)
+ (αj|0� + βje

iθj |1�) ⊗ (αj|0� + βje
iθj |1�)

+ (βj|0� − αje
−iθj |1�) ⊗ (βj|0� − αje

−iθj |1�)),

cuja matriz de densidade é

1
4













1 −2iαjβjsj −2iαjβjsj −4α2
jβ2

j s2
j

2iαjβjsj 1 4α2
jβ2

j s2
j −2iαjβjsj

2iαjβjsj 4α2
jβ2

j s2
j 1 −2iαjβjsj

−4α2
jβ2

j s2
j 2iαjβjsj 2iαjβjsj 1













,

onde sj = sin θj.

Portanto temos que a matriz de diferença entre TrS�
1
⊗S�

2
(ρ) e (1

2
I)⊗2 é

A =
1
4













0 −2i
�

j µjαjβjsj −2i
�

j µjαjβjsj −4
�

j µjα
2
jβ2

j s2
j

2i
�

j µjαjβjsj 0 4
�

j µjα
2
jβ2

j s2
j −2i

�

j µjαjβjsj

2i
�

j µjαjβjsj 4
�

j µjα
2
jβ2

j s2
j 0 −2i

�

j µjαjβjsj

−4
�

j µjα
2
jβ2

j s2
j 2i

�

j µjαjβjsj 2i
�

j µjαjβjsj 0













.

Podemos calcular os autovalores de A a partir de seu polinômio característico: − �

j µjα
2
jβ2

j s2
j

(com multiplicidade 2) e
�

j µjα
2
jβ2

j s2
j ± |

�

j µjαjβjsj|.
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Temos que

D

�

TrS�
1
⊗S�

2
(ρ),

�1
2

I
�⊗2

�

=
1
2

Tr(
√

A†A)

=
1
2



2
�

j

µjα
2
jβ2

j s2
j +





�

j

µjα
2
jβ2

j s2
j +

�

�

�

�

�

�

�

j

µjαjβjsj

�

�

�

�

�

�





+





�

�

�

�

�

�

�

j

µjα
2
jβ2

j s2
j −

�

�

�

�

�

�

�

j

µjαjβjsj

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�









=
�

j

µjα
2
jβ2

j s2
j + max







�

j

µjα
2
jβ2

j s2
j ,
�

j

µjαjβjsj







≤ 2
�

j

µjα
2
jβ2

j s2
j .

Finalmente iremos limitar a distância do estado quântico para algum estado de
Choi-Jamiołkowski associado a algum operador Wq.

Lema 5.3.18. Seja ρ =
�

j µj(|ξj��ξj|)⊗2, para |ξj� = αj|Φ
−� + βje

iθj |Ψ+� com

αj, βj ∈ R, α2
j + β2

j = 1 e θj ∈ [0, 2π) e tal que D
�

TrS�
1
⊗S�

2
(ρ),

�

1
2
I
�⊗2

�

≤ �. Então

existe um estado σ =
�

j µ�
j(|J(Wqj

)��J(Wqj
)|)⊗2 para algum qj ∈ [0, 1], e tal que

D(σ, ρ) ≤ (32�)
1

3 .

Demonstração. Para todo |ξj�, sejam

|ηj� = αj|Φ
−� + βj|Ψ

+� = |J(W√
βj

)�,

e
σ =

�

j

µj|ηj��ηj|
⊗2.

Iremos provar agora que D(σ, ρ) ≤ (32�)
1

3 . Temos que

D(σ, ρ) ≤
�

j

µjD(|ξj��ξj|
⊗2, |ηj��ηj|

⊗2) =
�

j

µj

�

1 − (|�ξj||ηj�|2)2.
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Como

(||�ξj||ηj�|2)2 = (α2
j +β2

j eiθj )2 = ((α2
j +β2

j cos θj)2+(β2
j sin θj)2)2 = (1−2α2

jβ2
j sin2 θj)2,

temos que
�

1 − (|�ξj||ηj�|2)2 = 2|αjβj sin θj|
�

1 − 2α2
jβ2

j sin2 θj ≤ 2|αjβj sin θj|,

resultando em

D(σ, ρ) ≤ 2
�

j

µj|αjβj sin θj|. (5.1)

Pelo Lema 5.3.17, temos que
�

j µjα
2
jβ2

j sin2 θj < �
2
, e isso implica, pelo Lema 5.3.16,

que
�

j

µj|αjβj sin θj| < 2
�

�

2

�
1

3

. (5.2)

Juntando as Equações 5.1 e 5.2, temos que

D(σ, ρ) ≤ 4
�

�

2

�
1

3

= (32�)
1

3 .

5.3.4 QMA ⊆ QMAk·EPR

1

Nesta seção, apresentaremos como estender um protocolo QMA, assumindo pares
EPR compartilhados previamente pelos Provador e Verificador, de modo a atingir
completude perfeita. A ideia geral do protocolo é utilizar os passos expostos nos
lemas anteriores para garantir que temos dois estados de Choi-Jamiołkowski iguais
para algum Wq. Informalmente, a ideia geral dos passos segue o seguinte roteiro:

1. Realizar a permutação para garantir que o estado reduzido dos dois primeiros
registradores está próximo de algum estado

�

j µjξ
⊗2
j ;

2. Projetar sobre o espaço gerado por |Φ−� e |Ψ+�, pois os estados |J(Wq)� são
uma combinação destes estados;

3. Realizar o Swap test para garantir que o estado reduzido está próximo de algum
estado na forma

�

j µj|ψ��ψ|⊗2 e, utilizando o resultado do item 2, temos que
|ψ� está no subespaço gerado por |Φ−� e |Ψ+�;
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1 Verificador e Provador compartilham N pares EPR. Sejam S1, ..., SN os qubits
do Verificador e S �

1, ..., S �
N os qubits do Provador ;

2 Provador:
3 Aplique Wq em S �

1, ..., S �
N , onde px é a probabilidade máxima de aceitação no

protocolo original, p = p2
x

2p2
x−2px+1

e pq = 1
2
;

4 Envie para o Verificador o certificado original ótimo ψ do protocolo QMA e
S �

1, ..., S �
N ;

5 Verificador:
6 Prepare três qubits B, R1, R2 no estado |0�, além do registrador auxiliar A do

protocolo original;
7 Execute o Procedimento de destilação em (Ri, A, M), i ∈ {1, 2} e se algum dos

procedimentos falhar, aceite a entrada ;
8 Simule uma permutação aleatória entre os registradores (Si, S �

i) e aceite se a
simulação falhar ;

9 Verifique se (S1, S �
1) e (S2, S �

2) estão no subespaço gerado por {|Φ−� e |Ψ+�} e
rejeite se não estiverem ;

10 Realize o Swap test entre (S1, S �
1) e (S2, S �

2) e rejeite se o teste falhar ;
11 Simule o Procedimento de Reflexão com (R1, R2, S1, S �

1, S2, S �
2), aceitando se a

simulação falhar;
12 Aceite ou rejeite conforme o resultado da Simulação do Procedimento de

Reflexão ;

Figura 5.7: Protocolo QMAk·EPR
1 para uma linguagem em QMA

4. Utilizando o fato de que metade dos possíveis estados de Choi-Jamiołkowski
eram pares EPR, prova-se então que os estados |ψ� estão próximos de algum
estado de Choi-Jamiołkowski.

Pode-se, então utilizar o Procedimento de Reflexão, que tem garantia de aceitar
com probabilidade 1 instâncias positivas e rejeitar com probabilidade constante in-
stâncias negativas.

Teorema 5.3.19. Seja V o Verificador de um protocolo QMA que reconhece a lin-
guagem L. O protocolo QMAk·EPR descrito na Figura 5.7 reconhece L com completude
perfeita e robustez constante.

Demonstração. Como descrito na Figura 5.7, para completude o certificado recebido
pelo Verificador consiste no autovetor do protocolo original que resulta em máxima
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probabilidade de aceitação px e N cópias da metade do par EPR que estava com
o Provador, e sobre os quais foram aplicadas o operador Wq, onde p = p2

x

2p2
x−2px+1

e
pq = 1

2
.

No passo 7, ou o Procedimento de Destilação falha, causando a aceitação, ou o
algoritmo Verificador irá continuar e os valores de R1 e R2 serão |χp�.

Se o passo 8 não aceitar, continuando o algoritmo, não haverá nenhuma alteração
no estado do sistema, dado que os registradores (Si, S �

i) contém N cópias idênticas e
não-emaranhadas de |J(Wq)�. Como estados de Choi-Jamiołkowski associados a Wq,
por definição, estão no supespaço gerado por |Φ−� e |Ψ+�, concluímos que o passo 9
não rejeitará a entrada.

Novamente pelo fato de (S1, S �
1) e (S2, S �

2) possuírem duas cópias idênticas e não
emaranhadas de |J(Wq)�, o passo 10 também não rejeitará a entrada.

Finalmente, pelo Lema 5.3.10, a Simulação do Procedimento de reflexão irá
aceitar com probabilidade 3

4
dado à falha de simulação, caso contrário o procedi-

mento de Reflexão irá aceitar a entrada com probabilidade 1.

Para instâncias negativas, temos que a probabilidade de aceitação px do proto-
colo original é no máximo 2−poly(|x|). Pelo Lema 5.3.9, o procedimento de desti-
lação do passo 7 irá falhar com probabilidade exponencialmente pequena, causando
a aceitação da entrada. Se o procedimento não falhar, o estado dos registradores
(R1, R2) terá distância de traço exponencialmente pequena �1 em relação a |0�⊗2,
sendo que cada qubit R1 e R2 não estará emaranhado com nenhum outro sistema.

Seja ρ0 o estado dos registradores ((S1, S �
1), ..., (SN , S �

N)) antes do passo 8. Pelo
Lema 5.3.13, a simulação de permutação no passo 8 em ρ0 falhará com probabilidade
1
N

, causando aceitação. Com probabilidade 1 − 1
N

, a simulação é bem-sucedida,
e (S1, S �

1, S2, S �
2) estará a uma distância de traço de no máximo 26

N
de um estado

quântico na forma

ρ1 =
�

j

µjξ
⊗2
j ,

para algum conjunto de ξj ∈ D(S1 ⊗ S �
1 ⊗ S2 ⊗ S �

2). Como originalmente tínhamos
que Tr⊗N

i=1
S�

j
(ρ0) = (1

2
I)⊗N , temos agora que D(TrS�

1
⊗S�

2
(ρ1), (1

2
I)⊗2) ≤ 26

N
.

Portanto, a probabilidade de entrar no passo 9 é exponencialmente perto de 1− 1
N

.
Neste caso, para algum valor fixo �2 ∈ (0, 1), o Lema 5.3.14 diz que o passo 9 rejeitará
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com probabilidade pelo menos

�2 − 26

N
, (5.3)

ou o estado dos pares de qubits (S1, S �
1, S2, S �

2) estará a uma distância de traço no
máximo 26

N
+

√
�2 de um estado

ρ2 =
�

j

µjξ
�⊗2
j ,

onde ξ� ∈ D(W) e W é o espaço gerado pelos vetores |Φ−� e |Ψ+�. Temos que, neste
caso, D(TrS�

1
⊗S�

2
(ρ2), (1

2
I)⊗2) ≤ 26

N
+

√
�2.

Dados �3, �4 ∈ (0, 1) fixos, o Lema 5.3.15 diz que o passo 10 irá rejeitar com
probabilidade pelo menos

1
2

�3�4 − 26

N
− √

�2, (5.4)

ou o valor dos pares de qubits (S1, S �
1, S2, S �

2) estará a uma distância de traço no
máximo 26

N
+

√
�2 + 2�3 + �4 do estado

ρ3 =
�

j

µi(|ψj��ψj|)⊗2

onde |ψj� = αj|Φ
−� + βje

iθj |Ψ+� e D(TrS�
1
⊗S�

2
(ρ2), (1

2
I)⊗2) ≤ 26

N
+

√
�2 + 2�3 + �4.

Após o passo 10, pelo Lema 5.3.18, o valor dos pares de qubits (S1, S �
1, S2, S �

2)
estará a uma distância (32( 26

N
+

√
�2 + 2�3 + �4))

1

3 de algum estado

ρ4 =
�

j

µi(|J(Wq)��J(Wq)|)
⊗2,

para algum valor de q ∈ [0, 1]. Portanto, o valor de (R1, R2, S1, S �
1, S2, S �

2) estará a
uma distância de no máximo �1 + (32(26

N
+

√
�2 + 2�3 + �4))

1

3 do estado

σ = |0��0|⊗2 ⊗ ρ4.

Se o Procedimento de Reflexão fosse aplicado sobre σ a probabilidade de rejeição
seria de 1

16
. Entretanto, como em cada passo consideramos uma distância de traço

do estado ideal, e a distância de traço é um limitante superior para a distância
estatística, temos que a probabilidade que a cadeia é rejeitada é de

1
16

− �1 − 26

N
− √

�2 − 2�3 − �4 −
�

32

�

26

N
+

√
�2 + 2�3 + �4

��
1

3

. (5.5)
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Tomando �2 = 210

N
, �3 = �4 = 2�

1

5

2 , N = 2200 e considerando o erro �1 exponencial-
mente pequeno, baseados nas equações 5.3, 5.4 e 5.5 temos que se entrar no passo 8,
a probabilidade de rejeição é ao menos

min







210

2200
− 26

2200
,

26

240
− 26

2200
− 25

2100
,

1
16

− �1 − 26

2200
− 25

2100
− 3

22

240
−

�

32

�

26

2200
+

25

2100
+ 3

22

240

��
1

3







≥ 2−200.

Como o Algoritmo Verificador entra no passo 8 com probabilidade exponencial-
mente próxima de 1 − 1

N
, a probabilidade de rejeição é pelo menos

2−205.

Destacamos que em provas alternativas deste resultado [64] [75] atinge-se proba-
bilidade de rejeição mínima maior. Porém, com nossa análise podemos ainda obter
o resultado principal que é a inclusão das classes de complexidade.

Teorema 5.3.20. QMA ⊆ QMAk·EPR
1 .

Demonstração. Direta do Teorema 5.3.19.

5.3.5 QMA ⊆ QIP(q-poly, c-one, c-const)

Iremos agora demonstrar um protocolo baseado nas ideias propostas por KLGN[64].
Mas, ao invés do compartilhamento de pares EPR entre o Provador e o Verificador, o
novo protocolo usará duas mensagens clássicas extras: o Verificador enviará um bit
clássico para o Provador, que enviará de volta uma mensagem clássica de tamanho
constante. Este resultado foi obtido no estágio feito pelo candidato em no Laboratoire
d’Informatique Algorithmique: Fondements et Applications, CNRS, Université Paris
VII, sob supervisão de Iordanis Kerenidis e Jamie Sikora.
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A ideia geral do protocolo é que o Provador enviará, inicialmente, o certificado
original do protocolo QMA e 2N metades de pares EPR. Então, o Verificador irá
jogar uma moeda e enviará esse resultado para o Provador. Se o resultado foi “cara”,
o Verificador testará se as supostas metades de pares EPR são de fato metades de
pares EPR. Para isso, o Provador irá fazer o teleporte quântico dos pares EPR e o
Verificador irá confirmá-los. Se o resultado da moeda for “coroa”, o Provador aplicará
operações locais, transformando metade dos pares EPR compartilhados em estados
de Choi-Jamiołkowski associados à matriz Wq, para o valor de q correto. O Provador
irá, então, teleportar os estados de Choi-Jamiołkowski e o Verificador executará o
Algoritmo Verificador original de KLGN, descrito na seção anterior.

Para instâncias positivas, não é difícil perceber que se o Provador seguir o proto-
colo, o Verificador irá aceitar com probabilidade 1.

Para instâncias negativas, a ideia é que o Provador não poderá enviar uma
primeira mensagem que passe com alta probabilidade no teste de EPR e no teste
de KLGN. Se o estado reduzido enviado pelo Provador estiver próximo do estado
completamente misto, o algoritmo verificador de KLGN irá rejeitar com alta proba-
bilidade. Se o estado reduzido dos qubits estiver longe do estado totalmente misto,
segundo a distância de traço, a verificação dos pares EPR irá rejeitar a entrada com
alta probabilidade.

Descrevemos nosso protocolo na Figura 5.8 e iremos agora provar sua completude
e robustez.

Lema 5.3.21. O protocolo descrito na Figura 5.8 apresenta completude perfeita.

Demonstração. Se o resultado da moeda for “cara”, o Provador não aplicará nenhuma
operação sobre suas metades dos pares EPR, então o valor de (Ri, Si, R�

i, S �
i) é

1
2

(|0000� + |0101� + |1010� + |1111�)

=
1

2
√

2
|Φ+�(|00� + |11�) +

1
2
√

2
|Φ−�(|00� − |11�)

+
1

2
√

2
|Ψ+�(|01� + |10�) +

1
2
√

2
|Ψ−�(|01� − |10�).

É fácil verificar que após a medição do Provador e a operação de correção feita pelo
Verificador a partir do resultado da Medição, (Si, S �

i) estará sempre com o valor
1√
2
(|00� + |11�) = |Φ+�. Portanto, o teste na linha 11 irá sempre aceitar.
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1 Provador:
2 Prepare 2N pares EPR (Ri, R�

i) e (Si, S �
i), 0 ≤ i < N , e envie para o

Verificador o certificado ótimo do protocolo original |ψ�, e os qubits R�
i e S �

i ;
3 Verificador:
4 Jogue uma moeda aleatoriamente e envie o resultado para o Provador ;
5 Provador:
6 if “coroa” then Aplique Wq a Ri. Medir (Ri, Si) na Base de Bell e envie os

resultados vi, classicamente, para o Verificador ;
7 Verificador:
8 Aplique a correção para cada S �

i de acordo com o valor de vi:
9 if |Φ+�: then Aplique I em S �

i if |Φ−�: then Aplique Z em S �
i if |Ψ+�:

then Aplique X em S �
i if |Ψ−�: then Aplique ZX em S �

i ;
10 if “cara” then Teste se todos (R�

i, S �
i) são |Ψ+� e rejeite se algum deles não for

if “coroa” then Execute o procedimento de Verificação proposto por KLGN
com |ψ� e (R�

i, S �
i)

Figura 5.8: Protocolo QIP1(q-poly, c-one, c-const) para QMA

Se o resultado da moeda for “coroa”, estão os valores de (Ri, Si, R�
i, S �

i) após Wq

ser aplicado à R�
i é

√
1 − q

2
(|0000� + |0101� − |1010� − |1111�)

+
√

q

2
(|1000� + |1101� + |0010� + |0111�)

=
1

2
√

2
|Φ+�(√1 − q|00� − √

1 − q|11� +
√

q|01� +
√

q|10�)

+
1

2
√

2
|Φ−�(√1 − q|00� +

√
1 − q|11� − √

q|01� +
√

q|10�)

+
1

2
√

2
|Ψ+�(√1 − q|01� − √

1 − q|10� +
√

q|00� +
√

q|11�)

+
1

2
√

2
|Ψ−�(√1 − q|01� +

√
1 − q|10� − √

q|00� +
√

q|11�).

É fácil verificar que após a medição feita pelo Provador e a correção feita pelo Veri-
ficador, dado o resultado da medição, os valor de (R�

i, S �
i) será sempre

√
1 − q|Φ−� +√

q|Ψ+� = |J(Wq)� e o algoritmo verificador proposto em KLGN irá aceitar com
probabilidade 1, como demonstrado no Teorema 5.3.19.
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Agora, iremos mostrar alguns lemas auxiliares para que seja possível provar que
se as supostas metades de pares EPR enviadas pelo Provador na primeira mensagem
estiverem longe do estado totalmente misto, o teste de EPR irá rejeitar com alta
probabilidade.

Lema 5.3.22. Seja σAB um estado quântico de 2 qubits. Se Tr(|Φ+��Φ+|σAB) >

1 − �, então D(TrB(σAB), 1
2
I) <

√
�.

Demonstração. Seja |φ� uma purificação de σAB. Dado que |Φ+� é uma purificação
de 1

2
I, temos

D(TrB(σAB),
1
2

I) ≤ D(σAB, |Φ+��Φ+|)

≤ D

�

|φ�, 1
||(|Φ+��Φ+| ⊗ I)|φ�||(|Φ

+��Φ+| ⊗ I)|φ�
�

=

�

�

�

�1 −
�

�

�

�

�

�φ|
1

||(|Φ+��Φ+| ⊗ I)|φ�||(|Φ
+��Φ+| ⊗ I)|φ�

�

�

�

�

�

2

=
�

1 − ||(|Φ+��Φ+| ⊗ I)|φ�)||2

=
�

1 − Tr(|Φ+��Φ+|σAB)

<
√

�.

Corolário 5.3.23. Se D(TrB(σAB), 1
2
I) ≥ √

�, então Tr(|Φ+��Φ+|σAB) ≤ 1 − �,
para um valor de � ∈ (0, 1) fixo.

Provaremos agora a robustez do protocolo.

Lema 5.3.24. Para instâncias negativas, a probabilidade máxima de aceitação é
uma constante menor que 1.

Demonstração. As operações feitas pelo Verificador entre os passos 8 e 9 são equiv-
alentes a aplicar a seguinte porta controlada:

P0 ⊗ IR�
i
⊗ I + P1 ⊗ IR�

i
⊗ Z + P2 ⊗ IR�

i
⊗ X + P3 ⊗ IR�

i
⊗ ZX,

para algum conjunto de projetores {Pi} atuando sobre o espaço privado do Provador.
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Dado que nenhuma operação atua sobre R�
i, seu estado reduzido se mantém o

mesmo desde o início do protocolo, na primeira mensagem. Iremos, então, provar
que o teste de EPR irá rejeitar com probabilidade γ

2
, para um valor γ ∈ (0, 1) fixo,

ou todos os Si estão
√

γ-próximos na distância de traço do estado 1
2
I e, neste caso,

o algoritmo de verificação de KLGN irá rejeitar a entrada com uma probabilidade
constante.

Seja σRS
i o estado reduzido de (R�

i, S �
i) após a linha 9 e σR

i = TrS(σRS
i ). Se

D(σR
i , 1

2
I) >

√
γ para algum i, pelo Corolário 5.3.23, temos que Tr(|Φ+��Φ+|σRS

i ) ≤
1 − γ. Portanto se aplicarmos o teste EPR, ele irá falhar com probabilidade pelo
menos γ. Dado que o teste EPR é aplicado com probabilidade 1

2
, o protocolo rejeita

neste caso com probabilidade pelo menos γ

2
.

Se D(σR
i , 1

2
I) ≤ √

γ para todos os i, então podemos utilizar o resultado do al-
goritmo verificador de KLGN, propagando a distância de traço entre R�

i e 1
2
I na

Demonstração do Teorema 5.3.19. Neste caso, a probabilidade de rejeição estará
exponencialmente próxima de

�

1 − 1
N

�

min







�2 − 26

N
,

1
2

�3�4 − 26

N
− √

�2,

1
16

− �1 − 26

N
− √

�2 − 2�3 − �4 −
�

32

�

√
γ +

26

N
+

√
�2 + 2�3 + �4

��
1

3







,

para valores de �2, �3, �4, γ ∈ (0, 1) fixos e �1 exponencialmente pequeno.
Escolhendo os valores adequados para as constantes, temos que a probabilidade

de rejeição é pelo menos 2−206.

Portanto, vimos agora que é possível atingir completude perfeita adicionando
uma rodada de comunicação clássica constante.

5.4 Conclusões

Neste capítulo, estudamos a questão QMA vs. QMA1 apresentando dois resultados
parciais.
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O primeiro resultado mostra uma separação relativizada dessas classes. Se por um
lado, isso pode não significar nada dado que classes que são iguais em um contexto
não relativizado, não necessariamente são iguais relativas a um oráculo. Em especial,
o resultado que mostramos utiliza um oráculo quântico e ainda não se sabe se com
restrição a oráculos clássicos, se a desigualdade permanece. Esta pergunta é uma
direção natural para novas tentativas de solucionar este problema. O que se obtém,
entretanto, com este resultado parcial é que sabe-se que, para provar QMA = QMA1,
esta prova não pode se relativizar, ou seja, a prova deve ser invalidada em algum
ponto ao colocarmos oráculos dentro de seu contexto.

O segundo resultado, apresenta um fato que, ao considerarmos recursos adi-
cionais, como um número constante de pares EPR antes da execução do protocolo
ou uma rodada de comunicação clássica constante, obtemos completude perfeita. O
resultado que apresentamos é teórico, dado que a constante apresentada é de muito
alta o que torna o método ainda inviável na prática. Porém, para efeitos de notação
assintótica, temos a inclusão das classes de complexidade.



Capítulo 6

Conclusões

Vimos, neste trabalho, uma pequena lista de elementos da Computação Quântica que
influenciam, de algum modo, tópicos em Teoria da Computação. Hoje, esta lista con-
tém outros resultados muito importantes, inclusive que provam conjecturas abertas
há décadas, porém que infelizmente não tiveram espaço dentro deste trabalho.

Os primeiros resultados importantes da Computação Quântica, os Algoritmos
Quânticos que resolvem de maneira mais eficiente alguns problemas do que Algorit-
mos Clássicos conhecidos até hoje, foram apresentados no Capítulo 3. Em especial,
apresentamos o Algoritmo de Shor, que fatora números em tempo polinomial, en-
quanto qualquer Algoritmo Clássico conhecido até hoje para o problema necessita
tempo exponencial.

Foi visto, no Capítulo 4, um modelo de Autômato Finito que utiliza estados
quânticos e clássicos para computar. Vimos que este modelo é mais poderoso que
Autômatos Finitos Determinísticos, dado que reconhece inclusive algumas linguagens
não livres de contexto. Porém, o poder exato deste modelo não está bem definido
e apresentamos um resultado parcial neste sentido. Ressaltamos que este capítulo
resulta de uma unificação da literatura e contém alguns resultados novos obtidos
durante o mestrado [48][49][50].

Finalmente, vimos, no Capítulo 5, resultados parciais acerca de uma questão
em aberto há algum tempo em Complexidade Computacional Quântica envolvendo
a probabilidade de aceitação de instâncias positivas em protocolos QMA, o anál-
ogo quântico da classe NP. Foi mostrado, inicialmente, a separação relativizada das
classes QMA, cuja probabilidade de aceitação de instâncias positivas é convencionada
2
3
, e QMA1, cuja probabilidade de aceitação para instâncias positivas deve ser 1, o

129
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que limita as possibilidades para provar que as duas classes são iguais. Em seguida,
foi mostrado que com o recurso adicional de pares EPR compartilhados ou uma
rodada de comunicação clássica constante, conseguimos decidir todos os problemas
em QMA com probabilidade 1, neste novo modelo. Enfatizamos que o resultado
envolvendo uma rodada adicional de comunicação clássica foi obtido pelo candidato
durante seu mestrado.
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Apêndice A

Teoria dos Números

Iremos neste capítulo definir e enunciar Teoremas relativos a Teoria dos Números que
são utilizados na prova de corretude do Algoritmo de Shor na Seção 3.2.3 e de um
lema auxiliar no Apêndice B. Ressaltamos que as provas dos teoremas estão fora do
escopo deste trabalho e podem ser facilmente encontrados em livros da área ou nos
Apêndices dos livros sobre Computação Quântica como os de Nielsen e Chuang [74]
ou Hirvensalo [53].

Assumimos familiaridade com conhecimentos básicos com Teoria de Grupos, mín-
imo múltiplo comum, máximo divisor comum, números primos e aritmética modular.

Iremos agora definir o conjunto de inteiros módulo n.

Definição A.1. Zn = {0, ..., n − 1}.

Estaremos especialmente interessados no subconjunto de elementos de Zn que são
coprimos de n dado que este conjunto forma um grupo multiplicativo.

Definição A.2. Z
∗
n = {j ∈ Zn | mdc(n, j) = 1}

A cardinalidade de Z
∗
n também é um elemento fundamental em várias provas em

Teoria dos Números.

Definição A.3. A função de Euler φ(n) representa o número de elementos em Z
∗
n,

ou seja os número de elementos 0 ≤ k < n tal que mdc(k, n) = 1.

Enunciaremos agora um teorema que prova que todo Z
∗
pc , para p primo ímpar e

c ∈ N
∗, pode ser gerado por um elemento g ∈ Z

∗
p.
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Teorema A.4. Se p é um primo ímpar e c é um número natural positivo, Z
∗
pc é

cíclico, ou seja, existe um valor g ∈ Z
∗
pc tal que {g0 mod pc, g1 mod pc, g2 mod pc, ...} =

Z
∗
pc.

Veremos agora a definição de um elemento fundamental para o Algoritmo de Shor,
que é a ordem de um inteiro a em Zn. Este conceito será muito importante pois é o
período da função fa,n(x) = ax mod n, e encontrar este valor de forma eficiente é o
ponto crucial da vantagem do modelo quântico sobre o modelo clássico.

Definição A.5. A ordem r de a em Zn, denotada por ordn(a), é definida como o
menor inteiro positivo r para o qual ar ≡ 1 mod n.

Pode-se provar que para todo a, ordn(a) é um divisor de φ(n).

Teorema A.6. Seja r = ordn(a) para um a ∈ Z
∗
n. Temos então que r divide φ(n).

Finalmente enunciaremos o Famoso Teorema Chinês do Resto.

Teorema A.7 (Teorema Chinês do Resto). Seja n = n1n2...nk, com mdc(ni, nj) = 1
para i �= j. Dados ki ∈ Zni

, para 1 ≤ i ≤ k, existe um único k ∈ Zn tal que k ≡ ki

mod ni

Por fim, iremos enunciar um teorema que conecta o Teorema Chinês do Resto e
o conceito de ordem.

Teorema A.8. Sejam n = pe1

1 pe2

2 ...pen

k a fatoração de n, um valor a ∈ Z
∗
n, a1, a2, ..., an

a decomposição de a através do Teorema Chinês do Resto e ri = ordp
ei
i

(ai). Então
ordn(a) = mmc(r1, ..., rn).



Apêndice B

Prova do Lema 3.2.4

Antes de provar o Lema 3.2.4 que fornece um limitante inferior para a probabilidade
da ordem encontrada satisfazer as propriedades desejadas, vamos provar alguns lemas
auxiliares. Os lemas apresentados aqui foram extraídos livro de Hirvensalo [53].

Como na Seção 3.2.3, assumiremos que o número que desejamos fatorar é um
número composto, ímpar e que não é uma potência de um número primo. Também
utilizaremos a notação de que n é o número que desejamos fatorar, n = pe1

1 pe2

2 ...pek

k ,
tal que k ≥ 2, pi são números primos distintos e ei ≥ 1 para 1 ≤ i ≤ k. Denotaremos
também ni = pei

i .

Lema B.1. Dado um valor de a ∈ Z∗
pe, escolhido aleatoriamente de maneira uni-

forme, a probabilidade de que ordpe(a) = 2st, com um s ≤ 0 fixo e t ímpar, é no
máximo 1

2
.

Demonstração. Seja φ(pe) = 2uv, onde p é um número primo, u, v ≥ 1 e v ímpar. Se
s > u a probabilidade da ordem ser o valor 2st é 0 dado que a ordem é um divisor
de φ(pe) pelo Teorema A.6.

Temos então o caso de s ≤ u. Como pe é uma potência de um número primo,
temos pelo Teorema A.4 que Z∗

pe é cíclico. Seja g um gerador de Z∗
pe = {g0, g1, ..., g2u(v−1)}

e ordpe(gj) = 2uv
mdc(j,2uv)

. Portanto a ordem tem formato 2st se e somente se j = 2u−sw,
com w ímpar.

O conjunto {0, ..., 2u(v − 1)} possui 2sv múltiplos de 2u−s:

0 · 2u−s, 1 · 2u−s, ... e (2sv − 1)su−s.

143



144 Apêndice B. Prova do Lema 3.2.4

Entretanto, somente metade destes valores possuem multiplicador ímpar. Portanto
a probabilidade de encontrar algum desses valores é

1

2
2sv

2uv
= 1

2
2s

2u ≤ 1
2
.

Lema B.2. A probabilidade de r = ordn(a) ser ímpar, para um a escolhido aleato-
riamente de maneira uniforme dentre os elementos de Z

∗
n, é no máximo 1

2k .

Demonstração. Pelo Teorema A.7, temos que a escolha de um valor aleatório de a

do conjunto Z
∗
n é equivalente a escolher aleatoriamente elementos ai dos conjuntos

Zni
, 1 ≤ i ≤ k.
Pelo Teorema A.8, temos r = mmc{r1, ..., rk}, para ri = ordni

(ai), 1 ≤ i ≤ k.
Portanto r é ímpar se e somente se todos os ri também o forem. Temos que ri é ímpar
com probabilidade no máximo 1

2
, pelo Lema B.1 com s = 0. Como a escolha dos

valores de ai são independentes, temos que a probabilidade de que todos os valores
ri sejam ímpares é de no máximo 1

2k .

Lema B.3. Seja a ∈ Z
∗
n um valor selecionado aleatoriamente de maneira uniforme.

Se r = ordn(a) é par, então a probabilidade de que a
r
2 ≡ −1 mod n é de 1

2k .

Demonstração. Se r é par e a
r
2 ≡ −1 mod n, então

a
r
2 ≡ −1 mod pei

i , (B.1)

para todo 1 ≤ i ≤ k.
Sejam ri = ordni

(ai), então temos que r = mmc{r1, ..., rk}. Vamos definir tam-
bém r = 2st, com t ímpar e s ≥ 1, e ri = 2siti, com si ímpar. Como ri é um divisor
de r, temos que si ≤ s, para 1 ≤ i ≤ k.

Na verdade, iremos mostrar que si = s para todos os valores de i, caso contrário
a Equação B.1 não será satisfeita. Se sj < s para algum valor de j, temos que rj

irá dividir r
2
, o que implica que para algum valor c ∈ Z, a

r
2 ≡ acrj mod p

ej

j ≡ 1
mod p

ej

j . Como pj �= 2 temos que este fato contradiz com o fato de que a
r
2 ≡ −1

mod p
ej

j .
Para um dado s, a probabilidade de que sj = s, e pelo Lema B.1 isso ocorre com

probabilidade no máximo 1
2
. Portanto, a probabilidade de que esse fato ocorra para

todo 1 ≤ i ≤ k é de no máximo 1
2k .

Finalmente provaremos o lema principal utilizado na Seção 3.2.3.
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Lema 3.2.4. Seja n = pe1

1 pe2

2 ...pek

k a decomposição em fatores primos de um número
ímpar composto n. A probabilidade de a ordem de a em Zn, r = ordn(a), ser par e
a

r
2 �≡ −1 mod n é pelo menos 9

16
.

Demonstração. Pelo Lema B.2 temos que a probabilidade de r ser par é de pelo
menos 1 − 1

2k . Pelo Lema B.3 temos que se r é par, a probabilidade de que a
r
2 �≡ −1

mod n é pelo menos 1 − 1
2k .

Portanto, dado que k ≥ 2, a probabilidade de que r seja par e a
r
2 �≡ −1 mod n

é pelo menos (1 − 1
2k )2 ≥ 9

6
.





Apêndice C

Classes de Complexidade Clássicas

Neste apêndices serão apresentadas brevemente as Classes de Complexidade deter-
minísticas e probabilísticas referenciadas na Seção 3.3 a fim de comparação entre o
modelo computacional quântico e clássico.

C.1 Classe P

A classe P contém os problemas que podem ser resolvidos de maneira eficiente no
modelo computacional determinístico, também chamados, por este motivo, de prob-
lemas tratáveis.

Definição C.1. A classe P é formada pelas linguagens que são decididas por um
Algoritmo Determinístico em tempo polinomial em relação ao tamanho da entrada.

C.2 Classe BPP

Para o modelo probabilístico, existem diferentes extensões da classe P, que diferem,
em geral, na probabilidade de erro que o algoritmo pode ter ao decidir uma lin-
guagem. Iremos apresentar aqui a classe BPP, que é reconhecida como a classe dos
problemas que são resolvidos de forma eficiente no modelo probabilístico.

Definição C.2. Uma linguagem L ∈ {0, 1}∗ pertence à classe BQP se existe um
Algoritmo Probabilístico AP que para em tempo polinomial em relação ao tamanho
da entrada e dada uma cadeia x ∈ {0, 1}∗
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• (Completude) se x ∈ L, AP aceita x com probabilidade pelo menos 2
3
; e

• (Robustez) se x �∈ L, AP aceita x com probabilidade no máximo 1
3

As probabilidade 2
3

e 1
3

apresentadas na definição é arbitrária dado que é possível
amplificar a probabilidade de acerto ao repetir o algoritmo verificador um número
polinomial de vezes e o erro será exponencialmente pequeno.

A relação P ⊆ BPP é direta e não se sabe se BPP ⊆ P, porém acredita-se que
este é o caso e todo algoritmo probabilístico pode ser desaleatorizado.

C.3 Classe NP

A classe NP tem muita importância em Teoria de Computação, especialmente em
Otimização, dado que vários problemas de muita importância prática estão contidos
nela. Na literatura, existem duas definições alternativas para esta classe, uma envol-
vendo algoritmos não-determinísticos e outra envolvendo algoritmos verificadores, e
iremos agora apresentar ambas.

Começaremos com a definição original envolvendo algoritmos não-determinísticos.

Definição C.3. Uma linguagem L ⊆ {0, 1} pertence à classe NP, se existe um
algoritmo não-determinístico que decide L em tempo polinomial.

E passaremos para a definição mais utilizada atualmente, envolvendo algoritmos
verificadores. Intuitivamente, esta definição caracteriza NP como a classe dos prob-
lemas para os quais se consegue verificar soluções em tempo polinomial, dado um
certificado provido por uma parte computacionalmente ilimitada.

Definição C.4. Uma linguagem L ∈ {0, 1}∗ pertence à classe NP, se existe um al-
goritmo determinístico V que possui complexidade polinomial em relação ao tamanho
da entrada e um polinômio p(x) tal que

• se x ∈ L, então existe uma cadeia c ∈ {0, 1}p(|x|) tal que �x, c� é aceito por A;
e

• se x �∈ L, então para todas as cadeias c ∈ {0, 1}p(|x|), �x, c� é rejeitada por A.
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O Algoritmo V da Definição C.4 é chamado de algoritmo verificador, e a cadeia
c é chamada de certificado.

A relação P ⊆ NP é direta e acredita-se que P � NP, entretanto este fato ainda
não foi provado, sendo este um dos Problemas do Milênio do Clay Mathematics
Institute [31] [32].

C.4 Classe PP

Veremos agora que o fato de que a probabilidade de erro na definição da classe BPP é
uma grande restrição no poder computacional. Veremos agora uma definição em que
a diferença entre a probabilidade de aceitação e rejeição pode ser exponencialmente
pequena e veremos uma consequência disso.

Definição C.5. Uma linguagem L ∈ {0, 1} está na classe PP se existe um algoritmo
probabilístico AP que para em tempo polinomial e

• se x ∈ L, AP aceita x com probabilidade maior que 1
2
; e

• se x �∈ L, AP aceita x com probabilidade menor que 1
2
.

Acredita-se que há problemas na classe PP não podem ser resolvidos de forma
eficiente, dado que NP ⊆ PP [16].

C.5 Classe MA

O conceito de algoritmos verificadores da classe NP também foi estendido ao modelo
probabilístico com a classe MA. Entretanto, como no caso da classe BPP, como estão
envolvidos passos probabilísticos, permite-se ao algoritmo verificador uma probabil-
idade de erro.

Definição C.6. Uma linguagem L ∈ {0, 1}∗ pertence à classe MA, se existe um
algoritmo probabilístico VP de complexidade polinomial em relação ao tamanho da
entrada e um polinômio p(x) tal que

• (Completude) se x ∈ L, então existe uma cadeia c ∈ {0, 1}p(x) tal que �x, c� é
aceito com probabilidade pelo menos 2

3
; e
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• (Robustez) se x �∈ L, então para todo c ∈ {0, 1}p(|x|), �x, c� é aceito com proba-
bilidade no máximo 1

3
.

Assim como no caso da classe BQP, a probabilidade de acerto pode ser amplifi-
cada ao repetir o protocolo um número polinomial de vezes. Na verdade, para a classe
MA o caso é ainda melhor, pois consegue-se chegar a probabilidade de aceitação 1
para instâncias positivas sem alteração no poder computacional do modelo [96] [46].

Temos que NP ⊆ MA, pois basta remover o caráter probabilístico do algoritmo
verificador, e BPP ⊆ MA, bastando ignorar o certificado.

C.6 Classe #P

Vimos até agora classes que consistem de problemas de decisão. Iremos agora definir
uma classe de complexidade relativa ao fato de contar os certificados que levam um
algoritmo verificador a aceitar. Para esta generalização, temos que as classes de
contagem não consistem de linguagens, mas de funções f : {0, 1}∗ → N.

Definição C.7. Uma função f : {0, 1}∗ → N está na classe #P se existem um
algoritmo determinístico de complexidade em tempo polinomial A e um polinômio
p(x) tal que para uma entrada x ∈ {0, 1}∗, temos

f(x) =
�

�

�

�

y ∈ {0, 1}p(|x|)| A aceita �x, y�
��

�

� .

Como está classe não é de decisão, comparamos seu poder computacional com a
classe P#P de problemas para os quais existem algoritmos determinísticos polinomiais
com um oráculo para os problemas em #P.

Claramente se houver algoritmos eficientes para os problemas de #P, P = NP,
dado que basta verificar se a resposta do algoritmo para #P é igual ou maior que 0.
Foi provado por Toda que P#P = PPP [84].

C.7 Classe PSPACE

Até agora foram apresentadas classes de complexidade cuja restrição está na com-
plexidade em tempo dos algoritmos. Iremos agora definir uma classe cuja restrição
está na quantidade de memória utilizada pelo algoritmo.
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Definição C.8. A classe PSPACE é formada pelas linguagens que são decididas por
um Algoritmo Determinístico utilizando uma quantidade de memória polinomial em
relação ao tamanho da entrada.

Como temos que os certificados de NP e MA são de tamanho polinomial, pode-
mos fazer uma busca exaustiva de um certificado correto utilizando uma quantidade
polinomial de memória, pois o gasto adicional nessa busca é logarítmico no número
de possíveis certificados, que é exponencial. Portanto, PSPACE engloba todas as
outras classes de decisão definidas até o momento.

C.8 Sistemas Interativos de Prova

Sistemas Interativos de Prova, ou Provas Interativas, generalizam o conceito de cer-
tificados e algoritmos verificadores introduzido nas definições das classes P e NP.
Formalizados em um contexto na intersecção de Complexidade Computacional e
Criptografia [47] [19], este tópico levou a descobertas importantes em Complexidade
Computacional, como por exemplo o Teorema PCP [17] [18] [37].

Nos sistemas interativos de prova, existem dois participantes, o Verificador V , de
poder computacional limitado, e o Provador P , de poder computacional ilimitado.
Estes P e V trocam mensagens afim de que V possa reconhecer uma linguagem, sem
ser enganado por algum Provador desonesto.

Para definir formalmente os Sistemas Interativos de Prova, precisaremos antes
aprestar alguns outros conceitos iniciais.

Definição C.9. Um interação de k mensagens entre um verificador V e um provador
P é um conjunto de funções:

m1 = f1(x)

m2 = f2(x, m1)

m2 = f3(x, m1)

...

mk = f3(x, m1, ...mk−1),

tal que para k par, m2i são mensagens enviadas de V para P e, portanto, f2i deve ser
computacionalmente eficiente e o Verificador pode fazer escolhas aleatórias em sua
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computação; e m2i+1 são mensagens de P para V e não há restrição na eficiência de
f2i+1. Para k ímpar, o caso é inverso, dado que a última mensagem deve ser sempre
do provador ao verificador.

Definição C.10. Um Sistema Interativo de Prova com k mensagens é uma interação
de k mensagens entre um Verificador V e um provador P e, ao final da troca de
mensagens, o Verificador deve decidir aceitar ou rejeitar a cadeia inicial x.

Veremos, finalmente, a definição da classe IP.

Definição C.11. Uma linguagem L está na classe IP(k, C, S) se existe um Sistema
Interativo de Prova com k mensagens que satisfaz as seguintes restrições:

• (Completude) ∀x ∈ L, o verificador aceita com probabilidade pelo menos C;

• (Robustez) ∀x �∈ L, o verificador aceita x com probabilidade no máximo S.

Definição C.12. IP = IP(poly(|x|), 2
3
, 1

3
).

Assim como na classe MA, pode-se repetir um protocolo IP a fim de amplificar
a probabilidade de responder corretamente.

Um resultado é que PSPACE = IP, que foi provado utilizando uma técnica em
Complexidade Computacional chamada algebrização.



Apêndice D

Prova do Lema 4.5.10

Neste anexo provaremos o Lema 4.5.10 utilizado na Seção 4.5.2 na prova de que palín-
dromos são reconhecidos pelo modelo 2QCFA com erro unilateral � arbitrário. Porém,
antes de apresentar a prova do lema, faremos a definição de elementos necessários e
provaremos alguns lemas auxiliares.

Definição D.1. Sejam

A =









4 3 0
−3 4 0
0 0 5









e B =









4 0 3
0 5 0

−3 0 4









duas matrizes 3 × 3,
f(u) = 4u1 + 3u2 + 3u3

uma função f : Z3 → Z, e

K = {u ∈ Z
3|u1 �≡ 0 mod 5, f(u) �≡ 0 mod 5 e u2u3 ≡ 0 mod 5}

um subconjunto de Z
3.

Lema D.2. Se u ∈ K, então Au ∈ K e Bu ∈ K.

Demonstração. Iremos provar inicialmente que u ∈ K =⇒ Au ∈ K. Seja

v = Au =
�

4u1+3u2

−3u1+4u2

5u3

�

=
� v1

v2
v3

�

.
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Como u ∈ K, sabemos que u1 �≡ 0 mod 5, 4u1 + 3u2 + 3u3 �≡ 0 mod 5 e além
disso temos que u2 ≡ 0 mod 5 ou u3 ≡ 0 mod 5.

Se u2 ≡ 0 mod 5, temos que

v1 = 4u1 + 3u2 ≡ 4u1 mod 5 �≡ 0 mod 5

e que

f(v) = 4v1 + 3v2 + 3v3

= 16u1 + 12u2 − 9u1 + 12u2 + 15u3

= 7u1 + 24u2 + 15u3

≡ 7u1 mod 5

�≡ 0 mod 5.

Se u3 ≡ 0 mod 5, temos que

v1 = 4u1 + 3u2 ≡ 4u1 + 3u2 + 3u3 mod 5 ≡ f(u) mod 5 �≡ 0 mod 5

e que

f(v) = 4v1 + 3v2 + 3v3

= 16u1 + 12u2 − 9u1 + 12u2 + 15u3

= 7u1 + 24u2 + 15u3

≡ 2u1 + 4u2 mod 5

≡ 12u1 + 9u2 + 9u3 mod 5

≡ 3(4u1 + 3u2 + 3u3) mod 5

≡ 3f(u) mod 5

�≡ 0 mod 5.

Trivialmente, para os dois casos, temos que

v2v3 = 5u3(−3u1 + 4u2) ≡ 0 mod 5,

completando a prova.

Lema D.3. Sejam u, v, w ∈ Z
3 vetores tal que u = Av = Bw. Então u �∈ K.
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Demonstração. Temos que A−1 =









4
25

− 3
25

0
3
25

4
25

0
0 0 1

25









e, portanto, v1 = 4u1

25
− 3u2

25
∈ Z.

Como v ∈ Z
3, resulta-se que 4u1 − 3u2 ≡ 0 mod 5. Do mesmo modo, a partir de

B−1, podemos deduzir que u2 = 5w2 ≡ 0 mod 5.
Esses dois fatos juntos implicam que u1 ≡ 0 mod 5, resultando que u �∈ K.

Com estes elementos, podemos agora efetuar a prova do Lema 4.5.10.

Lema 4.5.10. Seja u = Y −1
1 ...Y −1

n Xn...X1

�

1
0
0

�

, tal que Xi, Yi ∈ {A, B}. Se Xj �= Yj

para algum valor de j, então u2
2 + u2

3 > 25−n.

Demonstração. Como 1
5
Xi e 5Y −1

i são matrizes unitárias, temos que ||u|| = 1. Além

disso temos que 25nu ∈ Z
3. Portanto, se provarmos que u �=

�

1
0
0

�

, temos que que
u1 < 1 e portanto u1 ≤ 1 − 25n.

Seja k o maior índice tal que Xk �= Yk e suponha, sem perda de generalidade que
Xk = A e Yk = B. Seja v = Xk−1...X1

�

1
0
0

�

e w = Yk−1...Y1

�

1
0
0

�

.

Como
�

1
0
0

�

∈ K, pelo Lema D.2, Av, Bw ∈ K. Pelo Lema D.3, Av = Bw

contradiz o fato de que Av, Aw ∈ K, portanto temos que Aw �= Bv. Como para
todo j > k temos que Xj = Yj, resulta-se que Yn..Y1

�

1
0
0

�

�= Xn...X1

�

1
0
0

�

, e, portanto

u = Y −1
1 ...Y −1

n Xn...X1

�

1
0
0

�

�=
�

1
0
0

�

.

Como
� −1

0
0

�

∈ K, pelos mesmos argumentos apresentados anteriormente temos

que u = Y −1
1 ...Y −1

n Xn...X1

�

1
0
0

�

�=
� −1

0
0

�

.


