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Resumo

A Computagao Quéntica é um topico relativamente recente e pouco conhecido, prin-
cipalmente no meio da Computacao. Seu estudo surgiu na tentativa de fisicos simu-
larem sistemas regidos pela Mecanica Quantica por computadores classicos, o que se
conjecturou inviavel. Portanto, um novo modelo computacional que utiliza a estru-
tura quantica da matéria para computar foi teorizado para suprir estas deficiéncias.

Este trabalho tem como objetivo principal estudar as influéncias da Computacao
Quéantica na Teoria da Computagdao. Para atingir tal objetivo, primeiramente sao
expostos os conhecimentos béasicos da Mecénica Quantica através de uma linguagem
voltada para Teoricos de Computacao sem conhecimento prévio na area, de forma a
remover a barreira inicial sobre o tema.

Em seguida, serao apresentadas inovacoes na area da Teoria de Computacao
oriundas da Computacao Quéntica. Comegaremos com os principais Algoritmos
Quanticos desenvolvidos até hoje, que foram os primeiros passos para demonstrar a
possivel superioridade computacional do novo modelo. Dentre estes algoritmos, ap-
resentaremos o famoso Algoritmo de Shor, que fatora nimeros em tempo polinomial.

Adicionalmente, neste trabalho foram estudados tépicos mais avangados e atuais
em Computabilidade e Complexidade Quanticas. Sobre Autématos Quanticos, foram
estudados aspectos de um modelo que mistura estados classicos e quanticos, focando
na comparacao do poder computacional em relagao aos Automatos Finitos Classicos.
Do ponto de vista de Classes de Complexidade, sera abordada a questao se em
linguagens da classe QMA, o analogo quéantico da classe NP, consegue-se atingir
probabilidade de erro nulo na aceitacao de instancias positivas.

ix






Abstract

Quantum Computing is a relatively new area and it is not well known, mainly among
Computer Scientists. It has emerged while physicists tried to simulate Quantum
Systems with classical computers efficiently, which has been conjectured impossible.
Then, a new computational model that uses the quantum structure of matter to
perform computations has been theorized in order to perform these operations.

We intend in this work to study the influences of Quantum Computing in Theo-
retical Computer Science. In order to achieve this goal, we start by presenting the
basics of Quantum Computing to Theoretical Computer Science readers with no pre-
vious knowledge in this area, removing any initial barriers for a clean understanding
of the topic.

We will then follow by showing innovations in Theoretical Computer Science
introduced by Quantum Computation. We start by showing the main Quantum Al-
gorithms, that exemplify advantages of the new computational model. Among these
algorithms, we will present the Shor Algorithm that factors numbers in polynomial
time.

We follow with more advanced topics in Quantum Computability and Complexity.
We study Quantum Finite Automata Models that work with quantum and classical
states, focusing on comparing their computational power with Deterministic Finite
Automata. In Complexity Theory, we study the question if for languages in QMA, the
quantum analogue of NP, zero probability error can be achieved in yes-instances.
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Capitulo 1

Introducao

Na historia da Computagao, sabemos que os primeiros algoritmos foram criados mais
de dois mil anos antes de maquinas que automatizassem em larga escala suas op-
eracoes, acelerando célculos e evitando erros humanos. Tais algoritmos buscavam
sistematizar métodos para solucionar manualmente problemas matematicos, sendo
também precursores de qualquer formalizacao dos conceitos de Algoritmo e Com-
putacao.

No inicio do século XX, com a concepg¢ao do conceito de Algoritmo, comegou-se
a indagar sobre quais os problemas poderiam ou nao ser resolvidos computacional-
mente, resultando na criagdo da area de Computabilidade. Posteriormente, com a
construcao de computadores de propésito geral capazes de realizar operagoes sim-
ples mais rapidamente do que qualquer ser humano, comecou a preocupagao, entao,
com a eficiéncia dos algoritmos, para que estes pudessem ser, de fato, utilizados na
resolucao de problemas do dia-a-dia.

Paralelamente, no final do século XIX, fisicos perceberam que o conhecimento dos
fendmenos da natureza entao disponiveis eram insuficientes para explicar resultados
de experimentos tratando de particulas subatomicas e, progressivamente, formulou-se
uma nova teoria que hoje conhecemos como Mecanica Quantica.

Apés a consolidagdo desta nova teoria, ja na década de 80, Richard Feynman,
um dos pesquisadores que ajudou a formula-la, questionou sobre a eficiéncia de com-
putadores na simulacao do comportamento quantico da matéria, conjecturando que
tal tarefa nao poderia ser realizada de forma eficiente. Como resposta, Feynman
idealizou um novo modelo de computador, baseado no funcionamento da prépria
Mecanica Quantica, que poderia, entao, realizar essa simulacdo de forma eficiente.



2 Capitulo 1. Introducao

Hoje, este é considerado o nascimento da Computacao Quantica.

De carater multidisciplinar, a Computa¢do Quantica teve desde entdo avancos
importantes sob a perspectiva de diversas areas de conhecimento, como Fisica Ex-
perimental, Teoria da Informacao e Teoria da Computacao. Neste trabalho, serao
focados os aspectos que dizem respeito a esta tultima area, especialmente nas novi-
dades relacionadas as areas de Computabilidade e Complexidade Computacional.

Mesmo com todo esfor¢o ja dispendido, ainda hoje nao existem Computadores
Quéanticos de propoésito geral e escalaveis para utilizacao. Surge entdo a pergunta:

Por que estudar Computacao Quantica?

Assumindo que computadores quanticos serao, um dia, construidos, ao estudar e
propor Algoritmos Quanticos, o estudo dos recursos necessarios para sua execugao
servem: (i) de motivagao para a construgao de computadores que possam executé-
los; (i7) para termos consciéncia das implicagoes que tal modelo poderd trazer ao
ser amplamente utilizado; e (ii7) para a validacdo de dispositivos que reivindicam
possuir poder computacional quantico.

Além destes fatos, existem motivagoes que justificam o estudo de Computagao
Quantica, independentemente da construcao de computadores quanticos.

Primeiramente, temos que alguns resultados da Teoria de Computagao Quantica
possuem uma relacdo estreita com conceitos da Fisica. O estudo de tais proble-
mas a partir de uma perspectiva diferente pode permitir o melhor entendimento de
fundamentos da Mecanica Quantica.

Além disso, temos que o estudo da Computagao Quantica sob as lentes da Teoria
da Computacao pode trazer novos resultados para a propria Teoria de Computacao
classica. O estudo de um problema sob o ponto de vista de um novo modelo com-
putacional pode trazer novas ideias para soluciona-lo sem tais recursos. Encontramos
hoje algoritmos classicos inspirados em algoritmos quanticos, além de provas de teo-
remas envolvendo somente elementos classicos, utilizando argumentos inspirados no
modelo quantico.

Dentro deste contexto, o objetivo deste trabalho é entender alguns pontos em
que o advento da Computacao Quéntica influencia a area de Teoria da Computacao.
Desta forma, pretende-se (i) estudar as bases da Computagao Quantica e elaborar um
texto que introduza o tema de forma didatica para pessoas de Teoria de Computagao;
e (i7) aprofundar o estudo em alguns tépicos mais atuais, de forma a entender e



avancar o estado da arte nestes pontos.

O Capitulo 2 apresenta os conceitos necessarios da Mecanica Quantica para a
compreensao da Computagao Quantica, bem como o modelo computacional que sera
amplamente utilizados na descricdo de algoritmos quanticos. No Capitulo 3 sao
apresentados os principais algoritmos e classes de complexidade quanticos. Estes
dois capitulos compoe a parte da dissertacao relativa ao estudo basico da area de
Computacao Quantica. Ressaltamos que, para leitores familiarizados com a area de
Computacao Quantica, estes capitulos nao sao necessarios para o entendimento dos
capitulos que os seguem.

No Capitulo 4 estudamos a influéncia da Mecanica Quantica no poder computa-
cional de dispositivos mais simples, apresentando um modelo de Autéomato Finito
Quéantico, bem como propriedades do modelo e linguagens reconhecidas por ele. Ja
no Capitulo 5, serd apresentado mais a fundo um problema atual da Complexidade
Computacional Quantica. Estes dois capitulos constituem a parte da dissertacao
envolvendo o estudo mais aprofundado de tépicos atuais da area.

Terminaremos esta secao indicando as contribuicoes deste trabalho. Em seguida
apresentaremos brevemente a evolucao historica da area de Computagao Quantica e
finalizaremos o capitulo com a bibliografia basica da area.

Contribuigoes do trabalho

Primeiramente, temos que a parte inicial deste trabalho, formada pelo Capitulo 2 e
Capitulo 3, se apresenta como uma alternativa aos poucos textos introdutoérios sobre
Computacao Quantica em lingua portuguesa voltados para cientistas da Computacao
[29][76][85].

O Capitulo 4 contém uma revisao geral de um dos modelos de autématos quan-
ticos, unificando a literatura sobre o topico. Ressaltamos que este capitulo também
contém resultados originais obtidos durante o mestrado do candidato que resultaram
em publicacdes. O estudo das linguagens reconhecidas pelo modelos 2QCFA ! catego-
rizando segundo a hierarquia classica de linguagens foi apresentado no 1V Workshop-
FEscola de Computagao e Informagao Quantica e publicado em seus anais [48]. Foi ap-
resentado na escola Computer Science days in Ekaterinburg (CSEdays) um trabalho
sobre as caracteristicas e propriedades do modelo 2QCFA e um resumo estendido do
trabalho foi publicado em seus anais [49], e o artigo correspondente foi publicado no

1O modelo 2QCFA ser4 formalmente apresentado no Capitulo 4.
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Siberian Electronic Mathematical Reports [50].

O Capitulo 5 contém um estudo, em portugués, de um resultado parcial relativa-
mente recente sobre uma questao em aberto em Complexidade Computacional Quan-
tica. No mesmo capitulo apresentamos também um variagao original do resultado da
literatura, obtida pelo candidato durante seu estagio no Laboratoire d’Informatique
Algorithmique: Fondements et Applications, CNRS, Université Paris VII, sob super-
visao de Iordanis Kerenidis e Jamie Sikora.

1.1 Breve Histéoria da Computacao Quantica

Nesta se¢ao, faremos uma breve revisao histérica da Computagao Quéantica, apon-
tando seus principais marcos, de modo a entender o contexto em que a &area se
encontra hoje.

Na década de 80, Richard Feynman sugeriu que os computadores classicos s
conseguiriam simular o funcionamento de sistemas quanticos com um custo expo-
nencial em termos de tempo computacional [42]. Entao, propés um computador que
extrairia da estrutura quantica da matéria seu poder computacional.

Desde entao, paralelamente a evolucao do estudo sobre como implementar na
pratica um computador quantico, fisicos, matematicos e cientistas da computacao
passaram a pesquisar o ganho que computadores quéanticos poderiam trazer se fos-
sem implementados na pratica. No final da década de 80, Deutsch apresentou os dois
modelos computacionais quanticos mais importantes, as Maquinas de Turing Quénti-
cas [34] e Circuitos Quanticos [35], que permitiram o desenvolvimento de algoritmos
quanticos compativeis com concretizacoes futuras de computadores quanticos. Pos-
teriormente, Yao demonstrou que esses dois modelos sao equivalentes [94]. No final
da década de 90, Bernstein e Vazirani descreveram como construir uma Maquina de
Turing Quéntica Universal [25], uma Méaquina de Turing Quéntica capaz de simular
qualquer Méaquina de Turing Quantica.

Na inicio da década de 90, foram desenvolvidos os algoritmos quéanticos de Deutsch
[34] e de Deutsch-Josza [36], os quais permitem descobrir caracteristicas de fungoes
através de oraculos de forma mais eficiente quando comparados com algoritmos de-
terministicos classicos, no segundo caso com ganho exponencial na complexidade em
tempo.

A grande notoriedade da Computacao Quantica, entretanto, ocorreu em 1994,
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quando Shor apresentou algoritmos quénticos eficientes para o problema de fatoracao
em numeros primos e o problema do logaritmo discreto [82]. Esses dois problemas sao
muito importantes pois alguns dos métodos criptograficos mais utilizados atualmente
assumem que nao ha uma forma eficiente de resolvé-los. Portanto, existindo um
computador quantico, estes métodos criptograficos seriam facilmente quebrados.

Outro algoritmo importante para computacao quantica foi o algoritmo de buscas
apresentado por Grover [51]. Procurar um elemento em uma base de dados nao
ordenada de n elementos necessita tempo §2(n) no pior caso, no caso classico. Grover
apresentou um algoritmo quantico que realiza tal busca em tempo O(y/n). Tal
ganho nao ¢é exponencial, porém a aplicabilidade do resultado é muito importante,
pois pode-se conseguir uma aceleracao quadratica, portanto substancial, na solugao
de problemas da classe NP.

Nos anos 2000, novos algoritmos quanticos foram desenvolvidos, alguns utilizando
os algoritmos anteriores como submaédulos [39] [10] [54] [14] [87] [86], outros utilizando
novas técnicas [13]. Foram descobertos também novos métodos para se encontrar
limitantes quanticos para varios problemas [24] [20] [12], que mostram, por exemplo,
que o Algoritmo de Grover é 6timo assintoticamente.

Na area de Complexidade Computacional, foram estendidos o estudo de diversos
topicos para o novo modelo, criando analogos quéanticos para as principais classes de
complexidade, desde as classes mais simples referentes a Algoritmos Quénticos [25],
bem como as classes envolvendo o conceito de certificados e provas [6][88], complex-
idade de comunicagao [33] ou de importancia criptografica [89] [91].

Paralelamente, outros modelos de computagdo mais simples foram estendidos
para o modelo quantico, e hoje encontramos variantes de Autématos Finitos Quan-
ticos e Autdématos de Pilha Quéanticos [73] [66] [11], e varios estudos sobre seu poder
computacional e propriedades de linguagens aceitas por tais modelos [69] [80].

Mais recentemente, uma area de estudo que vem se desenvolvendo é utilizar
argumentos quanticos na prova de teoremas puramente classicos [62] [61] [43] [38].
Entretanto, ainda se busca um meio de generalizar essas técnicas, a fim de se criar
um framework para que elas possam ser aplicadas a outros problemas de forma mais
direta, criando um analogo quantico ao método probabilistico proposto por Erdos

8].
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1.2 Revisao Bibliografica

Iremos, nesta secao, descrever a bibliografia basica para uma introducao a Com-
putacao Quéntica. As referéncias para os temas mais avancados desta dissertacao
serao apresentados nos capitulos correspondentes.

O livro de Yanofsky [93] é ideal como uma introdugdo do tema para cientistas da
computacao, pois utiliza uma linguagem bem voltada para esse meio, com recursos
didaticos como exemplos e graficos, para topicos mais especificos de Matematica e
Fisica. Entretanto, este livro aborda os temas de forma mais superficial.

Os livros de Kaye, Laflamme e Mosca [59], Mermin [71] e Hirvensalo [53] sdo mais
concisos e focam na apresentacao da Computagdo Quantica de uma maneira mais
formal, porém ainda com um foco para cientistas de computacao.

O livro de Nielsen e Chuang [74] é o livro mais completo sobre Computagao
Quantica, apresentando o tema sobre diversas perspectivas e é considerado em geral
a bibliografia principal para a area.

Na lingua portuguesa, encontramos os trabalhos de de Vignatti, Netto e Bitten-
court [85] e Portugal, Lavor, Carvalho e Maculan [76] que apresentam uma intro-
ducao a Computacao Quantica focando em Algoritmos Quanticos. O trabalho de
Cardonha, Silva e Fernandes [29] além de apresentar os contetidos basicos, também
avanca em alguns pontos de Computabilidade e Complexidade quanticas.



Capitulo 2

Fundamentos

Dado que a Computacao Quantica é uma area multidisciplinar, sdo necessarios con-
ceitos de diferentes areas para entender, mesmo que basicamente, como funcionam
as engrenagens dos algoritmos quanticos, e para se ter uma ideia de como eles seriam
implementados. Dado que este trabalho é enderecado a pessoas com conhecimento
em Ciéncia da Computacao, este capitulo tem como objetivo inicial introduzir os
conceitos basicos de Mecanica Quantica e aplica-los na apresentagao do modelo com-
putacional de Circuitos Quénticos.

Comecaremos o capitulo mostrando um exemplo de experimento que demonstra a
fragilidade da Fisica Classica em explicar seu resultado, demonstrando a necessidade
da criagdo de um novo modelo que pudesse prever corretamente os resultados de tais
experimentos. Faremos, entao, uma breve exposicao da Notagao de Dirac, o padrao
adotado em Mecanica Quéantica para representacao de estados.

Seguiremos expondo e explicando os quatro postulados da Mecanica Quantica,
sobre os quais estao baseados todos os conceitos de Computacao Quantica. Iremos
entao, apresentar propriedades adicionais dos estados quanticos que possuem conse-
quéncias diretas na sua utilizacao em processos computacionais.

Finalizaremos o capitulo apresentando o modelo de Circuitos Quanticos, que sera
utilizado largamente ao longo deste trabalho.

Assume-se aqui um conhecimento bésico prévio de Algebra Linear, que pode ser
visto de modo mais detalhado no livro de Anton e Rorres [15], ou revisado de forma,
mais focada para o tema na Secao 2.1 de Nielsen e Chuang [74].

7
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2.1 A insuficiéncia da Fisica Classica

Como mencionado previamente, a Fisica Classica se mostrou insuficiente para prever
fendmenos verificados em laboratorios fazendo com que pesquisadores passassem a
repensar seus principios fundamentais. Iremos nesta secdo apresentar um de tais
experimentos.

O experimento em questao foi idealizado de forma independente pelos fisicos
Ludwig Mach [68] e Ludwig Zehnder [97], e é conhecido hoje como o Interferometro
de Mach-Zehnder.

Neste experimento sao utilizados semi-espelhos, que estao representados na Figura
2.1. Nesta imagem, temos uma fonte emissora de fétons EF alinhada ao semi-espelho
SE e dois detectores de fétons DF1 e DF2. O que se verifica na préatica é que, em
média, metade dos fétons emitidos é detectada por DF1 e a outra metade é detectada
por DF2.

Mach e Zehnder, entdo, elaboraram um experimento cuja esquematizagao pode
ser vista na Figura 2.2. Nele, no lugar dos detectores de fétons do experimento an-
terior, sao acoplados os espelhos E1 e E2, que refletem totalmente em 90 graus os
fotons que chegam até eles. No ponto em que os feixes de fétons se encontrariam,
colocamos um segundo semi-espelho SE2 e s6 entao sao instalados os detectores de
fotons DF1 e DF2.

DF1

DF?2
DF1

-—SEZ—D
EF DF2

EFim
Figura 2.1: Funcionamento de um Figura 2.2: Experimento pro-
semi-espelho. posto por Mach e Zehnder

Aplicando os conceitos da Fisica Cléssica a partir do funcionamento de um semi-
espelho, o resultado esperado do experimento é mostrado na Figura 2.3a, onde as
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larguras das linhas representam a intensidade dos feixes de elétrons. Nela, vemos que
cada um dos feixes de fotons que chegam em SE2, se dividiria pela metade e ambos
gerariam os feixes F3 e F4, cada um com em média metade dos fétons emitidos
originalmente. Portanto, cada um dos detectores DF1 e DF2 captaria, em média,
metade dos fétons emitidos por EF.

Entretanto, ao executar este experimento na pratica, observou-se que todos os
fétons emitidos por EF sdo detectados por DF2, como ilustrado na Figura 2.3b,
contradizendo qualquer intui¢ao sobre o resultado.

(a) Resultado esperado do experimento (b) Resultado verificado na pratica do ex-
proposto por Mach e Zehnder perimento proposto por Mach e Zehnder

Figura 2.3: Experimento do Inteferémetro de Mach-Zehnder

2.2 Postulados da Mecanica Quantica

Iremos nesta se¢do apresentar os postulados que regem a Mecanica Quantica, exem-
plificando seu funcionamento com os elementos da Computacao Quantica.

Porém, antes de estudarmos os postulados em si, apresentaremos a Notagao de
Dirac, que é o meio mais comum em Mecanica Quantica para expressar os vetores
que representam os estados de sistemas quanticos. Esta notacao foi adotada também
no estudo de Computacao Quantica dadas as facilidades que ela incorpora.

Dado um espaco de Hilbert complexo ‘H n-dimensional, representamos um vetor
vetor em H como |v). Dado um vetor |v) = (:) em H, com «; € C, temos que seu
dual é [v)T = (v| = (i .- a1 ), onde o} é o conjugado complexo de a; e T é a operagao
de transpor a matriz e conjugar seus elementos.

. aq
Neste mesmo contexto, denotamos o produto interno entre |vy) = (a ) e |vg) =
n
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(ZL) co1mo
() = (e - o2) () = i

Também aparecera frequentemente, quando falamos de medic¢oes, a notagao

a1 87 arBy .. By
N aPYo afy ..
o) {vo] = (5) (85 - 81) = :
Qn1B] 1By o an1fn
an By anfs . by

que consiste do produto matricial dos vetores |v;1) e (vy| resultando em uma matriz
nxn.

2.2.1 Principio da sobreposicao

Comecamos o estudo da Mecanica Quantica enunciando seu primeiro postulado, que
descreve a configuracao dos estados de sistemas quanticos.

Postulado 1. O estado de um sistema quantico € descrito por um vetor unitdrio em
um espaco de Hilbert complexo H.

A Postulado 1 estabelece que ao trabalhar com um sistema quantico, estamos
abstratamente trabalhando com vetores em um espago vetorial. Neste trabalho,
cometeremos o abuso de notacao de referenciar um estado quantico pela sua repre-
sentacao vetorial no espaco de Hilbert correspondente de forma indistinta.

Iremos trabalhar somente com estados em sistemas finitos, e agora evidenciaremos
algumas implicagoes diretas deste fato aliado ao Postulado 1. Dados um espacgo de
Hilbert complexo H de dimensao finita n e uma base ortonormal {|by), |b1), ..., |bn—1)}
de H, temos que um estado [¢)) neste espago de Hilbert pode ser descrito por uma
combinagao linear dos elementos da base

n—1

|¢> = Z ai’bi>'

1=0

Além disso, como pelo Postulado 1, [¢)) é unitario, temos que

n—1
Z ’041"2 = 17
=0
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onde o valor «; é conhecido como a amplitude referente ao estado |b;).

Qubits

Estudaremos agora o principal sistema quantico utilizado na Computacao Quéantica,
os qubits. Um qubit é um estado de um sistema quantico 2-dimensional, sendo
descrito como um vetor unitario no espaco de Hilbert complexo 2-dimensional B.
Usualmente, ao descrever um estado em B, utilizamos a base formada pelos vetores
10) = (§) e 1) =(7), sendo esta base conhecida como base computacional.

Pelo Postulado 1, o estado |¢) de um qubit é uma superposigao unitria de |0) e
|1):

1) = «|0) + B|1), onde o, 3 € C, |a|* 4+ |8* = 1.

Uma consequéncia direta desta definicdo é que um qubit pode assumir um nimero
infinito de estados, quando « e 3 variam.

2.2.2 Evolucgao dos estados

Dado que sabemos ja, pelo primeiro postulado, como os sistemas quanticos se carac-
terizam, iremos ver agora como tais sistemas evoluem.

Postulado 2. A evolucao temporal dos estados de um sistema quantico fechado é
descrita por um operador linear unitdrio.

Em outras palavras, a Postulado 2 estabelece que para qualquer evolugdo de um
sistema fechado que leva o estado quantico inicial |11) ao estado final |1)5), existe um
operador linear unitario U tal que

|?/12> = U|¢1>-

Esta operagao pode ser representada por uma matriz, e como a operacao ¢ unitaria
temos que
UU=U0U0"=1
onde U' é a matriz conjugada e transposta de U. Esta propriedade possui duas
consequéncias importantes. Primeiramente, apds aplicarmos um operador unitario
sobre um vetor, sua norma se mantém. Portanto, o estado final também possuira
norma unitaria como definido pelo Postulado 1. Além disso, todo operador unitario
quantico é inversivel, o que implica que as operac¢oes quanticas sao reversiveis.
Iremos agora exemplificar um operador sobre qubits.
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1 1
1 -1
quantico valido, pois ¢ linear, dado que é representado por uma matriz, e unitario,
pois H=H'e HH = 1I.

O funcionamento de H sobre os elementos da base computacional é

Exemplo Seja H = % ( ) um operador no espagco B. H é um operador

1 1
10) = 510) + 511
HI1) = —10) = |1

Este operador é conhecido como operador de Hadamard e funciona como uma
moeda quantica, partindo de um estado base para uma superposicao equiprovavel
dos dois elementos da base.

Ressaltamos que o funcionamento do semi-espelho do Interferémetro de Mach-
Zehnder descrito na Se¢ao 2.1 pode ser descrito como uma porta de Hadamard. W

2.2.3 Medicgoes

Em sistemas classicos, pode-se, a qualquer momento, observar uma propriedade de
um objeto, sem que isso tenha um efeito colateral. Entretanto, veremos agora que
em sistemas quanticos o mesmo nao ocorre.

Postulado 3. Medicoes quanticas sao descritas por um conjunto de operadores de
medi¢io { My}, que atuam no espago do sistema sendo medido. Assumimos que o
indice m € o resultado da medicdo.

Se temos um sistema qudntico no estado |) e fazemos uma medicio em relagio
a {M,.}, a probabilidade do resultado ser i é:

bi = W"MJMMD%
e o estado do sistema quantico apos a medi¢ao serd
M;|)

o MM )

Além disso, o conjunto de operadores tem que satisfazer a equagdo de completude:

ST MM, =1,

m
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que garante que a soma das probabilidades seja 1:

S MMl = (01 (501 ) 1) = 1.

Portanto, pelo Postulado 3, apds realizar a medi¢ao, o estado quantico colapsa
em um novo estado, alterando o sistema. Veremos agora um exemplo de medicao
sobre qubits.

Exemplo Dizemos que medimos um qubit na base computacional quando aplicamos
a medicao utilizando os operadores

My = |0){0] = (55) e My =[1)(1] = (§7)-
Portanto, ao realizarmos a medicao na base computacional de um qubit
[¥) = @|0) + [1), onde a, B € C,|af* + |5 =1,

temos como resultado o valor 0 com probabilidade |a|?, e o estado colapsa para |0),
e o valor 1 com probabilidade |3|?, e o estado colapsa para [1). W

Podemos generalizar o conceito de medi¢gdo usando uma base arbitraria de um
sistema quantico n-dimensional {|by), ..., |b,—1)}, utilizando para isso os operadores
de medlgéo {|b0><b0|, ey |bn_1><bn_1‘}.

Outras formas de medicao

Utilizamos, no Postulado 3 o que chamamos de medigoes gerais. Existem, entretanto,
outras formas alternativas e equivalentes de definir as medigoes, que facilitam a
visualizacao de algumas propriedades dependendo do contexto em que sao utilizadas.

Medigao Projetiva Uma medicao projetiva é descrita por um observavel, que é
um operador Hermitiano! que opera no espaco vetorial do sistema a ser observado.
Um resultado de Teoria de Matrizes é que se uma matriz é Hermitiana, entao seus
autovalores sao reais.

'Um operador linear A é Hermitiano quando seu conjugado transposto é igual ao préprio A, ou
seja A = AT,
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Seja n o posto da matriz Hermitiana M que representa o operador, seus au-
tovalores Aq, ..., A, e respectivos autovetores |¢1), ..., |¢,) . Temos entdao que M =
im1 Al i) (il
Se realizamos a medi¢ao do estado quéntico |¢)) com respeito a M, temos como
resultado o autovalor \; com probabilidade p; = (¥|¢;)(¢i|1) e apos a medigdo o

; D) (bill)
sistema colapsa para o estado N

Intuitivamente, se escrevermos [¢) utilizando como base os autovetores de M,
|9) = ai|d1) + ... + anldn), a probabilidade do resultado ser \; é |a;)?.
Alternativamente, podemos cometer um abuso de notacao e descrever medigoes

projetivas através conjunto de projetores.

POVMs POVMs (Positive Operator-Valued Measure) sao amplamente utilizados
quando nao ha interesse no estado do sistema apds a medi¢cao, mas somente no
resultado da medicao e sua respectiva distribuicao de probabilidade.

Neste tipo de medicao, existe um conjunto de elementos POVM {E,,}, sendo
que as Unicas restricoes sobre eles sdo que os operadores devem ser positivos? e que
>m Em = I. Neste caso, a probabilidade do resultado de uma medigao sobre o estado

quéntico [¢) ser i é (Y| E;|1)).

Distinguindo estados

Veremos agora um resultado que implica que, apesar de um sistema quéantico possuir
um numero infinito de estados, nao é possivel distinguir dois estados quaisquer com
um numero finito de medigoes.

Teorema 2.2.1. Dados dois estados quanticos |11) € |1s), distintos e nao ortogonais,
nao € possivel distigui-los com erro 0.

Demonstracao. Iremos efetuar a prova deste teorema por contradicdo. Suponhamos
entao que tal medicao exista com os operadores de medicao M; e M, tal que

<¢1|M1TM1|¢1> =le <¢2|M2TM2W2> =1
Como >Zcq1.93 MJMZ- = I, temos que
> <¢1|M1'TM1'W1> =1= <¢1‘M1TM1W1> =1,

ie{1,2}

2Um operador ¢é dito positivo quando todos seus autovalores sdo positivos
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e, portanto (¢ MjM,|ty) = 0.
Vamos agora decompor |i3) em relacdo [1;) e |[¢1), onde |¢f) é algum vetor
unitario ortogonal a [¢) tal que

[¢2) = alvn) + BlYi), para o, B € C, |al, |6] > 0 e [a* + |5* = 1.

Temos entao que

(a| M M |1))

= |0‘|2<¢1’M2TM2|¢1> + |5|2<¢1L|M2TM2|¢1L>
= |BI* (1| My Mo |y)

<8 <1,

o que é uma contradicao. O

Fase global

Sejam dois estados quanticos [¢) e €?[1)). Dizemos que |¢) é igual €|¢h) em relagao
a uma fase global €. Apesar de serem distintos, sob ponto de vista dos resultados
da medigao e suas respectivas probabilidades, temos que estes dois estados quéanticos
possuem a mesma distribuicao estatistica. Isso decorre do fato de que

(e M, My |3 = (3| M, M [0).

2.2.4 Sistemas compostos

Veremos agora o ultimo postulado da Mecanica Quéantica, que descreve o compor-
tamento da combinac¢ao de dois sistemas quanticos. Porém, antes de apresentarmos
o postulado em si, iremos revisar o conceito de produto tensorial, ou produto de
Kronecker, entre dois espagos vetoriais e entre duas matrizes.

Definicao 2.2.2. Sejam Hi um espaco vetorial n-dimensional e Hy um espago
vetorial m-dimensional. O produto tensorial Hi ® Ha € um espago vetorial mn-
dimensional.

Definigao 2.2.3. Sejam

a1 ... QAip bll blm

A= e B=
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duas matrizes. Temos que o produto tensorial A @ B entre elas é

(IHB alnB
AR B =

amB ... ap,B
ai1bin  anbiz ... anbyy,  abin ... @b
a11bor  anbae ... aiba,  aisbar ... aipbon

= 1101 a11bpe ... a11bpm @12bma o @10
az1b11 azbia ... agbiy,  agbin ... agpbig
(0795} bml an1 bm2 e Qp1 bmm an2 bml e annbmm

Iremos agora, apresentar o quarto postulado da Mecanica Quantica.

Postulado 4. Sejam dois sistemas quanticos independentes, representados pelos es-
pacos de Hilbert H, e Hs. O estado de sistema quantico obtido na combinacao desses
dois sistemas é wm vetor unitdrio no espago de Hilbert formado pelo produto tensorial
Hi @ Ha. Se o primeiro sistema estd no estado |Y1) e o sequndo no estado |1)9), o
estado do sistema composto serd |11) & [1g).

Na representacao de estados quanticos, as notagoes [1)1) & (1), [11)|1a), |11, 1)
e |¢11h9) sdo utilizadas indistintamente, conforme o contexto mais apropriado.

O produto tensorial entre n copias do espaco de Hilbert H é denotado H®" e o
estado neste espago correspondente a n cépias do estado [¢) é denotado ) ®™.

E importante ressaltar também que operadores unitarios para sistemas compostos
podem ser descritos também a partir dos operadores unitarios dos subsistemas que
0 compoe.

Lema 2.2.4. Seja um operador unitdrio A no espaco de Hilbert H, n-dimensional
e um operador unitario B no espaco de Hilbert Hy m-dimensional. Entio A® B ¢é
um operador no espaco de Hilbert Hi ® Hs, mn-dimensional.

Demonstragdo. Pela definicao do produto tensorial, temos que A® B é mn-dimensional.
Agora basta provar que a matriz conjugada transposta de A ® B ¢é unitaria.
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Pela Definicao 2.2.3, temos que
anB ... a1,B a;,aB" ... af B!
A® B = e (A® B)' =
amB ... ap, B cL’{nBJf .. a Bf

nn

Portanto, temos que

E?:l G,MCL;HBBT Z?:l alia;nBBT

(A® B)(A® B)' =
S anaiyBBT ... X" apal, BB
17 ... 0f
0r ... 1I
= Inm)
dado que AAT =1, e BB =1,,.
A prova de que (A ® B)'(A® B) = I é simétrica ao caso anterior. O

Registradores quantico

Inspirado no Postulado 4, podemos fazer a composicao de n qubits, obtendo um
registrador quantico, que é representado por um vetor no espaco de Hilbert 2"-
dimensional B®". A base computacional para tal registrador possui 2" elementos,
representadas por

100....00) = (E) ,100...01) = (E) Lo |11.10) = <> e |11..11) = (E)

Utilizaremos indistintamente a notacao |i) para ¢ € {0,1}", uma cadeia bindria

=: OO

com n bits, e |i) para i € N, e neste caso consideramos a representacao bindria de i
com o nimero de bits correspondente ao contexto utilizado.

Os estados de um registrador quantico sao formados por superposicoes dos 2"
estados da base e, da mesma forma que no caso de um unico qubit, cada elemento
da base computacional possui uma amplitude complexa, sendo que a norma do vetor
devera ser unitaria. Podemos resumir essas informacgoes em

W)= Y aili), ondeaieCic{0,1} e Y |a=1.

1€{0,1}" 1€{0,1}"
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Podemos observar que numa abordagem mais direta para simular um sistema
quantico classicamente, seria necessario armazenar o valor da amplitude de cada
elemento da base. Com isso, a quantidade de memoria necessaria cresce exponen-
cialmente em relagao ao niimero de qubits no sistema. Por esse motivo, suspeita-se
que sistemas quanticos nao podem ser representados em computadores classicos sem
incorrer em um custo computacional exponencial [42].

Sistemas emaranhados

Verificamos, pelo Postulado 4, que podemos formar sistemas quanticos a partir da
composicao de outros dois sistemas quanticos menores. Veremos agora que dado
um estado quantico maior, nem sempre conseguimos fatora-lo em estados menores
independentes. Tais estados sdo chamados de estados emaranhados.

Exemplo Seja um sistema quéntico composto por dois qubits. Ele pode ser definido
genericamente como [¢) = a]00) + a1|01) 4+ a2|10) + a3|1l), s € C, X |ou* = 1.
Para fatorar esse sistema em dois qubits independentes |y) = [o|0) + f1]1) e |7) =
B510) + 51]1), temos que encontrar os valores de Sy, 1, ) ¢ 3}, respeitando

BBy = ao
Boby =
P1By = s
pif = as
Entretanto, ao tentar fatorar |¢) = %(|OO> +|11)), temos que resolver o seguinte
sistema
By =1
BBy =0
BBy =0
Ppy =1

0 que nao é possivel, pois todos os valores deverao ser nao nulos para garantir a
primeira e ultima equacoes, entretanto para que a segunda e terceira equagoes sejam
satisfeitas, pelo menos dois dos valores terao que ser nulos Wl

Iremos agora definir uma das bases para sistemas quanticos com 2 qubits mais
utilizadas apds a base computacional: a base de Bell.
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Definigao 2.2.5 (Base de Bell). A Base de Bell para o espago B®* ¢ formada pelos
quatro elementos:

o) = 2010

V2

Cada estado da Base de Bell pode ser chamado de um estado de Bell e um par
de qubits em um estado de Bell é chamado de um par EPR3.

2.3 Estados mistos

O conceito que vimos até agora de estados quanticos é perfeitamente adequado en-
quanto estudamos um sistema quantico isolado como um todo. Estes estados, que
satisfazem o Postulado 1 completamente, sao chamados de estados puros. Vere-
mos agora que quando lidamos parcialmente com um sistema quantico ou com uma
distribuicao probabilistica de estados quanticos, surgem os chamados estados mistos.

Definicao 2.3.1. Um estado misto é o resultado de uma distribuicao probabilistica
de estados puros

{(pb |¢1>>7 (p27 |1/J2>)7 e (pk; ‘wk»};

com Y;p; = 1. Neste caso, o estado do sistema é |1b;) com probabilidade p;.

Teremos, entretanto, que fazer adaptacoes nos conceitos estudados até agora para
operarmos com esse outro tipo de estados. Comegaremos apresentando a ferramenta
matematica necessaria para representa-los e, em seguida, revisaremos os conceitos de
operadores unitarios e medicoes para estes estados. Terminaremos a se¢ao mostrando
estados reduzidos e sua purificagao.

30 nome EPR vem de seus idealizadores Albert Einstein, Boris Podolsky e Nathan Rosen que
o propuseram [40] como um suposto paradoxo da Mecinica Quéintica.
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2.3.1 Matriz de densidade

A representacao de Dirac é muito util quando estamos lidando com estados puros.
Porém, ao estudarmos estados mistos, esta notagao nao consegue capturar toda a
informagao do sistema. Iremos estudar agora uma forma alternativa de representar
estados quanticos, que sera primordial para o estudo de estados mistos.

Definig¢ao 2.3.2. Dado um estado quantico puro |¢), temos que sua matriz de den-
sidade é p = ) (1].

Exemplo Vamos agora calcular a matriz de densidade do estado de Bell |¥):

) (W] = (\}5|oo> ¥ \}§|11>> (\}imm ¥ \}§<11|>
= 2 (100){00] +]00){11] + [11)(00] + |11 {11
Lo ol
o000
0000
oo

Agora, estenderemos a defini¢ao para os estados mistos.

Definicao 2.3.3. Dado um estado quantico misto

{(plv |¢1>>’ (p27 |1/}2>)7 e (pkv |wk>)};

sua matriz de densidade p é
pP= sz|¢z><1/fz|
i
Para finalizar, iremos caracterizar as matrizes de densidades validas, i.e., as ma-

trizes de densidade que representam um estado quantico misto valido.

Teorema 2.3.4. Uma matriz de densidade p corresponde a um estado misto se e
somente se Tr(p) =14 e p é um operador positivo °.

40 operador de traco Tr, da dlgebra linear, corresponde & soma dos elementos da diagonal
principal da matriz.
5 Operadores sdo chamados positivos se e somente se todos seus autovalores forem positivos.
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Demonstragio. Se p =Y, pi|1;)(1;| para algum conjunto {(p;, [1;))}, temos que

Tr(6) =T (Sl ) = Snrili ) = X =1,
e para todo vetor |¢) no espago vetorial, temos

(¢lplo) = sz ol (W] p) = sz (B|v:)|? > 0.

Seja agora p um operador positivo tal que Tr(p) = 1. Seja p = >; \i|¢;) a decom-
posicao espectral de p. Como p é um operador positivo, seus autovalores \; sao todos
positivos, e seus autovetores |¢;) estdo normalizados. Como p tem trago unitério,
temos que > ; \; = 1. Portanto, a distribuigdo {(\;, |¢:))} representa um estado
quantico misto valido e sua matriz de densidade ¢é p. O

2.3.2 Transformacoes unitarias, medicoes e estados compos-
tos

Veremos agora como transformagoes unitarias, medi¢oes e composicao de estados
atuam sobre as matrizes de densidades dos estados mistos.

Calculemos a matriz de densidade do estado misto resultante da aplicacdo do
operador unitario U sobre o estado misto {(p;, [¢;))}, cuja matriz de densidade é p.
Teremos como resultado um estado misto cuja distribui¢ao probabilistica de estados

Ui}
S0 i =0 (S udo) o) U = U0

Para a medicao de um estado misto com matriz de densidade p considerando os
operadores de medi¢ao {M,,}, temos que a probabilidade do resultado da medicao
ser o valor i é de

Tr(M] Mip),
e neste caso o estado do sistema apos a medigao colapsa para
M;pM]

Para a composicao de dois estados mistos p; e py, 0 estado misto resultante tera
matriz de densidade p; ® ps.
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2.3.3 Tracgo parcial e estado reduzido

Veremos agora que estados mistos aparecem mesmo em contextos nos quais o sistema
como um todo é um estado puro. Em particular, quando consideramos somente uma
parte de um estado emaranhado, o estado parcial é um estado misto.

Definicdo 2.3.5. Seja p*? a matriz de densidade de um estado no espaco formado
pela composicio sistemas quanticos A e B. O estado reduzido de pA® em relagio a
A € o componente do estado original referente somente ao sistema A.

Para calcular o valor deste sistema reduzido, utilizaremos o conceito matematico
de traco parcial.

Defini¢ao 2.3.6. Dados os sistemas qudnticos A e B e os estado |ag),|a;) € A e
|bo), |b1) € B, temos que o trago parcial é definido como

Trp(Jao)(ar| @ |bo) (br]) = lao)(ar||T7([bo) ba])]-

Exemplo Sejam B; e B os sistemas referentes ao primeiro e segundo qubit, respec-
tivamente, do estado |¥*). Vamos agora calcular o estado reduzido do primeiro qubit
desse sistema quantico.

Trp, (|07)(¥7))

= T, (5 (100){00] + [00){11] + [11){00] + |11 (1))

= ;(\0><0|T7’(|0><0|) +(0)ATr(0) (L)) + [1) O[T (1) (O]) + [ AT (1) (1))
1 1

- oo+ sl

(5 7)
0 3

1
=—1.
2
Este estado é chamado de estado totalmente misto ou estado completamente

misto. W
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Purificagao

Provaremos agora um resultado que mostra que para todo sistema quantico A no
estado misto p?, existe um sistema de referéncia R tal que o estado global do sistema
p ¢ puro. Dizemos que, neste caso, pf é a purificacdao de p4.

Teorema 2.3.7. Seja p = ¥, p;|i*) (|, para uma base {|i*)} de um sistema qudn-
tico A. Entdo existem um sistema de referéncia R e um estado puro p*F no sistema
AR tal que trp(p®) = pA.

Demonstracdo. Seja o sistema de referéncia R igual ao sistema A, com uma base
ortonormal {|if)}, e seja

P = 3 B,
Vamos agora calcular o estado parcial do subsistema A em pA%:

Tra(lp™) (™)) = 3 V/pips i) GHTr (1) G

1]
~ ¥ VEEliY G
i=j
= Y pdif) i
=P

e a segunda igualdade vem do fato que Tr(|i)(i]) = 1 e Tr(|7){j]) = 0 para |i) e |j)
ortogonais. O

Provamos entao que é possivel assumir que toda matriz de densidade é o estado
parcial de um sistema quantico puro.

2.4 Teorema da nao clonagem

Outra caracteristica muito comum no modelo cldssico é a clonagem (ou cépia) em que,
dado um estado em um sistema S é possivel reproduzi-lo em um sistema equivalente
S’. Mostraremos nesta secdo que no modelo quantico é impossivel que haja uma
operacao que, dado um estado quéntico, o copie.
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Teorema 2.4.1. Seja |¢) = «|0) + B|1) um estado quantico de um qubit, descon-
hecido. Ndao existe uma operagao unitiria U tal que Ul)|0) = [¥)|v) para todo

V)

Demonstracao. Vamos provar por contradicao que tal operagao unitaria U nao existe.
Suponhamos entdo que U exista e sejam |¢) e [1)) dois estados ortogonais em B e

) = (|¢> + 1)),

%\

Segue-se, pela definicao de U que

Ul)|0) = [9)[4) e Ul9)[0) = |9)|9)-

Temos que
Ulx)|0) = |z)|z)
- ;5(;@ + ) ® \}5(\@ + 1))
= 2(A)16) +19)1) + [9)16) + ) ).

Por outro lado temos que

Ulx)|0) = (7(|¢>|0> +1¢)10)))
(U|¢>|0> +Ul4)0))

S\

= ﬁ(|¢>|¢> + ) )).

Como [¢) e |¢) sdo ortogonais, os vetores |§)[@), |9)[4), [¥)]d) e [¢)|¢h) formam
uma base desse espago vetorial e o estado Ulz)|0) foi escrito de duas formas distintas
como combinagcao linear dessa base, o que gera uma contradicao. O

Este fato tem consequéncias diretas na Computacao e Informacdo Quénticas,
dado que muitos resultados classicos dependem de copiar o conteido de um valor
para alterd-lo, o que, no caso quantico, se torna impossivel.
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2.5 Circuitos quanticos

Sera apresentado nesta secao, o modelo que utilizaremos para descrever Algoritmos
Quanticos, os Circuitos Quanticos.

O primeiro modelo de maquina quantica definido foi o modelo de Maquinas de
Turing Quéanticas, proposto inicialmente por Deutsch[34]. Bernstein e Vazirani am-
pliaram o estudo, demonstrando a existéncia de uma Maquina de Turing Quantica
Universal eficiente capaz de simular qualquer outra Maquina de Turing Quéntica [25].

Paralelamente aos estudos deste modelo, Deutsch propoés também o modelo de
Circuitos Quanticos, baseado no modelo de circuitos booleanos [35]. Yao promoveu
avancos estudando a complexidade de tais circuitos [95] e posteriormente provou o
que o modelo de Circuitos Quanticos e Maquinas de Turing Quénticas sao equiva-
lentes [94].

Como o modelo de Maquinas de Turing Quanticas é demasiadamente tedrico e
nao-intuitivo, quase todo o trabalho envolvendo algoritmos e complexidade quéanticos
sao desenvolvidos sobre o modelos de circuitos, e portanto, serd este modelo que
iremos apresentar.

Uma introdugao sobre o modelo de Maquinas de Turing Quanticas pode ser en-
contrada no artigo original de Bernstein e Vazirani [25] ou no trabalho de Cardonha,
Silva e Fernandes [29], este tltimo em portugués.

Comecaremos e estudo estudando as principais portas quanticas que iremos uti-
lizar nos Algoritmos e Autoématos Quénticos. Finalmente apresentamos a notacao
utilizada para representar graficamente os Circuitos Quanticos e apresentaremos dois
circuitos que serao utilizados nas provas de alguns resultados.

2.5.1 Portas quanticas

Vimos no Postulado 2 da Mecanica Quantica que estados quanticos evoluem através
de operacoes unitarias. Entretanto, ao definir um modelo computacional quantico,
devemos restringir quais sao as operagoes que servirao como base para construcao de
outras. Caso contrario, encontraremos casos patologicos de transformagoes unitarias
que resolvem problemas complexos de forma nao factivel.

Em Circuitos Classicos, sao utilizadas portas légicas para manipular n bits de
entrada e computar uma saida de m bits, como por exemplo as portas AND e OR.
Porém, como as operagoes quanticas sao reversiveis, a entrada e saida de uma porta
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quantica devem ter o mesmo nimero de qubits.

A reversibilidade das portas quanticas pode parecer, em um primeiro momento,
restritiva, dado que portas logicas usuais, como as portas légicas AND e OR, nao
sdo reversiveis 8. Porém sabe-se que operacoes irreversiveis podem ser simuladas em
portas quanticas, utilizando uma quantidade polinomial de qubits adicionais [23] [67].

Serao mostradas agora algumas portas quanticas importantes e de uso recorrente
em Computacao Quantica.

Operadores de Pauli. Trés portas de 1 qubit muito comuns em circuitos quanticos
sao os operadores de Pauli:

() () () (3

A porta I é a operacao identidade, que nao altera a configuracao do estado quan-
tico. A porta X é o bit flip quantico, invertendo as amplitudes dos elementos da base
computacional |0) e [1). As portas Y e Z possuem usos mais especificos e aplicam
uma fase relativa entre os elementos da base computacional.

Porta de Hadamard. Como visto no Exemplo 2.2.2, a porta de Hadamard é uma
porta de um qubit e pode ser representada pela seguinte matriz unitaria:

sl 4

Para registradores quanticos com mais qubits, pode-se aplicar a porta de Hadamard
a cada um dos bits individualmente. Isto produz o mesmo efeito que a porta de
Walsh-Hadamard, representada pela matriz W,,, onde o valor da linha i e coluna j

e: 1

N

onde ¢ - j denota o produto interno das representacoes bindrias de ¢ e j, modulo 2:

Wa(i, j) = (=1)"

i.e. 1-J =1JoP11J1DB ... Bln-2fn_2 P in_1Jn_1. Portanto, com a porta de Walsh-
Hadamard, é possivel gerar uma sobreposicao equiprovavel de todos os elementos

6 Basta reparar que se a saida de uma porta AND for 0, néo é possivel identificar os valores de
entrada.
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da base computacional, ou seja, todas as amplitudes terdao a mesma norma. Como
veremos no préximo capitulo, esta superposicao é muito 1til para, por exemplo, com-
putar o valor de uma fun¢do em todos os pontos da base computacional de forma
balanceada.

Swap. A porta Swap, representada por S, opera sobre dois registradores quanticos
de mesmo tamanho, invertendo seu contetdo:

S[)le) = [)[¢)-

Portas controladas. Uma porta U-controlada é uma porta quantica que tem
como entrada x bits controladores e y bits alvos. Se algum bit controlador for |0),
os valores dos bits alvos permanecem inalterados. Caso o valor de todos os bits
controladores sejam |1), a porta quantica U atua sobre os bits alvos.

Exemplo Seja U = ( “ ) uma transformacao unitaria sobre um qubit. Podemos
c

d
criar uma porta controlada ¢(U) com um qubits de controle, que aplica U no qubit
alvo quando o bit controlador for |1). Podemos representar ¢(U) com:

c(U) =

o O O
oS O = O
o & o O
QL o O O

Porta de Toffoli. A Porta de Toffoli ou a porta CCNOT ¢é uma porta controlada
de 3 qubits sendo os 2 primeiros os qubits controladores. Quando ambos tiverem o
valor |1), o valor do terceiro qubit é invertido.

A Porta de Toffoli pode ser representada pelo mapeamento

|a)[b)]c) = [a)|b)]c @ ab).

A Porta de Toffoli é universal na computacao classica, ou seja, qualquer circuito
classico pode ser implementado utilizando somente portas de Toffoli [44]. Como a
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porta de Toffoli também é quéntica, sabemos que todos os circuitos classicos podem
ser simulados em computadores quanticos.

Oraculos Oraculos, também conhecidos como “caixas-pretas”, sdo operadores lin-
eares unitarios que calculam uma funcdo caracteristica arbitraria, porém descon-
hecida.

Dada uma fungao f(z) : {0,1}" — {0,1}, o ordculo Uy possui o seguinte com-
portamento:

Uy = [2)ly) = |2)ly © f(2)),

onde x ¢ um registrador de n qubits e y ¢ um tnico qubit.

Oraculos sao amplamente utilizados em algoritmos quanticos voltados para prob-
lemas de busca ou problemas de se extrair informacoes de fungoes desconhecidas,
além de serem a base da teoria de Complexidade de Consulta e Teste de Propriedades.

2.5.2 Circuitos quanticos

Finalmente, descreveremos a notacao grafica que retine os elementos estudados até
agora a fim de descrever processos computacionais capazes de resolver problemas.
Ressaltamos que, quando conveniente, um circuito quantico sera descrito em pseu-
docdédigo.

A maioria das portas quanticas sao representadas por retangulos com seu simbolo
no interior. Veja o exemplo da porta de Hadamard na Figura 2.4a e um oraculo para
a funcao f na Figura 2.4b

|90) 4@* lqo) —

lg1) —

Uf(a)

(a) Circuito quantico com um qubit,

no qual é aplicado a porta de (b) Circuito quéntico com dois

Hadamard. qubits, sobre o qual é aplicada uma
consulta ao oraculo Uy(x).

Figura 2.4: Exemplo de portas
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Algumas portas especificas possuem uma representacao simplificada. Por ex-
emplo, a porta CNOT ¢é normalmente representada como na Figura 2.5 e portas
controladas sao representadas como na Figura 2.6

|q0) —9— |90)
|a1) —&- q1)
Figura 2.5: Porta CNOT, sendo
0 |qo) o qubit controlador.

Figura 2.6: Porta controlada.

Finalmente, medigoes sao representadas como na Figura 2.7. Na Figura 2.7a nao
especificamos os operadores de medigoes ou projetores. Na Figura 2.7b especificamos
um projetor que define o subespaco de aceitacao do circuito.

o) —{1) (|-
|90) : (b) Medicao sobre um qubit uti-

lizando o projetor de aceitacao

O

Figura 2.7: Representacoes de medigoes

(a) Medigao sobre um qubit.

2.5.3 Transformada Quantica de Fourier

Apresentaremos agora a porta quantica para a Transformada Quantica de Fourier
(TQF). Esta porta quantica esté destacada das outras devido a sua enorme importan-
cia, sendo fundamental nos principais algoritmos quanticos que apresentam ganhos
exponenciais de complexidade. Iniciaremos discutindo o funcionamento desta porta
quantica. Em seguida, apresentaremos o circuito que a implementa e finalizaremos
com algumas de suas propriedades.

Funcionamento

Intuitivamente, a Transformada Discreta de Fourier (TDF) converte uma amostra
de n valores x4, ..., z,, de um dominio original, em geral temporal, para um dominio
de frequéncias. A TDF possui diversas aplica¢oes nas mais variadas areas de estudo,
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sendo algumas delas analise de sinais, compressao de dados e até no projeto de
algoritmos. Classicamente, é possivel calcular a TDF em tempo O(n logn) utilizando
o algoritmo da Transformada Rapida de Fourier.

A Transformada Quantica de Fourier efetua a mesma transformacao que a trans-
formada discreta, mas é aplicada sobre estados quanticos, alterando a amplitude
dos mesmos. Podemos definir a Transformada Quantica de Fourier sobre uma base
ortonormal [0),...,|N — 1) como

1 Nl 2mijk
§) o ST R, 2.1
D 3l 2.1)

De forma distinta da TDF, os valores apds aplicar a TQF nao sdo acessiveis,
dado que estdo codificados nas amplitudes dos elementos das bases, e portanto nao
¢é possivel obté-los através de medigoes. Com isso, as aplicagao da TQF sao distintas
da TDF, e veremos algumas delas em algoritmos quanticos no préximo capitulo.

Circuito

Seja N = 2™. Podemos reescrever a transformagao da Equacao 2.1 através da seguinte
notacao matricial:

1 1 1 1
w w? w2 w1
w2 Wi W2N=2) W2N-1)
QFTy = :
1 w’ w?j wWIN=2) wWIN=1)
1 W=D ,2(N-1) WwN-D(N-2) CL)(N—1)2 |

onde w é a N-ésima raiz complexa da unidade’. Pode-se facilmente verificar que a
matriz conjugada transposta de QFT y é também sua inversa, resultando que QFT
¢é unitaria, e portanto uma porta quantica valida. Entretanto, mostraremos aqui
que ¢ possivel realizar esta transformacao utilizando portas quanticas mais simples.
Iniciaremos essa demonstracao, fatorando a Equacao 2.1:

7A N-ésima raiz completa da unidade é o valor w = e .
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1 L L SN
= e X 2 3N R ki)

N i 20820 Ky 100 e
1 1 1 i 1 é 27Tijkl|k>
= — [ 2l 1
\/N k1=0 k2=0 kn—1=0k,=01=1
1 L oniy
= 7= e 2 [ky)
w8,
2 2m"i
= 75 @0 + 7).

Como podemos ver acima, a operacao da TQF pode ser fatorada como o pro-
duto tensorial de outras portas quanticas mais simples que, aplicadas em estados
da base computacional, resulta em uma superposicao de todos os estados da base
computacional com uma fase relativa sobre o estado |1).

Propriedades

Veremos agora algumas propriedades que serao tteis na prova de resultados no prox-
imo capitulo. Essas propriedades mostram o comportamento da TQF sobre super-
posicoes periddicas.

N
Teorema 2.5.1. Seja |¢p) = Zj’“zol V3w lir) um estado quéintico periédico com um
periodo r, divisor de N. Temos que QFTy|¢) = # ;;é j¥>

Demonstragdo. Para um valor de 0 < j < r — 1, inteiro, temos que a amplitude
referente a |j&) ¢

wy i1
ffz SN ES

onde a primeira igualdade vem do fato de que a N-ésima raiz complexa da unidade
elevada a um multiplo de N é igual a 1.

Como os r elementos da base computacional na forma | j¥> possuem amplitude
# e o estado tem norma 1, temos que todos os outros elementos da base possuem

amplitude 0. ]
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Iremos provar agora um resultado mais geral, envolvendo as superposicoes per-
i6dicas com um deslocamento.

N
Teorema 2.5.2. Seja |¢p) = Zj;()l \/%|c + jr) um estado qudntico periddico com

um periodo r divisor de N, e deslocamento ¢ < r. Segue entdo que QFTy|p) =
cjN | .

Sy P 1138

Demonstracao. De forma analoga a primeira prova, faremos a analise da amplitude
de um estado [j2) para um valor de 0 < j < — 1 inteiro:

C—l—kT \/? cjN 1 cjN
TRVE 2 Z ey alE

Os r elementos da base computacional na forma |j ¥> possuem amplitude com norma
# e o estado final é unitario. Entao segue que os outros elementos da base possuem
amplitude 0. O

Nota 2.5.3. Os Teoremas 2.5.1 e 2.5.2 sao facilmente adaptados para o operador
inverso da TQF, dado que, neste caso, basta a inversao do sinal do expoente de w.

2.5.4 Swap test

Apresentaremos nesta secado o Swap test, um teste que permite comparar os valores
de dois registradores quanticos, quando temos a garantia que estes nao estao emaran-
hados. Dois estados quéanticos puros e nao emaranhados passarao no teste quando
forem iguais, e falhardao no teste com probabilidade % quando forem ortogonais.

) = |0) ﬁ 10)¢0)

|90) = |o)
c(S)
lq1) = |1)

Figura 2.8: Swap test

Teorema 2.5.4. Sejam |¢o) e |p1) dois estados quanticos nao-emaranhados. O Swap
test, descrito na Figura 2.8, aceita com probabilidade 1 + 3|{¢o|¢1)|?.
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Demonstragio. Executando o procedimento sobre os estados |¢g) e |¢1), antes da
medicao o estado do sistema sera:

(H®I®e(S)(H®1®1)[0)|¢o)|d1)

_ (HoloD)ds) (j§|o>|¢o>|¢1> ; jﬁmww)
_(Helol) (jﬁro>|¢o>|¢1> ; j§|1>\¢1>|¢0>)

= 210 (ublen) + lonlood) + 511} (u}len) — I6n)loo)).

Se escrevermos |¢1) = a|@o)+5|¥), para algum |[¢) L |¢o) e, 8 € C, |a*+|8]? =
1, temos

10} (ublen) + In) o)) + 511160} l6) — lén)len))

= 210} @ldo)lo) + Blou) ) + aléoblen) + BleHlo))

+511)(aldu)lou) + Bl60) ) — alou)len) — Bludlon))

= 210} (2algo}ldn) + Bl6o) ) + Bludlen)) + 511)(Blén) ) — alon)lan)).

Temos que a probabilidade de medir |0), o que significa que os estados passaram
o Swap test, é

1 1
2 Lo Lo
a+46+45
= (

—_
o

no
+

| =
ey

[N}

| — DO —

[{Golén)].

+
[l

Nota 2.5.5. Pode-se facilmente estender a andlise anterior para os estados mistos
ndo emaranhados p = 32, pi|vi)(Vi| e 0 = 32, 4i|¢5) (94|, sendo que a probabilidade de
aceitacao serd

L [(ilep)?y 1 1 _ 1 Tr(po)
%:pin (2—2> —2—2%:pin|<¢i|¢j>|2—2— 5
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Mostraremos agora a probabilidade de rejeicao de um estado misto arbitrario que
esta e-distante de todos estados puros.

Teorema 2.5.6 (Extraido de [2]). Seja p um estado misto. Se (Y|p|y) < 1 —¢€
para todos os estados puros |1y, entdo o Swap test entre p e qualquer outro estado
quantico € rejeitado com probabilidade pelo menos 5.

Demonstracao. Seja uma base que diagonaliza p. Temos entdo que, nesta base, a
matriz de densidade de p é a matriz que contém seus autovalores \; na sua diagonal.

Como assumimos que \; < 1 —¢, para qualquer estado misto o, o Swap test entre
p e o aceita com probabilidade

1 Tr
L, (2/)0)

I 1 1-ed €
=s+ts2 Mo <s+—— i < 1—-.
2+2; 75T ;0— 2



Capitulo 3

Algoritmos e Classes de
Complexidade Quanticos

Iremos estudar, neste capitulo, exemplos de como o modelo computacional quantico
pode ser usado para resolver alguns problemas de forma mais eficiente. Apresentare-
mos também as principais Classes de Complexidade Quanticas e iremos compara-las
com as Classes de Complexidade Cléssicas.

3.1 Introducao

Existem hoje, na literatura, uma gama variada de algoritmos quanticos que resolvem
desde problemas abstratos, como descobrir propriedades de fungoes [34], até proble-
mas mais praticos como fluxo em redes [14] e fatoragdo de nimeros [82]. Entretanto,
grande parte destes algoritmos utilizam como base os primeiros algoritmos quanti-
cos propostos e iremos, nesta secao, apresentd-los. A complexidade em tempo dos
algoritmos serd analisada considerando o nimero de portas utilizadas e o nimero de
consultas a oraculos.

Comegaremos apresentando o Algoritmo de Deutsch [34] que resolve um problema
simples, e em seguida mostraremos sua extensao, o Algoritmo de Deutsch-Josza [36].
Em seguida, mostraremos os dois Algoritmos Quéanticos mais relevantes até hoje, o
Algoritmo de Shor [82] para fatoragdo de ntimeros e o Algoritmo de Grover [51] para
buscas em vetores desordenados.

Na Secao 3.3, apresentaremos as principais Classes de Complexidade Quanticas,

35
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em geral, analogas as principais Classes de Complexidade Classicas. Tal estudo
permite comparar o poder computacional quantico e classico em relagao aos recursos
utilizados.

3.2 Algoritmos Quanticos

Nesta se¢ao iremos apresentar os principais algoritmos quanticos encontrados na liter-
atura. Estes até hoje servem como base para o desenvolvimento de novos algoritmos,
seja modificando-se os algoritmos originais, seja utilizando-os como sub-rotinas.

Comecaremos apresentando o algoritmo de Deutsch, que demonstra de maneira
mais simplificada como podemos obter vantagem com o paralelismo quantico, e em
seguida sera apresentada sua extensao, o Algoritmo de Deutsch-Josza, que extrai do
paralelismo quantico um ganho exponencial em relacao a algoritmos classicos para a
a solugao de um problema.

Seguiremos com os dois algoritmos quanticos mais notaveis por suas aplicagoes.
Primeiramente veremos o Algoritmo de Shor, que resolve o problema da fatoragao em
tempo polinomial. Por ultimo veremos o Algoritmo de Grover, que realiza buscas em
um banco de dados desordenado com aceleracao quadratica em relagdo a algoritmos
classicos para solucao do problema.

3.2.1 Algoritmo de Deutsch

Comecaremos expondo o problema de promessa que mostraremos que o Algoritmo
de Deutsch ira resolver.

Problema 1. Dado um ordculo Uy para uma funcao f : {0,1} — {0,1} deseja-se
descobrir se f é constante (f(0) = f(1)) ou balanceada (f(0) # f(1)).

O melhor algoritmo cléssico para resolver o Problema 1 faz duas consultas a fungao
f, uma para o valor 0 e outra para o valor 1, e compara os dois resultados. Deutsch
demonstrou em 1985 que quanticamente, pode-se descobrir se f(0) = f(1) com
somente uma consulta a Uy [34].

Antes de estudarmos o Algoritmo de Deutsch em si, estudaremos um fenémeno
chamado phase quick back. Como visto na Se¢ao 2.5.1, o oraculo Uy tem o funciona-
mento descrito por

[2)y) = |2}y © f(x)).



3.2. Algoritmos Quanticos 37
Vamos estudar o caso em que aplicamos uma consulta ao oraculo com |y) = %(|0> —
|1)). Se f(z) = 0, temos entao que
Uyle) == (10) = [19) = a)—=(10) — 1))
) 7 V2
enquanto que se f(z) = 1, temos

Uf‘5'7>\/—(|0> ) = \fc>\f(|1> 0)) = —|x) (!0> 1)

Sl

Podemos generalizar esses dois casos:

Uf‘x>\/—<|0> 1) = (-1)7¢ |ﬂf>f(!0> 1))-

Chamamos esse efeito de phase quick back, dado que a fase resultante da consulta
ao oraculo foi propagado para o primeiro qubit.

O algoritmo proposto por Deutsch estd descrito na Figura 3.1 e iremos agora
provar sua corretude.

[90) = 10) —

1) = 1) —

H®2

Figura 3.1: Algoritmo de Deutsch

Teorema 3.2.1. Dado um ordculo Uy para uma fungio f : {0,1}* — {0,1}, se o
resultado da medicao do circuito proposto na Figura 3.1 € |0) a fungao f é constante,
e caso o resultado da medigao seja |1) f € balanceada.

Demonstracio. Apds a primeira aplicacdo da porta de Hadamard nos dois qubits,
temos que seu estado é

HE0)[1) = £(10) + [1)(10) — 1))

e ap6s fazer uma consulta a Uy, o valor dos dois qubits passa a ser:

U510) + 1010} — 1) = S(~1)7@10) + (=17 |1))([0) ~ [1).
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Como os dois qubits ndo estao emaranhados, podemos considerar somente ao
primeiro qubit, sem perda de generalidade. Aplicando-se a operagdo de Hadamard
sobre esse qubit, temos:

Temos entdo que se f(0) = f(1) a fungdo é constante e o resultado da medigao é |0)
dado que (—1)/@ ¢ —(—1)/® se anulam. J4 se f(0) # f(1), a fungdo é balanceada
e o resultado da medicdo é [1), dado que (=1)/@ e (—=1)f™) se anulam. O

Temos entao que, no modelo quantico, conseguimos diminuir o nimero de con-
sultas ao oraculos em de 2 para 1. Entretanto, esta diminui¢do nao é significativa
em termos assintoticos. Veremos agora uma extensao do problema que resultara em
um ganho exponencial no modelo quantico.

3.2.2 Algoritmo de Deutsch-Josza

Vamos agora propor uma generalizacdo do Problema 1 e veremos um algoritmo
quantico para este novo problema.

Problema 2. Dado um ordculo Uy para uma fungio f :{0,1}" — {0,1} tal que a
distribuicao da imagem de f € de dois tipos:

1. a fungao f é constante, ou seja, o valor de f(x) é igual para todo x € {0,1}";
ou

2. a funcao f € balanceada, ou seja, para metade dos elementos do dominio, a
tmagem € O e para a outra metade a imagem € 1.

Deseja-se, entao, descobrir em qual dos casos f se encontra.

Um algoritmo deterministico para resolver o Problema 2 precisa de O(2"!) con-
sultas ao oraculo, dado que necessita avaliar mais do que a metade dos elementos
do dominio. Iremos mostrar o algoritmo quantico proposto por Deutsch e Josza em
1992, e que permite resolver este problema com somente uma consulta ao ordculo

U; [36).
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lq0) = [0) — H H  HAE
1) = 0) — =+ HAE
HEn

e —— I g®nt+l foA _:
gn) = [0) — - H HAE

|Qn+1> = ’1> ] ]

Figura 3.2: Algoritmo de Deutsch-Josza

Teorema 3.2.2. Dado um ordculo Uy para uma funcio f : {0,1}* — {0,1}, se
o resultado da medi¢io do circuito proposto na Figura 3.2 € |0...0) a fungio f €
constante, caso contrdario, f é balanceada.

Demonstracio. Apoés a aplicacao da porta de Hadamard em cada um dos qubits, o
estado do registrador quantico é

1
HEM00...00)1) = —= > i >7(!0> 1)),
VN icloqy V2
para N = 2"
Apoés a consulta a Uy, temos que estado passa a ser

Uy ¥ s =ID)= 7= > (=10l —=(0) - 1)

ie{0,1}» i€{0,1}"

Como os primeiros n qubits nao estdo emaranhados com o 1ltimo, iremos ignorar
este em nossos calculos, sem perda de generalidade. Ao aplicar a porta de Hadamard
sobre os n primeiros qubits, temos

oy {Z}n<—1>@*ﬂ‘|j>
2

> (=1)IO(=1)"]j)
i€l jefo 1y

TO(—1)"7]5).

Z\H Z\H Z\H

je{0,1}m ie{o, 1}n
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Vamos entdo analisar o valor da amplitude «q associada ao elemento |0..0) na
equagao anterior:

=y X CDOCL) =5 Y (1)),
ie{0,1}n i€{0,1}"
Se a fungao for balanceada, temos que para metade dos valores em {0,1}" a fungao
f tem valor 0 e na outra metade tem valor 1. Neste caso, as somas dos valores de
(=1)f® se cancelardo e ay = 0. J4 no caso em que a fungdo é constante, temos
que f(i) possui o mesmo valor para qualquer elemento de {0,1}", logo, g = =+1.
Portanto a fungao ¢ constante se e somente se o resultado da medicao for [0..0). [

Com este resultado, temos que, dado um oraculo Uy, conseguimos uma separagao
exponencial entre os modelos computacionais deterministico e quantico.

3.2.3 Algoritmo de Shor e a fatoragao em ntmeros primos

O estudo sobre niimeros primos e suas propriedades estd presente na historia da
humanidade ha mais de dois milénios, datando desta época, por exemplo, um dos
métodos mais simples para descobrir se um nimero é primo ou nao, o Crivo de
Erastotenes. Entretanto este método é computacionalmente ineficiente e por muito
tempo somente algoritmos probabilisticos [72][78] eram conhecidos para este prob-
lema e questionava-se se ele poderia ser resolvido deterministicamente. Em 2002,
Agrawal, Kayal e Saxena resolveram este problema, apresentando um algoritmo ca-
paz de decidir se um ntimero é primo ou ndo em tempo polinomial [4].

Um problema relacionado ao problema dos ntimeros primos é o problema da fa-
toracao: dado um niimero maior que 1, deseja-se saber a sequéncia tinica de niimeros
primos que, multiplicados, resultam no nimero desejado. Existem métodos para
resolver este problema classicamente, porém todos possuem complexidade de tempo
exponencial e é um problema aberto até hoje se existe um algoritmo polinomial clés-
sico para resolver este problema. Conjectura-se que este problema ¢ dificil classica-
mente, e sobre esta conjectura esta baseado um dos principais métodos criptograficos
utilizados na atualidade.

Em 1992, Peter Shor apresentou um surpreendente algoritmo quantico capaz de
resolver o problema da fatoragdo em tempo polinomial [82], sendo este o principal
resultado que temos até hoje da superioridade de computadores quanticos sobre
computadores classicos.
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Iremos, nesta secao, apresentar o algoritmo proposto por Shor, que encontra, na
verdade, uma fator nao trivial do nimero desejado. Porém, a partir disto pode-
se encontrar a fatoracdo do nimero dado, utilizando-se este algoritmo como uma
sub-rotina um nimero polinomial de vezes em rela¢cdo ao tamanho da entrada.

Inicialmente mostraremos como reduzir o problema de encontrar um fator nao
trivial de um nimero para o problema de encontrar o periodo de uma funcao per-
iddica. Em seguida, serd apresentado o algoritmo quéantico que resolve o problema
de encontrar o periodo de uma func¢ao peridédica em tempo polinomial. Ressaltamos
que, pelo procedimento descrito por Shor, o gargalo classico para resolver o problema
da fatoracao classicamente é encontrar o periodo.

Assumiremos que o nimero que desejamos fatorar é um ntimero composto ! im-

par 2 e que nao é uma poténcia de um nimero primo 3.

Iremos entao utilizar a
seguinte notacao durante toda esta secdo: m é o nimero que desejamos fatorar e
teremos n = pi'pe?..py~, onde k > 2, os p; sdo numeros primos distintos e e; > 1
para 1 < i < k. Denotaremos também n; = p;*.

Nesta secao, serao necessarios alguns conceitos basicos de Teoria dos Niumeros

que sao revisados no Apéndice A.

Encontrando fatores de um numero

Nesta secao, mostraremos como resolver o problema de encontrar um fator nao trivial
de um nimero, assumindo que sabemos encontrar o periodo de uma func¢ao periédica
de forma eficiente. Veremos, a seguir, que o método para encontrar um periodo
apresenta um erro exponencialmente pequeno de nao encontra-lo, e por simplicidade
este erro serd ignorado neste ponto.

Definicao 3.2.3. Uma fungdo f : Z,, — Z, € periddica se existe um valor r, chamado
periodo, tal que f(x) = f(z +r mod n).

O algoritmo para resolver tal problema se encontra na Figura 3.3, porém, antes
de provar sua corretude, iremos enunciar um lema auxiliar, cuja prova se encontra
no Apéndice B.

!Para descobrir se um niimero é primo ou nao, basta utilizar o Algoritmo AKS [4]

2Todo niimero par possui trivialmente o fator 2

3Podemos verificar em tempo logn se n é uma poténcia de primo, verificando a i-ésima raiz de
n, para 2 <1 < logn e se for um nimero natural, verificar se é primo
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Lema 3.2.4. Seja n = p{'ps?...pF a decomposicio em fatores primos de um nimero
impar composto n. A probabilidade de a ordem de a em Z,, r = ord,(a), ser par e
9

r s
a? #—1 mod n € pelo menos 5.

Sorteie um nimero aleatorio a entre 2 e N;
if mdc(a, N) > 1 then
| Retorne mdc(a, N);
end
Encontre o periodo r da fungdo f,,(x) = a® mod n;
if r ¢ impar or 3 = +1 then
‘ Retorne ERRO;
else
‘ Retorne max{mdc(N,z + 1), mdc(N,z — 1)};
end

© 0 N o ok~ W N+

=
(=}

Figura 3.3: Algoritmo de Shor

Teorema 3.2.5. O Algoritmo de Shor, mostrado na Figura 3.3, retorna, com prob-
9

o5, um fator nao trivial de n.

abilidade pelo menos

Demonstragio. Seja a o numero sorteado no passo 1. Se d = mdc(a,n) > 1, entdo
d é um fator nao trivial de n, que sera retornado pelo procedimento, que neste caso
reponde corretamente com probabilidade 1.

Vamos, entao, assumir que d = 1 e verificar o comportamento do resto do algo-
ritmo. Seja 7 a ordem de @ em Z,, e vamos assumir que 7 é par e a2z # —1 mod n,
e pelo Lema 3.2.4, isto ocorre com probabilidade pelo menos 1%.

Como r é a ordem de a em Z,, por definicdo temos que " = 1 mod n, o que
implica por resultados de aritmética modular que a”"—1 = 0 mod n, ou seja, n divide
a”—1. Como assumimos r par, segue que a”—1 = (az+1)(az—1) e (az+1) e (a2 —1)
sdo inteiros. Portanto n possui pelo menos um fator em comum com (a% + 1) ou
(az — 1) e esse fator pode ser facilmente encontrado calculando-se o maximo divisor
comum entre esses numeros. Porém, esse maximo divisor comum pode ser igual a n,
o que resultaria em um fator trivial do nimero.

Se considerarmos o caso em que n divide az — 1, tem-se que az = 1 mod n,

e temos uma contradi¢do, pois neste caso r nao seria a ordem de a em Z,. Se
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considerarmos o caso em que n divide a? + 1, terfamos a2 = —1 mod n, o que,
assumimos anteriormente nao ser o caso.

Portanto temos que, dada a ordem de a em Z,,, podemos encontrar um fator nao
trivial de n com probabilidade 1%. O

Temos que a funcio f, (k) = a*

0

mod n é periddica e seu periodo é justamente a
ordem r dado que a" = a” mod n =1 mod n. Portanto, se conseguirmos encontrar
o periodo da fungao f,, de forma eficiente, resolvemos o problema da fatoracao.
Veremos agora justamente um algoritmo quantico para o problema de encontrar o

periodo da funcao f, .

Encontrando a ordem

Agora apresentaremos um algoritmo quantico para encontrar o periodo da funcao
fan(k) = a* mod n através de um ordculo U fun Para essa funcao, onde

U,..|2)ly) = [k)ly @ (a"  mod n)).

Seja m = [blogn] e M = 2™. Iremos assumir aqui que r divide M, o que é
uma restricao forte e nao necessariamente acontece na pratica, porém simplificara
alguns elementos técnicos da prova, mantendo ainda as ideias principais usadas na
demonstragdo. Indicamos os livros de Nielsen e Chuang [74] ou Hirvensalo [53] para
a prova do caso mais geral.

Prepare os registradores quanticos [07)]0/™1);
Aplique a porta H®™ no primeiro registrador ;
Aplique a operacio |z)|y) — |k)|y @ (a* mod n));
Efetue uma medigao no segundo registrador quantico ;
Aplique a inversa da Transformada Quéntica de Fourier no primeiro
registrador quantico ;
6 Efetue uma medigdo no primeiro registrador quantico e seja ¢ o resultado
desta medigao ;
T

7 Encontre a fragao reduzida ~ de 7;

QU W N =

Figura 3.4: Algoritmo para encontrar a ordem
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Teorema 3.2.6. Seja r = ord,(a), e assumimos que r divide M, onde m = [5logn|
e M =2". O Algoritmo para encontrar a ordem, descrito na Figura 3.4 retorna r
com probabilidade pelo menos

logn*

Demonstracao. Temos que ap0s a aplicacao da porta de Hadamard no primeiro reg-
istrador, o estado dos dois registradores ¢

1 M-1

Z\k\o

Apods a consulta ao oraculo da fungdo f,, no passo 3, temos que o estado dos
registradores quanticos é

1 M-1 r—1 s
Z |k)|a®  mod n) ZZ|q7’+l mod n),
l 0 q=0

onde a segunda igualdade resulta do fato que a funcao f,, é periddica, e seu periodo
r é a ordem de a em relagao a n.

A medicao no segundo registrador quantico fixa um deslocamento 0 < [* <r —1,
sorteado uniformemente, resultando em

\/ = Z|q7‘+l " mod n).

Como temos uma func¢ao periédica no intervalo de 0 a M, com periodo r e deslo-
camento [*, a inversa da Transformada Quéantica de Fourier ira resultar em

1 =1 27ml k| >
. p -
Vi

como vimos no Teorema 2.5.2 e Nota 2.5.3.
Quando efetuamos uma medi¢ao no primeiro registrador quantico, teremos o valor

M
kia
r
em que k é escolhido aleatoriamente para algum valor em {0,...,r — 1} Como
]\
sabemos o valor de M, podemos encontrar a fracao reduzida de ﬁ q e,seker
forem primos entre si, esta fracao reduzida encontra justamente os valores p = k e

q=r.
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T
logr

primos menores que r e que r possui no maximo logr niimeros primos como divi-

Temos, por um resultado de Teoria dos Numeros, que existem () ndmeros

sores. Segue-se, entdo que existem pelo menos Q(— — logr) = (=) ntmeros
5 logr logr

menores que r que sao coprimos com r. Portanto, temos que, ao sortear um nimero

uniformemente entre {0, ..., — 1}, teremos probabilidade Q(@), ou seja Q(loén) de

sortear um nimero coprimo com 7. O]

Utilizando o limitante de Chernoff para limitar a probabilidade de que multi-
plas execucoes falhem, temos o seguinte corolario, que nos indica um algoritmo que
retorna r com alta probabilidade.

Corolario 3.2.7. Ao repetir o Algoritmo para encontrar a ordem, descrito na Figura
3.4, um numero O(logn) vezes, temos que em pelo menos uma das iteragoes encon-
tramos r com probabilidade exponencialmente perto de 1.

3.2.4 Problemas de busca e o algoritmo de Grover

Um problema muito comum em computacao é a busca de um elemento especifico
em uma base de dados desordenada. Neste problema, é computacionalmente facil
verificar se um dado elemento é aquele procurado, entretanto a dificuldade consiste
em encontrar esse elemento dentre todos os outros.

Este problema ¢ tao geral que todos os problemas em NP se encaixam nele, pois
temos um algoritmo verificador que reconhece um certificado e o espaco de busca sao
todos os possiveis certificados para ele.

Denotaremos como N = 2" o nimero de elementos na base de dados. Classi-
camente, temos o limitante inferior de Q(N) para este problema, dado que mesmo
probabilisticamente temos que verificar uma fracdo constante do niimero de elemen-
tos.

Nesta se¢ao, descreveremos o algoritmo quantico para resolver este problema em
tempo O(v/N) proposto por Grover em 1996 [51], resultando em uma aceleracio
quadratica comparada com o modelo classico.

Por simplicidade, iremos provar o funcionamento do algoritmo quando, na base
dados, existe exatamente um elemento buscado. As provas de casos mais gerais para
o Algoritmo de Grover sdo pequenas alteragoes nesta prova e podem ser encontradas
em referéncias como Nielsen e Chuang [74] ou Hirvensalo [53].
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Iniciaremos agora definindo formalmente o problema. Em seguida, apresentare-
mos as operacoes que formam a componente béasica do Algoritmo de Grover.

Problema 3. Seja f : {0,1}" — {0,1} wma fungdio, sendo que existe um elemento
desconhecido xo € {0, 1}" tal que

f(:v):{o’ se x # xg

1, sex=x

Deseja-se encontrar o valor de x.

Iteracao de Grover

A ideia do Algoritmo de Grover é aplicar sucessivamente um certo nimero de vezes
o operador de Grover, que aumentara a probabilidade de |zy) ser medido a cada
iteracao. O operador de Grover consiste em duas operacoes que iremos apresentar
agora: reflexao pela média e inversao de fase.

Denotaremos a superposicao normalizada de todos os elementos da base com-
putacional ortogonais a |zg) por

LD fl
° i#x0

Inversao de fase. A operacao de inversao de fase ird atuar marcando o elemento
procurado |zg), e invertendo o sinal de sua fase. Como nao se conhece o elemento
procurado, utilizaremos uma consulta a Uy utilizando o mesmo artificio usado na
Secao 3.2.1: o qubit que ird receber a resposta da consulta ao oraculo sera preparado
no estado %(!O} — |1)), resultando em que a operagao de Uy sobre um estado da
base |i) serd

1 1 . . ;
FU0) =) = ZFl0(0® f@) — 18 £6) = (=1 1) \/—I 0)(10) = 11).

Para nao carregar a notacao, assumiremos entao que a consulta a Uy tem como
entrada somente o registrador |z) = ¥, ay]i) e tem como resultado 3;(—1)f®ayli),
marcando o elemento cujo resultado da funcao é 1.

Se a consulta a Uy for aplicada em um estado no espaco gerado pelos vetores |zg)
e |rg), a inversdo de fase é uma reflexdo em torno de |zg). Tal interpretagiao pode
ser vista na Figura 3.5.
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|zo) |zo)
Dl¢)
[ "
|z5) |zg)
[
Uylo)
Figura 3.5: Interpretacao ge- Figura 3.6: Interpretacao ge-
ométrica da inversao de fase ométrica da inversao pela média

Reflexdo pela média. Dado um estado [¢) = Y ;cq0,13n ili), seja

1
M:ﬁ Z Q;

i€{0,1}"

a média das amplitudes de todos os elementos da base computacional. A operacao
reflexdo pela média tem como objetivo realizar a transformacao

ailt) = (p+ (1 — ai))li). (3.1)

Em um primeiro momento, nao ¢ imediato perceber se esta operacao é unitéria.
Entao iremos justamente provar que este é o caso, mostrando que esta operagao é
equivalente a operacao

D = H*"(2|0)(0] — D)H*",

que, em termos gerais, consiste em aplicar a porta de Hadamard, inverter a fase
de todos os elementos da base computacional ortogonais a |0) e aplicar a porta de
Hadamard novamente.

Seja |1y = H®™|0). Analizaremos agora o funcionamento de D:
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D = H®"(2(0)(0] — I)H®"
— 2H®n‘0> <O|H®n - H®nIH®n

=2[) (v -1 (3.2)
11 11 10 .. 00
1 1 0 1 0 0
= oo . (3.3)
11 1 00 1
1 1 .. 1 0 0 . 1
1 —2nt 1 1 1
1 1 1 —2ont 1 1
= o (3.4)
1 o 1 —2n 1 1
1 1 1 —2n1

Podemos ver da Equacao 3.2 que uma outra interpretacao para D é inverter a fase
para os elementos do subespago ortogonal a |1). Para ver isso, basta verificar que

Dlyp) = 2|)(@[lv) = Il¢) = [),

e que para um vetor |y) L |¢) temos

Dlx) = 2|v)(@[x) — IIx) = —Ix)-

Geometricamente o efeito do operador D é realizar o espelhamento referente a |1)).
A Figura 3.6 mostra o funcionamento de D no plano gerado pelos vetores |zg) e |77).
Vemos também da Equacao 3.4 que D possui somente valores reais e além disso é
simétrico, resultando em D = DT. Segue entdo que

DD'=D'D=DD
= 2[) (W] = D2lY) (| — 1)
=AY (D[[P) (| = 29) (| = 2[) (] + 1

= 4[) (| — 4l (Pl +1
=1

implicando que D ¢ unitaria.
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Sabemos agora que que D é uma operagao quantica valida, veremos seu funciona-

mento sobre um vetor |¢) = 22 5! a;]i), utilizando a Equacdo 3.3 para representar

D:
1 1
1 1 1
Dlg) = | 55
1 ..o 11
1 11
1 1
| 1 1
- 2n—1
1 1
1 1
22?20_10‘1
2727’711 O[O
QZizi = Q1
22?:;(;1&1 Q1
shia |\
250
2/1 Qp
20 a1
20 Qp—1
20 o
an_1

=0

D (et (= on))li),

1 .00 a0

01 .. 00 o

0 0 . 1 Ap—1

0 0 . 1 Qy,
(&%) 1 .00 (7))
o 1 0 0 a
[0 79| 0 0 1 Op—1
o, 0 0 . 1 Qo

que ¢ justamente o operador descrito na Equacao 3.1.

Algoritmo de Grover

Tendo visto seus componentes basicos, iremos agora estudar o comportamento do

Algoritmo de Grover, que consiste em iniciar com a superposicao de todos os ele-

mentos da base computacional e aplicar, sucessivamente, a consulta ao oraculo e a
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inversao pela média.

1 Prepare um registrador quantico com o estado ﬁ > ie{o,1}n |7) ;
2 for i de 1 ag\/ﬁdo

3 Aplique uma consulta ao ordculo Uy;

4 Aplique o operador de inversao pela média D;

5 end

6 Meca e retorne o resultado;

Figura 3.7: Algoritmo de Grover

Teorema 3.2.8. O Algoritmo de Grover, descrito na Figura 3.7 retorna o valor

1

procurado com probabilidade 1 — O().

Demonstragdo. A superposicao criada inicialmente pode ser reescrita como
) + Yo o).
vV IN VN
Como visto anteriormente, a inversao pela média serd, na verdade uma reflexao
em torno de |1p). Podemos verificar, entdo, que ao aplicar sucessivamente Uy e
D, o estado resultante ficard sempre no subespago 2-dimensional gerado por |zg)
e |zg). Para analizar o funcionamento do algoritmo, iremos utilizar duas bases
. . . . J_
deste espago, indistintamente: a base gerada por |zg) e |zy) e a base gerada por

) = LN|x0) - \/\]/V?pcj) e |Y) = %1|x0> - ﬁm(ﬂ Para a converter vetores de
uma base para outra,
) = sin f|zo) + cos |z ),
) = cos O|xg) — sin |z ),
|70) = sin O[y) + cosO|1) e
|2y) = cos Oly) — sin 6]¢)),

a1 _ JN=1
ondesm@——\/ﬁeCOSH— N

Apés a primeira aplicacao da operacao de inversao de fase, teremos

Uplp) = —sin 0|zo) + cos O|zy) = cos 20|1) — sin 20[1)).
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Em seguida, a operacgao de inversao pela média resultara em
D(cos 20[)) — sin 20[4))) = cos 20|1)) + sin 20|¢)) = sin 30|z,) + cos 30|x7).

E ilustrado, na Figura 3.8 o comportamento das amplitudes dos elementos da base
computacional em uma iteracao de Grover com N = 8 e onde o elemento marcado é

012).

| T T T T *UDDDDDDUA

Amplitudes
o
Amplitudes
(@]

|
—_
T
|

1 .

0L)I2)I3)[4)15)[6)|7) |0)1)[2)[3)[4)[5)6)[7)

(a) Sobreposigao oringinal (b) Inversao da fase

N S o o o

Amplitudes
(e

|
—_
T
|

|0} 1)[2)[3)[4)[5)I6)I7)
(c) Inversao pela média
Figura 3.8: Exemplo de uma iteracao de Grover, com N = 8 e o elemento marcado
é |2).
E facil verificar, por inducdo, que apés k iteracoes de Grover, temos
(DU [3)) = cos 2k0|1p) + sin 2k0|¢)) = sin (2k + 1)0|x0) + cos (2k + 1)0|xy),

e nosso objetivo é aproximar (2k + 1)6 de 7, de forma que resultado da medigao
1

esteja préximo de |zg). Portanto, buscamos o valor inteiro & mais préximo de J; — 3.
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Como para valores de N grandes o suficiente, podemos aproximar § = sinf = \/l—ﬁ,

temos k = [TV N — 1|, e segue-se entdo que (2k + 1)0 = I + ¢, com |e| € O(ﬁ) e,

portanto mediremos |z) com probabilidade

2 1
Sin2<72r+€):C082621—€2:1—O(N),

provando o resultado. O

3.3 Classes de complexidade quanticas

Nesta subsecao descreveremos as Classes de Complexidade Quanticas mais impor-
tantes e iremos relaciond-las as Classes de Complexidade Cléassicas. Assumimos um
conhecimento bésico em Teoria de Complexidade, e revisamos as Classes de Com-
plexidade Cléssicas referenciadas aqui no Apéndice C.

3.3.1 Classe BQP

Nesta subsecao, iremos apresentar a Classe de Complexidade que contém os prob-
lemas considerados trataveis no modelo computacional quantico. Esta classe foi
proposta por Bernstein e Vazirani [25], em seu trabalho sobre Maquinas de Turing
Quanticas. Iremos agora definir formalmente a classe BQP.

Definicao 3.3.1. Dizemos que uma linguagem L estd na classe BQP, se existe uma
um algoritmo quantico A que, dado uma cadeia x € X*, A aceita x com probabilidade

pelo menos % quando x € L e A rejeita x com probabilidade pelo menos % quando
rg LA

Em outras palavras, a classe BQP contém os problemas que podem ser resolvi-
dos de forma eficiente no modelo computacional quantico com uma probabilidade
pequena de erro.

Como limitantes inferiores, temos que P C BQP, dado que circuitos classicos
podem ser simulados por circuitos quanticos com as Portas de Toffoli, e também
que BPP C BQP, dado que os bits aleatorios podem ser gerados com Portas de

4 A probabilidade % ¢ arbitrdria, e pode ser amplificada para 1—2-P°W2D em tempo polinomial.
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Hadamard, seguidas de medigoes. Ressaltamos que o Algoritmo de Deutsch-Josza
demonstrado anteriormente nao prova que P # BQP, dado que a separagdo do
algoritmo é relativizada, i.e., dependente de um oraculo usado como caixa-preta.

Bernstein e Vazirani provaram que BQP C P#¥ [25], implicando que BQP estd
em PSPACE. Posteriormente, Adleman, Demarrais e Huang melhoraram o limitante
para a classe PP [3].

Relacao entre BQP e NP

Vimos, na Sec¢ao 3.2.4 que podemos fazer a busca de um elemento em uma base de
dados desordenada de tamanho N em tempo O(v/N). Para resolver um problema
em NP, podemos estender esta base de dados como todos os possiveis certificados do
tamanho esperado n = p(|z|) e o oraculo como o circuito do algoritmo verificador.
Entretanto, esta alternativa tem complexidade de tempo O(2%), apresentando uma
aceleragao quadratica em relagao ao modelo classico, porém mantendo ainda com-
plexidade exponencial.

Pode-se perguntar, entao, se é possivel fazer melhor tendo acesso ao algoritmo
verificador somente como caixa-preta. Em 1997, Bennet, Bernstein Brassard e Vazi-
rani resolveram esta questao negativamente [24]. Eles provaram que ao realizar a
busca relativa a um ordculo, temos um limitante inferior Q(v/N) de consultas ao
oraculo, e, portanto, nao existe um algoritmo mais eficiente assintoticamente que o
Algoritmo de Grover.

Entretanto, ainda estda em aberto se é possivel criar um Algoritmo Quéntico para
algum problema NP-completo em que é utilizada a estrutura do problema para sua
solucao, permitindo uma complexidade de tempo polinomial.

3.3.2 Classe QMA

Apesar de a classe NP possuir varias defini¢oes equivalentes, essas defini¢oes nao sao
facilmente transportadas para o modelo quantico. A abordagem mais utilizada e
mais 1til hoje em dia é a extensdo a partir de conceitos de certificado e algoritmos
verificadores.

Defini¢ao 3.3.2. Uma linguagem L estd na classe QMA(C,S), se existe um al-
goritmo quantico verificador V de tempo polinomial, e que satisfaz os sequintes
critérios:
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e (Completude) Para todo x € L, existe um estado qudntico |¢) de tamanho
polinomial em relagao a entrada e tal que V' aceita |x)[1)) com probabilidade
pelo menos C';

e (Robustez) Para todo x € L e para todos os estados qudinticos |1) de tamanho
polinomial em relagao d entrada, V' aceita |x)|1)) com probabilidade no mdaximo

S.

Segue entao a definigdo candnica de QMA.
Definigao 3.3.3. QMA = QMA(%, %)

Assim como para a classe BQP, ressaltamos que a escolha das constante % e

% ¢ arbitraria pois pelo Teorema da Repetigao Paralela [90], podemos amplificar
a completude e a robustez de qualquer constante para 1 — 27Pow(lzl) ¢ 2—poly(lzl)
respectivamente.

Do fato de que P C BQP, temos que NP C QMA dado que o algoritmo verificador
classico pode ser usado na versao quantica, bastando que mega o certificado antes
de utiliza-lo na computacao. O menor limitante superior conhecido até hoje para
QMA ¢ a classe PP, e esta inclusao foi provada por Watrous e Marriot utilizando
resultados de classes de contagem [70].

Hoje, muita pesquisa envolvendo a classe QMA busca generalizar resultados para
a classe NP em um contexto quantico. Entretanto, concretamente, nao existem
tantos resultados. O mais notavel destes resultados é a generalizacdo do Teorema
de Cook-Levin, onde Kitaev provou que o problema de Hamiltonianos Locais (uma
generalizacdo do SAT) é QMA-completo [6]. Hoje, um dos principais problemas
em aberto acerca QMA-completude e o problema dos Hamiltonianos Locais, é a
busca da generalizagdo do Teorema PCP [17] [18] [37], que provaria que existe uma
constante para a qual nao existe um algoritmo de aproximacao para o problema de
Hamiltonianos Locais [5].

Iremos agora estudar algumas variac¢oes da classe QMA encontradas na literatura.

QMA,

Apesar de conseguirmos amplificar a probabilidade de aceitacio para 1 — 27Pow(lzl),
podemos estar interessados no caso em que para instancias positivas, o algoritmo
verificador sempre respondera corretamente.
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Definigao 3.3.4. A classe QMA com completude perfeita € QMA,; = QMA(1, %)

Uma pergunta com origens no contexto classico em que MA = MA,, é se toda
linguagem em QMA também esta em QMA,. Esta pergunta ainda esta em aberto e
discutiremos alguns resultados parciais no Capitulo 5.

QCMA

A classe QCMA é uma classe intermediaria entre NP e QMA. Neste caso, o algoritmo
verificador é quantico, mas o certificado é ainda classico. Como todo circuito cléssico
pode ser transformado em um circuito quantico com aumento de tamanho somente
polinomial, temos ainda que NP C QCMA. Além disso, temos que um protocolo
QMA pode realizar a medi¢ao na base computacional e apds isso executar o algoritmo
verificador QCMA, resultando em QCMA C QMA.

Conjectura-se que NP # QCMA e QCMA # QMA, porém nenhum destes resul-
tados foram provados.

QMA(2)

Uma outra generalizacdo da definicao da classe QMA é quando sao fornecidas ao
Verificador multiplos certificados por Provadores distintos e nao-emaranhados. Para
as classes NP e MA, a existéncia de multiplos provadores nao afeta o poder com-
putacional do modelo, dado que um Provador tinico consegue simular os multiplos
provadores e vice-versa. J4 no modelo quantico, ndo se espera o mesmo poder com-
putacional.

Seja QMA (k) a extensao da classe QMA com k provadores. E simples verificar que
QMA C QMA(k), pois basta o Verificador ignorar k— 1 mensagens e utilizar o mesmo
algoritmo verificador da classe QMA. Entretanto nao se sabe como um Verificador
de QMA conseguiria simular um algoritmo verificador de QMA(k), dado que neste
ultimo caso, o algoritmo verificador sabe que as k provas estdao nao-emaranhadas, e
esse fato pode ajudar na rejeicao de cadeias que nao estdao em uma linguagem em
QMA(k).

Por outro lado, sabe-se que QMA (k) = QMA(2) [52], para k € poly(n). A ideia
¢é que os 2 provadores fornecem as k provas, e o verificador utilizara o Swap test para
verificar se cada uma das supostas provas é um estado puro nao-emaranhado.
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Além disso, sabe-se que NP estd na classe QMA(2) com certificados limitados no
tamanho logn [26, 22, 45], dando evidéncia de que a classe QMA(2) é uma Classe
de Complexidade extensa.

Para limitantes superiores desta classe, o problema ainda esta em aberto pois s
se sabe que a classe QMA(2) estd contida, trivialmente, em NEXP.

NQP

A classe NQP nao é exatamente uma variacdo da classe QMA, mas foi a primeira
proposicao de um analogo quantico da classe NP, porém baseada na defini¢cao envol-
vendo algoritmos nao-deterministicos.

Esta classe consiste das linguagens para as quais existe um algoritmo quantico
que aceita uma cadeia com probabilidade nao nula se e somente se esta cadeia esta
na linguagem.

Nao se sabe ao certo qual a relacao entre as classes NQP e QMA. Entretanto
Kobayashi, Matsumoto e Yamakami [65] provaram que

NQP = | QMA(f,0),

f:Z—(0,1]

onde QMA(f,0), para f constante, é a classe QMA com robustez perfeita.

3.3.3 Sistemas Interativos de Provas Quéanticos

Sistemas Interativos de Provas Quéanticos, QIP, sao generalizagoes dos Sistemas In-
terativos de Prova, descritos no Apéndice C.8, onde o Provador e Verificador pos-
suem poder computacional quantico. A ideia geral é que um Verificador, que possui
poder computacional quantico, porém limitado, troca mensagens quanticas com um
Provador de poder computacional ilimitado, a fim de reconhecer uma linguagem. O
Provador ird ajudar o Verificador a provar que cadeias estao na linguagem, porém
o Verificador deverd ser robusto de forma a nao ser enganado por um Provador
desonesto.

Um dos resultados mais importante neste modelo computacional ¢ que podemos
reduzir alguns recursos do modelo, mantendo o mesmo poder computacional. Kitaev
e Watrous provaram que é possivel cobrir toda a classe QIP com apenas 3 mensagens
e completude perfeita [63]. Ressaltamos que, além do artigo original, este resultado
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pode ser encontrado de uma forma mais didatica e em portugués, na dissertacao de
Cardonha [28].

Como PSPACE = IP C QIP, ficou ainda aberta a questao se esta continéncia era
estrita. Recentemente, Jain, Ji, Upadhyay e Watrous provaram que QIP C PSPACE,
provando a igualdade entre estas classes [56].






Capitulo 4

Automatos quanticos

Além dos modelos computacionais mais importantes no quesito de computabilidade
como Maquinas de Turing e Circuitos booleanos, outros modelos foram também
estendidos tendo como base o novo paradigma da Mecanica Quéantica, de forma a
estudar a influéncia direta desta nova teoria em processo computacionais. Neste
capitulo estudaremos um destes modelos, os Autématos Finitos Quénticos. Iniciare-
mos o estudo apresentando rapidamente os primeiros modelos computacionais deste
tipo desenvolvidos. Em seguida, apresentaremos o nosso objeto principal de estudo
neste capitulo, os Autématos Finitos Bidirecionais com Estados Quénticos e Classicos
(2QCFA do inglés Two-Way Finite Automata with Quantum and Classical States).
Estudaremos propriedades deste modelo, seu poder computacional e finalizaremos
com um estudo parcial dos limites deste modelo.

Este capitulo é baseado em um trabalho apresentado na escola Computer Science
days in FEkaterinburg (CSEdays) [49] e publicado Siberian Electronic Mathematical
Reports [50], abordando o modelo 2QCFA e apresentando propriedades e linguagens
reconhecidas pelo modelo. A Secao 4.5, que apresenta as linguagens reconhecidas
por 2QCFAs de uma forma hierarquizada, é baseada no trabalho apresentado no IV
Workshop-FEscola de Computagio e Informagao Qudntica [48].

4.1 Introducao

Vimos que os principais modelos computacionais quanticos, Maquinas de Turing
Quanticas e Circuitos Quanticos, sdo extensoes diretas de modelos similares da Teo-

59
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ria de Computacao Cléssica, adicionando comportamentos oriundos da Mecanica
Quaéntica.

Considerando que a Computagdo Quéntica tem como um dos objetivos estudar
a influéncia da Mecanica Quantica em processos computacionais, podemos estender
outros modelos computacionais mais simples de forma a verificar o comportamento
dos novos modelos em relagao a seus analogos classicos.

Além disso, experimentalmente, hoje nao se consegue construir um sistema com-
putacional estavel com muitos qubits. Portanto, estudar modelos computacionais em
que estes recursos sao limitados nos ajuda a entender situagées em que os modelos
quanticos teriam aplicagdoes com ganhos substanciais em relagdo a modelos computa-
cionais classicos.

Iremos, inicialmente, definir modelos de Autématos Finitos Quanticos que inicia-
ram o estudo na area, entretanto nosso principal objeto de estudo serdao os Automatos
Finitos Bidirecionais com Estados Cléssicos e Quanticos (2QCFA). Neste modelo, os
estados classicos controlam a cabeca de leitura, bem como a aceitacao e rejeicao da
cadeia de entrada, enquanto os estados quanticos sao utilizados como uma memoria
auxiliar. Este modelo surgiu para resolver alguns problemas apontados nos modelos
de Automatos Finitos puramente Quanticos propostos anteriormente a ele.

Neste modelo, conseguimos simular tanto Automatos Finitos Deterministicos
quanto comportamento randémico !. Portanto, estamos particularmente interessa-
dos nos resultados em que os 2QCFAs demonstram um poder computacional maior
que Autdématos Finitos Deterministicos e Probabilisticos. Com este objetivo, estu-
daremos algumas linguagens reconhecidas pelo modelo, estabelecendo um paralelo
com a hierarquia classica de linguagens formais. Destacamos que esta hierarquizagao

foi feita de maneira inédita durante o mestrado do candidato [48].

Finalmente, estudaremos os limites do modelo, deixando em aberto uma conjec-
tura sobre linguagens decidiveis que nao sao reconhecidas pelo modelo. Mostraremos
um resultado parcial j& provado no trabalho de Yakaryilmaz e Say [92], entretanto
apresentamos uma nova prova, mais direta e contendo elementos mais simples do
que a prova original, sendo também resultado do trabalho de mestrado do can-
didato [49][50].

LComo vimos na Secdo 2.5.1, podemos simular uma moeda aplicando sobre |0) o operador de
Hadamard e realizar a medic¢ao logo em seguida
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4.2 Trabalhos relacionados

Inicialmente, foram propostas duas defini¢oes independentes de Autdématos Quén-
ticos Finitos. Moore e Crutchfield [73] propuseram o Autémato Finito Quéntico
Unidirecional de Medida-Unica (MO-1QFA do inglés Measure-Once One-way Quan-
tum Finite Automata). Neste modelo, temos que a configuracdo de um MO-1QFA
¢é a superposicao unitaria de estados quanticos cuja fungao de transi¢do, dependente
do simbolo sob a cabeca de leitura, deve ser unitaria de modo a respeitar os funda-
mentos da Mecanica Quantica. Veremos agora de forma um pouco mais detalhada
o funcionamento deste modelo.

Definigao 4.2.1. Um MO-1QFA M = (Q,%,|q),{Us}, Qu) € uma 5-tupla onde
e O ¢ um espaco de Hilbert complexo finito;
o X € um alfabeto finito de simbolos;

e |qo) € Q € o estado inicial de M;

{U,}, para o € 3, é um conjunto de matrizes unitdrias de transicio associadas
a cada simbolo do alfabeto;

e Q, C Q € o subespaco de aceitacao, sendo que o projetor P, estd associado a
ele.

Ao computar sobre uma cadeia w = w;...w,, 0 MO-1QFA comeca no estado inicial
|go) e com a cabeca de leitura sobre o simbolo w;. Em seguida, aplica a operacao
associada a cada simbolo w; e move a cabeca de leitura para a proxima posicao. Apés
computar sobre toda a cadeia, é realizada uma medi¢do em relagao aos projetores
{P,,I — P,}, e se o resultado estiver em Q, consideramos que M aceita a cadeia,
rejeitando caso contrario. A probabilidade de aceitacao de w, é entao

Pa(w) = ||Pann'-'-Uw1|QO>||2'

e, neste caso, podemos estabelecer critérios de reconhecimento de linguagens L C *
tais como

o para todo w € L, pa(w) > Ay, €

e para todo w & L, p,(w) < A,
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para Ag, A, € [0, 1] fixos, Ay > A,

Moore e Crutchfield provaram alguns fechos para as linguagens reconhecidas pelo
modelo, um lema do bombeamento e também que o conjunto de linguagens recon-
hecida por MO-1QFAs é um subconjunto estrito das linguagens regulares.

Kondacs e Watrous [66], de forma independente de Moore e Crutchfield, pro-
puseram uma outra variante de Automatos Finitos Quéanticos na qual a cada passo,
é realizada uma medida. Este novo modelo é conhecido como os Automatos Quanti-
cos Finitos de Vérias-Medidas, e foram estudadas suas versoes unidirecionais (MM-
1QFA do inglés Many-Measure one-way quantum finite automata) e bidirecionais
(MM-2QFA do inglés Many-Measure two-way quantum finite automata).

A principal diferenca deste modelo quando comparado ao proposto por Moore e
Crutchfield é que sao definidos subespacos de aceitagdo, rejeicao e continuacgao. A
cada passo, é feita a medicao pelos projetores correspondentes a esses subespacos, e,
se o resultado da medicao estiver no subespaco de aceitacao ou rejeicao, o MM-QFA
para. Vamos agora definir mais formalmente o modelo.

Definigao 4.2.2. Um MM-QFA M = (Q,%,|q), 0, Qa, Q) € uma 6-tupla onde
e Q € um espaco de Hilbert complexo finito
e Y € um alfabeto finito de simbolos
e |qo) € Q € o estado inicial de M
e 0 € a fungdo de transicao dos estados qudinticos

e Q, C Q ¢ o subespago de aceitacao, sendo que o projetor P, estd associado a
ele.

e Q. C Q € o subespaco de rejeicio, ortogonal a Q,, sendo que o projetor P, estd
associado a ele.

Para os MM-1QFA, a funcao de transigdo o é igual a do modelo MO-1QFA. Neste
caso a computacao é diferente pois, apos aplicar ¢, é feita a medicao em relagao a
{P,, P.,I — P, — P,}, e se o resultado da medicao estiver em Q, ou Q,, o autéomato
ird parar, aceitando ou rejeitando. O reconhecimento de linguagens também esta
associado a probabilidade com a qual as cadeias de entrada sao aceitas. Kondacs
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e Watrous provaram que o conjunto de linguagens reconhecidos por este modelo
também é um subconjunto estrito das linguagens regulares.

Para a variante bidirecional (MM-2QFA), existem algumas diferengas. Primeira-
mente, para demarcar a cadeia de entrada, assumimos que existem dois marcadores,
um a esquerda da cadeia na posigao 0 da fita () e um a direita na posi¢ao |w|+ 1 da
fita (1), com t,1 € ¥. Denotamos I' = ¥ U {f,1} como o alfabeto da fita. A fungio
de transicao 6 também ¢é diferente, dado que deve definir a posicao para a qual a
cabeca de leitura vai se movimentar. Definimos entao a fungao de transigao

d:9xI'xQx{-1,0,1} - C,

ou seja, estando a cabega de leitura sob o simbolo ¢ € T" no estado |¢1) € Q, o
MM-2QFA faz a transigdo para o estado |g2) € Q e altera a posigdo da cabega de
leitura para posi¢ao d € {—1,0,1} com amplitude §(|q1), 0, |g2),d). Assumimos que
quando esta em um marcador, a fungao de transi¢cao nunca move a cabega de leitura
para fora da fita. Outra caracteristica de § também é ser reversivel e unitaria, para
obedecer os postulados da Mecanica Quantica.

A computagao de um MM-2QFA, entdo, serd comegar no estado |go), na posigao
0 da fita e aplicar sucessivamente a funcdo de transicdo 0 e realizar uma medicao
segundo os projetores {P,, P,, I — P, — P.}. Se ap6s a medicao, o estado resultante
estiver em Q, ou Q,, o automato para, aceitando ou rejeitando. Kondacs e Wa-
trous provaram que o conjunto de linguagens reconhecidas por MM-2QFAs sao um
superconjunto das linguagens regulares.

No modelo MM-2QFA | uma configuracao da computacao é uma superposicao de
estados e posicao na fita, permitindo a cabeca de leitura estar em diferente posigoes ao
mesmo tempo. Isso implica, em termos praticos, que o modelo s6 seria implementavel
com uma memoria de pelo menos log|w| bits de informacao, o que contradiz seu
tamanho finito.

Para resolver este problema, Ambainis e Watrous [11] propuseram uma nova
variante quantica para autdmatos finitos chamada Automato Finito Bidirecional com
Estados Cléassicos e Quénticos (2QCFA do inglés Two-Way Finite Automata with
Quantum and Classical States). Este modelo serd estudado em profundidade neste
trabalho e daremos sua definicao formal na préxima secdo. A ideia geral é que
um conjunto de estados classicos que controla a cabeca de leitura e a aceitagdo ou
rejeicao da cadeia de entrada. Este conjunto classico de estados define também
as operagoes que serao realizadas em um nimero constante de estados quanticos.
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Com essa variagao, teremos em todo momento uma configuracao classica e quantica,
ambas de tamanho constante. No trabalho original sobre este modelo, Ambainis e
Watrous [11] mostraram linguagens nao-regulares que sao reconhecidas pelo modelo
2QCFA.

Macko [69] estudou propriedades de fecho para varios modelos de autématos fini-
tos quanticos. Para as linguagens reconhecidas por 2QCFAs, foi provado que o fecho
por homomorfismo ¢ igual ao conjunto das linguagens recursivamente enumeraveis.

Posteriormente, Qiu [77] provou para o conjunto de linguagens reconhecidos com
erro unilateral por 2QCFAs fechos por unido, intersec¢ao, reversao e concatenacao
com algumas restrigoes. Utilizando estes resultados de fecho, Qiu também mostrou
outras linguagens nao-regulares reconhecidas pelo modelo.

Zheng, Liu e Li [80][81] estudaram familias de linguagens que podem ser re-
conhecidas por 2QCFAs com um numero de estados assintoticamente inferior ao
necessario por automatos nao-deterministicos e probabilisticos.

4.3 O modelo 2QCFA

Como vimos na se¢do anterior, dadas a critica ao tamanho dos estados no modelo
MM-2QFA, Ambainis e Watrous [11] propuseram o modelo de Autéomatos Finitos
Bidirecionais com Estados Quénticos e Classicos (2QCFA). Neste modelo, a cabega
de leitura pode se mover para a direita, esquerda ou permanecer na mesma posicao,
assim como nos MM-2QFAs. Entretanto este movimento sera determinado pelos
estados classicos, implicando que a cabeca de leitura estara somente em uma posicao
em qualquer momento da computacao do automato. Os estados quanticos servirao
como uma “memoaria” durante a computacao. Vamos agora definir formalmente este
modelo.

Definigao 4.3.1. Um 2QCFA ¢é uma 9-tupla M = (Q, S, 3, ©, 9, |q0), So, Sa, Sr),

onde
e O ¢ o conjunto de estados quanticos;
e S € 0 conjunto de estados cldssicos;
e X ¢ o alfabeto de entrada;

e O ¢ 0 operador de evolugdo quantico;
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e 0 € a fungdo de tramsicao cldssica;

e |qo) € Q € o estado inicial qudntico;

so € S € o estado inicial cldssico;
e S, C S ¢ o conjunto de estados de aceitagcdo;
e S, C S € o conjunto de estados de rejeicao, sendo S, NS, = (.

Assim como no MM-2QFA, assumimos que, além da cadeia de uma entrada w, a
fita contém um marcador a esquerda  na posi¢ao 0 da fita e um marcador a direita
I na posicao |w| + 1. O alfabeto de fita ¢ I' = X U {},1}.

Definicao 4.3.2. O conjunto de estados finais € Sy = S,US, e o conjunto de estados
nao finais Spy= S\St.

Como estabelecido na teoria da Mecanica Quantica, operadores sobre sistemas
quanticos assumem dois tipos: transformagoes lineares unitarias e medigoes. Neste
modelo a operagao sobre o estado quantico é definida a partir da configuragao classica
do autémato. Portanto, a funcao de evolugao dos estados quanticos © é dada por
O : Sy xI' = U(Q)UM(Q), onde U(Q) ¢é o conjunto de operadores lineares unitarios
sobre o espago de Hilbert Q e M(Q) é o conjunto de medigoes projetivas sobre Q.
Denotaremos como P € M(Q) como um conjunto de projetores {Ily,...,1I,, }, para
m < dim(Q) 2. Dado o estado quantico 1)) € Q, se consideramos a medigao referente
a P, temos que o resultado serd ¢ com probabilidade ||TT;|1))||?
quantico colapsa para ILi[¥)

[1TL; [4)]2
A funcao de transicao ¢ depende, como no caso classico, do estado cldssico atual

e, neste caso, o estado

com 1 <7< m.

e do simbolo sob a cabega de leitura, e depende também de ©. Caso O(s,0) €
UQ), 6 : Spy xI' = 5 x {—1,0,1} ird mapear a configuracao classica atual para
um novo estado classico e definira a direcao de movimento da cabeca de leitura.
Caso ©(s,0) = P € M(Q), seja R o conjunto dos possiveis resultados da medigao.
Neste caso 0 também podera utilizar este resultado para realizar a transicao, sendo
§: S xI'x R—Sx{-1,0,1}.

Assumimos que quando o simbolo sob a cabeca de leitura é um marcador, a
transicao correspondente sob d mantera a cabeca de leitura nas posicoes validas da
fita.

2Veja a Secdo 2.2.3 sobre projecdes projetivas.
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A computacgao de um 2QCFA M consiste na aplica¢ao sucessiva das fungoes de
transicao © e 0 até que o estado classico seja um estado de aceitacdo ou rejeicao.
Neste caso, M para, aceitando ou rejeitando a cadeia de entrada.

Como a funcao de transicao classica ¢ pode depender do resultado de medigoes,
que sao intrinsecamente probabilisticas, os estados classicos também possuem uma
natureza probabilistica. Isso resulta que, como nos outros modelos vistos na Se¢ao 4.2,
podemos atribuir uma probabilidade p,(w) de aceitacao da cadeia de entrada w. Da
mesma forma, podemos definir a probabilidade de rejeicdo de w como p,(w). Se
assumimos que os 2QCFAs sempre param, temos que p,(w) + p.(w) = 1.

Considerando as probabilidades com que cadeias sdo aceitas ou rejeitadas por
2QCFAs, podemos definir classes de linguagens decididas pelo modelo. A primeira
delas é definida como as linguagens que conseguem ser reconhecidas de modo exato
por algum 2QCFA.

Definicao 4.3.3. Um automato quantico M reconhece uma linguagem L com erro
zero se para todo w € L, temos p,(w) = 1 e para todo w ¢ L, temos p,.(w) = 1.

Podemos, entretanto, relaxar a restricao e exigir que o autémato sempre responda
corretamente para cadeias que estao na linguagem, caso contrario, aceitamos um erro
¢ definido previamente.

Definicao 4.3.4. Um automato quantico M reconhece uma linguagem L com erro
unilateral € se para todo w € L, temos p,(w) = 1, e para todo w ¢ L, temos
pr(w) > 1 —e.

4.4 Fechos

Iremos, nesta se¢ado, apresentar alguns resultados de fecho para o conjunto de lin-
guagens reconhecidas por 2QCFAs com erro unilateral limitado.

Grande parte das provas apresentadas nesta se¢ao sdo variagoes das provas apre-
sentadas por Qiu [77] e a prova do fecho por homomorfismo inverso foi inspirada por
resultados provados por Macko [69].

4.4.1 Interseccao

Nesta secao iremos provar que as linguagens aceitas por 2QCFAs com erro unilateral
sao fechadas pela operacao de interseccao.
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A ideia da prova é construir um 2QCFA M que simula o funcionamento de dois
outros 2QCFA M; e M, em série, rejeitando uma cadeia quando M; rejeitaria e,
caso M, fosse aceita-la, M finaliza simulando o funcionamento de M,. Iniciaremos
mostrando a probabilidade com que M aceita e rejeita, baseado nas probabilidades
de aceitagao de M; e M,. O fecho por interseccao segue diretamente.

Teorema 4.4.1 (Variagdo do Teorema 1 de Qiu [77]). Para i € {1,2}, seja M; um
2QCFA tal que M; para ao computar sobre w € ¥* em tempo esperado O(t;(|w])) e
a probabilidade de aceitagao e rejeicio sao, respectivamente, p,,(w) e p,..(w). Entdo
existe um 2QCFA M tal que, ao computar sobre uma cadeia w € ¥*, M aceita com
probabilidade p,, (w)pa,(w) € rejeita com probabilidade p,, (w) + pa, (W)pr, (W), sendo
que M para sobre w em tempo esperado O(ty(|w|) + t2(|w]) + |w]).

Demonstracao. Sejam

Ml == (Ql,Sl,E,Gl,(Sl, |q01>7801a5a1as1“1) €
M2 = (Q27827 27 @27527 |q02>7802a Sa2’ ST2)

os 2QCFAs do enunciado e S,,, = S\(5,, U S,,) o conjunto de estados nao-finais de
M.

Iremos agora construir um 2QCFA M = (Q,S5,%,0,4,(q0), S0, Sa, Sr) com as
propriedades desejadas e, para isso, sejam

Q=0Q;® 09,
S=5 U5,
90) = 90,190,

S0 = S0y,
Se =25, ¢
Sy =5, US,,.

Antes de estudar o funcionamento do operador de evolu¢ao quantica ©, vamos
definir o conjunto de projetores que serao utilizados no novo 2QCFA. Para um con-
junto de projetores P, = {Ily, ..., I1,,} sobre o espaco Q;, iremos definir o conjunto de
projetores P} = {II},...IT) } tal que II; = II; ® Ig,. Da mesma forma, para um con-
junto de projetores P, = {¥y,...,¥,,} sobre o espaco Q,, iremos definir o conjunto
de projetores Py = {U/,...W! } tal que ¥, = Io, @ V.
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A funcdo O sera definida como

aplicar V1 ® Ig,, ses €S, eO(s,0) =V, €U(Qy)
medir com Py, se s €Sy, €O1(s,0) =P € M(Qy)
O(s,0) = aplicar Ig, ® Ig,, se s € Sq,

aplicar Ig, ® Vo, se s €S, e Oy(s,0) =V5 € U(Qy)
medir com Py, se s € S, e Ox(s,0) = P, € M(Q5)

Como, por construcao, o estado inicial é o produto tensorial entre os estados
inicias dos 2QCFAs M; e M, e as operagoes unitarias sao realizadas nao-trivialmente
somente em um dos subespacos relativo a Q7 ou Q, realizar a medic¢ao considerando
P, € M(Q;) sobre um estado |¢)) € Q é equivalente a realizar a medicao P/ €
M(Q; ® Qy) sobre ) ® |¢) € Q1 ® Qs, dado que a medigdo terd como resultado
1 com a mesma probabilidade e, neste segundo caso, teremos que o estado colapsa
para IL;|1)) ® |¢), ndo alterando o estado relativo a Q. Pelo mesmo argumento, é
equivalente aplicar P, € M(Q3) e aplicar Py € M(Q; ® Qz), em nosso caso.

A funcao de transicao cléssica § devera ser definida apds medigoes e apds oper-
acoes unitarias. Apos medigoes, a funcao de transicao classica devera se comportar
como as fungdes originais:

, ses €Sy,
(s,—1), ses€ S, coeSU{t}
(S0,,0), ses€ S, eoc=+

Por construgao, M ird simular o funcionamento de M; até que o estado classico
s esteja em Sy, U S,,. Devemos notar que o funcionamento de M nesta primeira
fase equivale ao funcionamento de M; dado que a configuracao classica é a igual a
de M, o estado quantico inicial ndo estd emaranhado com nenhum outro sistema e
o subespago referente a simulacdo de M, nao é alterado nem medido. Neste caso,
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se s € S,,, M rejeita a cadeia de entrada. Caso a configuracao classica de M entre
em algum estado de S,,, pela construcao de ¢, a cabega de leitura voltard a primeira
posicao da fita de entrada e M comegard a simular Ms. Para a cadeia de entrada
w € ¥*, a probabilidade de rejeigao nesta primeira fase é de p,, (w) e a probabilidade
com que M ird comecar a simular M, é de p,, (w).

A simulacao de Ms nao sera afetada pela simulacao prévia de M;, dado que a
configuragao classica inicial serd a mesma que M, espera e, como dito anteriormente,
o estado quantico referente a Qs nao foi alterado. Portanto, ao comegar, M simulara
Mj sem nenhuma diferenca de comportamento. Neste caso, as probabilidades de
aceitagao e rejeigao da cadeia de entrada w, na simulacao de Mj serd p,, (w) e p,,(w),
respectivamente. Como a probabilidade de entrar na segunda fase é de p,, (w), temos
que a probabilidade de aceitacao e rejeicao durante a simulagao de My é p,, (W)pa, (W)
e Do, (W)py, (w), respectivamente.

Logo, a probabilidade de aceitagdo de w na computagao por M é de py, (w)pa, (w)
e a probabilidade de rejeicao é p,., (W) + pa, (W)pr, (w).

O tempo esperado da computacdo da primeira fase sobre a entrada w é igual ao
tempo esperado O(t;(|w|)) de Mj, e o tempo esperado da segunda fase é igual ao
tempo esperado de computagdo da entrada w por Ms, O(tz(|w|)). Como para pas-
sar da primeira fase para a segunda a cabeca de leitura deve voltar para a primeira
posigao, existe o custo computacional de no méximo |w| passos entre as fases. Por-
tanto, M para ao computar w em tempo O(t(|w]) + to(|w]) + |w]). O

Considerando os 2QCFA M; e M, que reconhecem as linguagens Ly e Ly com
erro unilateral €, temos que p,,(w) = 1 para w € L; e p,,(w) > 1 — € para w & Lj.
Com isso, o fecho por interseccao passa a ser um caso especial do Teorema 4.4.1.

Corolario 4.4.2. Sejam Ly, Ly C ¥* duas linguagens decidiveis pelo modelo 2QCFAs
com erro unilateral € em tempo esperado O(t1(Jw|)) e O(ta(|w]), respectivamente.
Entio Ly N Ly € decidivel por um 2QCFA com erro unilateral 2¢ — €2

esperado O(t1(|w]) + to(Jw]) + |w]).

em tempo

4.4.2 Uniao

Nesta secao provaremos o fecho por unido das linguagens reconhecidas por 2QCFAs
com erro unilateral, de uma forma bem semelhante aquela utilizada na Segao 4.4.1.
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A intuicdo acerca do 2QCFA construido nesta secdo é bem semelhante ao da
secao anterior, sendo a unica diferenca a condi¢ao em que sera iniciada a simulagao
do segundo 2QCFA. Comecgaremos, do mesmo modo, provando um teorema mais
genérico antes de provar o o resultado de fecho.

Teorema 4.4.3 (Variagdo do Teorema 2 de Qiu [77]). Para i € {1,2}, seja M,
um 2QCFA tal que M; para sobre w € ¥* em tempo esperado O(t;(|w|)) e a proba-
bilidade de aceitagao e rejeicio sao, respectivamente, p,, (w) e p.,(w). Entdo eziste
um 2QQCFA M tal que, para uma cadeia w € ¥*, M a aceita com probabilidade
Pay (W) + pry (W)pay (W) € a Tejeita com probabilidade p,, (w)p,,(w), sendo que M para
sobre w em tempo O(t1(|w]) + t2(Jw|) + |w)).

Ideia da prova. No Teorema 4.4.1, o 2QCFA M foi construido de forma a simular
inicialmente M; e ao chegar em um estado final de aceitacao, M comecaria a simular
Ms; se fosse de rejeicao, M rejeitaria a cadeia de entrada.

Para este teorema, M deve ser construido de forma andloga, mas ao chegar em
um estado final de My, se for um estado de aceitacdo M aceitara e, se for um estado
de rejeicao M comecara a simular M.

Utilizando os mesmos elementos do Teorema 4.4.1, é facil perceber que a prob-
abilidade total de aceitacdo ¢ p,, (w) + p;, (W)pa, (w) e a probabilidade de rejeigao ¢
Py (W)pry (W), e que o tempo esperado para que M pare é O(t;(|w]) + t2(|w|) + |w]).
OJ

Considerando os 2QCFAs M; e M, que reconhecem as linguagens L, e Ly com
erro unilateral €, temos que p,,(w) = 1 para w € L; e p,,(w) > 1 — € para w & Lj;.
Com isso, temos que o fecho por interseccao é um caso especial do Teorema 4.4.3.

Corolario 4.4.4. Sejam Ly, Ly C ¥* duas linguagens decidiveis pelo modelo 2QCFAs
com erro unilateral € em tempo esperado O(t;(Jw|)) e O(ta(Jw|), respectivamente.
Entio Ly U Ly € decidivel por um 2QCFA com erro unilateral 2¢ — €2 em tempo

esperado O(t1(|w]) + to(Jw]) + |w]).

4.4.3 Concatenacao

Veremos agora a prova de que a concatenacao de duas linguagens reconhecidas com
erro unilateral por 2QCFAs cujos alfabetos sao disjuntos também é reconhecida por
2QCFAs com erro unilateral.
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A ideia, novamente, é simular os dois 2QCFAs em série, e, como os alfabetos
sao disjuntos, consideramos os simbolos de um alfabeto como marcadores de fim de
cadeia para o 2QCFA da outra linguagem.

Teorema 4.4.5 (Varia¢ao do Teorema 5 de Qiu [77]). Parai € {1,2}, sejam ¥X; um
alfabeto e M; um 2QCFA tal que M; para ao computar sobre w € ¥ em tempo es-
perado O(t;(|w])) e cujas probabilidades de aceitagio e rejei¢io sao, respectivamente,
Pa; (W) € pr(w), para X1 N3y = 0. Entao existe um 2QCFA M tal que, para uma
cadeia w = wv, tal que u € ¥} e v € X3, M aceita com probabilidade pg, (u)pa,(v) e
rejeita com probabilidade p,, (u) + pa, (W)pr, (v), sendo que M para ao computar sobre
w em tempo O(ty(|u|) + t2(|v|) + |w|). Caso w ndo esteja na forma uv descrita, a
cadeia é rejeitada com probabilidade 1.

Ideia da prova. A ideia da prova é primeiramente verificar se a cadeia de entrada
w estd no formato wv, u € X7 e v € X3, rejeitando se nao estiver. Como veremos
posteriormente, isto pode ser feito com erro zero e em tempo linear no tamanho da
entrada dado que estamos tratando de uma linguagem regular. Veja o Teorema 4.5.1.

Entao, o 2QCFA M ira simular M; na primeira parte da entrada, tratando os
simbolos em Y5 da mesma forma que o marcador direito I. Se M; fosse aceitar a
cadeia, M vai para o primeiro simbolo da cadeia que esteja no conjunto o U {1}, e
entao comegara a simular M, na segunda parte da cadeia, tratando elementos de >,
como o marcador esquerdo T.

Utilizando os mesmos elementos do Teorema 4.4.1, é facil perceber que, quando a
cadeia esta no formato explicitado no enunciado, a probabilidade total de aceitagao é
Pay (W)pay (V) € a probabilidade de rejeigao é p,, (u) + pa, (v)py, (v), € 0 tempo esperado
para que M pare é de O(t1(|u]) + t2(|v]) + |w|). O

Segue, direto do Teorema 4.4.5, o corolario da concatenacao de linguagens recon-
hecidas com erro unilateral € cujos alfabetos sao disjuntos.

Corolario 4.4.6. Sejam Ly C X% e Ly C X5, ¥1NYy = 0, duas linguagens decidiveis
pelo modelo 2QCFAs com erro unilateral € em tempo esperado O(t1(|w|)) e O(t2(|w])),
respectivamente. Entdo Ly - Lo € decidivel por um 2QCFA com erro unilateral 2¢ — €
em tempo esperado O(ty(Jw|) + ta2(|w|) + |w|).
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4.4.4 Reversao

Iremos mostrar nesta se¢ao que o conjunto de linguagens reconhecidas por 2QCFAs
com erro unilateral também é fechado por reversao. A ideia da prova é simples pois,
como a cabeca de leitura é bidirecional, basta realizar a computacao “de tras para
frente”.

Teorema 4.4.7 (Variagao do Teorema 4 de Qiu [77]). Seja M um 2QCFA tal que M
para ao computar sobre w € X* em tempo esperado O(t(|w|)) e cujas probabilidades de
aceitagio e rejeicao sao, respectivamente, py(w) e p.(w). Entdo existe um 2QCFA
M?% tal que, para uma cadeia w € X*, M a aceita com probabilidade p,(w?) e a
rejeita com probabilidade p,(w™), sendo que M para ao computar sobre w em tempo

esperado O(t(|w]) + |w]).

Demonstracio. Seja M = (Q, S, %, 0,0, qo, So, Sa, Sr) 0 2QCFA do enunciado. Vamos
agora construir o 2QCFA M% = (Q, S, 3, 0%, 6% qq, s&, S., S,.).

O conjunto de estados cldssicos serd igual a S acrescido do elemento sf & S, ou
seja ST = S U {s{'}.

A funcdo de transicio ©F é definida como

OR(s.0) = {@(s,a), ses €S .

I, se s = sk

A funcdo de transicdo classica 67, para os estados em S e simbolos em X é
exatamente como d, apenas invertendo-se a dire¢ao para qual a cabega de leitura se
move. Para as transi¢des do novo estado, sff, a fungdo cléssica ird se mover para a
direita até chegar ao final da fita, quando a transicao levara ao estado inicial classico
de M, sy. Resumindo, apds operacoes unitarias, temos

(slt,+1), ses=sltec#t
(50,0), ses=shteoc=1
§%(s,0) =4 (s, —p), = (s',p) -
(s',—p), sese S, oa=71ed(s 1) =(s,p)
(s',—p), seseS,oa=1ed(st)=(s,p)
R

Podemos verificar que, como s; € o estado inicial do novo 2QCFA, com as funcoes

sese S, ceXeds,o)

s,

p)

de transicao 6 e ©F o autémato M% ird se mover até chegar no marcador direito
)
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sem alterar os estados quanticos. Ao chegar no marcador, a transicao sera feita para
o estado inicial do 2QCFA original s,.

Entdo, pela definicao de 6% e ©F, o funcionamento de M’ serd o mesmo de M
com duas alteragoes:

1. M*% ir4 tratar o marcador direito como M trata o marcador esquerdo, e vice-
versa

2. M% se movera na direcdo contraria aquela em que M se moveria, segundo sua
funcao de transicao cléssica.

E facil perceber que, a partir do momento em que a transicio para s for feita,
0 2QCFA M* ir4 simular M na cadeia w®. Portanto, a probabilidade de aceitacio
serd igual a da cadeia w® quando M computa, ou seja p,(w?).

Temos também que o tempo de execucdo esperado de MT compreende o mo
movimento para chegar até a ultima posicao e, em seguida, os movimentos simular
o 2QCFA original, ou seja, O(|w| + t(|w])). O

Corolario 4.4.8. Se L C ¥* é uma linguagem decidivel pelo modelo 2QCFAs com
erro unilateral € em tempo esperado O(t(|w|)), entdo L é decidivel por um 2QCFA
com erro unilateral € em tempo esperado O(t(|w]) + |w]).

4.4.5 Homomorfismo inverso

Iremos, agora, apresentar a prova de que o conjunto de linguagens reconhecidas por
2QCFAs é fechada por homomorfismo inverso. Esta prova é baseada nas provas de
que as linguagens regulares sao fechadas por homomorfismo inverso, bem como na
prova de Macko [69], o qual mostra que o conjunto das linguagens reconhecidas por
MM-1,5QFAs? também o sao.

A ideia geral da prova é que ao computar sobre um simbolo ¢, computaremos,
na verdade sobre h(c). Como o autémato em questao é bidirecional, teremos que
guardar o simbolo especifico de h(c) que estd sendo computado na configuragao
atual do 2QCFA. Porém como |h(c)| = ¢, para uma constante ¢, poderemos fazer
isso utilizando os estados classicos.

3MM-1,5QFA ¢ um modelo intermedidrio entre MM-1QFA e MM-2QFA.
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Teorema 4.4.9. Sejam h : %1 — ¥y um homomorfismo, M um 2QCFA tal que M
para ao computar w € 35 em tempo esperado O(t(|w|)) e cujas probabilidades de
aceitagao e rejeicio sao, respectivamente, p,(w) e p.(w). Entao existe um 2QCFA
M’ tal que, para uma cadeia w € ¥*, M aceita com probabilidade p,(h(w)) e rejeita
com probabilidade p,(h(w)), sendo que M para ao computar w em tempo O(|w| +

t([n(w)])).

Demonstragio. Seja M = (Q, S, %2, 0,0, qo, So, Sa, Sr) 0 2QCFA do enunciado. Va-
mos agora construir o 2QCFA M’ = (Q,S",%,,0',0',q), so,,S,,S.) com as pro-
priedades desejadas.

Mostraremos, inicialmente, o conjunto de estados classicos do novo 2QCFA. Ter-
emos mais estados, pois serao eles que irao simular o movimento da cabeca de leitura
quando |h(a)| > 1. Sejam os conjunto S| = Uses{Se, Sa} € S5 = {sils € Sel <i<
mazqes, |h(o)|}. Definimos

S'= 8] USs.

A ideia dos estados em S] é manter o historico da diregdo original da cabega
de leitura em uma transi¢do. Esta informagdo é importante quando |h(c)| = 0,
pois deveremos ignorar ¢ neste caso, passando para o proximo elemento mantendo a
mesma dire¢ao da transicao original.

Ja os estados de S} sdo os estados que irdo auxiliar a guardar a informacao de
qual simbolo h(o) estaria sendo computado pelo 2QCFA original M.

Veremos agora o funcionamento da func¢ao de transigdo quantica ©'. Quando a
cabeca de leitura estiver sobre o marcador esquerdo (direito) e o estado classico for
Se (sq) a fungdo de transigao quantica serd igual a de M no mesmo marcador e com
estado classico s. Para estados cldssicos em S e 0 € X, a informacao codificada
nos estados ird definir seu funcionamento, simulando a func¢ao de transicao quantica
original. Nos outros casos, a fungdo de transi¢do quantica ©’ sera a identidade.
Sintetizando, teremos

O(s', 1), ses=s,e€Seo=1

s, 0) = O(s', 1), ses=s,€Seo=1 |
O(s',h(0);), ses=s,€S8,i<|h(o)eocecX
I, caso contrario

onde h(o); é a i-ésima posicao na cadeia h(o).
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Vamos apresentar agora a fun¢ao de transigao classica. Para facilitar a exposicao
dividiremos a funcao considerando cada um dos conjuntos de estados S} e S5.
Para os estados s, € 57, teremos

(s1,0), seoc € X, p=delh(o)] >0
(S|n(e);0), sece Xy, p=ee|h(o)] >0
(84, +1) seoce X, p=delh(o)|=
5(s, o) = (Se, —1), sec€Xy,p=ecelh(o)|=
i (), +1), seoc="1ed(st)= (s, +1)
(sh,—1), sea=1ed(s, )= (s—-1)
(s.,0) seog="Ted(s,t)=(s,0)
(s4,0) seo=1ed(s,i)=(s,0)

Intuitivamente, as duas primeiras clausulas sdo para |h(c)| > 1. A diferenca entre as

duas registra quando se chega pela esquerda ou pela direita no simbolo o. A terceira

e a quarta clausulas sdo relativas aos casos em que |h(c)| = 0, e neste caso, M’ deve

ignorar este simbolo. As quatro tltimas clausulas cobrem os casos em que se chegou

em um marcador, e, neste caso, a transigao ¢ feita sem o auxilio dos estados de S).
Para os estados s; € S5, teremos

(s%,0), se d(s,0) = (5',0)

(85,1,0), sed(s,0)=(s,+1)elh(o) >i+1
8'(s5,0) =S (s, +1), se d(s,0) = (s',+1) e |h(o)] <i+1

(s:_1,0), sed(s,0)=(s',—1)ei>1

(sL,—1), sed(s,0)=(s',—1)ei=1

Intuitivamente, neste caso, o simbolo da fita da configuracao classica de M é criado
com as informagcoes do simbolo da fita lido por M’ e o indice do estado classico de
M’. Com isso, consegue-se fazer as transigoes entre os simbolos de h(c), e, quando
se chegou a uma das extremidades desta cadeia, passa-se para o préximo simbolo da
cadeia original.

A definicao de ¢’ para os valores nao definidos anteriormente podera ser arbitraria,
dado que, por construgao, os estados classicos nunca chegarao em tal configuracao.

Por construcgao, temos que M’ estara na configuracao formada pelo estado cldssico
s;, estado quantico |¢) sobre a i-ésima posigao da fita ao computador sobre w com
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a mesma probabilidade de que M estd na posicao |h(ws,...,w;_1)| + j da fita, no
estado s e estado quéantico [¢). Temos também que M’ estard sobre o marcador
esquerdo (direito) no estado classico s, (sq4) e o estado quantico é |¢)) com a mesma
probabilidade com que M estd no marcador esquerdo (direito), no estado cldssico
s e estado quantico [¢). Isso se d& pois as transigoes simulam o funcionamento de
M sobre h(w), ignorando os simbolos o tal que |h(o)| = 0, e realizando a transigao
entre os simbolos de h(o), para |h(o)| > 0, através dos indices nos estados de S4.
Portanto, para uma cadeia w € X7, a probabilidade de aceitagao é p,(h(w)).

Temos um caso patoldgico em que a cadeia de entrada é formada somente por
simbolos em que |h(co)| = 0, e, neste caso, o maior custo da computagao é encontrar
um elemento em que isso nao ocorre, com complexidade O(|w|). Se este nao for o
caso, a complexidade de tempo é igual a de M computando sobre h(w). Temos entao
que a complexidade da computacao de w por M’ é O(|w| + t(|h(w)])).

[

4.5 Computabilidade

Iremos, nesta se¢ao, apresentar de uma forma estruturada algumas linguagens recon-
hecidas pelo modelo 2QCFA. A organizacao da apresentacao dividira as linguagens
segundo a hierarquia classica. Ressaltamos que este estudo é original na literatura.

Iniciamos apresentando a relagao das linguagens regulares e das linguagens recon-
hecidas por 2QCFAs. Seguimos na Secao 4.5.2 apresentando linguagens de diversos
graus de dificuldade dentre as linguagens livres de contexto que sdo reconhecidas
por 2QCFAs. Finalmente na Secao 4.5.3 apresentamos 2QCFAs que reconhecem
linguagens nao livre de contexto. Assumiremos um conhecimento béasico prévio em
linguagens formais e automatos, sendo referéncias para tais assuntos os livros de
Hopcroft e Ullman [55] e Sipser [83].

4.5.1 Linguagens regulares

Nesta secao, iremos provar um teorema simples mostrando que todas as linguagens
regulares podem ser reconhecidas por um 2QCFA com erro nulo em tempo linear. A
ideia da prova ¢é simular o autémato deterministico que decide a linguagem, ignorando
os estados quénticos.
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Teorema 4.5.1. Se F' ¢ uma linguagem reqular, entao existe um 2QCFA M que
decide L com erro nulo em tempo linear.

Demonstracio. Seja D = (51,3, 01, So, F') um autémato deterministico que decide
L. Seja M = (Q,S5,%,0,6,(0), 50, Sace, Srej) um 2QCFA, tal que Q é um espago de
Hilbert bidimensional e

S = Sl U {Sacm S'rej}a
Sacc = {SCLCC} €
Srej = {Sfej}‘

Para todos estados classicos e simbolos do alfabeto da fita, o operador de evolugao
quantico © ird aplicar a identidade. Portanto, o operador de evolugao classico § nao
precisara ser definido apds medicoes . Apos a aplicagao de operagdes unitarias, d se
comportarda da seguinte forma:

(s,+1), seo =1

5(s.0) = (01(s,0),+1), sece X
(Sace, 0), seoc=1es€eF
(Srej, 0), sec=%1es¢F.

Por construcao, os estados quanticos nao interferem na computacao de uma cadeia
por M. Pode ser demonstrado facilmente que D estara sobre a i-ésima posicao da
cadeia de entrada no estado s se e somente se M estiver sobre a célula de posicao ¢
e no mesmo estado cléssico.

No final da computacao, se D aceita a entrada, M ira atingir { em um estado
classico de F'. Neste caso, ¢ ira transitar para um estado de aceitagao. Caso contrario,
M ira atingir I em um estado que nao pertence a F' e § transitara para um estado
de rejeicao. Portanto M aceita a entrada se e somente se D também a aceitar.

Como podemos ver, as transi¢oes que nao movem a cabeca de leitura para a
direita sdo aquelas que fazem uma transicio para o estado de parada. Portanto,
necessitam de |w| + 2 passos para M aceitar ou rejeitar a entrada. ]
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4.5.2 Linguagens livre de contexto

Nesta se¢ao, serao estudados 2QCFAs que reconhecem Linguagens Livres de Con-
texto (LLCs) de distintas dificuldades. Comegaremos apresentando uma LLC de-
terministica que é reconhecida com erro unilateral pelo modelo 2QCFA em tempo
polinomial. Seguimos mostrando duas LLCs nao-deterministicas e ndo-ambiguas que
sao reconhecidas pelo modelo. Na tltima se¢ao, mostramos um 2QCFA que recon-
hece uma LLC ambigua.

2QCFAs e Linguagens Livres de Contexto Deterministicas

Sao exemplos destas linguagens a linguagem de cadeias em que o nimero de simbolos
a é igual ao nimero de simbolos b, a linguagem zcy, tal que x,y € {a,b}* e |z| =
ly| [80], dentre outras. Entretanto, a técnica utilizada em tais provas é a técnica
originalmente proposta por Ambainis e Watrous [11] para demostrar que a LLC
deterministica L = {a"b"|n > 0} ¢é reconhecida pelo modelo 2QCFA com erro
unilateral arbitrario. Iremos agora apresentar tal 2QCFA.

A ideia geral do 2QCFA é, primeiramente, verificar se a cadeia de entrada esta
na forma a*b*. Apo0s isso, faz-se uma varredura pela cadeia, efetuando rotacoes em
um qubit para cada simbolo da entrada. Para cada a, faz-se a rotacdo de /27 e,
para cada b, faz-se a rotacdo de —v/2m. A Figura 4.1 ilustra essas rotacoes.

E facil perceber que para cadeias na linguagem, ao final da varredura o qubit
estard no estado original. Pode-se também limitar a amplitude do estado final para
cadeias que nao estao na linguagem. Entretanto essa probabilidade pode ser pequena
e, por isso, serd necessario um procedimento para amplifica-la.

Comecaremos provando a probabilidade que o Procedimento de Aceitacao de-
scrito na Figura 4.2 decide pela aceitacao, terminando assim a execugao do autéomato.
Entao, provaremos o Teorema 4.5.5, mostrando a corretude do 2QCFA apresentado
na Figura 4.3 para decidir a linguagem L_.

Lema 4.5.2. O procedimento descrito na Figura 4.2 retorna 1 com probabilidade

1
R (nt1)2 "

Demonstracao. A primeira parte do Laco em questao nada mais é do que uma in-
stdncia do Problema do Jogador [41] onde um dos jogadores comega com 1 moeda

e o outro jogador comeca com n = ¢ + j moedas. Por resultados classicos de Pro-

cessos Estocdsticos [41], temos que a probabilidade de chegar em T é de g ea
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SPa @

Y

(a) Estado inicial do sis-

tema
(b) Estado quantico apés
computar “a”
1) 1)
‘\ 0) N 0y
(c) Estado quantico apds (d) Estado quéntico apds
computar “aa” computar “aab”

Figura 4.1: Exemplo da evolucao de estados quanticos ao computar a cadeia “aab”
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probabilidade de chegar em I ¢é de n%rl Como o processo é repetido duas vezes, a
1

probabilidade de terminar as duas vezes em I é de R

Ja na segunda parte do lago, a probabilidade de que nenhuma moeda resulte em

“cara” é de 2% Portanto, este procedimento retorna 1 com probabilidade m O

Input: Entrada w = a't’ e k > 0

1 repeat

2 Mova a cabeca de leitura para o primeiro a ;

3 while simbolo atual da fita nao for  ou I do

4 Jogue uma moeda ;

5 if resultado da moeda for “cara” then

6 ‘ Mova a cabeca de leitura para a direita ;
7 else

8 ‘ Mova a cabeca de leitura para a esquerda;
9 end

10 end

11 until duas vezes;
12 if nas duas vezes 1 foi atingido then

13 Jogue k moedas ;
14 if nenhuma moeda for “cara” then return 1
15 end

16 return 0;

Figura 4.2: Procedimento de Aceitacao para reconhecer L_

Antes de provar o principal teorema, iremos provar um lema auxiliar envolvendo
algumas identidades trigonométricas.

Lema 4.5.3 (Adaptado de Lema 6 de Ambainis e Watrous [11]). Para i,j € N,
1 # j, temos que
1
) . .
sin® v2(t — > .
V2T 2 5

Demonstracao. Seja k o valor inteiro mais préximo de \/§(z — j), € vamos assumir
k < v/2(i — j), sendo o outro caso simétrico. Temos que k? < 2(i — )%, e como k e
2(i — j) sdo ntmeros inteiros, segue que

E*4+1<2(i —j)% ouseja k < /2(i — j)? — 1.
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Input: Entrada w e erro 0 < € < %

1 Prepare o estado quéntico |g) no estado |0) ;

2 k<< 1—|loge] ;

3 U, + R\/ﬁﬂ_ ;

a4 Uy« R*\/ﬁﬂ' ;

5 Verifique classicamente se w € a*b* e rejeite se nao for ;
6 while verdadeiro do

7 Mova a cabeca de entrada para o primeiro a ;

8 while simbolo atual o nao é 1 do

9 Aplique a operacgao U, no estado quantico ;

10 Mova a cabeca de leitura para a direita ;

11 end

12 Mega o estado quantico ;

13 if resultado for |1) then Rejeite ;

14 if Procedimento de Aceitacao retornar 1 then Aceite ;

15 end

Figura 4.3: 2QCFA M que reconhece L_

Dado que
(V2(i—j)=\/2(i = ) = D(V2(i =) +/2(0 = j)* = 1) = 2(i—j)* =2(i—j)* +1 = 1,
temos

1 1

V2(i—j)—k > V2(i—j) /20— j)2 — 1 = V3l )2 r e 1 2vali— )

Como k é o inteiro mais préximo de v/2(i — j), temos que k € [0, 2

,5), €, neste

intervalo, sin wx > 2x. Portanto
sin? v2(i — j)m = sin® (V2(i — j) — k)
> (2(V2(i — j) — k))?
9 2
- (M(z‘ - j))
1

2(i — j)*

Vv
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Agora, iremos provar que a linguagem L_ pode ser reconhecida por um 2QCFA
com erro unilateral € e tempo polinomial.

cosa —si
Definicao 4.5.4. Seja R, o operador unitdrio ( ) « ma )
sina cosa

Teorema 4.5.5 (Lemas 6 ¢ 7 de Ambainis e Watrous [11]). O 2QCFA M descrito
na Figura 4.3 reconhece a linguagem L— = {a"b"|n > 0} com erro unilateral e,

1
0<e<y,

em tempo O(|w|*), onde w é a cadeia de entrada.

Demonstra¢io. Como a linguagem {a*b*} é uma linguagem regular, pelo Teorema
4.5.1, temos que o passo 5 pode ser implementado por um 2QCFA com erro nulo e
tempo linear. Portanto, se a cadeia nao tiver o formato a‘b’, a cadeia é rejeitada.
Podemos, entao, assumir que a cadeia de entrada possui tal formato.

Para cadeias w € L_, é facil verificar que a composi¢ao das operagdes unitarias
do passo 9 é equivalente a aplicacao do operador identidade, dado que para cada
rotacdo de v/2m, haverd uma rotacdo de —+/2m para compensa-la. Neste caso, a
medigao realizada no passo 12 nunca resultard em |1), logo a entrada nunca sera
rejeitada. Pelo Lema 4.5.2, o procedimento de aceitacao no passo 14 retorna 1 com
probabilidade m, portanto o nimero de execugoes esperados do lago principal
é de O(Jw]?).

Agora iremos verificar o resultado para cadeias w ¢ L_. Apds executar um
niimero i de rotacdes por V27 e j rotacdes por v/2m, o estado quintico ao final da
varredura é

cos v2(i — 7)m|0) + sin V2(i — j)7|1),
sendo a probabilidade de rejeicdo no passo 13 de sin? v/2(i — j)m. Pelo Lema 4.5.3,
temos que essa probabilidade é de pelo menos ﬁ

Portanto, a cada iteragdo, para ¢ # j, a entrada é rejeitada na linha 12 com

probabilidade p, > ﬁ e, pelo Lema 4.5.2, a entrada é aceita no passo 14 com

probabilidade p, = 2,9(”1“)2 < 2(i+;+1)2.
Ao repetir indefinidamente, temos que a probabilidade de rejeicao é:
S-pppe P s o 0 L
k>0 ' ¢ ' pa+pr_papr pa+pr %“'% I+e

Além disso, temos que o o numero esperado de itera¢oes no lago principal tem
como limitante superior o nimero de execugoes até que a cadeia seja aceita, que é
O(|w|?), como visto anteriormente.
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Como, o tempo de execucao do Procedimento de Aceitacdo é O(|w|?), temos que
o 2QCFA para em tempo esperado O(|wl?). O

Nota 4.5.6. E fdcil perceber que se alterarmos U, = R 5. e Uy = Ry 3., pode-se
provar com os mesmos argumentos que a linguagem LY = {a*"b"|n > 0}, para um
k €N fizo, é decidivel pelo modelo 2QCFA.

Nota 4.5.7. Usando os Teoremas 4.4.5 e 4.5.5, pode-se provar facilmente que as
linguagens {a™b"c*|n > 0} e {a*b"c"|n > 0} sao decidiveis por algum 2QCFA.

2QCFAs e Linguagens Livres de Contexto nao-deterministica e nao-ambiguas

Nesta secao, iremos mostrar dois resultados envolvendo LLCs nao-deterministicas e
nao-ambiguas que sao reconhecidas pelo modelo 2QCFA com erro unilateral. Mos-
traremos primeiramente que a linguagem {a™0"|n > 0} U {a®*"0"|n > 0} ¢é decidida
em tempo polinomial e em seguida que a linguagem dos palindromos sobre o alfabeto
{a, b} é reconhecida em tempo exponencial.

A linguagem {a"b"|n > 0} U {a®"b"|n > 0}

Usando o resultado da sec¢ao anterior, juntamente como Corolario 4.4.4, vamos provar
que a linguagem L = {a"0"|n > 0} U {a**b"|n > 0} é reconhecida por um 2QCFA
com erro unilateral arbitrario em tempo polinomial 4.

Teorema 4.5.8. A linguagem {a™b"|n > 1} U {a®*"0"|n > 1} pode ser reconhecida
pelo modelo 2QCFA com erro unilateral d em tempo polinomial, para algum 0 < 6 < %
arbitrario.

Demonstragio. Seja e = 1—+/1 — §. Pelo Teorema 4.5.5 e Nota 4.5.6, temos que exis-
tem os 2QCFAs M, e M, que reconhecem as linguagens {a"b"|n > 0} e {a®*"0"|n > 0},
respectivamente, em tempo polinomial e com erro unilateral e.

Portanto, a partir de M; e M; e pelo Lema 4.4.3, temos que existe um 2QCFA
que reconhece a linguagem {a"b"|n > 0} U {a®*"0"|n > 0} em tempo polinomial e
com erro unilateral 2e — €2 = 6. O

40 exemplo 4.11 de Reghizzi [79] mostra que {a™b"|n > 0} U {a®"b"|n > 0} é uma LLC
nao-deterministica e ndo-ambigua.
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Palindromos

Seja Ly = {x|x € {a,b}* e x = 27} a linguagem dos palindromos sobre o alfabeto

{a, b},

Apresentaremos agora o resultado de Ambainis e Watrous [11] que mostra que
Lyq ¢ reconhecida por um 2QCFA em tempo exponencial. Iniciaremos definindo
duas matrizes que farao parte do 2QCFA para reconhecer L,,;.

Definicao 4.5.9. Sejam

4 30 4 0 3
A= -3 4 0 | eB= 0 5 0
0 05 -3 0 4

Enunciaremos um lema proposto por Ambainis e Watrous [11], envolvendo a
multiplicacdo das matrizes da Definicao 4.5.9. A prova deste lema serd apresentada
no Apéndice D.

Lema 4.5.10. Sejau =Y, .Y, ' X,.. X, (
para algum valor de j, entdo uj + u3 > 257",

OO

), tal que X;,Y; € {A, B}. Se X; #Y;

Input: Entrada w e k> 0
1 f+0;
2 while simbolo atual o # 1 do
3 Simule k jogadas de moeda if alguma moeda for “cara” then f < 1;
4 Mova a cabeca de leitura para a esquerda ;
5 end
6 return f ;

Figura 4.4: Procedimento de aceitagao para palindromos

Iremos agora mostrar a probabilidade de aceitacao resultante do procedimento
demonstrado na Figura 4.4.

Lema 4.5.11. O procedimento de aceitacdo descrito na Figura 4.4 retorna 0 com
probabilidade 2% 1)

® O exemplo 4.12 de Reghizzi [79] mostra que L,q, ¢ uma LLC nao-deterministica e ndo-ambigua.
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Demonstracao. O procedimento de aceitagao retorna 0 quando as k moedas jogadas

de todos simbolos da entrada resultam em “cara”, o que ocorre com probabilidade
2—k(n+1). 0

Input: Entrada w e erro 0 < € < %
1 Prepare um estado quantico em C* em |0) ;

4 _3
5 5
2 U, % % 0 |;
0 0 1
4 3
5 U -3
sUy«<~ | 01 0 :
3 o 4
5 5

4 k < max{log 25, —loge} ;
5 while verdadeiro do

6 while simbolo atual 0 # 1 do

7 Aplique U, no estado quantico ;

8 Mova a cabeca de leitura para a direita ;

9 end

10 Mova a cabeca de leitura para o primeiro simbolo da cadeia de entrada;
11 while simbolo atual 0 # 1 do

12 Aplique U;! no estado quantico ;

13 Mova a cabeca de leitura para a direita ;

14 end

15 Mega o estado quantico e rejeite se for |1) ou |2) ;
16 Se Procedimento de aceitacio retornar 1, aceite;
17 end

Figura 4.5: 2QCFA para decidir Ly,

Finalmente mostraremos o 2QCFA que aceita L.

Teorema 4.5.12. O 20 CFA mostrado na Figura 4.5 reconhece a linguagem Ly,
com erro unilateral 0 < € < % arbitrdario, e para apds tempo esperado exponencial em
relagcdo ao tamanho da entrada.

Demonstracao. Para cadeias w € L,q, a aplicacao dos operadores unitarios nas
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linhas 7 e 12 resulta em
Uiy Ui, Up UL H|0)
= Up,...Uw, Uy ..U, 0)
= Uy Us,  JUL Y UL 0)

Wn41"
= Uy U, Uy UL HO)
- le Uu_;11|0>
= 1/0)
=0)

onde a primeira igualdade vem do fato de que por ser palindromo, w; = w,_;;1.

Pelo Lema 4.5.11, a probabilidade de aceitacio em cada iteracao serd de 2-%(n+1),
portanto o nimero esperado de iteracoes é de 28 +1),

Para instancias negativas, pelo Lema 4.5.10, temos que a sequéncia de operagoes
resultando em Uy, ...U,, U, ..U, 0) resultard em um estado ap|0) + an|1) + ao|2),
com ay, g, a3 € R e a? + a3 > 257", Portanto, a probabilidade p, com que o passo
15 rejeita ¢ de pelo menos 257 ". Pelo Lema 4.5.11, o procedimento de aceitagdo no
passo 16 ird aceitar com probabilidade p, = 27%"+1) Portanto, a probabilidade com
que a cadeia sera rejeitada, tomando k > max {log 25, —log e}, é de

Dr

(1 - pr)j(l - pa)jpr = > 1—e
jg) Dr +pa — PaPr

Temos que o nimero esperado de iteragoes do lago principal serda no méaximo
min {257, 2¢(+D} = 957,

dado que é esperado que apds esse numero de passos, a cadeia de entrada seja re-
jeitada. O

2QCFAs e Linguagens Livres de Contexto inerentemente ambiguas

Nesta subsec@ao, mostraremos que o modelos 2QCFA reconhece também algumas
LLC inerentemente ambiguas, uma das classes de LL.Cs mais dificeis de reconhecer.
Mostraremos que a linguagem L, = {a't/cF|i = j ou j = k} pode ser reconhecida

em tempo polinomial e com erro unilateral arbitrario ©.

¢ Em Sipser [83] podemos ver que a linguagem L;j; ¢ uma LLC inerentemente ambigua.
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Teorema 4.5.13. A linguagem L;jj, € reconhecida por um 2QCFA com erro unilateral
6 em tempo O(|w|*), onde w € a cadeia de entrada e 0 < § < 1.

Demonstra¢io. Como descrito na Nota 4.5.7 as linguagens L; = {a"b"c*|n > 0} e
Ly = {a*b"c"|n > 0} podem ser reconhecidas com erro unilateral € = 1 — /1§
pelo modelo 2QCFA em tempo esperado O(|w|*). Dado que L;j; = Ly U Lo, pelo
Teorema 4.4.3, temos que L;;;, é reconhecida por um 2QCFA com erro unilateral ¢,
em tempo esperado O(|w|?). O

4.5.3 Linguagens nao livres de contexto

Iremos mostrar agora duas linguagens nao livres de contexto (LNLC) que sao re-
conhecidas por 2QCFAs. Iniciaremos apresentando o 2QCFA para a linguagem
{a™"c"|n > 0} que é reconhecida em tempo polinomial e erro unilateral e, em
seguida mostraremos que a linguagem L., = {wcw|w € a,b"} pode ser reconhecida
com erro unilateral e tempo exponencial.

A linguagem a"b"c"
Mostraremos nesta segao, um 2QCFA que reconhece a LNLC L,, = {a"b"c"|n > 0}7.

Teorema 4.5.14. A linguagem L,, é reconhecida por um 2QCFA com erro unilateral
& em tempo O(|w|*), onde w € a cadeia de entrada e 0 < § < L.

Demonstragio. Como descrito na Nota 4.5.7, as linguagens L; = {a"b"c*|n > 0} e
Ly = {a*b"c"In > 0} s@o decidiveis pelo modelo 2QCFA com erro unilateral e =
1 —+/1-0 e em tempo O(Jw|*). Dado que L, = L; N Ly, pelo Teorema 4.4.1,
sabemos que L, é reconhecida por um 2QCFA com erro unilateral 6 em tempo
esperado O(|wl|?). O

A linguagem wcw

Iremos agora mostrar um 2QCFA que reconhece com erro unilateral a linguagem nao
LLC Lyew = {wew|w € {a,b}*} em tempo exponencial. A ideia geral do 2QCFA
¢é similar & do 2QCFA apresentado para reconhecer a linguagem dos palindromos,
descrito na Figura 4.5.

7 O exemplo 6.1 de Hopcroft e Ullman [55] mostra que L, ndo é livre de contexto.
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Teorema 4.5.15 (Secdo 4 de Zheng, Qiu e Li [81]). Eziste um 2QCFA M que
1

5, € com nimero esperado

reconhece a linguagem L., com erro unilateral e, 0 < € <
de passos exponencial no tamanho da entrada.

Ideia da prova. Primeiramente M ira rejeitar se a cadeia de entrada nao estiver na
forma xcy, z,y € {a,b}*, o que pode ser feito em tempo linear e com erro nulo pelo
Teorema 4.5.1.

Se a cadeia de entrada nao for rejeitada na primeira etapa, M percorrerd a cadeia
x aplicando a transformagao U, sobre um estado quantico inicial |0), e entdo percor-

rerd y na diregao inversa aplicando U, ! para cada simbolo ¢, sendo

4 3 4 3
5 —5 U 5 U -5

U, = % % 0 eU=| 0 1 0 [, como definido na Figura 4.5.
0 0 1 20 2

Como visto no Teorema 4.5.12, se x = y apds percorrer x e y o estado quantico
estard sempre em |0) e, se x # ¥y, o estado quantico nao estard em |0) com probabil-
idade pelo menos 257", Portanto uma medicao é feita e se for |1) ou |2), a cadeia é
rejeitada. Sendo, o procedimento para aceitacdo descrito na Figura 4.4 é executado
e se nao retornar 1, recomeca-se o processo. L[]

4.6 Linguagens nao reconhecidas por 2QCFAs

Um dos aspectos em que o estudo de 2QCFAs ainda encontra-se mais primitivo é
a caracterizacao de linguagens que nao podem ser reconhecidas por tais modelos.
Nos modelos unidirecionais, Moore e Crutchfield [73] apresentaram um Lema do
Bombeamento para MO-1QFAs e Kondacs e Watrous [66] mostraram uma linguagem
regular que nao pode ser reconhecida por MM-1QFAs.

Entretanto, existem algumas linguagens sobre as quais conjectura-se que nao
possam ser reconhecidas pelo modelo com erro unilateral, tal como a linguagem
L. = {a'¥’]i < j} e algumas de suas variacoes®. Outro exemplo de linguagem que
acredita-se nao poder ser reconhecida ¢é a linguagem de parénteses balanceados.

Nesta se¢do iremos apresentar a prova de um resultado parcial envolvendo o

8Se L. fosse reconhecida, entdo as linguagens Ly = {a’b’|i > j} e Ly = {a'V’|i # j} também
o seriam.
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reconhecimento da linguagem L. por um 1QCFA ° com erro unilateral e. Este
resultado foi provado originalmente por Yakaryilmaz e Say[92], porém em uma forma
indireta. Aqui, apresentaremos uma nova prova, original, que usa apenas conceitos
do modelo em que estamos trabalhando.

Primeiramente, iremos provar um lema sobre matrizes unitarias.

Lema 4.6.1. Para todas as matrizes unitarias U e qualquer valor de € > 0, existe
um valor k e uma matriz J, tal que U* = I + €J e os autovalores de J tem norma
no maximo 1.

Demonstracao. Seja m a dimensao do espaco em que a operacao linear U opera.
Como U é uma matriz unitaria, ela pode ser diagonalizada. Sejam P e D as matrizes
que diagonalizam U, ou seja U = PDP~!. Temos que P é uma matriz cujas colunas
sao autovetores normalizados de U e D é uma matriz diagonal onde Dj; = e*i* é o
autovalor de norma 1 associado ao j-ésimo autovetor de U, para 1 < 7 < m. Temos
também que U$ = PDSP~1,

Vamos procurar um k tal que |e*i? — 1| < e. Para isso, vamos particionar o plano
complexo em N = [2{1 partes. Sejam w; = {ewi teR,I<t<Il+1} as partigoes,
0<Il< N. Seja p?; o nimero da particio na qual o valor e*¥i? esté, para 0 < j < m.

Dado que o niimero de configuracdes possiveis para (pi, ..., pi*) é no miximo N™,
existem valores distintos de ky e kg, 1 < ky < ky < N™, para os quais p;, = pj, para
todo 0 < j < m. Neste caso, para k = ky — k1, temos que i’ € {627111” te(—1,1)}.
Dado que a corda entre dois pontos é menor que o arco correspondente, temos que
|eheit — 1] < 2T =,

Seja entdo J' = 1(D* — I). Os autovalores de J sdo

1 Wt
A; = E(ek 70— ].),

cujas normas sao menores que 1. Como temos que D* = I +¢J', temos U* = I +¢J,
para J = PJ'P~!. Além disso, temos que os autovalores de J e J’ sdo iguais. m

Agora, provaremos um lema que auxiliard nos casos mais gerais que veremos a
seguir.

90 modelo 1QCFA difere do 2QCFA por ser unidirecional, permitindo que a cabeca de leitura
se movimente somente para a direita
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Lema 4.6.2. Se O(q1,0) = O(qq,0) € U(Q), para todo o € ¥ e todo q1,q € Q,
entdo o modelo 1QCFA ndo pode reconhecer a linguagem L. = {a'V|i < j} com erro
unilateral €.

Demonstracao. Assumindo que © é independente do estado classico, sejam A e B as
transformacoes unitarias quando a e b estdo sob a cabeca de leitura, respectivamente.
Se w = a'l?, o estado quintico apés computar toda a cadeira serd B’ A¥0....0).

Temos, pelo Lema 4.6.1, existe um valor de k£ e uma matriz J tal que o maior
autovalor de J tem norma no maximo 1 e B¥ = I + §.J, para § = £. Vamos agora
examinar as cadeias w; = a'b™** ¢ > 0,1 > 0. Para i > 0, a cadeia w; deve ser
aceita com probabilidade 1, e para ¢ = 0 a cadeia deve ser aceita com probabilidade
no maximo 1 — e.

Sendo II, o projetor do subespacgo de aceitagao, temos que a probabilidade da
cadeia w ser aceita é

LU A o) [P < 1 — e,

e, portanto
LU Algo)|| < 1.

Por outro lado, a probabilidade de que w; ser aceita é
IL.U*U Al go) ||
2
(1 + 8.7)U" A'|go) |
2
= |0 Allgo) + 01, TU" Allgo),

< |0 Algo) | + 2|l Algo)| {0110 TU Allgo)| + [|oT1T U A go)

I

<1-— e—i—2H5HaleAl|C_I0>H + HéHGJUZAl]qO>
<1l—€e+20+90

I

. N 2e n €
= — € —_— —
3 9
<1,
contradizendo o fato que a cadeia w; é aceita com probabilidade 1. O

Entao se o 1QCFA néao fizer nenhuma medigao até que chegue ao marcador da
direita, ele ndo conseguira reconhecer a linguagem.
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Lema 4.6.3. Se O(q,0) € U(Q), para todo o € ¥ e todo q € Q, entdo nenhum
1QCFA consegue reconhecer a linguagem L. = {a'V’|i < j} com erro unilateral €.

Demonstracao. Se nenhuma medicao ¢ feita até que a cabeca de leitura chegue no
marcador da direita, como o nimero de estados classicos é finito, para uma cadeia de
entrada grande o suficiente, haverd um ciclo de operadores quanticos aplicados com
periodo 7, apds s passos inciais. Usando o mesmo argumento do Lema 4.6.2, nao ha
possibilidade de que cadeias w; = {a®b*™*"| i > 0} para algum k associado ao erro
€, sejam aceitas ou rejeitadas com a probabilidade correta. O

Agora, mostraremos que a realizacdo das medigoes nao ajuda a reconhecer a
linguagem L_.

Lema 4.6.4. Se um 1QCFA faz uma medigcdo antes de processar toda a entrada, ele
nao conseque reconhecer a linguagem L. com erro unilateral €.

Demonstracio. Se mais de uma medicao é feita durante a computacdo da cadeia
de entrada, é facil verificar que a sub-cadeia entre as medi¢oes é ignorada na com-
putacao, sendo impossivel distinguir cadeias em L. de cadeias que nao estao na
linguagem.

Se somente uma medicao é feita, toda computacao apds essa medicao é descar-
tada, dado que o modelo agird como um automato finito deterministico. Pelo
Lema 4.6.3 e o fato de que L. nao é regular, concluimos que um 1QCFA com essas
caracteristicas nao conseguira reconhecer a linguagem. O

Finalmente, destes lemas auxiliares, temos o resultado geral.
Teorema 4.6.5. Nenhum 1QCFA reconhece a linguagem L. = {a'b|i < j}.

Demonstracao. Diretos dos Lemas 4.6.2, 4.6.3 e 4.6.4. O

4.7 Conclusoes

Neste capitulo, procuramos apresentar os resultados mais notaveis envolvendo o mod-
elo 2QCFA. Acreditamos que este modelo tenha uma importante caracteristica, dada
sua implementagao ser mais viavel, pois os estados classicos possuem ainda um papel
relevante dentro da computacdo, além do fato de que a maioria dos 2QCFAs vistos
utilizam poucos qubits para guardar os estados quanticos necessarios.
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As linguagens reconhecidas por 2QCFAs sao fechadas pela maioria das principais
operagoes com conjuntos, sendo isso importante para a composicao entre 2QCFAs
levando ao reconhecimento de novas linguagens, como nos Teoremas 4.5.13 e 4.5.14.
Acreditamos que problemas em aberto importantes com relagao a este modelo é saber
se o conjunto das linguagens reconhecidas com erro unilateral limitado é fechado por
complemento e para o caso mais geral de concatenacao, sem restricao nos alfabetos
das linguagens.

Sobre as linguagens reconheciveis pelo modelo de 2QCFA com erro unilateral,
foram mostrados 2QCFAs que aceitam linguagens das principais subclasses das lin-
guagens decidiveis.

Entretanto, ainda estd em aberto a relacao exata entre essas classes de lingua-
gens. O resultado parcial mostrado na Se¢do 4.6 nao é definitivo para mostrar que o
conjunto das LLCs nao esta contido nas linguagens reconhecidas por 2QCFAs. Mas
¢ um passo importante, dado que exclui uma técnica utilizada por outros autématos,
que consiste em repetir varias vezes o movimento de um 1QCFA, através de uma
varredura, para amplificar a probabilidade de acerto. A Figura 4.6 esquematiza a
relacao esperada entre as classes de linguagens aqui abordadas.

Figura 4.6: Hierarquia esperada das linguagens reconhecidas por erro unilateral por
2QCFAs

Um outro topico importante que nao foi abordado neste capitulo é sobre a de-
cidibilidade de problemas relacionados a 2QCFAs. Por exemplo dado um 2QCFA, é
decidivel se a linguagem reconhecida por ele é vazia? Alguns autores estudaram tais
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problemas para outros modelos. Amano e Iwama [9] mostraram que é indecidivel
se um MM-1,5QFA !0 aceita alguma cadeia, sendo este resultado extensivel para
o modelo de 2QCFA. Blondel, Jeandel, Koiran e Portier [27] também estudaram
estes problemas para outros modelos de autématos quanticos com probabilidade de
aceitagao fixa. Entretanto, ainda estao em aberto outros problemas para esta classe,
tais como a igualdade do conjunto de linguagens reconhecidos por dois 2QCFAs
distintos.

190 modelo MM-1,5QFA é um modelo intermediario entre MM-1QFA e MM-2QFA






Capitulo 5

QMA e Completude Perfeita

Dado o carater probabilistico da Mecanica Quantica, a definicdo da classe QMA
permite com que o algoritmo verificador responda incorretamente com uma pequena
probabilidade. Baseando-se em resultados classicos, como a do andlogo probabilistico
MA, pode-se perguntar se podemos atingir a completude perfeita para a classe QMA,
isto ¢, se é possivel que o algoritmo verificador possua um erro unilateral, respondendo
corretamente para instancias positivas.

Neste capitulo, apresentaremos dois resultados parciais envolvendo a questao
QMA vs. QMA,. O primeiro mostra que relativizando, isto é, fornecendo um oraculo
U, temos QMAY € QMAY. O segundo resultado mostra que, dados recursos adi-
cionais para o algoritmo verificador, conseguimos computar todas as linguagens em
QMA com completude perfeita. Como veremos, apesar desses recursos adicionais
serem de tamanho constante, a constante ¢ muito grande, sendo a utilidade do re-
sultado apenas tedrica.

5.1 Introducao

Vimos, no Capitulo 3, que na Teoria de Complexidade Quéantica, as classes NP e MA
foram generalizadas para o novo modelo computacional quantico, resultando na classe
QMA. Como as classes MA e QMA apresentam resultados inerentemente probabilis-
ticos, suas definicbes permitem uma margem de erro para o algoritmo verificador,
usualmente % Porém, basta uma repeticao paralela do protocolo um ntimero polino-
mial de vezes para reduzir o erro exponencialmente, em ambos os casos. Deseja-se,

95
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entao, saber se é possivel atingir erro 0 sem perder o poder computacional.

Para o caso da robustez 0, isto é, o algoritmo verificador nunca falha para in-
stancias negativas, sabe-se que a classe MA pode ser reduzida para a classe NP.
Entretanto, suspeita-se que todo algoritmo probabilistico pode ser desaleatorizado,
resultando em MA = NP, neste caso a classe MA estaria trivialmente fechada para
esta propriedade.

Ja para a classe QMA, Kobayashi, Matsumoto e Yamakami [65] provaram uma
outra caracterizacao da classe NQP, qual seja

NQP = [J QMA(f1),

f:Z—(0,1]

relacionando as duas versao da classe NP através da robustez 0.

Ja para completude perfeita, temos classicamente que MA = MA; [96] [46]. Esta
prova depende do carater classico do algoritmo verificador probabilistico, possibili-
tando argumentos combinatérios. Para classes de complexidade quanticas, inicial-
mente foi provado que a classe QIP é fechada por completude perfeita, sendo uma
das implicagoes do Teorema de Kitaev-Watrous [63]. O passo principal para atingir a
completude perfeita é adicionar uma rodada de comunicacao em que o Verificador en-
via seus qubits para o Provador, que podera, entao, aplicar operacoes que convencam
o Verificador a aceitar instancias positivas.

Mais recentemente, também foi provado que a classe QCMA ¢é fechada sob a com-
pletude perfeita [58]. Neste caso, uma base universal selecionada para os circuitos
quanticos, aliada com o fato de que o certificado é classico, implica que a probabil-
idade de aceitacao é racional e tem descricao polinomial em relagao ao tamanho da
entrada. Neste caso, o Provador consegue enviar de maneira eficiente este valor para
o Verificador, que é utilizado para atingir a completude perfeita.

Entretanto, para a classe QMA, o fato de ser ou nao fechada pela completude
perfeita ainda é um problema em aberto. Apresentaremos, neste capitulo, dois re-
sultados parciais acerca deste tema.

Primeiramente, apresentaremos o resultado de que, relativizando por um conjunto
de ordculos U, QMAY # QMAY. Este resultado foi provado por Aaronson [1] e
implica que qualquer método que almeje QMA = QMA,, deve ultrapassar a barreira
da relativizacao.

Em seguida, apresentaremos um resultado que mostra que dados alguns recursos
adicionais, consegue-se decidir todas as linguagens em QMA com a caracteristica da
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completude perfeita. Comegaremos com o resultado provado por Kobayashi, Le Gall
e Nishimura (KLGN) [64] de que se o Provador e Verificador compartilharem um
numero constante de pares EPR a priori, é possivel atingir a completude perfeita
com um novo protocolo baseado no primeiro. Em seguida, mostraremos uma alter-
acao do protocolo de KLGN em que, ao invés de termos um nimero constante de
pares EPR, temos uma rodada de tamanho constante de mensagens classicas. Este
ultimo resultado foi desenvolvido pelo candidato durante seu estagio no Laboratoire
d’Informatique Algorithmique: Fondements et Applications, CNRS, Université Paris
VII, sob supervisao de lordanis Kerenidis e Jamie Sikora.

5.2 Separacao por oraculo

Iremos, nesta secdo apresentar o resultado de Aaronson que prova a existéncia de
um oraculo U, tal que QMAY # QMAY [1].

A demonstracao deste fato utiliza alguns resultados de cédlculo analitico, que
serao expostos inicialmente. Segue, entao, a demonstracao do teorema que prova a
separacao relativizada.

5.2.1 Funcoes analiticas

Iremos agora definir os conceitos necessarios para a prova de que existe um oraculo

que separa QMA e QMA,, bem como enunciaremos alguns resultados que serdo tteis

mais tarde. As provas destes resultados fogem do escopo deste trabalho.
Comecaremos com a definicdo de expansoes de Taylor.

Definicao 5.2.1. A expansao de Taylor de uma funcao infinitamente diferencidvel
f(x) e definida no intervalo aberto (a —r,a + 1), ao redor do ponto a, é

f"(a)

n!

(.I' - a)n)
n>0

onde f™(a) é a n-ésima derivada da funcio f no ponto a.

Vamos agora definir o conceito de fun¢des analitica reais. Intuitivamente, estas
sao as fungoes que podem ser localmente expandidas em séries de Taylor.
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Definicao 5.2.2. Uma funcao f : R — R € chamada de analitica real se para todo
xo € R, a expansao de Taylor sobre xy converge e é igual a f(z) numa vizinhanga de
Zg.

Exemplos de fungoes analiticas reais sdo polindmios e fungoes trigonométricas.
Além disso, sabe-se que a soma, multiplicacdo e composicao de fungoes analiticas
reais resultam também em fungoes analiticas reais.

Agora serd apresentado um Teorema de Alekseevsky, Kriegl, Losik e Michor
(AKLM) [7] referente a polindmios cujos coeficientes sao dados por fungoes analiticas
reais e suas raizes.

Teorema 5.2.3 (Teorema 5.1 de AKLM [7]). Seja o polinémio
po(x) = bo(0) + by (0)x + by(0)2* + ...b(0) ya™,

com o parametro 0 € R e com todas as raizes reais. Se todos os coeficiente b;(6),
0 <1 < N, forem fungoes analiticas reais de 6, entao existem fungoes analiticas reais
Ai: R =R, 0<i< N, tais que N\;(6) € o conjunto de raizes de py(x), para todo
0 € R.

Finalmente, apresentaremos um teorema que caracteriza fun¢oes analiticas reais
constantes.

Teorema 5.2.4. Seja f: R — R uma funcao analitica real. Se existe um intervalo
aberto (z,y) C R no qual f é constante, entao f é constante.

5.2.2 QMAY #£ QMAY

Iremos nesta secio apresentar a prova de que existe um oraculo U tal que QMAY

cosf —sinf

QMAI{’. A ideia geral da prova envolve oraculos da forma Uy = <sin0 Py, ), tal que

0 =0oul<@# <2 O problema, entao, serd decidir em qual caso nos encontramos,
sendo 1 < # < 2 o caso positivo.

Mostraremos que, permitindo erro bilateral, é possivel responder corretamente
com alta probabilidade. Basta realizar as consultas e realizar medigoes, aceitando
caso alguma das mediges resulte em |[1). Entretanto, se 1 < 6 < 2, com uma
pequena probabilidade, podemos ter como resultado da medicao somente |0), e neste
caso, nao é possivel diferenciar do caso 6 = 0.

Comecgaremos com um fato relacionando a complexidade de consulta, probabili-
dade maxima de aceitacao e autovalores.
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Lema 5.2.5. Seja V' um algoritmo verificador quantico que tem como entrada um
certificado |)e faz T consultas a um ordculo quantico descrito por uma matriz
unitdria U. Seja a(U) a probabilidade mdzima em que VY aceita a cadeia de entrada,
dentre todos os possiveis certificados. Entao existe uma matriz compleza E(U) de
dimensdo 2% x 29 tal que

1. Cada elemento de E(U) é um polinomio sobre os elementos de U de grau no
mazimo 2T;

2. E(U) é Hermitiana para todo U;
3. a(U) ¢é igual ao maior autovalor de E(U), para todo U.

Demonstragio. Seja a(U, [1)) a probabilidade de aceitagdo do verificador V' com o
ordculo U e certificado [1). Sejam os vetores {|v;)| 0 < i < 29}, ndo necessariamente
normalizados, considerando o ordculo U e tal que

(U, 1)) = (i)

Por resultados de limitantes inferiores na complexidade de consulta quantica [21],
cada elemento de |v;) deve que ser um polinémio sobre os elementos de U, de grau no
maximo 7', dado que, inicialmente, temos um polinémio de grau 0 e a cada consulta
ao oraculo, o grau deste polindomio aumenta em no maximo 1.

Seja E = Y, |v;){v;|. Temos entdao que £ é uma matriz 29 x 29 hermitiana e seus
elementos sdo polindmios de grau no méximo 27". Temos também que a(U, |¢)) =
(Y| E|Y), o que implica em

a(U) = q&xa(U, V) = m@xwwm

que ¢é justamente o maior autovalor de E. O
Passamos agora para a prova do teorema principal.
Teorema 5.2.6. Existe um ordculo U tal que QMA%’ # QMAY.

~ : : __ [ cosf —sinf :
Demonstragdo. Seja 6 um valor real e seja Uy = ( e o d ) Vamos assumir que nos

¢é prometido # = 0 ou 1 < 0 < 2, e, permitido o acesso a um oraculo Uy, queremos
descobrir qual dos casos se apresenta, dado que 1 < 0 < 2 ¢é a instancia positiva.



100 Capitulo 5. QMA e Completude Perfeita

Primeiramente, podemos ver que este problema estd em BQPY . dado que um al-
goritmo quantico, sem nenhuma ajuda do certificado, pode-se fazer acesso ao oraculo
dando como entrada o estado |0) e realizar a medi¢ao apds o oraculo véarias vezes. Se
em alguma das medigdes o resultado foi |1), significa que 1 < 0 < 2. Caso contrério,
com alta probabilidade, # = 0. Como BQP C QMA, temos que o problema também
estd em QMAY?.

Seja V' o circuito do algoritmo verificador, T' o niimero de consultas que V' faz ao
oraculo Uy, @ o tamanho do certificado e a(f) o valor maximo de aceitagao dentre
todos os possiveis certificados. Pelo Lema 5.2.5, existe uma matriz complexa E(0)
de dimensdao N x N, para N = 29, tal que

1. Cada elemento de E(f) ¢ um polindmio de grau no maximo 27" sobre cosf e
sin 0;

2. E(0) é Hermitiana para todo 6 € R;
3. a(f) é igual ao maior autovalor de E(#), para todo 6 € R.

Sejam \;(#), 1 <i < N, os autovalores de E(6). Entao os valores de \;(6) sdo as
raizes do polinémio caracteristico de E(f), parametrizado por 6, de grau N:

po(z) = bo(0) + b1 (0)z + ... + by (0)z™.

Cada coeficiente b;(6) é um polindémio sobre os elementos de E(f) de grau no
méximo N, e portanto pelo item (1), cada coeficiente é um polinémio sobre cosf e
sinf de grau no maximo 27'N. Pelo item (2), todos os valores de \;() sao reais e
portanto todos os b;(#) também o sdo. Juntando esses dois itens, temos que cada
b;(6) é uma funcao analitica real de 0, e, pelo Teorema 5.2.3 temos que \;(0) também
sao fungdes analiticas reais, para 0 < i < N.

Pelo item (3), a probabilidade de aceitacao a(f) de V, maximizada por todos
os possiveis certificados, é igual ao maior autovalor A;(#). Se V for um circuito
verificador em QMA,, temos a(0) < 5 e a(f) = 1, para todo 1 < # < 2. Como N ¢
finito, isso implica que existe um i € {1, ...,29} tal que );(0) < % mas \;(f) = 1 para
todo 6 € (1,2). Entretanto, pelo Teorema 5.2.4, isto contradiz o fato de que \;(9)
é analitica real, dado que se \;(f) é constante para um intervalo aberto, a funcao
deveria ser constante. Portanto existe uma escolha de # tal que V nao resolve o
problema corretamente, dado U = U(f) como oraculo. [
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5.3 QMA e pares EPR

Nesta secao, serda apresentado um resultado de Kobayashi, Le Gall e Nishimura
(KLGN) [64] em que é mostrado que, se o Provador e o Verificador compartilharem
pares EPR antes do inicio do protocolo, é possivel atingir a completude perfeita.

Definicdo 5.3.1. A classe QMAYEPE ¢ formada pelas linguagens para as quais existe
um protocolo QMA em que o Provador e o Verificador compartilharam k pares EPR
antes da execucdo do protocolo.

Iniciaremos apresentando uma representacao alternativa de canais quanticos,
chamadas de representacao de Choi-Jamiotkowski, que permitira a simulacao de tais
canais. Seguiremos apresentando alguns procedimentos basicos que serdo utilizados
na prova do teorema principal, que em seguida serd demonstrado.

Ressaltamos que os resultados desta secao sao baseados nos lemas do artigo orig-
inal de KLGN [64].

5.3.1 Simulando canais quanticos com estados

Mostraremos agora resultados independentes de Choi [30] e Jamiotkowski [57], que
descrevem uma das varias formas de representacao de canais quanticos, os quais
sao generalizagoes dos operadores quanticos unitarios. Esta representacao utilizara
estados quanticos, e sera util pois permitira a simulacao de um operador quantico
arbitrario a partir seu estado de Choi-Jamiotkowski.

Em nosso caso, precisaremos simular uma familia bem especifica de operacoes
unitarias

Wp = b P \/2_9 )
NN

onde p € Rep € [0, 1]. Estamos especificamente interessados nos casos em que p nao
¢ eficientemente computédvel pois, neste caso, aplicar W, diretamente ¢ uma tarefa

computacionalmente dificil. Neste caso, temos que o estado de Choi-Jamiotkowski

relativo a W, |J(W),)), é
[J(Wp)) = VI —=pl®7) + /p[¥T),

onde |®7) = %(|OO> —]11)) e |¥F) = %(|01> +|10)) s@o os estados de Bell apresen-
tados na Defini¢ao 2.2.5.
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Mostraremos agora como simular a aplicacao de W), a partir de uma cépia de |J(W,)),
permitindo uma probabilidade constante de falha.

Lema 5.3.2. A simulagio de W, por J(W,), descrita na Figura 5.1, resulta no
estado Wy|q1) com probabilidade i ou falha com probabilidade %.

Demonstracio. Antes da medicao, o estado do sistema é

@0+ H)(/T=F10) + V)
S19) (av/T=510) + ay/p1) +by/Bl0) — by T=[1))
197 ) (ayT=pl0) + ay/Bl1) — by/Bl0) + by/T—p|1))
194 (ay/Bl0) — ay/T=p|1) + byT=pl0) + by/plL)
197 (ay/Bl0) — ay/T=pl1) — byT = pl0) — by/pIL)).

Se aplicarmos uma medi¢ao na base de Bell sobre os dois primeiros qubits, o
resultado sera |®1) com probabilidade i, e neste caso o valor do terceiro qubit sera

_|vi-p P a | _
/T34 00 + avm- W= = | VP VP .

Com probabilidade 2 temos como resultado da medi¢ao [®7), [UF) ou [¥~),
resultando uma falha na simulacao. m

Simulando sobre o estado |0)

O resultado apresentado no Lema 5.3.2 mostra como simular W, sobre um qubit em
um estado arbitrario. Mostraremos agora como melhorar o resultado quando o qubit
estd no estado |0), obtendo probabilidade de sucesso 1.

Lema 5.3.3. A simulagao de W, a partir de J(W,) sobre |0), apresentada na
Figura 5.2, retorna o valor W,|0).

Demonstragio. Apds aplicar a transformacao 1" sobre |J(W,)), o sistema estard no
estado:

T1J(Wg)) = V1 =pl00) + /p[10) = (V1 =p|0) + v/p[1)) ©[0),
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Input: qubits [q1), [g2), |gs) . tal que:
1) = al0) +b]1) e [¢2)]g3) = |J(W})) = V1 —p|®7) + /p|¥™),

onde p € [0,1] ea,be C
Meca |g1)|g2) na base de Bell ;
if resultado é |®*) then
| Retorne |g3)
else
‘ Retorne “falha”
end

[= I B N U

Figura 5.1: Procedimento para simular W), a partir de |J(W,))

e descartando o segundo qubit, temos

VI=pl0) + v/Bl1) = W;[0).

Input:
[J(Wy)) = VI =p|®7) + /pl¥),
com p € [0, 1]
1 Aplique a operacao

T:|®7) —]00),|¥~) — |01), [&F) — |10), |[®T) — |11)

sobre [J(W,)) ;

2 Retorne o primeiro qubit ;

Figura 5.2: Simulando W, com |J(W,)) sobre |0)

5.3.2 Procedimentos basicos

Nesta subsecao, serao descritos os componentes basicos utilizados para provar que a
classe QMA esta contida em QMAlePR. Primeiramente, sera apresentado o Proced-
imento de Reflexao, que irda amplificar a probabilidade de aceitacao das cadeias da
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linguagem dadas algumas premissas, atingindo completude perfeita. Iremos demon-
strar também como simular o funcionamento do Procedimento de Reflexao, dado que
executd-lo de maneira exata é computacionalmente dificil para o Verificador.

Procedimento de Reflexao

Nesta subsecao, iremos considerar protocolos QMA que possuem a propriedade de
que todas as cadeias da linguagem sao aceitas com probabilidade maxima exatamente
% e que cadeias que nao estao na linguagem sao aceitas com probabilidade no maximo
2-roly(lzl) - Para esses protocolos serd possivel amplificar a probabilidade de aceitacao
para instancias positivas, atingindo completude perfeita.

A ideia principal do Procedimento de Reflexdo foi proposta por Watrous [91] no
contexto de Sistemas Interativos de Prova Quanticos de Conhecimento Zero. Kempe,
Kobayashi, Matsumoto e Vidick [60] foram os primeiros a utilizar esta ideia de modo
a atingir completude perfeita em Sistemas Interativos de Prova Quanticos com Multi-
plos Provadores. Finalmente, KLGN utilizaram a estratégia para atingir completude
perfeita na simulacdo de protocolos QMA em QMANFPR [64].

Considerando o protocolo QMA original, denotamos por II;,;; o operador de pro-
jecdo para o subespaco correspondente a seus estados iniciais validos, ou seja, um
certificado |¢) e qubits auxiliares |0); denotamos por V, seu circuito verificador e por
[T, 0 operador de projecao para o subespago de aceitagao do protocolo original.

Como provado por Marriott e Watrous|70], todos os autovetores |¢;) de

Mx = Hz’m‘t ‘/;ET Hacc‘/x Hinit

associados aos autovalores \; sao estados iniciais validos para o protocolo QMA que
tem V,, como verificador, pois

1 1
Him’t’¢j> = yHinith‘¢j> = )\*Mx|¢1> = |¢g>
J J

Além disso, temos que o autovalor \; é exatamente a probabilidade de aceitagao do
protocolo quando o estado inicial é |¢;):

)‘j = <¢J‘M$‘¢]> = HHacchHinithmz'

Iremos agora demonstrar como o Procedimento de Reflexao atua sobre essa
familia especial de protocolos QMA.
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Input: Estado quéntico |¢)

Verifique se estado esta em Il;,;; e rejeitar se nao estiver ;
Aplique V, ;

Aplique a operacao I — 2I1,.. ;

Aplique VI ;

Rejeite se estado estiver em II;,; ;

Gk W N -

Figura 5.3: Procedimento de Reflexao

Lema 5.3.4. Seja |¢;) um autovetor de M, correspondente ao autovalor \;. Se uti-
lizamos |¢;) como entrada para o Procedimento de Reflexdo, descrito na Figura 5.3,
este ird rejeitar com probabilidade (1 — 2);)?.

Demonstracao. A projecao do sistema apds o passo 4 sobre o subespaco das config-
uragoes iniciais validas é

Hznlt‘/;r([ - 2Hacc)vx‘¢j> - Hznzt‘d(I - 2Hacc>va'mit|¢j>
= ‘¢]> - 2HinitVJHacchHinit|¢j>

= |p;) — 2M,|d;)
= [¢;) — 2A;]9;)
= (1 —2)))|e;).

Portanto, a probabilidade de rejeigao apds a medicdao no passo 5 é de (1—2X;)%. O

Corolario 5.3.5. Sejam x uma instancia positiva e |¢*) o autovetor de M, corre-
spondente ao maior autovalor \* = % Se utilizarmos |¢*) como entrada do Procedi-
mento de Reflexdo, o procedimento ird aceitar com probabilidade 1.

Lema 5.3.6. Se x for uma instancia negativa, entado o Procedimento de Reflexdo ird
aceitar com probabilidade no mdzimo 2,2,

Demonstragio. Seja |[1)) uma entrada para o Procedimento de Reflexdo e [¢)) =
Z;l:l a;|¢;) sua decomposicdo espectral em relacao aos autovetores de M,. Temos
que a projecao do sistema apds o passo 4 sobre o subespaco de configuragoes iniciais
validas é
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Hzmt‘/gj(] - 2Hacc>v;6|¢>
= Z oszimtVJ(I - 2Hacc>vm|¢j>

= ZO‘J Aj)|di),

onde a ultima igualdade vem do Lema 5.3.4.
Usando o fato de que z é uma instancia negativa, sabemos que o maior autovalor
de M, é no méaximo 27P°%(#D) Portanto, a probabilidade de rejeicdo no passo 5 é no

minimo
ZI%\ (1—2))) > (1 - 27h) Z\a i
_ (1 _ 9= poly(\x|)+1)
> 1 — 2 poly()+2
—1— 2—poly(\w|)7
onde \; sao os autovalores associados aos autovetores |¢;). O

Simulacao do Procedimento de Reflexao

Na se¢ao anterior, descrevemos o Procedimento de Reflexao para protocolos com a
propriedade muito restrita de que todas as instancias positivas possuem probabili-
dade de aceitacdo maxima exatamente igual a % Nesta sec¢ao, iremos apresentar como
obter esta propriedade com auxilio de informacio extra fornecida pelo Provador.

Apresentamos também um procedimento que, dado o certificado original do pro-
tocolo QMA, gera um novo qubit ndo-emaranhado com o sistema e cujas amplitudes
estao relacionadas a probabilidade de aceitacao do protocolo original.

Terminamos apresentando a simulacao do Procedimento de Reflexdao usando os
dois elementos anteriores.

Probabilidade de aceitagcado maxima % para instancias positivas Iremos,

nesta sec¢ao, descrever um método que demonstra como obter, com auxilio do Provador,
probabilidade maxima de aceitacao exatamente % para instancias positivas.

Se conseguissemos computar de modo eficiente a probabilidade de aceitacao max-
ima p, para cada instancia positiva x, seria possivel jogar uma moeda com proba-
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bilidade ¢, = 2%1 de se obter |1) e o Verificador aceitaria se e somente se o proto-
colo original aceitasse e o resultado da moeda fosse |1). Neste caso, é facil notar
que a probabilidade de aceitagdo maxima para instancias positivas seria exatamente
Dale = % e a robustez nao aumentaria.

Porém, na maioria dos casos, computar p, é invidvel. E neste contexto que
podemos utilizar os estados de Choi-Jamiotkowski para simular a operacao da moeda

W — Vl_QI \/q_m
- NN el

através do método descrito na Figura 5.1.
Ao realizarmos a simulacao da moeda em paralelo ao protocolo original, pelo
1

Lema 5.3.2, temos a probabilidade de sucesso ; e, neste caso, a operagao do Verifi-

cador ¢ equivalente a V] =V, ® W, e com projecao II/ .. = Il,.. ® [1)(1|. Segue-se,
entao, que a probabilidade de aceitagao maxima para instancias positivas é exata-

mente %, condicionada no sucesso na simulagao.

Procedimento de Destilagdo Para provar robustez do protocolo QMAII"EPR, sera
necessario que a prova original do protocolo QMA nao esteja emaranhada com os
registradores que contém as copias do estado de Choi-Jamiotkowski utilizados na sim-
ulacao de W,, . Entretanto, um Provador desonesto pode enviar esses registradores
emaranhados. Para resolver esse problema, KLGN[64] utilizou um procedimento
baseado em resultados de Marriott ¢ Watrous[70], chamado Procedimento de Desti-
lacao. No final deste procedimento, teremos, com uma determinada probabilidade
de sucesso, um qubit nao-emaranhado cujas amplitudes codificam a probabilidade
de aceitacao no protocolo original, e este qubit sera utilizado no Procedimento de
Reflexao no lugar do certificado original e do circuito V.

Definigao 5.3.7. Sejam p, € [0,1] ep = ﬁ. O estado |x,) € definido como
Pz —4Px

) !
X =

Nota 5.3.8. Pode-se ver facilmente que ao aplicarmos T" sobre o estado |x,)|0),
onde T' € a fungdo definida na Figura 5.2, obtemos |J(W),)).

(1 =p2)[0) + pz|1)) = VI = pl0) + v/p[1).
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Input: Registrador £
Crie um qubit R no estado |0);
Aplique V, sobre F ;
Aplique I1,.; ® I + I .. ® X sobre (E, R) ;
Aplique VI sobre E ;
if Se E for projetado sobre 11;,;; then
‘ Retorne (E, R) ;
else
‘ Retorne “falha”;
end

© 00 N o ok W N =

Figura 5.4: Procedimento de Destilacao

Lema 5.3.9. Quando passamos como entrada o autovetor |¢;) de M, associado ao
maior autovalor \;, que € a probabilidade mdzima de aceitagao p,, o Procedimento
de Destilagao, descrito na Figura 5.4, resulta no estado

95) ® [Xp)
com probabilidade 2)\? —2)\; + 1, ou falha, caso contrdrio.

Demonstracao. Se projetarmos o estado apds o passo 4 sobre o subespaco de estados
iniciais validos, temos que

(Hinit‘/;gnrej‘/a:ﬂinit|¢j>) ® |0> + (Hinitwﬂacc%ninit|¢j>) ® |1>
= (1= X)|¢;) @10) + Ajle;) @ [1)
= [0;) @ (1 = A)[0) + A[1)).

Portanto, temos que a probabilidade de sucesso do procedimento é
e neste caso, temos como resultado

1650 @ [xp)-
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Simulando o Procedimento de Reflexdo Usando duas copias do resultado

|xp) do Procedimento de Destilagao e duas cépias do estado de Choi-Jamiotkowski

|J(W,)) para pg = 3, a Figura 5.5 descreve como simular o Procedimento de Re-

flexdo. A simulagao de W), ¢ feita a partir do estado |J(W,)) que, como visto na
Nota 5.3.8, pode ser obtido a partir de |x,).

Input: Duas cépias de |x,) e duas copias de |J(W,))

1 Simule a aplicagao de W, ® W, sobre |00);
2 Aplique T —2|11)(11] ;
Simule a aplicacao W, ® W, e se alguma das simulacoes falharem, retorne
“falha” ;
Meca os qubits ;
if resultado for |00) then

‘ Rejeite ;
else

‘ Aceite ;
end

w

© 000 N O ok

Figura 5.5: Simulacao do Procedimento de Reflexao

Lema 5.3.10. Se o estado |x,)** @ |J(W,))®? for fornecido como entrada para a

1

simulagdo do Procedimento de Reflexao, onde p,q € [0,1] e pg = 3, o teste ird falhar

com probabilidade % ou aceitar com probabilidade i.

Demonstragao. Seja U = W, @ W,. Se ambas simulacoes no passo 3 forem realizadas
1

T6» entao o estado do sistema antes da

com sucesso, o que ocorre com probabilidade
medicao sera

|00)(00|UT(I — |11)(11])U(|00)) = |00){00|UTT7]00) — 2|00)(00|UT|11)(11|U|00)
= 100) — 2[[[11){11]U00)[*]00)
_ |00y — 2;\0())
=0,

portanto, a probabilidade de rejeicdo neste caso é 0, quando a simulagao é bem
sucedida. O
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Lema 5.3.11. Se [0)** @ |J(W,))®? for fornecido como entrada da simulagio do
Procedimento de Reflexdio, para todo q € [0, 1], o procedimento ird rejeitar com prob-
abilidade %.

Demonstragio. Seja U = Wy ® W,. Se ambas simulagoes no passo 3 forem bem

1

16, entao o estado do sistema antes da

sucedidas, o que ocorre com probabilidade
medicao sera

Ut (I —|11){11])U|00) = UTU|00) — 2U|11)(11|U|00)
= [00) — 20 [11)(11[(0) ® [x4))

onde a tltima igualdade vem do fato que (]0)®|x,)) ndo esta no subespago gerado por
|11). Portanto, a probabilidade de medir |00) quando as simulagoes foram realizadas
com sucesso ¢ 1. O

5.3.3 Lemas técnicos

Iremos agora provar uma série de lemas relativos aos passos propostos por KLGN|[64]
realizados pelo Verificador para certificar que o Provador enviou de fato cépias de
um estado de Choi-Jamiotkowski associado a algum W, |J(W,)). Estes passos serao
todos utilizados na prova do Teorema 5.3.19.

Nesta secdo, para j € {1,...,n}, S; e S sdo espagos de Hilbert 2-dimensionais
complexos, W; C S; ® S} o subespago de S; @ S; gerado pelos vetores [®7) e [U™),
W =W; ® W, a composicao de dois destes subespacos, Il o operador de projecao
sobre W e D(W) o conjunto de estados mistos em W. Para uma matriz de densidade
p, denotamos por ||p|| sua norma de trago, que corresponde a TT(W ). Dados
dois estados cujas matrizes de densidade sdao p e o, a distancia de trago destes dois
estados, D(p, o), é igual a ||p—0o/|4, 0 que define uma métrica no espaco de matrizes
de densidade.

Simulacao de uma permutacao aleatéria

Veremos agora um processo de simulagao de permutagao aleatoria entre registradores
quanticos e suas consequéncias para o estado reduzido de alguns desses registradores.
Para provar este lema, utilizaremos um resultado conhecido como Teorema de De
Finetti, cuja prova esta fora do escopo deste trabalho.
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Teorema 5.3.12 (Teorema de De Finetti). Sejam n registradores quanticos Ry, ..., Ry,
cada um formado por k qubits, e seu estado p, invariante sob qualquer permutacdo
entre os registradores. Para todo m < n, seja também p,, o estado reduzido dos
registradores Ry, ..., Ry,. Existe um ¢ € N e um conjunto de estados {&;} de k qubits
e uma distribuicio de probabilidades {p;}, para 1 < j < ¢, tal que

22k+1m

n

j=1

Lema 5.3.13. Sejam N registradores de 2-qubits (S1,S1), ..., (Sn, Sy ), para qubits

Si, St no espaco S;, SI, respectivamente, e seja € € (0,1) uma constante. A Simulagao
de permutacao aleatoria, descrita na Figura 5.6, aplicada sobre esses N registradores
falha com probabilidade % e, se nao falhar, o estado parcial dos dois primeiros reg-

. c A . ;. 6
istradores tem distancia de tragco no mdximo % do estado
®2
> &
J

para algum conjunto {&;}.

Demonstracao. Dado que a simulacao falha somente quando ro = 1, a probabilidade
1

N.

Se o procedimento nao falha, o estado misto dos dois primeiros registradores é

de falha do procedimento é

igual ao estado misto que os dois registradores teriam caso uma permutacao aleatoria

tivesse sido realizada. Neste caso, utilizando o Teorema de De Finetti, temos que
. c LA . ;. 6

estes registradores tem distancia de traco no miximo % a

N
Z Mj€j®27
J

para algum conjunto de estados 2 € D(S; ® S| ® S; ® S}) com probabilidade
associada f;. O]

Subespaco dos estados

Iremos agora limitar as probabilidades com que um estado p = =; ,uj{:;@ nao esta no
subespago gerado pelos vetores {|®7), |¥T)}, quando estd préximo na distancia de
traco de uma mistura de estados mistos em D(W).
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Input: N registradores de 2 qubits Ry, ..., Ry

Escolha 71,79 € {1, ..., N} aleatoriamente de forma uniforme ;
Se ro = 1, retorne “falha” ;

Troque Ry e R, ;

Troque Ry e R, ;

W N =

Figura 5.6: Simulagao de uma permutacao aleatoria em registradores

Lema 5.3.14. Seja p =3, ,ujﬁfw um estado em S ® S @S, @S, tal que Trsigs;(p)
tem distancia de tragco no mdximo vy do estado (%I)‘X’Q‘ e e € (0,1) uma constante.

)

Neste caso, temos que um dos sequintes casos vale:

1. Se realizarmos wma projecio em p considerando os projetores {ILy, 1}, o
resultado estard em W+ com probabilidade pelo menos e.

2. O estado p possui distancia de trago no mdzimo /e de
®2
pl = Z M;glj )
J

para algum conjunto de p; € R e §F € DOW), e Trsips,(p') tem distancia de
trago no mdzimo y + /e de (31)%%.

Demonstragio. Se tivermos que Tr(Ilyyp) < 1 — € entdo, quando aplicamos a pro-
jecdo sobre {Ilyy, IT)y1 }, o resultado estard em W= com probabilidade pelo menos e,
satisfazendo o primeiro item.

Agora iremos demonstrar que se Tr(Il)yp) > 1 — €, entdo o segundo item serd
satisfeito. Especificamente, provaremos que p possui distancia de trago /€ do estado

2
o= uE”
J

onde
1

1
= Tr(IIwé:)u; -
TT(HW®2p) r(wg;) s e §J Tr

(TTwé&;)

para todos os valores de j. E fdcil verificar que p/ é um estado misto vélido, sendo
s € [0, 1] para todos os valores de j e 3-; u’; = 1. Além disso, temos que & € D(W).

15 Iwé;lhw
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Sejam S o espaco de Hilbert associado a p, [¢)) uma purificacao de p tal que [¢))
estd no espaco S® T, e [¢) = m(f{w@2 ® I)|1) a projegao normalizada
de [¢) sobre o subespago W.

Iniciaremos provando que |¢') é uma purificagao de p':

1

(T @ 1))

1
— 11 ®2T I ®2
ToTw Ty DTy
_ b e e
_TT(HW®2p)HW pILy
1

- - ) ) ®2
“ T S

1 1 22
= ; WTT(HW@)2NJ‘ (Wﬂwfgﬂw>

Trr ()W) = ||2T7"T((Hw®2 ® DY) (| ® 1))

= p,.
Segue que

D(p, p) < D(|0)(&], [/)(&]) = /1 — [(w]o) 2
= 1= [|(T® @ D)[e)] 2
= /1= Tr(y®p)
< e

Como D(Trsies;(p), A1) < 7 e D(Trs10s,(p) Trsies;(p) < D(p, '), pela
desigualdade triangular temos que D(Trs/gs;(p'), (%])®2) <+ 4/e O

Verificacao de estados puros

Agora faremos um teste que verifica se um estado que passou no teste anterior é uma
mistura de estados puros ou esta longe de o ser. Este teste é justamente o Swap test
apresentado na Secao 2.5.4.

Lema 5.3.15. Seja p = 3; ,u]ffw o valor de dois registradores quanticos de 2 qubits

(51,57, 52,55), tal que & € DOV) e D(Tr31®5§(p),(%])®2) < 7. Sejam também

d,¢ € (0,1) duas constantes. Neste caso, um dos sequintes casos vale:
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1. O Swap test entre (S1,57) e (S2,53) rejeita com probabilidade pelo menos 3ed.

2. p tem distancia de traco no maximo 2¢ + 9 de

p= Z/ﬁj(\%ﬂ%’)@z;

para algum conjunto |1;)(y;| € W e, neste caso, D(TTS@SQ(p’),(QI)@Q) <
v+ 2+ 0.

Demonstragio. Sejam S = {j : Tr(£5) > 1 — €} e u(S) = Xjeq ;. Para todo j € S,
temos que o autovalor principal \; de &;, associado ao autovetor [¢;) € W, é no
minimo 1 — €, portanto

& = Nl (sl + (1 = Aj)vy,
para algum v; € D).

€5 = [0 Wil = [IAj1905) (s | + (1 = Aj)vs — 1) sl ler = (1= Al [vj = [¥5) (5l

o que implica em
D(&, [y ;1) < (1= X)) D(vy, [05)(W5]) <1 = A; <e.

Se u(S) < 1—4, segundo o Teorema 2.5.6, o Swap test ird rejeitar com probabil-
idade pelo menos %eé , satisfazendo o primeiro caso.

Se u(S) > 1 — 4, iremos provar que p é 2¢ + ¢ distante do estado

N (s ()22
,O—M(S)ZMJ(WJ><¢JD )

JjeS

satisfazendo o segundo caso.

Vamos agora limitar a norma de trago entre os dois estados:
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Hp_letr: Z:u]£]®2 ZUJ |5 w]l)

]GS tr

IN

Z j€5%% — (Z 5 (1) (i ) + Zuj€j®2)

jes iZS

®2 ) D NMAYIER
+ (;M(Wﬂ(%‘) “‘%/Mfﬁ ) M(S)guy(l%ﬂw)

<> 1 Hfa@Z = 1) (a5 ™ tr
JjeS

tr

IS e (55) - 1) S s (1) ()

iZS jes

tr

< Z;Mj (lo®* -4 ® |¢j><¢j|Htr + |6 ® Iy (sl - |¢j><¢j|®2Hm~)
je

+ (1 —p(9)) 1= (S (S %Nﬁ]@z M( ;lh |1;) %D )
<2 il — [ Wil

jES

—u(S ® _ _
+ (1 —p(9)) 1_M( %Nﬂ@ M( ]ezsluj |¥5) %\) )

Portanto temos que a distancia de trago entre os dois estados é no minimo

) < 22:“] (& [3) ()

JES

1— (S 2
+ ( w(S))D ( — (S ;Njgj 7“( ]26;9#3 WJ @Z)Jl) )
<240

Pela desigualdade triangular, temos também que

1 ®2
D (Trsi&% ). (57) ) <4240,
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Estado de Choi-Jamiolkowski

Agora iremos utilizar o fato de que os primeiros qubits de cada registrador estao prox-

imos do estado misto total para provar que os registradores também estao proximos

a uma mistura de estados Choi-Jamiotkowski associados a algum operador W,,.
Inicialmente, iremos provar um lema auxiliar envolvendo distribui¢ées de proba-

bilidade.

Lema 5.3.16. Seja {p;} uma distribuicao de probabilidade e {c;} um conjunto de
niimeros reais tal que |c;| < 1. Se Yo pics <0, entdo Y pjle;| < 203

Demonstragdo. Seja A= {j: ¢} < 5%}. Temos que

JEA JEA JEA

Além disso, como

JEA JEA
segue que
> pjleil <> py <05,
JEA JEA
Portanto

> pilel < 203,
7
]

Iremos agora provar um limitante inferior da distancia dos primeiros qubits dos
registradores para o estado misto total.

Lema 5.3.17. Seja p = 3 p;(1§)(§)%%, para &) = a|@7) + B;e|UF) com
a;, B €R, o + 57 =1 eb; €[0,2m). Segue-se entdo que

1 \®2 ‘
D (TT51®S§<P), <2]) > > Zuja?ﬂ? sin? 6.
J
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Demonstracao. Podemos ver que
1€5) = ;| @7) + Be U T)
1 i
= ﬁ(%’(IOO) —[11)) + 85 (01) + [10)))

B ¢1§<<aj|o> B, 1)) @ [0) + ¢ (5,]0) — aye 1)) @ [1),

e, portanto, o estado reduzido de TT53®SQ(|§]->(§J~|®2) é

i((%m) + Bje[1)) ® (B;10) — aze™[1))

+ (B510) — a;e™™ (1)) @ (ay]0) + B¢ [1))
+ (0]0) + B;e" (1)) @ (]0) + ;e [1))
+(B510) — aze™ 1)) @ (8;]0) — aze™|1))),

S
=

cuja matriz de densidade ¢

1 —2i0; 8585 —2i;f;s; 4a2 ?sf
1| 2ia;f;s; 1 4050353 —QZaJB]s]
4| 2ia;Bis;  4afis 1 —2ic; B8, |
—4a3p3 s’ 220415]5] 2ic;3;8; 1

onde s; = sin6;.

Portanto temos que a matriz de diferenca entre Trggs; (p) € (51 %% 6

0 =203 pyaBsy =203 o Bys;  —4 %5 ks o 2 2

A:l 2izj,ujozjﬁjsj 0 43, [OLes a? ]2 ]2 =203 ,ujozjﬁjsj

4| 205, pjaifBys; A% ni050]s] 0 —20 35 hjoil;s;
=43 s fist 20y, ujajﬁjs] 2035 pjoBis; 0

Podemos calcular os autovalores de A a partir de seu polindémio caracteristico: — 3, p;a j 2 2

(com multiplicidade 2) e 3; p;of 3757 £ | 3; pja; 555
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Temos que

D (Trsg@as;(ﬂ)a @f)@ )
= JTrH(VATA)

1

2(22% 1B7s; + (Zﬂa 16757 + 22 i Bys
J

[ Jomse)

252 2 292 2
:Z,ujaj jsj—kmax{z,uj E J,Z,ujajﬁjsj}
J
< 22;@@?5?5?.
J

|

222

O

Finalmente iremos limitar a distancia do estado quantico para algum estado de
Choi-Jamiotkowski associado a algum operador Wj,.
Lema 5.3.18. Seja p = Y, 1;(|&)(&1)%2, para |&5) = a;|®7) + ;e |¥F) com
2
a;, B € R, 04?- +B]2 =1e6; €[0,2m) e tal que D <T7“SQ®S;(,0), (%_]>® ) < €. Entdo
existe um estado o= u;(|J(ij))(J(ij)|)®2 para algum q; € [0,1], e tal que
D(o,p) < (326)%.

Demonstragio. Para todo [£;), sejam

1) = a;|®7) + 3| W) = |J(W\/ﬁ—j)>7

o= p;ln;)(n;|*

J

Iremos provar agora que D(o, p) < < (32¢)3. Temos que

D(a,p) <3 1, DUENEZ2, Ins) (ny|22) zMw (14&; 1) 12)2.

J
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Como
(1€ l1m) 1*)? = (o +57¢)? = (o] +57 cos 0;)*+(57 sin 6;)%)* = (1—2a} 57 sin® 0;)*,
temos que
\/1 — (I€611n;)1?)? = 2] B; sin 9]"\/1 — 2037 sin® 0; < 2|a;B;sin 0y,

resultando em

D(o,p) <2 pjla;B;sinb;). (5.1)
J
Pelo Lema 5.3.17, temos que Y- ; p;053 37 sin® §; < §, e isso implica, pelo Lema 5.3.16,
que

1
. €\3
> wjla;B;sing;| < 2 (2) ’ (5.2)
-

Juntando as Equagoes 5.1 e 5.2, temos que

D(o,p) < 4 (;);’ = (32¢)5.

5.3.4 QMA C QMAKEPR

Nesta secao, apresentaremos como estender um protocolo QMA, assumindo pares
EPR compartilhados previamente pelos Provador e Verificador, de modo a atingir
completude perfeita. A ideia geral do protocolo é utilizar os passos expostos nos
lemas anteriores para garantir que temos dois estados de Choi-Jamiotkowski iguais
para algum W,. Informalmente, a ideia geral dos passos segue o seguinte roteiro:

1. Realizar a permutagao para garantir que o estado reduzido dos dois primeiros
registradores esta proximo de algum estado >; pj€?2;

2. Projetar sobre o espago gerado por |®7) e |UT), pois os estados |J(WV,)) sdo
uma combinacao destes estados;

3. Realizar o Swap test para garantir que o estado reduzido estd préximo de algum
estado na forma 3°; 11;|¥) (1)|*? e, utilizando o resultado do item 2, temos que
|1) estd no subespago gerado por |®7) e [UT);
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1 Verificador e Provador compartilham N pares EPR. Sejam Sy, ..., Sy os qubits
do Verificador e 57, ..., S os qubits do Provador ;

2 Provador:

3 Aplique W, em 57, ..., Sy, onde p, é a probabilidade maxima de aceitagdo no
protocolo original, p = 213%})% epg=3;

4 Envie para o Verificador o certificado original 6timo v do protocolo QMA e

1y S

5 Verificador:

6 Prepare trés qubits B, Ry, Ry no estado |0), além do registrador auxiliar A do
protocolo original;

7 Execute o Procedimento de destilagao em (R;, A, M),i € {1,2} e se algum dos
procedimentos falhar, aceite a entrada ;

8 Simule uma permutacio aleatéria entre os registradores (5;, S7) e aceite se a
simulagao falhar ;

9 Verifique se (51, 57) e (Ss, S5) estdao no subespago gerado por {|®~) e |[¥T)} e
rejeite se nao estiverem ;

10 Realize o Swap test entre (S1,S]) e (S2,.5%) e rejeite se o teste falhar ;

11 Simule o Procedimento de Reflexdo com (Ry, Re, S1, 57, S2,.55), aceitando se a
simulagao falhar;

12 Aceite ou rejeite conforme o resultado da Simulacdo do Procedimento de
Reflexao ;

Figura 5.7: Protocolo QMA*FPR, para uma linguagem em QMA

4. Utilizando o fato de que metade dos possiveis estados de Choi-Jamiotkowski
eram pares EPR, prova-se entdo que os estados [¢)) estdo préximos de algum
estado de Choi-Jamiotkowski.

Pode-se, entao utilizar o Procedimento de Reflexao, que tem garantia de aceitar
com probabilidade 1 instancias positivas e rejeitar com probabilidade constante in-
stancias negativas.

Teorema 5.3.19. Seja V' o Verificador de um protocolo QMA que reconhece a lin-
guagem L. O protocolo QMA*FFE descrito na Figura 5.7 reconhece L com completude
perfeita e robustez constante.

Demonstracao. Como descrito na Figura 5.7, para completude o certificado recebido
pelo Verificador consiste no autovetor do protocolo original que resulta em maxima
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probabilidade de aceitagdo p, e N cépias da metade do par EPR que estava com
P2

o Provador, e sobre os quais foram aplicadas o operador W,, onde p = TG —
T T

pq= 3.

No passo 7, ou o Procedimento de Destilacao falha, causando a aceitacdo, ou o

e

algoritmo Verificador ird continuar e os valores de Ry e Ry serao |y,).

Se o passo 8 nao aceitar, continuando o algoritmo, ndo havera nenhuma alteragao
no estado do sistema, dado que os registradores (.S;, S;) contém N cépias idénticas e
nao-emaranhadas de |J(W,)). Como estados de Choi-Jamiotkowski associados a W,
por defini¢do, estao no supespago gerado por |[®7) e |UT), concluimos que o passo 9
nao rejeitara a entrada.

Novamente pelo fato de (S1,.57) e (Ss, S%) possuirem duas copias idénticas e nao
emaranhadas de |J(W,)), o passo 10 também nao rejeitard a entrada.

Finalmente, pelo Lema 5.3.10, a Simulacao do Procedimento de reflexao ira
aceitar com probabilidade % dado a falha de simulagdo, caso contrario o procedi-
mento de Reflexao ird aceitar a entrada com probabilidade 1.

Para instancias negativas, temos que a probabilidade de aceitagdo p, do proto-
colo original é no méximo 277wz Pelo Lema 5.3.9, o procedimento de desti-
lagado do passo 7 ird falhar com probabilidade exponencialmente pequena, causando
a aceitacdo da entrada. Se o procedimento nao falhar, o estado dos registradores
(R1, Ry) tera distancia de trago exponencialmente pequena €; em relacao a \O)®2,
sendo que cada qubit R; e Ry nao estara emaranhado com nenhum outro sistema.

Seja po o estado dos registradores ((S1,57), ..., (Sn, Sy)) antes do passo 8. Pelo
Lema 5.3.13, a simulacao de permutacgao no passo 8 em p, falhara com probabilidade
%, causando aceitagdo. Com probabilidade 1 — %,
e (51,57, 92,55) estard a uma distancia de trago de no maximo % de um estado

a simulagdo é bem-sucedida,

quantico na forma

P1 = Zﬂj£§§27
J

para algum conjunto de &; € D(S; ® §] ® S; ® §5). Como originalmente tinhamos

®2 6
que Trey s (po) = (A1), temos agora que D(Trspas; (o). (31)%) < %,

Portanto, a probabilidade de entrar no passo 9 é exponencialmente perto de 1— %
Neste caso, para algum valor fixo €5 € (0,1), o Lema 5.3.14 diz que o passo 9 rejeitara
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com probabilidade pelo menos

26
N)
ou o estado dos pares de qubits (51,57, S2,.5%) estard a uma distdncia de trago no

(5.3)

€y —

) 26
maximo % + /€2 de um estado
o 1Q2
P2 = Z,ujgj ’
J

onde & € D(W) e W é o espago gerado pelos vetores |®7) e |[¥T). Temos que, neste
2 6
caso, D(Trsjesy(p2), (31)7) < % + Ver.
Dados €3,¢4 € (0,1) fixos, o Lema 5.3.15 diz que o passo 10 ird rejeitar com

probabilidade pelo menos
1 20
—€364 — — — /€9, 5.4
SN (5.4)
ou o valor dos pares de qubits (51,57, S2,55) estard a uma distancia de trago no

maximo % + /€2 + 2¢€3 + €4 do estado

p3 = Zm(|¢j><¢j|)®2

onde [1h;) = aj|®7) + ;6% | W) e D(Trgygs(p2), (31)%°) < 2+ \fe3 + 2e3 + e,
Ap6és o passo 10, pelo Lema 5.3.18, o valor dos pares de qubits (S1, 57, S2,.5%)
estard a uma distancia (32(% + /€2 + 2€e3 + ¢4))3 de algum estado

pa =2 il TV (W) )™,

para algum valor de ¢ € [0,1]. Portanto, o valor de (R, Rs, S, S}, Sa, S%) estard a
uma distdncia de no maximo €; + (32(% + /€2 + 2€3 + €4))? do estado

o =10)(0]** & pa.

Se o Procedimento de Reflexdo fosse aplicado sobre ¢ a probabilidade de rejeicao

seria de 1—16. Entretanto, como em cada passo consideramos uma distancia de trago

do estado ideal, e a distancia de trago é um limitante superior para a distancia
estatistica, temos que a probabilidade que a cadeia é rejeitada é de

1 26 26 %
E—El—ﬁ— 62—263—64—(32<N+\/€+263—|—64>> . (55)
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1
10 = . .
Tomando ey = %, €3 = €4 = 2¢5, N = 2?9 ¢ considerando o erro €; exponencial-

mente pequeno, baseados nas equagoes 5.3, 5.4 e 5.5 temos que se entrar no passo 8,
a probabilidade de rejeicao é ao menos

210 26
min ﬁ — ﬁ’

26 26 2°

1
1 26 25 22 26 25 22 3
> 97200,
Como o Algoritmo Verificador entra no passo 8 com probabilidade exponencial-

mente proxima de 1 — %, a probabilidade de rejeicao é pelo menos

2—205

]

Destacamos que em provas alternativas deste resultado [64] [75] atinge-se proba-
bilidade de rejei¢do minima maior. Porém, com nossa analise podemos ainda obter
o resultado principal que é a inclusao das classes de complexidade.

Teorema 5.3.20. QMA C QMA’f‘EPR.

Demonstracao. Direta do Teorema 5.3.19. O

5.3.5 QMA C QIP(g-poly, c-one, c-const)

Iremos agora demonstrar um protocolo baseado nas ideias propostas por KLGN[64].
Mas, ao invés do compartilhamento de pares EPR entre o Provador e o Verificador, o
novo protocolo usara duas mensagens classicas extras: o Verificador enviard um bit
classico para o Provador, que enviara de volta uma mensagem classica de tamanho
constante. Este resultado foi obtido no estagio feito pelo candidato em no Laboratoire
d’Informatique Algorithmique: Fondements et Applications, CNRS, Université Paris
VII, sob supervisao de lordanis Kerenidis e Jamie Sikora.
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A ideia geral do protocolo é que o Provador enviard, inicialmente, o certificado
original do protocolo QMA e 2N metades de pares EPR. Entao, o Verificador ira
jogar uma moeda e enviara esse resultado para o Provador. Se o resultado foi “cara”,
o Verificador testara se as supostas metades de pares EPR sao de fato metades de
pares EPR. Para isso, o Provador ird fazer o teleporte quantico dos pares EPR e o
Verificador ird confirma-los. Se o resultado da moeda for “coroa”; o Provador aplicara
operacoes locais, transformando metade dos pares EPR compartilhados em estados
de Choi-Jamiotkowski associados a matriz W, para o valor de ¢ correto. O Provador
ira, entao, teleportar os estados de Choi-Jamiotkowski e o Verificador executara o
Algoritmo Verificador original de KLGN, descrito na segao anterior.

Para instancias positivas, nao ¢é dificil perceber que se o Provador seguir o proto-
colo, o Verificador ird aceitar com probabilidade 1.

Para instancias negativas, a ideia é que o Provador nao poderd enviar uma
primeira mensagem que passe com alta probabilidade no teste de EPR e no teste
de KLGN. Se o estado reduzido enviado pelo Provador estiver proximo do estado
completamente misto, o algoritmo verificador de KLGN ira rejeitar com alta proba-
bilidade. Se o estado reduzido dos qubits estiver longe do estado totalmente misto,
segundo a distancia de traco, a verificagdo dos pares EPR ira rejeitar a entrada com
alta probabilidade.

Descrevemos nosso protocolo na Figura 5.8 e iremos agora provar sua completude
e robustez.

Lema 5.3.21. O protocolo descrito na Figura 5.8 apresenta completude perfeita.

Demonstracao. Se o resultado da moeda for “cara”, o Provador nao aplicara nenhuma
operagao sobre suas metades dos pares EPR, entao o valor de (R;, S;, R.,S!) é

1
5(10000) + [0101) + [1010) + [1111))

1 1
= ——|®)(]00) + |11)) + —=|®7)(]00) — |11
3731%7)(000) + [11)) + 3517 100) — [11)
1 1
+ ——=[T)(]01) +]10)) + —=|T)(|01) — |10)).
S5O0 +110)) + =17 (01) — [10))
E f4cil verificar que ap6s a medicao do Provador e a operacio de correcio feita pelo
Verificador a partir do resultado da Medigao, (S;,S!) estard sempre com o valor

%(|OO) +(11)) = |®*). Portanto, o teste na linha 11 ird sempre aceitar.
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1 Provador:

[ BN L NV N

~

8 Aplique a corregao para cada S} de acordo com o valor de v;:
9 if |®*): then Aplique [ em S, if |®7): then Aplique Z em S; if |[¥T):

10

Prepare 2N pares EPR (R;, R}) e (S;,5]), 0 <i < N, e envie para o
Verificador o certificado 6timo do protocolo original [1), e os qubits R} e S ;
Verificador:

Jogue uma moeda aleatoriamente e envie o resultado para o Provador ;
Provador:

if “coroa” then Aplique W, a R;. Medir (R;, S;) na Base de Bell e envie os
resultados v;, classicamente, para o Verificador ;

Verificador:

then Aplique X em S! if |U7): then Aplique ZX em S/ ;
if “cara” then Teste se todos (R., S!) sdo |UT) e rejeite se algum deles nao for

(2 K3

if “coroa” then Execute o procedimento de Verificagao proposto por KLGN
com [¢) e (R}, 5))

(2 (2

Figura 5.8: Protocolo QIP,(g-poly, c-one, c-const) para QMA

Se o resultado da moeda for “coroa”, estao os valores de (R;, S;, R}, S}) apdés W,

7 7

ser aplicado a R! é
p i

VI

(0000) + ]0101) — |1010) — |1111))

\S“

(|1ooo> + |1101) 4 0010) + [0111))

[27) (VI = ql00) — 1 —q11) + /q/01) + /4[10))
(VI —=ql00) + VI —q|11) — \/q|01) + /q]10))
(VI —q|01) = vI—q[10) + /4/00) + /g|11))
(VI =ql|01) + VT = q[10) — \/g|00) + /q[11)).

M
+7|<1>
IW
+ vl

E facil verificar que apds a medicao feita pelo Provador e a correcio feita pelo Veri-
ficador, dado o resultado da medicao, os valor de (R}, S!) serd sempre /1 — ¢q|®~) +

(2 (2

Val¥) = |J(W,)) e o algoritmo verificador proposto em KLGN ird aceitar com

probabilidade 1, como demonstrado no Teorema 5.3.19. O
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Agora, iremos mostrar alguns lemas auxiliares para que seja possivel provar que
se as supostas metades de pares EPR enviadas pelo Provador na primeira mensagem
estiverem longe do estado totalmente misto, o teste de EPR ira rejeitar com alta
probabilidade.

Lema 5.3.22. Seja 045 um estado quantico de 2 qubits. Se Tr(|®PT)(DPT|oap) >
1 —¢, entio D(Trp(oap),3I) < Ve

Demonstragio. Seja |¢) uma purificacao de o45. Dado que |®*) é uma purificagao
de %[, temos
1
D(Trp(oap), 51) < D(oag, [97){7])

1
I(|2*){@*] @ I)|¢)]

<D (r¢>, (18 (3] ®f>|¢>)

1 2

= Jl - ‘W (@)@ @ D))
= /1= [[(|o+)(®+] ® I)|¢))]|?
= 1= Tr([o) (@ [oap)

< Ve

(|oF)(@*| @ I)¢)

]

Corolario 5.3.23. Se D(Trp(oag),5I) > e, entio Tr(|®T)(®t|oap) < 1 —¢,
para um valor de € € (0,1) fizo.

Provaremos agora a robustez do protocolo.

Lema 5.3.24. Para instancias negativas, a probabilidade mdzrima de aceitacao é
uma constante menor que 1.

Demonstragdo. As operagoes feitas pelo Verificador entre os passos 8 e 9 sdo equiv-
alentes a aplicar a seguinte porta controlada:

P0®]R;®I+P1®IR;®Z+P2®IR;®X+P3®IR;®ZX7

para algum conjunto de projetores { P;} atuando sobre o espago privado do Provador.
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Dado que nenhuma operagao atua sobre R., seu estado reduzido se mantém o
mesmo desde o inicio do protocolo, na primeira mensagem. Iremos, entdo, provar
que o teste de EPR ird rejeitar com probabilidade , para um valor v € (0,1) fixo,
ou todos os S; estao ,/7-proximos na distancia de trago do estado %I e, neste caso,
o algoritmo de verificacio de KLGN ira rejeitar a entrada com uma probabilidade
constante.

Seja 0% o estado reduzido de (R!,S!) apés a linha 9 e of = Trg(cf5). Se
D(oft, 1) > /7 para algum 4, pelo Coroldrio 5.3.23, temos que Tr(|®) (|0 /*) <
1 — v. Portanto se aplicarmos o teste EPR, ele irda falhar com probabilidade pelo
menos . Dado que o teste EPR ¢ aplicado com probabilidade %, o protocolo rejeita
neste caso com probabilidade pelo menos .

Se D(of, %] ) < /7 para todos os i, entdo podemos utilizar o resultado do al-
goritmo verificador de KLGN, propagando a distdncia de trago entre R) e %I na
Demonstracao do Teorema 5.3.19. Neste caso, a probabilidade de rejeicao estara

exponencialmente préoxima de

(- 3w
— — ] 1IMIin €y — —
N 2N

1 26
26364 N €2,

26 26
16_61_N_\/€_2_263—64_<32<W+N+\/6+263+64>>

Wl

para valores de €s, €3, €4,7 € (0, 1) fixos e € exponencialmente pequeno.
Escolhendo os valores adequados para as constantes, temos que a probabilidade
de rejeicio é pelo menos 27206, O

Portanto, vimos agora que é possivel atingir completude perfeita adicionando
uma rodada de comunicagao classica constante.

5.4 Conclusoes

Neste capitulo, estudamos a questao QMA vs. QMA, apresentando dois resultados
parciais.

|
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O primeiro resultado mostra uma separagao relativizada dessas classes. Se por um
lado, isso pode nao significar nada dado que classes que sao iguais em um contexto
nao relativizado, nao necessariamente sao iguais relativas a um oraculo. Em especial,
o resultado que mostramos utiliza um oraculo quantico e ainda nao se sabe se com
restricao a oraculos classicos, se a desigualdade permanece. Esta pergunta é uma
direcao natural para novas tentativas de solucionar este problema. O que se obtém,
entretanto, com este resultado parcial é que sabe-se que, para provar QMA = QMA,,
esta prova nao pode se relativizar, ou seja, a prova deve ser invalidada em algum
ponto ao colocarmos oraculos dentro de seu contexto.

O segundo resultado, apresenta um fato que, ao considerarmos recursos adi-
cionais, como um numero constante de pares EPR antes da execucao do protocolo
ou uma rodada de comunicacao classica constante, obtemos completude perfeita. O
resultado que apresentamos é teodrico, dado que a constante apresentada é de muito
alta o que torna o método ainda inviavel na pratica. Porém, para efeitos de notacao
assintotica, temos a inclusao das classes de complexidade.



Capitulo 6

Conclusoes

Vimos, neste trabalho, uma pequena lista de elementos da Computagao Quantica que
influenciam, de algum modo, tépicos em Teoria da Computacao. Hoje, esta lista con-
tém outros resultados muito importantes, inclusive que provam conjecturas abertas
ha décadas, porém que infelizmente nao tiveram espaco dentro deste trabalho.

Os primeiros resultados importantes da Computacao Quéntica, os Algoritmos
Quanticos que resolvem de maneira mais eficiente alguns problemas do que Algorit-
mos Classicos conhecidos até hoje, foram apresentados no Capitulo 3. Em especial,
apresentamos o Algoritmo de Shor, que fatora nimeros em tempo polinomial, en-
quanto qualquer Algoritmo Clédssico conhecido até hoje para o problema necessita
tempo exponencial.

Foi visto, no Capitulo 4, um modelo de Autdémato Finito que utiliza estados
quanticos e classicos para computar. Vimos que este modelo é mais poderoso que
Autdomatos Finitos Deterministicos, dado que reconhece inclusive algumas linguagens
nao livres de contexto. Porém, o poder exato deste modelo nao estda bem definido
e apresentamos um resultado parcial neste sentido. Ressaltamos que este capitulo
resulta de uma unificagdo da literatura e contém alguns resultados novos obtidos
durante o mestrado [48][49][50].

Finalmente, vimos, no Capitulo 5, resultados parciais acerca de uma questao
em aberto ha algum tempo em Complexidade Computacional Quantica envolvendo
a probabilidade de aceitagdo de instancias positivas em protocolos QMA, o anal-
ogo quantico da classe NP. Foi mostrado, inicialmente, a separacao relativizada das

classes QMA, cuja probabilidade de aceitagao de instancias positivas é convencionada

2

3, € QMA,, cuja probabilidade de aceitagao para instancias positivas deve ser 1, o
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que limita as possibilidades para provar que as duas classes sao iguais. Em seguida,
foi mostrado que com o recurso adicional de pares EPR compartilhados ou uma
rodada de comunicacao classica constante, conseguimos decidir todos os problemas
em QMA com probabilidade 1, neste novo modelo. Enfatizamos que o resultado
envolvendo uma rodada adicional de comunicacao classica foi obtido pelo candidato

durante seu mestrado.



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

Scott Aaronson. On perfect completeness for QMA. Quantum Information &
Computation, 9(1):81-89, 2009.

Scott Aaronson, Salman Beigi, Andrew Drucker, Bill Fefferman, and Peter W.
Shor. The Power of Unentanglement. FElectronic Colloguium on Computational
Complezity (ECCC), 15(051), 2008.

Leonard M. Adleman, Jonathan Demarrais, and Ming deh A. Huang. Quantum
computability. SIAM Journal of Computation, pages 1524—1540, 1997.

Manindra Agrawal, Neeraj Kayal, and Nitin Saxena. Primes is in P. Ann. of
Math, 2:781-793, 2002.

Dorit Aharonov, Itai Arad, and Thomas Vidick. Guest column: the quantum
PCP conjecture. SIGACT News, 44(2):47-79, 2013.

Dorit Aharonov and Tomer Naveh. Quantum NP - a survey. 2002.

Dmitri Alekseevsky, Andreas Kriegl, Mark Losik, and Peter W. Michor. Choos-
ing roots of polynomials smoothly. Israel J. Math, 105:203-233, 1998.

Noga Alon and Joel Spencer. The Probabilistic Method. John Wiley, 1992.

M. Amano and K. Iwama. Undecidability on quantum finite automata. In
Proceedings of the thirty-first annual ACM symposium on Theory of computing,
STOC 99, pages 368-375, New York, NY, USA, 1999. ACM.

A. Ambainis and R. Spalek. Quantum algorithms for matching and network flow.
In Proceedings of the 23rd International Symposium on Theoretical Aspects of
Computer Science, pages 172—-183. Springer LNCS, 2006.

131



132

[11]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

[21]

[22]

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

A. Ambainis and J. Watrous. Two-way finite automata with quantum and
classical states. Theor. Comput. Sci., 287(1):299-311, September 2002.

Andris Ambainis. Quantum lower bounds by quantum arguments. In Proceed-
ings of the ACM Symposium on Theory of Computing, pages 636-643, 2000.

Andris Ambainis. Quantum walks and their algorithmic applications. Interna-
tional Journal of Quantum Information, 1:507, 2003.

Andris Ambainis and Robert Spalek. Quantum algorithms for matching and
network flows. In Proceedings of the 23rd Annual conference on Theoretical
Aspects of Computer Science, STACS’06, pages 172-183, Berlin, Heidelberg,
2006. Springer-Verlag.

Howard Anton and Chris Rorres. Algebra Linear com Aplicacées. Bookman,
2001.

Sanjeev Arora and Boaz Barak. Computational Complezity - A Modern Ap-
proach. Cambridge University Press, 2009.

Sanjeev Arora, Carsten Lund, Rajeev Motwani, Madhu Sudan, and Mario
Szegedy. Proof verification and the hardness of approximation problems. .J.
ACM, 45(3):501-555, May 1998.

Sanjeev Arora and Shmuel Safra. Probabilistic checking of proofs: A new char-
acterization of np. J. ACM, 45(1):70-122, January 1998.

Léaszlé Babai and Shlomo Moran. Arthur-merlin games: A randomized proof
system, and a hierarchy of complexity class. J. Comput. Syst. Sci., 36(2):254—
276, April 1988.

Robert Beals, Harry Buhrman, Richard Cleve, Michele Mosca, and Ronald
de Wolf. Quantum lower bounds by polynomials. J. ACM, 48(4):778-797, 2001.

Robert Beals, Harry Buhrman, Richard Cleve, Michele Mosca, and Ronald
de Wolf. Quantum lower bounds by polynomials. J. ACM, 48(4):778-797, July
2001.

Salman Beigi. NP VS QMAlog(2). Quantum Info. Comput., 10(1):141-151,
January 2010.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 133

[23]

[24]

[25]

[26]

Charles H. Bennett. Time/space trade-offs for reversible computation. SIAM
J. Comput., 18(4):766-776, August 1989.

Charles H. Bennett, Ethan Bernstein, Gilles Brassard, and Umesh Vazi-
rani. Strengths and weaknesses of quantum computing. SIAM J. Comput.,
26(5):1510-1523, October 1997.

Ethan Bernstein and Umesh Vazirani. Quantum complexity theory. SIAM J.
Comput., pages 1411-1473, 1997.

Hugue Blier and Alain Tapp. All languages in NP have very short Quantum
proofs. In Proceedings of the 2009 Third International Conference on Quantum,
Nano and Micro Technologies, ICQNM 09, pages 34-37, Washington, DC, USA,
2009. IEEE Computer Society.

V. D. Blondel, E. Jeandel, P. Koiran, and N. Portier. Decidable and undecidable
problems about quantum automata. SIAM Journal on Computing, 34:14641473,
2005.

C. H. Cardonha. Sistemas interativos de prova classicos e quanticos. Master’s
thesis, Universidade de Sao Paulo, 2006.

C. H. Cardonha, Silva M. K. de C., and C. G. Fernandes. Computacgao quantica:
Complexidade e algoritmos. Technical report, Universidade de Sao Paulo, 2004.

Man-Duen Choi. Completely positive linear maps on complex matrices. Linear
Algebra and its Applications, 10(3):285 — 290, 1975.

Clay Mathematics Institue. P vs NP problem. http://www.claymath.org/
millenium-problems/p-vs-np-problem.

Clay Mathematics Institue. The Millennium Prize Problems. http://www.
claymath.org/millennium-problems/millennium-prize-problems.

Ronald de Wolf. Quantum communication and complexity. Theor. Comput.
Sei., 287(1):337-353, 2002.

David Deutsch. Quantum theory, the Church-Turing principle and the universal
quantum computer. Proceedings of the Royal Society of London A, 400:97-117,
1985.



134

[35]

[36]

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

David Deutsch. Quantum computational networks. Royal Society of London
Proceedings Series A, 425:73-90, 1989.

David Deutsch and Richard Jozsa. Rapid solutions of problems by quantum
computation. In Proceedings of the Royal Society of London A, volume 439,
pages 553-558, 1992.

Irit Dinur. The pcp theorem by gap amplification. J. ACM, 54(3), June 2007.

Andrew Drucker and Ronald de Wolf. Quantum Proofs for Classical Theorems.
Number 2 in Graduate Surveys. Theory of Computing Library, 2011.

C. Diirr and P. Hgyer. A quantum algorithm for finding the minimum. CoRR,
quant-ph /9607014, 1996.

A. Einstein, B. Podolsky, and N. Rosen. Can quantum-mechanical description
of physical reality be considered complete? Phys. Rev., 47:777-780, May 1935.

William Feller. An Introduction to Probability Theory and Its Applications,
volume 1. Wiley, January 1968.

Richard Feynman. Simulating physics with computers. International Journal
of Theoretical Physics, 21(6-7):467-488, 1982.

Samuel Fiorini, Serge Massar, Sebastian Pokutta, Hans Raj Tiwary, and Ronald
de Wolf. Linear vs. semidefinite extended formulations: exponential separation
and strong lower bounds. In STOC, pages 95-106, 2012.

Edward Fredkin and Tommaso Toffoli. Conservative logic. International Journal
of Theoretical Physics, 21:219-253, 1982.

Francois Le Gall, Shota Nakagawa, and Harumichi Nishimura. On QMA proto-
cols with two short quantum proofs. Quantum Info. Comput., 12(7-8):589-600,
July 2012.

Oded Goldreich, Rehovot Israel, and David Zuckerman. Another proof that BPP
C PH (and more). Technical report, Electronic Colloquium on Computational
Complexity, 1997.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 135

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

S Goldwasser, S Micali, and C Rackoff. The knowledge complexity of interactive
proof-systems. In Proceedings of the Seventeenth Annual ACM Symposium on
Theory of Computing, STOC ’85, pages 291-304, New York, NY, USA, 1985.
ACM.

A. B. Grilo and A. V. Moura. Language classes and quantum finite automata.
In Proceedings of the the IV Workshop-School in Quantum Computation and
Information, WECIC 12, pages 90 — 95, 2012.

A. B. Grilo and A. V. Moura. On finite automata with quantum and classical
states. In Abstracts of Reports and Other Materials of the 6th School “Computer
Science Days in Ekaterinburg”, CSEDays 2013, pages 32 — 35, 2013.

A. B. Grilo and A. V. Moura. On finite automata with quantum and classical
states. Siberian Electronic Mathematical Reports, 10:676-688, 2013.

Lov Grover. A fast quantum mechanical algorithm for database search. In Pro-
ceedings of the twenty-eighth annual ACM symposium on Theory of computing,
STOC 96, pages 212-219, New York, NY, USA, 1996. ACM.

Aram Wettroth Harrow and Ashley Montanaro. Testing Product States, Quan-
tum Merlin-Arthur Games and Tensor Optimization. J. ACM, 60(1):3, 2013.

M. Hirvensalo. Quantum computing. Natural computing series. Springer, 2004.

L. C. L. Hollenberg. Fast quantum search algorithms in protein sequence com-
parison - quantum biocomputing. Technical Report quant-ph/0002076, Feb
2000.

J.E. Hopcroft and J.D. Ullman. Introduction to automata theory, languages,
and computation. Addison-Wesley series in computer science. Addison-Wesley,
1979.

Rahul Jain, Zhengfeng Ji, Sarvagya Upadhyay, and John Watrous. QIP =
PSPACE. J. ACM, 58(6):30:1-30:27, December 2011.

A. Jamiotkowski. Linear transformations which preserve trace and positive
semidefiniteness of operators. Reports on Mathematical Physics, 3(4):275 — 278,
1972.



136

[58]

[59]

[60]

[61]

[64]

[65]

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Stephen P. Jordan, Hirotada Kobayashi, Daniel Nagaj, and Harumichi
Nishimura. Achieving perfect completeness in classical-witness quantum Merlin-
Arthur proof systems. Quantum Info. Comput., 12(5-6):461-471, May 2012.

P. Kaye, R. Laflamme, and M. Mosca. An introduction to quantum computing.
Oxford University Press, 2007.

J. Kempe, H. Kobayashi, K. Matsumoto, and T. Vidick. Using entanglement in
quantum multi-prover interactive proofs. In Proceedings of 23rd IEEE Confer-
ence on Computational Complexity (CCC), pages 211-222, 2008.

Iordanis Kerenidis. Quantum multiparty communication complexity and circuit
lower bounds. Mathematical Structures in Computer Science, 19(1):119-132,
2009.

Iordanis Kerenidis and Ronald De Wolf. Exponential lower bound for 2-query
locally decodable codes via a quantum argument. In Journal of Computer and
System Sciences, pages 106-115, 2003.

Alexei Kitaev and John Watrous. Parallelization, amplification, and exponential
time simulation of quantum interactive proof systems. In In Proceedings of the
32nd ACM Symposium on Theory of Computing, pages 608-617, 2000.

Hirotada Kobayashi, Francois Le Gall, and Harumichi Nishimura. Stronger
methods of making quantum interactive proofs perfectly complete. In Robert D.
Kleinberg, editor, ITCS, pages 329-352. ACM, 2013.

Hirotada Kobayashi, Keiji Matsumoto, and Tomoyuki Yamakami. Quantum
Merlin-Arthur Proof Systems: Are Multiple Merlins More Helpful to Arthur?
In Toshihide Ibaraki, Naoki Katoh, and Hirotaka Ono, editors, Algorithms and
Computation, volume 2906 of Lecture Notes in Computer Science, pages 189—
198. Springer Berlin Heidelberg, 2003.

A. Kondacs and J. Watrous. On the power of quantum finite state automata.
In Proceedings of the 38th Annual Symposium on Foundations of Computer Sci-
ence, pages 66—, Washington, DC, USA, 1997. IEEE Computer Society.

Ming Li, John Tromp, and Paul Vitanyi. Reversible simulation of irreversible
computation. In Physica D, pages 301-306, 1996.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 137

[68]

[69]

[70]

[71]

[72]

[73]

[74]

Ludwig Mach. Uber einen Interferenzrefraktor.  Zeitschrift fiir Instru-
mentenkunde, 12, 1892.

M. Macko. On closure properties of quantum finite automata. Master’s thesis,
Comenius University, 2006.

Chris Marriott and John Watrous. Quantum Arthur-Merlin games. Computa-
tional Complexity, 14, 2005.

N.D. Mermin. Quantum computer science: an introduction. Cambridge Univer-
sity Press, 2007.

Gary L. Miller. Riemann’s hypothesis and tests for primality. In William C.
Rounds, Nancy Martin, Jack W. Carlyle, and Michael A. Harrison, editors,
STOC, pages 234-239. ACM, 1975.

Cristopher Moore and James P. Crutchfield. Quantum automata and quantum
grammars. Theor. Comput. Sci., 237:275-306, April 2000.

M.A. Nielsen and I.L. Chuang. Quantum computation and quantum informa-
tion. Cambridge Series on Information and the Natural Sciences. Cambridge
University Press, 2000.

Attila Pereszlényi. One-Sided Error QMA with Shared EPR Pairs - A Simpler
Proof. CoRR, abs/1306.5406, 2013.

R. Portugal, C.C. Lavor, L.M. Carvalho, and N. Maculan. Uma introducdo a
computacao quantica. SBMAC, 2004.

D. Qiu. Some observations on two-way finite automata with quantum and
classical states. In Proceedings of the 4th international conference on Intelligent
Computing: Advanced Intelligent Computing Theories and Applications - with
Aspects of Theoretical and Methodological Issues, ICIC ’08, pages 1-8, Berlin,
Heidelberg, 2008. Springer-Verlag.

Michael O Rabin. Probabilistic algorithm for testing primality. Journal of
Number Theory, 12(1):128 — 138, 1980.

S.C. Reghizzi. Formal Languages and Compilation. Texts in Computer Science.
Springer, 2009.



138 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[80] D. Qiu S. Zheng and L. Li. Some languages recognized by two-way finite au-
tomata with quantum and classical states. 2011.

[81] D. Qiu S. Zheng and L. Li. State succinctness of two-way finite automata with
quantum and classical states. CoRR, abs/1202.2651, 2012.

[82] Peter Shor. Algorithms for quantum computation: discrete logarithms and

factoring. Proceedings 35th Annual Symposium on Foundations of Computer
Science, 35:124-134, 1994.

[83] M. Sipser. Introduction to the theory of computation. Computer Science Series.
Thomson Course Technology, 2006.

[84] Seinosuke Toda. Pp is as hard as the polynomial-time hierarchy. SIAM J.
Comput., 20(5):865-877, 1991.

[85] A. L Vignatti, F.S. Netto, and L. F Bittencourt. Uma introdugao a computacao
quantica. Technical report, Universidade Federal do Parana, 2004.

[86] N. S. Volpato Filho and A. V. Moura. An O(n**log?n) quantum algorithm for
the 1-dimensional closest pair problem. In Workshop-Escola de Computacdo e
Informagao Quantica, 2006.

[87] N. S. Volpato Filho and A. V. Moura. A quantum algorithm for finding the
minimum pair. In Workshop-FEscola de Computacio e Informacio Quantica,
2007.

[88] John Watrous. PSPACE has constant-round quantum interactive proof systems.
In Theoretical Computer Science, pages 112—-119. IEEE, 1999.

[89] John Watrous. Limits on the Power of Quantum Statistical Zero-Knowledge. In
FOCS, pages 459—. IEEE Computer Society, 2002.

[90] John Watrous. Quantum computational complexity. In Encyclopedia of Com-
plexity and Systems Science, pages 7174-7201. 2009.

[91] John Watrous. Zero-knowledge against quantum attacks. SIAM J. Comput.,
39(1):25-58, 2009.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 139

[92]

[95]

[96]

Abuzer Yakaryilmaz and A. C. Cem Say. Languages recognized by nonde-
terministic quantum finite automata. Quantum Info. Comput., 10(9):747-770,
September 2010.

N.S. Yanofsky and M.A. Mannucci. Quantum computing for computer scientists.
Cambridge University Press, 2008.

Andrew Chi-Chih Yao. Quantum circuit complexity. In 34th Annual Symposium
on Foundations of Computer Science, 3-5 November 1993, Palo Alto, California,
USA, pages 352-361. IEEE, 1993.

Andrew Chi-Chih Yao. Quantum circuit complexity. In FOCS, pages 352-361.
IEEE Computer Society, 1993.

Stathis Zachos and Martin Furer. Probabilistic quantifiers vs. distrustful adver-
saries. In Proc. Of the Seventh Conference on Foundations of Software Technol-
ogy and Theoretical Computer Science, pages 443-455, London, UK, UK, 1987.
Springer-Verlag.

Ludwig Zehnder. Ein neuer Interferenzrefraktor.  Zeitschrift fir Instru-
mentenkunde, 11, 1891.






Apéndice A
Teoria dos Numeros

Iremos neste capitulo definir e enunciar Teoremas relativos a Teoria dos Ntimeros que
sao utilizados na prova de corretude do Algoritmo de Shor na Se¢ao 3.2.3 e de um
lema auxiliar no Apéndice B. Ressaltamos que as provas dos teoremas estao fora do
escopo deste trabalho e podem ser facilmente encontrados em livros da area ou nos
Apéndices dos livros sobre Computacao Quantica como os de Nielsen e Chuang [74]
ou Hirvensalo [53].

Assumimos familiaridade com conhecimentos basicos com Teoria de Grupos, min-
imo multiplo comum, maximo divisor comum, niimeros primos e aritmética modular.

Iremos agora definir o conjunto de inteiros médulo n.

Defini¢ao A.1. Z,, = {0,....,n — 1}.

Estaremos especialmente interessados no subconjunto de elementos de Z,, que sao
coprimos de n dado que este conjunto forma um grupo multiplicativo.

Definicao A.2. Z! ={j € Z,, | mdc(n,j) = 1}

A cardinalidade de Z; também é um elemento fundamental em varias provas em
Teoria dos Ntumeros.

Defini¢ao A.3. A funcio de Euler ¢(n) representa o nimero de elementos em 77,
ou seja os numero de elementos 0 < k < n tal que mde(k,n) = 1.

Enunciaremos agora um teorema que prova que todo Z., para p primo fmpar e
¢ € N*, pode ser gerado por um elemento g € Z.
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142 Apéndice A. Teoria dos Niimeros

Teorema A.4. Se p ¢ um primo impar e ¢ € um nimero natural positivo, Z. €
ciclico, ou seja, existe um valor g € Zy. tal que {¢° mod p°, ¢' mod p°, g*> mod p,...} =
Y/

P

Veremos agora a defini¢do de um elemento fundamental para o Algoritmo de Shor,
que é a ordem de um inteiro a em 7Z,. Este conceito sera muito importante pois é o
periodo da funcdo f,.(z) = a® mod n, e encontrar este valor de forma eficiente é o
ponto crucial da vantagem do modelo quantico sobre o modelo classico.

Definigao A.5. A ordem r de a em Z,, denotada por ord,(a), é definida como o
menor inteiro positivo r para o qual a” =1 mod n.

Pode-se provar que para todo a, ord,(a) é um divisor de ¢(n).
Teorema A.6. Seja r = ord,(a) para um a € Z. Temos entao que r divide ¢(n).
Finalmente enunciaremos o Famoso Teorema Chinés do Resto.

Teorema A.7 (Teorema Chinés do Resto). Seja n = niny...ny, com mdc(n;,n;) =1
para i # j. Dados k; € Z,,, para 1 < i <k, existe um dnico k € Zy, tal que k = k;
mod n;

Por fim, iremos enunciar um teorema que conecta o Teorema Chinés do Resto e
o conceito de ordem.

Teorema A.8. Sejamn = pi'p5*...py" a fatoragao den, um valora € 77, ay, as, ..., a,
a decomposicio de a através do Teorema Chinés do Resto e r; = ordei(a;). Entdo
ord,(a) = mme(ry, ...,Ty).



Apéndice B

Prova do Lema 3.2.4

Antes de provar o Lema 3.2.4 que fornece um limitante inferior para a probabilidade
da ordem encontrada satisfazer as propriedades desejadas, vamos provar alguns lemas
auxiliares. Os lemas apresentados aqui foram extraidos livro de Hirvensalo [53].

Como na Sec¢ao 3.2.3, assumiremos que o numero que desejamos fatorar é um
nimero composto, impar e que nao é uma poténcia de um ntmero primo. Também
utilizaremos a notagao de que n é o nimero que desejamos fatorar, n = p{'ps*...pe",
tal que & > 2, p; s@o nimeros primos distintos e e; > 1 para 1 < i < k. Denotaremos
também n; = p;*.

Lema B.1. Dado um valor de a € Z, escolhido aleatoriamente de maneira uni-
forme, a probabilidade de que ordy(a) = 2°t, com um s < 0 fizo e t impar, é no
maxrimo %
Demonstragio. Seja ¢(p®) = 2%v, onde p é um nimero primo, u,v > 1 e v impar. Se
s > u a probabilidade da ordem ser o valor 2°t é 0 dado que a ordem ¢é um divisor
de ¢(p°) pelo Teorema A.6.

Temos entao o caso de s < u. Como p° é uma poténcia de um niimero primo,
temos pelo Teorema A.4 que Z}. ¢ ciclico. Seja g um gerador de Z). = {¢°,¢", ..., g2 =y

2%y

de(G,270) Portanto a ordem tem formato 2°t se e somente se j = 2% *w,
3,2%v)

eordy(g’) =

com w impar.

O conjunto {0, ...,2%(v — 1)} possui 2°v multiplos de 2%~*:
0-247°1-2%°% ...e (2°%0 —1)s"°.
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Entretanto, somente metade destes valores possuem multiplicador impar. Portanto

1
.1s , 52%v s
a probabilidade de encontrar algum desses valores ¢ 2.— = 12 O]

12° -1
2ty 22u — 2°

Lema B.2. A probabilidade de r = ord,(a) ser impar, para um a escolhido aleato-

*

riamente de maneira uniforme dentre os elementos de Z;,, é no mdzximo Qik

Demonstracio. Pelo Teorema A.7, temos que a escolha de um valor aleatério de a
do conjunto Z; ¢é equivalente a escolher aleatoriamente elementos a; dos conjuntos
T, 1<i<k.

Pelo Teorema A.8, temos r = mmc{ry,...,rr}, para r; = ordy,,(a;), 1 < i < k.
Portanto r é impar se e somente se todos os r; também o forem. Temos que r; é impar
com probabilidade no maximo %, pelo Lema B.1 com s = 0. Como a escolha dos
valores de a; sao independentes, temos que a probabilidade de que todos os valores
r; sejam impares é de no maximo 2% n

Lema B.3. Seja a € Z;, um valor selecionado aleatoriamente de maneira uniforme.

Se r = ordy,(a) € par, entdo a probabilidade de que az = —1 mod n é de 2%
Demonstragio. Se r é par e a2 = —1 mod n, entdo
a? =—1 mod pf, (B.1)

para todo 1 <1 < k.

Sejam r; = ord,,(a;), entdo temos que r = mmc{ry,...,rr}. Vamos definir tam-
bém r = 2°t, com t impar e s > 1, e r; = 2°%t;, com s; impar. Como r; é um divisor
de r, temos que s; < s, para 1 < i < k.

Na verdade, iremos mostrar que s; = s para todos os valores de 7, caso contrario
a Equagao B.1 nao serd satisfeita. Se s; < s para algum valor de j, temos que 7;
ira dividir %, o que implica que para algum valor ¢ € Z, az = a“’ mod pjj =1
mod pjj . Como p; # 2 temos que este fato contradiz com o fato de que az = —1
mod p;’.

Para um dado s, a probabilidade de que s; = s, e pelo Lema B.1 isso ocorre com
probabilidade no maximo % Portanto, a probabilidade de que esse fato ocorra para
todo 1 <4 <k é de no maximo 5.

m

Finalmente provaremos o lema principal utilizado na Secao 3.2.3.
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Lema 3.2.4. Seja n = p{'ps?...pF a decomposicio em fatores primos de um nimero
impar composto n. A probabilidade de a ordem de a em Z,, r = ord,(a), ser par e

T . 9
a? #—1 mod n € pelo menos 5.

Demonstracao. Pelo Lema B.2 temos que a probabilidade de r ser par ¢ de pelo

menos 1 — 2% Pelo Lema B.3 temos que se r é par, a probabilidade de que a% % —1
.
Portanto, dado que k > 2, a probabilidade de que 7 seja par e az # —1 mod n

mod n é pelo menos 1 —

¢ pelo menos (1 — 5¢)? > 3. O






Apéndice C
Classes de Complexidade Classicas

Neste apéndices serao apresentadas brevemente as Classes de Complexidade deter-
ministicas e probabilisticas referenciadas na Se¢ao 3.3 a fim de comparagao entre o
modelo computacional quantico e classico.

C.1 Classe P

A classe P contém os problemas que podem ser resolvidos de maneira eficiente no
modelo computacional deterministico, também chamados, por este motivo, de prob-
lemas trataveis.

Definicao C.1. A classe P é formada pelas linguagens que sao decididas por um
Algoritmo Deterministico em tempo polinomial em relagdo ao tamanho da entrada.

C.2 Classe BPP

Para o modelo probabilistico, existem diferentes extensoes da classe P, que diferem,
em geral, na probabilidade de erro que o algoritmo pode ter ao decidir uma lin-
guagem. Iremos apresentar aqui a classe BPP, que é reconhecida como a classe dos
problemas que sao resolvidos de forma eficiente no modelo probabilistico.

Definigao C.2. Uma linguagem L € {0,1}* pertence d classe BQP se existe um
Algoritmo Probabilistico Ap que para em tempo polinomial em relagdo ao tamanho
da entrada e dada uma cadeia x € {0,1}*
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2.

37 €

e (Completude) se x € L, Ap aceita x com probabilidade pelo menos

1

e (Robustez) se v & L, Ap aceita x com probabilidade no mdrimo 3

As probabilidade % e % apresentadas na defini¢ao é arbitraria dado que é possivel
amplificar a probabilidade de acerto ao repetir o algoritmo verificador um ntimero
polinomial de vezes e o erro sera exponencialmente pequeno.

A relacao P C BPP é direta e nao se sabe se BPP C P, porém acredita-se que
este é o caso e todo algoritmo probabilistico pode ser desaleatorizado.

C.3 Classe NP

A classe NP tem muita importadncia em Teoria de Computagao, especialmente em
Otimizacao, dado que varios problemas de muita importancia préatica estdo contidos
nela. Na literatura, existem duas defini¢oes alternativas para esta classe, uma envol-
vendo algoritmos nao-deterministicos e outra envolvendo algoritmos verificadores, e
iremos agora apresentar ambas.

Comecaremos com a defini¢ao original envolvendo algoritmos nao-deterministicos.

Definigao C.3. Uma linguagem L C {0,1} pertence a classe NP, se erxiste um
algoritmo nao-deterministico que decide L em tempo polinomial.

E passaremos para a definicdo mais utilizada atualmente, envolvendo algoritmos
verificadores. Intuitivamente, esta defini¢ao caracteriza NP como a classe dos prob-
lemas para os quais se consegue verificar solugoes em tempo polinomial, dado um
certificado provido por uma parte computacionalmente ilimitada.

Defini¢ao C.4. Uma linguagem L € {0, 1}* pertence a classe NP, se existe um al-
goritmo deterministico V que possui complexidade polinomial em relacao ao tamanho
da entrada e um polinémio p(x) tal que

||

e sex € L, entdo existe uma cadeia ¢ € {0,1}*17D) tal que (x,c) € aceito por A;

e

e sex & L, entdo para todas as cadeias c € {0,1}P0°D) (z ¢) € rejeitada por A.
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O Algoritmo V' da Definigao C.4 é chamado de algoritmo verificador, e a cadeia
¢ é chamada de certificado.

A relagdo P C NP ¢ direta e acredita-se que P C NP, entretanto este fato ainda
nao foi provado, sendo este um dos Problemas do Milénio do Clay Mathematics
Institute [31] [32].

C.4 Classe PP

Veremos agora que o fato de que a probabilidade de erro na defini¢do da classe BPP é
uma grande restricdo no poder computacional. Veremos agora uma defini¢do em que
a diferenca entre a probabilidade de aceitacao e rejeicao pode ser exponencialmente
pequena e veremos uma consequéncia disso.

Defini¢ao C.5. Uma linguagem L € {0,1} estd na classe PP se existe um algoritmo
probabilistico Ap que para em tempo polinomial e

e sex € L, Ap aceita x com probabilidade maior que %; e
e sex & L, Ap aceita x com probabilidade menor que %

Acredita-se que ha problemas na classe PP nao podem ser resolvidos de forma
eficiente, dado que NP C PP [16].

C.5 Classe MA

O conceito de algoritmos verificadores da classe NP também foi estendido ao modelo
probabilistico com a classe MA. Entretanto, como no caso da classe BPP, como estao
envolvidos passos probabilisticos, permite-se ao algoritmo verificador uma probabil-
idade de erro.

Definigao C.6. Uma linguagem L € {0,1}* pertence da classe MA, se existe um
algoritmo probabilistico Vp de complezxidade polinomial em relagio ao tamanho da
entrada e um polinémio p(x) tal que

L4 Completude Se x € L, entdo existe uma cadeia ¢ € 0,1 p(z) tal que xZ,C é
q
2.

aceito com probabilidade pelo menos 3,

e
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e (Robustez) se x ¢ L, entio para todo ¢ € {0,1}*0=) (x ¢c) ¢ aceito com proba-

bilidade no mdzximo %

Assim como no caso da classe BQP, a probabilidade de acerto pode ser amplifi-
cada ao repetir o protocolo um niimero polinomial de vezes. Na verdade, para a classe
MA o caso é ainda melhor, pois consegue-se chegar a probabilidade de aceitacao 1
para instancias positivas sem alteragao no poder computacional do modelo [96] [46].

Temos que NP C MA, pois basta remover o carater probabilistico do algoritmo
verificador, e BPP C MA | bastando ignorar o certificado.

C.6 Classe #P

Vimos até agora classes que consistem de problemas de decisao. Iremos agora definir
uma classe de complexidade relativa ao fato de contar os certificados que levam um
algoritmo verificador a aceitar. Para esta generalizacao, temos que as classes de
contagem nao consistem de linguagens, mas de fungoes f : {0,1}* — N.

Definigao C.7. Uma funcio f : {0,1}* — N estd na classe #P se existem um
algoritmo deterministico de complexidade em tempo polinomial A e um polinémio
p(z) tal que para uma entrada x € {0,1}*, temos

f(x) = Hy e {0, 13*1=D| A aceita (x,y)}’ .

Como esta classe ndo é de decisdo, comparamos seu poder computacional com a
classe P#* de problemas para os quais existem algoritmos deterministicos polinomiais
com um oraculo para os problemas em #P.

Claramente se houver algoritmos eficientes para os problemas de #P, P = NP,
dado que basta verificar se a resposta do algoritmo para #P é igual ou maior que 0.
Foi provado por Toda que P#* = PPP [84].

C.7 Classe PSPACE

Até agora foram apresentadas classes de complexidade cuja restricao estd na com-
plexidade em tempo dos algoritmos. Iremos agora definir uma classe cuja restrigao
estd na quantidade de meméria utilizada pelo algoritmo.
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Definigao C.8. A classe PSPACE ¢é formada pelas linguagens que sdo decididas por
um Algoritmo Deterministico utilizando uma quantidade de memoria polinomial em
relagcdo ao tamanho da entrada.

Como temos que os certificados de NP e MA sao de tamanho polinomial, pode-
mos fazer uma busca exaustiva de um certificado correto utilizando uma quantidade
polinomial de memoéria, pois o gasto adicional nessa busca ¢ logaritmico no niimero
de possiveis certificados, que é exponencial. Portanto, PSPACE engloba todas as
outras classes de decisao definidas até o momento.

C.8 Sistemas Interativos de Prova

Sistemas Interativos de Prova, ou Provas Interativas, generalizam o conceito de cer-
tificados e algoritmos verificadores introduzido nas defini¢oes das classes P e NP.
Formalizados em um contexto na interseccdo de Complexidade Computacional e
Criptografia [47] [19], este t6pico levou a descobertas importantes em Complexidade
Computacional, como por exemplo o Teorema PCP [17] [18] [37].

Nos sistemas interativos de prova, existem dois participantes, o Verificador V', de
poder computacional limitado, e o Provador P, de poder computacional ilimitado.
Estes P e V trocam mensagens afim de que V' possa reconhecer uma linguagem, sem
ser enganado por algum Provador desonesto.

Para definir formalmente os Sistemas Interativos de Prova, precisaremos antes
aprestar alguns outros conceitos iniciais.

Definicao C.9. Um interagdo de k mensagens entre um verificador Ve um provador
P é um conjunto de fungoes:

my = fi(z)
my = fao(z,my)

mo = f3(x7m1)

my = f3($,m1,---mk—1),

tal que para k par, mo; sao mensagens enviadas de V' para P e, portanto, fs; deve ser
computacionalmente eficiente e o Verificador pode fazer escolhas aleatorias em sua
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computagdo; e mo; 11 sGo mensagens de P para V' e ndo hd restricao na eficiéncia de
foix1. Para k impar, o caso € inverso, dado que a ultima mensagem deve ser sempre
do provador ao verificador.

Definicao C.10. Um Sistema Interativo de Prova com k mensagens é uma interacdao
de k mensagens entre um Verificador V' e um provador P e, ao final da troca de
mensagens, o Verificador deve decidir aceitar ou rejeitar a cadeia inicial x.

Veremos, finalmente, a definicdo da classe IP.

Definigao C.11. Uma linguagem L estd na classe IP(k,C,S) se existe um Sistema
Interativo de Prova com k mensagens que satisfaz as sequintes restrigoes:

e (Completude) Vx € L, o verificador aceita com probabilidade pelo menos C';
e (Robustez) V& & L, o verificador aceita x com probabilidade no mdzimo S.
Defini¢ao C.12. IP = IP(poly(|z|), %, %)

Assim como na classe MA, pode-se repetir um protocolo IP a fim de amplificar
a probabilidade de responder corretamente.

Um resultado é que PSPACE = IP, que foi provado utilizando uma técnica em
Complexidade Computacional chamada algebrizagao.



Apéndice D

Prova do Lema 4.5.10

Neste anexo provaremos o Lema 4.5.10 utilizado na Secao 4.5.2 na prova de que palin-
dromos sao reconhecidos pelo modelo 2QCFA com erro unilateral e arbitrario. Porém,
antes de apresentar a prova do lema, faremos a definicao de elementos necessarios e
provaremos alguns lemas auxiliares.

Definicao D.1. Sejam

4 3 0 4 0 3
A=| -3 4 0 | eB= 0 5 0
0 0 5 -3 0 4

duas matrizes 3 X 3,
f(u) = 4uy + 3ug + 3us

uma fungio f 73 — 7, e

K={u€Zu; #0 mod5, f(u) Z0 mod 5 e uyuz =0 mod 5}
um subconjunto de Z3.
Lema D.2. Seu € K, entdo Au € K e Bu € K.

Demonstracao. Iremos provar inicialmente que u € K =— Au € K. Seja

4uq+3us V1
v=Au = -3witdus | = (Uz) .

5ug U3
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Como u € K, sabemos que u; # 0 mod 5, 4u; + 3us + 3ug Z 0 mod 5 e além
disso temos que us =0 mod 5 ou u3 =0 mod 5.
Se us =0 mod 5, temos que

vy =4u; +3us =4u; mod 50 mod 5
e que

f(v) = 4v; + 3vy + 3us
= 16uy + 12us — uy + 12us + 15us3
= Tuy + 24uy + 15us3
=Tu; mod 5
%0 mod 5.

Se u3 = 0 mod 5, temos que
v1 = 4duy + 3ug = 4uy + 3us + 3u3 mod 5= f(u) mod 5#Z 0 mod 5
e que

f(v) = 4v; + 3vs + 3ug
= 16u; + 12uy — uy + 12us + 15us
= Tu; + 24uy + 15us3
= 2uy +4uy mod b
= 12u; +9us + 9u3 mod 5
= 3(4uy + 3ug + 3uz) mod 5
=3f(u) mod?5
%0 mod 5.

Trivialmente, para os dois casos, temos que
Vo3 = Huz(—3u; +4,2) =0 mod 5,

completando a prova.

Lema D.3. Sejam u,v,w € Z3 vetores tal que u = Av = Bw. Entiou & K.
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4 _ 3
25 5 U
Demonstracio. Temos que A~ = % % 0 | e, portanto, v; = 42% — 32% € 7.
1
0 0 5

Como v € Z3, resulta-se que 4u; — 3us = 0 mod 5. Do mesmo modo, a partir de
B~!, podemos deduzir que us = 5wy = 0 mod 5.
Esses dois fatos juntos implicam que u; =0 mod 5, resultando que u ¢ K. [

Com estes elementos, podemos agora efetuar a prova do Lema 4.5.10.

Lema 4.5.10. Sejau = Y, .Y X,,.. X, (é) tal que X;,Y; € {A, B}. Se X; #Y;
para algum valor de j, entdo uj + u3 > 257",

Demonstragio. Como X, e 5Y;' sdo matrizes unitérias, temos que ||u|| = 1. Além
disso temos que 25"u € Z3. Portanto, se provarmos que u # (é), temos que que
u; < 1 e portanto u; <1 — 25",

Seja k o maior indice tal que X} # Y} e suponha, sem perda de generalidade que
X,=AeY, =B. Sejav =X, 1.X, (é) ew=Y .Y, (é)

Como (é) € K, pelo Lema D.2, Av,Bw € K. Pelo Lema D.3, Av = Bw
contradiz o fato de que Av, Aw € K, portanto temos que Aw # Bv. Como para
todo j > k temos que X; = Yj, resulta-se que Y,,..Y; (é) #+ X,... X1 (é), e, portanto

_y-l y-1 L L
u=Y; ...Ynl X Xy (8) o (8)
Como ( 0 ) € K, pelos mesmos argumentos apresentados anteriormente temos

que u =YY, X X (§) # (’81) 0



