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Resumo 

O assunto do qual se trata este trabalho se insere na área de teoria dos grafos, 
e mais especificamente de grafos matching covered, que são grafos conexos 
em que toda aresta pertence a um emparelhamento perfeito. 

L. Lovász desenvolveu toda a base da teoria dos grafos matching covered 
e, como conseqüência, obteve uma caracterização para o matching lattice. 
Desta caracterização foi possível obter uma prova para uma relaxação da 
conjectura de Tutte que generaliza o problema das quatro cores. 

Existem dois procedimentos de decomposição de grafos matching covered 
que são fundamentais: um deles é a decomposição em cortes justos e o outro 
é a decomposição em orelhas. Para uma decomposição em orelhas podem ser 
usadas orelhas simples ou duplas. Uma importante questão é determinar o 
número mínimo de orelhas duplas de uma decomposição em orelhas de um 
grafo matching covered. 

Neste trabalho apresentamos uma resposta para esta questão. Apresenta
mos também duas conseqüências desta solução: uma delas é que existe uma 
base para o matching lattice formada apenas por emparelhamentos perfeitos, 
e a outra é uma caracterização para o Lin(M, Z2 ). Esta última nos permite 
obter uma prova para outra relaxação da conjectura de Tutte. 
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Abstract 

Matching covered graphs are connected graphs in which every edge lies in 
a perfect matching. The base of this theory was developed by L. Lovász, 
andas consequence, a characterization to the matching lattice was obtained. 
Then it was possible to obtain a proof for a relaxation of a conjecture of 
Tutte which is related to the four colour problem. 

There are two main decomposition procedures of a matching covered 
graph: tight cuts decomposition and ear decomposition. For an ear 
decomposition one can use single or double ears. One important question 
asks about the minimum number of double ears of any ear decomposition of 
such graphs. 

This work gives an answer to this question. It is also presented two 
consequences: that there is a base for the matching lattice formed solely by 
incidence vectors of perfect matchings, anda characterization to Lin(J\1., Z2 ) 

which gives a proof to an other relaxation of the Tutte conjecture. 
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Capítulo 1 

Introdução 

1.1 Primeiras considerações 

Grafos matching covered são grafos conexos em que toda aresta pertence a 
um emparelhamento perfeito. Uma grande motivação para estudarmos este 
assunto se concentra em um resultado de Tait (1880) que estabelece uma 
equivalência entre o problema das quatro cores e a 3-coloração de grafos 
cúbicos planares, e na Conjectura de Tutte, que diz que "todo grafo cúbico 
sem aresta de corte que não contém o grafo de Petersen como um minor é 
3-aresta colorível". 

Vários resultados significativos foram obtidos desde o fim da década de 
70 e em toda década de 80. Os mais expressivos destes resultados são os de 
Seymour [19] e L. Lovász [10], que consideram uma relaxação da Conjectura 
de Tutte. 

O grande mérito destes trabalhos é que pela primeira vez foi possível 
estabelecer a real importância do grafo de Petersen em uma classe de grafos 
que inclui aqueles considerados pela conjectura de Tutte. Dessa forma, estes 
resultados dão um grande impulso à validade da Conjectura. 

Esta Tese tem uma Íntima relação com o trabalho de L. Lovász. Foi ten
tando entendê-lo que conseguimos estabelecer os resultados que a compõem. 
É importante ressaltar que um grande aliado deste trabalho foi o relatório 
técnico de U. S. R. Murty [13], onde a teoria dos grafos matching covered e 
o Teorema de Lová.sz são descritos de uma forma mais suave e didática. 

1 
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1.2 Motivação para o trabalho 

O problema da quatro cores foi uma das principais motivações para o desen
volvimento da teoria dos grafos. Interesses em emparelhamentos e coloração 
de arestas surgiram da seguinte observação de Tait [21]. 

Teorema 1.1 [Tait, 1880] O problema das quatro cores é eqüivalente à 
afirmação de que todo grafo cúbico planar sem aresta de corte é 3-aresta
colorível. O 

Note que uma coloração das arestas de um grafo é simplesmente uma 
partição das arestas em emparelhamentos. Portanto, em vista do Teo
rema 1.1, o Teorema das quatro cores afirma que que todo grafo cúbico 
planar sem aresta de corte possui três emparelhamentos perfeitos disjuntos 
nas arestas. 

Um grafo cúbico sem aresta de corte e que não possui três emparelha
mentos perfeitos disjuntos é chamado de snark. O snark mais famoso que 
se conhece é o grafo de Petersen. Devido ao Teorema 1.1, o problema das 
quatro cores é equivalente à afirmação de que não existe snark planar. 

Os snarks contém a chave de muitos problemas em aberto em teoria dos 
grafos. Todas as construções conhecidas de snarks podem ser vistas como 
modificações ou generalizações do grafo de Petersen. Tutte [23] conjecturou 
que, em essência, o grafo de Petersen é a única obstrução à 3-coloração de 
grafos cúbicos sem aresta de corte. Um grafo H é um minar de um grafo 
G se H pode ser obtido de G através das operações de remoção de vértices, 
remoção de arestas e contração de arestas. 

Conjectura 1.2 [Tutte, 1966] Se um grafo cúbico sem aresta de corte não 
contém o grafo de Petersen como um minar então ele é 3-aresta-colorível. D 

Como nenhum grafo planar contém o grafo de Petersen como um minar, a 
Conjectura acima inclui o problema das quatro cores como um caso especial. 

Seymour [19] foi o primeiro a estudar sistematicamente a Conjectura 
acima. Ele estudou o lattice (reticulado) gerado pelos vetores de incidência 
de emparelhamentos perfeitos de um grafo cúbico 2-conexo. Lovász [10], 
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construiu a teoria dos grafos matching covered e deu uma completa caracte
rização do matching lattice (reticulado gerado pelos vetores de incidência de 
emparelhamentos perfeitos de um grafo matching covered). 

Considere o espaço das funções que associam a cada aresta de G um 
número real. Para um subconjunto A Ç E(G), o vetor de incidência XA de 
A é definido por xA(e) = 1 se e E A e XA(e) =O caso contrário. 

Nós estamos interessados em estudar os subconjuntos de QE gerados pe
los vetores de incidência de emparelhamentos perfeitos de um grafo G. Se e é 
uma aresta que não pertence a nenhum emparelhamento perfeito de G então 
todos os vetores de interesse terão zero na coordenada correspondente à e. 
Por esta razão nos restringiremos a grafos conexos em que toda aresta per
tence a algum emparelhamento perfeito; tais grafos são chamados de match
ing covered. O conjunto de todos os emparelhamentos perfeitos de um grafo 
G é denotado por M. 

O cone inteiro gerado pelos vetores de incidência de emparelhamentos 
perfeitos de um grafo G, denotado por Cone(M), é o conjunto de todas as 
combinações lineares inteiras não negativas de xM, onde ME M. Em outras 
palavras, 

Cone(M) := {x E zE: X= L: "MXM,"M E Z~ 0 }. 
MEM 

Não é difícil de ver que se G é um grafo k-regular então G é k-aresta
colorível se, e somente se, o vetor 1, contendo "1" em cada componente, 
pertence ao cone inteiro. Por outro lado, é bem conhecido [7] que o pro
blema de decidir se um grafo k-regular é k-aresta-colorível é N F-completo. 
Portanto, é muita pretensão tentar obter uma caracterização para o cone 
inteiro. 

Por esta razão, é importante considerarmos relaxações deste cone. Uma 
possível relaxação é permitir coeficientes negativos e considerar o lattice. O 
lattice gerado pelos vetores de incidência de emparelhamentos perfeitos de 
G, chamado de matching lattice de G e denotado por Lat(M), é definido 
como segue; 

Lat(M) := {x E zE: X= L: "MXM, "ME Z). 
MEM 

Podemos ainda considerar o Frac(M), definido de forma análoga. 
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Frac(M) := {x E zE: X= I: "'MXM,aM E Q}, 
MEM 

Alguns resultados importantes sobre os conjuntos definidos acima estão 
colocados a seguir, onde r-grafo é um grafo r-regular tal que I'V(S)I ;::: r para 
todo subconjunto ímpar S de V(G). 

Teorema 1.3 [Edmonds, 1965] 1 E Frac(M) para todo r-grafo. D 

Teorema 1.4 [Seymour, 1979]1 E Lat(M) para todo 3-grafo que não possui 
o grafo de Petersen como um minar. O 

Teorema 1.5 [Lovász, 1987] 1 E Lat(M) para todo r-grafo que nao possut 
o grafo de Petersen como um minar. O 

Em [lO], Lovász não apenas prova o Teorema acima, mas também carac
teriza o matching lattice 1 isto é1 ele fornece condições necessárias e suficientes 
para que um vetor w E zE pertença ao Lat(M). Para isso ele desenvolveu 
toda a base da teoria dos grafos matching covered. 

Neste trabalho fazemos inicialmente uma breve revisão da teoria dos gra
fos matching covered e, a seguir, apresentamos os resultados que obtivemos. 

1.3 Organização do trabalho 

No Capítulo 2, apresentamos os principais conceitos e resultados que se re
ferem a emparelhamento em grafos. A maioria destes resultados são simples 
e podem ser encontrados em qualquer livro básico em teoria dos grafos. Por 
esse motivo, evitamos estendê-lo com algumas demonstrações que seriam 
meramente repetitivas. Para essas demonstrações são indicadas referências 
adequadas. 

Na última seçã.o deste Capítulo, introduzimos grafos matching covered 
que são grafos conexos para os quais toda aresta pertence a algum empare
lhamento perfeito e apresentamos seus resultados mais básicos. 

No Capítulo 3, introduzimos o conceito de cortes justos, que é um dos mais 
importantes elementos no estudo de grafos matching covered, e apresentamos 
suas mais importantes propriedades. 
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Neste Capítulo também veremos um procedimento que decompõe um 
grafo matching covered em grafos matching covered menores chamados de 
bricks e braces. Os bricks e braces possuem propriedades muito importan
tes que, quase sempre, podem ser generalizadas para todo grafo matching 
covered. Através desta decomposição, podemos considerar bricks e braces 
como blocos básicos a partir dos quais todos os grafos matching covered 
podem ser construídos. 

Assim, quando temos um problema qualquer sobre grafos matching 
covered, se conseguirmos resolvê-lo para os bricks e braces então, em ge
ral, é possível extender a solução, utilizando esta decomposição, para todo 
grafo matching covered. Por exemplo, o Teorema de L. Lovász. que carac
teriza o matching lattice de um grafo matching covered, segue esta linha. 
Outro exemplo é a Conjectura de Tuttej é suficiente demonstrá-la para os 
bricks e braces. Veremos mais exemplos ao longo deste trabalho. 

No Capítulo 4, apresentamos outra decomposição para grafos matching 
covered chamada de decomposição em orelhas. Esta decomposição é indu
tiva e muito simples e nos permite descrever a classe dos grafos matching 
covered. A partir desta propriedade, conseqüências muito importantes são 
estabelecidas. 

Neste Capítulo também definimos uma família infinita de grafos matching 
covered obtida por uma colagem seqüencial de /{4 • Esta família pode ser 
construída iterativamente a partir do /{4 de tal forma que cada elemento, a 
partir do segundo, é obtido através de uma colagem adequada do elemento 
anterior a um I<4 • A seguir mostramos que todo grafo matching covered 
possui um subgrafo que, a menos de subdivisão de arestas, é um elemento 
desta família. 

Também mostramos que todo elemento desta família possui, a menos 
de subdivisão de arestas, o I<4 ou C6 como subgrafo. Uma conseqüência 
imediata deste resultado é que todo brick diferente do !{4 e c6 possui uma 
aresta cuja remoção produz um grafo matching covered. Este resultado, 
demonstrado por L. Lovász [10], é clássico na teoria dos grafos matching 
covered. 

Existe uma demonstração direta e também simples para este Teorema [3]. 
No entanto, esta família infinita possui elementos que desempenham um pa
pel importante na teoria dos grafos matching covered. Por exemplo, seu 
terceiro elemento é o único brick que possui uma única aresta cuja remoção 
produz um grafo matching covered, e conjecturamos que o quarto elemento é 
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o único que possui duas arestas. Os demais bricks possuem pelo menos três 
arestas com esta propriedade. 

No Capítulo 5, apresentamos uma relação entre o número de orelhas 
duplas de uma decomposição em orelhas de um grafo matching covered e o 
número de bricks de uma decomposição em cortes justos do mesmo grafo. 
Assim estabeleceremos um limite inferior para o número de orelhas duplas 
de uma decomposição em orelhas de um grafo matching covered. 

Este limite inferior nos sugere uma conjectura que estabelece um número 
mínimo de orelhas duplas de uma decomposição em orelhas de um grafo 
matching covered. Nos Capítulos 8 e 9, mostramos que esta conjectura é 
verdadeira. 

Ainda neste Capítulo, mostramos que, a partir de uma decomposição em 
orelhas qualquer, podemos obter uma decomposição em orelhas particular 
que chamaremos de canônica, de tal forma que o número de orelhas du
plas utilizados é o mesmo da decomposição inicial. Veremos, no Capítulo 9, 
importantes aplicações desta decomposição. 

Os três próximos Capítulos têm o objetivo de demonstrar um dos prin
cipais resultados deste trabalho, que mostra que a Conjectura do Capítulo 5 
é válida para os bricks. Um dos pilares desta demonstração é um Teorema 
demonstrado recentemente por L. Lovász e S. Vempala. Para demonstrar
mos este Teorema precisamos de alguns conceitos que são introduzidos no 
Capítulo 6. 

No Capítulo 6, introduzimos o conceito de cortes bons para bricks. Um 
corte Ímpar em um brick é bom se ele satisfaz duas condições; uma delas 
diz que as duas contrações deste corte devem ser matching covered. Este 
conceito nos permite provar neste Capítulo um teorema que é uma relaxação 
do Teorema de Lovász-Vem pala. 

Mostramos também que os bricks em geral possuem cortes bons tais que 
cada uma das suas contrações, além de ser matching covered, ainda possui 
a propriedade de que sua decomposição em cortes justos fornece um único 
brick. Estes cortes recebem o nome de robustos. 

Os cortes robustos que possuem uma margem de tamanho mínimo têm 
propriedades importantes, e foi investigando-as que pudemos, no Capítulo 7, 
demonstrar o Teorema de Lová.sz-Vem pala. 

No Capítulo 8, mostramos a validade da Conjectura do Capítulo 5 para 
bricks e apresentamos um resultado que é uma generalização do Teorema de 
Lovász-Vem pala. 
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No Capítulo 9, o último desta Tese, mostramos que a Conjectura do 
Capítulo 5 é verdadeira para todo grafo matching covered e apresentamos 
uma caracterização para Lin(M, Z2 ). 

É importante ressaltar que, com raríssimas excessões, todas as demons
trações desta Tese (incluindo as de resultados já conhecidos) são originais. 

1.4 Convenções e notação 

Teoria dos conjuntos: 
:=: igual por definição . 
..r E A: x é elemento do conjunto A. 
A U E: união dos conjuntos A e B. 
A n B: intersecção dos conjuntos A e B. 
A\ B: conjunto dos elementos de A que não estão em B. 
A Ell B: diferença simétrica de A e B, ou seja, (A\ B) U (B \A). 
A Ç E: A é subconjunto de B. 
lXI: número de elementos do conjunto X. 

Teoria dos grafos 
adj (v): conjunto dos vértices adjacentes ao vértice v. 
'V'(X): conjunto das arestas com exatamente um extremo em X. 
I( H): conjunto das componentes ímpares do grafo H. 
ó( G): grau máximo de um vértice no grafo G. 
G[X]: subgrafo de G induzido pelo conjunto de vértices X, ou seja, é o 
subgrafo de G cujo conjunto de vértices é X e o conjunto de arestas é formado 
pelas arestas de G que possui ambos os extremos em X. 
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Emparelhamento em Grafos 

2.1 Introdução 

Neste Capítulo apresentaremos os principais conceitos e resultados que se 
referem a emparelhamento em grafos. A maioria destes resultados são in
trodutórios e podem ser encontrados em qualquer livro básico em teoria dos 
grafos. Por esse motivo, evitaremos estendê-lo com algumas demonstrações 
que seriam meramente repetitivas. Para essas demonstrações serão indicadas 
bibliografias adequadas. 

2.2 Os Teoremas de Hall, Tutte e Berge 

Seja G := (V(G), E(G)) um grafo simples, isto é, um grafo finito sem ares
tas paralelas e sem laços. Um emparelhamento em G é um subconjunto de 
arestas não adjacentes duas a duas. Um vertice u E V(G) é coberto por um 
emparelhamento M se alguma aresta de M incide em u; caso contrario, u é 
dito ser descoberto por M. Se todos os vértices de V(G) são cobertos pelo 
emparelhamento M então M é um emparelhamento perfeito. 

Denotaremos o número de vértices descobertos por um emparelhamento 
M em um grafo G por desc(Af). É claro que seM é um emparelhamento 
então 

IMI ~ (IV(G)I- desc(M))/2, (2.1) 

8 
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e Af é um emparelhamento perfeito de G se, e somente se, IMI = IV(G)I/2. 
Um dos problemas básicos sobre emparelhamento em grafos é determinar 

condições necessárias e suficientes para que um grafo tenha emparelhamento 
perfeito. Trataremos este problema primeiramente para a classe dos grafos 
bipartidos, que constitui uma importante classe em teoria dos grafos. Em 
seguida consideraremos a classe de grafos em geral. 

No caso de grafos bipartidos, o seguinte Teorema estabelece condições 
necessárias e suficientes para a existência de emparelhamento que cobre todos 
os vértices de uma bipartição. 

Teorema 2.1 {Hall) Seja G um grafo bípartido com biparttçdo (X.}·)
Então G contém um emparelhamento que cobre todos os vértices de X se, 
e somente se, 

iadJ(A)I 2 IAI 

para todo A Ç X. 

Dem. veja [2, pag. 72], [11, pag. 5], [13, pag. 12]. D 

Portanto, a partir do Teorema de Hall podemos obter condições necessá
rias e suficientes para a existência de emparelhamento perfeito em um grafo 
bipartido. 

Para um grafo qualquer (não necessariamente bipartido) também existe 
um Teorema, de autoria de Tutte (22], que fornece condições necessárias e su
ficientes para a existência de emparelhamento perfeito. Uma motivação para 
este Teorema pode ser baseada no seguinte fato: seja G um grafo e 1\;f um 
emparelhamento em G. Se V(G) é ímpar então claramente G não possui em
parelhamento perfeito. Pelo mesmo raciocínio, se Ué um subconjunto ímpar 
de V(G) então U contém um vértice descoberto por M ou IM n V(U)I2'. l, 
onde V( U) representa o conjunto das arestas que ligam U a V( G) \ U. Como 
consequência, se M é um emparelhamento em G e S Ç V( G) então 

desc(M) 2 II(G- S)I-ISI, (2.2) 

onde I( H) denota o conjunto das componentes ímpares do grafo H. Por 
2.2 acima, podemos concluir que se um grafo G possui um subconjunto S 
de vértices tal que II(G- S)l > ISI então G não possui emparelhamento 
perfeito. O Teorema de Tutte afirma que a recíproca também é verdadeira. 
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Teorema 2.2 (Tutte) Um grafo G tem emparelhamento perfeito se, e so
mente se, 

IT(G- 8)1 'S 181 

para todo 8 Ç V(G). 

Dem. veja [2, pag. 76], [11, pag. 84], [13, pag. 13]. o 

Sob o aspecto algorítmico, o problema de encontrar um emparelhamento 
máximo em um grafo é polinomial. Existem algoritmos eficientes que deter
minam e exibem um emparelhamento máximo. Estes algoritmos comumente 
utilizam o conceito de caminhos alternados com relação a um emparelha
mento, que é um conceito tradicional para este tipo de problema. A seguir 
daremos uma idéia de como isso é feito. 

Seja M um emparelhamento em um grafo G. Um caminho em G cujas 
arestas estão alternadamente em M e E( G) - M é chamado de caminho 
M -alternado. Um caminho M -alternado cuja origem é término são desco
bertos por M é chamado de caminho M -aumentante. Se P é um caminho 
M-aumentante então M b:..E(P) é um emparelhamento maior do que Af, onde 
L). denota a operação de diferença simétrica. Portanto, se M é um empare
lhamento máximo então não existe caminho M-aumentante. O Teorema a 
seguir, demonstrado por C. Berge [1] e independentemente por R. Z. Norman 
e M. O. Rabin [15], mostra que a recíproca também é verdadeira. 

Teorema 2.3 Um emparelhamento M é máximo se, e somente se, não existe 
caminho M -aumentante. 

Dem. veja [2, pag. 70]. o 

Este Teorema sugere a seguinte idéia para determinar um emparelha
mento máximo em um grafo. Comece com um emparelhamento inicial (por 
exemplo, M = 0). Faça uma busca na tentativa de encontrar um caminho P 
que seja M-aumentante. Se existir tal caminho P então façaM := M L).E(P), 
e repita o procedimento. Caso contrário, o próprio M é um emparelhamento 
máximo. 

A idéia deste algoritmo é muito simples. O que não é tão simples é sa
ber como implementá-la de forma eficiente. Mais precisamente, como fazer 
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uma busca de um caminho M-aumentante? ou então, como garantir a não 
existência de um tal caminho de forma eficiente? uma idéia natural é fazer 
uma busca construindo uma árvore de caminhos M-alternados tendo como 
raiz um vértice r que seja descoberto por M. No caso de grafos bipartidos 
pode-se demonstrar que esta idéia está correta, ou seja, ou encontramos um 
caminho M -aumentante ou podemos concluir que não existe tal caminho com 
origem em r. Esta é a base do algorítmo conhecido como método húngaro. 
Mas para grafos não bipartidos este algoritmo pode não ser correto. A ge
neralização deste método para grafos não bipartidos foi pela primeira vez 
demonstrada por Edmonds [4] cujo artigo constitui um marco na história, 
quando se trata de emparelhamento em grafos ou de complexidade de algo
ritmos. O algoritmo de Edmonds, apesar de ser relativamente simples, não 
será apresentado aqui, mas pode ser encontrado no artigo acima citado e 
também em [11, pag. 358] e [13, pag. 16]. 

2.3 Barreiras 

Seja G um grafo e S um subconjunto de V( G). Definimos a deficiência de S, 
que denotaremos por def(S), o valor [I(G- S)[- [S[. A deficiência de um 
grafo G, def(G), é definida como o máximo de def(S), tomado sobre todos 
os subconjuntos S de V(G). Uma barreira em um grafo G é um subconjunto 
B de V(G) tal que def(B) = def(G). 

SejaM um emparelhamento em G. Pela equaçã.o 2.1 e pela desigualdade 
2.2, podemos concluir que 

[M[ :S ([V(G)[- def(S))/2. (2.3) 

Portanto, se denotarmos o número de arestas de um emparelhamento 
máximo em um grafo G por v(G) e considerarmos um conjuntoS cuja de
ficiência é máxima, a equação 2.3 nos diz que 

v(G) :S (IV(G)[- def(G))/2. (2.4) 

O seguinte Teorema garante que a igualdade sempre ocorre. 

Teorema 2.4 (Fórmula de Tutte-Berge) Para todo grafo G tem-se 

v(G) = ([V(G)[- def(G))/2. 
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Dem. veja [11, pag. 90]. o 

Pela Fórmula de Tutte-Berge podemos concluir que def(G) 2': O, com 
igualdade se, e somente se, G tem emparelhamento perfeito. 

Uma barreira B é maximal se não existe barreira B' =F B tal que B c B 1
• 

Se o grafo possui uma barreira, em muitos casos é indiferente tomarmos uma 
barreira maximal, e esta técnica tem se mostrado muito eficiente na simpli
ficação de demonstrações. Veja por exemplo a demonstração do Teorema de 
Tutte em [13]. Ao longo deste trabalho veremos mais exemplos. Isto acon
tece porque barreiras maximais possuem propriedades interessantes, que as 
barreiras em geral não possuem. Falaremos sobre duas delas a seguir. 

Proposição 2.5 Se B é uma barreira maximal em um grafo G então G- B 
não possui componente par. 

Dem. Veja [13, pág. 13]. o 

Um grafo H é crítico se, para todo vértice v E V(H), H- {v) pos· 
sui emparelhamento perfeito. A seguir apresentamos uma propriedade que 
relaciona barreiras maximais e grafos críticos. 

Proposição 2.6 Se B é uma barreira maximal em um grafo G então toda 
componente de G- B é crítica. Além disso, nenhuma componente não trivial 
é bipartida. 

Dem. Veja [13, pág. 18]. o 

Suponha agora que G é um grafo que possui emparelhamento perfeito. 
Dizemos que uma aresta de G é admissível se ela pertence a algum empare
lhamento perfeito. Para grafos que possuem emparelhamento perfeito uma 
questão que surge naturalmente é a seguinte: quais arestas são admissíveis? 
o Lema a seguir, que também decorre do Teorema de Tutte, e o próximo Co
rolário, respondem a esta questão e, como veremos nos próximos capítulos, 
se mostram muito importantes no desenvolvimento desta teoria. 

Lema 2.7 Seja G um grafo que possui emparelhamento perfeito, u e v dois 
vértices de G. O grafo G- { u, v} não tem emparelhamento perfeito se, e 
somente se, existe uma barreira que contém u e v. 
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Dem. Aplicação direta do Teorema de Tutte. o 

Corolário 2.8 Se G é um grafo que possui emparelhamento perfeito então 
uma aresta é admissível se, e somente se, nenhuma barreira contém seus dois 
extremos. O 

2.4 Grafos matching covered 

Nesta seção daremos apenas definições e conceitos básicos. Apresentaremos 
também uma relação que permite estabelecer uma partição para o conjunto 
de vértices de um gTafo matching covered. As demais propriedades sobre 
grafos matching covered serão apresentadas ao longo do trabalho. 

Um grafo G = (V(G),E(G)) é matching coveredse é conexo e todas as 
suas arestas são admissíveis. Neste trabalho consideraremos apenas grafos 
matching covered que são simples, isto é, sem arestas múltiplas e sem laços. 

Uma conseqüência imediata da definição é que um grafo matching covered 
não possui vértice de corte. Portanto, todo grafo matching covered com mais 
de dois vértices é 2-conexo. 

Como um grafo matching covered G possui emparelhamento perfeito, uma 
barreira em G é um subconjunto B de V(G) tal que def(B) = O, ou seja, 
]I(G- E)] = ]E]. O conjunto vazio e o conjunto formado por um vértice 
qualquer de G são exemplos de barreiras. Estas são chamadas de barreiras 
triviais. Em um grafo bipartido matching covered cada bipartição é uma 
barreira. 

Um exemplo importante de grafos matching covered é uma subclasse 
dos grafos regulares chamada de r-grafos. Grafos regulares, em particular 
grafos cúbicos, desempenham um papel importante na teoria dos grafos. Por 
exemplo, como mencionamos no capítulo anterior, o Teorema das quatro 
cores é equivalente ao problema da 3-coloração de grafos cúbicos planares 
sem aresta de corte. 

Mais formalmente, um grafo r-regular tal que IV(S)I 2: r, para todo 
subconjunto Ímpar S de V(G), é chamado de r-grafo. 

Proposição 2.9 Todo r-grafo é matching covered. 

Dem. Veja [13, pag. 15]. o 
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As seguintes propriedades de grafos matching covered podem ser deduzi
das diretamente das propriedades e resultados da seção anterior. 

Propriedade 2.10 Seja G um grafo conexo que possui emparelhamento per
feito. Então G é matching covered se, e somente se, cada barreira é um 
conjunto independente. O 

Propriedade 2.11 Se B é uma barreira em um grafo matching covered G 
então G- B não possui componente par. Além disso, se E é maximal então 
cada componente de G - B é crítica. D 

O Teorema a seguir é uma caracterização para grafos bipartidos matchíng 
covered. 

Teorema 2.12 Seja G um grafo bipartido com bipartição (U, W). As se
guintes afirmações são equivalentes: 

(i) G é matching covered; 

(ii) IUI = IWI e para todo subconjunto próprio não vazio X deU, ladj(X)I 2: 
lXI + 1; 

(iii) G = I<2 ou [V(G)[ ~ 4 e para quaisquer dois vértices u EU e w E W, 
G - u - w tem emparelhamento perfeito; 

Dem. Veja [11, pag. 122]. O 

Apresentaremos agora uma relação que nos permite estabelecer uma 
partição do conjunto de vértices de um grafo matching covered. Sejam x 

e y dois vértices de um grafo matching covered G. O Lema 2. 7 nos sugere 
definir a seguinte relação binária sobre V(G): x"' y se G- {x,y} não tem 
emparelhamento perfeito. Como conseqüência desta definição temos os se
guintes resultados. 

Lema 2.13 A relação ,......, é uma relação de equivalência. 

Dem. Veja [13, pag. 23]. o 
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Teorema 2.14 As classes de equivalência de ,...,_, são precisamente as barrei
ras maximais de G. 

Dem. Seja C uma classe de equivalência da relação ,...,_, e seja v um de seus 
vértices. O conjunto {v} é uma barreira de G. Seja B uma barreira maximal 
de G que contém v. Vamos mostrar que E= C. 

Quaisquer dois vértices de B são claramente equivalentes. Portanto, B Ç 
C. Seja [( uma componente conexa de G - B e w um de seus vértices. 
Pela maximalidade de B, a componente [(é crítica. Portanto, [(- w tem 
emparelhamento perfeito. 

Considere o grafo bipartido H obtido pela contração de cada componente 
de G - B a um único vértice. Vamos denotar por k o vértice de H que é 
resultante da contração da componente K. 

Claramente, H é matching covered pois, todo emparelhamento perfeito 
de G quando restrito a H também é perfeito neste grafo. Pelo Teorema 2.12, 
H- {v, k} tem emparelhamento perfeito. 

Como as componentes de G - B são críticas, este emparelhamento pode 
ser estendido facilmente a um emparelhamento perfeito de G - {v, w}. Por
tanto, v f w. Como esta conclusão vale para todo v E B e para todo 
w E V(G)- B, podemos concluir que B =C. O 

Portanto, as barreiras maximais de um grafo matching covered G cons
tituem uma partição de V(G), a qual chamaremos de partição canônica. As 
propriedades a seguir nos mostram o que acontece com a barreiras maximais 
quando inserimos arestas em um grafo matching covered e quando subdivi
dimos uma aresta. 

Propriedade 2.15 Seja G um grafo matching covered e S um conjunto de 
arestas que não pertencem a E( G) tal que o grafo G + S é matching covered. 
Então as barreiras maximais de G + S são um refinamento das barreiras 
maximais de G. 

Dern. Considere uma barreira maximal E em G + S. Então li( ( G + S) -
E)j = jBj. As arestas de S (bem como todas as de G) ou ligam E a uma 
componente Ímpar ou possuem seus dois extremos em um mesma compo
nente. Logo, \I(G- E) I~ lEI. Mas G tem emparelhamento perfeito pois, é 
matching covered. Portanto, II(G- B)l = lEI. Ou seja, B é barreira em G. 
o 
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Propriedade 2.16 Sejam G um grafo matching covered, e:= (x,y) uma 
aresta de G e G' o grafo obtido de G subdividindo e pela inserção de dois 
novos vértices u e v de tal forma que o caminho obtido de e é xuvy. Então as 
barreiras maximais de G' são as mesmas de G exceto que v se une à barreira 
maximal que contém x e u se une à que contém y. D 

Finalizaremos este capítulo apresentando dois conceitos que, como vere
mos no próximo capítulos, estão intimamente relacionados com a teoria dos 
grafos matching covered. 

Um grafo G é chamado bicrítico se, para quaisquer dois vértices u e v de 
V(G), o grafo G ~ {u,v} possui um emparelhamento perfeito. Claramente, 
grafos bicríticos são matching covered. Não é difícil de ver que um grafo com 
emparelhamento perfeito é bicrítico se, e somente se, suas barreiras são todas 
unitárias. 

Um grafo bicrítico 3-conexo é chamado de brick. Como exemplos de 
bricks temos o grafo completo K4 , o prisma triangular C6 , e o grafo de 
Petersen. Veremos mais tarde que bricks, juntamente com uma classe de 
grafos bipartidos chamada de braces, constituem blocos básicos a partir dos 
quais todos os grafos matching covered podem ser construídos. 



Capítulo 3 

Cortes Justos 

3.1 Introdução 

Neste Capítulo introduziremos o conceito de cortes justos e apresentaremos 
suas mais importantes propriedades. O conceito de cortes justos é um dos 
mais importantes no estudo de grafos matching covered. Veremos isto ao 
longo de todo este trabalho. 

Na seção 3.2, apresentaremos urna caracterização de grafos matching 
covered que não possuem corte justo não trivial, e na seção 3.3, apresen
taremos uma decomposição de grafos matching covered em cortes justos. 

Na seção 3.5, apresentaremos alguns resultados importantes sobre o 
número de bricks de uma decomposição em cortes justo de um grafo matching 
covered. Estes resultados, juntamente com os da seção 3.6, serão utilizados 
nos Capítulos posteriores e com mais freqüência no Capítulo 7 para demons
trarmos o Teorema de Lovász-Vem pala. 

3.2 Cortes 
covered 

justos em grafos matching 

Seja G um grafo e sejaS Ç V(G). Lembre-se que 'V(S) denota o conjunto de 
arestas que possui exatamente um extremo em S, e chamamos este conjunto 
de corte determinado por S. Os conjuntos SeSsão as margens de 'V(S). 
Note que S e S determinam o mesmo corte. Um corte é ímpar se ambas 
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as margens são ímpares. A seguinte propriedade é imediata, porém muito 
importante. 

Propriedade 3.1 Se M é um emparelhamento perfeito em um grafo G então 

IV(S) n Ml = ISI (mod 2) 

para todoS Ç V(G). O 

Em particular, todo emparelhamento perfeito contém pelo menos uma 
aresta em cada corte ímpar. 

Seja G um grafo matching covered. Um corte em G é justo se cada 
emparelhamento perfeito de G contém exatamente uma aresta do corte. Pela 
propriedade 3.1, todo corte justo é ímpar. Por exemplo, se v é um vértice 
qualquer de G então o corte V(v) é justo; tais cortes serão chamados de 
cortes justos triviais. Uma observação importante sobre cortes justos é a 
seguinte: 

Proposição 3.2 Se G é um grafo matching covered e C:= V(S) é um corte 
justo em G então G[S] é conexo. 

Dem. Trivial. o 

Apresentaremos agora dois tipos de cortes justos não triviais. Seja B 
uma barreira não trivial em um grafo matching covered G, e suponha que 
H é uma componente não trivial de G- B (Figura 3.l(a)). Por simples 
argumentos de contagem podemos concluir que 'V(V(H)) é um corte justo. 
Tais cortes são chamados de cortes provenientes de barreira. 

Suponha agora que {u,v} Ç V(G) seja tal que G- {u,v} é desconexo e 
que cada componente de G- {u,v} seja par. Um par de vértices deste tipo 
é chamado de 2-separação. Seja H uma componente de G- {u,v}. Então, 
usando novamente argumentos de contagem, podemos concluir que o corte 
V(V(H) U {u}) éju,to (Figura 3.l(b)). Um corte de,te tipo é chamado de 
corte proveniente de uma 2-separação. 

Um grafo matching covered pode ainda possuir cortes justos que não 
sejam nem de barreira nem provenientes de uma 2-separação. Veja o exemplo 
da Figura 3.l(c). 
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c u c 

(a) (b) 

(c) 

Figura 3.1: Exemplo de corte justo (a) proveniente de barreira; (b) proveni
ente de uma 2-separação e (c) que não é proveniente de barreira e nem de 
2-separação. 
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Uma questão que surge naturalmente neste instante é a seguinte: Quais 
grafos matching covered são livres de cortes justos não triviais? Vamos res
ponder a esta questão considerando inicialmente grafos bipartidos. 

Um grafo bipartido matching covered com bipartição (U, W) é chamado 
de brace se, para todo subconjunto X deU (ou de W), O < ]X] < ]U]- 1, 
tem-se ]adj(X)] 2 ]X]+ 2. 

Proposição 3.3 Um grafo bipartido matching covered é livre de cortes justos 
não triviais se, e somente se, é um brace. 

Dem. Veja [13, pág. 27]. o 

Para um grafo matching covered não bipartido, pelo que vimos até agora 
podemos concluir que uma condição necessária pa.ra ser livre de cortes justos 
não triviais é que o grafo não possua barreiras não triviais. Isto significa 
que deve ser bicrítico. Vimos também que sendo bicrítico mas não 3-conexo, 
também possui cortes justos não triviais provenientes de 2-separações. Pode
mos concluir então que uma condição necessária para que um grafo matching 
covered não bipartido seja livre de cortes justos não triviais é que ele deve 
ser bicrítico e 3-conexo, ou seja, um brick. Será esta condição suficiente? A 
resposta é sim. 

Teorema 3.4 Um grafo nao bipartido matching covered é livre de cortes 
justos não triviais se, e somente se, é um brick. 

Dem.Veja [13, pág. 37]. o 

A única prova que conhecemos para este fato é de autoria de Edmonds et 
alii [6], e usa dualidade de programação linear. Seria muito útil obter uma 
prova que usa somente argumentos combinatoriais. 

Portanto, tudo que fizemos até agora é suficiente para caracterizarmos 
grafos matching covered que são livres de cortes justos não triviais. 

Teorema 3.5 Um grafo matching covered é livre de cortes justos não triviais 
se, e somente se, é um brick ou um brace. 

Dem. Veja [10], [13, pág. 28]. o 
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3.3 Decomposição em cortes justos 

Seja G um grafo matching covered e C ::::: V'(S) um corte em G. O grafo 
obtido de G pela contração de S a um único vértice é chamado de uma C
contração. A seguinte proposição, apesar de simples, é fundamental para os 
nossos propósitos. 

Proposição 3.6 Se G é matching covered e C é um corte justo em G então 
ambas as C -contrações são matching covered. Ademais, o conjunto dos cortes 
justos da C -contração coincide com o conjunto de cortes da C -contração que 
são justos em G. 

Dem. Trivial. D 

Esta proposição nos sugere a seguinte decomposição: Sejam G um grafo 
matching covered e C ::::: V'(S) um corte justo não trivial em G. Considere 
as duas C-contrações G1 e G2 . Pela proposição 3.6, G1 e G2 são matching 
covered. Se G1 ou G2 por sua vez possuírem corte justo não trivial, pode
mos tomar novamente as contrações deste corte. Portanto, dado um grafo 
matching covered, podemos aplicar repetidamente contrações em ambas as 
margens de um corte justo não trivial e obter grafos matching covered com 
número de vértices cada vez menor. Pelo Teorema 3.5, o resultado final será 
uma lista de bricks e braces. Este procedimento recebe o nome de decom
posição em cortes justos. Veja um exemplo desta decomposição na Figura 
3.2. 

É importante notar que, em geral, não existe uma única maneira de apli
car este precedimento. Por exemplo, o grafo pode ter mais de um elemento 
gerador de cortes justos não triviais (entre barreiras e 2-separações). O inte
ressante é que, apesar da possibilidade de podermos fazer escolhas arbitrárias, 
a lista final de bricks e braces obtidos é essencialmente a mesma. Este Teo
rema, de autoria de L. Lovász, é um dos mais importantes da teoria de grafos 
matching covered. 

Teorema 3. 7 Quaisquer duas aplicações do procedimento de decomposição 
em corte justos de um grafo matching covered produzem, a menos de mul
tiplicidade de arestas, a mesma lista de bricks e braces. (Em particular, as 
duas listas têm o mesmo número de elementos). 
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Figura 3.2: Decomposição em cortes justos. 
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Dem.Veja [10], [13, pág. 31]. o 

Portanto, o número de bricks de uma decomposição em cortes justos de 
um grafo matching covered G é bem definido. Vamos denotar este número 
por b(G). 

Uma observação importante é que apesar de estarmos trabalhando com 
grafos simples, uma contração de um conjunto de vértices, feita durante uma 
decomposição em cortes justos, pode gerar grafos com arestas múltiplas. 
Assim, para evitar confusão e simplificar a escrita, quando dizemos que um 
grafo H é um brick de um grafo G, queremos dizer que a decomposição em 
corte justos de G produz H possivelmente acrescido de arestas paralelas. 

Uma ferramenta importante para provar o Teorema 3.7, e que também 
será utilizada nos Capítulos posteriores, é a técnica amplamente conhecida 
como ''descruzamento de cortes". Dois cortes \7(5) e V(T) se cruzam se 
cada um dos conjuntos S n T, S n T, S n Te S n T é não vazio. 

Uma coleção de cortes que não se cruzam dois a dois é chamada de la
minar. Observe que dada uma decomposição em cortes justos, a coleção de 
cortes justos a ela associada é laminar. Se C1 e C2 são dois cortes justos que 
se cruzam então podemos escolher uma margem S de C1 e uma margem T 
de c2 tais que I s n TI é ímpar. o Lema a seguir é trivial a partir da definição 
de cortes justos. 

Lema 3.8 Sejam G um grafo matching covered, V(S) e V(T) dois cortes 
justos de G tais que [S n T[ é ímpar. Então 'V(S n T) e 'V(S n T) também 
são justos. Além disso, nenhuma aresta liga S n T a S n T. D 

Terminaremos esta seção apresentando algumas propriedades de cortes 
justos que são muito simples e que serão utilizadas posteriormente. 

Lema 3.9 Seja G um grafo e C um corte ímpar tal que as duas C -contrações 
em G são matching covered. Então G é matching covered. 

Dem. Imediato da definição de grafo matching covered. o 

Lema 3.10 Seja G um grafo matching covered e C um corte ímpar tal que 
as duas C-contrações são bicríticas. Então G é bicrítico. 

Dem. Imediato da definição de grafo bicrítico. o 



Lema 3.11 Seja G um grafo bicrítico e C um corte justo associado à uma 
2-separaçâo de G. Então as duas C-contrações são bicríticas. 

Dem. Veja [11, pag. ].58]. D 

Lema 3.12 Sejam G um grafo matching covered, B uma barreira não tri
vial maximal em G e H uma componente de G - B. Seja G' o grafo 
obtido de G contraindo V(G)- V(H) a um único vértice u. Então as 
barreiras maximais de G' são {u} e os conjuntos da fo·rma {T n V( H) : 
T é barreira maximal em G}. 

Dem. Veja [11, pág. 153]. D 

Um subgrafo H de G é nice (relativo a G) se G- V(H) possui empare
lhamento perfeito. 

Lema 3.13 Seja G um grafo matchíng covered, H um subgrafo nice match
ing covered de G, e C um corte justo em G. Se CnE(H) #- 0 então CnE(H) 
é um corte justo em H. 

Dem. Como H é nice, G- V(H) possui um emparelhamento perfeito M'. 
Portanto, para todo emparelhamento perfeito M de H, M UM' é um empa
relhamento perfeito de G. Dado que C é justo em G, concluímos queM tem 
no máximo uma aresta em C n E( H). Observe que esta conclusão vale para 
todo emparelhamento perfeito M de H. 

Por hipótese, C n E( H) contém uma aresta e. Tomando um emparelha
mento perfeito Me de H que contém e, podemos concluir, pelo raciocínio do 
parágrafo anterior, que esta é a única aresta de Me em C n E( H). Con
seqüentemente, C n E( H) é um corte ímpar em H. Novamente, usando o 
mesmo raciocínio do parágrafo anterior, concluímos que C n E( H) é justo. O 

3.4 Remoção de arestas em grafos biparti
dos matching covered 

Nesta seção apresentaremos dois casos em que podemos remover arestas de 
um grafo bipartido matching covered e o grafo resultante ainda permanece 
matching covered. 
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Lema 3.14 Seja H um brace com pelo menos seis vértices. Então H- e é 
matching covered para toda aresta e E E(H). 

Dem. Seja H := ( U, W) um brace com pelo menos seis vértices, ou seja, 
lU I= IWI ~ 3. Por definição de brace temos que para todo subconjunto ,Y 
deU (ou de W), O< lXI < lU I- l. tem-se ladj(X)I 2: lXI + 2. 

Seja e E E( H). Então ladj(H-•J(X)I 2: lXI + 1, para todo subconjunto X 
deU (ou de VV), O < lXI < IUI-1. Suponha agora que existe um subconjunto 
X de U (ou de W), lXI = IUI - 1, tal que ladj(H-e)(X)I :<:; lXI. Como 
H -e tem emparelhamento perfeito. devemos ter, na verdade, fad)(H-e)(X)I = 

lXI. Então existe w E W tal que ladj(H-•}(w)l = I Conseqüentemente, 
ladjH(w)l:; 2, o que é uma contradição à definição de brace. 

Portanto, fadJ(H-e)(X)[ ~ [Xj + 1, para todo subconjunto próprio não 
vazio X deU. Pelo Teorema 2.12, H- e é matching covered. O 

Seja G um brick e e uma aresta de G tal que G - e é matching covered. 
Seja B uma barreira não trivial em G- e. Vamos considerar o grafo bipartido 
H obtido de G - e contraindo cada componente de G - e - B a um único 
vértice. 

Vamos denotar por Y os vértices de H que são resultantes da contração 
de componentes não triviais de G- e- B. Uma das bipartições de H é a 
barreira B, e a outra vamos denotar por A. 

Suponha que H possui um corte justo D := \l(S) que não separa os 
vértices de Y, ou seja, os vértices de Y pertencem todos à uma mesma 
margem de D. Fixe a notação para que tenhamos os vértices de Y na margem 
S. Observe que no caso em que o conjunto Y possui um único elemento, o 
corte D pode até ser tri vi ai. 

Seja H' o grafo obtido de H contraindo a margem S a um único vértice 
s. Como D é justo, H' é matching covered. Observe que os vértices de H', 
exceto s são todos vértices originais de G. 

Lema 3.15 H'- f é matching covered para toda aresta f de H' que incide 
em s. 

Dem. Seja f uma aresta de H' que incide em s. Se f é paralela em H' então 
não há nada a fazer. Suponha que f não é paralela em H'. Vamos denotar a 
bipartição de H' por B' e A', onde B' contém os vértices de B e A' contém 
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os de A. Então, sE A', caso contrário, A' seria uma barreira não trivial em 
G. 

Se H'- f não é matching covered então pelo Teorema 2.12, existe um 
subconjunto A1 Ç A' tal que ladJH'-J(Al)l 'S IA 1 j. Claramente, H'- f 
tem emparelhamento perfeito. Pelo Teorema de Hall, ladjH'-J(A1 )1 2: jA 1 j. 
Portanto, ladjH•-J(Al)l = IA1I· 

Então A' e B' podem ser particionados nos conjuntos A1 e A2 :=A'- A1 , 

Bt :=adj(At)eB2 :=B'-Bt,respectivamente,detalformaquejA1 1 = jB1 j, 
IA2I = IB2 I. Desta forma, f é a única aresta de H' com extremos em A1 e 
B2 • Então sE A1 . 

Seja b o outro extremo de f, ou seja, b E B 2• Como G é brick, b tem pelo 
menos três vizinhos em G. Portanto, b tem pelo menos dois vizinhos em A2 . 

Então A2 é uma barreira não trivial em G. Isto é uma contradição, pois G ó 
brick. Portanto, H' - f é matching covered. O 

3.5 Propriedades da função b(G) 

Nesta seção apresentaremos alguns resultados importantes sobre o número de 
bricks de uma decomposição em cortes justo de um grafo matching covered. 
Estes resultados serão utilizados no Capítulo 7, para demonstrarmos o Teo
rema de Lovász-Vem pala. 

Teorema 3.16 [Subaditividade] Sejam G um grafo matching covered e C 
um corte ímpar em G tal que as duas C -contrações, G1 e G2 , são matching 
covered. Então b( G) ::; b( Gt) + b( G2 ), com igualdade se, e somente se. C é 
justo em G. 

Dem. Se C é justo em G então claramente, b(G) = b(G1 ) + b(G2). Suponha 
agora que C não é justo em G e vamos mostrar, por indução em IV(G)I, que 
b(G) < b(G1 ) + b(G2 ). 

Como C não é justo, existe um emparelhamento perfeito .1.\10 em G tal 
que IMo n CI > 1. Se um de G1 e G2 é bipartido então o corte C é justo 
(proveniente de barreira) em G, o que contradiz a hipótese. Podemos supor 
então que G1 e G2 são ambos não bipartidos. Logo, b(G1 ) 2::: 1 e b(G2 ) ~ 1. 

Se G não possui corte justo não trivial então G é um brick, ou seja, 
b( G) = 1 e, neste caso, o Teorema é provado facilmente. Suponha então que 
G possua um corte justo não trivial D. 
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Vamos supor que C:= 'V(X) e que G1 é obtido de G pela contração de 
X a um único vértice X. Analogamente, G2 é obtido de G pela contração de 
X a um único vértice x. 

Caso 1 C e D não se cruzam. 

Vamos supor, sem perda de generalidade, que D pertence a G1. Então D 
é um corte justo não trivial em G1 . Sejam G11 e G12 as duas D-contrações 
em G1 . Então Gn e G12 são matching covered. Além disso, b( G1 ) = b(G11 ) + 
b(G12 ). 

Fixe a notação de tal forma que X pertença a G12 . Observe que, como X 
pertence a G12 , o grafo G11 também é uma das D-contrações em G. Vamos 
denotar a outra D-contração em G por H. Então C é um corte Ímpar não 
justo em H. Observe que uma das C-contrações em H é G2 e a outra é Gt2· 
Assim as duas C -contrações em H são matching covered. 

Por hipótese de indução, b(H) < b(G12 ) + b(G2 ). Mas b(G) = b(Gn) + 
b(H), pois D é justo em G. Portanto, b(G) < b(Gn) + b(Gn) + b(G,) = 

b(G,) + b(G,). 

Caso 2 C e D se cruzam. 

Vamos denotar as margens de D por Y e Y. Fixe a notação para que 
tenhamos IX n Yl Ímpar. Para simplificar a notação vamos fazer I := 'V(X n 
Y) eU o= V'(X n Y) (Figura 3.3). 

Como G1 e G2 são matching covered, toda aresta de G pertence a um 
emparelhamento perfeito que intercepta C em uma única aresta. 

A partir deste fato, podemos concluir que não existe aresta ligando X n Y 
a X n Y. Pois suponha que existe urna aresta e ligando estes dois conjuntos, e 
sejaM um emparelhamento perfeito em G contendo e e que intercepta C em 
uma única aresta. Como I e U são ímpares, M deve interceptar cada um de 
I e U em pelo menos uma aresta. Por contagem, devemos ter IM n DI 2:: 3, 
o que é uma contradição pois D é justo em G. 

Portanto, não existe aresta ligando X n Y a X n Y. Assim, para todo 
emparelhamento perfeito M de G, 

IMnii + IMnUI = IMn Cl + IMn DI. (3.1) 

Mas como D é justo, temos que 
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.C ·.I D. 

.·u 

Figura 3.3: O caso em que C e D se cruzam. 

IM n Il + IM n UI ~ IM n CI + 1. (3.2) 

Em particular, I é justo em G1 e U é justo em G2 . Tomando o empare
lhamento Mo temos, pela equação 3.2, que IMo n II e IMo n UI não são ambos 
unitários. Digamos que IMo n II > 1. Então I é um corte ímpar não trivial 
emG. 

Sejam G11 e G12 as duas I-contrações em G1 . Como G1 é matching 
covered e I é justo em Gt, temos que G11 e G12 sã.o ambos matching covered. 
Como I é justo em Gh b(G,) ~ b(G11 ) + b(G12 ). 

Da mesma forma, sejam G21 e G22 as duas O-contrações em G2. Como 
G2 é matching covered e U é justo em G2 , temos que G21 e Gn são ambos 
matching covered. Como Ué justo em G2 , b(G2 ) ~ b(G21 ) + b(G,). 

Sejam H1 e H2 as duas D-contrações em G. Vamos supor que H1 é obtido 
de G contraindo-se a margem Y de D, e H2 é obtido contraindo-se a margem 
Y de D. Para i = 1, 2, seja M; := M0 n E(Hi). Como D é justo em G, M; é 
emparelhamento perfeito em Hi. 

O corte I em H1 é tal que as duas I -contrações são matching covered, 
pois uma delas é, a menos de multiplicidade de arestas, G11 ou G12 e a outra 
é G21 ou G22 . Vamos supor, sem perda de generalidade, que as I-contrações 
em H1 são G11 e G22· O emparelhamento M1 é perfeito em Ht e IMtnii > 1. 
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Por hipótese de indução, b(H,) < b(Gn) + b(G22 ). 

Da mesma forma, o corte U em H2 (que pode até ser trivial) é tal que as 
duas U-contra.ções são matching covered, pois uma delas é G12 e a outra é 
G21· 

SeU é justo em H2 então b(H2 ) = b(G12 ) + b(G,). Senão, podemos 
aplicar hipótese de indução e concluir que b(H2 ) < b(G12 ) + b(G2 t). Em 
qualquer caso, temos que b(H2 ) :S b(G12 ) + b(G,). 

Mas b(G) = b(H,) + b(H2 ), pois D é justo em G. Portanto, b(G) < 
b(Gn) + b(G22 ) + b(G,) + b(G,) = b(G,) + b(G2 ). o 

Lema 3.17 Seja G um grafo matching covered tal que b( G) 
bicrítico então G é brick. 

l. Se G é 

Dem. Por contradição, suponha que G não é brick. Por hipótese, G é 
bicrítico. Logo, G possui uma 2-separação. Considere um corte justo C em 
G associado a esta 2-separação. Pelo Lema 3.11, as duas C-contrações em 
G são bicríticas, e portanto, não bipartidas. Conseqüentemente, cada uma 
delas fornece pelo menos um brick para G. Logo, b( G) ~ 2, o que é uma 
contradição à hipótese. o 

Lema 3.18 Seja G um grafo bicrítico tal que b(G) = 2. Então G contém 
uma única 2-separação. 

Dem. Como G é bicrítico e b( G) = 2, concluímos que G tem uma 2-
separação. Seja { u, v} uma 2-separação de G. Considere um corte justo 
C de G associado à 2-separação { u, v}. 

Pelo Lema 3.11, as duas C-contrações em G são bicríticas, e portanto, 
matching covered e não bipartidas. Como b(G) = 2, cada C-contração deve 
fornecer exatamente um brick. Pelo Lema 3.17, concluímos que cada C
contração em G é brick. Isto significa que { u, v} é a única 2-separação de G. 
D 

Portanto, se G é um grafo nas hipóteses do Lema 3.18 então os únicos 
cortes justos de G são aqueles associados à única 2-separação deste grafo. 

Lema 3.19 Sejam G um brick e C um corte Ímpar não trivial em G. Seja 
G1 o grafo obtido de G contraindo uma margem de C a um único vértice u. 
Suponha que G1 é matching covered, b(G1) = 1 e que B seja uma barreira 
maximal não trivial em G1. Então: 
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1. O vé-rtice u pertence a B; 

2. G1 - B possui uma única componente não trivial H: 

3. O grafo Ql obtido de G1 pela contração de V(G1 )- V(H) a 'Um úmco 
vértice b é brick. 

Dem. Se u ~ B então B seria uma barreira não trivial em G. Portanto, 
u E B. Além disso, é imediato que G1 - B possui pelo menos uma componente 
não trivial, caso contrário, G1 seria bipartido. 

Seja H umaa componente não trivial de G1 - B. Como B é maximaL con
cluímos pela Propriedade 2.11 que H é crítica. Portanto, para todo vértice 
u de V(H), o grafo G'- {v,b} tem emparelhamento perfeito. Isto significa 
que b não pertence a nenhuma barreira não trivial maximal de G'. Con
seqüentemente, toda barreira não trivial maximal de G' também é barreira 
não trivial em G. Mas G não possui barreira não trivial. Portanto, G' não 
contém barreira não trivial. Ou seja, G' é bicrítico. Além disso, G' tem mais 
de dois vértices e, portanto, b( G') ~ 1. 

Por outro lado, 'V(V(H)) é justo em G1 . Além disso, b(G,) ~ 1 e G' 
é uma V(H)-contração de G1 • Logo, b(G') = 1. Como esta conclusão vale 
para toda componente não trivial H de G1 - B, concluímos que H é única. 

Finalmente, G' é bicrítico e b(G') = 1. Pelo Lema 3.17, G' é um brick. O 

Lema 3.20 Seja G um grafo matching covered e, e uma aresta tal que G +e 
também é matching covered. Então b( G + e) $ b( G). 

Dem. Por indução em I V ( G) I· Se G é bipartido então, como G + e é 
matching covered, G+e deve ser bipartido e, neste caso, o Lema é claramente 
verdadeiro. Vamos supor então que G é não bipartido, ou seja, b( G) ~ 1. 
Então, b(G +e):> 1. 

Se G + e não possui corte justo não trivial então G + e é brick e a de
sigualdade b(G +e) ~ b(G) também é satisfeita. Podemos supor então que 
G +e possui um corte justo não trivial C := V(X). 

Seja C' := \7 a(X) o corte correspondente a X em G. Claramente, C' é 
justo em G pois, todo emparelhamento perfeito de G também é perfeito em 
G +e. 

Sejam G1 e G2 as duas C'-contrações em G, onde G1 é obtido pela con
tração de X. Da mesma forma, sejam H1 e H2 as duas C-contrações em 
G + e, onde H 1 é obtido pela contração de X. 
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Observe que se e tem pelo menos um extremo em X então H1 = G1 +e; 
por outro lado, se e tem ambos os extremos em X então H1 = G1 . Em ambos 
os casos, b(HI) s; b(Gt), sendo que no primeiro caso é utilizada a hipótese 
de indução. Analogamente, b(H2 ) :S b(G2 ). 

Portanto, b(G +e)= b(H1 ) + b(H2 ) :S b(G1 ) + b(G2 ) = b(G). O 

Corolário 3.21 Se G é tal que b( G) = 1 e a adição de uma aresta e presuva 
a proprtedade matching covered então b( G + e) = 1. D 

3.6 Um Teorema de estrutura para grafos 
bicríticos 

:.Jesta seção apresentando um Teorema que estabelece uma estrutura para 
certos tipos de grafos bicríticos. Este resultado será muito útil a partir do 
Capítulo 7. 

Uma barreira B em um grafo matching covered G é especial se G - B 
possui um única componente não trivial. Denotaremos por A( E) o conjunto 
dos vértices isolados de G - B. 

Teorema 3.22 Seja G um grafo bicrítico, e uma aresta de G tal que G - e 
é matching covered. Se toda barreira não trivial maximal de G- e é especial 
então 

1. Se B é uma barreira maximal de G- e então em G a aresta e incide 
em A(B). 

2. O grafo G - e tem no máximo duas barreiras maximais não triviais. 

3. Se G-e tem duas barreiras maximais não triviais B 1 e B 2 então B1 e B 2 

são disjuntas, A(B1 ) e A(B2 ) são disjuntos, a aresta e liga A(Bt) \ B 2 

a A(B2 )\B1 , e B1 \A(B2 ) e B2 \A(B1) também são barreiras em G-e. 

4. Ainda sob a hipótese de que G -e tem duas barreiras maximais não 
triviais B 1 e B 2 , seja G' o grafo obtido de G-e contraindo B1 UA(B1 ) a 
um único vértice b1 . Então B' := B 2 \A(B1 ) é especial e única barreira 
não trivial maximal em G'. Além disso, b1 (f_ (B 1 U A(B1

)). 
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Figura 3.4: Grafos G- e e G'. 

Dem. Seja B uma barreira não trivial maximal de G- e. Pela maximalidade 
de B, toda componente nã.o trivial de G- e- B é crítica. Além disso, como G 
é bicdtico, os extremos de e pertencem a componentes distintas de G- e- B. 
Por hipótese, G- e- B tem uma única componente não trivial. Então um 
extremo de e pertence a A(B). 

Observe que B é uma barreira maximal qualquer de G - e. Podemos 
concluir então que toda barreira não trivial maximal de G - e contém todos 
os vizinhos, em G- e, de um dos extremos de e. Como vimos na seção 2.4, as 
barreiras maximais particionam V(G- e). Portanto, G- e tem no máximo 
duas barreiras maximais não triviais. 

Suponha que G - e tem duas barreiras maximais não triviais B1 e B2 . 

Claramente, B1 e B 2 são disjuntas. Além disso, B1 contém todos os vizi
nhos, em G- e, de qualquer vértice de A(Bt). Como as barreiras maximais 
particionam V(G- e), concluímos que A(Bt) e A(B2 ) são disjuntos. 

Como vimos no primeiro parágrafo desta demonstração, e tem um ex
tremo em A(B), para toda barreira maximal B de G- e. Como A(Bt) e 
A(B2) são disjuntos, concluímos que e liga A(B1) a A(B2). Claramente, e não 
tem extremo em nenhuma barreira maximal não trivial de G - e. Portanto, 
e liga A( E,)\ E2 a A(E2 ) \E,. 

Seja H1 a componente não trivial de G- e- B1 e seja G' o grafo obtido 
de G- e pela contração de B 1 U A(Bt) a um único vertice b1 (Figura 3.4). 
Pelo Lema 3.12, o grafo G' tem no máximo uma barreira maximal não trivial. 
Além disso, se B2 n V(H1 ) tem pelo menos dois elementos então B' := B2 n 
V(H1 ) é a única barreira não trivial maximal de G'. 

Como e tem um extremo em A(B2 ), que é disjunto de A(B1 ), e como e 
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Figura 3 .. 5: Grafo G- e. 

não tem extremo em B 1 , concluímos que e tem um extremo x em H1 . Logo, 
IA(B2 ) n V(Ht)l 2: L Mas os vizinhos de x em G- e estão todos em B2 , que 
é disjunto de B1 . Então b1 9' adj(A(B2 )) em G'. Logo, IB2 n V(Ht)l 2: 2. 
Portanto, B' := B2 n V(HI) é a única barreira não trivial maximal em G'. 

Como a componente H 1 de G- e- B1 é crítica, concluímos que b1 f/. B' 
em G'. Portanto, B' é barreira em G - e. Então B 2 \ A( B1 ) = B' é barreira 
em G- e. Analogamente, B1 \ A(B2 ) também é barreira em G- e. 

Resta-nos mostrar que B' é especial em G' e que b1 f/. A( E'). Suponha 
que G'- B' possui duas componentes não triviais, digamos X 1 e X 2 . Então 
X 1 e Xz são críticas. Se b1 t/. V(Xt) U V(Xz) então X 1 e Xz são componentes 
de G- e- B2 , o que contradiz a hipótese. Suponha que b1 E X 1 . Então X 2 é 
componente não trivial de G- e- B2 • Por hipótese, X 2 é a única componente 
não trivial de G- e- B 2• 

Considere agora o grafo L obtido de G- e contraindo X 2 a um único 
vértice. Então L é bipartido. Isto significa que a componente X 1 é bipartida. 
Mas isto contradiz o fato de que X 1 é crítica. Portanto, G'- B' possui uma 
única componente não trivial. 

Vamos agora mostrar que bt f/. A(B'). Se bt E A( E') então B2 U A(Bt) é 
uma barreira em G- e (Figura 3.5). Como sabemos, um extremo da aresta 
e pertence a A(Bt). Logo, B 2 U A(B1 ) é uma barreira não trivial em G, o 
que é uma contradição. Portanto, b1 f/. A( E'). O 

A partir deste resultado podemos enunciar o seguinte. 

Teorema 3.23 Seja G um grafo bicrítico, e uma aresta de G tal que G- e 
é matching covered. Se toda barreira não trivial maximal de G- e é especial 



Cortes Justos 34 

então 

1. Ou o grafo G - e nao contém barreiras não triviais e, neste caso. ( 
bicrítico; 

2. Ou G- e contém uma única barreira maximal não trivial B1 t. neste 
caso, o grafo G1 obtido de G- e pela contração de B1 U A(Bd a um 
único vértice é bicrítico; 

S. Ou G-e contém duas barreiras maximais B1 e B 2 e, neste caso, fa;;endo 
8 1 := B 2 \A( B 1 ), o grafo obtido de G- e pela contração de 8 1 U A( B 1 ) 

a um único vértice e pela contração de B 1 U A( B 1
) a ·um único vértice é 

bicrítico. Além disso, em G, a aresta e possui extremos em A(B1 ) \ B 2 

c A( E'). o 

Note que fazendo B 1 := B2 \ A(Bt), o item 3 é eqüivalente a dizer que 
"G- e possui uma barreira maximal B1 e barreira não trivial B', não neces
sariamente maximaL tais que B1 U A(Bt) é disjunto de B' U A(B1

) e o grafo 
obtido de G - e pela contração de B1 U A( B1 ) a um único vértice b1 e pela 
contração de B' U A(B') a um único vértice b' é bicrítico. Além disso. em 
G, a aresta e possui um extremo em A(Bt) e o outro em A(B'). Esta forma 
será mais conveniente para as aplicações. 



Capítulo 4 

Decomposição em Orelhas 

4.1 Introdução 

Neste capítulo apresentaremos outra decomposição para grafos matching 
covered chamada de decomposição em orelhas. Esta decomposição é uma 
propriedade indutiva e muito simples que nos permite descrever a classe dos 
grafos matching covered. A partir desta propriedade, conseqüências muito 
importantes serão estabelecidas. 

Na Seção 4.2, definiremos uma relação de eqüivalência entre arestas de 
um grafo matching covered e apresentaremos algumas de suas propriedades. 
Veremos várias aplicações desta relação ao longo do trabalho. Por exemplo, 
na Seção 4.3 ela será usada para mostrar que todo grafo matching covered 
possui uma decomposição em orelhas. 

Na seção 4.4 definiremos uma família infinita de grafos matching covered 
que podem ser construídos indutivamente a partir do I\4 de tal forma que a 
partir do segundo, cada elemento é obtido através de uma colagem adequada 
do elemento anterior a um K 4 • Nesta mesma seção, mostraremos que todo 
grafo matching covered possui um subgrafo que, a menos de subdivisão de 
arestas, é um elemento desta família. Em seguida, mostraremos que todo 
elemento desta família possui, a menos de subdivisão de arestas, o ]{4 ou C6 

como subgrafo. 

Uma conseqüência imediata deste resultado, e que será mostrado na 
seção 4.5, é que todo brick diferente do /{4 e C6 possui uma aresta cuja 
remoção produz um grafo matching covered. Este é um resultado clássico 

35 
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nesta teoria. 

4.2 Relação de dependência 

Dado um grafo matching covered G, definimos a relação de dependência ::::} 
em E( G) dizendo que a aresta a depende da aresta b (e denotaremos por 
a:::::} b) se todo emparelhamento perfeito de G que contém a também contém 
b. De forma equivalente, a ::::} b se a = b ou a nào é admissível em G'- b. 
C: saremos também o termo ~'a implica b" para dizer que a::::} b. 

Lema 4.1 Sejam G 'Um grafo matching covered, e e f duas arestas distintas 
de G. Então e:::::} f se, e somente se, G- f contém uma barreira B tal que 
(i} B contém ambos os extremos de e, (ii) a aresta f possui seus extremos 
em componentes distintas de G - f - B. 

Dem. Se G - f contém uma barreira satisfazendo os dois ítens acima então 
claramente e ::::} f. 

Suponha agora que e ::::} f, ou seja, e não é admissível em G - f. Cla
ramente, G - f possui emparelhamento perfeito. Pelo Corolário 2.8, o grafo 
G -f possui uma barreira B que contém ambos os extremos de e. Como e é 
admissível em G, a aresta f deve possuir (por contagem) seus extremos em 
componentes distintas de G - f - B. O 

A relação de dependência é reflexiva e transitiva. Duas arestas e e f têm 
dependêncza mútua (e {o} f) se todo emparelhamento perfeito que contém 
uma delas também contém a outra. Esta relação é de equivalência. 

Se G é um grafo matching covered então uma classe de equivalência Q da 
relação {o} é minimal se nenhuma aresta de G- Q implica uma aresta de Q. 
O seguinte resultado segue imediatamente: 

Proposição 4.2 Se G é um grafo matching covered e Q é uma classe mini
mal então toda aresta de G - Q é admissível em G - Q. O 

Uma classe minimal de um grafo matching covered G pode ser obtida da 
seguinte forma: Considere o grafo orientado L obtido a partir de G onde o 
conjunto de vértices de L é formado pelas arestas de G e existe uma aresta 
orientada (e, f) em L se e :::} f em G. Por exemplo, a Figura 4.1 ilustra 
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Figura 4.1: Relação de dependência para o grafo Rs. 

:n 

a relação de dependência para o grafo Rs e também apresenta o grafo L 
definido acima. Uma classe minimal de G é formada pelo conjunto de arestas 
que formam uma fonte em L. 

Podemos definir também uma classe minimal induzida por uma aresta e 
como uma classe mini mal Q tal que q :::::} e para todo q E Q. 

Os resultados a seguir visam estabelecer o número de arestas de uma 
classe minimal da relação de dependência. Como veremos, estas classes 
contém, em geral, um número pequeno de arestas. Vamos inicialmente ana
lisar os bricks. 

Lema 4.3 Seja G um brick, {e, f}<::: E(G) tal que e'*" f. Então G- e- f 
é bipartido. Além disso, a aresta e possui seus dois extremos em uma destas 
bipartições e a aresta f possui seus dois extremos na outra bipartição. 

Dem. Pelo Lema4.1, o grafo G ~f possui uma barreira B contendo ambos 
os extremos de e e a aresta f tem seus extremos em componentes distintas 
de G- f- B. 

Suponha que exista uma outra aresta e' distinta de e com ambos os ex
tremos em B. SejaM um emparelhamento perfeito em G contendo e'. Por 
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contagem, f EM e e rf. M, o que contradiz a hipótese. Portanto, e é a única 
aresta de G - f contendo ambos os extremos em B. 

Suponha que G - e - f não é bipartido. Então alguma componente H 
de G- f- B é não trivial. Como G é brick, pelo Teorema 3.4 o corte ímpar 
não trivial V(H) não é justo. Logo, existe um emparelhamento perfeito .1'\;f 

tal que IM n 'V(H)[ 2' 3. 
Por um argumento simples de contagem podemos concluir que IA! Íl 

'V( H) I = :3, f E M e e r/. lv!. Novamente temos uma contradição ao fato 
de que e {::} f. Portanto, G - e - f é bipartido. A outra parte do Lema é 
conseqüência direta. O 

A partir deste Lema podemos mostrar que, para bricks. toda classe possui 
no máximo dois elementos. 

Teorema 4.4 Seja G um brick e Q uma classe de equivalência de G deter
minada pela relação{::}. Então IQI:::;: 2. Ademais, se IQI = 2 então G- Q é 
bipartido. 

Dem. Sejam e e f duas arestas de Q. Pelo Lema 4.3, G- e- f é bipartido. 
Além disso, a aresta e possui seus dois extremos em uma destas bipartições 
e a aresta f possui seus dois extremos na outra bipartição. Isto vale para 
quaisquer duas arestas de Q. 

Suponha que Q tenha três elementos, digamos q1 , q2 e q3 • Seja B 2 (B3 ) 

a bipartição de G- q1 - q2 (G- q1 - q3 ) que contém os dois extremos de 
q2 (q3 ). Então 'V(B2 ) = E(G)- {q1 ,q2 } e 'V(B3 ) = E(G)- {q1 ,q3 ). Logo, 
'V(B2 E1J B3 ) = 'V(B2 ) E1J 'V(B3 ) = {q2 ,q3 ), ou seja, 'V(B2 Ell B3 ) é um corte 
em G composto por apenas duas arestas. Mas isto é uma contradição, pois 
G, sendo brick, é 3-conexo. O 

Como bricks são 3-conexos, podemos concluir pelo Teorema 4.4 que: 

Corolário 4.5 Se G é um brick e Q é uma classe minimal então G- Q é 
matching covered. O 

Veremos a seguir que, usando argumentos parecidos com os acima, po
demos mostrar que para uma grande parte dos grafos matching covered, o 
número de arestas de uma classe minimal também é dois. Um 2-corte em 
um grafo é um conjunto formado por duas arestas cuja remoção desconecta 
o grafo. 
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Lema 4.6 Seja G ·um grafo matchmg covered e Q uma classe minimal da 
r·e{ação de dependência. Se Q não mclui um 2-corte então IQI :::; 2. 

Dem. Por indução em IV(G)I. Para quaisquer duas arestas e e f de Q, temos 
que e{:::} f. Pelo Lema 4.1, o grafo G- f tem uma barreira E contendo ambos 
os extremos de e, e a aresta f possui seus extremos em componentes distintas 
de G -f- B. 

Seja J\.1 um emparelhamento perfeito de C. Se f ~ M então nenhuma 
aresta de G[BJ pertence aMe IM n V(V(K))I = 1 para toda componente 
h. de C - f - E. Se f E 1\1! então e E 1\1! e, novamente, nenhuma arestas 
de G[B] \{e) pertence aMe IM n V(V(KJ)I = 1 para toda componente 
[\. de G- f- E. Concluímos então que \l(V(K)) é justo em C, para toda 
componente f{ de C-f-E. Além disso, e é a única aresta de G[E]. 

Assuma que IQI 2: 3. Sejam e1 , e2 e e3 arestas de Q. 

Proposição 4.6.1 Pelo menos um de G- { e1 , e2 } e G- { e1 , e3 } é bipartido. 

Dem. Seja E2 uma barreira maximal de G- e2 contendo os extremos de e1• 

Se cada componente de C- e2 - E2 é trivial então C- {e1 , ez} é bipartido. 
Suponha então que G- e2 - B 2 possua uma componente não trivial ]{. 

Seja H o grafo obtido de G contraindo a componente f( a um único vértice. 
Como V(V(K)) é justo em G, a classe QH := Q n E( H) é minimal em H. 

Se QH inclui um 2-corte em H então Q inclui um 2-corte em G, o que 
contradiz à hipótese. Logo, Qy não inclui um 2-corte em H. Por hipótese de 
indução, IQHI::; 2. Mas e1 e e2 são arestas de Qy. Portanto, Qy = {e1 ,ez}. 

Analogamente, seja L o grafo obtido de G contraindo V(G) \ V(K) a um 
único vértice h. A classe QL := Q n E( L) é minimal em L e, por hipótese de 
indução, contém no máximo duas arestas, uma das quais é e3 . 

Para qualquer emparelhamento perfeito M 3 de G contendo e3 , a aresta 
de M 3 n V(V(K)) implica e1 em H. Portanto, esta aresta é e2 • Podemos 
concluir então que IQI = 3 e QL = {ez,e3}· 

Seja B a barreira de L - e3 contendo os dois extremos de ez, Nã.o é 
difícil de ver que B3 := B2 U (E\ {h}) é uma barreira de G- e3 contendo 
as dois extremos de e1 . Então toda componente de G- e3- B3 é trivial, 
senão podemos concluir, por hipótese de indução, que IQI :::; 2. Portanto, 
G- { e1 , e3} é bipartido. D 
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Aplicando a Proposição 4.6.1 duas vezes, concluímos que existe uma per
mutação (i,;,k) de (1.2,3) tal que ambos C:- {e;,ei} e G- {e;,ek} são 
bipartidos. Sejam Bj e B~o uma das bipartições de G- {e;, ej} e G- {e,, e ~o}. 
respectivamente. 

Então 'V(BJ) ~ E(G)-{e,,ei) e 'V( E,)~ E(G)-{e,,ek}. Logo, 'V(B,<'S 
Bk) ~ 'V(Bi) EB 'V(B,) ~ {ei,ek}, ou seja, 'V(Bi EB B,) é um corte em G 
composto pelas arestas {e1 , ek}. Isto contradiz a hipótese de que Q nao 
inclui um 2-corte. O 

4.3 Decomposição em 
matching covered 

orelhas e grafos 

Seja H um subgrafo de um grafo G. Um caminho ímpar P em G- E( H) é 
uma orelha de H se (i) ambos os extremos de P são vértices de H e (ii) Pé 
internamente disjunto de H. 

Uma decomposição em orelhas de um grafo matching covered G é uma 
sequencta 

K2 = Go c Gt c · · · c Gr-t = G 

de subgrafos matching covered, cada um dos quais exceto Go é obtido do 
anterior pelo acréscimo de uma ou duas orelhas disjuntas. No caso da adição 
ser de apenas uma orelha, dizemos que esta orelha é simples; no outro caso. 
dizemos que a orelha é dupla. Durante todo este trabalho usaremos sempre 
o termo orelha para nos referir a uma orelha simples ou dupla. O inteiro r é 
o número de orelhas da decomposição. 

Nesta seção vamos mostrar que todo grafo matching covered possui uma 
decomposição em orelhas. Este Teorema foi demonstrado por Lovász e 
Plummer [11]. Existem provas mais simples deste Teorema; veja por exemplo 
a de Little e Rendi [13, pág. 56]. Recentemente, ficamos sabendo de uma 
outra prova bem simples, de autoria de Z. Szigeti [20]. 

Apresentaremos aqui duas provas para este resultado que também são 
muito simples. Uma delas é bem parecida à de Z. Szigeti e a outra usa os 
resultados da seção anterior e é bem diferente. Decidimos apresentar estas 
duas demonstrações devido à simplicidade e originalidade de cada uma delas. 
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Seja G um grafo matching covered diferente de l\·2 . Se trocarmos uma 
aresta e de G por um caminho de comprimento ímpar, ou eqüivalentemente, 
se e é subdividida pela inserção de um número par de vértices então o grafo 
resultante também é matching covered. 

Reciprocamente, se trocarmos em G um caminho de comprimento ímpar, 
cujos vértices internos têm grau dois, por uma aresta que tem como extremos 
os mesmos extremos do caminho, então o grafo obtido também é matching 
covered. Definiremos assim uma subdivisão ímpar de um grafo como uma 
operaçao em que uma aresta é trocada por um caminho de comprimento 
1m par. 

Teorema 4. 7 Todo grafo matching covered possui nma decomposição em 
orelhas. 

Dem. Seja G um grafo matching covered. Vamos obter uma decomposição 
em orelhas de G. Seja e0 uma aresta qualquer de G. Como G é matching 
covered. existe um emparelhamento perfeito Mo que contém e0 • Faça G0 := 

G(e0 ]. Se G:::::: /{2 então o Teorema está provado. Suponha então que G f:- K2 . 

Observe que o subgrafo G0 é matching covered e nice com relação a G. 
Considere agora um subgrafo próprio H que é matching covered e nice 

com relação a G e seja M um emparelhamento perfeito de G tal que a 
restrição de Ma H é um emparelhamento perfeito em H. Como H é próprio 
e G é conexo, E( G)- E( H) contém uma aresta e que possui um extremo em 
H. Seja Me um emparelhamento perfeito em G contendo e. 

O grafo G[MU Me] é formado por uma coleção de circuitos M-alternados. 
Vamos denotar por D o circuito M-alternado de G[.M U _Me] que contém a 
aresta e. Podemos ver claramente que o circuito D contém várias orelhas 
de H e que H U D é um subgrafo rnatching covered e nice com relação a G. 
Escolha e e Me de tal forma que o circuito D contenha um número mínimo 
de orelhas de H. Vamos mostrar, por indução em [V( H)[, que D contém no 
máximo duas orelhas de H. 

Suponha que D contém s orelhas FI> P2 , ••• , P9 de H. Se s ::; 2 não 
há nada a provar. Suponha então que s > 2. Vamos supor, sem perda 
de generalidade, que as s orelhas de D são arestas e1 , e2 , ... , e9 de G, pois 
H +{P1,P2, ... ,Ps} é uma subdivisão ímpar de H +{et,e2, ... ,e9 }, ou seja, 
se algum destes grafos é matching covered então o outro também é. 

Vamos denotar por S o conjunto e1 , e2, ••• , e8 • Observe que, pela hipótese 
que fizemos de que o circuito D deve conter um número mínimo de orelhas 
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de H, concluímos que todo emparelhamento perfeito em H+ S contém todas 
as arestas de S ou não contém nenhuma delas. 

Sejam e e f duas arestas distintas quaisquer de S e considere o grafo 
H + S - e. Pela escolha que fizemos do circuito D temos que f não é 
admissível em H + S - e. Note que um emparelhamento perfeito de H 
também é perfeito em H+ S- f. Portanto, H+ S-e tem emparelhamento 
perfeito. Pelo Lema 2.8, existe uma barreira maximal B 1 em H+ S- t., 

contendo os extremos de f. 
Por um argumento de contagem podemos ver que, para que f seja ad

missível em H+ S, a aresta e deve possuir seus extremos em componentes 
distintas de H+ S-e- B. Novamente por um argumento de contagem, 
podemos concluir que f é a única aresta de S com ambos os extremos em 
B. Escolha e e f de tal forma que a barreira E. contendo f, seja a maior 
possível. 

Se todas as componentes de H +5-e-Esão triviais então H +5-{e,f} 
é bipartido onde B corresponde a uma classe da bipartição. Vamos denotar 
a outra classe por A. Como H é subgrafo de H+ S- {e, f}, temos que H 
é bipartido, e (B, A) é uma bipartição de H. Seja g uma outra aresta de S 
distinta de e e f. Então g possui um extremo em A e o outro em B. Pelo 
Teorema 2.12, o grafo H+ g é matching covered e o Teorema está provado. 

Podemos supor então que alguma componente de H + S - e - E é não 
trivial. Seja Y uma tal componente. Então "V(Y) é um corte justo não trivial 
em H+S. 

Proposição 4.7.1 Se H+ S contém um corte justo não trivial C então (i) 
151 :::: 3 e (ii) C contém exatamente uma aresta de S e separa as outras duas. 
ou seja, as outras duas arestas pertencem, cada uma delas, a uma margem 
distinta de C. 

Dern. Seja C um corte justo não trivial em H + S. Pelo Lema 3.13, C é 
justo em H. Sejam H' e H 11 as duas C-contrações em H. Pelo Lema 3.6, H' 
e H" são ambos matching covered. Seja S' ( S") o conjunto das arestas de S 
que pertencem a E(H') (E(H")). 

Por hipótese de indução, H' (H") acrescido de no máximo duas arestas, 
digamos {e', f'} ( {e", f"}), de S' ( S") é matching covered. 

Se C n {e', f'} :::: 0 então H + {e', f'} é matching covered. Podemos 
considerar, então, que C n {e', f'} # 0. Analogamente, C n {e", f"} f. 0. 
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Conforme já foi observado anteriormente, todo emparelhamento perfeito 
em H+ S contém todas as arestas de S ou não contém nenhuma delas. Por
tanto, C sendo justo, contém precisamente uma aresta de {e', f'}, digamos 
e', e uma de {e", f"}, digamos e". Como e' e e" são arestas de S, concluímos 
que e'= e". O 

Como 'V(Y) é um corte justo não trivial em H+ S, podemos concluir pela 
Proposição 4.7.1 que ISI = 3, a aresta e possui um extremo na componente 
Y e a outra aresta de 5, digamos g, que é distinta de e e f, possui seus dois 
extremos em Y. 

Seja L o grafo obtido de H +S pela contração de V(H +S)- Y a um único 
vértice. Como 'V(Y) é justo em H+ S, temos que L é matching covered. Pelo 
Lema 3.13, o corte 'V(Y) também é justo em H. Logo, o grafo L- {e,g}, 
que é obtido por uma contração de um corte justo de H, é matching covered. 

Vamos mostrar que existe um emparelhamento perfeito em L que contém 
e mas não g. Suponha por absurdo que todo emparelhamento perfeito em L 
que contém e também contém g. Logo, e não é admissível em L - g. Mas 
L - g possui emparelhamento perfeito. Pelo Lema 2.8, existe uma barreira 
maximal Bh em L- g, contendo os dois extremos de e. 

Observe que um extremo de e é o vértice resultante da contração de 
V( H+ S)- Y. Como e é admisssível em L, a aresta g deve possuir seus 
extremos em componentes distintas de L-g-B1 • Como L-{ e,g} é matching 
covered, e é a única aresta de L com ambos os extremos em B1 . Então B U B1 

é uma barreira em H + S - g que contém f e inclui propriamente B, o que 
é uma contradição à escolha de e e f. Portanto. L tem um emparelhamento 
perfeito Nf' que contém e mas não g. 

Seja F um emparelhamento perfeito de H + S que contém f. Logo, 
F contém e. Além disso, F n 'V(Y) = {e}. Seja M a restrição de F a 
V(H + S)- Y. Então M UM' é um emparelhamento perfeito de H+ S que 
contém e, f mas não g, ou seja, H+ {e, f} é matching covered. Isto prova o 
Teorema. O 

Apresentaremos agora o outro Teorema. Uma 2-aresta é uma aresta cujos 
vértices extremos têm grau dois. Denotaremos por L).( G) o grau máximo de 
um vértice no grafo G. Quando o grafo estiver subentendido, escreveremos 
apenas L).. 
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Teorema 4.8 Todo grafo matching covered distinto de 1(2 e C2n contém pelo 
menos .6. orelhas, disjuntas duas a duas, cuja remoção de qualquer uma delas 
resulta em um grafo que também é matching covered. 

Dem. Por indução em IV(G)I- Suponha inicialmente que G possui uma 
2-aresta1 digamos e. Seja G' o grafo obtido de G trocando o caminho ele 
comprimento três, que contém e como a aresta centraL por uma aresta e'. 
Claramente, G' é matching covered e .6.(G') = ü(G). Além disso. G' é 
distinto de K 2 e C2n· 

Por hipótese de indução, G' contém pelo menos .6. orelhas, disjuntas duas 
a duas 1 cuja remoção de qualquer uma delas resulta em um grafo que também 
é matching covered. Cada uma destas orelhas de G' pode ser extendida 
trivialmente para uma de G que também satisfaz esta propriedade. 

Suponha agora que G contém uma classe minimal Q da relação de de
pendência que inclui um 2-corte. Sejam e e f duas arestas de Q que for
mam um 2-corte em G. Como G é 2-conexo, G- {e, f} possui exatamente 
duas componentes H1 e H2. Vamos fazer e:= (u1 ,u 2 ) e f:= (v1 ,v2 ), onde 
{ Ut 1 vd Ç Ht e { U2 1 v2} Ç H2. Considere agora os grafos G1 := Ht + ( u11 vt) 
e G2 := H2 + (u2 1 v2). 

Claramente, Gt e G2 são matching covered. Se G1 é Iú ou C2n então G 
conteria uma 2-aresta. Mas este caso já foi tratado. Portanto, Gt é distinto 
de I<2 e C2n. Analogamente1 G2 também é distinto destes dois grafos. 

Por hipótese de indução 1 para (i= 1,2), G; contém pelo menos .6.(G;) 
orelhas 1 disjuntas duas a duas 1 cuja remoção de qualquer uma delas resulta 
em um grafo que também é matching covered. Note que .6.( G) = D.( GJ) 
ou .6.(G) = .6.(G2 ). Vamos supor, sem perda de generalidade, que .6.(G) = 
~(G,). 

Como as orelhas de G; são disjuntas, no máximo uma delas contém a 
aresta (u;, vi). Além disso, cada orelha de G; que não contém esta aresta 1 

também é orelha em G cuja remoção resulta em um grafo matching covered. 
Logo, G possui pelo menos .6.(Gt) -1 + .6.(G2 ) -1 orelhas satisfazendo a 

asserção do Teorema. Mas .6.(GI) = .6.(G) e .6.(G2 ) 2 2. Portanto, existem 
pelo menos .6.( G) orelhas em G satisfazendo a asserção do Teorema. 

Suponha agora que nenhuma classe minimal da relação de dependência 
inclui um 2-corte. Pelo Lema 4.6, cada classe minimal contém no máximo 
dois elementos. Portanto 1 G - Q é conexo e, conseqüentemente matching 
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covered, para cada classe minimal Q. Resta-nos mostrar que temos pelo 
menos LJ.( G) classes disjuntas duas a duas. 

Seja v E V(G) tal que IV'(v)l = C1(G). Vamos denotar as arestas que 
incidem em v por e1 ,e2, ... ,ekl onde k = IV(v)l- Para z = 1,2, ... ,k, Seja 
Q; uma. classe minimal de G induzida pela aresta e;. Cada aresta de Q; 
implica e; em G e, portanto, não implica ej, onde j f:. i. Logo, as classes Q; 
são disjuntas duas a duas. O 

Corolário 4.9 Todo grafo matchíng covered possui uma decomposição em 
orelhas. o 

Vimos portanto, que durante uma decomposição em orelhas de um grafo 
matching covered, a adição de uma orelha simples ou dupla é suficiente em 
cada iteração. É importante observar que, para o caso em que temos um 
grafo bipartido, a adição de uma orelha simples é suficiente [13, pág. -53]. 
Portanto, uma decomposição em orelhas para grafos bipartidos requer apenas 
orelhas simples. 

Na prática, para fazermos uma decomposição em orelhas, precisamos de 
um emparelhamento perfeito fixo, que chamaremos de emparelhamento as
sociado à esta decomposição. Este emparelhamento possui a seguinte pro
priedade: se l{z = Go C G1 C · · · C Gr_1 = G é uma decomposição em 
orelhas de G então o emparelhamento M associado à decomposição é tal que 
M n G; é emparelhamento perfeito de G;, para todo O::; i ::; r- 1, e todas 
as orelhas da decomposição são caminhos M-alternados. 

Outra observação importante é que a todo instante estamos considerando 
apenas decomposições em orelhas que são finas, ou seja, se {P 1 ,P11

} é uma 
orelha dupla de G; então nenhum de G; + P 1 e G; + P 11 é matching covered. 

4.4 Colagem seqüencial de K 4 

Um importante Teorema a ser provado nesta seção é que se G é um grafo 
matching covered não bipartido então existe uma decomposição em orelhas 
K2 = Go C G1 C · · · C Gr-1 = G de G em que G2 ou Gs é não bipartido. 
Este Teorema foi provado por Lovász e Plummer [11]. Existe uma prova bem 
mais simples, de autoria de Carvalho e Lucchesi [3]. 

A prova apresentada aqui é diferente das duas anteriores e também é 
muito simples. O motivo pelo qual a apresentamos é que ela introduz uma 



Decomposição em Orelhas 46 

z 

(a) (b) 
u 

Figura 4.2: Exemplos de colagens. 

família infinita de grafos matching covered que desempenha um papel im
portante na teoria. 

Sejam G1 e G2 dois grafos tais que: 

o V(Gl)nV(G2 )={v), 

o adja,(v) = {x,x 2 , ... xk) e adja,(v) = {y,y2 , ••• yk). 

A operação de colagem de G1 a G2 em v consiste em obter um grafo G a partir 
de G1 e G2 por primeiro deletar v em ambos os grafos, e a seguir inserir as 
arestas (xt.Yl),(x2,Y2), ... ,(xk,Yk)· Por exemplo, a figura 4.2 mostra uma 
colagem de dois I<4 e uma colagem de um C6 a um I<4 • 

Um grafo G é uma colagem seqüencial de Kt se G é cúbico e satisfaz um 
dos ítens abaixo: 

(i) G = K 4 , ou 
(ii) G é uma colagem de G1 a K 4 num vértice de G1 que pertence a um 

triângulo, onde G1 é colagem seqüencial de K 4 • 

Por exemplo, os dois grafos da figura 4.2 são colagens seqüenciais de K 4 . 

O exemplo da figura 4.3(a) é uma colagem do grafo da figura 4.2(b) a um 
!{4 no vértice v indicado na figura, porém esta colagem não é seqüencial de 
K4 , pois o vértice usado não pertence a um triângulo. Para ser seqüencial, 
a colagem correta deve ser feita em um dos vértices u, w ou z, como ocorre 
no exemplo da figura 4.3(b), onde a colagem é feita no vértice u. 

Se G é uma colagem seqüencial de l<4 definimos o grau de G como o 
número de operações de colagem de K 4 que foram feitas para obter G. Por 
exemplo, se G = K4 então G tem grau 1. Os grafos da figura 4.2 têm grau 2 
e 3, respectivamente. Note que C6 tem grau 2. 
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(a) (b) 

Figura 4.3: Colagem (a) não seqüencial e (h) seqüencial de I\4 • 

A seguir apresentaremos propriedades adicionais sobre colagem seqüencial 
de K4. 

Propriedade 4.10 Toda colagem seqüencial de !{4 de grau maior ou igual 
a dois possui precisamente dois triângulos e um subgrafo gerador que é uma 
subdivisão (não necessariamente ímpar) do C6 . Além disso, a subdivisão 
ocorre nas três arestas paralelas, ou se;a, as arestas dos dois triângulos não 
são subdivididas. D 

Propriedade 4.11 Sejam 0 1 e 0 2 duas colagens seqüenciais de I<4 t HP)a 

G o grafo obtido pela colagem de 0 1 a 0 2 em um vértice que pertence a um 
triângulo nestes dois grafos. Então G é uma colagem seqüencial de K4 . D 

Proposição 4.12 Toda colagem seqüencial de I<4 é um brick. 

Dem. Seja G uma colagem seqüencial de I<4 . Vamos fazer indução no grau 
de O. Se o grau de O é 1 ou 2, ou seja1 se G = I<4 ou C6 então claramente 
G é brick. 

Suponha que o grau de G é maior do que dois. Como G possui um 
subgrafo gerador que é uma subdivisão do C6 , temos que G é 3-conexo. 

Vamos mostrar agora que G é bicrítico. Mas G é uma colagem de um 
grafo G1 a um I<4 , onde G1 é uma colagem seqüencial de !{4 cujo grau é um 
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a menos do que o grau de G. Por hipótese de indução, G1 é bicrítico. Como 
l\'4 é bicrítico podemos concluir, pelo Lema 3.10, que G é bicrítico. Portanto, 
G é brick. o 

O seguinte Teorema, provado por C. H. C. Little, desempenha um papel 
importante na demonstração que faremos. 

Teorema 4.13 Quaisquer duas arestas de um grafo matching covered per
tencem a um circuito nice. 

Dem. Veja [8], [11, pág. 177]. o 

Teorema 4.14 Todo grafo não bipartido matching covered contém um sub
grafo nice que é -uma subdivisão ímpar de uma colagem sequencial de [\'_1• 

Dem. Por indução em IV(G)j + [E(G)j. 

Caso 1 G contém um subgrafo próprio H que é nao bipartido, matching 
covered e nice. 

Por hipótese de indução, H contém um subgrafo nice I< que é uma sub
divisão Ímpar de uma colagem de sequencial de I<4 . Como I< é subgrafo nice 
de H e H é um subgrafo nice de G, ]{ é um subgrafo nice de G. 

Caso 2 G contém um vértice u de grau 2. 

Sejam v e w os vértices adjacentes a u ao longo das arestas a'-' e aw, 
respectivamente. Seja H o grafo obtido de G pela contração de { u, v, w} 
a um único vértice x. Claramente, H é não bipartido. Para cada empare
lhamento perfeito M de G, exatamente uma de O'v e D'w pertence a M, e 
assim, M\{av,aw} é emparelhamento perfeito de H. Portanto, H é match
ing covered. Por hipótese de indução, H contém um subgrafo nice H' que é 
uma subdivisão ímpar de uma colagem sequencial de /(4 • 

Considere G' := G[E(H')], o subgrafo de G induzido pelas arestas de H'. 
Se no máximo um de v e w é vértice de G' então G' é nice (com relação a 
G) e isomorfo a H'. Podemos então assumir que v e w são ambos vértices 
de G'. Como H' é uma subdivisão Ímpar de uma colagem sequencial de J\.'4 , 

nenhum vértice de H' tem grau maior do que três. Portanto, pelo menos um 
de v e w tem grau um em G'. Neste caso, a adição de O:v e aw a G' fornece 
uma subdivisão Ímpar de H' que é nice com relação a G. 
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Caso 3 Nenhum dos casos anteriores se aplicam. 

Vamos mostrar então que G é uma colagem seqüencial de K4 • O grafo 
G, sendo matching covered, tem uma decomposição em orelhas G0 = 1{2 c 
Gt C · · · C Gw Como G não é bipartido, n > O. O grafo Gn_ 1 é matching 
covered e nice, e como o caso 1 não se aplica, Gn_ 1 é bipartido. Seja (A, B) 
uma bipartição de Gn-l· 

Como Gn = G não é bipartido, a última orelha é dupla, sendo que uma 
delas tem ambos os extremos em A e a outra tem ambos os extremos em 
B. Mas o caso 2 não se aplica, e portanto, esta orelha dupla é composta 
simplesmente por duas arestas. Vamos denotá-las por a:= (a 1 ,a 2 ) e .!3 := 

(b1 ,b2 ) tais que {a1,a 2 } Ç A e {b1 ,b2} Ç B. 
Como Gn-t é matching covered, pelo Teorema 4.13 quaisquer duas de 

suas arestas pertencem a um circuito nice. Em particular, se tomarmos duas 
arestas de Gn-t com extremos em a 1 e a2 , respectivamente, Gn-l possui um 
circuito nice C que tem a aresta a como corda. Seja 1\11 um emparelhamento 
perfeito de Gn-I tal que C é Mt-alternado. 

SejaM um emparelhamento perfeito de G que contém o: (e (3). Seja D 
o circuito Mralternado de M EB M 1 contendo a. Como IDI é par, D contém 
{3. O subgrafo G' := G[C U D] de G, gerado por CU D, é certamente: 

• nice e matching covered, pois C e D são ambos circuitos M 1-alternados. 

• não bipartido, pois CU a é um subgrafo de G' que contém um circuito 
ímpar. 

Como o caso 1 não se aplica, G = G[C U D]. Portanto, todos os vértices 
de G têm grau 2 ou 3. Mas como o caso 2 não se aplica, podemos concluir 
que G é cúbico. Então C é um circuito hamiltoniano em G. 

Lema 4.14.1 Seja G um grafo cúbico não bipartido e C um circuito hamil
loniano de G. Sejam a e (3 duas cordas de C e {A, B} uma bipartição de 
G- {o:, ,8} tal que a tem ambos os extremos a1 e a 2 em A e (3 tem ambos os 
extremos b1 e b2 em B. Se para toda corda e de C distinta de a e ,8 o grafo 
G- e não é matching covered então G é uma colagem seqüencial de !{4 , 

Dem. Vamos considerar dois casos, dependendo se as cordas a e ,8 se cruzam 
ou não. Considere primeiro o caso em que a e ,8 se cruzam, ou seja, os 
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vértices a1 ,b1 ,a2 ,b2 estão em C nesta ordem cíclica. Neste caso, o grafo 
L := G[C U {o:, ;3}] é uma subdivisão ímpar de 1<4 , um grafo matching 
covered. 

Para todas as cordas f de C distintas de a e {3, o grafo C+ f é matching 
covered. Portanto, a e f3 são as únicas cordas de C, caso contrário. G - ~-: 

seria matching covered para todas as demais cordas e. Assim, G é I\4 . 

Vamos agora considerar o caso em que a e j3 não se cruzam. Então 
G[C U {a, /3} J não é matching covered. Portanto, existe alguma outra corda 
t: diferente de a e /3. O grafo G- e por hipótese não é matching covered. 

Cada corda f, distinta de a, f] e e, possui um extremo em A e outro em 
8. e C é um circuito par. Logo f é admissível em C + f. Portanto. cada 
aresta de G- {a, j3, e} é admissível em G- e. 

Então a não é admissível em G- e. Mas G- e possui emparelhamento 

perfeito. Pelo Lema 2.8, existe uma barreira A"', em G- e. contendo ambos 
os extremos de a. Como G é matching covered, a é admissível em G, e 
portanto e deve ter seus extremos em componentes distintas de G- Aa- e. 

O grafo G-e-{ a, /3} é bipartido, e portanto, as únicas barreiras maximais 

são as duas bipartições. Como vimos na Propriedade 2.15, a adição de arestas 
em um grafo matchíng covered apenas refina as barreiras. Logo, cada barreira 
de G - e, em particular A"'' está contida em uma bipartição. Como A"' 
contém os extremos de a:, temos que A"' Ç A. Podemos então escolher A"' 
como sendo uma barreira maximal em G - e que contém os extremos de a. 
Corno f3 possui ambos os extremos em E, f3 deve ter seus dois extremos em 
uma componente H de G- A"' -e. 

Pela rnaximalidade de A"', toda componente de G-Au-e é não bipartida. 
Mas G- {a,f3} é bipartido e a tem ambos os extremos em A"'. Logo, H, 
a componente que contém ambos os extremos de j3, é a única não trivial. 
Vamos denotar o conjunto das componentes triviais de G- Aa - e por S. 
Logo, S Ç B. Então e deve possuir um extremo em Se outro em V(H) nA. 

Por um simples argumento de contagem das arestas de V(Aa), temos que 

IV(V(H))I ~ 3. Finalmente, seja T '~ V(H) nA e Be '~ V(H) n B. 
De todos estes fatos podemos concluir que G tem as seguintes proprieda

des: 

1. A pode ser particionado nos conjuntos A"' e T; 

2. B pode ser particionado nos conjuntos B 13 e S; 



Decomposição em Orelhas .) l 

Figura 4.4: Grafo G. 

3. A"' (B6) contém ambos os extremos de n (B); 

4. e é a única aresta que liga S a T; 

5. Existem exatamente duas arestas que ligam A" e B(J (Figura 4.4). 

Seja C:= 'V(V(H)) e considere as duas C-contrações 

G' := G contr(V(H)) e G" := G contr(V(G)- V( H)). 

Vamos denotar por v' ( v11
) o vértice de G' ( G") resultante da contração 

de V( H) (V(G)- V(H)). Como [C[ = 3 e G é cúbico, temos que G' e G" 
são cúbicos. Além disso, C passa pelas duas arestas que unem A:. e B13 . 

Portanto, os circuitos C':= CnV(G') e C":= CnV(G") são hamiltonianos 
em G' e em G", respectivamente. 

Os grafos G' e G" satisfazem as hipóteses do Lema, com C', a, e, Aa, 
S + {v'} e C", e, (J, T + {v"}, B(J no lugar de C, a, f3, A, B, respectivamente. 
Podemos então aplicar hipótese de indução a ambos. 

Note que e pertence a um triângulo em G' e em G". Portanto, G é obtido 
pela colagem de G' a G" em um vértice que pertence a um triângulo nestes 
dois grafos. Pela Propriedade 4.11, G é uma colagem seqüencial de ]{4 . D 

Lema 4.15 Seja G uma colagem sequencial de K 4 . Então G contém um 
subgrafo nice que é uma subdivisão ímpar do /{4 ou C6 . 

Dem. Se G tem grau 1 então G = !{4 , e se G tem grau 2 então G = C6 . 

Vamos supor então que o grau de G é maior do que dois. 
Considere o subgrafo gerador (e portanto nice) H, de G, que é uma sub

divisão do C6 . Vamos denotar os vértices dos dois triângulos de H por a, b, 
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a~--+--- _f'.,_-- -+--4a' 

Figura 4.5: Subgrafo gerador H. 

c e a1
, lJ, d, respectivamente, de tal forma que Pa, Pb e Pc sejam caminhos 

disjuntos em H que ligam os vértices a a a', b a b' e c a c', respectivamente 
(Figura 4.5). Como IV( H) I é par, devemos ter IV(P,)I + IV(HJI + IV(P,)I 
também par. 

Se H é uma subdivisão ímpar do C6 então o Lema está provado. Senão, 
é porque um dos caminhos Pa, P6 ou Pc deve ser uma subdivisão par das 
arestas (a, a'), (b, b') ou (c, c'), respectivamente. Vamos supor, sem perda de 
generalidade, que Pa. é subdivisão par da aresta (a, a'), ou seja, que IV(Pa.)l é 
impar. Como IV(P,)I +IV( F,) I+ IV(P,JI é par, exatamente um de IV( F,) I e 
jV(P,)I é Ímpar e o outro par. Vamos supor, sem perda de generalidade que 
IV(P,JI é impar e que IV(P,)I é par. Então H menos a aresta (a, b) é uma 
subdivisão ímpar do K4 que é nice com relação a G. O 

Teorema 4.16 Todo grafo não bipartido matching covered contém um sub
grafo nice que é uma subdivisão ímpar de K 4 ou C6 • 

Dem. Seja G um grafo não bipartido matching covered. Pelo Teorema 4.14, 
G contém um subgrafo nice H que é uma subdivisão ímpar de uma colagem 
de sequencial de K4 . Pelo Lema 4.15, H contém um subgrafo nice f{ que é 
uma subdivisão ímpar do K4 ou C6 • Como K é subgrafo nice de H e H é 
um subgrafo nice de G, temos que f{ é um subgrafo nice de G. D 

4.5 Bricks distintos de K4 e C5 

Nesta seção provaremos que se G é um brick diferente do K4 e C6 então 
existe uma aresta e tal que G - e é matching covered. Este resultado, que é 
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fundamental no contexto da teoria dos grafos matching covered, foi provado 
por Lovász [10]. 

Apresentaremos duas provas para este Teorema. A primeira delas é obtida 
utilizando os resultados da seção anterior. A outra é obtida utilizando apenas 
os resultados da seção 4.2. 

Teorema 4.17 Seja G um brick diferente de K 4 e C6 . Então G contém uma 
aresta e tal que G- e é matching covered. 

Dem. Pelo Teorema 4.16, G tem uma decomposição em orelhas l\'2 = G0 C 
0 1 C · · · C Gk = C tal que o primeiro grafo não bipartido é uma subdivisão 
ímpar do K 4 ou C6 • 

Como G é 3-conexo, a última orelha desta decomposição é formada por 
uma (se for simples) ou duas (se for dupla) arestas. Como G é diferente de 
K 4 e C6, o grafo Gk-t não é bipartido. Pelo Lema 4.3, Gk é obtido de Gk-I 
pela adição de uma orelha simples que vamos denotar por e. Portanto. G- e 
é matching covered. O 

Apresentaremos agora a outra demonstração deste Teorema. 

Teorema 4.18 Todo brick distinto de K 4 e C6 contém pelo menos .6.- 2 ares
tas cuja remoção de uma delas resulta em um grafo que é matching covered. 

Dem. Seja \7(v0 ) := {j1 ,h, ... ,fó.}, onde v0 denota um vértice de grau 
máximo em G. Para cada i tal que 1 :S i :S .6.. 

• Seja Q; uma classe de eqüivalência minimal da relação{:::} induzida por 

f,. 

• Seja llf; um emparelhamento perfeito de G que contém as arestas de 
Q;. 

Por definição de Qll o emparelhamento Mi contém fi, e portanto, nao 
contém Jj, para j f i. Assim, as classes Qi são duas a duas disjuntas. 

Pelo Teorema 4.4, cada Qi consiste de uma ou duas arestas. Pelo Co
rolário 4.5, G- Qi é matching covered. Portanto, o Teorema estará provado 
se mostrarmos que no máximo duas classes contém duas arestas. 

Suponha que três classes contém duas arestas. Mostraremos então que G 
é o /(4 ou o c6 e, conseqüentemente, que .6. = 3. 
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Ajuste a notação, reindexando as arestas de V(v0 ) se necessário, para que 
tenhamos Q1 , Q2 e Q3 contendo duas arestas. Para cada Q;, sejam e; e e; 

suas duas arestas. Pelo Teorema 4.4, G- Q; tem uma bipartição { B;, B;} 
tal que e; possui seus dois extremos em E; e e; possui seus dois extremos em 
B;. 

Temos então 8 blocos, cada um da forma C1 nC2 nC3 , onde cada C; denota 
um de B; ou B; e C; denota o outro. Se B denota o bloco C1 n C2 n C3 então 
8 denota seu bloco antipodal C1 n C2 n C3 . Um bloco B é par ou ímpar 
dependendo da paridade de I{ i: 1:::; i:::; 3 e C1 = B;}l. Vamos estender esta 
noção de paridade para os vértices de G, dando a cada vértice a paridade do 
bloco ao qual ele pertence. Chamaremos as arestas {e;, e; : 1 ::; -i :s; 3} de 
especiais e as demais serão chamadas de normais. 

Proposição 4.19 Toda aresta normal de G liga vértices que pertencem a 
blocos antipodais e de paridades distintas. Toda aresta especial de G liga 
vértices de mesma paridade. 

Dem. Considere dois índices distintos i e j, ambos no conjunto {1,2,3}. 
Qualquer aresta normal tem um extremo em B; e outro em B;. Portanto, 
seus extremos têm paridades distintas e pertencem a blocos antipodais. 

Uma aresta especial ej tem um extremo em B; n Bh o outro em B; n Bj. 
Da mesma forma, a aresta especial ej tem um extremo em B; n Bj, o outro 
em B; n Bi. Portanto, uma aresta especial liga vértices de mesma paridade. 
D 

Ajuste a notação, trocando B 2 com Bz (e conseqüentemente e2 com e2 ) 

se necessário, de tal forma que ambos os extremos de e1 sejam pares. Assim, 
e1 liga um vértice em 80 := B1 n B2 n B3 com um vértice em B1 n Bz n B3 . 

Caso 1 Ambos os extremos de e} também são pares. 

Neste caso, provaremos que G é o K4 . Por hipótese, nenhum extremo 
de e1 pertence a 8 0 • Se considerarmos o emparelhamento M1 , cujas arestas 
especiais são e1 e e1 , concluímos que 

IBol = 1 + IBol. 
Portanto, se considerarmos agora os emparelhamentos M2 e M 3 , podemos 

concluir que cada uma de e2 e e3 possui um único extremo em Bo e e2 e e3 

não possuem extremo em 8 0 . Temos então que 
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• os extremos das 6 arestas especiais são pares; 

• cada bloco par tem três arestas especiais incidentes a ele, nenhuma das 
quais implica outra; 

• as arestas especiais possuem extremos em blocos pares: 

• cada bloco par tem um vértice a mais do que seu antipodal ímpar: 

• cada bloco par é uma barreira em G; 

• cada bloco par é trivial; 

• cada bloco ímpar é vazio. 

Portanto, G é formado por quatro vértices, cada um deles constitui um 
bloco par, que é adjacente a cada um dos outros três vértices por três arestas 
especiais, nenhuma das quais implica outra. Finalmente, não existe aresta 
normaL Então G = /{4 e 6.. = 3. A análise do caso 1 está completa. 

Caso 2 Ambos os extremos de et são ímpares. 

Neste caso, provaremos que G é o C6 . Por hipótese, um extremo de 
e1 pertence a l3o. Se considerarmos o emparelhamento M1 , cujas arestas 
especiais são e1 e e1 , concluímos que 

IBol = IBol-

Vamos considerar agora os emparelhamentos M 2 e lVh; ambos j{e2 , ti} n 
'\7(80 U Bo)l e l{e3 ,e3 } n '\7(80 U Bo)l são pares. Como G é 3-conexo, pelo 
menos um deles é não nulo, senão '\7(!30 U 8 0 ) ::::: { et, e1 }. 

Ajuste a notação, trocando os índices 2 e 3 se necessário, para que te
nhamos e2 incidente em 8 0 e e2 incidente em 8 0 • Portanto, se fizermos 
8 1 := Bt n B2 n B3 , segue que V'(B1 U 8 1 ) Ç {e3 ,e3 }. Podemos concluir 
então que os blocos 8 1 juntamente com seu antipodal são nulos. Além disso, 
e3 possui seus extremos em B1 n B2 n B3 e B1 n B2 n B3 e e3 possui seus 
extremos nos blocos antipodais destes dois (Figura 4.6). 

O próximo passo é mostrar que cada um dos seis blocos não nulos de G 
é trivial. Para isto, observe inicialmente que cada bloco e seu antipodal têm 
o mesmo número de vértices. Provaremos que 80 é trivial. Um argumento 
similar pode ser usado para os demais blocos. 
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B1 n Bz n 83 
e, 

Bt n B2 n 83 
e, 

Bt n Bz n 83 

I I I I I I 
B, n B2 n B3 

• 
e, BtnBznB3 e, Bt n B2 n 83 __. 

e; 

Figura 4.6: Os seis blocos não nulos de G. 

Proposição 4.20 Os extremos v 1 e v2 de e1 e e2 em 6 0 , respectivamente. 
coincidem. 

Dem. Sejam v1 e v2 os extremos de et e e2 em 6 0 , respectivamente. Suponha 
que v1 e v2 são distintos. 

Como G é bicrítico, G- { v1, v2} tem emparelhamento perfeito. Necessa
riamente, este emparelhamento perfeito contém ambos e1 e e2. Portanto, o 
subgrafo H de G induzido por B0 U 8 0 \ { v1 , v2 , v1 , v2 } tem um emparelha
mento perfeito, digamos N. 

Sejam 6 2 := Bt n Bz n B 3 e 6 3 := B 1 n B 2 n B3 . Seja H2 o subgrafo de G 
induzido por 8 2 U 8 2 e H3 o subgrafo de G induzido por 8 3 U 8 3 . O conjunto 

(M2 n E(H2 )) U (M1 n E(H3 )) U NU {e1 , e2 , ej, e2 } 

é um emparelhamento perfeito de G que contém Q1 e Q2 , uma contradição. 
Portanto, v1 = vz. D 

Concluímos então que 80 é uma barreira em G, e portanto, é trivial. 
Logo, 80 também é trivial. 

Cada par de blocos antipodais têm pelo menos uma aresta normal que os 
ligam. Resta-nos mostrar que existe uma única aresta ligando cada par de 
blocos antipodais. Se fizermos isso, podemos concluir que G = C6 e ,6. = 3. 

Suponha o contrário. Sem perda de generalidade, suponha que B0 := { vo} 
e que ,6. > 3. As arestas especiais que incidem em v 0 são e1 e e2 . As .6.- 2 
arestas normais que inCidem em v0 são arestas múltiplas. Portanto, cada 
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uma das classes Q3 , Q4 , ••. , Qt:. são formadas por uma úmca aresta, cada 
uma delas sendo uma das arestas normais múltiplas que incidem em v0 , o 
que contradiz nossa hipótese de que pelo menos três classes Q; são duplas. 
Assim, ll = 3 e G = C6 • D 



Capítulo 5 

Decomposição em Orelhas e 
Cortes Justos 

5.1 Introdução 

Neste capítulo apresentaremos uma relação entre o número de orelhas du
plas de uma decomposição em orelhas de um grafo matching covered e o 
número de bricks de uma decomposição em cortes justos do mesmo grafo. 
Apresentaremos também uma decomposição em orelhas especiaL denominada 
decomposição canônica, que será. utilizada no Capítulo 9. 

Na seção 5.2 apresentamos uma relação entre decomposição em orelhas e 
cortes justos. Esta relação será usada na seção 5.3 para estabelecermos um 
limite inferior para o número de orelhas duplas de uma uma decomposição 
em orelhas de um grafo matching covered. Nesta mesma seção apresentamos 
uma conjectura que estabelece um limite inferior para o número de orelhas 
duplas de uma decomposição em orelhas de um grafo matching covered. Mos
tramos ainda que uma pequena classe de grafos matching covered satisfaz a 
conjectura acima. Vale ressaltar que no Capítulo 8 mostraremos que a con
jectura é válida para os bricks, e no Capítulo 9 mostraremos a sua validade 
para grafos matching covered em geral. 

Na seção 5.4 mostraremos que, a partir de uma decomposição em ore
lhas qualquer, podemos obter uma decomposição em orelhas particular que 
chamaremos de canônica, de tal forma que o número de orelhas duplas utiliza
dos é o mesmo da decomposição inicial. Veremos, no Capítulo 9, importantes 
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c 
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u e v 

\ 
G' G" 

u 

Figura 5.1: O corte C é justo em G. 

aplicações desta decomposição. 

5.2 Decomposição em orelhas e cortes justos 

Sejam G um grafo matching covered e C := 'V'(S) um corte justo em G. 
Sejam G' := G contr(S) e G" := G contr(S) (Figura 5.1). Vamos denotar 
por d. ( G) o número mínimo de orelhas duplas de uma decomposição em 
orelhas de G. 

Teorema 5.1 d.(G) :> d.(G') + d.(G"). 

Dem. Por indução em IE(G)j. Seja 

V:= Go = I<, c G, c · · · c G, = G 

uma decomposição em orelhas de G que usa o número mínimo d.,( G) de 
orelhas duplas. 
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Seja X o conjunto das arestas da última orelha, que adicionada a G'r-l 
fornece G. Para cada caminho desta última orelha, podemos enumerar suas 
arestas a partir da origem com índices 11 21 ••• , 2x + l. As arestas são então 
classificadas como ímpares ou pares, dependendo da paridade do índice. 
Como o comprimento do caminho é Ímpar1 a classificação é a mesma in
dependentemente do extremo do caminho por onde se inicia a enumeração. 

Seja I o conjunto das arestas ímpares da orelha e P o conjunto das pares. 
Então P u I = X e P n I = 0. Além disso, para todo emparelhamento 
perfeito Af de G', temos que P Ç JVI e In JVI = 0 ou I Ç !VI e P n lvf = 0. 
Se M é um emparelhamento perfeito em Gr-1 então AJ U Pé perfeito em G. 

Dado que C é justo em G, temos que ICnPI::; 1 e ICnii:::; 1. Suponha 
que ambos os conjuntos são unitários. Então todo emparelhamento perfeito 
de G ou contém a aresta de C n P ou contém a aresta de C n I. Nesse caso. 
ICI = 2 e C Ç X. Mas Gr-l é conexo. Portanto, ou G' ou G", digamos G', é 
um circuito par, cujas arestas pertencem todas a X. Nesse caso, trivialmente1 

d.(G) = d.(G") e d.(G') =o. 

Logo, vale a igualdade. 
Podemos supor então que IC n XI :::; 1. Vamos mostrar que C n P = 0. 

De fato, G é 2-conexo e portanto C \X é não vazio. Sejam e E (C \ X) 
e Me um emparelhamento perfeito de Gr-l que contém e. Então MeU P é 
emparelhamento perfeito em G. Mas C é justo em G. Portanto, e é a única 
aresta de C em Me, conseqüentemente, C n P = 0. 

Assim, podemos concluir que se a orelha for dupla então um de seus 
caminhos está totalmente contido em G' ou em G", digamos G". Além disso, 
se um dos caminhos da orelha intercepta C então a parte do caminho em 
cada G' (G") é uma orelha de G' (G"). 

Note que Gr_ 1 é matching covered e pelo Lema 3.13, o corte C também 
é justo neste grafo. Portanto, as duas C-contrações, G~_ 1 e G~_ 1 , em Gr-1 
são matching covered. Vamos definir t := 1 se a orelha é dupla e t := O se é 
simples. 

Por definição, 

d.(G) = t + d.(G,_,). 

Por hipótese de indução, 
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Fazendo um ajuste de notação temos 

d.( c;_, J > d.( G') 

t + d,(G~_,) > d.(G"). 
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Destas quatro desigualdades, obtemos a desigualdade enunciada. D 

5.3 Decomposição em orelhas ótima 

Nesta seção apresentaremos alguns resultados que visam responder à seguinte 
questão: Qual é o número mínimo de orelhas duplas em uma decomposição 
em orelhas de um grafo matching covered? Uma decomposição em orelhas é 
ótima se usa o número mínimo de orelhas duplas. 

Inicialmente usaremos o Teorema 5.1 para mostrar um limite inferior para 
o número de orelhas duplas. Lembre-se que b( G) denota o número de bricks 
de uma decomposição de G em cortes justos. Dentre os b( G) bricks desta 
decomposição, vamos denotar por p( G) o número de bricks que são, a menos 
de arestas paralelas, isomorfos ao grafo de Petersen. 

Teorema 5.2 Para todo grafo matching covered, d.(G) 2 b(G) + p(G). 

Dem. Por indução em IV(G)I. Vamos considerar inicialmente o caso em que 
G possui um corte justo não trivial C. Sejam G' e G" as duas C -contrações. 
Pelo Teorema 5.1, 

d,(G) 2 d,(G') + d.(G"). 

Por hipótese de indução, 

d.(G') > b(G')+p(G') 

d,(G") > b(G") + p(G"). 
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Pelo Teorema Fundamental da decomposição em cortes justos (Teo
rema 3.7), 

b( G') + b( G") 

p( G') + p( G") 

Portanto, vale a desigualdade. 

b(G) 

p(G). 

Podemos então supor que G é um brace ou um brick. Se G for um brace, 
b( G) + p( G) = O. Se G for um brick distinto do grafo de Petersen, 

d.(G) 2: 1 = b(G) + p(G), 

onde a desigualdade vem do fato de que G não é bipartido. 
Resta considerar o caso em que G é o grafo P de Petersen. Para toda 

aresta a: de P, o grafo P - a: é matching covered. Portanto, em qualquer 
decomposição em orelha de P, sua última orelha é uma aresta. Mas P é 
transitivo nas arestas, portanto 

d.(P) = d.(P- a), para todo a E E(P). 

Fazendo uma decomposição de P- o: em cortes justos obteremos, a menos 
de arestas múltiplas, dois K 4 . De fato, d.(P) = 2 = b(P) + p(P). O 

O Teorema 5.2 sugere a seguinte conjectura: 

Conjectura 5.3 Todo grafo matching covered admite uma decomposição em 
orelhas que usa b + p orelhas duplas. O 

Terminaremos esta seção apresentando um Lema que será utilizado no 
Capítulo 8. 

Lema 5.4 Sejam G um grafo matching covered e C um corte justo em G. 
Sejam G1 e G2 as duas C -contrações em G. Suponha que existe uma de
composição em orelhas de G1 que usa d orelhas duplas e que G2 é bipartido. 
Então existe uma decomposição em orelhas de G que usa d orelhas duplas. 
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Dem. Por indução em [E(G)[. Vamos supor que C := 'V(X) e que G1 é 
obtido pela contração de X ao vértice X. Analogamente, G2 é obtido pela 
contração de X ao vértice x. 

Por hipótese, G2 é bipartido. Vamos mostrar inicialmente que é suficiente 
analisar o caso em que G2 é um brace. Suponha que G2 não é brace. ou 
seja, G2 possui um corte justo não trivial. Tome um corte justo não trivial 
D := 'V(S) em G2 tal que a margem que contém x seja maximal. Fixe a 
notação para que tenhamos x E S. 

Então D é justo em G. Seja G' e G" as duas D-contrações em G onde G' 
é obtido pela contração de S. Assim, o corte C é justo em G'. Uma das C
contrações em G' é o grafo G1 e a outra é um grafo bipartido. Por hipótese 
de indução, existe uma decomposição em orelhas de G1 que usa d orelhas 
duplas. Note que pela escolha que fizemos do corte D, podemos concluir que 
0 11 é brace. Portanto, podemos supor que G2 é brace. 

Suponha que G2 tenha pelo menos três vértices em cada bipartição. Pelo 
Lema 3.14, G2 -e é matching covered para toda aresta e de G2 • Tome 
então uma aresta e E E( G2 ) que não incide em x. Assim, G - e também 
é matching covered e todas as hipóteses do Lema continuam válidas. Por 
hipótese de indução, existe uma decomposição em orelhas de G- e que usa 
d orelhas duplas. Agora acrescente e a esta decomposição para obter uma 
decomposição para G com a mesma propriedade. 

Podemos supor então que G2 tem dois vértices em cada bipartição. Então 
uma das bipartições de G2 contém x e um outro vértice, digamos ·u, e os da 
outra bipartição vamos denotar por v1 e v2• Portanto, adj( u) = { v1 , v2 }. 

Por hipótese, existe uma decomposição em orelhas Dt de G1 que usa d 
orelhas dupla. Seja Q a última orelha de D1 . Logo, G1 - Q é matching 
covered. Vamos fazer t := O se Q é simples e t := 1 se Q é dupla. 

Suponha que X rf. V(Q). Neste caso, G- Q é matching covered e todas as 
hipóteses do Lema continuam válidas com d- t no lugar de d. Por hipótese 
de indução, existe uma decomposição em orelhas de G - Q que usa d - t 
orelhas duplas. Agora acrescente Q a esta decomposição para obter uma 
decomposição para G com d orelhas duplas. 

Então X E V(Q). O caso em que X é vértice interno de um caminho de 
Q é trivial. Podemos supor então que X é um extremo de um caminho de Q. 
Logo, em G, este caminho tem um extremo em v 1 ou v2, digamos V2. 

Se v2 tem dois vizinhos em X então novamente G- Q é matching covered 
e podemos terminar por hipótese de indução. Se v2 tem um único vizinho em 
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X então G é uma subdivisão ímpar de G1 . 

verdadeiro. 
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Neste caso, claramente o Lema é 
D 

5.4 Decomposição em orelhas canônica 

Uma decomposição em orelhas de um grafo matching covered não bipartido 
é canônica se o primeiro grafo não bipartido obtido é uma subdivisão ímpar 
do I<4 ou C6. O Teorema 4.16 garante que todo grafo matching covered não 
bipartido tem uma decomposição em orelhas canônica. No entanto, ele não 
diz nada sobre o número de orelhas duplas desta particular decomposição. 
Nesta seção mostraremos que podemos obter uma decomposição canônica 
sem aumentar o número de orelhas duplas. 

Seja G um grafo matching covered e u um vértice de grau dois em G. 
Sejam v e w os vértices adjacentes a u e considere o corte justo C:= \?(X), 
onde X := { u, v, w }. Seja G 1 o grafo obtido de G pela contração de X a um 
único vértice x. 

Lema 5.5 Se existe uma decomposição em orelhas canônica de G1 que usa 
d orelhas duplas então existe uma decomposição em orelhas canônica de G 
que usa d orelhas duplas. 

Dem. Se v ou w tem um único vizinho em X então G é uma subdivisão 
ímpar de G 1 e, neste caso, o Lema é claramente verdadeiro. Podemos supor 
então que v e w têm, cada um, pelo menos dois vizinhos em X. Neste caso, 
o grau de x em G1 é pelo menos quatro, e portanto, G1 não é subdivisão 
ímpar de I<4 e nem de C6 . 

Por hipótese, existe uma decomposição em orelhas canônica V1 de G1 que 
usa d orelhas duplas. Seja Q a última orelha de V1 . Logo, G1 - Q é matching 
covered. Como G1 não é subdivisão ímpar K 4 e nem C6 , podemos concluir 
que G1 - Q é não bipartido. Vamos fazer t :=O se Q é simples e t := 1 se Q 
é dupla. Então V 1 - Q é uma decomposição em orelhas canônica de G1 - Q 
que usa d- t orelhas duplas. 

Se x (/. V(Q) em G 1 então claramente G- Q é matching covered e se 
x E V(Q) então como o grau de x em G1 é pelo menos quatro e G é simples, 
concluímos que x deve ser extremo de um caminho de Q. Logo, em G, este 
caminho tem um extremo em v ou w, digamos v. Como v tem dois vizinhos 
em X temos novamente que G - Q é matching covered. Portanto, G - Q é 
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matching covered em qualquer caso. Por hipótese de indução, existe uma de
composição em orelhas canônica de G-Q que usa d-i orelhas duplas. Agora 
acrescente Q a esta decomposição para obter uma decomposição canônica de 
G com d orelhas duplas. O 

Lema 5.6 Sejam G um gr·ajo matchíng covered e C um corte justo em G. 
Sejam G1 e G2 as duas C -contrações em G. Suponha que existe uma de
composição em orelhas canônica de G1 que usa d orelhas duplas e que G2 é 
bipartido. Então existe uma decomposição em orelhas canônica de G que usa 
d orelhas duplas. 

Dem. Por indução em IE(G)I. Vamos supor que C :~ V(X) e que G1 é 
obtido pela contração de X ao vértice x. Analogamente, G2 é obtido pela 
contração de X ao vértice X. 

Por hipótese, G2 é bipartido. Vamos mostrar inicialmente que é suficiente 
analisar o caso em que G2 é um brace. Suponha que G2 não é brace, ou 
seja, G2 possui um corte justo não trivial. Tome um corte justo não trivial 
D := 'V(S) em G2 tal que a margem que contém X seja maximal. Fixe a 
notação para que tenhamos X E S. 

Claramente, D é justo em G. Sejam G' e G" as duas D-contrações em G 
onde G' é obtido pela contração de S. Assim, o corte C é justo em G1

• Uma 
das C -contrações em G1 é o grafo G1 e a outra é um grafo bipartido. Por 
hipótese de indução, o Lema é verdadeiro para G1

• Note que pela escolha que 
fizemos do corte D, podemos concluir que G" é brace. Portanto, podemos 
supor que G2 é brace. 

Suponha que G2 tenha pelo menos três vértices em cada bipartição. Pelo 
Lema 3.14, G2 - e é matching covered para toda aresta e de G2 • Tome então 
uma aresta e E E(G2 ) que não incide em X. Assim, G-e também é matching 
covered e todas as hipóteses do Lema continuam válidas. Por hipótese de 
indução, existe uma decomposição em orelhas canônica de G - e que usa 
d orelhas duplas. Agora acrescente e a esta decomposição para obter uma 
decomposição para G com a mesma propriedade. 

Podemos supor então que G2 tem dois vértices em cada bipartição. Então 
uma das bipartições de G2 contém X e um outro vértice, digamos u. Vamos 
denotar os vértices da outra bipartição por v e w. Portanto, adj ( u) = {v, w }. 
Como G é simples, u tem grau dois em G. Podemos então terminar pelo 
Lema 5.5. O 
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Agora, já estamos em condições de provar o Teorema da Decomposição 
Canônica. Este Teorema é composto pelos dois resultados seguintes que são 
de autoria de U. S. R. Murty. Um grafo não bipartido matching covered 
é quase-bipartido se ele é obtido pela adição de duas arestas a um grafo 
bipartido. 

Teorema 5. 7 Todo grafo quase-bipartido tem uma decomposição em orelhas 
canônica que usa uma única orelha dupla. 

Dem. Seja G um grafo quase-bipartido obtido pela adição das arestas e 

e f a um grafo bipartido H. Suponha que G é brick. Se G é 1{4 ou C6 , 

não há nada a provar. Se não, G contém uma aresta h tal que G - h é 
matching covered (Teor. Lovász). Claramente, G- h é quase-bipartido. Por 
hipótese de indução, G- h tem uma decomposição em orelhas canônica que 
usa uma única orelha dupla. Adicione h a esta decomposição para obter uma 
decomposição canônica de G que usa uma única orelha dupla. 

Se G não é brick então tome um corte justo C em G. Uma das C
contrações é bipartida e a outra é um grafo G1 quase-bipartido. Por hipótese 
de indução, G1 tem uma decomposição em orelhas canônica que usa uma 
única orelha dupla. Pelo Lema 5.6, G tem uma decomposição em orelhas 
canônica que usa uma única orelha dupla. D 

Teorema 5.8 Sejam G um grafo matching covered não bipartido e V uma 
decomposição em orelhas de G que usa d orelhas duplas. Então G tem uma 
decomposição em orelhas canônica que usa no máximo d orelhas duplas. 

Dem. Por indução em [E(G)[. Seja V:= I\2 = G0 C G, C · · · C Gn = G 
uma decomposição em orelhas de G que usa d orelhas duplas. 

Se Q.,_1 é não bipartido então, por hipótese de indução, G.,_1 tem uma 
decomposição em orelhas canônica, V1 , que usa d ou d - 1 orelhas duplas 
dependendo se a última orelha de V é simples ou dupla, respectivamente. 
Portanto, adicionando à D1 a última orelha de D temos uma decomposição 
em orelhas canônica de G que usa d orelhas duplas. 

Podemos supor então que G.,_1 é bipartido. Como G é não bipartido, a 
última orelha de D é dupla e d = 1. Se G tem um vértice de grau dois então 
podemos resolver pelo Lema 5.5. Suponha então que nenhum vértice de G 
tem grau dois. Vamos denotar por (A, B) a bipartição de Gn_1 • Por hipótese, 



Decomposição em Orelhas e Cortes Justos 67 

G é não bipartido. Então a última orelha de 'D é dupla e composta por duas 
arestas, sendo que uma delas tem ambos os extremos em A e a outra tem 

ambos os extremos em B. Logo, G é quase-bipartido. Pelo Lema 5.7, G' tem 
uma decomposição em orelhas canônica que usa uma única orelha dupla. D 



Capítulo 6 

Cortes Robustos 

6.1 Introdução 

Neste Capítulo apresentaremos alguns cortes ímpares especiais que os bricks 
em geral possuem. Apresentaremos também várias propriedades destes cor
tes. Estas propriedades serão importantes para demonstrarmos, no próximo 
Capítulo, o Teorema de Lovász-Vem pala. 

Na seção 6.2 introduzimos o conceito de cortes bons para bricks. Para 
se ter uma idéia, um corte ímpar em um brick é bom se ele satisfaz duas 
condições; uma delas diz que as duas contrações deste corte devem ser match
ing covered. Este conceito nos permite provar nesta seção um Teorema que 
é uma relaxação do Teorema de Lovász-Vem pala. 

Na seção 6.3 mostramos que os bricks em geral possuem cortes bons tais 
que cada uma das contrações deste corte, além de ser matching covered, ainda 
possui a propriedade de que sua decomposição em cortes justos fornece um 
único brick. Estes cortes recebem o nome de robustos. 

Na seção 6.4 estudamos as propriedades dos cortes robustos que possuem 
uma margem de tamanho mínimo. 

6.2 Cortes bons 

Nesta seção introduziremos o conceito de cortes bons para bricks. Este con
ceito nos permitirá provar um Teorema que, na verdade, é uma relaxação do 
Teorema de Lovász-Vem pala. Alguns Lemas são necessários. 
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Lema 6.1 Sejam G um brick, C ;= 'V( X) um corte zmpar em G c G' o 
grafo obtido de G contraindo X a um único vértice x. Então G' é brick se. 
e somente se, G- X é 2-conexo e crítico. 

Dem. Se a é brick então claramente G- X é 2-conexo e crítico. Suponha 
que G- X é 2-conexo e crítico, e vamos mostrar que G' é brick. 

Vamos mostrar inicialmente que G' tem emparelhamento perfeito. Seja 
u um vértice de G' que é adjacente a x. Como G- X é crítico, G'- { u, .r} 
tem emparelhamento perfeito M'. Logo, M' acrescido da aresta (u, x) é um 
emparelhamento perfeito de G'. Portanto, G' tem emparelhamento perfeito. 

Vamos mostrar agora que G' não possui barreiras não triviais. Seja B 
uma barreira não trivial em G'. Como G' tem emparelhamento perfeito, 
temos que II(G'- B)l = lEI. Se x pertence a alguma componente ímpar 
de G'- B então B seria uma barreira não trivial em G. Logo, x E E. Seja 
y um vértice de B tal que y ::j:. x. Então (G- X)- y = G'- {x,y} não 
tem emparelhamento perfeito. Mas isto é uma contradição, pois G - X é 
crítico. Portanto, G' não possui barreiras não triviais. Além disso, G' possui 
emparelhamento perfeito. Portanto, G' é bicrítico. 

Suponha que G' não é 3-conexo. Então G' contém um 2-separador { u, v}. 
Seu e v são distintos de x então { u, v} é um 2-separador em G. Seu= x então 
v é vértice de corte de G - X. Em ambos os casos temos uma contradição. 
Logo, G' é 3-conexo. 

Portanto, G' é bicrítico e 3-conexo, ou seja, é um brick. O 

Lema 6.2 Seja G um grafo conexo e suponha que contraindo dois vértices u 1 

e u2 de G obtemos um grafo crítico. Então G tem emparelhamento perfeito. 

Dem. Veja [13, pág. 80]. o 

Lema 6.3 Seja G um grafo conexo, u1 , u2 , v1 e v2 quatro vértices de G tais 
que contraindo u1 e u 2 para formar u, v1 e v2 para formar v, e ligando u e 
v por uma aresta obtemos um brick. Então um dos grafos G, G- Ut- Vt, e 
G - u2 - v2 tem emparelhamento perfeito a não ser que G seja o grafo "H" 
da Figura 6.1. 

Dem. Veja [13, pág. 80], [10]. o 

Um corte C em um brick G é bom se: 
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u, u, 

Figura 6.1: Grafo H. 

Figura 6.2: Um corte bom no grafo C6 . 

• As duas C-contrações em G são matching covered; 

• Existe um emparelhamento perfeito Mo em G tal que IMo n CI = 3. 

Claramente 1 o segundo item desta definição nos garante que um corte bom 
é ímpar e não trivial. A seguir apresentaremos alguns exemplos de cortes bons 
em bricks. O grafo C6 claramente contém um corte bom (Figura 6.2). Os 
Lemas a seguir apresentam alguns cortes bons mais interessantes e que serão 
usados posteriormente. 

Lema 6.4 Seja G um brick e e uma aresta de G. Sejam X e Y partes de 
V(G) tais que: 
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1. O grafo G' := G- e é matching covered. 

2. Os cortes C':= 'Vc,(X) e D' := 'Vc,(Y), assocwdos em G' a X e a Y. 
respectivamente, são ambos justos e não triviais. 

3. Para cada emparelhamento perfeito M de G, os cortes C := 'V( X) e 
D := 'V(Y) em G satisfazem a desigualdade 

IM n CI +IM n DI :<:: 4. 

Então os cortes C e D são ambos bons em G. 

Dem. Vamos inicialmente provar que ambas as C-contrações em G são 
matching covered. Para isto, basta provar que para toda aresta f de G 
existe um emparelhamento perfeito M1 de G que contém f e que contém 
precisamente uma aresta de C. 

Dado que G' é matching covered e que C' é justo em G', esta propriedade 
vale trivialmente para toda aresta f de G distinta de e. Para a aresta e, 
observe que o corte D não é trivial em G pois D' não é trivial em G'; dado 
que G é um brick, D não é justo em G. Assim, G tem um emparelhamento 
perfeito Me tal que IM e n DI :2: 3. 

Da terceira hipótese, segue que IMenD] = 3 e ]Me n CI = 1. Além disso, 
D' é justo em G' e portanto Me não é um emparelhamento perfeito em G'; 
assim, e E Me. De fato, ambas as C-contrações de G são matching covered. 

Mas vimos também que ]Me n D] = 3. Por simetria, existe um empare
lhamento perfeito 1\10 de G tal que ]Mo n C] = 3. De fato, C é bom em G. 
Por simetria, D também é. D 

Lema 6.5 Seja G um brick e e uma aresta tal que G- e é matching covered 
e contém uma 2-separação. Então todo corte justo associado à uma 2-
separação de G -e é bom em G. 

Dem. Vamos fazer e:= (v11 v2) e seja {u,v} uma 2-separação em G- e. 
Como G é 3-conexo, esta 2-separação deve separar v1 de v2i caso contrário, 
{u,v} seria uma 2-separação em G. Na verdade, G- e- {u,v} contém 
exatamente duas componentes e estas são pares. Além disso, uma delas 
contém v1 e a outra contém v2 • 
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Sejam C e C' os cortes justos de G- e associados à 2-separaçào {u, v}. 
Claramente, estes cortes são não triviais. Além disso, para cada emparelha
mento perfeito J\.1 de G, os cortes C e C', considerados agora como cortes em 
G, satisfazem a desigualdade 

IM n CI +IM n DI s; 4. 

Pelo Lema 6.4, C e C' são ambos bons em G. o 

Suponha que G seja um brick e que e seja uma aresta tal que a := G- e 
é matching covered. Seja B uma barreira não trivial em G' e seja H uma 
componente não trivial de G'- B. Por um argumento de contagem é fácil 
mostrar o seguinte resultado: 

Lema 6.6 Para todo emparelhamento perfeito M de G tem-se [i\1 n 
'V(V(H))I -:::; 3, com igualdade para no máxlmo uma das componentes de 
G' - B, e somente se e E M. O 

Considere agora o grafo L obtido de G' contraindo V(G)- V(H) a um 
único vértice b. 

Lema 6.7 Para toda 2-separação de L, os cortes em G, correspondentes aos 
cortes justos em L provenientes da 2-separação, são bons. 

Dem. Seja { u, v} uma 2-separação de L e sejam C e C' os cortes justos de 
G' associados à 2-separação { u, v}. 

Se b f/-. { u, v} então C e C' são cortes justos associados à uma 2-separaçào 
de G' e, pelo Lema 6.5, eles são bons em G. Podemos supor então que b = u 
ou b =v, digamos b =v (Figura 6.3). 

Pelo Lema 6.6, IM n 'V(V(H))I s; 3, para todo emparelhamento per
feito M de G. Assim, os requisitos do Lema 6.4 estão satisfeitos, pms se 
considerarmos C e C' como cortes em G temos que 

IM n CI +IM n C' I= IM n 'V(V(H))I + 1 s; 4. 

Portanto, C e C' são bons em G. o 

Vamos apresentar um terceiro exemplo de corte bom em um brick. Su
ponha que G seja um brick e que e seja uma aresta tal que G' := G- e é 
matching covered. Seja B uma barreira não trivial em G'. 
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c C' 

u 

Figura 6.3: Exemplo de corte bom. 

Lema 6.8 Suponha que G'- B tenha duas componentes não triviais. Então 
todo corte assoczado à uma componente não trivial de G' - B é bom em G. 

Dem. Sejam H1 e H2 duas componentes não triviais de G'- B e sejaM um 
emparelhamento perfeito em G. Pelo Lema 6.6, 

IM n V(V(H,JJI +IM n 'V(V(H,JJI :S 4. 

Novamente, as condições do Lema 6.4 estão satisfeitas. 
os cortes são bons. 

Portanto, ambos 
o 

Relembre que o número de bricks de uma decomposição em cortes justos 
de um grafo matching covered G é denotado por b( G). O Teorema 4.17 afirma 
que se G é um brick diferente de /{4 e C6 então G contém uma aresta e tal 
que G - e é matching covered. Porém, se tomarmos uma aresta e qualquer 
de G, o número de bricks de G- e pode ser arbitrariamente grande. O que 
gostaríamos é de obter uma aresta uma aresta e tal que b( G - e) fosse o 
menor possível. 

Motivados por este problema, introduzimos a seguinte definição: Dizemos 
que uma arestas e em um brick G é dz.sponível se G - e é matching covered 
eb(G-e)~l. 

O Teorema de Lovász-Vempala afirma que todo brick diferente do K 4 , C6 

e do grafo de Petersen contém uma aresta disponível. O Teorema a seguir é 
uma relaxação deste. 
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r----------------------------------, B I o o o I 

' ' 

Figura 6.4: B é uma barreira não trivial maximal em G- e. 

Teorema 6.9 Seja G um brick e e uma aresta tal que G - e é matching 
covered. Então 

(i) Ou a aresta e é disponível em G. 

(ii) Ou G contêm um corte bom. 

(iii) Ou G é o grafo de Petersen. 

Dem. Vamos fazer e:::::: (v11 v2). Por hipótese, G- e é matching covered. Se 
G - e é brick então e é disponível em G. Podemos assumir então que G - e 
não é brick. 

Se G - e é bicrítico então como G - e não é brick, ele deve ter uma 
2-separação. Pelo Lema 6.5, G possui um corte bom. 

Portanto 1 G - e não é bicrítico, ou seja, ele deve possuir uma barreira 
nào trivial. Seja B uma barreira não trivial maximal de G - e. Como G 
não contém barreira não trivial, os extremos v1 e v2 de e devem pertencer a 
componentes distintas de G- e- B. (Figura 6.4). 

Se G - e - B possui mais de uma componente não trivial então pelo 
Lema 6.8 1 G possui um corte bom. Podemos supor então que G - e - B 
possui exatamente uma componente não trivial. Note que esta propriedade 
vale para toda barreira maximal não trivial de G- e. Podemos concluir então 
que G- e satisfaz o item 2 ou 3 do Teorema 3.23. 

Suponha que G- e satisfaz o item 2 do Teorema 3.23, ou seja, G- e 
possui uma barreira não trivial B tal que se A é o conjunto das componentes 
triviais de G- e- B então o grafo L obtido de G- e pela contração de B U A 
a um único vértice b é bicrítico. Então e possui um extremo 1 digamos v1 , em 
A. 
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~ -1/lj}~(T'If~ ~ Bt 
L ---- .J 

e 

r ---- ---- , ,B, b, 

G L G" 

Figura 6.5: Os grafos G, L e G11
• 

Se L é brick então b(G- e) = 1, ou seja, e é disponível em G. Supo
nha então que L não é brick. Logo, L deve conter uma 2-separação. Pelo 
Lema 6.7, G possui um corte bom. 

Portanto, G- e deve satisfazer o item 3 do Teorema 3.23. Ou seja, G- e 

possui duas barreiras não triviais B 1 e Bz, onde uma delas, digamos B 1 , é 
maximal em G-e, tais que G-e- Bi (i = 1, 2) possui uma única componente 
não trivial e se A; (i= 1, 2) representa o conjunto das componentes triviais 
de G- e- B; então B1 U A1 é disjunto de B2 U A2 e o grafo G11 obtido de G- e 

pela contração de B 1 U A1 a um único vértice b1 e pela contração de B2 U A2 

a um único vértice b2 é bicrítico. Além disso, em G, a aresta e possui um 
extremo em A1 e o outro em A2 (Figura 6.5). Observe que G" é resultado de 
contrações de cortes justos de G- e. 

Lema 6. 9.1 G11 não é brick. 

Dem. Se G" é brick então e é disponível em G. O 

Portanto, G" é bicrítico mas não é brick. Conseqüentemente, ele deve 
conter uma 2-separação. 

Lema 6.9.2 A única 2-separação de Ql' é {bt, b2}. 
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e 

Figura 6.6: Os grafos G, L; e J;. 

Dem. Se { x, y} é uma 2-separação de G" onde nem x nem y está em { b1 , b2 } 

ou se {x,b1 } é uma 2-separação de G" onde x (j:. {b1 ,b2 } então pelos Le
mas 6.5 e 6.7, respectivamente, temos que G possui um corte bom. D 

Sejam H1 , H 2 , •.• , H,. as componentes conexas de G11
- { b11 b2 }. Se alguma 

destas componentes é Ímpar então, por paridade, pelo menos duas delas 
devem ser ímpares e, neste caso, B1 U B2 seria uma barreira não trivial em 
G - e. Mas isto contradiz a maximalidade de B1 . Portanto, todas estas 
componentes Hi são pares. Como { b1 , b2 } é uma 2-separação de G", devemos 
ter r 2: 2 (Figura 6.6). 

Para i= 1,2, ... , r, seja L; o grafo formado a partir de H; acrescentando 
as arestas que ligam Hi a B1 e H; a B 2 . E seja Ji o grafo obtido de L; 
contraindo-se os vértices de B1 e também os de B2 e ligando-se os vértices 
resultantes das contrações por uma aresta (Figura 6.6). 

Note que cada H; deve estar ligada a B1 por pelo menos uma aresta (caso 
contrário, G- e- B2 teria uma componente par). Da mesma forma, H; deve 
estar ligada a B2 por pelo menos uma aresta. 

Vamos mostrar que cada Hi está ligada a B1 (e a B2 ) por pelo menos 
duas arestas não vizinhas. Se existe u E B1 tal que adj(H;) n B1 = { u} então 
considere o grafo G' obtido de G- e contraindo B2 U A2 a um único vértice 
b2• Os vértices u e b2 formam uma 2-separação neste grafo. Pelo Lema 6.7, 
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G possui um corte bom. 
Se existe u E H; tal que adj(B1 ) n H;= {u} então {b2 ,u} seria uma 

barreira em G11
, o que é uma contradição pois G" é bicrítico. Portanto, cada 

H; está ligada a B1 e a B2 por pelo menos duas arestas não vizinhas. 

Lema 6.9.3 Cada J; é um brick. 

Dem. Segue do fato de que G" é bicrítico e do Lema 6.9.2. o 

Para a parte restante desta demonstração, precisamos construir empare
lhamentos perfeitos especiais de G. Eles podem ser obtidos combinando os 
três tipos de emparelhamentos descritos abaixo: 

(i) Para cada i, existe um emparelhamento Xi em L; que emparelha dois 
vértices de H; com dois vértices de B1 e os demais vértices de H; são 
emparelhados entre si. (Dem. O grafo J; - b2 é crítico. Seja H[ o 
grafo obtido de J; - b2 quebrando b1 em dois vértices. Pelo Lema 6.2, 
H f tem emparelhamento perfeito.) 

Da mesma forma, existe um emparelhamento Y; em L; que emparelha 
dois vértices de H; com dois vértices de B2 e os demais vértices de H; 
são emparelhados entre si. 

(ii) Para cada i, H; tem um emparelhamento perfeito Q;. (Note que H; = 

J; - {b1, b2}. Como J; é brick, segue que H; tem emparelhamento 
perfeito.) 

(iii) Dados quaisquer dois vértices p e q de B1 existe um emparelhamento 
N1 que emparelha v1 com v2 e os vértices de A1 - {v1 } com os de 
B1 - {p, q}. (Como G é brick, G - {p, q} tem emparelhamento per
feito. Um emparelhamento perfeito de G- {p, q} obviamente contém 
tal emparelhamento N1.) 

Da mesma forma, dados quaisquer dois vértices p e q de B2 existe um 
emparelhamento N2 que emparelha v1 com v2 e os vértices de A 2 - { v2} 

com os de B,- {p,q). 

Lema 6.9.4 Considere o corte C := V(A1 U B1 U Ht)· Ambas as C
contrações em G são matching covered. 
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Dem. O corte C é justo em G - e. Logo, ambas as C-contrações em 
G - e são matching covered. Considere o emparelhamento perfeito F := 

x, u Y, u N, u N, u Q, u ... u Q, de G. Observe que e E F e IF n CI = 1. 
Logo, ambas as C -contrações em G também são matching covered. O 

Lema 6.9.5 O número r de componentes pares de G-e-(A1 UBt)-(A2UB2 ) 

é dois. 

Dem. Suponha que r 2': 3. Considere o corte C := 'V(A1 U B 1 U HI). 
Pelo Lema 6.9.4, ambas as C-contrações em G são matching covered. Seja 
F = Q1 u X, u l3 u N1 u N, u Q4 u Qs u · · · u Q,. Então IC n FI = 3, e 
portanto, C é bom. o 

Deste ponto até o final da demonstração vamos fazer C:= 'V(A 1 U B1 U 
HI). Vamos agora definir um emparelhamento em L1 como sendo do tzpo 1 
se ele emparelha um vértice de H 1 com um vértice de Bt. outro vértice de H1 

com um vértice de B2 e o restante dos vértices de H1 são emparelhados entre 
si. Da mesma forma, defina um emparelhamento em L2 como sendo do tipo 
2 se ele emparelha um vértice de H 2 com um vértice de B1 , outro vértice de 
H2 com um vértice de B2 e o restante dos vértices de H2 são emparelhados 
entre si. 

Lema 6.9.6 Se M 1 é do tipo 1 e M 2 é do tipo 2 então M 1 U M 2 nao é 
emparelhamento em G. 

Dem. Se M1 U M 2 é emparelhamento então considere F := M 1 U M2 U N1 U 
N2 . Claramente, F é emparelhamento perfeito de G e IF n CI = 3. Pelo 
Lema 6.9.4, ambas as C-contrações são matching covered. Portanto, C é 
bom. O 

Temos agora informações suficientes para deduzir que G é, na verdade, o 
grafo de Petersen. Vamos definir um grafo bipartido W que será 2-aresta
colorível. A bipartição de W será (B1 ,B2). Um vértice p em B1 será ligado a 
um vértice p' em B2 por uma aresta vermelha se existir um emparelhamento 
do tipo 1 em L1 que os satura. Analogamente, existirá uma aresta azul entre 
p e p1 se existir um emparelhamento do tipo 2 em L2 que os satura. 

Pelo Lema 6.9.6, nenhuma aresta vermelha é disjunta de uma aresta azuL 
Como J1 é brick, e portanto matching covered, todo vértice de B1 U B2 que é 
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vermelhas: (pt,Pz) e (qt,q2) 

azui" (p,qz) e (p,,qi) 

Figura 6.7: Grafo bipartido VV. 

79 

adjacente em G com um vértice em H1 é saturado por um emparelhamento 
do tipo 1 e, conseqüentemente, é incidente em W com uma aresta vermelha. 
Portanto, existem pelo menos dois vértices em B1 e pelo menos dois em B2 

que são incidentes a uma aresta vermelha. O mesmo acontece com as arestas 
aZUIS. 

Como nenhuma aresta vermelha é disjunta de uma aresta azul, W deve 
ser composto por um 4-ciclo p1 ,pz,Qt,Qz, onde {Pi,Qi} Ç B; (i :::: 1,2), e 
possivelmente alguns vértices isolados (Figura 6.7). 

Vamos mostrar agora que, na verdade, Bi = {pi, qi} (i= 1,2). Suponha 
que B1 contenha um vértice x distinto de p1 e q1 . Se x é vizinho de algum 
vértice y em B2 então existe um emparelhamento M em G do tipo 1 ou 
2 tal que M acrescido da aresta (x, y) também é emparelhamento em G. 
Claramente, M U (x, y) pode ser estendido a um emparelhamento perfeito de 
G que intercepta C em três arestas. 

Concluímos então que nenhum vértice de B1 pode estar ligado a um de B2• 

Portanto, qualquer outro vértice de B1 - {p11 ql} deve somente ser adjacente 
a vértices em A1• Isto implica que A1 é uma barreira em G. Como G é brick, 
devemos ter lAti= 1. analogamente, jAzi= 1. 

Se L1 ou L 2 tem emparelhamento perfeito, digamos M, então M pode 
ser estendido a um emparelhamento de G que intercepta C em três arestas. 

Resumindo, temos as seguintes informações sobre L1 : Identificando p1 

com q1 , e p2 com q2 , e ligando os vértices resultantes por uma aresta, obtemos 
o brick J 1 . Nenhum dos três grafos L1 , L1 - {p11 q2 } e L1 - {q11 p2 } têm 
emparelhamento perfeito. Pelo Lema 6.3, L1 deve ser isomorfo ao grafo da 
Figura 6.1. Analogamente, L2 deve ser isomorfo ao mesmo grafo (Figura 6.8). 
Então G é o grafo de Petersen (Figura 6.9). O 

Podemos agora enunciar o seguinte resultado: 
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P1 

p, p, 

Figura 6.8: Grafos L1 e L2 . 

y 
p 

X y u v 

v, 

Figura 6.9: O grafo de Petersen. 
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Teorema 6.10 Todo bríck distinto do 1{4 e do grafo de Petersen contém 
uma aresta disponível ou um corte bom. 

Dem. Seja C um brick distinto do I<4 e do grafo de Petersen. Se G = C6 

então G tem um corte bom. Podemos supor então que G não é o C6 . 

Pelo Teorema 4.17, G possui uma aresta e tal que G- e é matching 
covered. Podemos agora usar o Teorema 6.9 para concluir que e é disponível 
ou G possui um corte bom. D 

6.3 Cortes robustos 

Um corte bom C em um brick G é robusto se cada uma das C -contrações 
possui um único brick. 

Para um corte ímpar C, vamos denotar por Mk(C) o conjunto dos em
parelhamentos perfeitos M de G que intercepta C em exatamente k arestas, 
ou seja, IM n CI ~ k. 

Seja G um brick e seja C um corte bom em G. Seja M0 um emparelha
mento perfeito de G tal que IMonCI ~ 3. Então .M1(C) f 0 e Mo E .M,(C). 

Considere agora o conjunto C1 de todos os cortes bons C' de G tais que: 

1. .M1(C) <; .M1(C'). 

2. Mo E .M 3 (C'). 

3. M 1 (C') é maximal. 

Para j = 3,5, ... , seja Cj o conjunto de todos os cortes C' de Cj-2 tais 
que Mi(C') é maximaL Seja k := max{j : Ci -=I 0}. O Teorema a seguir 
mostra que os cortes do conjunto Ck são todos robustos. 

Teorema 6.11 Se C E Ck então C é robusto. 

Dem. Vamos denotar as margens de C por X e X. Seja G1 o grafo obtido 
de G contraindo-se a margem X a um único vértice X. Vamos mostrar que 
b(G1 ) ~ 1 por indução em IV(GI)I. 

Como C E Ck temos que: 

• As duas C-contrações em G são matching covered; 
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D, 
c 

H 

v 

Figura 6.10: Grafo G . 

• o emparelhamento perfeito Mo de G é tal que IMo n CI = 3. 

Então G1 é matching covered. Se G1 é brick, não há nada a fazer. Supo
nha então que G1 não é brick. Se G1 é bicrítico então, não sendo brick, G1 

possui uma 2-separação { u, v}. O grafo G1 - { u, v} é composto por várias 
componentes pares. Claramente, devemos ter X= u ou X = v, senão { u, v} 
seria uma 2-separação em G. Vamos supor, sem perda de generalidade, que 
X=u. 

Seja H uma das componentes pares de G1 - { u, v} e considere os cortes 
D1 := 'V(V(H) U {v}) e D2 := 'V(V(H) U V(X))) (Figura 6.10). Para todo 
emparelhamento perfeito M de G tem-se: 

IM n CI +IM n V(v)l =IM n Drl +IM n D,l. (6.1) 

Mas IMn 'V(v)l = 1. Logo, reescrevendo a equação temos: 

IMn Cl + 1 = IMn Drl + IMnD,I. (6.2) 

Desta equação, podemos concluir que M 1 (C) Ç M 1 (D 1 ) e M 1(C) Ç 
M!(D2)· Além disso, como IMo n Cl = 3, concluímos que Mo intercepta 
um de D1 e D 2 , digamos D1 , em exatamente três aresta e o outro em uma. 
Portanto, o corte D1 é bom, Mo E M 3 (D1 ) e M 1(C) Ç M 1(D,). 

r···~~-~--. 

. 'Jf'l:e,,a~"" ~ 
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Vamos mostrar que MJ(C) Ç M 1(Dt), 'í!j = 1,3,5, ... ,k, por indução 
em k. Já vimos que M 1(C) Ç ivh(Dl). Suponha que Mj(C) Ç A1j(DJ). 
'í!j = 1,3,5, ... ,i, e .i\.1i+2 (C) ~ M;+ 2 (D1 ). Logo, existe um emparelha
mento perfeito F em G tal que IF n CI = 1 + 2 e IF n Drl i' i + 2. Pela 
equação 6.2, IF n Drl =i'< i+ 2. Ou seja, F E M;•(D1 ) mas F rfc M 1.(C). 
Então M;,(C) está contido propriamente em /\.1;,(Dd. Mas isto contradiz 
a escolha de C. Portanto, Mj(C) Ç Mj(Dr), Vj = l,3,5, .... k. Podemos 
concluir então que D1 E CJ, 'Vj = 1,3,5, ... ,k. 

Vamos mostrar agora queM;( C) está contido propriamente em A1,(Dl), 
para algum 1 :; i :; k, o que também contradiz a escolha de C. O corte 
D2 não é justo em G. Seja F um emparelhamento perfeito de G tal que 
IF n D,l 2:3. Pela equação 6.2, devemos ter IP n CI > IF n Drl = 1. Logo, 
F E M;(Dt) mas F rf_ .i\.1;(C). Então ;\.1I;(C) está contido propriamente em 
.i\.1;(Dt). Novamente temos uma contradição a escolha de C. 

Podemos supor então que G1 é matching covered e não é bicrítico. Por
tanto, ele possui uma barreira não trivial B. Conseqüentemente, o vértice X 
pertence a B, pois caso contrário, B seria uma barreira não trivial em G. 

Seja]{ uma componente não trivial de G1 - B e seja C' := 'V(V(K)). 
Ambas as C'-contrações em G são claramente matching covered. Por conta
gem temos que, para todo emparelhamento perfeito M de G, 

IM n C I? IM n C' I, (6.3) 

com igualdade se, e somente se, IM n V'(V(J))I = 1 para qualquer outra 
componente J de G1 - B distinta de K. Da equação 6.3, podemos concluir 
que M 1(C) Ç M 1 (C'). 

Como IMo n CI = 3 podemos concluir, por contagem, que existe uma 
componente de G, - B, digamos H, tal que IMo n V(V(H))I = 3. Seja 
D := V(V(H)). Como as duas D-contrações em G são matching covered, 
temos que D é bom em G. 

Vamos mostrar que M 1( C) Ç Mj(D), Vj = 1, 3,5, ... , k, por indução 
em k. Já vimos que M 1(C) Ç M 1(D). Suponha que Mj(C) Ç Mj(D), 
'í!j = 1, 3, 5, ... , i, e M;+2 (C) :l, M;+2(D). Logo, existe um emparelhamento 
perfeito F em G tal que IF n CI = i+ 2 e IF n DI #i+ 2. Pela equaçàD 6.3, 
IF n DI= i'< i+ 2. Ou seja, F E M,,(D) mas F rt M,.(C). Então M;•(C) 
está contido propriamente em Mi'(D). Mas isto contradiz a escolha de C. 
Portanto, M 1(C) Ç M 1(D), Vj = 1, 3, 5, ... 1 k. Podemos concluir então que 
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DE Cj, Vj = 1, 3, 5, ... , k. 
Vamos mostrar agora que H é a única componente não trivial de G1 - B. 

Suponha que G1 - B possua uma outra componente H 1 não trivial. Seja 
D' :='V( V( H')). 

O corte D 1 é ímpar e não trivial, e portanto, não justo em G. Logo, existe 
um emparelhamento perfeito F em G tal que IF n D1

1 :::: 3. Então IF n DI = 

i< IFnCI. Ou seja, F E M;(D) e F 1/c M;(C). Conseqüentemente, }>'!;(D) 
contém propriamente M;(C). Isto novamente contradiz a escolha de C. 

Portanto, H é a única componente não trivial de G1 - B. Uma das D
contrações em G1 é bipartida, e a outra, que vamos denotar por a1 é não 
bipartida. Por hipótese de indução, b(G;) = 1. Então b(G1 ) = 1. De forma 
análoga podemos mostrar que b( G2) = 1. D 

Chamaremos os elementos de Ck de cortes robustos lvi0 -induzidos por C. 

Corolário 6.12 Se um brick possui um corte bom então ele possui um corte 
robusto. D 

6.4 Cortes robustos especiais 

Seja G um brick que possui um corte robusto. Vamos tomar um corte robusto 
C:= 'V(X) em G tal que a margem X tenha tamanho mínimo. 

Seja Gt o grafo obtido de G contraindo-se X a um único vértice X, e G2 

o grafo obtido de G contraindo-se X a um único vértice x. Por definição 
de corte robusto, temos que b(Gt) = b(G2 ) = 1. Além disso, G contém um 
emparelhamento perfeito Mo tal que IMo n CI = 3. Vamos estudar algumas 
propriedades interessantes que o grafo G1 possui. 

Lema 6.13 Se G2 (ou G1 ) possui um corte justo não trivial C 1 então em G 
temos que Mj(C) = Mj(C 1

), 'r/j = 1, 3, 5, .... Ou seja, C' também é robusto 
emG. 

Dem. Suponha, por exemplo, que G2 possui um corte justo não trivial C 1
• 

Sejam H1 e H2 as duas C'-contrações em G2 • Fixe a notação de tal forma 
que X E V(Ht). Como C1 é justo em G2 e b(G2) = 1, um de Ht e H2 é 
bipartido. Se H2 é bipartido então, como x E V(Ht), uma das bipartições 
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de H 2 é barreira não trivial em G. Mas G não possui barreira deste tipo. 
Portanto, H 1 é bipartido. 

Observe que H 1 contém dois vértices que são resultados de contrações de 
conjuntos ímpares não triviais de vértices: um deles é x, e o outro, digamos 
y, é o vértice resultante da contração de uma margem de C'. 

Se x e y pertencem à uma mesma bipartição de H1 então a outra bi
partição é uma barreira não trivial em G. Portanto, x e y devem perten
cer a bipartições distintas de H 1 . Neste caso, podemos ver facilmente que 
MJ(C) = MJ(C'), 'ifj = 1,3,5,,., em G. o 

Corolário 6.14 G 1 é brick. 

Dem. Pela minimalidade de X, temos que 0 1 não possui um corte que é 
robusto em G. Portanto, pelo Lema 6.13, G1 não possui corte justo nao 
triviaL D 

Lema 6.15 0 1 não possui um corte ímpar D tal que: 

(i) As duas D-contrações em G são matching covered. 

(ii) Existe um emparelhamento perfeito M' de G tal que M' E Ms(D) e 
M' 'i' M 3 (C). 

(iii) Toda aresta de C pertence a um emparelhamento perfeito Mt de Gt tal 
que IM, nDI = 1. 

Dem. Seja D um corte ímpar em G1 satisfazendo os ítens acima. Observe 
inicialmente que D é um corte nã.o trivial em G1 pois, suponha que D := 

'V( v), onde v E V(GI). Se v =f:. X então D é trivial em G, o que contradiz 
o item (ii). No caso em que v = X, temos que D = C, o que contradiz 
novamente o item (ii). Portanto, D é não trivial em 0 1 . 

Pelos ítens (i) e (ii), concluímos que D é bom em G. Como M' E lvls(D), 
podemos considerar o conjunto 'D dos cortes robustos M'-induzidos por D. 
Seja D' E 'D. Portanto, cada uma das D'-contrações em G possui um único 
brick e M 1(D) ,:; M 1(D'). Além disso, M' E M 3(D') eM' 'i' M,(C). 
Portanto, D' =F C. 

Caso 1 C e D' não se cruzam. 
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Neste caso, D' Ç E( Gl) ou D' Ç E( G2 ). Vamos mostrar que D' Ç E( GI), 
e obtermos uma contradição à minimalidade de lXI. 

Suponha que D' Ç E(G2 ). O corte D' pode ser justo ou não em G2 • 

Suponha que D' é justo em G2 . Pelo Lema 6.13, Mj(C) = A1J(D'), \lj = 
1, 3, 5, ... , em G. Isto é uma contradição pois, M' E ;\11 3(D') e J\!1' rJ. M 3 (C). 

Portanto, D' não é justo em G2 • Seja F2 um emparelhamento perfeito 
de G2 tal que IF2 n D'l 2': 3. Por (iii), F2 pode ser extendido a um empa
relhamento perfeito F de G tal que IF n DI = 1. Então F E }vi 1(D) mas 
F fi M1(D'L o que é uma contradição. 

Portanto, D' Ç E(G1 ), como queríamos demonstrar. 

Caso 2 C e D' se cruzam. 

Vamos denotar as margens de D' em G por Y e Y. Se necessário, troque 
Y com Y para que tenhamos IX n Yl Ímpar. Para simplificar a notação 
vamos fazer I:= V'(X n Y) e U := 'i7(X n Y). 

Vamos mostrar que não existe aresta ligando X n Y a X n Y pois, seja 
f uma tal aresta. Então f E C. Por (iii), f pertence a um emparelhamento 
perfeito F1 de G1 tal que IF1 n DI= 1. Seja F2 um emparelhamento perfeito 
de G2 que contém f. Considere o emparelhamento perfeito F:= F1 U F2 de 
c. Como IF n CI = 1, devemos ter IF n D'l '2. 3. Logo, F E Ml(D) mas 
F rJ. M 1(D'), o que é uma contradição. 

Portanto, não existe aresta ligando X n Y a X n Y. Assim, para todo 
emparelhamento perfeito M de G, 

IMn Il + IMn UI= IMnCI + IMn D'l· ( 6.4) 

Vamos mostrar agora que o corte Ué justo em G2 • Suponha que U não é 
justo em G2 • Seja F2 um emparelhamento perfeito de G2 tal que IF2 n UI 2': 3. 
Observe que F2 deve conter pelo menos duas arestas de D'. Por (iii), F2 pode 
ser extendido a um emparelhamento perfeito F de G tal que IF n DI = 1. 
Então F E M 1 (D) mas F fi MI(D'), o que é uma contradição. Portanto, U 
é justo em G2. 

O corte U é não trivial pois, suponha o contrário. Como não existe aresta 
ligando X n Y a X n Y, o corte I deve ser não trivial, caso contrário, G não 
seria 3-conexo. Neste caso, uma margem de D' teria tamanho menor do que 
lXI, o que é uma contradição à escolha de C. Portanto, Ué não trivial. 
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Pelo Lema 6.13. MJ(C) = Mj(U), Vj = 1,3,5, ... , em G. Portanto, 
[Af n C[= IM nU], para todo emparelhamento perfeito Af de G. 

Pela Equação 6.4, podemos concluir que [Mni[ = [1\fnD'], para todo em
parelhamento perfeito M de G. Ou seja, Mj(D') = Mj(I), Vj = 1,3,5, .... 
em G. Portanto, I é robusto em G. Como a margem X n Y de I está 
propriamente contida em X, temos uma contradição à escolha de C. O 

Corolário 6.16 G1 não possui corte bom. 

Dem. Se G1 possui um corte bom então claramente temos os três ítens do 
Lema 6.15 satisfeitos. O 

Nos Lemas a seguir, usaremos este Corolário para mostrar que algumas 
arestas de G1 são disponíveis no próprio grafo G1. Veremos depois que se 
uma destas não pertencem ao corte C e nem ao emparelhamento lv10 então 
elas são disponíveis também em G. 

Lema 6.17 G1 não é o grafo de Petersen, e se e E E( G1 ) e G1 -e é matching 
covered então e é disponível em 0 1 . 

Dem. Se G1 for o grafo de Petersen então 'V(Q), onde Q é o pentágono de G1 

que não contém o vértice X, é robusto em G, contradizendo a minimalidade 
de lXI. 

Como G1 - e é matching covered, devemos ter um dos três ítens do Teo
rema 6.9 satisfeitos. Mas G1 não é o grafo de Petersen e pelo Corolário 6.16, 
G1 não possui corte bom. Portanto, e é disponível em G1 . O 

A seguir, usaremos os resultados desta seção para mostrar que G1 contém 
uma classe minimal da relação ~~?" de tamanho dois ou uma de tamanho 
um de tal forma que este elemento não pertence a M0 . 

Lema 6.18 Se f é uma aresta de G1 em 'V(X)-Mo então existe uma classe 
minimal Q de G1 induzida por f tal que IQI = 2 ou IQI = 1 e o elemento de 
Q não pertence a M0 • 

Dem. Como G1 é brick temos, pelo Teorema 4.4, que toda classe minimal 
de G1 , e em particular as induzidas por f, tem no máximo dois elementos. 
Portanto, para provar este Lema podemos assumir que toda classe minimal 
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induzida por f tem um único elemento e a nossa tarefa é provar que este 
elemento não pertence a M0 • 

Seja Q uma classe minimal de G1 induzida por f. Podemos supor então 
que Q :={h} e vamos mostrar que h tJ_ M0 • Por definição de Q, temos que 
h=> f. 

Pelo Lema 4.1, o grafo G1 -f possui uma barreira B que contém ambos 
os extremos de h e a aresta f possui seus extremos em componentes distintas 
de G1 - f- B. Mas um dos extremos de f é X. Logo, X pertence à uma 
componente de G1 - f- B. Considere agora M0 restrito E(G1 ). Podemos 
então concluir por contagem que h tJ_ M0 . D 

Lema 6.19 Seja f uma aresta de G1 tal que f tJ_ Mo e nenhuma aresta de 
G1 que incide em X depende de f. Então existe uma classe mmzmal Q de G1 

mduzida por f tal que IQI = 2 ou IQI = 1 e o elemento de Q não pertence a 
Mo. 

Dem. Seja f' uma aresta de E( G1 ) tal que f' ~ M0 , f' :::} f e nenhuma 
aresta de E( GI) -Mo depende de f'. Pode até ser que f' = f. Seja Q uma 
classe minimal de G1 induzida por f'. 

Podemos supor então que Q :={h} e vamos mostrar que h~ M0 . Supo
nha que h E M 0 . Por definição de Q, temos que h ::::? f'. 

Pelo Lema 4.1, o grafo G1 - f' possui uma barreira B que contém ambos 
os extremos de h e a aresta f' possui seus extremos em componentes distintas 
de G1 - f'- B. 

Observe que toda aresta que possui os dois extremos em B depende de 
f' em G1 . Por definição de f', podemos concluir que nenhuma aresta de 
E(Gt)- Mo possui seus dois extremos em B. 

Como h E Mo e f' ~ M0 , se considerarmos M0 restrito a G1 podemos 
concluir por contagem que X E B. Como ]M0 nx] = 3, concluímos novamente 
por contagem que h é a única aresta de M0 que possui ambos os extremos em 
B. Portanto, h é a única aresta de G1 que possui ambos os extremos em B. 
Além disso, IMo n V'(V(K))I = 1 para toda componente [{de G1 - f'- B. 

Como G1 - h é matching covered, existe um emparelhamento perfeito M1 

neste grafo que contém f. Isto só é possível se IMt n V(V(J))I = 3 para 
alguma componente J de G1 - f'- B. Seja D := V(V(J)). Vamos mostrar 
que, no grafo G, o corte D satisfaz as hipóteses do Lema 6.15, o que é uma 
contradição. 
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Vamos mostrar inicialmente que D é bom em G. Mostraremos primeiro 
que as duas D-contrações em G são matching covered. Observe que para 
mostrar esta propriedade é suficiente mostrar que para toda aresta h1 E 
E( Gt) existe um emparelhamento perfeito de G que contém h1 e intercepta 
D em uma única aresta. 

Se h1 E M0 então não há nada a fazer pois lv!0 intercepta D em uma 
única aresta. Se h1 rj_ Mo e h1 f;. f' então por definição de f', temos que 
h1 /?- f' em G1 . Logo, existe um emparelhamento perfeito F em G1 con
tendo h1 mas não f'. Claramente, F intercepta D em uma única aresta. 
Para a aresta f' tome um emparelhamento perfeito em G1 contendo h. Este 
emparelhamento contém f' e intercepta D em uma única aresta. Portanto, 
as duas D-contrações em G são matching covered. 

O emparelhamento M1 definido acima é perfeito em G1 e tal que IJI1 n 
DI = 3. Claramente, M1 pode ser estendido a um emparelhamento perfeito 
de G que pertence a M 1(C). Portanto, o item (ii) está satisfeito. 

Seja h' uma aresta de C, ou seja, h' é uma aresta de E( Gt) que incide em 
X. Pela hipótese deste caso, h'/?- f' em G1 . Logo, existe um emparelhamento 
perfeito F em G1 contendo h' mas não f'. Então, F intercepta D em uma 
única aresta, ou seja, D satisfaz o item (iii) do Lema 6.15. 

Logo, D satisfaz as hipóteses do Lema 6.15, o que é uma contradição. 
Portanto, h rj_ M 0 • O 

Lema 6.20 Se f é uma aresta de G1 em V'(x)nM0 e G1 - f não é matching 
covered então existe uma classe minimal Q de G1 induzida por f tal que 
IQI = 2 ou IQI = 1 e o elemento de Q não pertence a Mo. 

Dem. Se existe uma classe minimal de G1 induzida por f de tamanho 
dois então não há mais nada a fazer. Podemos supor então que toda classe 
minimal induzida por f tem tamanho um. 

Suponha que exista uma aresta f' de G1 que não está em Mo e f' :::} f. 
Pela transitividade da relação :::} , nenhuma aresta de de G1 em V'(X) depende 
de f' em G1 . Podemos então terminar aplicando o Lema 6.19. 

Podemos supor então que nenhuma aresta de G1 que está fora de Mo 
depende de f. Seja Q uma classe minimal de G1 induzida por f. Podemos 
assumir que Q = {h} e vamos mostrar que h ~ M 0 • Suponha o contrário. 
Como G1 -f não é matching covered, temos que h f= f. Por definição de Q, 
temos que h =? f. 
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Pelo Lema 4.1, o grafo G 1 - f possui uma barreira B que contém ambos 
os extremos de h e a aresta f possui seus extremos em componentes distintas 
de G1 - f - B. Mas um dos extremos de f é X. Logo, X pertence à uma 
componente de G1 -f- B. 

Por contagem, podemos concluir que h é a única aresta de Mo que possui 
os dois extremos em B. Além disso, como nenhuma aresta em E( G1 ) - i\1[0 

depende de j, concluímos que h é a única aresta de E(Gl) com ambos os 
extremos em B. Podemos concluir agora que IMo n V(V(K))I = 1 para toda 
componente K de G1 - f - B. 

O grafo C 1 - h é matching covered. Logo, existe um emparelhamento 
perfeito M1 neste grafo contendo f. Isto só é possível se existe uma compo
nente J de G 1 - f- B tal que IM1 n 'i7(V(.J))i ~ 3. Seja D '~ 'i7(V(.J)) e 
vamos mostrar que, no grafo G, o corte D satisfaz as hipóteses do Lema 6.15. 
o que é uma contradição. 

Para mostrar que as duas D-contrações em G são matching covered é su
ficiente mostrar que para toda aresta h1 E E(Gt) existe um emparelhamento 
perfeito de G que contém h1 e intercepta D em uma única aresta. 

Se ht E Mo então não há nada a fazer pois Atf0 intercepta D em uma única 
aresta. Se h1 f/. M0 então h1 -::/? f em G1 . Logo, existe um emparelhamento 
perfeito F em G1 contendo h1 mas não f. Claramente, F intercepta D 
em uma única aresta. Portanto, as duas D-contrações em G são matching 
covered. 

O emparelhamento M1 definido acima é perfeito em G1 e tal que IA! f n 
DI = 3. Claramente, M1 pode ser estendido a um emparelhamento perfeito 
de G que pertence a M 1(C). Portanto, o item (ii) está satisfeito. 

Seja h' # f uma aresta de C, ou seja, h' é uma aresta de E(Gt) que 
incide em X. Como f também incide em X, temos que h' -::/? f em G1 . 

Logo, existe um emparelhamento perfeito F em G1 contendo h' mas não 
f. Então, F intercepta D em uma única aresta. Para a aresta f tome um 
emparelhamento perfeito em G1 que contém h. Então este emparelhamento 
também contém f e intercepta D em uma única aresta. Logo, D satisfaz o 
item ( iii) do Lema 6.15. 

Logo, D satisfaz as hipóteses do Lema 6.15, o que é uma contradição. 
Portanto, h f/. M0 . O 



Capítulo 7 

O Teorema de Lovász-Vempala 

7.1 Introdução 

Em 1987 1 L. Lovász conjecturou que "todo brick distinto do !{4 , C6 e do 
grafo de Petersen contém uma aresta tal que a sua remoção resulta em um 
grafo matching covered cuja decomposição em cortes justos fornece um único 
brick". Esta conjectura apareceu em conexão com a caracterização do match
ing lattice. Ele notou que a prova do seu teorema poderia ser simplificada se 
a conjectura acima fosse verdadeira. 

Em 1994, L. Lovász e S. Vempala provaram esta conjectura. Mas, pelas 
informações que temos, uma versão completa da prova deste Teorema ainda 
não foi submetida para publicação. 

Neste Capítulo, apresentamos uma prova independente deste Teorema. 
Ele é muito importante pois, os principais resultados que propomos nesta 
Tese, e que estão descritos nos Capítulos seguintes, dependem diretamente 
dele. 

7.2 O Teorema de Lovász-Vempala 

O Teorema a seguir mostra que os bricks em geral possuem uma aresta dis
ponível. 

Teorema 7.1 [Lovász-Vempala] Todo brick G distinto de K4 , C6 e do grafo 
de Petersen possui uma aresta disponível. 

91 
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Dem. Por indução em jV(G)j. Seja G um brick distinto de /{4 e do grafo de 
Petersen. Pelo Teorema 6.10, G contém uma aresta disponível ou um corte 
bom. Se G contém uma aresta disponível então não há nada mais a fazer. 

Suponha que G possui um corte bom. Pelo Corolário 6.12, G possui um 
corte robusto. Escolha um corte robusto C := 'V(X) em G tal que a margem 
X tenha tamanho mínimo. Seja G1 o grafo obtido de G pela contração de 
X a um único vértice X. O grafo G2 é definido de forma análoga contraindo 
X a um único vértice x. 

Como C é robusto, temos que: 

• Existe um emparelhamento lv.f0 em G tal que IMo n Cj = 3; 

• b(GI) = b(G2 ) =L 

Pelo Corolário 6.14, G1 é brick. Vamos inicialmente tratar um caso muito 
simples. 

Lema 7.1.1 Se G contém uma aresta e f/. M0 tal que e é disponível em G1 

e em G2 então e é disponível em G. 

Dem. Por hipótese, e é disponível em G1 e em G2 , ou seja, Gt- e e G2- e são 
matching covered. Logo, G- e é matching covered. Além disso, b( G1 - e) = 

b(G,- e)= I. 
Como e rf. M 0 , o emparelhamento Mo é perfeito em G - e. Além disso, 

]Mo n C]= 3. Pelo Teorema 3.16 da subaditividade, b(G- e)= 1, ou seja, e 
é disponível em G. D 

Lema 7.1.2 Seja Q :={e, f} uma classe minimal em G1 tal que: 

• Ou nenhuma aresta de Q incide em X; 

• Ou uma aresta de Q, digamos f, que incide em X é disponível em G2. 

Então e é disponível em G. 

Dem. Como Q é minimal, G1 - {e, f} é matching covered. Pelo Lema 4.3, 
G1 - {e, f} é bipartido. Além disso, a aresta e possui seus dois extremos 
em uma destas bipartições e a aresta f possui seus dois extremos na outra 
bipartição. 
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Seja (A,B) uma bipartição de G1 - {e, f}. Fixe a notação para que /l 
contenha X e os dois extremos de f, e B contenha os dois extremos de e. Se 
considerarmos agora M 0 restrito a G1 podemos concluir. por contagem. que 
f E Mo e e (t M0 . 

Considere agora o grafo G1 
:= G- {e, f}. Por hipótese, a é rnatching 

covered. O corte C é justo em a. Além disso, uma das C-contrações em G1 

é bipartida e a outra é G2 ou G2 -f no caso em que f incide em X. 

Como b(G2 ) = b(G2 - f)= 1, temos que b(G') = 1. O emparelhamento 
J\10 nos garante que G1 +f é matching covered. Pelo Corolário 3.21. 6( a+ 
f)= 1. Portanto, b(G- e)= l, ou seja, e é disponível em G. O 

Lema 7.1.3 Se G2 contém uma aresta disponível e tt lvf0 então G contém. 
·uma aresta disponível. 

Dem. Se e não incide em x então pelo Lema 7.1.1, e é disponível em G. 
Suponha então que e incide em x. Pelo Lema 6.18, existe uma classe mini mal 
Q de G1 induzida por e tal que IQI = 2 ou IQI = {h} e h (t M 0 • 

Se IQI = 2 então podemos terminar pelo Lema 7.1.2. Se IQI = {h) e 
h rf. Mo então pelo Teorema 6.17, h é disponível em G1 . Claramente, h é 
disponível em G2. Pelo Lema 7.1.1, h é disponível em G. O 

Lema 7.1.4 Se G2 contém uma aresta disponível f E M0 n 'V(x) tal que 
G1 - f não é matching covered então G contém uma aresta disponível. 

Dem. Pelo Teorema 6.20, existe uma classe minimal Q de G1 induzida por 
f tal que IQI = 2 ou IQI = 1 e o elemento de Q não pertence a Af0 • 

Se IQI = 2 então, pelo Lema 7.1.2, G contém uma aresta disponível. 
Podemos supor então que IQI = 1 e o elemento de Q não pertence a M0 , 

digamos que Q :={e}. Note que e=> f em G1 • Logo, e r/. 'V(X). Assim, e 
também é disponível em G2 . Pelo Lema 7.1.1, e é disponível em G. O 

Já sabemos que G1 é brick. Suponha agora que G2 não é brick. Pelos 
Lemas 3.17 e 3.19, G2 possui uma barreira não trivial B tal que (i) o vértice 
x pertence a B, (ii) G2 - B possui uma única componente não trivial}-', e 
(iii) o grafo obtido de G2 pela contração de V(G2)- Y a um único vértice é 
brick. 

Portanto, G é composto por um grafo bipartido matching covered H = 
( U, W) de tal forma que: 
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Figura 7.1: O grafo G e o grafo bipartido H. 

• Dois vértices x e y, onde x EU e y E Y'V, de H são substituídos pelas 
(ou explodidos nas) componentes ímpares não triviais X e Y; 

o O grafo obtido de G pela contração de V( G) - X (V( G) - Y) a um 
único vértice X (Y) é brick; 

• Existe um emparelhamento perfeito Mo em G tal que IMo n 'V'{X)I = 
IMo n \?(Y)I = 3 (Figura 7.1). 

Lema 7.1.5 Se IUI = IWI 2:: 2 então G contém uma aresta disponível. 

Dem. Vamos analisar o caso em que IUI = IWI = 2, ou seja, U := {x,u} 
e W := { w, y }. Como G é brick e não possui arestas paralelas, o grafo H 
contém pelo menos duas aresta ligando w a x. No grafo G, estas arestas 
ligam w a vértices de X. Como Afo é emparelhamento perfeito de G, pelo 
menos uma destas arestas não está em M0 • 

Seja e uma aresta que liga w a x e que não pertence a M0 . Como e 
é paralela em H e H é matching covered, temos que H - e é matching 
covered. Observe que e não incide em Y. Portanto, o grafo G2 - e é também 
matching covered. Além disso, Como b(G2 ) = 1, temos que b(G2 - e) = 1. 
Pelo Lema 7.1.3, G contém uma aresta disponível. 

Suponha agora que lU\= IWI > 2. Vamos tratar o caso em que H é livre 
de corte justo não trivial, ou seja, é brace. Seja w -f:. y um vértice de ltV. 
Então ladjH(w)\ :2:3, ou seja, w possui pelo menos dois vizinhos distintos de 
x. Portanto, H contém uma aresta e</:. M0 que não incide em x e nem em y. 
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Pelo Lema 3.14, H- e é matching covered. Conseqüentemente. G- e 
é matching covered. Podemos agora aplicar o Teorema 3.16 (da subaditivi
dade) para concluir que b( G - e) = l. 

Suponha agora que H possui um corte justo não trivial. Observe que 
todo corte justo não trivial de H deve separar x de y, ou seja, x e y devem 
pertencer a margens distintas deste corte pois, caso contrário. teríamos uma 
barreira não trivial em G. 

Seja D um corte justo não trivial em H tal que a margem Z de D que 
contém x seja minimal. Vamos denotar por H' o grafo bipartido obtido de 
H pela contração de Z a um único vértice Z. 

Pela escolha de D podemos concluir que H' é brace. Além disso. H' 
contém exatamente dois vértices provenientes de contrações de conjuntos 
não triviais de vértices: um deles é x e o outro é Z. Os demais vértices de H' 
são todos vértices originais de G. 

Se x e Z pertencem à uma mesma bipartição de H' então a outra bipartição 
seria uma barreira não trivial em G. Logo, x e Z devem pertence a bipartições 
distintas de H'. Como H' é brace, podemos proceder de forma análoga ao 
que fizemos no caso em que H é brace para mostrar que G contém uma aresta 
disponível. D 

Podemos então assumir, a partir de agora, que G2 também é brick. Vamos 
analisar os casos em que G2 é /{4 , C6 ou o grafo de Petersen. 

Lema 7 .1.6 Se G2 é o grafo de Petersen então G contém uma aresta dis
ponível. 

Dem. Suponha que G2 seja o grafo de Petersen. Considere os vértices de 
G2 numerados como na Figura 7.2(a). Então Mo emparelha v11 v2 e v3 com 
vértices de X. 

Seja G' := G- {( v1 , v5), (v3 , v4 ), ( v6 , v1 ) }. É fácil de ver que G' é matching 
covered. Fazendo uma decomposição em cortes justos de G', começando com 
aqueles associados aos vértices de grau dois unido aos seus vizinhos, vamos 
obter o grafo G11 da Figura 7.2(b). 

A restrição de Mo a G" é um emparelhamento perfeito deste grafo. Além 
disso, IMo n CI = 3 em G11

• O corte C é ímpar em G"; uma das C-contrações 
em G" é G1 e a outra é K 4 . Pelo Teorema 3.16 (da subaditividade), b( G11

) = 1. 
Portanto, b( G') = I. 
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c X c X 

v, 

(b) Grafo G". 

(a) Grafo G. 

Figura 7.2: O caso em que G2 é o grafo de Petersen. 
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X =\'========-v, 

c 

Figura 7.3: O caso em que 0 2 é o C6 • 

Não é difícil ver que G' + ( v6 , v7 ) é matching covered. Pelo Corolário 3.21. 
b( G' + ( v6 , v7 )) :::::: 1. Usando este mesmo Corolário podemos inserir qualquer 
uma das duas arestas restantes sem aumentar o número de bricks do grafo 
resultante. Portanto, (v 1 ,v5 ) e (v3 ,v4 ) são disponíveis em G. D 

Lema 7 .1. 7 Se G2 = C6 então G contém uma aresta disponível. 

Dem. Suponha que G2 seja C6 . Considere os vértices de G2 numerados 
como na Figura 7.3. O grafo G2 - {(v~,v 2 ), (v4 ,v5 )} é matching covered 
e bipartido. Podemos agora proceder de modo análogo ao que fizemos no 
Lema 7.1.2, para mostrar que (v1, v2 ) é disponível em G. D 

Lema 7.1.8 Se G2 = K 4 então G contém uma aresta dispon{vel. 

Dem. Suponha que 0 2 é o K 4 • Então lXI = 3. Pela minimalidade de 
[XI, devemos ter lXI = 3. Portanto, G1 = K4 , e conseqüentemente, G é o 
C6 acrescido possivelmente de arestas extras. Mas o grafo C6 acrescido de 
qualquer aresta contém uma aresta disponível. Portanto, G = C6 • O 

Podemos supor então que G2 não é K 4 , C6 e nem o grafo de Petersen. 
Por hipótese de indução, 0 2 contém uma aresta e disponível. 

Suponha que e não incide em x, ou seja, no grafo G a aresta e não pertence 
a C. Então claramente G- e é matching covered. Umas das C-contrações 
em G - e é G1 e a outra é G2 - e. Se C não é justo em G - e então, pelo 
Teorema 3.16 da subaditividade, podemos concluir que b(G- e) = 1. Caso 
contrário, b( G - e) = 2. 
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Suponha agora que e incide em x, ou seja, no grafo G a aresta e pertence 
a C. Se e tf_ Mo então, pelo Lema 7.1.3, G contém uma aresta disponível. 
Logo, e E Mo. 

Se G1 - e não é matching covered então, pelo Lema 7.1.4, G contém uma 
aresta disponível. Portanto, G1 - e é matching covered. Pelo Lema 6.17, 
b(G1 - e)= 1. Então G- e é matching covered. Umas das C-contrações em 
G- e é G1 - e e a outra é G2 -e. Se C não é justo em G- e então. pelo 
Teorema 3.16 da subaditividade, concluímos novamente que b(G- e) = L 
Caso contrário, b( G - e) = 2. 

Pelos parágrafos anteriores, podemos supor, a partir de agora que G- e 
é matching covered, b( G - e) = 2 e o corte C é justo em G - e. Portanto. 
e E M0 • Além disso, cada uma das C -contrações em G- e possui exatamente 
um brick. 

Note que os resultados que temos até agora são provenientes das seguintes 
hipóteses que temos sobre G e C: O grafo G é um brick e C é um corte robusto 
em G que possui uma margem de tamanho mínimo. 

A partir de agora vamos introduzir uma nova hipótese, que não altera 
as existentes, mas apenas orientam a escolha de e em G2 . Se possível, es
colha a aresta e disponível em G2 de tal forma que e pertença a C, ou 
eqüivalentemente, que e incide em x em G2 . 

Neste instante da demonstração ainda não temos condições de exibir uma 
aresta disponível em G, pois existem casos em que a aresta e satisfaz todas 
as condições que obtivemos e ainda não é disponível em C. Por exemplo, 
considere os grafos da Figura 7 .4. Em cada um deles, a aresta e é disponível 
em G2 e também em G1 , mas não é disponível em G. 

Para continuarmos, precisamos conhecer um pouco mais sobre a estrutura 
do grafo G. Para isso, o que vamos fazer a partir de agora é mostrar que 
o corte C não pode ser um corte arbitrário no grafo G - e. Na verdade, 
vamos mostrar que o corte C é, em G- e, de um de dois tipos como veremos 
a seguir. Após isto veremos que em cada caso estaremos em condições de 
mostrar que G tem uma aresta disponível. 

Seja H um grafo matching covered. Dizemos que um corte justo D em 
H é essencialmente proveniente de uma 2-separação se 

• Ou D é proveniente de uma 2-separação em H. 

• Ou H possui uma barreira não trivial B1 tal que H - B1 possm uma 
única componente não trivial e se A1 representa o conjunto das com-
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c 

(a) (b) 

Figura 7.4: A aresta e é disponível em G1 e G2 mas não em G. 

ponentes triviais de H- 8 1 então D é proveniente de uma 2-separação 
no grafo H' obtido de H pela contração de B1 U A1 a um único vértice 
(Figura 7.5(a)). 

• Ou H possui duas barreiras não triviais B1 e B2 tais que H- Bi (i= 
1, 2) possui uma única componente não trivial e se A; representa o 
conjunto das componentes triviais de H- B; então B1 U A1 é disjunto 
de B2 U A 2 e D é proveniente de uma 2-separação no grafo H" obtido 
de H pela contração de B1 U A1 a um único vértice e de B2 U A2 a um 
único vértice (Figura 7.5(b)). 

Em outras palavras, um corte é essencialmente proveniente de uma 2-
separação se é proveniente de uma 2-separação, a menos de contrações de 
no máximo duas margens bipartidas. 

Vamos mostrar agora que o corte C em G - e é proveniente de uma 
barreira ou é essencialmente proveniente de uma 2-separação. 

Lema 7.1.9 Se G- e contém um corte justo D tal que as duas D-contrações 
em G - e são não bipartidas e D cruza C então C é essencialmente prove
niente de uma 2-separação em G- e. 

Dem. Vamos denotar as margens de D por Y e Y. Fixe a notação para que 
tenhamos IX n Yl Ímpar. Para simplificar a notação vamos fazer I:= X n Y 
eU:= X n Y. Como C e D são justos em G- e, temos que V (I) e 'V(U) 
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(a) 

Figura 7.5: Corte essencialmente proveniente de uma 2-separaçào. 

também são justos em G- e. Além disso, em G- e não existe aresta ligando 
XnYaXnY. 

Observe que o corte '\1(1) é justo em G1 - e. Como b(G1 - e) = 1, 
uma das '\1(1)-contrações em G1 - e é bipartida. Sejam G11 e G12 as duas 
\?(!)-contrações em Gr- e. Fixe a notação para que tenhamos x E V(Gr,) 
(Figura 7.6). 

Da mesma forma, o corte '\l(U) é justo em G2 -e. Sejam G21 e G22 

as duas '\l(U)-contrações em G2 -e. Fixe a notação para que tenhamos 
x E V(G2r) (Figura 7.6). 

Vamos mostrar inicialmente que G11 é bipartido. Suponha que G12 é 
bipartido. Observe que G12 contém dois vértices resultantes de contrações: 
um deles é X, e o outro, digamos v, é o vértice resultante da contração de 
I. Os demais vértices são todos vértices originais de G. Além disso, cada 
bipartição de G12 tem pelo menos dois vértices pois, X n Y f. 0. 

Claramente, em G - e existe aresta ligando I a X. Portanto, em G12 

existe aresta ligando X a v. Logo, X e v pertencem à bipartições distintas de 
Gn. 

Em G1 a aresta e tem um extremo em X pois, e é uma aresta proveniente 
de G2 . Então a bipartição de G12 que contém X é barreira não trivial em G1 . 

Mas isto não pode ocorrer pois G1 é brick. Portanto, G12 não é bipartido. 
Conseqüentemente, Gn é bipartido. 

Sejam J 1 e h as duas D-contrações em G- e, onde J 1 é obtido pela 
contração de Y a um único vértice y e J2 é obtido pela contração de Y a um 
único vértice y. Por hipótese, J 1 e J 2 são não bipartidos. Como b( G- e) = 2, 
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(b) G1 -e 

(e)G2 -e 

.c 

'------v-----': 
X 

(a) Grafo G- e. 

;I\ 
I \ 

I 

(c) Gn 

u 
\ I 
\I/ 

(f) G,, 

( d) G,, 

(g) G,, 

Figura 7.6: O caso em que D cruza C. 

101 
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temos que b(J1 ) ~ b(J2 ) ~ I. 
O corte \1(1) é justo em Ir. Sejam It 1 e I 12 as duas 'V(I)-contrações em 

Ir. Fixe a notação para que tenhamos fj E V(I12 ). Então Jn é, a menos de 
arestas paralelas, o grafo G11 , que como já vimos, é bipartido. Portanto, J 11 

é bipartido e 112 é não bipartido. 
Da mesma forma, o corte V(U) é justo em J2 , e se considerarmos as 

duas V(U)-contrações em }2 , uma delas (aquela que é, a menos de arestas 
paralelas, o grafo G12 ) é não bipartida e a outra é bipartida. 

Assim, os subgrafos induzidos pelos conjuntos de vértices I e U são bi
partidos. Portanto, C é essencialmente proveniente de uma 2-separação. O 

Podemos supor que C não cruza nenhum corte justo de G- e satisfazendo 
as hipóteses do Lema 7.1.9. Portanto, G- e não é bicrítico pois, suponha 
o contrário. Como b(G- e)::::;: 2 temos, pelo Lema 3.18, que G- e possui 
uma única 2-separação. Então os únicos cortes justos de G- e são aqueles 
associados à 2-separação. Portanto, C é um destes cortes. 

Podemos supor então que G- e contém uma barreira não trivial. Seja B 
uma barreira não trivial maximal de G - e. Como G é brick, e deve possuir 
seus extremos em componentes distintas de G-e- B. Como b(G -e) ::::;: 2, no 
máximo duas componente de G- e- B são não triviais. Como B é maximal, 
toda componente de G - e - B é crítica. 

Suponha que G - e possua uma barreira não trivial maximal B tal que 
G - e - B contém duas componentes não triviais. Sejam Y;. e Y2 as duas 
componentes não triviais de G - e - B. 

Para i ::::;: 1, 2, seja M; um emparelhamento perfeito de G tal que 
IM; n V(V(Y;))I 3. Então e E M; (i ~ I, 2) e IM, n V(V(Y,))I ~ 
1M2 n V(V(Yl))l ~ I. Vamos agora considerar o corte D1 :~ V(lí) em 
G. 

Lema 7.1.10 D 1 é robusto em G. 

Dem. Claramente, as duas D1-contrações em G são matching covered. Como 
IM1 n V(V(lí))l ~ 3, concluímos que D1 é bom em G. 

Cada uma das D1-contrações em G - e possui um único brick. Pelo 
Corolário 3.21, cada uma das D 1-contrações possui um único brick em G. 
Portanto, D1 é robusto em G. D 



O Teorema de Lovász-Vem pala 103 

Analogamente, D2 := \7(}2) é robusto em G. Pela escolha de C. temos 
que lXI ::; llil (i= 1, 2). Por outro lado, C não cruza D 1 e nem D2 • Portanto, 
pela minimalidade de lXI podemos concluir que X Ç Y1 ou X Ç Y2• 

Observe que o raciocínio que fizemos é válido para qualquer barreira ma
ximal não trivial B tal que G- e- B contém duas componentes não triviais. 
Seja B1 uma barreira não trivial maximal de G- e tal que G- e- B1 contém 
duas componentes não triviais e tal que a componente não trivial que contém 
X seja a menor possível. 

Vamos fixar a notação para que Y1 seja a componente de G- e- B1 que 
contenha X e Y2 seja a outra componente. Os emparelhamentos JV!; e os 
cortes Di (i= 1, 2) continuam definidos da mesma forma que fizemos acima. 
Devido à maximalidade de B1 , as componentes de G- e- B1 são críticas. 

Lema 7.1.11 X= }í. 

Dem. Sabemos que X Ç Y1 . Seja ) 1 o gra.fo obtido de G - e pela contração 
de V(G)- V(Yi) a um único vértice b1 . Então b(JI) = 1. Observe que como 
X Ç }í, temos que V(G)- V(Yí) Ç X. 

Como C:::: \7(X) é justo em G- e, temos que C é justo em J1. 
Suponha que C seja não trivial em ) 1 • Como b(JI) = 1, uma das C

contrações em ] 1 é bipartida. Então uma destas bipartições, digamos B', é 
barreira não trivial em ) 1 . Como b(Jt) = 1, temos que ) 1 - E' contém uma 
única componente não trivial, digamos Y'. Então C = 'V(Y'). Seja A' o 
conjunto das componentes triviais de ] 1 - B'. 

Como a componente Yi de G - e - B 1 é crítica, concluímos que b1 rf_ B'. 
Conseqüentemente, E' é barreira não trivial em G - e. 

Se b1 pertence à componente não trivial Y' de ) 1 - B' então uma das 
C -contrações em G - e seria bipartida. Portanto, podemos assumir que b1 é 
uma componente trivial de ) 1 - B'. Como V(G)- V(Yt) Ç X, concluímos 
que a componente não trivial de J1 - B' é X 1 ou seja, Y' = X. Logo, C é 
um corte proveniente da barreira B' de G - e. 

Suponha agora que C seja um corte justo trivial de J1. Digamos que 
C:= 'V( v). Se v f: b1 então C seria trivial em G. Portanto, v:::: b1, ou seja, 
C= 'V(YI) em G- e. Conseqüentemente, X= Yj_. O 

Podemos supor então que G - e - B tem uma única componente não 
trivial, para toda barreira não trivial maximal B de G - e. Para analisar 
este caso necessitamos de alguns Lemas. 
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Considere uma barreira B (que pode até ser trivial) de G- e tal que 
G- e- B possui uma única componente não trivial. Seja A o conjunto das 
componentes triviais de G- e- B. Seja G' o grafo obtido de G contraindo 
B U A a um único vértice b. Como b( G - e) = 2, temos que b( G') = 2. 

Lema 7 .1.12 Se G' contém uma 2-separação { u, v} tal que G'- { u, v} possui 
duas componentes não bipartidas e b E { u, v} então C é proveniente de uma 
barreira ou essencialmente proveniente de uma 2-separação em G- e. 

Dem. Por hipótese, b E {u,v}. Fixe a notação para que tenhamos b =v. 
Também por hipótese, G' - { u, v} tem duas componentes não bipartidas. 
Vamos denotar uma delas por Se vamos fazer S' := G'- S- { u, v}. 

Sejam D := Y'(V(S) U {u)) e D' := Y'(V(S) U {v}) os dois cortes justos 
de G' associados à esta 2-separação. Claramente, D e D' também são justos 
em G- e e cada uma das D-contraçôes em G - e é não bipartida. O mesmo 
ocorre com cada uma das D'-contrações em G- e. 

Se C = D ou C = D' ou C cruza um destes cortes então podemos concluir, 
pelo Lema 7.1.9, que C é essencialmente proveniente de uma 2-separação em 
G - e. Suponha então que C não cruza D nem D' e é distinto dos dois. 

Então devemos ter X Ç V(S), X ç V(S') ou X Ç (B u A). Se X ç 
(B U A) então uma das C-contrações em G- e seria bipartida, o que não 
ocorre. Portanto, X Ç V(S) ou X Ç V(S'), digamos que X Ç V(S). O caso 
em que X Ç V(S') pode ser resolvido de forma análoga. 

Seja } 1 o grafo obtido de G - e pela contração da margem de D que 
contém S'. Assim, b( J 1 ) = 1 e C é um corte justo em J 1 . Então uma das 
C-contrações em } 1 é bipartida. Portanto, uma destas bipartições é uma 
barreira não trivial em }1 • Vamos denotar por B1 esta barreira e por A1 as 
componentes triviais de J1 - Br. 

Vamos denotar por s' o vértice de J1 resultante da contração da mar
gem de D que contém S'. No grafo J1 , o vértice s' pertence a B1 U Ar, 
caso contrário, uma das C -contrações em G - e seria bipartida. Con
seqüentemente, a componente não trivial de J 1 - B1 é X. 

Se :3
1 E A1 então B1 é uma barreira não trivial em G - e e neste caso, C 

é um corte proveniente desta barreira. 
Suponha então que s' E B1 (Figura 7.7(a)). Note que adja_,(V(S')) = 

{u) U B. Então B' := (B1 - {s'}) U {B} é uma barreira não trivial em G- e. 
O vértice u pertence a A1 ou a X. 
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B1 , r---------5 c 

S' 
(a) 

(c) 

Figura 7.7: O caso em que s' pertence a B1 eu pertence a X. 

Se u E At então C é um corte proveniente da barreira B'. Se u E X 
(Figura 7. 7(b)) então B' é uma barreira não trivial em G- e que possui uma 
única componente não trivial e A':= A1 U A como suas componentes triviais. 
Assim, C é proveniente de uma 2-separação no grafo obtido de G - e pela 
contração de B' U A' a um único vértice (Figura 7.7(c)). O 

Lema 7.1.13 Se G- e contém uma 2-separação então C é proveniente de 
uma barreira ou essencialmente proveniente de uma 2-separação em G - e. 

Dem. Seja { u, v} uma 2-separação de G- e. Como G é bicrítico e 3-conexo, 
G- e- { u, v} tem exatamente duas componentes e estas são não bipartidas. 
Vamos denotá-las por Se S'. 

Fazendo G' := G- e e B := {v}, temos que G' contém uma 2-separação 
{ u, v} tal que G' - { u, v} possui duas componentes não bipartidas e b E 
{ u, v}. Pelo Lema 7 .1.12, C é proveniente de uma barreira ou essencialmente 
proveniente de uma 2-separação em G- e. O 

Pela hipótese deste caso, temos que G- e- B tem uma única componente 
não trivial, para toda barreira não trivial maximal B de G- e. Então G- e 
satisfaz um dos três ítens do Teorema 3.23. 



O Teorema. de Lovász-Vem pala. 106 

O caso em que G- e satisfaz o item 1 do Teorema 3.23, ou seja, que G- e 
é bicrítico, já foi tratado. 

Suponha que G- e satisfaz o item 2 do Teorema 3.23, ou seja, G - e 
contém uma barreira não trivial maximal B1 tal que G- e- B1 possui uma 
única componente não trivial e se A1 é o conjunto das componentes triviais 
de G- e- B1 então o grafo G' obtido de G- e pela contração de B1 u A1 a 
um único vértice b1 é bicrítico. 

Como b( G') = 2, concluímos, pelo Lema 3.18 que G' possui uma única 
2-separaçâo, digamos { u, v}. Então G'- { u, v} possui exatamente duas com
ponentes e estas são não bipartidas. 

Se bt ;f. { u, v} então { u, v} é uma 2-separação em G- e então podemos 
terminar usando o Lema 7.1.13, e se b1 E {u,v} então podemos terminar 
usando o Lema 7.1.12. 

Suponha agora que G - e satisfaz o item 3, ou seja, Além da barreira 
maximal B1 , G- e possui outra barreira não trivial B2 tal que G- e- B2 

possui uma única componente não trivial e se A2 representa o conjunto das 
componentes triviais de G- e- B2 então B1 U A1 é disjunto de B2 U A2 e o 
grafo G" obtido de G - e pela contração de B1 U A1 a um único vértice b1 e 
pela contração de B2 U A2 a um único vértice b2 é bicrítico. 

Como b( G") = 2, concluímos pelo Lema 3.18 que G" possui uma única 
2-separação, digamos { u, v}. Então G" - { u, v} possui exatamente duas 
componentes e estas são não bipartidas. 

Se {b1 , b2 } g { u, v} então podemos terminar pelos Lemas 7.1.13 ou 7.1.12. 
Suponha então que { b, b2 } = { u, v}, 

Sejam S e S' as duas componentes de G" - { u, v} e sejam D e D' os 
dois cortes justos de G" associados à esta 2-separação. Então as duas D
contrações em G" são bricks, digamos Jr e J~'. Claramente, D e D' são 
justos em G- e. 

Suponha que C não cruza D nem D' e é distinto dos dois. Então devemos 
ter X Ç S, X Ç S', X Ç (E1 u A,) ou X Ç (E2 u A2 ), Se X Ç (E1 U A1 ) ou 
X Ç (B2 U A2 ) então uma das C-contrações em G- e seria bipartida, o que 
não ocorre. Se X Ç Sou X Ç S' então C seria um corte justo não trivial no 
brick Jr ou J~', o que também não pode ocorrer. 

Portanto, C = D ou C = D' ou C ou cruza um destes dois cortes. Pelo 
Lema 7.1.9, C é essencialmente proveniente de uma 2-separação em G- e. 
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Portanto, podemos supor a partir de agora que o corte C em G - e é 
essencialmente proveniente de uma 2-separação ou é um corte proveniente de 
uma barreira. Vamos então analisar e mostrar que em cada um destes casos 
G contém uma aresta disponível. Antes de iniciarmos a analisar os casos, 
vamos provar dois resultados que nos serão úteis. 

Lema 7.1.14 Se f é uma aresta de C que é disponível em G2 então f é 
disponível em G1 . Além disso, G1 -f não possui uma barreira não trivwl B 
tal que X é uma componente trivial de G1 - f - B. 

Dem. Se f tf._ Mo ou se f E M0 e G1 - f não é matching covered então 
pelos Lemas 7.1.3 e 7.1.4, respectivamente, G tem uma aresta disponíveL 
Portanto, f E Mo e G1 -f é matching covered. Pelo Teorema 6.17. f é 
disponível em G1 . 

Seja B uma barreira não trivial de G1 -f tal que X é uma componente 
trivial de G1 -f- B. Como f é disponível em G1 , o grafo G1 -f tem 
uma única componente não trivial e não bipartida, digamos X', e f tem seus 
extremos em componentes distintas de G1 - f - B. Agora, não é difícil de 
ver que o corte 'V(X') é robusto em G, contradizendo a minimalidade de lXI. 
D 

Lema 7.1.15 Se e E C então ICI 2:: 4. 

Dem. Suponha que e E C e C tenha exatamente três arestas. Vamos 
denotar as outras duas arestas de C por f e g. Sejam u e v os extremos de 
f e g que estão em X. Então, u e v formam uma barreira não trivial em 
G- e que contém X como uma componente trivial, o que é uma contradição 
ao Lema 7.1.14. O 

Suponha inicialmente que C é proveniente de uma barreira B1 de G - e. 
Então G- e - B 1 contém duas componentes não triviais, uma delas é X e a 
outra vamos denotar por Y;. Seja M2 um emparelhamento perfeito de G tal 

que IM, n 'V(V(Y,))I = 3. 
Seja } 2 o grafo obtido de G- e pela contração de V(G)- V(Y;) a um 

único vértice. Vamos considerar ainda o grafo bipartido H obtido de G- e 
contraindo cada componente de G - e - B 1 . Vamos denotar por x e Yz os 
vértices de H resultantes da contração de X e Y2 , respectivamente. Uma das 
bipartições de H é a barreira B 1 , e a outra vamos denotar por At. 
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Figura 7.8: Grafos (a) H e (b) H1 . 

(h) 

Lema 7.1.16 Se H contém uma aresta f tal que H- f é matching covered, 
f rf. Mo U M2 e f não incide em y2 então G contém uma aresta disponível. 

Dem. Como H - f é matching covered e f não incide em Y2, temos que 
G2 - e- f é matching covered. Além disso, b(G2 - e- f)= b(J,) =I. 

Como e E M2 e f (j_ M2 , temos que G2 - f é matching covered. Pelo 
Corolário 3.21, b(G2 - f) = 1. Então f é disponível em G2 e f r/. M0 • Pelo 
Lema 7.1.3, G contém uma aresta disponível. D 

Suponha inicialmente que H contém uma aresta f E V(x) tal que H- f 
não é matching covered. Como H- f tem emparelhamento perfeito, podemos 
concluir, pelo Teorema 2.12, que os conjuntos A1 e B1 podem ser particio
nados nos conjuntos A' e A":= A1 - A', B' := adj(A') e B" := B1- B', 
respectivamente, de tal forma que IA'I = IB'I, IA"I = IB"I e f é a única 
aresta de H com extremos em A' e B". Assim, x E A'. 

Portanto, B' e A" são barreiras (talvez triviais) em H (Figura 7.8(a)). 
Seja b o extremo de f em B". Como f não é paralela em H e o grau de bem 
G é pelo menos 3, existe pelo menos duas arestas ligando b a A". 

Suponha que y2 fJ. A". Se A" é não trivial então A" é uma barreira 
não trivial em G e se A" é trivial então as arestas que ligam b a A" seriam 
paralelas em H e também em G2 e, neste caso, qualquer uma delas seriam 
disponíveis em G. Portanto, y2 E A". 

Sejam S := A" U (B"- {b)) e T := B' U (A'- {x} ). Seja H1 o grafo 
obtido de H pela contração de S a um único vértice s e pela contração 
de T a um único vértice t (Figura 7.8(b)). Assim, H1 é obtido de H pela 
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contração de dois cortes justos. Portanto, H1 é matching covered; umas das 
suas bipartições é composta pelos vértices x e s, e a outra pelos vértices t e 
b. 

Note que o corte \l(T) não separa x e y2 em H. Portanto, pelo Lema 3.15, 
se 9 é uma aresta de H1 que liga x e t e H 1 - 9 é matching covered então 
H - 9 também é matching covered. 

Vamos mostrar agora que e E C. Suponha o contrário. Como jM0nCI = 3 
e f é a única aresta de H1 liga x a b, pelo menos duas aresta arestas de 1\10 

liga x a t. Tome uma delas, digamos g tal que g tf. M2 • Então H - g é 
matching covered e, como g não incide em y2 , o grafo G2 -e- 9 também é 
matching covered. Além disso, b(G2 - e- 9) = 1. Como e E M2 e g tf. M2 , 

podemos concluir que G2 - 9 é matching covered e pelo Corolário 3.21, que 
b(G2 - 9) = 1. Assim, G2 contém uma aresta disponível que pertence a C, 
contradizendo a escolha de e. Portanto, e E C. 

Então M, n c ~ {e). Pelo Lema 7.1.15, temos que ICI 2 4. Con
seqüentemente, jVH(x)l 2': 3, e como uma única aresta de H liga x a b, 
existem pelo menos duas arestas de H1 que liga x a t. 

Se existe g em H1 que liga x a t e que não está em Mo então, como g 
também não está em M2 , podemos concluir pelo Lema 7.1.16, que G contém 
uma aresta disponível. Podemos supor então que toda aresta de H1 que liga 
x a t é aresta de M 0 • 

Isto significa que H1 não pode ter mais do que duas arestas ligando x a 
t. Portanto, H 1 tem exatamente duas arestas, digamos 91 e 92 , ligando x a 
t e estas são arestas de M 0 , mas não de M 2 • Logo, 91 e 92 são disponíveis 
em G2 • Conseqüentemente, jB'I 2 2 e e tem um extremo, digamos y1 , em 
A'-{x). 

Vamos agora construir um novo emparelhamento perfeito de G que inter
cepta C em três arestas e que não contém g1 ou 92 . Daí, podemos concluir 
pelo Lema 7.1.3, que G tem uma aresta disponível. 

Vamos denotar os extremos de e e f em X por Xt e x2, respectivamente. 
Como G1 é brick, G1 - x1 - X2 tem emparelhamento perfeito N 1 . Claramente, 
N 1 contém exatamente uma de 91 e 92 , digamos 91 . Como sabemos, H- g2 é 
matching covered. Então H- g2 - { b, y1} tem emparelhamento perfeito N H. 

Como 91 é a única aresta incidente em x neste grafo, temos que N H contém 
91 . Claramente, NH pode ser extendido a um emparelhamento perfeito de 
G2 - { b, yt}. Então N 1 U N 2 U {e, f} é um emparelhamento perfeito em G 
que intercepta C em três arestas e não contém g1 . 
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Suponha agora que H - f é matching covered para toda aresta f de H 
que incide em V(x). Então G2 -e- f é matchingcoverede b(G2 -e- f)= 1. 
Se tomarmos f E (Af0 \ M2 ) então f é disponível em G2 • Portanto, podemos 
supor que e E C. Então M2 nC = {e} e pelo Lema 7.1.15, temos que ICI 2: 4. 
Logo, existe uma aresta g em H que incide em x e que não está em M 0 então, 
como g também não está em M2 , podemos concluir pelo Lema 7.1.16, que G 
contém uma aresta disponível. O 

Suponha agora que C é essencialmente proveniente de uma 2-separação 
em G- e. Aqui temos três casos a analisar. Cada Lema a seguir analisará 
um deles. 

Lema 7.1.17 Se o corte C é proveniente de uma 2-separação em G-e então 
G contém uma aresta disponível. 

Dem. Seja { u, v} a 2-separação de G - e associada a C. Como G é 3-
conexo, G- e- { u, v} tem exatamente duas componentes. Vamos denotá-las 
por S e S'. Então um dos extremos de e pertence a S e o outro a S'. Além 
disso, S Ç X ou S' Ç X. Fixe a notação para que tenhamos S Ç X e 
C:= 'V(Su {u}). 

Como IMo n CI = 3, Mo deve conter a arestas e, deve emparelhar v com 
um vértice de S e u com um vértice de S'. 

Se existe uma única aresta ligando v a S então u unido ao vizinho de v em 
S seria uma barreira não trivial em G- e contendo X como uma componente 
trivial, o que, pelo Lema 7.1.14, não pode ocorrer. Portanto, existem pelo 
menos duas arestas ligando v a S. 

Seja f uma aresta que liga v a S e que não pertence a M 0 • Note que f 
é paralela em G2 , ou seja, b( G2 -f) = 1. Pelo Lema 7.1.3, G contém uma 
aresta disponível. O 

Suponha agora que G - e possua uma barreira não trivial B tal que 
G - e - B possua uma única componente não trivial. Seja A o conjunto 
das componentes triviais de G - e - B. Então e possui um extremo em A. 
Considere agora o grafo G' obtido de G contraindo B U A a um único vértice 
b. 

Lema 7.1.18 Se o corte C é proveniente de uma 2-separação em Ql entào 
G contém uma aresta disponível. 
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C' 

Figura 7.9: O corte C é proveniente de uma 2-separação em G'. 

Dem. Seja {u,v} a 2-separação de G' associada a C. Se b é distinto deu e 
v então C é proveniente de uma 2-separação em G - e. Esta situação já foi 
tratada no Lema 7.1.17. Podemos supor então que b = u ou b =v. Fixe a 
notação para que tenhamos b =v (Figura 7.9). 

O outro corte justo, digamos C', de G' associado à 2-separação { u, v} 
também é robusto em G. Portanto, se b = v então devemos ter u E X e 
B U A Ç X, senão teremos uma contradição à escolha de C (à minimalidade 
de lXI). Vamos fazer S :=X- {u} e S' :=X- (EU A). 

Vamos considerar o grafo bipartido H obtido de G- e contraindo a com
ponente não trivial de G- e- B a um único vértice. Seja f uma aresta de G 
que possui extremos em X e B. Pelo Lema 3.15, H- f é matching covered. 
Portanto, se existe mais de uma aresta ligando X a B então G2 - e - f 
também é matching covered. Além disso, b{ G2 - e - f) = 1. 

Seja M 2 um emparelhamento perfeito de G2 que contém e. Portanto, no 
caso em que existe mais de uma aresta ligando X a B, toda aresta f que 
liga X a B e que não está em M2 é tal que G2 -f é matching covered. Pelo 
Corolário 3.21, b(G2- f)= 1. Note que toda aresta que liga X a B é aresta 
de C. Logo, no máximo uma aresta que liga X a B é aresta de M 2 • 

Vamos agora mostrar que e E C. Suponha que e f/. C. Como IM0nCI = 3, 
M0 contém pelo menos duas arestas que liga X a B. Pelo parágrafo anterior, 
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podemos concluir que uma destas duas, digamos f, não pertence a M2 • Entào 
G2- f é matching covered e b(G2 - f) = 1. Lembre-se da hipótese que fizemos 
de que a aresta e deveria, se possível, ser uma aresta de C. Se e ti. C entào f 
nos leva à uma contradição à escolha de e. Portanto, e E C, ou seja, e tem 
um extremo em A e o outro em X. 

Como IMo n CI = 3, existe pelo menos duas arestas de Mo ligando S a 
B. Se existe três arestas ligando S a B então uma delas é disponível em G2 

e não pertence a M0 , e daí, pelo Lema 7.1.3, G tem uma aresta disponível. 
Podemos supor então que existe exatamente duas arestas, digamos 91 e g2 , 

ligando S a B e estas são as arestas de M0 • Note que 91 e g2 são, cada uma, 
disponível em G2. 

Vamos mostrar então que e não pode incidir em u. Pois, suponha que e 
incide em u. Seja x2 o extremo de 92 em S. Então 91 é disponível em G2, e 
u e x 2 formam uma barreira não trivial em G1 - 91 contendo X como uma 
componente trivial, o que não pode ocorrer pelo Lema 7.1.14. Portanto, e 
não incide em u. 

Vamos agora construir um novo emparelhamento perfeito de G que inter
cepta C em três arestas e que não contém uma das arestas que liga S a B. 
Daí, podemos concluir pelo Lema 7.1.3, que G tem uma aresta disponível. 

Seja x 1 o extremo de e em X. Então G1 - u- x1 tem emparelhamento 
perfeito N1 . Claramente, N 1 contém uma única aresta, digamos g1 , que liga 
S a B. Seja b1 o extremo de g1 em B. Note que existe pelo menos duas 
arestas independentes ligando B a S', caso contrário, G2 não seria 3-conexo. 
Portanto, existe uma aresta h2 que liga S' a B, cujo extremo b2 em B é 
distinto de b1. 

Seja N um emparelhamento perfeito de G- b1 - b2 • Então N contém e e 
NH := N n (E(H) U {e}) é emparelhamento perfeito em H- b1 - b,. Seja N, 
um emparelhamento perfeito em G2 -e contendo h2 • Então N2 emparelha 
u com S' e N1 U N H U N2 é emparelhamento perfeito em G que intercepta 
C em três arestas e não contém uma das arestas que ligaS a B. Como esta 
aresta é disponível em G2 , podemos concluir pelo Lema 7.1.3, que G tem 
uma aresta disponível. O 

Suponha agora que G- e possua duas barreiras não triviais B1 e B2 tais 
que G- e- Bi possua uma única componente não trivial, digamos Y;. Seja 
A o conjunto da.s componentes triviais de G- e- Bi e suponha que B1 U A1 
é disjunto de B2 U A2 • Então e possui um extremo em A1 e o outro em 
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Figura 7.10: O corte C é proveniente de uma 2-separação em G". 
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A2. Considere agora o grafo G" obtido de G contraindo Bt U At a um único 
vértice b1 e contraindo B2 U A2 a um único vértice b2• 

Lema 7.1.19 Se o corte C é proveniente de uma 2-separação em G" então 
G contém uma aresta disponível. 

Dem. Seja { u, v} a 2-separaçã.o de G" associada a C. Se l{b1 , b,)n{ u, v }I =O 
então C é proveniente de uma 2-separação em G - e. Esta situação já foi 
tratada no Lema 7.1.17. Se l{b1 ,b2 } n {u,v}l = 1 então esta situação já foi 
tratada no Lema 7.1.18. Podemos supor então que {b1,b2 } = {u,v}. 

Como C é proveniente da 2-sepa.ração { u, v} de G" então em G devemos 
ter B1 U A1 C X ou B2 U A2 C X. Fixe a notação para que tenhamos 
B1 U A1 C X. Como e possui um extremo em A1 e o outro em A2 , temos 
que e E C (Figura 7.10). Note que B 1 é uma barreira não trivial em G1- e. 
Então, podemos escolher B 1 como sendo maximal em G1 -e. Analogamente, 
podemos escolher B2 maximal em G2 - e. 

Vamos considerar o grafo bipartido T; obtido de G- e contraindo a com
ponente Yi de G- e- B; a um único vértice. Seja f uma aresta de G que 
possui extremos em Y; e B;. Pelo Lema 3.15, li- f é matching covered. 

Portanto, se f é uma aresta que liga X a B 2 então H2 - f é matching 
covered. Conseqüentemente, se existe pelo menos duas arestas ligando X a 
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B2 então G2 - e- f também é matching covered. Além disso, b( G2 - e- f) = 
b( G2 - e) = 1. Como e =fo f em G2 (já que as duas incidem no mesmo vértice 
em G2 ), temos que b(G2 - f)= 1, ou seja, f é disponível em G2 . 

Vamos fazer H1 := X -(B1 UAI) e H 2 :=X -(B2 UA2 ). Para z = l, 2, seja 
L; o grafo formado por H; acrescido das arestas que ligam Hi a B 1 e Hi a B2 , 

e seja J; o grafo obtido de L; contraindo-se os vértices de Br, contraindo-se 
os vértices de B2 e ligando os dois vértices resultantes por uma aresta. 

Vamos mostrar agora que cada H; está, na verdade, ligado a B1 (e a B2 ) 

por pelo menos duas arestas independentes (não vizinhas). Se adj(Bt) n H1 

ou adj ( H1) n B1 é um único vértice w então { w, X} seria um corte de vértice 
em Gt, mas isto não pode ocorrer porque G1 é 3-conexo. Assim, H1 está 
ligado a B1 por duas arestas independentes. Analogamente, H 2 está ligado a 
B2 por duas arestas independentes. Se H 1 tem um único vizinho em B2 então 
C seria proveniente de uma 2-separação no grafo obtido de G- e contraindo 
B1 U A1 a um único vértice (situação análoga ocorre se H 2 tem um único 
vizinho em B1 ), e se B2 tem um único vizinho w em H1 então Bt U { w} 
seria uma barreira não trivial em G1 -e que possui X como uma componente 
trivial, o que também não pode ocorrer. Se B1 tivesse um único vizinho em 
H2 então B2 U { w} seria uma barreira não trivial em G - e e C seria um 
corte associado a esta barreira. Mas este caso já foi tratado. Portanto, cada 
Hi está ligado a B1 (e a B2 ) por pelo menos duas arestas independentes. 

Logo, toda aresta que liga H1 a B2 é disponível em G2 . Como IMo n CI = 

3, se existe uma aresta, digamos g, ligando H1 a B2 , que não está em Mo 
então pelo Lema 7.1.3, G contém uma aresta disponível. Portanto, existem 
exatamente duas arestas ligando H1 a B2 e estas são arestas de Mo. Logo, 
Mo tem duas arestas ligando H1 a B1 , e conseqüentemente, H1 tem pelo 
menos quatro vértices. 

Agora vamos mostrar que cada J; é um brick. Como e é disponível em 
G1 e G2 , em vista do Teorema 3.23 e Lema 3.17, é suficiente mostrarmos que 
B; é a única barreira não trivial maximal em G; - e. Se Gt - e tem duas 
barreiras não triviais maximais então uma delas, digamos B', é tal que X é 
componente trivial de G1 -e- B', o que não pode ocorrer. Assim, G1 -e tem 
B1 como sua única barreira não trivial maximal. Se G2 -e tem duas barreiras 
não triviais maximais então C é um corte justo de barreira em G - e. Mas 
este caso já foi considerado. Portanto, cada Ji é um brick. 

Para a parte restante desta demonstração, precisamos construir empare
lhamentos perfeitos especiais de G. Eles podem ser obtidos combinando os 
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três tipos de emparelhamentos descritos abaixo: 

(i) Para cada i, existe um emparelhamento X; em L; que emparelha dois 
vértices de H; com dois vértices de B1 e os demais vértices de H; ~ão 
emparelhados entre si. (Dem. O grafo J; - b2 é crítico. Seja Hf o 
grafo obtido de J; - b2 quebrando b1 em dois vértices. Pelo Lema 6.2. 
H; tem emparelhamento perfeito.) 

Da mesma forma, existe um emparelhamento Y; em L; que emparelha 
dois vértices de Hi com dois vértices de B 2 e os demais vértices de H; 
são emparelhados entre si. 

(ii) Para cada i, H; tem um emparelhamento perfeito Q;. (Note que H;= 
J; - { b1 , b2 }. Como ]; é brick, segue que H; tem emparelhamento 
perfeito.) 

(iii) Dados quaisquer dois vértices p e q de B1 existe um emparelhamento 
N1 que emparelha v1 com v2 e os vértices de A1 - { v1 } com os de 
B1 - {p, q}. (Como G é brick, G - {p, q} tem emparelhamento per
feito. Um emparelhamento perfeito de G- {p, q} obviamente contém 
tal emparelhamento N 1 .) 

Da mesma forma, dados quaisquer dois vértices p e q de B2 existe um 
emparelhamento N2 que emparelha v1 com v2 e os vértices de A2 - { vz} 
com os de B,- {p,q). 

Vamos agora definir um emparelhamento em L1 como sendo do tipo 1 se 
ele emparelha um vértice de H 1 com um vértice de B1 , outro vértice de H1 

com um vértice de Bz e o restante dos vértices de H1 são emparelhados entre 
si. Da mesma forma, defina um emparelhamento em L 2 como sendo do tipo 
2 se ele emparelha um vértice de H 2 com um vértice de B1 , outro vértice de 
H2 com um vértice de B2 e o restante dos vértices de H 2 são emparelhados 
entre si. 

Lema 7.1.20 Se M1 é do tipo 1 e M2 é do tipo 2 então M1 U M2 nao é 
emparelhamento em G. 

Dem. Se M1 UM2 é emparelhamento então considere F:= M1 UMzUNt UNz. 
Claramente, F é emparelhamento perfeito de G que intercepta C em três 
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arestas e tem uma única aresta ligando H1 a B2 • Assim, a outra aresta que 
liga H1 a Bz é disponível em G2 e não pertence a F. Pelo Lema 7 .1.3. G tem 
uma aresta disponível. D 

Vamos definir um grafo bipartido W que será 2-aresta-colorível. A bi
partição de W será (B1 , B2 ). Um vértice p em B1 será ligado a um vértice 
p' em Bz por uma aresta vermelha se existir um emparelhamento do tipo 1 
em L 1 que os satura. Analogamente, existirá uma aresta azul entre p e p' se 
existir um emparelhamento do tipo 2 em L 2 que os satura. 

Pelo Lema 7.1.20, nenhuma aresta vermelha é disjunta de uma aresta azul. 
Como J 1 é brick, e portanto matching covered, todo vértice de B 1 U B2 que é 
adjacente em G com um vértice em H 1 é saturado por um emparelhamento 
do tipo 1 e, conseqüentemente, é incidente em W com uma aresta vermelha. 
Portanto, existem pelo menos dois vértices em B1 e pelo menos dois em B 2 

que são incidentes a uma aresta vermelha. O mesmo acontece com as arestas 
azms. 

Como nenhuma aresta vermelha é disjunta de uma aresta azul, W deve 
ser composto por um 4-ciclo Pt,Pz,Qt,Qz, onde {pi,qi} Ç Bi (i= 1,2), e 
possivelmente alguns vértices isolados (Figura 6.7). 

Vamos mostrar agora que, na verdade, Bi = {pi,qi} (i= 1,2). Suponha 
que B1 contenha um vértice x distinto de p1 e q1 • Se x é vizinho de algum 
vértice y em B 2 então existe um emparelhamento M em G do tipo 1 ou 
2 tal queM acrescido da aresta (x,y) também é emparelhamento em G. 
Claramente, M U (x, y) pode ser estendido a um emparelhamento perfeito de 
G que intercepta C em três arestas. 

Concluímos então que nenhum vértice de B1 pode estar ligado a um de Bz. 
Portanto, qualquer outro vértice de B1 - {p11 ql} deve somente ser adjacente 
a vértices em A1• Isto implica que A1 é uma barreira em G. Como G é brick, 
devemos ter IA1I = 1. analogamente, IAzl =L 

Note que o grafo L 2 não pode ser o grafo H senão, como H1 tem pelo 
menos seis vértices, teríamos uma contradição à minimalidade de lXI. Por
tanto, pelo Lema 6.3, um dos grafos L 2 , L 2 - {p1 ,p2} e Lz- {q11 qz} têm 
emparelhamento perfeito F'. Em qualquer caso, F' pode ser estendido a um 
emparelhamento perfeito F de G que intercepta C em três arestas e tem 
uma única aresta ligando H1 a B2 • Assim, a outra aresta que liga H1 a Bz 
é disponível em G2 e não pertence a F. Pelo Lema 7.1.3, G tem uma aresta 
disponível. Isto prova o Teorema. D 



Capítulo 8 

Propriedades dos Bricks 

8.1 Introdução 

Neste capítulo apresentaremos algumas propriedades dos bricks. Na 
Seção 8.2 mostraremos que os bricks satisfazem a Conjectura 5.3, ou seja, 
que os bricks diferentes do grafo de Petersen admitem urna decomposição em 
orelhas que usa uma única orelha dupla. 

Entre outras aplicações, este Teorema será utilizado na Seção 8.3, junta
mente com o Teorema 5.8, para apresentarmos uma propriedade que genera
liza o Teorema de Lovász-Vem pala, e que será fundamental para provarmos, 
no Capítulo 9, a validade da Conjectura 5.3 para todos os grafos matching 
covered. 

8.2 Decomposição em orelhas ótima para 
bricks 

Nesta seção mostraremos que os bricks satisfazem a conjectura 5.3. 

Teorema 8.1 Seja G um grafo matching covered cuja decomposição em cor
tes justos fornece um único brick e este é diferente do grafo de Petersen. 
Então G admite uma decomposição em orelhas que usa uma única orelha 
dupla. 

Dem. Por indução em IV(G)I + IE(G)I. Seja G um grafo matching covered 
satisfazendo as hipóteses do Teorema. Como a decomposição em cortes justos 
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de G fornece um único brick, cada iteração de uma decomposição de G em 
cortes justos fornece um grafo bipartido como resultado de uma contração. 

Se G tem um corte justo não trivial C então uma das C-contrações, 
digamos G1 , é bipartido, e a outra, digamos G2 , é um grafo matching covered 
tal que b(G2 ) = 1. Claramente, o brick de G2 é o mesmo brick de G que, por 
hipótese, é diferente do grafo de Petersen. Por hipótese de indução, existe 
uma decomposição em orelhas D de G2 que usa uma única orelha dupla. Pelo 
Lema 5.6, D pode ser estendida a uma decomposição em orelhas de G que 
usa uma única orelha dupla. 

Podemos supor então que G não tem corte justo não trivial. Portanto, G 
é um brick. Se G é K 4 ou C6 então o Teorema é claramente verdadeiro. Su
ponha que G é diferente do K 4 e C6 . Pelo Teorema 7.1 (de Lovász-Vempala), 
G contém uma aresta e tal que G- e é matching covered e b(Ge) = 1. 

Se o brick de G- e é diferente do grafo de Petersen então por hipótese de 
indução, existe uma decomposição em orelhas de G - e que usa uma única 
orelha dupla. Podemos então adicionar e como uma orelha simples para obter 
uma decomposição em orelhas de G que usa uma única orelha dupla. 

Podemos supor então que o brick de G - e é P, onde P é o grafo de 
Petersen. Observe que G- e satisfaz as hipóteses do Teorema 3.23. Vamos 
utilizar este Teorema para determinar a estrutura de G. 

Consideremos inicialmente o caso em que G- e é bicrítico, ou seja, o caso 
em que G- e satisfaz o item 1 do Teorema 3.23. Pelo Lema 3.17, G- e é 
brick. Portanto, G- e = P. Então G = P +e. Mas é fácil ver que P +e 
possui uma decomposição em orelhas que usa uma única orelha dupla. 

Se G- e satisfaz o item 2 do Teorema 3.23 então G tem a forma de um 
dos grafos da Figura 8.1(a), (b) ou (c), possivelmente acrescido de arestas 
adicionais com externos em {ut, u2, u3} e B. 

Se G - e satisfaz o item 3 do Teorema 3.23 então G tem a forma de 
um dos grafos da Figura 8.2(d) ou (e), possivelmente acrescido de arestas 
adicionais com externos em {u2,u3} e B, {u6,us} e B', B e B 1

, no caso (d), 
e {ubu2,u3} e B,{ubu4,us} e B 1

, no caso (e). 
O que nos resta fazer é mostrar que em cada um destes cinco casos, 

G possui uma decomposição em orelhas que usa uma única orelha dupla. 
Vamos denotar por T (T') o grafo bipartido (matching covered) obtido pela 
contração da componente não trivial de G - e - B ( G- e - B') a um único 
vértice h (h 1

). Vamos denotar os extremos de e por x e y, onde y E A. 
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Us Ug us Ug 
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'Ug =X 

(c) 

Figura 8.1: Formas possíveis para o grafo G. 
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( d) (e) 

Figura 8.2: Formas possíveis para o grafo G. 

Suponha inicialmente que G é da forma da figura 8.1 caso (a). Considere 
G1 := G- {(u6 , u7 ), (u 3 , u5 ), (u, u9 ), e) (Figura 8.3). 

Proposição 8.1.1 G1 é matching covered. 

Dem. Considere o corte C := 'V( B U A) neste grafo. Uma das C -contrações 
em G1 é o grafo bipartido T e a outra é uma subdivisão ímpar do l\'4 • Pelo 
Lema 3.9, G1 é matching covered. D 

Agora que já sabemos que G1 é matching covered, podemos ver que, 
na demonstração da Proposição 8.1.1, o que fizemos na verdade foi uma 
decomposição em cortes justos para o grafo G1 , e vimos com isso que Gt 
tem um único brick e este é o /{4 • Por hipótese de indução, existe uma 
decomposição em orelhas de G1 que usa uma única orelha dupla. 

Seja Me um emparelhamento perfeito de G que contém a aresta e. 

Por simples contagem, podemos ver que Me emparelha os vértices u1 , 

u 2 e u3 com vértices de B. Então, podemos tomar Me contendo as 
arestas {(u4 ,u7),(u6 ,ua),(us,u9 )}. Isto mostra que e é uma orelha sim
ples de G1 . Por outro lado, se tomarmos Me contendo as arestas 
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as Ug 

Figura 8.3: Grafo G1 no caso (a). 

{(u6 ,u7 ),(u 5,u8 ),(u4 ,u9 )}, podemos ver que (u 6 ,u7 ) é orelha simples de 
G1 +e. Tomando emparelhamentos perfeitos adequados, podemos facilmente 
incluir as outras duas arestas, uma por vez, como orelha simples para obter 
uma decomposição em orelhas de G que usa uma única orelha dupla. 

O caso (b) da figura 8.1 é similar. Vamos tratar o caso (c). Considere um 
emparelhamento perfeito M de G contendo a aresta e. Por simples contagem, 
M emparelha exatamente dois vértices de { u1 , u2 , u3 } com vértices de B. As 
seguintes proposições serão úteis para tratarmos este e outros casos futuros: 

Proposição 8.1.2 SejaS c {u1 ,u2,u3 ) tal que 151 ~ 2. Então ladj(S) n 
Bl ::0:2. 

Dem. Suponha, por exemplo, que ladj( {u, u2 )) n Bl ~ 1. 
é uma barreira não trivial em G. 

Então A U { u3 } 

D 

Para a parte restante da prova, necessitamos de emparelhamentos per
feitos construídos especialmente para cada situação. Estes emparelhamentos 
podem ser obtidos combinando os emparelhamentos descritos abaixo: 

Proposição 8.1.3 Dados dois vértices p e q em B, existe um emparelha
mento N que contém a aresta e e que emparelha os vértices de A- {y} com 
os de B- {p,q}. 
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'Ug =X llg =X 

(a) (b) 

Figura 8.4: Emparelhamentos perfeitos lvi eM' para o caso (c). 

Dem. Como G é brick, G - {p, q) tem emparelhamento perfeito. Um em
parelhamento perfeito de G- {p, q} obviamente contém tal emparelhamento 
N. o 

Proposição 8.1.4 Existe emparelhamento perfeito em G contendo e e que 
emparelha quaisquer dois vértices de { u1, u2, u3} com vértices de B. 

Dem. Vamos mostrar, por exemplo, que existe emparelhamento perfeito 
em G contendo e e que emparelha u2 e u3 com vértices de B. Pela Pro
posição 8.1.2, temos que ladj( {u2, u3 }) n Bl :::::_ 2. Logo, existem dois vértices 
p e q distintos em B tais que p é adjacente a u 2 e q é adjacente a u3 • 

Pela Proposição 8.1.3, existe um emparelhamento N que contém a aresta 
e e que emparelha os vértices de A- {y} com os de B- {p,q}. Então 
NU {(u,,p),(u3 ,q)} U {(u,,u 1 ),(u4 ,u7 ),(u5 ,u,)) é da forma desejada. De 
forma análoga, podemos mostrar que a Proposição é verdadeira para qualquer 
outro par de vértices em { u 11 u2 , u3}. O 

Podemos supor então que M ( M') é um emparelhamento perfeito em G 
que contém e e emparelha u1 e u2 ( u2 e u3 ) com vértices de B. Então M (M') 
contém as arestas {(u4,u7),(u6,u8),(u3,u5)} ({(ut,u6),(u4,u7),(us,us)}) 
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(a) (b) 

Figura 8.5: Emparelhamentos perfeitos M e M' para o caso ( d). 

(Figura 8.4(a) e (b)). Considere G1 := G- {(u3 ,u,),(u,,u8 ),(u2 ,u4 ),e). 
Procedendo de maneira análoga ao que fizemos no caso (a), podemos ver que 
G1 é matching covered, e uma decomposição de G1 em cortes justos fornece 
I<4 como seu único brick. Por hipótese de indução, existe uma decomposição 
em orelhas de G1 que usa uma única orelha dupla. Agora vamos colocar as 
quatro arestas restantes, cada uma delas como um orelha simples para obter 
uma decomposição em orelhas de G que usa uma única orelha dupla. 

O emparelhamento M nos mostra que e é uma orelha simples de G1 • e o 
emparelhamento M' nos mostra que (u5 , u8 ) é uma orelha simples de Gt +e. 
Tomando emparelhamentos perfeitos adequados, podemos facilmente incluir 
as outras duas arestas, uma por vez, como orelha simples para obter uma 
decomposição em orelhas de G que usa uma única orelha dupla. 

Trataremos agora o caso (d). Para este caso precisamos da seguinte Pro
postçao. 

Proposição 8.1.5 ladj( { u,, u3 )) n Bl 2: 2 e ladj( { u,, u9 )) n E' I 2: 2. Além 
disso, B U { u6 } e B U { u 9 } possuem cada um pelo menos dois adjacentes em 
B 1

• Analogamente, B 1 U { u2} e B 1 U {u3 } possuem cada um pelo menos dois 
adjacentes em B. 
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Dem. Suponha que ladj( { u6, Ug}) n E' I = 1. Então A' u B é uma barreira 
não trivial em G, o que é uma contradição pois G é brick. situação análoga 
ocorre se ladj( {a2, u3 )) n Bl = 1. 

Se B U { u6 } possui um único adjacentes em B 1 então A' U { u 9 } e uma 
barreira não trivial em G. De forma análoga podemos mostrar os outros 
casos. o 

Por simples contagem, todo emparelhamento perfeito em G contendo a 
aresta e tem exatamente duas arestas com um extremo em B e o outro em 
{u2 ,u3 } U B'. Podemos usar as Proposições 8.1.5 e 8.1.3 para mostrar que 
existe um emparelhamento perfeito M que emparelha { u2 , u 3 } com vértices 
de B e {u6 , u9 } com vértices de B' (Figura 8.5(a)). Podemos também mostrar 
que existe um emparelhamento perfeito I\lf' em G contendo a aresta e e que 
emparelha exatamente um de u2 e u3 , digamos u2 , com um vértice de B, 
e consequentemente, um de u6 e u 9 , digamos u6 , com um vértice de B 1 

(Figura 8.5(b)). 
Considere G1 := G- {(u3 , u5 ), ( u4 , u7 ), (u2, u8 ), e}. Por um procedimento 

análogo ao da proposição 8.1.1, podemo::; provar que G1 é matching covered. 
Além disso, G1 tem K 4 como seu único brick. Por hipótese de indução, existe 
uma decomposição em orelhas de G1 que usa uma única orelha dupla. 

Considerando o emparelhamento perfeito 1\11' podemos ver que e é uma 
orelha simples de G1 , e Considerando o emparelhamento perfeito M podemos 
ver que ( u4 , u7 ) é uma orelha simples de G1 + e. Tomando emparelhamentos 
perfeitos adequados, podemos facilmente incluir as outras duas arestas, uma 
por vez, como orelha simples para obter uma decomposição em orelhas de G 
que usa uma única orelha dupla. 

Suponha agora que G é da forma da figura 8.2(e). Podemos proceder de 
forma análoga à Proposição 8.1.4 para mostrar que existe emparelhamento 
perfeito M (M') em G que contém e e emparelha u1 e u 2 (u 1 e u3 ) com vértices 
de B (Figura 8.6( a) e (b) ). Considere G1 := G- { ( u3 , u7 ), ( u5 , u8 ), ( u 2 , u4 ), e} 
e proceda de forma análoga aos casos anteriores. D 

Teorema 8.2 Todo brick diferente do grafo de Petersen admite uma decom
posição em orelhas que usa uma única orelha dupla. 

Dem. Imediato a partir do Teorema 8.1. o 

Pelo Teorema 8.2, concluímos que a conjectura 5.3 é verdadeira para os 
bricks. 
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u, 

(a) (b) 

Figura 8.6: Emparelhamentos perfeitos Me M1 para o caso (e). 

8.3 Teorema de Lovász-Vem pala reforçado 

Seja G um grafo matching covered cuja decomposição em cortes justos fornece 
b bricks, dentre os quais p são, a menos de arestas paralelas, isomorfos ao 
grafo de Petersen. Vamos denotar por </>(G) o valor b + p. 

Relembre que uma aresta e é disponível em um brick G se G~e é matching 
covered e b( G ~ e) = 1. Dizemos que uma aresta e E E( G) é fortemente 
disponível se G ~e é matching covered e </>(G- e)= lj:J(G). Vejamos alguns 
exemplos. Se G é o grafo de Petersen então </>( G) = 2. Mas para toda aresta 
e deste grafo temos </>( G ~e) = 2. Portanto, toda aresta no grafo de Petersen 
é fortemente disponível. 

Suponha. agora. que G seja um brick distinto do grafo de Petersen. Então 
4>( G) = 1. Logo, uma aresta neste grafo é fortemente disponível se G - e é 
matching covered e c/J( G - e) = 1, ou seja, G - e deve ter um único brick e 
este deve ser distinto do grafo de Petersen. 

Dizemos também que um par de arestas {e, f} de um brick G é fortemente 
disponível se G- {e, f) é matching covered e ~(G-{ e, f)) =O = ~(G) -1, ou 
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seja, se G- e é matching covered e bipartido. Chamaremos de elemento for
temente disponível a uma aresta fortemente disponível ou um par fortemente 
disponível de arestas em G. 

Esta seção será dedicada a provar que ·~todo brick possui pelo menos três 
elementos fortemente disponíveis''. Este Teorema será utilizado no próximo 
Capítulo para que possamos provar que a Conjectura 5.3 é verdadeira. Vamos 
inicialmente apresentar alguns resultados que contribuirão diretamente para 
a demonstração deste Teorema. 

O Lema a seguir é Corolário do Teorema 8.2 e de outros Teoremas im
portantes demonstrados nos Capítulos anteriores. 

Lema 8.3 Todo bríck distinto de K4 e C6 contém uma aresta fortemente 
disponível. 

Dem. Seja G um brick distinto de K 4 e C6 . Se G é o grafo de Petersen 
então toda aresta de G é fortemente disponível. Podemos supor então que 
G também não é o grafo de Petersen. 

Pelo Teorema 8.2, existe uma decomposição em orelhas de G que usa 
uma única orelha dupla. Pelo Teorema 5.8, existe uma decomposição em 
orelhas canônica D de G que usa uma única orelha dupla. Portanto, como 
G é distinto de I<4 e C6 , a última orelha de V é uma aresta, digamos e. 

Claramente, a decomposição V fornece uma decomposição em orelhas 
de G - e que usa uma única orelha dupla. Pelo Teorema 5.2, temos que 
,P( G- e) = 1. Portanto, e é fortemente disponível. O 

O que vamos fazer para exibir elementos fortemente disponíveis em um 
brick G, é buscá-los dentre os elementos fortemente disponíveis de G', o 
brick de G- e, onde e é fortemente disponível em G. Os dois Lemas a seguir 
mostram alguns exemplos de como isto é feito. 

Lema 8.4 Seja G um brick e e uma aresta fortemente disponível em G. Seja 
G' o brick de G - e e suponha que e1 seja uma aresta fortemente disponível 
em a. Então (i) G - e - e1 é matching covered, (ii) o brick de G - e - e1 

é o brick de a - e1 e (iii) ,P( G - e - e') = 1. Além disso, se e o:fo e' em G 
então e1 é fortemente disponível em G. 

Dem. Pelo Lema 3.23, o grafo G' é obtido de G- e por no máximo duas con
trações de margens bipartidas de cortes justos. Se e1 não incide em nenhum 
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dos vértices resultantes de contrações então claramente G- e- e' é matching 
covered. No caso em que e' incide em algum destes vértices, podemos utilizar 
o Lema 3.15 para concluir que G- e- e' é matching covered. Portanto. em 
qualquer caso, G - e - e1 é matching covered. 

O brick de G- e- e1 é o brick de a- e' pois, todo corte justo de G- e é 
também justo em G- e- e' (Lema 3.13). Isto significa que podemos obter o 
brick de G- e- e' fazendo inicialmente contrações nos cortes justos de G- e 
até obter G' -e1

• Como cP( G'-e') = 1, podemos concluir que cP( G-e-e') = l. 
Portanto, G - e - e1 tem um único brick e este é distinto do grafo de 

Petersen. Pelo Teorema 8.1, existe uma decomposição em orelhas de G- e -e' 
que usa uma única orelha dupla. Por hipótese, e -::fo e1

• Então podemos 
adicionar e como uma arelha simples a esta decomposição para obter uma 
decomposição em orelhas de G - e1 que usa uma única orelha dupla. Pelo 
Teorema 5.2, podemos concluir que 4>(G- e')= 1. Portanto, e' é fortemente 
disponível em G. D 

Lema 8.5 Seja G um brick e e uma aresta disponível em G. Seja G' o brick 
de G - e e suponha que o par de arestas {ff, JD é fortemente disponível em 
G'. Então o par {n,f~} é fortemente disponível em G ou uma dentre f{ e 
f~ é fortemente disponível em G. 

Dem. Por definição de par fortemente disponível, temos que Q1- {f{, f~} é 
matching covered e bipartido. Vamos denotar a bipartição de G' - {J;, Jn 
por (U, W). Ajuste a notação pa.ra que f~ possua seus dois extremos em U e 
f~ possua seus dois extremos em W. 

Por hipótese, e é disponível em G. Então G- e satisfaz as hipóteses do 
Teorema 3.23. Portanto, G - e satisfaz um dos três ítens deste Teorema. 

Se G-e é bicrítico então, pelo Lema 3.17, G-e é brick. Logo, G-e = G'. 
Neste caso, se e possui um extremo em U e outro em W então G- {f{, JD é 
matching covered e bipartido, ou seja, o par de arestas {f{, fD é fortemente 
disponível em G. 

Se e possui seus dois extremos em U então G- {e, fi, f~} = Ql- {fi, f~} 
é matching covered e bipartido. Considere agora um emparelhamento per
feito M de G contendo e. Por contagem, M contém f~ mas não contém f~. 
Portanto, e e f~ formam uma orelha dupla de G - {e, f~, f~}. Logo, existe 
uma decomposição em orelhas de G - n que usa uma única orelha dupla. 
Pelo Teorema 5.2, 4>( G - JD = 1. Portanto, J; é fortemente disponível em 
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G. No caso em que e possui seus dois extremos em VV, podemos concluir de 
forma análoga que f~ é fortemente disponível em G. 

Se G- e satisfaz o item 2 do Teorema 3.23 então G- e possui uma barreira 
não trivial B tal que se A é o conjunto das componentes triviais de G- e- B 
então G' é obtido de G - e pela contração de B U A a um único vértice b. 
Em G' o vértice b pertence a U ou a VV. Suponha que b E U. Então mesmo 
que fi possua um extremo em b, podemos concluir, pelo Lema 3.15, que 
G- {e, f{, f~} é matching covered e bipartido. Daqui para frente podemos 
proceder de modo análogo ao caso anterior. 

Se G-e satisfaz o item 3 do Teorema 3.23 então G-e possui duas barreiras 
não triviais B e B' tais que se A e A' são os conjuntos das componentes triviais 
de G- e- B e G- e- B', respectivamente, então B U A é disjunto de B' U A' 
e G' é obtido de G - e pela contração de B U A a um único vértice b e pela 
contração de B' U A' a um único vértice b'. Além disso, em G, a aresta e 
possui um extremo em A e o outro em A'. Resta agora analisar os casos 
em que b e b' pertencem ambos à uma mesma bipartição de G' ou não. Em 
quaisquer dos casos vamos concluir que o par {n, f~} é fortemente disponível 
em G ou uma dentre fi e f~ é fortemente disponível em G. D 

Motivados pelos dois Lemas acima, introduzimos o conceito de 
"promoção" de elemento fortemente disponível. Seja G um brick e e uma 
aresta fortemente disponível em G. Seja G' o brick de G- e. Dizemos que 
um elemento fortemente disponível em G' é promovido para G se ele também 
é fortemente disponível em G ou, no caso de ser um par de arestas, um de 
seus elementos é fortemente disponível em G. 

Por exemplo, o Lema 8.5 nos diz que se um par de arestas é fortemente 
disponível em G' então ele pode ser promovido para G. O Lema 8.4 nos diz 
que se uma aresta e' é fortemente disponível em G' e e -fo- e' em G então e' 
pode ser promovida para G. 

Lema 8.6 Se G é um brick e e é uma aresta de G tal que G- e é matching 
covered e possui /{4 como seu único brick então G possui dois elementos 
fortemente disponíveis promovidos do /{4 . 

Dem. Por hipótese, G- e satisfaz as hipóteses do Teorema 3.23. 
Se G - e satisfaz o item 1 do Teorema 3.23, ou seja, se G - e é bicrítico 

então, pelo Lema 3.17, G- e é brick. Então G- e= I<4, ou seja, G = I<4 +e, 
o que não pode ocorrer pois neste caso G possui aresta paralela. 
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Figura 8. 7: Formas possíveis para o grafo G. 
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Se G - e satisfaz o item 2 do Teorema 3.23 então G - e possui uma 
barreira não trivial B tal que se A é o conjunto das componentes triviais 
de G - e - B então 1{4 é obtido de G - e pela contração de B U A a um 
único vértice. Então G tem a forma de um dos grafos da figura 8. 7( a) ou ( b), 
possivelmente acrescido de arestas adicionais com extremos em { v1 , v2 , vd e 
8. 

Se G-e satisfaz o item 3 do Teorema 3.23 então G-e possui duas barreiras 
não triviais B e B' tais que se A e A' são os conjuntos das componentes 
triviais de G- e-BeG-e- B'. respectivamente, então B U A é disjunto 
de B' U A' e K4 é obtido de G- e pela contração de B U A a um único vértice 
e pela contração de E' U A' a um único vértice. Além disso, em G. a aresta 
e possui um extremo em A e o outro em A'. Então G tem a forma do grafo 
da figura 8.7(c), possivelmente acrescido de arestas adicionais com extremos 
em {vi>v2} e B, {v1 ,v2} e B', B e B'. 

Vamos analisar os casos (a) e (b) conjuntamente. Seja Af um emparelha
mento perfeito de G contendo a aresta e. Suponha que o vértice v1 tem pelo 
menos dois vizinhos em B. Seja f uma aresta com extremos em v1 e b, onde 
b E B, e tal que f tt M. Então f é fortemente disponível no K 4 e e o:fo f em 
G. Pelo Lema 8.4 1 f é fortemente disponível em G. 

Portanto, se v1 possui dois vizinhos em B então, pela observação que 
fizemos no parágrafo anterior, uma das arestas que liga v1 a B é fortemente 
disponível em G. Caso contrário, Seja f a aresta que liga v1 a E, e g := 
(v2,v3 ). O par {f,g} é fortemente disponível no K4 • Pelo Lema 8.5, este 
par pode ser promovido para G. Podemos usar o mesmo argumento para 
o vértice v2 para encontrarmos outro elemento fortemente disponível em G' 
que pode ser promovido para G. 

Considere agora o caso (c). Se v1 possui dois vizinhos em B então uma 
das arestas que liga v1 a B é fortemente disponível em G. O mesmo vale 
para v2 e B'. Suponha então que v1 (v2 ) está ligado a B (B') por uma única 
aresta h (!{). Então o par de arestas {h, JD é fortemente disponível no 
/{4 • Pelo Lema 8.5, este par pode ser promovido para G. Simetricamente, 
podemos encontrar outro elemento. D 
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Figura 8.9: Formas possíveis para o grafo G. 
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De forma análoga ao que fizemos acima podemos provar o seguinte Lema. 

Lema 8. 7 Se G é um brick e e é uma aresta de G tal que G- e é matching 
covered e possui C6 como seu único brick então G possui dois elementos 
fortemente disponíveis promovidos do c6. 

Dem. Se G- e é brick então G = C6 + e, ou seja, G é o C6 acrescido de 
uma aresta paralela, o que não pode ocorrer, ou G é isomorfo ao grafo da 
Figura 8.8(a). Se G- e possui uma única barreira maximal não trivial E 
então, pelo Lema 3.23 item 2, G tem a forma de um dos grafos da figura S.S(b) 
a (e). 

Se G- e possui duas barreiras maximais não triviais então, pelo Lema 3.23 
item 3, G tem a forma de um dos grafos da figura 8.9 ou 8.10. 

Consideremos então o caso (a) da Figura 8.8. Neste caso, cada uma das 
arestas f e g do C6 , indicadas na figura, é fortemente disponível em G. 

Considere agora o caso (b). O par de arestas {f,g} é fortemente dis
ponível no C6 . Pelo Lema 8.5, este par pode ser promovido para G. 
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Figura 8.10: Formas possíveis para o grafo G. 

Se v2 possui dois vizinhos em B então uma das arestas que liga v2 a B é 
fortemente disponível em G. Caso contrário, Seja f' a aresta que liga v 2 a B, 
e g' := ( Vt, v4)- o par {f', g'} é fortemente disponível no c6. Pelo Lema 8.5, 
este par pode ser promovido para G. 

Os casos (c), (d) e (e) da Figura 8.8, os casos (a) e (b) da Figura 8.9 e o 
da Figura 8.10 podem ser tratados de forma análoga. O 

Teorema 8.8 Seja G um brick e e uma aresta fortemente d1sponível em 

G. Seja G' o brick de G- e. Então G possui três elementos fortemente 
disponíveis, sendo que dois deles são promovidos de G'. 

Dem. Por indução em IE(G)I- A aresta e é um elemento fortemente dis
ponível de G. Resta-nos mostrar então que G tem dois elementos fortemente 
disponíveis promovidos de G'. 

Se G' = I<4 então o Teorema é demonstrado pelo Lema 8.6, e se G' = C6 , 

o Teorema é demonstrado pelo Lema 8. 7. Podemos supor então que G' é 
distinto de I<4 e C6 • Como e é fortemente disponível em G, o grafo G' 
também é distinto do grafo de Petersen. 
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Por hipótese de indução, G' possui três elementos fortemente disponíveis. 
Se pelo menos dois deles podem ser promovidos para G então não há nada 
mais a fazer. Suponha então que isto não ocorre. 

Observe que pelo Lema 8.5, todo par fortemente disponível de O' pode 
ser promovido para O. Portanto, um dos elementos fortemente disponíveis 
de O' é uma aresta e1 que não pode ser promovida para G. Pelo Lema 8.4, 
e :::::} e' em C. 

Então existe uma barreira maximal B', em G- e', contendo os extremos 
da aresta e. Pelo Lema 8.4, ~( G - e - e') = 1. Logo, G - B 1 

- e' contém 
exatamente uma componente não trivial X'. Escolha e' fortemente disponível 
em G' tal que e:::} e' e a barreira maximal B' seja a maior possível. 

Seja G" o brick de G' - e'. Por hipótese de indução, Q1 possui dois 
elementos fortemente disponíveis promovidos de 0". Vamos agora considerar 
dois casos, dependendo se, em G - B' - e1

, a aresta e' possui ou não um 
extremo em X'. 

Caso 1 e1 não possui extremo em X 1
• 

Como B 1 é barreira maximal em G- e', a componente X 1 é crítica. Seja 
J o grafo obtido de G pela contração de V(G)- X' a um único vértice b. 
Como 'V(X') é um corte justo em G-e-e', temos que J é matching covered. 
Além disso, ~( J) = rf( G - e - e') = l. Vamos mostrar que J é brick. 

Como X' é crítica, J - { b, x} tem emparelhamento perfeito, para todo 
x E X'. Logo, se J possui uma barreira não trivial B então b ~ B, ou seja, 
B é barreira em G, o que é uma contradição. Portanto, J é bicrítico. Como 
r:P(J) = 1 temos, pelo Lema 3.17, que J é brick e J #- P. Então J é o brick 
deG-e-e'. Logo, G"=J. 

Considere um elemento fortemente disponível de G' que é promovido de 
G". Se este é um par fortemente disponível em 0 1 então, pelo Lema 8.5. este 
par pode ser promovido para G. 

Suponha agora que este elemento é uma aresta, digamos e". Então e" é 
fortemente disponível em G'. Pelo Lema 8.4, G- e- e" é matching covered. 
Vamos mostrar que e =fo- e" em G. Assim, podemos concluir por este mesmo 
Lema que e" é fortemente disponível em G. 

Seja H o grafo obtido de G pela contração de X' a um único vértice 
x'. Então H é matching covered. Observe que H é composto por um grafo 
bipartido acrescido das arestas e e e1 cujos extremos de cada uma delas 
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pertencem a uma mesma bipartição. Uma das bipartições de H é B' (a 
barreira de G- e- e'). Vamos denotar a outra bipartição por A'. Portanto, 
a aresta e possui seus dois extremos em B' e e' possui seus extremos em A'. 
Logo, em H, temos que e{:;} e'. 

Se e"~ 'V(X') então claramente e =fr e" em C pois, considere um empare
lhamento perfeito M1 em H contendo e. Seja f a aresta de M 1 que incide em 
x'. Como G"- e" é matching covered, existe um emparelhamento perfeito 
li12 em G''- e" contendo f. Logo, .N/1 UM2 é um emparelhamento perfeito em 
G contendo e, mas não e", ou seja, e =fr e" em G. Portanto, e" é fortemente 
disponível em G. 

Suponha agora que e" E 'V(X'). Se e ::::} e" em G então e ::::} e" em H. 
Mas como e{:;} e' em H, temos, por transitividade, que e'::::} e" em H. Ou 
seja, em H- e", existe uma barreira B" contendo ambos os extremos de 
e1

• Além disso, e11 deve possuir seus extremos em componentes distintas de 
H - B" - e11

• Mas e" possui um extremo em x'. Logo, x' pertence a alguma 
componente Ímpar de H- B 11

- e11
• Portanto, e' não é admissível em G- e", 

o que é uma contradição, pois G - e - e" é matching covered. Portanto, 
e :r} e11 em G, e assim, e11 é fortemente disponível em G. 

Caso 2 e' possui um extremo em X'. 

Seja J o grafo obtido de G pela contração de V(G)- X 1 a um único vértice 
b e seja f{ ::::: J- e1

• Note que f{ também pode ser obtido de G- e- e1 

contraindo V(G)- X'. Como G- e- e' é matching covered e 'V(X') é justo 
em G-e- e1

, temos que f{ é matching covered. Seja M' um emparelhamento 
perfeito em G contendo e. Então Jl;J' contém e' e a restrição de M' ao grafo 
J é um emparelhamento perfeito de J que contém e'. Portanto, J também é 
matching covered. 

Como e" é aresta de G", que é o brick de G- e- e1
, temos que e" E E( J). 

Vamos mostrar que e' =fr e" em J. Suponha o contrário. Logo, em J- e11
, 

existe uma barreira B" contendo ambos os extremos de e1
, Mas um dos 

extremos de e' é x1
• Então S := ( B" - x') U E' é uma barreira em G - e11 

contendo propriamente B'. Como G- e- e" é matching covered, temos que e 
é a única aresta de G- e" com ambos os extremos em S. Mas isto contradiz 
a escolha de e1 em G'. 

Portanto, e' =fr e" em J. Logo, existe um emparelhamento M 2 em J 
contendo e' mas não e". Seja M1 um emparelhamento perfeito em G contendo 
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e. Então A11 Íl \7(X') ={e'} e, consequentemente, (M1 \E(J)) U i\12 é um 
emparelhamento perfeito de G contendo e mas não e", ou seja, e f? e" em 
G. Portanto, e11 é fortemente disponível em G. Isto prova o Teorema. D 



Capítulo 9 

Conseqüências Importantes 

9.1 Introdução 

Neste Capítulo 
dos Teoremas 8.2 e 8.8. 

apresentaremos algumas consequencias 
Na Seção 9.2 mostraremos que a Conjectura 5.3 

é verdadeira para todo grafo ma.tching covered, ou seja, mostraremos que 
todo grafo matching covered admite uma decomposição em orelhas que usa 
exatamente b + p orelhas duplas. 

Na Seção 9.3 mostraremos que o matching lattice de um grafo match
ing possui uma base formada somente por emparelhamentos perfeitos. Para 
finalizar apresentaremos, na Seção 9.4, uma caracterização para Lin(M, Z2 ). 

9.2 Decomposição ótima em orelhas para 
grafos matching covered 

Pelo Teorema 5.2, sabemos que o número mínimo de orelhas duplas de uma 
decomposição em orelhas de um grafo matching covered G é b+p. Nesta seção 
vamos mostrar que todo grafo matching covered admite uma decomposição 
em orelhas que usa exatamente b + p orelhas duplas. 

Para isso precisamos inicialmente generalizar o conceito de elemento for
temente disponível visto no Capítulo anterior. Se G é um grafo match
ing covered então dizemos que P é uma orelha fortemente disponível de 
G se G - P é matching covered e 1( G - P) = 1( G) se P for simples ou 

137 
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c/;( G - P) = c/;( G) - 1 se P for dupla. Por exemplo, um elemento fortemente 
disponível em um brick é uma orelha fortemente disponível. 

Lema 9.1 Todo grafo matching covered distinto de K 2 e de C2n contém pelo 
menos duas orelhas fortemente disponíveis dis)'u.ntas nas a·restas. 

Dem. Seja G um grafo matching covered distinto de I\2 e de C2n. \'amos 
fazer indução em IE(G)I. Se G contém arestas paralelas então cada uma 
delas é uma orelhas fortemente disponível. Podemos supor então que G não 
possui arestas paralelas. 

Caso 1 G tem um vértice u de grau dois. 

Sejam v e w os vértices adjacentes a u, e seja X:= {u, v, w}. Considere 
o corte C := 'V(X). Este corte é justo em G. Sejam G1 e G2 as duas C
contrações em G, onde G 1 é obtido pela contração de X a um único vértice 
x. Então G1 e G2 são matching covered. Além disso, G2 é bipartido e G1 é 
tal que <f( G,J = <f( G). 

G 1 não pode ser [(2 senão G não seria matching covered. Se G1 = C2n 

então G ~ C2n+2 1 o que contradiz à hipótese. Portanto, G1 é distinto de K 2 

e de C2n· 

Por hipótese de indução, Gt contém pelo menos duas orelhas, digamos 
H e P2, fortemente disponíveis e disjuntas nas arestas. Vamos mostrar que 
cada P; de G1 dá origem a uma orelha Q; fortemente disponível em G. 

Se V(Pi) não contém x então tome Qi := P;. Claramente Q; é fortemente 
disponível em G. Suponha então que x é um vértice de V(P;). O caso em 
que x é vértice interno de uma orelha de P; também é trivial. 

Podemos supor então que x é um vértice extremo de uma orelha de P;. 
Seja f a aresta de P; que incide em x. Então no grafo G a aresta f incide 
em um de v ou w, digamos v. Se I'V(v)l?: 3 então tome novamente Qi := P; 
e se IV(v)l = 2 então tome Q; := P; U {(v,u),(u,w)). Em qualquer caso 
podemos ver que Qi fortemente disponível em G. O 

Caso 2 G é bipartido. 

Então ~( G) = O. Além disso, qualquer decomposição em orelhas de G 
usa somente orelhas simples. Como G não tem vértice de grau dois, a última 
orelha de qualquer decomposição em orelhas de G é sempre uma aresta. 
Agora é fácil de ver que G contém pelo menos duas arestas e 1 e e 2 que são 
orelhas fortemente disponíveis. D 



Conseqüências Importantes 139 

Caso 3 C é um brick. 

Se G é K 4 ou C6 então G tem não somente duas mas três orelhas duplas 
fortemente disponíveis e disjuntas nas arestas. Para o grafo de Petersen. toda 
aresta é fortemente disponível. Se G é diferente de ]{4 , C6 e do grafo de Pe
tersen então pelao Teorema 8.8 G tem três elementos fortemente disponíveis. 
o 

Caso 4 G é bicrítico. 

Se G é brick então podemos terminar pelo Caso 3. Suponha então que C 
não é brick. Logo, ele tem uma 2-separação {u,v}. Seja C um corte justo 
associado à esta 2-separação e sejam G1 e G2 as duas C-contrações. Então 
rf!( G) = rJ( G1 ) + rJ( G2 ). Além disso, G1 e G2 são bicríticos e portanto, ambos 
são distintos de Kz e Czn· 

Considere o grafo simples G~ obtido de G1 removendo as possíveis ares
tas paralelas que possam existir ligando os vértices u e v. Por hipótese de 
indução, G~ contém duas orelhas fortemente disponíveis e disjuntas nas ares
tas. Assim, uma destas orelhas não contém a aresta ( u, v) e portanto, é 
também uma orelha fortemente disponível em G. 

Analogamente, podemos mostrar que G2 também contém uma orelha que 
é fortemente disponível em G. O 

Caso 5 G não é bicrítico. 

Então G contém uma barreira não trivial. Seja B uma barreira não trivial 
minimal em G. Sejam H 1 ,H2 , ••• ,Hk, onde (k =lEI), as componentes de 
G- B, e G,, I S: i S: k, o grafo obtido pela contração de V(G)- V(Hi) a 
um único vértice x;. O grafo bipartido obtido pela contração de cada H;, 
1 ~ i ~ k, a um único vértice será denotado por H. 

Portanto, rJ(G) = L:7=t rf!(Gi). Além disso, pela escolha de B, podemos 
concluir que H é um brace. Como o Caso 2 não se aplica, G é não bipartido. 
Logo, alguma componente H; é não triviaL 

Fixe a notação para que H1 seja não trivial. Como G não tem vértices de 
grau dois, G1 não é C2n. Por hipótese de indução, G1 contém duas orelhas, 
P1 e P2 , fortemente disponíveis e disjuntas nas arestas. 

Se G - P1 for matching covered então claramente P1 será fortemente 
disponível em G. O mesmo vale para P2 • Vamos mostrar então que G- H 
ou G - P2 é matching covered. 
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Se x 1 for vértice interno de P1 então P2 n.io contém x 1 e, claramente, 
G - P2 é matching covered. Se nenhuma orelha de P; possui extremo em 
.r1 ent.io claramente G- P; é matching covered (i = 1, 2). Podemos supor 
então que uma orelha de P1 e uma de P2 possuem extremo em x1 . Como 
0 1 - P; é matching covered (i= 1, 2), o vértice x 1 tem grau pelo menos dois 
em G1 - P; e, conseqüentemente, x 1 tem grau pelo menos três em 0 1 . 

Se lEI 2:: 3 então pelo Lema 3.14, H- e é matching covered para toda 
aresta~: E E(H). Portanto, G- P; também é matching covered. Podemos 
supor então que lEI= 2; digamos que E:= {b1 ,b2}. 

Se algum vértice de B, por exemplo b1 , tem dois vizinhos em H1 e P, 
incide em b1 então claramente G- P; é matching covered. Suponha ent.io 
que isto n.io ocorre. Logo, P1 e P2 devem incidir em vértices distintos de 
B. Vamos supor que P1 incide em b1 e P2 incide em 62 . Mas como vimos, o 
vértice x 1 tem grau pelo menos três em 0 1 . Então um de 61 e b2 , digamos 
61, tem dois vizinhos em H1 . Portanto, G - Pt é matching covered. 

Como lEI= 2 e o caso 1 não se aplica, a componente H2 é n.io triviaL Por 
hipótese de indução, 0 2 contém duas orelhas, P1 e P2 , fortemente disponíveis 
e disjuntas nas arestas. De forma análoga, podemos mostrar que uma delas 
é fortemente disponível em G. D 

Teorema 9.2 Todo grafo matching covered G admite uma decomposição em 
orelhas que usa exatamente tf( G) orelhas duplas. 

Dem. Por indução em I(G)I. Pelo Lema 9.1, G contém uma orelha forte
mente disponível P. Por hipótese de indução, G - P admite uma decom
posição em orelhas que usa exatamente rjJ( G - P) orelhas duplas. Portanto, 
G admite uma decomposição em orelhas que usa exatamente rP(G) orelhas 
duplas. D 

Portanto, uma decomposição em orelhas de um grafo matching covered 
G que usa exatamente 4>( G) orelhas duplas é ótima. 

Podemos afirmar também que uma decomposição ótima pode ser feita 
em tempo polinomial pois as operações de verificar se um grafo é rnatching 
covered e decomposição em cortes justos pode ser feita em tempo polinomial, 
digamos p1 ( G) e p2 ( G) respectivamente. Assim) podemos determinar o valor 
!f( G) de forma eficiente. Urna possível orelha de G é formada por um caminho 
Ímpar maximal cujos vértices internos têm grau dois ou um par de caminhos 
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disjuntos deste tipo. Assim, o tempo gasto para determinarmos uma orelha 
fortemente disponível é limitado superiormente por I E( G) l2 (p1 ( G) + p2 ( G)), e 
portanto, o tempo gasto para determinar uma decomposição ótima é limitado 
superiormente por I E( G) l3 (p1 ( G) + pz( G) ). 

9.3 Bases para o matching lattice 

O reticulado gerado pelos vetores de incidência de emparelhamentos perfeitos 
de um grafo matching covered G, chamado de matching lattice e denotado 
por Lat(M ), é definido por 

Lat(M) :~ {x E zE: X~ L "MXM,aM E Z}, 
MEM 

onde JV1 denota o conjunto de todos os emparelhamentos perfeitos de um 
grafo. Vamos falar rapidamente sobre a caracterização do matching lattice 
estabelecida por L. Lovász. Uma descrição mais detalhada sobre este assunto 
pode ser encontrada em [10] e [13]. 

Seja G um grafo matchnig covered. Considere o espaço das funções que 
associam a cada aresta de G um número real. Para um subconjunto A Ç 
E(G), o vetor de incidência XA de A é definido por xA(e) = 1 se e E A e 
xA(e) =O caso contrário. Se w é um vetor em zE então escreveremos w(A) 
para representar o valor LeeA w( e). 

Claramente, para um emparelhamento perfeito M e um vértice v, temos 
que xM(V(v)) = 1. Portanto, se w E Lat(M), ou seja, se w = LMeM CiMXM 
então para todo vértice v tem-se w(V(v)) = EM eM au. Logo, podemos 
enunciar o seguinte Lema. 

Lema 9.3 Uma condição necessana para que um vetor w pertença a 
Lat(M) é que w('V(u)) ~ w('V(v)), para todo u, v em V(G). O 

Um procedimento muito importante que nos permite descrever o match
ing lattice de um grafo matching covered é a decomposição em corte justos 
que apresentamos no Capítulo 3. Esta importância se deve ao fato de que 
Lat(M) pode ser expresso em termos dos matching lattices dos bricks e 
braces provenientes da decomposição em cortes justos deste grafo. 
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Teorema 9.4 Sejam G um grafo matching covered e C um corte justo não 
tnvial em G. Sejam G1 e G2 as duas C -contrações em G. Então um vetor 
w em zE pertence ao matching lattice de G se, e somente se, as restnções 
w1 e w2 de w a E( Gt) e E( G2 ) pertencem ao matching lattice de G 1 e G2 , 

respectivamente. 

Dem. Veja [10], [13, pág. 105]. o 

A partir deste Teorema podemos obter a seguinte caracterização para o 
matching lattice de um grafo matching covered 1 onde w( C) representa o valor 
Leec w( e), e o termo 5-ciclo denota um circuito de tamanho 5. 

Teorema 9.5 Seja G um grafo matching covered. e seja w um vetor tm zE. 
Fixe uma decomposição em cortes justos qualquer de G. Então w pertence 
ao Lat(M) de G se, e somente se, 

(a) w(C) é o mesmo para cada corte C trivial ou usado na decomposlção; 

(b) Para cada brick (resultante da decomposição) igual ao grafo de Petersen, 
e para cada 5-ciclo deste grafo, a soma dos pesos das arestas de G 
mapeada neste 5-ciclo é par. 

Dem. Veja [10], [13, pág. 105]. o 

V árias questões referentes ao matching lattice de um grafo mat.ching 
covered surgiram. Uma delas quer saber se existe uma base para o matching 
lattice formada apenas por emparelhamentos perfeitos. Mostraremos agora 
que sim. 

É importante lembrar que uma base de um lattice C é um conjunto line
armente independente a 11 ... , Uk de vetores em C tais que para todo elemento 
a E C, 

a= ...\1a1 + · · · + ...\kak, (...\1, · · ·, Àk E Z). 

É bem conhecido que Lat(M), bem como qualquer lattice gerado por ve
tores inteiros, tem uma base que possui apenas vetores inteiros [18, Corolário 
4.1b, pág. 47]. 

Para determinar uma base para o matching lattice formada apenas por 
emparelhamentos perfeitos faremos o seguinte: inicialmente determinaremos 
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bases para o matching lattice de cada brick e brace proveniente da decom
posição em cortes justos do grafo. A seguir faremos uma "colagem" destas 
bases para obter uma base para o grafo original. 

A base que vamos exibir para os bricks será determinada pelos empare
lhamentos perfeitos associados à uma decomposição em orelhas destes que 
faremos de uma forma bem cuidadosa. Precisamos ainda de alguns resulta
dos. 

Considere um grafo matching covered G e uma decomposição em orelhas 

V := K2 = Go c G1 c · · · c Gr-1 = G 

de G. Lembre-se que r é o número de orelhas da decomposição. Dentre 
as r orelhas, vamos denotar por d o número de orelhas duplas. Portanto, 
r - d é o número de orelhas simples. Denotaremos, respectivamente, por m. 
n o número de arestas e vértices. Por um simples argumento de contagem 
podemos mostrar que 

Lema 9.6 r+ d ~ m- n + 2. D 

Seja Mo o emparelhamento perfeito de G associado à decomposição D, 
ou seja, para cada i, (O ::; i ::; r- 1), as arestas de M 0 n E(G;) constituem 
um emparelhamento perfeito de G; e as arestas de Mo \E(G;) constituem um 
emparelhamento perfeito de G- V(G;). 

Para cada i (O ~ i ~ r - 1), seja M; o emparelhamento perfeito de 
G formado por um emparelhamento perfeito de G; contendo uma aresta 
de E(G,) \ (E(G,_,) U Mo) mais as arestas de M0 \ E(G;). (A acesta de 
E(Gi) \ (E(G;_I) U Mo) pode ser a primeira aresta de uma orelha que foi 
adicionada a G;_1 para obter Gi-) 

Chamaremos de emparelhamentos obtidos pela decomposição D ao con
junto de emparelhamentos perfeitos M 0 , M1 ... , Mr-l· É deste conjunto de 
emparelhamentos que extrairemos uma base para o matching lattice de um 
grafo matching covered. Uma propriedade muito simples deste conjunto é a 
seguinte: 

Proposição 9. 7 A sequencia de vetores de incidência dos emparelhamen
tos perfeitos de G obtidos por uma decomposição em orelhas é linearmente 
independente sobre qualquer corpo. 
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Dem. Pois cada emparelhamento contém uma aresta que não pertence a 
nenhum emparelhamento anterior da seqüencia. O 

O espaço linear gerado pelos vetores de incidência de emparelhamentos 
perfeitos de um grafo matching covered G sobre um corpo F. denotado por 
Lin(M 1 F), é definido por 

Lin(M,F) ;= {x E FE; x = L C<MXM,C<M E F}. 
MEM 

Seja b o número de bricks de uma decomposição de G em cortes justos. 
Dentre os b bricks 1 denotaremos por p o número destes que são, a menos 
de arestas paralelas, isomorfos ao grafo de Petersen. O seguinte resultado 
também será necessário. 

Teorema 9.8 Seja G um grafo matching covered e F um corpo qualquer. 
Então 

(a) dim(Lin(M, F))= m- n + 2- b se a característica de F for diferente 
de dois; 

(b) dim(Lin(M 1 F))= m- n + 2- b- p se a característica de F for dois. 

Dem. Veja [10], [13, pág. 108]. o 

A partir do Teorema 9.8 podemos concluir que o numero máximo de 
vetores linearmente independentes em Lat(M) é m-n+2-b, pois Lat(M) Ç 

Lin(M, R). Portanto 1 uma base para Lat(M) terá no máximo m- n+2- b 
vetores. No caso particular em que b(G) = 1, uma base para Lat(M) terá 
no máximo m - n + 1 vetores. 

Teorema 9.9 Seja G matching covered tal que b(G) = 1. Suponha que o 
brick de G não é o grafo de Petersen. Então o matching lattice de G contém 
uma base formada por m- n + 1 {vetores de incidência de) emparelhamentos 
perfeitos. 

Dem. Pelo Teorema 8.1 1 G possui uma decomposição em orelhas que usa 
uma única orelha dupla. Pelo Teorema 5.8 1 G possui uma decomposição em 
orelhas canônica 
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D := Iú = Go C G1 C··· C Gr-1 = G 

que usa uma única orelha dupla. Lembre-se que decomposição em orelhas 
canônica significa que o primeiro grafo não bipartido obtido é uma subdivisão 
ímpar do K 4 ou C6. 

Seja M0 , M 1 ... , Mr-1 o conjunto de emparelhamentos perfeitos de C ob
tidos pela decomposição D, e sejaS := xMo, XM1 ••• xMr-l a seqüência de ve
tores de incidência destes emparelhamentos. Pela Proposição 9. 7, a seqüência 
Sé linearmente independente sobre qualquer corpo. Pelo Lema 9.6. o número 
de emparelhamentos desta seqüência é r = m.- n + 1. Resta-nos mostrar 
que esta seqüência de emperelhamentos gera todos os elementos do matching 
lattice de G usando apenas coeficientes inteiros. 

Seja w E Lat(M) de G. Pelo Lema 9.3, o valor w(\l(u)) é constante para 
todo u E V(G). Seja a:~ w(V'(u)). 

Vamos mostrar por indução em IE(G)I que se esta condição ocorre (ou 
seja, w(V' ( u)) é constante para todo u E V ( G)) e além disso, b( G) ~ I e o 
brick de G não é o grafo de Petersen então a seqüênciaS de emparelhamentos 
perfeitos de G gera w usando apenas coeficientes inteiros. 

Vamos analisar o caso em que G é uma subdivisão ímpar de /(4 • Para 
facilitar a notação e simplificar os cálculos, vamos supor que G é o [{4 • O 
caso em que existem subdivisões poderá ser feito de forma análoga. Suponha 
que w = (a,a',b,b',c,c') e que as componentes de w estejam associadas às 
arestas de G como na figura 9.l(a). 

Considere o vetor w' := w - ax{a,a'} - bx{b.b'} - cx{c,c'}. Claramente, 

w' E Lat(M) <* w E Lat(M). Além disso, w'(V'(v)) ~ w(V'(v))-(a+b+c'), 
para todo vértice v. Portanto, w'(V(v)) = w(V'(v2)) =O, para todo vértice 
v. Ou seja, w' é o vetor nulo. Assim, os emparelhamentos {(v1, v2), (v3, v4)}, 
{(v1,v4),(v2,v3)} e {(v1,v3),(v2,v4)}, que são os emparelhamentos perfeitos 
associados à decomposição D neste caso, geram w. 

Suponha agora que G é C6 . Suponha que w = (a,a',a",b,b',b",c,c',c") 
e que as componentes de w estejam associadas às arestas de G como 
na figura 9.l(b). Observe que os emparelhamentos perfeitos associa
dos à decomposição D neste caso são F1 := {(v1,v2),(v3 1 v4),(vs,v6)}, 
F2 :~ {(v2 ,v5 ),(v3 ,v6),(v"v4)), F3 :~ {(v1 ,v5),(v4,v6),(v2 ,v3 )} e F4 :~ 

{(v1,v4),(v2,v3 ),(v5,v6)}. 
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v, 
v, b" v, 

b c c' 
a 

a v, a" "6 a' 
b' b 

b' 
c c" 

v, v, v, v a 
(a) ( b) 

Figura 9.1: O vetor w sobre (a) [{4 e (b) C6 . 

Considere w' := w- axFl - bxF2 - CXF3 - (a"- a)xF4
• Assim. W1 E 

Lat(M) '* w E Lat(M). Além disso, w'('il(v)) = w'('il(v.;)) = O, para 
todo vértice v. Então, w' tem valor zero para todas as arestas de G exceto, 

possivelmente, para as do triângulo formado pelos vértices v3 , v4 e v6 onde 
temos w'(v3 ,v4 ) =a'- a, w'(v4 ,v6 ) =c'- c e w'(v6 ,v3 ) = b'- b. Então 
a' - a + b1 

- b = b' - b + c1 
- c = c' - c + a1 

- a = O, de onde podemos 
concluir que a' = a, b' = b e d = c. Logo, w' é o vetor nulo. Assim, os quatro 
emparelhamentos acima geram w em G usando apenas coeficientes inteiros. 

Suponha agora que G não é nem o 1<4 e nem C0 • Como a decomposição 
D é canônica e usa uma única orelha dupla, a última orelha de D é simples. 
Vamos denotá-la por P := ( vo, a1, v1, a2, v2, ... , a 2k+l, Vzk+l ), onde os a1's e 

vi 's representam as arestas e vértices de P, respectivamente. 

Como w('V(u)) = a, para todo vértice u E V(G), temos que w(at) = 
w(a3 ) = · · · = w(a2k+t) e w(a2 ) = w(a4 ) = · · · = w(a2k)· Observe que 
a 2 , a 4 , ... , a2k são arestas de Mo e a1, a3, . .. , a2k+l são arestas de Mr-I· Seja 

Então w' tem o valor zero para as arestas a 1 ,a3 , ... ,a2k+l de P. Note 
que f3 := w'('il(u)) = a- w(a1 ), para todo u E V(G). Portanto, w(a,) = 
w(a4) = · · · = w(a 2,) = /3. 

Considere então a restrição w" de w' a Gr- 2 = G- P. Claramente, 
w 11('\7(u)) = j3 para todo u E V(Gr_ 2 ). Além disso, a decomposição D, a 
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menos da orelha P, é uma decomposição em orelhas de Gr- 2 que usa uma 
única orelha dupla. Pelo Teorema 5.2, podemos concluir que b(Gr_ 2 ) = 1 e 
que o brick de Gr_2 não é o grafo de Petersen. 

Por hipótese de indução, a seqüência XMo, XM1 •.• XM,._ 1 de vetores de 
incidência de emparelhamentos perfeitos de G restritos a Gr-"1. gera w" usando 
apenas coeficientes inteiros, ou seja, 

c-2 

W
11 = L et;XM;, a; E Z. 

i=O 

Então L7=I OM; = w"('V(u)) = ,B. Portanto, se considerarmos agora estes 
mesmos emparelhamentos como emparelhamentos perfeitos de G temos 

c-2 

w' = La;xM', a; E Z. 
i=O 

Logo, fazendo Ctr-I := w(a!) temos 

c-1 

w = La;xM', ai E Z. 
Í=O 

Isto prova o Teorema. D 

Utilizando esta mesma técnica de obter bases para Lat(M) via decom
posição em orelhas, podemos mostra de forma análoga o seguinte Lema. 

Lema 9.10 O matching lattice de um grafo matching covered btpartido 
contém uma base formada apenas por m- n + 2 (vetores de incidência de} 
emparelhamentos perfeitos. D 

É importante notar que esta técnica de obter bases para Lat(M) via 
decomposição em orelhas não funciona para o grafo de Petersen, pois uma 
base de Lat(M) para este grafo contém 6 vetores e a decomposição em orelhas 
fornece somente 5. No entanto, podemos proceder de outra forma e mostrar 
que este grafo também contém uma base de emparelhamentos perfeitos. 

Lema 9.11 Se G é o grafo de petersen então o matching lattice de G contém 
uma base formada apenas por m- n + 1 (vetores de incidência de) empare
lhamentos perfeitos. 
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Dem. Se G é o grafo de Petersen então o número total de emparelhamentos 
perfeitos distintos de G é 6 = m- n + 1 e eles são linearmente independentes 
em lR. Portanto, se w E zE um vetor que pertence ao Lat(M) de G então 
w deve ser combinação inteira destes seis emparelhamentos e nada ma1s. 
Portanto, eles geram w. D 

Teorema 9.12 O matching lattice de um grafo matching covered contém 
uma base formada apenas por (vetores de incidência de) emparelhamentos 
perfeítos. 

Dem. Seja G um grafo matching covered. Vamos demonstrar. por indução 
em IV(GJI + IE(GJI que G contém uma base para Lat(M) formada por 
m- n + 2- b emparelhamentos perfeitos. 

Se G não tem corte justo não trivial então G é um brick ou brace. Se 
G é um brick distinto do grafo de Petersen então podemos resolver pelo 
Teorema 9.9, e se G é o grafo de Petersen então resolvemos pelo Lema 9.11. 
Se G é um brace então resolvemos pelo Lema 9.10. 

Suponha então que G possui um corte justo não trivial C. Sejam G1 e 
G2 as duas C-contrações. Então G1 e G 2 são matching covered. Por hipótese 
de indução, para i = 1, 2, o grafo G; contém uma base S; para o matching 
lattice de G; formada por m;- n; + 2- b; emparelhamentos perfeitos, onde 
m;, n; e b; representam o número de arestas, vértices e bricks de G;. Logo, 
m 1 + mz = m +I C I, n1 + nz = n + 2 e b1 + b2 = b. 

A técnica que adotaremos agora para "colar" as bases S; para obter uma 
base para G é a mesma utilizada no Livro de Lovász e Plummer [11. pág. 
3011. 

Para cada i = 1, 2 e e E C, seja St o conjunto dos emparelhamentos 
perfeitos de S; que contém a aresta e. Como G; é matching covered, nenhum 
Sf é vazio. Então selecione um Ft E Sf para cada i e e. Considere os 
emparelhamentos F 1 U F.f (onde F 1 E Sf) e Fi U F2 (onde F2 E 5~) de G. 
Vamos denotar este conjunto de emparelhamentos perfeitos de G por :F. O 
número total destes emparelhamentos é 

I: IS:I +I: IS~I-ICI ISd + ISzl- c 
eEC eEC 

(m1 - n 1 + 2- b1 ) + (m2 - n2 + 2- bz) -I CI 
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m +I C I- (n + 2) +4- b- ICI 
m- n + 2- b. 

149 

Note que devemos subtrair o valor ICI na somatória acima porque os 
emparelhamentos Ft U FI aparecem duas vezes em F. Vamos mostrar que 
estes emparelhamentos de G são linearmente independentes em R e geram 
Lat(M). Assuma que para cada F 1 E 5 1 e para cada F2 E 5 2 que ,\(Ft) e 
,\(F2 ) sejam números reais tais que 

eEC 
F2ES~ 

Fz:f:.F'.f 

Restringindo esta relação a G1 obtemos 

Como os emparelhamentos perfeitos de 5 1 são linearmente independentes, 
À(F1 ) =O, exceto possivelmente para os emparelhamentos F 1 =F{ (e E C). 
Analogamente, À(F2 ) = O, exceto possivelmente para os emparelhamentos 
F2 = FJ (e E C). Mas então na equação 9.3 o segundo termo é zero, e 
portanto, À(Ft) =O para todo F 1 E 5 1 . Analogamente, .\(Fz) =O para todo 
Fz E S1. Portanto, os elementos de :F são linearmente independentes. 

Vamos mostrar agora que os elementos de F geram o matching lattice 
de G. Seja w um vetor pertencente ao matching lattice de G. Considere as 
restrições w1 e w2 de w a E(Gt) e E(G2 ), respectivamente. Pelo Teorema 9.4, 
w1 e Wz pertencem ao matching lattice de G1 e G2 , respectivamente. Como 5; 
forma uma base para o matching lattice de G;, temos que w; pode ser escrito 
com combinação inteira dos elementos de S;. Logo, para cada F 1 E 5 1 e para 
cada F2 E 5 2 existem .\(Ft) e .\(F2 ) inteiros tais que 

w, L: .\(F,)xF'. 
F2E~ 



Conseqüências Importantes !50 

Figura 9.2: Exemplos de conjuntos coerentes. 

Para cada i = 1, 2 e e E C, seja St o conjunto dos emparelhamentos 
perfeitos de S; que contém a aresta e. Então em G tome o vetor 

z = L L >.(F,)xF,uFi +L L À(F,)xP,'uF,- L w(e)(F.' u F;J. 

·~~~ -~·~ -
Então z = w. Portanto, os elementos de :F geram o matching lattice de 

G. o 

9.4 Uma caracterização para Lin(M, Z2) 

Seja G um grafo. Um conjunto A Ç E(G) é coerente se os graus de todos os 
vértices com relação a A têm a mesma paridade, ou seja, para todo u e v em 
V( G) tem-se 

IY'(u) n AI= IY'(v) n AI (mod 2). 

Por exemplo, um emparelhamento perfeito é um conjunto coerente. Ou
tros exemplos podem ser vistos na Figura 9.2. 

A soma de dois conjuntos coerentes é definida como sendo a soma de seus 
respectivos vetores de incidência. 

Lema 9.13 A classe dos conjuntos coerentes é fechada sob soma em Z2. 

Dem. Para todos os subconjuntos A e B de E(G) e para todo v E V(G) 
tem-se 
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IV'( v) n (A E8 B)l =IV( v) n AI+ IV( v) n Bl- 2IY'(v) nA n Bl. 

Se A e B são coerentes então pela igualdade acima é imediato que A dl B 
é coerente. O 

Vamos agora mostrar como podemos utilizar decomposição em orelhas 
para obter uma caracterização para Lin(lvt., Z2 ). 

Seja A Ç E( G) um conjunto coerente. Sejam M 0 , M1 , ... , J\1[,._ 1 os em
parelhamentos perfeitos obtidos pela decomposição em orelhas 

V := K2 = Go c G, c · · · c G,_1 = G 

de G, onde M0 é o emparelhamento perfeito associado à esta decomposição. 
Suponha ainda que a última orelha de D é simples e vamos denotá-la por C. 

Como A é coerente, os graus de todos os vértices com relação a A têm a 
mesma paridade. Portanto, o conjunto coerente A pode conter (i) nenhuma 
aresta de C, (ii) todas as arestas de C, (iii) as arestas de Mo n C, ou (iv) 
as arestas de C - M0 • Para cada um destes quatro casos definiremos um 
conjunto coerente B conveniente: 

O conjunto coerente A contém 
1) Nenhuma aresta de C 
2) Todas as arestas de C 
3) As arestas de M 0 n C 
4) As arestas de C - lvfo 

então faça 
B:-A 
B := A E8 M,_1 E8 Mo 
E:= AEBMo 
B := AE8M,_ 1 

Em cada caso temos, pelo Lema 9.13, que B é coerente em G. Chamare
mos este conjunto B de agregado a A. 

Observe que B n C ::::: 0, ou seja, B Ç G,._2 • Logo, a restrição B' de B à 
E(G2 ) também é coerente em Gr-2· 

Proposição 9.14 Se B' E Lin( {Mo, M1, ... , M,._ 2 }, Z2) em Gr-2 então A E 
Lin({Mo,M1 , ... ,M,_1),Z 2 ) em G. 

Dem. Note que IV( v) n Bl é par para todo v E V(G). Logo, IV( v) n B'l 
também é par para todo v E V(G,._ 2 ). Portanto, o número de emparelha
mentos perfeitos que geram B' em G,._ 2 é par. 
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Logo, E E Lin({M0 ,J.\11 , ••• ,Mr-d,Z2 ) em G, pois basta acrescentar 
a cada emparelhamento perfeito que descreve B' em Gr-"2 as componentes 
correspondendo às arestas de C e colocar valor um nas componentes cor
respondendo às arestas de C n M0 e zero nas de C - Af0 . Pelo Lema 9.13, 
podemos concluir que A E L in( { Af0 , lv11 , • .• , Mr-1 }, Z2 ). O 

Utilizando esta técnica podemos obter, por exemplo. uma caracterização 
de Lin(M,Z·2) para grafos bipartidos. 

Teorema 9.15 Se G é bipartido matching covered então 

Lin(M,l2 ) ~(A Ç E(G): A é coerente). 

Dem. Cada emparelhamento perfeito é um conjunto coerente. Logo, Pelo 
Lema 9.13, 

Lin(M, Z2 ) Ç {A Ç E(G): A é coerente). 

Reciprocamente, seja A C E(G) um conjunto coerente. Sejam 
A10 , M1 , ••. , Mr-l os emparelhamentos perfeitos obtidos por uma decom
posição em orelhas I<2 = G0 C Gt C · · · C Gr-1 = G de G, onde Mo é 
o emparelhamento perfeito associado à esta decomposição. 

Vamos mostrar por indução em IE(G)I que 

A E Lin({M0 ,M, ... ,M,_,),l2 ). 

Como G é bipartido, Gr_ 1 = G é obtido de Gr-z pela adição de uma 
orelha simples C. Considere então o conjunto B agregado a A, e seja B' a 
restrição de B a Gr-2. Logo, B' é coerente em Gr-2. 

Por hipótese de indução, B' E Lin({M0 ,M1 , ... ,Mr-2},Z2) em Gr-2· 
Pela Proposição 9.14, podemos concluir que 

A E Lin( { M 0 , M 1 , .. • , M,_,), Z2 ) 

em G. Portanto, A E Lin(M, Z2). o 

Uma questão que surge naturalmente neste momento é a seguinte: O Te
orema 9.15 é válido para grafos nã.o bipartidos? A resposta é "não", pois 
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Figura 9.3: Um conjunto coerente que não pertence a Lin(M,Z2 ). 

considere G = K 4 e o conjunto coerente A := V( v) representado na Fi
gura 9.3. Não é difícil de ver que A r;t Lin(M, 1 2 ). 

Para grafos não bipartidos necessitamos da seguinte definição: Para um 
conjunto coerente A e O :S i :S 3, seja 

A;:= {v E V(G): IV( v) n AI= i (mod 4)}. 

Dizemos que A é par se IA; I é par, para todo i, O ::;_i ::;_ 3. Note que o 
conjunto coerente do exemplo da Figura 9.3 não é par. Mais à frente veremos 
que Lin(M, Z2) pode ser caracterizado em termos de conjuntos coerentes 
pares. 

Lema 9.16 Se G é bipartido matching covered então todo conjunto coerente 

é par. 

Dem. Suponha que G tenha bipartição (X, Y), onde lXI = 
seja A Ç E(G) um conjunto coerente. Então IV( v) n AI= i 
IV( v) n AI= i+ 2 (mod 4) para todo v E V(G). 

IYI = n, e 
(mod 4) ou 

Suponha que X tenha n1 vértices de grau i e que Y tenha n 2 vértices de 
grau i. Por um simples argumento de contagem, temos 

i.n1 + (n- n1 )(i + 2) 
-2.n1 

n, 

IAI = i.n2 + (n- n 2)(i + 2) (mod 4) 

-2.n2 (mod 4) 

n2 (mod 2) => n 1 + n2 é par. 



Conseqüências Importantes 1-54 

Como G tem ao todo n1 + n 2 vértices de grau i, concluímos que IA, I é 
par. Como V(G) é par, IA;+2 1 também é par. Como A é coerente, IA.;+ ti= 
I Ai+3 l = O. Portanto, A é coerente par. O 

Lema 9.17 A classe dos conjuntos coerentes pares é fechada sob soma em 
z,. 

Dem. Sejam A e B conjuntos coerentes pares. Então IV( v) n AI = i ou 
(i+2) (mod4)eiV(v)nBI=jou(j+2) (mod4)paratodovEV(G). 
Por outro lado, para todo v E V(G) tem-se 

IV( v) n (A E8 B)l =IV( v) n AI+ IV(v) n Bl- 2l\7(v) nA n Bl. 

Entoo IV( v) n (A E8 E) I =i+ j ou (i+ j + 2) (mod 4). Considere a 
partição de V(G) nos conjuntos A n BJ, A; n BJ+ 2 , A;+2 n BJ e A;+2 n B1+2. 

Como A e B são coerentes pares, estes quatro conjuntos são todos de 
cardinalidade par ou todos de cardinalidade Ímpar. Sejam S1 :=(A; n BJ) U 
(Ai+2 n Bj+2) e s, := (A, n B;+z) u (Ai+2 n Bj)- Então ISrl = ISzl = o 
(mod 2), ou seja, são pares. 

Note que 

{v E S1 : IV(v) nA n Bl é par} u 
{vES,: IV(v)nAnBiéimpar). 

{vESr: IV(v)nAnBiéimpar}U 

{v E s, : IV(v) nA n Bl é par}. 

Um resultado básico em teoria dos grafos nos diz que em qualquer grafo, 
o número de vértices de grau Ímpar é par. Portanto, existe um número par 
de vértices v para os quais IV(v) n An Bl é Ímpar. Como 51 e 52 são pares, 
podemos concluir que (A EB B)i+J e (A EEl B);+J+2 são pares. O 

Teorema 9.18 Se G é matching covered, tem um único bríck e este é dis
tinto do grafo de Petersen então 

Lin(M, Z2 ) ={A Ç E(G): A é coerente par). 
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(a) 

(b) 

Figura 9.4: Conjuntos coerentes pares do (a) K4 e (b) C6 . 

Dem. Pelo Lema 9.17, 

Lin(M, Z2 ) Ç (A Ç E(G): A é coerente par}. 

Reciprocamente, seja A Ç E(G) um conjunto coerente par. Como G tem 
um único brick e este é distinto do grafo de Petersen, existe uma decom
posição em orelhas de G que usa uma única orelha dupla. Logo, existe uma 
decomposição em orelhas canônica D de G que usa uma única orelha dupla. 

Sejam Mo, Mh ... , Mr-1 os emparelhamentos perfeitos obtidos pela de
composição canônica de G, onde Mo é o emparelhamento perfeito asso
ciado à esta decomposição. Vamos mostrar por indução em IE(G)I que 
A E Lin( {Mo, M~> ... , M,_J), Z,). 

Se G é uma subdivisão ímpar do I<4 ou C6 então a verificação é feita 
listando todos os conjuntos coerentes pares de G. Por exemplo, a menos de 
simetrias e com exceção de emparelhamentos perfeitos, os conjuntos coerentes 
pares de K4 estão listados na Figura 9.4(a), e os do C6 estão listados na 
Figura 9.4(b). Cada um destes pertencem ao Lin(M, Z2 ). 
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Se c; não é uma subdivisão ímpar do I<4 ou C6 então a última orelha de D 
é simples. Considere então o conjunto B agragado a A, e seja B' a restrição 
de B a Gr-2· Logo, B' é coerente em Gr-2· 

Por hipótese de indução, B' E Lin({Mo,./Vft, ... ,.A1r-2},Z2) em Gr-2· 
Pela Proposição 9.14, podemos concluir que 

A E Lin( {Mo, M1 , •.. , M,_r), Z2 ) 

em G. Portanto, A E Lin(M, Z2 ). D 

Teorema 9.19 Se G é o grafo de Petersen então Lin(J\1., Z2) é formado 
pelos conjuntos coerentes pares A deste grafo tais que para cada 5-c~clo C, 

IAn CI é par. 

Dem. Pelo Lema 9.17, 

Lin(M,Z2 ) c; {A c; E(G): A é coerente par). 

Além disso, se w E Lin(M, Z2 ) então para cada 5-ciclo C do grafo de 
Petersen, w(C) =O (mod 2) (veja [13, pág. 8]). 

Reciprocamente, seja A Ç E( G) um conjunto coerente par tal que para 
cada 5-ciclo C em G, IA n CI é par. Vamos mostrar que A E Lin(M, Z2 ) 

listando os possíveis casos. Na verdade, vamos mostrar que os únicos conjun
tos coerentes no grafo de Petersen que satisfazem às hipóteses deste Teorema 
são os emparelhamentos perfeitos e os circuitos de tamanho 8. 

Suponha inicialmente que j'V(v) n AI =O ou 2, V v E V(G). Neste caso, A 
é um conjunto de circuitos disjuntos nos vértices. Note que o menor circuito 
no grafo de Petersen tem tamanho cinco. Se A é composto por dois circuitos 
então deve ser dois 5-ciclos, o que contradiz à hipótese. Então A deve ser 
composto por um único ciclo. Logo, este ciclo deve ser de tamanho 6 ou 8. 
Se A for um ciclo de tamanho 6 então é fácil ver que existe um 5-ciclo que 
intercepta A em 3 arestas. Portanto, A deve ser um ciclo de tamanho 8. 
Neste caso, A é a soma de dois emparelhamentos perfeitos (Figura 9.5). 

Suponha agora que IV'( v) n AI= 1 ou 3, Vv E V(G). Se IY'(v) n AI= 1 
Vv E V(G) então A é um emparelhamento perfeito. Se IV'( v) n AI= 3 para 
pelo menos um vértice então sempre existirá um 5-ciclo que intercepta A em 
3 arestas, o que contradiz à hipótese. 
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+ 

Figura 9.5: O conjunto coerente A é a soma de dois emparelhamentos per
feitos. 

Figura 9.6: Um conjunto coerente par que não pertence a Lin(M, Z2 ). 

Se IV'( v) n AI= 3 Vv E V(G) então claramente A intercepta todo 5-ciclo 
de G em um número Ímpar de arestas, o que novamente contradiz à hipótese. 
o 

Será que a condição Lin(M, Z2 ) = {A Ç E( G) : A é coerente par} vale 
para grafos matching covered que não possuem Petersen como brick? A 
resposta é "não", pois veja o exemplo da figura 9.6. Este conjunto é coerente 
par, mas ele não pertence a Lin(M, Z2 ). Veremos por que a seguir. 

Vamos apresentar agora uma condição necessária para que um conjunto 
coerente par pertença a Lin(M, Z2 ) para um grafo matching covered em 
geral. 

Seja G matching covered e B Ç E( G) um conjunto coerente par. Seja 
C um corte justo em G e sejam G1 e G 2 as duas C -contrações. Suponha 
que B E Lin(M, Z,). Sejam B1 e A, as restrições de B a E(G1 ) e E(G,), 
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respectivamente. É imediato que Bi E Lin(Mi, Z2 ) (i= 1, 2), pois a restrição 
de cada emparelhamento perfeito de G a G; é perfeito em G;, e assim. Bi é 
coerente par em G;. Veja que isto não acontece com o conjunto coerente da 
Figura 9.6. 

Esta condição nos sugere a seguinte definição: Usando a mesma notação 
do parágrafo anterior, dizemos que um conjunto B Ç E( G) é fortemente 
coerente se B é coerente par e para todo corte justo C, B1 e B 2 são coerentes 
pares em G1 e G2 , respectivamente. 

Note que como a definição de conjunto fortemente coerente é válida para 
todo corte justo, podemos concluir que B 1 e B2 são também fortemente 
coerentes em G1 e G2 , respectivamente. Isto é suficiente para caracterizarmos 
Lin(/v1.. Z2 ) para grafos matching covered. 

Teorema 9.20 Seja G um grafo matching covered, e seja B Ç E(G). Fi.re 
uma decomposição em cortes justos qualquer de G. Então B pertence ao 
Lin(M,Z 2 ) de G se, e somente se, 

(a) B é fortemente coerente; 

(b) Para cada brick (resultante da decomposição) igual ao grafo de Petersen, 
e para cada 5-ciclo C deste grafo, IB n CI é par. 

Dem. Por indução em IV(G)I. Seja A E Lin(M,Z2 ). Pelo Lema 9.17. 
B é coerente par. Vimos também que uma condição necessana para que 
B E Lin(M, Z2 ) é que B seja fortemente coerente. Pelo Teorema 9.19, 
podemos concluir que o item (b) também é satisfeito. 

Reciprocamente, seja B um conjunto coerente em G satisfazendo os ítens 
(a) e (b). Então B é coerente par. Se G é um brick distinto do grafo de 
Petersen então B E Lin(M, Z2 ) pelo Teorema 9.18, e se G é o grafo de 
Petersen então B E Lin(M, 12 ) pelo Teorema 9.19. 

Suponha então que G não é brick, ou seja, G possui um corte justo não 
trivial C. Sejam G1 e G2 as duas C-contrações e B; := BnE(G;) (i= 1,2). 
Como B é fortemente coerente, B 1 e B2 são também fortemente coerentes 
em G1 e Gz, respectivamente. Claramente, o item (b) é satisfeito por B; em 
G; (i= 1, 2). Por hipótese de indução, B; E Lin(M;, Zz) (i= 1,2). 

Considere uma aresta e E C. Sejam F1e e F2e emparelhamentos perfeitos 
quaisquer em G1 e G2, respectivamente, contendo e, Sejam M1e, ... , Mke 
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(Nte, ... , NJe) os emparelhamentos perfeitos de G1 ( G2 ) que descrevem B 1 

(B2 ) e que contém e. 
Se e ~ B então tome os seguintes emparelhamentos perfeitos de G: 

• M;e U Fze, 1 :S i :S k 

• Fte U Nin 1 :::; i :::; j. 

Como e ~ B, o número de emparelhamentos que descrevem B1 e B2 em 
G1 e Gz, respectivamente, e que contém e é par, ou seja, k e j são pares. 
Logo, os emparelhamentos F 1e e F2e aparecem um número par de vezes, o 
que corresponde a zero vezes em Zz. 

Se e E B então e pertence a um número ímpar de emparelhamentos per
feitos de Mie e Nie· Neste caso, tome os seguintes emparelhamentos perfeitos 
de G: 

• Mtt': U N1e 

• Mie U Fze, 2 :S i :5 k 

• Fle U N;e 1 2 :5 i :S j. 

Isto prova o Teorema. O 

Podemos agora enunciar o seguinte Corolário: 

Corolário 9.21 Se G é um r-grafo que não possui o grafo de Petersen como 
brick então o vetor (1, 1, ... , 1) pertence ao Lin(M, Z2 ). O 

Um fato importante é que usando esta mesma técnica podemos obter 
caracterizações análogas para o Lin(M, Zn), n 2: 3 da seguinte forma: Pri
meiramente precisamos generalizar as definições de conjuntos coerentes, co
erentes pares e fortemente coerente. 

Seja G um grafo. Um vetor w E Z~(G) é coerente se para todo u e v em 
V(G) tem-se 

w('V(u)) = w('V(v)) (mod n). 

Para um vetor coerente w e O :S i .:S 2n, seja 
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w, :={v E V(G): w(V(v)) =i (mod 2n)}. 

Dizemos que w é par se lw;l é par para todo i, O ::; i :::; Zn. Dizemos 
também que um vetor coerente par w é fortemente coerente se para todo 
corte justo C em G, as restrições w' e w" são coerentes pares em G' e G", 
respectivamente, onde G' e G" representam as duas C-contrações de C. O 
Teorema fica então: 

Teorema 9.22 Seja G um grafo matching covered, e seJa w um 11etor em 
l_~(G). Fixe uma decomposição em cortes justos qualquer de G. Então w 

pertence ao Lin(A1.,Zn) de G se, e somente se, 

(a) w é fortemente coerente; 

(b) Para cada brick (resultante da decomposição) igual ao grafo de Petersen, 
e para cada 5-ciclo C deste grafo, w(C) é par. D 



Capítulo 10 

Conclusão 

Faremos agora alguns comentários sobre esta Tese. 
É importante ressaltar novamente que a única prova que se conhece para 

o Teorema 3.4 usa dualidade de programação linear e que ainda é um dos 
grandes desafios desta teoria obter uma prova que usa somente argumentos 

combinatoriais. 
A Relação de dependência e os conceitos de cortes bons e robustos são 

originais. Nesta Tese vimos várias de suas aplicações e creditamos que a 
investigação destes conceitos trará ainda mais conseqüências positivas além 
das apresentadas aqui. 

O leitor deve ter observado que o Teorema de Lovász-Vempala é o 
Capítulo mais difícil da Tese. Realmente, A prova deste Teorema é a mais 
recente de todas as que estão na Tese. Assim. este Teorema ainda precisa 
ser mais trabalhado, ou seja, ainda precisamos encontrar uma demonstração 
mais direta para deste resultado. 

No Capítulo 9 mostramos qual é o número mínimo de orelhas duplas de 
uma decomposição em orelhas de um grafo matching covered. Este resultado 
também responde as questões número 2, 2' e 3 do artigo de D. J. Naddef e 
W. R. Pulleyblank [14]. Algumas conjecturas sobre a decomposição ótima 
em orelhas são: 

Conjectura 10.1 Todo grafo matching covered admite uma decomposição 
em orelhas ótima que começa com qualquer aresta. 

Conjectura 10.2 Todo grafo matching covered admite uma decomposição 
em orelhas ótima que começa com qualquer circuito mce. 

161 
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Figura 10.1: Exemplo onde a decomposição em orelhas nao e ótima se 
começarmos com K4 . 

A partir destas duas conjecturas, a questão que surge naturalmente é 
a seguinte: Será verdade que todo grafo matching covered admite uma de
composição em orelhas ótima que começa com qualquer subdivisão ímpar do 
K4 ou C6 nice? A resposta para esta questão é ~~não" pois, veja o grafo da 
Figura lO. li se começarmos uma decomposição em orelhas deste grafo com 
a subdivisão do I<4 indicada na figura, teremos que usar mais uma orelha 
dupla. Mas uma decomposição ótima para este grafo usa apenas uma orelha 
dupla. 

Com relação à bases para o matching lattice, uma questão importante é: 

1. Todo emparelhamento perfeito pode pertencer a uma base? 

A Conjectura a seguir responde esta questão afirmativamente: 

Conjectura 10.3 Nenhum emparelhamento perfeito contém todos os ele
mentos fortemente disponíveis de um brick. 

Com relação à Conjectura de Tutte, podemos ver que todos os Teoremas 
existentes até agora distinguem o grafo de Petersen dos demais bricks. O 
que precisamos para poder atacar esta Conjectura é de uma propriedade 
mais concreta que distingue os bricks que possuem o Petersen como minar, 
ou seja, uma propriedade que distingue todos os snarks. No entanto, estes 
resultados que obtivemos até agora podem nos levar à uma prova para o 
problema das quatro cores. 



, 
Indice 

A 
aresta 

B 

admissível 12 
disponível 70 
fortemente disponível 121 

barreira 11 
maximall2 
triviall3 

brace 20 
brick 16 

c 
classe 

de eqüiva.lência minimal 36 
minimal induzida 37 

colagem 46 
seqüencial de I<4 46 

conjunto coerente 145 
agregado 146 
coerente par 148 
rente 153 

contração de corte 21 
corte 17 

bom 66 
18 
essencialmente proveniente de 

uma 2-separação 97 

163 

justo trivial 18 
barreira 18 
proveniente de 

2-separa.ção 18 
78 
robusto l\t/0-induzido 81 
ímpar 17 

cortes laminar 23 
cruzamento de cortes 23 

D 
decomposição em 

cortes justos 21 
40 

E 

canônica 60 
finas 45 
orelhas ótima 57 

uma 

elemento fortemente disponível122 

emparelhamento 8 
associado a uma dec. orelha 45 
perfeito 8 

emparelhamentos obtidos por uma 
decomposição em orelhas 

138 

G 
grafo 



ÍNDICE 

bicrítico 16 
crítico 12 
matching covered 13 

grau de uma colagem 46 

margem de corte 17 
matching lattice 136 

N 
número de orelhas 40 

o 
orelha 40 

dupla 40 
simples 40 

p 
par de arestas fortemente dis

ponível 121 
partição canônica 15 
promoção de elemento fortemente 

disponível 124 

R 
r-grafo 13 
relação de dependência 36 

s 
subdivisão ímpar 41 
subgrafo nice 24 

v 
vetor de incidência 136 
vértice 

coberto por um emparelha
mento 8 

l64 

descoberto por um emparelha
mento 8 



Bibliografia 

[1] C. Berge. Two theorems in graph theory. Proc. Natl. Acad. Sei .. -1,3:842-
844, 1957. 

[2] J. A. Bondy eU. S. R. Murty. Graph Theory with App/ícations. North
Holland, New York, 1986. 

[3] M. H. Carvalho e C. L. Lucchesi. Matching covered graphs and odd 
subdivisions of I<4 and C6 . J. Combinatorial Theory (B}, 66:263-268, 
1996. 

[4] J. Edmonds. Path, trees and flowers. Canad. J. math., 17:449-467, 
1965. 

[5] J. Edmonds. Maximum matching anda polyhedron with (0,1) vertices. 
J. Res. Nat. Eur. Standards E, 69:125-130, 1965. 

[6] J. Edmonds, L. Lovász, e W. R. Pulleyblank. Brick decomposition and 
the matching rank of graphs. Combinatorica, 2:247-274, 1982. 

[7] I. Holyer. The NP-Completeness of edge-colouring. SIAM ]. Computing, 
10:718-720. 

[8] C. H. C. Little. A Theorem on connected graphs in which every edge 
belongs to a 1-factor. J. Austral. Math. Soe., 18:450-452, 1974. 

[9] L. Lovász. Ear-decompositions of matching covered graphs. Combina
torica, 2:395-407, 1983. 

[10) L. Lovász. Matching structure and the matching lattice. J. Combinato
ria/ Theory (E), 43:187-222, 1987. 

165 



BIBLIOGRAFIA 166 

[11] L. Lovász eM. D. Plummer. Matching Theory. North-Holland, 1986. 

[12] L. Lovász e S. Vempala. Private communication. 1994. 

[13] U. S. R. Murty. The matching lattice and related topics. Preliminary 
Report, University of Waterloo, Canada, 1994. 

[14] D. J. Naddef e W. R. Pulleyblank. Ear-decomposition of elementary 
graphs and GFrrank of perfect matchings. Annals of Discrete i\:Iathe
matics, 16:241-260, 1982. 

[15] R. Z. Norman eM. O. Rabin. An algorithm for a minimum cover of a 
graph. Proc. Amer. Math. Soe., 10:315-319, 1959. 

[16] T. L. Saaty. Thirteen colorful variations on Guthrie's four-color conjec
ture. Amencan Mathematical Monthly, 79:2-43, 1972. 

[17] A. Schrijver. Short proofs of the matching polyhedron. J. Combinatorial 
Theory (B), 34:104-108, 1983. 

[18] A. Schrijver. Theory of Linear and lnteger Programming. Wiley, 1986. 

[19] P. D. Seymour. On multi-colourings of cubic graphs, and conjectures of 
Fulkerson and Tutte. Proc. London Math. Soe. , 38(3):423-460, 1979. 

[20] z. Szigeti. (preprint) (1996). 

[21] P. G. Tait. Remarks on colourings of rnaps. Proc. Royal Soe. Edinburgh 
Ser. A, 10, 729, 1880. 

[22] W. T. Tutte. The factorization of linear graphs. J. London Math. Soe., 
22:107-111, 1947. 

[23] W. T. Tutte. On the algebraic theory of graph colourings. J. Combina
torial Theory, 1, 15-50, 1966. 


