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Resumo

Processos de decisao de Markov (MDPs) sao usados para modelar situagoes onde é ne-
cessario executar acoes em sequéncia em ambientes com incerteza. Este trabalho define
uma nova formulagao dos processos de decisao de Markov, adicionando a estes a possibi-
lidade de restringir as agoes e observacoes a serem consideradas a cada época de decisao.
Estas restricoes sao descritas na forma de um automato finito — assim, a sequéncia de
possiveis acoes e observacoes consideradas na busca pela politica étima passa a ser uma
linguagem regular. Chamamos estes processos de Markov limitados por linguagem (LL-
MDPs e LL-POMDPs). O uso de automatos para a especificagao de restrigoes facilita o
processo de modelagem de problemas. Apresentamos diferentes abordagens para a solugao
destes problemas, e comparamos seus desempenhos, mostrando que a solugao é viavel, e
mostramos também que em algumas situagoes o uso de restricoes pode ser usado para
acelerar a busca por uma solucao. Além disso, apresentamos uma modificacao nos LL-
POMDPs de forma que seja possivel especificar duracao probabilistica discreta para as
acoes e observagoes.
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Abstract

Markov decision processes (MDPs) are used to model situations where one needs to exe-
cute sequences of actions under uncertainty. This work defines a new formulation of
Markov decision processes, with the possibility of restricting the actions and observati-
ons to be considered at each decision epoch. These restrictions are described as a finite
automaton, so the sequence of possible actions (and observations) considered during the
search for an optimal policy is a regular language. We call these “language limited Markov
decision processes (LL-MDPs and LL-POMDPs). The use of automata for specifying res-
trictions helps make the modeling process easier. We present different approaches to solve
these problems, and compare their performance, showing that the solution is feasible, and
we also show that in some situations some restrictions can be used to speed up the search
for a solution. Besides that, we also present one modification on LL-POMDPs to make it
possible to specify probabilistic discrete duration for actions and observations.
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Capitulo 1

Introducao

A tomada de decistes em sequéncia é uma atividade comum para pessoas e de grande im-
portancia em Inteligéncia Artificial. O diagndstico médico e tratamento de enfermidades
é um exemplo: um médico deve escolher entre diversas agoes (exames, tratamento, alta)
sem ter certeza do estado atual do paciente. Mesmo apds uma acao ter sido escolhida, nao
hé também certeza de como ela influenciard o paciente (um tratamento pode resultar em
cura em alguns casos, mas nao em outros). O médico s6 recebe, apés cada acao, algum
sinal (o resultado de um exame, a melhoria — ou ndo — do paciente etc) [57, 38]. Ou-
tros exemplos sao o sistema de navegacao de um robo (que deve decidir para que dire¢ao
ir, contando apenas com sensores imprecisos) [75]; sistemas de ajuda online (que devem
tentar ajudar o usuario ao mesmo tempo em que tentam determinar o que realmente o
usudrio quer) [42]; uma empresa que deve decidir periodicamente a respeito de promogoes
e mudancas de preco. Até mesmo um didlogo envolve tomada de agoes em sequéncia e
incerteza [62]. Em todas estas situacoes, decisoes precisam ser tomadas sem que haja
certeza nem sobre o estado atual do mundo e nem sobre o resultado de cada agao.

Esta tese tem como objeto de estudo os processos de decisao de Markov, que sao
usados para modelar situagoes onde ¢é necessario executar agoes em sequéncia em am-
bientes com incerteza (tanto incerteza quanto ao resultado das agdes executadas como
incerteza quanto ao estado atual do ambiente). Uma situacdo que pode ser modelada
como processo de decisao de Markov envolve um sistema com véarios estados, agoes que
(possivelmente) modificam o estado do sistema, e a possibilidade de perceber (talvez indi-
retamente) o resultado de cada agao executada. Dada a descri¢ao do problema, resolvé-lo
significa encontrar uma politica ¢tima que determine a cada momento que acao tomar
para maximizar a esperanca de recompensa.

Da maneira como sao tradicionalmente definidos, os processos de decisao de Markov
(MDPs) e processos de decisao de Markov Parcialmente Observaveis (POMDPs) nao
permitem a modelagem direta de situacoes onde as acoes executadas devem respeitar



2 Capitulo 1. Introducao

uma determinada ordem. A especificacao da ordem para acoes é importante, por exemplo,
quando um dado procedimento médico nao deve ser realizado antes de outro; quando um
robo que visita salas entregando lanches deve contar quantos lanches ja entregou; quando
um monitor de equipamentos eletronicos precisa saber quantas vezes ja reiniciou cada
equipamento, e determinar a troca apds reiniciar o equipamento um certo nimero de
vezes.

Uma limitacao especifica dos POMDPs é a impossibilidade de se especificar a duracgao
de cada acao (ou do tempo que uma observagao demora para ser coletada). Um tratamento
médico pode demorar seis meses e um exame pode demorar uma semana; mover-se para
a frente pode demorar alguns segundos, mas abrir uma porta pode demorar mais tempo
para um robo. O planejamento de agoes em sequéncia idealmente levaria em consideragao
o tempo de cada agao e cada observacao, uma vez que em situacoes reais o horizonte
disponivel normalmente é uma quantidade de tempo (e ndo um numero de decises, os
POMDPs normalmente permitem modelar).

As principais contribuigoes desta tese sao:

1. A definicdo dos processos de Markov limitados por linguagem (language-limited
Markov decision processes) completamente observaveis e parcialmente observaveis

(LL-MDPs e LL-POMDPs) [58];

2. A extensao dos LL-POMDPs de forma que se possa especificar duracao proba-
bilistica discreta para agoes e observagoes;

3. A apresentacao de algoritmos para a solucao destes problemas. Isto implica em
uma demonstracao de que os LL-MDPs e LL-POMDPs nao sao mais expressivos
do que MDPs e POMDPs, porque um dos métodos para a resolucao de LL-MDPs
e LL-POMDPs é a transformagao em MDPs e POMDPs comuns (embora com o

espago de estados multiplicado);

4. A implementacao dos algoritmos e estudo dos resultados.

A idéia central dos processos de decisao limitados por linguagem é permitir que, du-
rante a modelagem do problema, seja possivel restringir as acoes que podem ser executadas
em diferentes momentos, descrevendo o conjunto de possiveis sequéncias de a¢oes como
uma linguagem regular. Além da restricao na ordem das ag¢oes, pode-se usar observacoes
como “seletores”: certas observagoes, quando acontecerem, determinam qual o conjunto
de agoes possivel a partir daquele momento. Por exemplo, se um robo percebe que um
sensor quebrou, ele deve deixar de usa-lo (e aquela acao deve ser desconsiderada a partir
daquele momento). A separagao entre processo de Markov e a defini¢ao da linguagem que



define a ordem das acoes e observagoes facilita o processo de modelagem ao tratar os dois
conceitos separadamente.

O texto estd organizado da seguinte forma: nos Capitulos 2 e 3 os processos de Mar-
kov sao formalmente definidos e algoritmos exatos e heuristicas sao apresentados. Nos
Capitulos 4 e 5 sao definidos os processos de Markov limitados por linguagem e algoritmos
sao apresentados para resolvé-los. O Capitulo 6 traz a descrigao de uma série de problemas
modelados como LL-MDPs e LL-POMDPs. Todos os problemas foram resolvidos usando
diversas abordagens diferentes, e a representagao dos problemas e os tempos de execugao
sao comparados. O Capitulo 7 mostra um nimero de trabalhos futuros relacionados ao
tema da tese.






Capitulo 2

Processos de Decisao de Markov

Um processo de decisao de Markov (MDP - Markov Decision Process) é uma forma de
modelar processos onde as transicoes entre estados sao probabilisticas, é possivel observar
em que estado o processo estd, e é possivel interferir no processo periodicamente (em
“épocas de decisao”) executando agoes [69, 14, 36]. Cada agdo tem uma recompensa (ou
custo), que depende do estado em que o processo se encontra. Alternativamente, pode-
se definir recompensas por estado apenas, sem que estas dependam da acao executada.
Sao ditos “de Markov” (ou “Markovianos”) porque os processos modelados obedecem a
propriedade de Markov: o efeito de uma acao em um estado depende apenas da acao e do
estado atual do sistema (e ndao de como o processo chegou a tal estado); e sdo chamados
de processos “de decisao” porque modelam a possibilidade de um agente (ou “tomador
de decisoes”) interferir periodicamente no sistema executando agoes, diferentemente de
Cadeias de Markov, onde nao se trata de como interferir no processo. MDPs podem ser
aplicados em um grande ntimero de areas diferentes, como mostra White [84]. O exemplo
a seguir é descrito por Puterman [69]:

Toda semana, um revendedor de carros faz um pedido para a fabrica, dizendo quantos
carros ele quer; cada carro tem um custo c¢. A fabrica manda os carros rapidamente, de
forma que podemos considerar que a entrega é imediata, e que os novos carros “aparecem”
imediatamente no estoque. Entdo, durante a semana, ele vende k carros (k é aleatério),
a um prego p cada. O revendedor tem um custo fixo para manter os carros no estoque (u
por carro).

Este é um sistema que pode estar em varios estados (onde cada estado é um possivel
nimero de carros no estoque); as agoes sao de compra: o revendedor pode comprar
diferentes quantidades de carros, e para cada quantidade temos uma agao; o revendedor
nao tem controle sobre quantos carros ele vende (este é um evento estocastico). Esta
situacao pode ser modelada como um processo de decisao de Markov.
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Definigao 2.1 (MDP)
Um processo de decisao de Markov (MDP) é uma tupla (S, A, T, R), onde:

e S ¢é um conjunto de estados em que o processo pode estar;
e A € um conjunto de acoes que podem ser executadas em diferentes épocas de decisao;

e T :SxAxS — 0,1 € uma funcao que dd a probabilidade de o sistema passar
para um estado s' € S, dado que o processo estava em um estado s € S e o agente
decidiu executar uma a¢do a € A (denotada T(5'|s,a));

e R:SxAr— R éuma fungao que dd o custo (ou recompensa) por tomar uma decisao
a € A quando o processo estd em um estado s € S.

E também comum definir, para cada estado s € S, um conjunto de acoes possiveis
naquele estado (A;). Assim, o conjunto de todas as agdes poderia ser A = UgzesA,. Este
trabalho usa apenas “A”, a fim de simplificar a notacao, exceto quando a distin¢cao entre
A e A, for relevante.

Definigao 2.2 (Horizonte)
O horizonte de um MDP, neste trabalho denotado por z, é o nimero de épocas de decisao
disponiveis para a tomada de decisoes.

O horizonte pode ser finito (quando hd um ndmero fixo de decisoes a tomar), infinito
(quando a tomada de decisao é feita repetidamente) ou indefinido (semelhante ao horizonte
infinito, mas com a possibilidade do processo parar se chegar a algum estado que tenha
sido marcado como final®).

2.1 Politicas

A Figura 2.1 mostra a dinamica de funcionamento de um sistema modelado como processo
de decisao de Markov. O tomador de decisoes verifica o estado atual do sistema (s),
consulta uma politica (7) e executa uma acdo (a). Esta acdo pode ter um efeito sobre
o ambiente, e modificar o estado atual. O tomador de decisoes, entao, verifica o novo
estado para que possa tomar a préxima decisao.

Definicao 2.3 (Politica para um MDP)
Uma regra de decisao para um MDP em uma época de decisao k € uma funcao dy : S +— A,
que determina a acao a ser executada, dado o estado do sistema.

Uma politica para um MDP é uma sequéncia de regras de decisao m = {dg, dy, -+ ,d, 1},
uma para cada época de decisao.

15 possivel também definir agoes finais.
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ambiente

s (novo estado) a (agdo executada)

7 (politica)

Figura 2.1: Funcionamento de um sistema modelado como MDP.

Normalmente se quer encontrar uma politica que otimize um dado critério de desempe-
nho das decisoes. Uma politica pode ser deterministica, se recomenda uma acao para cada
estado, ou estocdstica, se a agao recomendada para um estado obedece a uma distribuicao
de probabilidades. Além disso, uma politica pode ser:

e Total, se cada uma de suas regras de decisao é definida para todos os estados do
MDP;

e Parcial, se alguma de suas regras de decisao é definida para apenas alguns estados
do MDP.

Quanto a sua relagao com as épocas de decisao, uma politica pode ainda ser classificada
como:

e Estaciondria, se a acao recomendada independe da época de decisao (ou seja, dj, = d;
para todo k e j). Politicas estaciondrias podem ser usadas com horizonte finito ou
infinito.

e Nao-estaciondria, se a acao tomada depende da época de decisao. Politicas nao-
estacionarias sao usadas apenas com horizonte finito, uma vez que para horizonte
infinito haveriam infinitas regras de decisao.

Quando uma politica for estacionéria, m(s) pode ser usado como sinénimo de di(s).

Ao executar uma politica, o tomador de decisoes recebera recompensas em cada época
de decis@o. Para comparar duas politicas, é necessario um critério de desempenho (de
outra forma a comparagao nao é possivel). Ha diversos critérios de desempenho (ou “de
otimalidade”) que podem ser usados com MDPs; e entre os mais comuns podemos citar:

£ 7- ’ . —1
e A recompensa média por época de decisdo, £ Y7 ri;

o A esperanca da recompensa total, E [ ;;é Tk];

e A esperanca da recompensa descontada, E [ z;é ykrk],
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A recompensa na época de decisdo k é denotada por ri, e v € |0,1[ é um fator de
desconto. O fator de desconto é usado com horizonte infinito para garantir a convergencia
do valor da recompensa total esperada. Quando o horizonte é infinito, usa-se o limite
no infinito sobre o critério de otimalidade (por exemplo, lim, % Z;;é T) para recom-
pensa média). Este trabalho se restringe ao critério da esperanga da recompensa total
descontada.

E importante também o conceito de valor de uma politica, dado por uma func¢ao valor.
Defini¢ao 2.4 (Fungao valor de uma politica para um MDP)

A fungao valor de uma politica m para um MDP M = (S, A, T, R) € uma fun¢iao V™ : S —
R, tal que V™(s) dd o valor esperado da recompensa para esta politica, de acordo com o
critério de otimalidade.

Por exemplo, para horizonte finito com desconto seja m = {do, dy, -+, d,_1},
VI (s) = R(s,di(s)) +7 Y T(s'|s, du(s)) Vi ()
s'eS

onde V[ (s) = 0 para todo s (porque apés a tltima época de decisdo nao hd mais agoes
que possam gerar recompensas).
Quando nao houver ambiguidade, usaremos V' ao invés de V™.

Definigao 2.5 (Espago de politicas para MDPs)
Dado um MDP M = (S,A,T,R), II(M) € o conjunto de todas as politicas para M e
V(M) o conjunto de todas as fungoes valor V : S +— R para M.

Se cada fungao valor for representada por um vetor (um elemento para o valor de cada
estado) e as operagoes de soma e multiplicacdo por escalar forem definidas da mesma
forma que normalmente se faz para R", o espaco VV é um espaco linear.

Neste trabalho, quando nao houver ambiguidade (ou seja, quando houver um unico
MDP), IT e V serao usados no lugar de I1(M) e V(M).

Dados um estado s € S, uma acao a € A e uma politica 7 para um MDP, pode-
se definir o valor da acao a no estado s, considerando a recompensa imediata de a e a
recompensa esperada apos a, nas outras épocas de decisao, desde que as acoes tomadas
apos a sejam determinadas pela politica . A funcao que da este valor é denotada por Q).
Para a esperanca da recompensa total descontada, () é definida como

Q7(s,a) = R(s,a) + 7 3 T(s'|s,a)V7(s'). (2.1)
s'eS
Para horizonte finito,

Qi (s,a) = R(s,a) + 7Y T(s|s,a)ViT(s)

s'eS
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Defini¢ao 2.6 (Politica 6tima para um MDP)
Seja M = (S, A, T, R) um MDP com horizonte z.

Uma fungao valor V* € étima para M se YU € V. Vs € S, Vi(s) > Ux(s) para todo
keN tal que 0 < k < z.

Uma politica 7 €é otima para M se V7' € 11,¥s € S, QT (s,d; (s)) > QF (s,df (s))
para todo k € N tal que 0 < k < z.

A definicao de politica 6tima vale para horizonte infinito, bastando ignorar os indices
de época de decisao.
Se 7* é uma politica étima, a notacao pode ser simplificada usando QQ* ao invés de

*

Q"
Q*(s,a) = R(s,a) +7 > _T(s'|s,a)V*(s),
s'eS

m*(s) = argmax Q(s, a),

V*(s) = max Q" (s, a).

acA

2.2 Algoritmos

Existe uma grande quantidade de algoritmos para a solu¢do de MDPs (o problema é
P-completo [55]). Apenas alguns sao mostrados aqui. Alguns dos algoritmos trabalham
diretamente com politicas, enquanto outros trabalham com funcgoes valor.

2.2.1 Iteracao de Valores

O algoritmo de iteracao de valores usa programacao dinamica para determinar o valor
V*(s) de cada estado s € S do MDP, em cada época de decisdao. O valor de cada estado
na ultima época de decisao é V* |(s) = max,ecq R(s,a), uma vez que quando s6 hd uma
decisao a ser tomada, basta escolher aquela com a maior recompensa.

Um mapeamento h : Sx AxV — R é definido, tal que h(s, a, V') da o valor de executar
a acdo a no estado s e seguir uma dada politica (derivada de uma fungao valor V') apds
esta acao:

h(s,a,V) = R(s,a) + 7Y _T(s|s,a)V(s).
s'es

Define-se um operador H : V +— V de melhoria da politica, que determina a melhor
acao em um estado usando os valores V' dos estados em uma época de decisao anterior,
de tal forma que

HVy(s) = max h(s,a, Viy1).

a€A
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Usando o operador H, a equacao de otimalidade para MDPs determina uma funcao

valor em uma época de decisao em funcao da funcgao valor da época de decisao anterior:

Vi(s) = HViy(s)

= Iglgﬁ(h(S, a, Vk+1)

= max [R(s,a) +7 Y _ T(s|s,a)Vira(s)| - (2.2)

acA
s'eS

A Equacao 2.2 pode ser usada para implementar o algoritmo de iteracao de valores

(Algoritmo 2.1), que usa programagao dinamica para determinar a politica 6tima para
um MDP.

Ay

Note que o valor maximo nas linhas 2 e 7 é obtido de Ay, e ndo de A, uma vez que
< A. Ainda que a descricago do MDP néao inclua os conjuntos A, explicitamente, é

possivel usar Ay = {a € A|3s' € S, T(s|s,a) > 0}.

© 00 N O Uk W N =

=
o

[y
-

Entrada: Um MDP (S, A, T, R).
Saida: Uma funcao valor V' para o MDP dado como entrada.

para cada s € S faga
‘ Vo(s) <« maxgea, R(s,a)

fim

14— 1

enquanto critério de parada nao satisfeito faga
para cada s € S faga

‘ ‘4(3) — MaXgee A, [R(3> a) + Y Zs’es T(S"S, a)‘/;*1<3/)]

fim
1—1+1

fim

Devolva V

Algoritmo 2.1: Iteracao de valores para MDPs.

No algoritmo de iteracao de valores, 7 ja nao é a época de decisao, mas o passo de

programacao dinamica (por isso o k+ 1 da equagao de otimalidade foi trocado por i — 1).

O algoritmo de iteracao de valores pode ser usado para resolver MDPs com horizonte

infinito, porque converge para a solugao 6tima (a prova estd na subsegao 2.2.1). A equagao
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de otimalidade para horizonte infinito é

V(s) = HV(s)
= maxh(s,a,V)

a€A

= max |R(s,a) +v Y _ T(s]|s,a)V(s')

a€A
s'esS

Convergéncia

O critério de parada no caso de horizonte finito é que o niimero de iteracoes seja igual
ao horizonte do problema. Neste caso, o algoritmo gera uma politica para cada época
de decisao (a politica é nao-estacionéria). A complexidade assintética do algoritmo é
O] AllSI?).

Para processos com horizonte infinito (ou indefinido), o algoritmo para quando os
valores para cada estado tiverem convergido.

Um conceito importante na prova de convergéncia dos algoritmos de iteracao de valores
é o de uma contracao em um espaco de Banach.

Definigao 2.7 (Espago de Banach)
Um espago vetorial X com uma norma || - || € um espago de Banach se toda sequéncia de
Cauchy (xg,x1,- - ,2,) de elementos de X tem um limite zy, € X.

Definicao 2.8 (Contragao)
Seja X um espaco de Banach. Um operador F' : X +— X € uma contragao quando para
quaisquer dois elementos U,V € X :

|[FV — FU|| < 6|V = U]
onde 0 < 3 <1 € o fator de contragao.

Teorema 2.1 (do ponto fixo de Banach)
Seja X um espaco de Banach. Seja F': X +— X uma contracao e seja N = (xg, 21, -, Tk)
uma sequéncia com um ponto inicial arbitrario xo € X, tal que x; = Fx;_1. Entao:

e [ tem um unico ponto fixo x* tal que Fx* = x*;

o A sequéncia N converge para r*.

Seja || - || uma norma no espago V tal que ||V|| = maxseg |V (s)|. V é claramente um
espago de Banach. Além disso, o operador H é uma contragdo em V (a prova pode ser
encontrada no livro de Puterman [69]). Assim, o teorema de Banach garante que H tem
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um ponto fixo inico V*, e que a sequéncia V, = HVj_1, iniciando de uma funcao valor
qualquer, converge para este ponto fixo.

A garantia de convergéncia nao ¢é suficiente para que se obtenha do algoritmo uma
funcao valor precisa. E necessério determinar também quando parar de calcular apro-
ximagoes sucessivas da fungao valor. Um critério de convergéncia muito usado usa o
Teorema 2.2, cuja prova é dada também por Puterman [69].

Teorema 2.2 (Erro de Bellman)
Se a diferenga entre Vi(s) e Vi_1(s) é no mdzimo § para todo estado s, entio Vi nunca
difere de V* por mais de %, para qualquer estado.

Assim, o critério de parada deve ser

Vse S, |[V(s)=V'(s)| < ——— (2.3)

para que a precisao da solu¢ao seja no minimo e.

2.2.2 TIteracao de Politicas

No caso de horizonte infinito (e politica estaciondaria), pode-se também usar um algoritmo
chamado de iteracao de politicas, que faz uma busca gulosa no espaco de politicas.

O algoritmo comecga com uma politica aleatoria, determina o valor da politica atual e
depois, de maneira gulosa, melhora a politica buscando modificar as a¢oes recomendadas
para cada estado.

Puterman [69] atribui a idéia de iteragao de politicas a Howard [41] e Bellman [11, 9].
O algoritmo de iteracao de politicas se baseia no seguintes Teoremas 2.3 e 2.4 de Bellman
e Dreyfus [10]:

Teorema 2.3 (Melhoria da politica)
Sejam duas politicas estaciondrias, ™ e ', tais que

Vs €5, V(s) < Q7(s,7'(s))
entao © € uniformemente melhor que , ou seja:
Vse S, V(s) <V™(s).

O teorema pode ser entendido da seguinte maneira. Dadas duas politicas (7w e 7’),
temos para cada estado:

e V™(s) (o valor esperado de 7 para este estado);
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e Q7(s,m(s)), que é o valor esperado para s usando a politica 7, ezceto que a primeira
acao € dada por 7.

O teorema diz que 7’ é uniformemente melhor que 7. Isto pode ser usado para melhorar
uma politica que nao seja 6tima.

Teorema 2.4 (Otimalidade da politica)
Seja uma politica ™ para um MDP M e uma fun¢ao valor V™ associada a . Se m ndo
puder ser melhorada usando o teorema 2.3, ou seja, se

Vse S V(s) =maxQ"(s,a)
acA
entao m € otima para M.

Para cada estado s, o algoritmo de iteracao de politicas determina qual a melhor agao a
tomar (ou seja, determina uma nova politica 7, dado que as agoes seguintes serdao tomadas
de acordo com 7’ (a politica definida no passo anterior):

Vs e S, n(s)=arg max Q™ (s, a).
ac

Como a politica é estacionaria, m aparece na equagao como uma fun¢ao de estados em

acoes.

Entrada: Um MDP (S, A, T, R).
Saida: Uma politica 7*, étima para o MDP dado como entrada.

1 Inicialize 7 aleatoriamente

2 repita

3 ' —7

4 Avalie a politica atual resolvendo o sistema linear:

5 | V() = R(s,(5) +7 Xes T(s'|s,w()V(s)

6 para cada s € S faga

7 | Vae A, Q" (s,a) — R(s,a) +7Y s T(s's,a)V(s')
8

9

fim

para cada s € S faga
10 Melhore a politica:
11 7(s) + argmax,ea, Q" (s, a)
12 fim

13 até que m =71’
14 Devolva m

Algoritmo 2.2: Iteracao de politicas para MDPs.
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O Algoritmo 2.2 mostra uma versao detalhada da iteracao de politicas. V™ é o valor
esperado, usando a politica 7. Da mesma forma que no algoritmo de iteracao de valores,
A, é usado ao invés de A. No resto deste trabalho apenas A, ficando subentendido que
A, deve ser usado sempre que possivel.

Algoritmo modificado de Iteragao de Politicas

Puterman [69] descreve uma versao modificada do algoritmo de iterac¢ao de politicas que
converge com menos iteragoes do que o Algoritmo 2.2. O algoritmo modificado nao
computa a fungao valor V exata a cada passo, mas usa uma aproximacao (que é suficiente
para escolher a melhor agao no passo de melhoria). A solugao do sistema linear é trocada
por uma variante de iteragao de valores onde a politica é fixa (detalhada no Algoritmo 2.3).

1 repita

2 para cada s € S faga

3 | | V(s) = R(s,m(s)) + 7 X es T(s'ls, () V(s')

4 fim

5 até Até que a maior modificacdo em um valor seja menor que algum €

Algoritmo 2.3: Avaliagdo da politica no algoritmo modificado de iteracao de
politicas.

2.2.3 Programacao Linear

O problema de encontrar a politica étima para um MDP de horizonte infinito pode ser
formulado como um problema de programacao linear. A funcao objetivo é:

minimizar: E Vg,
s€S

e para cada par (s, a), uma restrigao é adicionada:

vy > R(s,a) + ’yZT(s']s,a)vs/.

s'eS

As varidveis vs no vetor v representam o valor associado a cada estado (ou seja,
vs =V (9)).

As restricoes significam que o valor da politica 6tima para um estado nao pode ser
menor do que a recompensa imediata, mais a recompensa esperada para os proximos
passos. Com a minimizacao da soma dos valores v; para todos os estados, os valores da
solucao 6tima no ponto fixo sao encontrados.
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Por exemplo, considere o seguinte MDP:

S = {50,81},
A = {ao,al,(lg}.

A Tabela 2.1 mostra a funcao de transicao, e a Tabela 2.2 mostra as recompensas.

L o | a | az |
S0 | (80,0.3);(s1,0.7) | (50,0.2);(s1,0.8) | (80,0.6); (s1,0.4)
s1 | (80,0.5);(81,0.5) | (80,0.6); (s1,0.4) | (80,0.7); (s1,0.3)

Tabela 2.1: Probabilidades de transicao em um MDP.

| [ao[ar]a]
50 10| 1 |30
51| 50| 20| 2

Tabela 2.2: Recompensas em um MDP.

A formulacao do programa linear que determina a politica 6tima para este MDP é:

minimizar: vg + vy

sujeito a:
vg > 104 ~0.3vg + v0.7vq,
vg > 1470209 + 70.8vy,
v > 304 v0.6vy + ~0.4vy,
vy > 50+ v0.5v9 + v0.5v1,
vy > 204 ~v0.6vy + v0.4vy,
vy > 2470.Tvy + 70.3v;.

O programa linear tem |S| varidveis e |S||A| restrigdes. A solucao deste programa
linear é a politica 6tima para o MDP descrito.

2.2.4 RTDP

O algoritmo de iteragao de valores determina uma funcao valor para um MDP através
de aproximagdes sucessivas da equacao de otimalidade, calculando V'(s) para todos os
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estados a cada iteracao do algoritmo. Barto, Bradtke e Singh propuseram um algoritmo
chamado “real time dynamic programming”, ou RTDP, que determina uma funcao valor
para o MDP através de uma simulagao [8]. O RTDP escolhe agdes e percorre estados,
atualizando o valor de cada estado visitado usando a equacao de otimalidade.

O Algoritmo 2.4 mostra o RTDP. Para que haja garantia de convergéncia, todos os
estados devem ser visitados periodicamente na simulagao. Uma maneira de garantir isto é
dividir a simulagao em rodadas, sendo que cada uma inicia com um dos estados do MDP.
Cada rodada da simulagao pode terminar apds um niimero de passos (ou até algum critério
de convergéncia ser satisfeito). A simulagao executa todas as rodadas em sequéncia, varias
vezes, e termina quando um critério de convergéncia global for satisfeito (por exemplo,
quando a diferenca entre os valores de cada estado antes e depois de todas as rodadas for
menor que algum e).

Entrada: Um MDP (S, A, T, R);
Uma funcao valor V' para o MDP;
Um estado inicial sg.
Saida: Uma funcao valor V' para o MDP dado como entrada.

S < S

enquanto o critério de final da rodada nao for satisfeito faga

Avalie o valor de cada acao no estado atual:

Q(s,a)  R(s,a) +7 5 yes T(s']3, a) V(s

a* « argmax Q(s,a)

V(s) < Q(s,a”)

Simule a execucao da agao a* no estado s e observe o estado resultante s’
s s

fim

10 Devolva V

© 0 N O Ok W =

Algoritmo 2.4: Algoritmo RTDP para MDPs.

H& outros algoritmos derivados do RTDP, como o LRTDP [15], o BRTDP [49] e o
FRTDP [76)].

2.2.5 Decomposicao hierarquica

Um MDP pode ser decomposto em partes, de forma a permitir que estas partes sejam
reusadas e também acelerar a busca pela solucao 6tima. Ha diversos algoritmos para a
decomposi¢ao de MDPs [25, 43, 24, 23]. O método de fatoragao desenvolvido por Pineau e
Thrun [63, 60] é particularmente interessante: parte das agoes é composta de subtarefas, e
cada subtarefa é recursivamente definida como um MDP. O algoritmo para decomposi¢ao
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hierarquica é chamado de PolCa.

Figura 2.2: MDP decomposto em tarefas hierarquicas.

O algoritmo PolCa divide as a¢oes do MDP original de forma a agrupar algumas delas
em “subtarefas”. A Figura 2.2 mostra as acoes de um MDP, decompostas em subtarefas.
Algumas agbes sao primitivas (pertencem ao conjunto A de agdes do MDP original), e
outras sao abstratas (definidas para representar uma subtarefa). O MDP de nivel zero
(ho) tem trés agoes, sendo uma delas (a3) abstrata. No nivel h; hd um MDP com duas
agoes, sendo ay abstrata. Finalmente, no ultimo nivel da hierarquia de tarefas (hy), ha
um MDP com trés acoes, todas primitivas. Durante a execucao da politica, o tomador de
decisoes deverd, a cada decisao, determinar uma subtarefa e entao usar a politica daquela
subtarefa para decidir que acao primitiva executar.

Cada subtarefa hierdrquica h é formada por:

e S;,: um conjunto de clusters de estados. Os estados do MDP original sao agrupados
em clusters;

e A, agdes (tanto as primitivas como as abstratas);

e Ry : S, x Ay — R: uma funcao local de recompensa.

Depois da decomposicao do MDP em subtarefas, os parametros das subtarefas sao
definidos pelo Algoritmo 2.5.
Os passos do algoritmo sao detalhados a seguir.

Reformulacao do espago de estados Além do estado atual, uma nova variavel “sub-
tarefa atual” é incluida. Estados passam a ser entao pares (s,h) € S x H, onde H é o
conjunto de todas as tarefas (inclusive o MDP raiz). Para simplificar a notac¢ao, usamos

Sy, para {(s,h)|s € S}.
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1 Reformule o espago de estados H - S
2 para cada tarefa h € H faga

3 Defina parametros T e S
4 Minimize estados

5 Determine solucao para h
6 fim

Algoritmo 2.5: Algoritmo PolCa para decomposicao de MDP em subtarefas.

Definicao de 7" e R A funcao de de probabilidades de transi¢ao é definida para as
subtarefas. Para cada acao a:

Se a é uma acao primitiva,

T(h ' S,‘h S, ak) = T(S/"Sv ak)7
R(h-s,a;) = R(s,ay).

Se @, ¢ uma agao abstrata que contém a subtarefa h,, entao

T(h-s'|h-s,a,) =T(s']s, 7 (s)),
R(h- 5,8,) = R(s, ], (5)).

onde m; (s) é a politica 6tima para a subtarefa h, no estado s.

Minimizacao de estados Os estados sao divididos em clusters: Seja zj(s;) = 2z1(s;)
se

R(h-s;,a) = R(h-sj,a), Va € Ay,. (2.4)

Em seguida, verifica-se a estabilidade de cada cluster c¢. Para todos os pares de estados
originais s; e s; do cluster ¢, e cada acao de Ay, a soma das probabilidades de o sistema
sair de s; com a para outro cluster deve ser a mesma se o sistema sair de s;. Ou seja,
c € 5, é estavel se e somente se

V(si, ;) € ¢, V' € Sp,Va € Ay,
ZT(h-s/|h-si,a) = ZT(h-s’|h~sj,a). (2.5)

s'ec! s'ec

Se algum cluster nao é estavel, ele é dividido (¢ — {cg, ¢x41, - - .}), de forma a satisfazer
a equagao acima.
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Solucao das subtarefas Como a passo de minimizacao de estados garante que todos os
estados em cada cluster tem o mesmo valor, o calculo da funcao valor é incluido no passo
de minimizacao. Assim, apds determinar R usando a Equagao 2.4, verificar se o cluster é
estavel usando a Equagao 2.5 e dividir o cluster, o valor de cada clusters é calculado:

Vee Cy,  V(c)=maxR(c,a)+ Z T(|e,a)V ()
ceCy
Vee Cn, 7(c) =argmax R(c,a) + Z T(|e,a)V ()

ceCy

Estes passos se repetem até que V' tenha convergido.

Execucao da politica hierarquica

Cada um dos MDPs relativos as subtarefas tem uma politica 6tima, que é definida sobre
clusters (e nao sobre estados do MDP original): a politica 7, é definida para clusters da
subtarefa h (como se fossem estados). O Algoritmo 2.6 mostra como a politica hierarquica
¢ usada para determinar a préxima agao.

O algoritmo determina a subtarefa corrente a cada nova iteracao, nao ficando “preso”
em uma subtarefa entre iteragoes. O laco mostrado no algoritmo aprofunda-se na hierar-
quia até encontrar uma politica local que recomende uma ac¢ao primitiva.

Entrada: hy, a tarefa atual no tempo k, e by, o estado de crenca global no tempo
k.

Saida: ay, a acao a ser executada no tempo k.

ay, = mx(by)

enquanto a; € abstrata (ou seja, ay) faga
Seja hgy,, a tarefa indicada por @y
bi(c) «— D e bi(s), Ve € Sy
ay, — m,(b})

fim

Retorne ay,

b B R B N VN

Algoritmo 2.6: Algoritmo PolCa para execucgao de politica.

2.2.6 Owutros métodos

Uma exposicao extensa sobre MDPs é dada por Puterman [69] e por Bertsekas [14], que
dao detalhes de outros algoritmos. Hauskrecht [39] também mostra diversos algoritmos
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para MDPs. Os métodos descritos neste capitulo sao os métodos classicos; ha uma grande
quantidade de métodos e algoritmos melhorados [81, 51, 85, 31| para a solugao de MDPs
que este trabalho nao discute.

2.3 Processos de Decisao Semi-Markovianos

Esta secao apresenta os processos de decisao semi-Markovianos. Estes sao semelhantes aos
processos de Markov ja apresentados, mas incluem a nogao de tempo continuo, definindo
durac@o (possivelmente probabilistica) para acoes, e separando o processo de decisao (que
pode ainda ser visto com um processo em tempo discreto) do processo natural (que acon-
tece sem intervencgao, em tempo continuo, como se houvesse uma cadeia de Markov entre
quaisquer duas épocas de decisao). Estes processos sao ditos “semi-Markovianos” porque
a rigor, o estado do sistema nao depende apenas do ultimo estado e agao: depende também
do desenvolvimento do processo natural, desde a ultima época de decisao até o momento
corrente. Em SMDPs, leva-se em conta o custo decorrente de o processo permanecer em
um dado estado entre as diferentes épocas de decisao.

A Figura 2.3 mostra as mudangas de estados em um SMDP: as épocas de decisao
acontecem em intervalos nao regulares de tempo, e o estado do sistema pode mudar entre
uma época de decis@o e outra (as linhas curvas mostram as mudangas “espontaneas”,
modeladas como processo natural, e as linhas pontilhadas retas mostram o momento em
que as mudangas sao causadas por decisoes tomadas no processo de Markov).

estado

»

T T T T época de decisao

Figura 2.3: Mudancas de estado em um SMDP.

Neste trabalho, usaremos ¢t e v para denotar tempo continuo e k£ para denotar tempo
discreto. Assim, t, é o tempo da k-ésima época de decisao.
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Definig¢ao 2.9 (SMDP)
Um processo de decisao semi-Markoviano (SMDP) é uma tupla (S, A, T, R, F), onde:

S é um conjunto de estados;
A € um conjunto de agoes;

T:S%xAxS — [0,1] € a funcio de probabilidade de transi¢oes. T(s'|s,a) dd a
probabilidade de o estado atual ser s', dado que na ultima época de decisao o estado
era s e a a¢ao a foi executada,

R:Sx A~ R € uma funcio que dd uma recompensa contabilizada em cada época
de decisao;

F:RxSxAw—[0,1 ¢ uma fun¢ao que dd a probabilidade de a préxima época
de decisao acontecer antes do tempo t, sendo que o processo estd em wma €poca
de decisao, no estado s, e a a¢ao a passard a ser evecutada. Usaremos a nota¢ao
“F(t|s,a)”. Para garantir que nao haja infinitas épocas de decisao em um espago
finito de tempo, é necessdrio que 3¢ > 0,6 > 0 tal que F(s,a,6) <1 — € para todo
estado s e acao a.

A fungao R é composta de:

r: S x A R, uma recompensa imediata para a decisao de executar uma acao a
estando em um estado s (equivalente a R para MDPs);

R:S xS xAr R, uma funcao que déa a recompensa ou custo por permanecer em
um estado s’ depois de ter estado no estado s e decidido executar uma acao a.

O custo entre duas épocas de decisao k e k + 1, que se encontram nos tempos uy e

ur+1 (sem contabilizar a recompensa imediata) é dado por

Uk+1
/ e U WIR (s, 5, a)dt

Uk

onde s; é o estado no tempo ¢.

A recompensa total descontada é dada por

V(s)=FE {gea% {r(s, a) + / . e IR (s, st,a)dt] }

Uk

onde F é a esperancga relativa a F'(s,a,u) no tempo entre uy € ugy1. O termo e " é

usado para transformar cada recompensa no que ela valeria na primeira época de decisao,
levando em conta o fator de desconto.
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A recompensa (ou custo) em cada época de decisao é contabilizada usando tanto r
como R:

R(s,a) =r(s,a)+ /000 Z

s'eS

u

[/ e "R(s,s,a)T(s'|s,a)dt| F(duls,a).
0

A funcao R j4 inclui o fator de desconto, que para SMDPs ¢é v = e,

Pode-se também definir @ : S x R x S x A — [0, 1], uma fungao d& a probabilidade
de a proxima época de decisao acontecer antes ou exatamente em um momento ¢, e o
sistema, estar no estado s’ nesta proxima época de decisao, dado que o estado na tultima
época de decisao era s, e a acao executada foi a. Esta funcao é definida usando T e F":
Qs t|s,a) =T(s'|s,a)F(t|s,a).

Politicas e fungoes valor para SMDP tem a mesma forma que seus equivalentes para
MDPs, e neste trabalho a notacao usada para politicas e fungoes valor serd a mesma para
MDPs e SMDPs. Critérios de performance normalmente definidos para SMDPs incluem
recompensa média e recompensa total descontada ao longo do tempo.

2.3.1 Algoritmos
O mapeamento h pode ser definido para SMDPs como
h(s,a,V) = R(s,a) + Z (s'|s,a)V (s")

s'es

onde m(s'|s,a) é a probabilidade de, estando em s e executando a, o préximo estado ser

s’

m(s’]s,a):/ e Q(dt, s'|s, a).
0

O operador H é:
HV(s) = maxh(s,a,V).

acA
E possivel provar que H para SMDPs é uma contragao, da mesma forma que para
MDPs [69].
A equacao de otimalidade para SMDPs é

Vi(s) = HVig(s)

= rcrlleajc (s,a —1—2 '8, a)Viy1(s')

Como descrito por Puterman [69] e Bertsekas [14], é possivel usar iteragao de valores,
iteracao de politicas e programacao linear para determinar a solucao étima de SMDPs
simplesmente trocando Y7'(s'|s, a) por m(s’|s, a). Singh, Tadi¢ e Doucet mostram também
um método para a solugao de SMDPs que usa busca pelo gradiente [80].
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2.4 Sumario

Este capitulo apresentou os processos de Markov completamente observaveis, os processos
semi-Markovianos e os algoritmos classicos para solugao destes. MDPs e SMDPs sao estu-
dados extensamente por Puterman [69] e Bertsekas [14]. Boutilier, Dean e Hanks [16] ofe-
recem uma visao geral de planejamento, processos de Markov e complexidade de solugoes.






Capitulo 3

Processos de Decisao de Markov
Parcialmente Observaveis

Este capitulo descreve os processos de decisao de Markov parcialmente observaveis (parti-
ally observable Markov decision processes — POMDPs). Um POMDP é uma generalizagao
de MDPs onde o estado atual do sistema nao necessariamente é conhecido. Ao invés disso,
o tomador de decisoes se lembra das agoes que executou e das observacgoes que percebeu ao
longo do tempo, e tenta usar estas informagoes para tomar a proxima decisao. E comuim,
por exemplo, que ao invés de um “estado atual do sistema”, uma distribuicao de proba-
bilidades sobre os estados seja mantida enquanto as decisoes sao tomadas. POMDPs sao
mais dificeis de resolver que os MDPs, mas sao mais expressivos.

POMDPs podem ser usados para modelar problemas em muitas areas diferentes.
Anthony Cassandra [20] mostra possibilidades em manutengao de maquinas, navegagao
de robos, controle de elevadores, visao computacional, modelagem de comportamento em
ecossistemas, problemas militares, diagndstico médico, educacao e varias outras areas.
Alguns casos notaveis de aplicacao sao o trabalho de Hauskrecht com a modelagem de
doengas isquémicas do coragao [35, 38, 36]; o trabalho de Joelle Pineau, que usou POMDPs
para modelar o comportamento de um rob6 para ajudar idosos a se lembrarem de seus
compromissos, acompanhé-los e guiar (de maneira limitada) didlogos [60]; e o trabalho
de Pascal Poupart, que implementou um sistema que acompanha o comportamento de
pacientes com deméncia, monitorando-os com uma camera e ajudando com os passos para
lavar as maos, entre outras coisas [65]. Como um exemplo, podemos considerar o seguinte
problema:

Uma pessoa estd em uma sala onde ha duas portas. Atras de uma das portas hd um
tigre, que a pessoa deve evitar, e a outra porta é uma saida segura do local onde ela esta.
Por um certo niimero de vezes, a pessoa pode escolher entre trés acoes possiveis:

e Ouvir (para tentar determinar atras de qual porta o tigre estd);

25
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e Abrir a porta a esquerda;

e Abrir a porta a direita.

Depois de algum tempo, o tomador de decisoes decidird por abrir uma das portas,
quando devera finalmente encontrar-se com o tigre ou fugir em seguranca. Ao ouvir, no
entanto, ele pode mudar seu grau de certeza sobre qual porta esconde o tigre. Cada vez
que ouve, ele obtém uma de duas observacoes:

e O tigre parece estar atrdas da porta da esquerda;

e O tigre parece estar atras da porta da direita.

Estas observacoes, no entanto, podem nao corresponder a realidade, porque ele pode
ter se confundido ao tentar determinar de que porta vem o ruido produzido pelo tigre.
Ele pode, no entanto, ouvir mais vezes, a fim de aumentar seu grau de certeza.

H4, como podemos ver, incerteza quanto ao estado atual do sistema (o tomador de
decisdes nao sabe atrds de qual porta o tigre estd); apds cada a¢do, uma observacao é
recebida (que ndo necessariamente informa com total certeza o estado atual); e cada agao
pode resultar em uma recompensa (positiva ou negativa). Veremos mais adiante como
modelar este problema formalmente como um POMDP.

Definicao 3.1 (POMDP)
Um processo de decisio de Markov parcialmente observdvel (POMDP) é uma tupla (S,
A, T, R, Q, O), onde:

e S é um conjunto de estados em que o processo pode estar;
e A € um conjunto de acoes que podem ser executadas em diferentes épocas de decisao;

e T :SxAxS — [0,1] € uma funcao que dd a probabilidade de o sistema passar
para um estado s', dado que estava no estado s e a agao executada foi a;

e R:SxAwr R éuma funcao que dd o custo (ou recompensa) por tomar uma decisao
a quando o processo esta em um estado s;

e () € um conjunto de observagoes que sao obtidas em cada época de decisao;

e O:S5XxAxXQw+— [0,1] € uma fungdo que dd a probabilidade de uma observagao o
ser verificada, dados um estado s e a ultima acdo a executada.
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Em um POMDP nao ha a possibilidade de se observar diretamente o estado em que
o sistema estd em um dado momento, ou seja, o tomador de decisoes nao sabe o estado
atual s (ao contrario do que acontece em um problema modelado como MDP). No entanto,
cada acao tem como resultado alguma observacao que é probabilisticamente relacionada
ao estado do sistema.

Definigao 3.2 (Estado de informagao)
O estado de informacao I, representa o conhecimento que se tem sobre o sistema na época
de decisao k, e consiste de:

e Uma distribuicao de probabilidades sobre os estados na primeira época de decisao,
denotado por by;

e O historico completo de agoes e observagoes, desde a primeira época de decisao.

O espaco de todos os estados de informacao para um POMDP P sera denotado por
Z(P). Quando nao houver ambiguidade, Z serd usado no lugar de Z(P).

Uma politica para um POMDP deve mapear estados de informacao em agoes.

Agora podemos formular o problema do tigre como um POMDP:

e S: hé dois estados, tigre_esq e tigre_dir;

e A: ha trés agoes, ouvir, abrir_esq e abrir_dir;

T: nenhuma agao altera o estado do sistema (por mais que o tomador de decisoes
goste da idéia, abrir portas ou ouvir nao farao o tigre mudar de lugar!);

R: h& uma recompensa positiva para abrir a porta onde o tigre nao estd, e uma
recompensa negativa (custo) para abrir a posta onde o tigre est4;

2: ha duas observagoes, tigre_esq e tigre_dir;

e O: a agao ouvir da a observagao correta com probabilidade 0.9.

O problema modelado desta forma pode ser resolvido por algoritmos que determinam a
politica 6tima para POMDPs. Esta politica receberd como entrada o estado de informacao
atual, e a saida sera a recomendacao de uma acao que maximiza a recompensa esperada
do tomador de decisoes.
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o (nova observagao) )
ambiente
a (agao
executada
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7 (estimador )

de estados de 7 (politica)

informagao) I (novo estado

de informagao)

Figura 3.1: Funcionamento de um sistema modelado como POMDP.

3.1 Dinamica de sistemas modelados como POMDPs

A dinamica de um sistema modelado como POMDP é mostrada na Figura 3.1: a cada
época de decisao, o tomador de decisdes verifica o estado de informagao atual (I na
figura), a dltima agdo executada e a tltima observacao obtida do ambiente. A partir
desses dados, um estimador de estados de informagao (7 na figura) determina um novo
estado de informacao, que é usado como entrada para uma politica 7, que determina a
proxima acao a ser tomada. Esta acao tem um efeito sobre o ambiente, que retorna uma
observagao o. Na préxima época de decisdo, esta observagao (e a tltima agao executada)
serao usadas para determinar o proximo estado de informacao.

A maneira mais direta de representar estados de informagcao é como uma lista de acoes
e observagoes executadas desde a primeira época de decisao (além da distribuigao inicial de
probabilidades sobre os possiveis estados): o estado de informagao na época de decisao k
poderia ser denotado I, = (bo, ag, 09, a1,01,** ,ar_1,0k_1), onde by é a distribuigao inicial
de probabilidades sobre os estados. Modificar um estado de informacao representado desta
forma é trivial: basta adicionar o par (a,0) com a ultima acdo e a observacao resultante.

No entanto, uma politica para POMDP teria que mapear o espaco Z de todos os
estados de informacao em acoes, e a enumeracao de todos os possiveis histéricos de um
processo é inviavel. Usa-se, entao, uma estatistica suficiente para representar o estado de
informacao atual. Uma estatistica muito usada para representar estados de informagao
¢é o estado de crenc¢a, uma distribuicao de probabilidades sobre os possiveis estados do
sistema. POMDPs onde o estado de informacao é representado desta forma sao muitas
vezes chamados de belief POMDPs (POMDPs de crenca). Em um POMDP com |S)|
estados, o espaco dos estados de crenga é um (|S| — 1)-simplex. A Figura 3.2 mostra o
espaco de estados de crenca para um POMDP com quatro estados, sg, s1, $2 € s3. A figura
mostra apenas os valores para os estados s, s3 € S3, ja que o valor de sy pode ser calculado
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a partir dos outros (porque a soma das probabilidades associadas aos estados deve ser um).
Este trabalho denota estados de crenca por b, e quando conveniente b é usado como um
vetor, sendo b(s) o s-ésimo elemento do vetor (que é o valor da probabilidade de o sistema
estar no estado s).

s3

Figura 3.2: Simplex definido por todos os possiveis estados de crenca em um POMDP
com quatro estados

3.1.1 Modelos de observacao

Em POMDPs, observacoes estao sempre associadas a estados e acoes. Ha varias maneiras
de definir como esta relagao ocorre. Algumas delas sao:

e Modelo de observagoes para a frente (forward triggered): a observagao na época
de decisao k estd relacionada a agdo anterior (em k — 1) e ao estado resultante
(em k). Ou seja, a fungao de probabilidade de observagao poderia ser denotada
O(o"|s*,a*~1), se indices fossem usados para indicar as épocas de decisao de o, s e
a;

e Modelo de observagies para trds (backward triggered): a observac¢do na época
de decisao k depende do estado e da acao na época de decisao £k — 1. Ou seja, a
funcao de probabilidade de observacao poderia ser denotada como O(o|s*~1, a*~1);

e Modelo de observagoes com atraso (delayed): uma agao na época de decisao k
acarreta uma observacao em alguma outra época de decisao k + j (possivelmente
varias épocas & frente); a fungao O poderia ser denotada por O(o*|s*=7, a*=7).

E possivel formular problemas como POMDPs de crenca para os modelos para tras,
para a frente e também para combinacoes de ambos (onde algumas agoes acarretam
observagoes no futuro, e outras imediatamente). Para o modelo com atraso, ndo é possivel
usar apenas um estado de crenga como estatistica suficiente para o estado de informagao,
mas Hauskrecht mostra que para este caso é possivel usar o estado de crenca e a lista das
ultimas k observacoes, onde k é a maior demora possivel para uma observagao [36].
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A escolha do modelo de observacao depende do problema sendo modelado, e é possivel
usar diferentes modelos de observacao para diferentes observagoes no mesmo POMDP.
Neste trabalho, o modelo “para a frente” é usado nas discussoes tedricas.

3.2 POMDPs como MDPs sobre estados de crencga

Um POMDP pode ser formulado como um MDP onde o conjunto de estados é o simplex
de estados de crenca, da seguinte maneira:

e B={be R Z‘,ﬂgl bp =1, by > 0} contém todos os possiveis estados de crenga
(o espago de estados ¢é infinito);

e As agoes A sao as mesmas que no POMDP original;

e O estimador de estados 7 : B x A x ) — B define o préximo estado de crenca,
dados o estado de crenga anterior (b), a ultima agao (a) e a dltima observagao (o).
Se as observagoes sempre forem causadas pela acao executada na época de decisao
imediatamente anterior, e sabemos que o estado de crenca atual é b, a ultima acao
executada foi a, e a observacao resultante foi o, o estimador de estados pode calcular
o proximo estado de crenca b’ a partir do estado anterior b usando o teorema de
Bayes. Seja b,(s) a probabilidade de o novo estado ser s, dado que a agao a foi
executada:

ba(s) = _T(s|s',a)b(s"),
s'eS

e seja b, (0) a probabilidade de a préxima observagao ser o, sendo que a foi executada:

ba(0) = > O(ols, a)ba(s).

seS

O novo estado de crenga b’ é composto pelas probabilidades '(s):

O(ols,a)by(s)
ba(0)
O(ols,a) Y e T(s]s',a)b(s") ‘
D ves [0(0]8",a) 3o nes T(s']s", a)b(s")]

b(s) =

e A funcao 7" da a probabilidade de o sistema passar de um estado de crenca b para
outro, b, ap6s executar uma agao a:

T'(V|b,a) = P(V'[b,a) = Y _ P(¥/|b,a,0)P(olb, a),

o€
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onde

— K.
1 se7(ba,0) =10,
0 em caso contrario;

P(/|b,a,0) = {

e A funcao de recompensa p é definida para estados de crenca, e déd a esperanca
da recompensa de cada acao, dadas as probabilidades de o sistema estar em cada
estado:

p(b,a) =Y b(s)R(s,a). (3.1)
seS

A solugao para o MDP sobre espago continuo de estados (B, A,T", p) é a solugao para

o POMDP usado para construi-lo 36, 19].

3.3 Politica

Os mesmos critérios de otimalidade usados para MDPs podem ser usados para POMDPs,
e a definicao de politica 6tima para POMDP ¢é a mesma que para MDPs, exceto por um
fato: a politica para POMDPs deve mapear estados de informacao, e nao estados, em
agoes. Similarmente, fungoes valor sdo definidas para POMDPs (mapeando estados de
informagcao em valores). Como a Definigdo 3.3 mostra, uma politica para POMDP pode
ser vista como uma politica para o MDP sobre estados de informacao.

Definig¢ao 3.3 (Politica para um POMDP)

Dado um POMDP P = (S, A, T, R, Q,0), uma regra de decisao para P em uma época

de decisao k € uma funcao dy : T — A que determina uma acdo, dado um estado de

iformacao para P. Para POMDPs de crenca, a regra de decisdo pode ser dy : B — A.
Uma politica para um POMDP é um conjunto m = {dy,dy,--- ,d,_1} de regras de

decisao para P.

Definigao 3.4 (Fungao valor de uma politica para um POMDP)

Seja P um POMDP e m uma politica para P. A funcao valor da politica P é um mape-
amento V™ : T +— R de estados de informagao em recompensas esperadas para a politica
m, de acordo com o critério de otimalidade escolhido.

As definigoes de espaco de estados e politica 6tima para MDPs podem ser usadas para
POMDPs, com Z (ou B) no lugar de S. Também a fungao @ ¢é definida para POMDPs
como

Q(b,a) = p(b,a) +v>_ Pr(olb,a)V™(7(b,a,0)), (3.2)
0€Q
onde 7 é a fungdo de transigdo para estados de crenga (definida na péagina 30), e p(b,a) é
a recompensa imediata para uma acao em um estado de crenca b, definida na Equacao 3.1
(na pédgina 31).
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Enquanto politicas para MDPs podem ser representadas de maneira simples, politicas
para POMDPs devem representar o mapeamento de um espaco infinito de estados em
agoes (ou valores). A Defini¢ao 3.3 para politica é direta e simples, mas a representagao
usada para a politica depende da maneira como estados de informacao sao representados e
dos algoritmos usados para a solucao do POMDP. Na discussao a seguir o termo “politica”
tem seu significado extendido para fungoes valor, planos condicionais e outras formas de
representar o mapeamento de estados de informagao em agoes.

3.3.1 Hiperplanos

Esta ¢ a representagao normalmente usada em algoritmos exatos. Mantém-se um con-
junto de vetores associado a cada acao, onde cada vetor define um hiperplano, dando a
recompensa esperada para aquela acao, dado o estado de crenca. Cada vetor, quando
multiplicado por um estado de crenca b, dard a recompensa esperada desde que a agao
associada a ele seja tomada, e a politica 6tima seja seguida até a ultima época de decisao.
Este conjunto de hiperplanos é normalmente denotado por I'.

A representagao por hiperplanos s6 é possivel devido a um fato demonstrado por
Sondik [78]: a politica étima para POMDPs de horizonte finito é formada por segmentos
de hiperplanos, conforme o Teorema 3.1.

Definigao 3.5 (PWLC)

Uma fung¢ao valor V' (que pode ser descrita por um conjunto T' de vetores) é PWLC
( “piecewise convex and linear”, ou “convera e composta de segmentos de hiperplanos”)
se pode ser calculada como

V(b) =max » b(s)a(s).

acl

Teorema 3.1 (da forma das fungoes valor para POMDPs)
A fungao valor otima em qualquer época de decisao para um POMDP de horizonte finito
¢ PWLC.

A Figura 3.3 mostra um exemplo de politica usando esta representacao. Nesta figura,
o estado de crenga vai de zero a um, representando p(sg). Temos dois estados, e p(s;) =
1 —p(so)-

Cada hiperplano representa o valor esperado para uma acgao; o trecho onde um hi-
perplano domina todos os outros é aquele onde a acao representada por ele é 6tima. Na
figura, o vetor ay é inttil (porque é dominado pelos outros). A agado representada pelo
vetor a; é 6tima sempre que o estado de crenga tiver p(sg) > 0.7. A acdo do vetor ay é
6tima quando 0.4 < p(s;) < 0.7, e a do vetor ag quando p(sg) < 0.4.
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Figura 3.3: Politica para POMDP representada como conjunto de hiperplanos.

Para determinar a acao 6tima dado um estado de crenca b, basta escolher o vetor «
que, multiplicado por b, da o maior valor:

Para horizonte infinito, a fungao valor étima pode nao ser PWLC, mas é aproximéavel
por uma fungao PWLC.

3.3.2 Discretizacao

O simplex do espaco dos estados de crenga pode ser discretizado e mapeado em agoes
[47, 90, 72]. Esta técnica é utilizada com algoritmos de aprendizado, e claramente leva a
uma solucao nao-exata. A grade obtida pela discretizacao pode ter granularidade e regu-
laridade diferentes dependendo do algoritmo. Alguns destes algoritmos sao apresentados
na subsecao 3.4.3.

3.3.3 Planos condicionais

Uma politica pode ser vista como um plano condicional [44], possivel de se represen-
tar como uma &arvore ou como fungao recursiva (como na Figura 3.4). Nas duas repre-
sentagoes, o plano (p) comeca recomendando a agdo a; e indicando o préximo plano
(p1 nas fungdes recursivas). O novo plano, dependendo da observacao (o3 ou 0g), pode
recomendar a; ou ao, e assim por diante.
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3 2 p1(03) =< aq, p2 >
a @ p1(02) =< aqg, p3 >

0 0, o p2(02) =< az >
o, p3l01) =< a1 >
=< ag >

)
3 3
ONORONONCO R

Figura 3.4: Politica para POMDP representada como arvore e como plano recursivo.

3.3.4 Controladores finitos

Uma forma de representar politicas de horizonte infinito é usando controladores fini-
tos [32]. Estes controladores sao similares aos planos condicionais representados como
arvores, exceto que formam ciclos fechados. Cada estado representa uma acao, e as
arestas representam observacoes. Ao executar uma acao em um estado e obter uma ob-
servacao, o proximo estado ja é determinado. Um exemplo de controlador é mostrado na
Figura 3.5.

Figura 3.5: Politica para POMDP representada como controlador de estados finitos.

O controlador pode também ser estocastico: para cada estado do controlador, ha uma
distribuicao de probabilidade sobre as agoes. A acao tomada naquele estado é escolhida
pelo controlador de acordo com esta distribuicao. A distribuicao das probabilidades de
geracao de cada agao é escolhida de forma a maximizar a recompensa esperada em um
horizonte infinito.
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3.3.5 Aproximacao por redes neurais

Redes neurais podem ser treinadas para aproximar a politica 6tima, e quando alimentadas
com um estado de crenga, responderao com a agao étima [45].

3.3.6 Histdricos limitados

Uma outra abordagem é manter apenas parte do histérico (por exemplo, as ultimas k agoes
e observagoes) como estado de informacgao, e usar uma politica que faga o mapeamento
destas sequéncias em acgoes [59, 46].

3.4 Algoritmos

O problema de se encontrar uma politica étima para um POMDP é P-ESPACO dificil [55]
para horizonte finito, e indecidivel para horizonte infinito (mas decidivel e P-ESPACO
dificil para e-aproximacoes [36, 2]). A dificuldade em resolver POMDPs esta principal-
mente em dois fatores:

e A maldi¢ao da dimensionalidade: para um problema com |S| estados, a politica
6tima deve ser definida sobre um espago continuo de dimensao |S| — 1;

e A maldicao do historico: a busca pela politica 6tima assemelha-se a uma busca
em largura por todos os possiveis historicos de agao e observacao, simulando o
POMDP. O numero de sequéncias de agao e observagao cresce exponencialmente
com o horizonte de planejamento.

H&, no entanto, uma série de algoritmos aproximados e heuristicas que apresentam
bom desempenho na préatica [39, 60, 65, 68]. Os algoritmos apresentados neste trabalho
foram desenvolvidos para POMDPs de crenca. Ha uma distingao importante a ser feita
entre dois problemas que estes algoritmos resolvem:

e Horizonte finito: para horizonte finito e politica nao-estacionaria, conhecemos ape-
nas os algoritmos de iteracao de valores (que também convergem para a solugao
6tima no caso de horizonte infinito) e alguns dos algoritmos baseados em pontos de

crencag

e Horizonte infinito: Todos os outros sao algoritmos para horizonte infinito, e muitos
convergem para uma e-aproximacao da politica 6tima.
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3.4.1 Iteragao de Valores

A iteracao de valores é a forma cléssica de resolugao de POMDPs. Estes sao algoritmos de
programagao dinamica que resolvem o problema para horizonte finito de forma exata (e
por isso sdo muito ineficientes), e conseguem e-aproximagoes para problemas de horizonte
infinito.

O valor de um estado de crenca na época de decisao k pode ser dado por

Vi(b) = max y b(s)a(s),
seS

onde I'y, é um conjunto de hiperplanos de dimensao |S| representando a fungao valor para
a politica. Se a politica for estacionaria, I'y serd o mesmo para todo valor de k.

Assim, V é para POMDPs o conjunto de todas as fungoes f : B — R. Da mesma
forma que para MDPs, um mapeamento h : B x A x V +— R da o valor de uma ac¢ao em
um estado de crenca, somado ao valor de se prosseguir com a politica 6étima:

h(b,a, V)= p(b,a)+7 ) Prolb,a)V(r(b,a,o0)).

seS 0N

O operador H : V +— V de melhoria de politica para POMDPs é:
HV(b) = max h(b,a, V).
e a equacao de otimalidade para POMDPs é
HVi(b) = maxh(b,a,Vii1)

acA
= Ianea}; p(b,a) + 7 ZQ Pr(o|b, a)Vis1(7(b, a,0))

Os diferentes algoritmos de iteracao de valores baseiam-se nesta equacao de otimali-
dade, e funcionam basicamente da mesma forma, mostrada no Algoritmo 3.1. A funcao
valor nestes algoritmos é representada por conjuntos de hiperplanos denotados I';, onde
7 ¢ o numero da iteracao do algoritmo. A diferenca entre os algoritmos de iteracao de
valores estd apenas na forma como calculam I'; a partir de I';_;. Hiperplanos evitam a
representacao de pontos de crenca diretamente, uma vez que o espaco de crenca ¢ infinito
(e apenas uma parte dos pontos poderia ser representada). Usando o fato de que

Vi(b) = max 3 _b(s)a(s),
seS

o mapeamento h e o operador H sao redefinidos, e a equagao de otimalidade pode ser

I, = U {ra—l—’yZMa"’a}UFkH.

a€A 0€N
aeFk+1

escrita como
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Apés fixar a e 0o, M*° é uma matriz |S| x |S|, que para cada par de estados s; e s,
dé a probabilidade de se chegar a s; observando o (ou seja, p(s;,o0|s;, a)). Além disso, r,
¢ um vetor coluna com as recompensas imediatas (r,(:) = R(s;, a)).

Entrada: Um POMDP (S, A, T, R, 2, 0O), e horizonte z.
Saida: Um a politica nao-estacionaria I'. O conjunto I'; representa a funcao valor
para a época de decisao z — i.

1 para cada a € A faga

2 para cada s € S faga
3 | ra(s) — R(s,a)

4 fim

5 FO — F[) U {T‘a}

6 fim

para i « 1 até z faca

8 ‘ I'; « passo_dp(T';_4)

9 fim

10 Devolva(T")

Algoritmo 3.1: Iteracao de valores para POMDPs com horizonte finito.

~

Algoritmo de Sondik

O algoritmo mais simples (e menos eficiente) que se conhece ¢é o algoritmo de enumeragao
de Sondik [77], que enumera todas as observagoes e agbes possiveis em cada passo de
programacao dinamica.

Para construir o conjunto I';, o algoritmo de Sondik considera todos os planos con-
dicionais para serem usados depois de cada acao que poderia ser executada na época de
decisao. Cada possivel mapeamento de observacoes em vetores de I';_; é um dos possiveis
planos a serem seguidos. Assim, um novo vetor em I'; serd gerado para cada possivel per-
mutacao de vetores a de I';_1, sendo que as permutagoes tem tamanho [Q2|. Isso porque
temos que considerar cada possivel acao a ser tomada na atual época de decisao, e para
cada uma delas, todos os planos que mapeiam observagoes resultantes em vetores « da
préxima época de decisao. A Figura 3.6 mostra a construcao de I'y a partir de I'y, com
|A] = 4 ¢ |Q| = 3. O niimero de permutacgoes de observagoes e vetores é |I';_1]Yl; como
todas as permutacoes devem ser geradas para cada uma das agoes possiveis, o numero de
vetores em I'; é |A||T;_1|¥l. A Tabela 3.1 mostra o tamanho dos conjuntos I'; para alguns
passos, usando os parametros do exemplo mostrado.

A equagao de recorréncia para o nimero de vetores (cuja geragao é a parte mais custosa
do algoritmo) é T'(|A|, |9, 2) = |A|T(JA[,]9|, z—1)¥. Se considerarmos que a construcio
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Cada permutagdo de tamanho |Q]
compostas de vetores a € I';_1 é us-
Para cada agao em A ada para gerar um vetor em I';

=

256 vetores em I';

4 vetores em I';_4

|A||T;_ 1! vetores sdo gerados

-
-

Figura 3.6: Um passo de programagcao dinamica do algoritmo de Sondik.

’ Passo \ Numero de vetores ‘

0 To| = 4
1 Ty = 256
2 T2 = 67108864
3 [ |Ts] = 1.2089 x 1021

Tabela 3.1: Evolucao do tamanho da representacao da politica gerada pelo algoritmo de
Sondik, com |[A] =4 e [Q] = 3.

de cada vetor a toma tempo O(|5]), temos a complexidade de tempo do algoritmo igual a
|S||A]7| A = O(|S||AI¥F) — exponencial em || e duplamente exponencial no horizonte
2.

Algoritmo de Monahan

Ao gerar um novo conjunto ['y, normalmente sao gerados mais vetores que o necessario,
havendo entao uma grande quantidade de vetores dominados que, se eliminados da re-
presentagao, reduzem o tempo de execugao do algoritmo. Uma representacao da fungao
objetivo sem vetores dominados é chamada de representacao parcimoniosa, e pode ser
obtida por programacao linear [19].

O algoritmo de Monahan [52] é semelhante ao de Sondik, exceto por fazer um teste de
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Entrada: Conjunto I'y_; de vetores, descrevendo a funcao objetivo no passo k — 1.
Saida: Conjunto 'y de vetores, descrevendo a fungao objetivo no passo k.

I —0
para cada a € A faga
para cada a € [',_; faga
T TU {1 +7 Toeq Moa)
fim
fim
Devolva I’

o =T L ' N VU R

Algoritmo 3.2: passo_dp - algoritmo de Sondik.

dominancia no conjunto de vetores ao final do passo de programacao dinamica, retornando
uma representagao parcimoniosa da funcao.

Algoritmo de suporte linear de Cheng

O algoritmo de suporte linear, proposto por Cheng [22], constréi a fungao valor gradual-
mente, procurando pela vizinhanca de vetores titeis. Em uma funcao objetivo represen-
tada por um conjunto de vetores I', para cada vetor a nao-dominado, existe um estado
de crenca b onde Vo € I', ab > o'b. Este estado de crenca é chamado de testemunha
(witness) do vetor a, porque prova que o vetor é til.

O algoritmo escolhe um vetor inicial, como se este representasse perfeitamente a fungao
valor. Em seguida, procura outros vetores, que mostrem que aquele vetor inicial nao é
6timo em todo o espago de crenca, pesquisando uma sequéncia de vetores “geometrica-
mente vizinhos” que também devem ser incluidos na funcao valor. Na Figura 3.7, por
exemplo, o vetor o foi adicionado inicialmente a IA‘Z Com um tnico vetor, ha dois pon-
tos extremos. Um fica na borda do estado de crenca, e o outro em um ponto interno.
O algoritmo seleciona o ponto interno, e verifica que ag nao é 6timo naquela regiao: a
testemunha disso é aq, que é 6timo. O novo vetor a; é adicionado a ﬁ O Algoritmo 3.3
detalha este procedimento.

O algoritmo de Cheng depende de dois pontos importantes:

e Dado um vetor ttil of € T';, computar todos pontos extremos da regiao definida por
af tais que of seja 6timo na regido definida por I';. Idealmente, o algoritmo deveria
verificar apenas os vértices a partir dos quais possa gerar vetores tteis;

e Computar vetores tteis para um dado estado de crenca (pode haver vetores que sao
6timos apenas para um ponto).
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Segundo vetor em fi, incluido

porque e otimo em um ponto ex- Primeiro vetor do conjunto I';
tremo da regiao definida por «q v
» '
(6%)] (%))

a3 a1

Ponto onde o algoritmo encon- <----
trou um vetor que domina

Figura 3.7: Construcao da fungao valor usando o algoritmo de suporte linear de Cheng.

A discussao dos detalhes destas duas tarefas estd fora do escopo deste trabalho, mas
pode ser encontrada no trabalho de Hauskrecht [36].

O algoritmo “Witness” de Cassandra, Kaelbling e Littman

Cassandra, Kaelbling e Littman propuseram um algoritmo chamado de “witness” [19],
parecido com o de Cheng. A diferenca entre o algoritmo de Cassandra e o de Cheng é que
o algoritmo de Cassandra encontra vetores I'{ para cada agao, uma por vez, determinando
fungdes valor Q(-,a), e depois as combina para formar uma tnica fungao valor I';. Este
algoritmo tem a vantagem de sempre conseguir, para um dado vértice, determinar apenas
pontos no estado de crenca para os quais ha a certeza de haver vetores tteis a serem
incluidos em I'; (o algoritmo de Cheng faz uma busca exaustiva, testando pontos que
podem nao gerar qualquer vetor 1til). A parte mais custosa do algoritmo é a enumeragao
de todos os vértices da regiao.

O algoritmo incremental pruning, de Zhang e Liu

Outro algoritmo, proposto por Zhang e Liu [87, 21] é o incremental pruning. Os autores
do algoritmo verificaram que o teste de dominancia é muito caro se realizado para todos
os vetores de uma s6 vez. O algoritmo faz testes de dominancia apds calcular vetores
para cada acao e conjunto de observagoes. O Algoritmo 3.4 mostra a construcao da
fungao valor por incremental pruning. O simbolo @ representa adigao de pares (I'y &'y =
{a1 + as|lag € T, ay € Ty}).



3.4. Algoritmos 41

Entrada: Um conjunto I';_; de vetores representando a funcao valor da iteracao
anterior.
Saida: Um conjunto I'; de vetores representando a fungao valor da i-ésima iteracao.

1 b+ ponto qualquer do espaco de crenca

2 IA‘Z «— conjunto de vetores lteis para b

3 marque todos os vetores em fl

4 enquanto hd um vetor marcado em ﬁ faca

5 a «— algum vetor de ﬁ que tenha sido marcado

6 E — todos os pontos extremos da regiao para qual o dd valor 6timo (usando

outros valores de f‘\l)
para cada V' € E faca

o/ « algum vetor 1util para v/
9 se o/ ¢ I'; entdo
10 [ — I u{a}
11 marque o’
12 fim
13 fim
14 fim

15 Devolva I';

Algoritmo 3.3: Construcao da funcao valor I'; usando o algoritmo de suporte linear
de Cheng.

Convergéncia

Da mesma forma que para MDPs, o operador H para POMDPs é uma contragao. Isto
garante a convergéncia do algoritmo de iteracao de valores para horizonte infinito. No
entanto, a fungao valor converge para uma aproximagao da solucao 6tima. A fungao valor
6tima para um POMDP nao é necessariamente PWLC, como no caso de horizonte finito,
mas pode ser aproximada por uma funcao PWLC para o critério da recompensa total
descontada.

Diferentes critérios de parada podem ser usados com o algoritmo de iteragao de valores,
resultando em diferentes aproximacoes. Alguns dos critérios normalmente usados sao:

e (Convergéncia erata: pode-se exigir que as funcoes valor I'; e I';_; sejam idénticas
para que o algoritmo pare. No entanto, este critério nao serd sempre satisfeito;

e Residuo de Bellman (também chamado de erro de Bellman): o erro e é a distancia
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Entrada: Conjunto de vetores I';_;, descrevendo a funcao objetivo no passo i — 1.
Saida: Conjunto de vetores I';, descrevendo a fungao objetivo no passo i.
[0
para cada a € A faga
I, 0
para cada o € () faga
para cada a € I';_; faca
Loo prune(ﬁrd + yM*°a)
Iy < prune(l', & ')
fim
[' — prune(I' UT,)

© W N O A W N -

fim

fim
Devolva I’

[
N = O

Algoritmo 3.4: passo_dp - incremental pruning.

maxima entre as duas fungoes valor:

e = max [ba —ba'];

acl;

a’el;_q
beB

e Convergéncia fraca: pode-se usar como erro também a distdncia méxima entre os
valores de I'; e I';_; para crenca igual a 1 em cada estado:
e = max [a(s)—a'(s)].
acl’;

o'el;_q
seS

, N . 1—
Para o residuo de Bellman e convergéncia fraca, o algoritmo para quando e < Z 2—77,
onde Z é um parametro de entrada.

3.4.2 Iteragao de Politicas

Os métodos de iteracao de valores representam a politica como conjunto de hiperplanos,
realizando uma busca no espaco de funcoes valor. Como ja visto, a politica para um
POMDP pode ser também representada como um controlador de estados finitos. H&
algoritmos que representam a politica como controladores, mantendo paralelamente uma
representacao por hiperplanos para poder avaliar o controlador. Estes algoritmos realizam
a busca no espago de politicas. Aqui sao apresentados os algoritmos de iteragao de politicas
de Hansen e o BPI de Poupart. Além destes, ha também métodos de subida pelo gradiente
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para determinacao de um controlador para POMDPs, como o de Aberdeen e Baxter [1, 3],
o de Meuleau e outros [50], e o Pegasus de Ng e Jordan [54].

Algoritmo de Hansen

O método apresentado a seguir tem muito em comum com os algoritmos de iteracao de
valor.

Sondik [77] desenvolveu um algoritmo de iteragao de politicas para POMDPs, pouco
usado na pratica por ser dificil de implementar. Hansen [33, 34] prop6s um algoritmo
de iteragao de politicas mais simples e eficiente que o de Sondik; o algoritmo de Hansen
representa a politica como um controlador de estados finitos, e pode ser usado para
resolver POMDPs de horizonte infinito. Cada estado k do controlador representa um
plano condicional que inicia com uma agao a(k), e as arestas entre estados sao observagoes.
Quando o tomador de decisoes estiver em um estado k, executara a acao a, e escolhera o
préximo estado de acordo com a observacao obtida.

O algoritmo de Hansen computa uma série de controladores finitos (7, 71, . .., 7,) tais
que no limite (quando n — o0), 7, converge para a politica 6tima 7*. Para melhorar uma
politica, o algoritmo repete dois passos: a avaliagao da politica e a melhora da politica.

Durante a avaliacao de um controlador de estados finitos m;, o algoritmo calcula um
conjunto I'; de vetores « correspondente a 7; (este passo é uma simples tradugao da
politica de uma representagao para outra) Para isto, resolve o seguinte sistema linear:

Vs e S, Vk € K,
of = R(s,a(k)) +v > T(s|s,a(k))O(ols, a(k))al" (3.3)
s'eS,0e

onde K é o conjunto de estados do controlador finito e ¢(k, 0) é o indice do préximo estado

k

+ € o valor do vetor « associado ao estado

do controlador caso a observacao o aconteca, e «
k do controlador e o estado s do POMDP.

No passo de melhora da politica, um passo de programacgao dinamica ¢é aplicado a
funcao valor V' do controlador atual, e uma nova fungao valor V' é obtida. Cada vetor «
da nova funcao valor tem uma acao e um plano condicional associados — e ¢ adicionado
como um novo estado do controlador. Apés a adicao de novos estados, a fungao valor passa
por teste de dominéncia: se o valor (o vetor @) em um estado é completamente dominado
por algum outro vetor, este estado é removido. Quando um estado k é removido e ha
arestas entrando em k, estas sdo redirecionadas para o estado que dominava k (e causou
sua remogao). A Figura 3.8, da tese de doutorado de Pascal Poupart [65], mostra a
eliminacao de um estado: uma funcao valor V continha dois vetores, n; e ny. Apds
a melhora da politica, dois novos vetores (e dois novos estados do controlador) foram
adicionados: ng e ny. O vetor ny é completamente dominado por ny, e por isso é removido.
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01

Ny '—5‘
‘.. ’ n3 )-
~ n3 ' ---- -
~a ~ »
~o Ple - \‘
A *
A4

02 ¢ .
.
'—th
:7L4 | I
.
‘.'

remocao de nj
fungao valor e controlador

equivalentes

Figura 3.8: Remocao de um estado do controlador no algoritmo de Hansen.

Como havia arestas entrando em ny, elas foram todas direcionadas para n4 (as arestas
sao com a observagao oy, vindo de n3; com a observacao oo, vindo do proprio ny; e com a
observagao os, vindo de ny).

O Algoritmo 3.5 mostra ambos os passos. O critério de convergéncia pode ser o mesmo
usado nos algoritmos de iteracao de valores para horizonte infinito.

O algoritmo de Hansen tem muita semelhanca com os algoritmos de iteracao de valores,
gerando uma quantidade exponencial de vetores o (até |A|| K |1 por passo de programacao
dinamica), e um mesmo numero de estados no controlador. Com isto o controlador acaba
crescendo com um nimero exponencial de estados. Da mesma forma que nos algoritmos
de iteracao de valores, estados dominados sao removidos, mas na pratica o desempenho
do algoritmo é exponencial.

BPI de Poupart

O proximo algoritmo funciona apenas para horizonte infinito, e nao ha prova de con-
vergéncia (como ha para iteracao de valores), mas héd a garantia de que a politica cresce
monotonicamente, e ha um método para escapar de 6timos locais.

Pascal Poupart desenvolveu um algoritmo de iteragao de politicas que limita o cresci-
mento do nimero de estados do controlador chamado Bounded Policy Iteration (BPI) [65,
67, 68]. O BPI também alterna passos de avaliacao e melhoria da politica. O passo de
avaliacao da politica é feito da mesma forma que no algoritmo de Hansen. O passo de
melhoria da politica é mais eficiente, evitando incluir novos estados no controlador. Ao
contrario do algoritmo de Hansen, o BPI pode ficar preso em um étimo local, mas Pou-
part descreve um procedimento para escapar de 6timos locais e relata que o algoritmo
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Entrada: Um POMDP (S, A, T, R,Q,0).
Saida: Uma politica para o POMDP, representada como um controlador C'.
1 Cy + controlador inicial escolhido aleatoriamente, cujos estados sao denotados por
K
21— 0
3 repita
4 I'; «+ avaliacao do controlador C; usando o sistema de equagcoes 3.3
5 Melhore a politica: para cada « € I'; faga
6 se acao e estratégia de v sao idénticos a algum k € K entao
7 ‘ Mantenha k no controlador
8 fim
9 senao se a domina o associado a algum estado k € K entao
10 Mude a acao a e as transicoes de estratégia no controlador para que
sejam as mesmas de «
11 fim
12 senao
13 Adicione um novo estado £’ no controlador, com a agao e a estratégia de
o
14 fim
15 fim
16 Realize o prune de quaisquer vértices que nao tenham vetor o correspondente
em [';, desde que nao seja alcangavel a partir de um vértice com vetor
correspondente em I’
17 1—1+1
18 até que um critério de convergéncia seja atingido

Algoritmo 3.5: Algoritmo de Hansen para POMDPs.

tem muito bom desempenho na pratica.

A observacao chave de Poupart é que o algoritmo de Hansen s6 remove vetores com-
pletamente dominados por um outro vetor, e nao os vetores dominados por toda a nova
funcao valor. Isto é necessario porque o algoritmo de Hansen foi projetado para funcionar
com politicas deterministicas quanto a estratégia de observagao: uma vez que uma acgao
é executada e uma observacao ¢ obtida, a proxima acao ja esta determinada. Isto é dife-
rente do que acontece com os algoritmos de iteracao de valores: apds executar uma agao
e obter uma observacao, o préximo passo é calcular o préximo estado de crenca e entao
escolher a proxima acao.

O algoritmo BPI gera um controlador estocastico de estados finitos: ao invés de uma
observacao ser representada como uma unica aresta no controlador (e levar a um novo
estado que representa uma tnica a¢do), a mesma observacao pode levar a vérios estados



46 Capitulo 3. Processos de Decisao de Markov Parcialmente Observaveis

diferentes do controlador. A distribuigao de sucessores de um par k, o (isto é diferente de
um par agao/observagao, ja que varios estados podem representar a mesma agao) é dada
por o(k,o0, k") = P(K'|k,0) (ou seja, o(k,o0,k’) é a probabilidade de que o préximo estado
do controlador seja k', dado que o estado atual é k e a observagao o foi obtida). Uma
estratégia estocastica de observacao encontra combinagoes convexas dos possiveis estados
sucessores que dominem completamente vetores de estados antigos. A Figura 3.9 mostra
os vetores a de trés estados: ni, ng e ng. O estado ny claramente poderia ser removido,
mas nao o seria pelo algoritmo de Hansen. No entanto, a combinacao convexa de ny e
nz domina completamente ny. O algoritmo BPI elimina ng e redireciona as arestas deste
estado para esta combinacao convexa.

-{---» Uma combinagao convexa
de nq e n3

Figura 3.9: Vetor dominado pela combinagao convexa de outros dois vetores no algoritmo
BPL.

Enquanto o algoritmo de Hansen precisa de um passo de programacao dinamica no
inicio da melhoria da politica, o BPI evita fazé-lo para nao adicionar estados demais
ao controlador. A melhoria é feita considerando um estado por vez, e substituindo este
estado por uma combinacao convexa dos estados que seriam obtidos em um passo de
programagao dinamica, mas sem computar explicitamente este passo.

O BPI usa as seguintes variaveis:

® Caky ko, kg denota a probabilidade de que apos a acao a ser executada, o plano seja
descrito por k- - - k|, da seguinte forma: o préximo estado é k; se a observagao
for 01, k; se a observagao for o;, etc. Por exemplo, se 2 = {09, 01,02}, Caky ke dé
a probabilidade de que este estado do controlador execute a e que em seguida o
proximo estado dependa da observagao obtida: oy — ks, 01 +— kg, 00 — ky;

e ¢, = Zkl,kz,---,kw Cakr iz, kyg € @ probabilidade agregada de todos os planos que
iniciam com a agao a;
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® Cuk, = Zkl,k%.‘.,k0_17k0+1,...,k‘m Cafer hia, o kg € & probabilidade agregada de todos os
planos que executam a e chegam ao estado k, apds observar o;

O seguinte programa linear entao é resolvido para cada estado k:
maximize 9, sujeito a

Vs €S, an(s)+0 < Z caR(s,a) + Z T(s’\s,a)O(o]s’,a)Zcmkoako(s’) :

acA s'€S,0eQ2 keK
Dt =1,
a€EA
Ya € A, an,ko = Cq
ko
Yae A, ¢, > 0,
Vae A,oeQ, cqr, > 0.

Hé |A||K||2] 4 |A| + 1 varidveis no programa linear (as variaveis ¢, x,, as varidveis ¢, e 9).
O valor 6 mede a melhoria da funcao valor para este estado do controlador, e as variaveis
obtidas sao usadas para o estado na construcao do controlador estocastico: o estado k
do controlador escolhera a com probabilidade c,, e depois de receber uma observagao o,
mudard para o estado do controlador k, com probabilidade ¢, g, .

A cada passo do algoritmo, todos os estados antigos do controlador sao descartados e
substituidos por estados novos com funcao valor melhor. A Figura 3.10 mostra o passo
do algoritmo BPI: ha uma funcao valor V' com um vetor para cada estado do controlador
(n1,n9 e ng). O segundo diagrama da figura mostra a melhoria de um dos estados: a
fungao valor que resultaria de um passo de programacao dinamica é mostrada (ny até ny),
e o vetor ny é dominado por uma combinacao convexa de ny e ns. O terceiro diagrama
mostra todos os vetores melhorados. O tltimo diagrama mostra a nova fungao valor (que
ndo é igual a fungao valor que o passo de programacao dinamica teria gerado).

O BPI pode ficar preso em um étimo local, como mostra a Figura 3.11, mas Pou-
part descreve um método para escapar desta situacao, que adiciona um novo estado ao
controlador.

Amato, Bernstein e Zilberstein reportam melhorias no BPI com o uso de programas
lineares com restri¢oes quadraticas ao invés de programacao linear pura [7].

3.4.3 Discretizacao do espaco de crenga

H&a uma classe de heuristicas para resolver POMDPs baseadas na idéia de que deve ser
suficiente planejar para apenas alguns pontos de crenga, e nao necessariamente para todos.
Estes métodos variam na forma como determinam a grade de pontos de crenca usada.
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fungao valor do passo de PD
L 4

vy

Uy

vetor que substituird
V2

B

U1

] 0 (para este vetor)

fungao valor anterior V' melhoria de um estado

ap6s melhoria de todos os estados fungdo valor melhorada V’

Figura 3.10: Melhoria da politica no algoritmo BPI.

Os primeiros métodos baseados em grades de pontos de crenga predatam os métodos
exatos [26, 64]. De acordo com Cassandra, todos apresentavam performance muito ruim
para problemas médios [19]. HA& hoje algoritmos melhores nesta classe [82, 90|, e sao
particularmente interessantes os métodos que aumentam a grade a medida que passos
de programacao dinamica sao executados, como o PBVI de Pineau [60, 61] e o HSVI de
Smith e Simmons [74, 75]. O Perseus de Spaan e Vlassis é outro algoritmo baseado e
pontos de crenca, que executa o passo de programagao dinamica em apenas uma parte
dos pontos [79].

As préximas subsecOes apresentam um método simples, usado nos experimentos do
Capitulo 6, o RTDP-Bel, que simula a execucao do POMDP enquanto procura pela
politica 6tima, e dois métodos mais recentes, o PBVI e o HSVI. O primeiro método
pode ser usado tanto para horizonte finito como para horizonte infinito, e os outros sao
apropriados apenas para horizonte infinito.



3.4. Algoritmos 49

e

fungdo valor do passo de PD toca

fungéo valor anterior V a !
cada vetor da fungao valor anterior

Figura 3.11: Otimo local no algoritmo BPI.

Método basico de discretizagao

Este primeiro método descrito apresenta os conceitos basicos usados em outros métodos
baseados em pontos de crenca.

O estado de crenga inicial pode ser definido de vérias maneiras. Hauskrecht [39]
menciona trés formas de inicializar uma grade com pontos de crenga:

e Grade regular: o espaco de crenca é dividido em pontos equidistantes;
e (G'rade aleatoria: pontos aleatdrios sao selecionados do espaco de crenca;

e Grade heuristica: pontos sao adicionados de acordo com uma heuristica que tenta
maximizar a utilidade dos pontos ao mesmo tempo em que tenta diminuir a quan-
tidade de pontos.

H4 diversas heuristicas para a determinacao da grade inicial. Normalmente, um con-
junto de pontos é expandido usando uma simulacao até gerar uma quantidade de pontos
que possa ser usada na grade inicial.

O conjunto de pontos inicial pode ser, por exemplo, a crenga uniforme (b(s) = ﬁ),
ou os cantos do simplex de crenga (b(s) =1, Vs € S). Um outro método é descrito no
Algoritmo 3.6, que gera estados de crenca usando observagoes para agrupar estados em
classes de equivaléncia.

Apés determinar este conjunto de pontos, uma busca em largura é feita nos possiveis
estados de crenca seguintes, usando o estimador de estados e simulando cada par de acao
e observagao, como mostra o Algoritmo 3.7. O resultado desta busca em largura é a grade
inicial de pontos.

Depois da inicializacao da grade, passos de melhoria sao aplicados a cada ponto de
crenca.
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Entrada: Um POMDP (S, A, T, R).
Saida: Um conjunto [ de pontos de crenca.

[0
para cada a € A, 0 € () faga
para cada s € S faga
se O(ols,a) > 0 entao
\ S — S'U{s}
fim
fim
para cada s € S’ faga
‘ b(s) = ‘qu
fim
[ —1uU{b}
fim
Devolva 1

© 000 N O oA W N =
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Algoritmo 3.6: Inicializacao dos estados de crenca em uma grade.

O valor de uma agao em um estado de crencga ¢ calculado usando as Equacoes 3.1 e 3.2
(na pagina 31).

O passo de melhoria para pontos de crenca é semelhante ao passo de programagao
dinamica, exceto por ser calculado apenas para os pontos da grade:

Via (b) = max | p(b,a) + > Pr(olb,a)Vi(r(b, a,0))
o€
Se 7(b,a,0) nao estiver na grade, seu valor é determinado por interpolacao. Esta
equacao pode ser calculada rapidamente, ao contrario de um passo exato de programagao
dinamica para todo o espago de crenca.

RTDP

Geftner e Bonet desenvolveram uma variante do RTDP para POMDPs, chamado RTDP-
Bel [28].

O Algoritmo 3.8 executa uma rodada do RTDP-Bel, dado um estado de crenga inicial.
A escolha do conjunto de estados iniciais (que se resume na discretizacdo do espago de
estados) ja foi discutida.

Para pontos de crenca que ainda nao tem valor definido, o algoritmo usa um limite
inferior h. Geffner e Bonet sugerem usar o valor étimo da politica para o MDP subjacente:

h(b) =Y b(s)Viipp(s)-

seS
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Entrada: Um conjunto de estados de crenca B, representado como fila.
Saida: Um conjunto expandido de estados de crenga.

1 enquanto limite ndao ¢ atingido faga
2 b «+— B.proximo

3 para cada a € A, 0 € () faga

4 b =1(b,a,o)

5 B_.enfilere(b')
6
7
8

fim

fim
Devolva B

Algoritmo 3.7: Simulacao de estados de crenca para inicializacao da grade.

Hauskrecht discute diversas outras heuristicas que podem ser usadas como limite inferior
para fungoes valor de POMDPs [39].

PBVI

O algoritmo Point-Based Value Iteration desenvolvido por Joelle Pineau representa a
funcao valor como um conjunto de pontos e um vetor « relacionado a cada ponto. O
algoritmo intercala alguns passos de programagao dinamica modificados com passos de
expansao do conjunto de pontos de crenca usados.

A funcao valor é representada como um conjunto de pontos e vetores a associados a
estes pontos, com mostra a Figura 3.12. Nesta figura, um conjunto de quatro pontos de
crenga, B = {bo, b1, be,b3}. A partir destes quatro pontos, a fun¢do valor é construida
com quatro vetores (um por ponto).

bo b1 b2 b3

Figura 3.12: Representagao de fungao valor no PBVI.
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Entrada: Um POMDP (S, A, T, R,Q,0);
Uma funcao valor V' para o POMDP;
Um estado de crenca inicial by.
Saida: Uma funcao valor V para o POMDP dado como entrada.
10« b()
2 enquanto o critério de final da rodada nao for satisfeito faga
3 para cada o € () faga
4 b — 7(b,a,o)
5 se b ainda nao estd na grade entao
6 Inclua &’ na grade
7 V(') — h(b)
8 fim
9 fim
10 Avalie o valor de cada acao no estado atual:
11 Q(b,a) — p(b,a) + 73 eq ba(0)V (V)
12 a* «— argmax Q(b,a)
13 V(b) < Q(b,a")
14 Simule a execucao da agao a* no estado de crenga b
15 Observe a observacao resultante b’
16 b« 7(b,a,0)
17 fim
18 Devolva V

Algoritmo 3.8: Algoritmo RTDP para POMDPs.
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Dado um conjunto I';_1, o passo de programacao dinamica é modificado de forma que
apenas um vetor a ¢ mantido por ponto de crenca.
Para cada acao, os seguintes vetores dao a recompensa imediata:

[ «— a®*(s) = R(s,a).
Os vetores provenientes de outras fungoes valor sao usados:

['*°(s) < a®°(s) = v Z T(s'|s,a)O(0ls’, a)d/ ("), Vo' € Ty_;. (3.4)

s'eS

Enquanto o passo de programagao dinamica para POMDPs faz um produto de vetores, o
PBVI usa apenas uma soma. O conjunto I'},Vb € B,Va € A é construido de acordo com

Iy =Tr""+ Zarg max [Z a(s)b(s)] :

0€N sES

a férmula:

Finalmente, a melhor acao para cada ponto é determinada:

'y VacA
seSs

[; < arg max [Z i (s)b(s), Vb e B

Esta funcao valor pode ser usada para calcular o valor de qualquer ponto no espacgo de
crenca, da mesma forma que as funcoes valor para POMDPs vistas no Capitulo 3:

Vi (b) = max [Z a(s)b(s)

a€ely
seS

Apesar de ser possivel extrair uma politica nao-estacionaria do PBVI, ele nao é uma
boa escolha para problemas de horizonte finito. Como o conjunto de pontos de crenga é
aumentado a cada iteracao do algoritmo, os passos iniciais geram uma politica para poucos
pontos de crenca. A baixa resolucao da grade de pontos de crenca leva consequentemente
a uma politica de méa qualidade.

HSVI

O HSVI de Smith e Simmons [75, 74] é outro método baseado em grade de pontos de
crenca que funciona especificamente para problemas de horizonte infinito.

Normalmente os algoritmos de programacao dinamica para POMDPs armazenam, no
caso de horizonte infinito, um limite inferior para a recompensa esperada (representado
pelo conjunto I' de vetores). Este limite é representado pela fungao valor exata do caso
finito, que converge para a do caso infinito a medida que vetores sao adicionados ao
conjunto.
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fungdo wvalor Otima
*
4 -

'3 pontos de T

vetores em I

Figura 3.13: Limites superior e inferior da funcao valor no algoritmo HSVI.

O HSVI representa o limite minimo da recompensa esperada desta forma, mas mantém
também um limite maximo para a recompensa esperada. Este limite maximo é represen-
tado por um conjunto T de valores para pontos de crenca, como mostra a Figura 3.13. A
envoltoria convexa desse conjunto de pontos da o limite méximo da funcao valor.

Para inicializar os dois limites da funcao valor, o HSVI faz o seguinte:

e [y éinicializado com a “politica cega”: seja 7, a politica que sempre seleciona a agao
a. Um limite minimo para a recompensa R, pode ser calculado como a recompensa
desta politica.

minges R(s, a)

Y

Zv min R(s,a) =

sesS 1-— Y
R=maxR,.

- acA
e T é inicializado com a solucao do MDP subjacente. Isso da uma politica otimista

que sempre considera o simplex dos estados de crenca em seus cantos.

A cada passo, o HSVI reduz a distancia entre os dois limites, incluindo mais pontos
em Y e mais vetores em I', como mostra a Figura 3.14.
O operador H ¢é usado para atualizar o conjunto T de pontos:

=3 " R(s,a)b(s) +~>_ Pr(olb,a)V (r(b,a,0)),

ses 0N
HV (b) = max Q" (b, a).
a€A
E o operador 3 é usado para o conjunto I' de vetores:

o = b
Bao argoréréia%aT( a,o),
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i
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Figura 3.14: Passo do algoritmo HSVI.

Ba(s) = R(s,a) + Z Bao(s)O(0]s',a)T'(s|s, a),

oef,s'esS
B(T,b) = arg max Bab.

E finalmente, os dois operadores usados pelo HSVI para modificar os limites superior
e inferior sao:

e [;,, um operador que modifica o limite inferior [';

e U,, um operador que modifica o limite superior Y.

Para cada ponto de crenga b, estes operadores sao definidos da seguinte forma:
L, =T up(,b),

Uy Y =T U{(b, HY(D))}.

Um numero de passos de melhoria da aproximagao da funcao valor ¢ intercalado com
um passo de expansao de pontos de crenca, da mesma forma que para o PBVI. O HSVI
nao funciona para horizonte finito, porque o limite inferior é inicializado com uma politica
cega para horizonte infinito, e esta politica nao é util para o caso de horizonte finito; além
de haver a expansao da grade de pontos, como no PBVI.

3.4.4 Decomposicao

Uma vez que a solucao de POMDPs de maneira exata é um problema intratavel, métodos
de fatoragao de POMDPs sao especialmente importantes, j4 que permitem que pequenas
partes de um POMDP sejam resolvidas rapidamente. O algoritmo apresentado daqui é a
versao do PolCa para POMDPs, que é chamada de Polca+.
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Polca+

O algoritmo PolCa+ divide as agoes do POMDP original de forma a agrupar algumas
delas em subtarefas, da mesma forma que o algoritmo PolCa para MDPs, descrito na
pagina 17.

As subtarefas hierarquicas h sao similares as subtarefas no algoritmo PolCa, e consis-
tem de:

e S, um conjunto de clusters de estados. Os estados do POMDP original sao agru-
pados em clusters;

e Aj: agoes (tanto as primitivas como as abstratas);
e (),: o conjunto de observacoes possiveis dentro da subtarefa h;
o Ry : Sy x A — R: uma fungao local de recompensa.

Depois da decomposicao do POMDP em subtarefas, os parametros das subtarefas sao
definidos pelo Algoritmo 3.9.

1 Reformule o espaco de estados H - S
2 para cada tarefa h € H faga

3 Defina parametros T e S
4 Minimize estados

5 Minimize observacoes

6 Determine solucao para h
7 fim

Algoritmo 3.9: Algoritmo PolCa+ para decomposicao de POMDP em subtarefas.

Os passos do algoritmo sao detalhados a seguir.

Reformulacao do espaco de estados Este passo é idéntico a reformulacao de estados
no algoritmo Polca para MDPs, descrita na pagina 17.

Definicao de 7" e R As fungbes T e R sao definidas da mesma forma que no algoritmo
Polca para MDPs (como descrito na pagina 18).
A funcao de probabilidade de observacao é definida para as subtarefas para cada acao

Se a é uma acao primitiva,

O(olh - s,ar) = O(o|s, ax),
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Se @, ¢ uma agao abstrata que contém a subtarefa h,, entao

O(olh - s,a,) = O(ols, m;, (s)),

onde W;p(s) ¢ a politica 6tima para a subtarefa h, no estado de crenga que da a probabi-

1 ser=s
b(r) =
0 ser#s.

lidade 1 para o estado s, e

Isto faz da decomposicao uma aproximacao, ja que a politica 6tima para a subtarefa h,,
apenas ¢ considerada nos extremos de seu espaco de crenga, ignorando a possibilidade de
alta incerteza (a modelagem leva em consideragao a politica para cada estado do POMDP,
quando na verdade a politica pode variar de acordo com o estado de crenga).

Minimizacao de estados Os estados sao divididos em clusters: Seja zj,(s;) = zi(s;)
se

R(h-s;,a) = R(h-sj,a), Ya € Ap.

Em seguida, verifica-se a estabilidade de cada cluster c. Para todos os pares de estados
originais s; e s; do cluster ¢, e cada acao de Ay, a soma das probabilidades de o sistema
sair de s; com a para outro cluster deve ser a mesma se o sistema sair de s;. Ou seja,
c € S5, é estavel se e somente se

Z T(h-s'|h-s;,a)O(olh- s, a)
s'ec
= Z T(h-s'|h-sja)O(0lh- s, a),
s'ec

V(si,s5) € ¢, V' € Sp,Va € Ay, Vo € Q.

A nocgao de estabilidade de um cluster no algoritmo PolCa+ extende aquela do al-
goritmo PolCa, porque inclui as probabilidades de observacao. Se algum cluster nao é
estavel, ele é dividido (¢ — {cx, k41, .. .}), da mesma forma que no algoritmo PolCa.

Minimizacao de observagoes Este passo automaticamente determina o subconjunto
de observagoes relevantes na subtarefa h, para cada acao a € Aj,. O efeito da mini-
mizacao das observacoes é particularmente importante, uma vez que algoritmos exatos
para solucao de POMDPs sao exponenciais no nimero de observagoes. Para cada subta-
refa h, sdo determinados os clusters de observagoes Q2 = {wg, w1, - - - } primeiro colocando
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cada observagao em um cluster. Depois, os clusters cujas observagoes oferecem a mesma
informacao sao agrupados de forma gulosa:

3k tal que ZO(Oilh - s,a) = kZO(oﬂh - 8,a),0; € w,0; €W, Va € Ay

sec sec

até que nao haja mais um par de clusters w e w' que satisfaca estes critérios.

Redefinicao do POMDP para clusters Neste ponto, o POMDP é redefinido em

termos de clusters:

bo(c) =Y bo(s), Ve € Sy, (3.5)

sec
T(d|c,a) = ZT(h -S'|h-s,a),s € e,Y(e,d) € Sy Va € Ap, (3.6)
s'ec
O(kle,a) => ") O(olh- s, a),Yw € Qf Ve € Sy, Va € Ay, (3.7)
s'ec ock
R(c,a) = R(h-s,a),s € c,Yc € Sp,Va € Ay. (3.8)

A Equacao 3.5 determina como o estado de crenga inicial para um cluster de estados
deve ser definido antes da politica 6tima ser encontrada. Os estados de crenca para cada
um dos estados s do cluster ¢ sao somados, e o resultado é o estado de crenca para o cluster
como um todo. A Equagao 3.6 determina a fungao de transigao: para cada par (¢, ) de
clusters, a probabilidade de uma acgao a levar de ¢ até ¢’ é a soma das probabilidades de
estados individuais dentro de ¢ levarem a algum estado em ¢’. A Equacao 3.7 determina
a funcao de probabilidade para observagoes, da mesma forma que para as probabilidades
de transi¢ao. A Equagao 3.8 mostra a recompensa para (c,a) (que é a mesma para todos
os estados dentro de um cluster).

Solucao das subtarefas Ao contrario do algoritmo PolCa, que calcula a funcao valor
quando define os clusters de estados, o algoritmo PolCa+ espera até que os clusters de
estados e observagoes tenham sido definidos para resolver as subtarefas.

A politica 6tima para uma subtarefa h é determinada da mesma forma que para um
POMDP comum. Pineau e Thrun usaram algoritmos exatos para solucao de subtarefas
(uma vez que em seus experimentos, as subtarefas eram todas pequenas).

Execucao da politica hierarquica

Quando a execugao da politica, o algoritmo PolCa+ para POMDPs é muito parecido com
o PolCa. A tnica diferenca é que para executar a politica recursiva para POMDPs é



3.4. Algoritmos 59

necessario calcular o novo estado de crenca a cada passo. O Algoritmo 3.10 mostra como
a politica hierarquica é usada para determinar a préxima acao. Nao é necessario manter
estados de crenca locais, ja que estes podem ser calculados a partir do estado de crenca
global:
br(c) = bi(s), Ve€ S
sec

O algoritmo determina a subtarefa corrente a cada nova iteragao, nao ficando “preso”
em uma subtarefa entre iteracoes. O laco mostrado no algoritmo aprofunda-se na hierar-
quia até encontrar uma politica local que recomende uma agao primitiva.

Entrada: hyg, a tarefa atual no tempo k, e bg, o estado de crenga global no tempo
k.
Saida: ay, a acao a ser executada no tempo k.

1 bi(c) = be(s), Vee Sy

2 ap = (b))

3 enquanto a; € abstrata (ou seja, ay) faga
4 Seja hgy a tarefa indicada por @y

5 bi(c) — D e bi(s), Ve € S

6 ay, «— (DY)

7 fim

8 Retorne ay,

Algoritmo 3.10: Algoritmo PolCa+ para execucao de politica.

Outras formas de fatorar e decompor POMDPs

H& outras formas de fatorar e decompor POMDPs. Boutilier e Poole [17] usam redes
Bayesianas para representar POMDPs, de forma a representar a funcao de transigao
de forma compacta, e agregar estados que tenham a mesma soma total esperada de
recompensa. A técnica tem sido refinada, de forma a diminuir ainda mais o tamanho da
representagao [27, 30]. Theocarous e Kaelbling [82] propuseram o uso de macro-agoes com
métodos de Monte Carlo para a solugao de POMDPs genéricos. As técnicas de compressao
value-directed desenvolvida por Poupart [65] e E-PCA de Roy e Gordon [71] permitem
representar de forma compacta o estado de crenga e o conjunto de estados. Todas estas
técnicas estao, no entanto, fora do escopo deste trabalho.

3.4.5 Outros algoritmos

H&4 uma grande quantidade de otimizagoes para os algoritmos ja mencionados que nao
incluimos neste trabalho. Uma visao mais ampla dos métodos para solucao de POMDPs
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pode ser obtida nos trabalhos de Hauskrecht [39], Murphy [53] e Cassandra [19]. Ha
também outros trabalhos, como algoritmos paralelos [70]; outros algoritmos, como as
variantes do RTDP [15, 76], o Pegasus [54]; e variantes de POMDPs, como os POMDPs
descentralizados [29, 13], por exemplo.

3.5 Processos de Decisao Semi-Markovianos Parcial-
mente Observaveis

Um processo de decisdo semi-Markoviano parcialmente observavel (POSMDP) ¢é uma
extensao da idéia de SMDPs, incorporando um modelo de observagoes.

3.5.1 POSMDPs

Formalmente, um POSMDP pode ser definido como uma tupla (S, A, T, R, F, 2, O), onde
os primeiros elementos sao definidos como em um SMDP; e os dois tltimos sao um conjunto
de observagoes e uma funcao de probabilidade de observagao, como em um POMDP.

Em um SMDP, o estado corrente é completamente observavel e nao ha manutencao
de estado de crenca. Em POSMDPs, o tempo desde a tltima época de decisao é usado na
determinacao do novo estado de crenca em cada época de decisao. Se o estado de crenca
anterior era b, a acao executada foi a, a observagao obtida foi o e o tempo decorrido foi ¢,
o novo estado de crenca by, é:

o O(os,a) Y .cqb(5)Q(1, 55, a)
ba’t(s) N Pr(o,tlb,a) ’

onde Pr(o,t|b,a) é a probabilidade de a observacao ser o e a préxima época de decisao
acontecer no tempo t, sendo que o estado de crenca anterior era b e a acao a foi executada:

Pr(o,tlb,a) = > |O(o]s',a) Y " b(s)Q(t,s'|s, a)

s'eS SES

3.5.2 Politica para um POSMDP

A politica para um POSMDP é semelhante a politica para um POMDP. O tempo decor-
rido desde a ultima época de decisao foi usado no calculo do novo estado de crenca, e
portanto nao precisa ser incluido como parametro da politica.
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3.5.3 Algoritmos

Um algoritmo de iteracao de valores para POSMDPs teria que usar um operador

_ —at 0
HV (b) = max | p(b,a) + > > e Pr(o,tlb,a)V (8,

0 t=0

No entanto, é impossivel enumerar todos os valores V(b ,), para todo t que cada época de
decisao pode ter levado para terminar, e este operador nao pode ser calculado de forma
exata para o caso geral.

Ha alguns trabalhos sobre heuristicas e algoritmos aproximados para POSMDPs:
Hansen [32] usou algoritmos para solugdo de POMDPs para a aproximagao de politicas
para POSMDPs. Mahadevan usou a politica étima do SMDP subjacente, usando uma
heuristica que assume que o processo estd no estado mais provavel (consultando-se o
estado de crenca), e a utilizou com sucesso em um controlador para um robd [48]. No
entanto, o proprio Mahadevan comenta que esta heuristica s6 funciona quando nao ha
agoes cujo principal objetivo é coletar mais informagao e tornar o estado de crenga mais
preciso. Yu [86] propods algoritmos aproximados para POSMDPs usando o critério de
recompensa média. Além destes trabalhos, White [83] desenvolveu um algoritmo para a
solugdo de POSMDPs com tempo discreto e horizonte finito (estas duas restrigoes permi-
tem enumerar as possiveis duragdes entre épocas de decisao).

3.6 Sumario

Este capitulo apresentou os processos de Markov parcialmente observaveis e algoritmos
para solucao destes. Os algoritmos apresentados sao mostrados na Tabela 3.2. A coluna
“Exato” diz se o algoritmo obtém a solucao exata para horizonte finito. As referéncias na
tabela nao indicam necessariamente os autores originais dos algoritmos, e sim para textos
com descrigoes claras dos algoritmos.

POMDPs sao descritos extensamente e com bastante clareza por Hauskrecht [36], e
também por Kaelbling, Littman e Cassandra [44]. Algoritmos aproximados para POMDPs
também sao descritos por Aberdeen [2].



Capitulo 3. Processos de Decisao de Markov Parcialmente Observaveis

’ Algoritmo \ Horizonte \ Exato \ Referéncia ‘
Iteragao de valores F/1 S Hauskrecht [36]
Grade finita (bésico) F/1 N | Pineau [60], Cassandra [19]
Polca+ F/I N | Pineau [60]
Iteragao de politicas (Hansen) I N | Hansen [34]
BPI I N | Poupart [65]
RTDP I N | Bonet e Geffner [§]
PBVI I N | Pineau [60]
HSVI I N | Smith e Simmons [75]

Tabela 3.2: Algoritmos para solugao de POMDPs.



Capitulo 4

Processos de Decisao de Markov
Limitados por Linguagem

Este capitulo apresenta uma nova forma de descrever processos de Markov e algoritmos
que limitam a busca por politicas 6timas aquelas que respeitem certas restrigoes [58]. Estas
restricoes tem dupla utilidade: primeiro, permitem que agoes obviamente desvantajosas
para o agente nao sejam consideradas durante o planejamento (por exemplo, um robo
nao deve considerar girar em torno de seu eixo mais que duas vezes em angulo de 90°);
segundo, ha situagoes onde podemos querer modelar tais restricoes, por causa da propria
natureza do problema.

4.1 Restricoes para acoes e observacoes

Em muitas situagoes, pode ser que determinada acao sé deva ser executada apenas n
vezes, ou que s6 possa ser executada depois de outra a¢ao (ou depois de uma determinada
observacao). Por exemplo:

e Modelagem de recursos limitados: podemos imaginar que um agente (um robo,
ou uma nave em um jogo de computador) pode executar uma acao (como andar ou
atirar) por um certo nimero de vezes apenas. Isso pode ser descrito por uma
linguagem regular;

e Acoes obrigatdrias: em algumas situacoes, pode ser necessario incluir forcosamente
uma acao em um dado momento. Um determinado procedimento médico pode ser
permitido apenas depois de outro, ainda que ele possa ser dispensavel, do ponto de
vista matematico;

63
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e Testes nao repetiveis: se a repeticao de um teste nao muda o estado de crenca,
o teste deve ser realizado apenas uma vez. Um exemplo disto é o de um robo que
tem uma camera fotografica, usada para determinar sua posicao. A camera passa
ao robd uma imagem para que o robo ajuste sua crenca — mas nao faz sentido que
o robo tire outra foto sem antes mover a camera (ou mover a si mesmo), porque
de outra forma a imagem que recebera é a mesma, a menos de eventos externos.
Durante o diagnéstico de doencas médicas, alguns testes também nao devem ser
repetidos. Por exemplo, perguntar dez vezes a mesma coisa ao paciente, s6 porque
o custo da pergunta é baixo, nao aumentara a certeza do médico a respeito de
coisa alguma (quando muito, diminuira a confianga do médico no sistema de apoio
a decisao que venha a recomendar as perguntas repetidas). Assim, alguns testes
deveriam ser repetidos apenas apds acoes que modifiquem o estado do sistema;

e Acoes e observagoes seletoras: pode ser que queiramos que uma agao ou ob-
servacao funcione como um “seletor”. Uma acao ou observacao seletora diz ao
agente que a partir daquele momento, certas agoes passam a ser permitidas. Um
bom exemplo é a de diagnodstico e tratamento médico: determinada acao s6 pode
ser executada apods outra, ainda que seja mais vantajoso, do ponto de vista ma-
tematico, executar a segunda apenas. Outro exemplo é o do rob6 mencionado no
item anterior. Se a imagem enviada da camera for claramente incompativel com o
esperado (todos os bits iguais a zero, por exemplo), a camera estd quebrada — e a
partir deste momento nao deveria mais ser usada;

e Otimizagoes especificas em problemas: por exemplo, um robo pode executar
trés acoes: andar para a frente, virar noventa graus a esquerda e virar noventa graus
a direita (em torno do préprio eixo). Se quisermos obter uma politica de navegagao
para este robo, nao faz sentido, durante o calculo da politica, que consideremos
sequéncias de agoes que claramente nao sao boas, como por exemplo fazer o robo
girar em torno de seu eixo para o mesmo lado mais do que duas vezes.

Uma maneira de definir restricoes na ordem de execucao de agoes é descrevendo tal
ordem como uma linguagem. Agregamos a um MDP uma linguagem regular cujas sen-
tengas representam todas as sequéncias possiveis de acoes e observacoes que queremos
permitir ao modelar o problema. Por exemplo, se quisermos que a agao “atirar” (a) possa
ser executada apenas trés vezes antes de cada acao “recarregar” (r), podemos usar a
linguagem ((z|alaalaaa)r™)*.

As defini¢oes a seguir serao usadas neste trabalho.

Definigao 4.1 (Evento em um MDP)
No contexto de MDPs, um evento ¢ uma acao, o estado resultante apos a acao ser exe-
cutada, ou ambos (a,s’ ou (a,s")). No desenvolvimento dos algoritmos, o alfabeto dos
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automatos serd composto de todos os eventos possiveis.

Definigao 4.2 (Autémato)

Neste trabalho, um automato é definido como uma tupla (3, E, F,I,6) onde X € o alfabeto,
E € um conjunto de estados, F' € o conjunto de estados finais, 6 : E X % +— E € a funcao
de transicao, e I é o conjunto de estados iniciais. O automato pode ter mais de um estado
inicial (o que € equivalente a dizer que o automato pode ser nao-deterministico). Quando
apenas um estado inicial for relevante (ou quando houver apenas um estado inicial) a
nota¢ao usada serd a de elemento, e nao de conjunto: (X, E| F,qo,d). Quando quisermos
enfatizar o fato de um automato M ser deterministico, usaremos um asterisco como indice

(M.,).

Definicao 4.3 (Autémato reverso)

Dado um autéomato finito M = (X, E,F,1,5), o autémato reverso de M, denotado M
¢ aquele que tem suas transicoes invertidas, aceitando a linguagem reversa de L(M).
Formalmente, M® = (3, E,I,F,§) (note a troca dos estados iniciais com 0s finais).
Para quaisquer s,s' € E.t € X3, se (s,t,8") € 0 entao (s',t,s) €, e se M tinha mais de
um estado final, M® terd mais de um estado inicial (e portanto serd nao-deterministico);

Definicao 4.4 (Entradas e saidas de um estado)

Seja um automato M = (X,Q,F,s,0). A fun¢io IN : E — P(FE) (onde P(X) € o
conjunto das partes de X ) dd os estados de entrada de um estado (incluindo o proprio
estado, se houver um lagco): IN(q) = {¢' € E|3e € ¥,6(¢,e) = q}. Da mesma forma,
OUT(q) ={q¢' € E|Fe € X,6(q,¢) = ¢'}

As segoes a seguir definem LL-MDPs e apresentam algoritmos para solucao destes.

4.2 LL-MDPs

Um LL-MDP ¢ definido como um MDP mais um automato, cujo alfabeto é o conjunto
de possiveis eventos do MDP. A linguagem do automato consiste de todas as sequéncias
de eventos que se quer permitir como solugao para o LL-MDP. Por exemplo, a Figura 4.1
mostra um automato que define as seguintes restrigoes:

e Se o primeiro evento for a, o iltimo deve ser ¢;

e Se o primeiro evento for diferente de a, deve haver apenas dois eventos, e o ultimo
deve ser ou a ou b.

Na figura, A é o conjunto de todos os eventos possiveis. Uma solucao para um LL-
MDP que tenha este automato como componente deve necessariamente obedecer estas
restricoes.
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Figura 4.1: Automato que restringe a ordem das acées em um MDP.

Definicao 4.5 (LL-MDP)
Um processo de decisio de Markov limitado por linguagem (LL-MDP) é uma tupla (S, A,
T, R, M), onde M = (X, Q, F, s, ) € um automato finito que define em que ordem as
acoes podem ser executadas.

Definigao 4.6 (MDP subjacente a um LL-MDP)
Dado um LL-MDP (S, A, T, R, M), o MDP subjacente € (S, A, T, R).

Uma vez que os eventos (o alfabeto do autdémato) incluem o estado em que o sistema
termina apds uma acao, ¢ necessario ter certeza de que a modelagem nao deixaréd de lado
situacgoes que podem ocorrer. Por exemplo, o automato poderia determinar que a partir
de um estado g os eventos possiveis sao apenas < aj,Ss > e < ag,s3 >. No entanto, se
dsy € S, T(s5|s4,a1) > 0, hd um problema: quando a ac¢do a; for executada, é possivel
que o proximo estado seja ss5. Assim, sempre que houver um evento < a,s > em uma
transicao saindo de um estado ¢ do automato, devem haver também transigoes saindo
deste estado para todos os eventos < a, s’ > tais que 3s”, T'(s'|s”,a) > 0.

4.2.1 Politica para um LL-MDP

A politica para um LL-MDP deve mapear estados do automato e estados do MDP em
acoes Assim, uma politica para LL-MDP tem como componente um autoémato.

Definigao 4.7 (Politica para um LL-MDP)
Dado um LL-MDP L = (S, A, T, R, M), uma politica P para L é um par W, 7), onde

o W= (X,& F,N,A) € um autéomato com alfabeto X2, estados E, estados finais F,
estados iniciais N, e funcao de transicao A;

o m={do,di, - ,dig-1} € um conjunto de regras de decisio, onde para cada estado
q € € hd uma regra dy : S — A mapeando estados do LL-MDP em agoes.
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Nao ha mencao a épocas de decisao na definicao de politica para LL-MDPs, porque
o automato ¥V usado na politica é diferente do automato original M do LL-MDP: para
cada estado do automato original M e cada época de decisao k, ha um estado em W.
Assim, as diferentes épocas de decisao sao representadas na politica por diferentes estados
do automato.

Neste trabalho, politicas e funcoes valor para processos de Markov limitados por lin-
guagem sao denotadas por 7 e V. No entanto, quando houver uma referéncia a funcio
valor em um estado do automato, a notagao serda a mesma que para fungoes valor de pro-
cessos de decisao de Markov comuns (ou seja, V, é uma das fungbes valor que compoem
V) O espaco de politicas e espaco de funcoes valor para um LL-MDP L sao denotados
por II(L) e V(L) (ou simplesmente II e V quando néo houver ambiguidade).

Para horizonte infinito, W = M, ja que as fungoes valor em cada estado do automato
serao as mesmas a cada época de decisao.

Para horizonte finito, o automato W consiste de:

e >, 0 mesmo alfabeto de M;

e &, os estados. Para cada par de época de decisao e estado de M (por exemplo, k e
¢m) considerado no algoritmo de iteragao de valores, um estado qfk, m] ¢ incluido em

&;
e s, 0 estado inicial de M na primeira época de decisao;
e F, os estados finais. Todos os estados em &£ que estejam na ultima época de decisao;

e A: a funcao de transicao deve garantir que apenas as sequéncias permitidas por M
acontecam. Assim, para cada par (qfk m]) quJan]) de estados de &, se 6(qm, (a,s)) =
(n, entao A@Ek,m]) = qfk—s—l,n]‘

Os estados nao alcancaveis a partir de s sao descartados.

Defini¢ao 4.8 (Fungao valor para um LL-MDP)

Dado um LL-MDP L = (S,A,T, R, M) e uma politica P = (W, 7) para L, uma fun¢do
valor V para P € o dada pelo conjunto V= Vo, Vi, -+, Vigj-1} de fungoes wvalor, onde
V,(s) € o valor esperado para a politica P nos estados q e s de acordo com o critério de
otimalidade escolhido.

A funcao valor para LL-MDP pode ser vista como uma matriz |£] x |S| de nimeros
reais, tal que o elemento na posicao ¢, s é o valor, na época de decisao k, para o estado
g do automato e s do MDP. Desta forma, é possivel perceber que o espaco V de fungoes
valor para um LL-MDP é um espaco linear, da mesma forma que o espaco V de fungoes
valor para MDPs.
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Durante a execucao da politica é necessario guardar o estado corrente do automato
W. O Algoritmo 4.1 deve ser usado para a execucao de politicas para horizonte finito
(o algoritmo usa mapeamento em agoes, mas pode ser modificado para usar mapeamento
em valores). O mesmo algoritmo pode ser trivialmente adaptado para horizonte infinito.

Entrada: P = (W, 7), uma politica para LL-MDP, onde W = (X, &, F, N, A) e
T:E XS A
s, estado inicial do LL-MDP.

k<« 0

Escolha ¢ € N

enquanto k£ < h faga

a — 7([k,q],s)
Execute a

Verifique novo estado s
q— A(g,< a,s>)
k+—k+1

fim

© W N O ks W N

Algoritmo 4.1: Execugao de politica para LL-MDP de horizonte finito.

Se uma politica permite a execucao de acoes proibidas pelo automato de um LL-MDP,
ela nao é admissivel. Para formalizar a nocao de politica admissivel, definimos o conjunto
A, de agoes possiveis a partir de cada estado ¢ do automato M:

Aq = {(lElp € Ea 5(Q7 <a,- >) :p}
E possivel definir este conjunto também para o automato W:

Apg = f{alBpe&, A(k,q),<a,->) =p}
= A,
Como Ay, = Aq para todo k, usaremos apenas a notagao A,.

Definicao 4.9 (Politica admissivel para um LL-MDP)
Seja L = (S, A, T,R, M) um LL-MDP e P = (W, ) uma politica para L, tal que 7 =
{do,dy,--- ,digj-1}. P € admissivel para L se:

o A linguagem de W estd contida na linguagem de M;

o Vs e S\Vqge€&, dys) € Ay, onde d, € a regra de decisao para o estado s de € e o
estado q de M.
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A defini¢ao de politica admissivel vale tanto para horizonte infinito, onde M = W,
como para horizonte finito. No caso de horizonte finito, tendo em mente o mapeamento
dos estados de W nos estados de M, suponha que um estado de & seja ¢ = [k, p]. Entao
dizer que dy(s) € Ay é o mesmo que dizer que dip)(s) € App = Ap.

O conceito de admissibilidade pode ser extendido para fungoes valor. Uma fungao valor
é admissivel se Vs € S,Vq € £, argmax,ca Vq(s) € A, (além, é claro, de a linguagem de
W estar contida na de M).

O valor Q7 (g, s,a) de uma agdo em um estado é definido apenas quando a € A4,, como

Qﬂ-(q’ S, a) = R(S7 a) + Y Z T(S/“S? a)vg(q,<a,s’>) (S/)'
s'eS
A politica 6tima para LL-MDPs é definida da mesma forma que para MDPs.

Defini¢ao 4.10 (Politica 6tima para um LL-MDP)
Seja L = (S, A, T, R, M) um LL-MDP. Uma politica P = (W, 7) para L € dtima para L
se:

o P ¢ admissivel para L;
o As acoes recomendadas por ™ maximizam o critério de otimalidade:
v’ € 11 tal que 7' € admissivel para L,

Vg€ ENs €S, Q(q,s,dy(s) > Q% (q,s,d,(s)),

onde dy € a regra de decisio de 7 para o estado q do automato W, e d;, € a regra de
decisao de @' para o estado q.

Defini¢ao 4.11 (Fungao valor 6tima para um LL-MDP)
Uma fungio valor V € étima para wm LL-MDP L = (S, A, T, R, M) se:

o V ¢ admissivel para L;

o YU €V tal que U ¢ admissivel para L, Vg € E,s € S, V,i(s) > U,(s).

4.2.2 Recompensa para um LL-MDP

O espago de busca de politicas admissiveis para um LL-MDP é menor que o do MDP
subjacente, ja que o nimero de agoes possiveis em cada época de decisao pode ser menor
para o LL-MDP. Como as agoes possiveis em um LL-MDP sao restritas, a recompensa
esperada pode ser menor que a do MDP subjacente.

Seja um LL-MDP L e seu MDP subjacente M, com politicas 7 e 7, e funcdes valor V
e V. Supondo que em uma dada época de decisao o estado do automato do LL-MDP seja
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¢, o conjunto de agoes disponivel para 7 é A,, e para 7 o conjunto é A. Como A, C A,
para cada agdo a tal que a € A e a ¢ A,, deve ser verdade que: ou a oferece melhor
recompensa esperada do que todas as agdes em A, em algum estado s (e neste caso é
possivel que V < V'), ou ndo (e neste caso a nao seria parte da solu¢ao étima para este
estado e esta época de decisio — pode ser entdo que V = V).

Do fato descrito acima decorre que a solugao do MDP subjacente oferece um limite
superior para a funcao valor do LL-MDP.

4.3 Algoritmos

Esta segao apresenta quatro maneiras de resolver LL-MDPs. Uma delas é através da
multiplicacao do espaco de estados, e as outras trés sao modificacoes nos algoritmos
exatos ja existentes para MDPs.

4.3.1 Multiplicacao de estados

Esta subsecao mostra como transformar um LL-MDP em um MDP de forma que as
politicas 6timas de ambos sempre recomendem as mesmas agoes.

Dado um LL-MDP L = (S, A, T, R, M), onde M = (X,Q, F,s,9), é possivel criar o
seguinte MDP L' = (5", A, T", R'), onde

o 5= (S x F). Para cada s,, € S e ¢ € E, o novo conjunto de estados S’ terda um
estado s? .

e A funcgao de transigao 7" : 5" x A x S' —[0,1] é

T(sp|$m,a) se (p,a,q) €0
T'(st|sh,a) = {1 se (p,a,q) €6, sm=s,ep=gq
0 se (p,a,q) ¢ 0 e (S # s, oup # q);

e R :5 x A R é definida tal que para toda acao a,

- R(sm,a) se Jq € E tal que (p,a,q) €6
R (Sm7 a) - , .
—00 caso contrario.
O valor —oo de recompensa para acoes proibidas é usado para evitar que o algo-
ritmo considere agoes proibidas no célculo das recompensas (tendo recompensa abaixo de
qualquer outra, a a¢ao nao sera escolhida, e seu valor nao serd computado).
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Complexidade

Apéds a multiplicagao, o espaco de estados passa a ser de tamanho |S x E| = |[S||E|. A
complexidade do algoritmo para resolver o MDP resultante ¢, como j4 visto, ©(z|A||S’|?).
Se os termos relacionados ao LL-MDP original forem usados, teremos O(z|A||S|?|E[?).
Ha, no entanto, algoritmos aproximados eficientes para a solu¢ao de MDPs com comple-
xidade assintética de tempo menor, e algoritmos que exploram a estrutura de MDPs para
minimizar o tamanho de sua representacao e acelerar a busca pela solugao étima.

4.3.2 Adaptacao de algoritmos existentes

Os algoritmos mencionados no Capitulo 2 podem ser modificados diretamente para re-
solver LL-MDPs, sem a necessidade de multiplicar estados. As modificacoes podem ser
resumidas em dois pontos:

e Na iteragdo 7, ao invés de calcular um valor V;(s) ou uma acao 7(s) para cada estado
s o algoritmo determina um valor V}; 4(s) ou uma acao mj; 4(5) para cada estado s
do sistema e cada estado ¢ do automato;

e Para construir Vj;;1,)(s) ou mjiy1,4(5), 08 Vi q(s") (ou 7 4(s)) do passo anterior sao
usados.

4.3.3 Iteracao de valores (LLVI)

Esta subsecao descreve o algoritmo LLVI (language-limited value iteration). O LLVI é
uma variante do algoritmo de iteracao de valores desenvolvida para LL-MDPs.

Como descrito no Capitulo 2, a funcao valor para MDPs em uma dada época de decisao
¢ um vetor de tamanho |S|. A fungao valor para um LL-MDP terd, para cada época de
decis@o, um conjunto de tamanho |S||F| (uma fungao valor de tamanho |S| para cada
um dos |E| estados do automato. A Figura 4.2 mostra a fungao valor de um LL-MDP
em uma época de decisdao. Para cada estado do automato, ha um vetor diferente com os
valores de cada estado.

O algoritmo de iteracao de valores pode ser modificado para que produza todas estas
funcoes valor em cada iteracao. Isto é feito através da modificacao do mapeamento h e o
operador H de melhoria da politica, que passarao a depender do estado do automato.

O mapeamento i : S x Ax V x & — R é definido como

h(S, a, V7 Q) = R(Sa a’) + 7 Z T(S/|S7 Q)VA(Q7<G,SI>)<SI>'

s'eS



72 Capitulo 4. Processos de Decisao de Markov Limitados por Linguagem

S1 =<

S9 T~

S3 ’

Sn—1 ’

N
N
N
N
N
N

Sn 7
7/
Cada estado contém uma Estados do autémato ®
fungao valor para MDPs. na época de decisao i.

Figura 4.2: Fungao valor de um LL-MDP.

Para cada estado ¢ do automato VW, um operador de melhoria local H : V +— V
modifica apenas uma das fungoes valor em V. Para horizonte infinito £ = £, e o operador
é:

HV,(s) = max [h(s, a,V, q)} . (4.1)
a€Aq
Ja para horizonte finito, usamos a notagao [k, q| para o estado:
HViig(s) = max |h(s.a,V, [k, )]

acAy

mas apesar da diferenca na notacao, o operador é exatamente o mesmo para ambos
horizontes.

O operador de melhoria global de politica H : V — V aplica todas as melhorias locais
para cada estado do automato:

HV:(HV HV,,, - HY, )

q0> ) qel-1
Usando o operador H, obtém-se a equacao de otimalidade para LL-MDPs:

Vge &,se€ S, Vy(s) = HVy(s)

= gré%;h(s?a, V,q)

= Imnax
a€Aq

R(s,a) +~ Z T(s'|s,a)Va(g<as'>) (s’)] .

s'eS
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A equacao de otimalidade vale tanto para horizonte finito como para horizonte infinito
(porque a informacao sobre épocas de decisdo estd nos estados do autémato W). Se o
horizonte é finito, e o estado é [k, p|, as fungoes valor da época de decisdao k + 1 serdo
selecionadas pela funcao de transicdo A do autémato (A([k,-],-) serd necessariamente
[k +1,-], se existir).

O Algoritmo 4.2 mostra o passo de programagao dinamica para LL-MDPs, que também
constroéi gradualmente o automato VW, evitando incluir estados que nao sejam necessarios.

Entrada: Um LL-MDP (S, A, T, R, M) onde M = (X, E, F, qy,0);
O conjunto £ construido no passo anterior;
A funcéo valor V, parcialmente construida no passo anterior e definida
para todo [k,q] € £,k <i—1;
A relacao A, parcialmente construida nos passos anteriores;
O nimero ¢ do passo atual.
Saida: Um conjunto £ de estados;
Uma funcéo valor V, definida para todos os estados [k,q) € €,k <1
Uma relagao A: € x ¥ — £.

1 para cada p € E, tal que Je € ¥,0(q,e) = p faga

2 E— EUA{[i,p]}

3 A([i,pLe) — [Z_ 17Q]

4 fim

5 para cada [i,p| € £ (onde i é a itera¢ao sendo erecutada) faga

6 para cada s € S faga

T Vies) o masacn, (R @) &7 Ses (315 0)Vagih <o (5)]
8 fim

9 fim

10 Devolva V, € e A
Algoritmo 4.2: Passo de programacao dinamica para LL-MDPs.

Corretude e convergéncia

Esta secao demonstra a admissibilidade das politicas obtidas pelo algoritmo LLVI para
horizonte infinito, além de uma garantia de convergéncia.

Defini¢ao 4.12 (Linguagem de um autoémato a partir de um estado)

Seja LF(X,y) o conjunto de palavras de tamanho k geradas pelo automato X a partir do
estado y (e ndo do estado inicial). A notacio L¥(X) serd usada para a linguagem de todas
as palavras de tamanho k geradas a partir de estados iniciais de X. A notagio L(X) €
usada para denotar a linguagem de X a partir de seus estados iniciais (sem restri¢do

quanto ao tamanho das palavras).
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Lema 4.1 (Admissibilidade da linguagem do autémato gerado pelo LLVI)
Sejam L = (S, A, T, R, M) um LL-MDP e P = (W, ) uma politica gerada pelo algoritmo
LLVI para L com horizonte z. A linguagem do autémato W estd contida na linguagem
do automato M.

Prova Para horizonte infinito, M =W, e portanto as linguagens sao idénticas.

Para horizonte finito, a prova é por inducao no horizonte do LL-MDP.

A hipdtese de indugao é: para horizonte igual a z, L*(W, |z, q]) = L*(M, q).

A base de indugdo é: para horizonte igual a zero, LW, [0,q]) = LO(M,q) =0).

O passo de inducao seque: para horizonte i, o algoritmo calcula a solug¢ao para ho-
rizonte i — 1 (onde usamos a hipdtese de indugdo) e aplica um passo de programagao
dinamica. Neste passo, o automato VW € expandido com novos estados e transi¢oes, nas
linhas 2 e 3 do Algoritmo 4.2. Seja €' o conjunto de estados [i—1,-]. Sejaw o conjunto
dos simbolos (eventos no LL-MDP) x tais que §(p,x) =q, e [i — 1,¢] € £, Entdo,

o LiM,p) =w-LTYM,q);
o L'W,[i,q]) = w- LW, [i —1,4]).

Pela hipdtese de indugao, LY (M, q) = LYW, [i — 1,q]), e portanto L' (M,p) =
LW, [i, q]).-

Seja £y o conjunto de estados [i,q| € € tais que q € inicial e i € o nimero da iteragdo
atual.

Para todo estado inicial qo € Eg, na ultima iteracao as palavras a partir de qy sao
LW, i, qo]) = LM, go).

Para horizonte z, a linguagem do automato VV tem apenas palavras de tamanho z, e
estd contida na linguagem de M:

LOW) =L W) = | £5(M,p) € LM). [

p€€o

Teorema 4.1 (Admissibilidade da politica gerada pelo LLVI)
Dado um LL-MDP L como entrada, o algoritmo LLVI gerard uma politica admissivel para
L.

Prova O Lema 4.1 garante que a linguagem de W estd contida na de M. Da linha 7 do
algoritmo, temos que Vs € S,q € E, argmaxaeca V,(s) € A,. |

Quanto ao critério de convergéncia do algoritmo para horizonte infinito, deve-se esperar
que todas as funcgoes valor convirjam. Seja C' um critério de convergéncia usado em
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algoritmos para MDPs: C(V, V') é verdadeiro se e somente se as fungdes valor V e V'
satisfazem o critério. Entao, para um LL-MDP L e iteracao i:

Vge E, Cy(L) = C(V[ZEQ]’ V[i—LfI])’ (4.2)
C(L) = /\ Cy(L). (4.3)

A convergéncia é garantida pelo Teorema 4.2. O Lema 4.2 pode ser trivialmente
verificado.

Lema 4.2 (V é um espago de Banach)
O espaco V das funcoes valor para LL-MDPs é um espaco de Banach.

Lema 4.3 (H para LL-MDPs é contragao)
O operador de melhoria local H para LL-MDPs é uma contracgao.

Prova Sejam U e V duas funcées valor para wm LL-MDP, e || - || uma norma definida
em V tal que ||V|| = maxses V($).
Fizaremos os estados g € E e s € S. Supondo que HV,(s) > HU,(s),

0 < HV,(s) — HU,(s).
Uma das possiveis acoes otimas para os estados s e q € a:

al € arg gré%;R(s, a)+v %T(sﬂs, a)Vy(s').
Para os estados q e s e para a agao a,
HV,(s) — HU,(s) = max [h(s, a,V, q)] — max [h(s, a,U, q)]

acAy acAqy

= R(S, a:) + Z T(Sllsv a:)%(q,<a;‘,s’>) (S/) -

s'eS

max
a€Ay

R(Sa CL) + Y Z T(S/|57 CL) U&(q,<a,s’>)(sl>]

s'eS

S R(87 (l:) + ~ Z T(S,|87 a:)%(q,<a§,s’>)(8/) -
s'eS
R<87 a:) + Z T(5,|57 a:>U(5(q,<a§,s’>) (8/)
s'eS
= 7 Z T(s']s,a;) [%(q,<a§,s’>)(5/) - Ué(q,<a:,s’>)(5/)]
s'eS
< ) T, a)l[Vy — Uyl
s'eS

= Ve = Ul
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O argumento € repetido para o caso em que HV,(s) < HU,(s), e portanto
Vs €5, [HVq(s) = HUy(s)] < ~[IVg — Ugll.
Disso seque imediatamente que

max [HV,(s) = HUy(s)| < v[|Vg = Uyl

seS
1 Vq(s) = HUg(s)|| < v [[Vg = Uyl (4.4)
e portanto H é uma contracao. |

Teorema 4.2 (Convergéncia do LLVI para LL-MDPs)
Os wvalores gerados pelo algoritmo LLVI convergem para um ponto fixo.

Prova Segue diretamente dos Lemas 4.2 e 4.3: o operador H ¢ wma contracio, uma

vez que € composto de contragées: seja || - || wma norma definida no espago V tal que
V|| = maxeer, V,(s); usaremos também a norma || - || definida no Lema 4.3 para o
es
espago V. ’
VAV~ DY = (- HY, ~ HU, )

< G- Ve =g,
= G- Ve = Uyl
= 7V =Ull u

Complexidade

O comportamento assintotico do algoritmo LLVI depende da estrutura do automato M, e
quanto mais arestas forem consideradas nos passos de programacao dinamica, maior sera
o tempo de execugao. Um tinico passo de programacao dinamica executa

> 1Als?

[i,q]€€

comparagoes de valores de estados. A somatdria apenas considera os estados [i, g] onde
h& a possibilidade de alguma acao ser executada.
O numero de comparacoes para horizonte finito é

z—1
Z Z |AIIHS|27

1=0 [i,q]€€
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e portanto o algoritmo LLVI é melhor que a multiplicacao de estados seguida de iteracao
de valores (que tem complexidade O(z|A||E|?|S|?)), mesmo ignorando o tempo necessério
para multiplicar os estados:

z—1 z—1
DD IANISE < YD IAIS?

i=0 [i,q]e€ i=0 geE

< 2|AJE]|SI%

No entanto, a complexidade de tempo do algoritmo de iteracao de valores nao leva em
consideracao o uso dos conjuntos A,. Especialmente no caso de LL-MDPs multiplicados,
havera muitos estados para os quais A, < A. Ainda assim, o algoritmo de iteragao de
valores usa todos os estados s’ € S para melhorar o valor do estado s, como pode ser visto
no somatorio do passo de programacao dinamica:

Vi(s) < max R(s,a) +~ /ZegT(S,|S7 a)Vi_1(s")

Com isto, o algoritmo VI percorre todos os |S||E| estados no somatério. Ja o algoritmo
LLVI percorre apenas |S||OUT(q)|, e |OUT(q)| < |E].

4.3.4 Iteracao de Politicas (LLPI)

Esta subsegao descreve o algoritmo LLPI (language limited policy iteration). O LLPI é
uma variante do algoritmo de iteracao de politicas desenvolvida para LL-MDPs.

O Algoritmo 2.2 (na pégina 13) para resolver MDPs usando iteragdo de politicas
também pode ser modificado para manter fungoes valor para cada estado do automato.
No entanto, a politica inicial deve ser admissivel.

O valor da politica no estado ¢ pode ser avaliado através do seguinte sistema linear:

‘/(Iir(S) = R(S, 7'('(8)) +7 Z T(S,|57 7:r(S))‘/57.(rq,7'r(s))(S/>‘ (45)
s'eS
A Equacao 2.1 (na pédgina 8) é modificada para
Q;(s,a) = R(s,a) +7 Y T(s']s,a) Vg (s). (4.6)
s'eS

O passo de melhoria da politica busca, para cada politica ;11 4 associada ao estado g
do automato, uma acao que pode melhorar esta politica. No entanto, as a¢oes procuradas
serao sempre aquelas permitidas no estado ¢:

Vge E,s €S, m(s)= arggg:;c@jlr(s,a). (4.7)
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O principio é o mesmo usado na alteracao do algoritmo de iteracao de valores. A

politica inicial respeita as restrigdes do automato (por ter sido escolhida desta forma), e

em cada passo de melhoria da politica apenas as acoes permitidas sao consideradas.

O Algo

ritmo 4.3 mostra a iteragao de politicas para LL-MDPs.

22

Entrada: Um LL-MDP (S, A, T, R, M).

Saida: Uma politica 7’ para o LL-MDP.

1 Vg € F, inicialize 7, aleatoriamente com uma politica admissivel
2 repita

3 para cada q € F faca

4 ‘ Ty — Tg

5 fim

6 Avalie a politica atual resolvendo o sistema linear:

v | Vils) = R(s,75(5)) + 7 Cwes T(5')5,50() Vitqar(o ()
8 para cada g € E faca

9 para cada s € S faga
10 para cada a € A, faga
11 ‘ Qg/(s, a) — R(s,a) + 7> ocs T(8'|5,a) Vs(ga)(s')
12 fim
13 fim
14 fim
15 para cada g € E faca
16 para cada s € S faga

17 Melhore a politica:

18 Tq(8) «— arg maxgea, Qg/(s, a)

19 fim
20 fim
21 até que Vg € B, 7, =T,

Devolva 7

Algoritmo 4.3: Iteracao de politicas para LL-MDPs.

Corretude e convergéncia

As provas desta subse¢ao usam um operador de melhoria para o algoritmo de iteragao de

politicas: para toda politica 7/, seja H™ : V — V um operador tal que

Vge E,s€S, HVI(s)=Qi(s,(s)),
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e H" : V +— V um operador tal que
HTV™(s) = (HHVO#(S), e ,H#/V|7.1§\—1(3)>
= (@A) Qa7 (9))).

Os seguintes lemas e teoremas demonstram que o algoritmo de iteragao de politicas
para LL-MDPs converge para a solucao 6tima do LL-MDP dado como entrada.

Teorema 4.3 (Admissibilidade da politica gerada pelo LLPI)
Seja P; = (M, ;) uma politica admissivel para um LL-MDP L. Seja 7* a politica obtida
pelo Algoritmo 4.3 tendo L como entrada. Entdo, ©* é admissivel para L.

Prova A admissibilidade da politica depende de dois fatos: primeiro, a linguagem do
automato da politica deve estar contida na linguagem do autémato do LL-MDP (o que
¢ trivialmente verdade, ji que o autémato do LL-MDP é usado na politica); sequndo,
Vs € S,Vq € E,m,(s) € Ay (o que também € verdade, ji que o argmax da linha 18 do
algoritmo seleciona a € Ay, e a politica inicial € admissivel). [

Lema 4.4 (Convergéncia do LLPI)
Sejam M a maior recompensa em alguma época de decisio e M a menor recompensa
possivel em alguma época de decisio. Se —oo < M < M < 0o, entdo

Vi € ILYU €V, lim {(Hﬁ)NU} _

—0Q
onde (H*/)N denota a aplicacao do operador N wvezes.

Prova Se o operador H ¢é aplicado L vezes sobre U (resultando em (H™)'U ), pode-se
dividir a recompensa esperada da funcao valor resultante em duas partes: a recompensa
da fungio valor U, antes do operador ser aplicado, e a recompensa relativa s L primeiras
épocas de decisao, dadas pela aplicacao do operador H*. Cada vez que o operador H*
¢ aplicado, a componente relativa a U é multiplicada pelo fator de desconto v. O wvalor
desta componente quando L tende ao infinito € zero. A sequir esta idéia € apresentada
formalmente.

Dada uma funcio valor V, pode-se dividir seus componentes em duas partes, uma
com a recompensa até L épocas de decisao, e outra com a recompensa a partir da época
de decisao numero L:

N-1
Vi(s) = ]\}1_120 [Zykm]
k=0

L-1 N-1

_ k . k

- S g[S
k=0 k=L
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A funcao valor resultante de (H’T)LU pode ser decomposta da mesma forma, e o limite

s

desta funcao quando L — oo é:

N L-1
o ()" 0] = g { St

k=0

N—1
. k U
e |3

k=L

Z_ Ve ] } (4.8)

L—oo

= V™ 4+ lim { lim
N—oo

onde rY € a recompensa, na época de decisdo k, relativa a politica associada a U. A soma
das recompensas deve ser no minimo igual a soma da recompensa minima para todas as
épocas de decisao:

N-1 00 M’YL
li > MYy A==

e simetricamente, a soma das recompensas deve ser mo mdrimo a soma da recompensa
mdxima:

N—-1 o) M’)/L
: k, .U <_ k_

1—7
No entanto, limy_, [%} = 0 para qualquer constante C'.
Concluimos entao, usando a igualdade na FEquacao 4.8 que

N—1
Z’V’“Tff] } <
k=L

L—oco | N—>oo

0<V™+ lim{lim

e limy {(m)N U] _ n

Lema 4.5 (Melhoria da politica no LLPT)
Sejam P = (M, ) e P' = (M, 7') duas politicas para um LL-MDP L. Se HV* = HT'V*,
entao @ € uniformemente melhor do que .

Prova Como por hipdtese HT'V* = HV ¢ HV](s) = maxsea, Q(s,a), pode-se concluir
que H*'V* > V7.
Repetidas aplicacées do operador H™ levam a:

i () s () (1) < (1) (7).

k—o0

Usando o Lema 4.4, concluimos que VF < V7. |
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Lema 4.6 (Corretude do critério de parada do LLPI)
Seja L um LL-MDP e 7; uma politica para L. Se o valor esperado para 7 nao pode ser
melhorado pelo algoritmo LLPI, ou seja:

Vge E.Vs €S, m,(s) =arg max Qq(s,a) (4.9)
acAg
entao 7 € otima para L.

Prova Uma politica que nao pode ser melhorada pelo LLPI obedece a FEquacao 4.9, que
pode ser reescrita como

Vge E,Vs € S, m,(s) = argmax
a€Ay

R(s,a) +~ Z T(s'|s,a)Vs(g.a) (3)] ,

s'es

e sua funcao valor, portanto, € tal que

Vo(s) = max

R(s,a) +~ Z T(s'|s, a)Vg(q,a)(s)] ,

s'eS

o que significa que a funcao valor satisfaz o critério de otimalidade. Uma vez que pelo
teorema do ponto fixo de Banach hd um unico ponto em V' que satisfaz esta equacgado, esta
funcao valor e sua politica entao sdo otimas. [

Teorema 4.4 (Otimalidade da politica gerada pelo LLPT)
Para qualquer LL-MDP L = (S, A, T, R, M) dado como entrada, o algoritmo LLPI para
apos um numero finito de iteracoes, e a politica resultante é otima.

Prova O Teorema 4.3 garante a admissibilidade da politica gerada pelo algoritmo. O
Lema 4.5 garante que os valores das politicas geradas a cada itera¢ao do algoritmo crescem
monotonicamente. Como hd uwm niumero finito de politicas possiveis para um LL-MDP, o
algoritmo deverd parar. De acordo com o critério de parada, na tltima itera¢ao w414 =
Tng (0u seja, a politica nao pode ser melhorada). Com isto o Lema 4.6 garante que a
politica gerada pelo LLPI € dtima. [ |

4.3.5 Programacgao Linear

Esta secao descreve a modelagem de LL-MDPs como programas lineares. Ao contrario dos
algoritmos iterativos baseados em programacao dinamica, a abordagem da multiplicacao
de estados e a abordagem ad-hoc resultam no mesmo programa linear.

Assim como para MDPs, é possivel criar um programa linear cuja solucao é a politica
6tima para um LL-MDP. Como cada restrigao descreve a dependéncia de vs em outras
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fungdes v., basta que as restrigoes sejam criadas por agao e por estado do autémato, e que
as fungoes usadas para construir cada funcao valor respeitem a linguagem do automato.
Nesta discussao, usaremos a notagao v, s para a funcao valor relacionada ao estado s do
MDP e ao estado ¢ do automato. O programa linear para determinar a politica de um
LL-MDP é:
minimizar: Z Ulgs]
seES,qEE
sujeito a:
Vs e S,a€ A q € F tais que §(¢q,a) = ¢,
Vlg,s] 2 Y Z T(s']s,a)vig s
s'es

Por exemplo, o MDP modelado no Capitulo 2, na pagina 15 pode ser modificado
de forma que a agao ag sempre tenha que ser a primeira a ser executada. O LL-MDP
resultante usaria o automato da Figura 4.3.

A
-
—(0)=

Figura 4.3: Automato que limita as agoes disponiveis no primeiro passo do MDP.

O programa linear para resolver este LL-MDP é:

minimizar: vj0,s0] + Vlg1,50] + V[q0,s1] T V[q1,1]

sujeito a:
V0,50 = 104+ 70.3vj41,50) + V0.7V (41,61],
Vgo,s1] = 90 +70.4v1,50) + 70.50[41,61],
Vigr,s00 = 10 +70.3v41,50) + 70.T0}g1,51]
Vgrso) = 1+ 70.20001 s0) + 70.4vjg1 1),
Vig1,s0) = 30+ 70.6v1,50) + 70-4v}g1,61],
Vjgr,s1] = 90 +70.50(41,50) + 70.5V[41,61]5
Vs = 20+ 4060150 + 704v1 01
Vgls1] = 2+ 70.70j41,50) + 70-30(g1,1)-

O programa linear obtido desta forma é o mesmo obtido a partir do MDP resultante
da multiplicacao de estados.
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4.4 Sumario
Este capitulo descreve teoricamente algumas das contribuicoes centrais desta tese:

e A definicao de MDPs limitados por linguagem;

e Algoritmos para solucao dos novos problemas descritos: um multiplicador de estados
e adaptacao dos algoritmos exatos ja existentes;

e Prova de convergéncia e corretude dos algoritmos modificados.






Capitulo 5

POMDPs Limitados por Linguagem

Este capitulo apresenta os processos de Markov parcialmente observaveis limitados por
linguagem, andlogos a LL-MDPs. Outra extensao descrita neste capitulo permite deter-
minar para cada evento de um POMDP uma duracao, de forma que esta seja levada em
conta durante o cédlculo da politica 6tima. A duragao dos eventos deve ser discreta, e
pode ser probabilistica.

5.1 LL-POMDPs

A definicao de LL-POMDPs extende a de LL-MDPs da mesma forma que os POMDPs
extendem os MDPs, e um LL-POMDP pode ser visto como um LL-MDP sobre estados
de crenga.

Definig¢ao 5.1 (LL-POMDP)

Um POMDP limitado por linguagem (LL-POMDP) é uma tupla (S, A,T,R,Q,0O,M),
onde M é um automato descrevendo a ordem em que eventos podem acontecer quando a
politica estiver sendo executada, da mesma forma que em um LL-MDP.

Defini¢ao 5.2 (POMDP subjacente a um LL-POMDP)
Dado um LL-POMDP L = (S,A,T,R,Q,0, M), o POMDP subjacente a L é (S, A, T,
R, Q, 0).

Os eventos em um POMDP sao pares de agao e observagao (e nao agao e estado resul-
tante, como em MDPs). Assim, o alfabeto do autémato de um LL-POMDP é composto
de pares (a,0), onde a € A e o€ .

Defini¢ao 5.3 (Evento em um POMDP)

No contexto de POMDPs, usaremos a palavra evento para descrever uma a¢do ou uma
observagdo ou um par agdo/observacao (ou seja, uma agdo sequida de uma observagao).
Assim, a agao aq, a observagao og e o par (a4, 08) sao chamados de “eventos”.

85
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Nem toda linguagem regular funcionaria para um LL-POMDP: é necessario garantir
que durante a execucao da politica, todas as observacoes decorrentes de uma acao sejam
levadas em consideragao. Isso significa que no automato M, para cada estado ¢ e cada
acao a que possa resultar em ¢, devemos garantir que todas as transicoes saindo de q
contenham todos os eventos < a,o0 >, para todas as observagoes;

5.1.1 Politica para um LL-POMDP

Da mesma forma que para LL-MDPs, uma politica para um LL-POMDP tera uma politica
para POMDP (uma funcao valor) para cada estado de um autémato.

Definigao 5.4 (Politica para LL-POMDP)
Uma politica P para um LL-POMDP é um par WV, ) onde:

o W = (X,E,F,N,A), um autémato com alfabeto X, estados £, estados finais F,
estados iniciais N, e funcao de transicao A;

o m = {do,di, -+ ,dig-1} € um conjunto de regras de decisio, sendo que para cada
q € €, hd uma regra de decisao d, : B — A.

O automato M é usado para horizonte infinito, e o automato VW é construido para
horizonte finito da mesma forma que para LL-MDPs.

Definigao 5.5 (Fungao valor para um LL-POMDP)

Dado um LL-POMDP L = (S,A,T,R,Q,0, M) e uma politica P = (W, 7) para L, uma
funcao valor V para L é dada pelo conjunto V= {Vo,Vi,- -+, Vigl-1} de fungoes valor,
onde V,(s) € o valor esperado para a politica P nos estados q e s de acordo com o critério
de otimalidade escolhido.

O Algoritmo 5.1 deve ser usado para a execucao de politicas para horizonte finito, e é
semelhante ao Algoritmo 4.1 para LL-MDPs.

Da mesma forma que para LL-MDPs, se uma politica permite a execucao de acoes
proibidas pelo automato de um LL-POMDP L, ela nao é admissivel para L.

Definigao 5.6 (Politica admissivel para um LL-POMDP)
Seja L = (S, A, T, R,Q, O, M) wm LL-POMDP. Uma politica P = (W, V) é admissivel

para L se:
o A linguagem de W estd contida na linguagem de M;

e Para toda época de decisio k, Vb € B,Vq € £,d,(b) € A,.
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Entrada: P = (W, ), uma politica para LL-POMDP, onde W = (X, €, F, N, A) e
7:E X B A
b, o estado inicial de crenca do LL-POMDP.

k0

Escolha ¢ € N

enquanto k£ < h facga

a — #([k,q.b)

Execute a

Receba nova observagao o
q— Ag,< a,0>)

b 7(b,a,o)

t—k+1

fim

Algoritmo 5.1: Execugao de politica para LL-POMDP de horizonte finito.

© 00 N o oA~ W N =

=
=)

Assim como a definicao de politica admissivel para LL-MDPs, a defini¢ao de politica
admissivel para LL-POMDPs vale tanto para horizonte finito como para horizonte infinito.

Uma funcdo valor V para LL-POMDPs ¢ admissivel se a politica induzida por ela
também o for (V& < z,Vb € B,Vq € £, argmax,ca V[;@q}(b) € A, e a linguagem de W
deve estar contida na de M).

A recompensa para uma agao em um estado de crenga é:

QW(QJ b7 CL) - p<b7 CL) + Y Z PT(O|b, a>vg(q,<a,o>) (T<b? a, 0))

o€
A definicao de politica 6tima para LL-POMDPs é a mesma usada para LL-MDPs,
trocando S por B:

Definigao 5.7 (Politica 6tima para um LL-POMDP)
Seja L = (S, A, T,R,Q,0, M) um LL-POMDP. Seja P = (W, ) uma politica para L.

e P ¢ admissivel para L;

e Para toda época de decisao k e politica 7, seja dy.q a regra de decisio de w para o
estado q do automato em k.

Vil € IL,Vq € E,Yb € B, Q%(q,b,d,(b)) > Q7 (q,b,d,(b)).

Defini¢ao 5.8 (Fungao valor 6tima para um LL-POMDP)
Seja L = (S, A, T, R,Q, O, M) um LL-POMDP. Uma funcio valor V € dtima para L se
YU € V,¥q € E,Yb € B, V,(b) > U,(b).
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5.1.2 Recompensa para um LL-POMDP

De forma semelhante aos LL-MDPs, a funcao valor do POMDP subjacente é um limite
superior para a fungao valor do LL-POMDP (o0 mesmo argumento usado na subsegao 4.2.2
na pagina 69 se aplica aos LL-POMDPs).

5.2 Algoritmos

As subsecoes a seguir apresentam duas maneiras de resolver LL-POMDPs. Assim como
LL-MDPs, LL-POMDPs podem ser resolvidos pela multiplicacao de seus estados ou por
algoritmos para POMDPs modificados para trabalhar com fungoes valor de LL-POMDPs.

5.2.1 Multiplicacao estados

Da mesma forma que fizemos com LL-MDPs, podemos usar o produto cartesiano dos
estados do automato e do LL-POMDP para gerar um novo POMDP. Para cada estado p
no autémato M do LL-POMDP e cada s, € S, criamos um estado s} no novo POMDP.
Como o conjunto de estados é aumentado, as 1", R', e O" sao modificadas:

e S’ = (S x E). Para cada s,, € S e ¢ € E, 0o novo conjunto de estados S" terd um
estado s? .

e A nova funcgao de transigao é
T(sn|sm,a) se (p,a,q) €6

T'(st]sh,a) =<1 se (p,a,q) €0, Spm=s,ep=q
0 se (p,a,q) € 0 e (Sm # sn OuU P # q);

e A nova funcao de probabilidade de observacao é

O'(o|s?,,a) = O(0|sm, a);

e E finalmente, a nova fungao de recompensa é

R(sa) = {R(sm,a) se dq € E tal que (p,a,q) € 0

—00 caso contrario.

O novo POMDP tem mais estados que o LL-POMDP original. Por isso, o estado de
crenga inicial, que diz respeito a apenas |S| estados, deve ser mapeado no novo conjunto
de estados. Isto é feito trivialmente, da seguinte forma: seja b o estado de crenca inicial
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do LL-POMDP e p o estado inicial do automato M. Entao calculamos o novo estado de
crenca b':
Vs, € S, U'(sh) = b(k),

Vs, €S, Vg # p, b'(s%) = 0.

A medida que a politica é usada e agoes sao executadas, o estado de crenca mudaré e
ficard nao-negativo em no maximo |S| estados de cada vez, uma vez que o estado corrente
do automato é perfeitamente observavel.

Este método funciona somente quando os eventos sdo apenas agoes (nao podemos usar
observagoes como seletores). Se este algoritmo for aplicado diretamente em POMDPs com
observagoes seletoras, o resultado sera um POMDP que nao é consistente. Por exemplo,
se o POMDP original tiver:

° S = {81,82}
° Q = {01,02}
o A= {CLQ,CLQ}

e o automato da Figura 5.1 for usado na multiplicacao, o POMDP da figura 5.2 seria
gerado.

Figura 5.1: Automato M

A
T(s14,a1,s1B) = T(s1,a1, 1)

ai, 01 - s1,B
ai, 02
s1,C

S0, A )
e T(s14,a1,5C) =T(s1,a1,51)

Figura 5.2: POMDP resultante da multiplicagao de estados.
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No entanto, as probabilidades de transigdo para (Asi,a;) ndo somam um. Este pro-
blema pode ser resolvido multiplicando novamente o espaco de estados: o POMDP origi-
nal tinha |S| estados. O POMDP que leva em consideragao os estados do automato tem
|S||E| estados. Pode-se criar, ainda, um novo POMDP, que usa estados para representar
a dltima observagao que foi percebida pelo agente. Este novo POMDP terd |S||E||Q] esta-
dos. Assim, uma transicao passa a ter sua probabilidade multiplicada pela probabilidade
de acontecimento da observacao referente ao estado destino, como a Figura 5.1 mostra.

A T(s14,a1,5101B) -

T<81-, 111781)0(81-&1701)

ai, 01

s1, A s1,01,B
ay, 02

81,02, B

R T(s14,a1,5102B) =
T(s1,a1,51)0(s1,a1,02)

ay, 09
T(s14, a1, s201B) =
52,01, B ’
72,01 T(s1,a1,52)0(s1,a1,01)
S2,02, B T(s14,a1,8202B) =

T(s1,a1,82)0(s1,a1,02)

Figura 5.3: POMDP resultante da multiplicagao de estados (com probabilidades corretas).

Durante o uso da politica, o tomador de decisoes sempre sabera em que estado do
automato ele estd, e portanto o estado de crenga ficard sempre restrito a no maximo |S]|
valores diferentes de zero. Por exemplo, para um automato com trés estados e POMDP
com 5 estados, o estado de crenga poderia ter os seguintes valores (as partes dos estados
de crenga equivalentes a estados do automato foram destacadas):

0.0,0.2,0.4,0.1,0.3,0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0
0.0,0.0, 0.0,0.0,0.0,0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.4, 0.0, 0.0, 0.5, 0.1
0.0,0.0,0.0,0.0,0.0,0.3,0.0,0.1,0.1, 0.5, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0

Hauskrecht definiu MDPs hibridos, que combinam MDPs e POMDPs [37, 36], e os
usou na modelagem de diagndstico e planejamento de terapia para doencas coronarias.
Hauskrecht demonstrou que é possivel usar uma funcao valor PWLC para cada variavel
perfeitamente observavel, onde cada uma das fungoes valor é definida sobre o conjunto
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das varidveis parcialmente observaveis. Esta abordagem leva o algoritmo LLVI para
POMDPs, descrito na subsegao 5.2.2. De acordo com Zhang e Zhang [88, 89], um POMDP
onde uma observagao pode restringir o estado de crenca a poucos estados é um POMDP
informativo, e o algoritmo de iteragao de valores restrita explora esta estrutura, reduzindo
a dimensao do espago de crenca.

Os algoritmos baseados em pontos de crencga fazem uma busca inicial por todos os
estados de crenca antes de comecar o lago onde a funcao valor é melhorada. Para um
POMDP multiplicado, nenhum estado de crenca que considere mais de um estado do
automato ao mesmo tempo sera incluido na grade, porque as probabilidades de transicao
nao levam a estes estados. Isto resulta em uma grade menor do que o esperado para um
espaco de estados grande, mas ainda assim eficiente.

Complexidade

Usando os termos do POMDP ja multiplicado, a complexidade do algoritmo de iteragao
de valores é O(|S||A[¥"). Usando os termos do LL-POMDP original, a complexidade é
O(|S||E||A|¥™). Com observacdes seletoras, O(|S||E||Q||A[l¥).

No entanto, a multiplicacao de estados permite que qualquer algoritmo seja usado para
a solucao do POMDP resultante, e especialmente para horizonte infinito, ha algoritmos
mais eficientes que o de iteracao de valores.

5.2.2 Adaptacoes dos algoritmos existentes

Da mesma forma que com MDPs, diversos algoritmos podem ser adaptados para resolver
LL-POMDPs para que trabalhem com a linguagem do automato M. Alguns dos algo-
ritmos que poderiam ser adaptados sao os de iteragao de valores (que seleciona agoes e
observagoes a cada iteragao), o de iteracao de politicas de Hansen (que seleciona também
agoes e observagoes, da mesma forma que um algoritmo de iteragao de valores), embora
alguns destes possam se beneficiar mais da multiplicacao de estados.

As modificagoes sao:

e Uma funcao valor (ou controlador) é mantida para cada estado do autémato M;

e Ao gerar uma nova funcao valor para o estado ¢, sao consideradas as funcoes valor
dos estados OUT(q).

5.2.3 Iteracgao de valores (LLVI)

Esta subsecao descreve o algoritmo de iteracao de valores para POMDPs limitados por
linguagens.
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Os algoritmos de iteracao de valores para a solucao de POMDPs vistos no Capitulo 3
podem ser adaptados para, a cada passo, consultar o automato M e levar em conta a
ordem desejada para os eventos, da mesma forma como os algoritmos para MDPs foram
adaptados. A cada passo, ao invés de construir um novo conjunto de vetores (uma fungao
valor) T';, o algoritmo construird uma funcdo valor por estado onde o autémato possa
estar. Ou seja, no i-ésimo passo de programacao dinamica, o algoritmo construira as
funcoes-valor I'j; ), onde p € E. A cada passo, o algoritmo deverd se lembrar de quais
sao os estados do automato onde o agente podera estar naquela época de decisao. A
Figura 5.4 mostra a funcao valor do LL-POMDP sendo construida.

O mapeamento h: Bx AxV x £ — R é

h(b,a,V,q) = p(b,a) +7 > Pr(olb,a)Vag<aos)(7(b,a,0)).

0€N

O operador de melhoria local é semelhante aquele definido para LL-MDPs na Equagao 4.1;
a unica diferenca é o uso de um estado de crenca no lugar do estado do MDP:

HV,(b) = max [h(b, a,V, q)] )

a€Aq
E operador H : V — V de melhoria global ¢
HV = (HVigy HVyy - HVy, )
A equacao de otimalidade para LL-POMDPs é

Vae BbeBV,(b) = HY,0)
= maxh(b,a,V,q)

a€Ay
= max SR<s,a>b<s>+72;Pr<o|b7a>vA<q7<avo>><T<b,a,o>>.
sE oc

O Algoritmo 5.2 mostra um passo de programacao dinamica, modificado para levar em
consideragao apenas as acoes e observacoes definidas por um automato M. O algoritmo

implementa a variante variante de Monahan para construir a funcao valor. A linha 8
a

[4,p]
resultam em alguma observagao sao selecionadas na linha 7.

do algoritmo calcula o conjunto de vetores I'?. . para cada agdo. Apenas as acoes que

Usando a politica

O algoritmo constréi € e A. Durante a execugao da politica, o automato W = (X, £, F,
N, A) é usado, onde:
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: (L]

[0, g10]

State [1,¢2] has two
vectors in it (one
for each  outgoing
transition — or “action-
observation pair”

0.00)

Iy (after first' Lo (no VI step

VI step) . done yet; no ac-
. tions possible from
. these states on, so
. no vectors in these
. states)

Figura 5.4: Estados finais do automato construido.

o N ={[z—1,q]lg € I} é o conjunto de estados iniciais, determinado pelo horizonte
z e pelo conjunto I de estados iniciais de M;

o F =U,er{[0,q]} é o conjunto de estados finais.

Além deste automato, hd também o conjunto funcoes valor I'j; 5, onde 0 < 7 < z e
q € €. Estas duas estruturas formam a politica para o LL-POMDP. O algoritmo 5.3
mostra como a politica poderia ser usada em um LL-POMDP de horizonte finito.

Horizonte infinito

A convergeéncia para horizonte infinito pode ser verificada usando a conjuncao das con-
vergéncias das fungoes valor de cada estado do automato, da mesma forma que no caso
dos LL-MDPs.

Corretude e convergéncia

O algoritmo modificado de iteracao de valores produzira uma politica 6tima dentro dos
limites da linguagem do automato M. As provas apresentadas para o algoritmo LLVI para
LL-MDPs valem também para LL-POMDPs, bastando que os estados sejam entendidos
como “estados de crenga”.
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Entrada: Um LL-POMDP (S, A, T, R,Q,0, M) onde M = (X, E, F, qo,9);
O conjunto £ construido no passo anterior;
A funcao valor I', parcialmente construida nos passos anteriores e
definida para todos os estados [k,q] € £,k <i—1;
A relacao A, parcialmente construida nos passos anteriores;
O namero ¢ do passo atual.
Saida: Uma fungao valor I'; definida para todos os estados [k, ¢| € £,k < i;
Um conjunto £ estados;
Uma relagao A : € x ¥ — £.

1 para cada p € E, tal que e € X,0(q,e) = p faga

2 | £ EU{[i,p]}

3 Zk(ﬁ,;ﬂ,e) A ﬁ _'1,Q]

4 fim

5 para cada [i,p] € £ (onde i é a iteracao sendo executada) faga

6 para cada [i — 1,q] € € faga

7 para cada a € A tal que Jo € Q, d(p,< a,0 >) = q faga

8 Uip) = g Y {TCL 7 (Z 0cQ, Ma’oa> aC F[i—l,f]]}
d(p,<a,0>)=q

9 fim

10 fim

11| T — Uiea iy

12 fim

13 Devolva I', £ e A
Algoritmo 5.2: Passo de programagao dinamica para LL-POMDPs.

Complexidade

Sejam ¢ e ¢’ dois estados do automato W, I'y o conjunto de vetores em ¢', e ;.4 O
conjunto de todas as observagoes que podem resultar da agao a no estado ¢, levando o
automato para o estado ¢':

Quag ={0€Qd(q,<a,0>)=4¢}.

O nimero maximo de vetores I';, , calculados entre ¢ e ¢’ no algoritmo LLVI para
LL-POMDPs pode ser determinado da seguinte forma: para cada acao em A, deve-se

considerar o conjunto de observagoes possiveis {1, ,, € as possiveis acoes subsequentes
) - - | /] ,
Ag. Com isto, para cada agao em A, sao gerados I' ,***" vetores. O numero total de

vetores gerados entre ¢q e ¢’ é:

ac€Ay
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1 qg<4do

2 b« estado inicial

3 repita

4 a < melhor_acao (I';, b)
5 0 < execute (a)

6 q A(q> a, O)

7 b+ 7(b,a,o0)

8 até completar z iteracoes

Algoritmo 5.3: Algoritmo de execugao de politica para LL-POMDPs.

e o total de vetores em q € >/ opr(p Lag-

O grafo que representa o automato VW também representa uma rede de fluxo com
multiplas fontes e sorvedouros. Os estados finais de VW sao as fontes, e os estados iniciais
sao os sorvedouros. Para cada transicao do automato ha um arco na rede. O nimero de
vetores levados de um estado de W a outro é o fluxo de um né da rede a outro. Seja g
um no da rede que representa um estado do automato W, em algum passo do algoritmo.
A funcao que da o fluxo saindo de ¢ é

Fa)= D> D flg) el

q'€OUT (q) a€Aq

Em toda fonte [0, ¢],
f([0,q) =1

porque da fonte, s6 é possivel obter um 1nico vetor para cada acao.

O fluxo maximo total na rede da a complexidade de tempo do algoritmo para o pior
caso (ou seja, o caso em que nenhum vetor dominado é encontrado).

O numero maximo de vetores gerado por iteracao do LLVI pode ser menor que o
gerado pelo algoritmo de iteracao de valores sobre o POMDP multiplicado, porque

F[i:lﬂ = Z Z |F[i,1’q/]||gq,a,q"

q'€OUT (q) a€Aq

< DD Ty oe!

q EFE acA
< [E[|A]D; [ (5-1)
< QI E[JAI|T; [,

As linhas 5.1 e 5.2 sao os nimeros de vetores gerados para o POMDP multiplicado
sem e com observacoes seletoras, respectivamente. No entanto, como vetores dominados
sao eliminados, o algoritmo de iteracao de valores poderia ter melhor desempenho. Em
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nossos experimentos o LLVI se mostrou sempre melhor que a iteracao de valores sobre o
POMDP multiplicado.

Uma melhoria

Figura 5.5: Automato que causa operacoes desnecessarias de verificagao de dominéncia.

O algoritmo LLVI pode computar a mesma funcao valor mais de uma vez, fazendo
mais verificacoes de dominancia que o necessario. Por exemplo, um LL-POMDP usa
o automato M da Figura 5.5. Na época ¢, ao calcular as funcoes valor para a época
1 + 1, novas transigoes serao adicionadas ao novo automato ¥W. A Figura 5.6 mostra as
transigoes que seriam adicionadas a A terminando em [i, go]: as fungoes para {a, b} e {c, d}
seriam calculadas, e a nova fungdo {a,b,c,d} seria calculada também. No entanto, com
isto alguns testes de dominancia seriam repetidos (se a domina b, este teste seria feito duas
vezes). Poderiamos ter usado {a,b} e {c¢,d} (que ja passaram por testes de dominancia)
para construir {a,b,c,d}. Como o teste de dominancia é caro, seria melhor se o célculo
das funcoes valor sempre fosse feito aproveitando aquelas ja calculadas, quando possivel.

Uma maneira de resolver este problema usa o conceito de automato reverso, definido
neste capitulo. Denotamos um automato deterministico com uma estrela (Z, é deter-
ministico), e o automato reverso com um R: Z® é Z reverso.

Os testes de dominancia adicionais mostrados na Figura 5.6 s6 acontecem quando
transicoes com o mesmo evento terminam no mesmo estado — o que é o mesmo que
dizer que o problema acontece quando o autoémato reverso M é nao-deterministico.
Para resolver o problema, basta reverter o automato M, transforma-lo em um automato
deterministico, e reverté-lo novamente. O automato resultante ((MF),)f tem a mesma
linguagem de M, e nao tera transi¢coes com o mesmo evento terminando no mesmo estado.
Isto evitara os testes de dominancia desnecessarios.
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q4 qi+1,3 qi41,2 di+1,1 qi+1,0

Figura 5.6: Operagoes desnecessarias realizadas pelo LL-POMDP-DP.

5.2.4 Algoritmos baseados em discretizacao

Os algoritmos baseados em discretizacao do espaco de crenca também podem ser adapta-
dos para LL-POMDPs. H4 duas mudangas a serem feitas nestes algoritmos:

e A grade inicial pode ser determinada simulando os pontos de crenca que poderiam
ser alcancados a partir de um ponto de crenca inicial. Isto permite que o algoritmo
trabalhe com pontos de crenca relevantes. A linguagem do automato M pode
restringir a busca por pontos de crenca ao determinar a grade inicial, incluindo,
para cada estado do automato, os pontos relevantes para aquele estado;

e Novamente, ha a necessidade de manter diferentes funcoes valor para cada estado
do automato M. O passo de melhoria da funcao valor deve ser modificado de forma
a fazer a melhoria em cada uma destas fungoes valor, da mesma forma ja descrita
para os algoritmos de iteracao de valores.

Descreveremos estas modificagoes para o PBVI. A primeira modificacdo é simples;
para a segunda, a Equacao 3.4 (na pagina 53) passa a ser usada apenas para as agoes e
observagoes permitidas no estado q.

Primeiro o conjunto de vetores « a ser gerado é s6 o das acoes permitidas em ¢:

9"« a,""(s) = R(s,a).

Em seguida, os vetores provenientes de outras fungoes valor sao usados, de acordo com
as agoes e observagoes possiveis:

Vpe E,a€ Ao € Q tais que d(q,< a,o>)=p,
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VOC, S F[i*l,pb
[7°(s) < ay?(a) = v Z T(s'|s,a)O(ols', a)d/ ().
s'eS

E cada ponto de crenca tem seu vetor modificado:

Wb,
a0 g (St
0€Qy 4 seS

Complexidade

Ha uma diferenca importante entre os algoritmos exatos de iteracao de valores e os algorit-
mos baseados em pontos de crenca: para estes ultimos, o passo de melhoria é polinomial.
Isto invalida, para estes algoritmos, o argumento a favor da divisao da func¢ao valor. Para
o algoritmo simples com grade fixa, a analise de complexidade é semelhante aquela para
iteracao de valores em LL-MDPs.

5.3 Duracao Probabilistica Discreta para Eventos

Ha situacoes nas quais é necessério levar em conta o fato de diferentes agoes terem duracoes
diferentes (um tratamento médico pode durar mais que outro, por exemplo). O mesmo
acontece com observacoes: uma acao que dispara uma busca por um elemento em uma
base de dados distribuida pode resultar em uma observagdo em um curto tempo (se a
informagao foi achada logo no inicio da busca) ou depois de um longo tempo (se a busca
exaustiva nao encontrou a informacao, ou se um limite de tempo foi excedido).

A solucao de POSMDPs, como jé visto, € dificil - mas POMDPs e LL-POMDPs podem
ser estendidos para que seja possivel especificar um conjunto de duragoes para cada agao
e cada observacao, além da probabilidade de que cada uma das acoes e observagoes tenha
cada uma das duragoes definidas.

Definicao 5.9 (LL-POMDP com duracoes)

Um LL-POMDP com duragoes para eventos é a tupla (S, A, T, R,Q,0, M, D). A fun¢ao
D: AxQxNw [0,1] determina a probabilidade de que cada evento tenha uma certa
duragao: D(a,0,7) dd a probabilidade de que o evento < a,o > tenha a dura¢do igual a
7 unidades de tempo. A nocao de horizonte passa a significar “unidades de tempo” ao
invés do significado usual, “numero de decisoes”. Cada decisdo pode consumir uma ou
mats unidades de tempo.
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Em um LL-POMDP, a duracao da iltima acao é usada na determinacao do proximo
estado do automato). O alfabeto do autémato é ¥ = {< a,0,j > |a € A,0 € Q,j € N}.

E possivel também modificar a definicao de LL-POMDPs com duracao para que as
duragoes dos eventos dependam também do estado do MDP subjacente (ou seja, D :
S x AxQx N [0,1]. Para isto seria necessario modificar o estimador de estados 7 de
forma que este passe a usar esta informagao. Esta modificacao, no entanto, fica fora do
escopo deste trabalho.

5.3.1 Politica

A politica 6tima para um LL-POMDP com duragoes é semelhante a de um LL-POMDP,
determinando a acao a ser tomada a partir do estado de crenca. As duragoes de eventos
sao usadas apenas nos algoritmos para determinar a politica e para executa-la, e sao
implicitamente representadas nas transi¢oes do automato W (o alfabeto do automato foi
extendido para incluir a duracao de cada evento).

5.3.2 Algoritmos

O algoritmo de iteracao de valores para LL-POMDPs pode ser modificado para levar em
conta duracoes probabilisticas para eventos. O algoritmo de iteracao de valores é alterado
de forma que, apds k iteragoes (ou seja, construindo a politica para o momento em que
hé k unidades de tempo disponiveis para o tomador de decisdes), considere as politicas
de diversos momentos a frente, dependendo das duracoes das agoes.

A Figura 5.7 mostra trés eventos, eg, e; e eo, com duragoes 1, 2 e 4, respectivamente.
As arestas mostram quais funcoes valor das iteragoes anteriores sao usadas para construir
a funcao valor I'iyo: as fungoes valor I'; o) e I'1,1) nao sao usadas, porque nao ha evento
com duracao igual a tres.

Iteracao de valores

Apresentaremos apenas o algoritmo de programacao dinamica para LL-POMDPs, uma
vez que a versao para LL-MDPs pode ser intuida trivialmente deste. O operador H
modificado é:

h(b,a,V,q,i) = Z R(s,a)b(s) +

seS
vy {D(a, 0,§) Y _ Pr(olb,a)V [r(b,a,0),6(q, < a,0,j >),i —j]}
jENT 0€N

HV(b,q,i) = maxh(b,a,V,q,1).

a€Ay
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Figura 5.7: Construindo uma politica para LL-POMDPs com duragoes nas acoes.

O algoritmo de iteracao de valores passa a usar a seguinte férmula no passo de pro-
gramacao dinamica:

Vg€ E, pe IN(M,q),
Va e A tal que doe€ Q,3 €N, d(p, < a,o,t >)=gq,

Fﬁ"p] = Ta + 8 Z D(CL, 07j> Z M*°a Q€ F[i—jv‘ﬂ : <53)

JENT 0€N
d(p,<a,0>)=q

Liial = J Tl
acA
As funcoes valor das iteracoes anteriores sao usadas e ponderadas de acordo com as
probabilidades das duragoes de eventos.
Para horizonte infinito, um possivel critério de convergéncia para o algoritmo é similar
aquele para LL-POMDPs, mas com o cuidado extra de se comparar a funcao valor do
estado ¢ com todas as outras usadas para construi-la (em todas as iteragoes anteriores):

Vge E,jeN Cq,j(L) = C(V[i,qbv[i*j,q])a (5-4)
CLy= N Cu(L). (5.5)
qeFE,jeEN

Multiplicagao de estados

Pode-se multiplicar os estados do LL-POMDP com duracoes da mesma forma que LL-
POMDPs. No entanto, como a duragao de um evento pode determinar o préximo estado
do automato, é necessario multiplicar o espaco de estados também pela quantidade de
possiveis duracoes de eventos. O espaco de estados resultante é S x E x Q x 7, onde T
¢é o conjunto de todas as possiveis duracoes de eventos.
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5.3.3 Determinacao das unidades de tempo

Seja 7 o conjunto de todas as duracoes de eventos, usando a mesma unidade de medida
(ou seja, T = {u|Ja € A,0 € Q, D(a,o0,u) # 0}. H4 dois problemas a serem resolvidos:

e As duracoes, do ponto de vista do algoritmo, devem ser naturais, e nao reais;

e O uso de uma unidade de tempo inadequada pode causar iteragoes desnecessarias e
produzir uma politica muito grande. Por exemplo, se 7 = {20000s,40000s, 60000s},
seria inconveniente executar o algoritmo para horizonte acima de 20000, quando é
possivel dividir os tempos por 20000 e usar {1,2,3}.

Pode-se determinar um conjunto de duracoes mais adequado a partir de 7, da seguinte
forma:
v = maﬂ:éc{th €7, dieN, t=iw},
we

Vae A o€, YVueT,
D' (a,o, %) = D(a,o0,u).

A unidade de tempo é v, e a nova funcao que da as duracoes é D’'.

5.3.4 Usando a politica

O Algoritmo 5.4 mostra como a politica para um LL-POMDP deve ser usada: basta
que o tomador de decisoes se lembre do estado do automato, como na politica para LL-
POMDPs. Neste caso, pode ser que ele va de um estado para outro que estd varias
unidades de tempo a frente.

5.4 Sumario
Este capitulo descreve teoricamente algumas das contribuicoes centrais desta tese:

e A definicao de POMDPs limitados por linguagem;

e Dois algoritmos para solugao dos novos problemas descritos: um multiplicador de
estados e um passo modificado de programacao dinamica;

e Prova de corretude do passo modificado de programagcao dinamica;

e Adaptacao dos algoritmos para que aceitem a especificacao de duracao probabilistica
discreta para eventos.



102 Capitulo 5. POMDPs Limitados por Linguagem

Entrada: Uma politica W, T') onde W = (€, N, F,A) é um automato e
I'={I,|¢ € £} é um conjunto de fungodes valor;
Um estado inicial de crenca b;
Um horizonte z.

1 Escolha g € N
2 enquanto ¢ = [k, ], 0 < k < z faga

3 a « best_action(I',, b)

4 Execute a, obtendo a préoxima observagao o apos v unidades de tempo
5 q— Ag,< a,o,u >)

6 b« 7(b,a,0)

7 fim

Algoritmo 5.4: Usando uma politica para LL-POMDPs com duracao proba-
bilistica.



Capitulo 6

Resultados experimentais

Este capitulo descreve experimentos realizados com algoritmos para solucao de LL-MDPs
e LL-POMDPs. Os algoritmos implementados sao:

e LL-MDPs

— Multiplicador de estados: implementamos um programa que multiplica os
estados do POMDP usando o automato M, como descrito no Capitulo 4;

— Iteracao de valores: implementamos, em C++, o algoritmo de iteracao de
valores e sua versao modificada para LL-MDPs, como descrito no Capitulo 4;

e LL-POMDPs

— Multiplicador de estados: implementamos um programa que multiplica
os estados do POMDP usando o automato M, como descrito anteriormente.
Este programa permite especificar se ha ou nao observagoes seletoras no LL-
POMDP, e usa um algoritmo simples e mais rapido quando estas nao existem;

— Iteracao de valores: modificamos o resolvedor de POMDPs de Anthony
Cassandra [18] (o pomdp-solve, implementado em C) de forma a usar o passo
modificado de programacao dinamica descrito no Capitulo 5;

— Iteracao de valores com duracoes: similar ao anterior, mas com as modi-
ficacOes necessarias para que seja possivel especificar duragoes para cada evento,
como descrito na Secao 5.3.

Os resultados descritos neste capitulo foram obtidos da seguinte maneira: para cada
LL-MDP,

e Usamos o multiplicador de estados e em seguida usamos tanto programacao linear
como iteragao de valores para resolver o problema resultante;

103
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e Usamos o algoritmo de iteragdo de valores para LL-MDPs (LLVI, cujo passo de
programacao dinamica é descrito no Algoritmo 4.2);

e para cada LL-POMDP,
e Testamos diversos algoritmos com o POMDP subjacente;

e Usamos o multiplicador de estados e em seguida usamos diversos algoritmos para
resolver o problema resultante;

e Usamos o pomdp-solve modificado para LL-POMDPs (LLVI, para POMDPs, cujo

passo de programagao dinamica é descrito no Algoritmo 5.2).

Além disso, para cada problema (tanto LL-MDPs como LL-POMDPs) verificamos
que:

e Para entradas aleatérias a politica gerada usando o multiplicador de estados re-
comendava as mesmas agoes que a politica gerada pelo algoritmo de programacao
dinamica modificado para LL-POMDPs;

e Os estados de crenca intermedidrios nos algoritmos MS tinham no maximo |S| ele-
mentos nao zero (como descrito na pégina 90);

e Os valores nao zero mencionados eram os mesmos produzidos ao usar as politicas
geradas por algoritmos LL (apenas quando as agoes recomendadas eram as mesmas).

Também rodamos nossa implementagao de iteracao de valores para LL-POMDPs com
duracgoes para alguns problemas e verificamos que a politica gerada estava correta.

6.1 Problemas modelados como LL-MDPs

Esta secao descreve problemas modelados como LL-MDPs. O problema do robo coletor de
rochas é uma variagdo de um POMDP usado como benchmark por Smith e Simmons [75].

6.1.1 Administrador de sistemas

Esta ¢ uma variante de um problema descrito por Guestrin e outros [31]: um adminis-
trador de sistemas deve monitorar n maquinas, e reinicia-las quando elas falharem. Cada
maquina pode falhar espontaneamente com uma pequena probabilidade, e quando uma
maquina falha, ela aumenta a probabilidade de as maquinas vizinhas falharem. O ad-
ministrador de sistemas pode reiniciar apenas uma maquina de cada vez. O objetivo do
administrador é maximizar a quantidade de maquinas funcionando ao longo do tempo.
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A versao apresentada neste trabalho tem uma restricao adicional: uma maquina s
pode ser reiniciada k vezes, e depois deve ser trocada por outra. Para cada n e k um
automato diferente precisa ser criado. O automato tem nimero de estados exponencial
(mais precisamente, k™); o MDP tem 2" estados (um bit para cada méquina, indicando
se ela estd ligada ou desligada).

6.1.2 Robb coletor de rochas (I)

Um robo estd em uma area quadrada de tamanho L x L. Ha também r rochas que ele deve

coletar e analisar. Quando a andlise estiver pronta, ele deve enviar os dados por radio

para uma estacao de pesquisa. Como a memoria do robo é limitada, ele pode armazenar

apenas os dados de k rochas de cada vez, e portanto deve alternar coleta e envio de dados.
As acoes disponiveis para o robo sao:

e Mover-se nas quatro diregoes. Estas acoes terao sucesso com probabilidade 0.9, e
manterao o robo no mesmo estado com probabilidade 0.1;

e Coletar: esta acao coleta a rocha no local onde o robo esté;

e Enviar: esta agao envia os dados sobre as ultimas k£ rochas coletadas.

O espaco de estados tem tamanho L x L x 2" (cada combinagao de rochas ja coletadas
e cada posigao sao representadas). Para forgar a restri¢ao do envio dos dados de k rochas
de cada vez, seria necessario multiplicar este espaco de estados por k, para que o estado
represente também o ntimero de rochas coletadas e nao processadas — ou pode-se modelar o
problema como um LL-MDP, usando o autéomato da Figura 6.1 (o autémato representado
funciona para k = 3.

{N.S.E.W} {N.S.E.W}

{N,S,E,W} {N,S,E,W}
A R

Figura 6.1: Automato que restringe o niimero de coletas antes do envio de dados por um
robo.
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6.2 Problemas modelados como LL-POMDPs

Esta secao descreve os problemas que modelamos como LL-POMDPs. Os problemas do
tigre e do robo coletor de rochas foram obtidos na literatura sobre POMDPs [74, 75, 44], e
os problemas do labirinto e do tratamento médico foram desenvolvidos para este trabalho.

6.2.1 O problema do Tigre

Modelamos duas versoes do problema do tigre, ja descrito no Capitulo 3:

e Na primeira variagao, exigimos que o agente ouca pelo menos duas vezes antes de
abrir uma das portas. Isso é naturalmente modelado como um LL-POMDP: basta
usar o POMDP ja descrito no Capitulo 3, com restrigoes adicionais. Para este
problema, o automato usado ¢ o da Figura 6.2;

e Na segunda variacao, o agente esta em um corredor, e deve dar passos a frente antes
de ouvir ou abrir a porta. Neste caso hd uma agao a mais (andar para a frente). O
automato da Figura 6.3 foi usado neste problema.

A

’ @ andar ’ andar ’

Figura 6.2: Automato para o problema do tigre, com trés estados.

A
4.@ andar ;@ andar ;@ andar ;@ andar ;@ andar ;@ andar ;@ andar ;@

Figura 6.3: Automato para o problema do Tigre, com oito estados.

6.2.2 Navegacao de robo

Um robd estd em uma sala da qual conhece o mapa, que a Figura 6.4 mostra. O “R”
marca uma recompensa (este é o objetivo do robo), e os quadros escuros sao obstéculos.
O robo6 tem cinco sensores:
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e Quatro sensores que dizem ao robo se ha obstaculos nas quatro direcoes. Estes
sensores podem deixar de funcionar, com probabilidade 0.05, por algum motivo
(podem ficar cobertos de liquido, as baterias dos sensores podem descarregar, ou
os sensores podem quebrar). Quando um sensor quebrar, o rob6 saberd que isto
aconteceu. Usar os sensores tem um custo para o robo;

e Um sensor que sempre diz ao robo se o tltimo movimento foi bem-sucedido.

R

Figura 6.4: O labirinto do exemplo de navegacao de robo.
Além de “sentir” nas quatro direcoes, o robd pode se mover nas mesmas quatro
diregoes.

Modelamos este problema como um LL-POMDP da seguinte forma:

e S: cada posi¢ao do labirinto é um estado, como podemos ver na Figura 6.4;

A: {move_N, move_S, move_E, move W, sense_N, sense_S, sense_E, sense W}

e T: Mover na direcao de um obstaculo nunca funciona; mover em uma direcao livre
sempre funciona;

R: independentemente da diregao, mover tem um custo igual a 10, e usar um sensor
tem custo igual a 2;

Q: {obstacle; nothing, broken_sensor};

O: qualquer sensor que esteja funcionando dard a resposta certa com probabilidade
0.9; o resultado errado com probabilidade 0.5; e respondera “estou quebrado” com
probabilidade 0.5. Depois da primeira vez que anunciar que estd quebrado, um
sensor sempre dara a mesma resposta. Depois de mover-se para uma direcao livre,
o robo sempre sabe que obteve sucesso; depois de bater em um obstaculo, o robo
recebe a observacgao “obstaculo” com probabilidade 0.91, e “OK” com probabilidade
0.9.

e M: como na Figura 6.5. Os estados representam sensores quebrados, e os rétulos
das transicoes sao omitidos para manter a clareza.
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Figura 6.5: Automato M usado no exemplo de navegacao de robo.

O automato M sé permitird ao robo usar o sensor de uma dada direcao até que o
sensor quebre. Isto significa que a observagao “estou quebrado” serd seletora (mudara
o estado do automato). O rob6 podera, entao, usar os sensores até que todos quebrem,
e depois disso andar as escuras, percebendo (com alta probabilidade, mas nao certeza)
quando esbarra em um obstaculo.

6.2.3 Diagnéstico e Tratamento de uma Doenca

Um sistema de apoio a decisao deve ajudar no diagndstico e tratamento de duas doencas
similares (doengaA e doengaB), ambas com os mesmos sintomas.

Ha trés testes, dois para doencaA e um para doencaB. O TesteA nao deve ser repetido,
uma vez que isto nao mudaria o estado de crenca (e, sendo um teste, também nao afetaria
o estado do sistema). Os outros testes podem ser repetidos, j4 que quanto mais vezes
forem feitos, mais preciso o diagnéstico sera.

H4& trés tratamentos, TrataA;, TrataA,, e TrataB. Para a doencaA, TrataA; demora
de quatro a seis meses para completar, custa $20 e tem eficiéncia igual a 0.98. TrataA,
leva de dois a trés meses para terminar, custa $30 e tem eficiéncia 0.95.

TrataB ¢é o tinico tratamento para doengaB, com eficacia 0.9 e duracao de 3 meses.

O tratamento TrataA, nao pode ser usado apds TrataB, porque poderia levar a morte
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imediata do paciente.
Os estados possiveis sao Saudavel, doengaA e doencaB. As agoes (e funcao de recom-
pensa) estao na Tabela 6.1. As probabilidades de duragao sao mostradas no formato

“d(p)”, onde d é a duragao e p é a probabilidade de que a acao leve aquele tempo para
terminar.

Acao | Custo | Duragoes e probabilidades
TrataA; | $20 24(0.7) 16(0.3)
TrataA, | $30 8(0.9) 12(0.1)
TrataB | $25 3(1)

TesteA $4 1(1)
TesteA’ | $6 1(1)
TesteB $5 1(1)

Tabela 6.1: Acoes e recompensas para o exemplo de diagndstico e tratamento médico.

A Tabela 6.2 mostra a funcao de transicao. Transicoes que nao mudam o estado

corrente sao omitidas na tabela.

TrataA, TrataA, TrataB TesteA | TesteA’ | TesteB
Saudével
doengaA | Saudavel(0.98) | Saudével(0.95)
doengaB Saudavel(0.9)

Tabela 6.2: Fungao de transicao para o exemplo de diagndstico e tratamento médico.

As observacgoes sao Positivo, Negativo, Sintomas e Nada, e a funcao de probabilidade
de observacao esta na Tabela 6.3. Neste exemplo, todas as observagoes levam o mesmo
tempo para serem obtidas, por isso as duragoes nao sao mostradas aqui. Entradas vazias
na tabela significam que a probabilidade da observacao é um.

TrataA; | TrataAs | TrataB
Saudével Nada Nada Nada
diseaseA | Sintomas | Sintomas | Sintomas
diseaseB | Sintomas | Sintomas | Sintomas
TesteA TesteA’ TesteB
Saudavel | Positivo(0.02) | Positivo(0.001) | Positivo(0.009)
diseaseA | Positivo(0.999) | Positivo(0.91) | Positivo(0.05)
diseaseB | Positivo(0.07) | Positivo(0.001) | Positivo(0.97)

Tabela 6.3: Funcao observacao para o exemplo de diagndstico e tratamento médico.



110 Capitulo 6. Resultados experimentais

O automato para este LL-POMDP, na Figura 6.6, nao permite sequéncias de agoes
onde TrataA, segue TrataB, e s6 permite que TesteA seja feito uma tnica vez.

DA—{TesteA, TrataB}

TesteA TrataB

-{TesteA, TrataB} - {TesteA, TrataA2}

TesteA

-{TesteA, TrataA2}

Figura 6.6: O automato M para o exemplo de diagndstico e tratamento médico.

6.2.4 Robb coletor de rochas (II)

Este problema é apresentado por Trey Smith em sua exposi¢ao sobre o HSVI [75].

Um robo é mandado a um planeta para coletar amostras de minério em uma determi-
nada regiao. A posicao das amostras é conhecida, porque foi fotografada. No entanto, nao
ha como saber quais amostras tem algum valor cientifico, e o robo precisa testar varias
delas, uma a uma.

Além de se mover nas quatro dire¢oes, o robo pode:

e Tentar identificar o valor de uma amostra usando um sensor. A precisao do sensor
decai com a distancia entre o rob6 e a amostra, de acordo com 2-%% (dy é uma
constante ajustavel);

e Coletar uma amostra.

Ha apenas duas observacoes, Good e Bad. Apdés um movimento, a observagao diz
se 0 movimento foi bem sucedido ou nao (a movimentagdo do rob6 é completamente
observavel). Apos usar o sensor, as observacoes dizem se a amostra tem valor ou nao
(com ruido).

O robo deve andar por uma area de 4 x 4 posicoes, e ha quatro rochas a serem coletadas
(das quais o robo conhece as posigoes). O espaco de estados representa as 16 posigdes
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do robd e também as 2% possibilidades diferentes para as rochas ja coletadas (quando o
robo coleta uma rocha, ele passa para os estados que representam que esta rocha ja foi
coletada).

Modelamos este problema com uma restricao adicional: o robo s6 pode coletar 2 das
4 rochas. Esta restri¢ao é feita como mostra o autémato 6.7 (obviamente, apés a tltima
coleta nao ha mais necessidade de verificar minério, entao as acoes de “sampling’” também
sao excluidas no tltimo estado). Este automato ndo muda o problema original, e funciona
apenas como um acelerador para o algoritmo de programagao dinamica.

Este problema é interessante tanto com horizonte infinito (o rob6 termina ao chegar
a um estado final) como com horizonte limitado (o robo analisa a rocha e envia dados de
volta por rddio, mas quando sua bateria acabar, ele para de funcionar).

move/sample move/sample move

N collect N collect N

Figura 6.7: Automato definindo niimero maximo de rochas coletadas pelo robo explo-
ratoério.

6.3 Representacao dos LL-MDPs

A Tabela 6.4 mostra o nimero de estados dos MDPs modelados, incluindo os MDPs
resultantes de multiplicacao de estados. SM é o conjunto de estados do POMDP resultante
da multiplicacao. Nesta tabela, “Robo X,Y,Z” é o problema do robd coletor de rochas
onde a area é um quadrado de lado X, ha Y rochas e apenas Z delas podem ser coletadas
de cada vez. “AdmSis X,Y” é o problema do administrador de sistemas com X méaquinas
que podem ser reiniciadas no maximo Y vezes.

| Problema | [S]] [E[| o] | [S™]]
Robo 44,2 | 256 | 5] 25| 1281
Robo 5,5,2 | 800 5t 25 | 4001
AdmSis 3,4 8| 64| 333 | 513
AdmSis 4,3 | 16 | 81 | 540 | 1297
AdmSis 4,4 | 16 | 256 | 1788 | 4097
AdmSis 5,2 | 32| 32| 235 1025
AdmSis 6,2 | 64 | 64| 570 | 4097

Tabela 6.4: Numero de estados nos LL-MDPs dos experimentos.
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Para os problemas AdmSis com n méquinas e maximo de k reinicializacoes, o niimero
de estados é 2" no LL-MDP e k" no autémato (2"+k"™). O MDP com estados multiplicados
tem 2"k™ estados.

6.4 Tempo de execucao para LL-MDPs

Todos os tempos foram tomados em um Athlon 1.3 GHz com 1.1Gb de meméria RAM;
o compilador usado foi o mesmo e os mesmos parametros de otimizacao foram usados
em todas as compilacoes. Todos os niimeros mostrados sao médias de cinco tomadas de
tempo para o mesmo experimento, exceto para 0s casos em que O processo teve que ser
interrompido por exceder o limite estabelecido (43200 segundos). A medida de tempo foi
realizada usando o tempo reportado pelos proprios programas, que medem o tempo de
CPU que usam em modo de usuario.
Os algoritmos usados foram:

e MS-+LIN: Multiplicacao de estados seguida da transformacao em programa linear
e solucao deste;

e MS-+VI: Multiplicacao de estados seguida de iteracao de valores;

e LLVI: Iteracao de valores modificada para funcionar com LL-MDPs.

Em ambos os casos de “VI”, a iteracao de valores foi implementada de forma “ingénua”:
o passo de programacao dinamica percorre, para cada estado, todos os estados, sem
qualquer tentativa de mudar a ordem destes. J& o resolvedor de programas lineares é o
lp-solve [12], versao 5.5.

6.4.1 Nocao de convergéncia

Em todos os experimentos com MDPs e LL-MDPs, a convergéncia dos algoritmos de
iteracao de valores foi verificada usando a equacao 2.3, com € igual a 107°. O algo-
ritmo adaptado para LL-MDPs s6 termina apds todas as funcoes valor terem convergido
(conforme as equagdes 4.2 e 4.3).

6.4.2 Horizonte finito

A Tabela 6.5 mostra o tempo de execucao dos algoritmos para LL-MDPs com horizonte
finito (todos os tempos sao em segundos).
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’ Problema ‘ Horizonte ‘ MS+VI ‘ LLVI ‘

Robo 4,4,2 10] 2594 5.18
Robo 4,4,2 50 | 131.34 | 26.07
Robb 5,5,2 10| 271.58 | 53.06
Rob6 5,5,2 50 | 1331.90 | 266.37
AdmSis 3,4 10 495 0.09
AdmSis 3,4 50 | 2448 | 0.46
AdmSis 4,3 10 42.37 0.5
AdmSis 4,3 50 | 211.74 2.6
AdmSis 4,4 10| 454.05| 2.31
AdmSis 4,4 50 | 1893.32 | 11.61
AdmSis 5,2 10] 3299 0.78
AdmSis 5,2 50 | 163.42 | 3.93
AdmSis 6,2 10] 70752 7.83
AdmSis 6,2 50 | 2740.43 | 38.91

Tabela 6.5: Desempenho dos algoritmos para a solugao de LL.-MDPs com horizonte finito.

6.4.3 Horizonte infinito

A Tabela 6.6 mostra o tempo de execucao dos algoritmos de iteracao de valores, puro
e modificado, para LL-MDPs com horizonte infinito. O fator de desconto v para o pro-
blema do robo coletor de rochas é o mesmo usado por Trey Smith na descrigao original
do problema como POMDP. O fator de desconto para o problema do administrador de
sistemas é o mesmo usado por Wingate e Seppi [85].

| Problema | 4 | MS+LIN | MS+VI | LLVI |
Robo 4,4,2 [ 0.95 1.73 | 327.91| 67.87
Robo 5,52 | 0.95 14.05 | 2979.95 | 681.25
AdmSis 3,4 [ 0.95 3.01] 261.13] 4.91

AdmSis 4,3 | 0.95 4733 | 2299.2 | 26.94
AdmSis 4,4 | 0.95 850.77 | 2942.62 | 125.07
AdmSis 5,2 | 0.95 33.13 | 1686.87 | 40.37
AdmSis 6,2 | 0.95 | 1722.25 | 25537.8 | 411.89

Tabela 6.6: Desempenho dos algoritmos para a solu¢ao de LL-MDPs com horizonte infi-
nito.
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6.5 Representacao dos LL-POMDPs

A Tabela 6.7 mostra o nimero de estados dos POMDPs modelados, incluindo os POMDPs
resultantes de multiplicacao de estados. S™ é o conjunto de estados do POMDP resultante
da multiplicacao.

] Problema\ |S]| \ 19| \ |E| \ 9] \ |SM| \
Robo 10 3| 151|276 | 451
Tigre 2 2 31 10 7
Tigre8 2 2 8| 21 17
Médico 3 4 4| 81 13
Rochas 257 2 3| 44| 772

Tabela 6.7: Ntimero de estados nos LL-POMDPs dos experimentos.

6.6 Tempos de execucao para LL-POMDPs

Esta secao discute experimentos realizados com algoritmos para a solucao de LL-POMDPs.
Os tempos foram tomados da mesma forma que os tempos apresentados para LL-MDPs.
As tabelas nas proximas subsecoes listam todos os tempos para todos os métodos, mas
muitos deles nao sdo compardveis: os problemas puros (sem MS ou LL) sé podem ser com-
parados com problemas limitados por linguagem se o automato tinha o tinico propdsito de
otimizar a busca pela politica — de outra forma, dois problemas diferentes estariam sendo
comparados. Para o problema do tratamento médico, os algoritmos LL sao os tinicos que
suportam duracao nas acoes, e portanto sé6 podem ser comparados entre si.

6.6.1 Nocao de convergéncia

O pomdp-solve implementa trés critérios de convergéncia: residuo de Bellman, con-
vergéncia fraca e convergéncia exata (descritos na subsegao 3.4.1). O critério usado em
todos os experimentos com o pomdp-solve é o da “convergéncia fraca”. O default para o
parametro de entrada para convergéncia ¢ 107, e nao foi mudado.

Para o HSVI, o critério implementado por Smith para determinar a convergéncia é
a diferenca entre os limites méximo e minimo (porque o HSVI mantém tanto um lower
bound como um upper bound). O programa para quando a diferenca entre esses limites é
menor que um valor € para todos os estados de crenca. O valor default é 1072, mas foi
mudado para 1077,

Os algoritmos adaptados para LL-POMDPs (LL-GRID e LLVI) s6 terminam apds
todas as fungoes valor terem convergido (conforme as equagoes 5.4 e 5.5).
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6.6.2 Horizonte finito

Os tempos de execucao dos algoritmos para horizonte finito estao descritos na Tabela 6.8.
As colunas da tabela mostram a duracao medida da resolugao do LL-POMDP ou do
POMDP subjacente usando as seguintes implementagoes:

e INCPRUNE: incremental pruning puro;

e GRID: método baseado em pontos implementado pelo pomdp-solve. A grade foi
inicializada com a crenca uniforme e uma busca em largura foi realizada em seguida.

e MSH+INCPRUNE: multiplicacao de estados seguida da resolugao com o algoritmo
de incremental pruning (a solugdo gerada é exata);

e MS+GRID: multiplicacao de estados seguida da resolucao com o algoritmo base-
ado em pontos de crenga implementado pelo pomdp-solve;

e LL-INCPRUNE: algoritmo modificado de programacao dinamica e incremental
pruning para o o passo de melhoria;

e LL-GRID: algoritmo modificado de programacao dinamica e o algoritmo baseado
em pontos de crenga do pomdp-solve para o passo de melhoria. A grade foi inicia-
lizada da mesma forma que na implementacao GRID, e nao usamos a busca restrita
por pontos de crenca. Isto implica no cédlculo de mais pontos de crenca do que o
necessario, mas o algoritmo continua correto (as fungoes valor para cada estado do
automato sao menores do que a funcdo valor étima para estes estados);

Dentro da tabela:

e As entradas em branco sao aquelas onde nao fazia sentido obter uma politica étima
para o POMDP subjacente, ignorando o automato M;

e Asentradas do tipo “T7(T3/I)” indicam que o tempo para executar todas as iteragoes
foi T, mas na verdade os valores convergiram apés [ iteracoes, e portanto o tempo
a ser considerado é Tb;

e As entradas com “> 43200” sao casos onde a execucao demorou mais que doze
horas, e tivemos que interromper o processo.
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| Problema || Horizonte | INCPRUNE | GRID [ MS+INCPRUNE | MS+GRID | LL-INCPRUNE | LL-GRID |
Robo 2 0.01 0.17 36.48 10.97 0.14 6.68
Robo 3 133.73 0.31 > 43200 37.36 0.62 10.88
Robo 4 > 43200 0.57 > 43200 101.87 2.71 16.59
Robo 5 > 43200 1.08 > 43200 196.45 19.34 25.89
Robo 100 > 43200 103.67 > 43200 [ > 43200 6234.03 | 3033.78
(98.60,95) (1956.02,16)
Tigre 10 1.57 0.09 1.21 0.06
Tigre 100 33.35 1.43 20.89 0.79
Tigre 500 60.90 7.39 38.38 471
Tigre 1000 96.63 14.97 67.03 12.86
Tigre 2000 169.90 31.25 147.33 40.43
Tigre8 10 45.75 0.10 1.18 0.12
Tigre8 100 14227.73 1.40 29.36 1.52
Tigre8 500 > 43200 7.38 84.47 16.29
(3.10, 221)
Tigre8 1000 > 43200 15.08 203.67 55.89
Médico 30 1325 31.63
Médico 50 > 43200 56.02
| Rochas | 10 | | > 43200 [ > 43200 | > 43200 | 618.02

Tabela 6.8: Desempenho dos algoritmos para a solu¢ao de LL-POMDPs com horizonte finito.
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6.6.3 Horizonte infinito
Para horizonte infinito, usamos as seguintes implementagoes:
e INCPRUNE: incremental pruning
e GRID: algoritmo baseado em pontos de cren¢a do pomdp-solve;
e PBVI: PBVI de Pineau;
e HSVI: HSVI de Smith e Simmons;
e MS+H+INCPRUNE: multiplicacao de estados mais INCPRUNE;
e MS+GRID: multiplicacao de estados mais GRID;
e MS+PBVI: multiplicagao de estados mais PBVI;
e MS+HSVI: multiplicagao de estados mais HSVI,
e LL-INCPRUNE: programacao dinamica LL com INCPRUNE;

e LL-GRID: programacao dinamica LL com GRID.

A Tabela 6.9 mostra os tempos de execucao. As colunas POMDP DP e HSVI referem-
se ao POMDP subjacente; A coluna “MS+HSVI” refere-se ao POMDP com estados
multiplicados resolvido com HSVI. Os tempos sao em segundos: cada entrada mostra
o tempo que o algoritmo demorou para atingir o critério de convergéncia, e “> 43200”
significa que o algoritmo nao convergiu para alguma solucao apds 43200 segundos.

As entradas sao da forma:

e GRID,INCPRUNE: “T (I)”, onde T é o tempo de execugao, I é o niimero de itera¢oes
antes da convergeéncia;

e PBVI: “T (I){B}”, onde T ¢é o tempo de execugao, I é o nimero de iteragoes antes da
convergéncia, e B é o tamanho do conjunto de pontos de crenga (e consequentemente
o numero de vetores « da politica);

e LL-GRID, LL-INCPRUNE: “T (I/E)”, onde T ¢ o tempo de execugao, I é o nimero
de iteragoes (passos de programagao dinamica) e E é o nimero de épocas de decisao
processadas. Cada época de decisao pode envolver mais de um passo de programacao
dindmica (porque os passos sao separados para cada transi¢ao do autoémato).
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O método MS+INCPRUNE aplicado no problema Tigre8 nao terminou no prazo es-
tabelecido, mas o ntimero de vetores se estabilizou em 83 na iteracao 131, apds 4118
segundos. O mesmo aconteceu com o método MS+GRID quando aplicado ao problema
do diagnoéstico médico: apds 98.12 segundos e 123 iteracoes, o nimero de vetores se esta-
bilizou em 61. Em ambos os casos, o erro residual calculado era menor que 107°.

Para o problema do tratamento médico, apenas o tempo dos algoritmos LL ¢ mostrado;
neste caso, a variante do LL é aquela que suporta a duracao de agoes.

6.7 Discussao

Discutimos agora os resultados, sob dois pontos de vista: os LL-MDPs e LL-POMDPs
como formas de otimizar os MDPs/POMDPs subjacentes e em seguida, como ferramenta
de modelagem.

6.7.1 Limitacoes como otimizagoes

A multiplicagao de estados implica também na multiplicacao do tamanho da representagao
da politica: cada vetor, que originalmente tinha tamanho |S|, passa a ter tamanho |S||E]
(para LL-POMDPs com observagoes seletoras, |S||E||€]).

Em um LL-MDP, o nimero de estados percorrido a cada iteracao pode diminuir, da
mesma forma como o nimero de vetores « para LL-POMDPs (os tempos dos experimentos
com LL-MDPs mostram isso claramente). No entanto, isso depende da estrutura do
automato: para LL-MDPs, o algoritmo LLVI serd vantajoso se houver poucas transicoes
entre os estados (porque cada transigdo é um passo a mais de programacao dinamica).
Para o problema do robo coletor de rochas modelado como LL-MDP, o automato que
proibe movimentos intteis deixou a busca pela politica mais lenta, porque adiciona muitas
arestas ao automato — ja o automato que separa logicamente o nimero de rochas ja
recolhidas acelerou o processo.

Para LL-POMDPs, os conjuntos de vetores sao maiores quando os estados sao mul-
tiplicados, porque as fungoes valor para todos os estados do automato sao representadas
em um s6 conjunto de vetores. Como a quantidade de vetores pode crescer de forma
duplamente exponencial, como descrito no Capitulo 3, a abordagem da multiplicacao de
estados pode se tornar inviavel para problemas com muitos estados e observagoes ou com
automatos com muitos estados. O algoritmo que representa as fungoes-valor separada-
mente por estado do automato tem a vantagem de manter vetores pequenos e em menor
nimero para passos exatos de programacao dinamica. Esta vantagem, no entanto, sé
existe quando nao ha no automato muitas arestas entre cada par de estados adjacentes
no automato W (isto ja foi discutido no Capitulo 5).



’ Problema H

~ [ INCPRUNE |

GRID |

PBVI [ HSVI |

[Robo

1 0.75 |

> 43200 | 98.60(95) | 0.38(1460){64} | <1 |

| Problema |y | MS+INCPRUNE | MS+GRID | MS+PBVI | MS+HSVI || LL-INCPRUNE | LL-GRID |
Robo 0.75 > 43200 | > 43200 | 102.14(1385){64} 64 || 1956.02(16/912) > 43200
Tigre 0.75 24.31 (125) | 0.38 (119) 0.02(274){31} < 1] 20.26 (80/239) | 0.48(80/239)
Tigres 0.75 > 43200 (—) | 1.64 (118) 0.28(277){35} < 1] 2743 (79/611) | 0.87(79/611)
Médico || 0.75 > 43200 | 106.75(91/728)
Rochas || 0.95 > 43200 | >43200 [ 7633(673){64} 12 > 43200 > 43200

Tabela 6.9: Desempenho dos algoritmos para a solucao de LL-POMDPs com horizonte infinito.
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No problema da navegagao, o LL-INCPRUNE convergiu com apenas 16 iteracoes (e
na verdade, com as restricoes do automato nao ha como o robo andar mais do que 8
vezes sem passar pelo mesmo estado — mas hé a possibilidade de o robo andar em ciclos,
com os movimentos N, E, S, W, por exemplo). J4 o LL-GRID apresentou problemas para
convergir.

Os algoritmos PBVI e HSVI constam na tabela apenas para que seja possivel uma
comparacao, mas deve ficar claro que nenhum deles funciona para horizonte finito, e o
HSVI nao poderia ser modificado em um “LL-HSVI”, como ja discutido no Capitulo 5.

6.7.2 Limitagoes como ferramenta de modelagem

Para os problemas onde as limitagoes do automato eram parte da modelagem, as colunas
relevantes na tabela de tempos sao as que mostram “MS” e “LL”.

Até onde sabemos, o processo de modelagem de MDPs e POMDPs nao é feito com
automatos ou outras ferramentas matematicas exceto diagramas de influéncia e ferramen-
tas de decomposicao. As situagoes em que hé a necessidade de impor ordem em acoes
normalmente s@o modeladas de forma ad-hoc (como no trabalho de Peek em diagnéstico
e tratamento médico [56]) ou apresentando o MDP ou POMDP j& multiplicado. O uso
de automatos oferece as seguintes vantagens sobre estas abordagens:

e O numero de estados apos a multiplicagao é muito grande, como visto na Tabela 6.7,
tornando a modelagem manual praticamente impossivel. Programas que geram
MDPs ou POMDPs ja multiplicados tém que ser refeitos para cada problema. O
uso de LL-MDPs e LL-POMDPs permite representar as restrigoes separadamente,
e muda-las sem que se tenha que dar atencao ao problema subjacente;

e O automato M pode ser facilmente combinado com outro, M’. Por exemplo, pode-
se obter as linguagens L(M) U L(M’) e L(M) N L(M’), ou outra que seja conve-
niente. Estas modificacoes podem ser realizadas apenas nos automatos, sem que a
modelagem do problema subjacente tenha que ser repensada.

6.7.3 LL-POMDPs com duracao para eventos

Implementamos o algoritmo LL-INCPRUNE com duracao para eventos, e o usamos para
encontrar politicas 6timas para o problema do diagnoéstico médico descrito neste capitulo.
A Tabela 6.10 mostra o tempo necessario para obter politicas de horizontes 30 e 50.

A Tabela 6.11 mostra a evolucao do nimero de vetores a gerados a cada iteracao do
algoritmo. Na iteracao 13 o algoritmo passou a considerar a acao TrataA,. Antes disso
ela nao era considerada, porque havia a possibilidade dela durar 12 unidades de tempo, e
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’ Horizonte ‘ LL-INCPRUNE ‘ LL-GRID ‘

30 1325 31.63
20 > 43200 56.02

Tabela 6.10: Tempos de execugao para obtencao de politicas de horizonte finito com
duracoes nas agoes.

o horizonte seria excedido. Como a recompensa desta agao é alta (porque pode levar ao
estado sauddvel), diversos outros vetores dominados foram eliminados nesta iteracao.

’ Epoca ‘ Vetores H Epoca ‘ Vetores H Epoca ‘ Vetores ‘

1 6 11 2368 21 953
2 6 12 1958 22 o961
3 10 13 588 23 959
4 28 14 509 24 560
) 62 15 493 25 640
6 138 16 473 26 700
7 262 17 492 27 668
8 530 18 496 28 629
9 1016 19 519 29 296
10 1714 20 536 30 637

Tabela 6.11: Numero de vetores « por iteragao ao resolver o problema do diagnostico.

6.8 Sumario

Este capitulo apresentou alguns problemas modelados como LL-MDPs e LL-POMDPs
e os tempos de execucao para resolvée-los, usando duas abordagens: a multiplicacao dos
estados do MDP (ou POMDP), e a modifica¢ao do passo de programagao dinamica. Com
isto, o capitulo confirma a validade e viabilidade das contribuicoes da tese:

e Mostramos que a solugao de LL-MDPs e LL-POMDPs (inclusive com duragao pro-
babilistica para eventos para LL-POMDPs) de horizonte finito é vidvel,

e Para um experimento com LL-MDPs, o algoritmo LLVI mostrou-se melhor que a
multiplicagao de estados;

e Para LL-POMDPs sem duragoes, o algoritmo LL-INCPRUNE se mostrou muito
melhor do que a abordagem da multiplicagao de estados do POMDP subjacente
com INCPRUNE puro. Mostramos que a partir de um POMDP, o LL-POMDP
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otimizado (como no caso da navegacao de robd) pode ser resolvido em menos tempo
(e instancias maiores podem ser resolvidas);

e Para os algoritmos baseados em pontos de crenca, notamos que em alguns casos a
multiplicacao de estados é melhor, e em outros o algoritmo LL-GRID é melhor;

e Apontamos algumas vantagens da modelagem usando automatos.

Os problemas modelados sao listados na Tabela 6.12. Os problemas com uma tnica
observacao sao completamente observaveis (MDPs). A coluna “Obs. Sel.” diz se o
problema tinha observacoes seletoras; a coluna “Restri¢oes” diz que tipo de restrigao o
automato impdée: (O) é uma otimizagao, (M) é uma modificacdo no problema original.

| Problema | [S| [ A [ ]9 [ |E[ | Obs. Sel. [ Restrigoes | Duragoes |

Robo 4,4,2 || 256 6 1 5 M
Robd 5,5,2 || 800 6 1 5 M
AdmSis 3,4 8 7 1] 64 M
AdmSis 4,3 16 9 1] 81 M
AdmSis 4,4 16 9 1] 256 M
AdmSis 5,2 || 32| 11 1] 32 M
AdmSis 6,2 | 64| 13 1] 64 M
Robo 10 8 3| 15 V @)
Tigre 2 3 2 3 M
Tigre-8 2 4 2 8 M
Médico 3 6 4 4 M Vv
Rochas 257 9 2 3 M

Tabela 6.12: Problemas modelados para experimentos.
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Trabalhos Futuros

Este capitulo apresenta idéias relacionadas a LL-MDPs e LL-POMDPs que ainda nao
implementamos e nao temos prova de que estejam corretas. As idéias encontram-se em
diferentes estdgios de desenvolvimento.

Para LL-POMDPs, muitas das idéias neste capitulo sé nao foram ainda implementadas
porque a implementagao original dos algoritmos nao esta disponivel, e a implementacgao
levaria tempo demais (o pomdp-solve de Tony Cassandra tem mais de dez mil linhas
de codigo, e o zmdp de Trey Smith tem mais de nove mil). A Tabela 7 mostra os algo-
ritmos descritos nesta tese e as implementacoes a que tivemos acesso. A coluna “LL”
diz se pudemos diretamente adaptar o algoritmo para trabalhar com LL-POMDPs: um
“S” significa que adaptamos e testamos a implementacao; um “T” significa que temos
o trabalho tedrico pronto; um “N” significa que a adaptacao pode ser possivel, mas nao
fizemos o trabalho tedrico ainda. A coluna “Fonte” diz se tivemos acesso ao cddigo fonte
da implementagao. A tltima coluna é uma referéncia a implementacao.

’ Algoritmo \ Horizonte \ Exato \ LL \ Fonte \ Ref. Implementacao ‘
It. de valores F/1 S S S | Anthony Cassandra [18]
PolCa F/I N T N
It. de politicas (Hansen) I N T N
BPI I N T N
RTDP I N T S | Trey Smith [73]

PBVI I N T S Joelle Pineau*
HSVI I N N S | Trey Smith [73]

Tabela 7.1: Implementagoes de algoritmos para solucao de POMDPs.

O PBVI que temos é uma adaptacao feita por Pineau no pomdp-solve de Anthony
Cassandra. A versao adaptada é a 4.0 (diferente da versdo que usamos para nossas
modificagoes). A implementagao do RTDP mencionada na tabela é diferente da idéia
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original de Bonet e Geftner, incorporando um trabalho de otimizagao do algoritmo por
Trey Smith [76].

7.1 Decomposicao hierarquica

A combinagao dos algoritmos (LL-MDP-DP com PolCa, ou LL-POMDP-DP com PolCa+)
permitiria a solucao de instancias grandes de LL-MDPs e LL-POMDPs.

Os LL-MDPs e LL-POMDPs podem ser decompostos hierarquicamente pelos algorit-
mos PolCa e PolCa+, com apenas uma restrigao a mais: eventos em transicoes diferentes,
vindo de um mesmo estado de M, nao podem ser agrupados em uma mesma subtarefa.
Cada subtarefa é entao resolvida como um LL-MDP ou LL-POMDP, usando o mesmo
automato.

Durante a execucao da politica, o tomador de decisoes se lembrarda do estado do
automato e escolherd recursivamente a acao indicada para aquele estado.

LL-POMDPs com duragoes para eventos também podem ser decompostos. A politica
gerada por LL-POMDPs com duracoes para eventos pode ser executada da mesma forma
que LL-POMDPs usando o PolCa+, exceto que o tomador de decisoes também levara
em conta o numero de unidades de tempo passadas desde a ultima decisao. Sabemos
como usar o PolCa+ para decompor POMDPs, mas nao pudemos obter a implementagao
original.

7.2 Processos de decisao Semi-Markovianos

Os SMDPs (processos de decisao semi-Markovianos) sao bem conhecidos e hé algoritmos
eficientes de programacdo dinamica para resolvé-los [69]. J& os POSMDPs sao mais
dificeis, mas hé heuristicas e aproximagoes para POSMDPs (como visto na segao 3.5). O
algoritmo apresentado nesta tese para LL-POMDPs com duragoes pode ser usado como
heuristica para resolver POSMDPs. No entanto, este algoritmo funciona apenas para
acoes com duracgoes discretas, nao sendo necessariamente a melhor heuristica.

A adaptagao dos SMDPs e POSMDPs de forma a definir LL-SMDPs e LL-POSMDPs
e o desenvolvimento de algoritmos para estes novos problemas seria interessante. Os LL-
SMDPs podem ser resolvidos por qualquer algoritmo adaptado, da mesma forma que os
LL-MDPs. J4 os LL-POSMDPs dependem da adaptacao de heuristicas para POSMDPs.
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7.3 Automatos temporizados

H& diversas situagoes em que um tomador de decisao tem um prazo (ou caréncia) para
executar uma acao. Se 0 prazo expirar, o estado atual do automato deve mudar para
outro que proiba a acao; antes de terminar o periodo de caréncia, certa acao nao pode
ser executada. Isso seria possivel definindo, por exemplo, LL-MDPs com automatos tem-
porizados [5, 4, 6]. Um automato temporizado tem um conjunto de relégios, e o estado
atual depende nao apenas da sequéncia de agoes executada, mas também dos relégios.

7.4 Linguagens livres de contexto

Os LL-MDPs e LL-POMDPs foram definidos nesta tese usando linguagens regulares e
automatos finitos. Ha& situacoes onde se queira restringir sequéncias de acoes de forma
que formem linguagem livre de contexto [40]. Por exemplo:

e Uma sequéncia de agoes pode ter que ser desfeita na ordem reversa em que as agoes
foram executadas;

e Uma determinada acao deve ser executada para cada vez que uma observacao é
notada, mesmo que nao imediatamente;

e Uma sequéncia de agoes pode resultar em uma sequéncia de observagoes, na or-
dem inversa. Um automato com pilha pode relacionar, entao, cada acao com sua
observacao.

Para estas situagoes, os algoritmos para LL-POMDPs poderiam ser adaptados para
usar automatos com pilha (os algoritmos LLVI podem guardar em cada estado, além de
uma fungao valor, o “estado simulado da pilha”).

7.5 Mais algoritmos

Um trabalho interessante é a investigagao de outros algoritmos para MDPs e POMDPs,
tentando adapta-los para que funcionem com LL-MDPs e LL-POMDPs. O BPI e o
FRTDP sao particularmente interessantes por apresentarem bom desempenho na pratica.

7.6 Compressao de estados

Ha algoritmos que permitem a representagao de POMDPs de forma compacta. Um deles
é o Value-Directed Compression, de Pascal Poupart [65, 66]. Estes algoritmos permitem
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acelerar a busca por uma solugao étima, além de permitir a solucao de instancias maiores
de problemas.

7.7 Sumario

Este capitulo mostra trabalhos em andamento relacionados a LL-POMDPs:

e Decomposigao hierarquica de LL-POMDPs;

e Definicao de LL-SMDPs e LL-POSMDPs, e desenvolvimento de algoritmos para
estes;

e Adaptacao dos LL-POMDPs para usar automatos temporizados, e desenvolvimento
de algoritmos para estes problemas;

e Adaptacao dos LL-POMDPs para linguagens livres de contexto e desenvolvimento
de algoritmos para estes problemas;

e Adaptagao de mais algoritmos;

e Uso de compressao de estados.
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Conclusao

A motivacao inicial para esta tese foi uma experiéncia anterior na modelagem do processo
de diagnéstico e tratamento de enfermidades [57]. Tradicionalmente, a especificagao de
uma ordem necessaria para agoes exige a manipulacao do modelo de forma nao-intuitiva e
ad-hoc. Esta tese aponta para o fato destes frameworks serem suficientes mas inadequados
para a modelagem de muitas situagoes; mostra entao como generalizd-los de forma a
beneficiar tanto o processo de modelagem como, em alguns casos, a busca de politicas
6timas. As contribuicoes deste trabalho sao:

e A definicao dos MDPs e POMDPs limitados por linguagem. A relevancia destes
foi indicada com exemplos: ha problemas que nao sao facilmente modelados como
MDPs, mas que podem ser modelados de forma mais simples como LL-MDPs. A
modelagem do processo de Markov e a modelagem da ordem em que as agoes acon-
tecem passam a ser processos distintos;

e A elaboragao de duas formas de resolver LL-MDPs e LL-POMDPs:

— Uma forma de adaptacao de algoritmos ja existentes para resolver LL-MDPs e
LL-POMDPs;

— Algoritmos que transformam LL-MDPs e LL-POMDPs em MDPs e POMDPs

tradicionais, aumentando o espacgo de estados;

e Como consequéncia da apresentacao do algoritmo de multiplicacao de estados, este
trabalho também mostra que LL-MDPs e LL-POMDPs nao sao mais expressivos do
que MDPs e POMDPs;

e A definicao de LL-POMDPs onde os eventos podem ter duracao probabilistica dis-
creta, e a elaboracao de algoritmos para a solucao destes;
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e A implementacao de alguns dos algoritmos descritos:

— A multiplicacao de estados para LL-MDPs e LL-POMDPs;
— O algoritmo LL-VI para LL-MDPs;
— Os algoritmos LL (para incremental pruning e grade finita) para LL-POMDPs;

Estas implementacoes foram usadas em um estudo experimental.

A separagao da defini¢ao do processo de Markov e da defini¢ao da ordem de agoes (e
observagoes, no caso dos LL-POMDPs) facilita o processo de modelagem, porque permite
que os dois aspectos sejam tratados de forma independente e permite o reuso do POMDP
subjacente e do automato.

Quanto ao desempenho dos métodos para solucionar LL-MDPs e LL-POMDPs, a
escolha entre multiplicacao de estados e algoritmos modificados depende da situacao, e os
experimentos realizados mostram isto claramente. Para LL-MDPs, o uso do algoritmo LL-
VI pode valer a pena quando héd poucas arestas entre cada par de estados do automato;
para LL-POMDPs, o LL-INCPRUNE pode ser uma boa opc¢ao para horizonte finito,
especialmente quando a precisao da solugao é importante.

Esta tese mostra também diversos trabalhos em andamento, funcionando também
como um projeto de futuras pesquisas. Muitos destes projetos ja tém sua relevancia
indicada no Capitulo 7, que lista também o estado atual de cada um deles.
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