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Resumo

Processos de decisão de Markov (MDPs) são usados para modelar situações onde é ne-

cessário executar ações em sequência em ambientes com incerteza. Este trabalho define

uma nova formulação dos processos de decisão de Markov, adicionando a estes a possibi-

lidade de restringir as ações e observações a serem consideradas a cada época de decisão.

Estas restrições são descritas na forma de um autômato finito – assim, a sequência de

posśıveis ações e observações consideradas na busca pela poĺıtica ótima passa a ser uma

linguagem regular. Chamamos estes processos de Markov limitados por linguagem (LL-

MDPs e LL-POMDPs). O uso de autômatos para a especificação de restrições facilita o

processo de modelagem de problemas. Apresentamos diferentes abordagens para a solução

destes problemas, e comparamos seus desempenhos, mostrando que a solução é viável, e

mostramos também que em algumas situações o uso de restrições pode ser usado para

acelerar a busca por uma solução. Além disso, apresentamos uma modificação nos LL-

POMDPs de forma que seja posśıvel especificar duração probabiĺıstica discreta para as

ações e observações.
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Abstract

Markov decision processes (MDPs) are used to model situations where one needs to exe-

cute sequences of actions under uncertainty. This work defines a new formulation of

Markov decision processes, with the possibility of restricting the actions and observati-

ons to be considered at each decision epoch. These restrictions are described as a finite

automaton, so the sequence of possible actions (and observations) considered during the

search for an optimal policy is a regular language. We call these “language limited Markov

decision processes (LL-MDPs and LL-POMDPs). The use of automata for specifying res-

trictions helps make the modeling process easier. We present different approaches to solve

these problems, and compare their performance, showing that the solution is feasible, and

we also show that in some situations some restrictions can be used to speed up the search

for a solution. Besides that, we also present one modification on LL-POMDPs to make it

possible to specify probabilistic discrete duration for actions and observations.
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para que este trabalho fosse conclúıdo.
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6.2 Função de transição para o exemplo de diagnóstico e tratamento médico. . 109
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2.4 Otimalidade da poĺıtica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

3.1 da forma das funções valor para POMDPs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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M Autômato usado para impor restrições em um LL-MDP ou MM-POMDP
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Caṕıtulo 1

Introdução

A tomada de decisões em sequência é uma atividade comum para pessoas e de grande im-

portância em Inteligência Artificial. O diagnóstico médico e tratamento de enfermidades

é um exemplo: um médico deve escolher entre diversas ações (exames, tratamento, alta)

sem ter certeza do estado atual do paciente. Mesmo após uma ação ter sido escolhida, não

há também certeza de como ela influenciará o paciente (um tratamento pode resultar em

cura em alguns casos, mas não em outros). O médico só recebe, após cada ação, algum

sinal (o resultado de um exame, a melhoria – ou não – do paciente etc) [57, 38]. Ou-

tros exemplos são o sistema de navegação de um robô (que deve decidir para que direção

ir, contando apenas com sensores imprecisos) [75]; sistemas de ajuda online (que devem

tentar ajudar o usuário ao mesmo tempo em que tentam determinar o que realmente o

usuário quer) [42]; uma empresa que deve decidir periodicamente a respeito de promoções

e mudanças de preço. Até mesmo um diálogo envolve tomada de ações em sequência e

incerteza [62]. Em todas estas situações, decisões precisam ser tomadas sem que haja

certeza nem sobre o estado atual do mundo e nem sobre o resultado de cada ação.

Esta tese tem como objeto de estudo os processos de decisão de Markov, que são

usados para modelar situações onde é necessário executar ações em sequência em am-

bientes com incerteza (tanto incerteza quanto ao resultado das ações executadas como

incerteza quanto ao estado atual do ambiente). Uma situação que pode ser modelada

como processo de decisão de Markov envolve um sistema com vários estados, ações que

(possivelmente) modificam o estado do sistema, e a possibilidade de perceber (talvez indi-

retamente) o resultado de cada ação executada. Dada a descrição do problema, resolvê-lo

significa encontrar uma poĺıtica ótima que determine a cada momento que ação tomar

para maximizar a esperança de recompensa.

Da maneira como são tradicionalmente definidos, os processos de decisão de Markov

(MDPs) e processos de decisão de Markov Parcialmente Observáveis (POMDPs) não

permitem a modelagem direta de situações onde as ações executadas devem respeitar
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2 Caṕıtulo 1. Introdução

uma determinada ordem. A especificação da ordem para ações é importante, por exemplo,

quando um dado procedimento médico não deve ser realizado antes de outro; quando um

robô que visita salas entregando lanches deve contar quantos lanches já entregou; quando

um monitor de equipamentos eletrônicos precisa saber quantas vezes já reiniciou cada

equipamento, e determinar a troca após reiniciar o equipamento um certo número de

vezes.

Uma limitação espećıfica dos POMDPs é a impossibilidade de se especificar a duração

de cada ação (ou do tempo que uma observação demora para ser coletada). Um tratamento

médico pode demorar seis meses e um exame pode demorar uma semana; mover-se para

a frente pode demorar alguns segundos, mas abrir uma porta pode demorar mais tempo

para um robô. O planejamento de ações em sequência idealmente levaria em consideração

o tempo de cada ação e cada observação, uma vez que em situações reais o horizonte

dispońıvel normalmente é uma quantidade de tempo (e não um número de decisões, os

POMDPs normalmente permitem modelar).

As principais contribuições desta tese são:

1. A definição dos processos de Markov limitados por linguagem (language-limited

Markov decision processes) completamente observáveis e parcialmente observáveis

(LL-MDPs e LL-POMDPs) [58];

2. A extensão dos LL-POMDPs de forma que se possa especificar duração proba-

biĺıstica discreta para ações e observações;

3. A apresentação de algoritmos para a solução destes problemas. Isto implica em

uma demonstração de que os LL-MDPs e LL-POMDPs não são mais expressivos

do que MDPs e POMDPs, porque um dos métodos para a resolução de LL-MDPs

e LL-POMDPs é a transformação em MDPs e POMDPs comuns (embora com o

espaço de estados multiplicado);

4. A implementação dos algoritmos e estudo dos resultados.

A idéia central dos processos de decisão limitados por linguagem é permitir que, du-

rante a modelagem do problema, seja posśıvel restringir as ações que podem ser executadas

em diferentes momentos, descrevendo o conjunto de posśıveis sequências de ações como

uma linguagem regular. Além da restrição na ordem das ações, pode-se usar observações

como “seletores”: certas observações, quando acontecerem, determinam qual o conjunto

de ações posśıvel a partir daquele momento. Por exemplo, se um robô percebe que um

sensor quebrou, ele deve deixar de usá-lo (e aquela ação deve ser desconsiderada a partir

daquele momento). A separação entre processo de Markov e a definição da linguagem que
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define a ordem das ações e observações facilita o processo de modelagem ao tratar os dois

conceitos separadamente.

O texto está organizado da seguinte forma: nos Caṕıtulos 2 e 3 os processos de Mar-

kov são formalmente definidos e algoritmos exatos e heuŕısticas são apresentados. Nos

Caṕıtulos 4 e 5 são definidos os processos de Markov limitados por linguagem e algoritmos

são apresentados para resolvê-los. O Caṕıtulo 6 traz a descrição de uma série de problemas

modelados como LL-MDPs e LL-POMDPs. Todos os problemas foram resolvidos usando

diversas abordagens diferentes, e a representação dos problemas e os tempos de execução

são comparados. O Caṕıtulo 7 mostra um número de trabalhos futuros relacionados ao

tema da tese.





Caṕıtulo 2

Processos de Decisão de Markov

Um processo de decisão de Markov (MDP - Markov Decision Process) é uma forma de

modelar processos onde as transições entre estados são probabiĺısticas, é posśıvel observar

em que estado o processo está, e é posśıvel interferir no processo periodicamente (em

“épocas de decisão”) executando ações [69, 14, 36]. Cada ação tem uma recompensa (ou

custo), que depende do estado em que o processo se encontra. Alternativamente, pode-

se definir recompensas por estado apenas, sem que estas dependam da ação executada.

São ditos “de Markov” (ou “Markovianos”) porque os processos modelados obedecem a

propriedade de Markov: o efeito de uma ação em um estado depende apenas da ação e do

estado atual do sistema (e não de como o processo chegou a tal estado); e são chamados

de processos “de decisão” porque modelam a possibilidade de um agente (ou “tomador

de decisões”) interferir periodicamente no sistema executando ações, diferentemente de

Cadeias de Markov, onde não se trata de como interferir no processo. MDPs podem ser

aplicados em um grande número de áreas diferentes, como mostra White [84]. O exemplo

a seguir é descrito por Puterman [69]:

Toda semana, um revendedor de carros faz um pedido para a fábrica, dizendo quantos

carros ele quer; cada carro tem um custo c. A fábrica manda os carros rapidamente, de

forma que podemos considerar que a entrega é imediata, e que os novos carros “aparecem”

imediatamente no estoque. Então, durante a semana, ele vende k carros (k é aleatório),

a um preço p cada. O revendedor tem um custo fixo para manter os carros no estoque (u

por carro).

Este é um sistema que pode estar em vários estados (onde cada estado é um posśıvel

número de carros no estoque); as ações são de compra: o revendedor pode comprar

diferentes quantidades de carros, e para cada quantidade temos uma ação; o revendedor

não tem controle sobre quantos carros ele vende (este é um evento estocástico). Esta

situação pode ser modelada como um processo de decisão de Markov.

5



6 Caṕıtulo 2. Processos de Decisão de Markov

Definição 2.1 (MDP)

Um processo de decisão de Markov (MDP) é uma tupla (S,A, T,R), onde:

• S é um conjunto de estados em que o processo pode estar;

• A é um conjunto de ações que podem ser executadas em diferentes épocas de decisão;

• T : S × A × S 7→ [0, 1] é uma função que dá a probabilidade de o sistema passar

para um estado s′ ∈ S, dado que o processo estava em um estado s ∈ S e o agente

decidiu executar uma ação a ∈ A (denotada T (s′|s, a));

• R : S×A 7→ R é uma função que dá o custo (ou recompensa) por tomar uma decisão

a ∈ A quando o processo está em um estado s ∈ S.

É também comum definir, para cada estado s ∈ S, um conjunto de ações posśıveis

naquele estado (As). Assim, o conjunto de todas as ações poderia ser A = ∪s∈SAs. Este

trabalho usa apenas “A”, a fim de simplificar a notação, exceto quando a distinção entre

A e As for relevante.

Definição 2.2 (Horizonte)

O horizonte de um MDP, neste trabalho denotado por z, é o número de épocas de decisão

dispońıveis para a tomada de decisões.

O horizonte pode ser finito (quando há um número fixo de decisões a tomar), infinito

(quando a tomada de decisão é feita repetidamente) ou indefinido (semelhante ao horizonte

infinito, mas com a possibilidade do processo parar se chegar a algum estado que tenha

sido marcado como final1).

2.1 Poĺıticas

A Figura 2.1 mostra a dinâmica de funcionamento de um sistema modelado como processo

de decisão de Markov. O tomador de decisões verifica o estado atual do sistema (s),

consulta uma poĺıtica (π) e executa uma ação (a). Esta ação pode ter um efeito sobre

o ambiente, e modificar o estado atual. O tomador de decisões, então, verifica o novo

estado para que possa tomar a próxima decisão.

Definição 2.3 (Poĺıtica para um MDP)

Uma regra de decisão para um MDP em uma época de decisão k é uma função dk : S 7→ A,

que determina a ação a ser executada, dado o estado do sistema.

Uma poĺıtica para um MDP é uma sequência de regras de decisão π = {d0, d1, · · · , dz−1},
uma para cada época de decisão.

1É posśıvel também definir ações finais.
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π (poĺıtica)

ambiente

s (novo estado) a (ação executada)

Figura 2.1: Funcionamento de um sistema modelado como MDP.

Normalmente se quer encontrar uma poĺıtica que otimize um dado critério de desempe-

nho das decisões. Uma poĺıtica pode ser determińıstica, se recomenda uma ação para cada

estado, ou estocástica, se a ação recomendada para um estado obedece a uma distribuição

de probabilidades. Além disso, uma poĺıtica pode ser:

• Total, se cada uma de suas regras de decisão é definida para todos os estados do

MDP;

• Parcial, se alguma de suas regras de decisão é definida para apenas alguns estados

do MDP.

Quanto à sua relação com as épocas de decisão, uma poĺıtica pode ainda ser classificada

como:

• Estacionária, se a ação recomendada independe da época de decisão (ou seja, dk = dj

para todo k e j). Poĺıticas estacionárias podem ser usadas com horizonte finito ou

infinito.

• Não-estacionária, se a ação tomada depende da época de decisão. Poĺıticas não-

estacionárias são usadas apenas com horizonte finito, uma vez que para horizonte

infinito haveriam infinitas regras de decisão.

Quando uma poĺıtica for estacionária, π(s) pode ser usado como sinônimo de dk(s).

Ao executar uma poĺıtica, o tomador de decisões receberá recompensas em cada época

de decisão. Para comparar duas poĺıticas, é necessário um critério de desempenho (de

outra forma a comparação não é posśıvel). Há diversos critérios de desempenho (ou “de

otimalidade”) que podem ser usados com MDPs, e entre os mais comuns podemos citar:

• A recompensa média por época de decisão, 1
z

∑z−1
k=0 rk;

• A esperança da recompensa total, E
[∑z−1

k=0 rk

]
;

• A esperança da recompensa descontada, E
[∑z−1

k=0 γkrk

]
.
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A recompensa na época de decisão k é denotada por rk, e γ ∈ ]0, 1[ é um fator de

desconto. O fator de desconto é usado com horizonte infinito para garantir a convergência

do valor da recompensa total esperada. Quando o horizonte é infinito, usa-se o limite

no infinito sobre o critério de otimalidade (por exemplo, limz→∞
1
z

∑z−1
k=0 rk para recom-

pensa média). Este trabalho se restringe ao critério da esperança da recompensa total

descontada.

É importante também o conceito de valor de uma poĺıtica, dado por uma função valor.

Definição 2.4 (Função valor de uma poĺıtica para um MDP)

A função valor de uma poĺıtica π para um MDP M = (S,A, T,R) é uma função V π : S 7→
R, tal que V π(s) dá o valor esperado da recompensa para esta poĺıtica, de acordo com o

critério de otimalidade.

Por exemplo, para horizonte finito com desconto seja π = {d0, d1, · · · , dz−1},

V π
k (s) = R(s, dk(s)) + γ

∑

s′∈S

T (s′|s, dk(s))V
π
k+1(s

′)

onde V π
z (s) = 0 para todo s (porque após a última época de decisão não há mais ações

que possam gerar recompensas).

Quando não houver ambiguidade, usaremos V ao invés de V π.

Definição 2.5 (Espaço de poĺıticas para MDPs)

Dado um MDP M = (S,A, T,R), Π(M) é o conjunto de todas as poĺıticas para M e

V(M) o conjunto de todas as funções valor V : S 7→ R para M .

Se cada função valor for representada por um vetor (um elemento para o valor de cada

estado) e as operações de soma e multiplicação por escalar forem definidas da mesma

forma que normalmente se faz para R
n, o espaço V é um espaço linear.

Neste trabalho, quando não houver ambiguidade (ou seja, quando houver um único

MDP), Π e V serão usados no lugar de Π(M) e V(M).

Dados um estado s ∈ S, uma ação a ∈ A e uma poĺıtica π para um MDP, pode-

se definir o valor da ação a no estado s, considerando a recompensa imediata de a e a

recompensa esperada após a, nas outras épocas de decisão, desde que as ações tomadas

após a sejam determinadas pela poĺıtica π. A função que dá este valor é denotada por Q.

Para a esperança da recompensa total descontada, Q é definida como

Qπ(s, a) = R(s, a) + γ
∑

s′∈S

T (s′|s, a)V π(s′). (2.1)

Para horizonte finito,

Qπ
k(s, a) = R(s, a) + γ

∑

s′∈S

T (s′|s, a)V π
k+1(s

′)
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Definição 2.6 (Poĺıtica ótima para um MDP)

Seja M = (S,A, T,R) um MDP com horizonte z.

Uma função valor V ∗ é ótima para M se ∀U ∈ V,∀s ∈ S, Vk(s) ≥ Uk(s) para todo

k ∈ N tal que 0 ≤ k < z.

Uma poĺıtica π∗ é ótima para M se ∀π′ ∈ Π,∀s ∈ S, Qπ∗

k (s, dπ∗

k (s)) ≥ Qπ′

k (s, dπ′

k (s))

para todo k ∈ N tal que 0 ≤ k < z.

A definição de poĺıtica ótima vale para horizonte infinito, bastando ignorar os ı́ndices

de época de decisão.

Se π∗ é uma poĺıtica ótima, a notação pode ser simplificada usando Q∗ ao invés de

Qπ∗
:

Q∗(s, a) = R(s, a) + γ
∑

s′∈S

T (s′|s, a)V ∗(s′),

π∗(s) = arg max
a∈A

Q∗(s, a),

V ∗(s) = max
a∈A

Q∗(s, a).

2.2 Algoritmos

Existe uma grande quantidade de algoritmos para a solução de MDPs (o problema é

P-completo [55]). Apenas alguns são mostrados aqui. Alguns dos algoritmos trabalham

diretamente com poĺıticas, enquanto outros trabalham com funções valor.

2.2.1 Iteração de Valores

O algoritmo de iteração de valores usa programação dinâmica para determinar o valor

V ∗(s) de cada estado s ∈ S do MDP, em cada época de decisão. O valor de cada estado

na última época de decisão é V ∗
z−1(s) = maxa∈A R(s, a), uma vez que quando só há uma

decisão a ser tomada, basta escolher aquela com a maior recompensa.

Um mapeamento h : S×A×V 7→ R é definido, tal que h(s, a, V ) dá o valor de executar

a ação a no estado s e seguir uma dada poĺıtica (derivada de uma função valor V ) após

esta ação:

h(s, a, V ) = R(s, a) + γ
∑

s′∈S

T (s′|s, a)V (s′).

Define-se um operador H : V 7→ V de melhoria da poĺıtica, que determina a melhor

ação em um estado usando os valores V dos estados em uma época de decisão anterior,

de tal forma que

HVk(s) = max
a∈A

h(s, a, Vk+1).
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Usando o operador H, a equação de otimalidade para MDPs determina uma função

valor em uma época de decisão em função da função valor da época de decisão anterior:

Vk(s) = HVk+1(s)

= max
a∈A

h(s, a, Vk+1)

= max
a∈A

[
R(s, a) + γ

∑

s′∈S

T (s′|s, a)Vk+1(s
′)

]
. (2.2)

A Equação 2.2 pode ser usada para implementar o algoritmo de iteração de valores

(Algoritmo 2.1), que usa programação dinâmica para determinar a poĺıtica ótima para

um MDP.

Note que o valor máximo nas linhas 2 e 7 é obtido de As, e não de A, uma vez que

As ≤ A. Ainda que a descrição do MDP não inclua os conjuntos As explicitamente, é

posśıvel usar As = {a ∈ A | ∃s′ ∈ S, T (s′|s, a) > 0}.

Entrada: Um MDP (S,A, T,R).
Sáıda: Uma função valor V para o MDP dado como entrada.

para cada s ∈ S faça1

V0(s)← maxa∈As
R(s, a)2

fim3

i← 14

enquanto critério de parada não satisfeito faça5

para cada s ∈ S faça6

Vi(s)← maxa∈As

[
R(s, a) + γ

∑
s′∈S T (s′|s, a)Vi−1(s

′)
]

7

fim8

i← i + 19

fim10

Devolva V11

Algoritmo 2.1: Iteração de valores para MDPs.

No algoritmo de iteração de valores, i já não é a época de decisão, mas o passo de

programação dinâmica (por isso o k + 1 da equação de otimalidade foi trocado por i− 1).

O algoritmo de iteração de valores pode ser usado para resolver MDPs com horizonte

infinito, porque converge para a solução ótima (a prova está na subseção 2.2.1). A equação
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de otimalidade para horizonte infinito é

V (s) = HV (s)

= max
a∈A

h(s, a, V )

= max
a∈A

[
R(s, a) + γ

∑

s′∈S

T (s′|s, a)V (s′)

]
.

Convergência

O critério de parada no caso de horizonte finito é que o número de iterações seja igual

ao horizonte do problema. Neste caso, o algoritmo gera uma poĺıtica para cada época

de decisão (a poĺıtica é não-estacionária). A complexidade assintótica do algoritmo é

O(z|A||S|2).
Para processos com horizonte infinito (ou indefinido), o algoritmo para quando os

valores para cada estado tiverem convergido.

Um conceito importante na prova de convergência dos algoritmos de iteração de valores

é o de uma contração em um espaço de Banach.

Definição 2.7 (Espaço de Banach)

Um espaço vetorial X com uma norma || · || é um espaço de Banach se toda sequência de

Cauchy (x0, x1, · · · , xn) de elementos de X tem um limite xk ∈ X.

Definição 2.8 (Contração)

Seja X um espaço de Banach. Um operador F : X 7→ X é uma contração quando para

quaisquer dois elementos U, V ∈ X:

||FV − FU || ≤ β||V − U ||

onde 0 ≤ β ≤ 1 é o fator de contração.

Teorema 2.1 (do ponto fixo de Banach)

Seja X um espaço de Banach. Seja F : X 7→ X uma contração e seja N = (x0, x1, · · · , xk)

uma sequência com um ponto inicial arbitrário x0 ∈ X, tal que xi = Fxi−1. Então:

• F tem um único ponto fixo x∗ tal que Fx∗ = x∗;

• A sequência N converge para x∗.

Seja || · || uma norma no espaço V tal que ||V || = maxs∈S |V (s)|. V é claramente um

espaço de Banach. Além disso, o operador H é uma contração em V (a prova pode ser

encontrada no livro de Puterman [69]). Assim, o teorema de Banach garante que H tem
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um ponto fixo único V ∗, e que a sequência Vk = HVk−1, iniciando de uma função valor

qualquer, converge para este ponto fixo.

A garantia de convergência não é suficiente para que se obtenha do algoritmo uma

função valor precisa. É necessário determinar também quando parar de calcular apro-

ximações sucessivas da função valor. Um critério de convergência muito usado usa o

Teorema 2.2, cuja prova é dada também por Puterman [69].

Teorema 2.2 (Erro de Bellman)

Se a diferença entre Vk(s) e Vk−1(s) é no máximo δ para todo estado s, então Vk nunca

difere de V ∗ por mais de δ
1−γ

, para qualquer estado.

Assim, o critério de parada deve ser

∀s ∈ S, |V (s)− V ′(s)| ≤ ǫ(1− γ)

2γ
(2.3)

para que a precisão da solução seja no mı́nimo ǫ.

2.2.2 Iteração de Poĺıticas

No caso de horizonte infinito (e poĺıtica estacionária), pode-se também usar um algoritmo

chamado de iteração de poĺıticas, que faz uma busca gulosa no espaço de poĺıticas.

O algoritmo começa com uma poĺıtica aleatória, determina o valor da poĺıtica atual e

depois, de maneira gulosa, melhora a poĺıtica buscando modificar as ações recomendadas

para cada estado.

Puterman [69] atribui a idéia de iteração de poĺıticas a Howard [41] e Bellman [11, 9].

O algoritmo de iteração de poĺıticas se baseia no seguintes Teoremas 2.3 e 2.4 de Bellman

e Dreyfus [10]:

Teorema 2.3 (Melhoria da poĺıtica)

Sejam duas poĺıticas estacionárias, π e π′, tais que

∀s ∈ S, V π(s) ≤ Qπ(s, π′(s))

então π′ é uniformemente melhor que π, ou seja:

∀s ∈ S, V π(s) ≤ V π′

(s).

O teorema pode ser entendido da seguinte maneira. Dadas duas poĺıticas (π e π′),

temos para cada estado:

• V π(s) (o valor esperado de π para este estado);
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• Qπ(s, π′(s)), que é o valor esperado para s usando a poĺıtica π, exceto que a primeira

ação é dada por π′.

O teorema diz que π′ é uniformemente melhor que π. Isto pode ser usado para melhorar

uma poĺıtica que não seja ótima.

Teorema 2.4 (Otimalidade da poĺıtica)

Seja uma poĺıtica π para um MDP M e uma função valor V π associada a π. Se π não

puder ser melhorada usando o teorema 2.3, ou seja, se

∀s ∈ S V π(s) = max
a∈A

Qπ(s, a)

então π é ótima para M .

Para cada estado s, o algoritmo de iteração de poĺıticas determina qual a melhor ação a

tomar (ou seja, determina uma nova poĺıtica π, dado que as ações seguintes serão tomadas

de acordo com π′ (a poĺıtica definida no passo anterior):

∀s ∈ S, π(s) = arg max
a∈A

Qπ′

(s, a).

Como a poĺıtica é estacionária, π aparece na equação como uma função de estados em

ações.

Entrada: Um MDP (S,A, T,R).
Sáıda: Uma poĺıtica π∗, ótima para o MDP dado como entrada.

Inicialize π aleatoriamente1

repita2

π′ ← π3

Avalie a poĺıtica atual resolvendo o sistema linear:4

V (s) = R(s, π′(s)) + γ
∑

s′∈S T (s′|s, π′(s))V (s′)5

para cada s ∈ S faça6

∀a ∈ A, Qπ′
(s, a)← R(s, a) + γ

∑
s′∈S T (s′|s, a)V (s′)7

fim8

para cada s ∈ S faça9

Melhore a poĺıtica:10

π(s)← arg maxa∈As
Qπ′

(s, a)11

fim12

até que π = π′
13

Devolva π14

Algoritmo 2.2: Iteração de poĺıticas para MDPs.
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O Algoritmo 2.2 mostra uma versão detalhada da iteração de poĺıticas. V π é o valor

esperado, usando a poĺıtica π. Da mesma forma que no algoritmo de iteração de valores,

As é usado ao invés de A. No resto deste trabalho apenas A, ficando subentendido que

As deve ser usado sempre que posśıvel.

Algoritmo modificado de Iteração de Poĺıticas

Puterman [69] descreve uma versão modificada do algoritmo de iteração de poĺıticas que

converge com menos iterações do que o Algoritmo 2.2. O algoritmo modificado não

computa a função valor V exata a cada passo, mas usa uma aproximação (que é suficiente

para escolher a melhor ação no passo de melhoria). A solução do sistema linear é trocada

por uma variante de iteração de valores onde a poĺıtica é fixa (detalhada no Algoritmo 2.3).

repita1

para cada s ∈ S faça2

V (s)← R(s, π(s)) + γ
∑

s′∈S T (s′|s, π(s))V (s′)3

fim4

até Até que a maior modificação em um valor seja menor que algum ǫ5

Algoritmo 2.3: Avaliação da poĺıtica no algoritmo modificado de iteração de
poĺıticas.

2.2.3 Programação Linear

O problema de encontrar a poĺıtica ótima para um MDP de horizonte infinito pode ser

formulado como um problema de programação linear. A função objetivo é:

minimizar:
∑

s∈S

vs,

e para cada par (s, a), uma restrição é adicionada:

vs ≥ R(s, a) + γ
∑

s′∈S

T (s′|s, a)vs′ .

As variáveis vs no vetor v representam o valor associado a cada estado (ou seja,

vs = V (s)).

As restrições significam que o valor da poĺıtica ótima para um estado não pode ser

menor do que a recompensa imediata, mais a recompensa esperada para os próximos

passos. Com a minimização da soma dos valores vi para todos os estados, os valores da

solução ótima no ponto fixo são encontrados.
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Por exemplo, considere o seguinte MDP:

S = {s0, s1},
A = {a0, a1, a2}.

A Tabela 2.1 mostra a função de transição, e a Tabela 2.2 mostra as recompensas.

a0 a1 a2

s0 (s0, 0.3); (s1, 0.7) (s0, 0.2); (s1, 0.8) (s0, 0.6); (s1, 0.4)
s1 (s0, 0.5); (s1, 0.5) (s0, 0.6); (s1, 0.4) (s0, 0.7); (s1, 0.3)

Tabela 2.1: Probabilidades de transição em um MDP.

a0 a1 a2

s0 10 1 30
s1 50 20 2

Tabela 2.2: Recompensas em um MDP.

A formulação do programa linear que determina a poĺıtica ótima para este MDP é:

minimizar: v0 + v1

sujeito a:

v0 ≥ 10 + γ0.3v0 + γ0.7v1,

v0 ≥ 1 + γ0.2v0 + γ0.8v1,

v0 ≥ 30 + γ0.6v0 + γ0.4v1,

v1 ≥ 50 + γ0.5v0 + γ0.5v1,

v1 ≥ 20 + γ0.6v0 + γ0.4v1,

v1 ≥ 2 + γ0.7v0 + γ0.3v1.

O programa linear tem |S| variáveis e |S||A| restrições. A solução deste programa

linear é a poĺıtica ótima para o MDP descrito.

2.2.4 RTDP

O algoritmo de iteração de valores determina uma função valor para um MDP através

de aproximações sucessivas da equação de otimalidade, calculando V (s) para todos os
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estados a cada iteração do algoritmo. Barto, Bradtke e Singh propuseram um algoritmo

chamado “real time dynamic programming”, ou RTDP, que determina uma função valor

para o MDP através de uma simulação [8]. O RTDP escolhe ações e percorre estados,

atualizando o valor de cada estado visitado usando a equação de otimalidade.

O Algoritmo 2.4 mostra o RTDP. Para que haja garantia de convergência, todos os

estados devem ser visitados periodicamente na simulação. Uma maneira de garantir isto é

dividir a simulação em rodadas, sendo que cada uma inicia com um dos estados do MDP.

Cada rodada da simulação pode terminar após um número de passos (ou até algum critério

de convergência ser satisfeito). A simulação executa todas as rodadas em sequência, várias

vezes, e termina quando um critério de convergência global for satisfeito (por exemplo,

quando a diferença entre os valores de cada estado antes e depois de todas as rodadas for

menor que algum ǫ).

Entrada: Um MDP (S,A, T,R);
Uma função valor V para o MDP;
Um estado inicial s0.

Sáıda: Uma função valor V para o MDP dado como entrada.

s← s01

enquanto o critério de final da rodada não for satisfeito faça2

Avalie o valor de cada ação no estado atual:3

Q(s, a)← R(s, a) + γ
∑

s′∈S T (s′|s, a)V (s′)4

a∗ ← arg max Q(s, a)5

V (s)← Q(s, a∗)6

Simule a execução da ação a∗ no estado s e observe o estado resultante s′7

s← s′8

fim9

Devolva V10

Algoritmo 2.4: Algoritmo RTDP para MDPs.

Há outros algoritmos derivados do RTDP, como o LRTDP [15], o BRTDP [49] e o

FRTDP [76].

2.2.5 Decomposição hierárquica

Um MDP pode ser decomposto em partes, de forma a permitir que estas partes sejam

reusadas e também acelerar a busca pela solução ótima. Há diversos algoritmos para a

decomposição de MDPs [25, 43, 24, 23]. O método de fatoração desenvolvido por Pineau e

Thrun [63, 60] é particularmente interessante: parte das ações é composta de subtarefas, e

cada subtarefa é recursivamente definida como um MDP. O algoritmo para decomposição



2.2. Algoritmos 17

hierárquica é chamado de PolCa.
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Figura 2.2: MDP decomposto em tarefas hierárquicas.

O algoritmo PolCa divide as ações do MDP original de forma a agrupar algumas delas

em “subtarefas”. A Figura 2.2 mostra as ações de um MDP, decompostas em subtarefas.

Algumas ações são primitivas (pertencem ao conjunto A de ações do MDP original), e

outras são abstratas (definidas para representar uma subtarefa). O MDP de ńıvel zero

(h0) tem três ações, sendo uma delas (a3) abstrata. No ńıvel h1 há um MDP com duas

ações, sendo a4 abstrata. Finalmente, no último ńıvel da hierarquia de tarefas (h2), há

um MDP com três ações, todas primitivas. Durante a execução da poĺıtica, o tomador de

decisões deverá, a cada decisão, determinar uma subtarefa e então usar a poĺıtica daquela

subtarefa para decidir que ação primitiva executar.

Cada subtarefa hierárquica h é formada por:

• Sh: um conjunto de clusters de estados. Os estados do MDP original são agrupados

em clusters;

• Ah: ações (tanto as primitivas como as abstratas);

• Rh : Sh × Ah 7→ R: uma função local de recompensa.

Depois da decomposição do MDP em subtarefas, os parâmetros das subtarefas são

definidos pelo Algoritmo 2.5.

Os passos do algoritmo são detalhados a seguir.

Reformulação do espaço de estados Além do estado atual, uma nova variável “sub-

tarefa atual” é inclúıda. Estados passam a ser então pares (s, h) ∈ S × H, onde H é o

conjunto de todas as tarefas (inclusive o MDP raiz). Para simplificar a notação, usamos

Sh para {(s, h)|s ∈ S}.
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Reformule o espaço de estados H · S1

para cada tarefa h ∈ H faça2

Defina parâmetros T e S3

Minimize estados4

Determine solução para h5

fim6

Algoritmo 2.5: Algoritmo PolCa para decomposição de MDP em subtarefas.

Definição de T e R A função de de probabilidades de transição é definida para as

subtarefas. Para cada ação a:

Se a é uma ação primitiva,

T (h · s′|h · s, ak) = T (s′|s, ak),

R(h · s, ak) = R(s, ak).

Se ap é uma ação abstrata que contém a subtarefa hp, então

T (h · s′|h · s, ap) = T (s′|s, π∗
hp

(s)),

R(h · s, ap) = R(s, π∗
hp

(s)),

onde π∗
hp

(s) é a poĺıtica ótima para a subtarefa hp no estado s.

Minimização de estados Os estados são divididos em clusters: Seja zh(si) = zh(sj)

se

R(h · si, a) = R(h · sj, a), ∀a ∈ Ah. (2.4)

Em seguida, verifica-se a estabilidade de cada cluster c. Para todos os pares de estados

originais si e sj do cluster c, e cada ação de Ah, a soma das probabilidades de o sistema

sair de si com a para outro cluster deve ser a mesma se o sistema sair de sj. Ou seja,

c ∈ Sh é estável se e somente se

∀(si, sj) ∈ c, ∀c′ ∈ Sh,∀a ∈ Ah,∑

s′∈c′

T (h · s′|h · si, a) =
∑

s′∈c′

T (h · s′|h · sj, a). (2.5)

Se algum cluster não é estável, ele é dividido (c→ {ck, ck+1, . . .}), de forma a satisfazer

a equação acima.
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Solução das subtarefas Como a passo de minimização de estados garante que todos os

estados em cada cluster tem o mesmo valor, o cálculo da função valor é inclúıdo no passo

de minimização. Assim, após determinar R usando a Equação 2.4, verificar se o cluster é

estável usando a Equação 2.5 e dividir o cluster, o valor de cada clusters é calculado:

∀c ∈ Ch, V (c) = max
a

R(c, a) + γ
∑

c′∈Ch

T (c′|c, a)V (c′)

∀c ∈ Ch, π(c) = arg max
a

R(c, a) + γ
∑

c′∈Ch

T (c′|c, a)V (c′)

Estes passos se repetem até que V tenha convergido.

Execução da poĺıtica hierárquica

Cada um dos MDPs relativos às subtarefas tem uma poĺıtica ótima, que é definida sobre

clusters (e não sobre estados do MDP original): a poĺıtica πh é definida para clusters da

subtarefa h (como se fossem estados). O Algoritmo 2.6 mostra como a poĺıtica hierárquica

é usada para determinar a próxima ação.

O algoritmo determina a subtarefa corrente a cada nova iteração, não ficando “preso”

em uma subtarefa entre iterações. O laço mostrado no algoritmo aprofunda-se na hierar-

quia até encontrar uma poĺıtica local que recomende uma ação primitiva.

Entrada: hk, a tarefa atual no tempo k, e bk, o estado de crença global no tempo
k.

Sáıda: ak, a ação a ser executada no tempo k.

ak = πh(b
h
k)1

enquanto ak é abstrata (ou seja, ak) faça2

Seja hsub a tarefa indicada por ak3

bh
k(c)←

∑
s∈c bk(s),∀c ∈ Sh4

ak ← πh(b
h
k)5

fim6

Retorne ak7

Algoritmo 2.6: Algoritmo PolCa para execução de poĺıtica.

2.2.6 Outros métodos

Uma exposição extensa sobre MDPs é dada por Puterman [69] e por Bertsekas [14], que

dão detalhes de outros algoritmos. Hauskrecht [39] também mostra diversos algoritmos



20 Caṕıtulo 2. Processos de Decisão de Markov

para MDPs. Os métodos descritos neste caṕıtulo são os métodos clássicos; há uma grande

quantidade de métodos e algoritmos melhorados [81, 51, 85, 31] para a solução de MDPs

que este trabalho não discute.

2.3 Processos de Decisão Semi-Markovianos

Esta seção apresenta os processos de decisão semi-Markovianos. Estes são semelhantes aos

processos de Markov já apresentados, mas incluem a noção de tempo cont́ınuo, definindo

duração (possivelmente probabiĺıstica) para ações, e separando o processo de decisão (que

pode ainda ser visto com um processo em tempo discreto) do processo natural (que acon-

tece sem intervenção, em tempo cont́ınuo, como se houvesse uma cadeia de Markov entre

quaisquer duas épocas de decisão). Estes processos são ditos “semi-Markovianos” porque

a rigor, o estado do sistema não depende apenas do último estado e ação: depende também

do desenvolvimento do processo natural, desde a última época de decisão até o momento

corrente. Em SMDPs, leva-se em conta o custo decorrente de o processo permanecer em

um dado estado entre as diferentes épocas de decisão.

A Figura 2.3 mostra as mudanças de estados em um SMDP: as épocas de decisão

acontecem em intervalos não regulares de tempo, e o estado do sistema pode mudar entre

uma época de decisão e outra (as linhas curvas mostram as mudanças “espontâneas”,

modeladas como processo natural, e as linhas pontilhadas retas mostram o momento em

que as mudanças são causadas por decisões tomadas no processo de Markov).

época de decisão

es
ta

d
o

Figura 2.3: Mudanças de estado em um SMDP.

Neste trabalho, usaremos t e u para denotar tempo cont́ınuo e k para denotar tempo

discreto. Assim, tk é o tempo da k-ésima época de decisão.
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Definição 2.9 (SMDP)

Um processo de decisão semi-Markoviano (SMDP) é uma tupla (S,A, T,R, F ), onde:

• S é um conjunto de estados;

• A é um conjunto de ações;

• T : S × A × S 7→ [0, 1] é a função de probabilidade de transições. T (s′|s, a) dá a

probabilidade de o estado atual ser s′, dado que na última época de decisão o estado

era s e a ação a foi executada;

• R : S × A 7→ R é uma função que dá uma recompensa contabilizada em cada época

de decisão;

• F : R × S × A 7→ [0, 1] é uma função que dá a probabilidade de a próxima época

de decisão acontecer antes do tempo t, sendo que o processo está em uma época

de decisão, no estado s, e a ação a passará a ser executada. Usaremos a notação

“F (t|s, a)”. Para garantir que não haja infinitas épocas de decisão em um espaço

finito de tempo, é necessário que ∃ε > 0, δ > 0 tal que F (s, a, δ) ≤ 1 − ε para todo

estado s e ação a.

A função R é composta de:

• r : S × A 7→ R, uma recompensa imediata para a decisão de executar uma ação a

estando em um estado s (equivalente a R para MDPs);

• R : S × S ×A 7→ R, uma função que dá a recompensa ou custo por permanecer em

um estado s′ depois de ter estado no estado s e decidido executar uma ação a.

O custo entre duas épocas de decisão k e k + 1, que se encontram nos tempos uk e

uk+1 (sem contabilizar a recompensa imediata) é dado por
∫ uk+1

uk

e−α(t−uk)R(s, st, a)dt

onde st é o estado no tempo t.

A recompensa total descontada é dada por

V (s) = E

{
∞∑

k=0

e−αuk

[
r(s, a) +

∫ uk+1

uk

e−α(t−uk)R(s, st, a)dt

]}

onde E é a esperança relativa a F (s, a, u) no tempo entre uk e uk+1. O termo e−αuk é

usado para transformar cada recompensa no que ela valeria na primeira época de decisão,

levando em conta o fator de desconto.
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A recompensa (ou custo) em cada época de decisão é contabilizada usando tanto r

como R:

R(s, a) = r(s, a) +

∫ ∞

0

∑

s′∈S

[∫ u

0

e−αtR(s, s′, a)T (s′|s, a)dt

]
F (du|s, a).

A função R já inclui o fator de desconto, que para SMDPs é γ = e−αt.

Pode-se também definir Q : S × R × S × A 7→ [0, 1], uma função dá a probabilidade

de a próxima época de decisão acontecer antes ou exatamente em um momento t, e o

sistema estar no estado s′ nesta próxima época de decisão, dado que o estado na última

época de decisão era s, e a ação executada foi a. Esta função é definida usando T e F :

Q(s′, t|s, a) = T (s′|s, a)F (t|s, a).

Poĺıticas e funções valor para SMDP tem a mesma forma que seus equivalentes para

MDPs, e neste trabalho a notação usada para poĺıticas e funções valor será a mesma para

MDPs e SMDPs. Critérios de performance normalmente definidos para SMDPs incluem

recompensa média e recompensa total descontada ao longo do tempo.

2.3.1 Algoritmos

O mapeamento h pode ser definido para SMDPs como

h(s, a, V ) = R(s, a) +
∑

s′∈S

m(s′|s, a)V (s′)

onde m(s′|s, a) é a probabilidade de, estando em s e executando a, o próximo estado ser

s′:

m(s′|s, a) =

∫ ∞

0

e−αtQ(dt, s′|s, a).

O operador H é:

HV (s) = max
a∈A

h(s, a, V ).

É posśıvel provar que H para SMDPs é uma contração, da mesma forma que para

MDPs [69].

A equação de otimalidade para SMDPs é:

Vk(s) = HVk+1(s)

= max
a∈A

[
R(s, a) +

∑

s′∈S

m(s′|s, a)Vk+1(s
′)

]
.

Como descrito por Puterman [69] e Bertsekas [14], é posśıvel usar iteração de valores,

iteração de poĺıticas e programação linear para determinar a solução ótima de SMDPs

simplesmente trocando γT (s′|s, a) por m(s′|s, a). Singh, Tadić e Doucet mostram também

um método para a solução de SMDPs que usa busca pelo gradiente [80].
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2.4 Sumário

Este caṕıtulo apresentou os processos de Markov completamente observáveis, os processos

semi-Markovianos e os algoritmos clássicos para solução destes. MDPs e SMDPs são estu-

dados extensamente por Puterman [69] e Bertsekas [14]. Boutilier, Dean e Hanks [16] ofe-

recem uma visão geral de planejamento, processos de Markov e complexidade de soluções.





Caṕıtulo 3

Processos de Decisão de Markov

Parcialmente Observáveis

Este caṕıtulo descreve os processos de decisão de Markov parcialmente observáveis (parti-

ally observable Markov decision processes – POMDPs). Um POMDP é uma generalização

de MDPs onde o estado atual do sistema não necessariamente é conhecido. Ao invés disso,

o tomador de decisões se lembra das ações que executou e das observações que percebeu ao

longo do tempo, e tenta usar estas informações para tomar a próxima decisão. É comum,

por exemplo, que ao invés de um “estado atual do sistema”, uma distribuição de proba-

bilidades sobre os estados seja mantida enquanto as decisões são tomadas. POMDPs são

mais dif́ıceis de resolver que os MDPs, mas são mais expressivos.

POMDPs podem ser usados para modelar problemas em muitas áreas diferentes.

Anthony Cassandra [20] mostra possibilidades em manutenção de máquinas, navegação

de robôs, controle de elevadores, visão computacional, modelagem de comportamento em

ecossistemas, problemas militares, diagnóstico médico, educação e várias outras áreas.

Alguns casos notáveis de aplicação são o trabalho de Hauskrecht com a modelagem de

doenças isquêmicas do coração [35, 38, 36]; o trabalho de Joelle Pineau, que usou POMDPs

para modelar o comportamento de um robô para ajudar idosos a se lembrarem de seus

compromissos, acompanhá-los e guiar (de maneira limitada) diálogos [60]; e o trabalho

de Pascal Poupart, que implementou um sistema que acompanha o comportamento de

pacientes com demência, monitorando-os com uma câmera e ajudando com os passos para

lavar as mãos, entre outras coisas [65]. Como um exemplo, podemos considerar o seguinte

problema:

Uma pessoa está em uma sala onde há duas portas. Atrás de uma das portas há um

tigre, que a pessoa deve evitar, e a outra porta é uma sáıda segura do local onde ela está.

Por um certo número de vezes, a pessoa pode escolher entre três ações posśıveis:

• Ouvir (para tentar determinar atrás de qual porta o tigre está);

25
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• Abrir a porta à esquerda;

• Abrir a porta à direita.

Depois de algum tempo, o tomador de decisões decidirá por abrir uma das portas,

quando deverá finalmente encontrar-se com o tigre ou fugir em segurança. Ao ouvir, no

entanto, ele pode mudar seu grau de certeza sobre qual porta esconde o tigre. Cada vez

que ouve, ele obtém uma de duas observações:

• O tigre parece estar atrás da porta da esquerda;

• O tigre parece estar atrás da porta da direita.

Estas observações, no entanto, podem não corresponder à realidade, porque ele pode

ter se confundido ao tentar determinar de que porta vem o rúıdo produzido pelo tigre.

Ele pode, no entanto, ouvir mais vezes, a fim de aumentar seu grau de certeza.

Há, como podemos ver, incerteza quanto ao estado atual do sistema (o tomador de

decisões não sabe atrás de qual porta o tigre está); após cada ação, uma observação é

recebida (que não necessariamente informa com total certeza o estado atual); e cada ação

pode resultar em uma recompensa (positiva ou negativa). Veremos mais adiante como

modelar este problema formalmente como um POMDP.

Definição 3.1 (POMDP)

Um processo de decisão de Markov parcialmente observável (POMDP) é uma tupla (S,

A, T, R, Ω, O), onde:

• S é um conjunto de estados em que o processo pode estar;

• A é um conjunto de ações que podem ser executadas em diferentes épocas de decisão;

• T : S × A × S 7→ [0, 1] é uma função que dá a probabilidade de o sistema passar

para um estado s′, dado que estava no estado s e a ação executada foi a;

• R : S×A 7→ R é uma função que dá o custo (ou recompensa) por tomar uma decisão

a quando o processo está em um estado s;

• Ω é um conjunto de observações que são obtidas em cada época de decisão;

• O : S × A × Ω 7→ [0, 1] é uma função que dá a probabilidade de uma observação o

ser verificada, dados um estado s e a última ação a executada.
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Em um POMDP não há a possibilidade de se observar diretamente o estado em que

o sistema está em um dado momento, ou seja, o tomador de decisões não sabe o estado

atual s (ao contrário do que acontece em um problema modelado como MDP). No entanto,

cada ação tem como resultado alguma observação que é probabilisticamente relacionada

ao estado do sistema.

Definição 3.2 (Estado de informação)

O estado de informação Ik representa o conhecimento que se tem sobre o sistema na época

de decisão k, e consiste de:

• Uma distribuição de probabilidades sobre os estados na primeira época de decisão,

denotado por b0;

• O histórico completo de ações e observações, desde a primeira época de decisão.

O espaço de todos os estados de informação para um POMDP P será denotado por

I(P ). Quando não houver ambiguidade, I será usado no lugar de I(P ).

Uma poĺıtica para um POMDP deve mapear estados de informação em ações.

Agora podemos formular o problema do tigre como um POMDP:

• S: há dois estados, tigre_esq e tigre_dir;

• A: há três ações, ouvir, abrir_esq e abrir_dir;

• T : nenhuma ação altera o estado do sistema (por mais que o tomador de decisões

goste da idéia, abrir portas ou ouvir não farão o tigre mudar de lugar!);

• R: há uma recompensa positiva para abrir a porta onde o tigre não está, e uma

recompensa negativa (custo) para abrir a posta onde o tigre está;

• Ω: há duas observações, tigre_esq e tigre_dir;

• O: a ação ouvir dá a observação correta com probabilidade 0.9.

O problema modelado desta forma pode ser resolvido por algoritmos que determinam a

poĺıtica ótima para POMDPs. Esta poĺıtica receberá como entrada o estado de informação

atual, e a sáıda será a recomendação de uma ação que maximiza a recompensa esperada

do tomador de decisões.
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π (poĺıtica)

ambiente

τ (estimador
de estados de
informação) I (novo estado

de informação)

o (nova observação)

a (ação
executada)

Figura 3.1: Funcionamento de um sistema modelado como POMDP.

3.1 Dinâmica de sistemas modelados como POMDPs

A dinâmica de um sistema modelado como POMDP é mostrada na Figura 3.1: a cada

época de decisão, o tomador de decisões verifica o estado de informação atual (I na

figura), a última ação executada e a última observação obtida do ambiente. A partir

desses dados, um estimador de estados de informação (τ na figura) determina um novo

estado de informação, que é usado como entrada para uma poĺıtica π, que determina a

próxima ação a ser tomada. Esta ação tem um efeito sobre o ambiente, que retorna uma

observação o. Na próxima época de decisão, esta observação (e a última ação executada)

serão usadas para determinar o próximo estado de informação.

A maneira mais direta de representar estados de informação é como uma lista de ações

e observações executadas desde a primeira época de decisão (além da distribuição inicial de

probabilidades sobre os posśıveis estados): o estado de informação na época de decisão k

poderia ser denotado Ik = (b0, a0, o0, a1, o1, · · · , ak−1, ok−1), onde b0 é a distribuição inicial

de probabilidades sobre os estados. Modificar um estado de informação representado desta

forma é trivial: basta adicionar o par (a, o) com a última ação e a observação resultante.

No entanto, uma poĺıtica para POMDP teria que mapear o espaço I de todos os

estados de informação em ações, e a enumeração de todos os posśıveis históricos de um

processo é inviável. Usa-se, então, uma estat́ıstica suficiente para representar o estado de

informação atual. Uma estat́ıstica muito usada para representar estados de informação

é o estado de crença, uma distribuição de probabilidades sobre os posśıveis estados do

sistema. POMDPs onde o estado de informação é representado desta forma são muitas

vezes chamados de belief POMDPs (POMDPs de crença). Em um POMDP com |S|
estados, o espaço dos estados de crença é um (|S| − 1)-simplex. A Figura 3.2 mostra o

espaço de estados de crença para um POMDP com quatro estados, s0, s1, s2 e s3. A figura

mostra apenas os valores para os estados s1, s2 e s3, já que o valor de s0 pode ser calculado
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a partir dos outros (porque a soma das probabilidades associadas aos estados deve ser um).

Este trabalho denota estados de crença por b, e quando conveniente b é usado como um

vetor, sendo b(s) o s-ésimo elemento do vetor (que é o valor da probabilidade de o sistema

estar no estado s).

s3

s2

s1

Figura 3.2: Simplex definido por todos os posśıveis estados de crença em um POMDP
com quatro estados

3.1.1 Modelos de observação

Em POMDPs, observações estão sempre associadas a estados e ações. Há várias maneiras

de definir como esta relação ocorre. Algumas delas são:

• Modelo de observações para a frente (forward triggered): a observação na época

de decisão k está relacionada à ação anterior (em k − 1) e ao estado resultante

(em k). Ou seja, a função de probabilidade de observação poderia ser denotada

O(ok|sk, ak−1), se ı́ndices fossem usados para indicar as épocas de decisão de o, s e

a;

• Modelo de observações para trás (backward triggered): a observação na época

de decisão k depende do estado e da ação na época de decisão k − 1. Ou seja, a

função de probabilidade de observação poderia ser denotada como O(ok|sk−1, ak−1);

• Modelo de observações com atraso (delayed): uma ação na época de decisão k

acarreta uma observação em alguma outra época de decisão k + j (possivelmente

várias épocas à frente); a função O poderia ser denotada por O(ok|sk−j, ak−j).

É posśıvel formular problemas como POMDPs de crença para os modelos para trás,

para a frente e também para combinações de ambos (onde algumas ações acarretam

observações no futuro, e outras imediatamente). Para o modelo com atraso, não é posśıvel

usar apenas um estado de crença como estat́ıstica suficiente para o estado de informação,

mas Hauskrecht mostra que para este caso é posśıvel usar o estado de crença e a lista das

últimas k observações, onde k é a maior demora posśıvel para uma observação [36].
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A escolha do modelo de observação depende do problema sendo modelado, e é posśıvel

usar diferentes modelos de observação para diferentes observações no mesmo POMDP.

Neste trabalho, o modelo “para a frente” é usado nas discussões teóricas.

3.2 POMDPs como MDPs sobre estados de crença

Um POMDP pode ser formulado como um MDP onde o conjunto de estados é o simplex

de estados de crença, da seguinte maneira:

• B = {b ∈ R
|S||∑|S|−1

k=0 bk = 1, bk ≥ 0} contém todos os posśıveis estados de crença

(o espaço de estados é infinito);

• As ações A são as mesmas que no POMDP original;

• O estimador de estados τ : B × A × Ω 7→ B define o próximo estado de crença,

dados o estado de crença anterior (b), a última ação (a) e a última observação (o).

Se as observações sempre forem causadas pela ação executada na época de decisão

imediatamente anterior, e sabemos que o estado de crença atual é b, a última ação

executada foi a, e a observação resultante foi o, o estimador de estados pode calcular

o próximo estado de crença b′ a partir do estado anterior b usando o teorema de

Bayes. Seja ba(s) a probabilidade de o novo estado ser s, dado que a ação a foi

executada:

ba(s) =
∑

s′∈S

T (s|s′, a)b(s′),

e seja ba(o) a probabilidade de a próxima observação ser o, sendo que a foi executada:

ba(o) =
∑

s∈S

O(o|s, a)ba(s).

O novo estado de crença b′ é composto pelas probabilidades b′(s):

b′(s) =
O(o|s, a)ba(s)

ba(o)

=
O(o|s, a)

∑
s′∈S T (s|s′, a)b(s′)

∑
s′∈S

[
O(o|s′, a)

∑
s′′∈S T (s′|s′′, a)b(s′′)

] ;

• A função T ′ dá a probabilidade de o sistema passar de um estado de crença b para

outro, b′, após executar uma ação a:

T ′(b′|b, a) = P (b′|b, a) =
∑

o∈Ω

P (b′|b, a, o)P (o|b, a),
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onde

P (b′|b, a, o) =

{
1 se τ(b, a, o) = b′;

0 em caso contrário;

• A função de recompensa ρ é definida para estados de crença, e dá a esperança

da recompensa de cada ação, dadas as probabilidades de o sistema estar em cada

estado:

ρ(b, a) =
∑

s∈S

b(s)R(s, a). (3.1)

A solução para o MDP sobre espaço cont́ınuo de estados (B, A, T ′, ρ) é a solução para

o POMDP usado para constrúı-lo [36, 19].

3.3 Poĺıtica

Os mesmos critérios de otimalidade usados para MDPs podem ser usados para POMDPs,

e a definição de poĺıtica ótima para POMDP é a mesma que para MDPs, exceto por um

fato: a poĺıtica para POMDPs deve mapear estados de informação, e não estados, em

ações. Similarmente, funções valor são definidas para POMDPs (mapeando estados de

informação em valores). Como a Definição 3.3 mostra, uma poĺıtica para POMDP pode

ser vista como uma poĺıtica para o MDP sobre estados de informação.

Definição 3.3 (Poĺıtica para um POMDP)

Dado um POMDP P = (S,A, T,R, Ω, O), uma regra de decisão para P em uma época

de decisão k é uma função dk : I 7→ A que determina uma ação, dado um estado de

informação para P . Para POMDPs de crença, a regra de decisão pode ser dk : B 7→ A.

Uma poĺıtica para um POMDP é um conjunto π = {d0, d1, · · · , dz−1} de regras de

decisão para P .

Definição 3.4 (Função valor de uma poĺıtica para um POMDP)

Seja P um POMDP e π uma poĺıtica para P . A função valor da poĺıtica P é um mape-

amento V π : I 7→ R de estados de informação em recompensas esperadas para a poĺıtica

π, de acordo com o critério de otimalidade escolhido.

As definições de espaço de estados e poĺıtica ótima para MDPs podem ser usadas para

POMDPs, com I (ou B) no lugar de S. Também a função Q é definida para POMDPs

como

Qπ(b, a) = ρ(b, a) + γ
∑

o∈Ω

Pr(o|b, a)V π(τ(b, a, o)), (3.2)

onde τ é a função de transição para estados de crença (definida na página 30), e ρ(b, a) é

a recompensa imediata para uma ação em um estado de crença b, definida na Equação 3.1

(na página 31).
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Enquanto poĺıticas para MDPs podem ser representadas de maneira simples, poĺıticas

para POMDPs devem representar o mapeamento de um espaço infinito de estados em

ações (ou valores). A Definição 3.3 para poĺıtica é direta e simples, mas a representação

usada para a poĺıtica depende da maneira como estados de informação são representados e

dos algoritmos usados para a solução do POMDP. Na discussão a seguir o termo “poĺıtica”

tem seu significado extendido para funções valor, planos condicionais e outras formas de

representar o mapeamento de estados de informação em ações.

3.3.1 Hiperplanos

Esta é a representação normalmente usada em algoritmos exatos. Mantém-se um con-

junto de vetores associado a cada ação, onde cada vetor define um hiperplano, dando a

recompensa esperada para aquela ação, dado o estado de crença. Cada vetor, quando

multiplicado por um estado de crença b, dará a recompensa esperada desde que a ação

associada a ele seja tomada, e a poĺıtica ótima seja seguida até a última época de decisão.

Este conjunto de hiperplanos é normalmente denotado por Γ.

A representação por hiperplanos só é posśıvel devido a um fato demonstrado por

Sondik [78]: a poĺıtica ótima para POMDPs de horizonte finito é formada por segmentos

de hiperplanos, conforme o Teorema 3.1.

Definição 3.5 (PWLC)

Uma função valor V (que pode ser descrita por um conjunto Γ de vetores) é PWLC

(“piecewise convex and linear”, ou “convexa e composta de segmentos de hiperplanos”)

se pode ser calculada como

V (b) = max
α∈Γ

∑

s∈S

b(s)α(s).

Teorema 3.1 (da forma das funções valor para POMDPs)

A função valor ótima em qualquer época de decisão para um POMDP de horizonte finito

é PWLC.

A Figura 3.3 mostra um exemplo de poĺıtica usando esta representação. Nesta figura,

o estado de crença vai de zero a um, representando p(s0). Temos dois estados, e p(s1) =

1− p(s0).

Cada hiperplano representa o valor esperado para uma ação; o trecho onde um hi-

perplano domina todos os outros é aquele onde a ação representada por ele é ótima. Na

figura, o vetor α4 é inútil (porque é dominado pelos outros). A ação representada pelo

vetor α1 é ótima sempre que o estado de crença tiver p(s0) ≥ 0.7. A ação do vetor α2 é

ótima quando 0.4 ≤ p(s1) ≤ 0.7, e a do vetor α3 quando p(s0) ≤ 0.4.
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α1

α2

α3

α4

P (s0)

V

0 10.4 0.7

Figura 3.3: Poĺıtica para POMDP representada como conjunto de hiperplanos.

Para determinar a ação ótima dado um estado de crença b, basta escolher o vetor α

que, multiplicado por b, dá o maior valor:

d∗(b) = arg max
α∈Γ

∑

s∈S

b(s)α(s).

Para horizonte infinito, a função valor ótima pode não ser PWLC, mas é aproximável

por uma função PWLC.

3.3.2 Discretização

O simplex do espaço dos estados de crença pode ser discretizado e mapeado em ações

[47, 90, 72]. Esta técnica é utilizada com algoritmos de aprendizado, e claramente leva a

uma solução não-exata. A grade obtida pela discretização pode ter granularidade e regu-

laridade diferentes dependendo do algoritmo. Alguns destes algoritmos são apresentados

na subseção 3.4.3.

3.3.3 Planos condicionais

Uma poĺıtica pode ser vista como um plano condicional [44], posśıvel de se represen-

tar como uma árvore ou como função recursiva (como na Figura 3.4). Nas duas repre-

sentações, o plano (ρ) começa recomendando a ação a1 e indicando o próximo plano

(ρ1 nas funções recursivas). O novo plano, dependendo da observação (o3 ou o2), pode

recomendar a1 ou a2, e assim por diante.
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ρ =< a1, ρ1 >
ρ1(o3) =< a1, ρ2 >
ρ1(o2) =< a2, ρ3 >
ρ2(o1) =< a2 >
ρ2(o3) =< a1 >
ρ2(o2) =< a3 >
ρ3(o1) =< a1 >
ρ3(o3) =< a2 >

Figura 3.4: Poĺıtica para POMDP representada como árvore e como plano recursivo.

3.3.4 Controladores finitos

Uma forma de representar poĺıticas de horizonte infinito é usando controladores fini-

tos [32]. Estes controladores são similares aos planos condicionais representados como

árvores, exceto que formam ciclos fechados. Cada estado representa uma ação, e as

arestas representam observações. Ao executar uma ação em um estado e obter uma ob-

servação, o próximo estado já é determinado. Um exemplo de controlador é mostrado na

Figura 3.5.

a a
12

1
a

32
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1

1
o

o

o
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Figura 3.5: Poĺıtica para POMDP representada como controlador de estados finitos.

O controlador pode também ser estocástico: para cada estado do controlador, há uma

distribuição de probabilidade sobre as ações. A ação tomada naquele estado é escolhida

pelo controlador de acordo com esta distribuição. A distribuição das probabilidades de

geração de cada ação é escolhida de forma a maximizar a recompensa esperada em um

horizonte infinito.
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3.3.5 Aproximação por redes neurais

Redes neurais podem ser treinadas para aproximar a poĺıtica ótima, e quando alimentadas

com um estado de crença, responderão com a ação ótima [45].

3.3.6 Históricos limitados

Uma outra abordagem é manter apenas parte do histórico (por exemplo, as últimas k ações

e observações) como estado de informação, e usar uma poĺıtica que faça o mapeamento

destas sequências em ações [59, 46].

3.4 Algoritmos

O problema de se encontrar uma poĺıtica ótima para um POMDP é P-ESPAÇO dif́ıcil [55]

para horizonte finito, e indecid́ıvel para horizonte infinito (mas decid́ıvel e P-ESPAÇO

dif́ıcil para ǫ-aproximações [36, 2]). A dificuldade em resolver POMDPs está principal-

mente em dois fatores:

• A maldição da dimensionalidade: para um problema com |S| estados, a poĺıtica

ótima deve ser definida sobre um espaço cont́ınuo de dimensão |S| − 1;

• A maldição do histórico: a busca pela poĺıtica ótima assemelha-se a uma busca

em largura por todos os posśıveis históricos de ação e observação, simulando o

POMDP. O número de sequências de ação e observação cresce exponencialmente

com o horizonte de planejamento.

Há, no entanto, uma série de algoritmos aproximados e heuŕısticas que apresentam

bom desempenho na prática [39, 60, 65, 68]. Os algoritmos apresentados neste trabalho

foram desenvolvidos para POMDPs de crença. Há uma distinção importante a ser feita

entre dois problemas que estes algoritmos resolvem:

• Horizonte finito: para horizonte finito e poĺıtica não-estacionária, conhecemos ape-

nas os algoritmos de iteração de valores (que também convergem para a solução

ótima no caso de horizonte infinito) e alguns dos algoritmos baseados em pontos de

crença;

• Horizonte infinito: Todos os outros são algoritmos para horizonte infinito, e muitos

convergem para uma ǫ-aproximação da poĺıtica ótima.
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3.4.1 Iteração de Valores

A iteração de valores é a forma clássica de resolução de POMDPs. Estes são algoritmos de

programação dinâmica que resolvem o problema para horizonte finito de forma exata (e

por isso são muito ineficientes), e conseguem ǫ-aproximações para problemas de horizonte

infinito.

O valor de um estado de crença na época de decisão k pode ser dado por

V ∗
k (b) = max

α∈Γk

∑

s∈S

b(s)α(s),

onde Γk é um conjunto de hiperplanos de dimensão |S| representando a função valor para

a poĺıtica. Se a poĺıtica for estacionária, Γk será o mesmo para todo valor de k.

Assim, V é para POMDPs o conjunto de todas as funções f : B 7→ R. Da mesma

forma que para MDPs, um mapeamento h : B × A× V 7→ R dá o valor de uma ação em

um estado de crença, somado ao valor de se prosseguir com a poĺıtica ótima:

h(b, a, V ) =
∑

s∈S

ρ(b, a) + γ
∑

o∈Ω

Pr(o|b, a)V (τ(b, a, o)).

O operador H : V 7→ V de melhoria de poĺıtica para POMDPs é:

HV (b) = max
a∈A

h(b, a, V ).

e a equação de otimalidade para POMDPs é

HVk(b) = max
a∈A

h(b, a, Vk+1)

= max
a∈A

∑

s∈S

ρ(b, a) + γ
∑

o∈Ω

Pr(o|b, a)Vk+1(τ(b, a, o))

Os diferentes algoritmos de iteração de valores baseiam-se nesta equação de otimali-

dade, e funcionam basicamente da mesma forma, mostrada no Algoritmo 3.1. A função

valor nestes algoritmos é representada por conjuntos de hiperplanos denotados Γi, onde

i é o número da iteração do algoritmo. A diferença entre os algoritmos de iteração de

valores está apenas na forma como calculam Γi a partir de Γi−1. Hiperplanos evitam a

representação de pontos de crença diretamente, uma vez que o espaço de crença é infinito

(e apenas uma parte dos pontos poderia ser representada). Usando o fato de que

Vk(b) = max
α∈Γk

∑

s∈S

b(s)α(s),

o mapeamento h e o operador H são redefinidos, e a equação de otimalidade pode ser

escrita como

Γt =
⋃

a∈A
α∈Γk+1

{
ra + γ

∑

o∈Ω

Ma,oα

}
∪ Γk+1.
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Após fixar a e o, Ma,o é uma matriz |S| × |S|, que para cada par de estados si e sj,

dá a probabilidade de se chegar a sj observando o (ou seja, p(sj, o|si, a)). Além disso, ra

é um vetor coluna com as recompensas imediatas (ra(i) = R(si, a)).

Entrada: Um POMDP (S,A, T,R, Ω, O), e horizonte z.
Sáıda: Um a poĺıtica não-estacionária Γ. O conjunto Γi representa a função valor

para a época de decisão z − i.

para cada a ∈ A faça1

para cada s ∈ S faça2

ra(s)← R(s, a)3

fim4

Γ0 ← Γ0 ∪ {ra}5

fim6

para i← 1 até z faça7

Γi ← passo dp(Γi−1)8

fim9

Devolva(Γ)10

Algoritmo 3.1: Iteração de valores para POMDPs com horizonte finito.

Algoritmo de Sondik

O algoritmo mais simples (e menos eficiente) que se conhece é o algoritmo de enumeração

de Sondik [77], que enumera todas as observações e ações posśıveis em cada passo de

programação dinâmica.

Para construir o conjunto Γi, o algoritmo de Sondik considera todos os planos con-

dicionais para serem usados depois de cada ação que poderia ser executada na época de

decisão. Cada posśıvel mapeamento de observações em vetores de Γi−1 é um dos posśıveis

planos a serem seguidos. Assim, um novo vetor em Γi será gerado para cada posśıvel per-

mutação de vetores α de Γi−1, sendo que as permutações tem tamanho |Ω|. Isso porque

temos que considerar cada posśıvel ação a ser tomada na atual época de decisão, e para

cada uma delas, todos os planos que mapeiam observações resultantes em vetores α da

próxima época de decisão. A Figura 3.6 mostra a construção de Γ1 a partir de Γ0, com

|A| = 4 e |Ω| = 3. O número de permutações de observações e vetores é |Γi−1||Ω|; como

todas as permutações devem ser geradas para cada uma das ações posśıveis, o número de

vetores em Γi é |A||Γi−1||Ω|. A Tabela 3.1 mostra o tamanho dos conjuntos Γi para alguns

passos, usando os parâmetros do exemplo mostrado.

A equação de recorrência para o número de vetores (cuja geração é a parte mais custosa

do algoritmo) é T (|A|, |Ω|, z) = |A|T (|A|, |Ω|, z−1)|Ω|. Se considerarmos que a construção
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Cada permutação de tamanho |Ω|
compostas de vetores α ∈ Γi−1 é us-
ada para gerar um vetor em ΓiPara cada ação em A

|A||Γi−1||Ω| vetores são gerados

256 vetores em Γi
4 vetores em Γi−1

o|Ω|

o1

o2

o3

...

a0

a1

a2

...

a|A|

Figura 3.6: Um passo de programação dinâmica do algoritmo de Sondik.

Passo Número de vetores

0 |Γ0| = 4
1 |Γ1| = 256
2 |Γ2| = 67108864
3 |Γ3| = 1.2089× 1024

Tabela 3.1: Evolução do tamanho da representação da poĺıtica gerada pelo algoritmo de
Sondik, com |A| = 4 e |Ω| = 3.

de cada vetor α toma tempo O(|S|), temos a complexidade de tempo do algoritmo igual a

|S||A|z|A||Ω|z = O(|S||A||Ω|z) – exponencial em |Ω| e duplamente exponencial no horizonte

z.

Algoritmo de Monahan

Ao gerar um novo conjunto Γk, normalmente são gerados mais vetores que o necessário,

havendo então uma grande quantidade de vetores dominados que, se eliminados da re-

presentação, reduzem o tempo de execução do algoritmo. Uma representação da função

objetivo sem vetores dominados é chamada de representação parcimoniosa, e pode ser

obtida por programação linear [19].

O algoritmo de Monahan [52] é semelhante ao de Sondik, exceto por fazer um teste de
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Entrada: Conjunto Γk−1 de vetores, descrevendo a função objetivo no passo k − 1.
Sáıda: Conjunto Γk de vetores, descrevendo a função objetivo no passo k.

Γ← ∅1

para cada a ∈ A faça2

para cada α ∈ Γk−1 faça3

Γ← Γ ∪
{
ra + γ

∑
o∈Ω Ma,oα

}
4

fim5

fim6

Devolva Γ7

Algoritmo 3.2: passo dp - algoritmo de Sondik.

dominância no conjunto de vetores ao final do passo de programação dinâmica, retornando

uma representação parcimoniosa da função.

Algoritmo de suporte linear de Cheng

O algoritmo de suporte linear, proposto por Cheng [22], constrói a função valor gradual-

mente, procurando pela vizinhança de vetores úteis. Em uma função objetivo represen-

tada por um conjunto de vetores Γ, para cada vetor α não-dominado, existe um estado

de crença b onde ∀α′ ∈ Γ, αb ≥ α′b. Este estado de crença é chamado de testemunha

(witness) do vetor α, porque prova que o vetor é útil.

O algoritmo escolhe um vetor inicial, como se este representasse perfeitamente a função

valor. Em seguida, procura outros vetores, que mostrem que aquele vetor inicial não é

ótimo em todo o espaço de crença, pesquisando uma sequência de vetores “geometrica-

mente vizinhos” que também devem ser inclúıdos na função valor. Na Figura 3.7, por

exemplo, o vetor α0 foi adicionado inicialmente a Γ̂i. Com um único vetor, há dois pon-

tos extremos. Um fica na borda do estado de crença, e o outro em um ponto interno.

O algoritmo seleciona o ponto interno, e verifica que α0 não é ótimo naquela região: a

testemunha disso é α1, que é ótimo. O novo vetor α1 é adicionado a Γ̂i. O Algoritmo 3.3

detalha este procedimento.

O algoritmo de Cheng depende de dois pontos importantes:

• Dado um vetor útil αk
i ∈ Γ̂i, computar todos pontos extremos da região definida por

αk
i tais que αk

i seja ótimo na região definida por Γ̂i. Idealmente, o algoritmo deveria

verificar apenas os vértices a partir dos quais possa gerar vetores úteis;

• Computar vetores úteis para um dado estado de crença (pode haver vetores que são

ótimos apenas para um ponto).
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α0

α1

α2

α3

Primeiro vetor do conjunto Γ̂i

Segundo vetor em Γ̂i, incluido
porque e otimo em um ponto ex-
tremo da regiao definida por α0

Ponto onde o algoritmo encon-
trou um vetor que domina α0

Figura 3.7: Construção da função valor usando o algoritmo de suporte linear de Cheng.

A discussão dos detalhes destas duas tarefas está fora do escopo deste trabalho, mas

pode ser encontrada no trabalho de Hauskrecht [36].

O algoritmo “Witness” de Cassandra, Kaelbling e Littman

Cassandra, Kaelbling e Littman propuseram um algoritmo chamado de “witness” [19],

parecido com o de Cheng. A diferença entre o algoritmo de Cassandra e o de Cheng é que

o algoritmo de Cassandra encontra vetores Γa
i para cada ação, uma por vez, determinando

funções valor Q(·, a), e depois as combina para formar uma única função valor Γi. Este

algoritmo tem a vantagem de sempre conseguir, para um dado vértice, determinar apenas

pontos no estado de crença para os quais há a certeza de haver vetores úteis a serem

inclúıdos em Γi (o algoritmo de Cheng faz uma busca exaustiva, testando pontos que

podem não gerar qualquer vetor útil). A parte mais custosa do algoritmo é a enumeração

de todos os vértices da região.

O algoritmo incremental pruning, de Zhang e Liu

Outro algoritmo, proposto por Zhang e Liu [87, 21] é o incremental pruning. Os autores

do algoritmo verificaram que o teste de dominância é muito caro se realizado para todos

os vetores de uma só vez. O algoritmo faz testes de dominância após calcular vetores

para cada ação e conjunto de observações. O Algoritmo 3.4 mostra a construção da

função valor por incremental pruning. O śımbolo ⊕ representa adição de pares (Γ1⊕Γ2 =

{α1 + α2|α1 ∈ Γ, α2 ∈ Γ2}).
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Entrada: Um conjunto Γi−1 de vetores representando a função valor da iteração
anterior.

Sáıda: Um conjunto Γi de vetores representando a função valor da i-ésima iteração.

b← ponto qualquer do espaço de crença1

Γ̂i ← conjunto de vetores úteis para b2

marque todos os vetores em Γ̂i3

enquanto há um vetor marcado em Γ̂i faça4

α← algum vetor de Γ̂i que tenha sido marcado5

E ← todos os pontos extremos da região para qual α dá valor ótimo (usando6

outros valores de Γ̂i)
para cada b′ ∈ E faça7

α′ ← algum vetor útil para b′8

se α′ /∈ Γ̂i então9

Γ̂i ← Γ̂i ∪ {α′}10

marque α′
11

fim12

fim13

fim14

Devolva Γ̂i15

Algoritmo 3.3: Construção da função valor Γi usando o algoritmo de suporte linear
de Cheng.

Convergência

Da mesma forma que para MDPs, o operador H para POMDPs é uma contração. Isto

garante a convergência do algoritmo de iteração de valores para horizonte infinito. No

entanto, a função valor converge para uma aproximação da solução ótima. A função valor

ótima para um POMDP não é necessariamente PWLC, como no caso de horizonte finito,

mas pode ser aproximada por uma função PWLC para o critério da recompensa total

descontada.

Diferentes critérios de parada podem ser usados com o algoritmo de iteração de valores,

resultando em diferentes aproximações. Alguns dos critérios normalmente usados são:

• Convergência exata: pode-se exigir que as funções valor Γi e Γi−1 sejam idênticas

para que o algoritmo pare. No entanto, este critério não será sempre satisfeito;

• Reśıduo de Bellman (também chamado de erro de Bellman): o erro e é a distância
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Entrada: Conjunto de vetores Γi−1, descrevendo a função objetivo no passo i− 1.
Sáıda: Conjunto de vetores Γi, descrevendo a função objetivo no passo i.
Γ← ∅1

para cada a ∈ A faça2

Γa ← ∅3

para cada o ∈ Ω faça4

para cada α ∈ Γi−1 faça5

Γa,o ← prune( 1
|Ω|

ra + γMa,oα)6

Γa ← prune(Γa ⊕ Γa,o)7

fim8

Γ← prune(Γ ∪ Γa)9

fim10

fim11

Devolva Γ12

Algoritmo 3.4: passo dp - incremental pruning.

máxima entre as duas funções valor:

e = max
α∈Γi

α′∈Γi−1

b∈B

[bα− bα′] ;

• Convergência fraca: pode-se usar como erro também a distância máxima entre os

valores de Γi e Γi−1 para crença igual a 1 em cada estado:

e = max
α∈Γi

α′∈Γi−1

s∈S

[α(s)− α′(s)] .

Para o reśıduo de Bellman e convergência fraca, o algoritmo para quando e ≤ Z 1−γ
2γ

,

onde Z é um parâmetro de entrada.

3.4.2 Iteração de Poĺıticas

Os métodos de iteração de valores representam a poĺıtica como conjunto de hiperplanos,

realizando uma busca no espaço de funções valor. Como já visto, a poĺıtica para um

POMDP pode ser também representada como um controlador de estados finitos. Há

algoritmos que representam a poĺıtica como controladores, mantendo paralelamente uma

representação por hiperplanos para poder avaliar o controlador. Estes algoritmos realizam

a busca no espaço de poĺıticas. Aqui são apresentados os algoritmos de iteração de poĺıticas

de Hansen e o BPI de Poupart. Além destes, há também métodos de subida pelo gradiente
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para determinação de um controlador para POMDPs, como o de Aberdeen e Baxter [1, 3],

o de Meuleau e outros [50], e o Pegasus de Ng e Jordan [54].

Algoritmo de Hansen

O método apresentado a seguir tem muito em comum com os algoritmos de iteração de

valor.

Sondik [77] desenvolveu um algoritmo de iteração de poĺıticas para POMDPs, pouco

usado na prática por ser dif́ıcil de implementar. Hansen [33, 34] propôs um algoritmo

de iteração de poĺıticas mais simples e eficiente que o de Sondik; o algoritmo de Hansen

representa a poĺıtica como um controlador de estados finitos, e pode ser usado para

resolver POMDPs de horizonte infinito. Cada estado k do controlador representa um

plano condicional que inicia com uma ação a(k), e as arestas entre estados são observações.

Quando o tomador de decisões estiver em um estado k, executará a ação a, e escolherá o

próximo estado de acordo com a observação obtida.

O algoritmo de Hansen computa uma série de controladores finitos (π0, π1, . . . , πn) tais

que no limite (quando n→∞), πn converge para a poĺıtica ótima π∗. Para melhorar uma

poĺıtica, o algoritmo repete dois passos: a avaliação da poĺıtica e a melhora da poĺıtica.

Durante a avaliação de um controlador de estados finitos πi, o algoritmo calcula um

conjunto Γi de vetores α correspondente a πi (este passo é uma simples tradução da

poĺıtica de uma representação para outra) Para isto, resolve o seguinte sistema linear:

∀s ∈ S, ∀k ∈ K,

αk
s = R(s, a(k)) + γ

∑

s′∈S,o∈Ω

T (s′|s, a(k))O(o|s, a(k))α
t(k,o)
s′ (3.3)

onde K é o conjunto de estados do controlador finito e t(k, o) é o ı́ndice do próximo estado

do controlador caso a observação o aconteça, e αk
s é o valor do vetor α associado ao estado

k do controlador e o estado s do POMDP.

No passo de melhora da poĺıtica, um passo de programação dinâmica é aplicado à

função valor V do controlador atual, e uma nova função valor V ′ é obtida. Cada vetor α

da nova função valor tem uma ação e um plano condicional associados – e é adicionado

como um novo estado do controlador. Após a adição de novos estados, a função valor passa

por teste de dominância: se o valor (o vetor α) em um estado é completamente dominado

por algum outro vetor, este estado é removido. Quando um estado k é removido e há

arestas entrando em k, estas são redirecionadas para o estado que dominava k (e causou

sua remoção). A Figura 3.8, da tese de doutorado de Pascal Poupart [65], mostra a

eliminação de um estado: uma função valor V continha dois vetores, n1 e n2. Após

a melhora da poĺıtica, dois novos vetores (e dois novos estados do controlador) foram

adicionados: n3 e n4. O vetor n1 é completamente dominado por n4, e por isso é removido.
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n1

n2

n3

n4

n1

n2

n3

n4

n3

n4 n2

remoção de n1

função valor e controlador
equivalentes

o1

o2

o3

o3

o2

o1

Figura 3.8: Remoção de um estado do controlador no algoritmo de Hansen.

Como havia arestas entrando em n1, elas foram todas direcionadas para n4 (as arestas

são com a observação o1, vindo de n3; com a observação o2, vindo do próprio n4; e com a

observação o3, vindo de n2).

O Algoritmo 3.5 mostra ambos os passos. O critério de convergência pode ser o mesmo

usado nos algoritmos de iteração de valores para horizonte infinito.

O algoritmo de Hansen tem muita semelhança com os algoritmos de iteração de valores,

gerando uma quantidade exponencial de vetores α (até |A||K||Ω| por passo de programação

dinâmica), e um mesmo número de estados no controlador. Com isto o controlador acaba

crescendo com um número exponencial de estados. Da mesma forma que nos algoritmos

de iteração de valores, estados dominados são removidos, mas na prática o desempenho

do algoritmo é exponencial.

BPI de Poupart

O próximo algoritmo funciona apenas para horizonte infinito, e não há prova de con-

vergência (como há para iteração de valores), mas há a garantia de que a poĺıtica cresce

monotonicamente, e há um método para escapar de ótimos locais.

Pascal Poupart desenvolveu um algoritmo de iteração de poĺıticas que limita o cresci-

mento do número de estados do controlador chamado Bounded Policy Iteration (BPI) [65,

67, 68]. O BPI também alterna passos de avaliação e melhoria da poĺıtica. O passo de

avaliação da poĺıtica é feito da mesma forma que no algoritmo de Hansen. O passo de

melhoria da poĺıtica é mais eficiente, evitando incluir novos estados no controlador. Ao

contrário do algoritmo de Hansen, o BPI pode ficar preso em um ótimo local, mas Pou-

part descreve um procedimento para escapar de ótimos locais e relata que o algoritmo
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Entrada: Um POMDP (S,A, T,R, Ω, O).
Sáıda: Uma poĺıtica para o POMDP, representada como um controlador C.

C0 ← controlador inicial escolhido aleatoriamente, cujos estados são denotados por1

K
i← 02

repita3

Γi ← avaliação do controlador Ci usando o sistema de equações 3.34

Melhore a poĺıtica: para cada α ∈ Γi faça5

se ação e estratégia de α são idênticos a algum k ∈ K então6

Mantenha k no controlador7

fim8

senão se α domina α′ associado a algum estado k ∈ K então9

Mude a ação a e as transições de estratégia no controlador para que10

sejam as mesmas de α
fim11

senão12

Adicione um novo estado k′ no controlador, com a ação e a estratégia de13

α
fim14

fim15

Realize o prune de quaisquer vértices que não tenham vetor α correspondente16

em Γi, desde que não seja alcançável a partir de um vértice com vetor
correspondente em Γi

i← i + 117

até que um critério de convergência seja atingido18

Algoritmo 3.5: Algoritmo de Hansen para POMDPs.

tem muito bom desempenho na prática.

A observação chave de Poupart é que o algoritmo de Hansen só remove vetores com-

pletamente dominados por um outro vetor, e não os vetores dominados por toda a nova

função valor. Isto é necessário porque o algoritmo de Hansen foi projetado para funcionar

com poĺıticas determińısticas quanto à estratégia de observação: uma vez que uma ação

é executada e uma observação é obtida, a próxima ação já está determinada. Isto é dife-

rente do que acontece com os algoritmos de iteração de valores: após executar uma ação

e obter uma observação, o próximo passo é calcular o próximo estado de crença e então

escolher a próxima ação.

O algoritmo BPI gera um controlador estocástico de estados finitos: ao invés de uma

observação ser representada como uma única aresta no controlador (e levar a um novo

estado que representa uma única ação), a mesma observação pode levar a vários estados
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diferentes do controlador. A distribuição de sucessores de um par k, o (isto é diferente de

um par ação/observação, já que vários estados podem representar a mesma ação) é dada

por σ(k, o, k′) = P (k′|k, o) (ou seja, σ(k, o, k′) é a probabilidade de que o próximo estado

do controlador seja k′, dado que o estado atual é k e a observação o foi obtida). Uma

estratégia estocástica de observação encontra combinações convexas dos posśıveis estados

sucessores que dominem completamente vetores de estados antigos. A Figura 3.9 mostra

os vetores α de três estados: n1, n2 e n3. O estado n2 claramente poderia ser removido,

mas não o seria pelo algoritmo de Hansen. No entanto, a combinação convexa de n1 e

n3 domina completamente n2. O algoritmo BPI elimina n2 e redireciona as arestas deste

estado para esta combinação convexa.

n1

n2

n3

Uma combinação convexa
de n1 e n3

Figura 3.9: Vetor dominado pela combinação convexa de outros dois vetores no algoritmo
BPI.

Enquanto o algoritmo de Hansen precisa de um passo de programação dinâmica no

ińıcio da melhoria da poĺıtica, o BPI evita fazê-lo para não adicionar estados demais

ao controlador. A melhoria é feita considerando um estado por vez, e substituindo este

estado por uma combinação convexa dos estados que seriam obtidos em um passo de

programação dinâmica, mas sem computar explicitamente este passo.

O BPI usa as seguintes variáveis:

• ca,k1,k2,··· ,k|Ω|
denota a probabilidade de que após a ação a ser executada, o plano seja

descrito por k1 · · · k|Ω|, da seguinte forma: o próximo estado é k1 se a observação

for o1, ki se a observação for oi, etc. Por exemplo, se Ω = {o0, o1, o2}, ca,k3,k6,k1
dá

a probabilidade de que este estado do controlador execute a e que em seguida o

próximo estado dependa da observação obtida: o0 7→ k3, o1 7→ k6, o2 7→ k1;

• ca =
∑

k1,k2,··· ,k|Ω|
ca,k1,k2,··· ,k|Ω|

é a probabilidade agregada de todos os planos que

iniciam com a ação a;
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• ca,ko
=
∑

k1,k2,··· ,ko−1,ko+1,··· ,k|Ω|
ca,k1,k2,··· ,k|Ω|

é a probabilidade agregada de todos os

planos que executam a e chegam ao estado ko após observar o;

O seguinte programa linear então é resolvido para cada estado k:

maximize δ, sujeito a

∀s ∈ S, αn(s) + δ ≤
∑

a∈A

[
caR(s, a) + γ

∑

s′∈S,o∈Ω

T (s′|s, a)O(o|s′, a)
∑

k∈K

ca,ko
αko

(s′)

]
,

∑

a∈A

ca = 1,

∀a ∈ A,
∑

ko

ca,ko
= ca,

∀a ∈ A, ca ≥ 0,

∀a ∈ A, o ∈ Ω, ca,ko
≥ 0.

Há |A||K||Ω|+ |A|+1 variáveis no programa linear (as variáveis ca,ko
, as variáveis ca e δ).

O valor δ mede a melhoria da função valor para este estado do controlador, e as variáveis

obtidas são usadas para o estado na construção do controlador estocástico: o estado k

do controlador escolherá a com probabilidade ca, e depois de receber uma observação o,

mudará para o estado do controlador ko com probabilidade ca,ko
.

A cada passo do algoritmo, todos os estados antigos do controlador são descartados e

substitúıdos por estados novos com função valor melhor. A Figura 3.10 mostra o passo

do algoritmo BPI: há uma função valor V com um vetor para cada estado do controlador

(n1, n2 e n3). O segundo diagrama da figura mostra a melhoria de um dos estados: a

função valor que resultaria de um passo de programação dinâmica é mostrada (n4 até n7),

e o vetor n2 é dominado por uma combinação convexa de n4 e n5. O terceiro diagrama

mostra todos os vetores melhorados. O último diagrama mostra a nova função valor (que

não é igual à função valor que o passo de programação dinâmica teria gerado).

O BPI pode ficar preso em um ótimo local, como mostra a Figura 3.11, mas Pou-

part descreve um método para escapar desta situação, que adiciona um novo estado ao

controlador.

Amato, Bernstein e Zilberstein reportam melhorias no BPI com o uso de programas

lineares com restrições quadráticas ao invés de programação linear pura [7].

3.4.3 Discretização do espaço de crença

Há uma classe de heuŕısticas para resolver POMDPs baseadas na idéia de que deve ser

suficiente planejar para apenas alguns pontos de crença, e não necessariamente para todos.

Estes métodos variam na forma como determinam a grade de pontos de crença usada.
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δ (para este vetor)

função valor do passo de PD

vetor que substituirá
v2

v1

v2
v3

v4

v5 v6

v7

função valor anterior V melhoria de um estado

após melhoria de todos os estados função valor melhorada V ′

Figura 3.10: Melhoria da poĺıtica no algoritmo BPI.

Os primeiros métodos baseados em grades de pontos de crença predatam os métodos

exatos [26, 64]. De acordo com Cassandra, todos apresentavam performance muito ruim

para problemas médios [19]. Há hoje algoritmos melhores nesta classe [82, 90], e são

particularmente interessantes os métodos que aumentam a grade à medida que passos

de programação dinâmica são executados, como o PBVI de Pineau [60, 61] e o HSVI de

Smith e Simmons [74, 75]. O Perseus de Spaan e Vlassis é outro algoritmo baseado e

pontos de crença, que executa o passo de programação dinâmica em apenas uma parte

dos pontos [79].

As próximas subseções apresentam um método simples, usado nos experimentos do

Caṕıtulo 6, o RTDP-Bel, que simula a execução do POMDP enquanto procura pela

poĺıtica ótima, e dois métodos mais recentes, o PBVI e o HSVI. O primeiro método

pode ser usado tanto para horizonte finito como para horizonte infinito, e os outros são

apropriados apenas para horizonte infinito.
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função valor anterior V função valor do passo de PD toca
cada vetor da função valor anterior

Figura 3.11: Ótimo local no algoritmo BPI.

Método básico de discretização

Este primeiro método descrito apresenta os conceitos básicos usados em outros métodos

baseados em pontos de crença.

O estado de crença inicial pode ser definido de várias maneiras. Hauskrecht [39]

menciona três formas de inicializar uma grade com pontos de crença:

• Grade regular: o espaço de crença é dividido em pontos equidistantes;

• Grade aleatória: pontos aleatórios são selecionados do espaço de crença;

• Grade heuŕıstica: pontos são adicionados de acordo com uma heuŕıstica que tenta

maximizar a utilidade dos pontos ao mesmo tempo em que tenta diminuir a quan-

tidade de pontos.

Há diversas heuŕısticas para a determinação da grade inicial. Normalmente, um con-

junto de pontos é expandido usando uma simulação até gerar uma quantidade de pontos

que possa ser usada na grade inicial.

O conjunto de pontos inicial pode ser, por exemplo, a crença uniforme (b(s) = 1
|S|

),

ou os cantos do simplex de crença (b(s) = 1, ∀s ∈ S). Um outro método é descrito no

Algoritmo 3.6, que gera estados de crença usando observações para agrupar estados em

classes de equivalência.

Após determinar este conjunto de pontos, uma busca em largura é feita nos posśıveis

estados de crença seguintes, usando o estimador de estados e simulando cada par de ação

e observação, como mostra o Algoritmo 3.7. O resultado desta busca em largura é a grade

inicial de pontos.

Depois da inicialização da grade, passos de melhoria são aplicados a cada ponto de

crença.
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Entrada: Um POMDP (S,A, T,R).
Sáıda: Um conjunto l de pontos de crença.

l← ∅1

para cada a ∈ A, o ∈ Ω faça2

para cada s ∈ S faça3

se O(o|s, a) > 0 então4

S ′ ← S ′ ∪ {s}5

fim6

fim7

para cada s ∈ S ′ faça8

b(s) = 1
|S′|9

fim10

l← l ∪ {b}11

fim12

Devolva l13

Algoritmo 3.6: Inicialização dos estados de crença em uma grade.

O valor de uma ação em um estado de crença é calculado usando as Equações 3.1 e 3.2

(na página 31).

O passo de melhoria para pontos de crença é semelhante ao passo de programação

dinâmica, exceto por ser calculado apenas para os pontos da grade:

Vi+1(b) = max
a∈A

[
ρ(b, a) + γ

∑

o∈Ω

Pr(o|b, a)Vi(τ(b, a, o))

]
.

Se τ(b, a, o) não estiver na grade, seu valor é determinado por interpolação. Esta

equação pode ser calculada rapidamente, ao contrário de um passo exato de programação

dinâmica para todo o espaço de crença.

RTDP

Geffner e Bonet desenvolveram uma variante do RTDP para POMDPs, chamado RTDP-

Bel [28].

O Algoritmo 3.8 executa uma rodada do RTDP-Bel, dado um estado de crença inicial.

A escolha do conjunto de estados iniciais (que se resume na discretização do espaço de

estados) já foi discutida.

Para pontos de crença que ainda não tem valor definido, o algoritmo usa um limite

inferior h. Geffner e Bonet sugerem usar o valor ótimo da poĺıtica para o MDP subjacente:

h(b) =
∑

s∈S

b(s)V ∗
MDP (s).
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Entrada: Um conjunto de estados de crença B, representado como fila.
Sáıda: Um conjunto expandido de estados de crença.

enquanto limite não é atingido faça1

b← B.proximo2

para cada a ∈ A, o ∈ Ω faça3

b′ = τ(b, a, o)4

B.enfilere(b′)5

fim6

fim7

Devolva B8

Algoritmo 3.7: Simulação de estados de crença para inicialização da grade.

Hauskrecht discute diversas outras heuŕısticas que podem ser usadas como limite inferior

para funções valor de POMDPs [39].

PBVI

O algoritmo Point-Based Value Iteration desenvolvido por Joelle Pineau representa a

função valor como um conjunto de pontos e um vetor α relacionado a cada ponto. O

algoritmo intercala alguns passos de programação dinâmica modificados com passos de

expansão do conjunto de pontos de crença usados.

A função valor é representada como um conjunto de pontos e vetores α associados a

estes pontos, com mostra a Figura 3.12. Nesta figura, um conjunto de quatro pontos de

crença, B = {b0, b1, b2, b3}. A partir destes quatro pontos, a função valor é constrúıda

com quatro vetores (um por ponto).

b0 b1 b2 b3

Figura 3.12: Representação de função valor no PBVI.
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Entrada: Um POMDP (S,A, T,R, Ω, O);
Uma função valor V para o POMDP;
Um estado de crença inicial b0.

Sáıda: Uma função valor V para o POMDP dado como entrada.

b← b01

enquanto o critério de final da rodada não for satisfeito faça2

para cada o ∈ Ω faça3

b′ ← τ(b, a, o)4

se b′ ainda não está na grade então5

Inclua b′ na grade6

V (b′)← h(b′)7

fim8

fim9

Avalie o valor de cada ação no estado atual:10

Q(b, a)← ρ(b, a) + γ
∑

o∈Ω ba(o)V (b′)11

a∗ ← arg max Q(b, a)12

V (b)← Q(b, a∗)13

Simule a execução da ação a∗ no estado de crença b14

Observe a observação resultante b′15

b← τ(b, a, o)16

fim17

Devolva V18

Algoritmo 3.8: Algoritmo RTDP para POMDPs.
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Dado um conjunto Γk−1, o passo de programação dinâmica é modificado de forma que

apenas um vetor α é mantido por ponto de crença.

Para cada ação, os seguintes vetores dão a recompensa imediata:

Γa,∗ ← αa,∗(s) = R(s, a).

Os vetores provenientes de outras funções valor são usados:

Γa,o(s)← αa,o(s) = γ
∑

s′∈S

T (s′|s, a)O(o|s′, a)α′(s′), ∀α′ ∈ Γk−1. (3.4)

Enquanto o passo de programação dinâmica para POMDPs faz um produto de vetores, o

PBVI usa apenas uma soma. O conjunto Γa
b ,∀b ∈ B,∀a ∈ A é constrúıdo de acordo com

a fórmula:

Γa
b = Γa,∗ +

∑

o∈Ω

arg max
α∈Γa,o

[
∑

s∈S

α(s)b(s)

]
.

Finalmente, a melhor ação para cada ponto é determinada:

Γi ← arg max
Γa

b
,∀a∈A

[
∑

s∈S

Γa
b (s)b(s),∀b ∈ B

]
.

Esta função valor pode ser usada para calcular o valor de qualquer ponto no espaço de

crença, da mesma forma que as funções valor para POMDPs vistas no Caṕıtulo 3:

Vk(b) = max
α∈Γk

[
∑

s∈S

α(s)b(s)

]
.

Apesar de ser posśıvel extrair uma poĺıtica não-estacionária do PBVI, ele não é uma

boa escolha para problemas de horizonte finito. Como o conjunto de pontos de crença é

aumentado a cada iteração do algoritmo, os passos iniciais geram uma poĺıtica para poucos

pontos de crença. A baixa resolução da grade de pontos de crença leva consequentemente

a uma poĺıtica de má qualidade.

HSVI

O HSVI de Smith e Simmons [75, 74] é outro método baseado em grade de pontos de

crença que funciona especificamente para problemas de horizonte infinito.

Normalmente os algoritmos de programação dinâmica para POMDPs armazenam, no

caso de horizonte infinito, um limite inferior para a recompensa esperada (representado

pelo conjunto Γ de vetores). Este limite é representado pela função valor exata do caso

finito, que converge para a do caso infinito à medida que vetores são adicionados ao

conjunto.
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envoltória convexa de Υ

pontos de Υ

vetores em Γ

função valor ótima
V ∗

Figura 3.13: Limites superior e inferior da função valor no algoritmo HSVI.

O HSVI representa o limite mı́nimo da recompensa esperada desta forma, mas mantém

também um limite máximo para a recompensa esperada. Este limite máximo é represen-

tado por um conjunto Υ de valores para pontos de crença, como mostra a Figura 3.13. A

envoltória convexa desse conjunto de pontos dá o limite máximo da função valor.

Para inicializar os dois limites da função valor, o HSVI faz o seguinte:

• Γ0 é inicializado com a “poĺıtica cega”: seja πa a poĺıtica que sempre seleciona a ação

a. Um limite mı́nimo para a recompensa Ra pode ser calculado como a recompensa

desta poĺıtica.

Ra =
∞∑

t=0

γt min
s∈S

R(s, a) =
mins∈S R(s, a)

1− γ
,

R = max
a∈A

Ra.

• Υ0 é inicializado com a solução do MDP subjacente. Isso dá uma poĺıtica otimista

que sempre considera o simplex dos estados de crença em seus cantos.

A cada passo, o HSVI reduz a distância entre os dois limites, incluindo mais pontos

em Υ e mais vetores em Γ, como mostra a Figura 3.14.

O operador H é usado para atualizar o conjunto Υ de pontos:

QV (b, a) =
∑

s∈S

R(s, a)b(s) + γ
∑

o∈Ω

Pr(o|b, a)V (τ(b, a, o)),

HV (b) = max
a∈A

QV (b, a).

E o operador β é usado para o conjunto Γ de vetores:

βa,o = arg max
α∈ΓV

ατ(b, a, o),
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a envoltória convexa
muda com um novo
ponto

novo vetor adicionado a
Γ

b

Figura 3.14: Passo do algoritmo HSVI.

βa(s) = R(s, a) + γ
∑

o∈Ω,s′∈S

βa,o(s
′)O(o|s′, a)T (s′|s, a),

β(Γ, b) = arg max
βa

βab.

E finalmente, os dois operadores usados pelo HSVI para modificar os limites superior

e inferior são:

• Lb, um operador que modifica o limite inferior Γ;

• Ub, um operador que modifica o limite superior Υ.

Para cada ponto de crença b, estes operadores são definidos da seguinte forma:

LbΓ = Γ ∪ β(Γ, b),

UbΥ = Υ ∪ {(b,HΥ(b))} .
Um número de passos de melhoria da aproximação da função valor é intercalado com

um passo de expansão de pontos de crença, da mesma forma que para o PBVI. O HSVI

não funciona para horizonte finito, porque o limite inferior é inicializado com uma poĺıtica

cega para horizonte infinito, e esta poĺıtica não é útil para o caso de horizonte finito; além

de haver a expansão da grade de pontos, como no PBVI.

3.4.4 Decomposição

Uma vez que a solução de POMDPs de maneira exata é um problema intratável, métodos

de fatoração de POMDPs são especialmente importantes, já que permitem que pequenas

partes de um POMDP sejam resolvidas rapidamente. O algoritmo apresentado daqui é a

versão do PolCa para POMDPs, que é chamada de Polca+.
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Polca+

O algoritmo PolCa+ divide as ações do POMDP original de forma a agrupar algumas

delas em subtarefas, da mesma forma que o algoritmo PolCa para MDPs, descrito na

página 17.

As subtarefas hierárquicas h são similares às subtarefas no algoritmo PolCa, e consis-

tem de:

• Sh: um conjunto de clusters de estados. Os estados do POMDP original são agru-

pados em clusters;

• Ah: ações (tanto as primitivas como as abstratas);

• Ωh: o conjunto de observações posśıveis dentro da subtarefa h;

• Rh : Sh × Ah 7→ R: uma função local de recompensa.

Depois da decomposição do POMDP em subtarefas, os parâmetros das subtarefas são

definidos pelo Algoritmo 3.9.

Reformule o espaço de estados H · S1

para cada tarefa h ∈ H faça2

Defina parâmetros T e S3

Minimize estados4

Minimize observações5

Determine solução para h6

fim7

Algoritmo 3.9: Algoritmo PolCa+ para decomposição de POMDP em subtarefas.

Os passos do algoritmo são detalhados a seguir.

Reformulação do espaço de estados Este passo é idêntico à reformulação de estados

no algoritmo Polca para MDPs, descrita na página 17.

Definição de T e R As funções T e R são definidas da mesma forma que no algoritmo

Polca para MDPs (como descrito na página 18).

A função de probabilidade de observação é definida para as subtarefas para cada ação

a:

Se a é uma ação primitiva,

O(o|h · s, ak) = O(o|s, ak),
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Se ap é uma ação abstrata que contém a subtarefa hp, então

O(o|h · s, ap) = O(o|s, π∗
hp

(s)),

onde π∗
hp

(s) é a poĺıtica ótima para a subtarefa hp no estado de crença que dá a probabi-

lidade 1 para o estado s, e

b(r) =

{
1 se r = s

0 se r 6= s.

Isto faz da decomposição uma aproximação, já que a poĺıtica ótima para a subtarefa hp

apenas é considerada nos extremos de seu espaço de crença, ignorando a possibilidade de

alta incerteza (a modelagem leva em consideração a poĺıtica para cada estado do POMDP,

quando na verdade a poĺıtica pode variar de acordo com o estado de crença).

Minimização de estados Os estados são divididos em clusters: Seja zh(si) = zh(sj)

se

R(h · si, a) = R(h · sj, a), ∀a ∈ Ah.

Em seguida, verifica-se a estabilidade de cada cluster c. Para todos os pares de estados

originais si e sj do cluster c, e cada ação de Ah, a soma das probabilidades de o sistema

sair de si com a para outro cluster deve ser a mesma se o sistema sair de sj. Ou seja,

c ∈ Sh é estável se e somente se

∑

s′∈c′

T (h · s′|h · si, a)O(o|h · s, a)

=
∑

s′∈c′

T (h · s′|h · sj, a)O(o|h · s, a),

∀(si, sj) ∈ c, ∀c′ ∈ Sh,∀a ∈ Ah,∀o ∈ Ω.

A noção de estabilidade de um cluster no algoritmo PolCa+ extende aquela do al-

goritmo PolCa, porque inclui as probabilidades de observação. Se algum cluster não é

estável, ele é dividido (c→ {ck, ck+1, . . .}), da mesma forma que no algoritmo PolCa.

Minimização de observações Este passo automaticamente determina o subconjunto

de observações relevantes na subtarefa h, para cada ação a ∈ Ah. O efeito da mini-

mização das observações é particularmente importante, uma vez que algoritmos exatos

para solução de POMDPs são exponenciais no número de observações. Para cada subta-

refa h, são determinados os clusters de observações Ωa
h = {ω0, ω1, · · · } primeiro colocando
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cada observação em um cluster. Depois, os clusters cujas observações oferecem a mesma

informação são agrupados de forma gulosa:

∃k tal que
∑

s∈c

O(oi|h · s, a) = k
∑

s∈c

O(oj|h · s, a), oi ∈ ω, oj ∈ ω′,∀a ∈ Ah

até que não haja mais um par de clusters ω e ω′ que satisfaça estes critérios.

Redefinição do POMDP para clusters Neste ponto, o POMDP é redefinido em

termos de clusters:

b0(c) =
∑

s∈c

b0(s),∀c ∈ Sh, (3.5)

T (c′|c, a) =
∑

s′∈c

T (h · s′|h · s, a), s ∈ c, ∀(c, c′) ∈ Sh,∀a ∈ Ah, (3.6)

O(k|c, a) =
∑

s′∈c

∑

o∈k

O(o|h · s′, a),∀ω ∈ Ωa
h,∀c ∈ Sh,∀a ∈ Ah, (3.7)

R(c, a) = R(h · s, a), s ∈ c, ∀c ∈ Sh,∀a ∈ Ah. (3.8)

A Equação 3.5 determina como o estado de crença inicial para um cluster de estados

deve ser definido antes da poĺıtica ótima ser encontrada. Os estados de crença para cada

um dos estados s do cluster c são somados, e o resultado é o estado de crença para o cluster

como um todo. A Equação 3.6 determina a função de transição: para cada par (c, c′) de

clusters, a probabilidade de uma ação a levar de c até c′ é a soma das probabilidades de

estados individuais dentro de c levarem a algum estado em c′. A Equação 3.7 determina

a função de probabilidade para observações, da mesma forma que para as probabilidades

de transição. A Equação 3.8 mostra a recompensa para (c, a) (que é a mesma para todos

os estados dentro de um cluster).

Solução das subtarefas Ao contrário do algoritmo PolCa, que calcula a função valor

quando define os clusters de estados, o algoritmo PolCa+ espera até que os clusters de

estados e observações tenham sido definidos para resolver as subtarefas.

A poĺıtica ótima para uma subtarefa h é determinada da mesma forma que para um

POMDP comum. Pineau e Thrun usaram algoritmos exatos para solução de subtarefas

(uma vez que em seus experimentos, as subtarefas eram todas pequenas).

Execução da poĺıtica hierárquica

Quando à execução da poĺıtica, o algoritmo PolCa+ para POMDPs é muito parecido com

o PolCa. A única diferença é que para executar a poĺıtica recursiva para POMDPs é
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necessário calcular o novo estado de crença a cada passo. O Algoritmo 3.10 mostra como

a poĺıtica hierárquica é usada para determinar a próxima ação. Não é necessário manter

estados de crença locais, já que estes podem ser calculados a partir do estado de crença

global:

bh
k(c) =

∑

s∈c

bk(s), ∀c ∈ Sh.

O algoritmo determina a subtarefa corrente a cada nova iteração, não ficando “preso”

em uma subtarefa entre iterações. O laço mostrado no algoritmo aprofunda-se na hierar-

quia até encontrar uma poĺıtica local que recomende uma ação primitiva.

Entrada: hk, a tarefa atual no tempo k, e bk, o estado de crença global no tempo
k.

Sáıda: ak, a ação a ser executada no tempo k.

bh
k(c) =

∑
s∈c bk(s), ∀c ∈ Sh1

ak = πh(b
h
k)2

enquanto ak é abstrata (ou seja, ak) faça3

Seja hsub a tarefa indicada por ak4

bh
k(c)←

∑
s∈c bk(s),∀c ∈ Sh5

ak ← πh(b
h
k)6

fim7

Retorne ak8

Algoritmo 3.10: Algoritmo PolCa+ para execução de poĺıtica.

Outras formas de fatorar e decompor POMDPs

Há outras formas de fatorar e decompor POMDPs. Boutilier e Poole [17] usam redes

Bayesianas para representar POMDPs, de forma a representar a função de transição

de forma compacta, e agregar estados que tenham a mesma soma total esperada de

recompensa. A técnica tem sido refinada, de forma a diminuir ainda mais o tamanho da

representação [27, 30]. Theocarous e Kaelbling [82] propuseram o uso de macro-ações com

métodos de Monte Carlo para a solução de POMDPs genéricos. As técnicas de compressão

value-directed desenvolvida por Poupart [65] e E-PCA de Roy e Gordon [71] permitem

representar de forma compacta o estado de crença e o conjunto de estados. Todas estas

técnicas estão, no entanto, fora do escopo deste trabalho.

3.4.5 Outros algoritmos

Há uma grande quantidade de otimizações para os algoritmos já mencionados que não

inclúımos neste trabalho. Uma visão mais ampla dos métodos para solução de POMDPs
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pode ser obtida nos trabalhos de Hauskrecht [39], Murphy [53] e Cassandra [19]. Há

também outros trabalhos, como algoritmos paralelos [70]; outros algoritmos, como as

variantes do RTDP [15, 76], o Pegasus [54]; e variantes de POMDPs, como os POMDPs

descentralizados [29, 13], por exemplo.

3.5 Processos de Decisão Semi-Markovianos Parcial-

mente Observáveis

Um processo de decisão semi-Markoviano parcialmente observável (POSMDP) é uma

extensão da idéia de SMDPs, incorporando um modelo de observações.

3.5.1 POSMDPs

Formalmente, um POSMDP pode ser definido como uma tupla (S,A, T,R, F, Ω, O), onde

os primeiros elementos são definidos como em um SMDP, e os dois últimos são um conjunto

de observações e uma função de probabilidade de observação, como em um POMDP.

Em um SMDP, o estado corrente é completamente observável e não há manutenção

de estado de crença. Em POSMDPs, o tempo desde a última época de decisão é usado na

determinação do novo estado de crença em cada época de decisão. Se o estado de crença

anterior era b, a ação executada foi a, a observação obtida foi o e o tempo decorrido foi t,

o novo estado de crença bo
a,t é:

bo
a,t(s

′) =
O(o|s, a)

∑
s∈S b(s)Q(t, s|s, a)

Pr(o, t|b, a)
,

onde Pr(o, t|b, a) é a probabilidade de a observação ser o e a próxima época de decisão

acontecer no tempo t, sendo que o estado de crença anterior era b e a ação a foi executada:

Pr(o, t|b, a) =
∑

s′∈S

[
O(o|s′, a)

∑

s∈S

b(s)Q(t, s′|s, a)

]
.

3.5.2 Poĺıtica para um POSMDP

A poĺıtica para um POSMDP é semelhante à poĺıtica para um POMDP. O tempo decor-

rido desde a última época de decisão foi usado no cálculo do novo estado de crença, e

portanto não precisa ser inclúıdo como parâmetro da poĺıtica.
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3.5.3 Algoritmos

Um algoritmo de iteração de valores para POSMDPs teria que usar um operador

HV (b) = max
a∈A

[
ρ(b, a) +

∑

o∈Ω

∞∑

t=0

e−αtPr(o, t|b, a)V (bo
a,t)

]
.

No entanto, é imposśıvel enumerar todos os valores V (bo
a,t), para todo t que cada época de

decisão pode ter levado para terminar, e este operador não pode ser calculado de forma

exata para o caso geral.

Há alguns trabalhos sobre heuŕısticas e algoritmos aproximados para POSMDPs:

Hansen [32] usou algoritmos para solução de POMDPs para a aproximação de poĺıticas

para POSMDPs. Mahadevan usou a poĺıtica ótima do SMDP subjacente, usando uma

heuŕıstica que assume que o processo está no estado mais provável (consultando-se o

estado de crença), e a utilizou com sucesso em um controlador para um robô [48]. No

entanto, o próprio Mahadevan comenta que esta heuŕıstica só funciona quando não há

ações cujo principal objetivo é coletar mais informação e tornar o estado de crença mais

preciso. Yu [86] propôs algoritmos aproximados para POSMDPs usando o critério de

recompensa média. Além destes trabalhos, White [83] desenvolveu um algoritmo para a

solução de POSMDPs com tempo discreto e horizonte finito (estas duas restrições permi-

tem enumerar as posśıveis durações entre épocas de decisão).

3.6 Sumário

Este caṕıtulo apresentou os processos de Markov parcialmente observáveis e algoritmos

para solução destes. Os algoritmos apresentados são mostrados na Tabela 3.2. A coluna

“Exato” diz se o algoritmo obtém a solução exata para horizonte finito. As referências na

tabela não indicam necessariamente os autores originais dos algoritmos, e sim para textos

com descrições claras dos algoritmos.

POMDPs são descritos extensamente e com bastante clareza por Hauskrecht [36], e

também por Kaelbling, Littman e Cassandra [44]. Algoritmos aproximados para POMDPs

também são descritos por Aberdeen [2].
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Algoritmo Horizonte Exato Referência

Iteração de valores F/I S Hauskrecht [36]
Grade finita (básico) F/I N Pineau [60], Cassandra [19]
Polca+ F/I N Pineau [60]
Iteração de poĺıticas (Hansen) I N Hansen [34]
BPI I N Poupart [65]
RTDP I N Bonet e Geffner [8]
PBVI I N Pineau [60]
HSVI I N Smith e Simmons [75]

Tabela 3.2: Algoritmos para solução de POMDPs.



Caṕıtulo 4

Processos de Decisão de Markov

Limitados por Linguagem

Este caṕıtulo apresenta uma nova forma de descrever processos de Markov e algoritmos

que limitam a busca por poĺıticas ótimas àquelas que respeitem certas restrições [58]. Estas

restrições tem dupla utilidade: primeiro, permitem que ações obviamente desvantajosas

para o agente não sejam consideradas durante o planejamento (por exemplo, um robô

não deve considerar girar em torno de seu eixo mais que duas vezes em ângulo de 90o);

segundo, há situações onde podemos querer modelar tais restrições, por causa da própria

natureza do problema.

4.1 Restrições para ações e observações

Em muitas situações, pode ser que determinada ação só deva ser executada apenas n

vezes, ou que só possa ser executada depois de outra ação (ou depois de uma determinada

observação). Por exemplo:

• Modelagem de recursos limitados: podemos imaginar que um agente (um robô,

ou uma nave em um jogo de computador) pode executar uma ação (como andar ou

atirar) por um certo número de vezes apenas. Isso pode ser descrito por uma

linguagem regular;

• Ações obrigatórias: em algumas situações, pode ser necessário incluir forçosamente

uma ação em um dado momento. Um determinado procedimento médico pode ser

permitido apenas depois de outro, ainda que ele possa ser dispensável, do ponto de

vista matemático;

63
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• Testes não repet́ıveis: se a repetição de um teste não muda o estado de crença,

o teste deve ser realizado apenas uma vez. Um exemplo disto é o de um robô que

tem uma câmera fotográfica, usada para determinar sua posição. A câmera passa

ao robô uma imagem para que o robô ajuste sua crença – mas não faz sentido que

o robô tire outra foto sem antes mover a câmera (ou mover a si mesmo), porque

de outra forma a imagem que receberá é a mesma, a menos de eventos externos.

Durante o diagnóstico de doenças médicas, alguns testes também não devem ser

repetidos. Por exemplo, perguntar dez vezes a mesma coisa ao paciente, só porque

o custo da pergunta é baixo, não aumentará a certeza do médico a respeito de

coisa alguma (quando muito, diminuirá a confiança do médico no sistema de apoio

à decisão que venha a recomendar as perguntas repetidas). Assim, alguns testes

deveriam ser repetidos apenas após ações que modifiquem o estado do sistema;

• Ações e observações seletoras: pode ser que queiramos que uma ação ou ob-

servação funcione como um “seletor”. Uma ação ou observação seletora diz ao

agente que a partir daquele momento, certas ações passam a ser permitidas. Um

bom exemplo é a de diagnóstico e tratamento médico: determinada ação só pode

ser executada após outra, ainda que seja mais vantajoso, do ponto de vista ma-

temático, executar a segunda apenas. Outro exemplo é o do robô mencionado no

item anterior. Se a imagem enviada da câmera for claramente incompat́ıvel com o

esperado (todos os bits iguais a zero, por exemplo), a câmera está quebrada – e a

partir deste momento não deveria mais ser usada;

• Otimizações espećıficas em problemas: por exemplo, um robô pode executar

três ações: andar para a frente, virar noventa graus à esquerda e virar noventa graus

à direita (em torno do próprio eixo). Se quisermos obter uma poĺıtica de navegação

para este robô, não faz sentido, durante o cálculo da poĺıtica, que consideremos

sequências de ações que claramente não são boas, como por exemplo fazer o robô

girar em torno de seu eixo para o mesmo lado mais do que duas vezes.

Uma maneira de definir restrições na ordem de execução de ações é descrevendo tal

ordem como uma linguagem. Agregamos a um MDP uma linguagem regular cujas sen-

tenças representam todas as sequências posśıveis de ações e observações que queremos

permitir ao modelar o problema. Por exemplo, se quisermos que a ação “atirar” (a) possa

ser executada apenas três vezes antes de cada ação “recarregar” (r), podemos usar a

linguagem ((ε|a|aa|aaa)r+)∗.

As definições a seguir serão usadas neste trabalho.

Definição 4.1 (Evento em um MDP)

No contexto de MDPs, um evento é uma ação, o estado resultante após a ação ser exe-

cutada, ou ambos (a, s′ ou (a, s′)). No desenvolvimento dos algoritmos, o alfabeto dos
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autômatos será composto de todos os eventos posśıveis.

Definição 4.2 (Autômato)

Neste trabalho, um autômato é definido como uma tupla (Σ, E, F, I, δ) onde Σ é o alfabeto,

E é um conjunto de estados, F é o conjunto de estados finais, δ : E ×Σ 7→ E é a função

de transição, e I é o conjunto de estados iniciais. O autômato pode ter mais de um estado

inicial (o que é equivalente a dizer que o autômato pode ser não-determińıstico). Quando

apenas um estado inicial for relevante (ou quando houver apenas um estado inicial) a

notação usada será a de elemento, e não de conjunto: (Σ, E, F, q0, δ). Quando quisermos

enfatizar o fato de um autômatoM ser determińıstico, usaremos um asterisco como ı́ndice

(M∗).

Definição 4.3 (Autômato reverso)

Dado um autômato finito M = (Σ, E, F, I, δ), o autômato reverso de M, denotado MR

é aquele que tem suas transições invertidas, aceitando a linguagem reversa de L(M).

Formalmente, MR = (Σ, E, I, F, δ′) (note a troca dos estados iniciais com os finais).

Para quaisquer s, s′ ∈ E, t ∈ Σ, se (s, t, s′) ∈ δ então (s′, t, s) ∈ δ′, e se M tinha mais de

um estado final,MR terá mais de um estado inicial (e portanto será não-determińıstico);

Definição 4.4 (Entradas e sáıdas de um estado)

Seja um autômato M = (Σ, Q, F, s, δ). A função IN : E 7→ P (E) (onde P (X) é o

conjunto das partes de X) dá os estados de entrada de um estado (incluindo o próprio

estado, se houver um laço): IN(q) = {q′ ∈ E|∃e ∈ Σ, δ(q′, e) = q}. Da mesma forma,

OUT (q) = {q′ ∈ E|∃e ∈ Σ, δ(q, e) = q′}

As seções a seguir definem LL-MDPs e apresentam algoritmos para solução destes.

4.2 LL-MDPs

Um LL-MDP é definido como um MDP mais um autômato, cujo alfabeto é o conjunto

de posśıveis eventos do MDP. A linguagem do autômato consiste de todas as sequências

de eventos que se quer permitir como solução para o LL-MDP. Por exemplo, a Figura 4.1

mostra um autômato que define as seguintes restrições:

• Se o primeiro evento for a, o último deve ser c;

• Se o primeiro evento for diferente de a, deve haver apenas dois eventos, e o último

deve ser ou a ou b.

Na figura, A é o conjunto de todos os eventos posśıveis. Uma solução para um LL-

MDP que tenha este autômato como componente deve necessariamente obedecer estas

restrições.
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q0

q1a

q2

A-{a}

A

q3

c

a,b

Figura 4.1: Autômato que restringe a ordem das ações em um MDP.

Definição 4.5 (LL-MDP)

Um processo de decisão de Markov limitado por linguagem (LL-MDP) é uma tupla (S, A,

T, R, M), onde M = (Σ, Q, F, s, δ) é um autômato finito que define em que ordem as

ações podem ser executadas.

Definição 4.6 (MDP subjacente a um LL-MDP)

Dado um LL-MDP (S,A, T,R,M), o MDP subjacente é (S,A, T,R).

Uma vez que os eventos (o alfabeto do autômato) incluem o estado em que o sistema

termina após uma ação, é necessário ter certeza de que a modelagem não deixará de lado

situações que podem ocorrer. Por exemplo, o autômato poderia determinar que a partir

de um estado q os eventos posśıveis são apenas < a1, s2 > e < a2, s3 >. No entanto, se

∃s4 ∈ S, T (s5|s4, a1) > 0, há um problema: quando a ação a1 for executada, é posśıvel

que o próximo estado seja s5. Assim, sempre que houver um evento < a, s > em uma

transição saindo de um estado q do autômato, devem haver também transições saindo

deste estado para todos os eventos < a, s′ > tais que ∃s′′, T (s′|s′′, a) > 0.

4.2.1 Poĺıtica para um LL-MDP

A poĺıtica para um LL-MDP deve mapear estados do autômato e estados do MDP em

ações Assim, uma poĺıtica para LL-MDP tem como componente um autômato.

Definição 4.7 (Poĺıtica para um LL-MDP)

Dado um LL-MDP L = (S,A, T,R,M), uma poĺıtica P para L é um par (W , π̇), onde

• W = (Σ, E ,F ,N , ∆) é um autômato com alfabeto Σ, estados E, estados finais F ,

estados iniciais N , e função de transição ∆;

• π̇ = {d0, d1, · · · , d|E|−1} é um conjunto de regras de decisão, onde para cada estado

q ∈ E há uma regra dq : S 7→ A mapeando estados do LL-MDP em ações.
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Não há menção a épocas de decisão na definição de poĺıtica para LL-MDPs, porque

o autômato W usado na poĺıtica é diferente do autômato original M do LL-MDP: para

cada estado do autômato original M e cada época de decisão k, há um estado em W .

Assim, as diferentes épocas de decisão são representadas na poĺıtica por diferentes estados

do autômato.

Neste trabalho, poĺıticas e funções valor para processos de Markov limitados por lin-

guagem são denotadas por π̇ e V̇ . No entanto, quando houver uma referência à função

valor em um estado do autômato, a notação será a mesma que para funções valor de pro-

cessos de decisão de Markov comuns (ou seja, Vq é uma das funções valor que compõem

V̇ ). O espaço de poĺıticas e espaço de funções valor para um LL-MDP L são denotados

por Π̇(L) e V̇(L) (ou simplesmente Π̇ e V̇ quando não houver ambiguidade).

Para horizonte infinito, W =M, já que as funções valor em cada estado do autômato

serão as mesmas a cada época de decisão.

Para horizonte finito, o autômato W consiste de:

• Σ, o mesmo alfabeto deM;

• E , os estados. Para cada par de época de decisão e estado deM (por exemplo, k e

qm) considerado no algoritmo de iteração de valores, um estado q′[k,m] é inclúıdo em

E ;

• s, o estado inicial deM na primeira época de decisão;

• F , os estados finais. Todos os estados em E que estejam na última época de decisão;

• ∆: a função de transição deve garantir que apenas as sequências permitidas porM
aconteçam. Assim, para cada par (q′[k,m], q′[k+1,n]) de estados de E , se δ(qm, (a, s)) =

qn, então ∆(q′[k,m]) = q′[k+1,n].

Os estados não alcançáveis a partir de s são descartados.

Definição 4.8 (Função valor para um LL-MDP)

Dado um LL-MDP L = (S,A, T,R, M) e uma poĺıtica P = (W , π̇) para L, uma função

valor V̇ para P é o dada pelo conjunto V̇ = {V0, V1, · · · , V|E|−1} de funções valor, onde

Vq(s) é o valor esperado para a poĺıtica P nos estados q e s de acordo com o critério de

otimalidade escolhido.

A função valor para LL-MDP pode ser vista como uma matriz |E| × |S| de números

reais, tal que o elemento na posição q, s é o valor, na época de decisão k, para o estado

q do autômato e s do MDP. Desta forma, é posśıvel perceber que o espaço V̇ de funções

valor para um LL-MDP é um espaço linear, da mesma forma que o espaço V de funções

valor para MDPs.
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Durante a execução da poĺıtica é necessário guardar o estado corrente do autômato

W . O Algoritmo 4.1 deve ser usado para a execução de poĺıticas para horizonte finito

(o algoritmo usa mapeamento em ações, mas pode ser modificado para usar mapeamento

em valores). O mesmo algoritmo pode ser trivialmente adaptado para horizonte infinito.

Entrada: P = (W , π̇), uma poĺıtica para LL-MDP, onde W = (Σ, E ,F ,N , ∆) e
π̇ : E × S 7→ A;
s, estado inicial do LL-MDP.

k ← 01

Escolha q ∈ N2

enquanto k < h faça3

a← π̇([k, q], s)4

Execute a5

Verifique novo estado s6

q ← ∆(q,< a, s >)7

k ← k + 18

fim9

Algoritmo 4.1: Execução de poĺıtica para LL-MDP de horizonte finito.

Se uma poĺıtica permite a execução de ações proibidas pelo autômato de um LL-MDP,

ela não é admisśıvel. Para formalizar a noção de poĺıtica admisśıvel, definimos o conjunto

Aq de ações posśıveis a partir de cada estado q do autômatoM:

Aq = {a|∃p ∈ E, δ(q,< a, · >) = p}.

É posśıvel definir este conjunto também para o autômato W :

A[k,q] = {a|∃p ∈ E , ∆([k, q], < a, · >) = p}
= Aq.

Como A[k,q] = Aq para todo k, usaremos apenas a notação Aq.

Definição 4.9 (Poĺıtica admisśıvel para um LL-MDP)

Seja L = (S,A, T,R,M) um LL-MDP e P = (W , π̇) uma poĺıtica para L, tal que π̇ =

{d0, d1, · · · , d|E|−1}. P é admisśıvel para L se:

• A linguagem de W está contida na linguagem de M;

• ∀s ∈ S,∀q ∈ E , dq(s) ∈ Aq, onde dq é a regra de decisão para o estado s de E e o

estado q de M.
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A definição de poĺıtica admisśıvel vale tanto para horizonte infinito, onde M = W ,

como para horizonte finito. No caso de horizonte finito, tendo em mente o mapeamento

dos estados de W nos estados deM, suponha que um estado de E seja q = [k, p]. Então

dizer que dq(s) ∈ Aq é o mesmo que dizer que d[k,p](s) ∈ A[k,p] = Ap.

O conceito de admissibilidade pode ser extendido para funções valor. Uma função valor

é admisśıvel se ∀s ∈ S,∀q ∈ E , arg maxa∈A V̇q(s) ∈ Aq (além, é claro, de a linguagem de

W estar contida na deM).

O valor Qπ(q, s, a) de uma ação em um estado é definido apenas quando a ∈ Aq, como

Qπ(q, s, a) = R(s, a) + γ
∑

s′∈S

T (s′|s, a)V π
∆(q,<a,s′>)(s

′).

A poĺıtica ótima para LL-MDPs é definida da mesma forma que para MDPs.

Definição 4.10 (Poĺıtica ótima para um LL-MDP)

Seja L = (S,A, T,R,M) um LL-MDP. Uma poĺıtica P = (W , π̇) para L é ótima para L

se:

• P é admisśıvel para L;

• As ações recomendadas por π̇ maximizam o critério de otimalidade:

∀π̇′ ∈ Π̇ tal que π̇′ é admisśıvel para L,

∀q ∈ E ,∀s ∈ S, Qπ̇(q, s, dq(s)) ≥ Qπ̇′

(q, s, d′
q(s)),

onde dq é a regra de decisão de π̇ para o estado q do autômato W, e d′
q é a regra de

decisão de π̇′ para o estado q.

Definição 4.11 (Função valor ótima para um LL-MDP)

Uma função valor V̇ é ótima para um LL-MDP L = (S,A, T,R,M) se:

• V̇ é admisśıvel para L;

• ∀U̇ ∈ V̇ tal que U̇ é admisśıvel para L, ∀q ∈ E , s ∈ S, Vq(s) ≥ Uq(s).

4.2.2 Recompensa para um LL-MDP

O espaço de busca de poĺıticas admisśıveis para um LL-MDP é menor que o do MDP

subjacente, já que o número de ações posśıveis em cada época de decisão pode ser menor

para o LL-MDP. Como as ações posśıveis em um LL-MDP são restritas, a recompensa

esperada pode ser menor que a do MDP subjacente.

Seja um LL-MDP L e seu MDP subjacente M , com poĺıticas π̇ e π, e funções valor V̇

e V . Supondo que em uma dada época de decisão o estado do autômato do LL-MDP seja
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q, o conjunto de ações dispońıvel para π̇ é Aq, e para π o conjunto é A. Como Aq ⊆ A,

para cada ação a tal que a ∈ A e a /∈ Aq, deve ser verdade que: ou a oferece melhor

recompensa esperada do que todas as ações em Aq em algum estado s (e neste caso é

posśıvel que V̇ < V ), ou não (e neste caso a não seria parte da solução ótima para este

estado e esta época de decisão – pode ser então que V̇ = V ).

Do fato descrito acima decorre que a solução do MDP subjacente oferece um limite

superior para a função valor do LL-MDP.

4.3 Algoritmos

Esta seção apresenta quatro maneiras de resolver LL-MDPs. Uma delas é através da

multiplicação do espaço de estados, e as outras três são modificações nos algoritmos

exatos já existentes para MDPs.

4.3.1 Multiplicação de estados

Esta subseção mostra como transformar um LL-MDP em um MDP de forma que as

poĺıticas ótimas de ambos sempre recomendem as mesmas ações.

Dado um LL-MDP L = (S,A, T,R,M), onde M = (Σ, Q, F, s, δ), é posśıvel criar o

seguinte MDP L′ = (S ′, A, T ′, R′), onde

• S ′ = (S × E). Para cada sm ∈ S e q ∈ E, o novo conjunto de estados S ′ terá um

estado sq
m.

• A função de transição T ′ : S ′ × A× S ′ 7→ [0, 1] é

T ′(sq
n|sp

m, a) =






T (sn|sm, a) se (p, a, q) ∈ δ

1 se (p, a, q) /∈ δ, sm = sn e p = q

0 se (p, a, q) /∈ δ e (sm 6= sn ou p 6= q);

• R′ : S ′ × A 7→ R é definida tal que para toda ação a,

R′(sp
m, a) =

{
R(sm, a) se ∃q ∈ E tal que (p, a, q) ∈ δ

−∞ caso contrário.

O valor −∞ de recompensa para ações proibidas é usado para evitar que o algo-

ritmo considere ações proibidas no cálculo das recompensas (tendo recompensa abaixo de

qualquer outra, a ação não será escolhida, e seu valor não será computado).
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Complexidade

Após a multiplicação, o espaço de estados passa a ser de tamanho |S × E| = |S||E|. A

complexidade do algoritmo para resolver o MDP resultante é, como já visto, Θ(z|A||S ′|2).
Se os termos relacionados ao LL-MDP original forem usados, teremos Θ(z|A||S|2|E|2).
Há, no entanto, algoritmos aproximados eficientes para a solução de MDPs com comple-

xidade assintótica de tempo menor, e algoritmos que exploram a estrutura de MDPs para

minimizar o tamanho de sua representação e acelerar a busca pela solução ótima.

4.3.2 Adaptação de algoritmos existentes

Os algoritmos mencionados no Caṕıtulo 2 podem ser modificados diretamente para re-

solver LL-MDPs, sem a necessidade de multiplicar estados. As modificações podem ser

resumidas em dois pontos:

• Na iteração i, ao invés de calcular um valor Vi(s) ou uma ação π(s) para cada estado

s o algoritmo determina um valor V[i,q](s) ou uma ação π[i,q](s) para cada estado s

do sistema e cada estado q do autômato;

• Para construir V[i+1,p](s) ou π[i+1,q](s), os V[i,q](s
′) (ou π[i,q](s)) do passo anterior são

usados.

4.3.3 Iteração de valores (LLVI)

Esta subseção descreve o algoritmo LLVI (language-limited value iteration). O LLVI é

uma variante do algoritmo de iteração de valores desenvolvida para LL-MDPs.

Como descrito no Caṕıtulo 2, a função valor para MDPs em uma dada época de decisão

é um vetor de tamanho |S|. A função valor para um LL-MDP terá, para cada época de

decisão, um conjunto de tamanho |S||E| (uma função valor de tamanho |S| para cada

um dos |E| estados do autômato. A Figura 4.2 mostra a função valor de um LL-MDP

em uma época de decisão. Para cada estado do autômato, há um vetor diferente com os

valores de cada estado.

O algoritmo de iteração de valores pode ser modificado para que produza todas estas

funções valor em cada iteração. Isto é feito através da modificação do mapeamento h e o

operador H de melhoria da poĺıtica, que passarão a depender do estado do autômato.

O mapeamento h : S × A× V̇ × E 7→ R é definido como

h(s, a, V̇ , q) = R(s, a) + γ
∑

s′∈S

T (s′|s, a)V∆(q,<a,s′>)(s
′).
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Estados do autômato Φ
na época de decisão i.

Cada estado contém uma
função valor para MDPs.

p1

p2

p3

p4

p5

s1

s2

s3

sn−1

sn

Figura 4.2: Função valor de um LL-MDP.

Para cada estado q do autômato W , um operador de melhoria local H : V 7→ V
modifica apenas uma das funções valor em V̇ . Para horizonte infinito E = E , e o operador

é:

HVq(s) = max
a∈Aq

[
h(s, a, V̇ , q)

]
. (4.1)

Já para horizonte finito, usamos a notação [k, q] para o estado:

HV[k,q](s) = max
a∈Aq

[
h(s, a, V̇ , [k, q])

]
,

mas apesar da diferença na notação, o operador é exatamente o mesmo para ambos

horizontes.

O operador de melhoria global de poĺıtica Ḣ : V̇ 7→ V̇ aplica todas as melhorias locais

para cada estado do autômato:

ḢV̇ =
(
HVq0

, HVq1
, · · · , HVq|E|−1

)
.

Usando o operador Ḣ, obtém-se a equação de otimalidade para LL-MDPs:

∀q ∈ E , s ∈ S, Vq(s) = HVq(s)

= max
a∈Aq

h(s, a, V̇ , q)

= max
a∈Aq

[
R(s, a) + γ

∑

s′∈S

T (s′|s, a)V∆(q,<a,s′>)(s
′)

]
.
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A equação de otimalidade vale tanto para horizonte finito como para horizonte infinito

(porque a informação sobre épocas de decisão está nos estados do autômato W). Se o

horizonte é finito, e o estado é [k, p], as funções valor da época de decisão k + 1 serão

selecionadas pela função de transição ∆ do autômato (∆([k, ·], ·) será necessariamente

[k + 1, ·], se existir).

O Algoritmo 4.2 mostra o passo de programação dinâmica para LL-MDPs, que também

constrói gradualmente o autômatoW , evitando incluir estados que não sejam necessários.

Entrada: Um LL-MDP (S,A, T,R,M) ondeM = (Σ, E, F, q0, δ);
O conjunto E constrúıdo no passo anterior;
A função valor V̇ , parcialmente constrúıda no passo anterior e definida
para todo [k, q] ∈ E , k ≤ i− 1;
A relação ∆, parcialmente constrúıda nos passos anteriores;
O número i do passo atual.

Sáıda: Um conjunto E de estados;
Uma função valor V̇ , definida para todos os estados [k, q] ∈ E , k ≤ i;
Uma relação ∆ : E × Σ→ E .

para cada p ∈ E, tal que ∃e ∈ Σ, δ(q, e) = p faça1

E ← E ∪ {[i, p]}2

∆([i, p], e)← [i− 1, q]3

fim4

para cada [i, p] ∈ E (onde i é a iteração sendo executada) faça5

para cada s ∈ S faça6

V[i,p](s)← maxa∈Ap

[
R(s, a) + γ

∑
s′∈S T (s′|s, a)V∆([i,p],<s,a>)(s

′)
]

7

fim8

fim9

Devolva V̇ , E e ∆10

Algoritmo 4.2: Passo de programação dinâmica para LL-MDPs.

Corretude e convergência

Esta seção demonstra a admissibilidade das poĺıticas obtidas pelo algoritmo LLVI para

horizonte infinito, além de uma garantia de convergência.

Definição 4.12 (Linguagem de um autômato a partir de um estado)

Seja Lk(X, y) o conjunto de palavras de tamanho k geradas pelo autômato X a partir do

estado y (e não do estado inicial). A notação Lk(X) será usada para a linguagem de todas

as palavras de tamanho k geradas a partir de estados iniciais de X. A notação L(X) é

usada para denotar a linguagem de X a partir de seus estados iniciais (sem restrição

quanto ao tamanho das palavras).
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Lema 4.1 (Admissibilidade da linguagem do autômato gerado pelo LLVI)

Sejam L = (S,A, T,R,M) um LL-MDP e P = (W , π̇) uma poĺıtica gerada pelo algoritmo

LLVI para L com horizonte z. A linguagem do autômato W está contida na linguagem

do autômato M.

Prova Para horizonte infinito, M =W, e portanto as linguagens são idênticas.

Para horizonte finito, a prova é por indução no horizonte do LL-MDP.

A hipótese de indução é: para horizonte igual a z, Lz(W , [z, q]) = Lz(M, q).

A base de indução é: para horizonte igual a zero, L0(W , [0, q]) = L0(M, q) = ∅).
O passo de indução segue: para horizonte i, o algoritmo calcula a solução para ho-

rizonte i − 1 (onde usamos a hipótese de indução) e aplica um passo de programação

dinâmica. Neste passo, o autômato W é expandido com novos estados e transições, nas

linhas 2 e 3 do Algoritmo 4.2. Seja E i−1 o conjunto de estados [i−1, ·]. Seja w o conjunto

dos śımbolos (eventos no LL-MDP) x tais que δ(p, x) = q, e [i− 1, q] ∈ E i−1. Então,

• Li(M, p) = w · Li−1(M, q);

• Li(W , [i, q]) = w · Li−1(W , [i− 1, q]).

Pela hipótese de indução, Li−1(M, q) = Li−1(W , [i − 1, q]), e portanto Li(M, p) =

Li(W , [i, q]).

Seja E0 o conjunto de estados [i, q] ∈ E tais que q é inicial e i é o número da iteração

atual.

Para todo estado inicial q0 ∈ E0, na última iteração as palavras a partir de q0 são

Li(W , [i, q0]) = Li(M, q0).

Para horizonte z, a linguagem do autômato W tem apenas palavras de tamanho z, e

está contida na linguagem de M:

L(W) = Lz(W) =
⋃

p∈E0

Lz(M, p) ∈ L(M). �

Teorema 4.1 (Admissibilidade da poĺıtica gerada pelo LLVI)

Dado um LL-MDP L como entrada, o algoritmo LLVI gerará uma poĺıtica admisśıvel para

L.

Prova O Lema 4.1 garante que a linguagem de W está contida na deM. Da linha 7 do

algoritmo, temos que ∀s ∈ S, q ∈ E, arg maxa∈A Vq(s) ∈ Aq. �

Quanto ao critério de convergência do algoritmo para horizonte infinito, deve-se esperar

que todas as funções valor convirjam. Seja C um critério de convergência usado em
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algoritmos para MDPs: C(V, V ′) é verdadeiro se e somente se as funções valor V e V ′

satisfazem o critério. Então, para um LL-MDP L e iteração i:

∀q ∈ E, Cq(L) = C(V[i,q], V[i−1,q]), (4.2)

C(L) =
∧

q∈E

Cq(L). (4.3)

A convergência é garantida pelo Teorema 4.2. O Lema 4.2 pode ser trivialmente

verificado.

Lema 4.2 (V̇ é um espaço de Banach)

O espaço V̇ das funções valor para LL-MDPs é um espaço de Banach.

Lema 4.3 (H para LL-MDPs é contração)

O operador de melhoria local H para LL-MDPs é uma contração.

Prova Sejam U̇ e V̇ duas funções valor para um LL-MDP, e || · || uma norma definida

em V tal que ||V || = maxs∈S V (s).

Fixaremos os estados q ∈ E e s ∈ S. Supondo que HVq(s) ≥ HUq(s),

0 ≤ HVq(s)−HUq(s).

Uma das posśıveis ações ótimas para os estados s e q é a∗
s:

a∗
s ∈ arg max

a∈Aq

R(s, a) + γ
∑

s′∈S

T (s′|s, a)Vq(s
′).

Para os estados q e s e para a ação a∗
s,

HVq(s)−HUq(s) = max
a∈Aq

[
h(s, a, V̇ , q)

]
−max

a∈Aq

[
h(s, a, U̇ , q)

]

= R(s, a∗
s) + γ

∑

s′∈S

T (s′|s, a∗
s)Vδ(q,<a∗

s ,s′>)(s
′)−

max
a∈Aq

[
R(s, a) + γ

∑

s′∈S

T (s′|s, a)Uδ(q,<a,s′>)(s
′)

]

≤ R(s, a∗
s) + γ

∑

s′∈S

T (s′|s, a∗
s)Vδ(q,<a∗

s ,s′>)(s
′)−

R(s, a∗
s) + γ

∑

s′∈S

T (s′|s, a∗
s)Uδ(q,<a∗

s ,s′>)(s
′)

= γ
∑

s′∈S

T (s′|s, a∗
s)
[
Vδ(q,<a∗

s ,s′>)(s
′)− Uδ(q,<a∗

s ,s′>)(s
′)
]

≤ γ
∑

s′∈S

T (s′|s, a∗
s)||Vq − Uq||

= γ||Vq − Uq||.



76 Caṕıtulo 4. Processos de Decisão de Markov Limitados por Linguagem

O argumento é repetido para o caso em que HVq(s) < HUq(s), e portanto

∀s ∈ S, |HVq(s)−HUq(s)| ≤ γ||Vq − Uq||.

Disso segue imediatamente que

max
s∈S
|HVq(s)−HUq(s)| ≤ γ ||Vq − Uq|| ,

||HVq(s)−HUq(s)|| ≤ γ ||Vq − Uq|| , (4.4)

e portanto H é uma contração. �

Teorema 4.2 (Convergência do LLVI para LL-MDPs)

Os valores gerados pelo algoritmo LLVI convergem para um ponto fixo.

Prova Segue diretamente dos Lemas 4.2 e 4.3: o operador Ḣ é uma contração, uma

vez que é composto de contrações: seja || · || uma norma definida no espaço V̇ tal que

||V̇ || = maxq∈E,
s∈S

Vq(s); usaremos também a norma || · || definida no Lema 4.3 para o

espaço V.

||ḢV̇ − ḢU̇ || = ||(· · · , HVq −HUq, · · · )||
≤ ||(· · · , γ [Vq − Uq] , · · · )||
= γ ||(· · · , Vq − Uq, · · · )||
= γ||V̇ − U̇ ||. �

Complexidade

O comportamento assintótico do algoritmo LLVI depende da estrutura do autômatoM, e

quanto mais arestas forem consideradas nos passos de programação dinâmica, maior será

o tempo de execução. Um único passo de programação dinâmica executa

∑

[i,q]∈E

|Aq||S|2

comparações de valores de estados. A somatória apenas considera os estados [i, q] onde

há a possibilidade de alguma ação ser executada.

O número de comparações para horizonte finito é

z−1∑

i=0

∑

[i,q]∈E

|Aq||S|2,
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e portanto o algoritmo LLVI é melhor que a multiplicação de estados seguida de iteração

de valores (que tem complexidade O(z|A||E|2|S|2)), mesmo ignorando o tempo necessário

para multiplicar os estados:

z−1∑

i=0

∑

[i,q]∈E

|Aq||S|2 ≤
z−1∑

i=0

∑

q∈E

|Aq||S|2

≤ z|A||E|2|S|2.

No entanto, a complexidade de tempo do algoritmo de iteração de valores não leva em

consideração o uso dos conjuntos As. Especialmente no caso de LL-MDPs multiplicados,

haverá muitos estados para os quais As < A. Ainda assim, o algoritmo de iteração de

valores usa todos os estados s′ ∈ S para melhorar o valor do estado s, como pode ser visto

no somatório do passo de programação dinâmica:

Vi(s)← max
a∈As

[
R(s, a) + γ

∑

s′∈S

T (s′|s, a)Vi−1(s
′)

]
.

Com isto, o algoritmo VI percorre todos os |S||E| estados no somatório. Já o algoritmo

LLVI percorre apenas |S||OUT (q)|, e |OUT (q)| ≤ |E|.

4.3.4 Iteração de Poĺıticas (LLPI)

Esta subseção descreve o algoritmo LLPI (language limited policy iteration). O LLPI é

uma variante do algoritmo de iteração de poĺıticas desenvolvida para LL-MDPs.

O Algoritmo 2.2 (na página 13) para resolver MDPs usando iteração de poĺıticas

também pode ser modificado para manter funções valor para cada estado do autômato.

No entanto, a poĺıtica inicial deve ser admisśıvel.

O valor da poĺıtica no estado q pode ser avaliado através do seguinte sistema linear:

V π̇
q (s) = R(s, π̇(s)) + γ

∑

s′∈S

T (s′|s, π̇(s))V π̇
δ(q,π̇(s))(s

′). (4.5)

A Equação 2.1 (na página 8) é modificada para

Qπ̇
q (s, a) = R(s, a) + γ

∑

s′∈S

T (s′|s, a)V π̇
δ(q,a)(s

′). (4.6)

O passo de melhoria da poĺıtica busca, para cada poĺıtica π̇[i+1,q] associada ao estado q

do autômato, uma ação que pode melhorar esta poĺıtica. No entanto, as ações procuradas

serão sempre aquelas permitidas no estado q:

∀q ∈ E, s ∈ S, π̇′
q(s) = arg max

a∈Aq

Qπ̇
q (s, a). (4.7)
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O prinćıpio é o mesmo usado na alteração do algoritmo de iteração de valores. A

poĺıtica inicial respeita as restrições do autômato (por ter sido escolhida desta forma), e

em cada passo de melhoria da poĺıtica apenas as ações permitidas são consideradas.

O Algoritmo 4.3 mostra a iteração de poĺıticas para LL-MDPs.

Entrada: Um LL-MDP (S,A, T,R,M).
Sáıda: Uma poĺıtica π̇′ para o LL-MDP.

∀q ∈ E, inicialize π̇q aleatoriamente com uma poĺıtica admisśıvel1

repita2

para cada q ∈ E faça3

π̇′
q ← π̇q4

fim5

Avalie a poĺıtica atual resolvendo o sistema linear:6

Vq(s) = R(s, π̇′
q(s)) + γ

∑
s′∈S T (s′|s, π̇′

q(s))Vδ(q,π̇′(s))(s
′)7

para cada q ∈ E faça8

para cada s ∈ S faça9

para cada a ∈ Aq faça10

Qπ̇′

q (s, a)← R(s, a) + γ
∑

s′∈S T (s′|s, a)Vδ(q,a)(s
′)11

fim12

fim13

fim14

para cada q ∈ E faça15

para cada s ∈ S faça16

Melhore a poĺıtica:17

π̇q(s)← arg maxa∈Aq
Qπ̇′

q (s, a)18

fim19

fim20

até que ∀q ∈ E, π̇q = π̇′
q21

Devolva π̇22

Algoritmo 4.3: Iteração de poĺıticas para LL-MDPs.

Corretude e convergência

As provas desta subseção usam um operador de melhoria para o algoritmo de iteração de

poĺıticas: para toda poĺıtica π̇′, seja H π̇′
: V 7→ V um operador tal que

∀q ∈ E, s ∈ S, H π̇′

V π̇
q (s) = Qπ̇

q (s, π̇′
q(s)),
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e Ḣ π̇′
: V̇ 7→ V̇ um operador tal que

Ḣ π̇′

V̇ π̇(s) =
(
H π̇′

V π̇
0 (s), · · · , H π̇′

V π̇
|E|−1(s)

)

=
(
Qπ̇

0 (s, π̇′(s)), · · · , Qπ̇
|E|−1(s, π̇

′(s))
)
.

Os seguintes lemas e teoremas demonstram que o algoritmo de iteração de poĺıticas

para LL-MDPs converge para a solução ótima do LL-MDP dado como entrada.

Teorema 4.3 (Admissibilidade da poĺıtica gerada pelo LLPI)

Seja Pi = (M, π̇i) uma poĺıtica admisśıvel para um LL-MDP L. Seja π̇∗ a poĺıtica obtida

pelo Algoritmo 4.3 tendo L como entrada. Então, π̇∗ é admisśıvel para L.

Prova A admissibilidade da poĺıtica depende de dois fatos: primeiro, a linguagem do

autômato da poĺıtica deve estar contida na linguagem do autômato do LL-MDP (o que

é trivialmente verdade, já que o autômato do LL-MDP é usado na poĺıtica); segundo,

∀s ∈ S,∀q ∈ E, π̇q(s) ∈ Aq (o que também é verdade, já que o arg max da linha 18 do

algoritmo seleciona a ∈ Aq, e a poĺıtica inicial é admisśıvel). �

Lema 4.4 (Convergência do LLPI)

Sejam M a maior recompensa em alguma época de decisão e M a menor recompensa

posśıvel em alguma época de decisão. Se −∞ < M ≤M <∞, então

∀π̇ ∈ Π̇,∀U̇ ∈ V̇ , lim
N→∞

[(
Ḣ π̇
)N

U̇

]
= V̇ π̇

onde (Ḣ π̇′
)N denota a aplicação do operador N vezes.

Prova Se o operador Ḣ π̇ é aplicado L vezes sobre U̇ (resultando em (Ḣ π̇)LU̇), pode-se

dividir a recompensa esperada da função valor resultante em duas partes: a recompensa

da função valor U̇ , antes do operador ser aplicado, e a recompensa relativa às L primeiras

épocas de decisão, dadas pela aplicação do operador Ḣ π̇. Cada vez que o operador Ḣ π̇

é aplicado, a componente relativa a U̇ é multiplicada pelo fator de desconto γ. O valor

desta componente quando L tende ao infinito é zero. A seguir esta idéia é apresentada

formalmente.

Dada uma função valor V̇ , pode-se dividir seus componentes em duas partes, uma

com a recompensa até L épocas de decisão, e outra com a recompensa a partir da época

de decisão número L:

V̇ π̇(s) = lim
N→∞

[
N−1∑

k=0

γkrk

]

=
L−1∑

k=0

γkrk + lim
N→∞

[
N−1∑

k=L

γkrk

]
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A função valor resultante de (Ḣ π̇)LU̇ pode ser decomposta da mesma forma, e o limite

desta função quando L→∞ é:

lim
N→∞

[(
Ḣ π̇
)N

U̇

]
= lim

L→∞

{[
L−1∑

k=0

γkrk

]
+ lim

N→∞

[
N−1∑

k=L

γkrU
k

]}

= V̇ π̇ + lim
L→∞

{
lim

N→∞

[
N−1∑

k=L

γkrU
k

]}
(4.8)

onde rU
k é a recompensa, na época de decisão k, relativa à poĺıtica associada a U̇ . A soma

das recompensas deve ser no mı́nimo igual à soma da recompensa mı́nima para todas as

épocas de decisão:

lim
N→∞

[
N−1∑

k=L

γkrU
k

]
≥M

∞∑

k=L

γk =
MγL

1− γ

e simetricamente, a soma das recompensas deve ser no máximo a soma da recompensa

máxima:

lim
N→∞

[
N−1∑

k=L

γkrU
k

]
≤M

∞∑

k=L

γk =
MγL

1− γ
.

No entanto, limL→∞

[
CγL

1−γ

]
= 0 para qualquer constante C.

Conclúımos então, usando a igualdade na Equação 4.8 que

0 ≤ V̇ π̇ + lim
L→∞

{
lim

N→∞

[
N−1∑

k=L

γkrU
k

]}
≤ 0,

e limN→∞

[(
Ḣ π̇
)N

U̇

]
= V̇ π̇. �

Lema 4.5 (Melhoria da poĺıtica no LLPI)

Sejam P = (M, π̇) e P ′ = (M, π̇′) duas poĺıticas para um LL-MDP L. Se ḢV π̇ = Ḣ π̇′
V π̇,

então π̇′ é uniformemente melhor do que π̇.

Prova Como por hipótese Ḣ π̇′
V π̇ = ḢV π̇ e HV π̇

q (s) = maxa∈Aq
Q(s, a), pode-se concluir

que Ḣ π̇′
V̇ π̇ ≥ V̇ π̇.

Repetidas aplicações do operador Ḣ π̇′
levam a:

V̇ π̇ ≤ Ḣ π̇′
(
V̇ π̇
)
≤ · · · ≤

(
Ḣ π̇′

)k (
V̇ π̇
)
≤ · · · ≤ lim

k→∞

(
Ḣ π̇′

)k (
V̇ π̇
)

.

Usando o Lema 4.4, conclúımos que V̇ π̇ ≤ V̇ π̇′
. �
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Lema 4.6 (Corretude do critério de parada do LLPI)

Seja L um LL-MDP e π̇i uma poĺıtica para L. Se o valor esperado para π̇ não pode ser

melhorado pelo algoritmo LLPI, ou seja:

∀q ∈ E,∀s ∈ S, π̇q(s) = arg max
a∈Aq

Qq(s, a) (4.9)

então π̇ é ótima para L.

Prova Uma poĺıtica que não pode ser melhorada pelo LLPI obedece à Equação 4.9, que

pode ser reescrita como

∀q ∈ E,∀s ∈ S, π̇q(s) = arg max
a∈Aq

[
R(s, a) + γ

∑

s′∈S

T (s′|s, a)Vδ(q,a)(s)

]
,

e sua função valor, portanto, é tal que

Vq(s) = max
a∈Aq

[
R(s, a) + γ

∑

s′∈S

T (s′|s, a)Vδ(q,a)(s)

]
,

o que significa que a função valor satisfaz o critério de otimalidade. Uma vez que pelo

teorema do ponto fixo de Banach há um único ponto em V̇ que satisfaz esta equação, esta

função valor e sua poĺıtica então são ótimas. �

Teorema 4.4 (Otimalidade da poĺıtica gerada pelo LLPI)

Para qualquer LL-MDP L = (S,A, T,R,M) dado como entrada, o algoritmo LLPI para

após um número finito de iterações, e a poĺıtica resultante é ótima.

Prova O Teorema 4.3 garante a admissibilidade da poĺıtica gerada pelo algoritmo. O

Lema 4.5 garante que os valores das poĺıticas geradas a cada iteração do algoritmo crescem

monotonicamente. Como há um número finito de poĺıticas posśıveis para um LL-MDP, o

algoritmo deverá parar. De acordo com o critério de parada, na última iteração π̇n+1,q =

π̇n,q (ou seja, a poĺıtica não pode ser melhorada). Com isto o Lema 4.6 garante que a

poĺıtica gerada pelo LLPI é ótima. �

4.3.5 Programação Linear

Esta seção descreve a modelagem de LL-MDPs como programas lineares. Ao contrário dos

algoritmos iterativos baseados em programação dinâmica, a abordagem da multiplicação

de estados e a abordagem ad-hoc resultam no mesmo programa linear.

Assim como para MDPs, é posśıvel criar um programa linear cuja solução é a poĺıtica

ótima para um LL-MDP. Como cada restrição descreve a dependência de vs em outras
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funções v′
s, basta que as restrições sejam criadas por ação e por estado do autômato, e que

as funções usadas para construir cada função valor respeitem a linguagem do autômato.

Nesta discussão, usaremos a notação v[q,s] para a função valor relacionada ao estado s do

MDP e ao estado q do autômato. O programa linear para determinar a poĺıtica de um

LL-MDP é:

minimizar:
∑

s∈S,q∈E

v[q,s]

sujeito a:

∀s ∈ S, a ∈ A, q′ ∈ E tais que δ(q, a) = q′,

v[q,s] ≥ γ
∑

s′∈S

T (s′|s, a)v[q′,s′].

Por exemplo, o MDP modelado no Caṕıtulo 2, na página 15 pode ser modificado

de forma que a ação a0 sempre tenha que ser a primeira a ser executada. O LL-MDP

resultante usaria o autômato da Figura 4.3.

q0 q1
a0

A

Figura 4.3: Autômato que limita as ações dispońıveis no primeiro passo do MDP.

O programa linear para resolver este LL-MDP é:

minimizar: v[q0,s0] + v[q1,s0] + v[q0,s1] + v[q1,s1]

sujeito a:

v[q0,s0] ≥ 10 + γ0.3v[q1,s0] + γ0.7v[q1,s1],

v[q0,s1] ≥ 50 + γ0.4v[q1,s0] + γ0.5v[q1,s1],

v[q1,s0] ≥ 10 + γ0.3v[q1,s0] + γ0.7v[q1,s1],

v[q1,s0] ≥ 1 + γ0.2v[q1,s0] + γ0.4v[q1,s1],

v[q1,s0] ≥ 30 + γ0.6v[q1,s0] + γ0.4v[q1,s1],

v[q1,s1] ≥ 50 + γ0.5v[q1,s0] + γ0.5v[q1,s1],

v[q1,s1] ≥ 20 + γ0.6v[q1,s0] + γ0.4v[q1,s1],

v[q1,s1] ≥ 2 + γ0.7v[q1,s0] + γ0.3v[q1,s1].

O programa linear obtido desta forma é o mesmo obtido a partir do MDP resultante

da multiplicação de estados.
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4.4 Sumário

Este caṕıtulo descreve teoricamente algumas das contribuições centrais desta tese:

• A definição de MDPs limitados por linguagem;

• Algoritmos para solução dos novos problemas descritos: um multiplicador de estados

e adaptação dos algoritmos exatos já existentes;

• Prova de convergência e corretude dos algoritmos modificados.





Caṕıtulo 5

POMDPs Limitados por Linguagem

Este caṕıtulo apresenta os processos de Markov parcialmente observáveis limitados por

linguagem, análogos a LL-MDPs. Outra extensão descrita neste caṕıtulo permite deter-

minar para cada evento de um POMDP uma duração, de forma que esta seja levada em

conta durante o cálculo da poĺıtica ótima. A duração dos eventos deve ser discreta, e

pode ser probabiĺıstica.

5.1 LL-POMDPs

A definição de LL-POMDPs extende a de LL-MDPs da mesma forma que os POMDPs

extendem os MDPs, e um LL-POMDP pode ser visto como um LL-MDP sobre estados

de crença.

Definição 5.1 (LL-POMDP)

Um POMDP limitado por linguagem (LL-POMDP) é uma tupla (S,A, T,R, Ω, O,M),

onde M é um autômato descrevendo a ordem em que eventos podem acontecer quando a

poĺıtica estiver sendo executada, da mesma forma que em um LL-MDP.

Definição 5.2 (POMDP subjacente a um LL-POMDP)

Dado um LL-POMDP L = (S,A, T,R, Ω, O,M), o POMDP subjacente a L é (S,A, T,

R, Ω, O).

Os eventos em um POMDP são pares de ação e observação (e não ação e estado resul-

tante, como em MDPs). Assim, o alfabeto do autômato de um LL-POMDP é composto

de pares (a, o), onde a ∈ A e o ∈ Ω.

Definição 5.3 (Evento em um POMDP)

No contexto de POMDPs, usaremos a palavra evento para descrever uma ação ou uma

observação ou um par ação/observação (ou seja, uma ação seguida de uma observação).

Assim, a ação a4, a observação o8 e o par (a4, o8) são chamados de “eventos”.

85
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Nem toda linguagem regular funcionaria para um LL-POMDP: é necessário garantir

que durante a execução da poĺıtica, todas as observações decorrentes de uma ação sejam

levadas em consideração. Isso significa que no autômato M, para cada estado q e cada

ação a que possa resultar em q, devemos garantir que todas as transições saindo de q

contenham todos os eventos < a, o >, para todas as observações;

5.1.1 Poĺıtica para um LL-POMDP

Da mesma forma que para LL-MDPs, uma poĺıtica para um LL-POMDP terá uma poĺıtica

para POMDP (uma função valor) para cada estado de um autômato.

Definição 5.4 (Poĺıtica para LL-POMDP)

Uma poĺıtica P para um LL-POMDP é um par (W , π̇) onde:

• W = (Σ, E ,F ,N , ∆), um autômato com alfabeto Σ, estados E, estados finais F ,

estados iniciais N , e função de transição ∆;

• π̇ = {d0, d1, · · · , d|E|−1} é um conjunto de regras de decisão, sendo que para cada

q ∈ E, há uma regra de decisão dq : B 7→ A.

O autômato M é usado para horizonte infinito, e o autômato W é constrúıdo para

horizonte finito da mesma forma que para LL-MDPs.

Definição 5.5 (Função valor para um LL-POMDP)

Dado um LL-POMDP L = (S,A, T,R, Ω, O,M) e uma poĺıtica P = (W , π̇) para L, uma

função valor V̇ para L é dada pelo conjunto V̇ = {V0, V1, · · · , V|E|−1} de funções valor,

onde Vq(s) é o valor esperado para a poĺıtica P nos estados q e s de acordo com o critério

de otimalidade escolhido.

O Algoritmo 5.1 deve ser usado para a execução de poĺıticas para horizonte finito, e é

semelhante ao Algoritmo 4.1 para LL-MDPs.

Da mesma forma que para LL-MDPs, se uma poĺıtica permite a execução de ações

proibidas pelo autômato de um LL-POMDP L, ela não é admisśıvel para L.

Definição 5.6 (Poĺıtica admisśıvel para um LL-POMDP)

Seja L = (S,A, T,R, Ω, O,M) um LL-POMDP. Uma poĺıtica P = (W , V̇ ) é admisśıvel

para L se:

• A linguagem de W está contida na linguagem de M;

• Para toda época de decisão k, ∀b ∈ B,∀q ∈ E , dq(b) ∈ Aq.
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Entrada: P = (W , π̇), uma poĺıtica para LL-POMDP, onde W = (Σ, E ,F ,N , ∆) e
π̇ : E × B 7→ A;
b, o estado inicial de crença do LL-POMDP.

k ← 01

Escolha q ∈ N2

enquanto k < h faça3

a← π̇([k, q], b)4

Execute a5

Receba nova observação o6

q ← ∆(q,< a, o >)7

b← τ(b, a, o)8

t← k + 19

fim10

Algoritmo 5.1: Execução de poĺıtica para LL-POMDP de horizonte finito.

Assim como a definição de poĺıtica admisśıvel para LL-MDPs, a definição de poĺıtica

admisśıvel para LL-POMDPs vale tanto para horizonte finito como para horizonte infinito.

Uma função valor V̇ para LL-POMDPs é admisśıvel se a poĺıtica induzida por ela

também o for (∀t < z,∀b ∈ B,∀q ∈ E , arg maxa∈A V̇[k,q](b) ∈ Aq, e a linguagem de W
deve estar contida na deM).

A recompensa para uma ação em um estado de crença é:

Qπ(q, b, a) = ρ(b, a) + γ
∑

o∈Ω

Pr(o|b, a)V π
∆(q,<a,o>)(τ(b, a, o)).

A definição de poĺıtica ótima para LL-POMDPs é a mesma usada para LL-MDPs,

trocando S por B:

Definição 5.7 (Poĺıtica ótima para um LL-POMDP)

Seja L = (S,A, T,R, Ω, O,M) um LL-POMDP. Seja P = (W , π̇) uma poĺıtica para L.

• P é admisśıvel para L;

• Para toda época de decisão k e poĺıtica π, seja d[k,q] a regra de decisão de π para o

estado q do autômato em k.

∀π̇′ ∈ Π̇,∀q ∈ E ,∀b ∈ B, Qπ̇(q, b, dq(b)) ≥ Qπ̇′

(q, b, d′
q(b)).

Definição 5.8 (Função valor ótima para um LL-POMDP)

Seja L = (S,A, T,R, Ω, O,M) um LL-POMDP. Uma função valor V̇ é ótima para L se

∀U̇ ∈ V̇ ,∀q ∈ E ,∀b ∈ B, Vq(b) ≥ Uq(b).
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5.1.2 Recompensa para um LL-POMDP

De forma semelhante aos LL-MDPs, a função valor do POMDP subjacente é um limite

superior para a função valor do LL-POMDP (o mesmo argumento usado na subseção 4.2.2

na página 69 se aplica aos LL-POMDPs).

5.2 Algoritmos

As subseções a seguir apresentam duas maneiras de resolver LL-POMDPs. Assim como

LL-MDPs, LL-POMDPs podem ser resolvidos pela multiplicação de seus estados ou por

algoritmos para POMDPs modificados para trabalhar com funções valor de LL-POMDPs.

5.2.1 Multiplicação estados

Da mesma forma que fizemos com LL-MDPs, podemos usar o produto cartesiano dos

estados do autômato e do LL-POMDP para gerar um novo POMDP. Para cada estado p

no autômatoM do LL-POMDP e cada sk ∈ S, criamos um estado sp
k no novo POMDP.

Como o conjunto de estados é aumentado, as T ′, R′, e O′ são modificadas:

• S ′ = (S × E). Para cada sm ∈ S e q ∈ E, o novo conjunto de estados S ′ terá um

estado sq
m.

• A nova função de transição é

T ′(sq
n|sp

m, a) =






T (sn|sm, a) se (p, a, q) ∈ δ

1 se (p, a, q) /∈ δ, sm = sn e p = q

0 se (p, a, q) /∈ δ e (sm 6= sn ou p 6= q);

• A nova função de probabilidade de observação é

O′(o|sp
m, a) = O(o|sm, a);

• E finalmente, a nova função de recompensa é

R′(sp
m, a) =

{
R(sm, a) se ∃q ∈ E tal que (p, a, q) ∈ δ

−∞ caso contrário.

O novo POMDP tem mais estados que o LL-POMDP original. Por isso, o estado de

crença inicial, que diz respeito a apenas |S| estados, deve ser mapeado no novo conjunto

de estados. Isto é feito trivialmente, da seguinte forma: seja b o estado de crença inicial
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do LL-POMDP e p o estado inicial do autômatoM. Então calculamos o novo estado de

crença b′:

∀sm ∈ S, b′(sp
m) = b(k),

∀sm ∈ S, ∀q 6= p, b′(sq
m) = 0.

À medida que a poĺıtica é usada e ações são executadas, o estado de crença mudará e

ficará não-negativo em no máximo |S| estados de cada vez, uma vez que o estado corrente

do autômato é perfeitamente observável.

Este método funciona somente quando os eventos são apenas ações (não podemos usar

observações como seletores). Se este algoritmo for aplicado diretamente em POMDPs com

observações seletoras, o resultado será um POMDP que não é consistente. Por exemplo,

se o POMDP original tiver:

• S = {s1, s2}

• Ω = {o1, o2}

• A = {a2, a2}

e o autômato da Figura 5.1 for usado na multiplicação, o POMDP da figura 5.2 seria

gerado.

A
B

a1, o1

C

a1, o2

Figura 5.1: AutômatoM

s1, A

s2, A

s1, B

s1, C

T (s1A, a1, s1B) = T (s1, a1, s1)

T (s1A, a1, s1C) = T (s1, a1, s1)

a1, o2

a1, o1

Figura 5.2: POMDP resultante da multiplicação de estados.
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No entanto, as probabilidades de transição para (As1, a1) não somam um. Este pro-

blema pode ser resolvido multiplicando novamente o espaço de estados: o POMDP origi-

nal tinha |S| estados. O POMDP que leva em consideração os estados do autômato tem

|S||E| estados. Pode-se criar, ainda, um novo POMDP, que usa estados para representar

a última observação que foi percebida pelo agente. Este novo POMDP terá |S||E||Ω| esta-

dos. Assim, uma transição passa a ter sua probabilidade multiplicada pela probabilidade

de acontecimento da observação referente ao estado destino, como a Figura 5.1 mostra.

s1, A s1, o1, B

s1, o2, B

T (s1A, a1, s1o1B) =
T (s1, a1, s1)O(s1, a1, o1)

T (s1A, a1, s1o2B) =
T (s1, a1, s1)O(s1, a1, o2)

a1, o2

a1, o1

s2, o1, B

s2, o2, B

T (s1A, a1, s2o1B) =
T (s1, a1, s2)O(s1, a1, o1)

T (s1A, a1, s2o2B) =
T (s1, a1, s2)O(s1, a1, o2)

a1, o2

a1, o1

Figura 5.3: POMDP resultante da multiplicação de estados (com probabilidades corretas).

Durante o uso da poĺıtica, o tomador de decisões sempre saberá em que estado do

autômato ele está, e portanto o estado de crença ficará sempre restrito a no máximo |S|
valores diferentes de zero. Por exemplo, para um autômato com três estados e POMDP

com 5 estados, o estado de crença poderia ter os seguintes valores (as partes dos estados

de crença equivalentes a estados do autômato foram destacadas):

0.0, 0.2, 0.4, 0.1, 0.3, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0

0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.4, 0.0, 0.0, 0.5, 0.1

0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.3, 0.0, 0.1, 0.1, 0.5, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0

Hauskrecht definiu MDPs h́ıbridos, que combinam MDPs e POMDPs [37, 36], e os

usou na modelagem de diagnóstico e planejamento de terapia para doenças coronárias.

Hauskrecht demonstrou que é posśıvel usar uma função valor PWLC para cada variável

perfeitamente observável, onde cada uma das funções valor é definida sobre o conjunto
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das variáveis parcialmente observáveis. Esta abordagem leva o algoritmo LLVI para

POMDPs, descrito na subseção 5.2.2. De acordo com Zhang e Zhang [88, 89], um POMDP

onde uma observação pode restringir o estado de crença a poucos estados é um POMDP

informativo, e o algoritmo de iteração de valores restrita explora esta estrutura, reduzindo

a dimensão do espaço de crença.

Os algoritmos baseados em pontos de crença fazem uma busca inicial por todos os

estados de crença antes de começar o laço onde a função valor é melhorada. Para um

POMDP multiplicado, nenhum estado de crença que considere mais de um estado do

autômato ao mesmo tempo será inclúıdo na grade, porque as probabilidades de transição

não levam a estes estados. Isto resulta em uma grade menor do que o esperado para um

espaço de estados grande, mas ainda assim eficiente.

Complexidade

Usando os termos do POMDP já multiplicado, a complexidade do algoritmo de iteração

de valores é O(|S||A||Ω|z). Usando os termos do LL-POMDP original, a complexidade é

O(|S||E||A||Ω|z). Com observações seletoras, O(|S||E||Ω||A||Ω|z).

No entanto, a multiplicação de estados permite que qualquer algoritmo seja usado para

a solução do POMDP resultante, e especialmente para horizonte infinito, há algoritmos

mais eficientes que o de iteração de valores.

5.2.2 Adaptações dos algoritmos existentes

Da mesma forma que com MDPs, diversos algoritmos podem ser adaptados para resolver

LL-POMDPs para que trabalhem com a linguagem do autômato M. Alguns dos algo-

ritmos que poderiam ser adaptados são os de iteração de valores (que seleciona ações e

observações a cada iteração), o de iteração de poĺıticas de Hansen (que seleciona também

ações e observações, da mesma forma que um algoritmo de iteração de valores), embora

alguns destes possam se beneficiar mais da multiplicação de estados.

As modificações são:

• Uma função valor (ou controlador) é mantida para cada estado do autômatoM;

• Ao gerar uma nova função valor para o estado q, são consideradas as funções valor

dos estados OUT (q).

5.2.3 Iteração de valores (LLVI)

Esta subseção descreve o algoritmo de iteração de valores para POMDPs limitados por

linguagens.
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Os algoritmos de iteração de valores para a solução de POMDPs vistos no Caṕıtulo 3

podem ser adaptados para, a cada passo, consultar o autômato M e levar em conta a

ordem desejada para os eventos, da mesma forma como os algoritmos para MDPs foram

adaptados. A cada passo, ao invés de construir um novo conjunto de vetores (uma função

valor) Γi, o algoritmo construirá uma função valor por estado onde o autômato possa

estar. Ou seja, no i-ésimo passo de programação dinâmica, o algoritmo construirá as

funções-valor Γ[i,p], onde p ∈ E. A cada passo, o algoritmo deverá se lembrar de quais

são os estados do autômato onde o agente poderá estar naquela época de decisão. A

Figura 5.4 mostra a função valor do LL-POMDP sendo constrúıda.

O mapeamento h : B × A× V̇ × E 7→ R é

h(b, a, V̇ , q) = ρ(b, a) + γ
∑

o∈Ω

Pr(o|b, a)V∆(q,<a,o>)(τ(b, a, o)).

O operador de melhoria local é semelhante àquele definido para LL-MDPs na Equação 4.1;

a única diferença é o uso de um estado de crença no lugar do estado do MDP:

HVq(b) = max
a∈Aq

[
h(b, a, V̇ , q)

]
.

E operador Ḣ : V̇ 7→ V̇ de melhoria global é

ḢV̇ =
(
HVq0

, HVq1
, · · ·HVq|E|−1

)
.

A equação de otimalidade para LL-POMDPs é

∀q ∈ E, b ∈ B, Vq(b) = HVq(b)

= max
a∈Aq

h(b, a, V̇ , q)

= max
a∈Aq

∑

s∈S

R(s, a)b(s) + γ
∑

o∈Ω

Pr(o|b, a)V∆(q,<a,o>)(τ(b, a, o)).

O Algoritmo 5.2 mostra um passo de programação dinâmica, modificado para levar em

consideração apenas as ações e observações definidas por um autômato M. O algoritmo

implementa a variante variante de Monahan para construir a função valor. A linha 8

do algoritmo calcula o conjunto de vetores Γa
[i,p] para cada ação. Apenas as ações que

resultam em alguma observação são selecionadas na linha 7.

Usando a poĺıtica

O algoritmo constrói E e ∆. Durante a execução da poĺıtica, o autômato W = (Σ, E , F ,

N , ∆) é usado, onde:
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Γ1 (after first
VI step)

Γ0 (no VI step
done yet; no ac-
tions possible from
these states on, so
no vectors in these
states)

State [1, q2] has two
vectors in it (one
for each outgoing
transition – or “action-
observation pair”

[1, q1]

[1, q2]

[1, q3]

[0, q10]

[0, q9]

Figura 5.4: Estados finais do autômato constrúıdo.

• N = {[z − 1, q]|q ∈ I} é o conjunto de estados iniciais, determinado pelo horizonte

z e pelo conjunto I de estados iniciais deM;

• F = ∪q∈F{[0, q]} é o conjunto de estados finais.

Além deste autômato, há também o conjunto funções valor Γ[i,q], onde 0 ≤ i < z e

q ∈ E . Estas duas estruturas formam a poĺıtica para o LL-POMDP. O algoritmo 5.3

mostra como a poĺıtica poderia ser usada em um LL-POMDP de horizonte finito.

Horizonte infinito

A convergência para horizonte infinito pode ser verificada usando a conjunção das con-

vergências das funções valor de cada estado do autômato, da mesma forma que no caso

dos LL-MDPs.

Corretude e convergência

O algoritmo modificado de iteração de valores produzirá uma poĺıtica ótima dentro dos

limites da linguagem do autômatoM. As provas apresentadas para o algoritmo LLVI para

LL-MDPs valem também para LL-POMDPs, bastando que os estados sejam entendidos

como “estados de crença”.
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Entrada: Um LL-POMDP (S,A, T,R, Ω, O,M) ondeM = (Σ, E, F, q0, δ);
O conjunto E constrúıdo no passo anterior;
A função valor Γ, parcialmente constrúıda nos passos anteriores e
definida para todos os estados [k, q] ∈ E , k ≤ i− 1;
A relação ∆, parcialmente constrúıda nos passos anteriores;
O número i do passo atual.

Sáıda: Uma função valor Γ, definida para todos os estados [k, q] ∈ E , k ≤ i;
Um conjunto E estados;
Uma relação ∆ : E × Σ→ E .

para cada p ∈ E, tal que ∃e ∈ Σ, δ(q, e) = p faça1

E ← E ∪ {[i, p]}2

∆([i, p], e)← [i− 1, q]3

fim4

para cada [i, p] ∈ E (onde i é a iteração sendo executada) faça5

para cada [i− 1, q] ∈ E faça6

para cada a ∈ A tal que ∃o ∈ Ω, δ(p,< a, o >) = q faça7

Γa
[i,p] ← Γa

[i,p] ∪
{

ra + γ

(∑
o∈Ω,

δ(p,<a,o>)=q
Ma,oα

) ∣∣∣∣ α ∈ Γ[i−1,q]

}

8

fim9

fim10

Γ[i,p] ←
⋃

a∈A Γa
[i,p]11

fim12

Devolva Γ, E e ∆13

Algoritmo 5.2: Passo de programação dinâmica para LL-POMDPs.

Complexidade

Sejam q e q′ dois estados do autômato W , Γq′ o conjunto de vetores em q′, e Ωq,a,q′ o

conjunto de todas as observações que podem resultar da ação a no estado q, levando o

autômato para o estado q′:

Ωq,a,q′ = {o ∈ Ω|δ(q,< a, o >) = q′} .

O número máximo de vetores Γq,q′ calculados entre q e q′ no algoritmo LLVI para

LL-POMDPs pode ser determinado da seguinte forma: para cada ação em Aq deve-se

considerar o conjunto de observações posśıveis Ωq,a,q′ e as posśıveis ações subsequentes

Aq′ . Com isto, para cada ação em Aq são gerados Γ
|Ωq,a,q′ |

q′ vetores. O número total de

vetores gerados entre q e q′ é:

Γq,q′ =
∑

a∈Aq

|Γq′ ||Ωq,a,q′ |,
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q ← q01

b← estado inicial2

repita3

a← melhor acao (Γq, b)4

o← execute (a)5

q ← ∆(q, a, o)6

b← τ(b, a, o)7

até completar z iterações8

Algoritmo 5.3: Algoritmo de execução de poĺıtica para LL-POMDPs.

e o total de vetores em q é
∑

q′∈OUT (q) Γq,q′ .

O grafo que representa o autômato W também representa uma rede de fluxo com

múltiplas fontes e sorvedouros. Os estados finais de W são as fontes, e os estados iniciais

são os sorvedouros. Para cada transição do autômato há um arco na rede. O número de

vetores levados de um estado de W a outro é o fluxo de um nó da rede a outro. Seja q

um nó da rede que representa um estado do autômato W , em algum passo do algoritmo.

A função que dá o fluxo saindo de q é

f(q) =
∑

q′∈OUT (q)

∑

a∈Aq

f(q′)|Ωq,a,q′ |,

Em toda fonte [0, q],

f([0, q]) = 1

porque da fonte, só é posśıvel obter um único vetor para cada ação.

O fluxo máximo total na rede dá a complexidade de tempo do algoritmo para o pior

caso (ou seja, o caso em que nenhum vetor dominado é encontrado).

O número máximo de vetores gerado por iteração do LLVI pode ser menor que o

gerado pelo algoritmo de iteração de valores sobre o POMDP multiplicado, porque

Γ[i,q] =
∑

q′∈OUT (q)

∑

a∈Aq

|Γ[i−1,q′]||Ωq,a,q′ |

≤
∑

q′∈E

∑

a∈A

|Γ[i−1,q′]||Ωq,a,q′ |

≤ |E||A||Γi−1||Ω| (5.1)

≤ |Ω||E||A||Γi−1||Ω|. (5.2)

As linhas 5.1 e 5.2 são os números de vetores gerados para o POMDP multiplicado

sem e com observações seletoras, respectivamente. No entanto, como vetores dominados

são eliminados, o algoritmo de iteração de valores poderia ter melhor desempenho. Em
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nossos experimentos o LLVI se mostrou sempre melhor que a iteração de valores sobre o

POMDP multiplicado.

Uma melhoria

q0

a,b,c,d
q1a

c,e

q2

b

c,d

q3

c
a

q4

d

a,b

Figura 5.5: Autômato que causa operações desnecessárias de verificação de dominância.

O algoritmo LLVI pode computar a mesma função valor mais de uma vez, fazendo

mais verificações de dominância que o necessário. Por exemplo, um LL-POMDP usa

o autômato M da Figura 5.5. Na época i, ao calcular as funções valor para a época

i + 1, novas transições serão adicionadas ao novo autômato W . A Figura 5.6 mostra as

transições que seriam adicionadas a ∆ terminando em [i, q0]: as funções para {a, b} e {c, d}
seriam calculadas, e a nova função {a, b, c, d} seria calculada também. No entanto, com

isto alguns testes de dominância seriam repetidos (se a domina b, este teste seria feito duas

vezes). Podeŕıamos ter usado {a, b} e {c, d} (que já passaram por testes de dominância)

para construir {a, b, c, d}. Como o teste de dominância é caro, seria melhor se o cálculo

das funções valor sempre fosse feito aproveitando aquelas já calculadas, quando posśıvel.

Uma maneira de resolver este problema usa o conceito de autômato reverso, definido

neste caṕıtulo. Denotamos um autômato determińıstico com uma estrela (Z∗ é deter-

mińıstico), e o autômato reverso com um R: ZR é Z reverso.

Os testes de dominância adicionais mostrados na Figura 5.6 só acontecem quando

transições com o mesmo evento terminam no mesmo estado – o que é o mesmo que

dizer que o problema acontece quando o autômato reverso MR é não-determińıstico.

Para resolver o problema, basta reverter o autômatoM, transformá-lo em um autômato

determińıstico, e revertê-lo novamente. O autômato resultante ((MR)∗)
R tem a mesma

linguagem deM, e não terá transições com o mesmo evento terminando no mesmo estado.

Isto evitará os testes de dominância desnecessários.
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aa, b c, d a, b, c, dc, e

qi,0

q4 qi+1,3 qi+1,2 qi+1,1 qi+1,0

Figura 5.6: Operações desnecessárias realizadas pelo LL-POMDP-DP.

5.2.4 Algoritmos baseados em discretização

Os algoritmos baseados em discretização do espaço de crença também podem ser adapta-

dos para LL-POMDPs. Há duas mudanças a serem feitas nestes algoritmos:

• A grade inicial pode ser determinada simulando os pontos de crença que poderiam

ser alcançados a partir de um ponto de crença inicial. Isto permite que o algoritmo

trabalhe com pontos de crença relevantes. A linguagem do autômato M pode

restringir a busca por pontos de crença ao determinar a grade inicial, incluindo,

para cada estado do autômato, os pontos relevantes para aquele estado;

• Novamente, há a necessidade de manter diferentes funções valor para cada estado

do autômatoM. O passo de melhoria da função valor deve ser modificado de forma

a fazer a melhoria em cada uma destas funções valor, da mesma forma já descrita

para os algoritmos de iteração de valores.

Descreveremos estas modificações para o PBVI. A primeira modificação é simples;

para a segunda, a Equação 3.4 (na página 53) passa a ser usada apenas para as ações e

observações permitidas no estado q.

Primeiro o conjunto de vetores α a ser gerado é só o das ações permitidas em q:

Γa,∗
q ← αq

a,∗(s) = R(s, a).

Em seguida, os vetores provenientes de outras funções valor são usados, de acordo com

as ações e observações posśıveis:

∀p ∈ E, a ∈ A, o ∈ Ω tais que δ(q,< a, o >) = p,
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∀α′ ∈ Γ[i−1,p],

Γa,o
q (s)← αa,o

p (a) = γ
∑

s′∈S

T (s′|s, a)O(o|s′, a)α′(s′).

E cada ponto de crença tem seu vetor modificado:

∀b,

Γa
[b,q] = Γa,∗

q +
∑

o∈Ωq

arg max
α∈Γa,o

q

(
∑

s∈S

α(s)b(s)

)
.

Complexidade

Há uma diferença importante entre os algoritmos exatos de iteração de valores e os algorit-

mos baseados em pontos de crença: para estes últimos, o passo de melhoria é polinomial.

Isto invalida, para estes algoritmos, o argumento a favor da divisão da função valor. Para

o algoritmo simples com grade fixa, a análise de complexidade é semelhante àquela para

iteração de valores em LL-MDPs.

5.3 Duração Probabiĺıstica Discreta para Eventos

Há situações nas quais é necessário levar em conta o fato de diferentes ações terem durações

diferentes (um tratamento médico pode durar mais que outro, por exemplo). O mesmo

acontece com observações: uma ação que dispara uma busca por um elemento em uma

base de dados distribúıda pode resultar em uma observação em um curto tempo (se a

informação foi achada logo no ińıcio da busca) ou depois de um longo tempo (se a busca

exaustiva não encontrou a informação, ou se um limite de tempo foi excedido).

A solução de POSMDPs, como já visto, é dif́ıcil – mas POMDPs e LL-POMDPs podem

ser estendidos para que seja posśıvel especificar um conjunto de durações para cada ação

e cada observação, além da probabilidade de que cada uma das ações e observações tenha

cada uma das durações definidas.

Definição 5.9 (LL-POMDP com durações)

Um LL-POMDP com durações para eventos é a tupla (S,A, T,R, Ω, O,M, D). A função

D : A × Ω × N 7→ [0, 1] determina a probabilidade de que cada evento tenha uma certa

duração: D(a, o, j) dá a probabilidade de que o evento < a, o > tenha a duração igual a

j unidades de tempo. A noção de horizonte passa a significar “unidades de tempo” ao

invés do significado usual, “número de decisões”. Cada decisão pode consumir uma ou

mais unidades de tempo.
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Em um LL-POMDP, a duração da última ação é usada na determinação do próximo

estado do autômato). O alfabeto do autômato é Σ = {< a, o, j > |a ∈ A, o ∈ Ω, j ∈ N}.
É posśıvel também modificar a definição de LL-POMDPs com duração para que as

durações dos eventos dependam também do estado do MDP subjacente (ou seja, D :

S ×A× Ω×N 7→ [0, 1]. Para isto seria necessário modificar o estimador de estados τ de

forma que este passe a usar esta informação. Esta modificação, no entanto, fica fora do

escopo deste trabalho.

5.3.1 Poĺıtica

A poĺıtica ótima para um LL-POMDP com durações é semelhante à de um LL-POMDP,

determinando a ação a ser tomada a partir do estado de crença. As durações de eventos

são usadas apenas nos algoritmos para determinar a poĺıtica e para executá-la, e são

implicitamente representadas nas transições do autômato W (o alfabeto do autômato foi

extendido para incluir a duração de cada evento).

5.3.2 Algoritmos

O algoritmo de iteração de valores para LL-POMDPs pode ser modificado para levar em

conta durações probabiĺısticas para eventos. O algoritmo de iteração de valores é alterado

de forma que, após k iterações (ou seja, construindo a poĺıtica para o momento em que

há k unidades de tempo dispońıveis para o tomador de decisões), considere as poĺıticas

de diversos momentos à frente, dependendo das durações das ações.

A Figura 5.7 mostra três eventos, e0, e1 e e2, com durações 1, 2 e 4, respectivamente.

As arestas mostram quais funções valor das iterações anteriores são usadas para construir

a função valor Γ[4,0]: as funções valor Γ[1,0] e Γ[1,1] não são usadas, porque não há evento

com duração igual a três.

Iteração de valores

Apresentaremos apenas o algoritmo de programação dinâmica para LL-POMDPs, uma

vez que a versão para LL-MDPs pode ser intúıda trivialmente deste. O operador H

modificado é:

h(b, a, V, q, i) =
∑

s∈S

R(s, a)b(s) +

γ
∑

j∈N+

{
D(a, o, j)

∑

o∈Ω

Pr(o|b, a)V [τ(b, a, o), δ(q,< a, o, j >), i− j]

}

HV (b, q, i) = max
a∈Aq

h(b, a, V, q, i).
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[3, 1] [2, 1]

[1, 0][2, 0][3, 0]

[1, 1]

[4, 0]

e1

e1

e2

e2

e0

e0

[0, 0]

[0, 1]

Figura 5.7: Construindo uma poĺıtica para LL-POMDPs com durações nas ações.

O algoritmo de iteração de valores passa a usar a seguinte fórmula no passo de pro-

gramação dinâmica:

∀q ∈ E, p ∈ IN(M, q),

∀a ∈ A tal que ∃o ∈ Ω,∃ ∈ N, δ(p,< a, o, t >) = q,

Γa
[i,p] =





ra + γ

∑

j∈N+



D(a, o, j)
∑

o∈Ω
δ(p,<a,o>)=q

Ma,oα





∣∣∣∣∣∣∣∣
α ∈ Γ[i−j,q]





. (5.3)

Γ[i,p] =
⋃

a∈A

Γa
[i,p].

As funções valor das iterações anteriores são usadas e ponderadas de acordo com as

probabilidades das durações de eventos.

Para horizonte infinito, um posśıvel critério de convergência para o algoritmo é similar

àquele para LL-POMDPs, mas com o cuidado extra de se comparar a função valor do

estado q com todas as outras usadas para constrúı-la (em todas as iterações anteriores):

∀q ∈ E, j ∈ N Cq,j(L) = C(V[i,q], V[i−j,q]), (5.4)

C(L) =
∧

q∈E,j∈N

Cq,j(L). (5.5)

Multiplicação de estados

Pode-se multiplicar os estados do LL-POMDP com durações da mesma forma que LL-

POMDPs. No entanto, como a duração de um evento pode determinar o próximo estado

do autômato, é necessário multiplicar o espaço de estados também pela quantidade de

posśıveis durações de eventos. O espaço de estados resultante é S × E × Ω× T , onde T
é o conjunto de todas as posśıveis durações de eventos.
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5.3.3 Determinação das unidades de tempo

Seja T o conjunto de todas as durações de eventos, usando a mesma unidade de medida

(ou seja, T = {u|∃a ∈ A, o ∈ Ω, D(a, o, u) 6= 0}. Há dois problemas a serem resolvidos:

• As durações, do ponto de vista do algoritmo, devem ser naturais, e não reais;

• O uso de uma unidade de tempo inadequada pode causar iterações desnecessárias e

produzir uma poĺıtica muito grande. Por exemplo, se T = {20000s, 40000s, 60000s},
seria inconveniente executar o algoritmo para horizonte acima de 20000, quando é

posśıvel dividir os tempos por 20000 e usar {1, 2, 3}.

Pode-se determinar um conjunto de durações mais adequado a partir de T , da seguinte

forma:

v = max
w∈R

{w|∀t ∈ T , ∃i ∈ N, t = iw} ,

∀a ∈ A, o ∈ Ω, ∀u ∈ T ,

D′
(
a, o,

u

v

)
= D(a, o, u).

A unidade de tempo é v, e a nova função que dá as durações é D′.

5.3.4 Usando a poĺıtica

O Algoritmo 5.4 mostra como a poĺıtica para um LL-POMDP deve ser usada: basta

que o tomador de decisões se lembre do estado do autômato, como na poĺıtica para LL-

POMDPs. Neste caso, pode ser que ele vá de um estado para outro que está várias

unidades de tempo à frente.

5.4 Sumário

Este caṕıtulo descreve teoricamente algumas das contribuições centrais desta tese:

• A definição de POMDPs limitados por linguagem;

• Dois algoritmos para solução dos novos problemas descritos: um multiplicador de

estados e um passo modificado de programação dinâmica;

• Prova de corretude do passo modificado de programação dinâmica;

• Adaptação dos algoritmos para que aceitem a especificação de duração probabiĺıstica

discreta para eventos.
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Entrada: Uma poĺıtica (W , Γ) onde W = (E ,N ,F , ∆) é um autômato e
Γ = {Γq|q ∈ E} é um conjunto de funções valor;
Um estado inicial de crença b;
Um horizonte z.

Escolha q ∈ N1

enquanto q = [k, ·], 0 ≤ k < z faça2

a← best action(Γq, b)3

Execute a, obtendo a próxima observação o após u unidades de tempo4

q ← ∆(q,< a, o, u >)5

b← τ(b, a, o)6

fim7

Algoritmo 5.4: Usando uma poĺıtica para LL-POMDPs com duração proba-
biĺıstica.
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Resultados experimentais

Este caṕıtulo descreve experimentos realizados com algoritmos para solução de LL-MDPs

e LL-POMDPs. Os algoritmos implementados são:

• LL-MDPs

– Multiplicador de estados: implementamos um programa que multiplica os

estados do POMDP usando o autômatoM, como descrito no Caṕıtulo 4;

– Iteração de valores: implementamos, em C++, o algoritmo de iteração de

valores e sua versão modificada para LL-MDPs, como descrito no Caṕıtulo 4;

• LL-POMDPs

– Multiplicador de estados: implementamos um programa que multiplica

os estados do POMDP usando o autômato M, como descrito anteriormente.

Este programa permite especificar se há ou não observações seletoras no LL-

POMDP, e usa um algoritmo simples e mais rápido quando estas não existem;

– Iteração de valores: modificamos o resolvedor de POMDPs de Anthony

Cassandra [18] (o pomdp-solve, implementado em C) de forma a usar o passo

modificado de programação dinâmica descrito no Caṕıtulo 5;

– Iteração de valores com durações: similar ao anterior, mas com as modi-

ficações necessárias para que seja posśıvel especificar durações para cada evento,

como descrito na Seção 5.3.

Os resultados descritos neste caṕıtulo foram obtidos da seguinte maneira: para cada

LL-MDP,

• Usamos o multiplicador de estados e em seguida usamos tanto programação linear

como iteração de valores para resolver o problema resultante;

103
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• Usamos o algoritmo de iteração de valores para LL-MDPs (LLVI, cujo passo de

programação dinâmica é descrito no Algoritmo 4.2);

e para cada LL-POMDP,

• Testamos diversos algoritmos com o POMDP subjacente;

• Usamos o multiplicador de estados e em seguida usamos diversos algoritmos para

resolver o problema resultante;

• Usamos o pomdp-solve modificado para LL-POMDPs (LLVI, para POMDPs, cujo

passo de programação dinâmica é descrito no Algoritmo 5.2).

Além disso, para cada problema (tanto LL-MDPs como LL-POMDPs) verificamos

que:

• Para entradas aleatórias a poĺıtica gerada usando o multiplicador de estados re-

comendava as mesmas ações que a poĺıtica gerada pelo algoritmo de programação

dinâmica modificado para LL-POMDPs;

• Os estados de crença intermediários nos algoritmos MS tinham no máximo |S| ele-
mentos não zero (como descrito na página 90);

• Os valores não zero mencionados eram os mesmos produzidos ao usar as poĺıticas

geradas por algoritmos LL (apenas quando as ações recomendadas eram as mesmas).

Também rodamos nossa implementação de iteração de valores para LL-POMDPs com

durações para alguns problemas e verificamos que a poĺıtica gerada estava correta.

6.1 Problemas modelados como LL-MDPs

Esta seção descreve problemas modelados como LL-MDPs. O problema do robô coletor de

rochas é uma variação de um POMDP usado como benchmark por Smith e Simmons [75].

6.1.1 Administrador de sistemas

Esta é uma variante de um problema descrito por Guestrin e outros [31]: um adminis-

trador de sistemas deve monitorar n máquinas, e reiniciá-las quando elas falharem. Cada

máquina pode falhar espontaneamente com uma pequena probabilidade, e quando uma

máquina falha, ela aumenta a probabilidade de as máquinas vizinhas falharem. O ad-

ministrador de sistemas pode reiniciar apenas uma máquina de cada vez. O objetivo do

administrador é maximizar a quantidade de máquinas funcionando ao longo do tempo.
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A versão apresentada neste trabalho tem uma restrição adicional: uma máquina só

pode ser reiniciada k vezes, e depois deve ser trocada por outra. Para cada n e k um

autômato diferente precisa ser criado. O autômato tem número de estados exponencial

(mais precisamente, kn); o MDP tem 2n estados (um bit para cada máquina, indicando

se ela está ligada ou desligada).

6.1.2 Robô coletor de rochas (I)

Um robô está em uma área quadrada de tamanho L×L. Há também r rochas que ele deve

coletar e analisar. Quando a análise estiver pronta, ele deve enviar os dados por rádio

para uma estação de pesquisa. Como a memória do robô é limitada, ele pode armazenar

apenas os dados de k rochas de cada vez, e portanto deve alternar coleta e envio de dados.

As ações dispońıveis para o robô são:

• Mover-se nas quatro direções. Estas ações terão sucesso com probabilidade 0.9, e

manterão o robô no mesmo estado com probabilidade 0.1;

• Coletar: esta ação coleta a rocha no local onde o robô está;

• Enviar: esta ação envia os dados sobre as últimas k rochas coletadas.

O espaço de estados tem tamanho L×L×2r (cada combinação de rochas já coletadas

e cada posição são representadas). Para forçar a restrição do envio dos dados de k rochas

de cada vez, seria necessário multiplicar este espaço de estados por k, para que o estado

represente também o número de rochas coletadas e não processadas – ou pode-se modelar o

problema como um LL-MDP, usando o autômato da Figura 6.1 (o autômato representado

funciona para k = 3.

q0

{N,S,E,W}

q1
c

{N,S,E,W}

q2
c

{N,S,E,W}

q3

c

s

{N,S,E,W}

Figura 6.1: Autômato que restringe o número de coletas antes do envio de dados por um
robô.
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6.2 Problemas modelados como LL-POMDPs

Esta seção descreve os problemas que modelamos como LL-POMDPs. Os problemas do

tigre e do robô coletor de rochas foram obtidos na literatura sobre POMDPs [74, 75, 44], e

os problemas do labirinto e do tratamento médico foram desenvolvidos para este trabalho.

6.2.1 O problema do Tigre

Modelamos duas versões do problema do tigre, já descrito no Caṕıtulo 3:

• Na primeira variação, exigimos que o agente ouça pelo menos duas vezes antes de

abrir uma das portas. Isso é naturalmente modelado como um LL-POMDP: basta

usar o POMDP já descrito no Caṕıtulo 3, com restrições adicionais. Para este

problema, o autômato usado é o da Figura 6.2;

• Na segunda variação, o agente está em um corredor, e deve dar passos à frente antes

de ouvir ou abrir a porta. Neste caso há uma ação a mais (andar para a frente). O

autômato da Figura 6.3 foi usado neste problema.

q0 q1
andar

q2
andar

A

Figura 6.2: Autômato para o problema do tigre, com três estados.

q0 q1
andar

q2
andar

q3
andar

q4
andar

q5
andar

q6
andar

q7
andar

A

Figura 6.3: Autômato para o problema do Tigre, com oito estados.

6.2.2 Navegação de robô

Um robô está em uma sala da qual conhece o mapa, que a Figura 6.4 mostra. O “R”

marca uma recompensa (este é o objetivo do robô), e os quadros escuros são obstáculos.

O robô tem cinco sensores:
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• Quatro sensores que dizem ao robô se há obstáculos nas quatro direções. Estes

sensores podem deixar de funcionar, com probabilidade 0.05, por algum motivo

(podem ficar cobertos de ĺıquido, as baterias dos sensores podem descarregar, ou

os sensores podem quebrar). Quando um sensor quebrar, o robô saberá que isto

aconteceu. Usar os sensores tem um custo para o robô;

• Um sensor que sempre diz ao robô se o último movimento foi bem-sucedido.

R

Figura 6.4: O labirinto do exemplo de navegação de robô.

Além de “sentir” nas quatro direções, o robô pode se mover nas mesmas quatro

direções.

Modelamos este problema como um LL-POMDP da seguinte forma:

• S: cada posição do labirinto é um estado, como podemos ver na Figura 6.4;

• A: {move N,move S,move E,move W, sense N, sense S, sense E, sense W}

• T : Mover na direção de um obstáculo nunca funciona; mover em uma direção livre

sempre funciona;

• R: independentemente da direção, mover tem um custo igual a 10, e usar um sensor

tem custo igual a 2;

• Ω: {obstacle; nothing, broken sensor};

• O: qualquer sensor que esteja funcionando dará a resposta certa com probabilidade

0.9; o resultado errado com probabilidade 0.5; e responderá “estou quebrado” com

probabilidade 0.5. Depois da primeira vez que anunciar que está quebrado, um

sensor sempre dará a mesma resposta. Depois de mover-se para uma direção livre,

o robô sempre sabe que obteve sucesso; depois de bater em um obstáculo, o robô

recebe a observação “obstáculo” com probabilidade 0.91, e “OK” com probabilidade

0.9.

• M: como na Figura 6.5. Os estados representam sensores quebrados, e os rótulos

das transições são omitidos para manter a clareza.
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N

S

E

W

NS

NE

NW

SE

SW

EW

NSE

NSW

NEW

SEW

∅ NSEW

Figura 6.5: AutômatoM usado no exemplo de navegação de robô.

O autômato M só permitirá ao robô usar o sensor de uma dada direção até que o

sensor quebre. Isto significa que a observação “estou quebrado” será seletora (mudará

o estado do autômato). O robô poderá, então, usar os sensores até que todos quebrem,

e depois disso andar às escuras, percebendo (com alta probabilidade, mas não certeza)

quando esbarra em um obstáculo.

6.2.3 Diagnóstico e Tratamento de uma Doença

Um sistema de apoio à decisão deve ajudar no diagnóstico e tratamento de duas doenças

similares (doençaA e doençaB), ambas com os mesmos sintomas.

Há três testes, dois para doençaA e um para doençaB. O TesteA não deve ser repetido,

uma vez que isto não mudaria o estado de crença (e, sendo um teste, também não afetaria

o estado do sistema). Os outros testes podem ser repetidos, já que quanto mais vezes

forem feitos, mais preciso o diagnóstico será.

Há três tratamentos, TrataA1, TrataA2, e TrataB. Para a doençaA, TrataA1 demora

de quatro a seis meses para completar, custa $20 e tem eficiência igual a 0.98. TrataA2

leva de dois a três meses para terminar, custa $30 e tem eficiência 0.95.

TrataB é o único tratamento para doençaB, com eficácia 0.9 e duração de 3 meses.

O tratamento TrataA2 não pode ser usado após TrataB, porque poderia levar à morte
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imediata do paciente.

Os estados posśıveis são Saudável, doençaA e doençaB. As ações (e função de recom-

pensa) estão na Tabela 6.1. As probabilidades de duração são mostradas no formato

“d(p)”, onde d é a duração e p é a probabilidade de que a ação leve aquele tempo para

terminar.

Ação Custo Durações e probabilidades
TrataA1 $20 24(0.7) 16(0.3)
TrataA2 $30 8(0.9) 12(0.1)
TrataB $25 3(1)
TesteA $4 1(1)
TesteA′ $6 1(1)
TesteB $5 1(1)

Tabela 6.1: Ações e recompensas para o exemplo de diagnóstico e tratamento médico.

A Tabela 6.2 mostra a função de transição. Transições que não mudam o estado

corrente são omitidas na tabela.

TrataA1 TrataA2 TrataB TesteA TesteA′ TesteB
Saudável
doençaA Saudável(0.98) Saudável(0.95)
doençaB Saudável(0.9)

Tabela 6.2: Função de transição para o exemplo de diagnóstico e tratamento médico.

As observações são Positivo, Negativo, Sintomas e Nada, e a função de probabilidade

de observação está na Tabela 6.3. Neste exemplo, todas as observações levam o mesmo

tempo para serem obtidas, por isso as durações não são mostradas aqui. Entradas vazias

na tabela significam que a probabilidade da observação é um.

TrataA1 TrataA2 TrataB
Saudável Nada Nada Nada
diseaseA Sintomas Sintomas Sintomas
diseaseB Sintomas Sintomas Sintomas

TesteA TesteA′ TesteB
Saudável Positivo(0.02) Positivo(0.001) Positivo(0.009)
diseaseA Positivo(0.999) Positivo(0.91) Positivo(0.05)
diseaseB Positivo(0.07) Positivo(0.001) Positivo(0.97)

Tabela 6.3: Função observação para o exemplo de diagnóstico e tratamento médico.
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O autômato para este LL-POMDP, na Figura 6.6, não permite sequências de ações

onde TrataA2 segue TrataB, e só permite que TesteA seja feito uma única vez.

q0 A-{TesteA, TrataB}

q1

TesteA

q2

TrataB

A-{TesteA, TrataB}

q3

TrataB

A-{TesteA, TrataA2}

TesteA

A-{TesteA, TrataA2}

Figura 6.6: O autômatoM para o exemplo de diagnóstico e tratamento médico.

6.2.4 Robô coletor de rochas (II)

Este problema é apresentado por Trey Smith em sua exposição sobre o HSVI [75].

Um robô é mandado a um planeta para coletar amostras de minério em uma determi-

nada região. A posição das amostras é conhecida, porque foi fotografada. No entanto, não

há como saber quais amostras tem algum valor cient́ıfico, e o robô precisa testar várias

delas, uma a uma.

Além de se mover nas quatro direções, o robô pode:

• Tentar identificar o valor de uma amostra usando um sensor. A precisão do sensor

decai com a distância entre o robô e a amostra, de acordo com 2−d/d0 (d0 é uma

constante ajustável);

• Coletar uma amostra.

Há apenas duas observações, Good e Bad. Após um movimento, a observação diz

se o movimento foi bem sucedido ou não (a movimentação do robô é completamente

observável). Após usar o sensor, as observações dizem se a amostra tem valor ou não

(com rúıdo).

O robô deve andar por uma área de 4×4 posições, e há quatro rochas a serem coletadas

(das quais o robô conhece as posições). O espaço de estados representa as 16 posições
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do robô e também as 24 possibilidades diferentes para as rochas já coletadas (quando o

robô coleta uma rocha, ele passa para os estados que representam que esta rocha já foi

coletada).

Modelamos este problema com uma restrição adicional: o robô só pode coletar 2 das

4 rochas. Esta restrição é feita como mostra o autômato 6.7 (obviamente, após a última

coleta não há mais necessidade de verificar minério, então as ações de “sampling” também

são exclúıdas no último estado). Este autômato não muda o problema original, e funciona

apenas como um acelerador para o algoritmo de programação dinâmica.

Este problema é interessante tanto com horizonte infinito (o robô termina ao chegar

a um estado final) como com horizonte limitado (o robô analisa a rocha e envia dados de

volta por rádio, mas quando sua bateria acabar, ele para de funcionar).

q0

move/sample

q1
collect

move/sample

q2
collect

move

Figura 6.7: Autômato definindo número máximo de rochas coletadas pelo robô explo-
ratório.

6.3 Representação dos LL-MDPs

A Tabela 6.4 mostra o número de estados dos MDPs modelados, incluindo os MDPs

resultantes de multiplicação de estados. SM é o conjunto de estados do POMDP resultante

da multiplicação. Nesta tabela, “Robô X,Y,Z” é o problema do robô coletor de rochas

onde a área é um quadrado de lado X, há Y rochas e apenas Z delas podem ser coletadas

de cada vez. “AdmSis X,Y” é o problema do administrador de sistemas com X máquinas

que podem ser reiniciadas no máximo Y vezes.

Problema |S| |E| |δ| |SM |
Robô 4,4,2 256 5 25 1281
Robô 5,5,2 800 5 25 4001
AdmSis 3,4 8 64 333 513
AdmSis 4,3 16 81 540 1297
AdmSis 4,4 16 256 1788 4097
AdmSis 5,2 32 32 235 1025
AdmSis 6,2 64 64 570 4097

Tabela 6.4: Número de estados nos LL-MDPs dos experimentos.
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Para os problemas AdmSis com n máquinas e máximo de k reinicializações, o número

de estados é 2n no LL-MDP e kn no autômato (2n+kn). O MDP com estados multiplicados

tem 2nkn estados.

6.4 Tempo de execução para LL-MDPs

Todos os tempos foram tomados em um Athlon 1.3 GHz com 1.1Gb de memória RAM;

o compilador usado foi o mesmo e os mesmos parâmetros de otimização foram usados

em todas as compilações. Todos os números mostrados são médias de cinco tomadas de

tempo para o mesmo experimento, exceto para os casos em que o processo teve que ser

interrompido por exceder o limite estabelecido (43200 segundos). A medida de tempo foi

realizada usando o tempo reportado pelos próprios programas, que medem o tempo de

CPU que usam em modo de usuário.

Os algoritmos usados foram:

• MS+LIN: Multiplicação de estados seguida da transformação em programa linear

e solução deste;

• MS+VI: Multiplicação de estados seguida de iteração de valores;

• LLVI: Iteração de valores modificada para funcionar com LL-MDPs.

Em ambos os casos de “VI”, a iteração de valores foi implementada de forma “ingênua”:

o passo de programação dinâmica percorre, para cada estado, todos os estados, sem

qualquer tentativa de mudar a ordem destes. Já o resolvedor de programas lineares é o

lp-solve [12], versão 5.5.

6.4.1 Noção de convergência

Em todos os experimentos com MDPs e LL-MDPs, a convergência dos algoritmos de

iteração de valores foi verificada usando a equação 2.3, com ǫ igual a 10−9. O algo-

ritmo adaptado para LL-MDPs só termina após todas as funções valor terem convergido

(conforme as equações 4.2 e 4.3).

6.4.2 Horizonte finito

A Tabela 6.5 mostra o tempo de execução dos algoritmos para LL-MDPs com horizonte

finito (todos os tempos são em segundos).
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Problema Horizonte MS+VI LLVI

Robô 4,4,2 10 25.94 5.18
Robô 4,4,2 50 131.34 26.07

Robô 5,5,2 10 271.58 53.06
Robô 5,5,2 50 1331.90 266.37

AdmSis 3,4 10 4.95 0.09
AdmSis 3,4 50 24.48 0.46

AdmSis 4,3 10 42.37 0.5
AdmSis 4,3 50 211.74 2.6

AdmSis 4,4 10 454.05 2.31
AdmSis 4,4 50 1893.32 11.61

AdmSis 5,2 10 32.99 0.78
AdmSis 5,2 50 163.42 3.93

AdmSis 6,2 10 707.52 7.83
AdmSis 6,2 50 2740.43 38.91

Tabela 6.5: Desempenho dos algoritmos para a solução de LL-MDPs com horizonte finito.

6.4.3 Horizonte infinito

A Tabela 6.6 mostra o tempo de execução dos algoritmos de iteração de valores, puro

e modificado, para LL-MDPs com horizonte infinito. O fator de desconto γ para o pro-

blema do robô coletor de rochas é o mesmo usado por Trey Smith na descrição original

do problema como POMDP. O fator de desconto para o problema do administrador de

sistemas é o mesmo usado por Wingate e Seppi [85].

Problema γ MS+LIN MS+VI LLVI

Robô 4,4,2 0.95 1.73 327.91 67.87
Robô 5,5,2 0.95 14.05 2979.95 681.25

AdmSis 3,4 0.95 3.01 261.13 4.91
AdmSis 4,3 0.95 47.33 2299.2 26.94
AdmSis 4,4 0.95 850.77 2942.62 125.07
AdmSis 5,2 0.95 33.13 1686.87 40.37
AdmSis 6,2 0.95 1722.25 25537.8 411.89

Tabela 6.6: Desempenho dos algoritmos para a solução de LL-MDPs com horizonte infi-
nito.
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6.5 Representação dos LL-POMDPs

A Tabela 6.7 mostra o número de estados dos POMDPs modelados, incluindo os POMDPs

resultantes de multiplicação de estados. SM é o conjunto de estados do POMDP resultante

da multiplicação.

Problema |S| |Ω| |E| |δ| |SM |
Robô 10 3 15 276 451
Tigre 2 2 3 10 7
Tigre8 2 2 8 21 17
Médico 3 4 4 81 13
Rochas 257 2 3 44 772

Tabela 6.7: Número de estados nos LL-POMDPs dos experimentos.

6.6 Tempos de execução para LL-POMDPs

Esta seção discute experimentos realizados com algoritmos para a solução de LL-POMDPs.

Os tempos foram tomados da mesma forma que os tempos apresentados para LL-MDPs.

As tabelas nas próximas subseções listam todos os tempos para todos os métodos, mas

muitos deles não são comparáveis: os problemas puros (sem MS ou LL) só podem ser com-

parados com problemas limitados por linguagem se o autômato tinha o único propósito de

otimizar a busca pela poĺıtica – de outra forma, dois problemas diferentes estariam sendo

comparados. Para o problema do tratamento médico, os algoritmos LL são os únicos que

suportam duração nas ações, e portanto só podem ser comparados entre si.

6.6.1 Noção de convergência

O pomdp-solve implementa três critérios de convergência: reśıduo de Bellman, con-

vergência fraca e convergência exata (descritos na subseção 3.4.1). O critério usado em

todos os experimentos com o pomdp-solve é o da “convergência fraca”. O default para o

parâmetro de entrada para convergência é 10−9, e não foi mudado.

Para o HSVI, o critério implementado por Smith para determinar a convergência é

a diferença entre os limites máximo e mı́nimo (porque o HSVI mantém tanto um lower

bound como um upper bound). O programa para quando a diferença entre esses limites é

menor que um valor ǫ para todos os estados de crença. O valor default é 10−3, mas foi

mudado para 10−9.

Os algoritmos adaptados para LL-POMDPs (LL-GRID e LLVI) só terminam após

todas as funções valor terem convergido (conforme as equações 5.4 e 5.5).
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6.6.2 Horizonte finito

Os tempos de execução dos algoritmos para horizonte finito estão descritos na Tabela 6.8.

As colunas da tabela mostram a duração medida da resolução do LL-POMDP ou do

POMDP subjacente usando as seguintes implementações:

• INCPRUNE: incremental pruning puro;

• GRID: método baseado em pontos implementado pelo pomdp-solve. A grade foi

inicializada com a crença uniforme e uma busca em largura foi realizada em seguida.

• MS+INCPRUNE: multiplicação de estados seguida da resolução com o algoritmo

de incremental pruning (a solução gerada é exata);

• MS+GRID: multiplicação de estados seguida da resolução com o algoritmo base-

ado em pontos de crença implementado pelo pomdp-solve;

• LL-INCPRUNE: algoritmo modificado de programação dinâmica e incremental

pruning para o o passo de melhoria;

• LL-GRID: algoritmo modificado de programação dinâmica e o algoritmo baseado

em pontos de crença do pomdp-solve para o passo de melhoria. A grade foi inicia-

lizada da mesma forma que na implementação GRID, e não usamos a busca restrita

por pontos de crença. Isto implica no cálculo de mais pontos de crença do que o

necessário, mas o algoritmo continua correto (as funções valor para cada estado do

autômato são menores do que a função valor ótima para estes estados);

Dentro da tabela:

• As entradas em branco são aquelas onde não fazia sentido obter uma poĺıtica ótima

para o POMDP subjacente, ignorando o autômatoM;

• As entradas do tipo “T1(T2/I)” indicam que o tempo para executar todas as iterações

foi T1, mas na verdade os valores convergiram após I iterações, e portanto o tempo

a ser considerado é T2;

• As entradas com “> 43200” são casos onde a execução demorou mais que doze

horas, e tivemos que interromper o processo.



11
6

C
a
ṕ
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Problema Horizonte INCPRUNE GRID MS+INCPRUNE MS+GRID LL-INCPRUNE LL-GRID

Robô 2 0.01 0.17 36.48 10.97 0.14 6.68
Robô 3 133.73 0.31 > 43200 37.36 0.62 10.88
Robô 4 > 43200 0.57 > 43200 101.87 2.71 16.59
Robô 5 > 43200 1.08 > 43200 196.45 19.34 25.89
Robô 100 > 43200 103.67 > 43200 > 43200 6234.03 3033.78

(98.60,95) (1956.02,16)

Tigre 10 1.57 0.09 1.21 0.06
Tigre 100 33.35 1.43 20.89 0.79
Tigre 500 60.90 7.39 38.38 4.71
Tigre 1000 96.63 14.97 67.03 12.86
Tigre 2000 169.90 31.25 147.33 40.43

Tigre8 10 45.75 0.10 1.18 0.12
Tigre8 100 14227.73 1.40 29.36 1.52
Tigre8 500 > 43200 7.38 84.47 16.29

(3.10, 221)
Tigre8 1000 > 43200 15.08 203.67 55.89

Médico 30 1325 31.63
Médico 50 > 43200 56.02

Rochas 10 > 43200 > 43200 > 43200 618.02

Tabela 6.8: Desempenho dos algoritmos para a solução de LL-POMDPs com horizonte finito.
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6.6.3 Horizonte infinito

Para horizonte infinito, usamos as seguintes implementações:

• INCPRUNE: incremental pruning

• GRID: algoritmo baseado em pontos de crença do pomdp-solve;

• PBVI: PBVI de Pineau;

• HSVI: HSVI de Smith e Simmons;

• MS+INCPRUNE: multiplicação de estados mais INCPRUNE;

• MS+GRID: multiplicação de estados mais GRID;

• MS+PBVI: multiplicação de estados mais PBVI;

• MS+HSVI: multiplicação de estados mais HSVI;

• LL-INCPRUNE: programação dinâmica LL com INCPRUNE;

• LL-GRID: programação dinâmica LL com GRID.

A Tabela 6.9 mostra os tempos de execução. As colunas POMDP DP e HSVI referem-

se ao POMDP subjacente; A coluna “MS+HSVI” refere-se ao POMDP com estados

multiplicados resolvido com HSVI. Os tempos são em segundos: cada entrada mostra

o tempo que o algoritmo demorou para atingir o critério de convergência, e “> 43200”

significa que o algoritmo não convergiu para alguma solução após 43200 segundos.

As entradas são da forma:

• GRID,INCPRUNE: “T (I)”, onde T é o tempo de execução, I é o número de iterações

antes da convergência;

• PBVI: “T (I){B}”, onde T é o tempo de execução, I é o número de iterações antes da

convergência, e B é o tamanho do conjunto de pontos de crença (e consequentemente

o número de vetores α da poĺıtica);

• LL-GRID, LL-INCPRUNE: “T (I/E)”, onde T é o tempo de execução, I é o número

de iterações (passos de programação dinâmica) e E é o número de épocas de decisão

processadas. Cada época de decisão pode envolver mais de um passo de programação

dinâmica (porque os passos são separados para cada transição do autômato).
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O método MS+INCPRUNE aplicado no problema Tigre8 não terminou no prazo es-

tabelecido, mas o número de vetores se estabilizou em 83 na iteração 131, após 4118

segundos. O mesmo aconteceu com o método MS+GRID quando aplicado ao problema

do diagnóstico médico: após 98.12 segundos e 123 iterações, o número de vetores se esta-

bilizou em 61. Em ambos os casos, o erro residual calculado era menor que 10−5.

Para o problema do tratamento médico, apenas o tempo dos algoritmos LL é mostrado;

neste caso, a variante do LL é aquela que suporta a duração de ações.

6.7 Discussão

Discutimos agora os resultados, sob dois pontos de vista: os LL-MDPs e LL-POMDPs

como formas de otimizar os MDPs/POMDPs subjacentes e em seguida, como ferramenta

de modelagem.

6.7.1 Limitações como otimizações

A multiplicação de estados implica também na multiplicação do tamanho da representação

da poĺıtica: cada vetor, que originalmente tinha tamanho |S|, passa a ter tamanho |S||E|
(para LL-POMDPs com observações seletoras, |S||E||Ω|).

Em um LL-MDP, o número de estados percorrido a cada iteração pode diminuir, da

mesma forma como o número de vetores α para LL-POMDPs (os tempos dos experimentos

com LL-MDPs mostram isso claramente). No entanto, isso depende da estrutura do

autômato: para LL-MDPs, o algoritmo LLVI será vantajoso se houver poucas transições

entre os estados (porque cada transição é um passo a mais de programação dinâmica).

Para o problema do robô coletor de rochas modelado como LL-MDP, o autômato que

próıbe movimentos inúteis deixou a busca pela poĺıtica mais lenta, porque adiciona muitas

arestas ao autômato – já o autômato que separa logicamente o número de rochas já

recolhidas acelerou o processo.

Para LL-POMDPs, os conjuntos de vetores são maiores quando os estados são mul-

tiplicados, porque as funções valor para todos os estados do autômato são representadas

em um só conjunto de vetores. Como a quantidade de vetores pode crescer de forma

duplamente exponencial, como descrito no Caṕıtulo 3, a abordagem da multiplicação de

estados pode se tornar inviável para problemas com muitos estados e observações ou com

autômatos com muitos estados. O algoritmo que representa as funções-valor separada-

mente por estado do autômato tem a vantagem de manter vetores pequenos e em menor

número para passos exatos de programação dinâmica. Esta vantagem, no entanto, só

existe quando não há no autômato muitas arestas entre cada par de estados adjacentes

no autômato W (isto já foi discutido no Caṕıtulo 5).



6
.7

.
D

iscu
ssã
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Problema γ INCPRUNE GRID PBVI HSVI

Robô 0.75 > 43200 98.60(95) 0.38(1460){64} < 1

Problema γ MS+INCPRUNE MS+GRID MS+PBVI MS+HSVI LL-INCPRUNE LL-GRID

Robô 0.75 > 43200 > 43200 102.14(1385){64} 64 1956.02(16/912) > 43200
Tigre 0.75 24.31 (125) 0.38 (119) 0.02(274){31} < 1 20.26 (80/239) 0.48(80/239)
Tigre8 0.75 > 43200 (—) 1.64 (118) 0.28(277){35} < 1 27.43 (79/611) 0.87(79/611)
Médico 0.75 > 43200 106.75(91/728)
Rochas 0.95 > 43200 > 43200 7633(673){64} 12 > 43200 > 43200

Tabela 6.9: Desempenho dos algoritmos para a solução de LL-POMDPs com horizonte infinito.
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No problema da navegação, o LL-INCPRUNE convergiu com apenas 16 iterações (e

na verdade, com as restrições do autômato não há como o robô andar mais do que 8

vezes sem passar pelo mesmo estado – mas há a possibilidade de o robô andar em ciclos,

com os movimentos N,E, S,W , por exemplo). Já o LL-GRID apresentou problemas para

convergir.

Os algoritmos PBVI e HSVI constam na tabela apenas para que seja posśıvel uma

comparação, mas deve ficar claro que nenhum deles funciona para horizonte finito, e o

HSVI não poderia ser modificado em um “LL-HSVI”, como já discutido no Caṕıtulo 5.

6.7.2 Limitações como ferramenta de modelagem

Para os problemas onde as limitações do autômato eram parte da modelagem, as colunas

relevantes na tabela de tempos são as que mostram “MS” e “LL”.

Até onde sabemos, o processo de modelagem de MDPs e POMDPs não é feito com

autômatos ou outras ferramentas matemáticas exceto diagramas de influência e ferramen-

tas de decomposição. As situações em que há a necessidade de impor ordem em ações

normalmente são modeladas de forma ad-hoc (como no trabalho de Peek em diagnóstico

e tratamento médico [56]) ou apresentando o MDP ou POMDP já multiplicado. O uso

de autômatos oferece as seguintes vantagens sobre estas abordagens:

• O número de estados após a multiplicação é muito grande, como visto na Tabela 6.7,

tornando a modelagem manual praticamente imposśıvel. Programas que geram

MDPs ou POMDPs já multiplicados têm que ser refeitos para cada problema. O

uso de LL-MDPs e LL-POMDPs permite representar as restrições separadamente,

e mudá-las sem que se tenha que dar atenção ao problema subjacente;

• O autômatoM pode ser facilmente combinado com outro,M′. Por exemplo, pode-

se obter as linguagens L(M) ∪ L(M′) e L(M) ∩ L(M′), ou outra que seja conve-

niente. Estas modificações podem ser realizadas apenas nos autômatos, sem que a

modelagem do problema subjacente tenha que ser repensada.

6.7.3 LL-POMDPs com duração para eventos

Implementamos o algoritmo LL-INCPRUNE com duração para eventos, e o usamos para

encontrar poĺıticas ótimas para o problema do diagnóstico médico descrito neste caṕıtulo.

A Tabela 6.10 mostra o tempo necessário para obter poĺıticas de horizontes 30 e 50.

A Tabela 6.11 mostra a evolução do número de vetores α gerados a cada iteração do

algoritmo. Na iteração 13 o algoritmo passou a considerar a ação TrataA2. Antes disso

ela não era considerada, porque havia a possibilidade dela durar 12 unidades de tempo, e
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Horizonte LL-INCPRUNE LL-GRID

30 1325 31.63
50 > 43200 56.02

Tabela 6.10: Tempos de execução para obtenção de poĺıticas de horizonte finito com
durações nas ações.

o horizonte seria excedido. Como a recompensa desta ação é alta (porque pode levar ao

estado saudável), diversos outros vetores dominados foram eliminados nesta iteração.

Época Vetores Época Vetores Época Vetores

1 6 11 2368 21 553
2 6 12 1958 22 561
3 10 13 588 23 559
4 28 14 509 24 560
5 62 15 493 25 640
6 138 16 473 26 700
7 262 17 492 27 668
8 530 18 496 28 629
9 1016 19 519 29 596

10 1714 20 536 30 637

Tabela 6.11: Número de vetores α por iteração ao resolver o problema do diagnóstico.

6.8 Sumário

Este caṕıtulo apresentou alguns problemas modelados como LL-MDPs e LL-POMDPs

e os tempos de execução para resolvê-los, usando duas abordagens: a multiplicação dos

estados do MDP (ou POMDP), e a modificação do passo de programação dinâmica. Com

isto, o caṕıtulo confirma a validade e viabilidade das contribuições da tese:

• Mostramos que a solução de LL-MDPs e LL-POMDPs (inclusive com duração pro-

babiĺıstica para eventos para LL-POMDPs) de horizonte finito é viável;

• Para um experimento com LL-MDPs, o algoritmo LLVI mostrou-se melhor que a

multiplicação de estados;

• Para LL-POMDPs sem durações, o algoritmo LL-INCPRUNE se mostrou muito

melhor do que a abordagem da multiplicação de estados do POMDP subjacente

com INCPRUNE puro. Mostramos que a partir de um POMDP, o LL-POMDP
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otimizado (como no caso da navegação de robô) pode ser resolvido em menos tempo

(e instâncias maiores podem ser resolvidas);

• Para os algoritmos baseados em pontos de crença, notamos que em alguns casos a

multiplicação de estados é melhor, e em outros o algoritmo LL-GRID é melhor;

• Apontamos algumas vantagens da modelagem usando autômatos.

Os problemas modelados são listados na Tabela 6.12. Os problemas com uma única

observação são completamente observáveis (MDPs). A coluna “Obs. Sel.” diz se o

problema tinha observações seletoras; a coluna “Restrições” diz que tipo de restrição o

autômato impõe: (O) é uma otimização, (M) é uma modificação no problema original.

Problema |S| |A| |Ω| |E| Obs. Sel. Restrições Durações

Robô 4,4,2 256 6 1 5 M
Robô 5,5,2 800 6 1 5 M
AdmSis 3,4 8 7 1 64 M
AdmSis 4,3 16 9 1 81 M
AdmSis 4,4 16 9 1 256 M
AdmSis 5,2 32 11 1 32 M
AdmSis 6,2 64 13 1 64 M

Robô 10 8 3 15
√

O
Tigre 2 3 2 3 M
Tigre-8 2 4 2 8 M
Médico 3 6 4 4 M

√

Rochas 257 9 2 3 M

Tabela 6.12: Problemas modelados para experimentos.
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Trabalhos Futuros

Este caṕıtulo apresenta idéias relacionadas a LL-MDPs e LL-POMDPs que ainda não

implementamos e não temos prova de que estejam corretas. As idéias encontram-se em

diferentes estágios de desenvolvimento.

Para LL-POMDPs, muitas das idéias neste caṕıtulo só não foram ainda implementadas

porque a implementação original dos algoritmos não está dispońıvel, e a implementação

levaria tempo demais (o pomdp-solve de Tony Cassandra tem mais de dez mil linhas

de código, e o zmdp de Trey Smith tem mais de nove mil). A Tabela 7 mostra os algo-

ritmos descritos nesta tese e as implementações a que tivemos acesso. A coluna “LL”

diz se pudemos diretamente adaptar o algoritmo para trabalhar com LL-POMDPs: um

“S” significa que adaptamos e testamos a implementação; um “T” significa que temos

o trabalho teórico pronto; um “N” significa que a adaptação pode ser posśıvel, mas não

fizemos o trabalho teórico ainda. A coluna “Fonte” diz se tivemos acesso ao código fonte

da implementação. A última coluna é uma referência à implementação.

Algoritmo Horizonte Exato LL Fonte Ref. Implementação

It. de valores F/I S S S Anthony Cassandra [18]
PolCa F/I N T N
It. de poĺıticas (Hansen) I N T N
BPI I N T N
RTDP I N T S Trey Smith [73]
PBVI I N T S Joelle Pineau∗

HSVI I N N S Trey Smith [73]

Tabela 7.1: Implementações de algoritmos para solução de POMDPs.

O PBVI que temos é uma adaptação feita por Pineau no pomdp-solve de Anthony

Cassandra. A versão adaptada é a 4.0 (diferente da versão que usamos para nossas

modificações). A implementação do RTDP mencionada na tabela é diferente da idéia

123
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original de Bonet e Geffner, incorporando um trabalho de otimização do algoritmo por

Trey Smith [76].

7.1 Decomposição hierárquica

A combinação dos algoritmos (LL-MDP-DP com PolCa, ou LL-POMDP-DP com PolCa+)

permitiria a solução de instâncias grandes de LL-MDPs e LL-POMDPs.

Os LL-MDPs e LL-POMDPs podem ser decompostos hierarquicamente pelos algorit-

mos PolCa e PolCa+, com apenas uma restrição a mais: eventos em transições diferentes,

vindo de um mesmo estado de M, não podem ser agrupados em uma mesma subtarefa.

Cada subtarefa é então resolvida como um LL-MDP ou LL-POMDP, usando o mesmo

autômato.

Durante a execução da poĺıtica, o tomador de decisões se lembrará do estado do

autômato e escolherá recursivamente a ação indicada para aquele estado.

LL-POMDPs com durações para eventos também podem ser decompostos. A poĺıtica

gerada por LL-POMDPs com durações para eventos pode ser executada da mesma forma

que LL-POMDPs usando o PolCa+, exceto que o tomador de decisões também levará

em conta o número de unidades de tempo passadas desde a última decisão. Sabemos

como usar o PolCa+ para decompor POMDPs, mas não pudemos obter a implementação

original.

7.2 Processos de decisão Semi-Markovianos

Os SMDPs (processos de decisão semi-Markovianos) são bem conhecidos e há algoritmos

eficientes de programação dinâmica para resolvê-los [69]. Já os POSMDPs são mais

dif́ıceis, mas há heuŕısticas e aproximações para POSMDPs (como visto na seção 3.5). O

algoritmo apresentado nesta tese para LL-POMDPs com durações pode ser usado como

heuŕıstica para resolver POSMDPs. No entanto, este algoritmo funciona apenas para

ações com durações discretas, não sendo necessariamente a melhor heuŕıstica.

A adaptação dos SMDPs e POSMDPs de forma a definir LL-SMDPs e LL-POSMDPs

e o desenvolvimento de algoritmos para estes novos problemas seria interessante. Os LL-

SMDPs podem ser resolvidos por qualquer algoritmo adaptado, da mesma forma que os

LL-MDPs. Já os LL-POSMDPs dependem da adaptação de heuŕısticas para POSMDPs.
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7.3 Autômatos temporizados

Há diversas situações em que um tomador de decisão tem um prazo (ou carência) para

executar uma ação. Se o prazo expirar, o estado atual do autômato deve mudar para

outro que próıba a ação; antes de terminar o peŕıodo de carência, certa ação não pode

ser executada. Isso seria posśıvel definindo, por exemplo, LL-MDPs com autômatos tem-

porizados [5, 4, 6]. Um autômato temporizado tem um conjunto de relógios, e o estado

atual depende não apenas da sequência de ações executada, mas também dos relógios.

7.4 Linguagens livres de contexto

Os LL-MDPs e LL-POMDPs foram definidos nesta tese usando linguagens regulares e

autômatos finitos. Há situações onde se queira restringir sequências de ações de forma

que formem linguagem livre de contexto [40]. Por exemplo:

• Uma sequência de ações pode ter que ser desfeita na ordem reversa em que as ações

foram executadas;

• Uma determinada ação deve ser executada para cada vez que uma observação é

notada, mesmo que não imediatamente;

• Uma sequência de ações pode resultar em uma sequência de observações, na or-

dem inversa. Um autômato com pilha pode relacionar, então, cada ação com sua

observação.

Para estas situações, os algoritmos para LL-POMDPs poderiam ser adaptados para

usar autômatos com pilha (os algoritmos LLVI podem guardar em cada estado, além de

uma função valor, o “estado simulado da pilha”).

7.5 Mais algoritmos

Um trabalho interessante é a investigação de outros algoritmos para MDPs e POMDPs,

tentando adaptá-los para que funcionem com LL-MDPs e LL-POMDPs. O BPI e o

FRTDP são particularmente interessantes por apresentarem bom desempenho na prática.

7.6 Compressão de estados

Há algoritmos que permitem a representação de POMDPs de forma compacta. Um deles

é o Value-Directed Compression, de Pascal Poupart [65, 66]. Estes algoritmos permitem
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acelerar a busca por uma solução ótima, além de permitir a solução de instâncias maiores

de problemas.

7.7 Sumário

Este caṕıtulo mostra trabalhos em andamento relacionados a LL-POMDPs:

• Decomposição hierárquica de LL-POMDPs;

• Definição de LL-SMDPs e LL-POSMDPs, e desenvolvimento de algoritmos para

estes;

• Adaptação dos LL-POMDPs para usar autômatos temporizados, e desenvolvimento

de algoritmos para estes problemas;

• Adaptação dos LL-POMDPs para linguagens livres de contexto e desenvolvimento

de algoritmos para estes problemas;

• Adaptação de mais algoritmos;

• Uso de compressão de estados.
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Conclusão

A motivação inicial para esta tese foi uma experiência anterior na modelagem do processo

de diagnóstico e tratamento de enfermidades [57]. Tradicionalmente, a especificação de

uma ordem necessária para ações exige a manipulação do modelo de forma não-intuitiva e

ad-hoc. Esta tese aponta para o fato destes frameworks serem suficientes mas inadequados

para a modelagem de muitas situações; mostra então como generalizá-los de forma a

beneficiar tanto o processo de modelagem como, em alguns casos, a busca de poĺıticas

ótimas. As contribuições deste trabalho são:

• A definição dos MDPs e POMDPs limitados por linguagem. A relevância destes

foi indicada com exemplos: há problemas que não são facilmente modelados como

MDPs, mas que podem ser modelados de forma mais simples como LL-MDPs. A

modelagem do processo de Markov e a modelagem da ordem em que as ações acon-

tecem passam a ser processos distintos;

• A elaboração de duas formas de resolver LL-MDPs e LL-POMDPs:

– Uma forma de adaptação de algoritmos já existentes para resolver LL-MDPs e

LL-POMDPs;

– Algoritmos que transformam LL-MDPs e LL-POMDPs em MDPs e POMDPs

tradicionais, aumentando o espaço de estados;

• Como consequência da apresentação do algoritmo de multiplicação de estados, este

trabalho também mostra que LL-MDPs e LL-POMDPs não são mais expressivos do

que MDPs e POMDPs;

• A definição de LL-POMDPs onde os eventos podem ter duração probabiĺıstica dis-

creta, e a elaboração de algoritmos para a solução destes;
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• A implementação de alguns dos algoritmos descritos:

– A multiplicação de estados para LL-MDPs e LL-POMDPs;

– O algoritmo LL-VI para LL-MDPs;

– Os algoritmos LL (para incremental pruning e grade finita) para LL-POMDPs;

Estas implementações foram usadas em um estudo experimental.

A separação da definição do processo de Markov e da definição da ordem de ações (e

observações, no caso dos LL-POMDPs) facilita o processo de modelagem, porque permite

que os dois aspectos sejam tratados de forma independente e permite o reuso do POMDP

subjacente e do autômato.

Quanto ao desempenho dos métodos para solucionar LL-MDPs e LL-POMDPs, a

escolha entre multiplicação de estados e algoritmos modificados depende da situação, e os

experimentos realizados mostram isto claramente. Para LL-MDPs, o uso do algoritmo LL-

VI pode valer a pena quando há poucas arestas entre cada par de estados do autômato;

para LL-POMDPs, o LL-INCPRUNE pode ser uma boa opção para horizonte finito,

especialmente quando a precisão da solução é importante.

Esta tese mostra também diversos trabalhos em andamento, funcionando também

como um projeto de futuras pesquisas. Muitos destes projetos já têm sua relevância

indicada no Caṕıtulo 7, que lista também o estado atual de cada um deles.
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