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Aocs meus pais.



If I can stop one heart from breaking,
I shall not live tn vain;

If I can ease one life the aching,

Or cool one pain,

Or help one fainting robin

Unto his nest again,

I shall not live in vain.

Emily Dickinson



Resumo

Esta dissertacao apresenta um simulador dinamico de corpos rigidos articulados. Os
corpos sfo descritos por suas caracteristicas fisicas e geométricas e supbe-se que sejam
poliedros convexos.

A entrada para o simulador consiste, além da descricdo dos corpos, de um estado
inicial valido e de um conjunto de forcas e torques externos que atuam nos corpos ao
longo do tempo. Além disso, especificam-se eventuais articulacdes entre corpos, as quais
representam juntas mecanicas que limitam seu movimento.

Com os dados acima, cria-se um conjunto de equagbes do movimento, conhecidas
como equacdes de Lagrange, que definem a evolugdo dos corpos ao longo do tempo {elas
constituem um sistema de equagdes diferencias ordindrias de segunda ordem). Integrando
numericamente as equacdes de Lagrange, produzimos uma trajetoria para o sistema de
corpos ao longo do tempo que obedece as leis da dinamica. Sao tratadas também durante
a animacio eventuais colisdes que ocorrem entre os corpos.
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Abstract

This work presents a dynamic simulator of articulated rigid bodies. The bodies are
described by their physical and geometric properties and are assumed to be convex.

The input for the simulator is, in addition to the description of the bodies, an initial
valid state and a set of external forces and torques that act on the bodies over the time.
Articulations between the bodies, if any, are also specified. They represent mechanical
joints that constrain the movement of the system of bodies.

Given the data above, we create a set of equations of movement, known as Lagrange
equations, which define how the system will evolve over the tirme (they consist of a system
of second-order ordinary differential equations). The trajectory of the system of bodies 1s
created numerically integrating the Lagrange equations. This trajectory obeys the laws
of mechanics. Any collisions that eventually occur during the animation are also treated

by the simulator.
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Capitulo 1
Introducao

A animagcaoc por computador tem possibilitado a produ¢do de animacdes limitadas apenas
pela criatividade do animador. Pode-se produzir no computador imagens impossiveis de
serem criadas no mundo real, realizando efeitos muito populares no campo do entreteni-
mento e publicidade.

Nao com menos afinco, porém, tém sido desenvolvidos métodos que permitem a criagiao
de animagdes que simulam fendmenos do mundo real. Tais animaces sdo 1iteis em &reas
como biomecanica, projeto auxiliado por computador, robdtica, quimica, etc. Em bio-
mecanica, por exemplo, equipamentos precisam ser testados para descobrir se ndo exis-
tem defeitos originados por forgas ou torques sendo gerados em pontos prejudiciais; com
animacao dinamica, tais problemas podem ser detectados cedo, evitando a construgao
de protétipos. Ainda na robdtica, a animagéo dindmica possibilita ndc apenas o desen-
volvimento de protétipos com rapidez, como sistemas de controle de robds podem fazer
uso desta técnica para obter um ambiente de simulacao mais bem definido e com fe-
edbacks mais precisos. Ao contrario das animagdes para entretenimento, aqui o que se
deseja é que a animagio seja o mais realista possivel. Para conseguir tal meta, tém sido
utilizadas as leis da dinAmica, tratando os objetos da animacio nio apenas como entes
geométricos, mas associando a eles propriedades fisicas como distribuigdo de massa, ru-
gosidade do material, etc. As técnicas utilizadas para a produgiao de animagdes fazendo
uso de dinamica sdo comumente chamadas de gnimacdo dindmica e sdo o escopo deste
trabalho. Animagbes dinamicas ndo deixam de ter sua aplicacdo no campo do entreteni-
mento por permitirem a criacio de movimentos realistas, dando ao espectador a sensagao
de corretude da animacao.

Para produzir uma animacgdo dindmica, parte-se de uma descri¢ao fisica dos corpos
com a qual constréi-se um conjunto de equagdes do movimento, que descrevem o com-
portamento dos corpos ao longo do tempo (tratadas no capitulo 2). O animador controla
o movimento indiretamente, especificando o conjunto de forcas e torques sofridos pelos
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corpos no decorrer da animagédo (tal interface impde certas dificuldades, uma vez que nem
sempre € trivial decidir qual conjunto de forgas e torques devem ser aplicados ao sistema
para produzir o resultado desejado. Existem trabalhos sendo desenvolvidos que visam
facilitar tal interface para o animador [Wil87a, AGL86, dMR95)).

O propdsito deste trabalho é construir um simulador que possibilite a criagao de
animagoes dindmicas envolvendo corpos rigidos articulados. Por rigidos queremos dizer
que os corpos nao sao passivels de qualquer deformacao, como definidos na fisica [Gol80].
O modelo especifico de corpos rigidos por nds utilizado sera tratado no capitulo 3. Quando
usarnos o termo articulados, nos referimos a corpos ligados por juntas nio rigidas, tais
como pinos, trilhos, etc. Tais juntas sdo tratadas no capitulo 4.

O comportamento dos corpos é conseguido a maior parte do tempo, integrando-se o
sistema de equagdes do movimento. Estas equagdes, entretanto, ndo impedem que dois
objetos passem um por dentro do outro. Para evitar tal fato indesejado, suplementa-
se o integrador com um mecanismo de deteccdo geométrica de interpenetracio entre os
corpos. Uma vez detectada uma interpenetracédo geométrica, voltamos novamente & fisica
e tratamos tal evento como uma colisdo entre corpos rigidos [Bra8lj. O efeito da colisdo é
uma mudanca brusca nas velocidades dos corpos, o que permite que o movimento continue
sem que haja interpenetracao. FEsta mudanca nas velocidades é determinada através de
um sistema de equacdes do movimento semelhante ao original. A detecgdo geométrica de
colisGes sera tratada no capitulo 7, e a resposta fisica para evitar a interpenetracio no
capitulo 8.

1.1 Definicao do problema

O propdsito desta dissertacido € resolver o seguinte problema. Sio dados:

1. um conjunto de corpos rigidos definidos por suas propriedades fisicas (massa, den-
sidade e momentos principais de inércia); e geométricas (vértices e faces);

2. um conjunto de juntas, na forma de restricdes que limitam o movimento {relativo

ou absoluto) de um ou mais corpos;

3. um conjunte de forgas e torques externos ao longo do tempo aos quals o conjunto
de corpos estara sujeito;

4. um estado inicial dos corpos representado pelas suas posi¢bes e velocidades num

instante {g.

A partir destes dados, desejamos calcular as posicdes e velocidades dos corpos num ins-
tante dado ¢, posterior a fg, supondo que o movimento obedece as leis da mecéanica,

incluindo o tratamento de possiveis colisdes.
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1.2 Trabalhos relacionados

Armstrong [AG85] fol um dos primeiros a propor métodos para a animagdo de corpo
rigidos articulados, bem como de seu controle [AGL86].

Lin [Lin94] propds o método para deteccdo de colisdes entre poliedros convexos que é
o mais eficiente conhecido até o momento.

Infelizmente, ndo hé ainda um modelo fisico satisfatorio para o tratamento de colisdes
e contatos entre corpos rigidos articulados na presenca de atrito. Apesar do caso bidi-
mensional ser de solugdo conhecida [WM92, HM94|, o mesmo ndo ocorre para o caso
tridimensional. No espaco, carece-se ainda de um modelo que retrate de forma deter-
ministica a intrincada interacao entre dois corpos articulados com atrito. De fato, nio hé
ainda sequer um modelo de consenso sobre como deve ser tratada a colisio entre dois cor-
pos rigidos isolados no espago [Cha97]. Ainda recentemente, foi proposto um novo modelo
que determina o impulso durante a colisdo de dois corpos rigidos isolados no espago com
atrito [Rub98]. Na prética, sdo utilizados modelos simplificados, em que os parametros
fisicos relevantes desconhecidos do sistema séo substituidos por coeficientes “empiricos”,
cujo valor é fixado arbitrariamente. Além disso, os algoritmos utilizados, geralmente
tém custo exponencial no pior caso ou entido encontram apenas uma solugio aproximada.
(Conforme provado por Baraff [Bar93], se adotarmos o modelo fisico tradicional para
forcas de atrito estdtico, o problema geral de tratamento de colises ¢ NP-dificil.)

Wilhelms e Moore [Wil87b] enfocaram o problema do tratamento de colisdes e contatos,
utilizando molas para simular pontos de contato ¢ um método analitico para resolver
colisdes. Mais tarde, trataram igualmente do controle da animacao [Wil87a).

Baraff desenvolveu um modelo analitico que se aplica a contatos [Bar89, Bar92, Bar93,
Bar96], inclusive entre superficies curvas [Bar90]. Mirtich e Canny [MC94] propuseram
um modelo que procura simular o contato entre dois corpos rigidos através da aplicagao
de miltiples microimpulsos que evitam a interpenetracao.

Recentemente, Trinkle e outros [TPSL95, TP96] apresentaram um modelo mais abran-
gente para contatos, possibilitando detectar casos onde ndo ha solugdo, ou entdo hd
multiplas solugdes. Foram desenvolvidos tanto um modelo utilizando a lei de atrito de
Coulomb, quanto um modelo onde o cone de atrito € aproximado por uma pirdmide
multifacetada. O modelo obtido pode ser expresso como um Problema Complementar
Néo-Linear no primeiro caso e por um Problema Complementar Linear no segundo.



Capitulo 2

Equacoes de Lagrange

2.1 Introducao

O comportamento dos corpos envolvidos numa animagao é descrito por um conjunto de
equacdes de movimento, a partir das quais obtemos a trajetdria de cada corpo. Mais
precisamente, as equagdes de movimento, em nosso caso, formam um sistema de equagbes
diferenciais ordinarias de segunda ordem, que definem as relagbes entre as massas de cada
corpo, as forgas e torques agsociadas, e as aceleracdes resultantes. Na auséncia de colisdes,
podemos determinar a trajetoria de cada corpo integrando este sistema.

Existem diversas formulagdes das equacSes de movimento. As principais sio as equacdes
de Euler [Rod93], de Lagrange [Gol80, Sha8%], de Gibbs-Appel [Wii87b], de Hamil-
ton [Gol80] e de Armstrong [AG835]. Todas sdo semelhantes no que se refere ao resul-
tado; o que varia sao as facilidades em modelar determinadas estruturas, se as equagbes
diferenciais obtidas sdo de primeira ou segunda ordem, e o custo computacional para sua
integracao.

2.2 Equacgoes de Lagrange

Usando apenas as leis de Newton, podemos obter um sistema de equagdes de movimento
em termos das coordenadas cartesianas das particulas envolvidas. No entanto, o numero
de particulas em qualquer sistema real é astrondmico; mas, felizmente, em muitos casos,
¢ possivel especificar completamente a posicdo de todas as suas particulas com numero
finito e relativamente pequeno de valores. Por exemplo, se o corpo for rigido, a posicao
de todas as particulas pode ser determinada a partir de seis valores [Goi80]. Mesmo
num corpo flexivel, as deformacdes relevantes para animacgao podem ser aproximadas por
funcdes polinomiais ou séries trigonométricas com poucos termos [Lie97].

Chamamos um conjunto de valores que determinam univocamente a posicdo de todas

4
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as particulas do sistema de coordenadas generalizadas do sistema. Vamos considerar as
coordenadas generalizadas como sendo um vinico vetor ¢ = (g1, ¢z, . . ., ¢»). Como exemplo,
a posigao de uma particula no plano pode ser dada pelas suas coordenadas cartesianas
z e y; ou pelas suas coordenadas polares r e §. Por definicdo, para cada particula p do
sistema, existe uma fungdo p : ®* — R>, tal que p(g) é a posicdo dessa particula quando
as coordenadas generalizadas do sistema sdo o vetor g.

Suponha que sejam conhecidas as coordenadas generalizadas ¢ de um sistema em
questdo num instante {. Para determinar qual sera o estado deste sistema em um instante
t 4+ dt, onde df representa um intervalo infinitesimal de tempo, € precise que se conhecam
também as velocidades generalizadas do sistema, denotadas por ¢ (adotaremos a notagao
de um ponto sobre alguma fungdo como sendo sua derivada em relagio ao tempo). Assim,
em primeira ordem, o estado do sistema em £ 4 dt serd g + ¢d¢ [Gol80].

Em principio, supondo que se possui um conjunto de coordenadas e velocidades ge-
neralizadas para o sistema, as equacoes que definem seu comportamento consistem da
equagao de Newton F' = ma para cada particula, mais as equacges que determinam as
forcas F e a posicao da particula a partir das coordenadas generalizadas. Entretanto,
é em geral mais adequado escrever diretamente o sistema em termos de coordenadas e
velocidades generalizadas. Este método fo1 desenvolvido pelo matemético e fisico tedrico
Joseph Louis Comte Lagrange (1736-1813).

A equagdo de Lagrange, na sua forma mais simples [Gol80, ShaB9] é

d {8L L
7(5)-5-° 2
Nesta equagdo, @ = (Q1,...,&n) é a forca externa generalizada, que resume todas as

forcas externas F, aplicadas as particulas p do sistema, e é definida pela equacao
9p
Gi=> —F,;t=1,....n
2 g O P ’
O Lagrangeano L do sistema é definido como

L(g,¢,t) = T(g,9) — V(g 1) (2:2)

onde T é a energia cinética e V' é a energia potencial do sistema, ambas expressas em
funcao das coordenadas generalizadas. Detalhes sobre a obtencdo desta equagao podem
ser encontrados em livros de mecanica [Gol80, Sha89].

A equacdo acima supde que as coordenadas generalizadas sdo independentes. Isto €,
para qualquer configuracao valida do sistema descrita por um vetor ¢, e para qualquer
variagdo infinitesimal dg do mesmo, existe uma tnica configuragio valida do sistema
descrita pelo vetor g+ dg. De outro modo, podemos dizer que supde-se aqui que o niimero
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de coordenadas generalizadas € igual ao numero de graus de liberdade do sistema. Esta
condic¢do serd relaxada quando desenvolvermos o modelo de restricbes no capitulo 4.

Vemos na equagio (2.1) que o termo < (%), contido no Lagrangeano L =T -V, s6

dt
aparece nos casos em que V depende da velocidade §. Se n&o tivermos tal tipo de energia

potencial, entdo podemos considerar as forcas advindas de V como sendo forcas externas.
Sob estas condi¢bes, podemos reescrever as equacdes de Lagrange como

d (a:r)_gg_ av

a7 = (2.3)

dq Q_é‘_q

Para usar a equagdo de Lagrange, expandimos as derivadas, obtendo, depois de rear-
ranjar os termos, um conjunto de equacdes na forma

é;= F(Qaé:t)

Os detalhes serao vistos nos capitulos 5 e 6. Este sistema pode ser integrado (analitica
ou numericamente) de modo a obter a trajetdria ¢(f) do sistema.

2.2.1 Exemplo das equacoes de Lagrange

Tomamos, a titulo de exemplo, um sistema de duas particulas de massa m,; e ma, ligadas
por uma mola de constante £ e comprimento nulo.

Como coordenadas generalizadas, podemos tomar as coordenadas cartesianas das duas
particulas ¢ = (¢1,...,9s) = (%1,¥1, 71, T2, ¥2, 22). A energia cinética é, portanto, igual a

1 . . . . 2, -
T=3 [ma(a2 + 52 + 22) + ma(23 + 42 + 23)]
e a energia potencial € a energia da mola é
1
V= ‘2“]9((331 —22)" + (11 — 12)* + (21 — 22)°)

A forca externa generalizada é simplesmente a concatenagao das forcas externas sejam fy,
f2 agindo nas duas particulas

Q= (flz'} fly;flz:fi?;:f?y? fzz)

Temos, portanto, que

or 8T oV . . . . y ;

a_é = E}” - 8_g = (mlxlamlyla n121, MaXz, Mala, m222) - ([}" O"' 07’ 0’ O’ U)
d {OL . “ . “ " "
dt \ 8¢ = (maZ1, mags, maF1, meda, Moz, mafa)

6L _ 9T oV

89‘ "“_a_v_h"é}; - (070)0503010)_k[(xl_m2)+(y1_y2)+(zl—22)]



2.2. Equagdes de Lagrange

Logo, as equagdes de movimento para este sistema sio

miZ1 = fi, ~ k[E (21 — 2;)]
mifi = fi, — k[ — v2)]
mizr = fi, — k{z(z — 2))]
Moty = fa, — k[Za{z1 — 25)]
moljs = fzy — k[ga(yr — Y2))
Mmads = fi, — klz{z1 — 23))

que podem ser integradas para obtermos a trajetdria das duas particulas.



Capitulo 3

Corpos Rigidos

3.1 Particulas

(Quando se estuda o movimento de particulas no espago, cada particula é identificada, em
geral, como um ponto, especificado por suas coordenadas cartesianas, 0 que determina
completamente sua posicéo.

Deve-se observar que, como estamos falando de particulas e corpos em movimento, a
posicao de uma particula ou a posicio e orientacao de um corpo sio, na verdade, fungoes
que dependem do tempo. A posigio de um particula ¢, de fato, dada por z(t), y(t) €
z(t), trés fungdes que determinam sua posicao a cada instante de tempo em relagio a um
sisterna inercial. E preciso ter este fato em mente quando dizemos, por exemplo, que a
velocidade de uma particula é a derivada da sua posi¢ao em relagdo ao tempo.

3.2 Corpos rigidos

Um corpo rigido pode ser visto como um conjunto de particulas, no qual a distincia
entre quaisquer duas particulas permanece constante. Embora nao existam no mundo
real corpos completamente rigidos, muitas vezes as deformagdes sofridas por um corpo
nao sdo relevantes ou entao sdo despreziveis, o que autoriza o uso deste modelo.

Mostra-se que, para determinar completamente a posicdo de todas as particulas de um
corpo rigido sdo necessarios seis valores [Gol80]. Assim, uma particula possui trés graus
de liberdade e um corpo rigido, seis. (Tecnicamente, o conjunto de todas as posicbes de
um corpo rigido tem a topologia de uma variedade de dimensZo seis, considerando-se a
distancia entre duas posi¢bes do corpo como a distdncia maxima entre as duas posigoes
da mesma particula do corpo.)

Uma escolha conveniente para os seis valores que determinam a posi¢ao de um corpo
rigido sao as trés coordenadas da origem de um sistema ortonormal de referéncia fixo no
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corpo, mais outros trés valores que identificam a orientacio deste sistema em relacio a
um outro sistema dito inercial, por possuir uma posigio estacionéria em relagdo a algum
referencial. Em geral, escolhe-se a origem do sistema preso ao corpo no centro de massa do
corpo, e os eixos do sistema paralelos aos eizos principais de inércia do corpo [Gol80]. A

razao dessa escolha se deve as simplificacdes obtidas nas equagdes, como veremos adiante.
(Veja a figura 3.1.)

Sistema
u do corpo

19
COrpO n*’ldo‘ Sistema inercial

Figura 3.1: Um corpo rigido com seu sistema de coordenadas (origem r, eixos u, v, w).

3.3 Posicao de uma particula do corpo

A posicdo p de uma particula qualquer do corpo no sistema inercial €, portanto
p=r+Ap (3.1)

onde r é a origem do sistema do corpo e p sio as coordenadas do ponto no sistema do
corpo. A é a matrniz de rotacao

Uy Vr Wy
A= uy vy, w, (3.2)

Uy Vz Wy

onde u, v e w sao vetores ortonormais fixos no corpo, em relacao ao sistema inercial. Note
que a hipotese que o corpo € rigido equivale a supor que as coordenadas p sfo constantes.

3.4 Velocidade de uma particula do corpo

A velocidade de uma particula pode ser obtida derivande a equagio (3.1) em relagio ao

tempo:

p=r+ Ap (3.3)
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onde 7 é a velocidade do centro de massa e A é a derivada da matriz de rotacdo (3.2) em
relagao ao tempo. Se denotarmos por @ o vetor velocidade angular relativo ao sistema do
corpo, a matriz A pode ser eliminada da equacao usando a relagio

AP = —A(F x @)

Por sua vez, o produto vetorial p x & pode ser substituido por um produto matricial
P X & = p*®, onde p* é o tensor antisiméirico associado a p, dado pela matriz

0 _f’z ﬁy
ﬁx = }32 0 _ﬁr
_}53; }5.1: 0

onde (P, Py, P-) 880 as coordenadas do ponto 7.
Podemos agora escrever a equagao (3.3) como:

p=r—AFG {3.4)

onde foi eliminada a derivada da matriz de rotagéo.

3.5 Parametros de Euler

Para que a equagio (3.2) represente sempre uma matriz de rotagao, as coordenadas dos
trés vetores que a compoem estdo sujeitas a seis equagbes que obrigam os vetores a se-
rem ortogonais e terem comprimento unitirio. Desta forma o movimento do corpo seria
descrito por 12 coordenadas generalizadas sujeitas a 6 equagbes. Uma alternativa de
representac&o mais econdmica para a rotagdo € oferecida pelos parametros de Euler.

Os pardmetros de Euler sdo quatro nimeros, 8y, 61, 04, 83, que descrevem a orientacao
dos eixos do corpo como resultado de uma rotagéo da base inercial em torno de um eixo
que passa pela origem. Essa rotacio ¢ determinada pela dire¢do v = (vy, vy, v,) do €ixo
(vetor unitario), e do &ngulo da rotacdo o (medido no sentido da “regra da méo direita”).
Os parametros de Euler sdo entdo definidos como

=4

23

23

2!

o —_ I o
3 Gs=wv,sin 3

o = COS fy = v sin f2 = vy sin 5

Vemos, pela defini¢do, que os parametros de Euler satisfazem a relagéo:
3
Yooi=1 (3.5)
k=0

Assim, na verdade, eles representam apenas trés graus de liberdade, como era esperado.
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A matriz de rotacho A pode ser calculada a partir dos parimetros de Euler pela

térmula
OF+ 07— % 018, — 0005 6185 + 646,
A=2| 61040083 05 +02— 7% 6265 — 6o, (3.6)
0103 — 6oz 0205 + 008y 63+ 0F — 1
Pode-se verificar que a matriz é de fato uma matriz de rotacio; ou seja, suas linhas
(e colunas) sdo vetores unitarios e mutuamente ortogonais. Estas condigoes podem ser

escritas sucintamente por ATA = I, isto é, A™1 = AT,

3.6 Posicao e orientagao de um corpo rigido

Em resumo, a posicao e orientagdo de um corpo rigido podem ser determinadas univoca-
mente por sete coordenadas

4= (T’x, Ty Tzrgoa 91392783) (3?)

onde r = (r;,ry,7,) sdo as coordenadas do centro de massa, e § = (8g,6,,8,,8:) sio
os parametros de Euler. Note que, embora sejam sete valores, eles representam, como
esperado, apenas seis graus de liberdade para o corpo, ja que os parametros de Euler
estdo sujeitos a restricio (3.5).

3.7 Energia cinética de um corpo rigido

A equacdo de Lagrange exige que a energia cinética T' do sistema seja escrita em funcio
das coordenadas generalizadas ¢ e suas derivadas ¢.

A energia cinética de uma particula de massa m e velocidade v é dada por mov®. A
energia cinética de duas ou mais particulas é simplesmente a soma de suas energias, ou
seja,

1
T=—~Zmpv§
25

onde m, e v, sdo a massa e a velocidade de cada particula p, respectivamente.

Na maioria das aplicagbes, podemos aproximar a distribuicdo de particulas por uma
fungdo continua o(p), que d4 a densidade de massa nas vizinhancas da particula do corpo
cuja posigio é § em relagdo ao sistema local. Neste modelo, a energia cinética é dada por

7= [ ol (39)

onde p é a velocidade da particula, e V € o interior do corpo.
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Substituindo a equagdo de p (3.4) em (3.8) tem-se:
e R
Expandindo o quadrado acima pela férmula |v|? = vTv, obtemos
= %/vo(ﬁ)(f‘Tr‘— 20T AP o+ @ 57T AT Ap*G)dp

que, por sua vez, pode ser separada em trés integrais T = T, + T,¢ + Tsg, onde

TT"F‘ - f 7' ?"dp (39)
Ty = ] 5)i T Ap*5dp (3.10)
ng = 2/ T pr wdp (311)

Note que, no termo Tpy foi usada a ortogonalidade da matriz de rotacido A para elimind-la
da integral, j4 que ATA = I.

Uma vez que a velocidade do centro de massa ¥ nédo depende da variavel de integracao,
podemos escrever o termo 1}, como

T, = %M /v o(p)dp = 57 (3.12)
onde m = [, o(F)dp é a massa do corpo. Portanto, este termo equivale & energia cinética
que o corpo teria se toda a massa estivesse concentrada na particula de referéncia r.

O termo T, envolve a rotagio e a translacao do corpo. Observando que 7, A e @ séo
constantes dentro da integral, podemos escrever este termo como:

T = —#TA (fv a(ﬁ)ﬁxdﬁ) o

Se a particula de referéncia (origem do sistema do corpo) for o centro de massa, verifica-
se que a integral [, ¢(5)p*dp se anula e portanto o termo Ty¢ € nulo. Qu seja, com esta
escolha da origem conseguimos separar a energia cinética numa parte 7., que depende
apenas da translacdo e uma parte Ty que depende apenas de sua rotagao.

No caso do termo Tyg, movendo para fora da integral os fatores que nao dependem
de p. temos:

1—T =y =X T =X —) -
= 3.1
T4e 2w (/VJ(P)P prdp|w (3.13)

A integral que aparece nesta equacio é uma matriz 3 x 3 J conhecida como tensor de
inércia do corpo. Levando em conta a definigdo da matriz p*, obtemos:

~ Ju %2 {13
J=Lo(ﬁ)ﬁXTﬁxdﬁ= Jiz Jn J23

Jis Tz Ja
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onde

Ja = [ @)@+ #dp

Ta=Tn = = | o(p)p.p,dp

Jiz=Jy = ‘/vg(ﬁ)ﬁzﬁzdﬁ
Jop = /v o (5)(P: + p2)dp

Jiz=Js = _Lg(ﬁ)ﬁyf’zdﬁ

Jo = [ @)@+ 5)dp

Pode-se notar que J é simétrica. Os elementos J;; sido chamados momentos de inéreia
do corpo, e os elementos J;; onde 1 # j sdo os produtos de inércia. No caso de corpos
rigidos, como esses elementos estdo representados com relagio as coordenadas locais do
corpo, eles sao sempre constantes.

3.7.1 Eixos principais de inércia

E importante observar que a matriz J depende da escotha do sistema do corpo. Entre-
tanto, prova-se que em todo corpo rigido existem trés eixos particulares, chamados eizos
principais de inéreia, que, quando tomados como os eixos do sistema do corpo, com ori-
gem no centro de massa, fazem com que os produtos de inércia se anulem. A matriz J é,
neste caso, diagonal

J 0 0
j = 0 jg 0
0 0 Js
Os elementos da diagonal sio conhecidos como momentos principais de inércia do corpo L.
ho= [o@F+7)dp (3.14)
Bo= [ o)+ s (3.15)
Fo= [ B +5)dp (3.16)

3.7.2 Energia cinética via pardmetros de Euler

Note que o termo I, da equacdo da energia cinética (3.12) ji estd expresso em termos
de coordenadas generalizadas. Vamos agora fazer o mesmo com o termo Tys. Para isso,

1Chamaremos, sem ambigiidade, os momentos principais de inércia apenas de momentos de inéreia.
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verifica-se que a velocidade angular @ relativa ao sistema do corpo é dada por

=Gl (3.17)
onde 0 s3o as derivadas dos pardmetros de Euler em relacdo ao tempo, e G é a matriz

—-t b B3 —b;
G=2| ~0, 6 6 6 (3.18)
—b0; 8; -8 b

Portanto, a equacao (3.13) fica
st =T 74
Tog = 59 G JGE

Vamos agora introduzir a matriz
M, =GTJG (3.19)

que permite escrever o termo na forma
1or .
Top = 507 My (3.20)

Expressando a energia cinética total como a soma dos dois termos que restaram
(equagbes (3.12) e (3.20)) temos:
e P
T = 5?" MR?“ + 59 Mgg (321)
onde o primeiro termo envolve apenas a velocidade do centro de massa e o segundo apenas
as derivadas dos parametros de Euler.
A matriz Mg, introduzida para homogeneizar a férmula, trata-se de uma matriz dia-
gonal
m 0 0
Mg=10 m 0 (3.22)
0 0 m

onde m é a massa do corpo. Esta matriz serd usada no capitulo 6.

3.8 Momentos de inércia de um paralelepipedo

A titulo de exemplo, vamos calcular a matriz de momentos de inércia J para um parale-
lepipedo regular de densidade uniforme (figura 3.2), cujas dimensdes sao 2¢, 2b e 2¢c em

cada um dos eixos I, ¥ e z, respectivamente.



3.9. Energia potencial gravitacional 15

z 12(:

x/_}y
- A

Zb

Figura 3.2: Paralelepipedo.

Pela equagio (3.14), o valor de J; é

_ ¢ rb pa
o= / /b/ o(p)(y® + 2°)dz dij dz
1
= '3'??1(62 -+ {32)
Note que foi usada a relagéo o(p) = m/V, onde m é a massa do corpo e V = 8abc é o

volume. Temos, analogamente

Ja = %m(a2+c2)

Jz = %m(a2+62)

3.9 Energia potencial gravitacional

A energia potencial de um corpo, assim como a energia cinética, é a soma das energias de
todas as suas particulas. A forma de energia potencial mais comumente encontrada em
animag¢ao dinamica é a gravitacional.

Em geral, a aceleracio da gravidade ¢ é uniforme no espaco e constante no tempo,
e com direcao oposta ao eixo z. Nesse caso, a energia potencial de uma particula de
massa m na posicao (z,y,z) é simplesmente m z [g|. Demonstra-se em fisica elementar
que, nessas condigOes, a energia potencial de um corpo pode ser calculada supondo-se que
toda a massa estd concentrada no seu centro de gravidade, ou seja .

V=mlglr, (3.23)

onde r, é a coordenada z do centro de massa, no sistema inercial.

3.10 Forcas e torques

Seja f uma forga aplicada numa particula p do corpo com coordenadas p relativas ao
sistema do corpo. Verifica-se que essa forga equivale a uma forga f aplicada na origem do
sistema do corpo r, mais um torque f X (Af) também aplicado na origem.
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Reciprocamente, um torque 7 aplicado a particula p, equivale a um torque 7 aplicado
a origem r, mais uma for¢a (Ap) x 7 também aplicada a r.

Usando estas férmulas, podemos sempre reduzir qualquer combinacio de forgas e tor-
ques aplicados a particulas do corpo a uma tnica for¢a € um tnico torque aplicados a

origem 7.

3.10.1 Torques de Euler

As forgas generalizadas que agem no corpo combinam os efeitos da forca total f e do torque
total 7 agindo na origem r. Para nossa escolha de coordenadas generalizadas, as forgas
generalizadas consistem de sete componentes. As trés primeiras, @, = (@r,,r,, &r.),
sdo simplesmente as componentes da forca f = (f., fy, f:) no sistema inercial. As ou-
tras quatro sdo os torques de Fuler Qg = (Qe,, @s,,@s,, @p,). Pela definicao de forgas
generalizadas (secdo 2.2) e as férmulas de equivaléncia entre forgas e torques, verifica-se
que

Qe = GAT

onde T € o torque total aplicado a origem do corpo.



Capitulo 4

Vinculos

Sistemas de interesse pratico geralmente consistem de um ou mais corpos rigidos, ligados
entre si por articulagbes. Além disso, podemos ter corpos sujeitos a descrever uma dada
trajetoria, ou presos num determinado ponto do espaco; ou entio corpos deslizando sobre
outros corpos. Todos estes comportamentos podem ser conseguidos através do uso de
vinculos.

Formalmente, definimos um vinculo como um conjunto de restri¢ées, ou seja, equagdes
impostas sobre as posicbes e velocidades dos corpos. Estas equacBes podem sempre ser
descritas em termos das coordenadas e velocidades generalizadas ¢ e ¢, e do tempo, tendo
a seguinte forma:

Clq(t),4(t),t) =0 (4.1)
onde € é uma funcao analitica real.

As restrigdes que nzo dependem de ¢ sdo ditas holondmicas. Teoricamente, se as
restricoes forem todas holondmicas, é possivel eliminar graus de liberdade do sistema,
de modo a obter as equacdes de Lagrange apenas em fungéo de varidveis independentes,
pelo menos num intervalo limitado de tempo. Na pratica, porém, pode nao ser trivial
encontrar tal conjunto de variaveis independentes [Bar96, Gol80, Sha89].

O exemplo candnico de uma restri¢io holondmica € uma articulagio universal que une
dois corpos rigidos. Neste caso, a restri¢ao diz que a distancia entre as particulas r e 5 dos
dois corpos que estdo unidas pela articulagdo deve ser igual a zero, € pode ser expressa
por trés equagoes:

7y(g(t)) = 34(9(1))
(a(t)) — 3.(q(t)) =

Restricdes ndo-holondmicas (que envolvem derivadas ¢ das coordenadas e nao podem
ser reduzidas analiticamente a equagbes da forma (4.2)—(4.4)) naturalmente néo podem

17
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ser usadas para diminuir graus de liberdade. Por este motivo, restricdes nao-holondmicas
exigem o uso de variaveis dependentes, ¢ o tratamento explicito das restricdes na equagio
de Lagrange.

4.1 Condicoes definidas por desigualdades

Além das restri¢des que podem ser descritas por equacoes da forma (4.1), sistemas de inte-
resse em animacio geralmente devem obedecer a um certo nimero de condigées descritas

por desigualdades da forma
D(q(®),t) = 0

Como exemplo de uma condigdo deste tipo, podemos ter uma particula movendo-se no
interior de uma esfera rigida e oca. A particula pode tanto estar em contato com a esfera,
quanto movendo-se no interior da mesma. Neste caso a condi¢do é que a distancia da
particula ao centro da esfera seja menor ou igual ao raio da esfera.

4.1.1 Restricoes advindas de contatos

Quando dois corpos entram em contato, € necessirio impor a eles uma restri¢io para
que estes ndo venham a se interpenetrar, produzindo um resultado irreal. Para o trata-
mento de tal evento, um dos primeiros métodos propostos faz uso de molas [MW88], que
sa0 inseridas nos pontos de contato ao detectar-se um possivel caso de interpenetragdo.
Este método, no entanto, acarreta equagbes diferenciais dificeis de integrar e ndo produz
resultados fisicos apurados.

Para modelar corretamente este tipo de contato, precisariamos utilizar vinculos con-

dicionais da forma

C(q(t),t) =0 desde que D{¢(#),t) <0

Por exemplo, para descrever um corpo com um vértice v deslizando sobre o plano z =0
usariamos um vincule condicional

[%(g}], =D desde que [F,], <0

onde [6(g)], denota a coordenada z do vértice v em relagio ao sistema inercial; e [£,], é
a forca de reacdo aplicada a v pelo plano na diregdo 2z, que mantém o vinculo [6(¢)], = 0.

Supondo este modelo, o vinculo [#{g)]. = 0 deve ser considerado ou néo no célculo
das aceleragdes conforme a condigio [F,], < 0 seja ou ndo satisfeita. Entretanto, a
implementacdo deste tipo de vinculo € complexa e exige métodos de programagio nao-
linear, ou entdo aproximacoes lineares [TPSL95, TP96]. Infelizmente, o simples uso de
equagbes diferenciais algébricas, tal como € feito neste trabalho, pode levar a situacoes
onde o problema nio tem solugio ou entio possui diversas solugdes distintas [ST95, Bar93].
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4.2 Forcas de reacao

Impor uma restri¢do ao movimento do sistema implica introduzir uma for¢a de reagio que
é responsével por obrigar o sistema a seguir uma trajetéria que satisfaga essa restricio.

Se um sistema estd sujeito a £ restricdes independentes, as forgas de reacio devem ter
no total £ graus de liberdade, para garantir que todas as restricdes serdo obedecidas. As
equagoes de Lagrange tem neste caso a forma

d (0T ar
ag(a_q) _a_q:Qe'I'Qc
onde . sao as forcas de origem externa ao sistema e @}, sio as forgas de reacio.

Estas equacdes ndo podem ser utilizadas diretamente, pois as forcas de reacio Q.
dependem de maneira complexa das forcas externas e do estado do sistema. Felizmente,
para a grande maioria dos vinculos encontrados em situacdes reais, as diregées das forcas
de reagdo correspondentes sio determinadas de maneira simples a partir das posi¢des e
velocidades dos corpos.

Por exemplo, suponha que um vértice v de um corpo A esta deslizando sobre uma face
plana II de outro corpo B, sem atrito. A restrigdo que A ndo deve penetrar B pode ser
descrita neste caso pela equagio que diz que 9(¢(t)) estd sobre o plano ﬁ(q(t)) de B.

A forca de reacio responsavel por garantir esta restrigdo € perpendicular ao plano II.
Mais geralmente, se a forca de reagao responsavel por garantir uma restricio C;(¢(t), 4(%), )
= ( é passiva {ndo acrescenta energia ao sistema), ndo dissipativa {ndo retira energia) e
independente da velocidade dos corpos, entao sua diregdo é a do gradiente da restrigio
C, isto é

oC
i=—Aig—
Q Og;

para algum escalar A; a determinar, o multiplicador de Lagrange associado a esta restrigao.
Nesse caso, as equacdes de Lagrange podem ser escritas na forma

(.41); 7=1,...,n

d (9T oT oC

S === =0, 4.5

dt(ﬁé‘) 8q+ dq ¢ (+5)
onde A = (A1,...,A¢) é um vetor que representa os multiplicadores de Lagrange.

4.3 Articulagoes ou juntas

Um caso particular € importante de vinculos formados por restrigoes holondmicas sdo as
articulacées, também chamadas juntes, em que existe uma relacdo geométrica entre as
posigoes relativas de dois corpos. Este conceito inclui tanto articulagbes no sentido usual
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em mecanica quanto contatos temporarios entre corpos, como um corpo deslizando sobre
outro.

As juntas podem ser classificadas de acordo com o numero e tipo de restricdes que
1mpoem aos corpos conectados.

4.3.1 Junta plana

A junta plana ou de deslizamento estabelece que uma dada particula p de um corpo 1
esta restrita a se mover sobre um plano dado II, fixo no espago ou num outro corpo 2.

A equacdo que determina a junia neste caso € a equagao de pertinéncia de um ponto
a um plano, Il : ap; + bp, + ¢cp. +d =0, onde qa, b, ¢ e d sd0 0s coeficientes do plano IT e
(pz, Py, Pz) sdo as coordenadas de p.

Se Il ¢ fixo no espago, os coeficientes a, b, ¢ e d sdo constantes. Se II é fixo num corpo,
os coeficlentes sdo fungdes do tempo. A equacdo fica sendo entido

Pz Tz
la b c|AT||py|~|m||+d=0
p- s

onde ap- + l_wﬁy +é&p, +d =0 é a equacio do II no sistema de coordenadas do corpo, e
(A,7) é o sistema de referéncia (secéo 3.3).

4.3.2 Junta esférica ou universal

A junia esférica ou universel mantém uma determinada particula de um corpo 1 fixa
numa determinada particula de outro corpo 2, permitindo rotagdo em qualquer eixo. Sdo
necessarias entao trés restrigées para impedir a translagéo entre os corpos. A junta pode
Ser expressa por

="

ou
Aipr+ 71y = Aspa + 2

onde P, e Py sao as posicoes da junta nos sistemas dos Corpos.

4.3.3 Junta cilindrica

A junta cilindrica permite tanto a rotaco quanto a translagao de um corpo 2 em torno
de um eixo w; fixo em outro corpo 1. Na figura 4.1 temos a representacio de uma junta
deste tipo.
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Corpo |

Corpo 2

Figura 4.1: Exemplo de uma junta cilindrica.

Para criar a junta, fazemos uso de quatro restrigdes, duas que impedem a rotacio do
corpo 2 em torno de outros eixos que néo wq, e duas que fazem a mesma coisa quanto a
translacio.

Para escrevermos equacoes de uma junta cilindrica, tomamos como base um sistema
ortogonal com origem p; € eixos u1, v1, wy fixos no corpo 1, e outro sistema com origem
P2 € eixos uy, vy, wy fixos no corpo 2. As restri¢des que representam a junta cilindrica
podem ser expressas na forma:

(Pr—p2) 1 = 0
{(B1— P2) ™ 0
Wy -t 0
we- -3 = 0

Outra maneira de equacionar a junta cilindrica é substitui-la por quatro juntas planas.
Para isso escolhemos dois planos nao paralelos II; e ¥; fixos no corpo 1 cuja interseccio
define o eixo da junta. Tomam-se a seguir dois pontos v, e s, pertencentes ao corpo 2 e
faz-se com que ambos estejam na intersecgdo dos planos.

4.3.4 Junta prismatica

Uma junta prismdiica ou translecional permite apenas translagao relativa de um corpo 2
numa direcio fixa ao longo de um eixo fixo no corpo 1. Veja a figura 4.2.

S30 necessarias cinco restricbes para permitir apenas o movimento ao longo do eixo da
junta. Sejam (uq,vy,w;) e (u2,vz,ws) bases ortogonais fixas nos corpos 1 e 2, respectiva-
mente. Sejam também dols pontos p; € pe pertencentes aos corpos 1 e 2, respectivamente,
e localizados sobre o eixo da junta prismatica.

As restrigdes podem ser escritas como

(pr—p2) ta = 0
(Br —p2) -0y = 0

Eﬁg‘ﬁl = 0
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Corpo 2

Corpo 1

Figura 4.2: Exemplo de uma junta prismatica.

?.EJQ'?}]_ =

?12"!:’2 =

Note que as primeiras quatro restri¢des sdo as mesmas utilizadas para se conseguir a junta
cilindrica e a quinta restrigio impede a rotacdo em torno do eixo da junta.

Uma formulacdo equivalente € obtida pela composiciao de juntas planas. Neste caso,
utilizam-se as mesmas juntas planas da junta cilindrica, mais uma quinta junta plana na
qual um ponto nao pertencente ao eixo formado pelos dois planos é restrito a pertencer a
um destes planos, impedindo-se assim a rotagao do corpo em torno do eixo da junta.

4.3.5 Junta de revolucao

A junta de revolugdo, por sua vez, permite apenas a rotagio de um corpo em torno de um
eizo de revolugdo fixo em outro corpo(figura 4.3), sem translacdo. Novamente aqui temos
cinco restrigdes, trés que impedem a translagido e duas que limitam a rotacao.

Corpo 1

Corpo 2

Figura 4.3: Exemplo de uma junta de revolugéo.

Sejam bases ortogonais (w1, v1,ws) € {us, V2, wy) fixas nos dois corpos, e particulas p,
e po coincidentes, uma em cada corpo, sobre o eixo de revolucido. As restrigoes da junta

ficam entao

(P — p2) -t
(Pr—pa)-010 = 0
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'L&g'ﬁl = 0
Wy Dy =
(pr—p2) 0 =
Note que as primeiras quatro restri¢des sdo idénticas as da junta cilindrica e a quinta
impede a translacdo ao longo do eixo w; = ;.

Tal como as juntas anteriores, esta pode ser representada por cinco juntas planas.
As quatro primeiras juntas planas so as mesmas da junta cilindrica. Para impedir a
translagao ao longo do eixo de revolucdo, tomamos um terceiro plano =; ortogonal aos
outros dois planos I, e £, fixos o corpo 1; e fazemos com que uma particula p pertencente
ac corpo fique restrita a este plano.



Capitulo 5

Formulacao Matricial para um
Corpo Rigido

O objetivo deste capitulo é, a partir dos conceitos apresentados nos capitulos 2, 3 e 4,
obter um sistema de equacgdes para um corpo. Este sistema possibilitara, dado um estado
inicial (composto de posigbes, orientagdes e velocidades); mais forcas e torques externos
em funcdo do tempo, obter as aceleracbes. Isto, por sua vez, possibilita determinar qual
sera a trajetdria do corpo.

5.1 Forma matricial para um corpo

Como vimos no capitulo 3, o estado de um corpo é determinado pela sua posigdo e
velocidade (g, ¢), sendo ¢ = (r,8) e ¢ = (7, ).

Convém representar a posi¢io do centro de massa r como sendo uma matriz com trés
linhas e uma coluna, cujos elementos sdo as coordenadas cartesianas de 7, ou seja:

R=[ry vy 73" (5.1)

Da mesma forma, representamos os parametros de Euler, que ddo a orientacédo do sistema
fixo no corpo pela matriz:

8 =10y 6 0y 63]" (5.2)

Assim, o estado {posicao e velocidade) de um corpo serd representado por dois vetors

(2] e [4

Vamos construir uma forma matricial das equa¢des de Lagrange na forma de um

coluna de sete elementos

sistema de equacgdes lineares, onde as incégnitas serao as aceleracdes. Conforme vimos na

24



5.1. Forma matricial para um corpo 25

segao 3.7, a energia cinética de um corpo rigido ¢ dada pela equagio (3.21)

1. , . .
T = §RTMRR + %HTMQG (5.3)
ou, equivalentemente,
1l [ Me o0 ][R
T=3|R 9][0 MeH*?il (5.4)
onde )
m 0 0
Mp=[0 m 0|, M,=G"JG
| 0 0 m

(Vide segao 3.7.2.) Da mesma forma, as forcas e torques externos generalizados podem

g}
Qe“[@g}

onde (Q})3x1 sio as forgas externas e (Qg )ax1 530 os torques de Euler externos, ambos

ser expressos por um vetor coluna

aplicadas no centro de massa do corpo.
O primeiro termo da equacdo de Lagrange (4.5) é % (%qi). Para obté-lo, primeiro
derivamos a equagio {5.4) em relagdo a ¢ para obter

T > T 3T
%= | RTMp 67M, |
que, derivando em relagio ao tempo (lembrando que Mg € constante), fica:
d (0T 1 »7 . .
= (5&) =[B"Mn (07M, +071) | (5.5)

Lembrando ainda que My = G'JG (equagio (3.17)), podemos escrever:
N Y,
6T M; = QTE(GTJG)
[T D, PR s
= TG JG+OTGTIG

Né&o hé um termo envolvendo a derivada de J, pois J é constante. Além disso, pode-se

2T o . . . .
mostrar que TG = G6 = 0. Ficamos entdo apenas com o segundo termo §' My =
6TGTJG. Observando que TGT = (G8)T = &7 temos que

éTin = L;’Tjé
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que, substituindo em (5.5) fica:
d (3T - . oz
7 ("@—q) = [ RTMr (0TMs +&7JG) ] (5.6)

Este é o primeiro termo da equacdo de Lagrange (4.5). O segundo termo é

oT T 18¢5 ]
— T

5= [ 0] LZ(0TMab) |
onde 0; ¢ uma matrizlinha de zeros com trés elementos. Note que, como o primeiro termo
da férmula (5.3) ndo envolve elementos de ¢, sua derivagio resultou na matriz 0 ; ja no
segundo termo, como este ndo contém elementos de A, expressamos a derivada apenas
em fungdo de f. Usando a relagio My = GTJG {equacio (3.19)), temos:

oT e

_ [ pT 18 (4TAT
5 = LW 3507676 |

Mostra-se que G = —éﬂ, onde
—b: b 05 —b,
G=2| -8, 6 8 6
-—9.3 92 _gl 9.0

Logo, como G nio depende de 4,

oT LT .
T o) |

=T [ —
Usando a relagio #' G = G# = —(Gf = —o, temos entdo o segundo termo da equagio

de Lagrange:
aT

3, =05 —eTIG | (57)

Agora que temos (5.6) e (5.7) calculados, podemos substitui-los na equacgio de La-

grange (4.5), que fica, j& na forma matricial:
| B"Mp (M, +07JE) |~ 0] -07TG]=]QLk QF]

ou seja

| B"Mr (0Me+20770) | = [ QF QF |
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como no segundo termo 257 JG ndo depende das aceleragdes, podemos passa-lo para o
outro lado da equagio. Este termo ¢ conhecido como vetor quadrdtico da velocidade. A
equagao fica entdo:

| B"Mp 67M, | =[ QL Q] -257JG |

colocando agora na forma de um sistema de equagdes lineares onde as incégnitas sao as

[ ] s

O sistema acima, porém, ainda ndo estd completo, pois verifica-se que a matriz M; é
singular. Mais precisamente, verifica-se que My -0 =0. Portanto, se (R, é) é uma solucio
do sistema (5.8), entio R, 6 + af (onde o é um escalar real qualquer) também o é. Isto
significa que a restrigio (3.5),

aceleragoes:

ndo é automaticamente mantida pelo sistema de equagdes (5.8); precisamos complementar
as equagoes com a restricao acima.

Como o sistema (5.8) é um sistema cujas incdgnitas sio as aceleracdes generalizadas,
enquanto que a restricdo dos parametros de Euler é sobre o vetor 4, vamos diferencié-la
duas vezes em relagdo ao tempo para obtermos uma equacio sobre as derivadas segundas
de 8, que pode entdo ser acrescida no sistema acima, ou seja,

S (002 + 6.6 = 0

=0

Deixando do lado esquerdo apenas os termos que envolvem as aceleragoes, temos:
3 3
. -
S 0di= -3 09
1=0 i=0

ou, na forma matricial,

076 = —4° (5.9)

Por outro lado, para garantir que a restricao seja satisfeita, é preciso acrescentar aos
torques de Euler externos uma for¢a generalizada )} de reagao que impega a mudancga no
médulo do vetor 8. Para que esta for¢a nao acrescente nem retire energia do sistema, ela
deve ser colinear ao vetor §, ou seja, deve ter a forma Q} = —X4f, onde a nova incégnita,
A¢ € o multiplicador de Lagrange que dd a magnitude da forca de reagio responsivel por



53.2. Resolucdo do sistema de equacbes para um corpo 28

manter esta restrigdo. O sistema de equagdes é, portanto

MrR = Qp |
M8 Q¢ — 20T JG — b

76 = —¢*

i

Passando o termo desconhecido ;8 para o lado esquerdo, e colocando na forma matricial

Mp 0 0 R Qr
0 My 67| 4 | =] Q—2"JC (5.10)
0 4 0 by —4?

Com este sistema de equagdes, podemos obter as aceleracdes generalizadas § = (R, 4)
para um corpo rigido, dadas as forgas e torques generalizados aplicados neste corpo.

5.2 Resolucgao do sistema de equacgoes para um corpo

Podemos observar que o sistema (5.10) € um sistema esparso; esta propriedade pode ser
explorada para tornar mais eficiente sua resolugdo. Assim, o sistema pode ser separado

em dois sistemas independentes

MgpR = Qg (5.11)
My 07776 | Qe—227JG
[ g 0 HAJ a { —6? } (5:12)

Lembrando que Mg ¢ uma matriz diagonal, o sistema (5.11) € resolvido diretamente. Para
resolver o segundo sistema calculamos matrizes L e U tais que

.
LU:[MS g }

g 0

O algoritmo detalhado, supondo que a decomposicdo LU j4 foi efetuada, é o seguinte:
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Algoritmo 5.1: Célculo das aceleragdes para nm corpo.
Entrada: As matrizes L, U, e o vetor de forcas generalizadas Q.
Safda: O vetor de aceleracio § = (R, 6')

(1) Para cada linha & « 1 até 3 faca:
(2)  Bx — Qr/(Mr)w

¥y | Qe
(3) ResolvaL[a]_{QA]

(4) Resolva U [fg}:[ﬂ

(7) Retorne (R, ?).

O sistema resolvido pela decomposicio LU acima tem sempre tamanho constante
5 x 5. Assim o algoritmo 5.1, bem como a decomposicdo LU efetuada antes dele, tem

custo ©(1).



Capitulo 6

Formulacao Matricial para Corpos
Articulados

Neste capitulo estendemos a formulacado matricial do capitulo anterior para contemplar
um conjunto de corpos sujeitos a um certo nimero de restrigoes.

6.1 Forma matricial para corpos articulados

Tendo as equagdes de Lagrange na forma matricial (equagao (5.8)) sua extensio para um
sistema de varios corpos é imediata. Vamos denotar por M* a matriz de massa do corpo 1,

isto é: '
M 0 0
Mi=| 0 M ¢ (6.1)
0 & 0

onde M}, M} e 8 sio dadas pelas equacbes (3.22), (3.19) e (5.2), e se referem ao corpo .
Vamos denotar também por § o conjunto de aceleragdes generalizadas do corpo ¢, conjunto
este formado pelas aceleragdes lineares R’ e angulares #%; e por X, o multiplicador de
Lagrage devido a restricdo (3.5) sobre o corpo i, ou seja:

Fazendo o mesmo com as forcas e torques externos ao corpo, temos:

| 9n
Qi=| 0
82

30
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onde as forcas Iy e torques @ externos estio agrupadas na matriz Q% para cada corpo .
O termo —#? representa a forga de reagdo devida & restrigio sobre os pardmetros de Euler.
Por altimo, representando o vetor quadrético da velocidade temos

Q= —iT Fi i
2t J* G
Para criar agora um sistema de equagbes para um conjunto de n corpos rigidos inde-
pendentes, agrupamos as matrizes que correspondem a cada corpo como submatrizes do
sisterna com todos os corpos:
Mo 0 @1 g 0!
M=\ @ =1 ] Q= [; Q=1 (6.2)
0 - M" q Qz Q7
o que faz com que o sistema para n corpos tenha a seguinte formas:

Mq = Qe + Qv (63)

Ou seja, um sistema de equagoes lineares nas aceleragdes.

6.2 1Inserindo restrigoes

Quando ha restri¢des sobre o sistema (incluindo aquelas originarias do uso dos pardmetros
de Euler) elas pressupdem a existéncia de um conjunto de forcas internas . que obrigam
o sistema a satisfazer as restrigdes.

Como discutimos no capitulo 4, a natureza fisica das restrigbes geralmente determina
a direcao da forca interna correspondente. Se supusermos um conjunto de ¢ restri¢des na
forma

Ok(Q(t)ﬂt)=05 k=1:1’€

sabemos que as forcas de reagio tém a direcio do gradiente; ¢ que sua magnitude é dada
por um multiplicador de Lagrange A.

Observernos, entretanto, que temos até aqui um sistema sobre as aceleracdes (6.3),
o qual, quando acrescido das restri¢bes, possul mais £ incégnitas representadas pelos
multiplicadores de Lagrange A = (Aq,...,As). Para conseguirmos mais £ equagdes sobre
as aceleragOes, vamos derivar duas vezes as restrigdes () de modo a transforma-las num
sistema, de equacOes diferenciais de segunda ordem lineares sobre as aceleragtes. Fazendo
entdo esta diferenciagao para a equagac na forma matricial

G

I
S

Ch
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temos, derivando uma vez em relacdo a ¢

80 80

+5 =0

a qual, derivando novamente resulta:

acC . oc . o0C. 9C

BQSQQ+23q6tQ+8 +8t5t 0
ou alnda
2(8CN 00 . 8C, 9C
g \ g 5090 T 34T B
8C._ 8 (dC ). L 0C . aC
ag " B¢ 1T “Bq0t! T Bton

Observe que no lado esquerdo ficamos com a matriz Jacobiana de € multiplicando as
aceleracbes §. Chamando o lado direito da equacgio de ., podemos escrever de uma

forma mais compacta

Hi=Q. (6.4)

onde a Jacobiana foi denotada por H.
Este conjunto de equacdes, que possui também as aceleracdes como incdgnitas, pode
ser combinado com a equacio (6.3), para obter entdo o seguinte sistema de equacdes

VSRR e

s r . i . - - -
o que nos d& um sistema com n+ £ incdgnitas e n+£ equagdes que se aplica a um conjunto

lineares:

de corpos articulados.

(Note que restringimos as restrigées consideradas a restricoes holonomicas. A razdo
disto se deve ao método utilizado para estabilizar os erros nos vinculos advindos da
integracdo numérica (que sera discutido na secio 6.4.1) e que 86 se aplica a este tipo de
restricdo. Se tal correcio ndo for utilizada, podemos tratar tanto restri¢gdes holondémicas
quanto nao-holondmicas.)

6.3 Resolucao do sistema para corpos articulados

Embora o sistema (6.5) possa ser resolvido diretamente utilizando métodos gerais de
resolugao de sistemas lineares, podemos obter uma sclucio mais eficiente levando em
conta que se trata de um sistema esparso. Note que a sub-matriz M consiste de n blocos
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§ %8 da forma (6.1) a0 longo da diagonal, e portanto tem apenas 27n elementos ao invés de
64n®. A matriz H também é geralmente esparsa, embora tenha uma estrutura irregular.

Primeiro, vamos separar o cilculo dos multiplicadores de Lagrange A. Para isso,
realizamos a multiplicacio em blocos, obtendo assim duas equagdes:

Mi+H'A = Q.+Q, (6.6)
Hi = Q.
Multiplicando a equacio (6.6) por M ~1, temos
§+MTH A= MQ. + Q)

que, multiplicada por H fica

Hi+ HM7H' A = HM(Q. + Q.)
Usando a equagao {6.7), obtemos

Qe+ HMT HT A = HM™(Q. + Q)

ou seja

HM7 H A= HM Q. + Q.) — Q. (6.8)

Note que a matriz HM ' H' tem dimenséo £ x £, onde £ é o ntimero de restricoes.

O sistema (6.8} permite calcular A. Para resolvé-lo calculamos a matriz X' = M1HT,
o que ¢ equivalente a resolver MXT = H'. De forma semelhante, calculamos y =
MYQ.+ Q) resolvendo o sistema My = Q. + Q». Substituindo X7 e y em (6.8) temos

(HXT))\ =Hy -0,
de onde tiramos A. Uma vez calculado, A pode ser substituido no sistema (6.6), que fica
Mi=Q.+Q,—H'A (6.9)

Resolvendo este sistema, obtemos as aceleracdes §.

Observe que MXT = H' é um conjunto de £ sistemas lineares, j4 que H7 e X séo
matrizes com £ colunas. Felizmente, neste conjunto de sistemas o que muda é apenas a
coluna da matriz H' usada como lado direito da equacio e, é claro a coluna da matriz
X7 que é a solugio. Por causa disto, torna-se vantanjoso utilizar um método de resolucéo
de sistemas como a decomposicao LU, onde podemos mudar o lado direito do sistema
sem precisar resolvé-lo inteiramente de novo. Supondo que a matriz H' possua £ colunas,
resolvemos { sistemas da forma M X, = H para k = 1,...,¢, onde o indice k denota 2

linha k£ da matriz.
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Dos passos descritos acima, podemos descrever um procedimento geral que se aplica

a um sistema na forma ,
A B T c
= A
55 =] 610

que é o seguinte:

Algoritmo 6.1: Resolugio do sistema (6.10).

Entrada: As matrizes A, B e os vetores ¢ e d.

Safda: Os vetores solucdo = e y.
Para &k «+ 1 até o numero de linhas de B:

Resolva o sistema AX; = B; para obter X,

Resolva o sistema Au = ¢ para obter u.
Resolva (BX7)y = Bu — ¢ para ter o valor de .
Finalmente, resolva Az = ¢ — By para ter o valor de .
Retorne (z,y).

Este método )a explora os zeros na parte inferior direita da matriz. Entretanto, lem-
bramos que, em nosso ¢aso, a prépria matriz A é uma matriz esparsa, na verdade uma
matriz de banda onde os elementos préximos da diagonal sio dados pelas matrizes de
cada corpo (equagio 6.2). Podemos criar um método ainda mais eficiente se levarmos 1sso
em consideragao, ja que, devido ao formato da matriz M de cada corpo, podemos resolver
em separado o sistema do corpo.

6.3.1 Detalhamento da solucao

Vamos mostrar aqui como ficou a solugdo do sistema para um conjunto de n corpos sujeitos
a { restri¢des. Dado um sistema na forma

VRS Rre

utilizamos o seguinte algoritmo para resolvé-lo:
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Algoritmo 6.2: Sistema para n corpos articulados.

Entrada: As matrizes M, H, @Q., Q. ¢ Q..

Saida: As aceleragdes §.

{ Resoluglo de MX' =H' ¢ de Mu=Q.+Q, }

(1} Para cada corpo ¢ «— 1 até n faga:
(2) Calcule a decomposicdo L'U* do corpo <.
(3) Para cada corpo ¢ « 1 até n faca:
(4) Para cada linha & « 1 até £ faca:
(5) Resolva o sistema LU X} = H} para ter o valor de (X})7.
(6) Resolva o sistema LiU'u! = Q% + @ para ter o valor de u'.
(7)  Resolva o sistema {HX )X = Hu — @, para ter o valor de .
{ Resolugio de Mi=Q.+Q,—H™) }
(8) Para cada corpo 7 «+ 1 até n faca:
(9) Resolva o sistema L'U'§' = QL + Q% ~ (H))T ) para ter o valor de §'.
(10) Retorne § = (g1,.-.,¢n)-

Os passos (1) e (2) preparam a decomposicdo LU que serd utilizada ao longo do
algoritmo. Estes tem custo ©(n), j4 que temos n corpos onde a decomposicio é feita
apenas para uma submatriz de dimens&o 5 x 5 constante (conforme visto no capitulo 3).

Os passos (5),(6) e (9) do algoritmo acima envolvem a resolugéo do sistema do corpo :.
Comeo a decomposi¢ao LU j4 foi efetuada, a solugdo deste sistema pode ser obtida utilizando-
se o algoritmo 5.1, em ©(1) operagdes. As iteracoes dos passos (3) e (4) fazem com que
o algoritmo 5.1 seja executado ©(n - {) vezes no passo (5) mais O(n) vezes no passo (6).
Portanto os passos de (3) a (6) tem custo O(n-£+n). No passo (7) temos a multiplicacdo
de duas matrizes H e X7 de dimensdes £ x n e n x ¢, respectivamente, que tem custo
O(n-£?); mais a resolugio do sistema, que tem custo O(£%). A iteracao do passo (8) realiza
n chamadas para a resolucio do sistema de um corpo, tendo, portantoe custo O(n). No
total, o algoritmo 6.1 efetua ©(n - £ + n + £2) operagdes.

6.4 Integracao numérica

Temos até agora um sistema de equagdes lineares onde, dadas as posi¢des, velocidades,
forcas e torques generalizados, obtemos as aceleragoes. Este sistema representa um con-
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junto de equagoes diferenciais de segunda ordem

§=Flg,¢1)

que pode ser integrado para obtermos a trajetéria do sistema.

Especificamente, utilizamos o método de Runge-Kutta-Fehlberg com passo adaptativo
para realizar a integracdo. Dado um intervalo [f;,%s], um estado inicial s; em ¢ = ¢;, e
estipulando uma tolerancia &, 0 método procura determinar o estado do sistema em ¢ = 1
com um erro menor do que &, ajustando automaticamente o passo de integracio § entre
limites dados 8uin € Smax-

6.4.1 FEstabilizacao de vinculos

A utilizagdo de um método de integragdo numérica traz consigo alguns problemas devido
a erros de truncamento. Apds um certo numero de iteracoes estes erros podem fazer com
que as restri¢oes dos vinculos nao estejam mais satisfeitas.

Para corrigir o problema acima é necessario fazer o que chamaremos de estabilizagdo
de vinculos. Sempre que o vinculo se tornar violado por um valor maior que uma certa
toleréncia, devido a erros de integracéo, o estado dos vinculos é corrigido para que o erro
desaparega.

Num instante ¢ qualquer durante a integracdo, consideramos que um dado estado
calculado (g, ¢) do sistema satisfaz todos os vinculos se o seguinte critério for satisfeito

max |C;{§,t)] <¢€ (6.11)
3=1,...,¢

no qual £ é o numero de restrigdes de vinculos e C;(g,t) é o valor do vinculo j para o
estado § e instante . Note que o estado foi escrito como ¢, onde o til evidencia tratar-se
de um estado aproximado, obtido por integracio numérica. O valor de ¢ representa uma
tolerancia dada. Para escolha da tolerancia g, deve-se levar em conta que o desvio esperado
nas restricbes (lado esquerdo de (6.11)) devido a erro de truncamento do integrador é
O(6*), onde 6 é o passo de integracio e k é a ordem do integrador numérico (k = 5 no
caso do método de Runge-Kutta-Fehlberg).

Quando o critério (6.11} é violado, aplicamos uma corregio nas posicoes e velocidades,
como descrito a seguir.

Corregao das posigoes

As posi¢des corrigidas, chamadas de §°, podem ser obtidas fazendo-se

=4+ Hu (6.12)



6.4. Integragdo numérica 37

na qual H é a matriz Jacobiana dos vinculos {definida na segdo 6.1) calculada para o
estado (¢, ¢), e u € solugao do seguinte sistema de equacdes

HTHu = —C;(4,t)

As novas posigdes substituem as anteriores e prossegue-se com a corregao das velocidades.

Correcao das velocidades

Uma vez corrigidas as posigdes, temos que corrigir as velocidades para garantir que o movi-
mento do sistema a partir da posico atual continuara satisfazendo os vinculos pelo menos
em primeira ordem. Matematicamente, esta condicdo pode ser expressa pela equagio

Assim, através de um procedimento analogo aquele usado para corrigir as posigdes, tem-se

a seguinte equacao

§ =g+ H% (6.13)
onde v € a solugao do sistema
c c ac exT
(H) Hev = o~ )74

O sobrescrito ¢ em H°¢ assinala que a Jacobiana H é calculada utilizando as posigoes

corrigidas em (6.12).
Mais detalhes sobre o método utilizado podem ser encontradas em [RPP94].



Capitulo 7

Deteccao de Colisoes

A partir do estado inicial dos objetos, e utilizando integracdo numérica, conseguimos
calcular a posicao dos objetos a cada instante de tempo. Isto, porém, ndo basta para se
obter uma simulacdo. A integracdo numérica simplesmente calcula as posigtes dos objetos
levando em conta forcas externas aplicadas, e supde que a funcdo que descreve o estado
dos objetos é continua. No entanto, durante a simula¢ao tenta-se fazer com que os objetos
se comportem como se estivessern em um mundo real, e pode acontecer que dois objetos
venham a colidir.

Neste capitulo consideramos o problema de detectar quando dois objetos entram em
contato. O céalculo de um novo estado valido para o sistema apos a colisdo serd tratado

no capitulo 8.

7.1 Deteccao de colisoes

Diremos que dois corpos A e B estdo em contato no instante ¢t se AN B é ndo vazia, mas
(Ainierior) N (Binterior) € vazia. Definimos entao que ha colisdo entre dois corpos A e B
no instante t se A ¢ B estao em contato no instante ¢, mas ndo no instante ¢ — ¢ para
qualquer z > 0.

Na pratica, ndo é possivel detectar exatamente o instante da colisdo; e como os cdlculos
geométricos necessarios para deteccio de colisdes ficam muito mais complicados se permi-
tirmos que os interiores dos objetos se interceptem € necessario tratar as colisdes antes dos
objetos realmente colidirem. Ou seja, supde-se que ocorreu uma colisdo no instante #; se a
distancia entre os corpos for menor que uma tolerdncia dada, e a derivada desta distancia

for negativa.

38
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7.1.1 Detecgao eficiente de colisoes

Quando temos n objetos envolvidos numa simulagdo, podemos ter, em principio, até
©(n?) colisdes ocorrendo simultaneamente. Felizmente, na pratica o nimero de colisdes
no mesmo instante ¢; é bem menor, por isso é importante evitar ao0 maximo fazer o teste
de colisOes para todos os pares de objetos a cada passo.

Numa animacdo, temos uma seqiiéncia de configuraces calculadas, separadas por
um intervalo de tempo § entre elas. Se o intervalo § entre as configuragdes for sufici-
entemente pequeno, podemos supor que haverd pouca mudanga entre as posicoes dos
objetos; chamamos este fendmeno de coeréncia temporal. A coeréncia temporal implica
que as posigOes relativas entre os objetos nao se alteram significativamente. Isso acarreta
coeréncia geométrica entre configuractes sucessivas, ou seja, a maioria dos testes efetuados
para verificar a existéncia de colisbes podem ser reaproveitados. Podemos assim utilizar a
informagdo do quadro anterior para tornar mais rapida a detecg@o de colisdes no quadro
atual.

7.2 Deteccao de colisoes entre pares de poliedros

convexos

O algoritmo de detecgio que utilizamos é uma modificagdo do método desenvolvido por
Lin [Lin94]. Este algoritmo utiliza-se de coeréncia temporal e geométrica para calcular
de forma eficiente quais sdo os pares de objetos mais préximos a cada passo. Embora
a complexidade do método seja @(n?) no pior caso, o tempo médio em casos reais de
animagio se revelou aproximadamente linear em r [Lin94]. Para facilitar a descrigio do
algoritmo vamos chamar os vértices, arestas ou faces de elementos. O algoritmo calcula
e mantém o par de elementos mais proximos entre certos pares de poliedros. Devido a
coeréncia geométrica, quando os pares de elementos mais préximos se alteram, o novo par
é, em geral, composto de elementos vizinhos aos anteriores.

O algoritmo comega com um par de elementos candidatos e4 € eg em objetos A e B,
e verifica se a distincia minima entre A ¢ B é realizada por pontos nesses dois elementos.
Como os objetos sdo convexos, esta verificagdo € feita com um teste local, que envolve
apenas os elementos vizinhos a €4 e ep.

Se e4 ou eg falham no teste, um dos elementos é substituido por um de seus vizi-
nhos de modo que o novo par (€', ep) seja garantidamente mais préximo que o anterior.
Quando os objetos estido se movendo devagar, em geral esta troca ocorre no maximo uma
vez. Mesmo quando os objetos sofrem mudangas bruscas de posicdo, o algoritmo leva
tempo proporcional ao nimero de elementos trocados neste processo; que é uma funcao
da velocidade relativa entre os poliedros, € no maximo O(m4 - mg), onde my € mp séo o
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nimero de elementos dos dois objetos A e B, respectivamente.

7.2.1 Diagrama de Vorondi e regiio de Voronéi

O diagrama de Vorondi de um conjunto de pontos S é uma colegio de poligonos { R, :
p € §}, cada um associado a um ponto p € S, tal que R, é o conjunto dos pontos mais
proximos ao ponto p do que a qualquer outro ponto de & [PS86]. Para implementar o
teste de validade do par mais préximo, Lin usa uma extensdo do diagrama de Vorondi
onde o conjunto & de pontos é substituido pelo conjunto de elementos de um poliedro P.
Esta extensao é chamada de de diggrama de Vorondi generalizado de P. Define-se neste
diagrama a regido de Vorondi de um elemento e € P, como sendo o conjunto &, de pontos
exteriores ao poliedro P que sdo mais préximos a e do que a qualquer outro elemento de
P. Em geral, as regides R, sio delimitadas por superficies quadraticas; no entanto, se o
poliedro for convexo, elas tem apenas superficies planas.

O algoritmo de Lin mantém informagdes da vizinhanga dos elementos, bem como as
regides de Vorondi. Quando o teste de pertinéncia de um ponto p na regido R(e) falha, isso
significa que o ponto p viola um ou mais planos delimitadores daquela regido. Neste caso,
o elemento ¢’ vizinho de e tal que R, ¢ R, compartilham um plano violado certamente
estd mais préximo do ponto p do que e. Sempre que isto ocorre, escolhe-se como préximo
elemento aquele que compartilha o plano para o qual ocorren a maior violacdo. Este fato
¢é estabelecido com apenas % testes, onde & é o ntimero de elementos vizinhos de e no
poliedro.

7.2.2 Pré-processamento

As regides de Vorondl das arestas tém sempre tamanho constante. Para garantir fal
propriedade tamhém para as regides de Voronéi das faces e vértices, aplica-se, em tempo
de pré-processamento, um algoritmo que subdivide estas regiGes para as faces ou vértices
com mais de um certo numero pré-estabelecido de elementos como vizinhos. A subdivisgo
torna possivel a verificacdo da pertinéncia de um ponto a uma regido de Vorondi em tempo
constante, para qualquer combinacao de elementos.

(Quando ha dois elementos com distincia proxima, hé o perigo do algoritmo entrar em
repeticdo infinita devido a erros de arredondamento. Para evitar este caso, as regides de
Voronéi sdo aumentadas ligeiramente para que se sobreponham.
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7.3 Aceleragao através de caixas envoltérias

O algoritmo, como apresentado até agora, continuaria fazendo o teste de interpenetracio
entre cada par de objetos. Em um ambiente com n objetos se movendo e m objetos
estaciondrios, isto implicaria em monitorar o comportamento de (;) -+nm pares de objetos
a cada passo, e serta demasiado lento para n grande. A solugdo é tentar reduzir o nimero
de pares testados. Para isso, o algoritmo coloca cada poliedro dentro de uma caiza
envoltdria (um paralelepipedo alinhado com os eixos do sistema inercial). As caixas
envoltorias, por sua vez, sdo ordenadas, de acordo com cada um dos eixos, o que faz
com que os unicos pares de poliedros que demandam teste sejam aqueles cujas caixas
envoltérias se interceptam nos trés eixos.

Neste trabalho fizemos uso de uma implementacdo deste algoritmo disponivel publi-
camente [CLMP95] a qual atendeu a nossos propdsitos (depois de corrigidos alguns erros
conceituais e de implementacio).

7.4 Tratamento de casos degenerados

Cada elemento pode ser um vértice, uma aresta ou uma face. Assim, hé seis casos possiveis
de pares mais préximos: (1) um par de vértices, (2) um vértice e uma aresta, (3) um vértice
e uma face, (4) um par de arestas, (5) uma aresta e uma face e (6) duas faces.

Qualquer um dos casos acima pode ser retornado pelo algoritmo original desenvol-
vido por Lin [Lin94]. No entanto, consideramos os casos (1), {2), (5), (6) como degene-
rados, uma vez que sua probabilidade de ocorréncia € zero quando os objetos estio em
posicdes e orientacdes aleatorias. Assim, quando o algoritmo de Lin retorna como par mais
préximo algum destes casos degenerados, aplicamos um algoritmo de pés-processamento
para transforma-lo num caso ndo degenerado. Note que os pares validos sao aqueles em
que a soma das dimensées dos elementos € igual a dois.

Sejam dois poliedros A e B, e seja {(a,b) o par de elementos mais préximos entre A
e B. Pode-se provar que se (a,b) € um par degenerado, entio eziste um par (a',b) ndo
degenerado vizinho de {a,b) com distancia igual ao par originel O algoritmo a seguir

encontra este par.
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Algoritmo 7.1: Normaliza par mais préximo.
Entrada:
Um par de elementos (a, b) com distincia menor ou igual a um dado ¢
pertencentes aos poliedros A e B, respectivamente.
Saida:
Um par ndo degenerado de elementos (a’, ¥) com distdncia menor ou
igual a ¢ pertencentes aos poliedros A e B, respectivamente.
(1) Se a soma das dimensdes de (a, b) é igual a 2, entio
retorne o par (a, b).
(2) Para todo elemento a’ vizinho de a, mals o préprio a

(3) Para todo elemento & vizinho de b, mais o préprio b
(4) Se a soma das dimensdes do par (d',d) for igual a 2 ¢
a distancia entre (&', &) for menor ou igual a ¢, entdo
(5) Se existir um plano II, determinado por (&, ¥), que separa

A e B, entdo retorne (a, ).

O plano II (passo (5)) determinado pelo par de elementos (a’, ¥') é facilmente obtido ja
que o par pode ser composto apenas de um vértice e uma face ou entao duas arestas. No
caso de arestas paralelas, tal par é ignorado, uma vez que o plano II se torna indefinido.

O algoritmo acima tem tempo de execugdo proporcional ao nmimero de elementos vi-
zinhos, que, como mencionado anteriormente, é sempre constante. O dnico passo que
poderia aumentar a complexidade é o passo onde verifica-se se o plano II separa os poli-
edros. No entanto, lembrando que os poliedros sdo convexos, este teste percorre apenas
os elementos vizinhos (que sdo em nimero constante), o que torna o algoritmo acima de
tempo O(g), onde g é o maior niimero de vizinhos de uma elemento do poliedro.



Capitulo 8

Tratamento de Colisoes

8.1 Introducao

No capitulo anterior, tratamos da deteccdo de colisdes. Recordando, consideramos que
dois corpos estao colidindo se estes estdo a uma distancia menor do que uma dada to-
lerdncia e a derivada dessa distancia é negativa. Nestas circunstancia, € preciso suspender
a integracdo numeérica das equacdes de movimento e adotar medidas adicionais para evitar
a interpenetragao.

O efeito da colisdo entre corpos rigidos é o de introduzir uma alteracac instantanea
nas suas velocidades (supomos aqui que a colisdo ocorre durante um intervalo de tempo
infinitesimal) tal que as posi¢bes permanecam as mesmas, mas a derivada da distdncia
passe a ser maior que zero. A colisdo é, portanto, um ponto de descontinuidade na
integracao.

A alteracdo instantanea de velocidade ndo pode ser obtida controlando as forgas e
torques nas equagdes de movimento, pois as mesmas implicam que a aceleracio é finita e
portanto a velocidade é continua. Por isso, precisarfamos calcular durante a colisiao forgas
e torques de magnitude infinita e duragéo nula, ou tmpulses.

Quando dois objetos reais colidem, diversos fendémenos ocorrem simultaneamente. De-
pendendo do material, os corpos em colisdo deformarn-se num intervalo pequeno mas nao
nulo de tempo, podendo permanecer deformados apds a coliséo. O contato entre os corpos
ndo é um ponto, mas uma regido de érea nao nula. No decorrer da colisaoc surgem forgas
grandes (mas nio infinitas) devidas principalmente ao atrito e as deformacées sofridas
pelos objetos na regido do contato. O formato dos objetos, a rugosidade das superficies
emn contato e as velocidades iniciais determinam a magnitude e diregdo destas forgas no
decorrer da colisdo. Neste processo, parte da energia é transformada em ondas de cho-
que que se propagam no interior do corpo e sio responsaveis por transmitir os efeitos da
colisao ao longo do corpo e aos corpos a ele ligados (note, no caso de corpos articulados,
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que a manutencao dos vinculos exige que se alterem néo s6 as velocidades dos corpos que
colidiram, mas também as dos corpos a eles ligados). Outra parte da energia cinética dos
sistema ¢é dissipada em formas nio mecanicas de energia (térmica, sonora, etc).

Construir um modelo que retrate tais fendmenos com precisdo ndo € tarefa facil. Esta
complexidade justifica o uso do modelo ideal de colisdo rigida, em que a colisdo € ins-
tantanea e a velocidade varia de modo descontinuo. As propriedades que determinam
a magnitude da forga, a dissipagido de energia e a transmissdo das ondas de choque sdo
substituidas por coeficientes estimados ou obtidos empiricamente.

8.2 Colisao entre corpos rigidos articulados

O objetivo do tratamento de colisdes para corpos rigidos articulados € a obtencéo de novas
velocidades que evitem a interpenetragao. Como observado acima, os vinculos devem ser
levados em conta uma vez que as novas velocidades devem ser tais que os corpos conectados
nio se separem apos a colisfo. Isso significa que a colisdo, além de dar origem a impulsos
no ponto de contato, gera impulsos secundarios nas juntas.

Suponha que a posicdo e orientacio dos objetos € descrita por um conjunto de coor-
denadas generalizadas ¢ de tamanho n (como visto no capitulo 3) que expressa a posigio
do sistema de corpos e seja ¢ a velocidade generalizada deste sistema imediatamente an-
tes da colisdo. Deseja-se obter um vetor A¢ que, quando somado a ¢, resulte em novas
velocidades que evitem a interpenetracao e satisfacam os vinculos em primeira ordem.

Para calcular Ag é necessdrio obter o impulso no ponto de contato, bem como os
impulsos nas juntas. Para simplificar o calculo destes impulsos vamos supor que:

1. O impacto € instantdneo e € sentido simultaneamente em todos os corpos. Esta
premissa permite que se calculem todos os impulsos de uma s6 vez.

2. Em cada instante ha, no maximo, dois corpos colidindo num inico ponto. Assim, em
simulagdes que envolvem muiltiplas colisdes, assume-se que elas ocorrem separadas
por um intervalo de tempo nao nulo e podem assim ser tratadas em separado.

3. Os corpos nao sofrem deformagdo resultante do impacto (330 infinitamente rigidos,

mesmo durante a coliszo).
4. Nio ha contatos duradouros (vide secao 4.1.1).

5. Nao hé atrito nos vinculos. Isto faz com que o impulso em cada vinculo tenha a
direcio do gradiente da equagido do vinculo.
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6. Nao hé atrito no ponto de colisdo. Aqui também a premissa faz com que o impulso
real gerado pela colisio tenha uma direcio definida, igual 3 direcio da normal ao
plano de colisido (obtido através do algoritmo 7.1).

Sejam ps e pp as duas particulas envolvidas na colisdo. O efeito da colisio é aplicar &
particula ps um impulso da forma &7, onde x ¢ a magnitude do impulso e 7 a direcio
normal ao plano de colisio. Um impulso de mesma magnitude, porém de diregéo oposta.
¢ aplicado a particula pp. Em coordenadas generalizadas, estes dois impulsos equivalem
ao 1mpulso

fifc = fcﬁ(RA - RB) (81)

onde Kp e Rp sao as matrizes mudanca de base que transformam as forcas reais aplicadas
nas particulas em contato de A e B em uma for¢a generalizada.

Os impulsos nos vinculos, seguindo-se a premissa 5 e supondo-se a existéncia de ¢
restricoes da forma C(g(t), ¢(2),t) = 0, podem ser escritos como
ac;
9q
onde [; é a componente do impulso generalizado necessaria para manter a restricao C;, e
A; é a incdgnita que determina a magnitude desse impulso.

Ij= X

(q(t): 4(),8) = A H{q(2), 4(2),t); j=1,....¢ (8.2)

Com as premissas acima, tem-se definida a diregdo para todos os impulsos considerados
no sistema, restando como incognitas as magnitudes, representadas pelos multiplicadores
de Lagrange A; e por «. O problema é calcular valores para estes parametros tals que
a variagdo de velocidade generalizada Ag satisfaca as restrigdes dos vinculos e evite a
interpenetracac.

Se o impulso no ponto de coliséo fosse conhecido, os impulsos de reacdo nos vinculos
e a variacio de velocidade poderiam ser calculadas por um sistema de equacgses bastante

similar aquele usado para calcular as aceleragdes (equacio 6.5):
M HT Ag I
= (8:3)
H 0 A 0
no qual as matrizes M e H sfo as mesmas do capitule 6. O impulso I representa um
impulso arbitrrio, em coordenadas generalizadas, aplicado no sistema. Estas equagbes
permitem calcular o variagdo A¢ resultante deste impulso. O vetor A = (Ar,..., As)
representa as magnitudes desconhecidas dos impulsos nas juntas, que surgem em reagao
ao impulso I, e que sdo necessarios para manter os vinculos satisfeitos em primeira ordem.

Mais precisamente, estes impulsos sdo dados por H' A.
0 sistema acima pode ser escrito como

MAG+H™ ) = I (8.4)
HA§ =
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Multiplicando a equacdo (8.4) por HM ™}, tem-se
HAG+HM ' H' )= HM™T
Usando a equagédo (8.5) temos
A= (HM- T HY " HM™]
Substituindo A na equacio (8.4) temos
MAG=[1—-H(HM H ) 'HM Y] (8.6)

No caso particular da colisio, o impulso resultante I tem a forma «I,, onde I. é o im-
pulso generalizado equivalente a um par de impulsos reais iguais e opostos, de magnitude
arbitraria, aplicados nos pontos de colisao, com as diregoes conhecidas; e & é um mul-
tiplicador (desconhecido) que determina a magnitude do impulso realmente aplicado em
decorréncia da colisdo. Assim, a equagao (8.6) pode ser reescrita como

MAG= [l —HY(HM*HTY 'HM I, (8.7)

Todo o termo do lado diretto da equagao que é multiplicado por « serd chamado de &, ou
seja

Q=[1-HY(HMYH")'HMI, (8.8)

Este termo representa a variagido do momento generalizado do sistema para o impulso
generalizado de referéncia I, aplicado nos pontos de colisao.

O sistema (8.3} tem uma Incdgnita a mais do que o nimero de equagdes; portanto ha
um conjunto unidimensional de impulsos (dependendo da escolha de &) que satisfaz todas
estas equagoes.

8.2.1 Calculo do impulso maximo

As eventuais solugbes do sistema (8.3) devem satisfazer duas condicdes: evitar a interpe-
netragio (isto é, a velocidade relativa das particulas que colidiram deve ser nio negativa
apos a colisdo) e a energia total do sistema nio deve aumentar, j4 que os mecanismos
que ddo origem as forcas de reagio nas juntas e pa colisio ndo inserem energia, 56 a
dissipam. {Note que, como os corpos ndo mudam de posicio, as forcas externas também
nao realizam trabalho durante a colisio.)

Cada uma destas condiges determina uma equagdo que estabelece um valor extremo
para a magnitude & do impulso na colisdo. Seja entdo iy a magnitude minima do impulso,
que faz com que a velocidade relativa entre os corpos seja nula apds a colisdo, e seja Kaup
a magnitude maxima, que conserva toda a energia cinética do sistema.
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Para se obter o valor maximo de & = gy, de tal forma que nio ocorra perda de
energia cinética, igualamos o valor da energia cinética apés a colisdo, na qual a velocidade
€ g+ /\¢, com a equagao da energia cinética antes da colisdo, na qual a velocidade é §. Esta
equacdo completa o nimero necessario de equagles para que o sistema seja determinado
e, neste caso, nao sofra perda de energia:

T(¢+Aq) = T(4) (8.9)
2 MAG+ATMAG = 0
Substituindo o valor de Ag obtido na equagdo (8.7) temos
(24" + A¢T)Orayp = 0
que pode ser escrita como
267 + (M0 Koup] Okiup = 0

Esta equagdo tem uma solugdo trivial k., = 0, que significa ndo alterar o movimento
(A¢ = 0}, o que vai resultar em interpenetragio e, portanto, ndo interessa. Ficamos
assim com uma equagao linear em kg

247 + (M™'0)kep = 0
Isolando keyp temos a equacio final

—2,70

K’Sup = m (810)

8.2.2 Calculo do impulso maximo

Para calcular o valor minimo &inr de %, substitui-se a equacgao de conservacao da energia
cinética (8.9) pela equacdo que determina que a velocidade relativa das particulas coli-
dentes, na direcio normal ao plano de colisio, seja nula apds a colisio. Supondo que as
particulas sao a e b, pertencentes aos corpos ¢ e j, respectivamente, temos:

- [(VPAa))(q+Aq) — (VR(g)g+A¢] =0 (8.11)
onde:

7 : normal ao plano de colisdo;

P.(q) e Po(q) : fungbes que déo as coordenadas reais das particulas a e b, respectivamente,
a partir das coordenadas generalizadas do sistema;
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VP, e VP, : matrizes Jacobianas de F, e F;, definidas como %’;ﬂ(q) e %‘%’“(Q), respecti-

vamente.

Fazendo as multiplicagbes N, = 77 - (VFP,(g)) ¢ Ny = 71 - (VB (q)) para os dois corpos,
pode-se escrever a equacdo de uma forma mais simples

Na(q+Ag) — Ny(g+A¢) =0 (8.12)

na qual os vetores N, e N, transformam as velocidades generalizadas diretamente para
velocidades reals na direcao normal ao plano de colisdo.

Substituindo-se na equagao acima o valor de A¢ da equagio (8.7} e usando a também
a equacdo (8.8) temos, apds colocado em evidéncia & aqui chamado de &y,

(M= N
T (Na— Nb)M-10

(8.13)

8.2.3 Escolha de &

O valor correto para a magnitude do impulso « pertence ao intervalo [Kins, Ksup)- A escolha
depende do comportamento que se deseja para a colisdo e pode ser expressa com uimn
coeficiente de restituicdo que varia entre 0 e 1, representando os possiveis valores do
intervalo da magnitude.

Infelizmente, nao hd ainda modelos completos para caiculo do valor de & dentro do
modelo de corpos rigidos [Rub98].



Capitulo 9

Resultados Computacionais

9.1 Introducao

Neste capitulo sdo apresentadas algumas animagoes geradas com o simulador desenvolvido
neste trabalho. O simulador consiste de 26714 linhas de c6digo em Modula-3 escritas espe-
cialmente para esta tese; mais a biblioteca de deteccao de colisdes I.COLLIDE [CLMP95]
que foi integrada ao cédigo, a qual consiste de 16280 linhas de cédigo escrito em linguagem
C.

A descricdo dos corpos, articulagdes, forgas externas, e estado inicial sio fornecidos
via arquivos texto descritos no apéndice A.

Na maioria dos testes, cada corpo € um paralelepipedo com centro na origem do sistema
de referéncia do corpo e lados paralelos aos eixos.

Para verificar a precisido com que as equagoes foram integradas, mostramos apds cada
animacao o grafico das energias mecanica, cinética e potencial gravitacional do sistema.
Através do gréfico podemos verificar se a energia mecanica ¢ conservada.

Todos os tempos de simulacdo foram obtidos numa Sun SPARCstation 4 com clock
de 110 MHz.

9.2 Corpo girando em torno de um eixo principal

Nesta primeira animagao temos um corpo rigido solto no espaco isento da forca da gravi-
dade e girando em torno de seu eixo principal Z (dirigido para dentro da tela).

O corpo sendo modelado é uma barra retangular com dimensdes 10 X 4 x 2 com massa
igual a 10 kg e momentos principais de inércia iguais a J, = 1,66, J, = 9,66 e J, = 8,66
kgm. As coordenadas generalizadas ¢ = (g1,...,¢7) contém, nas posigdes de 1 a 3 a
posicao do centro de massa, e nas posicdes de 4 a 7 0s valores do pardmetros de Euler do
COTpo.
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Figura 9.1: Corpo girando em torno de seu eixo 7.

O estado inicial do corpo é dado por g=(0001000)eg={(0000000,2).
Note que, no estado inicial, a restrigdo dos pardmetros de Euler (3.5) esta satisfeita e suas
derivadas sdo ortogonais a eles, o que significa que a restri¢ho estd satisfeita também em
primeira ordem.

Foram gerados 10 segundos de animagdo com 30 quadros para cada segundo. Na
figura 9.1 estdo quadros em intervalos uniformes de 20 quadros. A tolerancia estabelecida
para o integrador foi de 107%. O tempo de simulagdo foi de 14 segundos.

O grafico da figura 9.2 mostra como evoluiu a energia durante a simulacdo. O desvio
padrio sofrido pela energia mecanica durante a animacao foi de 2,03 x 10~7 J.

9.3 Corpo girando em torno de um eixo arbitrario

Temos aqui também um corpo 1solado girando, desta vez sobre um eixo arbitrario. No-
vamente néo consideramos aqui a forca da gravidade. O corpo é o mesmo do exemplo
acima, desta vez com estado inicial igualag={(0001000)eg=(000 0 0,20 0,32
0,23).

Foram gerados novamente 300 quadros para um periodo de 10 segundos de animagao.
Na figura 9.3 estao quadros a cada 20 quadros da animacdo original. A tolerancia esta-
belecida para o integrador foi de 1074, O tempo de simulagéo foi de 18 segundos.

No grafico da figura 9.4 temos um comportamento idéntico ao do grafico da figura 9.2,
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Figura 9.2: Evolugdo da energia para um corpo girando sobre seu eixo Z.

J& que temos novamente apenas rotacio em torno de um eixo. O desvio padréo da energia
mecanica neste caso foi de 2,23 x 10~7 J.

9.4 Um corpo articulado

Temos nesta segdo uma animacéo de um corpo articulado sujeito a agdo da gravidade.
Este é formado por barras de massa 10 kg e dimensoes 10 X 2 X 2, com um bico piramidal
de altura 1 em cada extremo. Os dois corpos estdo ligados por uma junta universal, e
mais outra junta universal mantém uma ponta da barra 1 fixa num ponto do espago.

O estado inicial do sistema ¢ dado por¢s = (00191000), ¢ = (000 0,71 0 0 0,71),
g2=(60131000)ego=(000000 0), onde 1 denota o corpo inicialmente na
vertical e 2 denota o corpo inicialmente na horizontal.

Os momentos de inércia das duas barras sio J, = 1,71, J, = 31,71 e J, = 31,71 kgm.

Nesta animacao foram gerados 15 segundos com 30 quadros por segundo. Temos na
figura 9.5 amostras desta animacdo a cada 30 quadros. A tolerancia estabelecida para o
integrador foi de 107, O tempo de simulacéo foi de 90 segundos.

No grafico da figura 9.6 vemos a evolugéo da energia do sistema neste caso. O desvio
padrio da variacdo da energia mecanica foi de 1,32 x 107* J neste exemplo.
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Figura 9.3: Corpo girando em torno de um eixe arbitrario.

9.5 Colisao entre dois corpos

Temos aqui uma animacao onde um corpo isolado, no caso um tetraedro, cai sobre um
outro corpo completamente fixo (ou seja, com restrigdes que fazem com que ele permanega,
imével}.

O tetraedro tem raio 2, massa igual a 1,5 kg e momentos de inércia J, =075, J, =
0,75 e J, = 0,46 kgm; e estd inclinado por um &ngulo e diregio arbitrdrios. A massa
e momentos de inércia do corpo fixo sdo irrelevantes. O estado inicial do sistema é
Gretre = (0 3 4 0,97 0,11 0,11 0,21), Gietry =(0 00 0 00 0), ¢5izo =00 01 00 0) e
Grizo=(0000000).

Foram gerados aqui 3,3 segundos de animagao num total de 100 quadros. O tempo
de simulagao foi de 18 segundos. A figura 9.7 contém amostras a cada 5 quadros. O
integrador foi executado com tolerancia 107

O gréfico da figura 9.8 mostra a energia do sistema ao longo da animacdo. O desvio
padréo sofrido pela energia mecanica foi de 7,81 x 1077 J.

9.6 Colisao de um corpo articulado

Temos aqui a animagdo de um corpo articulado, composto de duas barras ligadas por
uma junta universal, que cai sobre um outro corpo totalmente fixo no espaco. (As barras
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Figura 9.4: Evolucdo da energia para um corpo girando em torno de um eixo arbitririo.

tém a mesma forma e propriedades das do exemplo 9.4.) O corpo fixo € idéntico ao do
exemplo 9.9.

O estado do sistema é dado por ¢; = (—4 0 11,5092 0,38 0 0), 1 =(0000 0 0 0},
gz = (7,28 0 8,45 0,87 0 —050),¢2=(0000000), grice =(0001000) e
Gfizo= (00 0 00 0 0). A barra 1 estd na horizontal, rodada de 45° em torno do eixo 7;
e a barra 2 estd inclinada 30° em torno do eixo 2.

Foram gerados 10 segundos de animagio num total de 300 quadros. Na figura 9.9
temos amostras a cada 15 quadros. O tempo de simulagio foi de 127 segundos. O desvio
padrio no valor da energia mecinica (figura 9.10) foi de 1,41 x 107° J.
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Figura 9.5: Dois corpos articulados.
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Figura 9.6: Evolugdo da energia para um corpo articulado.
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Figura 9.8: Evolucao da energia para dois corpos isolados colidindo.

3.5



9.6. Colisdo de um corpo articulado 56

\\

-
~J
e

o |

Figura 9.9: Corpo articulado com colisdes.
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Figura 9.10: Evolucdo da energia para a um corpo articulado com colisbes.



Capitulo 10

Conclusao

Apresentamos nesta dissertacdo, um simulador de corpos rigidos articulados que possibi-
lita calcular a evolugéo ao longo do tempo, de um sistema de corpos rigidos ligados por
juntas mecanicas. Para o controle do movimento dos corpos, é possivel especificar um
conjunto de forgas e torques externos dependentes do estado dos corpos e do tempo.

A animagédo produzida respeita principios da dinamica como a conservacio da energia
mecanica. Os corpos sao impedidos de sofrerem interpenetragio através da aplicacio de
impulsos nos pontos onde ocorrem eventuais colisdes.

10.1 Possivels extensoes

Este trabalho poderia ser estendido adicionando-se ao simulador a capacidade de tratar
contatos permanentes (capitulo 8), bem como simultaneos. Modelos aceitaveis para o tra-
tamento de tals casos tornaram-se disponiveis recentemente [TPSL95, TP96] ¢ poderiam
ser incorporados.

A producio de uma animagio usando um simulador dindmico, apesar de automati-
camente resolver certos problemas enfrentados por outros métodos de animacio, néo é
ainda suficientemente amigdvel para o animador especificar o que deseja. Uma interface
grifica para construgio dos modelos e estados iniciais seria uma extensido natural deste
trabalho.

Uma diregio extremamente interessante para o desenvolvimento futuro € a imple-
mentacdo de mecanismos de controle externos ou auténomos que permitiriam fazer uso
deste simulador como ferramenta de animacdes mais complexas. Assim, a integragao de
mecanismos de controle com realimentagio [vF93] ao simulador seria outra via natural

para conseguir realizar estudos interessantes.
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Apéndice A

Descricao dos Arquivos Utilizados
pelo Simulador

A.1 Arquivos de entrada

Os dados de entrada para a criagio de uma animacdo compreendem uma série de ar-
quivos onde estdo descritos 0s corpos, os possivels vinculos, o estado inicial do sistema,
forcas e torques que atuam no sistema e os pardmetros de integragao. Descrevemos aqui
sucintamente o formato de cada um dos arquivos de entrada.

A.1.1 Arquive de configuracao

O arquivo de configuragio (extensio “.cfg”) é o primeiro arquivo lido pelo simulador.
Neste arquivo estdo os pardmetros da animagcéo (tal como duragio e ndmero de quadros);
e os pardmetros do integrador {como os passos minime e maximo e a tolerdncia).

O formato do arquive de configuracao é o seguinte:

begin animation (format of 95-01-09)
duration = <segundos>
frames = <nimerc de quadros>
tolerance = <tolerdncia para © integrador>
min step = <passo minimo do integrador>

1

max_step = <passo maximo do integrador>

end animation

Além dos parametros acima, que sdo obrigatdrios, existem ainda outros que podem ou

nao aparecer neste arquivo; sac eles:
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e collisiontest = <on/off>: liga/desliga o teste de colisbes entre os objetos {de-
fault = on).

o gravity = <on/off>: liga/desliga a for¢a da gravidade (default = on).

e correct linkviolation = <on/off>: liga/desliga a estabilizacio automatica de
restricdes (default = on).

A.1.2 Corpos envolvidos na animacao

Para descrever os corpos, é preciso fornecer informacao sobre seu formato geométrico e
caracteristicas fisicas. O arquivo de corpos (extensdo “.bds”) tem o seguinte formato:

begin bedies (format of 95-01-09)
bodies = <ntmerc de corpos(N)>
<nome corpo 1> <arquivo descritivo 1>
<escala em x> <escala em y> <escala em z> <densidade>
<nome corpo 2> <arquivo descritivo 2>
<escala em X> <escala em y> <escala em z> <densidade>

<nome corpo N> <arquivo descritive N>
<escala em x> <escala em y> <escala em z> <densidade>

end bodies

O arquivo descritivo de cada corpo € tratado a seguir; a extens@o do arquivo deve ser
omitida ao referencid-lo no arquivo de corpos.

A.1.3 Descrigao do formato dos corpos

O arquivo descritivo (com extensdo “.shp”) contém a descrigdo geométrica e fisica de um

corpo, seu formato é o seguninte:

begin shape (format of 95-01-09)

mass = <massa’>

moments = <jx> <jy><jz>
vertices = <>

faces = <M>

<ncme vértice 1> <oy >y =<5 >
<nome vértice 2> K Ty > Yo > < By >
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<nome vértice N> <<zy><yy><2ay>

<nome face 1> <U, > < vy > < Uy, >
<nome face 2> LV, > < vy, > LU, >
<nome face M> L Vi > < Vg > < U3y, =~

end shape

onde (J;, J,, J.) sdo os momentos principais de inércia do corpo. Observe que as posicdes
dos vértices devem ser tal que o corpo esteja com seu centro de massa na origem e com
orientacio tal que os eixos do sistema inercial sejam seus eixos principais de inércia.
Alteracbes na posicdo ou orientagio dos corpos devem ser especificadas no arquivo de
estado inicial, tratado a seguir.

A.1.4 Estado inicial

O arquivo de estado inicial determina quais sio as posi¢oes e velocidades dos corpos no
infcio da animagéo (extensdo “.ste”) e possul o seguinte formato:

begin state (format of 95~01-09)

bodies = <nimerco de corpos(N)>

time = <tempo inicial>

<nome corpo 1> <7y, Ty Ta > < Bo, 84, 05, 9:31
< Ry Ry Ry > <o, 6y, 65, 05

<nome Corpo 2> < Ty, Ty T > < o, 01, 02, 05
< Rxg Rw Rzg > < 902 912 9.22 932

V VvV V

<nome corpo N> < rpyry, 1oy > < oy B, b2y 03, >
< Rey Byy Bapy >< oy 81, 02y O3, >
end state

Note que os valores dos parametros de Euler devem satisfazer a restricdo imposta pela
equacao (3.5). Além disso, as posi¢des iniciais r e § dos corpos devem satisfazer as
restricbes das juntas e que suas derivadas 7 e § devem satisfazé-las em primeira ordem.

A.1.5 Descri¢ao das juntas (opcional)

Este arquivo (extensdo “.ctr”) contém a descri¢do das juntas que ligam os corpos entre si
ou com o meio, cada junta tem seus proprios parametros de acordo com a sua natureza.

O formato geral do arquivo é o seguinte:
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begin constraints (format of 95-01-09)

constraints = <ndmero de juntas(N)>

<nome da junta 1> <tipec da junta 1>
<par@metros da junta 1>

<nome da junta 2> <tipo da junta 2>
<parémetros da junta 2>

<nome da junta N> <tipo da junta N>
<parimetrcs da junta N>
end constraints

Os dados referentes aos paramtros da junta variam de acordo com a natureza da junta,
descrevemos abaixo estes pardmetros para alguns tipos de junta:

e Junta universal: neste caso o tipo da junta deve ser Universal e os pardmetros sao:

<nome corpo 1> < z11h 21 >
<nome corpe 2> < T lYs zy >

onde o nome do corpo deve ser o definido no arquivo de descri¢ao dos corpos {.bds)
e 0s pontos (21,¥1, 21) € (22, Y2, 22) 580 a posicio da junta em coordenadas locals de
cada corpo.

e Ponto fixo no espago: neste caso o tipo da junta deve ser Fixed e os pardmetros
820:

<nome corpo> < rYyz >

onde o nome do corpo deve ser o definido no arquivo de descri¢ao dos corpos (.bds)
e o ponto (x,y,z) € a posicao da junta em coordenadas locais do corpo.

A.1.6 Forcas e torques (opcional)

Este arquivo também € opcional; nele sdo descritas as forcas e torques externos que atuam
no sistema. O formato geral do arquivo é (sua extensdo deve ser “.for”):

begin forces (format of 95-01-09)

forces = <nimerc de forgas(N)>

<nome da forga 1> <tipo da forga 1>
<pardmetros da forga 1>
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<nome da forga 2> <tipc da forga 2>
{pard@metros da forga 2>

<nome da forga N> <tipe da forga N>
<pardmetros da forga N>
end forces

O tipo da forca determina, tal qual ocorre com as juntas, quais sdo os parametros espe-
rados. Alguns exemplos de forgas sdo:

e Mola: esta forga cria uma mola entre dois corpos, seu tipo deve ser Spring e seus
parametros devem ter a seguinte forma:

<coeficiente da mela> <comprimento de repouso>
<nome corpoe 1> < z1y12) >
<nome corpo 2> < T3 lg 2y >

O coeficiente da mola determina sua rigidez; e os dois corpos com os pontos especi-
ficam, em coordenadas locais de cada corpo, onde a mola esta presa.

e Forca/Torque interpolado: com este tipo de forga é possivel especificar qual deve
ser a forca e/ou torque atuando em um corpo em determinados instantes de tempo.
A forca/torque atuando a cada instante é entao calculada com base nestas amostras
como sendo a interpolacdo destas amostras dentro do intervalo. A forca/torque
¢ considerada nula se estiver fora do intervalo dado. O tipo de for¢a deve ser
Interpolated e o seus parametros sao:

<nome corpo> < ITyYz >

<nfimero de amostras(N)>

<h> <FLF,F,> <I.,T,7T,>
<ty> <F,F,F,> <T,T7,7T., >

<iIn > <Foy Py Foy > < Ty, Ty Loy >

onde o nome do corpo e o ponto (z,¥, z) em coordenadas locals do corpo informam,
respectivamente, sobre qual corpo a forca interpolada deve atuar e o seu ponto de
aplicacdo neste corpo, dado em coordenadas locais. Os valores ¢; a ¢y devem ser
instantes de tempo crescentes e determinam o intervalo onde a forca estara ativa.
Cada uma das tuplas {(Fz;, Fyi, Fz), (Tz:, Ty:, Tz)} especifica a for¢a e torque,
respectivamente, no instante ¢; em coordenadas inerciais. O método de interpolacao
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utilizado € o de Bezier, o que ndo garante que as forgas e torques serio exatamente
os da amostra para todas elas, com excegdo da primeira e ltima. Porém com o
método de Bezier garantimos que as forgas e torques estario dentro da envoltdrig
conveza formada pelas amostras, o que torna este tipo de forca mais controlivel.
Outros métodos de interpolagéo como splines e Lagrangiana poderiam ser utilizados.

A.2 Arquivos de saida

Sao gerados arquivos de saida contendo a descri¢do dos corpos bem como as posicdes e
velocidades a cada quadro. Todos os arquivos de saida possuem o mesmo nome do arquivo
de configuracdo, cada um com sua prépria extensao.

A.2.1 Arquivo de faces

Este arquivo (extensdo “.sur”) é gerado no inicio da execucéo, e contém todas as faces
componentes dos corpos. Seu formato é:

begin surface {(format of 95-09-14)
faces = <nimerc de faces(N)>

< Uy, Vo, U3, >

< 1, Vg, V3, >

< U1y Vo Vay >

no qual (v, vs;,vs,) sdo os indices dos vértices da -ésima face, correspondentes a estes
vértices nos arquivos de quadros, tratados a seguir.

A.2.2 Arquivos de quadros

Para cada quadro da animagéo, o simulador gera um arquivo descrevendo aguele quadro.
Estes arquivos possuem nomes no formato <prefixo><nimero do frame>.ste, no qual
o prefixo € o nome dado ao arquivo de configuracao. O formato do arquivo € o seguinte:

begin state (format of 95-06-03)
vertices = <nimeroc de vértices{(N)>
t = <tempo>

0: < Vg Vyp Vg > < Vg Vg gy >

10 vy Uy Vs > < Vg Vg Uy >

Wi < Uz Uy Unpy = < Uy Uz Usyy >
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no qual (vg;, Uy, Uz ) € (Un;y Uy, U2, ) 580 as posigbes e velocidades do vértice ¢ no instante 2.
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