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Prefacio

O problema da coloragao total foi introduzido por Behzad e Vizing, em trabalhos inde-
pendentes, por volta de 1965. Este problema consiste em associar cores as arestas e aos
vértices de um grafo, utilizando o menor nimero de cores possivel, de maneira que: (i)
dois vértices adjacentes tenham cores distintas; (ii) duas arestas adjacentes tenham co-
res distintas; (iii) cada vértice tenha cor diferente das cores das arestas que nele incidem.
Este menor niimero de cores para o qual um grafo admite uma coloragao total é conhecido
como numero cromdatico total. Determinar o nimero cromatico total foi demonstrado ser
NP-dificil mesmo para grafos bipartidos k-regulares, com k fixo e k > 3. Behzad e Vizing,
novamente em trabalhos independentes, questionaram se, dados um grafo simples G e
A(G) seu grau maximo, A(G) + 2 cores seriam suficientes para conseguir uma coloragao
total deste grafo. Eles conjecturaram que a resposta a esta pergunta seria positiva. Esta
conjectura, conhecida como Conjectura da Coloracao Total, permanece aberta para grafos
em geral. Neste trabalho, abordamos o problema da coloragao total para varias classes de
grafos. Foi determinado o nimero cromatico total: (i) dos snarks-flor; (ii) das poténcias
de ciclo, C*, com k = 2; (iii) das poténcias de ciclo, C¥, tais que n = 0 mod (A(G) + 1)
en = 0mod (k+ 1), n, k pares; (iv) das grades e de alguns casos particulares de grades
parciais; (v) das quase-escadas; (vi) dos cubos k-dimensionais; (vii) e de casos particu-
lares de grafos que sao intersecao de trés cliques maximais. Além disso, a conjetura da
coloragao total foi verificada para as poténcias de ciclo, C¥ com: (i) n par; (ii) k = 3; (iii)
k=4;(iv)n=0mod (k+1); (v) en=kmod (k+1).

O 1ltimo capitulo da tese aborda um problema de particionamento dos vértices de um
grafo. Neste problema, temos como entrada um grafo G e quatro vértices x*, z°, 2° e x° e
queremos saber se existe uma particao do conjunto de vértices de G em quatro conjuntos

A, B, C e D tais que 2* € A, 2" € B, 2° € C, 2” € D e todo vértice de A ¢é adjacente a todo

X



vértice de B e todo vértice de C é adjacente a todo vértice de D. Este problema é conhecido
como Nonempty Part List H-Partition com H = 2K5. Mostramos que este problema é
NP-completo. Com esta demonstracao todos os problemas desta classe estao classificados

quanto a sua complexidade, sendo o caso H = 2K, o unico que é NP-completo.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Definicoes basicas

Nesta secao, introduzimos alguns conceitos basicos da teoria de grafos. Definigoes utiliza-
das ao longo deste trabalho nao incluidas no texto podem ser econtradas em referéncias
classicas da teoria [6, 34].

Um grafo G consiste em um conjunto de vértices, V(G), um conjunto de arestas, E(G),
e uma funcado de incidéncia que associa cada aresta e € E(G) a um par nao ordenado de
vértices de G. Os vértices deste par nao ordenado sao denominados extremos de e. Uma
aresta e € F(G) tal que u e v sado seus extremos é denotada por (u,v), (v,u), uv ou vu*.
Se u = v dizemos que a aresta é um lago. Se duas arestas distintas possuem os mesmos
extremos dizemos que estas arestas sao multiplas ou paralelas. Na literatura, grafos nos
quais sao permitidas arestas multiplas e lagos sao também denominados de multigrafos.
Quando um grafo G nao possui arestas miltiplas ou lagos é denominado de grafo simples.

Um elemento de G é uma aresta ou um vértice de G. Se e = uv € E(G) dizemos que
e incide em u e v. Além disso, u e v sao ditos adjacentes. Se existe f = uw € E(G), as
arestas e e f sao ditas adjacentes ou incidentes. Duas arestas nao adjacentes sao ditas
independentes. A wvizinhanga de um vértice v, denotada por N(v), é o conjunto de todos
os vértices de V(G) que sao adjacentes a v. Dado um vértice v € V(G), o nidmero de

arestas incidentes em v é o seu grau, sendo denotado por d(v). Definimos o grau mdzimo

*Normalmente, as arestas de E(G) sao definidas pela descrigdo de seus extremos e a fungao de in-
cidéncia fica implicita.
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de um grafo G como A(G) := max{d(v) : v € V(G)}. Analogamente, o grau minimo de
G é 0(G) :=min{d(v) : v € V(G)}.

Coloragao é um problema tradicional em teoria de grafos. Uma coloragao de vértices
de GG é uma associacao de cores aos vértices de G de maneira que dois vértices adjacentes
tenham sempre cores distintas. Define-se o nimero cromdtico de um grafo G, x(G), como
o menor numero de cores para o qual G admite uma coloracao de vértices. Uma coloracdo
de arestas de um grafo G é uma associacao de cores as arestas de G de maneira que
duas arestas adjacentes tenham sempre cores distintas. Similarmente, define-se o indice
cromdtico, X'(G), como o menor nimero de cores para o qual G admite uma coloracao de
arestas. Vizing [66, 67| e Gupta [40] provaram, em trabalhos independentes, que qualquer
grafo simples G possui indice cromadtico igual a A(G) ou A(G)+1. Os grafos que possuem
X'(G) = A(G) sao denominados classe 1 e aqueles que possuem x'(G) = A(G) + 1 s@o
denominados classe 2.

Uma coloragdo total de G é uma associacao de cores as arestas e aos vértices de GG
de maneira que cada par de vértices adjacentes e cada par de arestas adjacentes tenham
sempre cores distintas e, além disso, cada vértice deve ter cor distinta das cores das arestas
que nele incidem. Podemos ver facilmente que qualquer coloracao total de um grafo G
necessita de pelo menos A(G) + 1 cores. A Figura 1.1 exibe alguns grafos munidos de

coloragoes totais.

Figura 1.1: Exemplos de grafos simples munidos de coloragoes totais.

Formalmente, dados um grafo G = (V(G), E(G)), um conjunto de cores C e um
conjunto de elementos S C V(G) U E(G), definimos uma coloragao total parcial de G
como um mapeamento ¢ : .S — C tal que para cada par de elementos x,y € S, adjacentes
ou incidentes, tem-se que ¢(z) # ¢(y). Se S = V(G) U E(G), entdao ¢ é uma coloragao

total. Se |C| = k, entdo o mapeamento ¢ é dito uma k-coloragdo total (parcial). Dado
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x € 8, se ¢(xr) = c ou se existe um elemento y € S incidente ou adjacente a x tal que
¢(y) = ¢, dizemos que ¢ ocorre em x; caso contrario ¢ nao ocorre ou falta em x. E f4cil
ver que a restricao de ¢ as arestas de G é uma coloracao de arestas (parcial). Do mesmo
modo, a restricao de ¢ aos vértices de G é uma coloragao de vértices (parcial).

Naturalmente, com a definicao do problema da coloracao total, a pergunta que vem
a tona é: qual é o menor valor de k para o qual um grafo G admite uma k-coloracao
total? Em analogia a nomenclatura existente para coloracao de vértices e coloracao de
arestas, este valor é denominado nimero cromdtico total e denotado por x,.(G) (algumas
referéncias usam x”(G)).

O problema da coloragao total foi introduzido por Behzad [2] e Vizing [66, 67] em
trabalhos independentes por volta de 1965. Dado um grafo simples G, eles questionaram
se X, (G) < A(G) +2. Eles conjecturaram que a resposta a esta pergunta seria afirmativa
e esta conjectura é conhecida como Conjectura da Coloragdo Total (TCC). Esta pergunta
nao foi respondida para grafos em geral, mas a resposta positiva foi verificada para varias
classes de grafos [19, 22, 32, 43, 47, 53]. Considerando que x,(G) > A(G) + 1, se a
resposta a pergunta de Behzad e Vizing for positiva, entao o nimero cromatico total de
um grafo G estd restrito a A(G) + 1 ou A(G) + 2. Numa clara analogia a coloracao
de arestas convencionou-se que se x,.(G) = A(G) + 1, o grafo G ¢é dito tipo 1; e se
X+ (G) = A(G) + 2, o grafo G é dito tipo 2.

Em 1989, Sanchez-Arroyo [60] provou que decidir se x,.(G) = A(G)+1 é NP-completo.
Posteriormente, McDiarmid e Sdnchez-Arroyo [55] mostraram que mesmo o problema de
determinar o nimero cromatico total para grafos bipartidos k-regulares, para cada k > 3
fixo é NP-dificil. Apesar destes resultados, a area tem apresentado um aquecimento desde
o inicio da década de 90 com varios artigos publicados [16, 18, 21, 27, 28, 32, 41, 54, 57,
70, 71].

Esta tese aborda apenas grafos simples. Entretanto, Behzad [2] e Vizing [68], no-
vamente em trabalhos independentes, generalizaram a TCC para multigrafos: x.,.(G) <
A(G) 4 p+1, onde p é a multiplicidade de G. Eles também conjecturaram que a resposta

seria positiva.
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1.2 Exemplos

Nesta secao exemplificamos o problema da coloracao total através da construcao de co-
loragoes totais 6timas para algumas classes de grafos classicas. Inicialmente, trabalhamos
com os grafos completos, K,, que sdo grafos simples, conexos, com n vértices e (n — 1)-
regulares. Posteriormente, abordamos os ciclos, C),, que sao grafos simples, conexos e
2-regulares. Encerramos a se¢ao definindo a familia dos snarks-flor e determinando o seu
nimero cromatico total.

Em 1967, Behzad et al. [3] provaram que os grafos completos com um nimero par
de vértices sao tipo 2 e os grafos completos com um nimero impar de vértices sao tipo
1. Exibimos a seguir um algoritmo para construir uma coloragao total 6tima para estes

grafos e a denominamos coloracdo padrao .

LEMA 1.1 Se G é um grafo completo, entao a coloragao padrao de G é obtida da seguinte

(i) Fagan :=|V(G)|+ (1 —|V(G)| mod 2).

(ii) Atribua aos vértices de G as cores 1,...,|V(G)|. Rotule os vértices de G' com suas

cores.

(iii) Para cada aresta xy € E(G): se x +y for par, entao xy recebe a cor (x +y)/2; caso

contrdrio, a aresta vy recebe a cor ((z 4+ y + n)/2) mod n).

Demonstracao: Como foi dito anteriormente, os grafos completos com ntimero par de

vértices sao tipo 2 e aqueles com nimero impar de vértices sao tipo 1. O algoritmo acima
usa n cores para colorir G. Em (i) o valor de n é ajustado para |V (G)| quando |V (G)|
é fmpar e |V(G)| + 1 quando |V(G)| é par. A construgao da coloragao é essencialmente
a mesma, independentemente da paridade de m. A coloragao do grafo completo com k
vértices, k par, pode ser vista como a coloragao do grafo completo com k + 1 vértices,
removendo o vértice colorido com a cor k + 1 apds a construgao da coloracao.
Inicialmente, note que a atribuigao de cores aos vértices de G em (ii) é, trivialmente,
uma coloragao de vértices. Precisamos entao mostrar que a atribuigao de cores as arestas
de G é uma coloracao de arestas e que esta atribuicao nao conflita com a coloracao de

vértices de (ii).
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Em (iii), cada aresta recebe uma cor. Esta cor é obtida considerando-se a soma dos
rotulos de seus extremos e a paridade desta soma. Considere um vértice colorido com a
cor i. Existem |V (G)| —1 arestas incidentes em 7 e seus vértices adjacentes possuem cores
distintas em {1,...,|V(G)|}\ {i}. Portanto, a soma de i com a cor dos extremos de cada
uma de suas arestas incidentes sao valores diferentes entre si e pertencentes ao conjunto
{1414,...,|V(G)| +i}. Ademais, cada vértice possui rétulo menor ou igual a |V (G)| e
n=|V(G)|+ (1 —|V(G)| mod 2). Portanto, podemos concluir que todos as cores obtidas
em (iii) sdo distintas e distintas de i, que seria obtida apenas se houvesse uma aresta cujos

extremos fossem ambos coloridos com a cor 3. O

COROLARIO 1.2 Seja G um grafo completo com um niimero par de vértices e ™ uma
coloracao padrao para G. Entao, para cada vértice colorido com a cor i par, falta a cor

i/2; e para cada vértice colorido com a cor i impar, falta a cor (|[V(G)|+1i+1)/2.

Demonstragao: O valor de n para |V(G)| par é |[V(G)| + 1. Em 7 nao existe vértice

colorido com esta cor. Portanto, em um vértice colorido com a cor ¢ falta a cor que teria

a aresta cujo outro extremo fosse n. O

Um ciclo, C,, é um grafo simples, conexo, com n vértices e 2-regular. O Teorema 1.3

determina o numero cromatico total dos ciclos.
TEOREMA 1.3 (YAP [73], PAG.6) Seja G := C,,. Entao,

3 sen =0mod 3;
X.(G) =

4 caso contrario.

Demonstragao: Seja V(G) := {vo,...,v,_1}. Suponha inicialmente que n = 0 mod 3.

Seja m a atribuicao de cores aos elementos de GG definida a seguir:

7(v;) = (—i) mod 3 Vu; € V(G); (1.1)

m(vvi1) = (w(v;) + 1) mod 3 Vuuig € E(G). (1.2)

Inicialmente note que, por construcao de m, as cores 0,1,2,...,0,1,2 sao associadas
nesta ordem aos elementos vy, Vg1, V1, . . ., Up—2Un_1,Un—1, Un—1v (lembre que o nimero

de vértices é multiplo de 3). Assim, por inspecao, concluimos que 7 é uma coloragao total

de G que usa 3 cores. Como A(G) = 2, concluimos que esta coloracao é 6tima.
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Vamos agora construir uma 4-coloracao total para os casos em que n = 1 mod 3 e
n = 2 mod 3. Inicialmente associe cores aos elementos de G usando m definida acima.
Como nestes casos n nao é multiplo de 3, a associacao de cores nao é uma coloracao total.
Vamos, alterar 7w para que obter uma associacao de cores que seja uma coloragao total
para G.

Suponha que n = 1mod 3. Por construgao de 7, temos que 7m(vg) = m(v,_1) €

7(vov1) = m(vy_10p). Assim, modificamos 7 da seguinte forma:
T(n—2) :==3; T(Up—2Up_1):=1; m(vy—1):=2; e m(vp_1v0) = 3.

Por simples inspecao ¢é possivel verificar que a coloracao assim obtida é uma 4-coloracao
total para G. Suponha agora que n = 2 mod 3. Por construgao de 7, temos que m(vg) =
7(vp_1v0). Assim, para este caso, fazemos 7(v,_1vp) = 3.

A seguir mostramos que nao é possivel construir uma 3-coloracao total para o C,
quando n nao é multiplo de 3. Este resultado estda demonstrado no Teorema 1.5, cuja

demonstracao faz uso do lema a seguir.

LEMA 1.4 Seja P um caminho e sejam ey e ey dois elementos distintos de P, adjacentes
ou incidentes, coloridos com duas cores distintas. Entao, existe uma tinica 3-coloracao

total que preserva as cores de e; e €.

Demonstracao: A demonstracao é por indugao no tamanho de P, medido pelo seu niimero

de arestas. Se |P| = 1, entdo P ¢ isomorfo ao K5 e basta associar ao (unico) elemento
que ainda nao foi colorido a (tinica) cor que nao foi utilizada.

Suponha agora que |P| > 1. Considere dois casos: quando e, e; sao arestas; e quando

Y b

pelo menos um de eq, e5 é um vértice. Seja P := vy, Vg1, ..., Up_2Up_1, Upn_1.

Se e1 e ey sdo arestas, existe um vértice v; € V(P) tal que e; e ey incidem em v;.
Entao, como e; e ey estao coloridas, a cor de v; tem que ser aquela (1nica) que ainda

) ) (2

nao foi utilizada. Ajuste a notacao para que e; = v;_q1v;. Sejam P; := vg,...,v; €
Py = wv;,...,v,1. Em cada P;, j = 1,2, os elementos ¢; e v; estao coloridos. Por
hipétese de inducgao, existe uma tnica 3-coloracao total m; de P;, 7 = 1,2 que preserva
as cores de e; e v;. Como a cor de v; bem como as coloragoes 7 e 7y sao unicamente
determinadas e, além disso, e; e e tem cores fixas, concluimos que a coloragao 7 := m Uy

é uma 3-coloragao total de P, unicamente determinada e com as propriedades requeridas.
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Considere agora o caso em que pelo menos um de eq, e5 é um vértice. Ajuste a notacao
para que e; &€ {v,_oU,_1,V,_1} € €3 & {Vp_2Vn_1,U,_1}. Seja P’ o subgrafo de P obtido
pela remocao de v, _5v,_1 € v,_1. Pela hipdtese de inducao, existe uma tnica 3-coloracao
total m de P’ que preserva as cores de e; e es.

Vamos agora mostrar que a expansao de m para P é tnica e preserva as propriedades
requeridas. A aresta v,_ov,_1 incide em v,_, e é adjacente a v,,_3v,,_o, ambos coloridos
com cores distintas. Portanto, existe apenas uma cor disponivel para atribuir a v,,_ov,,_1
que é m(v,_3). O vértice v,_; é adjacente ao vértice v,_5 e possui como aresta incidente
a aresta v,_sv,_1. Portanto, a tnica cor disponivel para atribuir a este vértice é a cor
7T (Up_3Un_2). Assim, a coloracao 7 foi expandida para uma 3-colora¢do total de P de

forma tnica preservando as cores de e; e es. O

TEOREMA 1.5 Seja G := C,,. Entao, existe uma 3-coloracao total para G se e somente

se n é multiplo de 3.

Demonstragao: Em (1.1) e (1.2) construimos uma 3-colorac@o total para G quando n é

multiplo de 3. Portanto, para completar a demonstracao precisamos mostrar que se n
nao é multiplo de 3 nao existe uma 3-coloragao total para G.

Seja V(G) :={vg,...,v—1}. Seja P o caminho obtido a partir de G pela remogao da
aresta v,_1vy e seja ™ uma 3-coloracao total para P. Sem perda de generalidade, assuma
que m(vg) := 0, m(vgv1) := 1 e w(vy) := 2. Pelo Lema 1.4, a coloragao 7 é unicamente
determinada a partir da coloracao de vy, vgv; e v. Assim, por contagem, concluimos que

2 sen=1mod3;

7T(’Unfﬂ)nfl) =
1 sen=2mod 3;

0 sen=1mod3;
7T(’Un,1) =
2 sen=2mod 3.

Em cada caso concluimos que nao existe uma 3-coloracgao total para G pois quando n =
1 mod 3 tem-se que 7(vg) = 7(v,_1); e quando n = 2 mod 3 nao ha cor disponivel para

associar a aresta v,,_10g. O

O teorema anterior associado a contrucao da 4-coloragao total para o C, nos casos em

que n =1 mod 3 e n = 2 mod 3 provam que o C), é tipo 2 nestes casos. O
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Um snark é um grafo 3-regular, com indice cromatico 4, com cintura pelo menos 5 e
ciclicamente 4-aresta conexo, onde ciclicamente 4-aresta conexo significa que é necessario
remover pelo menos 4 arestas para que cada componente conexa possua pelo menos um
ciclo. O grafo de Petersen, exibido na Figura 1.2, foi o primeiro snark conhecido e per-

manece como o mais importante e também o menor.

Figura 1.2: Grafo de Petersen munido de uma 4-coloragao total. Um grafo tipo 1.

Estes grafos foram estudados inicialmente por Tait [64], que provou a seguinte equi-

valéncia:

TEOREMA 1.6 (TArT 1880) As faces de um grafo planar 3-regular G' podem ser coloridas

com 4 cores se e somente se as arestas de G podem ser coloridas com 3 cores.

Esta equivaléncia justifica a importancia histérica dos snarks e a busca por um grafo
planar 3-regular que nao fosse 3-aresta coloravel. Rapidamente constatou-se a dificuldade
em achar grafos que satisfizessem estas propriedades. O grafo de Petersen permaneceu
como o unico snark conhecido até 1946 quando os snarks de Blanusa [5] foram publicados.
O préximo snark, com 210 vértices, foi descoberto por Tutte que, em conjunto com alguns
amigos, o publicou sob o codinome B. Descartes [33]. Tutte conjecturou que todos os
snarks possuiam o grafo de Petersen como um menor. A demonstracao desta conjectura
foi anunciada por N. Robertson, D. P. Sanders, P. D. Seymour e R. Thomas [58]. O
proximo snark foi descoberto por Szekeres [63]. Em 1975, Isaacs [49] descobriu as duas
primeiras familias infinitas de snarks, que incluiam todos os snarks conhecidos até entao,

e descobriu um novo snark, chamado de double star, nao incluido nestas familias. Em
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1976, M. Gardner cunhou o nome snark em seu famoso artigo [38], justificando a sua
escolha pela dificuldade em se encontrar tais grafos.

Encerramos esta secao determinando o niimero cromatico total da familia infinita dos
snarks flor, uma das familias descobertas por Isaacs. Sejam Fjs, F5, ..., Fyy1, 1 > 1 0s
membros desta familia. O primeiro grafo da familia, F3, é obtido pela substituicao de um
vértice do grafo de Petersen por um Kj3. A Figura 1.3 exibe o grafo de Petersen em um

desenho apropriado.
Figura 1.3: Grafo de Petersen em um desenho apropriado e o grafo Fj.

Formalmente, seja P o grafo de Petersen com

V(P) = {UOaUOavlavmﬂfoayo,Jfl,y1,332,y2} e
E(P) = {uovoauOU17u0U27UOxO:UOyO:lelaU1y1702x2av2y27xOylayOxI:xlx%

Y1Y2, T2Zo, ?J2?J0}~

O grafo F3 é obtido, a partir de P, como estabelecido a seguir e também esta exibido

na Figura 1.3:

V(F3) == V(P)U{us,us}; e
E(Fg) = (E(P) \ {UO?)l, UOUQ}) U {Uoul, Ui1Ug, UUp, U1V1, UQUQ}.

Os demais membros da familia podem ser construidos recursivamente. Para isso,
vamos definir um grafo auxiliar. Chamamos de grafo de ligacao, L;, i impar e ¢ > 5, o

grafo com conjunto de vértices
V(Li) = {wi—g, Ui—1, Vi—a, Vi_1, Ti—2, Yi—2, Ti—1,Yi—1}, € conjunto de arestas

E(Lz) = {%‘—2%‘—1, Ui —2Vi—2, U;—1Vi—1, Vi—2X5—2, Vi—2Y;i—2, UVi—1Li—1, Vi—1Yi—1,

Ti—2%4-1, %72%‘71}-
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O grafo F;, ¢ impar e ¢ > 5, é obtido a partir dos grafos F;_5 e L; tomando

V(F) = V(F_s) UV(L); e
E(F) == (BE(Fi-2) \ E73) U Ei" U E(L;), onde
B = {ui_3uo, Ti_3%0, Yi—3Yo }; €
Ezm 1= {Ui 32, Ti 3% 2, Yi-3Yi—2, Ui—1U0, Ti—1T0, Yi—1Yo ) -
As Figuras 1.4(a), 1.4(b), 1.4(c) exibem Fj, Ly and F5. O préximo teorema mostra

que os snarks flor sao tipo 1.

\OQ

(a) Grafo F3. (b) Grafo de (¢) Grafo Fj obtido a par-
ligacao Ls tir do F3 e Ls

Figura 1.4: Construcao do grafo Fj a partir do grafo Fj.

TEOREMA 1.7 Para cada snark flor F;, i impar e i > 3, existe uma 4-coloracao total em

que todas as arestas de EZ"* tém a mesma cor.

Demonstracao: A prova é indutiva e baseada no procedimento recursivo acima. A Fi-

gura 1.5 exibe uma 4-coloragao total do Fj, o primeiro grafo da familia.

Note que as arestas de E"* tém a cor 1. Seja m uma 4-coloragao total para L; definida

Ccomao:
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7(ui_g) = 3; m(ui_1) = 4; m(vi_g) = 1; m(vi_1) = 1;
T(2i_p) = 4; T(Yi2) = 2; T(2-1) = 2; T(Yi-1) = 3;
T(ioui—1) = 2; m(Ti—owi—1) = 3; T(Yi—o¥i-1) = 4;
T(Ui—2vi-2) =45 T(vi2Ti2) = 2 W(vi—2yi—2) = 3;
m(uivi1) =3; w(vixiy) =4, w(viiyio1) = 2.

Sabemos que F; pode ser construido recursivamente a partir de F;_, e L;. Pela hipdtese
de indugao F;_ possui uma 4-coloragao total m;_» onde as arestas de EZ"4 possuem a cor
1. Construimos 7; associando a cor 1 a todas as arestas de E!, que ¢ um conjunto de
arestas independentes, e associando a um elemento de V(F;) U E(F;) \ E!" a cor de seu
elemento equivalente em F;_5 ou L;.

Agora vamos mostrar que m; é uma 4-coloracao total para F;. Inicialmente, note que
a coloragao do subgrafo G[V (F;) NV (F;_2)] é uma 4-coloragao total porque m;_ é uma
4-coloragao total para F;_5. O mesmo ocorre para a coloracao de G[V (F;) NV (L;)] que
advém de 7. Além disso, a coloragao das arestas de E!™ nio introduz conflito porque as
arestas de E?“ possuem a cor 1 pela hipdtese de inducao e em L; apenas os vértices v;_o
e v;_1 possuem a cor 1 e estes nao sao extremos de nenhuma aresta de E!".

Para completar a prova precisamos mostrar que os extremos das arestas em Ef" pos-
suem cores distintas. Seja S o conjunto destes vértices. As cores dos vértices de SNV (L;)
sao conhecidas porque a coloragao 7 ¢é fixa. Sabemos também as cores de ug, xg, Yo porque
pertencem a base. Assim, resta-nos conhecer as cores dos vértices u;_3, x;_3 e y;_3. Para

isto devemos observar que para ¢ = 5 estes vértices sao us, T9 € Yo, pertencentes a base,
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e para i > 7 estes vértices pertencem L;_ o, cuja coloracao fixa é m. Portanto, concluimos

que:
Wi(uif:S) =4 € 7Tz'(UF2) = 3;
mi(zi—3) =3 0u2 e m(wi_g) =4;
mi(yics) =4 ou3d e m(yio) =2;
mi(ug) =3 e mi(ui_1) =4
mi(zo) =4 e mi(zio1) =2;
mi(yo) = 2 e mi(yi-1) = 3;
e o resultado segue. a

1.3 Organizacao da tese

Esta tese consiste em seis capitulos.

O Capitulo 2 aborda as poténcias de ciclo, C*. Inicialmente, ¢ determinado o ntimero
cromético total do C?. Posteriormente, é verificada a TCC para as poténcias de ciclo com
um numero par de vértices e para alguns casos particulares independentes da paridade
de n: C3 C% Ck, n = 0mod (k+1) e n = kmod (k + 1). O ntimero cromético
total foi determinado para mais alguns casos particulares e foi proposta uma conjectura
para o numero cromatico total das poténcias de ciclo em geral. Finalizamos o capitulo
determinando o nimero cromatico das poténcias de ciclo.

O Capitulo 3 determina o nimero cromético total de algumas subclasses de grafos
bipartidos. A saber, das grades, de alguns casos de grades parciais, das quase-escadas e
dos cubos k-dimensionais.

O Capitulo 4 estuda o ntmero cromatico total dos grafos 3-cliques, que sao grafos
obtidos pela uniao de trés grafos completos e possuem exatamente trés cliques maximais.
Este é o nosso atual foco de trabalho e o capitulo exibe os resultados formalizados até o
momento.

O Capitulo 5 trata do problema de particionar os vértices de um grafo em quatro
conjuntos nao vazios sujeitos a certas restricoes. Como o problema nao esta relacionado
com o tema principal desta tese ele sera introduzido apenas no capitulo em que aparece.

O trabalho deste capitulo nasceu da interacao com a Dra. Simone Dantas, pesquisadora
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colaboradora voluntéria no Instituto de Computacao da UNICAMP, de dezembro/2003 a
janeiro/2006, durante o seu pdés-doutoramento.

Finalmente, o Capitulo 6 encerra a tese com algumas conclusoes e sugestoes de traba-

lhos futuros.



Capitulo 2
Poténcias de ciclo

Neste capitulo, estudamos o niimero cromatico total das poténcias de ciclo. Uma poténcia
de ciclo, CF, ¢ definida como um grafo (eventualmente nao simples) com V(CK) :=
{vo,...,vp_1} e E(CE):= E'U---UE* onde E' := {0;v(j1i)modn : 0 < j <n—1}
Nesta tese, abordamos apenas grafos simples. Neste contexto, para k > |n/2], o grafo
Ck & isomorfo ao K, cujo niimero cromdtico total é conhecido [3]. Além disso, se k = 1, 0
grafo C* é isomorfo ao C,,, também com ntimero cromatico total conhecido* [73]. Assim,

neste capitulo abordamos as poténcias de ciclo com 1 < k < |n/2].

Figura 2.1: Os grafos C? e C%,, exemplos de poténcias de ciclo.

Meidanis [56] mostrou que as poténcias de ciclo com um nimero par de vértices sao
classe 1 e as poténcias de ciclo com um nimero impar de vértices sao classe 2. Determi-
nar o nimero cromatico total desta classe mostrou-se um problema surpreendentemente
intrincado. O fato de que a classe depende de dois parametros, n e k, que, embora in-

terrelacionados, crescem arbitrariamente, parece ser uma das caracteristicas que trazem

*Resultado demonstrado no Teorema 1.3
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dificuldades. A classe possui grafos com poucas arestas e grau maximo baixo, quando o
valor de k é pequeno em relacao ao valor de n, até grafos muito densos como os completos.
Muitos dos resultados conhecidos em coloragao total tratam grafos com grau méaximo alto
ou com grau maximo baixo separadamente [18, 22, 35, 44, 53, 59, 65, 75, 74].

Inicialmente determinamos o nimero cromético total para o C?: a menos do C? que é
tipo 2, todos os outros grafos nesta classe sao tipo 1. Fixar o valor de k permite que as pro-
priedades recursivas da classe sejam melhor aproveitadas. Este resultado foi apresentado
no XXV CNMAC, publicado na revista TEMA [13] e esta exposto na Secao 2.1.

A técnica utilizada para determinar o ntimero cromdtico total do C? nao pdde ser
generalizada para outros valores de k. O trabalho feito a seguir aborda a TCC, demons-
trando que as poténcias de ciclo com um numero par de vértices a verificam. Para isto,
inicialmente é construida uma (k + 1 + (n mod (k + 1)))-coloragao total para o subgrafo
gerado por UZLZQJ E?% denotado por Gp. A seguir, as mesmas cores utilizadas no sub-
grafo Gp sdo usadas para colorir algumas arestas de E(G) \ E(Gp). A demonstragao
¢ finalizada mostrando-se que é possivel colorir as arestas que ainda nao receberam ne-
nhuma cor utilizando-se exatamente o ntimero de cores disponiveis, isto é, as cores que
ainda nao foram usadas. Para o caso em que n = 0 mod (k + 1), a TCC foi verificada
independentemente da paridade de n. Ainda neste trabalho, o niimero cromatico total
do C* foi determinado para dois casos particulares: quando n = 0 mod (A(CF) + 1) e
quando n = 0 mod (k + 1), n, k pares. Além disso, foi proposta uma conjectura para o
numero cromatico total das poténcias de ciclo em geral. Estes resultados, expostos na
Secao 2.2, foram apresentados no LACGA’04, Latin-American Conference on Combina-
torics Graphs Applications - 200/ e seu resumo estendido publicado no ENDM dedicado
a conferéncia [14]. A versao completa deste trabalho estd submetida para publicagdo em
um periodico.

Encerramos este capitulo com a Se¢ao 2.3, onde exibimos alguns exemplos de poténcias
de ciclo que sdo tipo 1, bem como demonstramos que os grafos C* com n = k mod (k +
1), C3 e C? verificam a TCC. Nesta segao, também determinamos o niimero cromético
das potencias de ciclo e utilizamos este resultado para mostrar que o caso em que n =

0 mod (A(CF) 4+ 1) é um coroldrio de um resultado de Figueiredo et al. em [32].
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2.1 Numero cromatico total das poténcias de ciclo
com k=2

Coloracao total do C’fﬁ

C. N. Campos C. P. de Mello

Resumo. O nimero cromético total é o menor niimero de cores necessarias
para colorir as arestas e os vértices de um grafo de maneira que nao haja
elementos adjacentes ou incidentes que recebam a mesma cor. Neste artigo
mostramos que o ntimero croméatico total do C2, n > 66 A+ 1sen # 7e

A+2sen="1T.

2.1.1 Introducao

Seja G := (V(G), E(G)) um grafo simples com conjunto de vértices V(G) e conjunto de
arestas E(G). O grau de um vértice v, d(v), é o nlimero de arestas incidentes neste vértice
e A(G) (ou simplesmente A quando estiver claro no contexto) denota o grau maximo de
G, isto é, A := maxyey(g){d(v)}. Um elemento de G é um vértice ou uma aresta de G.

Seja S := V(G) U E(G). Uma coloragao total de G é um mapeamento ¢ : S — C, tal
que para todo z,y € S onde x e y sao dois elementos adjacentes ou incidentes, tem-se
que ¢(x) # ¢(y). Quando um mapeamento nao satisfaz esta condigao, dizemos que ha
conflito. Note que, se S = V(G), temos uma coloragdo de vértices de G e, se S = E(G),
temos uma colorac¢ao de arestas de G.

O conjunto C é denominado conjunto de cores. Uma coloragao total para a qual |C| = k
é denominada k-coloragdo total. Seja ¢ € C. O conjunto {z € V(G) U E(G) : ¢(x) = ¢}
¢ denominado uma classe de coloracao de G. Assim, ¢ possui k classes de coloragao.
Dizemos também que ¢ usa k cores. Em um elemento x de G falta a cor ¢ quando
¢(r) # ¢ e nenhum elemento incidente em ou adjacente a = possui a cor c.

O nidmero cromdtico total de G, x,.(G), é o menor inteiro k para o qual G admite uma

k-coloracio total. E facil mostrar que y,(G) > A(G) 4 1. Sanchez-Arroyo [60] provou

fTrabalho apresentado no XXV CNMAC [13].
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que decidir se x,(G) = A(G) + 1 para um dado grafo G é um problema NP-completo.
McDiarmid e Sanchez-Arroyo [55] provaram que mesmo o problema de determinar o
nimero cromatico total de um grafo bipartido k-regular é NP-dificil para cada k fixo
> 3.

Behzad [2] e Vizing [66, 67] estabeleceram, em trabalhos independentes, a conjectura
da coloragao total (TCC), que diz que para qualquer grafo simples G, x,.(G) < A(G) +2.
Se x,(G) = A(G) + 1, G é dito tipo 1 e se x,.(G) = A(G) + 2, é dito tipo 2.

Um grafo é uma poténcia de ciclo, C¥ se V := {vg,...,v,_1} ¢ E := EY'UE?*U---UE",
onde

E" = {(vj, V(i) moan) : 0 < j <n— 1},

Uma aresta e € E* é dita uma aresta de alcance i. Neste texto trabalhamos com k = 2

(C?). A Figura 2.2 exibe o CZ, um exemplo de grafo nesta familia.

Figura 2.2: Grafo C? pertencente & familia dos C2. As arestas cheias sdo as arestas de
E' e as arestas tracejadas de E2.

Behzad et al* [3] provaram que os grafos completos de ordem fmpar sdo tipo 1 e os de
ordem par, tipo 2. Kostochka [52] provou que multigrafos G com A(G) = 4 satisfazem a
TCC. Zhang et al [76] provaram que os grafos de Halin com A = 4 sdo tipo 1. Resultados
mais recentes em coloragao total podem ser encontrados em [1, 17, 23, 32, 45, 46, 50, 51,
69], entre outros. Este trabalho determina o niimero cromético total do C2?, n > 6, que
sao grafos simples, nao isomorfos ao K,, e 4-regulares. A Se¢ao 2.1.2 determina o ntimero
cromético total de C?, com n > 6 e n # 7, mostrando que estes sdo tipo 1, e a Segao 2.1.3

determina o nimero cromatico total do C2, que é tipo 2.

fLeia-se: “Behzad et al.”.
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2.1.2 Coloragao total do C%, n # 7

Nesta se¢ao, demonstramos que os grafos C2, com n > 6 e n # 7 sao tipo 1. Para isso,
exibiremos uma (A + 1)-coloragao total para os grafos desta classe.

Sejam G e G, dois grafos nesta classe. Seja {v{,...v}, _;} o conjunto de vértices de
Gy, para i = 1,2. Sejam v} € V(G1) e vi € V(Gy) dois vértices quaisquer. O grafo G,

resultante da colagem de G e Gg, é definido como:

V(G) = (V(G1)UV(Go))\ {v},v7} (2.1)
E(G) = (E(G1)UE(G2)UEjp)\ Eou (2.2)
onde
By = {(Uz'lf% UJQ'H): (vilfh U32'+2): (%1717 U]2'+1)7
(Uz‘1+2: 0]2'—1)7 (Uz‘1+1a %2‘—2): (Uz‘1+1: %2‘—1)}

EOUt = {(03—27 vz‘l)a (vz‘l—la v;): (vila vil-i—l)a (vz‘lv vz‘1+2>7 (vil—lv vz‘l—l—l):

(sz—% ng)v (sz—lv sz)v (sz7 U]2'+1)7 (U]2'7 U]2'+2)7 (sz—lv U?-{—l)}‘

Os grafos G e G sao ditos geradores e os vértices v} e ’U]2- sao ditos pivos da operacao de
colagem. Note que o grafo G possui n; + ny — 2 vértices. A Figura 2.3 ilustra a operagao
de colagem de G e Gs.

Para facilitar a notagao consideraremos que as operacoes de colagem sao feitas tendo

como pivos os vértices vh e v3. Ademais, renomearemos os vértices de G da seguinte

forma:
v =v,, paral:=0,....,n —2 (2.3)
Vtpm—1 =03 paral:=0,...,ny—2 (2.4)
Desta forma, temos que o conjunto de vértices de G é dado por {vg, ..., Un 4n,—3} A

Figura 2.4 mostra como ficam os vértices do grafo G apds a renomeacao.
O lema a seguir estabelece que o grafo obtido pela operacao de colagem a partir de

dois grafos pertencentes & classe dos C? é um grafo pertencente a esta classe.

LEMA 2.1 O grafo G obtido pela colagem de dois grafos, G, e G5, pertencentes a classe

dos C?, também é um grafo pertencente a esta classe.
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Figura 2.3: ITlustracao da operagao de colagem: as arestas tracejadas na primeira figura
sao removidas (F,,:) juntamente com os vértices marcados e as arestas tracejadas na
segunda figura sao introduzidas (E;,).

Demonstracao: Uma simples verificagao mostra que o grafo GG, obtido pela operagao de

colagem de G, e G, é 4-regular. Ademais, é possivel particionar as arestas de G em E!
e E? conforme a definicao de poténcias de ciclo. Uma forma simples de verificar isto é
utilizar a renomeacio das arestas definida (2.3) e (2.4)%, observando que as arestas que
nao foram removidas permanecem com seus alcances inalterados e as arestas acrescidas
possuem alcance 1 ou 2. Finalmente, por contagem, concluimos que |E'| = |E?| =

[V(G1)| + |[V(Gs)| — 2 = |V(G)|, concluindo a demonstragao. O

O seguinte lema define uma maneira recursiva de construir poténcias de ciclo utilizando

a operacao de colagem.

LEMA 2.2 O grafo C? pode ser gerado a partir da colagem do C% e do C?_, para todo
n > 10.

Demonstracao: Pelo Lema 2.1, sabemos que o grafo gerado pela colagem de duas poténcias

de ciclo é uma poténcia de ciclo. Além disso, a colagem do C?_, com o C& possui

n—4+6— 2 =n vértices.

§Leia-se: “definida em (2.3) e (2.4)”.
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Figura 2.4: Grafo G apds a renomeacao dos seus vértices especificada em (2.3) e (2.4).

Por outro lado, as poténcias de ciclo que estamos considerando possuem pelo menos

6 vértices, assim, temos que n —4 > 6, logo n > 10. O

Denominaremos os grafos C3, Cz, C3 e C%, grafos bdsicos. O Teorema 2.3 mostra que
todo C2,n>6en+#7¢étipo 1. A demonstragao ¢ indutiva e utiliza a colagem do C? e
do C?_,, ambos com uma (A + 1)-coloragao total. Os grafos bésicos formam a base desta
indugao. A inclusdo do C% na base vem do fato de que terfamos que construi-lo usando
o C?, mas este é o tinico grafo que nao é tipo 1. Uma (A + 1)-coloragao total para cada
grafo bésico é exibida nas Figuras 2.5(a) a 2.5(d).

Seja m uma coloragao total do C2. Um vértice v; € V(C?) é dito especial quando

W(Ui) = 7T((’U(ifl) mod n5 V(i+1) mod n))

O vértice v; e a aresta (v(i,l) mod 1> U(i+1) mod n) sao ditos equivalentes. Note que a proprie-
dade de um vértice ser especial esta relacionada com uma coloragao total. Uma coloracao
total em que todos os vértices sao especiais é denominada coloracdo total especial. As

coloragoes totais exibidas nas Figuras 2.5(a), 2.5(b), 2.5(c) e 2.5(d) s@o especiais.

TEOREMA 2.3 Todo C? comn > 6 en # 7 é tipo 1. Ademais, existe uma (A + 1)-

coloracao total especial para todo grafo nesta classe.

Demonstragao: As Figuras 2.5(a), 2.5(b), 2.5(c) e 2.5(d) exibem uma (A + 1)-coloragao

total especial para os grafos bésicos. Isto é suficiente para mostrar que estes grafos sao
tipo 1.
A demonstracao de que o C?, n > 10 e n # 11, é tipo 1 é indutiva. Suporemos

que o grafo C?_, possui uma (A + 1)-coloracao total especial. Faremos a colagem do Cj
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Figura 2.5: (A + 1)-coloragao total dos grafos bésicos.

com o C2_, onde o C§ corresponde ao grafo G; e o C2_, ao grafo Gy na Figura 2.3, e
mostraremos como estender as coloracoes originais para uma 5-coloracao total especial do
.

Seja 1 a coloragao do Cf exibida na Figura 2.5(a). Ajuste a notacio para que m;(vg) =
0, m(v1) = 1 e m((vo,v1)) = 3. Seja m : V(C?_,) UE(C?_,) — {0,1,2,3,4} uma
(A + 1)-coloragao total especial para o grafo C2_,. Suponha, sem perda de generalidade,
que m(vy) = 0. Por hipdtese, este vértice é especial, entao ma(vy, v,—5) = 0. Como o grafo
é 4-regular, as cores 1, 2, 3 e 4 incidem em vy. Ajuste a notacao para que estas cores

estejam distribuidas da seguinte forma:

Ta((vo,v1)) = 2, ma((vo,v2)) =4, Ta((vn-s,v0)) =3, m2((vns,0)) =1

Como todos os vértices sao especias esta distribuicao de cores implica que mo(v;) = 4,
To(Un—5) = 3, ma(va) € {1,3} e ma(vn_6) € {2,4}.
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Gerar o C? a partir do C¢ e C?_, implica em remover as arestas do conjunto F
em (2.2) juntamente com os pivos e colar os dois grafos geradores sem estas arestas,
adicionando as seis novas arestas do conjunto Ej, de (2.2). Sendo assim, exceto pelos
elementos em Fj,, cada elemento do C? corresponde a algum elemento (colorido) de um
dos seus geradores.

Seja z um elemento de C? que nao pertence a F;,. Vamos considerar a cor de x em
C? como sendo a cor que o elemento correspondente a z possui no grafo gerador. Desta
forma, os tinicos elementos do C? sem cores atribuidas sdo as seis arestas de Fj,, que
receberdo uma nova cor. Formalmente, definimos 7, uma atribuicao de cores para o C2,

da seguinte forma:

m(v;) == m(vip1) parai:=0,...,4 (2.5)

7(Vigs) == ma(vi41) parai:=0,...,n—6 (2.6)

7((vi, vig1)) = 1 ((Vig1, vi32))  parai:=0,1,2,3 (2.7)
T((Vigs, Vits)) = m2((Vig1, vi42))  parai:=0,....,n—7 (2.8)
(v, viv2)) == T (Vig1,vir3))  parai:=0,1,2 (2.9)
T((Vigs, Vig7)) := mo(Viy1,Viy3)  parai:=0,...,n—8 (2.10)

As préximas seis arestas sao as arestas de Ej,

Vamos mostrar que 7 é uma (A + 1)-coloracao total para o C2. As coloracoes 7 € Ty Sa0
s n s
A+ 1)-coloracoes totais para os grafos C2 e C2_,, respectivamente. Os vértices e arestas
S 6 n—4»
correspondentes aos vértices e arestas do C? possuem as mesmas cores de 7. Concluimos
que T |5, isto é (2.5), (2.7) e (2.9), ndo possui conflito. Analogamente, concluimos que

nao hé conflito em 7 |,.
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Por construcao de m, os extremos das arestas de E;, recebem as cores

m(vg) :=m(vy) =1 m(vs) = ma(vy) =4

m(vy) = m(vg) =2 m(vg) = ma(ve) € {1,3}
m(vs) = m(vg) = 1 (Un—2) = T2(vn-6) € {2,4}
m(vg) = mi(v5) =2 T(Up—1) 1= ma(vy_5) = 3.

Portanto, ao adicionarmos as arestas de FE;, nao ligamos dois vértices que possuem a
mesma cor. Desta forma, nao hé conflito em 7 de (2.5) a (2.10).

Precisamos agora mostrar que as cores atribuidas as arestas de F;, nao geram conflito.
As arestas de F,,; foram removidas e cada uma delas tinha uma cor atribuida. Logo, esta

cor falta nos vértices que sao extremos destas arestas no C2. Entao,

em faltam as cores 0 e 3,
em v falta a cor 1,

em v falta a cor 2,

em vy faltam as cores 0 e 4,
em vs faltam as cores 0 e 2,
em vg falta a cor 4,
em v,_o falta a cor 3e

em v,_; faltam ascores 0e 1.

Portanto, as cores atribuidas as arestas de Ej, nao geram conflito.

Para completar a demonstragao precisamos garantir que a coloracao total obtida para
o C? é especial. Por construgao, as coloragoes totais dos grafos basicos sao especiais. Pela
hipétese de indugao, a coloragao total do C2_, é especial. Como as cores de vértices e ares-
tas fora de F, receberam cores de m; e mo, que possuem a propriedade de todos os vértices
serem especiais, basta analisar as arestas de alcance 2 de Ej;, e os seus vértices equivalen-
tes. Ou seja, basta analisar o conjunto E* N E;, = {(v3, vs), (v, 6), (Vn_2,v0), (Vn_1,v1)}-
Por construcao, m(vg) = m((vp_1,v1)) = 1, m(vg) = 7((vs,v5)) = 2, w(vs) = 7((v4,v6)) = 4
e m(vp—1) = m((vp—2,v9)) = 3. Portanto, estes vértices também sao especiais. Concluimos

que todos os vértices do C'? sdo especiais e a demonstragao estd completa. O
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2.1.3 Coloragao total do C?

Nesta se¢ao, demonstramos que o C2 ¢ tipo 2. Inicialmente, introduzimos algumas de-
finigdes e resultados existentes que sao utilizados para mostrar que nao existe uma (A+1)-
coloracao total para o C2.

Definimos a deficiéncia de G, def(G), como

def(G) = > (A—d(v)).

veV(G)

Seja m uma (A + 1)-coloragao dos vértices de G. Seja r o nimero de classes de coloragao

de 7 cujo tamanho tem a mesma paridade de |[V(G)|. Se
def(G) > A+1—r,

dizemos que esta coloracao de vértices é harmonica Y. Se G possui alguma coloracio
de vértices harmonica, dizemos que G é harmonico. O Lema 2.4 foi demonstrado por

Chetwynd e Hilton em [20]. O Lema 2.5 segue da definigao de grafo harmoénico.
LEMA 2.4 Se G é um grafo tipo 1, entao GG é harmonico.O

LEMA 2.5 Seja G um grafo regular e harmonico. A cardinalidade de cada classe de

coloragao de uma coloragao de vértices harmonica tem a mesma paridade de |V (G)|. O

O lema a seguir é fundamental na determinagdo do niimero cromdtico total do CZ.

Note que k < |[n/2] implica que o grafo C* é simples e nio isomorfo ao K,,.

LEMA 2.6 Seja G := C* comn fmpar e k < |n/2]. Se G é harmonico, entao k < n/3—1.

Demonstracao: Se o grafo G é harmonico, possui uma coloragao de vértices harmonica 7.

Ademais, o grafo G é regular. Pelo Lema 2.5, cada classe de coloragao de 7 tem a mesma
paridade de |V (G)|, que é impar. Portanto, concluimos que toda cor de 7 aparece em
pelo menos um vértice.

Por hipétese, k < [n/2| e n é impar. Assim, n > 2k + 1. Como o grafo G possui
A =2k, m usa 2k + 1 cores. Além disso, a paridade de cada classe de coloragao é impar.
Entao, pelo principio da casa dos pombos, pelo menos uma classe de coloragao possui

pelo menos trés vértices.

YEm inglés o termo é conformable.
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Sejam v;, v; e vy trés vértices coloridos com a mesma cor. Ajuste a notagao para que
i < j < 1. Por construcao de G, cada vértice v, é adjacente aos vértices v(m+1) mod ns
- o5 Ulm+k) mod n- Assim, como v;, v; e v; sao independentes, isto é, nao sao dois a dois

adjacentes, e 1 < 7 <[ temos que:

v

j—i > k+1
l—7 =2 k+1
(n—=0+i > k+1

Simplificando o sistema de inequagoes acima, concluimos que k¥ < 2 — 1. O

COROLARIO 2.7 Seja G := Ck, com n impar e k < [n/2]. Se k > n/3 — 1, entao G nao
é tipo 1.

Demonstracao: Suponha que G seja tipo 1. Pelo Lema 2.4, o grafo G é harmonico. Pelo

Lema 2.6, k < n/3 — 1 contrariando a hipétese. O

TEOREMA 2.8 O grafo C? é tipo 2.

Demonstracao: Pelo Corolario 2.7, quando k£ = 2, n impar e 5 < n < 9, G nao é tipo 1.

Portanto, o C? nao ¢ tipo 1. Para completar a demonstragao, a Figura 2.6 exibe uma

(A + 2)-coloragao total para o C%:

Figura 2.6: Coloragao total do grafo C%.
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Abstract. The total chromatic number is the least number of colours needed
to colour the edges and vertices of a graph so that no adjacent or incident ele-
ments of GG receive the same colour. In this article we show that the chromatic

number® of C2, n >6,is A+1ifn#7and A+2ifn=7.

%Leia-se: “total chromatic number”.
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2.2 Verificacao da TCC para as poténcias de ciclo

com um numero par de vértices

A result on the total colouring
of powers of cycles!

C. N. Campos C. P. de Mello

The total chromatic number, x..(G), is the least number of colours needed
to colour the edges and the vertices of a graph such that there do not exist
either adjacent or incident elements that receive the same colour. The Total
Colouring Conjecture (TCC) states that for every simple graph G, x,.(G) <
A(G)+2, where A(G) is the maximum degree of a vertex of G. In this work we
verify the TCC for powers of cycles CF, with n even and 2 < k < n/2, showing
that there exists and, can be polynomially constructed, a (A(G) + 2)-total

colouring for these graphs.

2.2.1 Introduction

Let G := (V(G), E(G)) be a simple graph with vertex set V(G) and edge set E(G). An
element of G is a vertex or an edge of G. A subset of V(G) U E(G) is independent if
its elements are pairwise nonadjacent and nonincident. As usual, we denote by d(v) the
degree of a vertex v € V(G), by A(G) and by d(v) the maximum and the minimum
degrees of GG, respectively.

For S C V(G)UE(G), a partial total colouring of G is a mapping ¢ : S — C such that,
for each adjacent or incident elements z,y € S, we have ¢(z) # ¢(y). If S = V(G)UE(G),
then ¢ is a total colouring. If |C| = k, then mapping ¢ is called a k-(partial) total colouring.
For ¢ a colour in C, the set {z € V(G)U E(G) : ¢(z) = ¢} is a colour class. If ¢(x) = ¢ or
there exists an element y incident with or adjacent to x such that ¢(y) = ¢, then we said
that ¢ occurs in z. If S C E(G), then ¢ is a (partial) edge colouring.

The total chromatic number of G, x,.(G), is the least integer k for which G admits a k-
total colouring. Clearly, x,.(G) > A(G)+ 1. Sénchez-Arroyo [60] has shown that deciding

ITrabalho apresentado no LACGA 2004[14].
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whether x,.(G) = A(G) + 1 is NP-complete. McDiarmid and Sanchez-Arroyo [55] have
shown that even the problem of determining the total chromatic number of k-regular
bipartite graphs is N P-hard, for each fixed £k > 3. The 7Total Colouring Conjecture
(TCC), posed independently by Behzad [2] and Vizing [66], states that every simple
graph G has x,(G) < A(G) + 2. If x,.(G) = A(G) + 1, then G is a type I graph; if
X+(G) = A(G) 4 2, then G is a type 2 graph.

A graph is a power of cycle, denoted C¥, if V(CF) := {vg,...,v,_1} and E(CF) :=
E'UE*U---UE* where E' := {(vj,0(j4+i) modn) : 0 < j < n — 1}. Note that C¥ is
2k-regular and that k£ > 1. An edge e € E' is said to have reach i; if i is even (odd), then
e is an even (odd) edge. We take (vg,...,v,_1) to be a cyclic order on the vertex set of
G, and always perform modular operations on edge indexes.

Here we settle the TCC for C*, n even, 2 < k < n/2. For k > |n/2], C* is isomorphic
to the complete graph K,,. Behzad et al. [3] have determined x,.(K,) for all n: K, is type
1 for n odd and type 2 for n even. For k = 2, Campos and Mello [13] have proved that
C?, n#7,is type 1 and C? is type 2. Finally, the total chromatic number of C,, (k = 1)
is also known (Yap [73]): C,, is type 1 if n =0 (mod 3) and type 2 otherwise.

Section 2.2.2 introduces some definitions, notation and preliminary results. Sec-
tion 2.2.3 exhibits a total colouring for a subgraph of C¥, denoted Gp. Section 2.2.4
extends the total colouring of Gp to a total colouring of C* by colouring the edges of
E(C*)\ E(Gp). Finally, Section 2.2.5 exhibits some subclasses of C* whose total chro-

matic numbers we know and poses a conjecture about the total chromatic number of
k.

2.2.2 Preliminaries

A path in a graph G is an alternating sequence of distinct vertices and edges of G beginning
and ending with vertices, in which each edge is incident with the two vertices next to it.
The length of a path is the number of edges in it. Usually, the distance between two
vertices u and v of a graph is the length of a shortest path joining them. Instead, for
u,v € V(C¥), we define the distance d(u,v) between v and v in C* as the usual distance
between v and v in C,,.

Let Gp (Gy) be the maximal subgraph of C* induced by even (odd) edges. Lemma 2.9

shows that G is bipartite in case n is even.
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LEMMA 2.9 Consider C*, n even. Then Gy is a bipartite graph.

Proof: Let A := {v; € V(Gy) : i even}. Let B := {v; € V(Gy) : i odd}. Sets A and B
form a partition of the vertex set of Gy. Let e be an edge of Gy. Then e = (v;,v;) where
j = (i+1)modn and [ is odd. Since n is even and [ is odd, ¢ and j must have distinct

parities; so one of v; and v; is in A, the other is in B. Therefore G is bipartite. O

Let P(v;) := {(Vic1,Vit1)s - - -5 (Vi (k/2)s Vit [k/2)) }» 0 < 4 < n — 1, be a set of indepen-
dent even edges with reaches ranging from 2 to 2|k/2]. Set P(v;) is called an even set.

Figure 2.7 shows an example of such an edge set.

Figure 2.7: Vertex v; (at center) and set P(v;) (dashed edges).

Lemma 2.10 shows that P(vp),..., P(v,—1) form a partition of F(Gp) and Lemma

2.11 establishes conditions for which two even sets are independent.

LEMMA 2.10 Let C*, with 1 < k < |n/2], and let Gp the subgraph of C* induced by its

n’

even edges. Then P(v),. .., P(v,_1) form a partition of E(Gp).

Proof: In order to show that P(vy), ..., P(v,—1) form a partition of E(Gp) we prove that:
(i) P(v;) N P(v;) = 0 for every i # 5; (i) Ur'Zs P(v;) = U E%. Note that by definition
each P(v;) # 0.

Suppose that there exists an edge e := (u, v) such that e € P(v;) N P(v;) with i # j
and w,v;,v,v; occur in this order. By definition of even set, d(u,v;) = d(v;,v) and
d(v,v;) = d(vj, w). Thus,

d(u,v;) + d(v;, v) + d(v,vj) + d(vj,u) =n = d(v;,v) + d(v,vj) =n/2.

(Note that n must be even in this case.) On the other hand, d(v;,v) < |k/2] and d(v, v;) <
|k/2]. Therefore, n/2 < 2|k/2| < k, a contradiction since we assume k < [n/2].
We will now show that (JI—) P(v;) = U2 E%. By definition,

1=

e € P(v;) & e=(viy,vip) = (vj,v512) & e € B,
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where j ;=i — 1 and 1 <1 < |k/2]. This concludes the proof. O

LEMMA 2.11 Let v; and v; be two vertices of C% such that 0 < i < j < n. Then, set
{vi,v;} U P(v;) U P(v;) is independent if and only if

j—i>2lk/2] and n—j+i>2|k/2].
Proof: Let

V(P(UZ)) = {Ui—\_k/2ja ey Vi1, Uit 1y - - 7Ui+\_k/2j} and
V(P(vj) = {0j(kjals - - > Vim1, Vj1s - - o5 Vi [k/2)

be the maximal vertex sets that are ends of edges of P(v;) and P(v;), respectively. Thus,

j—i>2lk/2] & j—|k/2] >i+ |k/2], and
n—j+i>2k/2] & n+i—|k/2] >+ |k/2]

if and only if {v;,v;} U P(v;) U P(v;) is an independent set. We add n because we are

working with modular operations and i < 7 < n. a

Let I(vi,7) = {(vi,vit1), (Vic1,Vig2), -, (Vie|j/2), Vigrj/21)}, with j odd, 1 < j <
2[k/2] — 1, be a set of independent odd edges with reaches ranging from 1 to j. This
set is called an odd set. Edge (v;,v;11), of reach 1, is called anchor of I(v;, 7). Each
vertex in the sequence v;_|; 2], ..., Vit[j/2] 1S an end of some edge of I(v;,j). We denote
by V(I(v;, 7)) this set of vertices.

Figure 2.8 exhibits an example of an odd set. Lemma 2.12 and Lemma 2.13 establish

some properties of I(v;, 7).

Figure 2.8: Dotted and dashed edges form an odd set. The dotted edge is the anchor.

LEMMA 2.12 Consider C* and let G be the subgraph of C* induced by its odd edges.
Then I(vy,2[k/2] —1),...,I(v,—1,2[k/2] — 1) form a partition of E(G).
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Proof: In order to show that I(vg,2[k/2] —1),...,1(v,—1,2[k/2] — 1) form a partition
of E(Gy) we prove that: (i) I(v;,2[k/2] —1) N 1(v;,2[k/2] — 1) = 0 for every i # j; (ii)
IR piet — \Jr2) I(v;, 2[k/2] —1). Note that, by definition, each I(v;, 2[k/2]—1) # 0.

Suppose that there exists an edge e := (u,v) such that e € I(v;,2[k/2] — 1) N
I(v;,2[k/2] — 1), with 0 < ¢ < j < n —1 and w,v;,v,v; occur in this order. By def-
inition of odd set d(u,v;) = d(viy1,v) and d(v,v;) = d(vj41,u). Since i # j, d(u,v;) +
d(v,vit1) +d(v,vj) +d(u, vj41) +2 = n. Thus, d(vit1,v) +d(v,v;) = n/2—1. Note that n
must be even in this case. On the other hand, d(v,v;41) < [k/2] — 1 and the same holds
for d(v,v;). Thus,

n/2—-1<2[k/2] -2 = n/2<k,

a contradiction since we are working with & < |n/2|. This proves part (i).

To prove (ii), note that:
e€ B s e = (v;,vj10m-1) & €= (Vi—gm-1), Vitm) < € € I(v;,2[k/2] — 1),
where i = j+m —1,4,5 € [0,n — 1] and m € [1, [k/2]]. 0
LEMMA 2.13 Let I(v;, j) and I(v;, m) be odd sets of C*, with 0 < i <[ < n. Then, set
I(v;, 7) U I(v;, m) is independent if and only if

l—i > [j/2]+|m/2], and
n—1l+i > [m/2]+ [j/2].

Proof: By definition,

V(I(vi5)) = {Wi-ljj2)s- - Viepy/n ), and

V(I (v,m)) == {vi{ms2)s-- - Vitm/2]}-
Set I(v;,7) U I(v, m) is independent if and only if V(I (v;, j)) NV (I (v, m)) = 0. Then,

l—i>[j/2]+|m/2] & i+][j/2] <l—|m/2], and
n—I1l+i>[m/2]+ j/2] & [+ [m/2] <n+i—[j/2],

if and only if I(v;, j) U I(v;, m) is an independent set. We add n because we are working

with modular operations and i < [ < n. O
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2.2.3 Total colouring of Gp

In this section we construct a (k4 1+ r)-total colouring of Gp, where r = n mod (k+1).

Starting at vy, and proceeding in cyclic order, we partition V(G) in « sets, B!, ..., B®,
each with k& + 1 consecutive vertices, denoted alpha blocks (o > 1, since k < |n/2]),
and one last block, R, with the remaining r vertices, called the residual block. That is,
BI = {vG_1)(k41)s - - - s VG- kt1)+k } and R = {v,_p, ..., v,_1}. We denote by uf the i-th
vertex of B7, which corresponds to vertex V(j—1)(k+1)+i—1, and we denote by w; the i-th
vertex of R, which corresponds to vertex vg(i41)+i—1. Figure 2.9 shows an example of
V(CY,) partitioned in blocks.

u uy ug uj us
‘ovo . U1 * Uy * U3 ° Uy o | u?
Vs
B
B, By
‘o V11 01}10‘ ‘ Vg @ Vg @ Vre Vg ®
2
Wo w1 u% uZ u% Uus

Figure 2.9: The partition of V(CY,) in blocks.

We first describe a colour assignment 7, ~of Gp. Then we show that 7, is a total

colouring of G'p. Let

Ta, (ul): =i, 1<i<k+1,1<j<a (alpha colours); (2.11)
To, (wi) ==k +1+4, 1<i<r (residual colours); (2.12)
Tg,(€) == mg (vi),  Ve€ P(y)and 0 <i<n-—1. (2.13)

Figure 2.10 shows the 7-total colouring Te for G'p, the subgraph induced by the even
edges of C,.

LEMMA 2.14 The colour assignment w,,  is a total colouring of Gp.

Proof: Clearly, each vertex of C* receives a colour in (2.11) or (2.12) since each vertex is
either in an alpha block, or in a residual block.
By construction of Mg, vertices in the same block receive different colours. Moreover,

the set of vertices that receive colour i, + < k+ 1, is composed by the i-th vertices of each
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Figure 2.10: A 7-total colouring 7, = of Gp.

alpha block. We conclude that this vertex set is independent since d(ul,u!™) =k + 1,
j < a, and the maximum reach of an edge of C¥ is k. The vertex set that receives colour
k41414, i<r,is {w;}, thus trivially independent. Therefore, (2.11) and (2.12) provide
a vertex-colouring of Gp.

Let v; be a vertex of Gp. In (2.13), set P(v;) receives the same colour of v;. By
definition P(v;)U{v;} is independent. Moreover, by Lemma 2.10, each edge of Gp receives
a colour.

By construction, the edge set that receives alpha colour 7 is U?;:1 P(uf ), which is
independent by Lemma 2.11. The even set that receives residual colour k+1+1 is P(w;),
also an independent set. Therefore, there do not exist adjacent edges with the same colour

and the result follows. O

Colouring 7, is a total colouring of Gp which assigns colours to the vertices and even

edges of C*; we now colour the odd edges of C*.

2.2.4 Edge colouring Gj

We have constructed a (k 4+ 1 + r)-total colouring for Gp. In this section we use these
colours in some selected edges of G;. Subsequently, we show that the subgraph of G
induced by the still uncoloured edges, denoted G,, is (k + 1 — r)-edge colourable, for n
even. The parity of n is important here because the resulting subgraph Gy is bipartite.

This section has two parts. Initially, we treat case r = 0, i.e., n = 0 mod (k + 1).
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Afterwards, we treat case 0 < r < k.

n=0mod (k+1)

In this subsection we show that there exists a (A + 2)-total colouring for C* when n is
a multiple of k + 1, i.e., when r = 0. More specifically, we prove that there exists a
(k + 1)-edge colouring for Gy. This colouring, together with m, , forms a (A + 2)-total
colouring for C*.

The chromatic index of a graph G, x'(G), is the least number of colours for which G
admits an edge colouring. We first recall two classical results on edge colouring. Subse-

quently, we prove the main lemma of this subsection, Lemma 2.17.
LEMMA 2.15 (V1ZING) Let G be a simple graph. Then, x'(G) < A+ 1. O
LEMMA 2.16 (KONIG) Let G be a simple bipartite graph. Then, x'(G) = A. O

LEMMA 2.17 Let G := C* with n = 0 mod (k + 1). Then, \'(Gr) < k + 1.

Proof: By counting, we conclude that if k is even, then A(G;) = k, otherwise A(Gy) =
k + 1. Therefore, if k is even the result follows by Lemma 2.15. If k is odd then, since
n = 0Omod (k + 1), n is even. By Lemma 2.9, graph G is bipartite. Therefore, by
Lemma 2.16, we conclude that x'(Gy) = k + 1. 0

The next result follows from Lemma 2.17.

THEOREM 2.18 Let G := C*, n =0mod (k +1). Then, xr(G) < A(G) + 2.

Proof: In Section 2.2.3 the (k + 1 + r)-total colouring Tg, Was constructed for Gp. Since
n=0mod (k+1), 7,
coloured with k+ 1 colours. By definition, V(C*) = V(Gp) and E(C*) = E(Gp)UE(G)).
Therefore, there exists a 2k + 2 = A(G) + 2-total colouring of G. 0

uses k + 1 colours. By Lemma 2.17, the edges of graph G| can be

n=rmod (k+1), 0<r<k

In this subsection we choose some special edges of G and assign them colours that were

used in Gp. This partial edge colouring of Gy is denoted m. Subsequently, we show that
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G, the subgraph of G induced by the still uncoloured edges, is (k+1—1)-edge colourable,
for n even.

Let m:=m Um, Um,. First, let m, be a colour assignment defined as follows:

m(e)=k+1+i foree s {I(uj_, . 2[k/2] -1}, 1<i<nr
LEMMA 2.19 Colour assignment Tg, U, Is a partial total colouring of CF.

Proof: Lemma 2.14 shows that Tap is a total colouring of G'p, thus a partial total colouring
of Ck. In 7, only residual colours are used. Thus, in order to show that T, U, is a
partial total colouring of C*, we must prove that 7, is a partial edge colouring of C* and
there do not exist conflicts between 7, and .
Let kK + 144 be a residual colour. By definition of odd set and by Lemma 2.13, we
conclude that -
U (w0 2Tk/21 = 1)}
j=1
is an independent set. Therefore, 7, is a partial edge colouring of C¥.
Now, we show that there are no conflicts between 7, and m,. To do this we show that

there are no two adjacent edges, one in {w; }UP(w;), and the other in I'(u_,,, 2[k/2]—1)

a—1

up”, ., 2[k/2] — 1), which are, respectively, the first and the last coloured sets in

or in I(
7, in cyclic order.

In 7, the residual colour k + 1 + i is assigned to the elements of set {w;} U P(w;).
Thus, this colour occurs in each of the |k/2] vertices consecutive to w; in cyclic order;
likewise, this colour occurs in each of the |k/2] vertices consecutive to w;, in reverse cyclic
order. By definitions of 7, and of I(ui_rﬂ, 2[k/2] — 1), colour k + 1+ i occurs in each of
the [k/2] — 1 vertices consecutive to u,_ +iq in cyclic order; likewise this colour occurs
in each of the [k/2] — 1 vertices consecutive to uj,_, ., in reverse cyclic order.

Between w; and wj_,;, in cyclic order, there exist (r —i) + (k—r+i—1) =k —1
vertices. In cyclic order, the first |k/2] vertices have an incident edge with colour k+ 1+
from 7, ~and the last [k/2] — 1 vertices have an incident edge with this colour from .
Since |k/2] + [k/2] —1 =k — 1, we conclude that there do not exist two adjacent edges
with colour k4 141 one belonging to {w;} U P(w;) and the other to I(u;_, ., 2[k/2] —1).

There exist (r —i) + (k+1) + (i — 1) = k+r vertices between uf_,; ; and w; in cyclic

the second one is

order. The first term is the number of vertices of B*~! after ugj it
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the number of vertices in B* and the last one is the number of vertices before w; in the
residual block. Because k41 > k — 1, by previous arguments, we conclude that there do
not exist two adjacent edges one in {w;} U P(w;) and the other in I(uj",,; 2[k/2] — 1)
with colour k£ + 1 + 4. a

Let C* endowed with colouring e, By construction, 7, (uj) = 7, (uf) = i, an

alpha colour. The number of vertices between u$ and w} in which colour 7 is missing is

denoted m. The next lemma establishes the value of m.

LEMMA 2.20 For C¥ coloured according to T, the number of vertices between uj" and

1

u;, in cyclic order, in which alpha colour i is missing is m := r + (k mod 2).

Proof: There exist £+ 1 — ¢ vertices after u$ in B¢, in cyclic order, and there exist ¢ — 1
vertices before u; in B'. Moreover, there exists the residual block, with r vertices, between
B® and B!. Therefore, between u$ and u} there exist (k+1—i)+r+(i—1)=r+k
vertices.

In 7, , set uf U P(uf') has received alpha colour i. Thus, this colour occurs in each
of the |k/2] vertices consecutive to u$ in cyclic order and in each of the |k/2] vertices
consecutive to u$ in reverse cyclic order. Therefore, m = r+k—2|k/2] = r+ (k mod 2).

O

Let £ +1 + ¢ be a residual colour. There exist a — 1 odd sets that receive this

colour in 7 . The anchor of the last (in cyclic order) set that receives this colour is edge

a—1 a—1
(A VY

establishes the value of m/'.

). In 7, , set {w;} U P(w;) also receives colour k + 1 4 i. Lemma 2.21

Gp?

LEMMA 2.21 For C* coloured according to T, the number of vertices between ul”) +i

and w; , in cyclic order, in which residual colour k + 1 + ¢ is missing is m' =r + 1.

Proof: There exist k41— (k—r-+i) = r—i+1 vertices after uz:rlJri in B“!, in cyclic order,
and there exist i— 1 vertices before w; in R. Moreover, there exists block B between B*~*

and R. Therefore, between u¢~", . and w; there exist (r—i+1)+(k+1)+(i—1) = k+r+1

Jr
vertices.

Following the cyclic order, the last set that receives colour £+ 1 + ¢ in 7, has anchor

(up—) i, up”} 1) and reach 2[k/2] — 1. Therefore, this colour occurs in the [k/2] con-

secutive vertices after u”} ;. Since set Ta, (W) = 7o (P(w;)) = k + 1+, this colour
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occurs in the |k/2] vertices consecutive to w;, in reverse cyclic order. We conclude that
m=k+r+1—[k/2] - |k/2] =r+1. O

Let 7, and 7, be colour assignments for C* defined as follows:
m(e):=k+1+0 if e € I(vgq|mro),2\m' /2] = 1), with1<i<r,
where s; ;= (= 2)(k+1)+k—r+i—1+ [k/2];
m,(e) =1 if e € I(Vg,4|my2),2\m/2] = 1), with1<i<k+1,
where s; ;== (a — 1)(k+1)+i— 14 |k/2].

Figure 2.11 shows subgraph G from Cf, endowed with colouring 7 := 7, Um, UT,.

Figure 2.11: Subgraph Gy of Cf, with colouring .

LEMMA 2.22 Colour assignment m, U, where m := m, Um, Um,, is a partial total

colouring of C¥.

Proof: Clearly, m, U, is a partial edge colouring of C*. Moreover, we have showed that

T, U is a partial total colouring of C*. Thus, we need to show that 7, U, has no

G

conflicts with 7, Um,.
P

Vertex v(a—1)(k+1)+i—1 corresponds to vertex uj’. In cyclic order, the last vertex that

receives alpha colour ¢ in 7, is vertex uf. Set P(u{) also receives alpha colour 7 in 7, .

P P

Thus, colour i occurs in |k/2] consecutive vertices after v, in cyclic order, and vy, is the

last vertex in which colour 7 occurs. Similarly, considering residual colour k + 1 + ¢ and

set I(up”,,;,2[k/2] — 1) that was coloured in 7,, we conclude that vy, is the last vertex

in which colour k + 1 + i occurs after v~}

h_r4s in cyclic order.
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Parameter m in 7, represents the number of vertices between v and u} in which alpha
colour 7 is missing. The maximum reach of an odd edge among these vertices is 2|m/2] —1
and edge (Vs,4+|m/2], Vsi+|m/2/+1) is the anchor of the odd set that can be coloured with
alpha colour i. Likewise, the maximum reach for m’ and colour k 4+ 1+ is 2|m’/2] — 1
and the required anchor is (vsiﬂm/ /2] Usit|m! /2 J+1)- We conclude that there do not exist

conflicts between m, Um, and 7, U, and the result follows. O

Consider graph C* endowed with T, U . We call residual graph, the subgraph G,
induced by the still uncoloured edges of C*. Now, we show that G, has a (k+ 1 —r)-edge

colouring when n is even.

LEMMA 2.23 Let G := C}, 2 < k < [n/2], endowed with 7, Um. Let G, be the
subgraph of C* induced by the still uncoloured edges. Then A(G,) < k+1—r.

Proof: Consider, initially, the case in which k is even and » = 1. Because k is even,
A(Gr) = k and, because G, is a subgraph of G, A(G,) < k =k + 1 — r. Therefore, the
result follows in this case and from here on we consider that if » = 1, then k is odd.
Colouring 7, assigns a colour to each element of subgraph Gp. Let H be the subgraph
induced by coloured edges in 7. Thus, G, = G\ {Gp UH} = G; \ H. Let oy be the

minimum degree in . Thus,
A(G,) =2k —2|k/2| — oy = 2[k/2] — dn.

So, to determine A(G,) we need to know 0. We have estimated d(v) in H for each vertex
v € V(H) to determine 0.

Let Hy, Hy and Hj be the subgraphs induced by edges that receive a colour in 7, ,
and 7,, respectively. Clearly, V(H) = V(H;) UV (H2) UV (H3) and E(H) = E(H;) U
E(H,) U E(Hj). Moreover, E(H;) N E(H;) =0, when i # j and i,j € {1,2,3}. In order
to estimate d(v) in H we estimate d(v) in each H,.

Consider H;. Colouring 7, assigns colour £+ 1+ to a — 1 odd sets, each one with
reach 2[k/2] — 1 and anchor (ui_r+i,ui_r+i+1), 1 <j<a-—1. Let H] be the subgraph
induced by edges of | J._, I(ui_rﬂ, 2[k/2] — 1). That is, H/ is the subgraph induced by
the r odd sets whose anchors belong to B’. Note that

V(H,) = U V(HY)

7i=1
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and that E(H!) N E(H]) =0 when i # j and 1 <4,j < o — 1.
We know that odd sets are independent and their vertex sets are composed by con-
secutive vertices in cyclic order. Moreover, the anchors of odd sets that belong to H: f are

also consecutive. Therefore, by counting, the degree distribution of Hf is:

= =i —1

The first block means that the degree of the first » — 1 vertices range from 1 to » — 1. The
second block means that there exists a sequence of vertices with degree r. Third block
represents r — 1 consecutives vertices with degrees ranging from » — 1 to 1. To determine
the degree distribution of H; we determine }V(Hf) N V(Hf“)}, 1 <j<a-2andadd
the degree of (same) vertices in each intersection.

By definition, for each residual colour k + 1 + 4 and block B/, 1 < j < a — 1, edge
(ULTH, ULTHH) is the anchor of the odd set that receives this colour in 7,. This edge

corresponds to edge
(VG=1) (k1) th—rim15 V(G—1) (k1) +h—r+i) -
Thus, for the last residual colour k + 1 + r, the anchor corresponds to edge
(VG- 1) (k1) =1, VG- 1) (k1) k) -

Considering the reach of this set, we conclude that the index of the last vertex, in cyclic

order, in which this colour occurs is
(G—D(k+1)+k+[k/2] - 1. (2.14)

Analogously, considering block B’ 0 < j < o — 2, and the first residual colour,
k + 2, the anchor of this set is edge (Vjk+1)+k—r> Vj(k+1)+k—rt1). Therefore, the index of

the first vertex in which this colour occurs is
Jk+1)+k—r—([k/2] =1)=jk+1) + |k/2) —r+ 1. (2.15)
Therefore, the cardinality of the intersection of graphs H? and H? ™ is
G-+ +k+[k/2] =1-Gk+1)+ [k/2] =7+ 1)+ 1 =7+ [k/2] — [k/2] - 2.

The above expression results in 7—2 when k is even, and in r—1 when k is odd. Figure 2.12

sketchs the degree distribution in H] U HJ ™,
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k even . Intersection,
T—r=1 [ =1 r-2—1]
M—=r=2[r=1[ 7 |[r—1—1
k odd . Intersection,
T—r—1[ r |lr—1—1]

\1—>7‘—1H T Hr—1—>1\

Figure 2.12: Union of H and Hi™. The degrees of same vertices in the intersection are
added resulting in a block with vertices of degree r — 1 when k is even, or in a block with
vertices of degree r when k is odd.

k even

1—r—1[7r J[r=1]r cee [ Jlr=1 7 J[r—1—1
k odd

1—7r—1 | r r—1—1

Figure 2.13: Degree distribution of H.

Extending this result for each H f e H f 1 by counting, we obtain the degree distribu-
tion in Hy, sketched in Figure 2.13.

Let M E; be the least index and M A; be the greatest index, in cyclic order, of a vertex
of H;. We use these parameters to calculate |Hy N Hy|, |Hy N Hs| and |H3 N Hy|, that are
used to estimate the degree distribution of H from degree distributions of Hy, H, and H3,
in the same way as above.

Expression (2.15) represents the index of the first vertex, in cyclic order, in which
colour k£ + 2 occurs. Colour k + 2 is the first residual colour whose anchor is in block
Bt Making j = 0 we have M E;. Analogously, expression (2.14) represents the index
of the last vertex, in cyclic order, in which colour k£ + 1+ r, the last residual colour whose

anchor is in block B?, occurs. Making j = o — 1 in this expression we have M A;. That
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is,

ME, = |k/2| —r+1=n+ |k/2] —r+1 (mod n) and
MA, = (a—=2)(k+1)+k+ [k/2] - 1.

Now, we analyse H,. Colouring 7, assigns each residual colour k + 1 4 ¢ to one odd
set with reach 2|m//2| — 1. The anchors of each of these sets are consecutive edges in
cyclic order. Thus, by counting, we conclude that Hy is comprised by 2r — 1 vertices if 7 is
even and 2r vertices if r is odd. Again by counting, we determine the degree distribution

showed in Figure 2.14.

reven | 1—7r || r—1—1]

rodd | 1—7r || 7—1 |

Figure 2.14: Degree distribution of Hj.

In order to calculate M FEy; and MA,, we consider the anchor of the odd set that

receives residual colour k + 1 + ¢; that is, edge

(U(an)(k+1)+kfr+ifl+Uc/2]+\_m//2j ) U(an)(k+1)+kfr+ifl+(k/2]+\_m//2j+1)'

Parameter M FE; is obtained by subtraction of |m//2]| — 1 from the first end of the above
edge, considering the first residual colour + = 1. Parameter M A, is obtained by adding
up |m’/2] — 1 to the second end of the above edge, considering the last residual colour,

1 = r. Thus, we conclude that

ME; = (a—2)(k+1)+k—r+[k/2] +1 and
MAy = (a—=2)(k+1)+k+[k/2] +2|m'/2] — 1.

Finally, we consider Hs. In 7, each alpha colour is assigned to an odd set of reach
2|m/2] — 1. By Lemma 2.20, m = r when k is even and m = r + 1 when £k is odd.
Recalling case r = 1 and k even, previously considered, we conclude, by counting, that
Hj is composed of k+2|m/2] vertices. By analogy with previous cases, we conclude that

the degree distribution of Hj is that shown in Figure 2.15.
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k odd, r odd

‘ 1—>7‘H7"+1 H 7‘—>1‘

Other cases

‘1—>T71H r Hrfl—ﬂl

Figure 2.15: Degree distribution of Hj.

We determine M F3 and M Az in the same way as previous cases, making adjustments

to H3 and its alpha colours. Thus, we conclude that

ME; = (a—1)(k+ 1)+ |k/2] + 1 and
MAs = (a—1)(k+1)+k+ |k/2] +2|m/2].
Now, we use the degree distribution of H;, Hy and H3 to determine the degree distri-
bution of H. We calculate |H; N Hy|, |Hy N H3| and |H3 N Hy|, which are the only possible

nonempty intersections between these graphs, using formula M A; — ME; + 1, with i # j
and 4, € {1,2,3}.

CASE 1 Intersection of H, and Hs

|HiNHy] = MA, — ME,+1
= (a=2)(k+D)+Ek+[k/2]-1—((a=2)k+1)+k—r+[k/2]+1)+1
= r—1

Figure 2.16 sketchs the degree distribution in Hy N Hs.
CASE 2 Intersection of Hy and Hs
|HyNHs| = MAy;— ME;+1

= (a—2)(k+1)+k+Tk/2]+2m /2] —1—((a=1)(k+1)+ [k/2] +1)+1
= [k/2] = [k/2] +2|m'/2] = 2.
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: Intersection

r—1—1 ‘

moor
i—r—1][ s g
2 ——

Figure 2.16: Degree distribution of H; N H,.

The above expression depends on the parities of k and r (m’ = r + 1). Thus, we have

the following cases:

(
r—2 if k even, r even,

r—1 if k even, r odd;
‘HQ ﬂ Hg’ —
r—1 if k odd, r even,

r if £k odd, r odd.

\

Figures 2.17(a) to 2.17(d) sketch each case of the degree distribution in Hy N Ho.

CASE 3 Intersection of Hy and H,

|Hs N Hy| = MA; — ME; +1
= (a—1)(k+1)+k+|k/2] +2|m/2] — (n+ |k/2] —r+1)+1
= 2|m/2] —1.

Again, analysing the parity of k£ and r we have that

(
r—1 if k even, r even,

r—2 if k even, r odd,;
‘Hg ﬂ H1’ —
r—1 if k odd, r even,

r if k£ odd, r odd.

\

Figures 2.18(a) to 2.18(c) sketch the degree distribution in Hs N H;.
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Intersection Intersection
AR ETalS (= T | [ ] [ =1—1
L—r=2r-1[ r |H L—r—1[ 7 |H,
YAl e ) = r g
(a) k even, r even (b) k even, r odd
Intersection Intersection
Hyl1l—r |lr—1-—1 Hyl1l—r||lr—1]
1—7r—1 r \Hg (1—r ]| r+1 \Hg
11— | r r (11— i r+1 ][ r4+1 ]

(c) k odd, r even (d) k odd, r odd

Figure 2.17: Intersection of Hy and Hsj.

By definition, graph H = H; U HyU H3. Figures 2.13, 2.14 and 2.15 sketch the degrees
of Hy, Hy and Hj, respectively. Figures 2.16, from 2.17(a) to 2.17(d) and from 2.18(a)
to 2.18(c) sketch possible intersections between H;, Hy and Hj. The analysis of theses
figures reveals that 0y > r — 1 if k is even, and dy > r if £k is odd. O

Our main result in this section is a corollary of the previous lemma and is stated

below.

THEOREM 2.24 The graph C*, n = r mod (k+1), with n even and r # 0, has a (A +2)-

total colouring.

Proof: Graph C}} is (2k)-regular. By the definition of G, and by Lemma 2.22, 7, U7 is
a total colouring of subgraph C* \ G, with k + 1 + 7 colours. By Lemma 2.23, A(G,) <
k+1—r. Moreover, (G, is bipartite, because it is a subgraph of G that is bipartite when
n is even. Thus, by Lemma 2.16, G, is (k 4+ 1 — r)-edge colourable. Therefore, we can

construct a total colouring for C* with (k+1—7)+ (k+1+47r) =2k +2 = A+ 2 colours.
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(a) any k, r even
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(b) k even, r odd (c) k odd, r odd

Figure 2.18: Intersection of Hs and H;.

2.2.5 Concluding remarks

We now show some cases for which yx..(C¥) has been determined. We close this section
proposing a conjecture on the total chromatic number of C*.

Let G be CF. In the following two cases we have type 1 graphs:

e n = 0mod (A + 1)™. In this case we consider powers of cycles with n multiple of

2k + 1. Let 7 be a colour assignment for G defined as follows:

m(v;) = (2i) mod (A+1) for each v; € V(G);
w(e) = w(v) for each e € P(v;);
mw(e) = (20+1)mod (A+1) foreachee I(v;,2[k/2] —1),v; € V(G).

“*Este caso é um corolario de um resultado de Figueiredo et al. [32]. Veja Coroldrio 2.35.
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LEMMA 2.25 Let G be C* with n = 0 mod (A + 1). The colour assignment 7 is a
(2k + 1)-total colouring of G.

Proof: First note that each element of G receives a colour. Thus, we need to show

that 7 has no conflicts.

Let v; and v; be two vertices of G such that 7(v;) = 7(v;). By construction of 7,
Jj =1+ m(2k+ 1), m > 1. Therefore, by Lemma 2.11, {v;,v;} U P(v;) U P(v;) is
independent. Analogously, let e = (v;,v;41) and f = (v;,v;41) be the anchors of
two odd sets such that m(e) = 7(f). By construction of 7 and by Lemma 2.13, we
conclude that I(v;,2[k/2] — 1) U I(v;,2[k/2] — 1) is independent.

Now, let v; be a vertex. By construction, the colour of each edge of P(v;) is m(v;),
that is, in each vertex of V(P (v;)) U {v;} colour m(v;) occurs. Let e and f be the
two anchors nearest to v; in cyclic order and in reverse cyclic order respectively,
such that m(e) = 7(f) = 7m(v;). Then, e = (V(i+k) mod n, V(i+k+1) modn) and f =
(V(i—(k+1)) mod ns V(i—k) mod n)- By construction, odd sets I(v(ik)modn,2[k/2] — 1)
and I (V(i—(k+1)) mod ns 2[k/2] — 1) have received colour 7(v;). Thus, in each vertex of
V(I(V(i4k) mod n> 2[k/2] = 1) UV (L (V= (k41)) mod n» 2[k/2] — 1) 7(v;) occurs. Finally,

{V (P (vi))U{wi IOV (T (0G8) mod ns 2[5/ 2] = 1)UV (1 (0 (k1)) mod n, 2[k/2]=1)} = 0,

we conclude that 7 is a (2k + 1)-total colouring of G. O

e n=0mod (k+1), n,k even. Consider T, previously defined. It is a (k+ 1)-total
colouring of Gp. Moreover, G is bipartite and k-regular. By Konig’s Theorem, there
exists a k-edge colouring of G;. Thus, we can construct a (2k + 1)-total colouring
for G.

We also know a few type 2 graphs. In [13] we have determined the total chromatic
number of C2, namely that C? is type 1 when n # 7, and C? is type 2. In the same work,

we proved the following lemma.

LEMMA 2.26 Let G := C*

n’

with n odd andn/3 —1 < k < [n/2]. Then G is not type 1.
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We have proved that C? satisfies the TCC. Together with Lemma 2.26 it implies that
Cg and C%, are type 2 graphs. Moreover, we know that C3, C3,, C3, and C%, are type 1
graphs. Considering k = 4 we have similar results: the TCC is satisfied, which together
with the previous lemma give us that C};, Ciy are type 2; Cf,, Cy, Ci4, and Cfy are all

type 1 graphs. These observations led us to formulate the following conjecture.

CONJECTURE 2.27 Let G := CF

n’

with 2 < k < |n/2]. Then,

A+2 ifk>n/3—1andn odd;
Xr(G) =
A+1 otherwise.
Note that C? verifies the conjecture. Moreover, C? for n < 13 and C? for n < 15 verify

the conjecture.
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2.3 Resultados adicionais

Para concluir este capitulo gostariamos de explicitar e demonstrar afirmacoes feitas na
Secao 2.2.5. O préximo teorema estuda o caso em que n = k (mod k+1) e é usado como

lema na verificagio da TCC para o C3 e C2.

TEOREMA 2.28 Se G := C¥ possui n = k mod (k + 1), entao G verifica a TCC.

Demonstragao: Considere G munido das coloracoes 7, e 7 definidas nas se¢oes anteriores

e G, o grafo residual, gerado pelas arestas que ainda nao receberam nenhuma cor. Pelo
Lema 2.23, A(G,) < k+1—r. Neste caso r = k. Portanto, A(G,) < 1. Isto é, G,
é composto por um conjunto de arestas independentes. Logo, uma cor é suficiente para

colorir todas as suas arestas. Assim, construimos uma coloracao total de G que usa
k+1+r+1=k+1+k+1=2k+2=A(G)+ 2 cores

e o resultado segue. O

TEOREMA 2.29 O grafo C? possui uma coloragao total com 8 cores.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.24, o resultado ¢ verdadeiro para n par. Podemos assumir

entdo que n é impar. Para k = 3 e n fmpar, r € {1,3}. Pelo Teorema 2.28, o resultado
segue para r = 3. Resta considerar o caso em que r = 1. Considere a seguinte associagao

de cores as arestas de Gf:

7(e) := 6 para e € O I(v1445,3); (2.16)

7(e) ;=7 para e € | I(v3445,3); (2.17)

7(e) := 8 para e € O I(v4y4j,3); (2.18)
T((’l)n,5,?)n,2)) = T((’Un,4,?)n,1>) = 67 (219)
T((’Un,;g,?)o)) = T((’Unf%vl)) = 77 (220)
7((Un-1,v2)) == 8. (2.21)
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Inicialmente note que por construgao (2.16), ..., (2.21) sao, separadamente, conjuntos
independentes. Além disso, temos que (v,_5,Vn—2) € I(Uy—4,3), (Vn—sa,Vn_1) € 1(Vy_3,3),
(Un—3,v0) € I(v,—2,3), e a aresta (vy,_2,v1) € I(vg,3). Assim, pelo Lema 2.13, temos
que (2.16) e (2.19), (2.17) e (2.20), (2.18) e (2.21) nao conflitam. Logo, 7 é uma coloragao
de arestas parcial para o GT.

Para concluir que os grafos C3 verificam a TCC, precisamos mostrar que 7 U 7, onde
7w := m Umy Uy foi estabelecida na Segao 2.2.4, é uma coloracao de arestas para o Gj.

- . . 1 i -
A coloragao m associa a cor 5 ao conjunto (J;_; {/(u3,3)}. Por construcao,

L_J{I(u§7 3)} = L_J{I(U2+4j, 3)}.

Portanto, concluimos que m U (2.16) U (2.17) U (2.18) é uma coloracao de arestas do

conjunto:
U U{I(Ui+4j,3)} = U{I(vi,?,)}.

O lado direito da igualdade acima é obtido apds um ajuste de notacao.

Consideremos agora my e m3. A coloragao my associa a cor 5 a aresta (v,_4, V,_3), que
juntamente com (v,_5,v,_2), colorida em (2.19), formam o conjunto I(v,_4,3). A co-
loracdo 73 associa as cores 1, 2, 3, e 4 as arestas (vn—3,Vn—2), (Un—2,Un—1), (Vn_1,v0),
(vo,v1), respectivamente. Assim, adicionando as arestas coloridas em (2.19), (2.20),
e (2.21), todas as arestas dos conjuntos I(v,_s3,3), I(v,—2,3), I(vs—1,3), I(vo,3), rece-
beram uma cor e estas cores nao conflitam entre si. Concluimos entao que todas as
arestas de U'_'{I(v;, 3)} receberam um cor. Pelo Lema 2.12, estes conjuntos particionam
as arestas de G1. Logo, m U 7 é uma coloracao de arestas para o G; que usa 8 cores.
Ademais, esta coloragao nao tem conflitos com a 5-coloracao total do Gp, definida na
Secao 2.2.3. Concluimos portanto que Mg, UTUT é uma coloragao total para o C2 com

8 cores. O

TEOREMA 2.30 O grafo C} possui uma coloragio total que usa 10 cores.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.24, o resultado é verdadeiro quando n é par. Para o caso

k =4 e n impar, temos que r € {0,1,2,3,4}. Se r =0 ou r = 4, entao o resultado segue

pelos Teoremas 2.18 e 2.28. Portanto, podemos assumir que r € {1,2, 3}.



2.3. Resultados adicionais 50

Suponhamos inicialmente que » = 1. Considere a seguinte atribuicao de cores, 7, as

arestas do Gf:

T(e) =7 see€ O{[(u{, 3)YuT(ug,3); (2.22)

T(e) :=8 se e € O{I(ué, 3)} U I(uf,3); (2.23)

a—1

T(e) =9 se e € U{[(ug, U A{(uf, uy), (ug, ug), (us,w }; (2.24)

a—2

T(e) := 10 see€ U{[(ué, 3) U {(ug,vo), (ug, v1), (wy,va) }; (2.25)

j=1
Por construcao, 7 é uma coloracao de arestas parcial de G;. Considere 7 definida na
Secao 2.2.4, vamos mostrar que 7w U 7 é uma coloracao de arestas de GG;. As quatro cores
usadas em 7 sdo diferentes das seis cores usadas em 7. Assim, para mostrar que ™ U T
é uma coloracao de arestas para o G precisamos mostrar que todas as arestas do G

recebem uma cor. A coloragdo m para k=4 er =1 ¢

m(e) =6 se e € U{I(ui, 3) U {(ug,us))} (2.26)
r((u5,0)) =1 (2.27)
m((ug,ug)) =2 (2.28)
m((ug,wy)) :=3 (2.29)
m((wy,v9)) =4 (2.30)
7((vo,v1)) :==5 (2.31)

Primeiro, note que o conjunto de arestas a que 7 atribui uma cor ¢ disjunto do con-
junto de arestas coloridas por m. Ademais, os conjuntos impares que recebem as cores 6,
7,8,9,10, em (2.26), (2.22), (2.23), (2.24) e (2.25), respectivamente, colorem todas as
arestas de U;.:lﬁ I(v;,3). A aresta (vg,v;), colorida em (2.31), juntamente com a aresta

(wy,v2) = (vy_1,v2), colorida em (2.25), formam o conjunto impar I(vy,3). Analoga-
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mente, concluimos que

Portanto, todos os conjuntos impares de G foram coloridos. Pelo Lema 2.12, estes con-
juntos particionam as arestas de GG;. Logo, m U 7 é uma coloracao de arestas para o G
que usa 10 cores. Considere Te, definida na Secao 2.2.3. Como T, ¢ uma coloragao total
do Gp e T, UT é uma coloragao total parcial de G que usa seis cores, podemos concluir
que m, UmUT ¢ uma coloracao total para G' que usa 10 cores e o resultado segue para
r=1.

Para os casos em que r € {2,3} provamos que o grafo G, é classe 1. Pelo Lema 2.23,
A(G,) < k+1—r. Assim, se G, é classe 1 podemos colorir suas arestas com k+ 1 —r
cores. Logo, é possivel construir uma coloracao total para G com (k+1+7)+(k+1—7r) =
2k + 2 = 10 cores e o resultado segue. O Lema 2.31, demonstrado em [37], é usado para

provar que o G, é classe 1.

LEMA 2.31 Seja G um grafo simples. Seja H o subgrafo de G gerado pelos vértices de

grau maximo. Se H é uma floresta, entao G é classe 1. a

Seja r = 2. Consideremos G munido de T, U, que ¢ uma coloracao total parcial de
G eusa k+1+r =7 cores. Por construgao, Tg, ¢ uma coloragao total do Gp. O grafo Gy
é um grafo 4-regular. A coloragao 7, considerando r = 2 e k = 4 é definida da seguinte

forma:

a—1

n(e):=6 parace | J{I(u},3)} U{(uf,uf)};
j=1
a—1 .

m(e):=7 parae€ U{I(ufl, 3) U {(ug,us)};
j=1

mw(e):=1i parae= (Vp_pri, Vn_ari), 1 < i <5.
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As duas primeiras atribuigoes foram obtidas de m, U 7,, e a ultima foi obtida de 7,. A

Figura 2.19 esquematiza o grafo G munido de 7.

o ugflugflugflugflu?fl ug72ugf2u?72ugf2u?72

Figura 2.19: Grafo G esquematizado quando n é fmpar, k = 4 e r = 2. Neste caso «
é par. As arestas tracejadas recebem uma cor em 7. O subgrafo induzido pelas arestas
cheias é o G,

Os vértices de grau maximo em G, sao os vértices que, considerando G munido de
7, possuem menos arestas incidentes coloridas por m. Por contagem, concluimos que os
vértices u{, u%, para 2 < j < a—1 e uf, uy, sao os Unicos vértices que possuem apenas
uma aresta incidente colorida por m. Ademais, todos os vértices possuem pelo menos
uma aresta incidente colorida por 7. Concluimos portanto, que estes sao exatamente os
vértices de grau maximo de G,. Como o alcance méaximo de uma aresta do Gy é 3, temos
que o subgrafo de G, gerado por estes vértices é uma floresta. Assim, pelo Lema 2.31, o
grafo G, é classe 1 e o resultado segue.

Resta-nos analisar o 1ltimo caso, quando » = 3. Vamos usar o mesmo tipo de argu-
mento usado no caso r = 2. Considere GG; munido de 7, definida como:

a—1

m(e):=6 parae€ U{[(u%, 3) U I(uf,3);
j=1
a—1 '

m(e):=7 parae€ U{I(ué, 3) U I(ug,3);
j=1
a—1 ‘

m(e):=8 parae€ U{](Ufp 3) U I(ug,3);
j=1

m(e):=1i parae= (Vp_¢ti, Un_5+i), L <@ < 5.
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Figura 2.20: Grafo G} esquematizado quando n é impar, k = 4 e r = 3. Neste caso « é
impar e maior que 1. As arestas tracejadas recebem uma cor em 7. O subgrafo induzido
pelas arestas cheias é o G,.

A Figura 2.20 esquematiza o grafo GG; munido de m. Por contagem, concluimos que
os vértices de grau maximo sao: u{, u%, uf,) para 1 < j < a—2, u¢™ us! e wy, para
1 = 1,2,3. Considerando que as arestas (ué,ug—)), 1 <j<a—2 (w,w), (wy,ws), e
(ws, vo) foram coloridas por 7 e que u$~* ndo é adjacente a w;, podemos concluir que o

core do GG, é uma floresta e o resultado segue. a

Na Sec¢ao 2.2.5 afirmamos que os grafos C3, C3,, C3,, C3;, Cfy, C1y, Cy, e Cs sdo tipo
1. A seguir, exibimos coloragoes totais para estes grafos que ilustram esta propriedade. O
grafo C}, foi excluido porque ele se encaixa no caso n = 0 mod (k + 1), com n e k pares,

demonstrado na Segao 2.2.5.

3 3 5 7
4 6 6 1 2
4 4
1 5 7 2 5 N\L7 4 N\ 2
6
2 ! 7 3 3
1 6 7 .
77 6 A\_5 5 7T N3 6 2 5
3 2 1 6
5 1 1 1
3 3
(a) Cg (b) C7s

Figura 2.21: Coloracao total com 7 cores.
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Figura 2.22: Coloragao total com 7 cores.

A Figura 2.23 exibe o Cf,, em um desenho alternativo, parcialmente colorido com 6
cores. As arestas tracejadas ainda nao receberam uma cor e induzem um grafo bipartido

3-regular. Logo, bastam mais trés cores para completar sua coloragao total com 9 cores.

Figura 2.23: Grafo CY, parcialmente colorido com 6 cores. As arestas tracejadas ainda
nao receberam uma cor e induzem um grafo bipartido 3-regular. Os vértices na particao
superior possuem indice par, os da particao inferior, indice impar. Dentro de cada particao
os vértices estao dispostos em ordem crescente de indice.

Para colorir o C}, foi usada a mesma técnica utilizada no C},. A Figura 2.24 exibe
o C}, parcialmente colorido com 7 cores. As arestas tracejadas nao estao coloridas e
induzem um grafo bipartido 2-regular. Portanto, duas cores novas sao suficientes para

completar sua coloragao total tipo 1.



2.3. Resultados adicionais 55

7 1
2 3 4 5 6
$ 5 2— 6 3 —7 : 1 5 2 3 :
3 7/ 4 -
. S
5o 6 3 A 1 5 2 —O 37 4
6 7 1 2
1 5

Figura 2.24: Grafo CY, parcialmente colorido com 7 cores. As arestas tracejadas ainda
nao receberam uma cor e induzem um grafo bipartido 2-regular. Os vértices na particao
superior possuem indice par, os da particao inferior, indice impar. Dentro de cada particao
os vértices estao dispostos em ordem crescente de indice.

Finalmente, a Figura 2.25 exibe uma 9-coloragao total do Cs.

Figura 2.25: Grafo Cf; munido de uma 9-coloragao total.

Seja G um grafo simples, define-se o grafo G? com V(G?) := V(G) e E(G?) := {uv :
d(u,v) < 2 em G}, onde d(u,v) é a distancia, no sentido usual, entre os vértices u e v.
Néo é dificil mostrar que se G := CF, entao G* = C?*. Figueiredo et al. [32] mostraram

o seguinte resultado:

TEOREMA 2.32 Se x(G?) = A(G) + 1, entao
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(i) x,(G) < A(G) +2;
(ii) se A(G) é par, entao G é tipo 1;
(iii) se A(G) é impar, entao G é classe 1.

Este resultado nao resolve o problema da coloracao total em poténcias de ciclo. O

Teorema 2.33 mostra a existéncia de poténcias de ciclo G com x(G?) # A(G) + 1.
TEOREMA 2.33 Seja G :=CF comn=a(k+1)+r, 1 <k <|n/2] e0<r < k. Entao,
X(GQ)=k+1+[r/al.

Demonstragao: Inicialmente vamos mostrar que x(G) < k + 1 + [r/a] exibindo uma

coloragao de vértices que usa k + 1+ [r/a] cores.

Suponha que r = 0. Considere a associagao de cores descrita na Se¢ao 2.2.3, em (2.11):
W(uj)::i paral <j<a, 1<i<k+1.

Inicialmente, note que, considerando r = 0, nenhum vértice recebe cores em (2.12).
Logo, em (2.11), todos os vértices de V(G) recebem uma cor. O Lema 2.14 mostra que
esta associacao de cores é uma coloracao de vértices de G.

Assuma agora que 0 < r < . Analogamente a partigao de V(G) feita para colorir Gp
na Secao 2.2.3, vamos particionar os vértices de G em r blocos de k + 2 vértices e a — r
blocos de k + 1 vértices, iniciando a particdo em vy e seguindo a ordem ciclica. Assim,
denotamos por uf o i-ésimo vértice do j-ésimo bloco.

Seja 7 a seguinte atribuicdo de cores aos vértices de V(G):

m(ul) =i paral<i<k+2 1<j<r

w(u]):=i paral<i<k+1 r+1<j<a.

Note inicialmente que 7 usa k + 2 cores. Ademais, os vértices que possuem as mesmas
cores tém as mesmas posigoes relativas dentro dos blocos. Por contagem, concluimos que
entre dois vértices com a mesma cor existem pelo menos k vértices. Como o maior alcance
de uma aresta em G é k, concluimos que estes vértices nao sao adjacentes. Portanto, 7 é

uma coloracao de vértices.
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Agora, suponhamos que r > a. Seja r := ra + y, onde 0 <y < a — 1. Analogamente
ao caso anterior, vamos particionar os vértices de G em y blocos de k+ 1+ [r/a| vértices
e a — y blocos de k + 1+ |r/a] vértices, iniciando a partigdo em vy e seguindo a ordem
ciclica.

Seja 7 a seguinte atribuicdo de cores aos vértices de V(G):

m(ul) =i paral<i<k4+1+[k/a], 1<j<y;
w(u]) =i paral <i<k+1+4|k/a], y+1<j<a

Inicialmente, note que sao usadas k + 1 + [r/a| cores. Analogamente ao caso em que
r < «, concluimos que entre dois vértices que possuem a mesma cor existem pelo menos
k4 |r/a| vértices. Logo, também neste caso m é uma coloragao de vértices.

Concluimos entao que x(G) < k+ 1+ [r/a]. O préximo lema, mostra que o tamanho

de um maior conjunto independente de vértices de G é a.

LEMA 2.34 Seja G :=CF comn=a(k+1)+r, com1<k<|n/2] e0<r <k. Entao

o tamanho de um maior conjunto independente de vértices em G é .

Demonstracgao: Seja V(G) := {vg,...,v,_1}. Suponha que G possua um conjunto inde-

pendente de vértices I com o+ 1 elementos. Ordene os vértices de I por ordem crescente
de indice de seus rétulos. Se v; e v; sao dois vértices pertencentes a I sucessivos na ordem,
dizemos que estes vértices sao vizinhos. Além disso, considerando as propriedades ciclicas
das poténcias de ciclo, definimos o dltimo vértice na ordem vizinho ao primeiro vértice
da ordem.

Como em G o alcance méximo de uma aresta é k, entre cada par de vértices vizinhos
existem pelo menos k vértices. Por contagem, concluimos que G possui pelo menos

(a+ 1)k + a+ 1 vértices. Isto é:
n>(a+lk+a+l=ak+1)+k+1,

o que é uma contradi¢ao pois n = a(k + 1) +7 e 1 <r < k. Concluimos que /| < a.
Finalizamos a demonstragao observando que as classes de coloracao das cores alfa,

exibidas em (2.11), possuem « elementos. a

A seguir, vamos mostrar que x(G) > k+ 1+ [r/a]. Como ja vimos que x(G) <

k+ 1+ [r/a], isto é suficiente para mostrar que a igualdade vale.
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Suponha que x(G) = k + [r/a]. Como existem n = «a(k + 1) + r vértices em G,
podemos concluir que existe pelo menos uma classe de coloragao com « + 1 vértices. Pelo

Lema 2.34, isto é uma contradigao e o resultado segue. a

Concluimos este capitulo usando o Teorema 2.32 para provar que as poténcias de ciclo
com n miltiplo de A(G) + 1 sao tipo 1. Uma (2k + 1)-coloragao total para este caso esté
exibida na Secao 2.2.5.

COROLARIO 2.35 O grafo C*, com n miiltiplo de 2k + 1 é tipo 1.

Demonstracio: Seja G? := C?*. Pelo Teorema 2.32, se

X(G*) = x(C?*) = A(G) +1 =2k +1,

entao G ¢é tipo 1. Pelo Teorema 2.33, se x(CY) = j + 1, entao n é multiplo de j + 1.
Fazendo j = 2k temos que x(C?*) = 2k + 1 quando n é multiplo de 2k + 1. a



Capitulo 3
Bipartidos

Neste capitulo, estudamos o nimero cromatico total de algumas subclasses de grafos
bipartidos. Lembramos que McDiarmid e Sanchez-Arroyo [55] mostraram que determinar
o numero cromatico total de grafos bipartidos k-regulares é N P-dificil para cada k > 3
fixo.

Inicialmente, determinamos o nimero cromatico total das grades m x n *. Uma grade
mxXn, Guxn, ¢ um grafo simples com conjunto de vértices definido pelo produto cartesiano

de {1,...,m} e {l,...,n}, ou seja,
V(Gmxn) :={(i,7), onde i € {1,...,m} e j e {1,...,n}},
e conjunto de arestas definido por
E(Guen) = {0, 3) (k. 1) Ji = K+ 1 = 1] = 1, i, ), (k. 1) € V(G .

Posteriormente, abordamos as grades parciais. Dizemos que um grafo simples é uma
grade parcial quando é um subgrafo arbitrario de uma grade m x n. Conhece-se muito
pouco a respeito de grades parciais, mesmo o seu reconhecimento é um problema aberto [9].
Para as grades parciais determinamos o nimero croméatico total de alguns casos parti-
culares. Os casos em que A(Gpxn) € {0,1,2,4} sdo determinados usando-se resultados
previamente conhecidos. Para os casos em que A(Gy,xn) = 3 0s resultados obtidos estao

sumarizados no teorema abaixo.

*m x n grid

29
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TEOREMA 3.1 Seja G := G,xn, com m,n > 2 e diferente do Cy. Se G possui no maximo

trés vértices de grau 3, ou se o maior ciclo induzido em G tem tamanho 4, entao G é tipo
1.

A préxima classe considerada é uma subclasse dos grafos bipartidos 3-regulares. Uma
quase-escada’, By, é um grafo bipartido 3-regular com uma biparticio (X, Y:), X =

{zo,...,x1} e Y :={vo,...,yx_1}, tais que
Va; € Xy, N(x;) = {Yi, Y(i+1) mod k> Y(i+2) mod k } -

A Figura 3.1 mostra alguns exemplos nesta classe. Os mesmos grafos estao represen-

tados na Figura 3.3, em um desenho que justifica o nome escolhido para a classe.

Zo 1 2 3 o z1 2 z3 T4

Yo Y1 Y2 Y3 Yo Y1 Y2 Y3 Ya

Figura 3.1: Os Grafos B, e Bs, exemplos de quase-escadas.

O nosso estudo da coloracao total desta classe mostrou que By, com k par, é tipo 1 e
By, com k impar, é tipo 2. A propriedade fundamental que impede a construcao de uma
coloragao total tipo 1 para o By, k impar, é o fato de que estes grafos nao sao planares.

Finalmente, a ultima classe considerada foi a dos cubos k-dimensionais. Um grafo )y
é um cubo k-dimensional, k > 1, quando seu conjunto de vértices pode ser codificado
como k-tuplas de 0’s e 1’s de forma que e € E(Qy) se e somente se seus extremos diferem
em exatamente uma coordenada. Mostramos que (Q com k > 3 é tipo 1. Note que ()5 é
isomorfo ao CYy, tipo 2; e ()1 é composto de um unico vértice, logo tipo 1.

Este trabalho foi aceito para apresentacao no International Colloguium on Graph The-
ory - 2005, ICGT’05, e seu resumo estendido foi publicado no ENDM [15] dedicado ao

col6quio. Sua versao completa foi aceita para publicagao na revista Ars Combinatoria [12].

fnear-ladder
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3.1 Numero cromatico total de alguns grafos bipar-

tidos

The total chromatic number
of some bipartite graphs

C. N. Campos C. P. de Mello

The total chromatic number x,.(G) is the least number of colours needed to
colour the vertices and edges of a graph G such that no incident or adjacent
elements (vertices or edges) receive the same colour. This work determines the
total chromatic number of grids, particular cases of partial grids, near-ladders,

and of k-dimensional cubes.
3.1.1 Introduction

Let G := (V(G), E(G)) be a simple graph with vertex set V(G) and edge set E(G). An
element of G is a vertex or an edge of G. An edge {u, v} is denoted by uv or vu. For a
vertex v € V(G), N(v) is the set of vertices of G that are adjacent to v.

For S C V(G)UE(G) and C a set of colours, a partial total colouring of G is a mapping
¢ : S — C such that, for each pair of adjacent or incident elements x,y € S, we have
o(z) # o(y). If S =V(G)UE(G), then ¢ is a total colouring. If |C| = k, then the mapping
¢ is called a (partial) k-total colouring. If ¢(x) = ¢ or there exists an element y incident
with or adjacent to x such that ¢(y) = ¢, then we say that ¢ occurs in x; otherwise ¢ is
missing in x. If S C E(G), then ¢ is a (partial) edge colouring and if S C V(G), then ¢
is a (partial) vertex colouring.

The total chromatic number of G, x,(G), is the least integer k for which G admits a
k-total colouring. Clearly, x,.(G) > A(G) + 1. Sanchez-Arroyo [60] showed that decid-
ing whether x.(G) = A(G) 4+ 1 is NP-complete. McDiarmid and Sénchez-Arroyo [55]
showed that even the problem of determining the total chromatic number of k-regular bi-
partite graphs is N P-hard, for each fixed k > 3. The Total Colouring Conjecture (TCC),
posed independently by Behzad [2] and Vizing [66], states that every simple graph G has
X+ (G) < A(G)+2. If x.(G) = A(G) +1, then G is a type 1 graph; if x..(G) = A(G) + 2,
then G is a type 2 graph.
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In this work we study the total chromatic number of some subclasses of bipartite
graphs. Behzad et. al.¥ [3] determined the total chromatic number of complete graphs,
including the bipartite case. A k-partite graph is a generalization of bipartite graphs in
which the vertex set is partitioned into k sets. A complete k-partite graph is a k-partite
graph where every vertex of one part is adjacent to every vertex of all other parts and a
balanced k-partite graph is a k-partite graph with all parts of the same size. Bermond [4]
determined the total chromatic number of all balanced complete k-partite graphs. Yap [72]
extended a previous result of Rosenfeld [59] showing that every complete k-partite graph
verifies the TCC. Chew and Yap [24] and Hoffman and Rodger [48] showed that every
complete k-partite graph having odd number of vertices is type 1.

Almost all graphs analysed in this work are planar graphs. The TCC was verified for
planar graphs with maximum degree 7 in [61]; the total chromatic number was determined
for planar graphs with large girth in [8]; and with maximum degree greater than 11 in [7].
Moreover, Zhang et. al.} [77] showed that outerplanar graphs with maximum degree
greater than or equal to 3 are type 1.

Section 3.1.2 determines the total chromatic number of grids and of some particular
cases of partial grids. Section 3.1.3 shows that near-ladder graphs with |V(G)/2|Y even

are type 1; otherwise are type 2. Section 3.1.4 shows that (), the k-dimensional cube, is

type 1.

3.1.2 Grids and partial grids

A simple graph G, «,, with vertex set the cartesian product of {1,...,m} and {1,...,n},
that is V(Guxn) = {(i,7), where i« € {1,...,m} and j € {1,...,n}}, and edge set
E(Guxn) = {0, 5)(k, 1) i —k|+1j =1 =1, (i,7), (k,1) € V(Gpxn)}, is called an m x n
grid. In fact, G,,«, is a cartesian product of P, and P,, path graphs on m and n vertices
respectively. It is easy to see that grids are planar and bipartite. A partial grid is an
arbitrary subgraph of a grid. We consider only connected partial grids.

In this section we prove that G,,x,, with m,n > 2 and different from Cj, is type 1

and determine x,.(G) for some particular cases of partial grids. Partial grids are harder

{Leia-se: “Behzad et al.”.
$Leia-se: “Zhang et al.”.
TLeia-se: “V(G)|/2".
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to work with than grids; for instance, recognition of grids is polynomial, but is an open

problem for partial grids ([9]).

THEOREM 3.2 FEach graph G,,«xn, with m,n > 2 and different from Cj, is type 1.

Proof: First we consider the case when m > 2 and n > 2. Let G := G,,x, be a grid. Let

7 be a colour assignment for GG that uses 5 colours defined as:

7w((¢,5)) = (27 +1i—2)mod 3; (3.1)
7((2,5)(,5+1)) = (2j+i—1) mod 3; (3.2)
7((4,7) ¢+ 1,7)) = 4— (imod 2). (3.3)

Now, we prove that 7 is a total colouring for G. In order to do this we show that the
colour of each element of GG is different from the colours of each of its adjacent and incident
elements.

We start by considering edges (4, j)(i + 1, ), coloured in (3.3). By construction, these
edges have colours 3 or 4 and these colours do not occur in (3.1) or (3.2). Moreover, ad-
jacent edges coloured in (3.3) have colours with different parities. We conclude that (3.3)
is an edge colouring for the subgraph of GG induced by these edges.

Now, we analyse the vertices of G. Let (i,j) be a vertex of G. By construction,
m((i,7)) = (2§ + ¢ — 2) mod 3. First, we consider the vertices of G that are adjacent to
(7,7). These are, when they exist, (i,j — 1), (i,7+ 1), (i — 1,7), and (i + 1,7), which
have colours (2j + 4 — 1) mod 3, (25 + ¢) mod 3, (25 + ¢) mod 3, and (2j + i — 1) mod 3,
respectively. Note that each colour is of the form (a — b) mod 3, where a = 2j + ¢ and
b € {0,1}. Moreover, vertex (i,j) has b = 2, differing from the others by at least 1 unit
and at most 2 units. Therefore, the colours of its adjacent vertices are different from
(i, ).

Consider now the edges incident with (i, j), that are, when they exist, edges (i,7 —
1)(i,7), (4,5)(,7+1), (i—1,7)(,7), and (4,75)(i+1, 5), which have colours (2j +14) mod 3,
(27 +i—1)mod 3,4 — (i — 1) mod 2, and 4 — i mod 2, respectively. The colours of the
first two edges differ from the colour of (7, j) by the same reasons of the previous case and
the last two use colours 3 and 4, which are not used in the vertices of G.

In order to finish the proof of this case we have to show that two adjacent edges

whose colour was!l given by (3.2) have different colours. To see this, consider an edge

ITeia-se: “colours were”.
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(2,7)(4, 7+ 1) and its two adjacent edges (i, —1)(7, ) and (¢, 7+ 1)(i, 7+ 2) whose colours
are (2j +¢— 1) mod 3, (27 +4) mod 3, and (2j + i + 1) mod 3, respectively. Again, these
three colours are different and we are done.

Now, we assume that one of {m,n} is 2. By symmetry, we can assume that m = 2.
These graphs have maximum degree 3 because n > 2 and their colourings can be obtained
directly from the previous colouring . Note that all edges whose colour was™* assigned
in (3.3) have the same colour. We conclude that only four colours are used and the result

follows. O

Let G be a connected partial grid. If A(G) = 0 then G is composed by only one vertex,
a type 1 graph. If A(G) = 1, then G = K», a type 2 graph. If A(G) = 2, then it is a path
of length at least 2, a type 1 graph, or a cycle that is type 1 when |V (G)| = 0 mod 3, and
type 2 otherwise ([73]). If A(G) = 4, then G is type 1 since it is a subgraph of a G,xx,
with m,n > 2 that preserves the maximum degree and those grids are type 1. Therefore,
the remaining case is A(G) = 3. For these graphs we determine the total chromatic

number of some cases.

THEOREM 3.3 Let G be a connected partial grid with maximum degree 3. If the length
of the largest induced cycle of G is 4, then G is type 1.

Proof: First, we need an additional definition and two auxiliary results stated in Lemma 3.4
and Lemma 3.5. We define a ladder graph, L,, as a Goy,, n > 2, and call its four vertices

of degree 2 corners.

LEMMA 3.4 Every tree is type 1, except for Ky that is type 2.

Proof: Let T be a tree. If T" has no edges, then T is type 1. If T is K5, then T is type 2.
Suppose now that A(7T) > 2.

Let u € V(T') be a vertex of degree 1. Let 7" := T — u. If T" is Ky, then it is type
2 and we can easily extend any 3-total colouring of 7" to T" without adding new colours.
Now, we can assume that 7" is not isomorphic to K5. By induction hypothesis, there
exists a (A(7") + 1)-total colouring for 7".

Let v be the vertex of T" adjacent to u. If A(T") = A(T'), then v is not a vertex of

maximum degree in T”. Therefore, there exists a colour missing in v. Thus, assign this

**Leia-se: “colours were”.
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missing colour to edge wv. If A(T") = A(T') — 1, then v is a vertex of maximum degree
in 7". Therefore, we assign a new colour to edge uv. Finally, in both cases, we assign to

vertex u a colour different from the colours of uwv and wv. O

LEMMA 3.5 If G is a connected partial grid with maximum degree 3 having largest in-
duced cycle with length 4, then G can be decomposed in connected subgraphs each of
which is isomorphic to a ladder or a tree. Moreover, there exists an ordering of these
subgraphs G, ..., Gy, where, for each G, © > 1, there exists exactly one G, such that
Jj <iand V(G;) NV (G;) # 0. In particular, |V (G;) NV (G,)| = 1.

Proof: Let F' be the subgraph induced by the edges of G that do not belong to ladders.
Note that F'is a forest since a largest induced cycle has length 4. Let G* be the intersection
graph of the maximal ladders of G and the connected components of . Two maximal
ladders are always vertex disjoint because A(G) = 3. Therefore, if two vertices of G*
are adjacent, then one of them represents a maximal ladder and the other a connected
component of F. Clearly G* is connected. Moreover, we claim that it is a tree; otherwise
there would exist in G a cycle of length greater than 4 or a vertex of degree greater than
3.

Now, choosing a vertex to be the root, we perform a depth-first-search in G* labeling
the vertices 1,...,k in the order that they are visited. The subgraph represented by
vertex i is called G;.

By construction, G; and G, ¢ # j, have at most one vertex in common. Moreover,
for each G; there exists only one G; such that V(G;) N V(G;) # 0 that is the father of
in the depth-first tree. Therefore, j < 1. a

Let G be a graph as stated in the hypothesis. Let G1,..., Gy be the ordering of the
connected subgraphs of GG stated in Lemma 3.5. Note that each connected subgraph G;
has a 4-total colouring, either by Lemma 3.4, or by Theorem 3.2. Let 7; be such a 4-total
colouring for G;.

Starting from 7wy and following the order, we adjust the colours of m; as follows to
ensure that UY_m; is a total colouring for G. Let G; be the next graph in the ordering.
By Lemma 3.5, there exists only one G;, with j < i, such that V(G;) NV (G,) # 0 and, in
particular, |V (G;) NV (G;)| = 1. Adjust the colours of ; so that: (i) v € V(G;) NV(G,)
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has the same colour in 7; as in 7;; (ii) the edges of G; that are incident with v have colours
missing in v in G;. Note that by Lemma 3.5 and because the maximum degree of v in G

is 3, these adjustments of colours are always possible. a

THEOREM 3.6 Let G be a connected partial grid with maximum degree 3. If G has at
most three vertices of degree 3, then G is type 1.

Proof: We consider three cases depending on the number of vertices of degree 3.

CASE 1 Graph G has exactly one vertex of degree 3.

We prove the assertion by induction. Since there exists a vertex of degree 3, graph G has
at least 4 vertices. Moreover, there exists only one vertex of degree 3; thus, we conclude
that there exists at least one vertex of degree 1. If |V (G)| = 4, then G is isomorphic to
K, 3, a type 1 graph.

Let G be a graph as in the hypothesis and let v be a vertex of degree 1. Let G’ := G—v.
If A(G') = 2, then G’ is a path or a cycle. So, there exists a 4-total colouring 7’ for G'.
If A(G") = 3, then G’ has a 4-total colouring 7’ by induction hypothesis.

We construct 7, a 4-total colouring for GG, from 7’. Let u be the vertex adjacent to v.
The degree of v in G’ is at most 2. Therefore, there exists a colour that can be assigned
to edge uv. Moreover, vertex v is adjacent only to uw and it is incident only with ww.

Therefore, there exist two colours that can be assigned to v and the result follows.

CASE 2 Graph G has exaclty two vertices of degree 3.

Let u and v be the two vertices of degree 3. Suppose first that there exists a vertex w of
degree 1 adjacent to one of {u,v}. Let G’ := G — w. Graph G’ has exactly one vertex
of degree 3. By Case 1, G’ has a 4-total colouring 7/, which can be easily expanded to a
4-total-colouring of G as described there.

Thus, we can assume that every vertex adjacent to u or v has degree at least two.
Suppose first that there exists an induced path P := (1, 9, x3, x4), such that z1 € {u, v},
xo,x3 & {u,v}, and, if possible, x4 & {u,v}. Let G' :== G — {xq,x3}. Graph G’ has at
most one vertex of degree 3. Therefore, by previous cases, G’ has a 4-total colouring «’.
It is easy to see that 7’ can be expanded to a 4-total colouring of GG, with perhaps a few

minor colour adjustments.
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Finally, if the previous cases do not apply, we claim that G is isomorphic to one of the

type 1 graphs exhibited in Figure 3.2.

Figure 3.2: Each case has exactly two vertices of degree 3 and is type 1.

CASE 3 Graph G has exactly three vertices of degree 3.

We prove this case by induction. Since G has three vertices of degree 3, |V(G)| > 7. If
|[V(G)| = 7, then G is not a tree and the size of a largest induced cycle is 4. Therefore,
by Theorem 3.3, G is type 1.

Graph G has at least one vertex of degree 1, say v. Let G’ := G—wv. Graph G’ has two
or three vertices of degree 3 depending on the degree of the vertex adjacent to v. If G’ has
two vertices of degree 3, then there exists a 4-total colouring 7’ for G’ by Case 2. If G’
has three vertices of degree 3, then there exists a 4-total colouring 7’ for G’ by induction
hypothesis. For each case we construct a 4-total colouring for G from n’ as it was done

in Case 1. O

3.1.3 Near-ladder graphs

The near-ladder graph, By, is a 3-regular bipartite connected graph with bipartition
(Xk, Yi), X = {zo,..., 2,1} and Yy = {yo,...,ys—1}, such that for each x; € X,
N(l“z) = {yi7 Y(i+1) mod k> Y(i4+2) mod k}

y2 x2 Zo Y2 x2 Y4
zo Yo x4

Y1 x3 Yo
T Y3 Y1 T Y3 T

Figure 3.3: Graphs B4 and Bs.
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Near-ladders have several automorphisms. We remark two of them: (i) the o-automorphism,
in which graph By is rotated once along the vertical axis, is defined as o(z;) := y;+2 and
o(y;) := mx;; (ii) the 7-automorphism, in which graph By, is flipped along the horizontal
axis, is defined as 7(x;) := ;21 and 7(y;) := x;_;. All operations on indexes are modular.

Near-ladders with k of different parities have important differences in their structures.
Graphs By, k even, are planar graphs (yet not outerplanar) and By, k odd, are not.

Figure 3.4 shows drawings that manifest this property.

(a) Planar drawing. (b) Dashed edges induces a subdivi-
sion of K3 3.

Figure 3.4: Near ladder graphs:(a) k even; (b) k odd.

For By, and elements x;, ¥iy1, Ti¥iv2, Yir1Tit1, the pairs z;, yi1Ti and yip1, Tl

are called equivalent pairs. The edges of an equivalent pair are called a parallel pair.

LEMMA 3.7 Let G := By and let m be a 4-total colouring for the subgraph G« obtained
by removing exactly one parallel pair from G. Then, for each remaining equivalent pairs
Ti, Yir1Tiv1 and Yi11, Tyiv2: (1) the edges of parallel pair x;y;+2 and y; 112,41 have different

colours; (ii) either m(x;) = m(y;412i41) or m(yir1) = 7(x;y;42), but not both.

Proof: In order to prove (i) item, suppose that 7(x;y;12) = 7(yis12:41). Elements y; o,
Tit1, and x;11y;+2 have distinct colours and different from 7(x;y;12). Moreover, m(z;41) =
T(YiroZive) and m(y;ro) = m(Ti41Yitrs). Therefore, elements ;19, yir3, and x40y, 43 have
only two colours assigned: m(x;y;42) and m(x;11yi12), a contradiction. We conclude that
T(2Yiv2) # T(Yir1Tit1)-

Now, we prove (ii) item. First note that m(z;) # 7(yiz1), 7(z;) # 7(2;yi12), and
T(Yir1) # 7T(Yyiy12:41) because they are adjacent or incident. Moreover, we have al-

ready proved that m(z;y;42) # 7m(Yir1%it1). Suppose that m(x;) # 7(yiy12i41) and
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(Y1) # m(xyir2). We conclude that m(z;), m(yiv1), m(yir12ip1), and 7(x;y;10) are
pairwise distinct. Edge w;y;,1 is incident with or adjacent to all these four elements.
Therefore, m(x;y;11) must be different from each one, contradiction. We conclude that
either 7(z;) = 7(yiz12i1) or T(Yir1) = m(TiYir2)-

Suppose now that 7(z;) = 7(yir12i11) and (1) = 7(x;yir2). Then, (1), T(Yire),
and 7m(z;41Y;42) are different from 7(x;) and 7(y;41), a contradiction since only four colours

are allowed and ;.1, Yi1o, Ti 1Yo are adjacent to or incident with each other. a

Let 7 be a partial 4-total colouring for By. Consider the equivalent pairs x;, y;11;11
and Y1, iYipo. If m(x;) = m(yix12i41), then we say that for these equivalent pairs the

anchor is x;; otherwise ;1 is said to be the anchor.

LEMMA 3.8 Let G := By, and let m be a 4-total colouring for the subgraph Gsyj obtained
by removing exactly one parallel pair from G. If x; is an anchor, then y; and y;,o are the
anchors of their respective equivalent pairs. Otherwise, that is if y;.1 is the anchor, z;

and x; 1 are the anchors of their respective equivalent pairs.

Proof: Suppose that x; is an anchor; then m(x;) = 7(y;117i11). We first prove that ;.o
is an anchor. By Lemma 3.7, either m(y;42) = 7(2i41Yiv3) or m(xip1) = T(YiraTita).
Suppose that 7(x;11) = 7(Yirewire). Since x;4 is incident with y12i401, m(xi1) #
T(Yir12i41). Therefore, m(z;yiv2), ™(Yira), and w(z;11Yi12) are different from w(x;) and
7(z;41). We conclude that there exist only two colours in {m(x;y;12), T(Yir2), T(Tix1Yit2) },
a contradiction since these elements are adjacent to and incident with each other. If y;
is not an anchor, then x;_; is an anchor by Lemma 3.7. Then, y;1 is an anchor by our
previous argument, but this contradicts Lemma 3.7 since z; is an anchor. Now, the case

in which ;1 is an anchor follows from 7-simmetry. O

THEOREM 3.9 Let G := By, k odd. Then, GG is type 2.

Proof: We first prove that GG is not type 1. Suppose the contrary and let m be a 4-
total colouring for G. By 7-automorphism, we assume that 7(x¢) = 7(y;21). Applying
Lemma 3.8 successively, we have that all vertices x;, y; with ¢ even are anchors. Therefore,
x_1 and yo are anchors, which implies that m(xy_1) = m(yoxo) and 7(yo) = 7(zr_1y1),

contradicting Lemma 3.7. We conclude that there is no 4-total colouring for By, with
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k odd. Moreover, Rosenfeld [59] and Vijayaditya [65] proved that x,.(G) < 5 for cubic
graphs. Therefore, x.,.(By) = 5, a type 2 graph. a

Let By := (X}, Y:) and B, := (X, Y;) be two near-ladder graphs. It is easy to check
that the glueing operation, defined below, generates By y = (Xyi, Yiir) from By and B,.

(i) relabel the vertices of X, U (Y7 \ {yo}) adding k in each of its indexes, that is

Xo = A, T, - Tpe—r f and Yo == {yo, Yat1, - s Yrre—1 5
(ii) relabel vertex yo € Yy with yy;

(111) let XkJrg = Xk U Xg, YkJrg = Yk U Y'Z, and E(BkJrg) = (E(Bk) U E(Bg) U Em) \
Eou, where Ejy, := {20Yo, YeTk, Y1Tkrt—1, Th—1Yk+1} and Eoy = {ZoYk, Y1Tk—1, TxYo,

yk+1xk+g_1}.

Figure 3.5 shows an example of the glueing operation.

o Yo o Yo
Y1 x3 Y1 x5
o Ya T4 Yo
Y1 3 Y5 x9

Figure 3.5: Glueing of B4 and Bg. The dashed edges in By and Bg are the edges of E,;
and the dashed edges of By are edges of Ej,.

THEOREM 3.10 Fach By with k even is type 1.

Proof: The proof is by induction. For the basis case we construct 4-total colourings
and 7g for By and Bg, respectively, shown in Figure 3.6.
By induction hypothesis, there exists a 4-total colouring for B,_4, £ > 8. Adjust

Tr—4 SO that xy is the anchor of equivalent pairs xy, y1x; and y;, zoye, and so that

7Tk:—4($0) = 7T4(I0)7 7Tk:—4($oyo) = 7T4($0y0)7 7Tk:—4($oyl) = 7r4(x0y1), and 7Tk—4(900y2) =
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Figure 3.6: 4-total colouring of B4 and B.

m4(xoy2). Note that, by Lemma 3.7, these adjustments imply that mz_4(y1) = m4(y1) and
Te—a(Y1Tk—5) = Ta(y173).
Graph By, k even and k > 8, can be obtained by glueing By and Bj,_4. A 4-colour

assignment 7 for B can be constructed from 74 and 7;_4 as follows.

(i) if e is an element of By corresponding to an element of B; \ Euu, ¢ = 4,k — 4, then

m(e) := m(e);

(ii) colour edges of E;, as follows: m(zoyo) := ma(Toyo), m(yazs) := ma(Toyo), m(x3ys) =

ma(y123), and 7(y1xp_1) := ma(y123).

Now, we show that 7 is a total colouring for By. By construction of 7w, each el-
ement of Bj received a colour. Colourings of the two subgraphs induced by S :=
{zo,...23,91,...,ys} and by V(By)\ S are partial total colourings of By, since the colours
of their elements came from 74 and 7,_4. Since 7y is a total colouring, 7(z¢) # 7(y4)
(remember that y, € V(By) corresponds to vertex yo € V(By)) and 7(y;) # 7(x3). Anal-
ogously, since m,_4 is a total colouring, 7(x4) # 7(yo) and 7(ys) # 7w(xk_1). By previous
adjustments in m_4, 7T(zo) = 7(z4) and 7(y1) = 7(y5). We conclude that 7(zo) # 7(yo),
7(ya) # m(xa), (Y1) # 7(wp—1), and w(x3) # 7(ys)-

In order to conclude the proof, we have to analyse the edges of F;,. Let uv be an edge
of F;,. Without loss of generality, by the glueing operation, v is a vertex from By, v from
By_4 and there exist exactly two edges in E,,;, uw; and wev corresponding to edges of
B, and Bjy_4 that do not exist in By. By the adjustments done in m,_4 we conclude that

these three edges have the same colour and the result follows. O
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3.1.4 k-dimensional cube

In this section we show that k-dimensional cubes are type 1 graphs. A k-dimensional
cube Qr, k > 1, or k-cube for short, is a graph whose set of vertices is comprised by
the ordered k-tuples of 0’s and 1’s, two vertices being joined if and only if they differ in
exactly one coordinate. For a vertex v of Qi we denote v by (b1bs ... bx), where b; € {0,1}
and (byby . .. by) is its ordered k-tuple. It is not difficult to see that the k-cube is bipartite,
k-regular, with 2% vertices and k2F~! edges.

It is well known that (), can be recursively constructed. Let Gy and Gy be two graphs
isomorphic to Q. Then, Q1 can be obtained from Gy and G in the following way: (i) for
each vertex v € V(G;) that corresponds to vertex (by ...by) of Qy, denote v by (by ... by 1)
((by...bx 0) and (by...bx 1) are called a corresponding pair); (i) V(Qr+1) = V(Go) U
V(Gh) and E(Qg41) := E(Go) U E(Gy) U M, where M = {uv : u € V(Gy), v € V(Gy)
and u, v is a corresponding pair}.

We show that x,.(Qr) = A(Qk) + 1, for each k& > 3. Note that (), is isomorphic to K
and (s is isomorphic to Cs, that are both type 2 graphs.

THEOREM 3.11 For Qy, k > 3, there exists a (k+ 1)-total colouring of Q). such that only

four colours occur in its vertex set.

Proof: We prove the assertion by induction. For the basis case we construct an explicit
4-total colouring for the 3-cube, shown in Figure 3.1.4. We call these four colours base

colours.

4 2 1
3 4
1
1 4232 3
1 4
3
2 1
3 4 2

Figure 3.7: 4-total colouring of Qs.

We construct 7, a colour assignment for Qx,; that uses k + 2 colours, from two

previously coloured copies of Q). The following algorithm describes the construction
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procedure:

(i) Let Go and Gy be two copies of Q. By induction hypothesis there exists a (k4 1)-
total colouring m; for G;, ¢+ = 0, 1 such that only four colours occur in its vertex set.
Let 1,...,k+ 1 be the used colours and let 1,...,4 be the base colours. Adjust the

colours so that corresponding pairs have the same colours.
(ii) For G, exchange colours 1 «» 4 and 2 « 3.
(iii) Construct Q41 from Gy and Gy, by using the previous recursive procedure.
(iv) Assign colour k + 2 to the edges of perfect matching M that join the two copies.

We show that 7 is a (k + 2)-total colouring of G := Q1. Clearly, 7 uses k + 2 colours
and each element of Qx4 received a colour. Moreover, the colouring of each subgraph H;
induced by vertices {v : v = (by...b, )}, i = {0,1}, is a partial (k + 1)-total colouring.
Note that there do not exist incident edges ey and e; such that e; € H;. Moreover, the
edges of (iv) received a new colour.

In order to finish the proof we have to show that the ends of edges coloured in (iv)
have different colours. These edges join the corresponding pairs in Hy and H;. Let vy,
v1 be a corresponding pair, where v; = (by ...by,4). From (i), m(vo) = 7(v1) and from (ii)
7(v1) # w(vg) and the result follows. O
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Capitulo 4
Grafos 3-cliques

Neste capitulo esta exposto o estudo inicial do niimero croméatico total dos grafos que sao
obtidos pela uniao de trés grafos completos e possuem exatamente trés cliques maximais.
A determinagao do niimero cromético total destes grafos é o nosso foco atual de trabalho
e este capitulo reflete a forma como o problema tem sido abordado e o que foi formalizado
até o momento.

Dado um grafo G, dizemos que S C V(G) é uma clique se G[S]| é um grafo completo.
Dados dois grafos G e G, o grafo G tal que V(G) = V(G1) UV (G,y) e E(G) = E(G1) U
E(Gs) é dito a unido de Gy e Gs.

Um grafo G, conexo, é um grafo 2-cliques se e somente se G é a unido de G[A] e
G[B], onde A e B sao duas cliques maximais distintas. Um grafo G, conexo, é um grafo
3-cliques se e somente se G possui exatamente trés cliques maximais distintas A, B, e
C e, além disso, G é a uniao de G[A], G[B] e G[C]. Por defini¢ao, pelo menos um de
(ANB)\(ANBNQC), AnC)\(AnNnBNC)e (BNC)\ (AN BNC) é vazio pois
(ANB)U(ANC)U(BNC) nao pode ser uma clique maximal distinta de A, B, C'. Vamos
supor que (ANC)\ (ANBNC)=0. A Figura 4.1 exibe um grafo nesta classe.

Inicialmente, determinamos o nimero cromatico total para os grafos 3-cliques que
possuem vértice universal, isto é, com A(G) = |V(G)| — 1, como é o caso do grafo
da figura anterior. Os grafos 3-cliques que nao possuem vértice universal sao grafos
indiferenca, podendo ser representados como na Figura 4.2, e seu niimero cromético total
é conhecido para o caso em que o grau maximo é par [32]. Estes resultados, bem como a

determinacao do niimero cromatico total dos grafos 2-cliques estao expostos na Segao 4.1.

74
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Figura 4.1: Grafo 3-cliques com vértice universal.

Na Secao 4.2 estao exibidos os resultados formalizados até o momento para o caso em que

0 grau maximo ¢é impar.

4.1 Preliminares

Em 1967, Behzad et al. [3] provaram que os grafos completos com um niumero par de
vértices sao tipo 2 e os grafos completos com um nimero impar de vértices sao tipo 1. Na
Secao 1.2 exibimos uma coloragao total 6tima para os grafos completos e a denominamos
coloracao padrao. Esta coloracao sera muito utilizada ao longo desta secao.

O seguinte teorema estabelece o niimero cromético total dos grafos com um nimero
par de vértices e que possuem vértice universal. Este resultado foi provado por Hilton [42]

e tem um papel importante neste capitulo.

TEOREMA 4.1 (HiLToN 1989) Seja G um grafo com |V (G)| =2n e A(G) =2n—1. O
grafo G é tipo 1 se e somente se |E(G)| +«/(G) > |V(G)| /2, onde o/(G) é o tamanho do

maior conjunto de arestas independentes em G.

Os grafos que possuem um numero par de vértices com A(G) = |V(G)| — 1 verificam
a TCC pois sao subgrafos de um Ky () (com o mesmo grau méximo), que sdo tipo 2.

Assim, o Teorema 4.1 pode ser reescrito da seguinte forma:

TEOREMA 4.2 Seja G um grafo com |V (G)| = 2n e A(G) = 2n — 1. Entao, considerando
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o/(G) o tamanho do maior conjunto de arestas independentes em G, temos que

A(G)+1 se ’E(é)’ +d/(G) > V(@) /2;

Xr(G) = .
A(G)+2 caso contrdrio.

O préximo resultado estabelece o ntimero cromatico total dos grafos 2-cliques e dos

grafos 3-cliques com vértice universal, isto é, aqueles onde AN BN C # 0.

TEOREMA 4.3 Se G é um grafo 2-cliques ou G é um grafo 3-cliques com A(G) = |V (G)|—

1, entao

_JAG)+2 se [V(G)| épare |E(G)| + «(G) < [V(G)] /2
A(G)+ 1 caso contrario.

Demonstragao: Suponha inicialmente que |V (G)| seja impar. Neste caso, G é um subgrafo

de K|y (q)|, grafo completo com um niimero impar de vértices, com o mesmo grau maximo.
Como estes grafos sao tipo 1, isto é suficiente para mostrar que GG também o é. Suponha
agora que |V (G)| seja par. Como A(G) = |V(G)| — 1, o resultado segue diretamente do
Teorema 4.2. O

Pelo Teorema 4.3, podemos assumir que G é um grafo 3-cliques com ANBNC = (). Para
simplificar a notacao, os conjuntos ANBNC, ANB, ANC e BNC serao denotados ABC,
AB, AC e BC, respectivamente. Além disso, definimos A’ := A\AB, B’ := B\(ABUBC),
e C':=C\ BC. A Figura 4.2 exibe o grafo G esquematizado.

06

Figura 4.2: Graph G.

Por contagem, concluimos que os vértices de grau maximo estao, ou em AB, ou em

BC, dependendo da relacao de tamanho entre os conjuntos A’ e C’. Assim, vamos assumir
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que |A’| > |C’| e portanto os vértices de grau maximo estao em AB quando |A'| > |C’|;
e em ABU BC quando |A'| = |C'].

Note que neste caso o grafo G é um grafo indiferenga. Figueiredo et al. [32] provaram
que este grafos sao tipo 1 quando A(G) é par. A seguir, exibimos o algoritmo espelhado,
que constréi uma coloragao total com A(G) + 1 cores para G quando A(G) é par, e uma
coloragao total com A(G) + 2 cores quando A(G) é impar. O algoritmo espelhado é
basicamente o algoritmo pullback criado por Figueiredo et al. [32]. Concluimos esta segao
com a demonstracao de que a coloragao obtida através do algoritmo espelhado possui as

propriedades citadas.

ALGORITMO ESPELHADO

(i) Seja G’ := G[A U B]. Seja 7, a coloracao padrao
de Ky e m a restricao da coloragao m, aos

elementos de G'.

(ii) Seja f uma correspondéncia injetora dos vértices
de C' nos vértices de A’. Para cada v € C’ faga:
7(v) :=7(u) onde u € A’ e f(v) = u.

(iii) Associe cores as arestas que possuem pelo menos
um extremo em C” usando a coloragao padrao con-

siderando n = |V(G")| + (1 — |V(G")| mod 2).

TEOREMA 4.4 Seja G um grafo 3-cliques com ABC = () e |A’| > |C’|. Entao, o algoritmo
espelhado constréi uma (A(G) + 1)-coloragao total para G quando A(G) é par e uma
(A(G) + 2)-coloragao total para G quando A(G) é impar.

Demonstracao: Inicialmente note que o algoritmo espelhado atribui cores a todos os ele-

mentos de G. No caso de A(G) par, o grafo Ky (g possui um niimero impar de vértices.
Portanto, a coloragao obtida usa |V(G')| = A(G') + 1 = A(G) + 1 cores. No caso de
A(G) fmpar, Ky ey tem um ntmero par de vértices e é usada uma cor a mais pois os
grafos completos com um nimero par de vértices sao tipo 2. Vamos agora mostrar que a
atribuicao de cores é uma coloracao total para G.

A coloragao 7 construida em (i) é uma coloragao total para G’, portanto uma coloragao

total parcial para GG. Por construcao de 7, todos os vértices de G’ possuem cores distintas,
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logo os vértices de C’ possuem cores distintas dos vértices de BC'. Além disso, os vértices
de C' nao sao adjacentes aos vértices de A’. Portanto, apds (ii), temos uma coloragao
de vértices para G. A atribui¢ao de cores fornecida em (iii) é uma coloragdo de arestas
para G[C]. As cores das arestas que possuem ambos os extremos em C’ nao conflitam
com as cores das arestas coloridas em (i) porque as arestas destes dois conjuntos nao
sao adjacentes. Por outro lado, as arestas que possuem exatamente um extremo em C”
também nao geram conflitos porque dada uma aresta uv, u € BC e v € (', colorida com
a cor ¢, nao existe em G a aresta uw, tal que w € A’ e f(v) = w, que é a aresta que recebe
a cor ¢ em 7,. Portanto, o algoritmo espelhado fornece uma coloracao de arestas para
G. Concluimos a demonstracao lembrando que todo vértice possui uma cor diferente das
cores de suas arestas incidentes porque a coloragao foi obtida a partir da coloragao padrao

de grafos completos. a

4.2 Grafos 3-cliques com grau maximo impar

Esta se¢ao estuda o nimero cromatico total de alguns casos particulares de grafos 3-
cliques com grau maximo impar e ABC = (). O primeiro teorema mostra uma condicao
suficiente para que estes grafos sejam tipo 2. Até o momento, estes sao os tnicos grafos

tipo 2 encontrados nesta classe.

TEOREMA 4.5 Seja G um grafo 3-cliques com A(G) impar, ABC = () e |A’| > |C']. Se
|A'| + |AB| + |B'| + | BC|
2 Y

| A’ (1B’ + [BCI) + min{[A"[, |B[ + [BC|} <
entao G é tipo 2.

Demonstragao: Seja G’ :== G[AU B]. Como A(G’) = A(G) é impar, temos que |V(G")| é

par. Pelo Teorema 4.2, temos que G’ é tipo 1 se e somente se

E@)| +o(@) = @
Além disso,
|E(G")| = |A(1B'] +|BCY),

o(G) = min{|A],|B|+|BCl}, e
V(G = |A|+|AB|+|B'|+|BC|.
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Portanto, se

|A'| + |AB| + |B'| + | BC|

[ AT (B’ + |BCY) + min{|A], | B'| + [BC|} < 5

entdao G’ é tipo 2. Pelo Teorema 4.4, o grafo G satisfaz a TCC. Entao,
A(G) +2=A(G) +2=x,(C) < x,(G) < A(G) + 2,
e o resultado segue. O

Conjecturamos que os Unicos casos de grafos 3-cliques que sao tipo 2 sao aqueles
determinados pelas condi¢oes do Teorema 4.5. Assim, denominamos um grafo G Hilton-
Tipo2 se e somente se G é um grafo 3-cliques com ABC = (), A(G) fmpar, |A'| > |C’|

(§]
|A'| + |AB| + |B'| + | BC|

2

Os préximos teoremas estabelecem algumas condigoes suficientes para que grafos 3-

[AT(|1B'| + |BC|) + min{|A"], |B'| + |BC|} <

cliques com grau méximo fmpar, ABC = () e |A’| > |C’| sejam tipo 1. Estes teoremas
exemplificam algumas técnicas que tém sido utilizadas para construgao de uma (A(G)+1)-

coloragao total para os grafos desta classe.

TEOREMA 4.6 Seja G um grafo 3-cliques com A(G) impar, ABC = () e |A’| > |C"]. Se

1B min{ L]} > (AL ABLE 1B+ |BC)
Y — 2 )
entao G é tipo 1.

Demonstragao: Seja G’ := (V(G'), E(G")) com V(G') := AUB e E(G’) := E(G]|AUB])UE'
onde £ := {uv : Yu € A" e Vv € BC'}. Por construcao, A(G’) = A(G), impar. Portanto,
[V(G'")| é par. Pelo Teorema 4.2, o grafo G’ ¢ tipo 1 se e somente se |E(G")| + o/(G7) >
[V(G")| /2. Considerando que |E(G')| = |A'||B], o/(G") = min{|A"],|B'|} e |[V(G")| =
|A'| + |AB| + |B'| + | BC|, temos que G’ é tipo 1 se e somente se

|A’| + |AB| + |B'| + |BC|

[ATT|B'| + min{[A"], | B[} > 5

Suponha que G’ seja tipo 1 e seja 7’ uma coloracao total 6tima para G'. Vamos estender

7’ a uma coloracao total = para G usando a mesma técnica do algoritmo espelhado.
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Seja f uma correspondéncia injetora de C’ em A’. Para cada vértice v € C' faca:
7m(v) := w(u), onde f(v) = u. Seja uv tal que u,v € C'. Entao, faca: w(uv) := m(xy),
onde f(u) =x e f(v) = y. Finalmente, seja uv tal que exatamente um de {u, v} pertence
a C', digamos v. Neste caso, faga 7(uv) := m(uw), onde f(v) = w.

A validade de 7 vem da validade de 7’ e do fato de que as arestas uv com u € A’
e v € BC nao pertencem a E(G). As coloragoes m e ' usam A(G’) + 1 cores, como
A(G") = A(G) o resultado segue. 0

TEOREMA 4.7 Seja G um grafo 3-cliques com A(G) impar, ABC = 0 e |A'| > |C’|. Se
|IBC|=1e

|A’'| +|AB| + |B'| + |BC|

[AT(I1B| + [BC|) + min{|A"], |B'| + |BC|} = 5

entao G é tipo 1.

Demonstragao: Seja m, uma coloracao total étima para G[C]. Esta coloragao usa |C|+

(|C’] mod 2) cores. Como vimos na demonstra¢ao do Teorema 4.5, se

|A’'| +|AB| + |B'| + |BC|

AT (1B’ + |BCY) + min{|A"], [ B + [BC|} = 5

entdo G’ := G[A U B] é tipo 1. Seja 7’ uma (A(G’) + 1)-coloragao total para G'. Como
A(G") = A(G), 7" usa |A'| + |AB| + |B’| + 1 cores. Vamos agora construir 7 uma
(A(G) + 1)-coloragao total para G a partir de 7’ e 7.

Inicialmente, para cada elemento e de G’, faca 7(e) := 7'(e). Seja v o (lnico) vértice
de BC. Entao, para cada elemento e de G[C] tal que 7. (e) = 7, (v), faga 7(e) := m(v).
Seja S o conjunto de cores de m que nao ocorrem em v (note que |S| = |A’]) e seja
E_, ={vu e E(G):v € BC,u € C}. Entao, lembrando que |S| = |A’| > |C’|, enquanto
E_ # 0, faga:

(i) Seja s € Sewvue E,, faca m(vu) :=s.
(ii) Para todo elemento e € G[C] tal que 7. (e) = 7. (vu) faga w(e) = s;

(iii) S:=S\{s}e E.:=E_\ {vu}.
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Suponha que |C| seja impar. Neste caso, G[C] é tipo 1 e em uma coloragao total étima,
todas as cores ocorrem em todos os vértices. Isto nos garante que neste momento todos
os elementos do grafo G foram coloridos e o resultado segue.

Assuma agora que |C| seja par. Entao, existe um conjunto de elementos de G[C| que
possui uma cor ¢ € m, que nao ocorre em v. Portanto, nao existe nenhuma cor de 7
associada a estes elementos. Denotemos este conjunto de elementos S.. Observe que este
conjunto ¢ independente.

Em G[C], o grau de v € BC é |C'|. Portanto, existem |C’| 4+ 1 cores de 7 associadas
aos elementos ja coloridos de G[C] (elementos de (V(G[C]) U E(G[C]))\ S¢). Como 7 usa
|A'| + |AB| + |B’| + 1 cores e |A'| > |C"], existem

|A'| + |AB|+ |B'|+1—|C"| = 1> |AB| + |B| > 1
cores disponiveis para associar aos elementos de S, e o resultado segue. O

O estudo dos grafos 3-cliques com grau maximo impar tem indicado que a relacao
de tamanho entre os conjuntos A’, BC, B’, AB e (' é muito importante na escolha de
uma técnica para construir a coloracao total destes grafos. Os proximos dois teoremas

exemplificam este fato.

TEOREMA 4.8 Seja G um grafo 3-cliques com A(G) impar, ABC = () e |A'| > |C’|. Se
4| < |B| + |BOY, |C'| < |AB| + |B), |4| > |ABI, |C"| > |BC| e |B| impar, entdo G &
tipo 1.

Demonstragao: Vamos construir uma (A(G)+1)-coloragao total para G, isto é uma (| B|+

| A’|)-coloragao total. Como |B| é impar, G[B] ¢ tipo 1. Construa uma colora¢ao padrao
7 para G[B]. Esta coloragao usa |B| cores.

Seja f* uma funcao injetora de A’ em B’ U BC' e seja f¢ uma funcao injetora de C’
em AB U B’. Para cada vértice de u € A’ U C" faga 7(u) := 7(v), onde ou f*(u) = v,
ou f¢(u) = v. Note que esta atribuigao de cores aos vértices de G é uma coloracao de
vértices pois os vértices de A’ nao sao adjacentes aos vértices de B’ U BC e os vértices
de C' nao sdo adjacentes aos vértices de AB U B’. Associe cores as arestas de G[A'] e as
arestas de G[C'] de acordo com a coloragao padrao, usando n = |B|. Note que a validade

da coloragao recém-construida vem da validade da coloragao padrao de G[B] e do fato de
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que as arestas de G[A’] ndo sao adjacentes as arestas de G[B' U BC] e as arestas de G[C']
nao sao adjacentes as arestas de G[AB U B'|.

Para finalizar a construcao devemos colorir as arestas uv tais que u € A’ e v € AB
e as arestas uv tais que u € BC e v € C’. O subgrafo gerado pelas arestas do primeiro
conjunto é um grafo bipartido com grau méximo |A’| e o subgrafo gerado pelas arestas
do segundo conjunto é um grafo bipartido com grau maximo |C’|. Ademais, as arestas
do primeiro e segundo conjuntos nao sao adjacentes. Sendo assim, como |A'| > |C'|, é

possivel colorir estas arestas com |A’| cores novas. O

TEOREMA 4.9 Seja G um grafo 3-cliques com A(G) impar, ABC = 0 e |A'| > |C’|. Se
|A'| <|B'|+|BC|, |C'"| < |AB|+|B'|, |A’| > |AB|, |C'| > |BC| e |B| par, entao G é tipo
1.

Demonstragao: Vamos construir uma (A(G) + 1)-coloragdo total para G de forma similar

a construcao descrita na demonstracao do Teorema 4.8.

Construa uma coloragao padrao para G[B], de maneira que os vértices de AB recebam
as cores 1,...,|AB|, os vértices de B’ recebam as cores |AB| +1,...,|AB| + |B’| e os
vértices de BC' recebam as cores |AB|+ |B'|+1,...,|AB| +|B’| +|BC/|. Esta coloragao
usa |AB|+ |B'| 4+ |BC| + 1 cores pois G[B] é uma clique par. Pelo Corolario 1.2, em cada
vértice de B falta uma cor: a cor que receberia a aresta que ligaria este vértice ao vértice
colorido com a cor |AB| + |B'| + |BC| 4 1, caso este vértice existisse em B.

Associe cores os vértices de A’ usando as cores |AB|+|B'|+|BC|—|A'|+2,...,|AB|+
|B'| + |BC| + 1. Associe cores as arestas de G[A'] seguindo a coloracao padrao, usando
n = |AB|+|B’|+|BC|+1. Note que esta coloragao total de G[A’], adicionada a coloracao
total de G[B], é uma coloragao total parcial para G. Porque |A’| < |B’| + |BC], as cores
usadas nos vértices de A’ possuem indices superiores a |[AB|+ 1. Em particular, nenhum
vértice de A’ foi colorido com a cor |AB| + 1. Logo, no vértice de A’ colorido com a cor
|AB| + |B'| +|BC| +1—7, j € [0,|A"| — 1] falta a cor que receberia a aresta que ligaria
este vértice a um vértice colorido com a cor |[AB| + 1.

Seja Ma C {uv:u € A',v € AB} um conjunto com |AB| — 1 arestas independentes,
tal que se uv € My entdo a cor de u € A’ é |AB| + |B'| + |BC| —j, acor de v € AB é
|AB| —j e 0<j <|AB| —2. Como em G[A'] ndo existe um vértice colorido com a cor

|AB| + 1, em u, falta a cor determinada pela paridade de 2|AB| + |B'| + |BC| + 1 — j,
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de acordo com a coloragao padrao. Além disso, em v falta a cor da aresta que o ligaria
ao vértice colorido com a cor |A'| + |AB| + |B’| 4+ |BC| + 1, isto é, seguindo a coloragao
padrao, a cor determinada pela paridade de 2 |AB|+ |B’| +|BC| +1 — j. Portanto, existe
uma cor que falta simultaneamente em ambos u e v e podemos associar a aresta uv esta
cor. Seja uv uma aresta com u € A’ e v € AB, tal que a cor de u é |[AB|+ |B'|+|BC|+1
e acor de v é 1. Seja ¢ a cor da aresta cujos extremos possuem as cores de u e de v
de acordo com a coloragdo padrao considerando n = |AB| + |B’| + |BC| + 1. Para ver
que c falta simultaneamente em u e v note que em A’ nenhum vértice recebeu a cor 1 e
em B nenhum vértice recebeu a cor n. Portanto, podemos colorir uv com c¢. Ademais,
M = My U{uv} é um conjunto de |AB| arestas independentes.

Para completar a coloragao de G[A U B]| precisamos colorir as arestas do subgrafo
gerado pelas arestas de {uv : v € A',v € AB} \ M. Como este grafo é bipartido com
grau maximo |A’| — 1, pois |A’| > |AB]|, bastam |A’| — 1 cores novas para colori-lo. Assim,
construimos uma coloracdo total para G[A U B] que usa |A'| + |AB| + |B’| + |BC| cores.

Vamos agora colorir G[C'] e, posteriormente, as arestas que ligam os vértices de BC'
aos vértices de ¢’ com o mesmo tipo de raciocinio usado acima. Associe cores aos vértices
de C" usando as cores 1,...,|C'| —1e |AB|+ |B'|+ |BC|+ 1. Associe cores as arestas de
G[C"] usando a coloracao padrao com n = |AB| + |B'| + |BC| + 1. E facil ver que esta
coloracao nao conflita com a coloracao construida até entao.

Seja M¢r C {uv : w € BC,v € C'} um conjunto com |BC| — 1 arestas independentes,
tal que se uv € M¢r entdo a cor de u € BC é |AB| + |B'|+j,acordev € C" é j
el <j < |BC|—-1 Em u falta a cor da aresta que ligaria u a um vértice colorido
com a cor n, onde n = |AB| + |B'| + |BC|+ 1. Se |AB| + |B'| + j for par, como n é
impar, |AB| + |B’| + j + n é impar e, pela coloragao padrao, a cor desta aresta seria
(|AB|+ |B’| +j)/2. Se |AB| + |B’| 4+ j for impar, como n é impar, |[AB| + |B'|+j+n
é par e a cor desta aresta seria (|AB| 4 |B'| + j +n)/2. Em G[C’] ndo existe um vértice
colorido com a cor |AB| + |B’|. Portanto, falta em v a cor determinada pela paridade de
|AB|+ |B'|+j, de acordo com a coloragao padrao. Isto é, se |AB|+ |B'| +j for par, entao
a cor é (JAB|+ |B’|+J)/2; caso contrario a cor é (|[AB|+|B'| +j+n)/2 (mod n). Como
|AB| + |B'| + j < n, entao (|AB| + |B'|+ j 4+ n)/2 (mod n) = (|AB| + |B'| + j +n)/2.
Concluimos que existe uma cor que falta simultaneamente em ambos u e v e podemos

associar esta cor a aresta uv.
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Seja uv uma aresta com u € BC' e v € (') tal que a cor de u é |AB|+ |B’|+|BC| e a
cor de v é |AB|+ |B'|+ |BC|+ 1. Seja c a cor da aresta cujos extremos possuem as cores
de u e de v de acordo com a coloracao padrao considerando n = |AB| + |B'| + |BC| + 1.
Para ver que c falta simultaneamente em u e v note que em B nenhum vértice recebeu a
cor n e em C” nenhum vértice recebeu a cor |AB|+|B’|+|BC|. Portanto, podemos colorir
wv com ¢. Ademais, M := M¢ U {uv} é um conjunto de |BC| arestas independentes.

Para completar a coloragao total de GG precisamos colorir as arestas do subgrafo gerado
pelas arestas de {uv : w € BC,v € C'} \ M. Note que este grafo é bipartido com grau
maximo |C'| — 1, pois |C’| > |BC|. Portanto, bastam |C’| — 1 cores para colori-lo. Como
estas arestas nao sao adjacentes as arestas que foram coloridas com as |A’| — 1 cores novas
e |A’'| > |C'| podemos usar |C’| — 1 destas cores para colorir as arestas que ainda nao

foram coloridas e o resultado segue. a

O indice cromdtico dos grafos 3-cliques foi determinado por Figueiredo et al. [31].
Naquele trabalho, foi demonstrado que, para resolver o problema, era possivel restringir-
se aos casos em que |B’| = 0. Inspirado nesta idéia e na nossa conjectura de que os tinicos
grafos tipo 2 desta classe sao os Hilton-tipo2, o Lemma 4.10 mostra que também para

coloracao total podemos nos restringir ao caso em que |B’| = 0.

LEMA 4.10 Seja G um grafo 3-cliques com ABC = () e A(G) impar. Seja Gy, com
V(Gy) :=V(G), E(Gy) :== E(G) U Ey onde Ey := {uv : Yu € B',Yv € C'}. Entéo:

i) O grafo Gy é um grafo 3-cliques sem vértice universal e com 0 mesmo grau maximo;
g g g
(ii) Se Gy é tipo 1, entao G é tipo 1;
iii) O grafo G é Hilton-tipo2 se e somente se o grafo G é Hilton-tipo2.
g g

Proof: Inicialmente, note que Gy é o grafo obtido a partir de G' colocando-se todos os
vértices de B’ em BC. Por construgao de Gy e analogia aos conjuntos que formam a
particio de V(G), definimos: Aj := A’, AgBy := AB, B} := 0, BoCy := B’ U BC,
e C) = C'. Por inspecao simples das propriedades da definicao dos grafos 3-cliques,
concluimos que Gy é um grafo 3-cliques. Por contagem, concluimos que A(Gy) = A(G).

Ademais, como G nao possui vértices universais, GGop também nao os possui.
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Vamos agora mostrar que se G € tipo 1, entao G € tipo 1. Suponha que G seja tipo 2.
O grafo G é subgrafo de Gy com o mesmo grau maximo. Além disso, a TCC ¢ verificada
para esta classe. Portanto, o grafo Gg ¢ tipo 2, contradicao.

Resta-nos agora mostrar que G' é Hilton-tipo2 se e somente se G é Hilton-tipo2. Os
grafo G e (G sao grafos 3-cliques sem vértices universais e com grau maximo fmpar. Por
defini¢ao, G é Hilton-tipo2 se e somente se |A’'| > |C'| e
|A’| + |AB| + |B'| + | BC|

[ AT (1B’ + |BCY) + min{|A], | B'| + [BC|} < 5

Reescrevendo a desigualdade acima temos que,

|AG| + |AoBo| + | BoCo|

| Aol [BoCo| + min{| Ag|, [BoChol} <

2
e |Aj| > |C{| se e somente se Gy é Hilton-tipo2 e o resultado segue. O
Os resultados a seguir consideram |B’| = 0. O Corolério 4.11 foi obtido a partir do

Teorema 4.9. O Teorema 4.12 impoe algumas condi¢oes entre as cardinalidades de A’,
AB, BC e C'. Estas condicoes formam uma particao do dominio, que é o nosso enfoque

atual para abordar a coloracao total dos casos ainda nao determinados.

COROLARIO 4.11 Seja G um grafo 3-cliques com A(G) fmpar, ABC = e |A'| > |C’].
Se |B'| =0 e |A| =|AB| = |BC], entao G é tipo 1. 0

TEOREMA 4.12 Seja G um grafo 3-cliques com A(G) impar, ABC = {) e |A'| > |C"|. Se
|B'| =0, |A| > |C|, |A’| > |BC| e |AB| < |BC|, entao G é tipo 1.

Demonstragao: Construa uma coloragao padrao m para G[A] com n := |A|+ (1 — |A| mod

2), tal que os vértices de A’ recebam as cores 1,...,|A’|. Vamos dividir a demonstragao

em casos.

Caso 1 |A| é impar.

Neste caso n = |A| e m usa |A]| cores. Seja f uma funcao injetora de BC' em A’ e g uma
fungao injetora de C’ em A\ {Im(f)}, onde Im(f) é o conjunto dos vértices que pertencem
a imagem de f. Sejam u € C e v € A tais que que, ou f(u) = v, ou g(u) = v, entao faga
m(u) := m(v). Associe cores as arestas de G[C] seguindo a colorac¢ao padrao considerando

n = |A]. A atribuigao de cores m é uma coloragao total parcial para G pois: (i) foi obtida
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a partir da coloracao padrao de G[A]; (ii) os vértices de BC receberam cores diferentes

das cores dos vértices de AB; (iii) e as arestas de G[A] e de G[C] sdo nao adjacentes.
Resta colorir o grafo bipartido gerado pelas arestas que possuem um extremo em AB e

um extremo em BC. Como |BC| > |AB], este grafo possui grau maximo |BC|, portanto

bastam |BC| cores novas. Assim, a coloragao total de G usa |A|+|BC| = A(G)+1 cores.
CAso 2 |A| é par e |AB| = |BC|.

Se |A'| = |BC| o resultado segue pelo Corolario 4.11. Podemos assumir que |A’| > |BC/|.
Associe cores aos vértices de BC' usando as cores 1,...,|BC| a aos vértices de C" usando
as cores de {|BC| + 1,...,n} \ {|A'|}. Como |A’'| > |BC|, nao existe em C' um vértice
colorido com |A’|. Associe cores as arestas de G[C] de acordo com a coloragao padrao
usando n definido acima. Esta atribuicao de cores é uma coloracao total parcial de G pois
os vértices AB possuem cores distintas dos vértices de BC' e as arestas foram coloridas
seguindo a coloracao padrao. Ademais, as arestas de G[A] nao sdo adjacentes as arestas
de G[C].

Seja M := {uv : u € AB,v € BC'} um conjunto com |AB]| arestas independentes, tal
que se uv € M entao a cor de u € AB é |A'|+j,acordev e BC éjel <j<|AB].
Como em G[A] ndo existe um vértice colorido com a cor n, em wu, falta a cor que a
coloracao padrao atribuiria a aresta cujos extremos fossem u e um vértice com cor n.
Isto é, considerando que n é fmpar, se |A’| + j for par, a cor que falta é (JA'| + 7)/2, se
|A’| + j for fmpar a cor é (|A'| + j + n)/2. Por outro lado, em v falta a cor da aresta
que o ligaria ao vértice colorido com a cor |A’|. Seguindo a coloragdo padrao, esta cor é
determinada pela paridade de |A’|+, isto é, se |A’|+ 7 for par, falta a cor (|A'|+7)/2; caso
contrario, falta a cor (JA’'| +j+n)/2 (mod n). Como |A'|+j < n, entao (JA'|+j+n)/2
(mod n) = (JA'| + j 4+ n)/2. Concluimos que existe uma cor que falta simultaneamente
em ambos u e v e podemos associar a aresta uv esta cor.

Para completar a coloragao total de G devemos colorir as arestas do grafo bipartido
gerado pelas arestas {uv : u € AB,v € BC}\ M. Como |AB| = |BC| e M é um conjunto
de |AB| arestas independentes, concluimos que o grau maximo destes grafo é |BC| — 1.
Portanto bastam |BC| — 1 cores novas para colori-lo. Assim, a coloragao total de G

construida usa |A| + 14 |BC| — 1 = |A'| + |AB| + |BC| cores e o resultado segue.

CAso 3 |A| é par e |AB| < |BC.
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Associe cores aos vértices de BC' de maneira que possuam as cores 1,...,|BC| —1 e n.
Associe cores aos vértices de C” usando as cores pertencentes ao conjunto 1,...,|A| que
nao foram usadas em BC' e diferentes de |A’|. Como |A’| > |BC| e |A| > |C|, temos uma
coloracao de vértices para G. Ademais, nao existe vértice colorido com a cor |A’| em C.
Associe cores as arestas de G[C] seguindo a colorac¢ao padrao e usando n definido acima.
Novamente, temos uma coloragao total parcial para G que usa |A| + 1 cores.

Construa e atribua cores a M exatamente como no caso anterior. Observe que M é
um conjunto de |AB| arestas independentes e |AB| < |BC|. Para completar a coloragao
total de G' devemos colorir as arestas do grafo bipartido gerado pelas arestas {uv : u €
AB.,v € BC}\M. Como |AB| < |BC|e M é um conjunto de |AB| arestas independentes,
concluimos que o grau maximo deste grafo é |[BC| — 1. Portanto bastam |BC| — 1 cores
novas para colori-lo. Assim, a coloracao total de G construida usa |A| +1+ |BC| —1=

|A'| + |AB| + | BC| cores e o resultado segue. 0

As condig¢oes impostas pelo Teorema 4.12 particionam o dominio nos seguintes casos:

|AB| < |BC| Al > [C] | A" = |BCY; (4.1)
|AB| < |BC| Al > [C] |A'] < |BCY; (4.2)
|AB| < |BC| 1Al <[C] |A'| = |BCY; (4.3)
|AB| < |BC| Al <|C] A < |BCY; (4.4)
|AB| > |BC| Al > [C] |A'| > |BCY; (4.5)
|AB| > |BC| Al > [C] |A'] < |BCY; (4.6)
|AB| > |BC| Al <|C] A" = |BCY; (4.7)
|AB| > |BC| |A| < |C] |A'| < |BC]. (4.8)

Note que o Teorema 4.12 resolve o caso (4.1). As hipéteses de que |A'| > |C'| e ABC =
() sao consideradas verdadeiras sempre. Uma andlise simples nos mostra que o conjunto
de relagoes |AB| > |BC|, |A| < |C], e |A'| > |C’| ndo podem ocorrer simultaneamente.
Isto implica que podemos excluir os casos (4.7) e (4.8).

Considerando nossa conjectura de que os unicos grafos tipo 2 desta classe sao os
grafos Hilton-tipo2, o préximo lema mostra que |B’| = 0 e |BC| > |AB| implicam que
|A'||BC| + min{|A'|,|BC|} > (|A'| + |AB| + |BC|)/2. Portanto, nao existem grafos
Hilton-tipo2 nos casos (4.1), (4.2), (4.3) e (4.4).
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LEMA 4.13 Seja G um grafo 3-cliques com A(G) impar, ABC = () e |A'| > |C’|. Se
|B'| =0 e |AB| < |BC], entao

|A"| + |AB| + |BC|
5 .

[ATIBC| + min{|A],|BC|} = (4.9)

Demonstragao: Reescrevendo o lado esquerdo de (4.9) temos:

/ . / / BC BC . /
41180+ ming|4] 5ol = (41 (P B g seny
AB BC
> | 2P 4 B g 1sony

A dltima desigualdade segue do fato de |AB| < |BC|. Suponha que min{|A4'|,|BC|} =

|A’|. Entao, lembrando que |A’| > 1, temos que:

ABL | 1EC] 48], BC] |41
2 2 - 2 2 2’

|A' + A’ + |A']

Suponha que min{|A’|, |BC|} = |BC|. Entao, como BC' também é nao vazio, concluimos

que:

AB BC
|A'| 45| + |A'] 1BY + |BC|

AB| | 4| | |BC
2 2

2 2 2 7’

e o resultado segue. a

Os exemplos a seguir ilustram que os casos (4.5) e (4.6) incluem grafos que sao Hilton-

tipo2. Sejam G4, Gq, G5 e Gy, grafos 3-cliques com ABC = (), tais que:

Gy possui |[A'|=2; |AB|=10; |B|=0; |BC|=2; e |C'|=2;
Gy possui |[A|=3; |AB|=3; |B|=0; |BC|=2; e |C'|=2;
Gs possui |A|=2; |AB|=13; |B'|=0; |BC|=3; e |C'|=2;
Gy possui |[A'|=2; |AB|=5; |B|=0; |BC|=3; e |C'|=2;

Os grafos G; e Go sdo exemplos pertencentes ao caso (4.5) e os grafos Gz e G4 sao
exemplos pertencentes ao caso (4.6). Os grafos G e G5 sao Hilton-tipo2 e as Figuras 4.3(a)
e 4.3(b) mostram que os grafos Gy e G4 sao tipo 1. Para estes casos, imporemos que
|A'||BC| + min{|A'|, |BC|} > (|A'| + |AB| + |B'| + |BC])/2. Desta, forma excluimos os
grafos que sao Hilton-tipo2.

Os proximos dois teoremas estudam o caso (4.2). No Teorema 4.14 é excluido o caso

em que |AB| = |BC| e no Teorema 4.16 este caso é analisado quando |AB| é fmpar.
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(a) Grafo G, A(G2) =T. (b) Grafo G4, A(G4) = 9.

Figura 4.3: Coloragao total de G5 e G4 atestando que estes grafos sao tipo 1.

TEOREMA 4.14 Seja G um grafo 3-cliques com A(G) impar, ABC = {) e |A'| > |C"|. Se
|B'| =0, |AB| < |BC|, |A| > |C] e |A’| < |BC|, entao G é tipo 1.

Demonstragao: Construa uma coloragao padrao m, para G[A] de maneira que os vértices

de A’ recebam as cores 1,...,|A’|. Sejan = |A|+ (1 —|A4| mod 2). Vamos dividir em dois
casos dependendo da paridade de |A|.

Caso 1 |A| é impar.

Construa uma coloracdo padrao 7, para G[C], usando n definido acima, de maneira que os
vértices de BC' recebam as cores 1,...,|BC|. Como |A| > |C|, entao 7. é uma coloragao
total de G[C]. Ademais, como |A| é impar, em 7, Un,, sdo usadas |A’| + |AB| cores. Note
que 7, U, é uma coloragao de arestas parcial para G pois as arestas de G[A] nao sao
adjacentes as arestas de G[C]. Entretanto, 7, U, nao é uma coloragao de vértices para
G pois |A'| < |BC/, entao existem vértices coloridos com as cores |A’| +1,...,|BC| em
AB e em BC. Sejam v| 4|41, ...,V pc| tais que v; € BC e i é a cor de v;.

Considere o grafo bipartido G, com bipartigao (S, BC) onde

S = ABU {u};
E(G") :={xy:Vz € AB,Vy € BC} U {uv; :u € S,v; € BC,|A'| +1 < i <|BC|}.
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Como |AB| < |BC|, o grafo G’ possui grau méximo |BC/|. Logo, sdo necessérias |BC|
cores para colorir suas arestas. Seja 7' uma |BC|-colorac@o de arestas para G'. Seja 7, a
restricao de 7’ as arestas de G.

Por construcao de 7, para todo v; € BC, |A'| +1 <i < |BC|, falta a cor da aresta
que em G’ o liga ao vértice u. Note que todas estas arestas possuem cores distintas pois
incidem em u. Altere 7, para que v; receba esta cor. Note que, agora, m, U m, é uma
coloracao de vértices para GG. Ademais, 7, U, é uma coloracao total parcial para G pois
a alteracao feita em 7, respeita a coloragao m,. Finalmente, como associamos uma cor a
cada elemento de G, concluimos que 7 := 7, Um, U7, é uma coloragao total para G que
usa |A'| + |AB| + |BC| cores. Como |A'| + |AB| + |BC| = A(G) + 1, o resultado segue.

CASsO 2 |A| é par.

Inicialmente, observe que como |A| é par, em A nao existe um vértice colorido com a cor
n. Construa uma coloracao padrao 7, para G[C], usando n definido acima, de maneira
que os vértices de BC' recebam as cores |A| — |BC|+1,...,|A| e de maneira que em G[C]
nao exista um vértice colorido com a cor n. Rotule com u; (v;) os vértices pertencentes a
AB (BC), onde i é a cor de u; (v;). Neste caso, os vértices que foram coloridos com as
mesmas cores sao u;, v;, tais que u; € AB, v; € BC e |A'|+1 <1< |A|+ |AB|.

Seja M = {uw; : u; € AB,v; € BC,|A'|+1 < i < |A'| +|AB|}. Por construgao os
extremos de M possuem as mesmas cores. Ademais, em A e em C nao existem vértices
coloridos com a cor n. Como a coloragao m, ¢ a coloracao padrao de uma clique par e
7, foi construida a partir de 7, concluimos que em ambos os extremos das arestas de M
falta a mesma cor, definida no Corolario 1.2. Assim, é possivel colorir as arestas de M
usando as cores utilizadas em 7, Um,.

Considere o grafo bipartido G, com bipartigao (S, BC) onde

S = AB U {u};
E(G") = ({zy : Vo € AB,Vy € BC}\ M)U{uv; : u € S,v; € BC,|A'|+1 <i < |A|}.

Como |AB| < |BC| e os vértices de BC' que sao adjacentes a u € S sdo também extremos
das arestas de M, concluimos que o grafo G’ possui grau maximo |BC| — 1. Logo, sao
necessarias |BC| — 1 cores para colorir suas arestas. Seja 7’ uma (|BC| — 1)-coloragao de

arestas para G’. Seja 7, a restrigdo de 7’ as arestas de G.
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Por construcao de 7, para todo v; € BC, |A'| +1 < i < |A'| 4+ |AB|, falta a cor da
aresta que em G’ o liga ao vértice u. Note que todas estas arestas possuem cores distintas
pois incidem em u. Altere 7, para que v; receba esta cor. Note que, agora, 7, U, é uma
coloragao de vértices para G. Ademais, 7, Um,_ ¢ uma coloracao total parcial para G pois
a alteracao feita em 7, respeita a coloragao m,. Finalmente, como associamos uma cor a
cada elemento de G, concluimos que 7 := 7, Um, U7, é uma coloragao total para G que

usa |A’'| + |AB| + | BC| cores e o resultado segue. O

O Lema 4.15 tem um papel importante na demonstragao do Teorema 4.16, que encerra

os resultados deste capitulo.

LEMA 4.15 Seja G um grafo bipartido completo k-regular, k impar, e seja M um empa-
relhamento perfeito de G. Entao, existe uma k-coloracao de arestas de GG tal que suas k

cores ocorrem em M.

Demonstragao: Seja (A, B) uma bipartigao de G, com A := {ay,...,ax} e B :={by,..., by}

Ajuste a notagao para que M := {a;b; : 1 <i < k}.

Construa a seguinte atribuicao de cores as arestas de G:
m(a;ibj) = (i+j—1) modk, paral <i <k, 1 <j<k.

Note que 7 é uma coloragao de arestas, pois as arestas incidentes em a; recebem as cores
i, (i +1)modk, ..., (i + k — 1) mod k, que sao todas diferentes entre si. A andlise
para os vértices de B é andloga. Por construgao as arestas de M recebem as cores
{(20 —1)mod k : 1 < i < k}. Como k é impar, estas cores sao diferentes e o resultado

segue. O

TEOREMA 4.16 Seja G um grafo 3-cliques com A(G) impar, ABC =) e |A'| > |C"|. Se
|B'| =0, |AB| = |BC| fmpar, |A| > |C| e |A'| < |BC], entao G é tipo 1.

Demonstragao: Inicialmente observe que, como |AB| = |BC| e A(G) é impar, entao |A’|

é par. Como |AB| é impar, entao |A| é impar. Construa uma coloragao padrao 7, para
A de maneira que os vértices de A’ tenham as cores 1,...,|A’|. Seja v € A’ tal que
m,(v) =1]A e E, :={vz: € AB}. Construa uma coloragao padrao 7, para C, com
n = |A], de maneira que a cor dos vértices de BC sejam as cores das arestas de E,. Note

que ha vértices em AB que possuem as mesmas cores de vértices em BC.
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A coloracao m, U, é uma coloracao de arestas parcial para G. Para completar a
coloracao de arestas de G precisamos colorir as arestas que possuem um extremo em AB
e outro em BC. Seja G’ o grafo bipartido gerado por estas arestas. Como |AB| = |BC|
este grafo é um grafo bipartido |AB|-regular. Portanto, |AB| cores novas sio suficientes
para colorir suas arestas. Concluimos que é possivel associar cores a todos os elementos
de G usando |A'| + 2 |AB| = A(G) + 1 cores.

Considere o seguinte emparelhamento perfeito de G':
M:={zxy:x€ AB, y € BC, vz € E,, 7,(vz) = m.(y)}.

Pelo Lema 4.15, é possivel construir uma coloracao de arestas 7’ para G’ tal que as arestas
de M possuam cores distintas.

Vamos alterar m,, 7, e 7', sem alterar o ntimero de cores utilizado, de maneira que

A
m =, Ur, U seja uma coloragao total para G. Desta forma, como usamos A(G) + 1
cores o resultado segue.

Para cada uma das |AB]| triplas (vz, zy,y) onde vz € E,, zy € M, m,(vz) = m.(y),

faca as seguintes alteragoes em m:

m(vx) = 7' (xy);
r(wy) = ) (v0);

m(y) = 7' (zy).

Inicialmente, vamos analisar a alteracao feita em cada tripla separadamente. Observe
que as cores de 7" sao distintas das cores de 7, e 7. Portanto, ao associar a cor de xy
a aresta vx e ao vértice y nao é introduzido nenhum conflito. Além disso, ao trocarmos
as cores das arestas vx e xy nao ¢é introduzido nenhum conflito no vértice x que mantém
o conjunto de cores que ocorrem em suas arestas incidentes inalterado. Por outro lado,
a nova cor que a aresta xy recebe é a antiga cor de y em m,. Portanto, como o vértice
y recebeu a cor da aresta xy, apds as alteragoes acima, o conjunto de cores que ocorrem
em y permanece inalterado.

Para concluir que 7 é uma coloracao total para G devemos mostrar que os vértices de
AB possuem cores distintas dos vértices de BC. Pelas alteracoes feitas nas triplas acima,
cada vértice de BC recebe uma cor de 7’. Como as cores que ocorrem em 7, sao distintas

das cores que ocorrem em 7', o resultado segue. O



Capitulo 5

Outros trabalhos

Neste capitulo mostramos que o problema de decisao Nonempty Part List 2Ks-Partition
(NPL2K2) é NP-completo. Para evitar que esta introdugdo se torne uma repetigao enfa-
donha da Secao 5.1.1, postergamos a definicao e contextualizacao deste problema para a
referida secao. Com a classificacao do NPL2K2, todos os problemas Nonempty Part List
H-partition foram classificados quanto a sua complexidade, sendo este, onde H = 2K5, o
unico que é NP-completo.

Este trabalho originou-se da interacao com Simone Dantas, durante seu pds-doutora-
mento realizado no Instituto de Computacao de dezembro de 2003 a janeiro de 2006,
e contou também com as colaboracoes de Luerbio Faria e Sylvain Gravier. Foi aceito
para apresentacao no ICGT’05, International Colloquium on Graph Theory - 2005, e
seu resumo estendido publicado no ENDM [11] dedicado ao coléquio. Neste capitulo
apresentamos uma versao completa do artigo publicado no ENDM. Uma versao expandida
deste trabalho, que inclui resultados de NP-dificuldade e aproximabilidade, estda submetida

a um perioddico.
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5.1 O problema da 2K,-particao com quatro vértices

fixados

On the 2Ko-Partition Problem

C. N. Campos S. Dantas L. Faria S. Gravier

A 2K,-partition of the vertex set of a graph G = (V(G), E(G)) is a partition of
V(G) in four nonempty parts A, B, C, D such that every vertex of A is adjacent
to every vertex of B, and every vertex of C is adjacent to every vertex of D.
The decision problem Nonempty-Part List 2K,-Partition Problem (NPL2K2)
takes as input a graph G and four vertices z*, x*, z°, 2" of V(G), and decides
whether there exists a 2K,-partition of V(G), with z* € A, 2° € B, 2° € ¢ and
2" € D. In this work, NPL2K2 is shown NP-complete. This result completes
the complexity classification of all Nonempty Part List H-Partition Problems.
Moreover, the Nonempty Part List 2K,-Partition Problem is the only NP-

complete problem in this classification.

5.1.1 Introduction

The Skew Partition Problem was defined by Chvatal [26] as that of finding a partition of
the vertex set of a given graph in four nonempty parts A, B, C, D such that every vertex of
A is adjacent to every vertex of B, and every vertex of C is non-adjacent to every vertex
of D. The Skew Partition Problem was defined in the context of perfect graphs and plays
a key role in the celebrated recent proof of the Strong Perfect Graph Conjecture [25].
Figueiredo et al. [30] have presented a polynomial-time algorithm for solving the Skew
Partition Problem.

Similar partition problems have been considered since the Skew Partition Problem was
posed [10, 36]. Consider a finite, simple and undirected graph G = (V(G), E(G)) and the
problem of finding a partition of V(G) in subsets satisfying certain constraints, internal
and/or external. An internal constraint imposes properties within the parts, such as it be
a clique, an independent set, sparse, dense, etc. An external constraint imposes properties

on different parts, as in the case of the Skew Partition Problem.
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An H -partition of a graph G is a partition of its vertex set in four nonempty parts A,
B, C, D subject to external constraints given by a model graph H. The model graph H
is a complete graph with four vertices, each vertex of V(H) := {a,b,c,d} is assigned to
one of the parts A, B, C, D, and each edge vy € F(H) represents an external constraint
that can be completely adjacent, where every vertex of X is adjacent to every vertex of
Y, completely independent, where every vertex of X is non-adjacent to every vertex of
Y, or with no restrictions. The H-Partition Problem asks, given a graph G, whether G
admits an H-partition and it was posed by Dantas et al. [29]. A list L(v) C {A,B, C, D},
v € V(G), is the set of parts in which v is allowed to be placed. A List H-Partition,
relative to lists {L(v) : v € V(G)}, is an H-partition in which each v € V(G) is placed
into a set in L(v).

A Nonempty Part List H-Partition Problem (NPL2K2) is an H-Partition Problem
with the additional constraints L(z*) = {A}, L(z") = {B}, L(z°) = {c}, L(z") = {D},
for distinct vertices z*, 2% x¢ 2" of G and L(v) = {A,B,C,D} for all remaining vertices
of G. Dantas et al. [29] have shown that all but two cases of the Nonempty Part List
H-Partition Problem are polynomial and can be used to yield low complexity polynomial
algorithms for their corresponding H-partition problems. The two remaining cases are
the Skew-Partition Problem, which is polynomial [30], and the 2K,-partition problem. In
this paper we show that the Nonempty Part List 2Ks-Partition Problem is NP-complete,
and, consequently, cannot be used to prove that 2Ks-partition is polynomial. In fact,
NPL2K2 is the only NP-complete Nonempty Part List H-Partition Problem.

This paper is structured in the following sections. Section 5.1.2 introduces the NPL2K2
and the preliminaries needed for proving that this problem is NP-complete. Section 5.1.3
constructs a particular instance of NPL2K2 from a generic instance of a Not-All-Fqual

3-Satisfiability. Finally, Section 5.1.4 proves that the reduction works.

5.1.2 Preliminaries

Let G = (V(G), E(G)) be a simple graph and let G(V(G), E(G)) be its complement,
with E(G) defined as usual. All edges of E(G) are called non-edges of G.

A 2K5-partition is a partition of the vertex set of a graph G in four (nonempty) parts
A, B, C, D such that for each pair of vertices u € A and v € B, or u € ¢ and v € D, then
uwv € E(G). We define the Nonempty Part List 2K5-Partition Problem as follows:
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NONEMPTY PART LIST 2K5-PARTITION PROBLEM (NPL2K2)

Instance: a graph G = (V(G), E(Q)), four vertices z*, 2*, z°, z” of V(G), and
for each v € V(G) a subset L(v) C {A,B,C,D} such that L(z") := {A},
L(z") :={B}, L(z°) := {c}, L(z") := {D}, and L(z) := {A, B, C,D}, for all
remaining x € V(G) \ {z*, 2*, 2%, 2"}.

Question: Is there a 2Ky-partition A, B, ¢, D of V(G) such that each v is

contained in some part of L(v)?

We restrict L(z*), L(z"), L(z°), and L(z"), for ensuring that A, B, ¢, and D be no-
nempty. Sets A and B, as well ¢ and D, are called adjacent sets. Let P and Q be two
adjacent sets. A vertex x € P is well positioned if there exists zy € E(G) for every y € Q.
If all vertices of G are well positioned, then G admits a 2Ks-partition. Next property is

extensively used in this paper.

PROPERTY 5.1 Let u,v be two non-adjacent vertices of G and let P and Q be two adjacent

sets of {A, B, ¢, D}. If u € P and u is well-positioned, then v cannot be placed in set Q.

In this paper, we prove that NPL2K2 is NP-complete by reduction from NOT-ALL-
EQUAL 3-SATISFIABILITY, a problem whose NP-completeness was shown in [62]. The

decision problem NOT-ALL-EQUAL 3-SATISFIABILITY is defined as follows:

NOT-ALL-EQUAL 3-SATISFIABILITY (NAE3SAT)

Instance: Set X := {x1,...,z,} of variables, collection C := {¢1,...,¢,} of
clauses over X such that each clause ¢; € C has |¢;| = 3.

Question: Is there a truth assignment for X such that each clause in C has at

least one true literal and at least one false literal?

Following the notation in [39], a truth assignment for X is a function t : X — {T, F'} and
a satisfying truth assignment is a truth assignment that has at least one true literal and

one false literal in each clause.

5.1.3 The reduction

This section describes a transformation from a generic instance of NAE3SAT into a parti-

cular instance of NPL2K2.
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Let (X,C) be a generic instance of NAE3SAT. Let X := {z1,...,2,} and C =

AD DB BA
i 1Ci G

DB
7

), where ¢”, ¢

{c1,...,cnm}, where |¢;| = 3. We denote ¢; := (c and ¢* represent
the literals in the first, second and third positions of clause c¢;, respectively. We describe
the construction of graph G* := (V(G*), E(G*)), a particular instance of NPL2K2. Since
G* is a dense graph, we only describe E(G*).

First, we show how to construct some basic structures that will be replicated in G*.
A gadget G(k,PQ), PQ € {AD, DB, BA}, related to the occurrence of the literals x; or Ty

in position PQ of some clause, is a subgraph with vertex set and edge set defined by:

VI(G(k,aD)) = {ai v’ s o' v i
E(G(k,AD)) = {au vy vl oy v vy
V(G(k,pB)) = {ai’ ui" w2 v b
E(G(k,DB)) = {20y Ui v Y e s TR Y v ey
V(G(k,BA)) = = v’ o wie b
E(G(k,BA)) = {aiui, v v v ok, U U v o
For k € {1,...,n} and P,Q € {A,B,C,D}, vertex z;° is called variable verter and

vertex y,° is called auziliary vertex. We define the clockwise order as the order of vertices
presented in the gadgets above; and the counter clockwise order the reverse order.

Now, we describe the vertex set and edge set of G*. Set V(G*) is formed by: four
vertices ', 2, z°, z°; a vertex ¢’ for each clause ¢;; and V(G (k, PQ)) corresponding with
the occurrence of the literals x or Ty in position PQ, PQ € {AD, DB, BA}, of some clause.

Set E(G*) is formed by: edge x°¢’ for each clause ¢;; edge c'a}?, if literal z;, occurs in
position PQ of clause ¢;; edge ¢z, if literal T), occurs in position PQ of clause ¢;; edges
vz’ vz, for each v, v € {z,y} and PQ # AB,BA; edges v, 'z, v;°z", for each v}’
v € {x,y} and PQ = AB,BA; and E(G(k,PQ)) corresponding with the occurrence of the
literals z, or Ty, in position PQ of some clause. Figure 5.1(a) shows an example of G* and
Figure 5.1(b) exhibits a possible solution for it.

Next, we remark some properties of G*. The first one is a consequence of the cons-

truction of the gadgets.

PROPERTY 5.2 Given a gadget, for each pair of vertices v,* and vj® taken in clockwise

order, P and S are adjacent sets.
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(a) G*, z*, z°, z°, (b) Possible solution of NPL2K2 for G* (for

2% omitted. NAE3SAT: 21 =1, 22 =1, 23 =0)

Figura 5.1: Example of reduction for instance (77, z2, 3) (T3, Tz, T1).

Next property follows by Property 5.1 and by construction of G*.

PROPERTY 5.3 Let z}*,y;*, k € {1,...,n}, and P,Q € {A, B, C,D}. These vertices cannot
be placed in {A,B,c,D} \ {P,Q}.

For each variable and auxiliary vertex of G*, we consider an ordering from left to right
in the sets of its superscript. That is, for a vertex with a superscript PQ, P is the left set
and Q is the right set. A gadget G(k, PQ) for which every vertex is placed in its left (right)
set is called a left (right) gadget.

LEMMA 5.4 Let G(k,PQ), k € {1,...,n} and PQ € {AD,DB,BA}. If the vertices of
G(k,PQ) are well positioned, then either G(k,PQ) is a left gadget, or a right gadget.

Proof: Let v™ € G(k, PQ). Consider v™ placed into set R. Following clockwise order, select
the next vertex, v™, of G(k,PQ). By Property 5.2, R and U are adjacent sets. Since v™
and v"™ are non-adjacent, by Property 5.1, v can only be placed in set T. Continuing

this reasoning we return to vertex v™ placing all vertices in their left set.
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In the same way, considering v™ in right set s and following counter-clockwise order,

we place all vertices in their right set. O

COROLLARY 5.5 Let G(k,PQ) and G(k,RS), with PQ,RS € {AD, DB, BA}, be two existent
gadgets of G*. Then, either G(k,PQ) and G(k,RS) are both left gadgets, or they are both
right gadgets.

Proof: By Lemma 5.4, we assume without loss of generality that G(k, PQ) is a left gadget.
By construction, V(G(k,PQ)) NV (G(k,RS)) # 0. Therefore, by Lemma 5.4, G(k,RS) is a
left gadget. O

5.1.4 Main Theorem

In the previous section we showed how to construct G*. It is easy to see that this
construction can be done in polynomial time. In order to complete the proof that NPL2K 2
is NP-complete, it remains to show that C is satisfiable if and only if G* has a 2K»-

partition.

THEOREM 5.6 Let G* be the particular instance of NPL2K2 constructed from (X,C) a

generic instance of NAE3SAT. Then, C is satisfiable if and only if G* has a 2K,-partition.

Proof: Suppose that ¢t : X — {T, F'} is a satisfying truth assignment for C. Construct a
2 K,-partition for G* as follows: if t(x;) = T, then each gadget G(k, PQ) is a left gadget;
otherwise each gadget G(k,PQ) is a right gadget. By Lemma 5.4, Corollary 5.5 and the
fact that for i # j, each vertex of G(i,PQ) is adjacent to each vertex of G(j,RS), we
conclude that the variable and auxiliary vertices are well-positioned.

So as to complete the construction of 2K,-partition, we have to show that vertices

1 m

c',...,c™ can be placed in at least one of the sets {A,B,C,D}. By construction of G*,

w e ). Moreover, there exists edge c'z® € E(G*). By

vertex ¢’ represents clause (c*, ¢, c;
Property 5.1, ¢ cannot be placed in set D. Also by construction of G*, there exist three
non-edges incident with ¢': ¢z or c‘a™; c'z"™ or ¢'z™; and c'z* or c'z** (the subscripts
are omitted for simplicity).

By construction of the 2Ky-partition, if ¢(z;) = 7', then z}* and z}" are in left set;

otherwise, they are in right set. Since ¢ is a satisfying truth assignment for NAE3SAT, the
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DB
7

three variables vertices that represent c;”, ¢;*, and c}* cannot be all in the left set, or all

in the right set. Therefore, the three non-edges incident with ¢, lie in the sets:
(i) {A,B} and in this case ¢’ can be placed in set C; or
(i) {A,D} and in this case ¢* can be placed in set A; or
(iii) {B,D} and in this case ¢' can be placed in set B.

We conclude that all vertices of G* are well-positioned and we are done.

Consider now that we have a 2K,-partition for G* in sets {A, B, ¢, D}. By Lemma 5.4,
gadget G(k, PQ) is either a left gadget, or a right gadget. By Corollary 5.5, two gadgets
G(k,PQ) and G(k,RS) with PQ # RS are both left gadgets, or both right gadgets. Thus,
for each xy, we assign t(zy) = T if gadget G(k,PQ) is a left gadget; otherwise t(x)) = F.

Suppose that ¢ is not a satisfying truth assignment. Thus, there exists at least one
e ) with ¢; = (T,T,T) or ¢; = (F, F, F). In the first case the vertex ¢’

PRI

AD
)

clause ¢; := (c
is non-adjacent to vertices in sets A, D and B. We conclude that ¢’ can only be placed in set
D. Nevertheless, by construction of G*, vertex ¢’ is non-adjacent with x¢, contradicting
the hypothesis that {A, B, ¢, D} is a 2Ks-partition of G*. The case ¢; = (F, F, F) is

analogous. O

COROLLARY 5.7 The Nonempty Part List 2 K5-Partition Problem is NP-complete.

Proof: It follows by Theorem 5.6 and the fact that NPL2K2 belongs to NP. a



Capitulo 6
Conclusoes e trabalhos futuros

Esta tese abordou o problema da coloracao total em algumas classes de grafos. Como era
esperado, nossa experiéncia com este problema comprovou que a coloragao total herda as
dificuldades da coloragao de arestas e da coloracao de vértices. Ademais, mesmo que as
coloragoes de arestas e vértices sejam simples, isto nao implica que sua coloragao total seja
simples. Basta observar que o problema é NP-dificil para os grafos bipartidos regulares.

Embora o estudo restrito a classes de grafos gere técnicas ad hoc, muitas das técnicas
desenvolvidas podem ser tteis em outras classes de grafos desde que as caracteristicas
intrinsecas destas classes sejam respeitadas. Neste trabalho, destacamos a técnica da
colagem que foi utilizada para os snarks, para o C? e para o By, k par. Esta técnica pode
ser descrita como a identificagdo de uma sub-estrutura nos grafos da classe analisada,
coloragao desta estrutura e sua utilizagao para construcao da coloragao dos grafos desta
classe, em geral usando recursividade. Nos casos em que a técnica da colagem foi utilizada,
a construcao esteve dentro de uma inducao. Devido a isso, esta técnica somente pode ser
utilizada em casos em que nao havia alteracao do grau méaximo.

Uma outra abordagem interessante é usar o resultado de Chetwynd e Hilton [20],
que diz que se um grafo G é tipo 1, entao GG é harmonico*, para provar que um grafo é
tipo 2. Nesta tese, este resultado foi usado no contexto de grafos regulares e nos trouxe
boas informagdes sobre as poténcias de ciclo, que terminaram por gerar as condigoes de
contorno da Conjectura 2.27.

Como j4 dissemos antes, o nosso foco atual de trabalho é a coloragao total dos grafos

*veja Segao 2.1.3
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3-cliques. Os casos que trazem maiores dificuldades sao aqueles em que o grafo 3-cliques
G pode ser esquematizado como na Figura 4.2 (pag. 76). Note que neste caso o grafo
K(G), obtido a partir de G aplicando o operador clique, é um caminho com trés vértices.
Uma extensao deste trabalho é considerar os grafos GG, obtidos a partir da uniao de n
grafos completos e com exatamente n cliques maximais, cujo K (G) sejam isomorfos a um
caminho com n vértices. Note que, nesta extensao, o grafo G é um grafo indiferenca,
entdo x,.(G) quando A(G) é par é conhecido [32], restando a anélise dos casos em que
A(G) é impar.

Considerando as outras classes de grafos que foram abordadas nesta tese, os resultados

expostos deixam abertura para outras extensoes, como por exemplo:

No que concerne as poténcias de ciclo temos a possibilidade de verificar a TCC para as
poténcias de ciclo com um numero impar de vértices. Podemos ainda trabalhar na
determinacao do ntimero cromatico total abordando a Conjectura 2.27 diretamente,

ou restringindo o valor de k.

No que concerne aos grafos bipartidos podemos avangar a coloracao total das grades
parciais, bem como generalizar a classe das quase-escadas para k-regulares, k > 4,

e abordar o problema para esta generalizacao.

Além dessas extensoes naturais, esta tese nao abordou o problema da coloragao por
listas, um campo vasto e que tem produzido resultados muito interessantes nos ultimos
anos. O estudo da coloracao total por listas é certamente um tépico muito importante a

ser considerado.
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EVOLUCAO
O que me impressiona, & vista de um macaco, nao € que
ele tenha sido nosso passado: € este pressentimento de

que ele venha a ser nosso futuro.

Mario Quintana - Caderno H



