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Resumo

A geração de imagens fotorreaĺısticas é um desafio importante em computação gráfica.

Um ingrediente cŕıtico para a obtenção do realismo está o modelo de iluminação. Em

1986, Jim Kajiya apresentou uma equação integral que define o fluxo de luz (radiosidade)

num ambiente de maneira precisa; contudo, até recentemente, os métodos conhecidos para

a resolução dessa equação tinham custo computacional e complexidade de implementação

elevados. Em 2008, Jaako Lehtinen desenvolveu uma técnica relativamente simples e efi-

ciente para o cálculo da iluminação global em cenas virtuais, usando elementos finitos

definidos por pontos de amostragem. Neste projeto de Mestrado, implementamos esse

método, e comparamos o resultado usando três tipos diferentes de bases: uma base ra-

dial, uma base radial normalizada e uma base de Shepard. Além da comparação visual,

calculamos a radiosidade “exata” para uma cena simples e comparamos quantitativamente

esse resultado com os resultados do método de Lehtinen com cada uma das três bases.
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Abstract

The generation of realistic images is a major challenge in computer graphics. A critical

ingredient for realistic rendering is the lighting model. In 1986, Jim Kajiya presented an

integral equation that precisely defines the light flow (radiosity) in a virtual environment;

however, until recently, the known methods for solving that equation had high computati-

onal cost and implementation complexity. In 2008, Jaako Lehtinen developed a relatively

simple and efficient technique for the computation of global illumination in virtual scenes,

using finite elements defined by sampling points. In this Masters project, we implemented

that method, and compared the results using three different types of bases: a radial basis,

a normalized radial basis, and a Shepard basis. Besides visual comparison, we computed

the “exact” radiosity for a simple scene and compared quantitatively that result with the

results obtained by Lehtinen’s method with each of the three bases.
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7.1.3 Radiância direta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

xi



7.2 Discretização da solução referência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

7.2.1 Solução obtida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

7.3 Resolução com nosso software . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

7.3.1 Base radial gaussiana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

7.3.2 Base radial normalizada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

7.3.3 Base de Shepard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

7.4 Considerações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

8 Conclusões e trabalhos futuros 52

A Radiometria 54

A.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

A.2 Fluxo radiante e densidade de fluxo por unidade . . . . . . . . . . . . . . . 54

A.3 Intensidade radiante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Contextualização e Motivação

Um dos grandes desafios da computação gráfica é a geração de imagens fotorreaĺısticas;

ou seja, geração de imagens a qual o observador não consegue distinguir se a imagem é

uma fotografia real ou se foi gerada pelo computador. Imagens fotorrealistas tem muitas

aplicações práticas, principalmente em arquitetura (projeto e avaliação de iluminação em

ambientes internos), na indústria cinematográfica (animações e efeitos especiais) e no

desenvolvimento de jogos.

Um dos fatores que mais influenciam na obtenção do realismo é a maneira como a

interação da luz com os objetos da cena é simulada. Quanto mais fiel essa simulação

maior será o realismo da imagem. No entanto, quanto mais fiel é a simulação mais tempo

e desempenho são necessários. A maioria dos programas gráficos interativos usam um

modelo bem simples para essa interação, em que cada objeto é iluminado como se fosse

o único presente na cena. Neste modelo local os objetos não projetam sombras uns nos

outros, ver Figura 1.1.

Figura 1.1: Imagem sintética utilizando um modelo simples de iluminação[1].
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1.1. Contextualização e Motivação 2

A técnica de traçado de raios [24] usa um modelo mais elabolado para essa interação

da luz com a cena, que permite simular sombras de múltiplas fontes de luz e efeitos como

a transparência e reflexão espelhada, como ilustrada na Figura 1.2.

Figura 1.2: Imagem sintética utilizando a técnica de traçado de raios [2].

Imagens ainda mais realistas podem ser obtidas por um modelo de iluminação global,

onde a iluminação de cada objeto é influenciada por todos os objetos, como ilustrado na

Figura 1.3.

Figura 1.3: Imagem sintética utilizando radiosidade, gerada pelo nosso programa.

Modelos que simulam o fluxo da luz de maneira fiel são quase impraticáveis em tempo

real. As três principais dificuldades em simular o transporte da luz em tempo-real são: 1)

a complexidade do comportamento das superf́ıcies perante a iluminação; 2) a integração

da luz incidente em todas as direções para cada ponto; 3) efeitos de sombreamento, que

requer muitos cálculos de intersecção.

Avanços recentes no desempenho de processadores e placas gráficas vem possibilitando

o uso de modelos de iluminação global em tempo real. Um exemplo é técnica PRT

(Precomputed Radiance Transfer) [20, 21, 22, 13, 9, 17], que consegue obter imagens

realistas em tempo real por meio de uma pré-computação.



1.2. Objetivo da dissertação 3

A solução eficiente do problema da iluminação global, e em particular a técnica PRT,

envolve uma gama considerável de áreas correlatas, como ótica f́ısica, computação gráfica,

estruturas de dados, análise numérica e geometria computacional. Neste trabalho explora-

ramos um conjunto significativo de técnicas oriundas destas diferentes áreas, enriquecendo

e potencializando o trabalho.

1.2 Objetivo da dissertação

O foco deste trabalho é estudar métodos computacionais para representação e cálculo do

fluxo da luz indireta em ambientes com superf́ıcies difusas. Especificamente, o objetivo é

comparar diferentes bases, como base radial, base radial normalizada e base de Shepard

dentro da metodologia de elementos finitos proposta por [11, 10]. Este é um tema de

pesquisa bastante atual [7, 14, 19, 23].

Conforme observamos neste trabalho esta escolha afeta substancialmente a qualidade

das imagens e a eficiência do cálculo.

1.3 Organização

Esta dissertação está organizada em oito Caṕıtulos e um Apêndice. O Caṕıtulo 1 faz

uma apresentação dos objetivos e justificativas do trabalho. O Caṕıtulo 2 descreve o

modelo global de iluminação e a equação de rendering. No Caṕıtulo 3 apresentamos a

fundamentação teórica do método de elementos finitos. No Caṕıtulo 4 esses conceitos

são aplicados à modelagem de funções que surgem no cálculo radiosidade. O Caṕıtulo

5 mostra como utilizar o método de elementos finitos para resolver a equação rendering.

No Caṕıtulo 6 apresentamos algumas imagens geradas por essa abordagem. No Caṕıtulo

7 comparamos os resultados obtidos pela nossa implementação em uma cena simples com

uma solução referência. As conclusões do trabalho e os posśıveis tópicos de pesquisas

futuras são o tema do Caṕıtulo 8.

No Apêndice A colocamos uma revisão dos conceitos básicos da radiometria, a teoria

f́ısica que fundamenta a śıntese de imagens por radiosidade.



Caṕıtulo 2

Modelos de Iluminação

2.1 Introdução

O principal objetivo de qualquer modelo de iluminação é simular o transporte e a interação

da luz com o ambiente. Os modelos de iluminação podem ser classificados em dois grupos:

modelos locais [15, 6] e modelos globais[20, 24, 16, 7, 4]. Os modelos de iluminação local

consideram cada elemento infinitesimal da cena de modo independente. Cada elemento é

iluminado como se fosse o único presente no ambiente, de modo que a sua cor aparente

não é influenciada pelos objetos adjacentes. Já os modelos de iluminação global procu-

ram representar outros fenômenos como a reflexão, iluminação indireta e sombras, que

dependem da interação entre duas ou mais partes distintas da superf́ıcie. Os modelos de

iluminação global produzem imagens mais realistas, mas têm maior custo computacional.

2.1.1 Interação da luz com a superf́ıcie

Modelos de iluminação realistas devem respeitar as leis básicas da ótica f́ısica, como por

exemplo a lei da conservação de energia

Ii = Ir + It + Ia (2.1)

onde

Ii: energia luminosa incidente no elemento.

Ir: energia refletida ou espalhada pelo elemento.

It: energia transmitida através do elemento.

Ia: energia absorvida pelo elemento.

4



2.1. Introdução 5

sendo que essas quantidades não podem ser negativas.

Tanto a luz refletida quanto a luz transmitida pelo elemento podem ter sua direção

desviada em varias direções. Para a luz refletida, há dois tipos extremos de superf́ıcie:

superf́ıcie refletora ideal e difusora ideal. A superf́ıcie refletora ideal ou espelhada reflete

a luz incidente em uma única direção (Figura 2.1.(a)). A superf́ıcie difusora ideal ou

Lambertiana espalha a luz em todas as direções de modo que a superf́ıcie aparenta ter a

mesma cor vista de qualquer direção (Figura 2.1.(b)). Uma superf́ıcie lustrosa tem com-

portamento intermediário, ela espalha a luz em várias direções, mas predominantemente

nas direções próximas da direção refletida, como ilustrado na Figura 2.1.(c). Em geral,

superf́ıcies reais são uma combinação desses vários tipos: parte da luz é refletida, parte é

espalhada de modo lambertiano e parte de modo lustroso. (Figura 2.1.(d)). Considerações

análogas valem para luz transmitida.

O comportamento de uma superf́ıcie pode ser bastante complexo. Por exemplo, su-

perf́ıcies cheias de cavidades pequenas, como certas rochas porosas e peĺıculas de tintas

refletoras (conhecidas como “olho de gato”) espalham uma fração maior de luz na direção

da fonte luminosa, como pode ser observado na Figura 2.1.(e). A representação precisa

do comportamento de superf́ıcies pode exigir modelos bastante complicados como séries

de harmônicos esféricos [3, 12].

luz incidente

normal

luz refletida
luz incidente

luz refletida

luz incidente

luz incidente luz incidente

luz refletida

luz refletida
luz refletida

(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura 2.1: Ilustração do comportamento de um raio incidente. (a) Superf́ıcie especular
ideal (b) Superf́ıcie difusora ideal (c) Superf́ıcie semi-polida ou lustrosa (d) Combinação
das anteriores (e) Superf́ıcie “olho de gato”. O comprimento de cada seta tracejada é
proporcional à radiância na direção da seta.



2.2. A equação de rendering 6

2.2 A equação de rendering

O transporte da luz no ambiente (fluxo de energia luminosa) em cenas compostas por

superf́ıcies de natureza arbitrária é descrito pela equação de rendering, formulada em

1986 por J. Kajiya [8]. Ela é uma equação integral

L(p, u) = E(p, u) +

∫

C

β(p, p→ q, u)L(q, p→ q)V (p, q)G(p, q) dq (2.2)

onde

C é a superf́ıcie da cena;

p e q são pontos na superf́ıcie da cena, ver Figura 2.2 ;

u é uma direção arbitrária (um vetor unitário do R3);

p→ q direção de q para p, e

L(p, u) é a função de radiância que fornece a intensidade aparente da luz (própria

mais refletida) emitida por um ponto p da superf́ıcie quando vista da direção u;

E(p, u) é a função de emissão que fornece intensidade aparente da luz gerada pelo

ponto p da superf́ıcie e emitida na direção u;

β(p, p→ q, u) é a função bidirecional de distribuição de radiância (FBDR), que diz

qual fração da luz incidente no ponto p da cena, vinda da direção p→ q, é re-emitida

na direção u;

V (p, q) é a função de visibilidade, que retorna 1 se p é viśıvel a partir de q, e 0 caso

contrário.

G(p, q) é o fator geométrico entre os elementos de superf́ıcie nos pontos p e q.

Na geração de imagens sintéticas, todos os fatores desta equação são conhecidos, exceto

a função de radiância L. O objetivo é calcular a função L(p, u) para cada ponto p da cena

viśıvel na imagem a ser gerada, onde u é a direção do ponto p para o observador.

Informalmente, a radiância de um ponto na superf́ıcie de um objeto é a intensidade

aparente da luz emitida por uma parte da superf́ıcie. A radiância pode variar de acordo

com a direção de onde a superf́ıcie está sendo observada, e da faixa de comprimento de

onda (canal de cor). Uma definição formal de radiância e outros conceitos da radiometria

são apresentados no Apêndice A.
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qp

u

Figura 2.2: Parâmetros da equação de rendering na forma superficial.

O fator geométrico G(p, q) consiste do produto de dois fatores H(p, q) e K(p, q). O

fator H leva em conta o fato de que a luz que vem da direção p→ q é distribuida sobre

uma área maior ou menor da superf́ıcie no ponto p, dependendo da inclinação entre p→ q

e da direção ~n(p) normal à superf́ıcie no ponto p, segundo a fórmula

H(p, q) = max{0 , ~n(p) · (p→ q)} (2.3)

O fator K leva em conta o ângulo sólido aparente do elemento de superf́ıcie dq visto de

p. O fator K depende da normal ~n(q) no ponto q, da direção p→ q de q para p e da

distância entre os dois pontos; segundo a fórmula

K(p, q) =
max{0 , ~n(q) · (q → p)}

|p− q|2
(2.4)

Nos dois casos, a normal ~n aponta para fora do objeto.

2.2.1 Forma direcional da equação de rendering

A equação (2.2) pode ser chamada de forma “superficial” da equação, pois a integral é

feita em relação ao ponto q, sobre toda a superf́ıcie C da cena. Note que a direção p→ q

é função de p e q. Há uma outra forma “direcional” da equação de rendering, em que a

integral é feita em relação à direção v, sobre a esfera unitária S2 (o conjunto de todas as

direções).

L(p, u) = E(p, u) +

∫

S2

β(p, v, u)L(p ↑ v,−v)H(p, p ↑ v)dv (2.5)

Nesta fórmula, o ponto q da fórmula (2.2) passa a ser uma função p ↑ v do ponto p e da

direção v, definido como sendo o primeiro ponto da superf́ıcie da cena encontrado por um

raio que sai de p na direção v, ver Figura 2.3. Note que, nesta formulação, não existe mais
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o fator V (p, q) (que agora está embutido na função p ↑ v). Além disso, está fórmula não

inclui o fator K(p, q), pois a integral é sobre o elemento de ângulo sólido dv (ver apêndice

A) e não sobre o elemento de superf́ıcie (dq); mas inclui o fator H(p, p ↑ v)).

p  v
p

u

v

Figura 2.3: Parâmetros da equação de rendering na forma direcional.

Nas duas formulações, a equação de rendering vale para luz monocromática ou com

uma faixa estreita de comprimento de onda, dentro da qual a FBDR de cada ponto pode

ser considerada constante. Para luz e/ou superf́ıcies coloridas, a equação se aplica a cada

faixa do espectro.

A equação de rendering não leva em conta certos fenômenos da ótica, como a difração e

interferência, polarização, fluorescência e etc. Felizmente estes fenomênos são inexistentes

ou pouco aparentes na maioria das aplicações da śıntese de imagens.

2.3 Formulação por operadores funcionais

A equação de rendering pode ser escrita como um equação do cálculo funcional

L = E +RL (2.6)

onde L e E são as funções de radiância e emissão definidas na Seção 2.2, e R é o operador

de transferência, que transforma uma função qualquer F de CxS2 → R em outra função

de CxS2 → R; segundo a fórmula

(RF )(p, u) =

∫

S

β(p, v, u)F (p ↑ v,−v)H(p, v) dv (2.7)

na forma direcional, ou

(RF )(p, u) =

∫

C

β(p, p→ q, u)F (q, p→ q)V (p, q)G(p, q) dq (2.8)
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na forma superficial.

A solução da equação (2.6) pode ser escrita

L = (I −R)−1E (2.9)

Onde I é o operador identidade e ( )−1 denota o operador inverso. Em condições fa-

voráveis, vale a fórmula de Neumann

(I −R)−1 = (I +R+R2 +R3 + · · · ) (2.10)

No caso da equação de rendering, cada termo Rk da série de Neumann representa a

contribuição do fluxo luminoso devida a luz que interagiu k vezes com a superf́ıcie da

cena antes de ser observada.



Caṕıtulo 3

Método de Elementos Finitos

Antes de considerar o problema espećıfico do cálculo da radiosidade, vamos descrever

suscintamente o Método de Elementos Finitos (MEF), uma das principais ferramentas

numéricas para obter soluções aproximadas de equações funcionais.

Neste caṕıtulo vamos considerar que as funções a serem aproximadas são definidas em

algum domı́nio Γ e tem valores em algum espaço vetorial V. É facil ver que o conjunto

de tais funções, que denotaremos por Γ→ V também é um espaço vetorial.

3.1 Aproximação numérica

Se Γ é um conjunto infinito e V não é trivial, o espaço Γ→ V tem dimensão infinita, e não

é posśıvel representar um elemento genérico desse espaço no computador. Isto também se

aplica a muitos sub-espaços interessantes de Γ→ V, como por exemplo funções cont́ınuas,

funções diferenciáveis, etc. Portanto, para fins computacionais, temos que substituir uma

função genérica F do espaço de interesse F ⊆ Γ→ V por uma aproximação F̃ escolhida

em algum sub-espaço A ⊆ Γ→ V com dimensão finita.

A qualidade da aproximação pode ser medida pelo número ‖F̃−F‖, onde ‖.‖ é qualquer

norma definida sobre o espaço F. A função F̃ − F é chamada de erro de aproximação.

3.1.1 Bases de aproximação

Lembramos que uma base de um espaço vetorial W é uma lista φ1, φ2, ..., φn cujos elemen-

tos são linearmente independentes, e tais que todo elemento de w ∈W pode ser obtido por

uma combinação linear
∑n

i=1
aiφi com coeficiente reais a1, a2, ..., an. Se φ = (φ1, φ2, ..., φn)

é uma base de A, a aproximação F̃ pode ser representada no computador pelo seus n

coeficientes a1, a2, ..., an.

10
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3.2 Aplicações de espaços de aproximação

3.2.1 Interpolação

Uma aplicação básica de espaços de aproximação é a interpolação de dados discretos.

Neste problema, são dados n pontos x1, x2, .., xn do domı́nio Γ e n valores associados

y1, y2, .., yn do espaço V . O objetivo é encontrar uma função B ∈ A que interpola os

pares (xi, yi), tal que:

B(xi) = yi para todo i. (3.1)

Se A é descrito por uma base φ = (φ1, φ2, ...φn), temos que encontrar a1, a2, ..., an tais

que
∑n

i=1
ai φi(xj) = yj para todo j. Isto é equivalente a resolver o sistema linear

Z a = y (3.2)

onde a matriz Z registra a influência de cada elemento φi no ponto xj , ou seja

Zij = φi(xj) (3.3)

3.2.2 Bases interpoladoras

Uma base φ1, φ2, ..., φn é interpoladora para os pontos x1, x2, ....xn se e somente se:

φi(xj) =

{

1 se i = j

0 caso contrário
(3.4)

Para essa base, os coeficientes ai que satisfazem (3.1) são idênticos aos valores yi associados

aos pontos centrais; isto é, a matriz Z é a identidade.

Dada qualquer base de elementos finitos φ1, φ2, ..., φn e um conjunto de pontos X =

{x1, x2, ..., xn} ∈ Γ, podemos em geral definir uma base interpoladora φ̂1, φ̂2, ..., φ̂n para

X, onde cada elemento φ̂i é uma combinação linear dos elementos φi

φ̂i(x) =
∑

j

Uijφj(x) (3.5)

onde U é a inversa Z−1 da matriz Z da base φ.

3.2.3 Aproximação por quadrados mı́nimos

Quando o número de pontos é maior que o número de valores associados, ou os dados

(xi, yi) são conflitantes, o problema de interpolação geralmente não tem solução. Neste
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caso pode-se usar o método de aproximação por mı́nimos quadrados, que procura encon-

trar uma função que passa o mais próximo posśıvel dos valores yi. Mais precisamente, o

método encontra uma aproximação F̃ que minimiza a soma dos quadrados das diferenças

entre a função aproximada e os valores amostrados.

n
∑

i=1

‖(F (xi)− yi)‖
2 (3.6)

Este problema também recai na solução de um sistema de n equações e n incógnitas

V a = b onde V = ZT Z e b = ZT y. A matriz Z é a matriz da fórmula (3.3) e ZT é sua

transposta.

3.2.4 Bases partição da unidade

Dizemos que uma base φ1, φ2, ..., φn é uma partição da unidade se e somente se

φi(x) ≥ 0 (3.7)

para todo i e todo x ∈ Γ
n

∑

i=1

φi(x) = 1 (3.8)

para todo x ∈ Γ. Esse tipo de base tem a propriedade de suavização; para todo x ∈ Γ,

vale

amin ≥
n

∑

i=1

aiφi(x) ≥ amax (3.9)

onde amin,amax são o mı́nimo e máximo dos coeficientes de a.

Para cada base φ1, φ2, ..., φn com φi(x) ≥ 0, podemos definir uma base partição da

unidade φ̃1, φ̃2, ...φ̃n associada, pela fórmula

φ̃i(x) =
φi(x)

∑n
j=1

φj(x)
(3.10)

3.2.5 Método de projeção

Discutiremos agora o método de projeção, uma técnica geral para resolver equações inte-

grais, tais como a equação (2.2) usando espaços de aproximação. Seja a seguinte equação

integral genérica sobre um certo domı́nio Γ

F = B +KF (3.11)
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onde B : Γ → R é uma função conhecida, F : Γ → R é a função desconhecida a

determinar, e K é um operador integral

KF (x) =

∫

Γ

K(x, y)F (y)dy (3.12)

definido por uma função conhecida K de Γx Γ → R (o núcleo do operador). O método

de projeção consiste em aproximar a solução exata F da equação (3.11), que pertence ao

espaço Γ→ R de dimensão infinita substituindo-a por sua projeção (aproximação ótima)

num sub-espaço de funções A ⊂ Γ→ R .

Para especificar F̃ completamente precisamos definir o que é uma aproximação ótima.

O mais natural seria minimizar a norma do erro da aproximação ‖F (x) − F̃ (x)‖. En-

tretanto este critério não pode ser usado pois F não é conhecida. Por esse motivo, a

métrica usada em geral é a “discrepância” observada na equação integral (3.11) quando

substitúımos F por F̃ . Ou seja, a melhor solução, nesse espaço de função, é definida como

sendo aquela que minimiza alguma norma do reśıduo

r∗ = F̃ − (B +KF̃ ) (3.13)

3.2.6 Metodo de Galerkin

O reśıduo r∗ pode ser quantificado de várias maneiras. Na variante conhecida como método

de Galerkin exigimos que o reśıduo r∗ seja ortogonal ao espaço de aproximação A, ou seja,

ortogonal a todas funções φi da base em algum produto escalar 〈F , G〉 definido sobre F.

Uma escolha comum é

〈F , G〉 =

∫

Γ

F (x)G(x)dx (3.14)

A condição de Galerkin pode ser escrita então

〈φi , r∗〉 = 0 i = 1 . . . n (3.15)

Expandindo as definições de r∗, F̃ e K temos, para todo i em 1 . . . n

⇒
〈

φi , F̃ −KF̃ − B
〉

= 0 (3.16)

⇒
〈

φi , F̃
〉

−
〈

φi , KF̃
〉

− 〈φi , B〉 = 0 (3.17)

⇒

〈

φi ,

n
∑

j=1

ajφj

〉

−

〈

φi , K

n
∑

j=1

ajφj

〉

− 〈φi , B〉 = 0 (3.18)

⇒
n

∑

j=1

aj 〈φi , φj〉 −
n

∑

j=1

aj 〈φi , Kφj〉 − 〈φi , B〉 = 0 (3.19)
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A equação (3.19) pode ser escrita em forma matricial

n
∑

j=1

aj(Mij −Kij)− bi = 0 (3.20)

onde

Mij = 〈φi , φj〉 =

∫

Γ

φi(x)φj(x) dx (3.21)

Nij = 〈φi , Kφj〉 =

∫

Γ

φi(x)

∫

Γ

K(x, y)φj(y) dy dx (3.22)

bi = 〈φi , B〉 =

∫

Γ

φi(x)B(x) dx (3.23)

Desta forma o problema reduz-se ao sistema de equações lineares:

(M −N)a = b (3.24)

onde a = (a1, . . . , an) e b = (b1, . . . , bn). Em prinćıpio, a solução do sistema (3.24) pode

ser escrita

a = (M −N)−1b (3.25)

Porém, se os elementos φi da base são ortogonais, ou tem suporte pequenos, a matriz

(M − N) é esparsa; enquanto que (M − N)−1 geralmente é cheia. Por essa razão, na

radiosidade clássica a inversa não é calculada, e o sistema (3.24) é resolvido por métodos

iterativos. Portanto, a escolha da base de aproximação φ afeta a eficiência deste método.

3.3 Bases de elementos finitos

O suporte de uma função F de Γ → V denotado por sup F é o conjunto de pontos x de

Γ onde F (x) é diferente de 0.

Uma base de elementos finitos é uma base φ = {φ1, φ2, ...φn} para um espaço de

aproximação A tal que o suporte de cada φi é um subconjunto pequeno e compacto de

Γ. O significado de “pequeno” depende do contexto, mas de modo geral significa que a

medida (comprimento, área, volume, etc.) de supφi é da ordem de 1

n
da medida de Γ.

Obviamente, a união dos suportes dos elementos da base φ deve cobrir todo os pontos de

Γ onde a função F pode ser diferente de zero. O uso de bases de elementos finitos em

aproximação de funções é chamado de método de elementos finitos (MEF).
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3.3.1 Base de elementos finitos definidas por pontos

Neste trabalho, usaremos uma classe especial de bases de elementos finitos, as bases

definidas por pontos. Em uma base φ desse tipo, cada elemento finito φi possui um ponto

central xi, que é um ponto localizado aproximadamente no centro do seu suporte; sendo

os elementos φi definidos a partir dos pontos xi, por uma fórmula geral.

3.3.2 Base radial

Uma base radial [5] é uma base φ1, φ2... φn formadas a partir de uma única função-mãe

Ψ (mother function) de R para R aplicada à distância do ponto x ao ponto xi de um

conjunto finito de pontos x1, x2....,xn; ou seja

φi(x) = Ψ(|x, xi|) (3.26)

onde |p, q| denota uma medida da distância entre os pontos p e q. Em nosso trabalho

utilizamos como função-mãe a função sino gaussiano

Ψ(r) = exp(−
1

2
(
r

r0

2

)) (3.27)

onde r0 é um parametro que determina o raio efetivo do suporte. Embora Ψ(r) seja

matematicamente positiva para todo r, na prática ela pode ser considerada nula para

todo r ≥ 4 r0.

Em geral, bases radiais não são nem interpoladoras e nem partição da unidade. Alguns

elementos de base radial podem ser visualizado na Figura 3.1 e uma função interpolada

por bases radiais pode ser visualizada na Figura 3.4.(a).

3.3.3 Base radial normalizada

Se aplicarmos a fórmula (3.10) a uma base radial obtemos uma base radial normalizada,

onde cada elemento φi é definido pela fórmula

φi(x) =
Ψ(|x, xi|)

∑n
j=1

Ψ(|x, xj |
(3.28)

Esse tipo de base não é interpoladora, porém é uma base partição da unidade. Alguns

elementos da base radial normalizada podem ser visualizado na Figura 3.2 e uma função

interpolada pela base radial normalizada pode ser visualizada na Figura 3.4.(b).
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Figura 3.1: Elementos de uma base radial para os pontos xi indicados no eixo horizontal.

3.3.4 Bases de Shepard

Em uma base de Shepard [18], na sua fórmula mais geral, cada elemento φi é definido

pela fórmula

φi(x) =
w(x, xi)

∑n
j=1

w(x, xj)
(3.29)

onde w é uma função não-negativa, tal que w(x, xi) tende ao infinito quando x tende

a xi. Essa propriedade implica que a base de Shepard é interpoladora e partição da

unidade. Usualmente, escolhe-se w como sendo uma potência k ≥ 0 da inversa da distância

Euclidiana

w(x, xi) =
1

|x− xi|k
(3.30)

A Figura 3.3 mostra alguns elementos de bases de Shepard. A Figura 3.4.(c) ilustra uma

função interpolada por uma base de Shepard.
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Figura 3.2: Elementos de uma base radial normalizada para os pontos xi indicados no
eixo horizontal.

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

-2 -1  0  1  2  3  4  5  6

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

-2 -1  0  1  2  3  4  5  6

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

-2 -1  0  1  2  3  4  5  6

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

-2 -1  0  1  2  3  4  5  6

(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.3: Um elemento da base de Shepard com diferentes valores de k para os pontos
xi indicados no eixo horizontal. (a) k = 0.5 (b) k = 1 (c) k = 2 (d) k = 3.
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Figura 3.4: Ilustração do resultado da interpolação utilizando (a) base radial gaussiana
(b) base radial normalizada e (c) base de Shepard com k = 2.



Caṕıtulo 4

Método de Elementos Finitos para a

Radiosidade

4.1 Introdução

A equação de rendering (2.9) e a fórmula de Neumman (2.10) podem ser aproximadas

por meio do método de elementos finitos. Isso significa representar as funções E, L e o

operador R em termos de uma base de funções apropriada. Para isso, necessitaremos do

conceito de śıtio e de uma função que estime uma distância entre os śıtios.

4.1.1 Śıtios

Um śıtio é um par p = (ṗ, ~p) onde ṗ é um ponto do R3 e ~p é um vetor unitário do R3.

Um śıtio p é um śıtio da cena se ṗ está na superf́ıcie de algum objeto da cena e ~p é o vetor

normal dessa superf́ıcie no ponto ṗ, apontando para fora do objeto.

4.1.2 Distância entre śıtios

Os métodos de interpolação que usaremos neste trabalho dependem de uma medida de

distância entre dois śıtios p, q. A métrica que usaremos (denotada por ‖p , q‖) leva em

consideração tanto a distância entre as localizações quanto a diferença entre as normais:

||p, q|| =
|ṗ− q̇|

p ∗ q
(4.1)

onde p ∗ q = max{0 , ~p · ~q} e ~p · ~q é o produto escalar entre as duas normais. A diferença

entre a fórmula (4.1) e a distância euclidiana |ṗ− q̇| encontra-se ilustrada na Figura 4.1.

Vale notar que ‖p, q‖ não é uma métrica pois não satisfaz a desigualdade triangular

19
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(a) (b) (c)

Figura 4.1: Distância euclidiana entre pontos (a) distância entre śıtios senśıvel à normal
(b) para uma cena simples (c). A cor da superf́ıcie de cada ponto q é obtida por meio
da fórmula 1/(1 + |ṗ − q̇|) na Figura 4.1(a) e 1/(1 + ‖p, q‖) na 4.1(b), onde p é o śıtio
marcado com um X.

‖p, q‖ ≤ ‖p, r‖+ ‖r, q‖ (4.2)

Entretanto, este defeito não impede seu uso na definição das bases de elementos finitos

que usamos neste trabalho (Seção 3.3).

4.2 Base de elementos finitos para radiosidade

4.2.1 Modelagem de funções de radiância

Neste trabalho usaremos a técnica introduzida por Jaakko Lehtinen et al. [10, 11] para

modelar funções de radiância como L e E. Nessa técnica, ambas funções são aproximadas

por combinações lineares

L(p) ≈

n
∑

i=1

λi φi(p) (4.3)

E(p) ≈
n

∑

i=1

ηi φi(p) (4.4)

onde cada φi é uma função real definida sobre os śıtios da cena, e λ1, .., λn são coeficientes

reais da função de radiância L e η1, .., ηn são os coeficientes da função de emissão E.
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4.2.2 Elementos finitos sobre śıtios da cena

No contexto da radiosidade, um elemento finito é uma função φi definida sobre os śıtios

presentes na superf́ıcie da cena, que é diferente de zero apenas para um conjunto de śıtios

de tamanho pequeno. Ou seja, para cada φi devem existir um śıtio pi e um real ri, tais

que

φi(q) = 0 se ‖pi − q‖ ≥ ri (4.5)

Com estas observações, os conceitos do Caṕıtulo 3 aplicam-se diretamente a funções de

śıtios; incluindo o conceito de interpolação.Veja a Figuras 4.2.

Como observado na Seção 3.2.5, o cálculo da função aproximante L(p) pela fórmula

(4.3) exige que sejam calculados apenas os elementos φi cujos suportes incluem p, ou seja,

tais que ‖p − pi‖ ≤ ri. Portanto quanto menores forem os parametros mais eficiente será

o cálculo de L.

Por outro lado, como observado na Seção 3.3, os suportes das bases φi devem cobrir

várias vezes toda a superf́ıcie da cena.

(a)

(b)

Figura 4.2: Interpolação da função de radiância L pelo método de elementos finitos. (a)
centróides pi dos elementos φi da base de aproximação (b) interpolação da função de
radiância.
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Na modelagem baseada em śıtios, a base φi é definida implicitamente pela escolha dos

pontos pi (centróides) e pela escolha do raio ri. Neste trabalho usamos as bases descritas

na Seção 3.3 adaptadas para o domı́nio dos śıtios da cena, e utilizando a distância entre

śıtios em vez da distância euclidiana.

4.2.3 Base radial

A base radial utilizada na radiosidade é a mesma apresentada na Seção 3.3.2

φi(p) = Ψ(‖p, pi‖) (4.6)

Como função Ψ usamos o sino gaussiano

Ψ(r) = exp(−
1

2
(
r

ri

)2) (4.7)

Esta função vale 1 no ponto pi e praticamente 0 quando r > 4 ri. Um elemento da base

radial pode ser visualizado na Figura 4.3.

Figura 4.3: Um elemento da base radial.

Para evitar o custo de calcular o exp(r) a função sino gausiano pode ser aproximada pela

função

Kj(r) = K(
r

rj
) K(r) =

{

2r3 − 3r2 + 1 se r ≤ 1

0 se r ≥ 1
(4.8)

A Figura 4.4 apresenta o comportamento da função K para śıtios sobre um plano.
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Figura 4.4: Aproximação da função sino gaussiano.

4.2.4 Base radial normalizada

Usamos a base radial normalizada da fórmula (3.10), utilizando como função-mãe

Ψj(p) = Kj(|ṗ, ṗj|) max(0, ~p.~pj) (4.9)

onde Kj é a função da fórmula (4.8). Um elemento dessa base pode ser visualizado na

Figura 4.5.
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Figura 4.5: Um elemento da base radial normalizada.

4.2.5 Base de Shepard

A base de Shepard para a radiosidade segue a definição da Seção 3.3

φi(p) =
Ψ(‖p, pi‖)

∑n
j=1

Ψ(‖p, pj‖)
(4.10)

Como função Ψ podemos usar o inverso do quadrado da distância entre śıtios.

Ψ(‖p, pi‖) =
1

‖p, pi‖2
(4.11)

Um elemento da base de Shepard pode ser visualizado na Figura 4.6.

4.2.6 Escolha dos elementos

Em qualquer destas bases, a qualidade da aproximação requer uma distribuição adequada

dos centróides pi sobre a superf́ıcie da cena.

No nosso programa, os centróides são escolhidos por um processo de amostragem que

tenta levar em consideração a importância relativa de diferentes partes da cena para a

imagem final. Para atingir esse objetivo, geramos inicialmente um conjunto de śıtios P

traçando raios a partir da posição do observador em direção à cena através de uma grade

regular. Em seguida ampliamos este conjunto P gerando raios secundários que simulam

o fluxo da luz entre partes da cena. Ou seja, para cada śıtio p já amostrado, traçamos um

raio pseudo-aleatório saindo de ṗ cuja direção está próxima da normal ~p e adicionamos ao
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Figura 4.6: Um elemento da base de Shepard.

conjunto P o pontos de intersecção desse raio com a cena, com a sua respectiva normal.

Repetimos este processo um número espećıfico de vezes e periodicamente “podamos” o

conjunto P eliminando śıtios de modo que não existam pares p, q ∈ P tal que ‖p, q‖ < ∆;

para um dado ∆. Veja a Figura 4.7.

(a) (b)

Figura 4.7: Conjunto de śıtios gerados. (a) ∆ = 2 (b) ∆ = 5.
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4.2.7 Escolhendo o valor do raio

Uma vez escolhidos os centróides pi, o próximo passo é escolher o valor do raio ri. Para

cada śıtios pi do conjunto final de śıtios, calculamos ri como sendo o raio da região

que contém os m śıtios mais próximos de pi, onde m é outro parametro do algoritmo.

Geralmente usamos m = 10.



Caṕıtulo 5

Radiosidade pelo método de

elementos finitos

5.1 Introdução

Como vimos no Caṕıtulo 4, as funções que ocorrem na equação de rendering, como a

L e a E, podem ser eficientemente aproximadas por bases de elementos finitos. Neste

caṕıtulo consideraremos a discretização dos operadores de transfêrencia R e de rendering

(I - R)−1.

5.2 Computando o operador de transferência

A discretização do operador R produz a matriz de transferência de radiância R que deve

ser multiplicada pelo vetor de coeficientes λ da função L para produzir os coeficientes

da função RL. Cada elemento Rjk representa a influência da luz emitida ou espalhada

pelo elemento φk na iluminação do elemento φj. Desse modo, uma coluna k da matriz

R descreve a influência do coeficiente do elemento φk na radiância indireta de primeira

ordem da cena (devida aos fótons que interagiram apenas uma vez com a superf́ıcie)

discretizada na base φ. Veja a Figura 5.1.

Na abordagem proposta por Jaakko Lehtinen et al. [10, 11] a matriz de transferência

R pode ser aproximada tomando-se o centróide pi de cada elemento φi como um ponto

representativo de todo o elemento. Essa abordagem leva a fórmula

Rjk = β(ṗj) V (ṗk, ṗj) F (pk, pj) Ak (5.1)

onde

β(ṗj) é o albedo da cena no ponto ṗj (definido na Seção 2.2).

27
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V (ṗk, ṗj) é o fator de visibilidade entre ṗk e ṗj (1 ou 0; definido na Seção 2.2).

F (pk, pj) é o fator de forma entre os śıtios pk e pj (definido na Seção 5.2.1).

Ak é a área efetiva do elemento φk (definida na Seção 5.2.2).

(a) (b)

Figura 5.1: Discretização do operador de transferência R. (a) uma cena 3D (b) A in-
fluência de um elemento φj (cujo centro ṗj está indicado pelo X) na iluminação da cena.

5.2.1 Fator de forma

O fator de forma F (pk, pj) descreve a eficiência do transporte de luz do śıtio pk para pj .

Sejam sk e sj dois elementos infinitesimais da superf́ıcie da cena, centrados respectiva-

mente em pk e pj (veja a Figura 5.2). O fator de forma é a quantidade de luz emitida ou

espalhada por sk que incide em sj dividida pelas áreas de sk e sj.

Supondo que sk é lambertiano, o fator de forma é dado pela fórmula

F (pj, pk) =
(vkj ∗ ~pk) ((−vkj ∗ ~pj))

π d2

kj

(5.2)
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sk

sj

ṗj

~pj

dkj
~pk

ṗk

~v

Figura 5.2: Cálculo do fator de forma F (pk, pj).

onde

dkj é a distância euclidiana entre ṗk e ṗj .

vkj é a direção de ṗk para ṗj .

u ∗ v é o valor máximo entre 0 e u . v.

5.2.2 Área efetiva

A contribuição de um termo λk φk na função radiância aproximada L é o resultado de

se fazer cada śıtio p emitir luz com radiância λk φk(p). Supondo que o suporte de φk

é razoavelmente plano e compacto, o efeito desse termo equivale, em primeira ordem, a

acender um disco plano com centro ṗk, normal ~pk, e uma certa área Ak.

O parâmetro Ak é a área efetiva do elemento φk, e vale aproximadamente

Ak =

∫

φk(q) dq̇ (5.3)

onde a integral é feita sobre todos os śıtios da superf́ıcie da cena. Supondo que a base φ

é partição da unidade, devemos ter

n
∑

k=1

Ak =

∫

(
n

∑

k=1

φk(q)) dq̇ =

∫

dq̇ (5.4)
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que é a área total da superf́ıcie da cena. A abordagem utilizada aproxima a área efetiva

pela fórmula

Ak =
π hk

2

m + 1
(5.5)

onde hk é o menor valor tal que existem m elementos φi com i 6= k e ‖ pi − pk ‖ ≤ hk.

Essa aproximação supõe que a superf́ıcie é razoavelmente plana dentro desse raio.

5.2.3 Separação do albedo

O custo de calcular Rjk pela fórmula (5.1) é dominado pelo custo do termo V (pk, pj), pois

este exige o exame de todos os objetos da cena. Por esta razão, é interessante fatorar a

matriz R como o produto

R = Q S (5.6)

onde Q é a matriz diagonal definida por Qii = β(ṗi), e S é a matriz n × n tal que

Sjk = V (ṗk, ṗj) F (pk, pj) Ak (5.7)

Note que a matriz S depende apenas da geometria da cena e não do albedo da superf́ıcie.

Portanto ela pode ser pré-calculada e usada para, por exemplo, estudar o efeito de mu-

dança da cor de paredes ou movéis na iluminação de um ambiente, pois estas mudanças

afetam apenas a matriz diagonal Q.

A matriz R tem muitos elementos nulos, pois Rjk é zero se vkj∗ ~pk ≤ 0 ou se vkj∗ ~pj ≥ 0,

ou se há algum obstáculo entre ṗk e ṗj . Vale notar que o fator 1/d2

jk no fator de forma

gera um grande número de elementos com valores muito pequenos. Entretanto, esses

elementos nem sempre são despreziveis, pois sua soma pode ser bastante significativa

para a radiância total.

5.2.4 Obtendo a iluminação global por iterações

Após o cálculo da matriz R e do vetor da iluminação direta η, os coeficientes da iluminação

global λ conceitualmente é obtido resolvendo o sistema (I − R) λ = η. A solução direta

desse sistema (por exemplo, método de eliminação de Gauss) é bastante custoso Θ(n3).

Em vez disso, usa-se em geral o método iterativo

faça λ← η (5.8)

repita λ← η + R λ até convergir

O custo deste método é Θ(n2) por iteração. Na maioria dos casos, uma dezena de iterações

é mais que suficiente, pois a maioria dos fótons é absorvida antes disso. O custo do método
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iterativo é na verdade proporcional ao número de elemento não nulos de R.

5.3 Computando o operador de rendering

Uma vez calculada a matriz R, o custo do método iterativo é Θ(k n2); onde k é o número

de iterações da luz com a cena. Para aplicações de tempo real, este método pode ser lento

demais. Nesses casos, uma alternativa mais eficiente é discretizar o operador de rendering

T = (I - R)−1. Isto significa pré-calcular a matriz T = (I − R)−1 e para cada quadro,

calcular o produto λ = T η.

A convergência da iteração (5.8) equivale à convergência da fórmula de Neumann, e

é válida para o operador de rendering discretizado e portanto podemos calcular T pela

fórmula

T = (I + R + R2 + R3 + · · · ) (5.9)

onde I é a matriz identidade. Este somatório geralmente pode ser truncado após poucas

iterações. O custo deste método é Θ(k n2) onde k é o número de iterações. Portanto este

método é mais eficiente do que a inversão da matriz (I − R) pelo método de Gauss que

tem custo Θ(n3). Observe que a matriz T é mais cheia que a matriz R.

Uma vez calculada a matriz de transferência T os coeficientes da iluminação global λ

são obtida por meio de uma única multiplicação:

λ← η + T η

Note que a matriz T depende dos albedos e portanto sua pré-computação em cenas que

existe mudanças de cores de objetos da cena não é tão vantajosa.



Caṕıtulo 6

Resultados

Apresentamos nesse caṕıtulo alguns dos resultados obtido por meio da nossa imple-

mentação. Em cada seção apresentamos a descrição de uma cena simples e imagens

geradas pelo nosso programa para as três bases.

6.1 Cena A: Sala com janela lateral

Esta cena consiste de uma sala com 80 unidades de altura, contendo uma esfera vermelha

e com uma janela na parede esquerda. A iluminação direta, ilustrada na Figura 6.1, é

dada por uma única fonte de luz externa à sala, com elevação aproximada de 40o, no lado

esquerdo. Toda a iluminação no interior da sala é devida exclusivamente dessa fonte.

A Figura 6.2 mostra imagens da cena produzida pelo nosso programa, levando em

conta a iluminação indireta. Para a geração de cada imagem foram usadas bases com

4358 elementos, efetuadas 100 iterações da recorrência (5.8). Entretanto, em todos os

exemplos observamos que a convergência foi obtida em menos de 10 iterações. Na escolha

dos elementos foi especificado o espaçamento mı́nimo ǫ = 8.

6.2 Cena B: Sala fechada com cubos e bolas

Esta cena consiste de uma sala com 80 unidades de altura e 80 de largura, contendo três

esferas e dois cubos. Nesta cena, a iluminação direta (Figura 6.3.(a)) é dada por uma

única fonte de luz (inviśıvel) interna à sala próxima ao teto e a 10 unidades da parede do

fundo. Toda a iluminação da cena provém dessa fonte.

Para a geração de cada imagem foram usados bases com 1812 elementos e efetuadas

100 iterações da recorrência (5.8). Na escolha dos elementos foi especificado ǫ = 9.
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6.3 Cena C: Sala com duas janelas

Esta cena consiste de uma sala com 80 unidades de altura com duas janelas, contendo

uma esfera e um cubo. Nesta cena, a iluminação direta (Figura 6.4.(a)) é dada por uma

única fonte de luz externa à sala entre as duas janelas. Toda a iluminação da cena provem

dessa fonte.

Para a geração de cada imagem foram usados bases com 4358 elementos e efetuadas

100 iterações da recorrência (5.8). Na escolha dos elementos foi especificado ǫ = 8.

6.4 Cena D: Sala com janelas quadriculadas

Esta cena consiste de uma sala com 120 unidades de largura com quatro janelas quadri-

culadas, contendo dois cubos. Nesta cena, a iluminação direta (Figura 6.5.(a)) é dada por

uma única fonte de luz externa, atrás das paredes do fundo da sala. Toda a iluminação

da cena provém dessa fonte.

Para a geração de cada imagem foram usados bases com 3812 elementos e efetuadas

100 iterações da recorrência (5.8). Na escolha dos elementos foi especificado ǫ = 9.
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(a)

(b)

(c)

Figura 6.1: Aproximação da iluminação direta da cena utilizando (a) base radial (b) base
radial normalizada e (c) base de Shepard.
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(a)

(b)

(c)

Figura 6.2: Aproximação da iluminação global da cena utilizando (a) base radial (b) base
radial normalizada e (c) base de Shepard.
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(b)(a)

(c) (d)

Figura 6.3: Iluminação direta da cena (a) Aproximação da iluminação global da cena
utilizando (b) base radial (c) base radial normalizada e (d) base de Shepard.
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(a)

(c)

(b)

(d)

Figura 6.4: Iluminação direta da cena (a) Aproximação da iluminação global da cena
utilizando (b) base radial (c) base radial normalizada e (d) base de Shepard.
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(a)

(c) (d)

(b)

Figura 6.5: Iluminação direta da cena (a) Aproximação da iluminação global da cena
utilizando (b) base radial (c) base radial normalizada e (d) base de Shepard.



Caṕıtulo 7

Validação dos resultados

7.1 Solução referência

A fim de verificar e validar a corretude da nossa implementação, comparamos os resultados

obtidos pela mesma com uma solução independente das equações da radiosidade para uma

cena espećıfica.

Uma vez que a resolução anaĺıtica da equação de rendering é muito complexa, mesmo

para cenas simples, é necessário calcular a solução referência também por métodos numéricos.

Portanto, a comparação só tem sentido se o cálculo da solução referência usar algoritmos

mais simples e confiáveis.

7.1.1 Descrição da cena

A cena que usamos para gerar a solução de referência consiste de uma esfera de raio r e

um disco de raio R, posicionados como indicado na Figura 7.1, ficando o centro da bola

a distância h do topo do disco. Atribúımos acabamento lambertiano aos dois objetos.

7.1.2 Equações da radiosidade

Vamos denotar por B(θ, α) a radiância (cor aparente) do ponto p(θ, α) na superf́ıcie da

bola com longitude θ e latitude α e por D(φ, u) a radiância do ponto q(φ, u) sobre a

superf́ıcie do cilindro a uma distância u do centro e com azimute φ. Os parâmetros

estão ilustrados na Figura 7.2. As radiâncias diretas da esfera e do disco (devidas ao

espalhamento dos fótons vindos diretamente da fonte de luz) serão denotadas por B∗(θ, α)

e D∗(φ, u), respectivamente. Desse modo as equações da radiosidade passam a ser
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h

R

r

Figura 7.1: Configuração e posicionamento da cena referência.

B(θ, α) = B∗(θ, α) +

R
∫

0

π/2
∫

−π/2

D(φ, u) β(p(θ, α)) F (p(θ, α), q(φ, u)) u dφ du (7.1)

D(φ, u) = D∗(φ, u) +

π/2
∫

−π/2

2π
∫

0

B(p(θ, α) β(q(φ, u)) F (q(φ, u), p(θ, α)) r cos(α) dθ dα (7.2)

Verifica-se que o fator de visibilidade V é 0 apenas quando a normal da bola no ponto

p(θ, α) faz um ângulo obtuso com a direção desse ponto para o ponto q(φ, u); mas nesse

caso o fator de forma também é 0 e portanto podemos ignorar V .

Graças à simetria da cena em torno do eixo vertical, podemos concluir a priori que

a função de radiância L também será simétrica. Ou seja, as funções B(θ, α), B∗(θ, α),

D(φ, u) e D∗(φ, u) não dependem de θ e φ, de modo que podemos escrever apenas B(α),

B∗(α), D(u) e D∗(u). Além disso, F (p(θ, α), q(φ, u)) = F (p(0, α), q(φ− θ, u)). Portanto,

denotando φ− θ por τ , a equação (7.1) pode ser simplificada para

B(α) = B∗(α) +

R
∫

0

D(u)

2 π
∫

0

β(p(α)) F (p(0, α), q(τ, u)) u dτ du (7.3)

Analogamente, F (q(φ, u), p(θ, α)) = F (q(0, u), q(θ − φ, α)). Denotando θ − φ por τ a

equação (7.2) fica reduzida a
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u

φ

θ

α

r

h

R

x

z

y

Figura 7.2: Configuração e posicionamento da cena de referência.

D(u) = D∗(u) +

π/2
∫

−π/2

B(α)

2π
∫

0

F (q(0, u), p(τ, α)) r cos(α) dτ dα (7.4)

7.1.3 Radiância direta

Supondo que a iluminação direta é devida a uma única fonte de luz no eixo vertical, à

uma distância muito grande, as radiâncias direta da bola e do disco são

B∗(α) = max(0 , β µ sin(α)) (7.5)

D∗(u)

{

δ µ se r ≤ u ≤ r

0 caso contrário
(7.6)
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onde β é o albedo da bola, δ é o albedo do disco e µ é um fator que depende da intensidade

da fonte de luz.

7.2 Discretização da solução referência

Para discretizar essas equações, dividimos o intervalo de variação [−φ/2 , φ/2] de α em

m passos, o intervalo [0 , R] de u em n passos, o intervalo [0 , 2π] de τ em k passos, e

substituimos as integrais (7.3) e (7.4) pelos somatórios (7.7) e (7.8).

B(αi) = B∗(αi) +

n
∑

j=1

D(uj)

k
∑

s=1

β F (p(0, αi), q(τs, uj)) uj στ σu (7.7)

D(uj) = D∗(uj) +
m

∑

i=1

B(αi)
k

∑

s=1

δ F (p(0, uj), q(τs, αi)) r cos(αi)σα στ (7.8)

onde σu = R/n, σα = π/m, στ = 2 π/k, αi = (i− 0.5) σα − π/2 , τs = (i− 0.5) στ , uj =

(j − 0.5) σu. Podemos escrever as equações (7.7) e (7.8) na forma matricial λ← η + R λ,

onde

η =



















b∗
1

..

b∗m
d∗

1

..

d∗

n



















R =



















0 .. 0 M11 .. M1m

.. .. .. .. .. ..

0 .. 0 Mn1 .. Mnm

N11 .. N1n 0 .. 0

.. .. .. .. .. ..

Nm1 .. Nmn 0 .. 0



















(7.9)

Nesta equação, como no Caṕıtulo 5, o vetor η representa a radiância direta, o vetor λ

representa a iluminação global e a matriz R representa a transferência de energia luminosa

pela cena. Cada elemento b∗i de η representa a radiância direta da esfera na latitude αi, e

cada elemento d∗

j representa a radiância direta no disco a uma distância uj do centro do

disco. Os elementos Nij e Mij denotam respectivamente

Nji = β

k
∑

s=1

F (p(0, αi), q(τs, uj)) (7.10)

Mij = δ
l

∑

s=1

F (q(0, uj), p(τs, αi)) (7.11)

Cada elemento Nji da matriz representa influência do anel j do disco em cada ponto do

anel i da esfera. Analogamente, Mij representa a influência do anel i da esfera em cada
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ponto do anel j do disco.

Uma vez computada a matriz R e o vetor η, a iluminação global pode ser calculada

através da iteração (5.8) até convergir.

7.2.1 Solução obtida

A solução de referência das equações (7.7) e (7.8) que usamos para validar nosso programa

está ilustrada na Figura 7.3. Os parâmetros utilizados foram R = 40, r = 5, h = 20,

β = δ = 0.9, µ = 0.9, n = m = k = 100. Os valores de bi e di foram obtidos com 100

iterações da recorrência (5.8).
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Figura 7.3: Os gráficos à esquerda referem-se aos pontos q(φ, u) no disco, em função da
distância u do centro. Os gráficos à direita referem-se aos ponto p(θ, α) na esfera, em
função da latitude α. Os gráficos mostrasm a radiância direta (no alto) a radiância total
(centro) e a radiância indireta (em baixo).
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7.3 Resolução com nosso software

No teste do nosso programa usamos bases de três tipos (radial, radial normalizada e

Shepard), com śıtios escolhidos como descrito na Seção 4.2.2. Usamos duas bases de cada

tipo (esparsa e densa), geradas com espaçamento ǫ = 3 e ǫ = 1 , respectivamente. Veja a

Figura 7.4.

(a) (b)

Figura 7.4: Centróides dos elementos (a) conjunto esparso (b) conjunto denso.

Os gráficos a seguir mostram as radiâncias calculadas pelo nosso programa. Calcu-

lamos com o nosso programa a radiância direta e a iluminação global utilizando bases

de três tipos: base radial, base radial normalizada e base de Shepard; com os centróides

acima. Após o cálculo da radiância como combinação da base, interpolamos a mesma nos

n × k pontos do disco e nos m × k pontos da bola, e calculamos por fim as médias das

radiâncias nos pontos do disco para cada raio uj e para cada ponto da bola segundo a

latitude αi.

As linhas grossas representam a estas médias. A linha fina representa a radiância ao

longo de um único meridiano θ = 0 na bola e ao longo de um único raio com azimute

φ = 0 no disco. Os gráficos à esquerda se referem ao disco e os gráficos à direita se referem

a bola.
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7.3.1 Base radial gaussiana
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Figura 7.5: Radiosidade da cena da Figura 7.1 calculada pelo nosso programa, usando
uma base radial com baixa densidade de śıtios.
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Figura 7.6: Radiosidade da cena da Figura 7.1 calculada pelo nosso programa, usando
uma base radial com alta densidade de śıtios.
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7.3.2 Base radial normalizada
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Figura 7.7: Radiosidade da cena da Figura 7.1 calculada pelo nosso programa, usando
uma base radial normalizada com baixa densidade de śıtios.
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Figura 7.8: Radiosidade da cena da Figura 7.1 calculada pelo nosso programa, usando
uma base radial normalizada com alta densidade de śıtios.
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7.3.3 Base de Shepard
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Figura 7.9: Radiosidade da cena da Figura 7.1 calculada pelo nosso programa, usando a
base de Shepard com baixa densidade de śıtios.



7.4. Considerações 50

-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

 0

 0.01

 0.02

 0  5  10  15  20  25  30  35  40

D-D*

D-D*

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

-1.5 -1 -0.5  0  0.5  1  1.5

B-B*

B-B*

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  5  10  15  20  25  30  35  40

D*

D*

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

-1.5 -1 -0.5  0  0.5  1  1.5

B*

B*

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  5  10  15  20  25  30  35  40

D

D

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

-1.5 -1 -0.5  0  0.5  1  1.5

B

B

Figura 7.10: Radiosidade da cena da Figura 7.1 calculada pelo nosso programa, usando
a base de Shepard com alta densidade de śıtios.

7.4 Considerações

Conforme podemos observar nos gráficos, as três bases fornecem aproximações razoavel-

mente precisas da radiância “correta”do disco e da bola. Nos três casos, a qualidade de

aproximação aumenta conforme a densidade dos elementos aumenta. No entanto, existe

uma diferença significativa quanto a qualidade.

Bases radiais proporcionam aproximações com erro relativamente baixo (Figura 7.6)

mas a solução apresenta pequenas oscilações que são visualmente percept́ıveis. A base

de Shepard também aproxima razoavelmente a função de radiância (Figura 7.10), porém
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possui oscilações mais pronunciadas com formato caracteŕıstico de degraus. A base radial

normalizada apresenta os melhores resultados - mais precisos e com menos oscilações.

Como vimos no Caṕıtulo 6, esta base de aproximação também é a que produz imagens

de melhor qualidade visual.



Caṕıtulo 8

Conclusões e trabalhos futuros

Neste trabalho estudamos e implementamos um método eficiente de aproximação para a

solução da equação de rendering utilizando o método de elemento finitos. Neste caṕıtulo

resumimos as principais conclusões, apresentamos algumas contribuições e apontamos

posśıveis direções para trabalhos futuros.

Eficiência: A eficiência do método deve-se a separação dos cálculos referentes à geome-

tria e dos cálculos referentes à iluminação direta, de modo que apenas estes devem ser

refeitos quando a iluminação da cena é alterada.

Complexidade: O cálculo dos fatores de visibilidade na equação (5.7) leva tempo

Θ(s n2). A pré-computação da matriz T leva tempo Θ(k n3), onde k é o número de

iterações do fluxo de luz, n é o número de śıtios e s é o número de objetos que compõem

a cena. Uma vez obtida a matriz T da cena, o custo para produzir cada imagem é Θ(n2)

para multiplicar a matriz T pelo vetor η e Θ(m n) para calcular a radiância dos m pixels

da imagem.

Comparação entre bases: Comparando as soluções obtidas com as três bases : a

base radial, a base radial normalizada e a base de Shepard com uma solução “exata”,

conclúımos que, embora as três bases produza o resultado correto quando o número de

elementos n tende para ∞, a base radial normalizada produz uma solução de melhor

qualidade visual (Caṕıtulo 6) e mais precisa (Caṕıtulo 7) para um mesmo n finito.
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Dentre as principais contribuições deste trabalho, temos:

Comparação: Este trabalho confirma que a base radial normalizada proposta por [11]

sem justificativa é a melhor alternativa. A comparação entre bases de elementos finitos

aplicada na radiosidade é uma das principais contribuições desse trabalho; pois observamos

que não há na literatura nenhum trabalho que compara bases de elementos finitos para a

radiosidade utilizando o método proposto.

Validação: A estratégia de validação proposta no Caṕıtulo 7 é uma contribuição inte-

ressante; pois esta pode ser utilizada para a validação de outros algoritmos de iluminação

global.

Quanto às possibilidades de extensão desta pesquisa, podemos citar:

Combinação com o traçado de raios: Na abordagem adotada neste trabalho apro-

ximamos a iluminação direta e indireta por meio do método dos elementos finitos. Uma

posśıvel melhoria poderia ser obtida se a iluminação direta não fosse representada pelo

MEF, mas sim pelo algoritmo de traçado de raios. Somente a iluminação indireta seria

aproximada pelo MEF, e somada à imagem gerada pelo traçado de raios.

Superf́ıcies não lambertianas: Conforme já discutido, o nosso programa trabalha

somente com superf́ıcies difusas. Essa limitação se deve ao uso de bases espaciais que

não conseguem representar a variação da iluminação em função da direção. Uma posśıvel

solução para esse impasse seria representar o fluxo de luz na cena por bases de elementos

φ(p, d) que depende tanto da posição p quanto da direção d, e possuem suporte limi-

tado tanto em p quanto em d. Para esse fim podemos combinar os elementos descritos

neste trabalho com os harmônicos esféricos ou bases radiais na esfera. Essa abordagem

permitiria o uso de superf́ıcies especulares e/ou lustrosas.



Apêndice A

Radiometria

A.1 Introdução

A radiometria é o campo da ciência que estuda a radiação eletromagnética (incluindo a

luz viśıvel) utilizando o modelo de part́ıculas. Neste modelo a luz é imaginada como um

fluxo de infinitas part́ıculas (fótons) infinitamente pequenas, cada qual carregando uma

quantidade fixa de energia, que é medida em joules. Neste apêndice apresentaremos os

conceitos da radiometria relevantes para este trabalho.

A.2 Fluxo radiante e densidade de fluxo por unidade

O fluxo radiante é uma quantidade de energia que transita por unidade de tempo, é medido

em joules por segundos (J/s) ou simplesmente em watts. Neste modelo a velocidade da

luz é infinita e o fluxo de fótons é estacionário (não varia com o tempo).

A densidade do fluxo radiante é definida como fluxo radiante por unidade de área, e

pode ser medido em watts por metro quadrado (W/m2). A densidade do fluxo que chega

em um dado ponto da superf́ıcie de um objeto sólido é denominado de irradiância e o

fluxo que sai é chamado de radiosidade. Veja a Figura A.1

A.3 Intensidade radiante

A intensidade radiante mede a densidade do fluxo radiante em uma determinada direção.

Mais precisamente, seja p um ponto em uma superf́ıcie e d uma direção. Seja A um

disco infinitesimal paralelo à superf́ıcie logo acima do ponto p e D uma densidade do

fluxo radiante (irradiância ou radiosidade) que atravessa A nas vizinhanças do ponto p.

Seja D′ a parte desse fluxo que consiste de fótons cujas direções estão dentro do cone C
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(b)(a)

Figura A.1: (a) Radiosidade (b) Irradiância.

raio area

Figura A.2: Ilustração do conceito de ângulo sólido.

na esfera S2 cujo eixo é a direção d. A intensidade radiante no ponto p e direção w é o

fluxo radiante D′ dividido pela área de A e pelo ângulo sólido de C. Lembramos que a

medida de ângulo sólido, em estereorradianos é a área definida pela intersecção do cone

C com a esfera S2 (Figura A.2.(b)). A intesidade radiante é medida em watts por metros

quadrados por estereorradianos ou simplesmente por watts por metros quadrado (W/m2).

A.4 Radiância

A radiância em um ponto p da superf́ıcie e na direção d é definida da mesma forma que a

densidade do fluxo radiante, mas dividida pela área de A projetada na direção do fluxo,

em vez da área real de A. Ver Figura A.3. Se θ é o ângulo entre a direção d e a normal
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de A, então a radiância é a intensidade radiante dividida por cos(θ).

A

θ

Ap

Figura A.3: Ilustração do conceito de área projetada

A radiância, assim como a densidade do fluxo radiante, é geralmente medida watts

por metro quadrado por esterradianos (W/m2/sr) ou simplesmente (W/m2).
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