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Resumo

A geracao de imagens fotorrealisticas é um desafio importante em computacao grafica.
Um ingrediente critico para a obtencao do realismo esta o modelo de iluminacao. Em
1986, Jim Kajiya apresentou uma equagao integral que define o fluxo de luz (radiosidade)
num ambiente de maneira precisa; contudo, até recentemente, os métodos conhecidos para
a resolucao dessa equacao tinham custo computacional e complexidade de implementacao
elevados. Em 2008, Jaako Lehtinen desenvolveu uma técnica relativamente simples e efi-
ciente para o calculo da iluminacao global em cenas virtuais, usando elementos finitos
definidos por pontos de amostragem. Neste projeto de Mestrado, implementamos esse
método, e comparamos o resultado usando trés tipos diferentes de bases: uma base ra-
dial, uma base radial normalizada e uma base de Shepard. Além da comparacao visual,
calculamos a radiosidade “exata” para uma cena simples e comparamos quantitativamente
esse resultado com os resultados do método de Lehtinen com cada uma das trés bases.
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Abstract

The generation of realistic images is a major challenge in computer graphics. A critical
ingredient for realistic rendering is the lighting model. In 1986, Jim Kajiya presented an
integral equation that precisely defines the light flow (radiosity) in a virtual environment;
however, until recently, the known methods for solving that equation had high computati-
onal cost and implementation complexity. In 2008, Jaako Lehtinen developed a relatively
simple and efficient technique for the computation of global illumination in virtual scenes,
using finite elements defined by sampling points. In this Masters project, we implemented
that method, and compared the results using three different types of bases: a radial basis,
a normalized radial basis, and a Shepard basis. Besides visual comparison, we computed
the “exact” radiosity for a simple scene and compared quantitatively that result with the
results obtained by Lehtinen’s method with each of the three bases.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Contextualizacao e Motivacao

Um dos grandes desafios da computacao grafica é a geragao de imagens fotorrealisticas;
ou seja, geracao de imagens a qual o observador nao consegue distinguir se a imagem ¢é
uma fotografia real ou se foi gerada pelo computador. Imagens fotorrealistas tem muitas
aplicagoes préticas, principalmente em arquitetura (projeto e avaliacao de iluminagao em
ambientes internos), na industria cinematografica (animacoes e efeitos especiais) e no
desenvolvimento de jogos.

Um dos fatores que mais influenciam na obtencao do realismo é a maneira como a
interacao da luz com os objetos da cena é simulada. Quanto mais fiel essa simulacao
maior serd o realismo da imagem. No entanto, quanto mais fiel é a simulagao mais tempo
e desempenho sao necessarios. A maioria dos programas graficos interativos usam um
modelo bem simples para essa interacao, em que cada objeto é iluminado como se fosse
o unico presente na cena. Neste modelo local os objetos nao projetam sombras uns nos
outros, ver Figura 1.1.

Figura 1.1: Imagem sintética utilizando um modelo simples de iluminagao[1].



1.1. Contextualizacao e Motivagao 2

A técnica de tragado de raios [24] usa um modelo mais elabolado para essa interagao
da luz com a cena, que permite simular sombras de miltiplas fontes de luz e efeitos como
a transparéncia e reflexao espelhada, como ilustrada na Figura 1.2.

Figura 1.2: Imagem sintética utilizando a técnica de tragado de raios [2].

Imagens ainda mais realistas podem ser obtidas por um modelo de iluminacao global,
onde a iluminagao de cada objeto é influenciada por todos os objetos, como ilustrado na
Figura 1.3.

Figura 1.3: Imagem sintética utilizando radiosidade, gerada pelo nosso programa.

Modelos que simulam o fluxo da luz de maneira fiel sao quase impraticaveis em tempo
real. As trés principais dificuldades em simular o transporte da luz em tempo-real sdo: 1)
a complexidade do comportamento das superficies perante a iluminacao; 2) a integragao
da luz incidente em todas as diregoes para cada ponto; 3) efeitos de sombreamento, que
requer muitos calculos de interseccgao.

Avancos recentes no desempenho de processadores e placas graficas vem possibilitando
o uso de modelos de iluminagao global em tempo real. Um exemplo é técnica PRT
(Precomputed Radiance Transfer) [20, 21, 22, 13, 9, 17], que consegue obter imagens
realistas em tempo real por meio de uma pré-computagao.
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A solucao eficiente do problema da iluminacao global, e em particular a técnica PRT,
envolve uma gama consideravel de areas correlatas, como 6tica fisica, computagao grafica,
estruturas de dados, analise numérica e geometria computacional. Neste trabalho explora-
ramos um conjunto significativo de técnicas oriundas destas diferentes areas, enriquecendo
e potencializando o trabalho.

1.2 Objetivo da dissertacao

O foco deste trabalho é estudar métodos computacionais para representacao e calculo do
fluxo da luz indireta em ambientes com superficies difusas. Especificamente, o objetivo é
comparar diferentes bases, como base radial, base radial normalizada e base de Shepard
dentro da metodologia de elementos finitos proposta por [11, 10]. Este é um tema de
pesquisa bastante atual [7, 14, 19, 23].

Conforme observamos neste trabalho esta escolha afeta substancialmente a qualidade
das imagens e a eficiencia do célculo.

1.3 Organizacao

Esta dissertacao estd organizada em oito Capitulos e um Apéndice. O Capitulo 1 faz
uma apresentagao dos objetivos e justificativas do trabalho. O Capitulo 2 descreve o
modelo global de iluminacao e a equagao de rendering. No Capitulo 3 apresentamos a
fundamentagao tedrica do método de elementos finitos. No Capitulo 4 esses conceitos
sao aplicados a modelagem de fungoes que surgem no calculo radiosidade. O Capitulo
5 mostra como utilizar o método de elementos finitos para resolver a equacao rendering.
No Capitulo 6 apresentamos algumas imagens geradas por essa abordagem. No Capitulo
7 comparamos os resultados obtidos pela nossa implementacao em uma cena simples com
uma solucao referéncia. As conclusoes do trabalho e os possiveis tépicos de pesquisas
futuras sao o tema do Capitulo 8.

No Apéndice A colocamos uma revisao dos conceitos basicos da radiometria, a teoria
fisica que fundamenta a sintese de imagens por radiosidade.



Capitulo 2

Modelos de Iluminacao

2.1 Introducao

O principal objetivo de qualquer modelo de iluminacao é simular o transporte e a interagao
da luz com o ambiente. Os modelos de iluminacao podem ser classificados em dois grupos:
modelos locais [15, 6] e modelos globais[20, 24, 16, 7, 4]. Os modelos de iluminagao local
consideram cada elemento infinitesimal da cena de modo independente. Cada elemento é
iluminado como se fosse o tinico presente no ambiente, de modo que a sua cor aparente
nao ¢ influenciada pelos objetos adjacentes. Ja os modelos de iluminagao global procu-
ram representar outros fenomenos como a reflexao, iluminacao indireta e sombras, que
dependem da interacao entre duas ou mais partes distintas da superficie. Os modelos de
iluminagao global produzem imagens mais realistas, mas tém maior custo computacional.

2.1.1 Interacao da luz com a superficie

Modelos de iluminacao realistas devem respeitar as leis basicas da otica fisica, como por
exemplo a lei da conservacao de energia

Li=1,+1,+1, (2.1)
onde
I;: energia luminosa incidente no elemento.
I,.: energia refletida ou espalhada pelo elemento.
I;: energia transmitida através do elemento.

1,: energia absorvida pelo elemento.
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sendo que essas quantidades nao podem ser negativas.

Tanto a luz refletida quanto a luz transmitida pelo elemento podem ter sua direcao
desviada em varias diregoes. Para a luz refletida, ha dois tipos extremos de superficie:
superficie refletora ideal e difusora ideal. A superficie refletora ideal ou espelhada reflete
a luz incidente em uma unica direcao (Figura 2.1.(a)). A superficie difusora ideal ou
Lambertiana espalha a luz em todas as direcoes de modo que a superficie aparenta ter a
mesma cor vista de qualquer diregdo (Figura 2.1.(b)). Uma superficie lustrosa tem com-
portamento intermedidrio, ela espalha a luz em varias diregoes, mas predominantemente
nas diregoes proximas da direcao refletida, como ilustrado na Figura 2.1.(c). Em geral,
superficies reais sao uma combinacao desses varios tipos: parte da luz é refletida, parte é
espalhada de modo lambertiano e parte de modo lustroso. (Figura 2.1.(d)). Consideracoes
analogas valem para luz transmitida.

O comportamento de uma superficie pode ser bastante complexo. Por exemplo, su-
perficies cheias de cavidades pequenas, como certas rochas porosas e peliculas de tintas
refletoras (conhecidas como “olho de gato”) espalham uma fracdo maior de luz na diregao
da fonte luminosa, como pode ser observado na Figura 2.1.(e). A representagao precisa
do comportamento de superficies pode exigir modelos bastante complicados como séries
de harmonicos esféricos [3, 12].

normal

luz incidente luz incidente luz incidente

luz refletida

hi luz refletida | oz refletida
/ ' ) /
/ ’ ' l / (
/ 7/ 1 J
// //,/////{V “////
Z Z > .
(a) (b) ©

luz incidente y

!
A 1 4 luz refletida

l//

Figura 2.1: Tlustragao do comportamento de um raio incidente. (a) Superficie especular
ideal (b) Superficie difusora ideal (c) Superficie semi-polida ou lustrosa (d) Combinacao
das anteriores (e) Superficie “olho de gato”. O comprimento de cada seta tracejada é
proporcional a radiancia na dire¢ao da seta.
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2.2 A equacao de rendering

O transporte da luz no ambiente (fluxo de energia luminosa) em cenas compostas por
superficies de natureza arbitraria é descrito pela equacao de rendering, formulada em
1986 por J. Kajiya [8]. Ela é uma equagao integral

L(p,u) = E(p,u) + /C Bpp— ¢ u)L@p — QV.0Cw g dg  (2.2)
onde

C ¢ a superficie da cena;

p e q sao pontos na superficie da cena, ver Figura 2.2 ;
u é uma diregdo arbitrdria (um vetor unitdrio do R?);
p — q direcao de ¢ para p, e

L(p,u) é a func¢ao de radiancia que fornece a intensidade aparente da luz (prépria
mais refletida) emitida por um ponto p da superficie quando vista da diregao u;

E(p,u) é a funcao de emissao que fornece intensidade aparente da luz gerada pelo
ponto p da superficie e emitida na direcao wu;

B(p,p — q,u) é a fungao bidirecional de distribui¢ao de radiincia (FBDR), que diz
qual fracao da luz incidente no ponto p da cena, vinda da direcao p — ¢, é re-emitida
na direcao u;

V(p,q) é a funcgdo de visibilidade, que retorna 1 se p é visivel a partir de ¢, e 0 caso
contrario.

G(p,q) é o fator geométrico entre os elementos de superficie nos pontos p e gq.

Na geracao de imagens sintéticas, todos os fatores desta equacao sao conhecidos, exceto
a funcao de radiancia L. O objetivo é calcular a fun¢ao L(p, u) para cada ponto p da cena
visivel na imagem a ser gerada, onde u ¢ a direcao do ponto p para o observador.

Informalmente, a radiancia de um ponto na superficie de um objeto é a intensidade
aparente da luz emitida por uma parte da superficie. A radiancia pode variar de acordo
com a direcao de onde a superficie esta sendo observada, e da faixa de comprimento de
onda (canal de cor). Uma defini¢ao formal de radiancia e outros conceitos da radiometria
sao apresentados no Apéndice A.
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-~
................... .
) /q\

Figura 2.2: Parametros da equagao de rendering na forma superficial.

O fator geométrico G(p, q) consiste do produto de dois fatores H(p,q) e K(p,q). O
fator H leva em conta o fato de que a luz que vem da direcao p — ¢ é distribuida sobre
uma area maior ou menor da superficie no ponto p, dependendo da inclinagao entre p — ¢
e da direcao 7(p) normal & superficie no ponto p, segundo a férmula

H(p,q) = max{0,7(p) - (p — q)} (2.3)

O fator K leva em conta o angulo solido aparente do elemento de superficie dgq visto de
p. O fator K depende da normal 7i(g) no ponto ¢, da diregdo p — g de ¢ para p e da
distancia entre os dois pontos; segundo a férmula

K(p, q) _ maX{O 7|Z(z)q|(2q - p>}

(2.4)

Nos dois casos, a normal 77 aponta para fora do objeto.

2.2.1 Forma direcional da equacao de rendering

A equacado (2.2) pode ser chamada de forma “superficial” da equagao, pois a integral é
feita em relacao ao ponto ¢, sobre toda a superficie C da cena. Note que a direcao p — ¢
é funcao de p e ¢. Ha uma outra forma “direcional” da equagao de rendering, em que a
integral é feita em relacdo a direcdo v, sobre a esfera unitdria S (o conjunto de todas as
diregoes).

L(p7u) = E(p7u)+ 2ﬁ(p,U,U)L(pT U7_U)H(p7pT U)dU (25)

S

Nesta férmula, o ponto ¢ da féormula (2.2) passa a ser uma funcdo p T v do ponto p e da
direcao v, definido como sendo o primeiro ponto da superficie da cena encontrado por um
raio que sai de p na diregao v, ver Figura 2.3. Note que, nesta formulacao, nao existe mais
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o fator V(p, q¢) (que agora estd embutido na fungao p T v). Além disso, estd féormula nao
inclui o fator K(p, q), pois a integral é sobre o elemento de angulo sélido dv (ver apéndice
A) e nao sobre o elemento de superficie (dg); mas inclui o fator H(p,p T v)).

\i.
m """""""""" /._\
P ptv

Figura 2.3: Parametros da equagao de rendering na forma direcional.

Nas duas formulacoes, a equacao de rendering vale para luz monocromatica ou com
uma faixa estreita de comprimento de onda, dentro da qual a FBDR de cada ponto pode
ser considerada constante. Para luz e/ou superficies coloridas, a equagao se aplica a cada
faixa do espectro.

A equagao de rendering nao leva em conta certos fenomenos da 6tica, como a difragao e
interferéncia, polarizagao, fluorescéncia e etc. Felizmente estes fenoménos sao inexistentes
ou pouco aparentes na maioria das aplicagoes da sintese de imagens.

2.3 Formulacao por operadores funcionais
A equacgao de rendering pode ser escrita como um equacao do calculo funcional
L=F+RL (2.6)

onde L e F sao as fungoes de radiancia e emissao definidas na Secao 2.2, e R é o operador
de transferéncia, que transforma uma funcao qualquer ' de CxS? — R em outra funcao
de CxS? — R; segundo a férmula

(RF)(p,u) = / B(p,v,u)F(p 1 v, —v)H(p,v) dv (2.7)

na forma direcional, ou

(RF)(p,u) = /C B(pp — 0,0 F(q.p — OV (p, )C(p,q) da (2.8)
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na forma superficial.
A solugao da equagao (2.6) pode ser escrita

L=(Z-R)E (2.9)

Onde Z é o operador identidade e ( )~! denota o operador inverso. Em condigoes fa-
voraveis, vale a formula de Neumann

ZT-R)'"=Z+R+R*+R*+---) (2.10)

No caso da equacdo de rendering, cada termo R* da série de Neumann representa a
contribuicao do fluxo luminoso devida a luz que interagiu k vezes com a superficie da
cena antes de ser observada.



Capitulo 3

Método de Elementos Finitos

Antes de considerar o problema especifico do cédlculo da radiosidade, vamos descrever
suscintamente o Método de Elementos Finitos (MEF), uma das principais ferramentas
numéricas para obter solugoes aproximadas de equagoes funcionais.

Neste capitulo vamos considerar que as fungoes a serem aproximadas sao definidas em
algum dominio I' e tem valores em algum espago vetorial V. E facil ver que o conjunto
de tais funcgoes, que denotaremos por I' — V também é um espaco vetorial.

3.1 Aproximacao numérica

Se I' é um conjunto infinito e V nao é trivial, o espago I' — V tem dimensao infinita, e nao
é possivel representar um elemento genérico desse espago no computador. Isto também se
aplica a muitos sub-espacos interessantes de I' — V, como por exemplo fungoes continuas,
funcgoes diferenciaveis, etc. Portanto, para fins computacionais, temos que substituir uma
funcéo genérica F do espaco de interesse F C T' — V por uma aprozimacio F escolhida
em algum sub-espagco A C I' — V com dimensao finita.

A qualidade da aproximacéo pode ser medida pelo nimero || F—F||, onde |.|| é qualquer
norma definida sobre o espaco F. A funcio F — F é chamada de erro de aprozimacaio.

3.1.1 Bases de aproximacao

Lembramos que uma base de um espago vetorial W é uma lista ¢1, ¢o, ..., ¢, cujos elemen-
tos sao linearmente independentes, e tais que todo elemento de w € W pode ser obtido por
uma combinagao linear ) ., a;¢; com coeficiente reais ay, as, ..., a,. Se ¢ = (¢1, Pa, ..., )
¢ uma base de A, a aproximacao F pode ser representada no computador pelo seus n
coeficientes aq, as, ..., a,.

10
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3.2 Aplicacoes de espacos de aproximacao

3.2.1 Interpolacao

Uma aplicacao bésica de espacos de aproximacao é a interpolacao de dados discretos.
Neste problema, sao dados n pontos x1,xs,..,z, do dominio I' e n valores associados
Y1, Y2, -, Yn do espaco V . O objetivo é encontrar uma fungao B € A que interpola os
pares (z;,v;), tal que:

B(z;) =y para todo . (3.1)

Se A é descrito por uma base ¢ = (¢1, @9, ...¢0,), temos que encontrar as, as, ..., a, tais
que Y o, a; ¢;i(x;) = y; para todo j. Isto é equivalente a resolver o sistema linear

Za=y (3.2)
onde a matriz Z registra a influéncia de cada elemento ¢; no ponto z;, ou seja

Zij = ¢i(z;) (3.3)

3.2.2 Bases interpoladoras

Uma base ¢1, ¢, ..., ¢, € interpoladora para os pontos 1, s, ....x, Se e somente se:

1 sev=3 (3.4)

0 caso contrario

onay) = {

Para essa base, os coeficientes a; que satisfazem (3.1) sao idénticos aos valores y; associados
aos pontos centrais; isto é, a matriz Z é a identidade.

Dada qualquer base de elementos finitos ¢1, ¢o, ..., ¢, € um conjunto de pontos X =
{1, 29, ...,2,} € T', podemos em geral definir uma base interpoladora ¢A1, (b}, - <;§n para
X, onde cada elemento gz§, é uma combinacao linear dos elementos ¢;

oi(x) =Y Uijoy() (3.5)
J
onde U é a inversa Z~! da matriz Z da base ¢.

3.2.3 Aproximacgao por quadrados minimos

Quando o numero de pontos é maior que o numero de valores associados, ou os dados
(x;,y;) sao conflitantes, o problema de interpolagao geralmente ndo tem solugao. Neste
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caso pode-se usar o método de aprorimacao por minimos quadrados, que procura encon-
trar uma funcao que passa o mais préximo possivel dos valores y;. Mais precisamente, o
método encontra uma aproximagao F que minimiza a soma dos quadrados das diferencgas
entre a funcao aproximada e os valores amostrados.

S IF @) -l (3

Este problema também recai na solucao de um sistema de n equacoes e n incognitas
Va=bonde V=2"7Zeb=2"y. A matriz Z é a matriz da férmula (3.3) e Z7 ¢ sua
transposta.

3.2.4 Bases particao da unidade

Dizemos que uma base ¢1, @2, ..., ¢, € uma particao da unidade se e somente se
¢i(z) =0 (3.7)

para todo 72 e todo x € I
> dilz) =1 (3.8)
i=1

para todo x € I'. Esse tipo de base tem a propriedade de suavizacao; para todo x € T,
vale

Amin Z Z@z@(fp) Z Amaz (39)
=1

onde ain,dmaez S20 0 Minimo e maximo dos coeficientes de a.
Para cada base ¢1, ¢9, ..., ¢, com ¢;(x) > 0, podemos definir uma base partigao da
unidade ¢1, @9, ..., associada, pela formula
- ¢i(x)

¢ix) = S 6(0) (3.10)

3.2.5 Meétodo de projecao

Discutiremos agora o método de projecao, uma técnica geral para resolver equacoes inte-
grais, tais como a equagao (2.2) usando espagos de aproximagao. Seja a seguinte equagao
integral genérica sobre um certo dominio I'

F=B+KF (3.11)
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onde B : I' — R é uma funcao conhecida, F' : I' — R ¢é a funcao desconhecida a
determinar, e IC é um operador integral

KF(z) = /F K (z,y)F(y)dy (3.12)

definido por uma funcao conhecida K de I'xI" — R (o nicleo do operador). O método
de projecao consiste em aproximar a solucao exata F' da equacao (3.11), que pertence ao
espago I' — R de dimensao infinita substituindo-a por sua proje¢ao (aproximagao Gtima)
num sub-espaco de fungoes A C I' — R .

Para especificar ' completamente precisamos definir o que é uma aproximacao étima.
O mais natural seria minimizar a norma do erro da aproximacio |F(z) — F(z)||. En-
tretanto este critério nao pode ser usado pois F' nao é conhecida. Por esse motivo, a
métrica usada em geral é a “discrepancia” observada na equacao integral (3.11) quando
substituimos F por F. Ou seja, a melhor solucao, nesse espaco de funcao, é definida como
sendo aquela que minimiza alguma norma do residuo

r*=F — (B+KF) (3.13)

3.2.6 Metodo de Galerkin

O residuo 7* pode ser quantificado de varias maneiras. Na variante conhecida como método
de Galerkin exigimos que o residuo r* seja ortogonal ao espaco de aproximacao A, ou seja,
ortogonal a todas fungdes ¢; da base em algum produto escalar (F', GG) definido sobre F.
Uma escolha comum é

(F,G) = /FF(:l:)G(z)dx (3.14)

A condig¢ao de Galerkin pode ser escrita entao
(g, ") =0 i=1...n (3.15)
Expandindo as defini¢oes de r*, F e K temos, para todo i em 1...n
:»<¢Z-,F—ICF—B>:0 (3.16)
= (65, F) = (64, KF ) = (91, B) = 0 (3.17)

= <¢i, Zaj¢j> - <¢i, ICZajgbj> —{¢i, B) =0 (3.18)
j=1 Jj=1

= a; (¢, &) — Y a; (¢i, Koj) — (¢, B) =0 (3.19)
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A equagao (3.19) pode ser escrita em forma matricial

j=1
onde
My = (60, 05) = [ 0iw)0y(a) d (321
r
Ny = (65, Ki5) = [ e [ Klz,)o)dyda (3.22)
r r
b = {(¢;, B) = / ¢i(z)B(x) dx (3.23)
r
Desta forma o problema reduz-se ao sistema de equacoes lineares:

(M —N)a=1b (3.24)
onde a = (ay,...,a,) e b= (by,...,b,). Em principio, a solugao do sistema (3.24) pode
ser escrita

a=(M—N)"b (3.25)

Porém, se os elementos ¢; da base sao ortogonais, ou tem suporte pequenos, a matriz
(M — N) é esparsa; enquanto que (M — N)~! geralmente é cheia. Por essa razao, na
radiosidade cldssica a inversa nao é calculada, e o sistema (3.24) ¢ resolvido por métodos
iterativos. Portanto, a escolha da base de aproximacgao ¢ afeta a eficiéncia deste método.

3.3 Bases de elementos finitos

O suporte de uma funcao F' de I' — V denotado por sup F' é o conjunto de pontos x de
' onde F(z) é diferente de 0.

Uma base de elementos finitos é uma base ¢ = {¢1, ¢o, ..., } para um espago de
aproximacao A tal que o suporte de cada ¢; é um subconjunto pequeno e compacto de
I'. O significado de “pequeno” depende do contexto, mas de modo geral significa que a
medida (comprimento, drea, volume, etc.) de sup ¢; é da ordem de % da medida de T'.
Obviamente, a uniao dos suportes dos elementos da base ¢ deve cobrir todo os pontos de
I' onde a funcao F' pode ser diferente de zero. O uso de bases de elementos finitos em
aproximacao de fungdes é chamado de método de elementos finitos (MEF).
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3.3.1 Base de elementos finitos definidas por pontos

Neste trabalho, usaremos uma classe especial de bases de elementos finitos, as bases
definidas por pontos. Em uma base ¢ desse tipo, cada elemento finito ¢; possui um ponto
central x;, que é um ponto localizado aproximadamente no centro do seu suporte; sendo
os elementos ¢; definidos a partir dos pontos x;, por uma férmula geral.

3.3.2 Base radial

Uma base radial [5] é uma base ¢1, ¢s... ¢, formadas a partir de uma tnica fungao-mae
U (mother function) de R para R aplicada a distancia do ponto x ao ponto z; de um
conjunto finito de pontos x1, xs....,x,; ou seja

¢i(x) = (|, zi]) (3.26)

onde |p,¢q| denota uma medida da distancia entre os pontos p e ¢. Em nosso trabalho
utilizamos como funcao-mae a fungao sino gaussiano

() = exp(—2 (7)) (3.27)

27"0

onde rg é um parametro que determina o raio efetivo do suporte. Embora W(r) seja
matematicamente positiva para todo r, na pratica ela pode ser considerada nula para
todo r > 4.

Em geral, bases radiais nao sao nem interpoladoras e nem particao da unidade. Alguns
elementos de base radial podem ser visualizado na Figura 3.1 e uma funcao interpolada
por bases radiais pode ser visualizada na Figura 3.4.(a).

3.3.3 Base radial normalizada

Se aplicarmos a férmula (3.10) a uma base radial obtemos uma base radial normalizada,
onde cada elemento ¢; é definido pela férmula

()
S (e 2]

Esse tipo de base nao é interpoladora, porém ¢é uma base particao da unidade. Alguns

¢i() (3.28)

elementos da base radial normalizada podem ser visualizado na Figura 3.2 e uma fungao
interpolada pela base radial normalizada pode ser visualizada na Figura 3.4.(b).
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1.2

1L
0.8
0.6 |
04 |
0.2}

0

2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 3.1: Elementos de uma base radial para os pontos z; indicados no eixo horizontal.

3.3.4 Bases de Shepard

Em uma base de Shepard [18], na sua férmula mais geral, cada elemento ¢; é definido

pela férmula
w(z, x;)

> w(@, zj)
onde w é uma fungdo nao-negativa, tal que w(z,x;) tende ao infinito quando x tende

a x;. FKEssa propriedade implica que a base de Shepard é interpoladora e particao da
unidade. Usualmente, escolhe-se w como sendo uma poténcia £ > 0 da inversa da distancia

o) = (3.29)

Euclidiana 1

A Figura 3.3 mostra alguns elementos de bases de Shepard. A Figura 3.4.(c) ilustra uma
funcao interpolada por uma base de Shepard.
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1.2

1k
0.8
0.6 |
04t
0.2}

0

2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 3.2: Elementos de uma base radial normalizada para os pontos z; indicados no
eixo horizontal.

2 -1 0 1 2 3 4 5 6 2 -1 0 1 2 3 4 5 6
() (d)

Figura 3.3: Um elemento da base de Shepard com diferentes valores de k para os pontos
x; indicados no eixo horizontal. (a) k=05 (b) k=1 (c) k=2 (d) k = 3.
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(©)

Figura 3.4: Tustragdo do resultado da interpolacao utilizando (a) base radial gaussiana
(b) base radial normalizada e (c) base de Shepard com k = 2.



Capitulo 4

Método de Elementos Finitos para a
Radiosidade

4.1 Introducao

A equacao de rendering (2.9) e a férmula de Neumman (2.10) podem ser aproximadas
por meio do método de elementos finitos. Isso significa representar as fungoes F, L e o
operador R em termos de uma base de fungoes apropriada. Para isso, necessitaremos do
conceito de sitio e de uma fungao que estime uma distancia entre os sitios.

4.1.1 Sitios

Um sitio é um par p = (p,p) onde p é um ponto do R? e 7 é um vetor unitdrio do R3.
Um sitio p é um sitio da cena se p esta na superficie de algum objeto da cena e p é o vetor
normal dessa superficie no ponto p, apontando para fora do objeto.

4.1.2 Distancia entre sitios

Os métodos de interpolacao que usaremos neste trabalho dependem de uma medida de
distancia entre dois sitios p,q. A métrica que usaremos (denotada por ||p, ¢||) leva em
consideracao tanto a distancia entre as localiza¢oes quanto a diferenca entre as normais:
p — g
Ip, qll = =—— (4.1)
p*q
onde px g =max{0, p- ¢} e p- ¢ é o produto escalar entre as duas normais. A diferenca
entre a férmula (4.1) e a distancia euclidiana |[p — ¢| encontra-se ilustrada na Figura 4.1.
Vale notar que ||p, ¢|| ndo é uma métrica pois nao satisfaz a desigualdade triangular

19
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(a) (b) (©

Figura 4.1: Distancia euclidiana entre pontos (a) distancia entre sitios sensivel a normal
(b) para uma cena simples (c). A cor da superficie de cada ponto ¢ é obtida por meio
da férmula 1/(1 + [p — ¢|) na Figura 4.1(a) e 1/(1 + ||p, q||) na 4.1(b), onde p é o sitio
marcado com um X.

o, qll < |lp, 7|l + [, 4| (4.2)

Entretanto, este defeito nao impede seu uso na definicao das bases de elementos finitos
que usamos neste trabalho (Secao 3.3).

4.2 Base de elementos finitos para radiosidade

4.2.1 Modelagem de fungoes de radiancia

Neste trabalho usaremos a técnica introduzida por Jaakko Lehtinen et al. [10, 11] para
modelar fungoes de radiancia como L e E. Nessa técnica, ambas func¢oes sao aproximadas
por combinagoes lineares

L(p) = Z i 9i(p) (4.3)
E(p) ~ Z 1 6i(p) (4.4)

onde cada ¢; é uma funcao real definida sobre os sitios da cena, e Ay, .., A, s@o coeficientes
reais da funcao de radiancia L e 7y, .., 1, sao os coeficientes da funcao de emissao F.
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4.2.2 Elementos finitos sobre sitios da cena

No contexto da radiosidade, um elemento finito é uma funcao ¢; definida sobre os sitios
presentes na superficie da cena, que é diferente de zero apenas para um conjunto de sitios
de tamanho pequeno. Ou seja, para cada ¢; devem existir um sitio p; e um real r;, tais
que

¢i(q) =0 sellp; — qf =i (4.5)

Com estas observacgoes, os conceitos do Capitulo 3 aplicam-se diretamente a funcoes de
sitios; incluindo o conceito de interpolacao.Veja a Figuras 4.2.

Como observado na Segao 3.2.5, o cdlculo da fungdo aproximante L(p) pela férmula
(4.3) exige que sejam calculados apenas os elementos ¢; cujos suportes incluem p, ou seja,
tais que ||[p — pi|| < r;. Portanto quanto menores forem os parametros mais eficiente sera
o calculo de L.

Por outro lado, como observado na Segao 3.3, os suportes das bases ¢; devem cobrir
varias vezes toda a superficie da cena.

(b)

Figura 4.2: Interpolagao da fungao de radiancia L pelo método de elementos finitos. (a)
centréides p; dos elementos ¢; da base de aproximagao (b) interpolagao da fungao de
radiancia.
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Na modelagem baseada em sitios, a base ¢; é definida implicitamente pela escolha dos
pontos p; (centrdides) e pela escolha do raio r;. Neste trabalho usamos as bases descritas
na Secao 3.3 adaptadas para o dominio dos sitios da cena, e utilizando a distancia entre
sitios em vez da distancia euclidiana.

4.2.3 Base radial

A base radial utilizada na radiosidade é a mesma apresentada na Segao 3.3.2

¢i(p) = Y(llp, pill) (4.6)

Como fungao ¥ usamos o sino gaussiano

1 r

U(r) = exp(—§(r—i)2) (4.7)

Esta funcao vale 1 no ponto p; e praticamente 0 quando r > 4r;. Um elemento da base
radial pode ser visualizado na Figura 4.3.

Figura 4.3: Um elemento da base radial.

Para evitar o custo de calcular o exp(r) a funcao sino gausiano pode ser aproximada pela
funcao

r {27’3—37"2+1 ser <1 (48)

0 ser>1

A Figura 4.4 apresenta o comportamento da fungao K para sitios sobre um plano.
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Figura 4.4: Aproximagao da fungao sino gaussiano.

4.2.4 Base radial normalizada
Usamos a base radial normalizada da férmula (3.10), utilizando como fungao-mae
V;(p) = K;(Ip, p;]) max(0, p.p;) (4.9)

onde K; é a fungao da férmula (4.8). Um elemento dessa base pode ser visualizado na
Figura 4.5.
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Figura 4.5: Um elemento da base radial normalizada.

4.2.5 Base de Shepard

A base de Shepard para a radiosidade segue a definigao da Secao 3.3

Y([lp, pill)

¢i(p) = == (4.10)
Zj:l Y (|lp, psl)
Como funcao ¥ podemos usar o inverso do quadrado da distancia entre sitios.
(P — (4.11)
pDill) = 79 .
1, pil|>

Um elemento da base de Shepard pode ser visualizado na Figura 4.6.

4.2.6 Escolha dos elementos

Em qualquer destas bases, a qualidade da aproximagao requer uma distribuicao adequada
dos centréides p; sobre a superficie da cena.

No nosso programa, os centréides sao escolhidos por um processo de amostragem que
tenta levar em consideracao a importancia relativa de diferentes partes da cena para a
imagem final. Para atingir esse objetivo, geramos inicialmente um conjunto de sitios P
tracando raios a partir da posicao do observador em diregao a cena através de uma grade
regular. Em seguida ampliamos este conjunto P gerando raios secundérios que simulam
o fluxo da luz entre partes da cena. Ou seja, para cada sitio p ja amostrado, tracamos um
raio pseudo-aleatorio saindo de p cuja diregao estéd proxima da normal p’ e adicionamos ao
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Figura 4.6: Um elemento da base de Shepard.

conjunto P o pontos de interseccao desse raio com a cena, com a sua respectiva normal.
Repetimos este processo um numero especifico de vezes e periodicamente “podamos” o
conjunto P eliminando sitios de modo que nao existam pares p, ¢ € P tal que ||p, q|| < A;

para um dado A. Veja a Figura 4.7.
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Figura 4.7: Conjunto de sitios
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4.2.7 Escolhendo o valor do raio

Uma vez escolhidos os centrodides p;, o préximo passo € escolher o valor do raio r;. Para
cada sitios p; do conjunto final de sitios, calculamos r; como sendo o raio da regiao
que contém os m sitios mais proximos de p;, onde m é outro parametro do algoritmo.
Geralmente usamos m = 10.



Capitulo 5

Radiosidade pelo método de
elementos finitos

5.1 Introducao

Como vimos no Capitulo 4, as fungoes que ocorrem na equagao de rendering, como a
L e a E, podem ser eficientemente aproximadas por bases de elementos finitos. Neste
capitulo consideraremos a discretizacao dos operadores de transférencia R e de rendering

(T-R).

5.2 Computando o operador de transferéncia

A discretizacao do operador R produz a matriz de transferéncia de radiancia R que deve
ser multiplicada pelo vetor de coeficientes A da funcao L para produzir os coeficientes
da funcao R L. Cada elemento R;; representa a influéncia da luz emitida ou espalhada
pelo elemento ¢, na iluminacao do elemento ¢;. Desse modo, uma coluna k da matriz
R descreve a influéncia do coeficiente do elemento ¢ na radiancia indireta de primeira
ordem da cena (devida aos fétons que interagiram apenas uma vez com a superficie)
discretizada na base ¢. Veja a Figura 5.1.

Na abordagem proposta por Jaakko Lehtinen et al. [10, 11] a matriz de transferéncia
R pode ser aproximada tomando-se o centrdide p; de cada elemento ¢; como um ponto
representativo de todo o elemento. Essa abordagem leva a férmula

Ry = BW;) V(Dr: D) F Pk, pj) A (5.1)
onde

B(pj) € o albedo da cena no ponto p; (definido na Secao 2.2).

27
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V (pk, p;) € o fator de visibilidade entre pjy, e p; (1 ou 0; definido na Secao 2.2).
F(pk,pj) é o fator de forma entre os sitios py, e p; (definido na Secao 5.2.1).

Ay é a area efetiva do elemento ¢y (definida na Secao 5.2.2).

(a) (b)

Figura 5.1: Discretizacdo do operador de transferéncia R. (a) uma cena 3D (b) A in-
fluéncia de um elemento ¢; (cujo centro p; estd indicado pelo X) na iluminagao da cena.

5.2.1 Fator de forma

O fator de forma F(py,p;) descreve a eficiéencia do transporte de luz do sitio p; para p;.
Sejam s; e s; dois elementos infinitesimais da superficie da cena, centrados respectiva-
mente em py, e p; (veja a Figura 5.2). O fator de forma é a quantidade de luz emitida ou
espalhada por s que incide em s; dividida pelas dreas de s, e s;.

Supondo que s; é lambertiano, o fator de forma é dado pela férmula

(ve; * Pi) ((—vks * Pj)) (5.2)

F(p;.p) =
(pj, pr) m
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Pj
pj
NNy 7@
\ ‘\ ‘\ // /U{ Sj
pET dk]
Dk )/
Sk

Figura 5.2: Célculo do fator de forma F'(py, p;).

onde
di; € a distancia euclidiana entre py, e p;.
vg; € a direcao de py, para pj.

u * v é o valor maximo entre 0 e u . v.

5.2.2 Area efetiva

A contribuicao de um termo A, ¢p na funcao radiancia aproximada L é o resultado de
se fazer cada sitio p emitir luz com radiancia A\ ¢x(p). Supondo que o suporte de ¢
é razoavelmente plano e compacto, o efeito desse termo equivale, em primeira ordem, a
acender um disco plano com centro py, normal pj, e uma certa area Ay.

O parametro Ay é a drea efetiva do elemento ¢y, e vale aproximadamente

m:/m@@ (5.3)

onde a integral é feita sobre todos os sitios da superficie da cena. Supondo que a base ¢
¢ particao da unidade, devemos ter

kzi:flk = /(é: Pi(q)) dg = /dq (5.4)
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que é a area total da superficie da cena. A abordagem utilizada aproxima a area efetiva

pela férmula

o 7Thk2
A= (5.5)

onde hy, é o menor valor tal que existem m elementos ¢; com ¢ # ke || p; — pr || < hy.

Essa aproximacao supoe que a superficie é razoavelmente plana dentro desse raio.

5.2.3 Separacao do albedo

O custo de calcular Rj; pela formula (5.1) é dominado pelo custo do termo V' (p, p;), pois
este exige o exame de todos os objetos da cena. Por esta razao, é interessante fatorar a
matriz R como o produto

R=QS (5.6)

onde @) é a matriz diagonal definida por Q;; = B(p;), e S é a matriz n X n tal que
Sk =V Dk D3) (ks pj) Ak (5.7)

Note que a matriz S depende apenas da geometria da cena e nao do albedo da superficie.
Portanto ela pode ser pré-calculada e usada para, por exemplo, estudar o efeito de mu-
danca da cor de paredes ou movéis na iluminagao de um ambiente, pois estas mudancas
afetam apenas a matriz diagonal Q).

A matriz R tem muitos elementos nulos, pois R, € zero se vy *pj, < 0 ou se vy, *p; > 0,
ou se ha algum obstaculo entre pj e p;. Vale notar que o fator 1/ d?k no fator de forma
gera um grande numero de elementos com valores muito pequenos. Entretanto, esses
elementos nem sempre sao despreziveis, pois sua soma pode ser bastante significativa
para a radiancia total.

5.2.4 Obtendo a iluminacao global por iteragoes

Apés o calculo da matriz R e do vetor da iluminagao direta 7, os coeficientes da iluminagao
global A conceitualmente é obtido resolvendo o sistema (I — R) A = 7. A solugao direta
desse sistema (por exemplo, método de eliminagao de Gauss) é bastante custoso O(n?).
Em vez disso, usa-se em geral o método iterativo

faca A «—n (5.8)
repita A «— 1+ R\ até convergir

O custo deste método é ©(n?) por iteracdo. Na maioria dos casos, uma dezena de iteragoes
é mais que suficiente, pois a maioria dos fétons é absorvida antes disso. O custo do método
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iterativo é na verdade proporcional ao niimero de elemento nao nulos de R.

5.3 Computando o operador de rendering

Uma vez calculada a matriz R, o custo do método iterativo ¢ ©(kn?); onde k é o niimero
de iteragoes da luz com a cena. Para aplicacoes de tempo real, este método pode ser lento
demais. Nesses casos, uma alternativa mais eficiente é discretizar o operador de rendering
T =(Z - R)~'. Isto significa pré-calcular a matriz T = (I — R)™! e para cada quadro,
calcular o produto A = T'n.

A convergéncia da iteracao (5.8) equivale a convergéncia da férmula de Neumann, e
¢ valida para o operador de rendering discretizado e portanto podemos calcular T pela
férmula

T=(I+R+R*+R+--) (5.9)

onde I é a matriz identidade. Este somatério geralmente pode ser truncado apds poucas
iteragoes. O custo deste método é ©(kn?) onde k é o ntimero de iteragoes. Portanto este
método é mais eficiente do que a inversdo da matriz (I — R) pelo método de Gauss que
tem custo O(n?). Observe que a matriz T é mais cheia que a matriz R.

Uma vez calculada a matriz de transferéncia T os coeficientes da iluminacao global A
sao obtida por meio de uma tnica multiplicacao:

Ae—n+Tn

Note que a matriz T' depende dos albedos e portanto sua pré-computagao em cenas que
existe mudancas de cores de objetos da cena nao é tao vantajosa.



Capitulo 6

Resultados

Apresentamos nesse capitulo alguns dos resultados obtido por meio da nossa imple-
mentacao. Em cada secao apresentamos a descricao de uma cena simples e imagens
geradas pelo nosso programa para as trés bases.

6.1 Cena A: Sala com janela lateral

Esta cena consiste de uma sala com 80 unidades de altura, contendo uma esfera vermelha
e com uma janela na parede esquerda. A iluminagao direta, ilustrada na Figura 6.1, é
dada por uma unica fonte de luz externa a sala, com elevacao aproximada de 40°, no lado
esquerdo. Toda a iluminacao no interior da sala é devida exclusivamente dessa fonte.

A Figura 6.2 mostra imagens da cena produzida pelo nosso programa, levando em
conta a iluminacao indireta. Para a geragao de cada imagem foram usadas bases com
4358 elementos, efetuadas 100 iteragoes da recorréncia (5.8). Entretanto, em todos os
exemplos observamos que a convergéncia foi obtida em menos de 10 iteracoes. Na escolha
dos elementos foi especificado o espacamento minimo € = 8.

6.2 Cena B: Sala fechada com cubos e bolas

Esta cena consiste de uma sala com 80 unidades de altura e 80 de largura, contendo trés
esferas e dois cubos. Nesta cena, a iluminagao direta (Figura 6.3.(a)) é dada por uma
tnica fonte de luz (invisivel) interna a sala préxima ao teto e a 10 unidades da parede do
fundo. Toda a iluminacao da cena provém dessa fonte.

Para a geragao de cada imagem foram usados bases com 1812 elementos e efetuadas
100 iteragoes da recorréncia (5.8). Na escolha dos elementos foi especificado € = 9.
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6.3 Cena C: Sala com duas janelas

Esta cena consiste de uma sala com 80 unidades de altura com duas janelas, contendo
uma esfera e um cubo. Nesta cena, a iluminagao direta (Figura 6.4.(a)) é dada por uma
unica fonte de luz externa a sala entre as duas janelas. Toda a iluminagao da cena provem
dessa fonte.

Para a geragao de cada imagem foram usados bases com 4358 elementos e efetuadas
100 iteragoes da recorréncia (5.8). Na escolha dos elementos foi especificado € = 8.

6.4 Cena D: Sala com janelas quadriculadas

Esta cena consiste de uma sala com 120 unidades de largura com quatro janelas quadri-
culadas, contendo dois cubos. Nesta cena, a iluminagao direta (Figura 6.5.(a)) é dada por
uma unica fonte de luz externa, atras das paredes do fundo da sala. Toda a iluminacao
da cena provém dessa fonte.

Para a geragao de cada imagem foram usados bases com 3812 elementos e efetuadas
100 iteragoes da recorréncia (5.8). Na escolha dos elementos foi especificado € = 9.
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(a)

(b)

©

Figura 6.1: Aproximagao da iluminacao direta da cena utilizando (a) base radial (b) base
radial normalizada e (c) base de Shepard.
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(b)

(©)

Figura 6.2: Aproximagao da iluminacao global da cena utilizando (a) base radial (b) base
radial normalizada e (c) base de Shepard.
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(a) (b)
(© (d)

Figura 6.3: Iluminacao direta da cena (a) Aproximagao da iluminagao global da cena
utilizando (b) base radial (c) base radial normalizada e (d) base de Shepard.
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(©) (d)

Figura 6.4: Iluminagao direta da cena (a) Aproximagao da iluminacao global da cena
utilizando (b) base radial (c) base radial normalizada e (d) base de Shepard.
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58 EE

(c) (d

Figura 6.5: Iluminacao direta da cena (a) Aproximagao da iluminagao global da cena
utilizando (b) base radial (c¢) base radial normalizada e (d) base de Shepard.



Capitulo 7

Validacao dos resultados

7.1 Solucao referéncia

A fim de verificar e validar a corretude da nossa implementacao, comparamos os resultados
obtidos pela mesma com uma solucao independente das equacoes da radiosidade para uma
cena especifica.

Uma vez que a resolucao analitica da equacao de rendering é muito complexa, mesmo
para cenas simples, é necessario calcular a solugao referéncia também por métodos numéricos.
Portanto, a comparacao sé tem sentido se o cdlculo da solugao referéncia usar algoritmos
mais simples e confidveis.

7.1.1 Descricao da cena

A cena que usamos para gerar a solucao de referéncia consiste de uma esfera de raio r e
um disco de raio R, posicionados como indicado na Figura 7.1, ficando o centro da bola
a distancia h do topo do disco. Atribuimos acabamento lambertiano aos dois objetos.

7.1.2 Equacoes da radiosidade

Vamos denotar por B(f, «) a radiancia (cor aparente) do ponto p(f, &) na superficie da
bola com longitude 6 e latitude o e por D(¢,u) a radiancia do ponto ¢(¢,u) sobre a
superficie do cilindro a uma distancia v do centro e com azimute ¢. Os parametros
estao ilustrados na Figura 7.2. As radiancias diretas da esfera e do disco (devidas ao
espalhamento dos fétons vindos diretamente da fonte de luz) serao denotadas por B*(6, «)
e D*(¢,u), respectivamente. Desse modo as equagoes da radiosidade passam a ser
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Figura 7.1: Configuragao e posicionamento da cena referéncia.

R
B(,a) = B*(0, «) —i—/
0

/2
[ Do) 816(6.0)) F(p(6.0). a0, w) udodu (7.1
7/

w/2 2

D(6,u) = D*(6,u) + / / B(p(0, @) Bla(w)) Fla(é,u), p(6, ) r cos(a) dfda (7.2)

—7/2 0

Verifica-se que o fator de visibilidade V' é 0 apenas quando a normal da bola no ponto
p(0, @) faz um angulo obtuso com a diregdo desse ponto para o ponto ¢(¢,u); mas nesse
caso o fator de forma também é 0 e portanto podemos ignorar V.

Gragas a simetria da cena em torno do eixo vertical, podemos concluir a priori que
a funcdo de radiancia L também serd simétrica. Ou seja, as fungoes B(6,«), B*(6, ),
D(¢,u) e D*(¢,u) ndo dependem de 6 e ¢, de modo que podemos escrever apenas B(«),
B*(«a), D(u) e D*(u). Além disso, F(p(0,a),q(¢,u)) = F(p(0,a),q(¢ — 0,u)). Portanto,
denotando ¢ — 6 por 7, a equagao (7.1) pode ser simplificada para

2w

B(a) = B(a) + / D(w) / B(p()) F(p(0, ), q(r, u)) wdr du (7.3)

Analogamente, F(q(¢,u),p(0,a)) = F(q(0,u),q(0 — ¢,a)). Denotando § — ¢ por 7 a
equagao (7.2) fica reduzida a
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Y-

Figura 7.2: Configuracao e posicionamento da cena de referéncia.

w/2 2
D(u) = D*(u) + / B(a) /F(q(O,u),p(T, a)) reos(a) drda (7.4)
—/2 0

7.1.3 Radiancia direta

Supondo que a iluminacao direta é devida a uma tnica fonte de luz no eixo vertical, a
uma distancia muito grande, as radiancias direta da bola e do disco sao

B*(a) = max(0, 8 p sin(a)) (7.5)
<u<
D*(u){ op ser<u _/7“'
0 caso contrario
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onde (3 é o albedo da bola, d ¢ o albedo do disco e i é um fator que depende da intensidade
da fonte de luz.

7.2 Discretizacao da solucao referéncia

Para discretizar essas equagoes, dividimos o intervalo de variagao [—¢/2, ¢/2] de a em
m passos, o intervalo [0, R] de u em n passos, o intervalo [0, 27| de 7 em k passos, e
substituimos as integrais (7.3) e (7.4) pelos somatérios (7.7) e (7.8).

B(a;) = B*() + Zp(uj) > BE@0, ), ;1) uj 07 0, (7.7)
D(uj) = D*(u;) + Z B(aw) Y 0 F(p(0,u;), q(7, o))  cos(a)oq o (7.8)

onde 0, = R/n, 0o =7/m, 0 =27/k, 0; = (i = 0.5) 00 — /2, 7, = (1 — 0.5) 0, , uj =
(j — 0.5) o,. Podemos escrever as equagoes (7.7) e (7.8) na forma matricial A «— n+ R\,

onde
b o .. 0 M; .. M,
bt o . 0 M, .. M,,
_ m R= 7.9
=1 a Ni o« Ny 0 .. 0 (7.9)

Nesta equagao, como no Capitulo 5, o vetor n representa a radiancia direta, o vetor A
representa a iluminagao global e a matriz R representa a transferéncia de energia luminosa
pela cena. Cada elemento b} de n representa a radiancia direta da esfera na latitude «;, e
cada elemento d; representa a radiancia direta no disco a uma distancia u; do centro do
disco. Os elementos NN;; e M;; denotam respectivamente

Ny = 62 p(0, i), q(7s, 1)) (7.10)

Mij = 52 q(0,u ), p(7s, i) (7.11)

Cada elemento Nj; da matriz representa influéncia do anel j do disco em cada ponto do
anel ¢ da esfera. Analogamente, M;; representa a influéncia do anel ¢ da esfera em cada
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ponto do anel j do disco.
Uma vez computada a matriz R e o vetor 7, a iluminagao global pode ser calculada
através da iteracao (5.8) até convergir.

7.2.1 Solucao obtida

A solugao de referéncia das equagoes (7.7) e (7.8) que usamos para validar nosso programa
estd ilustrada na Figura 7.3. Os parametros utilizados foram R = 40, » = 5, h = 20,
8=06=09 p=09 n=m=Fk=100. Os valores de b; e d; foram obtidos com 100
iteragoes da recorréncia (5.8).

1 D* 1 B*
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 -5 -1 05 0 05 1 15
1 D —— 1 B ——
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 -5 -1 05 0 05 I 15
0.02 Db 1 BB
0.01 ¥
0 0.8
-0.01 0.6
-0.02 04
-0.03 02
-0.04
-0.05 0
0 5 10 15 20 25 30 35 40 -5 -1 05 0 05 1 15

Figura 7.3: Os graficos a esquerda referem-se aos pontos ¢(¢, u) no disco, em fungao da
distancia u do centro. Os graficos a direita referem-se aos ponto p(f, a) na esfera, em
fungao da latitude a. Os graficos mostrasm a radiancia direta (no alto) a radiancia total
(centro) e a radiancia indireta (em baixo).
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7.3 Resolugao com nosso software

No teste do nosso programa usamos bases de trés tipos (radial, radial normalizada e
Shepard), com sitios escolhidos como descrito na Secao 4.2.2. Usamos duas bases de cada
tipo (esparsa e densa), geradas com espagamento € = 3 e € = 1 , respectivamente. Veja a
Figura 7.4.

(a) (b)

Figura 7.4: Centroéides dos elementos (a) conjunto esparso (b) conjunto denso.

Os graficos a seguir mostram as radiancias calculadas pelo nosso programa. Calcu-
lamos com o nosso programa a radiancia direta e a iluminacao global utilizando bases
de trés tipos: base radial, base radial normalizada e base de Shepard; com os centrdides
acima. Apds o calculo da radiancia como combinacao da base, interpolamos a mesma nos
n X k pontos do disco e nos m x k pontos da bola, e calculamos por fim as médias das
radiancias nos pontos do disco para cada raio u; e para cada ponto da bola segundo a
latitude «;.

As linhas grossas representam a estas médias. A linha fina representa a radiancia ao
longo de um tnico meridiano 8 = 0 na bola e ao longo de um tunico raio com azimute
¢ = 0 no disco. Os gréficos a esquerda se referem ao disco e os gréaficos a direita se referem
a bola.
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7.3.1 Base radial gaussiana

1 F
0.8 |
0.6
04 |
02}

0F

1 F
0.8
0.6
04
02t
0F

0.02
0.01 - 1
0 f\—s
-0.01 ¢
-0.02
-0.03 |
-0.04
-0.05

0 5 10 15 20 25 30 35 40

0 5 10 15 20 25 30 35 40

0 5 10 15 20 25 30 35 40

0.8

0.6 1
04 |
02|

| F
0.8
0.6 |
04 |

0.2
0

-1.5 -1 05 0

-15 -1 05 0

-15 -1 05 O

0.5

1 15
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Figura 7.5: Radiosidade da cena da Figura 7.1 calculada pelo nosso programa, usando
uma base radial com baixa densidade de sitios.
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 -5 -1 05 0 05 1 15

1t

0.8 |
0.6 |
0.4 |
02t
0 e o
0 5 10 15 20 25 30 35 40 215 -1 05 0 05 1 15
0.02 'D-D* —— 1t 7 BB*
0.01 | D-D* —— 1 B-B*
/\/-\ ) |
ot 0.8
-0.01 | : 06 f
002 f 1 04 |
-0.03 oz |
-0.04
-0.05 —_—— 0 —_——
0 5 10 15 20 25 30 35 40 215 -1 05 0 05 1 15

Figura 7.6: Radiosidade da cena da Figura 7.1 calculada pelo nosso programa, usando
uma base radial com alta densidade de sitios.
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7.3.2 Base radial normalizada

D*

obL . 0 L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 A5 -1 05 0 05 1 15
v T T D — ] 1 F B ——
D — B —
08 | 0.8
0.6 0.6
04 f 0.4
02 f 0.2
U ot . .o
0 5 10 15 20 25 30 35 40 A5 -1 05 0 05 1 15
0.02 D-D* 1 B-B* ——
0.01 D-D* B-B* ——
ol 08
-0.01 t : 0.6
-0.02 1 04 |
-0.03 0o
-0.04
-0.05 b 0 ————
0 5 10 15 20 25 30 35 40 A5 -1 05 0 05 1 15

Figura 7.7: Radiosidade da cena da Figura 7.1 calculada pelo nosso programa, usando
uma base radial normalizada com baixa densidade de sitios.
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D¥* —

0 e 0f S
0 5 10 15 20 25 30 35 40 415 -1 05 0 05 1 15
1 F 7 7 D — 1 1 T 3 —
D — B —
08 | 0.8
06 | 0.6 |
04 | 0.4 |
02} 02}
0 e ot
0 5 10 15 20 25 30 35 40 415 -1 05 0 05 1 15
0.02 T, rya— s ——
0.01 f D-D* 1 B-B* ——
0.8 |
0 L
-0.01 t : 06 1
-0.02 1 04 }
-0.03 | 02 |
-0.04 |
-0.05 _— o=, . . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 415 -1 05 0 05 1 15

Figura 7.8: Radiosidade da cena da Figura 7.1 calculada pelo nosso programa, usando
uma base radial normalizada com alta densidade de sitios.
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7.3.3 Base de Shepard

B
D*

0 5 10 15 20 25 30 35 40

1 F
0.8 |
0.6 |
04 |
02|

0 N

(wAw)

0 5 10 15 20 25 30 35 40

0.02
0.01
0

-0.01 ¢
-0.02
-0.03
-0.04

-0.05
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-1.5 -1 -05 05 1 15
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B —

-1.5 -1 -05 05 1 15
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B-B¥ ——

-1.5 -1 -05 05 1 15
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Figura 7.9: Radiosidade da cena da Figura 7.1 calculada pelo nosso programa, usando a
base de Shepard com baixa densidade de sitios.
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D*

0 5 10 15 20 25 30 35 40

| S S —
D —
08 |
06 |
04 |
02}
oL ot
0 5 10 15 20 25 30 35 40 (5 -1 05 0 05 1 15
0.02 % e
0ol % T
ol 08 |
-0.01 t : 0.6
-0.02 | ] 04 |
-0.03 | oz |
-0.04 |
005 b = . .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 15 -1 05 0 05 1 15

Figura 7.10: Radiosidade da cena da Figura 7.1 calculada pelo nosso programa, usando
a base de Shepard com alta densidade de sitios.

7.4 Consideracoes

Conforme podemos observar nos graficos, as trés bases fornecem aproximagoes razoavel-
mente precisas da radiancia “correta’do disco e da bola. Nos trés casos, a qualidade de
aproximacao aumenta conforme a densidade dos elementos aumenta. No entanto, existe
uma diferenca significativa quanto a qualidade.

Bases radiais proporcionam aproximagoes com erro relativamente baixo (Figura 7.6)
mas a solucao apresenta pequenas oscilagoes que sao visualmente perceptiveis. A base
de Shepard também aproxima razoavelmente a func¢ao de radiancia (Figura 7.10), porém
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possui oscilacoes mais pronunciadas com formato caracteristico de degraus. A base radial
normalizada apresenta os melhores resultados - mais precisos e com menos oscilagoes.
Como vimos no Capitulo 6, esta base de aproximacao também é a que produz imagens
de melhor qualidade visual.



Capitulo 8

Conclusoes e trabalhos futuros

Neste trabalho estudamos e implementamos um método eficiente de aproximacao para a
solugao da equacao de rendering utilizando o método de elemento finitos. Neste capitulo
resumimos as principais conclusoes, apresentamos algumas contribuicoes e apontamos
possiveis direcoes para trabalhos futuros.

Eficiéncia: A eficiéncia do método deve-se a separagao dos calculos referentes a geome-
tria e dos calculos referentes a iluminacao direta, de modo que apenas estes devem ser
refeitos quando a iluminacao da cena é alterada.

Complexidade: O célculo dos fatores de visibilidade na equacao (5.7) leva tempo
O(sn?). A pré-computagao da matriz T leva tempo O(kn?®), onde k& é o nimero de
iteragoes do fluxo de luz, n é o ntimero de sitios e s é o nimero de objetos que compoem
a cena. Uma vez obtida a matriz T da cena, o custo para produzir cada imagem é ©(n?)
para multiplicar a matriz T pelo vetor n e ©(mn) para calcular a radiancia dos m pixels
da imagem.

Comparacao entre bases: Comparando as solugoes obtidas com as trés bases : a
base radial, a base radial normalizada e a base de Shepard com uma solugao “exata”,
concluimos que, embora as trés bases produza o resultado correto quando o ntimero de
elementos n tende para oo, a base radial normalizada produz uma solu¢cao de melhor
qualidade visual (Capitulo 6) e mais precisa (Capitulo 7) para um mesmo n finito.

52



93

Dentre as principais contribuicoes deste trabalho, temos:

Comparagao: Este trabalho confirma que a base radial normalizada proposta por [11]
sem justificativa é a melhor alternativa. A comparacao entre bases de elementos finitos
aplicada na radiosidade é uma das principais contribuigoes desse trabalho; pois observamos
que nao ha na literatura nenhum trabalho que compara bases de elementos finitos para a
radiosidade utilizando o método proposto.

Validacao: A estratégia de validacao proposta no Capitulo 7 é uma contribuicao inte-
ressante; pois esta pode ser utilizada para a validagao de outros algoritmos de iluminagao
global.

Quanto as possibilidades de extensao desta pesquisa, podemos citar:

Combinagao com o tragado de raios: Na abordagem adotada neste trabalho apro-
ximamos a iluminagao direta e indireta por meio do método dos elementos finitos. Uma
possivel melhoria poderia ser obtida se a iluminacao direta nao fosse representada pelo
MEF, mas sim pelo algoritmo de tragado de raios. Somente a iluminacao indireta seria
aproximada pelo MEF, e somada a imagem gerada pelo tracado de raios.

Superficies nao lambertianas: Conforme ja discutido, o nosso programa trabalha
somente com superficies difusas. Essa limitagao se deve ao uso de bases espaciais que
nao conseguem representar a variagao da iluminagao em funcao da diregao. Uma possivel
solucao para esse impasse seria representar o fluxo de luz na cena por bases de elementos
¢(p,d) que depende tanto da posigdo p quanto da dire¢do d, e possuem suporte limi-
tado tanto em p quanto em d. Para esse fim podemos combinar os elementos descritos
neste trabalho com os harmonicos esféricos ou bases radiais na esfera. Essa abordagem
permitiria o uso de superficies especulares e/ou lustrosas.



Apeéendice A

Radiometria

A.1 Introducao

A radiometria é o campo da ciéncia que estuda a radiacao eletromagnética (incluindo a
luz visivel) utilizando o modelo de particulas. Neste modelo a luz é imaginada como um
fluxo de infinitas particulas (fétons) infinitamente pequenas, cada qual carregando uma
quantidade fixa de energia, que é medida em joules. Neste apéndice apresentaremos os
conceitos da radiometria relevantes para este trabalho.

A.2 Fluxo radiante e densidade de fluxo por unidade

O fluxo radiante é uma quantidade de energia que transita por unidade de tempo, é medido
em joules por segundos (J/s) ou simplesmente em watts. Neste modelo a velocidade da
luz é infinita e o fluxo de fétons é estacionario (néo varia com o tempo).

A densidade do fluzo radiante é definida como fluxo radiante por unidade de area, e
pode ser medido em watts por metro quadrado (W/m?). A densidade do fluxo que chega
em um dado ponto da superficie de um objeto sélido é denominado de irradiancia e o
fluxo que sai é chamado de radiosidade. Veja a Figura A.1

A.3 Intensidade radiante

A intensidade radiante mede a densidade do fluxo radiante em uma determinada direcao.

Mais precisamente, seja p um ponto em uma superficie e d uma diregao. Seja A um
disco infinitesimal paralelo a superficie logo acima do ponto p e D uma densidade do
fluxo radiante (irradiancia ou radiosidade) que atravessa A nas vizinhangas do ponto p.
Seja D’ a parte desse fluxo que consiste de fétons cujas direcoes estao dentro do cone C'

o4
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(a) (b)

Figura A.1: (a) Radiosidade (b) Irradiancia.

NN

arca

Figura A.2: Tlustracao do conceito de angulo sélido.

na esfera S? cujo eixo é a direcao d. A intensidade radiante no ponto p e direcdo w é o
fluxo radiante D’ dividido pela area de A e pelo angulo sélido de C'. Lembramos que a
medida de angulo solido, em estereorradianos ¢é a area definida pela interseccao do cone
C com a esfera S? (Figura A.2.(b)). A intesidade radiante ¢ medida em watts por metros
quadrados por estereorradianos ou simplesmente por watts por metros quadrado (W /m?).

A.4 Radiancia

A radiancia em um ponto p da superficie e na direcao d é definida da mesma forma que a
densidade do fluxo radiante, mas dividida pela drea de A projetada na direcao do fluxo,
em vez da area real de A. Ver Figura A.3. Se 0 é o angulo entre a direcdo d e a normal
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de A, entao a radiancia ¢ a intensidade radiante dividida por cos(0).

Figura A.3: Ilustracao do conceito de area projetada

A radiancia, assim como a densidade do fluxo radiante, é geralmente medida watts
por metro quadrado por esterradianos (W/m?/sr) ou simplesmente (W /m?).
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