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Resumo

Problemas de corte e empacotamento aparecem freqiientemente na industria e comér-
cio, e sua solugdo de forma otimizada pode trazer grandes ganhos em diversos setores.
Um problema muito comum, notadamente no setor téxtil e do papel, é o corte de um
rolo ou faixa de um determinado material para obtencdo de itens menores, onde temos
por objetivo utilizar a menor extensdo do rolo/faixa possivel. Este problema, conhe-
cido como Problema de Empacotamento Bidimensional em Faixas (PEBF), é tido como
um problema de otimiza¢do combinatoéria de dificil resolugdo. Neste trabalho, apresen-
tamos um algoritmo exato para o PEBF restrito a cortes de dois estdgios (PEBF2). O
algoritmo usa a técnica de branch-and-price, que utiliza, por sua vez, heuristicas basea-
das em algoritmos aproximados para a obtengdo de limitantes superiores. O algoritmo
se mostrou eficaz na obtengdo de solugdes para instancias de pequeno e médio porte.
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Abstract

Cutting and packing problems are common problems that occur in many industry and
business process. Their optimized resolution leads to great profits in several sectors.
A common problem, that occur in textil and paper industries, is to cut a strip of some
material to obtain several small items, using the minimum length of material. This
problem, known by Two Dimensional Strip Packing Problem (25P), is a hard combi-
natorial optimization problem. In this work, we present an exact algorithm to 2SP,
restricted to two staged cuts (known by Two Dimensional Level Strip Packing, 2LSP).
The algorithm uses the branch-and-price technique, and heuristics based on approxima-
tion algorithms to obtain upper bounds. The algorithm obtained optimal or almost
optimal for small and moderate sized instances.
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Capitulo 1

Introducao

Desde o inicio da revolugdo industrial, as operagdes econdmicas dos produtores de
bens apresentam uma série de complicagdes, geralmente ligadas a tomadas de decisdes
vitais a sobrevivéncia destes produtores no mercado. Muitas decisdes sdo relativas
a producdo e logistica destes bens e pequenas variagdes no custo destas operagdes
podem trazer grandes ganhos, o que, por sua vez, podem favorecer a competitividade
das empresas no mercado.

Dentre uma imensa variedade de problemas industriais, como transporte de pro-
dutos, seqiienciamento de maquinas em linhas de producdo, entre outros, temos os
problemas de corte e empacotamento. Problemas de empacotamento, em geral, sdo
aqueles que requerem que certos objetos, chamados de itens, sejam empacotados em
outros de tamanhos maiores, chamados de recipientes. Em algumas aplicagdes, ao in-
vés de empacotar, o objetivo é cortar. Mas, em ambos problemas, os itens devem ser
empacotados ou cortados sem sobreposicao.

De fato, os problemas de corte e empacotamento sdo equivalentes pois representam
a mesma tarefa no espago, ou seja, o ato de empacotar ou cortar remete a divisdo de
um espago (seja qual for a dimensdo) em parti¢des onde serdo alocados os itens a serem
empacotados/cortados. Imagine, por exemplo, a carga de um caminhdo onde os itens
ndo podem ser colocados um em cima do outro. Se temos um grande nimero de itens,
varios caminhdes serdo necessarios para transporté-los. Se cada caminhdo representa
um custo (frete ou combustivel, por exemplo) precisamos acomodar os itens de tal
maneira que um nimero minimo de caminhdes seja necessario. Por outro lado, ima-
ginemos uma vidracaria contratada para uma grande obra. Vérios tipos e formatos de
vidros sdo requeridos. Como, geralmente, as vidracarias trabalham com grandes pla-
cas de vidro, estas devem ser cortadas para obtengado de pedagos de vidros menores, de
modo que minimizemos as perdas ou o nimero de placas necessarias. Em ambos ca-
sos, a alocagdo ou corte de itens se ddo em duas dimensdes e um item ndo pode ocupar



a area de outro. Embora estes problemas sejam equivalentes, as diferencas ocorrem
quando consideramos as diferentes restri¢cdes que ocorrem em cada caso, como, por
exemplo, tipo de corte ou tipo de itens a serem empacotados juntos.

Os problemas de corte e empacotamento aparecem freqiientemente na industria e
comércio como, por exemplo, industrias de auto-pecas, operagdes em portos e aero-
portos, corte de um tecido visando a criacdo de pegas de roupa, ou, o corte de barras
de aco para atender diversas demandas de tamanhos e bitolas.

Um problema comum na inddustria é o corte de um rolo de um determinado ma-
terial para obtencdo de vérios itens menores, como pegas de roupa, papel ou metal.
Devemos cortar o rolo para atender uma determinada demanda desses itens. Deste
modo, queremos obter estes itens utilizando a menor quantidade possivel de material.
Este problema é conhecido como Problema de Empacotamento Bidimensional em Faixas
PEBF (do inglés Two Dimensional Strip Packing).

No geral, as maquinas utilizadas para o corte desses materiais operam apenas no
sentido ortogonal (horizontal ou vertical) ao rolo, cortando de uma ponta a outra o
material. Tais cortes sdo chamados de guilhotindveis. Os itens sdo obtidos com uma
seqiiéncia de estagios de cortes guilhotindveis que devem ser alternados sucessiva-
mente no sentido horizontal e vertical. Uma restri¢do comum é uma limitacao no na-
mero de estdgios de cortes para obter-se os itens finais. Tais restri¢des sdo comuns
quando o custo envolvido nos cortes sdo relativamente altos.

Podemos notar que existem muitas maneiras de como cortar ou empacotar itens
dentro de recipientes. Por isso, os problemas de corte e empacotamento sdo conside-
rados problemas de otimizagdo combinatdria e trazem consigo muitas variantes como:
tipos de cortes, dimensionalidade, metas a serem alcancadas, geracdo de residuos, en-
tre outros, que influem substancialmente na maneira de construir as combinacdes de
itens/recipientes.

Um problema de otimizagdo combinatéria pode ser definido como a¢do de maximi-
zar ou minimizar uma funcdo de vdrias varidveis sujeita a um conjunto de restricdes,
dentro de um dominio finito e enumeravel. Embora o problema tenha um dominio
tinito, geralmente ele é muito grande e a simples enumeracado das solu¢des pode tomar
unidades muito grandes inviabilizando seu tratamento computacional.

Em vista disto, métodos que cubram eficientemente o espaco de busca sdo muito
estudados. A variedade destes algoritmos é grande, passando por métodos exatos,
heuristicos e de aproximacdo. Destes, destacam-se os métodos exatos de resolugao,
por apresentarem solu¢des 6timas dos problemas a que se destinam, e os métodos de
aproximagdo que garantem uma qualidade da solugéo.

Entre os métodos exatos, destacam-se os métodos de branch-and-bound que utili-
zam técnicas baseadas na qualidade dos limitantes do problema tratado. Os limitantes
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permitem a exclusdo de vdrias solu¢des (mais importante, conjuntos de solugdes cuja
estrutura seja parecida) reduzindo o espago de busca por uma solugdo 6tima. Estes li-
mitantes podem ser calculados através de programacdo linear. Dentre as variantes do
método de branch-and-bound com programacao linear, destaca-se o método de branch-
and-price que permite a utilizacdo de formulagdes de problemas cujo niimero de va-
ridveis é muito grande. Em geral, tais formulac¢des sdo mais restritivas e apresentam
limitantes de boa qualidade.

1.1 Objetivos

Este trabalho tem por objetivo principal investigar a resolugdo de forma exata do pro-
blema de empacotamento bidimensional em faixas com 2 estdgios (PEBF2). Para tanto,
procuramos:

e investigar e implementar métodos para obtencdo de bons limitantes primais e
duais;

e investigar e implementar métodos para geracdo de colunas, e

e desenvolver um algoritmo de branch-and-price.

A escolha do PEBF2 justifica-se por ser um problema muito comum na industria
e de importancia tinica nos setores téxtil, metaltrgico, do papel e celulose, moveleiro
(indastria de moéveis), entre outros.

Devido aos recentes avangos no hardware, podemos utilizar uma abordagem exata
que garante que a solugdo encontrada é a melhor possivel. Assim, utilizamos a técnica
de branch-and-price, que garante bons limitantes e solu¢des em tempo satisfatorio.

O trabalho justifica-se academicamente pois, embora existam algumas heuristicas e
algoritmos aproximados para o PEBF2, este problema néo foi tratado, até onde sabe-
mos, através do método de branch-and-price. Lodi et al. [43] implementaram algoritmos
para geracdo de limitantes duais e comparam seus resultados com os resultados da
relaxacdo linear. Utilizaram ainda, o algoritmo de branch-and-bound de um resolvedor
comercial para resolver o PEBF2 mas ndo levaram em conta nenhuma especificidade
(formulacdo, geracdo de colunas ou regras de ramificagdo customizadas).

1.2 Organizacao do Texto

O Capitulo 2 apresenta os principais problemas de corte e empacotamento, sua tipolo-
gia e variedade. Este capitulo considera as principais variantes e exemplificagcdes das
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mesmas.

O Capitulo 3 apresenta diversas técnicas de resolucdo que podem ser aplicadas a es-
tes problemas. Especificamente, as técnicas apresentadas foram utilizadas na constru-
¢do do algoritmo proposto no Capitulo 5. Sdo apresentados os métodos aproximados,
programacao dinamica, programacdo linear inteira e métodos de branch-and-bound.

O Capitulo 4 apresenta dois algoritmos aproximados e duas heuristicas o PEBF2,
uma delas baseada em programacdo dindmica. Estes algoritmos sdo utilizados para os
célculos dos limitantes superiores do problema.

O Capitulo 5 mostra formulag¢des, compacta e exponencial, do PEBF2, propondo
um algoritmo de branch-and-price baseado nesta tltima. Neste capitulo, sdo tratados os
problemas com a ramificacdo e gera¢do de colunas da formulagdo utilizada.

O Capitulo 6 apresenta os experimentos computacionais dos algoritmos implemen-
tados e o Capitulo 7 traz as consideragdes finais deste trabalho e futuros possiveis de-
senvolvimentos e/ou abordagens.



Capitulo 2

Problemas de Corte e Empacotamento

2.1 Introducao

Problemas de empacotamento, na sua forma geral, sdo aqueles que requerem que cer-
tos objetos, chamados de itens, sejam empacotados em outros, de tamanhos maiores,
chamados de recipientes. Em algumas aplica¢des, em vez de empacotar, o objetivo é
cortar. Note que os itens devem ser empacotados sem sobreposi¢do. Embora estes pro-
blemas sejam equivalentes, as diferengas ocorrem quando consideramos as diferentes
restri¢des que ocorrem em cada caso.

Os problemas de corte e empacotamento sdo amplamente estudados devido ao
grande interesse pratico e tedrico. Algumas aplica¢Oes reais ocorrem em problemas de
corte de placas/vidros/isopor, empacotamento em contéineres, insergdo de comerciais
em TV, escalonamento de processos, etc. Dyckhoff et al. [21] apresentam um extensa
bibliografia anotada. Outros surveys pode ser encontrados nos trabalhos de Dyckhoff
e Finke [20] e Dowsland e Dowsland [18]. Lodi et al. [40] apresentam um survey de
problemas bidimensionais.

2.2 Estrutura dos Problemas de Corte e Empacotamento

Os problemas de corte e empacotamento tém uma estrutura idéntica e podem ser des-
critos de forma similar. De forma geral, eles tém dois conjuntos de objetos:

e um conjunto de objetos de grande tamanho, chamados recipientes e

e um conjunto de objetos pequenos (menores que os recipientes) chamados de
itens.
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Estes conjuntos podem estar definidos em uma, duas, trés ou mais dimensdes geo-
métricas. Os itens sdo selecionados e agrupados em conjuntos que sdo atribuidos aos
recipientes de modo que

e todos os itens de um conjunto cabem inteiramente no recipiente a qual foram
atribuidos e

e nenhum item pode se sobrepor com outro.

Junto desta estrutura, uma funcdo objetivo deve ser otimizada, como por exemplo,
menor namero de recipientes usados ou menor perda de material.

Essa caracterizacdo serve de base para todos problemas de corte e empacotamento.
A diferenca entre os problemas reside em propriedades adicionais exigidas em cada
tipo de problema. Segundo Wascher et al. [65], cinco subproblemas podem ser distin-
guidos:

1. Problema de selecdo a respeito dos recipientes;
2. Problema de selegdo a respeito dos itens;
3. Problema de agrupamento a respeito dos itens selecionados;

4. Problema de alocagdo a respeito da atribui¢do dos conjuntos de itens aos recipi-
entes;

5. Problema de layout a respeito da disposi¢do dos itens nos recipientes com respeito
a condi¢des geométricas.

O primeiro item diz respeito diretamente aos recipientes utilizados, por exemplo, de-
terminados tipos de recipientes podem ser mais caros em sua produgdo mas geram
menor desperdicio, portanto podem ter preferéncia no corte. O segundo item trata dos
itens, onde alguns destes podem ter prioridade de produgdo, por exemplo. Alguns
itens ndo podem ser empacotados juntos, como produtos quimicos e produtos alimen-
ticios: o terceiro item cobre estas consideragdes. Determinados itens s6 podem ser
alocados em locais especificos, como carga de caminhdes, ou corte de itens de diversos
materiais: o quarto item considera estas observacdes. Por fim, o quinto item considera
restri¢des como tipo de corte, por exemplo, degradé de densidade de chapas metalicas
e disposicdo de microchips em circuitos integrados.

Dyckhoff [19] apresentou uma tipologia para problemas de corte e empacotamento,
que se mostrou mais tarde incompleta na descri¢do dos problemas. Essa tipologia é
baseada em quatro itens:
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1. Dimensionalidade:

(1) uma dimensao;
(2) duas dimensoes;
(3) trés dimensoes;

(N) N dimensodes, com N > 3;
2. Tipo de atribuigéo:

(B) todos recipientes e uma sele¢do de itens;

(V) todos itens e uma selecdo de recipientes;
3. Tipo dos recipientes:

(O) um recipiente;
(I) tiguras idénticas;

(D) figuras diferentes;
4. Tipo dos itens:

(F) poucos itens (de diferentes formas);
(M) muitos itens com muitas formas diferentes;
(R) muitos itens com poucas formas diferentes;

(C) formas iguais.

Esta classificagdo apresenta algumas falhas, segundo Wascher et al. [65]. Estes pro-
puseram extensdes da tipologia de Dyckhoff detalhando de maneira mais precisa as
nuances de cada tipo de problema. A classificacdo basica pode ser vista na Figura 2.1.
Wascher et al. propuseram ainda um refinamento destas categorias bésicas, descritas
em seu trabalho.

Além desta classificacdo, é usual identificar um problema de corte e empacota-
mento através das restri¢des envolvidas. Em geral, nos problemas de corte os itens
apresentam demandas, ou seja, varios itens de um determinado tipo podem ser reque-
ridos, enquanto que nos problemas de empacotamento estas demandas sdo unitdrias.
Uma restri¢do comum a problemas de empacotamento é quanto a disposi¢do dos itens,
como por exemplo, a estabilidade. Nos problemas de corte, geralmente as restrigcdes
envolvidas referem-se ao tipo de corte que é feito ou ao desperdicio de material dos
recipientes. Entretanto é possivel que vérias destas caracteristicas se sobreponham em
um determinado tipo de problema, tornando-o hibrido. O trabalho de Wascher et al.
[65] traz a caracterizagdo de varios destes problemas e algumas de suas sobreposigoes.
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Figura 2.1: Tipos basicos de problemas de corte e empacotamento.
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2.3 Problemas Unidimensionais

Um problema ¢ dito ser unidimensional quando apenas uma dimensdo é considerada
no processo. Um dos primeiros e mais famosos problemas de corte e empacotamento
unidimensional é conhecido como Problema da Mochila (do inglés Knapsack Problem).
Uma interpretacdo pode ser a seguinte: imagine que um vendedor ambulante precisa
levar mercadorias em sua mochila. O problema é que a mochila tem uma capacidade
restrita e ndo consegue acomodar todos os itens. O vendedor quer preencher sua mo-
chila de maneira que a soma dos valores dos itens seja a maior possivel. Outro exem-
plo: um investidor tem um certo capital e quer investir em a¢des. Cada agdo tem um
valor para compra e um indice de rentabilidade. O objetivo do investidor € maximizar
a soma dos indices de rentabilidade das agdes que comprar, restrito ao capital que tem
para investir.
Sua definicao formal é:

PROBLEMA DA MOCHILA

Seja um recipiente de capacidade C' e uma lista de itens unidimensionais I = (ry,...,ry) tal que
cada item r; tem um peso associado p; € (0, C] e um valor associado v;. O objetivo é empacotar
alguns itens de I no recipiente de tal maneira que a soma dos pesos dos itens empacotados seja
no mdximo C' e a soma dos valores seja a maior possivel.

Este problema também é conhecido como Problema da Mochila Binério ou 0-1 e
é NP-dificil, veja Garey e Johnson [26], portanto ndo pode ser resolvido em tempo
polinomial a ndo ser que P = NP. O problema da mochila tem grande importancia
pois aparece como subproblema de muitos outros problemas mais complexos, e pode
representar muitas situagdes praticas, como nos dois exemplos citados. Por isso, é
considerado um dos mais importantes problemas de empacotamento. Sua formulacgao,
em programacao linear inteira, pode ser

maximize Z V; L5
iel
sob as restrigdes Z pir; < C (2.1)
iel

r; € {0,1} Viel,

onde z é um vetor bindrio de tamanho |/| e cada posic¢do i indica se o item 7; estd ou
ndo na solugdo. A restri¢cdo desta formulagdo, que envolve a capacidade do recipiente,
aparece em varios problemas de corte e empacotamento, mesmo que de uma forma
ligeiramente alterada. Nas formula¢des do Capitulo 5 podemos observar que esta res-
tricdo aparece com freqiiéncia.



2.4. Problemas Bidimensionais 10

Outro problema muito comum é o de empacotar uma lista de itens em varios recipi-
entes. Este problema é conhecido como Problema de Empacotamento Unidimensional
(Bin Packing Problem):

PROBLEMA DE EMPACOTAMENTO UNIDIMENSIONAL - PEU

Dados recipientes de capacidade C' e uma lista de itens unidimensionais I = (r1,...,r,), tal
que cada item r; tem um peso associado p; € (0, C], o objetivo é empacotar os itens de I dentro
do menor niimero de recipientes, de modo que a soma dos pesos dos itens em cada recipiente nio
exceda sua capacidade.

O PEU também é NP-dificil, veja Garey e Johnson [26]. Uma variante do PEU ¢é
quando os itens tém demandas d; € Z* associadas. O problema é conhecido como
Problema de Corte Unidimensional (Cutting Stock Problem).

PROBLEMA DE CORTE UNIDIMENSIONAL - PCU

Dados recipientes de capacidade C' e uma lista de itens unidimensionais I = (ry, ..., r,) tal que
cada item r; tem um peso associado p; € (0, C] e uma demanda d; € Z*, o objetivo é empacotar
toda demanda de itens, dentro do menor niimero de recipientes.

Apesar deste problema generalizar o PEU, ndo se sabe se a versdo de decisdo do
PCU é NP-completa. S6 se sabe que esta se encontra em EXPSPACE!. Note que sdo
problemas similares mas tém uma classificagdo diferente. Em verdade, quando temos
demandas de itens tratamos os problemas como problemas de corte. Quando os itens
sdo unitdrios, tratamos como problemas de empacotamento. A Figura 2.2 mostra um
exemplo onde temos demandas de varios tamanhos de canos e nosso material de con-
sumo tem tamanho fixo. Podemos minimizar a utilizacdo de material de consumo, ou
o desperdicio no corte.

Existe uma infinidade de variagdes de problemas unidimensionais. Destas, o pro-
blema da mochila, o PEU e o0 PCU sdo os mais estudados, uma vez que estes se apre-
sentam como subproblemas em diversos outros problemas.

2.4 Problemas Bidimensionais

Nos problemas bidimensionais, duas dimensdes sdo consideradas na resolugdo. Por
exemplo, imagine que uma vidragaria receba uma grande encomenda de pequenas
placas de vidro de véarios tamanhos. A vidracaria trabalha com grandes placas como
material de consumo. O objetivo é cortar estas grandes placas nas placas menores, de
modo que se utilize ou desperdice a menor quantidade possivel de material.

'EXPSPACE é o conjunto de todos os problemas de decisdo que podem ser resolvidos por uma
mdquina de Turing deterministica em O(27(™)), onde p(n) é uma funcéo polinomial em 7.
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Figura 2.2: Exemplo de corte de canos interpretado como PCU.

Os problemas com duas ou mais dimensdes apresentam varios tipos de empacota-
mento. A Figura 2.3 mostra dois exemplos comuns de empacotamentos. O empaco-
tamento (a), embora os itens sejam figuras regulares, seus lados ndo estdo alinhados
com as margens do recipiente. O empacotamento (b) os lados dos itens estdo alinha-
dos. Este ultimo tipo é dito ser ortogonal, ou seja, os lados dos itens sdo paralelos ou
ortogonais aos lados dos recipientes.

(a) (b)

Figura 2.3: Exemplos de empacotamento: (a) ndo-ortogonal; (b) ortogonal.

Em geral, os problemas que exigem ortogonalidade sdo mais comuns quando os
itens e recipientes sdo figuras retangulares, jd que o esfor¢o para resolucdo destes pro-
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blemas é menor. Neste trabalho, consideramos apenas empacotamentos ortogonais.
Todos problemas descritos, salvo referéncia explicita, sdo tidos em suas versdes orto-
gonais.

Um problema bem conhecido é o Problema de Empacotamento Bidimensional (Two
Dimensional Bin Packing Problem), cujo exemplo pode ser visto no inicio desta segao.

PROBLEMA DE EMPACOTAMENTO BIDIMENSIONAL - PEB

Dados placas bidimensionais R = (L, A) e uma lista de retdngulos I = (r1,...,r,), onde
cada retdngulo r; = (I;,a;) é tal que l; € (0,L] e a; € (0,A], parai = 1,...,n, o objetivo é
empacotar os retdngulos de I dentro do menor niimero de placas R.

Claramente o PEB é NP-dificil, j4 que o PEU se reduz facilmente a ele. Basta adi-
cionarmos mais uma dimensdo de tamanho fixo e igual em todos recipientes e itens.

Assim como sua versdo unidimensional, o PEB tem uma variacdao onde os itens
tém demandas d; € Z' associadas. Este problema é conhecido como Problema de
Corte Bidimensional em Placas (Two Dimensional Cutting Stock Problem).

PROBLEMA DE CORTE BIDIMENSIONAL EM PLACAS - PCB

Dados placas bidimensionais R = (L, A) e uma lista de retdngulos I = (ry,...,r,), onde cada
retangulo r; = (I;,a;) é tal que l; € (0, L] e a; € (0, A], e tem tem uma demanda d; € 7", para
i € I, 0 objetivo é empacotar toda demanda de itens dentro do menor niimero de placas R.

O PCB é um problema muito comum na indastria. Imagine grandes placas de
vidro ou metal que devem ser cortadas em itens menores, para atender a demanda de
diversos clientes. Nesses casos, podemos nos preocupar apenas com a quantidade de
placas a serem cortadas, ja que as sobras do corte podem ser recicladas. Ja na industria
moveleira, as sobras de madeira sdo mais dificeis de ser recicladas, portanto tem-se a
preocupacgado com o desperdicio no corte.

Ambos PEB e PCB tem recipientes com as duas dimensdes bem definidas. Existem
problemas onde o tamanho do recipiente em uma das dimensdes € ilimitado. Imagine
um grande rolo de papel, como na Figura 2.4, que deve ser cortado em retangulos
(itens) menores. Sua largura, em geral, é bem definida mas sua altura pode ser con-
siderada infinita, pois a soma das alturas dos itens a serem cortados é muito menor
que a altura da faixa. Esse problema é conhecido como Problema de Empacotamento
Bidimensional em Faixas (Two Dimensional Strip Packing Problem). Sua defini¢ao é:
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PROBLEMA DE EMPACOTAMENTO BIDIMENSIONAL EM FAIXAS - PEBF

Seja S uma faixa de larqura L e altura infinita e uma lista de itens retangulares I = (rq,...,1y,),
onde cada item r; = (l;,a;) é tal que l; € (0, L], parai =1,...,n,l; éalarqura e a; é a altura
do item ;. O objetivo é empacotar os itens de I em S com a menor altura posstvel.

O PEBF é muito comum na industria do papel, de polimeros e metalurgia. Dada
essa grande importancia, esse trabalho visou a resolucdo deste, de forma exata.

O

4 5 @ 3 ﬂ

Figura 2.4: Exemplo de corte de um rolo de papel.

2.5 Problemas com mais de duas dimensdes e varia¢des
no corte e empacotamento

Problemas de empacotamento tridimensionais sdo problemas muito comuns. Basta
imaginar cargas de contéineres, caminhdes ou armazéns. Problemas de corte sdo mais
raros, mas podemos imaginar usinagem de pegas, corte de madeira para fins espe-
cificos, corte de espumas para colchdes, entre outros. O problema s6 é considerado
tridimensional se trés dimensdes sdo relevantes ao processo de empacotamento.

Existem problemas que podem ser modelados com mais de trés dimensdes, por
exemplo, as trés dimensdes fisicas mais o tempo. Um exemplo de problema que pode
ser modelado como um problema de empacotamento de mais de trés dimensdes é o
problema de alocacédo de tarefas.

Fekete e Schepers [23, 24, 25] apresentam modelos genéricos para problemas de
empacotamento de vérias dimensdes, utilizando uma caracterizacdo baseada teoria
dos grafos das solugdes vidveis. Apresentam também os limitantes e um algoritmo
exato associados a esta abordagem.

Além da dimensionalidade, os problemas de corte e empacotamento apresentam
grande diversidade tanto quanto a espécie dos recipientes e itens, quanto ao tipo de
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empacotamento propriamente dito. Na se¢do anterior, ja definimos dois tipos de em-
pacotamento: o empacotamento ortogonal, onde os lados do itens sdo paralelos ou
ortogonais aos lados dos recipientes, e 0 empacotamento ndo-ortogonal onde isso ndo
€ uma restrigdo. A Figura 2.3 mostra dois exemplos deste tiltimo.

O empacotamento também pode ser feito de itens com formatos diversos, como
itens concavos, itens com lados ndo regulares ou ainda itens cujas formas ndo sdo po-
ligonos. Em outros problemas, é permitido que se mude a orienta¢do do item, ou seja,
que se rotacione este afim de otimizar o espaco do empacotamento. O Problema de
Carregamento de Paletes/Estrados (Pallet Loading Problem) é um exemplo de um pro-
blema com estas caracteristicas.

PROBLEMA DE CARREGAMENTO DE PALETES - PCP
Dados uma placa R = (L, A) e valores x e y, empacotar o maior niimero de retdngulos de
tamanhos (z,y) ou (y, x) dentro de R de maneira ortogonal.

Como podemos observar, existe uma grande variedade de maneiras de se empa-
cotar os retdngulos na placa, ja que cada um pode ser girado em 90°, com seus lados
sempre ortogonais aos lados da placa. Acredita-se que este problema ndo pertence a
classe NP. O PCP é um dos problemas que constam em aberto no site The Open Pro-
blems Project [16].

Outra consideragdo muito importante na indtstria é de como os cortes sdo efetu-
ados. Muitas vezes, o dispositivo de corte opera somente de forma longitudinal ou
paralela aos lados do recipiente, e corta o material de uma ponta a outra. Este tipo de
corte é conhecido como corte guilhotindvel. A Figura 2.5 mostra o exemplo de trés tipos
de cortes. O tipo de corte (a) permite que a guilhotina seja utilizada trocando a orien-

(a) (b) (©

Figura 2.5: (a) Corte guilhotinavel; (b) Corte guilhotindvel com 2 estagios; (c) Corte
ndo-guilhotindvel.
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tacdo da mesma em cada corte. Primeiro, o item 1 é cortado, em seguida 3,2, 4 ou 6, e
5 finalmente, em um total de 4 ou 5 mudancas de dire¢do da guilhotina. Se o custo de
mudanga de dire¢do é muito alto, pode-se restringir este, resultando em um ntimero
maximo de estagios de corte. Um estidgio de corte representa uma mudanca na diregdo
da guilhotina e uma seqiiéncia de cortes. Em (b), temos um estdgio horizontal, que
separa os itens 1, 2, 5 e 6 dos itens 3 e 4, e, em seguida, um estdgio vertical que separa
0s 1,2,5 e 6 uns dos outros, e os itens 3 e 4 um do outro. Note que é necessario mais
um estdgio para o corte das sobras. Este estdgio, em geral, ndo é contabilizado como
estagio de corte. Em (c) é impossivel utilizar uma guilhotina, a ndo ser para separar o
item 5. A disposigdo dos itens 1, 2, 3 e 4 impedem que a guilhotina corte o material de
uma ponta a outra.

Os cortes guilhotindveis em estdgios sdo muito comuns na industria devido o in-
tenso uso de guilhotinas. Considerando o corte do rolo de papel, onde os itens tem
demanda unitéria, podemos chamaé-lo de Problema de Empacotamento Bidimensional em
Faixas com 2 Estdgios PEBF2. A Figura 2.4 mostra um exemplo deste tipo de empacota-
mento. Consideraremos o niimero depois da sigla de um problema como o ntimero de
estagios requeridos para corte. Por exemplo, o PEB2 e o PEBF2 sdo versdes do PEB e
o PEBF, respectivamente, que requerem que os cortes sejam feitos em 2 estagios.

Outras restri¢des comuns sdo relativas ao sortimento dos itens e seu tipo. Imagine
a carga de veiculos com produtos alimenticios e produtos de limpeza. Tais produtos,
em geral, ndo devem ser empacotados juntos por questdes de contaminac¢do. Outra
situagdo é o empilhamento de itens. Certos materiais ndo podem ser sobrepostos a
outros, portanto a ordem de empacotamento é importante.

Muitas dessas restrigdes influenciam diretamente nos algoritmos utilizados para
resolucdo. O Capitulo 4 mostra as influéncias do corte guilhotinado para o PEBF na
construgdo de algoritmos polinomiais aproximados, e o Capitulo 5 mostra a influéncia
de restri¢des de empacotamento na geracdo de solugdes heuristicas e na geracdo de
colunas/padrdes.



Capitulo 3

Técnicas de Resolucao

3.1 Algoritmos Aproximados

Um algoritmo de aproximagdo ou algoritmo aproximado é um método polinomial para
um determinado problema tal que, dada qualquer instancia deste, devolve uma solu-
¢do com garantia de proximidade da solugdo 6tima.

Seja P um problema e Z o conjunto de todas instancias possiveis de P, A um al-
goritmo e denote por A(/) o valor de uma solugdo produzida pelo algoritmo A para
a instancia / € 7, e por OPT(/) o valor de uma solugdo 6tima da instancia I € Z.
Dizemos que A é um algoritmo que tem um fator de aproximacédo absoluto a ou é
a-aproximado se

A(I) < a-OPT(I), VIE€T

ou,
A(I) > a-OPT(I), VIeT

caso P seja de minimiza¢do ou maximizagdo, respectivamente. Do mesmo modo, te-
mos « > 1 nos problemas de minimizagdo e @ < 1 nos problemas de maximizacao.
Se o ndo depende do tamanho da instancia, dizemos que o algoritmo tem um fator de
aproximagdo constante. Tomaremos por padrdo problemas de minimizagao, ja que as
defini¢des sdo andlogas para ambos. Quando nos referirmos aos problemas de maxi-
mizagdo, isto seré feito explicitamente.

Dizemos que o algoritmo A tem um fator de aproximacao assintético se

A(I) < a-OPT(I)+C, VIeT

para alguma constante C'. A maioria dos algoritmos aproximados para problemas de
corte e empacotamento apresentam fatores de aproximagdo assintéticos.

16
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Dizemos que um algoritmo .4 é um esquema de aproximag¢do em tempo polinomial
(PTAS, do inglés Polinomial Time Approximation Scheme) para um problema P se, para
qualquer instancia I € Z de P e cada ¢ > 0, temos

A(I) < (1 +¢) - OPT(I)

e o tempo de execugdo é limitado por um polindmio no tamanho de I. Se este tempo de
execugdo é limitado por um polindmio no tamanho de / e 1/¢, dizemos que o esquema
de aproximacdo em tempo polinomial é total (FPTAS, do inglés Fully Polinomial Time
Approximation Scheme).

Os algoritmos aproximados garantem a qualidade da solugdo e tém tempo de exe-
cucdo polinomial em relacdo a entrada. Considerando que a grande maioria dos pro-
blemas tratados sdo das classes NP-completo, NP-dificil ou classes superiores de com-
plexidade, e que P # NP, o sacrificio na otimalidade da solugédo ¢ justificado pelo
tempo polinomial na execucao do algoritmo.

Existem varias técnicas para a construcao de algoritmos aproximados que se esten-
dem desde técnicas puramente combinatoriais, passando por técnicas de programacao
linear (métodos primais-duais, relaxagdo lagrangeana e programacao semi-definida),
até métodos baseados em teoria dos jogos. Muitos problemas ndo podem ser apro-
ximados dentro de um determinado fator por qualquer algoritmo polinomial. Estes
resultados sdo conhecidos como resultados de inaproximabilidade. Uma excelente
descrigdo destas técnicas e problemas a que se aplicam, assim como seus resultados
de inaproximabilidade, podem ser encontradas em Vazirani [63].

3.2 Programacdo Dinamica

A programacdo dinamica é uma técnica de resolugdo de problemas através de seus
subproblemas, utilizando uma sub-estrutura 6tima para resolucdo. Diferentemente
das técnicas baseadas em divisdo e conquista, a programacdo dindmica consiste em
armazenar solugdes de subproblemas e construir uma solugdo de problemas maiores a
partir dos menores em uma estratégia bottom-up.

O primeiro passo na constru¢do de um algoritmo de programacdo dinamica é a de-
terminacdo de uma sub-estrutura 6tima. Entenda-se por sub-estrutura étima o fato de
uma solugdo 6tima conter solu¢des 6timas de subproblemas associados, ou seja, uma
solucdo 6tima é construida de solugdes parciais também 6timas. Esta sub-estrutura é
definida recursivamente, como nos algoritmos de divisdo e conquista, mas os proble-
mas resolvidos em uma iteragdo compartilham as solu¢des dos subproblemas. Por isso
na maioria das vezes, um algoritmo de programacdo dinamica é executado sobre uma
tabela de solugdes parciais.
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Vejamos o caso do problema da mochila onde a capacidade da mochila e os pe-
sos dos itens sdo inteiros (Secdo 2.3). Consideremos que os itens estdo numerados de
1,...,[1]. Sejam 1 < i < |I],0 < ¢ < C, e fi(c) o valor da solugdo 6tima para o subpro-
blema dado pelos itens 1,. .. ,7 e a mochila de capacidade c. Se considerarmos apenas
o primeiro item, fi(c) = 0 parac = 0,...,p; — 1, ja que o item ndo cabe em nenhuma
destas mochilas, e fi(c) = vy para c = py,...,C, ja que temos apenas um item. Entao,
para empacotar os outros itens, temos a recorréncia

fi(e) = {fi_l(c) para c < p;,

max(fi_1(c), fi_1(c — p;) + v;) caso contrario.

A primeira equagdo traz o resultado do empacotamento das mochilas de tamanho no
maximo p; — 1, ou seja, ndo considera o empacotamento do item i. A segunda equacdo
considera o item 7 e compara o valor de seu empacotamento com o valor do empaco-
tamento sem considerar este. O maior valor é escolhido. Note que f;_;(c —p;) é o valor
do empacotamento da mochila de tamanho ¢ — p; sem o item ¢, mas reservando espaco
na mochila para este. Entdo, o valor é acrescido de v;, preenchendo a mochila com o
item i. Assim, a equagdo completa f;_;(c— p;) +v; considera o empacotamento do item
i. Desta forma, podemos construir o Algoritmo 1 que foi originalmente exposto por
Gilmore e Gomory [29] (veja Martello e Toth [46]).

Em geral, os algoritmos baseados em programagao dindmica necessitam de grande
quantidade de memoria por causa da tabulagdo dos dados. No Algoritmo 1, a situacdo
se torna critica se o tamanho da mochila é muito grande. Em verdade, este algoritmo
é pseudo-polinomial de tempo O(nC') onde n é o ntimero de itens e C' 0 tamanho da
mochila.

Podemos obter um algoritmo polinomial a partir do Algoritmo 1, dentro de um
certo fator de aproximagdo. Ibarra e Kim [34] obtiveram um esquema de aproxima-
¢do totalmente polinomial (FPTAS) para o problema da mochila onde os valores dos
itens sdo redefinidos, através de um parametro de erro, que limitado polinomialmente
no tamanho da instancia, permite construir um algoritmo de programagao dindmica
polinomial. Para mais detalhes, vide Vazirani [63].

Para mais detalhes sobre programacao dinamica, veja Cormen et al. [11].

3.3 Programacao Linear Inteira

A programagcdo linear inteira é uma restrigdo da programacao linear onde as varidveis
pertencem a um dominio inteiro. A programacao linear pode ser resolvida em tempo
polinomial (Papadimitriou e Steiglitz [49]), mas isso nem sempre é verdade quando
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Algoritmo 1: Programagdo dinadmica para o Problema da Mochila

Entrada: Um conjunto de itens / e a capacidade da mochila C.
Saida: Uma matriz m contendo a solugao.

1 Seja n o nimero de itens (n « |I|);
2 Seja m uma matriz de dimensdes (n + 1) x (C' + 1);
3 parac = 0 até C faca

s | m[0,d —0;

5 fim

6 para: = 1 até n faca

7 mli, 0] « 0;

8 para c = 1 até C faca

9 se p; < c entao

10 se m[i — 1)[c] < v; +m[i — 1,c — p;] entdo
11 ‘ mli,c] «— v + mfi — 1,¢c — py;
12 senao

13 | mli,d] —ml[i—1,c];

14 fim

15 senao

16 | mli,d] —mli—1,c;

17 fim

18 fim

19 fim

20 devolva m.

tratamos de programas lineares inteiros. Portanto, sdo utilizadas relaxacdes onde as
restri¢des de integralidade das varidveis sdo abandonadas. Em geral, essas relaxacdes
apresentam resultados fracionarios! que podem ser utilizados como limitantes duais.
Existem varios métodos para resolucdo de programacao linear. Entre eles, os trés
mais conhecidos sdo: o método simplex, o0 método de pontos interiores e o método
dos elipsdides. Destes, o mais utilizado é o método simplex. A razdo de sua utilizagdo
é que, embora seja um algoritmo nado polinomial (veja Klee e Minty [37]), o simplex
é muito rdpido na grande maioria dos casos, apresenta informagdes primais e duais
do problema e a reotimizacdo de um problema pré-otimizado com algumas altera-
¢Oes é simples. Chvétal [8] e Bazaraa et al. [2] apresentam o algoritmo simplex com
mais detalhes. O método dos pontos interiores é um método polinomial, baseado em
programagao ndo-linear, cuja reotimizacdo ap6s uma modificagdo no problema nao é
simples na maioria das vezes. O método dos elipsdides foi o primeiro algoritmo po-

1Se a matriz formada pelas restri¢des é totalmente unimodular, a solugdo 6tima da relaxacdo é inteira,
veja Wolsey [66]



3.3. Programacdo Linear Inteira 20

linomial para resolugdo de programas lineares, mas apresenta complexidade elevada
e dificil implementagdo. Este algoritmo trouxe importantes conseqiiéncias na drea de
otimiza¢do combinatéria (veja Schrijver [56]). Uma descricdo deste algoritmo é dada
por Papadimitriou e Steiglitz [49].

As relaxagOes lineares podem apresentar excelentes limitantes para solugdes intei-
ras de problemas. E o caso do problema do corte unidimensional PCU (veja definicoes
na Segdo 2.3). Sejan = |I|. O vetor P = (Py,...,P,) € Z, representa um padrao de
corte, ou seja, um conjunto de itens que podem ser empacotados em um recipiente.
Cada P, representa a quantidade de itens ¢ no padrdo P. Assim, uma formulacido para
oPCU é

minimize g Ap

PeP

sob as restri¢des Z PAp > d; Viel (PLI)
PeP
Ap € 7 VP eP,

onde \p é uma variavel que indica quantas vezes o padrdo P é utilizado e P é o con-
junto de todos padrdes que respeitem > " | p;P; < C. Esta formulagdo é inteira, dada
as restri¢des de integralidade da varidvel ), e tem tamanho exponencial, j4 que o na-
mero de padrdes possiveis é exponencial. Seja (PL) a relaxagdo de (PLI), tomando
Ap >0, VP eP.

Muitas instancias do PCU apresentam a propriedade IRUP (Integer Round Up Pro-
perty), que diz que o valor de uma solugdo 6tima inteira da Formulacdo (PLI) nédo é
mais que o valor da relaxacdo linear (PL), arredondada para cima. Entretanto, Marcote
[44] encontrou um contra-exemplo para esta conjectura, e Rietz et al. [50] mostraram
familias de instancias onde essa propriedade falha. Scheithauer e Terno [54] propuse-
ram uma alteracdo na propriedade IRUP, afirmando que o valor de uma solugao 6tima
inteira ndo é mais que o valor da relaxagdo linear arredondada para cima adicionada
de um. Esta nova conjectura é conhecida como Modified Integer Round Up Property (MI-
RUP).

Conjectura (MIRUP). Sejam Apj, e Apr; as solugdes 6timas de (PL) e (PLI), e val(Apy) e
val(ApLr), valores destas solugdes, respectivamente. Entdo val(Aprr) < [val(Apr)] + 1.

Muitos autores ja procuraram por instancias na tentativa de desprovar ou fortalecer
esta conjectura segundo Scheithauer e Terno [55]. A maior diferenga conhecida entre
os valores de Ap;, e Apr; é de 1,1666. . ., veja Rietz et al. [51].

Embora estes resultados parecam promissores, algumas formula¢des apresentam
resultados ruins como a Formulagdo (5.1) para o Problema de Empacotamento Bidi-
mensional em Faixas com 2 estdgios PEBF2, apresentada na Secdo 5.1. Lodi et al.
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[42] mostraram que a razdo entre a solucdo 6tima da relaxacdo desta formulagdo, e
a solucdo 6tima inteira, chamada de gap de integralidade, é de 1/2. Portanto, melhores
formulagdes devem ser feitas para que essa diferenca seja menor, conseqiientemente
melhorando o limitante.

3.4 Geracao de Colunas

3.4.1 Introducao

Formulag¢des com um nimero grande de varidveis sdo muito custosas para resolugdo:
apenas a geracdo de todas varidveis possiveis jd toma um tempo geralmente impra-
ticavel. Ainda assim, existem vdrias razdes para se utilizar este tipo de formulacao,
segundo Barnhart et al. [1]:

e Uma formulagdo com um grande ntiimero de varidveis pode apresentar limitantes
melhores que uma formulagdo compacta;

e Uma formulacdo com um grande ntiimero de varidveis pode eliminar simetrias
que sdo prejudiciais ao desempenho do algoritmo de branch-and-bound,;

e A decomposic¢do do problema em um problema mestre e subproblemas pode
apresentar interpretacdes naturais para o problema decomposto, incorporando
informagdes importantes;

e Uma formulagdo com um grande ntiimero de varidveis pode ser a tinica escolha.

O algoritmo simplex trabalha com uma base do problema e, a cada iteragdo, pro-
cura por uma varidvel para entrar nesta, tal que melhore o valor da solucdo. Esta fase
é conhecida como pricing (para mais detalhes, veja Chvatal [8]). Assim, o simplex deve
analisar todas varidveis disponiveis e escolher aquela com melhor custo reduzido. Mas
a simples enumeracado de todas estas é praticamente impossivel. Tanto o limite de es-
pago como de tempo sdo rapidamente atingidos em grandes formulagdes. Em geral,
estas formulagdes tém ntimero exponencial de varidveis. Assim, o sistema deve ser
resolvido considerando um pequeno ntimero destas, ou seja, a cada iteracdo do sim-
plex, um pequeno niimero de varidveis deve estar em foco. Mas reside a questdo de
quais varidveis fornecer ao sistema de modo que ele atinja uma solugdo 6tima. Muitas
delas ndo fazem parte de uma solugdo 6tima. Em verdade, o nimero é bem pequeno
se comparado ao total de varidveis disponiveis.

Uma técnica utilizada para a prospecc¢do de varidveis se chama geragio de colunas,
onde varidveis com custos reduzidos atrativos sdo geradas e fornecidas ao sistema.
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Uma variavel com custo reduzido atrativo é capaz de melhorar a qualidade da solucdo
até entdo encontrada (mesmo que seja apenas o valor da relaxa¢do). Se consideramos
um problema de minimizacdo, a varidvel gerada devera ter custo reduzido negativo,
capaz de diminuir o valor da solugdo. Em problemas de maximizagdo, o custo redu-
zido deve ser positivo. O nome geracdo de colunas vem do fato que cada variavel é
uma coluna no tableau do método simplex utilizado para resolugdo de sistemas line-
ares. Assim, os termos “coluna” e “varidvel” podem ser intercambidveis. Chvétal [8]
mostra o funcionamento do algoritmo simplex e mostra a relagdo da fase de pricing e a
geracdo de colunas.

A Figura 3.1 mostra um esquema de um algoritmo de geracdo de colunas para um
problema de minimizagdo. O sistema é iniciado com um conjunto de varidveis véli-
das tais que proporcionem a viabilidade do sistema, ou seja, pelo menos uma solugdo
valida seja possivel de ser encontrada, ou exista uma base vidvel. Entdo, o sistema é
resolvido até a otimalidade com as colunas disponiveis. Apds isso, é construido um
subproblema com os custos duais do sistema que é responsavel pela geracdo de colu-
nas vélidas. Ele deve devolver uma varidvel cujo custo reduzido seja negativo. Se isto
acontece, a varidvel é inserida no sistema, que é reotimizado, recomegando o ciclo (esta
descricdo é justamente a fase de pricing do simplex). Caso contrdrio, encontramos uma
solucdo 6tima da relaxagdo e esta é devolvida.

Muitas vezes, o problema que deve ser resolvido para a geracdo de colunas com
custo reduzido atrativo, é NP-dificil. Uma maneira de resolvé-lo é gerar colunas de
forma heuristica ou aproximada. Entretanto, incorre o fato que estes algoritmos podem
devolver colunas que ndo apresentam custo reduzido vantajoso. Como as colunas for-
necidas até este ponto foram geradas de forma heuristica ou aproximada, a relaxacao
pode ndo se encontrar em uma solugdo 6tima fraciondria, pois ndo temos garantia que
a relaxacdo contém as melhores colunas. Invariavelmente, teremos que utilizar um al-
goritmo exato para gerar a melhor coluna possivel neste ponto e, potencialmente, esse
processo pode ser lento. Em vista disso, a geracdo de colunas é melhor aproveitada
quando o problema a ser tratado apresenta algumas propriedades que tornam sua re-
solucdo répida.

A geracdo de colunas muitas vezes é utilizada juntamente com um algoritmo de
branch-and-bound, e recebem juntos o nome de algoritmo de branch-and-price. As rami-
ficagdes feitas pelo algoritmo podem mudar profundamente o problema de geracdo de
colunas, o que pode levar a sofisticados e complicados geradores de colunas. A Se-
¢do 3.6 mostra algumas consideragdes a respeito da ramificagdo e geragdo de colunas.
Podemos observé-las também nas se¢des que tratam deste assunto no Capitulo 5.
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Inicie o sistema com um
conjunto véalido de varidveis

i

Calcule a relaxagéao linear
até a otimalidadde com -
as colunas disponiveis

i

Crie um subproblema de geragao
de colunas com os custos duais
e o resolva

i

Foi gerada
uma coluna
com o custo
reduzido
negativo?

Insira a coluna na formulac¢do

Devolva a solugao
como 6tima

Figura 3.1: Esquema de geracgdo de colunas para um problema de minimizagéo.

3.4.2 A Decomposicao de Dantzig-Wolfe

A geracdo de colunas estd ligada a formula¢des com um grande ntimero de varidveis.
Muitas dessas formulagdes sdo mais restritivas que suas equivalentes de tamanho po-
linomial. Uma maneira de criar uma formulagdo mais restritiva a partir de uma mais
relaxada é aplicar a decomposicdo de Dantzig-Wolfe.

Tomemos a seguinte definicdo:

Defini¢dao: Dado um conjunto X C R", um ponto z € R" é uma combinagio convexa de
pontos de X se existe um conjunto finito de pontos {z'}!_; em X e um X € R!, com
St N =1lex =31 \a'. A envoltéria convexa de X, denotada por conv(X), é o
conjunto de todos os pontos que sdo combinag¢des convexas de pontos em X.

A decomposigdo de Dantzig-Wolfe foi proposta por Dantzig e Wolfe [12], e pode
aplicar-se a programacdo inteira. Escolhemos um subconjunto de restri¢gdes como sub-
sistema e consideramos implicitamente as solugdes inteiras deste, através do poliedro
X. Reformulamos o programa inteiro original trocando suas varidveis por combina-
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¢des convexas de um conjunto finito de pontos pertencentes a X e combinagdes li-
neares de um conjunto finito de raios pertencentes a X. Assim, obtemos uma nova
formulacdo, chamada de formulagio mestre, que é mais restritiva ja que consideramos a
envoltdria convexa de X implicitamente. Considerar a envoltéria convexa de X, signi-
fica resolver na otimalidade o problema descrito pelo poliedro X. Gilmore e Gomory
[27] foram pioneiros na utilizacdo desta técnica aplicando-a ao Problema de Empaco-
tamento Unidimensional.

Quando decompomos uma formulagdo, conseguimos cortar varios pontos fracio-
narios da formulacdo original, j4 que apenas solu¢des que respeitem a integralidade
do poliedro X sdo validas.

Exemplo 3.1: Consideremos o problema do empacotamento unidimensional PEU
descrito na Sec¢do 2.3. No pior caso, cada item deve ser empacotado em um recipiente.
O numero de recipientes pode ser limitado pelo ntimero de itens. Consideremos n
recipientes, onde n = |I|. Sejam as varidveis

{1 se o recipiente j faz parte da solucao, ,
Yj = paraj=1,...,n

0 caso contrario

1 seoitem i estd empacotado no recipiente j, ) )
Tij = VZGI,jzl,...,n.

0 caso contrario

Uma formulacdo do PEU é a seguinte:

minimize Z Yj (3.1a)
j=1

sob as restri¢oes Z xi; =1 Viel (3.1b)
j=1

Zpll’l] < Cy] paraj = 1, ...,n (31C)
iel

y; €{0,1} paraj=1,...,n (3.1d)

xijG{O,l} ViEI,jzl,...,n (318)

onde a Fungdo Objetivo (3.1a) minimiza a quantidade de recipientes utilizados, a Res-
tricdo (3.1b) garante que todos os itens estdo empacotados em algum recipiente, a Res-
tricdo (3.1c) garante que o total dos pesos dos itens empacotados em um recipiente ndo
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exceda a capacidade deste, e as Restri¢des (3.1d) e (3.1e) garantem a integralidade das
variaveis.

A relaxac¢do desta formulagdo abandona as restri¢des de integralidade, conside-
rando as varidveis como continuas. Desta maneira, obtemos um valor fraciondrio que
pode ser distante do valor da solugdo inteira 6tima. De fato, é facil ver que o valor
6timo da relaxacdo desta formulagéo é > | p;/C. Isto implica que o gap de integrali-
dade se aproxima de 1/2. Imagine que cada item i tem o peso p; = [C/2+1]. Conside-
rando C' tendendo ao infinito, a razdo entre o valor da relaxagdo e o valor da solugédo
6tima inteira tende a 1/2.

A Restrigdo (3.1c) é tipica de problemas de empacotamento. Em verdade, é uma
restrigdo do problema da mochila. Escolhemos esta para formar o poliedro

X = {x : Zpixij <Cy;, paraj= 1,...,n}.
il
Note que o poliedro X é formado por vdarios conjuntos de restri¢des independentes
entre si, cada um associado a um recipiente j. Assim

onde
X7 = {m : Zpixij < Cyj}.
il
Como todos recipientes tém tamanho igual, o conjunto de itens que pode ser aferido
a um recipiente, pode ser aferido a qualquer outro recipiente. Seja P = (Py,...,P,) o
vetor bindrio que representa tal conjunto, onde PF; indica se o item 7 estd ou ndo no
conjunto. Este vetor é tido como padrio de corte ou empacotamento. Assim

P = {P e{0,13": ) pPi < C} : (3.2)

i€l

Os vetores pertencentes a P representam pontos inteiros contidos na envoltéria con-
vexa formada pelas restricdes da mochila. Qualquer ponto P’ desta envoltéria pode
ser escrito como uma combinacdo convexa dos pontos extremos de P, ou seja,

P'=) PAp, onde » Ap<I1.
PecP PecP

Note que o padrdo vazio pertence a P (isto permite que a desigualdade seja menor ou
igual e ndo apenas igual a 1).
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Como a demanda dos itens no PEU ¢ unitéria, os conjuntos de itens que formam os
padrdes sdo disjuntos, e cada um destes ndo pode ser utilizado mais de uma vez. Por-
tanto, o numero de recipientes utilizados é justamente o nimero de padrdes utilizados.
Podemos reescrever a Fungdo Objetivo (3.1a) como

n

2.0

j=1 PP

e a Restricdo (3.1b) como:

n

> PAp=1, Viel.

j=1 PeP

Entao, temos a formulagao mestre:

n

minimize E E X
j=1 PeP
n

sob as restri¢des Z Z Pi)\fg =1 Viel (3.3)
j=1 PcP
Sy
Pep
N> 0.

Esta formulacdo é mais restritiva que a Formulacéo (3.1) j& que considera a envol-
toéria convexa da mochila. |

Segundo Vanderbeck [61], a motivacdo para se utilizar a decomposicdo de Dantzig-
Wolfe é aproveitar a tratabilidade do subproblema (embora isso nao seja trivial) para
obter um limitante dual de qualidade, ja que a formulacdo é mais restritiva.

Embora formulagdes resultantes da decomposi¢do de Dantzig-Wolfe sejam mais
restritivas, elas sdo muito grandes. Isso porque as varidveis do sistema sdo combina-
¢Oes de solugdes vélidas do subproblema resultante da decomposi¢do. Como estes sub-
problemas, em sua grande maioria, sdo problemas combinatérios dificeis (NP-dificeis
na maioria dos casos), o nimero de solu¢des pode ser exponencial, o que reflete em
um ntmero exponencial de varidveis na formulagdo mestre. Por isso, a técnica de ge-
ragdo de colunas é utilizada com freqiiéncia juntamente com formulagdes resultantes
da decomposigao.
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3.4.3 Geracao de colunas para problemas de corte e empacotamento

A maioria dos problemas de corte e empacotamento, sendo todos, contém restri¢des
do problema da mochila envolvidas (ndo s6 unidimensional, como em d dimensdes).
Estas restri¢des sdo candidatas a formar subproblemas de onde é extraida a envoltéria
convexa (de fato, apenas alguns pontos desta envoltéria). Se observamos atentamente,
percebemos que as varidveis resultantes da decomposi¢do sdo solu¢des do problema
da mochila. Cada mochila resolvida, constitui um conjunto de itens a serem atribuidos
a um recipiente. Chamamos essas soluc¢oes de padroes de corte ou empacotamento. Essa
interpretagdo apresenta grandes vantagens semanticas que podem ser tteis na geragao
de colunas.

Exemplo 3.2: Tomemos o problema do empacotamento unidimensional PEU nova-
mente. A Formulagdo (3.3) pode ser reescrita como a formulagdo mestre

minimize E Ap

Pep
sob as restri¢oes Z PAp =1 Viel (3.4)
PeP
Ap € {0, 1} VP eP
onde P = (Py,...,P,) é um vetor bindrio representando um padrédo, P é o conjunto

desses padrdes e A\p é a varidvel que indica se o padrdo P é utilizado ou ndo. Esta
simplificacdo pode ser feita ja que ndo é necessario testar todas combinagdes para todos
recipientes, pois o namero destes é igual ao niimero de padrdes a serem utilizados.

Como o tamanho de P é potencialmente exponencial, testar todas colunas é impra-
ticdvel. Temos que tomar os melhores padrdes possiveis e fornecé-los a formulacdo
mestre. O subproblema associado para gerar estes padrdes é

maximize Z m; P
icl
sob as restri¢des Z pi P <C (3.5)
icl

P, e {0,1} Viel

onde 7; é o valor (dual) associado ao item i (note que 1 — 7P é o custo reduzido da
formulacdo mestre). A Formulagdo (3.5) remete a um problema da mochila, como po-
demos observar na Formulacdo (2.1) da Secao 2.3. |

O processo de geragdo de colunas nos permite trabalhar com uma formulagcdo mes-
tre de tamanho reduzido, provendo varidveis quando necessdrias. Essa formulagdo
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mestre é conhecida como formulagdo mestre restrita. Como a prospecgdo de uma varia-
vel é dada pelos custos duais das restri¢des, utilizamos os custos duais da formulac¢do
mestre como valores dos itens no subproblema. Quando resolvido na otimalidade,
o subproblema deve ser capaz de devolver um padrao cuja varidvel associada tenha
custo reduzido atrativo, no caso do PEU, custo reduzido negativo. Se esse padrdo
ndo é encontrado, o sistema mestre se encontra em uma solugdo 6tima. Note que esse
processo é baseado na relaxacdo da formulacdo mestre. Desta maneira, a geracdo de
colunas se coloca no lugar da fase de pricing do algoritmo simplex, e prové a solugdo
6tima da relaxagdo sem a necessidade da enumeracédo de todas varidveis possiveis.

Gerar colunas para problemas de corte e empacotamento significa gerar padrdes.
Intuitivamente, os padrdes sdo modelos ou guias que serdo utilizados no processo in-
dustrial para gerar os itens no processo de corte, ou empacotar estes mesmos em algum
recipiente. Mas por diversas razdes, como o tipo de equipamento utilizado para empa-
cotar um item ou cortar uma chapa, insumos cujo contato seja proibido, caracteristicas
do material utilizado no corte, etc, os padrées ndo podem ser gerados apenas baseados
nas informagdes duais. Algumas destas considera¢des sdo mostradas na Secdo 2.5.

As restrigdes que ocorrem na pratica podem dificultar muito o problema de gera-
¢do de colunas. O problema da mochila (ou suas variantes nas diversas dimensdes) é
acrescido de vdrias restrigdes que podem impedir a utilizacdo de estratégias mais ra-
pidas como programagdo dindmica ou algoritmos aproximados. Restri¢des deste tipo
levam a condigdes de dificil tratamento que costumam a aparecer em problemas como
busca de conjunto independente e coloracdo de grafos. Restri¢des de guilhotina podem
impedir uma boa ocupacédo da area do padrao gerado. Portanto, os algoritmos de ge-
ragdo de colunas para problemas de corte e empacotamento tendem a ser complexos,
dependendo do problema tratado.

3.5 O Método Branch-and-Bound

3.5.1 Introducao

Encontrar uma solugdo 6tima para um problema NP-dificil pode ser extremamente
custoso para grandes instancias, dado o imenso ntimero de combinagdes possiveis, o
que torna a simples enumeragao invidvel. Existem combinag¢des ou padrdes de com-
binagdes que sdo ruins e sua inspegdo pode ser dispensada. Partindo deste principio,
podemos construir um algoritmo que detecta esses padrdes e ignora a inspecdo de
variagOes destes, que também sdo ruins.

Os algoritmos de Branch-and-Bound sdo algoritmos de enumeracdo que utilizam o
principio de exclusdo de solugdes ruins e suas variagdes. Por este fato, os algoritmos de
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Figura 3.2: Esquema do método de Branch-and-Bound para problemas de minimizacao.
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branch-and-bound também sdo conhecidos como algoritmos de enumeragao implicita.
A Figura 3.2 mostra um esquema de um algoritmo deste tipo para um problema de
minimizacao.

O primeiro passo é delimitar a regido de possiveis solu¢des. Para isso, o algoritmo
calcula dois limitantes chamados de limitantes primais e duais, que dizem os valores-
limite que uma solugdo pode atingir, ou seja, os valores maximo e minimo que a ins-
tancia do problema comporta. O objetivo é recalcular estes limitantes até que sejam
iguais e possamos afirmar que a solugdo é 6tima, ou sua diferenca seja a minima possi-
vel, o que limita o espaco de busca do algoritmo. Um limitante primal é um valor dado
por uma solugdo vélida para o problema, em geral, pior que o valor de uma solucao
6tima. Um limitante dual é um valor otimista que uma solugado 6tima pode atingir. Nos
problemas de minimizacdo, o limitante primal é considerado como limitante superior
e o limitante dual como limitante inferior. Nos problemas de maximizagdo, ocorre o
inverso. Para mais detalhes, vide Wolsey [66].

Geralmente, para controlar o processo de enumerac¢do da busca de solugdes, o al-
goritmo constrdi uma arvore, chamada de drvore de ramificagio (ou de branching), onde
cada no representa uma particdo no espaco de solug¢des do problema. Cada n6 apre-
senta um conjunto de possiveis solugdes (as vezes, nenhuma solucio), sujeitas a certas
restrigdes provenientes da ramificacdo, para as quais serdo calculados novos limitan-
tes. Este cdlculo é conhecido como processo de bound.

Se em um determinado nd, temos uma solugdo completa valida tal que seu valor é
igual ao limitante dual, entdo encontramos a solugdo 6tima. Caso contrdrio, continu-
amos com as modificagdes no problema, construindo outras solucgdes parciais a partir
da atual, que serdo abrigadas em nés filhos do n6 corrente. Este processo é conhecido
como ramificagdo (branching).

Suponhamos que uma destas solugdes parciais, embora vélida, ndo é capaz de gerar
solugdes melhores que o limitante primal. Pela estrutura do problema, sabemos que
qualquer solucao gerada a partir desta ndo vai apresentar valor melhor que o limitante
primal. Portanto, ndo ha necessidade de avaliar a sub-arvore desta solucdo e pode-
mos eliminar esse passo. Este processo é conhecido como poda. O algoritmo procura
diminuir o espago de busca, podando a drvore de solugdes e limitando a sua geragdo.

Um dos fatores cruciais para o desempenho de um algoritmo de branch-and-bound é
o calculo dos limitantes. Um bom limitante primal é capaz de podar prematuramente
ramos nao-promissores, diminuindo o tamanho da arvore de busca. Estes limitantes
podem ter custo elevado de célculo e podem ndo cortar ramo nenhum, segundo Bras-
sard e Bratley [6]. Mas, mesmo assim, seu calculo faz-se necessério.

Em geral, sdo utilizadas heuristicas ou algoritmos aproximados para o cdlculo de
limitantes primais, na tentativa de se obter uma boa solugao inicial. Uma das manei-
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ras de calcular o limitante dual é resolver a relaxacdo do programa linear relativo ao
problema no né da drvore em questdo, utilizando varidveis continuas, processo que é
detalhado na préxima segao.

Podemos perceber que a informagdo necessdria (limitantes e restri¢des que particio-
nam o espago de solugdes) para o funcionamento de um algoritmo de branch-and-bound
estd nas folhas da arvore. Por isso, a implementac¢do destes algoritmos, na maioria das
vezes, s considera as folhas construindo a drvore implicitamente.

3.5.2 O algoritmo de Branch-and-Bound e a Programacao Linear

Uma boa forma de calcular o limitante dual de um problema é resolver a relaxagado da
formulacdo linear inteira deste, onde as restri¢des de integralidade das varidveis ndo
sdo respeitadas. Desta maneira, a solugdo da relaxacdo, na maioria das vezes fracioné-
ria, pode ser usada como uma valiosa informagdo na hora da poda da drvore. A grande
vantagem da utilizagdo da programacao linear é que ela pode ser resolvida em tempo
polinomial no tamanho do programa linear. Em cada n6, o problema é reotimizado
levando em conta suas modifica¢des. Em geral, estas modificagdes sdo acréscimos de
restrigdes ou varidveis ao problema. O primeiro trabalho que apresenta um algoritmo
de branch-and-bound utilizando programacéao linear inteira é de Land e Doig [38], e os
primeiros resultados de sucesso foram conseguidos por Little et al. [39] para o Pro-
blema do Caixeiro Viajante.

O algoritmo de branch-and-bound com programacao linear utiliza a relaxacdo da for-
mulacdo do problema em questdo para calcular os limitantes duais. Em geral, quando
o valor resultante das variaveis é fraciondario, a ramificacao é feita tomando uma vari-
avel, digamos y, com valor fraciondrio y = v, e considerando duas opg¢des, uma com
a limitacdo y < |v] e outra com a limita¢do y > [v]. Note que, ajustar os limites das
varidveis corresponde exatamente em construir uma solugdo parcial: cada ajuste de
integralidade forga a escolha de valores para uma solugdo véalida. Para mais detalhes,
veja Papadimitriou e Steiglitz [49], e Nemhauser e Wolsey [47].

3.6 O Método Branch-and-Price

O algoritmo de branch-and-bound com relaxa¢des de programacao linear que permite a
geracdo de colunas e sua inser¢do na formulacdo é conhecido como Branch-and-Price.
A Figura 3.3 mostra um esquema para um algoritmo de branch-and-price para pro-
blemas de minimizagdo. Como ndo temos todas as colunas disponiveis, devemos ini-
ciar o sistema com uma solugdo valida, que nos fornecerd um conjunto restrito de
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Figura 3.3: Esquema do método de Branch-and-Price para problemas de minimizagéo.
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varidveis, ou uma base vélida. Como no algoritmo de branch-and-bound padrao, os
limitantes sdo calculados e testados.

O teste sobre a solucgao atual deve ser baseada na otimalidade da relaxagdo. Como
ndo temos todas as varidveis disponiveis, o valor da relaxacdo pode nédo ser o 6timo.
Assim, temos que gerar as colunas que melhorem a qualidade da solugao, de modo
que leve a relaxagdo a otimalidade. O retangulo tracejado da Figura 3.3 destaca a fase
de geracgdo de colunas, que é descrita em detalhes na Sec¢do 3.4. O restante do algoritmo
procede da mesma maneira que um algoritmo de branch-and-bound padrao.

Os algoritmos de branch-and-price tém sido muito utilizados em diversos problemas.
Vance aplicou esta técnica para o problema de empacotamento unidimensional [57] e
para o problema de corte unidimensional [58], Desrosiers et al. [17] para problemas de
roteamento, Vance et al. [59] para problemas de escalonamento de tripulac¢do, Savels-
bergh [53] para o problema de atribuicdo generalizada, Jeong et al. [35] para o problema
da arvore de Steiner, entre outros. Barnhart et al. [1] a presentam uma discussado sobre
reformulacdo com grande ntimeros de varidveis e algoritmos de branch-and-price.

3.6.1 Considerag¢des sobre algoritmos de Branch-and-Price
Ramificagdo

Embora seja promissor, o método branch-and-price esbarra em uma dificuldade crucial:
o problema é modificado quando as restri¢des da ramificacdo sdo adicionadas no pro-
blema principal, o que desfigura os subproblemas (de geracdo de colunas), ou seja,
seu tipo pode ser diferente do tipo da tltima iteracdo, implicando na destruicdo da
estrutura que é explorada ou necessdria para resolucéo eficiente destes subproblemas.
Isto significa que o algoritmo utilizado para geracdo das colunas tende a ser mais com-
plexo, tratando de vérios casos, o que potencialmente aumenta o custo computacional.
Portanto, é necessario que as regras de ramificacdo sejam elaboradas cuidadosamente
para uma resolucdo eficiente dos subproblemas em cada né da drvore de busca. Van-
derbeck [61] e Vanderbeck e Wolsey [62] discutem algumas maneiras de ramificagdo
para minimizar o impacto sobre a geracdo de colunas.

Geragao de Colunas

O processo de gerar uma coluna pode ser trabalhoso. Em geral, utiliza-se um método
rdpido como um algoritmo aproximado ou uma heuristica para que seja gerado uma
coluna vidvel. A manipulagdo dessas colunas também pode ser trabalhosa, j4 que o
processo de geragdo pode devolver uma coluna que ja foi eliminada nas ramificagdes
anteriores. Portanto, é necessdrio que haja um gerenciamento de colunas eficiente.
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Outra dificuldade muito conhecida é o efeito de tailing-off, onde um grande ntiimero
de iteragdes é necessdrio para provar a otimalidade. Potencialmente, isto pode ocorrer
em cada n6 da arvore onde o subproblema a ser resolvido é tipicamente um problema
inteiro dificil (veja Vanderbeck e Wolsey [62]).



Capitulo 4

Algoritmos Aproximados e Heuristicas
para o PEBF2

4.1 O algoritmo Next-Fit Decreasing Height

Existem muitos algoritmos aproximados que tratam de problemas de corte e empa-
cotamento. Alguns destes algoritmos, para problemas com duas dimensdes ou mais,
sdo ditos algoritmos de niveis, uma vez que os itens sdo empacotados em niveis, da
esquerda para direita, e o inicio de um novo nivel coincide com o topo do item mais
alto do nivel anterior. A grande vantagem é que estes algoritmos sdo rdpidos e geram
padrdes guilhotindveis.

O Next-Fit Decreasing Height (NFDH) é um dos mais tradicionais algoritmos aproxi-
mados para problemas de empacotamento bidimensionais, sendo derivado do Next-fit
para casos unidimensionais (vide Lodi et al. [42]). O NFDH ¢é um algoritmo de niveis
off-line, j& que precisa de conhecimento prévio das dimensdes de todos os itens a se-
rem empacotados. Seu principio é simples e esta descrito no Algoritmo 2. Primeiro,
ordena-se os itens em ordem ndo-crescente de altura e cria-se um nivel, empacotando
os itens na ordem até que um destes ndo caiba no nivel. Quando um item nao cou-
ber em um nivel, serd criado um novo e o item empacotado ai. O empacotamento
prossegue a partir desse novo nivel.

Note que o NFDH gera padrées guilhotinados. Além disso, ele é um algoritmo
muito simples e tem tempo linear de execugdo, a ndo ser pelo limitante da ordenacgéo,
que o torna O(nlogn).

A Figura 4.1 mostra um exemplo de empacotamento onde foi aplicado o NFDH.
Os itens numerados de acordo com sua altura, do mais alto para o mais baixo, e foram
empacotados na seqiiéncia de suas alturas. Os itens 1 e 2 sdo empacotados no primeiro
nivel. Como o item 3 ndo cabe neste nivel, é criado um novo e o item 3 empacotado

35
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Algoritmo 2: Next-Fit Decreasing Height

Entrada: Um conjunto de itens I.
Saida: Um conjunto de niveis.

1 Ordene os itens de  em ordem nao-crescente de altura;

2 Crie um novo nivel vazio e defina-o como nivel corrente;

3 paracada: € [ faca

4 | seicabe no nivel corrente (em largura) entdo

5 | Coloque i no nivel alinhado a esquerda;

6 senao

7 Crie um novo nivel vazio e tome ele como corrente;
8 Coloque ¢ no novo nivel alinhado a esquerda;

9 fim

10 fim
11 devolva os niveis criados.

neste. Segue-se o empacotamento do item 4. O item 5 ndo cabe neste nivel, portanto, é
criado um novo nivel para abriga-lo. E o tiltimo a ser empacotado é o item 6. Embora,
no primeiro nivel coubessem juntos os itens 4 e 6, ou ainda, os itens 5 e 6, o algoritmo
ndo os empacotam ai pois o item 3 é o préximo a ser processado, forcando a criagdo de
um novo nivel por ndo caber no nivel inferior.

> |6

Figura 4.1: Empacotamento utilizando NFDH.

Essa caracteristica seqtiencial do NFDH, leva-o a uma perda significativa de area
atil, que poderia ser utilizada para empacotar outros itens. Coffman et al. [9] provaram
que

NFDH(I) <2-OPT(I)+ H,

onde H é a altura do item mais alto do empacotamento.



4.2. O algoritmo First-Fit Decreasing Height 37

4.2 O algoritmo First-Fit Decreasing Height

O First-Fit Decreasing Height (FFDH) é um algoritmo similar ao NFDH. A diferenca
reside na escolha de onde empacotar um item. O item é empacotado no primeiro nivel
que couber, na ordem de geragdo dos niveis, alinhado a esquerda. Caso ndo caiba em
nenhum nivel, um novo nivel é criado e o item empacotado ai. Como exige ordenacao
dos itens a priori, também é considerado um algoritmo off-line. O Algoritmo 3 mostra
seu principio.

Algoritmo 3: First-Fit Decreasing Height

Entrada: Um conjunto de itens I.
Saida: Um conjunto de niveis.

1 Ordene os itens de I em ordem nao-crescente de altura;
2 Crie um novo nivel vazio. Seja N o conjunto de niveis;

3 paracada: € [ faca

4 | Seja N € N, naordem em que foi criado, tal que i caiba em N;
5 se encontrou N entdo

6 | Coloque i em N alinhado a esquerda;

7 senao

8 Crie um novo nivel vazio;

9 Coloque ¢ no novo nivel alinhado a esquerda;

10 fim

1 fim

12 devolva V.

A Figura 4.2 mostra o empacotamento dos itens da Figura 4.1 utilizando o algo-
ritmo FFDH. Os itens 1 e 2 sdo empacotados no primeiro nivel e o item 3 no segundo
nivel, j& que ndo cabe no primeiro. Ao tentar empacotar o item 4, o algoritmo detecta
que o mesmo cabe no primeiro nivel e entdo empacota ele ali. O item 5 j4 ndo cabe no
primeiro nivel, entdo, é empacotado no segundo, onde encaixa perfeitamente. O item
6 é empacotado no primeiro nivel também, ja que cabe no mesmo.

O algoritmo FFDH pode ser implementado em tempo O(nlogn). Coffman et al. [9]
provaram que a seguinte desigualdade é vélida:

FFDH(I) < % .OPT(I) + H,

onde H é a altura do item mais alto.
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* e

Figura 4.2: Empacotamento utilizando FFDH.

4.3 O algoritmo Best-Fit Decreasing Height

Embora muito utilizados, tanto o NFDH como o FFDH aparentam néo utilizar eficien-
temente 0 espaco dos niveis. Uma alternativa é empacotar o item onde melhor couber.
Este é o principio que o Best-Fit Decreasing Height (BFDH) utiliza. Quando um item
vai ser empacotado, o BFDH procura por um nivel cujo espago restante apds o empa-
cotamento do item é o menor possivel. Consideramos aqui, ndo a drea ocupada, mas
a largura do item e largura restante do nivel. Assim como os algoritmos anteriores,
exige-se ordenagdo prévia dos itens. O Algoritmo 4 elucida o BFDH.

Algoritmo 4: Best-Fit Decreasing Height

Entrada: Um conjunto de itens I.
Saida: Um conjunto de niveis.

1 Ordene os itens de I em ordem nao-crescente de altura;

2 Seja N o conjunto de niveis. Denote por Sy 0 espago restante para
empacotamento (em largura) do nivel N;

3 paracadai € [ faca

4 | Seja N € N tal que Sy — largura(i) > 0 é minimo;

5 se encontrou N entdo

6 | Coloque i em N alinhado a esquerda;

7 senao

8 Crie um novo nivel;

9 Coloque i neste nivel alinhado a esquerda;

10 fim

11 fim

12 devolva V.
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Tomemos os itens utilizados nos exemplos anteriores: utilizando o BFDH, o empa-
cotamento serd o mostrado na Figura 4.3. Os itens 1, 2 e 3 serdo empacotados como
no NFDH e FFDH. O item 4 serd empacotado no segundo nivel, pois o espaco restante
serd menor que no primeiro nivel, uma vez que, o item 3 é mais largo que os itens 1
e 2 juntos. O item 5 sera entdo empacotado no primeiro nivel pois ndo cabera no se-
gundo. O item 6 cabe em ambos niveis, mas serd empacotado no primeiro, que cabera
perfeitamente.

5 |6

Figura 4.3: Empacotamento utilizando BFDH.

O BFDH pode ser implementado em tempo O(nlogn). Embora mais sofisticado,
ndo apresentou ganhos significativos nas instancias testadas. Os resultados podem ser
comparados na Secdo 6.4.

4.4 O algoritmo da Mochila Gulosa

Embora rapidos e relativamente eficazes, o NFDH, o FFDH e o BFEDH nao consideram a
drea dos itens. Um algoritmo que considera este fato pode ser promissor, ja que tentaria
colocar itens que maximizassem a utilizacdo da drea de um nivel. Lodi et al. [41]
propuseram um algoritmo guloso onde a cada iteragdo, o item mais alto é empacotado
em um nivel, e o restante deste é completado por um algoritmo que resolve o problema
da mochila de forma exata. Sejam «a; e [; a altura e largura do item 7, respectivamente,
i’ o item mais alto e L a largura da faixa. A mochila terd o tamanho L — [; e os valores
dos itens serdo dados por v; = a; - [;. O Algoritmo 5 retrata essa proposta.

Este algoritmo usa uma estratégia gulosa, gerando a cada iteragdo um empacota-
mento de um nivel com a maior ocupagdo de drea com os itens ndo empacotados.

O algoritmo da mochila gulosa apresenta como subproblemas, instancias do pro-
blema da mochila, ja provado ser NP-dificil [26] e, portanto, ndo pode ser resolvido
em tempo polinomial, a ndo ser que P = NP. Lodi et al. [41] propdem a utilizagdo
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Algoritmo 5: Mochila Gulosa

Entrada: Um conjunto de itens / e largura da faixa L.
Saida: Um conjunto de niveis.

1 Ordene os itens de I em ordem nao-crescente de altura;
// Calcula a &rea de cada item

2 paracada: € [ faca

‘ v —a; -l
fim
enquanto [ # () faca
Seja i € I o item mais alto;
Crie um novo nivel e empacote o item ¢ neste;
I 1 \ {Z},
Seja M uma instancia do problema da mochila de tamanho C' = L — [, e itens
dados pelo conjunto /;
10 Resolva M;
11 Seja J o conjunto de itens devolvido pela resolugdo de M;
12 Coloque os itens de J no nivel;
13 I—1\J;
14 fim
15 devolva os niveis gerados.

O© 0 NS Ul e W

de algumas itera¢gdes de um algoritmo ndo-polinomial para resolu¢do aproximada do
problema da mochila (alguns destes algoritmos podem ser encontrados em Martello e
Toth [46]). N6s utilizamos o Algoritmo 1 de programacado dinamica mostrado na Segao
3.2.

O algoritmo da mochila gulosa apresentou resultados muito parecidos com o FFDH
e BFDH (vide Secado 6.4). Desta maneira, modificamos o cédlculo dos valores dos itens,
ndo apenas considerando sua 4rea, mas também uma pequena depreciagdo neste, base-
ada na largura do item em relagdo a capacidade da mochila. Para cada item calculamos
a porcentagem de sua ocupacdo na mochila e, as que ficaram abaixo de um limiar defi-
nido, foi aplicada uma fun¢do de amortiza¢do do valor (4rea) do item. Desta maneira,
buscamos priorizar itens mais altos em detrimento aos mais largos.

Seja B € (0,1) o limiar e PT; € (0,1] a porcentagem de ocupagdo do item ¢ em
relacdo ao tamanho da mochila. Foram aplicadas: a funcdo linear v(i) = area(i) -
(PT;/B), a fungdo quadrética v(i) = area(i) - (PT;/B)? e a fungdo exponencial v(i) =
area(i) - e!*PTi=B)_ Os resultados podem ser comparados na Segdo 6.4
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4.5 Outras abordagens

Hopper e Turton [31] apresentam uma revisao da aplicagdo de varias metaheuristicas
aos problemas de empacotamento bidimensional em faixas, destacando diversas vari-
agdes utilizando algoritmos genéticos. Os autores também comentam sobre solugdes
que empregam algoritmos baseados em simulated annealing, busca tabu e redes neurais.
Embora este trabalho néo trate especificamente do PEBF2, é um bom resumo de pro-
blemas e solugdes similares ao PEBF2. Lodi et al. [41] apresentam algumas heuristicas
para problemas de empacotamento bidimensional e um algoritmo de busca tabu para
o problema de empacotamento bidimensional.



Capitulo 5

Método Branch-and-Price para o PEBF2

5.1 Formulagdes

A primeira formulagdo para problemas de corte e empacotamento é devida a Kanto-
rovich [36]. Posteriormente, muitos trabalhos apresentaram diferentes formulag¢des as
mais diversas variantes destes problemas. Dentre elas, destaca-se a formulacdo do tra-
balho pioneiro de Gilmore e Gomory, utilizando uma formulac¢do para o problema de
empacotamento unidimensional PEU [27] e para o problema de empacotamento bi-
dimensional em 2 estdgios PEB2 [28], ambas de tamanho exponencial no ntimero de
variaveis.

Lodi et al. [43] apresentam formulagdes para compactas o PEB2 e para o problema
do empacotamento bidimensional em faixas com 2 estagios PEBF2. Reproduzimos
aqui a formulagdo para o PEBF2. Para conseguir esta formulacado, fazemos as seguintes
consideracoes:

Observacao: Para qualquer solugdo 6tima do PEBF2, existe uma solucdo equivalente

tal que:

(i) O primeiro item (mais a esquerda) empacotado em cada nivel é o item mais alto
do nivel;

(ii) O primeiro nivel (mais baixo) empacotado na faixa é o nivel mais alto nesta.

Esta formulagdo contém dois conjuntos de varidveis. Sem perda de generalidade,
assumimos que a; > as > ... > a,, onde q; é a altura do item ¢ pertencente ao con-
juntos de itens I. Assumimos n = || possiveis niveis, cada um associado a um item i
que inicializa este, tendo, portanto, altura correspondente a;. O primeiro conjunto de

42
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varidveis indica se um item inicia ou ndo um nivel:

1 seoitem j inicializa o nivel j, .
Yj = paraj=1,...,n

0 caso contrario

e o segundo indica se um item 7 estd empacotado em um nivel j:

1 seoitem i estd empacotado no nivel j, , o
Tij = ) parai=1,...,nei>j.
0 caso contrario
A formulagao é apresentada a seguir:
minimize Z a;y; (5.1a)
j=1
i—1
sob as restri¢des Z Tij +yi =1 parai=1,...,n (5.1b)
j=1
Z lll'w S (L — lj)yj paraj = 1, e, — 1 (51C)
i=j+1
y; € {0,1} paraj=1,...,n (5.1d)
z;; € {0,1} paraj=1,....,n—1lei>j. (5.1e)

A Fungdo Objetivo (5.1a) minimiza a altura do empacotamento, a Restri¢do (5.1b) forca
que um item seja empacotado apenas uma vez, ou iniciando um nivel ou como parte
deste nivel, e a Restri¢do (5.1c) limita a ocupagdo de itens em um nivel por sua largura.
As Restrigoes (5.1d) e (5.1e) garantem a integralidade das varidveis.

Esta formulagdo esbarra em uma dificuldade: o gap entre a solugao 6tima da relaxa-
¢do e a solugdo 6tima inteira é pelo menos 1/2 (Lodi et al. [43]) e, portanto, ndo oferece
um limitante de boa qualidade. Uma maneira de “apertar” a formulagdo é aplicar a
decomposicdo de Dantzig-Wolfe.

O conjunto de padrdes que podem ser aferidos a um nivel é igual, j4 que ndo ha
distingdo entre os niveis, embora cada nivel tenha um item associado para inicié-lo.
Assim, obtemos a formulacdo mestre para o PEBF2:

minimize Z apAp
PeP
sob as restri¢cdes Z PAp=1 parai=1,...,n (5.2)
PeP
Ap € {0,1} VP e P
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onde P = (F,..., P,) éum vetor bindrio representando a configura¢ao de um nivel, ou
seja, um padrao. O conjunto P contém todos os padrdes P que satisfazem ) ,_, ;P < L
e definimos ap = max(P; - a;)ic(1,..n}, OU S€ja, a altura do item mais alto em P. A
varidvel Ap indica se o padrdo é utilizado ou ndo na solugdo, e P; se o item ¢ estd
empacotado no padrdo P. Como as demandas dos itens sdo unitdrias, nenhum padrao
se repetird no empacotamento e cada nivel terd uma configuracdo prépria. Podemos
entdo, assumir que os termos padrao e nivel se referem a uma configuracdo de itens.

A Formulacgdo (5.2) é mais restritiva que a Formulagédo (5.1), uma vez que as solu-
¢Oes fraciondrias que ndo sdo combinagdes convexas de solugdes inteiras de problemas
da mochila ndo sao vidveis. Vance [58] aplicou a decomposicdo de Dantzig-Wolfe para
o problema de corte e estoque unidimensional PCU, obtendo formula¢ées similares as
apresentadas aqui.

Embora mais restritiva, esbarramos numa formulacdo de tamanho exponencial de-
vido ao imenso ntiimero de padrdes possiveis. De fato, o niimero de padrdes é préximo
do ntiimero de combinagdes entre os itens. Assim, devemos gerar padrdes considera-
dos bons para o empacotamento, utilizando a técnica de geracdo de colunas (detalhes
na Secdo 3.4). Para uma base do problema dado pela Formulacéo (5.2), temos um ve-
tor dual associado que denotamos por 7. Na geracdo de colunas temos que resolver o
seguinte subproblema:

M, = maximize Z ;P
ielk
sob as restri¢oes Z L,P <L (5.3)
ielk
P, €{0,1} Vie I

onde o conjunto I* = {i € I : a; < Ag}, P, é uma variavel que indica se o item i esta
empacotado no padrdo e m; é um valor dual associado ao item . Para cada possivel
altura Ay de um nivel, devemos resolver o subproblema M correspondente. Isto vem
do fato que o custo reduzido é uma funcédo das alturas e dos valores duais dos itens,
ou seja, cp = ap — P, onde ¢p é o custo reduzido do padrdao P. Como queremos
cp < 0, basta maximizar o valor de 7P resolvendo (5.3) para cada altura possivel. A
coluna de melhor custo reduzido deve ser devolvida para o problema mestre. Note
que o ntiimero de alturas possiveis é limitado pelo nimero de itens. Este subproblema
é chamado de Problema do Padrdo de Peso Maximo.

PROBLEMA DO PADRAO DE PESO MAXIMO

Dados uma placa bidimensional R = (a,b) e uma lista de retdngulos I = (ry,...,r,), onde
cada retangulo r; = (l;, a;) tem um peso m; € R*, encontrar um padrio P de (R, I) de peso
mdximo.
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No caso unidimensional, este problema recai no problema da mochila, que Vance
[57] utilizou para gerar as colunas.Para a decomposicdo do PEBF2, podemos conside-
rar que cada altura gera um subproblema da mochila, eliminando os itens maiores que
uma determinada altura A, antes da resolugao do problema.

Embora seja NP-dificil, o problema da mochila admite um algoritmo de programa-
¢do dindmica pseudo-polinomial de tempo O(nC'), onde n é o nimero de itens e C' o
tamanho da mochila (vide Algoritmo 1 do Segao 4.4). Este algoritmo permite a resolu-
¢do de todos subproblemas da mochila (um para cada altura possivel) de uma s6 vez,
bastando ordenar os itens em ordem crescente de altura.

Os limitantes obtidos com a Formulagao (5.2) sdo de excelente qualidade como po-
demos observar nas Tabelas 6.5, 6.12 e 6.14 da Secao 6.5.

5.2 O algoritmo

Utilizando a Formulagdo (5.2) podemos construir um algoritmo de branch-and-price
para obtencdo de solugdes exatas. O algoritmo resolve a relaxagdo do Formulacgao
(5.2) utilizando a técnica de geragdo de colunas (que resolve, por sua vez, a Formu-
lacdo (5.3)). Se a solucgéo tiver variaveis fraciondrias, devemos inserir restricdes sobre
estas varidveis de modo que a solugdo fraciondria corrente seja descartada. Este pro-
cesso cria subproblemas que devem ser reotimizados utilizando a técnica de geracdo
de colunas novamente. As se¢des seguintes mostram os detalhes do algoritmo.

5.2.1 Ramifica¢ao

Como comentado na Segdo 3.6.1, as regras de ramifica¢do influem diretamente na gera-
¢do de colunas. Portanto, vamos consideré-las primeiro e, logo ap6ds, consideraremos
o problema de gerar colunas.

A forma mais simples de ramificagdo, j4 que as varidveis do Problema Mestre (5.2)
sdo bindrias, é ajustar seus limites para 0 (zero) em um ramo, digamos o esquerdo,
e para 1 (um) no outro ramo, digamos direito. Seja A\p a varidvel onde ajustamos os
limites, entdo, \p = 0 no ramo esquerdo indica que o padrdo P nado pode ser usado
neste ramo, e A\p = 1 no ramo direito permite a utilizagdo de P. Entretanto, segundo
Barnhart et al. [1], é possivel (e muito provavel) que o padrao P seja gerado novamente
na proxima geragdo de colunas devido ao seu custo reduzido ter se tornado atrativo.
Desta maneira, supondo que estamos no j-ésimo nivel da drvore de ramificagdo, po-
deremos estar em uma situagdo onde precisamos gerar a j-ésima melhor coluna, o que
pode demandar muito tempo. Manipular o pool de padrdes proibidos também néo é
uma tarefa trivial. Degraeve e Schrage [15] utilizaram esta estratégia e, sem considerar
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as restri¢cdes das ramificag¢des, tiveram que gerar a j-ésima melhor solugdo no j-ésimo
nivel da arvore.

Outra dificuldade neste esquema de ramificacdo é que o ajuste dos limites das vari-
aveis do problema mestre requer modificagdes no subproblema de geracado de colunas,
aumentando sua complexidade, como ja enunciado na Secédo 3.6.1.

Para contornar estas dificuldades, Vance [57] propde uma regra de ramifica¢do ba-
seada no trabalho de Ryan e Foster [52]. Esta regra baseia-se na seguinte proposicao:

Proposicdo 5.2.1. Seja X uma matriz bindria e A um vetor tal que X\ = 1 seja uma solugio
bdsica. Se pelo menos um dos componentes de \ € fraciondrio, entdo existem duas linhas r e s
do problema mestre tal que

0< Z A< 1,

kixpp=1,x5p=1

onde x;, = 1 indica que o item i é coberto pela coluna k.

Demonstragido. Consideremos a varidvel fraciondria \;.. Seja r qualquer linha tal que
zy = 1. Como Z1gk§p T\ = 1 e A\ é fraciondria, entdo deve existir outra coluna
basica k" com 0 < A\y» < 1 ez, = 1. Como ndo existem colunas duplicadas na base,
deve existir uma linha s tal que ou x5 = 1 ou x5+ = 1 mas ndo ambos. Assim:

1 = Z flfrk/\k

> Z Y

k:xpp=1,x5,=1
onde a inequagdo segue do fato que o dltimo somatdrio inclui ou A\ ou \y», mas ndo

ambos. O]

Baseadas nesta proposicdo, temos as seguintes restri¢des para ramificacdo:

Yoo =1 (5.4)

> =0, (5.5)

k:aﬁrkzl,ﬂfsk:l

A Restrigdo (5.4) faz com que as linhas r e s sejam cobertas por uma mesma coluna,
enquanto que a Restri¢do (5.5) faz com que as linhas sejam cobertas por colunas dife-
rentes.
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A Formulacdo (5.2) tem uma matriz bindria formada por padrdes P. Cada coluna
representa um padrdo e cada linha um item. Assim, podemos aplicar as Restrigdes
(5.4) e (5.5) para a ramificacdo. No ramo cuja Restricdo (5.4) é aplicada, sdo permitidos
apenas padrdes cujos itens r e s ou estejam juntos no padrdo ou nenhum apareca. Note
que, se a soma das larguras de r e s excedem a largura da faixa, o ramo ndo deve ser
criado pois ndo poderemos gerar colunas com ambos itens. No ramo com a Restri¢do
(5.5), apenas sdo permitidas as colunas onde apenas um dos itens aparece no padrao
ou nenhum deles. Esta regra limita varias varidveis a cada iteragdo e permite que a
geragdo de colunas seja mais facil de ser tratada, principalmente com restri¢des do tipo
(5.4).

A regra de ramificacdo é implementada da seguinte maneira. O algoritmo procura
por dois itens com os quais seja possivel realizar a ramificagdo. Caso estes itens ndo
possam ser encontrados, o né atual Corresponde auma solugéo inteira. Se encontrados,
sdo criados dois nos filhos tais que, em um né, designado como filho esquerdo, o limite
superior é ajustado para zero em todas as colunas que contém um item e ndo contém
o outro, e no outro nd, designado como filho direito, o limite superior é ajustado para
zero nas colunas que contém ambos os itens. Esta informagdo é repassada para os
geradores de colunas e algoritmos que calculam os limitantes superiores, através de
um grafo onde os itens que devem permanecer separados sdo vértices ligados por uma
aresta. Os itens que devem permanecer juntos, sdo substituidos por um novo item,
resultante da combinacgdo destes tltimos (vide Se¢do 5.2.2). Isto garante que as colunas
geradas em cada ramo ndo inflijam as regras impostas até entdo. Note que o dominio
dessas variaveis é {0, 1}, o que implica na proibigdo das varidveis com limites ajustados
para zero. Por sua vez, isto implica que a relaxacdo de um n¢ filho pode ser invidvel, e
caso afirmativo, teremos que restaurar sua viabilidade. Para isso, utilizamos a matriz
identidade eliminado as colunas que ndo respeitam as Restri¢des (5.4) e os padrdes da
solucdo gerada pelo NFDH, FFDH ou BFDH (vide Secédo 5.2.3).

Utilizamos duas abordagens de escolhas dos itens. Em uma delas, dois itens quais-
quer que satisfacam a Proposi¢do 5.2.1, podem ser escolhidos. Essa abordagem pode
levar-nos a escolha de itens ja considerados em ramifica¢des anteriores, o que pode
ser uma vantagem para geragao de colunas no filho direito quando usamos o teste das
combinagdes, j& que o grau dos vértices das componentes conexas do grafo resultante
das restricdes de aresta, tende a ser grande, diminuindo o niimero de conjuntos in-
dependentes. Quando utilizamos o resolvedor, isso pode ser uma desvantagem, pois
um grafo denso pode ser um complicante para as heuristicas deste. Em vista disso, a
segunda abordagem escolhe itens que ainda ndo foram considerados em ramificacdes
anteriores. Assim, promovemos a formagdo de restri¢des “independentes” quanto aos
itens que as compdem, formando uma estrutura similar a blocos, cujo resolvedor pode
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tirar proveito. Em contrapartida, temos um grande niimero de conjuntos independen-
tes a serem testados.

Durante a busca na drvore, os nés que ndo contém restri¢des de aresta (5.7a) sdao
resolvidos primeiro, ja que sua resolugado pelo algoritmo da mochila é rapida.

5.2.2 Gerac¢ao de Colunas

Definidas as regras de ramificagdo, podemos construir os algoritmos para geragdo de
colunas. Estes algoritmos irdo resolver o problema da mochila dado pela Formulagao
(5.3), e suas variac¢des causadas pela ramificagdo.

O problema da mochila é um dos problemas mais bem estudados, e admite re-
solucdo relativamente rdpida, embora seja um problema NP-dificil. Vance [57, 58] e
Vanderbeck [60] utilizaram uma varia¢do do algoritmo Horowitz-Sahni [33], que é um
algoritmo de branch-and-bound especializado para o problema da mochila. N6s opta-
mos por utilizar o algoritmo de programacado dinadmica apresentado na Segdo 4.4, dado
seu bom tempo de resposta e a capacidade de resolver multiplos problemas da mochila
de uma s6 vez.

A geragdo de colunas deve ser feita para todas alturas de niveis possiveis. No né
inicial da arvore é utilizado o algoritmo de programacdo dinadmica sobre a Formulacdo
(5.3). Neste caso, a solucdo para todas as alturas é obtida com a tabela de apenas um
problema de programacdo dindmica. Mas nos nés subjacentes, devido as restri¢des
impostas na ramificagdo pelas Equagoes (5.4) e (5.5), a geracdo de colunas ndo pode ser
feita por esse algoritmo sem alteragdes.

As restri¢des impostas pela Equagdo (5.4) podem ser facilmente implementadas em
um no6 da drvore criando-se um novo item cuja largura é a soma dos itens considerados
na ramificacdo que originou este ng, a altura é a maior entre os dois itens, e o valor é
dado pela soma de seus custos reduzidos. Estes sdo eliminados em prol do novo item.
Seja r e s os itens considerados, a formula¢do do subproblema para cada altura A, de
nivel é a seguinte:

M, = maximize Z m; P,
ieS
sob as restrigdes Z LB <L (5.6)
ieS
P, €{0,1} VieS

onde
S={ie(I\{r,s})U{m}:a; <A}
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e m é o novo item tal que:

lm = lr + ls
Ay, = max(a,, as)

T = Ty + Ty .

Como substituimos dois itens por um de mesma largura e mesmo valor, o algoritmo
da mochila ndo precisa ser alterado. Se o item m faz parte da solu¢do devolvida pelo
algoritmo, 0 padréo terd os itens r e s como componentes. Caso contrario, ambos nao
participardo do padrdo. Note que, quanto mais restri¢des do tipo (5.4) forem utilizadas
nas ramifica¢des, mais os subproblemas terdo tamanho menor, uma vez que substitui-
mos dois itens por apenas um e, portanto, sua resolucdo serd mais radpida. Observe
que, se I, + l; > L, entdo o novo item ndo pode ser empacotado. Este tipo de situagdo
deve ser controlada pelo processo de ramificacdo, que ndo deve permitir a criagdo de
um noé deste tipo.

As restri¢des impostas pela Equagdo (5.5), que dizem que os itens devem apare-
cer separados, sdo mais complicadas. Elas remetem a seguinte formulacdo para cada
altura A;:

M, = maximize Z m; P,
eIk
sob as restri¢cdes Z ;P <L (5.7)
ielk
P.+P, <1 rseI” (5.7a)
P, e {0,1} Vie I*

onde I* = {i € I : a; < A} e, 7 e s sd0 os itens considerados na ramificacao.

A Restricdo (5.7a), que chamamos de restrigio de aresta, indica que os itens r e s
ndo devem ser empacotados no mesmo padrdo. Note que, apds vdrias ramificagdes,
podemos ter vdrias restri¢des de aresta impostas a um né na arvore. Denotamos por B
o conjunto de pares de itens selecionados em ramificacdes que originam restri¢des de
aresta, ou seja, ramifica¢des dadas pela Equagédo (5.5).

O subproblema que possui restri¢des de aresta é resolvido por um resolvedor de
programacdo inteira, ou através da resolucdo de vérios problemas da mochila, um
para cada uma das possiveis combinagdes de itens que respeitem as restri¢des de aresta
(56.7a). Entenda-se por estas combinagdes, conjuntos de itens que possam ser empaco-
tados juntos. Ambas abordagens sdo lentas e consomem o maior tempo do algoritmo.

O resolvedor de programacao inteira, em geral, utiliza um algoritmo de enumera-
¢do implicita para resolver o problema e heuristicas associadas as estruturas peculiares
do mesmo. Mesmo assim, pode gastar muito tempo na gera¢do de uma coluna.
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O teste destas combinagdes é custoso: embora um conjunto de itens que respeitem
as restricdes de aresta (5.7a) possa ser utilizado pelo algoritmo da mochila para ge-
rar uma coluna, devemos testar todas combinag¢des vélidas possiveis. Seja o grafo G
onde os vértices representam os itens em B, e as arestas sdo dadas pelo par de itens
(r,s) € B dados por uma restri¢do (5.7a). Encontrar conjuntos de itens vélidos equivale
encontrar todos conjuntos independentes em G. Potencialmente, o niimero de conjun-
tos pode atingir 2!%!. Testar todas combinagées pode tornar-se proibitivo mesmo para
um conjunto B de tamanho moderado. Assim, utilizamos um parametro que permite
escolher o nimero de conjuntos a serem testados: se o nimero de conjuntos for maior
que este e ndo conseguimos gerar uma coluna com custo reduzido negativo, utiliza-
mos o resolvedor para gerar a coluna. Note que se o teste das combinagdes devolve
uma coluna com custo reduzido negativo, esta pode ndo ser a melhor coluna possivel,
ja que nem toda combinagéo é testada.

Podemos notar que testar todas alturas possiveis nos nés com restricoes de aresta,
tanto utilizando o resolvedor, como testando as combinacdes, é muito custoso (vide
resultados na Secdo 6.6). Uma alternativa é devolver para a formula¢do mestre, a pri-
meira coluna com custo reduzido negativo. Assim, nem todas alturas sdo testadas e,
portanto, a coluna devolvida pode nédo ser a coluna 6tima. Embora isso possa levar
a um maior nimero de colunas geradas, e possivelmente ao efeito de tailing-off co-
mentado na Segdo 3.6.1, é efetivamente mais eficiente, como podemos observar nos
resultados da Secdo 6.7.

Assim, a geragdo de colunas que utiliza os subproblemas dados pela Formulagao
(5.6) é muito eficiente e traz bons resultados. Em contrapartida, a geracdo de colunas
através dos subproblemas dados pela Formulacédo (5.7) é muito custosa. Na Secdo 6.6
podemos ver os resultados de ambas abordagens.

5.2.3 Limitantes

Por ser um problema de minimiza¢do, o PEBF2 tem como limitante inferior a prépria
relaxagdo linear dada pela Formulacédo (5.2). Esse limitante é de boa qualidade, como
discutido no final da Se¢do 5.1 e evidenciado nos resultados apresentados na Secado 6.5.

Os limitantes superiores representam solu¢des vdlidas calculadas através de heu-
risticas ou algoritmos aproximados. Consideramos aqui quatro algoritmos dos quais
um é utilizado apenas para o calculo do limitante superior inicial e os outros trés para
o calculo de limitantes superiores para cada um dos nés da arvore.

O algoritmo utilizado para cédlculo do limitante superior inicial é o algoritmo da
Mochila Gulosa apresentado na Segdo 4.4. Este é um algoritmo guloso onde a cada
iteracdo, o item mais alto é empacotado em um nivel, e o restante deste é completado
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por um algoritmo que resolve o problema da mochila de forma exata. A razdo da
utilizagdo deste algoritmo apenas no né inicial da &rvore, é que o mesmo ndo pode
tratar eficientemente as restri¢cdes inseridas ao longo das ramificagdes da &rvore, em
especial restri¢des do tipo (5.5).

Os limitantes superiores dos demais nds da arvore sdo calculados pelos algoritmos
NFDH, FFDH ou BFDH (vide Capitulo 4). Mas para isso, estes algoritmos devem ser
modificados para atenderem as restri¢des de aresta (5.7a). Esta modificagdo consiste
simplesmente em verificar a compatibilidade do item a ser empacotado com os itens
do nivel tratado no momento. Ou seja, antes de ser empacotado em um nivel, o item
é testado contra todos os outros itens pertencentes ao nivel, procurando por alguma
violagdo na restri¢do de aresta. Se ndo ocorrer tal viola¢do, o item é empacotado neste
nivel. Caso contrério, procede-se da mesma maneira quando o item ndo cabe no nivel.
Esta modificagdo faz os algoritmos terem complexidade de tempo O(n?) e pode ndo
garantir os fatores de aproximagdo do NFDH e FFDH.

5.3 Implementacao

A implementagdo de um algoritmo de branch-and-price envolve uma série de questdes
essenciais para o desempenho deste. E preciso um gerenciamento eficiente da arvore,
controlando a quantidade de informagdo presente nesta para que ndo tenhamos gar-
galo de memoria por replicacdo desnecessdria de informacado, nem laténcia no proces-
samento de informagdes reduzidas. Isto significa controlar os nés ativos, as colunas
necessdrias em cada no, as informagdes referentes a ramificacdo e geragdo de colunas.

A implementacdo de todas estas funcionalidades, além das bésicas como ramifica-
¢do, poda e geracdo de colunas, ndo é uma tarefa trivial. Existem vérios frameworks que
auxiliam na construcdo destes algoritmos. Neste trabalho utilizamos o framework BCP
da infra-estrutura COIN [10].

O BCP é um framework para branch-and-cut-and-price que visa facilitar a implementa-
¢do de algoritmos deste tipo, provendo gerenciamento automaético da drvore de ramifi-
cacdo, cortes e colunas. Sua estrutura permite o acoplamento de uma grande variedade
de resolvedores, tornando a implementacdo independente destes. O BCP foi concebido
para a implementagdo em paralelo. Neste trabalho, ndo utilizamos tal recurso devido
a licenga do resolvedor utilizado e a disponibilidade de médquinas paralelas.

Infelizmente, o BCP apresenta uma documentagdo deficiente, tanto na descri¢do de
seus componentes, como nos exemplos ilustrativos. A maioria deles estd concentrada
na geracdo de cortes. Inclusive, no documento principal que o apresenta e o descreve,
héd uma clara referéncia sobre a falta de informagdes sobre a geragdo de colunas. Isto
tornou a implementac¢do mais lenta que o esperado. Algumas altera¢des no cédigo-
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fonte do BCP e OSI (componente da COIN que prové interfaces para diversos resolve-
dores) tiveram que ser feitas para que estes funcionassem corretamente com a geracao
de colunas, principalmente no que consta a interface para o resolvedor Xpress-MP®
[67]. Nos principais trechos de cédigo que reportam erros existem comentarios do tipo
“Conserte-me” (*FIXME*).

O BCP ¢ divido em dois médulos principais: um gerenciador da drvore de rami-
ticagdo chamado TM (Tree Manager), e outro gerenciador do resolvedor chamado LP
(Linear Program Manager). Existem ainda os médulos de geracdo de corte CG (Cut Ge-
nerator), e geragdo de colunas VG (Variable Generator), concebidos para utilizagdo em
sistemas paralelos/distribuidos. Estes dois tltimos médulos ndo foram utilizados.

O moédulo TM é responsével pela manutencdo dos nés da arvore, cada qual com
seu conjunto de restri¢des e varidveis. Sdo mantidas apenas uma copia das restri¢des
e varidveis comuns a todos os nés, que sdo chamados de objetos de ntcleo, e cada
né mantém seu conjunto especifico. Em nosso trabalho, apenas temos restri¢des como
objetos de ntcleo. Como geramos as varidveis, as mesmas recebem o nome de objetos
algoritmicos e uma copia é armazenada em cada n6 da arvore. O médulo TM é respon-
savel também pela decisdo sobre a seqiiéncia de processamento dos nds. Procuramos
sempre processar primeiramente nés que ndo tenham restri¢cdes de arestas (5.7a), pois
seu processamento é mais rapido (vide Se¢do 5.2.2). A escolha entre nés do mesmo tipo
é feita por um algoritmo interno do COIN, onde podemos ajustar algumas preferéncias
como busca em profundidade, busca em largura ou busca baseada em melhores limi-
tantes. E no TM também que ocorre a leitura dos dados dos usudrios e a inicializacio
das estruturas de dados e resolvedor.

O moédulo LP é responsével pela resolucdo das relaxagdes lineares, pelos processos
de geracdo de coluna, geragdo de solucdes heuristicas, cdlculo do limitante superior e
inferior, e ramificagdo. No inicio do processamento de cada n6 é gerada uma solugdo
heuristica utilizando um dos algoritmos mostrados na Se¢do 5.2.3, que é devolvida ao
TM para atualizagdo do limitante superior. O laco principal inicia-se com a resolugdo
da relaxacdo. Se uma solugdo inteira é encontrada, a mesma é devolvida para o TM.
Caso contrdrio, segue-se a geragdo de colunas. Caso seja encontrada uma coluna com o
custo reduzido negativo, esta é inserida na formulagdo e o sistema reotimizado. Caso
contrério, realiza-se a ramificagdo, onde sdo construidas as informagdes para a geragdo
de colunas vélidas nos dois filhos do né corrente. Caso nado seja possivel realizar a
ramificagdo, o LP informa o TM que o n6 corrente deve ser podado. O limitante inferior
é obtido através da relaxacdo do né raiz quando ndo conseguimos gerar mais colunas.



Capitulo 6

Experimentos Computacionais

6.1 Ambiente Computacional

Todos os algoritmos propostos foram implementados na linguagem C++ e compilados
com o compilador GNU G++ (GCC) 4.0.3, sobre o sistema Debian GNU /Linux, kernel
2.6.10.

O resolvedor de programagdo linear inteira utilizado foi o Xpress-MP®) [67], versao
16.10.03'. Este é um resolvedor comercial, com grande visdo no mercado. Embora exis-
tam resolvedores cujo c6digo é livre, como o GNU GLPK [30], o Xpress foi escolhido
devido sua robustez na resolu¢do de programas lineares inteiros na gerac¢do de colunas
(Secdo 5.2.2) e a disponibilidade de licencas.

A maquina utilizada, na maioria dos ensaios, foi um Pentium® 4 2GHz com 1GB
de memoéria RAM. Também foi utilizada como apoio, uma maquina Pentium® 4 HT
3.2GHz com 2GB de memoéria RAM. Os resultados apresentados aqui sdo todos refe-
rentes a primeira maquina, salvo referéncia explicita a segunda.

6.2 Instancias Testadas

As instancias de teste foram adaptadas do repositério ORLIB [48] que contém apenas
algumas instancias para o problema de empacotamento bidimensional em faixas PEBF
(sem restri¢des de guilhotina). Estas instancias, nomeadas de ht, sdo origindrias do tra-
balho de Hopper e Turton [32]. Utilizamos outras instancias da ORLIB propostas para
o problema de empacotamento bidimensional e o problema de corte bidimensional.
Neste caso, a largura da faixa corresponde a largura dos recipientes destas instancias.
Utilizamos as instancias descritas por Christofides e Whitlock [7], chamadas de gccut,

'Embora pareca, a representacdo da versdo do Xpress ndo é uma data.
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e instancias descritas por Beasley [3], chamadas de gcut. As instancias descritas por
Bengtsson [5], chamadas de beng, foram sugeridas pelo trabalho de Martello et al. [45]
e ndo constam na ORLIB. O namero de instincias de teste é de 47.

6.3 Verificacdo do algoritmo

Para comprovar a corretude do algoritmo, foram utilizadas instancias do problema
do empacotamento unidimensional PEU, considerando a mesma altura para os itens.
Assim, o namero de niveis gerados é igual ao niimero de recipientes no PEU. Em par-
ticular, utilizamos algumas instancias propostas por Falkenauer [22], cujos valores de
solugdes 6timas sdo conhecidas. Estas instancias podem ser encontradas no repositério
ORLIB.

As Tabelas 6.1 e 6.2 mostram os resultados para 20 instancias testadas. A Tabela 6.1
é formada pelas colunas: Nome, que descreve o nome da instancia; Itens, o nimero
de itens da instancia; Ob j ., que descreve o valor da melhor solu¢do encontrada; OPT?,
que indica se uma solucdo 6tima foi encontrada, através de um *. A coluna Nés repre-
senta o nimero de nés: Liv., sem restricOes de aresta; Res ., com restricdes de aresta;
Total, total de nés; e Prof. profundidade da drvore de ramificacao.

Tabela 6.1: Resultados das instdncias do PEU: caracteristicas da arvore.
Nos

Nome Itens | Obj. Opt? | Liv. Res. Total Prof.
1u120_00 120 48 * 44 43 87 43
ul20_01 120 49 34 33 67 33
ul20_02 120 46 51 50 101 50
ul20_03 120 49 36 35 71 35
ul20_04 120 50 44 43 87 43
ul120_05 120 48 58 57 115 57
ul20_06 120 48 55 54 109 54
ul20_07 120 49 52 51 103 51
ul20_08 120 50 32 31 63 31
ul20_09 120 46 35 34 69 34
ul20_10 120 52 31 30 61 30
ul20_11 120 49 50 49 99 49
ul20_12 120 48 38 37 75 37
ul20_13 120 49 1 0 1 0
ul20_14 120 50 47 46 93 46
ul20_15 120 48 55 54 109 54
ul20_16 120 52 32 31 63 31
ul20_17 120 52 35 34 69 34
ul20_18 120 49 49 48 97 48
ul20_19 120 49 29 28 57 28
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A Tabela 6.2 mostra informagdes referentes a geracdo de colunas e tempo de execu-
¢do. Os campos Nome e Itens sdo idénticos os da tabela anterior. A se¢do Varidveis
é dividida nas colunas: Moc, que indica o nimero de varidveis geradas nos ndés sem
restrigdes de arestas; PLI e Comb, as varidveis geradas pelo resolvedor e pelo teste das
combinagdes, respectivamente; Total, o ntimero total de varidveis geradas. A secdo
Geragdo de Colunas indica o tempo, em segundos de CPU, da geragdo de colunas. A
descrigdo das colunas é idéntica a descricdo da secdo anterior. A coluna Heur. indica
o tempo gasto na geracdo dos limitantes superiores, Ram., o tempo gasto na escolha
de itens para a ramificagdo e, Total, o tempo total de execugdo do algoritmo.

Tabela 6.2: Resultados das instancias do PEU: geracdo de colunas.

Varidveis Geracao de colunas (s) Tempo (s)

Nome Itens | Moc. PLI Comb. Total | Moc. PLI Comb. Total | Heur. Ram. Total
ul20_00 120 391 29 422 030 2.82 0.52 3.77 0.01 0.19 13.16
ul20_01 120 384 27 412 029 041 0.42 1.27 0.02 0.14 10.39
ul20_02 120 450 35 488 033 094 0.58 2.00 0.03 0.18 12.76
ul20_03 120 408 25 437 0.28 1.00 0.42 1.84 0.01 0.18 10.78
ul20_04 120 386 31 421 028 0.28 0.50 1.20 0.00 0.16 9.86
ul20_05 120 437 35 479 034 1.10 0.60 2.17 0.01 024 12.58
ul20_06 120 459 42 505 031 0.82 0.61 1.88 0.02 0.22 13.70
ul20_07 120 397 36 436 030 2.02 0.57 3.09 0.02 0.18 11.83
ul20_08 120 363 27 391 032 0.63 0.42 1.48 0.00 0.14 9.19
ul20_09 120 484 28 514 034 050 0.43 1.44 0.00 017 13.27
ul20_10 120 331 359 025 0.19 0.37 0.90 0.01 0.12 7.99
ul20_11 120 348 28 382 026 2.64 0.56 3.59 0.01 0.19 1146
ul20_12 120 402 30 434 025 053 0.47 1.35 0.01 0.13 9.51
ul20_13 120 192 0 192 0.18 0.00 0.00 0.22 0.00 0.00 3.48
ul20_14 120 435 31 474 030 212 0.54 3.10 0.01 022 13.52
ul20_15 120 489 35 530 037 279 0.62 3.96 0.04 022 1552
ul20_16 120 349 27 376 030 0.38 0.38 1.15 0.02 0.13 8.43
ul20_17 120 298 23 326 015 024 0.42 0.88 0.02 0.15 6.50
ul20_18 120 479 37 519 033 293 0.54 3.96 0.01 022 1543
ul20_19 120 344 22 370 028 0.07 0.35 0.82 0.01 0.10 8.4
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Os testes nesta fase, além de demonstrar a corretude, serviram para confirmar os
resultados de Vance [57] no caso do PEU, onde h4 uma tendéncia do algoritmo a pes-
quisar nés mais a esquerda (onde geramos varidveis pela programacdo dindmica da
mochila).

6.4 Limitantes Superiores

Primeiramente, avaliamos os algoritmos para cédlculo dos limitantes superiores e os
resultados podem ser vistos na Tabela 6.3. As colunas estdo dispostas da seguinte ma-
neira: a coluna Insténcia indica o nome da instincia; a coluna Itens, o nimero
de itens da instancia; as secbes NFDH, FFDH, BFDH e MG da tabela contém as colunas
Obj. e Tempo indicando, respectivamente, o valor da solugdo encontrada e o tempo
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gasto, em milisegundos de CPU, pelos algoritmos NFDH, FFDH, BFDH e mochila gu-
losa. Os valores em negrito sdo os melhores encontrados para uma instancia dentro
dos valores gerados pelos algoritmos. Nas linhas onde nenhuma valor foi assinalado,
os algoritmos encontraram solu¢des de mesmo valor. Estes ensaios foram realizados
na maquina de apoio descrita na Secdo 6.1.

Tabela 6.3: Comparagdo dos algoritmos para geragdo do limitante
superior. Tempo em milisegundos (ms).

NFDH FFDH BFDH MG
Instancia Items | Obj. Tempo | Obj. Tempo | Obj. Tempo | Obj. Tempo
beng01 20 36 0.03 36 0.06 36 0.10 36 0.18
beng02 40 70 0.05 62 0.12 62 0.18 62 0.40
beng03 60 99 0.08 89 0.17 89 0.27 88 0.70
beng04 80 124 0.11 115 0.23 114 0.36 113 0.15
beng05 100 157 0.13 142 0.29 142 0.46 138 0.64
beng06 40 45 0.05 40 0.11 40 0.17 41 0.45
beng07 80 76 0.10 72 0.22 71 0.34 71 0.32
beng08 120 115 0.15 105 0.32 105 0.50 105 0.50
beng09 160 140 0.21 130 0.43 129 0.67 129 0.10
beng10 200 176 0.25 160 0.54 160 0.84 159 0.03
cgeutl 7 14 0.01 14 0.03 14 0.04 14 0.07
cgeut2 10 51 0.02 51 0.04 51 0.06 53 0.11
cgeut3 20 254 0.03 230 0.06 230 0.10 232 0.22
gcut01 10 | 1016 0.02 | 1016 0.04 | 1016 0.06 | 1016 0.13
geut02 20 | 1564 0.03 | 1349 0.07 | 1349 0.10 | 1347 0.34
geut03 30 | 1971 0.04 | 1873 0.09 | 1810 0.14 | 1899 0.65
geut04 50 | 3992 0.07 | 3216 0.15 | 3216 0.23 | 3159 0.54
geut05 10 | 1572 0.02 | 1572 0.04 | 1572 0.06 | 1375 0.21
gcut06 20 | 3565 0.03 | 3139 0.07 | 3139 0.10 | 2862 0.48
gcut07 30 | 6443 0.04 | 5188 0.10 | 5151 0.15 | 4979 0.76
geut08 50 | 7792 0.07 | 6728 0.15 | 6496 0.23 | 6301 0.42
gecut09 10 | 3363 0.02 | 2664 0.04 | 2646 0.06 | 2664 0.23
gcutl0 20 | 8208 0.03 | 6554 0.07 | 6554 0.11 | 6539 0.88
geutll 30 | 8570 0.04 | 7610 0.09 | 7604 0.14 | 7571 0.88
geutl2 50 | 18356 0.07 | 15827 0.16 | 15827 0.25 | 15266 0.70
geutl3 32 | 6519 0.04 | 5500 0.09 | 5415 0.14 | 5500 4.28
ht_c1_01 16 31 0.02 27 0.05 27 0.08 28 0.14
ht_c1_02 17 31 0.03 30 0.05 30 0.08 29 0.14
ht_c1_03 16 23 0.02 23 0.05 23 0.08 23 0.13
ht_c2_01 25 20 0.03 20 0.07 20 0.11 22 0.20
ht_c2_02 25 35 0.03 34 0.07 34 0.11 34 0.20
ht_c2_03 25 23 0.04 23 0.07 23 0.11 23 0.20

Continua na préxima pégina. ..



6.4. Limitantes Superiores 57

Tabela 6.3 — Continuagédo

NFDH FFDH BFDH MG
Instancia Items Obj. Tempo Obj. Tempo Obj. Tempo Obj. Tempo
ht_c3_01 28 40 0.04 40 0.08 40 0.12 41 0.26

ht_c3_02 29 42 0.04 42 0.08 42 0.13 42 0.28
ht_c3_03 28 43 0.04 43 0.08 43 0.12 43 0.27

ht c4 01 49 79 0.06 74 0.13 74 0.21 74 0.57
ht_c4 02 49 80 0.06 74 0.14 74 0.21 74 0.60
ht_c4_03 49 89 0.06 80 0.14 80 0.21 81 0.56
ht_c5_01 73 105 0.09 101 0.20 101 0.31 102 0.13
ht_c5_02 73 120 0.10 106 0.20 106 0.32 106 0.05
ht_¢5_03 73 123 0.09 107 0.20 107 0.32 107 0.13
ht_c6_01 97 144 0.12 136 0.26 136 0.40 136 0.96
ht_c6_02 97 162 0.12 147 0.27 145 0.41 149 0.08

ht_c6_03 97 151 0.12 139 0.26 139 0.41 141 0.92
ht_c7_01 196 283 0.26 261 0.55 261 0.85 262 0.90
ht_¢7_02 197 303 0.26 283 0.56 283 0.87 283 4.29
ht_c¢7_03 196 284 0.26 273 0.54 273 0.83 274 0.33

O NFDH, FFDH e BFDH apresentaram os comportamentos ja esperados (FFDH e
BFDH melhores que o NFDH, com ligeiro ganho no BFDH). O algoritmo da mochila
gulosa apresentou ganho em 14 das 47 instancias (29,79%), nenhuma melhoria em 18
delas (38.30%) e perdeu em 15 (31,91%). Tanto o BFDH como o algoritmo da mochila
gulosa apresentaram tempo de execu¢do muito bons, raramente passando da casa de
1 milisegundo.

As Figuras 6.1 e 6.2 mostram a comparagdo entre os algoritmos para algumas ins-
tancias. As instancias da Figura 6.1 sdo dificeis pois algoritmo de branch-and-price en-
controu uma solucdo 6tima em apenas 2 delas. As instancias da Figura 6.2 sdo nu-
mericamente grandes. As dimensdes dos itens e faixa destas tltimas estdo na casa
das centenas e milhares, enquanto as dimensdes de todas outras instancias flutuam na
casa das dezenas, raramente na casa das centenas. O eixo horizontal mostra o nome
das instancias e o eixo vertical os valores das solu¢des encontradas normalizados, pela
pior solugdo. Nao apresentamos os resultados do NFDH, ja que apresentou os piores
resultados em todas as instancias.

Aplicamos a depreciagdo baseada na largura do item em relagdo a capacidade da
mochila, no algoritmo da mochila gulosa. Utilizamos a relagao de 5%, 10%, 15%, 20%,
25% e 30% nas fungdes descritas na Se¢do 4.4. Em apenas uma instancia (beng04)
obtivemos melhoria. Portanto, optamos em nao utilizar as fun¢des de amortizagéo.

A Tabela 6.4 mostra o gap entre o valor da solu¢do 6tima e o valor da solugdo encon-
trada por cada algoritmo. As colunas Instanciae Itens indicam o nome e o niimero
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Figura 6.1: Limitantes para instancias de beng01 a beng10.

de itens da instancia, respectivamente; a coluna Ot imo indica o valor da solugado 6tima
encontrada; e as colunas inclusas na se¢do Algoritmos da tabela representam o gap
do valor da solugdo encontrada pelo algoritmo e o valor da solucdo 6tima. Os melho-
res valores estdo em negrito. Sejam OPT(/) o valor da solucdo 6tima e A(/) o valor da
solugdo do algoritmo. O gap é calculado através da equacdo

A(I) — OPT(I)
OPT(I)

Gap = 100 -

Note que somente as instancias onde uma solugdo 6tima foi encontrada, estdo pre-
sentes na tabela, totalizando 26 das 47 instancias testadas. O NFDH devolveu uma
solucdo 6tima em 10 casos e seu gap médio foi de 11,16%. O FFDH apresentou uma
solugdo 6tima em 13 casos com gap médio de 2,85%. O BFDH devolveu 15 solu¢des
6timas e teve 2,50% de gap médio. Por fim, o algoritmo da mochila gulosa alcangou 11
solucdes 6timas mas teve gap médio inferior aos outros algoritmos: 2,01%.

O algoritmo da mochila gulosa obteve um bom desempenho nas instancias gcut.
A hipé6tese mais provéavel é que, por considerar a drea dos itens, o algoritmo da mo-
chila gulosa pode aproveitar mais as informacdes dos itens destas instancias, ja que
sdo numericamente maiores que os itens das demais instancias. O algoritmo alcangou
uma solucdo 6tima em 3 casos (gcut 01, gcut 06 e gcut 07 marcadas com ' na Tabela



6.4. Limitantes Superiores

59

Tabela 6.4: Gap entre o valor da solugdo 6tima e o valor da solucdo de cada algoritmo.

Algoritmos

Instancia Items Otimo | NFDH FFDH BFDH MG
beng01 20 36 0,00 0,00 0,00 0,00
beng02 40 61 14,75 1,64 1,64 1,64
cgcutl 7 14 0,00 0,00 0,00 0,00
cgeut2 10 51 0,00 0,00 0,00 3,92
cgcut3 20 230 10,43 0,00 0,00 0,87
gcut01 10 1016 0,00 0,00 0,00 0,00 f~*
gcut(02 20 1262 23,93 6,89 6,89 6,74
gcut03 30 1810 8,90 3,48 0,00 492 ~
gcut05 10 1360 1559 15,59 1559 1,10
gcut06 20 2862 24,56 9,68 968 0,00
gcut07 30 4979 29,40 4,20 345 0,00
gcut(08 50 6168 26,33 9,08 532 2,16
gcut09 10 2646 27,10 0,68 0,00 068 ~
gcutl0 20 6167 33,10 6,28 6,28 6,03
gcutll 30 7298 17,43 4,28 419 3,74
gcutl2 50 14943 22,84 5,92 592 2,16
ht_c1_01 16 27 14,81 0,00 0,00 3,70
ht_c1_02 17 29 6,90 3,45 345 0,00
ht_c1_03 16 23 0,00 0,00 0,00 0,00
ht_c2_01 25 20 0,00 0,00 0,00 10,00
ht_c2_02 25 34 2,94 0,00 0,00 0,00
ht_c2_03 25 23 0,00 0,00 0,00 0,00
ht_c3_01 28 40 0,00 0,00 0,00 250
ht_c3_02 29 42 0,00 0,00 0,00 0,00
ht_c3_03 28 43 0,00 0,00 0,00 0,00

Gap médio 11,16 2,85 250 2,01
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Figura 6.2: Limitantes para instancias de gcut 01 a gcut12.

6.4) com o gap médio de 2,29%, destas instancias. O BFDH também alcangou 3 solu¢des
6timas (gcut01, gcut 03 e gcut 09 marcadas com * na Tabela 6.4) mas seu gap médio
foi pior nestas instancias: 4,78%.

6.5 Resultados Iniciais

Dados os resultados da secdo anterior, optamos por aplicar o algoritmo da mochila
gulosa sem amortizacdo para gerar o limitante superior inicial e o algoritmo BFDH
para gerar os limitantes superiores nos demais nés. A geracdo de colunas em nés com
restri¢des de aresta foi feita pelo resolvedor que devolve a primeira coluna com custo
reduzido negativo. As Tabelas 6.5 e 6.6 mostram os resultados do algoritmo de branch-
and-price para o PEBF2.

A Tabela 6.5 é composta pelas colunas Nome, que descreve o nome da instancia, e
Itens que descreve o nimero de itens da instancia. A se¢do Limitantes mostra o
valor dos limitantes: P.Inf., primeiro limitante inferior; M. Inf., melhor limitante
inferior; Sup ., melhor limitante superior. A coluna Obj. descreve o valor da melhor
solucdo encontrada em 3600 segundos de CPU; Dif. descreve a diferenca, em unida-
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des, entre limitante inferior e o valor objetivo; Gap descreve o gap proporcional entre o
melhor limitante inferior e o valor da melhor solu¢do encontrada; Opt ? indica se uma
solugdo 6tima foi encontrada ou ndo. A se¢do Nés representa o nimero de nés: Liv.,
livre de restricdes de aresta; Res., com restricdes de aresta; Total, total de nés. A
coluna Prof. indica a profundidade da arvore.

O gap é calculado através da equacdo

Obj — M.Inf.

Gap = 100 -
a Obj

O gap médio obtido foi de 1,35%, com desvio padrdo 1,68, nas 47 instancias testadas.
Dentre estas, uma solucdo 6tima foi encontrada em 24 instancias (51,06%). Entre as
23 instancias (48,94%) onde nenhuma solugdo 6tima foi encontrada, o gap médio foi
de 2,75%, com desvio padrao 1,35. Estes valores atestam a qualidade da formulagdo
quanto a obtencdo de limitantes inferiores.

A Tabela 6.6 mostra os resultados quanto a geracdo de colunas e tempo gasto em
cada parte do algoritmo. E composta pelas colunas Nome e Itens, como descritas
anteriormente. A se¢do Varidveis é dividida nas colunas: Moc., que indica o nu-
mero de varidveis geradas nos nés sem restri¢des de arestas; PLI, as varidveis geradas
pelo resolvedor, e Total, o nimero total de varidveis geradas. A se¢do Geragdo de
Colunas indica o tempo, em segundos de CPU, da geragdo de colunas. A descrigdo
das colunas é idéntica a descrigdo da segdo anterior. A se¢do Tempo indica o tempo,
em segundos de CPU, das operagdes: Heur ., geragao dos limitantes superiores, Ram.,
ramificagdes e, Total, o tempo total de execugdo do algoritmo. O tempo méaximo de
execugdo foi ajustado em 3600 segundos (1 hora) de CPU.

Infelizmente, o algoritmo ndo se comportou da maneira esperada quando tratou as
instancias do PEBF2. Na Secdo 6.3, observamos que, para o PEU, o algoritmo gerou
arvores onde os nds sem restricdes de aresta sdo em maior niimero, que é uma van-
tagem para geracdo de colunas. No caso do PEBF2, as arvores geradas foram mais
balanceadas ou tenderam a crescer com nés com restricdes de aresta. Isto pode ser
comprovado pela Figura 6.3 da instdncia cgcut2. Cada elipse representa um né da
arvore de ramificagdo identificado por um ntimero que indica sua ordem de criacdo. O
no é do tipo Liv se ndo contém restri¢des de aresta, e do tipo PLI caso contrario, e con-
tém as informagdes LI indicando o limitante inferior daquele n6, e Itens indicando
os itens que participam da ramificacdo. A elipse preenchida representa o né onde a
primeira solugdo 6tima foi encontrada.

Desta maneira, o nimero de nés com restrigdes de aresta foi muito maior que o
numero de nds sem estas. Na maioria dos casos, enquanto o nimero de nds sem res-
tricdes de aresta flutuou na casa das dezenas, o niimero de nés com estas restricdes
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Tabela 6.5: Resultados utilizando o algoritmo da mochila gulosa e BFDH: caracteristi-
cas da arvore.

Limitantes Nos
Nome Itens | P.Inf. M. Inf. Sup. Obj. Dif. Gap Opt? | Liv Res.  Total Prof.
beng01 20 33 36 36 36 0 0.00 * 4 4637 4641 28
beng02 40 60 61 61 61 0 0.0 * 11 5882 5893 23
beng03 60 86 86 88 88 2 233 18 15845 15863 38
beng04 80 108 108 113 112 4 370 39 10368 10407 38
beng05 100 134 134 138 138 4 299 36 8969 9005 37
beng06 40 37 38 40 40 2 526 22 13707 13729 27
beng07 80 68 68 71 70 2 2% 49 5744 5793 48
beng08 120 101 101 105 105 4 396 75 4220 4295 74
beng09 160 126 126 129 129 3 238 83 3518 3601 92
beng10 200 156 156 159 159 3 192 9 1760 1769 125
cgecutl 7 12 14 14 14 0 0.00 * 3 2 5 2
cgeut2 10 46 51 51 51 0 0.00 * 4 49 53 8
cgeut3 20 220 228 230 229 1 044 8 38463 38471 32
geut01 10 1016 1016 1016 1016 0 0.00 * 1 0 1 0
gcut02 20 1262 1262 1262 1262 0 0.00 * 8 11 19 7
geut03 30 1810 1810 1810 1810 0 0.00 * 1 0 1 0
gcut04 50 3108 3123 3159 3126 3 010 4 5003 5007 24
gcut05 10 1360 1360 1360 1360 0 0.0 * 1 0 1 0
gecut06 20 | 2792 2862 2862 | 2862 0 0.00 * 7 126 133 10
gcut07 30 4894 4979 4979 4979 0 0.00 * 4 1103 1107 18
gecut08 50 | 6149 6168 6168 6168 0 0.00 * 20 479 499 19
gcut09 10 2509 2646 2646 2646 0 0.00 * 4 27 31 6
geutl0 20 | 6167 6167 6167 | 6167 0 0.00 * 1 0 1 0
gcutll 30 7298 7298 7298 7298 0 0.00 * 1 0 1 0
gcutl2 50 | 14943 14943 14943 | 14943 0 0.00 * 1 0 1 0
geutl3 32 | 5090 5103 5415 | 5398 295 5.78 20 3175 3195 27
ht_c1_01 16 26 27 27 27 0 0.00 * 2 1 3 1
ht_c1_02 17 29 29 29 29 0 0.00 * 1 0 1 0
ht_c1_03 16 23 23 23 23 0 0.00 * 1 0 1 0
ht_c2_01 25 20 20 20 20 0 0.00 * 1 0 1 0
ht_c2_02 25 33 34 34 34 0 0.00 * 3 18 21 9
ht_c2_03 25 23 23 23 23 0 0.00 * 1 0 1 0
ht_c3_01 28 37 40 40 40 0 0.00 * 10 109 119 11
ht_c3_02 29 41 42 42 42 0 0.00 * 2 1 3 1
ht_c3_03 28 42 43 43 43 0 0.00 * 4 3 7 3
ht_c4_01 49 71 73 74 74 1 137 15 2844 2859 35
ht_c4_02 49 73 73 74 74 1 137 9 790 799 29
ht_c4_03 49 72 73 75 75 2 274 17 2745 2762 27
ht_c5_01 73 103 104 107 107 3 288 25 2102 2127 29
ht_c5_02 73 104 104 106 106 2 192 7 756 763 26
ht_c5_03 73 103 103 107 106 3 291 29 1976 2005 28
ht_c6_01 97 131 132 136 136 4 303 22 723 745 37
ht_c6_02 97 139 140 145 145 5 357 26 697 723 36
ht_c6_03 97 137 137 139 139 2 146 20 575 595 39
ht_c7_01 196 254 254 261 261 7 276 99 154 253 98
ht_c7_02 197 272 272 283 282 10 3.68 71 110 181 70
ht_c7_03 196 263 263 273 273 10  3.80 112 127 239 111
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Tabela 6.6: Resultados utilizando o algoritmo da mochila gulosa e BFDH: geracgdo de

colunas.
Variaveis Geragao de colunas (s) Tempo (s)
Nome Itens | Moc. PLI Total Moc. PLI Total | Heur. Ram. Total
beng01 20 46 14706 14752 0.01 229.15 230.32 0.56 3.12 282.70
beng02 40 120 49519 49639 0.03 139424 139891 1.13 7.15 1661.04
beng03 60 238 61101 61339 0.09 308198 3091.23 2.40 2454  3600.03
beng04 80 429 40355 40784 0.19 290598 2913.73 2.06 22.68 3600.43
beng05 100 481 35493 35974 030 2862.09 2870.53 2.05 2230  3600.33
beng06 40 352 84717 85069 0.13 2988.51  2999.20 1.34 19.73  3600.90
beng07 80 724 45990 46714 0.47 284643  2855.38 0.94 15.24  3600.80
beng08 120 1080 38055 39135 0.99 238855 2399.66 0.99 17.27  3600.36
beng09 160 | 1561 31745 33306 192  2036.43 2050.63 0.94 2333  3602.92
beng10 200 | 1221 19788 21009 2.00 1254.06 1266.07 0.60 18.85  3600.88
cgcutl 7 11 0 11 0.00 0.01 0.01 0.00 0.00 0.03
cgeut2 10 26 155 181 0.00 1.49 1.49 0.00 0.03 1.95
cgecut3 20 53 66575 66628 0.03 331093 3316.80 3.74 2498  3600.03
geut01 10 0 0 0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01
gcut02 20 34 12 46 0.04 0.39 0.43 0.00 0.01 0.57
gcut03 30 2 0 2 0.01 0.00 0.01 0.00 0.00 0.02
gcut04 50 96 11351 11447 0.74 3518.08 3519.99 0.75 5.84 3600.71
gcut05 10 8 0 8 0.01 0.00 0.01 0.00 0.00 0.03
geut06 20 33 193 226 0.09 8.98 9.08 0.02 0.07 9.97
gcut07 30 29 1298 1327 0.16 154.78 155.07 0.15 0.73 163.13
gecut08 50 144 1966 2110 1.92 640.27 642.39 0.12 0.59 655.45
gcut09 10 12 16 28 0.02 0.58 0.61 0.00 0.01 0.74
geutl0 20 14 0 14 0.07 0.00 0.07 0.00 0.00 0.11
geutll 30 42 0 42 0.49 0.00 0.49 0.00 0.00 0.60
geutl2 50 24 0 24 0.76 0.00 0.76 0.00 0.00 0.83
geutl3 32 328 28798 29126 6.71 341646  3426.17 0.31 4.65 3601.06
ht_c1_01 16 31 15 46 0.00 0.18 0.19 0.00 0.00 0.28
ht_c1_02 17 46 0 46 0.01 0.00 0.01 0.00 0.00 0.10
ht_c1_03 16 94 0 94 0.01 0.00 0.01 0.00 0.00 0.22
ht_c2_01 25 333 0 333 0.11 0.00 0.13 0.00 0.00 2.57
ht_c2_02 25 271 704 975 0.13 5.88 6.09 0.01 0.03 12.96
ht_c2_03 25 223 0 223 0.08 0.00 0.10 0.00 0.00 1.43
ht_c3_01 28 250 5133 5383 0.14 97.63 98.29 0.03 0.19 136.15
ht_c3_02 29 297 158 455 0.31 4.61 4.96 0.00 0.01 9.01
ht_c3_03 28 280 553 833 0.19 9.71 9.97 0.00 0.01 17.06
ht_c4_01 49 449 45733 46182 0.53 3055.56 3061.70 0.45 6.60 3607.95
ht_c4_02 49 525 38410 38935 0.77 298197 2987.88 0.21 2.67 3601.66
ht_c4_03 49 478 31931 32409 0.63 297854 2979.17 0.57 5.32 3605.31
ht_c5_01 73 934 21818 22752 7.78 2993.27  3001.05 0.22 545 3607.37
ht_c5_02 73 1207 18816 20023 3.19 2861.77 2869.11 0.16 442 3608.42
ht_c5_03 73 831 21917 22748 749  2893.72  2901.21 0.37 5.73  3611.48
ht_c6_01 97 | 1487 14561 16048 798 269377 2701.75 0.19 598 3607.67
ht_c6_02 97 1421 13582 15003 7.85 251530 2523.15 0.21 6.13  3615.72
ht_c6_03 97 | 1555 17462 19017 6.54 2530.64 254191 0.14 520 3601.49
ht_c7_01 196 4487 1443 5930 80.12 2625.01 2707.64 0.09 74.15 3703.50
ht_c7_02 197 5970 1159 7129 | 17257 1088.07 1264.44 0.08 186.72 3626.62
ht_c7_03 196 4977 2653 7630 | 116.01 3863.92  3983.50 0.10 67.87  4054.57
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oscilou na casa dos milhares. O tempo total gasto na geracdo de colunas nesses noés foi
diretamente proporcional a sua quantidade.

O grande ntimero de nés com restri¢des de aresta aumentou consideravelmente o
tempo de processamento, impossibilitando a resolugdo, na otimalidade, de instancias
com mais de 50 itens, salvo as instdncias gcut 08 e gcut 12. Portanto, modificacdes na
geracdo de colunas foram feitas, na tentativa de acelerar o processo de geracdo, e seus
resultados sdo apresentados na préxima segao.

6.6 Geracao de Colunas

Diferente dos resultados para o PEU mostrados no trabalho de Vance [57], o nimero
de nds com restri¢des de aresta é proporcionalmente grande em relacdo ao nimero de
nds sem estas restri¢des, para o PEBF2. Este fato encarece demasiadamente o custo do
algoritmo em rela¢do ao tempo gasto na geragdo de colunas.

Duas abordagens sdo possiveis: a geracdo de colunas através do resolvedor, ou, o
teste de todas combinagdes possiveis dos itens envolvidos nas restricdes de aresta. A
Tabela 6.7 mostra a comparagdo entre as duas abordagens. As colunas Nome e Itens
referem-se ao nome e quantidade de itens da instancia. As demais se¢des da tabela sdo
divididas em duas colunas: Res. indica que a gera¢do de colunas com restri¢des de
aresta foi feita pelo resolvedor de programacdo linear inteira; e a coluna Comb . indica
que foram testadas todas combinagdes possiveis dos itens que compdem as restri¢des
de aresta. A secdo Obj. indica o valor da solugdo encontrada e a secdo Opt ? se esses
valores sdo 6timos. As se¢des Varidveis e Nés indicam a quantidade de varidveis
com custo reduzido negativo geradas e nds da drvore gerados. A se¢do Geragao de
Colunas (s) indica o tempo total gasto na geragdo das colunas e a segdo Total (s)
o tempo total do algoritmo, em segundos de CPU. O tempo maximo de execucao foi
limitado a 1200 segundos de CPU.

A geracdo de colunas pelas combinacdes foi mais rapida em 12 dos 39 casos tes-
tados e, mesmo assim, para instancias cujo nimero de varidveis geradas foi relati-
vamente pequeno. A diferenga de tempo de execugdo destas instancias foi muito pe-
quena, em média 0,09 segundos. A tnica excegdo foi a instancia ht_c3_01, onde gerar
todas combinag¢des foi muito rdpido (9,26 segundos contra 79,09 segundos do resolve-
dor). Podemos notar que, de forma geral, o nimero de varidveis (com custo reduzido
negativo) geradas foi muito maior pelo resolvedor que pelo exame das combinagées
devido, principalmente, a complexidade que as restrigdes de aresta tomam durante a
execugdo do algoritmo. Outro fato importante a ser considerado é que a geracado das
colunas pelo exame das combinac¢des analisa todas alturas possiveis, para cada com-
binagdo. Quando geramos colunas pelo resolvedor, a primeira destas que apresentar
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da geracdo de colunas pelo resolvedor e geracdo por todas

combinagoes.
i Opt? Variaveis Nos Geragdo de colunas (s) Total (s)
Nome Itens Res. Comb. Res. Comb. Res. Comb. Res. Comb. Res. Comb. Res. Comb.
beng01 20 36 36 * * 15554 14055 4039 4533 115.71 434.37 141.74 491.60
beng02 40 61 61 * 6525 4070 933 1167 128.08 1098.64 153.29 1202.55
beng03 60 88 88 34319 1337 8793 437 1007.04 1180.74 1200.02 1205.21
beng04 80 113 113 19108 1015 4599 269 997.69 1265.41 1200.24 1291.68
beng05 100 138 138 16912 874 3929 191 946.66 1438.47 1202.32 1473.78
beng06 40 40 40 28356 2394 4576 452 999.73 1198.32 1200.30 1203.34
beng07 80 70 60 15571 1523 1931 391 951.79 1253.56 1200.27 1259.56
beng08 120 105 105 13045 1281 1431 324 799.89 1211.74 1200.12 1220.18
beng09 160 129 129 11102 1309 1200 263 683.54 1103.97 1200.97 1206.32
beng10 200 159 159 7003 947 589 131 422.02 1270.30 1200.29 1275.62
cgeutl 7 14 14 * * 10 10 5 5 0.01 0 0.02 0.02
cgeut2 10 51 51 * * 144 139 29 29 0.57 0.06 0.73 0.21
cgeut3 20 229 229 44533 8916 28137 6859 1105.59 1181.01 1200.01 1200.04
geut01 10 1016 1016 * * 0 0 1 1 0 0 0 0
geut02 20 1262 1262 * * 44 44 9 9 0.08 0.05 0.13 0.10
geut03 30 1810 1810 * * 37 37 1 1 0.07 0.07 0.11 0.10
geut04 50 3126 3126 6786 1950 3251 1285 1175.59 1193.29 1200.79 1201.03
geut05 10 1360 1360 * * 14 14 1 1 0.01 0.01 0.02 0.02
geut06 20 2862 2862 * * 309 303 209 197 6.13 20.02 6.78 20.64
geut07 30 4979 4979 * 1579 1154 1201 1029 88.37 1197.35 92.78 1200.90
geut08 50 6168 6168 * * 104 107 3 3 1.10 1.13 1.28 1.31
geut09 10 2646 2646 * * 31 30 31 31 0.22 0.15 0.28 0.21
gecutl0 20 6167 6167 * * 22 22 1 1 0.08 0.08 0.10 0.09
geutll 30 7298 7298 * * 43 43 1 1 0.33 0.33 0.38 0.38
geutl2 50 14943 14943 * * 40 40 1 1 0.82 0.81 0.86 0.87
gecutl3 32 5398 5415 17543 1012 1741 183 1132.14 1589.32 1200.14 1593.05
ht_c1_01 16 27 27 * * 50 45 3 3 0.08 0.01 0.12 0.05
ht_c1_02 17 29 29 * * 51 51 1 1 0.01 0.01 0.06 0.06
ht_c1_03 16 23 23 * * 76 76 1 1 0.01 0.01 0.10 0.09
ht_c2_01 25 20 20 * * 203 203 1 1 0.05 0.05 0.80 0.82
ht_c2_02 25 34 34 * * 256 245 3 3 0.12 0.08 117 1.07
ht_c2_03 25 23 23 * * 220 220 1 1 0.05 0.06 0.91 0.90
ht_c3_01 28 40 40 * * 4222 1836 83 75 60.19 327 79.09 9.26
ht_c3_02 29 42 42 * * 424 360 3 3 1.73 0.26 413 2.06
ht_c3_03 28 43 43 * * 515 340 5 5 1.67 0.19 4.36 1.73
ht_c5_01 73 101 101 9342 2520 517 303 925.09 1242.68 1201.17 1323.63
ht_c5_02 73 106 106 8329 3495 273 251 744.62 1035.47 1229.37 1235.54
ht_c5_03 73 106 106 9956 1566 719 151 884.43 1519.50 1200.36 1560.17
ht_c6_01 97 136 136 5647 3380 313 327 834.41 1000.65 1206.92 1205.46
ht_c6_02 97 145 145 5723 3261 245 235 657.95 878.94 1233.19 1204.75
ht_c6_03 97 139 139 6764 2527 125 149 781.73 1160.98 1225.09 1341.61
ht_c7_01 196 261 261 2365 2364 1 1 63.26 63.30 1200.82 1200.61
ht_c7_02 197 283 283 2194 2195 1 1 93.73 93.81 1200.77 1201.20
ht_c7_03 196 273 273 2363 2365 1 1 87.84 87.33 1200.36 1201.31

custo reduzido negativo é devolvida. Em testes posteriores deste capitulo, sdo mostra-
dos resultados considerando sempre a primeira coluna com custo reduzido negativo.

Desta maneira, o processo de ramifica¢cdo foi modificado com o intuito de gerar
uma estrutura comportada das restricdes de aresta. Na ramificagdo simples, utilizada
até agora, ndo ha restri¢des quanto a escolha dos itens para a ramificacdo. A segunda
abordagem escolhe itens que ainda ndo foram considerados em ramifica¢des anterio-
res (vide Segdo 5.2.1 para mais detalhes). A Tabela 6.8 mostra o efeito da ramificacdo
simples sobre algumas instancias e a Tabela 6.9 o efeito da ramificacdo que ndo permite
itens ja considerados em ramificagdes anteriores. Sua estrutura é idéntica a Tabela 6.7.

Podemos notar que a segunda abordagem foi mais lenta na maioria dos casos testa-
dos, tanto para o resolvedor como para o teste das combinagdes (embora esse resultado
ja fosse esperado para este tltimo). Optamos pela ramificacdo simples.

Uma estratégia para acelerar o processo, foi testar um determinado ntimero de com-
binagdes dos itens que compdem as restri¢des de aresta e, caso ndo encontremos uma
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Tabela 6.8: Comparacdo da geragdo de colunas pelo resolvedor e geracdo por todas
combinagdes utilizando ramificagao simples.

Obj Opt? Variaveis Nos Geragao de colunas (s) Total (s)
Nome Itens Res. Comb Res. Comb Res. Comb Res. Comb Res. Comb Res. Comb
ht_c1_01 16 27.00 27.00 * * 20 15 1 1 0.23 0.00 0.37 0.15
ht_c1_02 17 29.00 29.00 * * 0 0 0 0 0.00 0.00 0.16 0.13
ht_c1_03 16 23.00 23.00 * * 0 0 0 0 0.00 0.00 0.23 0.24
ht_c2_01 25 20.00 20.00 * * 0 0 0 0 0.00 0.00 1.76 1.83
ht_c2_02 25 34.00 34.00 * * 14 3 1 1 0.08 0.01 2.56 2.39
ht_c2_03 25 23.00 23.00 * * 0 0 0 0 0.00 0.00 2.02 2.06
ht_c3_01 28 40.00 40.00 * * 4119 1278 76 52 155.02 6.87 197.56 18.65
ht_c3_02 29 42.00 42.00 * * 94 30 1 1 4.07 0.09 9.36 4.37
ht_c3_03 28 43.00 43.00 * * 240 65 2 2 4.32 0.14 10.13 3.69
ht_c4_01 49 74.00 74.00 8626 4742 728 814 1033.26 1116.72 1201.28 1213.44
ht_c4_02 49 74.00 74.00 8024 2471 208 212 1024.62 1155.95 1201.46 1211.61
ht_c4_03 49 80.00 80.00 7722 4516 343 457 1007.77 1100.70 1217.83 1204.74

Tabela 6.9: Comparacdo da geracdo de colunas pelo resolvedor e geracdo por todas
combinacoes utilizando ramificagdo com itens diferentes.

Obj Opt? Variaveis Nos Geragao de colunas (s) Total (s)
Nome Itens Res. Comb Res. Comb Res. Comb Res. Comb Res. Comb Res. Comb
ht_c1_01 16 27.00 27.00 * * 20 15 1 1 0.17 0.01 0.26 0.10
ht_c1_02 17 29.00 29.00 * * 0 0 0 0 0.00 0.00 0.11 0.11
ht_c1_03 16 23.00 23.00 * * 0 0 0 0 0.00 0.00 0.18 0.17
ht_c2_01 25 20.00 20.00 * * 0 0 0 0 0.00 0.00 124 1.27
ht_c2_02 25 34.00 34.00 * * 14 3 1 1 0.05 0.00 1.79 1.66
ht_c2_03 25 23.00 23.00 * * 0 0 0 0 0.00 0.00 1.39 1.40
ht_c3_01 28 40.00 40.00 * * 3626 1861 74 90 69.08 7.02 96.87 18.35
ht_c3_02 29 42.00 42.00 * * 94 30 1 1 2.69 0.06 6.55 3.12
ht_c3_03 28 43.00 43.00 * * 449 125 5 5 7.47 0.37 13.28 3.32
ht_c4_01 49 74.00 74.00 14093 2714 1394 480 1007.10 1190.23 1200.86 1230.78
ht_c4_02 49 74.00 74.00 13270 2911 390 270 1017.63 1203.17 1201.32 1244.78

variavel com o custo reduzido negativo, utilizar o resolvedor para tal (Segdo 5.2.2). As
Tabelas 6.10 e 6.11 mostram os resultados obtidos com o teste de 5, 6 e 8 itens, respec-
tivamente. Estes itens sdo escolhidos aleatoriamente dos itens que compdem as restri-
¢Oes de aresta. As instancias testadas foram escolhidas devido seu comportamento nos
ensaios anteriores. Sdo 8 instancias, 4 com solugdo 6tima obtida e 4 sem solugdo 6tima
em 1200 segundos de CPU. Os resultados destas tabelas foram obtidos na maquina de
apoio descrita na Secdo 6.1.

A Tabela 6.10 contém os campos: Nome e Itens, como nas demais tabelas; Opt?,
indicando se uma solucdo 6tima foi encontrada; Nés, indicando o niimero de nés com
restri¢oes de aresta; Vars. PLI, indicando o nimero de varidveis, com custo reduzido
negativo, geradas pelo resolvedor; Vars. Comb., idem anterior mas varidveis geradas
pelo teste das combinagdes; e Total de Vars., indicando o namero total de varidveis
geradas. O valores da solugdo obtidos para cada instancia, foi igual em todos os casos
(5, 6 e 8 itens).

A Tabela 6.11 contém os campos: Nome e Itens, como nas demais tabelas; Ger.
PLI, indicando o tempo gasto na geragdo de colunas através do resolvedor; Ger.
Comb ., indicando o tempo gasto na geracdo de colunas pela analise das combinagdes;
Ger. Total, indicando o tempo total na geracdo de colunas; e Total, indicando o
tempo total gasto pelo algoritmo. Todos os tempos estdo em segundos de CPU.
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Tabela 6.10: Comparagdo entre nimeros de itens escolhidos das restricdes de aresta:

quantidade de varidveis.

Opt? Noés Vars. PLI Vars. Comb. Total de Vars.
Nome Itens 6 8 5 6 8 5 6 8 5 6 8 5 6 8
beng01 20 * * * 3947 4513 4019 6254 6850 4085 7355 9771 9430 13672 16684 13578
beng02 40 * * * 875 1407 577 1392 2811 452 2746 4169 2024 4275 7117 2613
beng03 60 7422 6150 5196 11485 9630 7924 15521 14618 11786 27295 24537 19710
cgcut3 20 * 18329 17721 11733 16399 14655 13160 10668 11735 12030 27111 26434 25190
geut07 30 * * * 1114 1090 1096 655 561 490 736 772 869 1421 1363 1389
ht_c3_01 28 * * * 62 62 62 0 0 0 1581 1581 1581 1831 1831 1831
ht_c4_01 49 2188 2054 1677 5590 4647 3397 12480 11815 9330 18560 16952 12727
ht_c5_01 73 1190 1378 914 5126 3521 2795 8845 9518 5785 14970 14038 8580

Tabela 6.11: Comparacdo entre nameros de itens escolhidos das restricdes de aresta:

tempos.
Ger. PLI Ger. Comb. Ger. Total Total
Nome Itens 5 6 8 5 6 8 5 6 8 5 6 8
beng01 20 151.47 169.70 115.37 20.98 38.84 67.54 173.43 209.67 183.91 218.97 262.87 229.43
beng02 40 80.85 152.11 36.04 16.27 45.82 30.89 97.59 198.72 67.22 123.73 243.46 83.47
beng03 60 812.83 751.83 549.24 161.47 246.56 496.34 978.09 1001.85 1048.42 1200.36 1200.36 1201.76
cgcut3 20 1019.23 977.15 911.18 71.32 116.20 172.14 1092.55 1095.46 1085.30 1200.01 1200.03 1257.44
geut07 30 124.20 118.68 104.20 88.33 138.01 273.87 212.84 257.00 378.38 220.95 264.89 386.31
ht_c3_01 28 0.00 0.00 0.00 491 4.87 4.89 5.19 5.19 5.18 15.13 15.09 15.02
ht_c4_01 49 679.97 576.61 427.81 294.44 413.99 613.78 977.38 993.32 1043.46 1205.34 1200.67 1207.24
ht_c5_01 73 608.81 459.77 373.59 266.68 41543 628.19 879.56 879.12 1003.86 1201.28 1200.26 1210.05

A escolha de 5, 6 e 8 itens levam, respectivamente, a 32, 64 e 256 possiveis combi-
nagOes a serem testadas. Destas, somente aquelas que formarem conjuntos indepen-
dentes com relac¢do ao grafo formado pelas restricdes de aresta, sdo consideradas (vide
Secdo 5.2.2). Podemos notar que a varia¢do na quantidade de itens ndo influenciou
muito nos tempos de resolucdo. No geral, o teste de 5 itens foi mais eficiente. Um dos
fatores que contribuiu para isso, foi o baixo niimero de combinagdes inutilmente tes-
tadas, em nos cujo este tipo de teste foi ineficaz, ou seja, o teste das combina¢des ndo
resultou em nenhuma varidvel com custo reduzido negativo e, portanto, o resolvedor
teve que ser utilizado para gerar uma coluna.

6.7 Resultados Finais

As Tabelas 6.12 e 6.13 mostram os melhores resultados obtidos. Nelas utilizamos o teste
de combinagdes de no méximo 5 itens que porventura venham a compor restri¢des de
aresta. Caso este teste falhe, é utilizado o resolvedor. Em ambos casos, a primeira
varidvel com custo reduzido negativo é devolvida. Foram utilizados os algoritmos da
mochila gulosa para geracdo do limitante superior inicial e o BFDH para geragdo dos
demais limitantes superiores.

A Tabela 6.12 segue a descrigao da Tabela 6.5. Uma solugdo 6tima foi encontrada
em 24 instancias (51,06%). O gap médio obtido foi de 1,38%, com desvio padrdo 1,72.
Entre as 23 instancias (48,94%) onde nenhuma solugdo 6tima foi encontrada, o gap
médio foi de 2,88%, com desvio padrado 1,40. Estes resultados sdo ligeiramente piores
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que a configuragdo do algoritmo na Secdo 6.5, mas o tempo de execugdo nas instancias
onde o 6timo foi encontrado, é melhor, como pode ser visto na Tabela 6.14.

A descricdo da Tabela 6.13 é idéntica a Tabela 6.6 mas as secOes Varidveis e
Geragdo de Colunas contém mais uma coluna: Comb ., que indica o ntiimero de va-
ridveis e o tempo gasto na geracdo de colunas pelo teste das combinagdes.

A Tabela 6.14 mostra a comparagdo entre duas configurac¢des do algoritmo: a co-
luna Basica considera a configuracdo utilizando apenas o resolvedor para geracao
de colunas em nés com restri¢des de aresta; a coluna PCRN (Primeiro Custo Reduzido
Negativo) considera a configuracdo descrita no comego desta se¢do. A secdo Gap in-
dica o gap proporcional entre o melhor limitante inferior e o valor da melhor solugao
encontrada. As secOes Opt? e Tempo (s) da tabela indicam se uma soluc¢do 6tima
foi encontrada, e o tempo gasto para isso, em segundos de CPU, respectivamente. A
coluna Dif. (s) mostra a diferenca, em segundos de CPU, do tempo gasto nas duas
configurac¢des. A coluna Ganho mostra o ganho de velocidade entre as configuracdes,
que é calculado através da equacdo

tempo(Basica) — tempo(PCRN)

Ganho =
tempo(PCRN)

Note que quando o ganho é positivo, a configuracdo PCRN é mais rdpida que a confi-
guracdo basica. Quando negativo, a situagdo se inverte.

O algoritmo com a configuragdo PCRN foi mais rdpido em 11 (45,83%) dos 24 casos
onde ambas configura¢des alcangaram uma solugdo 6tima. Destes, 8 casos (33,33%)
foram executados mais rapido pela configuragdo basica e 5 (20,83%) tiveram o mesmo
tempo de execugdo.

No que se refere a configuracdo PCRN, destacam-se as instancias do grupo ht_c3,
com mais de 2 vezes de ganho. Em especial, a instancia ht_c3_01 (marcada com *
na tabela) teve o excepcional ganho de mais de 16 vezes e uma diferenca de mais de
2 minutos de execuc¢do. Outro caso interessante foi a resolucdo da instancia beng01
(marcada com ' na tabela) onde a diferenca de tempo de execugao foi de mais de 13 mi-
nutos de execucdo. Em verdade, a média de ganhos da configuracdo PCRN, excluindo
o0 caso extremo da instancia ht_c3_01, foi de 1,82 e desvio padrao de 1,68.

No que se refere a configuragdo bésica, o ganho nado passou de 0,13 em favor desta,
com desvio de 0,10. A diferenga de tempo de execucdo também foi muito pequena,
raramente passando de 1 segundo, com excegdo da instancia gcut 07 (marcada com )
onde a diferenga foi de mais de 1 minuto. Mas estes resultados ndo sado favoraveis a
configuragdo bdésica, ja que em 6 instancias, das 8 onde a configuragdo bésica foi mais
rédpida, somente foi necessdria a geracdo de colunas na fase inicial e nenhuma ramifi-
cacdo foi feita. Ou seja, foram gerados o mesmo ntimero de variaveis, e a diferenga de
tempo, que é muito pequena, pode ser causada por varia¢des na utilizacdo da CPU.
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Tabela 6.12: Resultados considerando a primeira varidvel com custo reduzido nega-
tivo: caracteristicas da drvore.

Limitantes Nos
Nome Itens | P.Inf. M. Inf. Sup. Obj. Dif. Gap Opt? | Liv Res.  Total Prof.
beng01 20 33 36 36 36 0 0.00 * 4 3811 3815 27
beng02 40 60 61 61 61 0 0.00 * 11 3698 3709 23
beng03 60 86 86 88 88 2 233 18 16013 16031 34
beng04 80 108 108 113 112 4 370 39 10626 10665 38
beng05 100 134 134 138 138 4 299 36 8641 8677 36
beng06 40 37 38 40 40 2 526 22 15469 15491 28
beng07 80 68 68 71 71 3 441 49 7356 7405 48
beng08 120 101 101 105 105 4 396 75 4412 4487 74
beng09 160 126 126 129 129 3 238 83 3366 3449 91
beng10 200 156 156 159 159 3 192 9 1728 1737 123
cgecutl 7 12 14 14 14 0 0.00 * 3 2 5 2
cgeut2 10 46 51 51 51 0 0.00 * 4 39 43 7
cgeut3 20 220 228 230 229 1 044 8 39347 39355 32
geut01 10 1016 1016 1016 1016 0 0.00 * 1 0 1 0
gcut02 20 1262 1262 1262 1262 0 0.00 * 8 17 25 7
geut03 30 1810 1810 1810 1810 0 0.00 * 1 0 1 0
gcut04 50 3108 3124 3159 3126 2 0.06 4 5149 5153 27
gcut05 10 1360 1360 1360 1360 0 0.0 * 1 0 1 0
gecut06 20 | 2792 2862 2862 | 2862 0 0.00 * 7 126 133 10
gcut07 30 4894 4979 4979 4979 0 0.00 * 4 1127 1131 18
gecut08 50 | 6149 6168 6168 6168 0 0.00 * 20 439 459 19
gcut09 10 2509 2646 2646 2646 0 0.00 * 4 25 29 6
geutl0 20 | 6167 6167 6167 | 6167 0 0.00 * 1 0 1 0
gcutll 30 7298 7298 7298 7298 0 0.00 * 1 0 1 0
gcutl2 50 | 14943 14943 14943 | 14943 0 0.00 * 1 0 1 0
geutl3 32 | 5090 5103 5415 | 5398 295 5.78 20 2527 2547 26
ht_c1_01 16 26 27 27 27 0 0.00 * 2 1 3 1
ht_c1_02 17 29 29 29 29 0 0.00 * 1 0 1 0
ht_c1_03 16 23 23 23 23 0 0.00 * 1 0 1 0
ht_c2_01 25 20 20 20 20 0 0.00 * 1 0 1 0
ht_c2_02 25 33 34 34 34 0 0.00 * 3 2 5 2
ht_c2_03 25 23 23 23 23 0 0.00 * 1 0 1 0
ht_c3_01 28 37 40 40 40 0 0.00 * 10 13 23 9
ht_c3_02 29 41 42 42 42 0 0.00 * 2 1 3 1
ht_c3_03 28 42 43 43 43 0 0.00 * 4 3 7 3
ht_c4_01 49 71 73 74 74 1 137 15 3060 3075 35
ht_c4_02 49 73 73 74 74 1 137 19 3436 3455 41
ht_c4_03 49 72 73 75 75 2 274 13 2997 3010 33
ht_c5_01 73 103 104 107 107 3 288 27 1962 1989 28
ht_c5_02 73 104 104 106 106 2 192 29 1851 1880 29
ht_c5_03 73 103 103 107 106 3 291 32 1749 1781 31
ht_c6_01 97 131 132 136 136 4 303 35 1212 1247 34
ht_c6_02 97 139 140 145 145 5 357 22 627 649 38
ht_c6_03 97 137 137 139 139 2 146 27 848 875 36
ht_c7_01 196 254 254 261 261 7 276 99 180 279 98
ht_c7_02 197 272 272 283 282 10 3.68 71 122 193 70
ht_c7_03 196 263 263 273 273 10  3.80 110 137 247 103
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Tabela 6.13: Resultados considerando a primeira varidvel com custo reduzido nega-
tivo: geracdo de colunas.

Variaveis Geracao de colunas (s) Tempo (s)
Nome Itens | Moc. PLI Comb. Total Moc. PLI Comb. Total | Heur. Ram. Total
beng01 20 46 8961 4687 13694 0.01 158.35 16.22 175.65 0.41 2.52 220.70
beng02 40 120 19353 12416 31889 0.04 624.37 48.27 675.88 0.71 4.40 841.94
beng03 60 237 49673 26933 76843 0.09 2783.30 13291  2927.47 2.18 26.42  3600.96
beng04 80 427 33162 14256 47845 0.27 2751.87 90.19 2851.58 2.07 23.54  3600.26
beng05 100 479 29694 11747 41920 0.33 2754.51 66.08  2830.27 1.86 21.84  3600.82
beng06 40 351 63782 47775 111908 0.16 2624.44 16594  2804.54 1.48 2345 3600.53
beng07 80 723 34300 17237 52260 056 2629.38 60.80 2700.94 1.14 19.65 3600.19
beng08 120 | 1072 29687 13682 44441 1.21  2008.24 71.60  2093.58 1.01 19.66  3600.07
beng09 160 | 1553 23361 10843 35757 233 162899 75.05 1720.96 0.92 2494  3600.52
beng10 200 | 1221 16477 4146 21844 250 1145.50 53.16  1212.29 0.61 19.18  3604.71
cgeutl 7 11 0 0 11 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.03
cgeut2 10 26 2 176 204 0.01 0.08 0.07 0.17 0.00 0.02 0.57
cgeut3 20 53 56255 16276 72584 0.03 3184.70 107.42  3298.09 347 25,51  3600.06
geut01 10 0 0 0 0 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.01
gcut02 20 34 5 22 61 0.05 0.41 0.11 0.57 0.00 0.01 0.75
gcut03 30 2 0 0 2 0.01 0.00 0.00 0.01 0.00 0.00 0.02
gcut04 50 96 5878 7207 13181 0.88 2659.45 846.62  3508.25 0.74 6.00 3600.24
gcut05 10 8 0 0 8 0.01 0.00 0.00 0.01 0.00 0.00 0.02
geut06 20 33 89 125 247 0.10 6.70 3.40 10.21 0.01 0.08 11.09
gecut07 30 29 707 768 1504 0.19 135.56 84.07 219.96 0.11 0.77 228.80
gcut08 50 144 860 1141 2145 2.27 405.51 174.02 581.99 0.08 0.54 595.40
gcut09 10 12 3 13 28 0.02 0.20 0.19 0.41 0.00 0.01 0.52
geutl0 20 14 0 0 14 0.09 0.00 0.00 0.09 0.00 0.00 0.12
geutll 30 42 0 0 42 0.58 0.00 0.00 0.58 0.00 0.00 0.68
geutl2 50 24 0 0 24 0.90 0.00 0.00 0.90 0.00 0.00 0.97
gcutl3 32 328 15670 6078 22076 8.30 2166.86 129253 3470.14 0.29 3.66 3603.82
ht_c1_01 16 31 0 8 39 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.08
ht_c1_02 17 46 0 0 46 0.01 0.00 0.00 0.01 0.00 0.00 0.10
ht_c1_03 16 94 0 0 94 0.02 0.00 0.00 0.02 0.00 0.00 0.22
ht_c2_01 25 333 0 0 333 0.14 0.00 0.00 0.16 0.00 0.00 2.61
ht_c2_02 25 271 0 24 295 0.17 0.00 0.02 0.22 0.00 0.01 2.12
ht_c2_03 25 223 0 0 223 0.10 0.00 0.00 0.12 0.00 0.00 1.47
ht_c3_01 28 250 59 448 757 0.15 1.75 0.35 2.33 0.00 0.03 7.69
ht_c3_02 29 297 0 35 332 0.38 0.00 0.05 0.47 0.00 0.00 2.90
ht_c3_03 28 280 0 177 457 0.25 0.00 0.17 0.45 0.00 0.01 3.58
ht_c4_01 49 449 32837 15712 48998 0.68 2946.62 150.19  3104.38 0.55 6.36  3604.65
ht_c4_02 49 387 33785 17934 52106 0.52 3002.46 15249  3155.44 0.49 6.92 3610.47
ht_c4_03 49 401 29531 13720 43652 0.49 2947.68 149.21  3097.38 0.63 724  3607.12
ht_c5_01 73 801 20453 5947 27201 1.78  2899.32 53.95 2955.05 0.52 731 3610.85
ht_c5_02 73 734 21461 4308 26503 1.73 294345 51.72  2996.90 0.41 595 3607.76
ht_c5_03 73 875 19117 5740 25732 1.85 2840.13 54.06  2900.56 0.33 6.12  3605.29
ht_c6_01 97 | 1319 17226 7901 26446 6.08 2529.41 80.97 262254 0.26 7.08 3613.85
ht_c6_02 97 | 1697 8927 3273 13897 11.90 2593.24 68.04 2676.63 0.16 528 3638.46
ht_c6_03 97 | 1591 11308 4217 17116 923 2671.12 7743  2757.78 0.31 6.01 3603.21
ht_c7_01 196 | 4487 997 613 6097 | 105.14 2516.85 38.07 2662.64 0.11 90.98 3751.82
ht_c7_02 197 | 5970 844 1030 7844 | 227.44 826.15 66.24  1124.05 0.09 201.08 3713.49
ht_¢7_03 196 | 5747 1023 1570 8340 | 123.12 2891.35 70.13 3084.6 0.15 9727 372731
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Gap Opt? Tempo (s)
Nome Itens | Basica PCRN | Basica PCRN | Bésica PCRN | Dif. (s) Ganho
beng01 20 * * 282.70  220.70 62.00 0.28
beng02 40 * * 1661.04 84194 | 819.10 0.97
beng03 60 2.33 2.33 3600.03  3600.96
beng(04 80 3.70 3.70 3600.43 3600.26
beng05 100 2.99 2.99 3600.33  3600.82
beng06 40 5.26 5.26 3600.90 3600.53
beng07 80 2.94 441 3600.80 3600.19
beng08 120 3.96 3.96 3600.36  3600.07
beng(09 160 2.38 2.38 3602.92 3600.52
bengl0 200 1.92 1.92 3600.88 3604.71
cgeutl 7 * * 0.03 0.03 0.00 0.00
cgeut2 10 * * 1.95 0.57 1.38 242
cgeut3 20 0.44 0.44 3600.03  3600.06
gcut01 10 * * 0.01 0.01 0.00 0.00
gcut02 20 * * 0.57 0.75 0.18 -0.24
gcut03 30 * * 0.02 0.02 0.00 0.00
gcut04 50 0.10 0.06 3600.71 3600.24
gcut05 10 * * 0.03 0.02 0.01 0.50
gcut06 20 * * 9.97 11.09 1.12 -0.10
gcut07 30 * * 163.13  228.80 65.67 -0.29
gcut08 50 * * 655.45  595.40 60.05 0.10
gcut09 10 * * 0.74 0.52 0.22 0.42
gcutl0 20 * * 0.11 0.12 0.01 -0.08
geutll 30 * * 0.60 0.68 0.08 -0.12
gcutl2 50 * * 0.83 0.97 0.14 -0.14
geutl3 32 5.78 5.78 3601.06 3603.82
ht_c1_01 16 * * 0.28 0.08 0.20 2.50
ht_c1_02 17 * * 0.10 0.10 0.00 0.00
ht_c1_03 16 * * 0.22 0.22 0.00 0.00
ht_c2 01 25 * * 2.57 2.61 0.04 -0.02
ht_c2_02 25 * * 12.96 2.12 10.84 5.11
ht_c2 03 25 * * 1.43 1.47 0.04 -0.03
ht_c3_01 28 * * 136.15 7.69 | 12846  16.70
ht_c3_02 29 * * 9.01 2.90 6.11 2.11
ht_c3_03 28 * * 17.06 3.58 13.48 3.77
ht_c4_01 49 1.37 1.37 3607.95 3604.65
ht_c4_02 49 1.37 1.37 3601.66 3610.47
ht_c4_03 49 2.74 2.74 3605.31 3607.12
ht_c5_01 73 2.88 2.88 3607.37 3610.85
ht_c5_02 73 1.92 1.92 3608.42 3607.76
ht_c5_03 73 291 291 3611.48 3605.29
ht_c6_01 97 3.03 3.03 3607.67 3613.85
ht_c6_02 97 3.57 3.57 3615.72 3638.46
ht_c6_03 97 1.46 1.46 3601.49 3603.21
ht ¢7. 01 196 2.76 2.76 3703.50 3751.82
ht_c¢7 02 197 3.68 3.68 3626.62 3713.49
ht ¢7_.03 196 3.80 3.80 5385.75 3727.31
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O ganho de velocidade da configuragdo PCRN se deve, principalmente, pelo grande
nuamero de varidveis com custo reduzido negativo geradas pelo teste de combinagdes.
Em 3 casos (marcados com ), ndo houve a necessidade de se utilizar o resolvedor para
gerar variaveis, como pode ser visto na Tabela 6.13.

Nas instancias onde ndo foi provada a otimalidade, os gaps permaneceram os mes-
mos entre as configura¢des, com apenas duas exceg¢des: a instdncia beng07, onde a
configuracdo PCRN apresentou um gap de 4,41, pior que o gap da configuracdo bdsica
de 2,94. Em contrapartida, para a instancia gcut 04, a configuracdo PCRN teve o gap
de 0,06 e a configuragao basica o gap de 0,10.

Podemos concluir que a configuragdo PCRN é a melhor escolha, devido a seu de-
sempenho na geragdo de colunas.
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Capitulo 7

Conclusao e Consideracoes Finais

Neste trabalho concentramos nossos esforcos para resolucdo do problema de empa-
cotamento bidimensional em faixas com 2 estdgios PEBF2, j4 que é um importante
problema na indtstria. Apresentamos alguns algoritmos aproximados e uma heuris-
tica para resolu¢do do mesmo, e um algoritmo exato que se utiliza de pequenas vari-
acgOes dos algoritmos aproximados apresentados, para cdlculo de limitantes primais.
Apresentamos também métodos de geragdo de colunas e analisamos sua sensibilidade
quanto as modifica¢des do subproblema.

Os algoritmos utilizados para calculo dos limitantes superiores apresentaram bom
desempenho, com destaque para o algoritmo da mochila gulosa, cujo gap entre o valor
da solugdo 6tima e o valor da solugdo encontrada por este foi pequeno (em média,
2,01%). Além disso, o algoritmo da mochila gulosa é um algoritmo rapido e é um
excelente candidato para ser utilizado em casos reais onde o tamanho dos itens e a
largura da faixa sdo numericamente grandes, devido sua capacidade de aproveitar a
area de cada item como informagdo importante no processo de empacotamento. Junto
dele, o BFDH apresentou bons resultados também, mas em instancias numericamente
menores.

O limitante inferior apresentou uma qualidade extraordindria. O gap médio foi de
1,38%, com desvio padrdo de 1,72, o que atesta a qualidade da formulacgéo utilizada.

A geragdo de colunas em nos livre de restrigdes de aresta foi muito rdpida, devido
ao bom comportamento do algoritmo de programagdo dinamica da mochila. Em con-
trapartida, a geracdo de colunas em nés com restri¢cdes de aresta foi lenta. A principal
razdo foi a complexidade que estas restricdes tomam durante as ramificag¢des.

O comportamento do algoritmo foi muito diferente do esperado. Como pudemos
observar no Capitulo 6, as arvores resultantes sdo bem balanceadas, o que gerou um
grande ntiimero de nds com restricdes de aresta. Esta desproporcdo acarretou sérias
conseqiiéncias na geracdo de colunas, que foi majoritariamente feita, ou pelo resolve-
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dor, ou pelo teste das combinacdes validas dos itens componentes das restri¢des de
aresta. Esperdvamos arvores desbalanceadas, como no caso do problema de empaco-
tamento unidimensional PEU (vide Segdo 6.3), o que facilitaria a geragdo de colunas.
Um das razdes para este comportamento é o gap para problemas unidimensionais é
muito pequeno, e um dos indicios deste fato é a a conjectura MIRUP (vide Secédo 3.3).
Este conjectura aparentemente ndo é vélida para problema bidimensionais.

Portanto, o maior tempo gasto na execugdo do algoritmo foi na geracdo de colu-
nas em nds com restri¢des de aresta, principalmente quando tratada pelo resolvedor.
Mesmo nas instancias onde o teste das combinagdes gerou mais colunas (com custo re-
duzido negativo) que o resolvedor, o tempo total gasto por este tiltimo ainda foi maior.
Infelizmente, como mostrado na Segdo 6.6, o teste de todas combinagdes se torna proi-
bitivo. A estratégia de analisar apenas algumas combinagdes, e caso necessario, utilizar
o resolvedor, sempre retornando a primeira coluna com custo reduzido negativo, ndo
apresentou ganhos expressivos, principalmente no que consta a prova de otimalidade.

Concluimos que, embora o algoritmo de branch-and-price seja promissor para reso-
lugdo do PEBF2, devido a qualidade dos limitantes, é preciso mais estudos e avangos
na geracdo de colunas envolvendo restri¢des de aresta para que se acelere o processo e
o algoritmo se torne viadvel para instancias de grande porte.

Um bom indicativo para trabalhos futuros seria aprofundar os estudos sobre as res-
tricdes de aresta, ja que sdo componentes de problemas como problemas de conjuntos
independentes e particdo em cliques. O desenvolvimento de heuristicas para geracao
dessas colunas também deve ser considerado.

Uma outra alternativa seria utilizar uma formulacdo baseada em fluxos, onde os
itens a serem empacotados estdo relacionados entre si por uma grafo onde cada né
representa um possivel tamanho de um nivel. Fekete e Schepers [23, 24, 25] propuse-
ram esse modelo. Carvalho [13, 14] apresentam formulag¢des deste tipo para problema
de corte e estoque unidimensional e Belov et al. [4] apresentaram um algoritmo de
branch-and-cut-and-price para o mesmo problema.
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