NG

v Adriano Batista Prieto

UNICAMP

Quociente de Rayleigh e Algoritmos Genéticos:
estudo de caso para o calculo de Autovalores de
Matrizes Simétricas.

Limeira

2016



S"’A UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
a¥ Faculdade de Tecnologia

UNICAMP

Adriano Batista Prieto

Quociente de Rayleigh e Algoritmos Genéticos: estudo de
caso para o calculo de Autovalores de Matrizes

Simétricas.

Dissertagao apresentada a Faculdade de Tec-
nologia da Universidade Estadual de Campi-
nas como parte dos requisitos exigidos para a
obtencao do titulo de Mestre em Tecnologia,
na area de Tecnologia e Inovagao.

Orientador: Prof. Dr. Vitor Rafael Coluci

Este exemplar corresponde a versao
final da dissertacao defendida pelo
aluno Adriano Batista Prieto e
orientada pelo Prof. Dr. Vitor
Rafael Coluci.

Limeira

2016



Agéncia(s) de fomento e n%(s) de processo(s): Nao se aplica.

Ficha catalografica
Universidade Estadual de Campinas
Biblioteca da Faculdade de Tecnologia
Silvana Moreira da Silva Soares - CRB 8/3965

Prieto, Adriano Batista, 1980-

P933 Quociente de Rayleigh e algoritmos genéticos : estudo de caso para o
célculo de autovalores de matrizes simétricas. / Adriano Batista Prieto. —
Limeira, SP : [s.n.], 2016.

Orientador: Vitor Rafael Coluci.
Dissertagdo (mestrado) — Universidade Estadual de Campinas, Faculdade
de Tecnologia.

1. Autovalores. 2. Rayleigh, Quociente de. 3. Algoritmos genéticos. 4.
Otimizacao combinatéria. 5. C (Linguagem de programacao de computador). I.
Coluci, Vitor Rafael,1976-. Il. Universidade Estadual de Campinas. Faculdade
de Tecnologia. Ill. Titulo.

Informacé ra Bibli Digital

Titulo em outro idioma: Rayleigh quotient and genetic algorithms : case study of
eigenvalues calculation for symmetric matrices
Palavras-chave em inglés:

Eigenvalues

Rayleigh quotient

Genetic algorithms

Combinatorial optimization

C (Programming Language)

Area de concentracao: Tecnologia e Inovagéo
Titulagao: Mestre em Tecnologia

Banca examinadora:

Vitor Rafael Coluci [Orientador]

Varese Salvador Timoteo

Ronaldo Giro

Data de defesa: 26-02-2016

Programa de Pos-Graduacao: Tecnologia



A banca examinadora composta pelos membros abaixo aprovou esta disserta-

¢ao.

Prof. Dr. Vitor Rafael Coluci (Presidente).

Unicamp, Faculdade de Tecnologia.

Prof. Dr. Varese Salvador Timoteo.

Unicamp, Faculdade de Tecnologia.

Dr. Ronaldo Giro.
IBM, Brazil Research Lab.

“A Ata da Defesa, assinada pelos membros da Comissao Examinadora, consta

no processo de vida académica do aluno”.



A minha mae, Sandra, e ao meu filho, Heitor.



Agradecimentos

Agradego ao Prof. Dr. Vitor Rafael Coluci por ter me aceito como aluno. Ele
me deu autonomia e sempre me aconselhou de forma fundamental, mesmo, as vezes, diver-
gindo dos caminhos que eu escolhia. Tal comportamento, o de reconhecer humildemente

que ninguém ¢ o ’dono absoluto do saber’, ¢ o que mais admiro nele.

Com conhecimentos de matematica, redagdo e gramatica, a fisica Renata de
Oliveira Bressane fez intimeras leituras de algumas versoes desta dissertagdo. Sem ela

certamente haveria muito mais erros.

Os funcionarios da Pés Graduagao da Faculdade de Tecnologia sempre me
atenderam muito bem, e deixo meu especial agradecimento a Karen Tank Mercuri Macedo
(hoje na Secretaria de Extensao). Ela é uma profissional que vai além das suas atribuigoes,

incluindo, por exemplo, manutengoes em ar—condicionado!

Aos amigos que me “hospedavam” no Instituto de Fisica Gleb Wataghin da
Unicamp durante minhas férias do trabalho, Carlos Alexandre Brasil e Marcos Vinicius
Puydinger dos Santos, e ao amigo Tiago de Moraes Machado que as vezes aparecia por

14. As discussoes durante os cafés foram sensacionais!

Agradeco a toda minha familia e amigos pelos suporte. Sem eles teria sido

impossivel.



“Em todas as culturas, as pessoas sequem longas cadeias de raciocinio construidas com
elos cuja verdade elas ndo observaram diretamente. Os filosofos vdrias vezes salientaram

que a ciéncia € possivel por essa capacidade”.

Steven Pinker em Como a mente funciona.



Resumo

Um programa foi desenvolvido em Linguagem C para estudar um método que trans-
forma, por meio de Algoritmos Genéticos (GAs), a obtencdo de alguns autovalores de
Matrizes Simétricas em um problema de Otimizacao Combinatéria. A andlise das Fun-
¢oes de Avaliagao (fitness) mostrou em quais condigdes o autovalor minimo é encontrado,
gerando a hipdtese de que resultados encontrados na literatura estao parcialmente incor-
retos. Justificativas matematicas, baseadas nas propriedades do Quociente de Rayleigh, e
experimentos computacionais, executados com matrizes de Coope—Sabo, confirmaram a

hipotese.

Palavras-chaves: Autovalores; Quociente de Rayleigh; Algoritmos Genéticos; Otimiza-

¢ao Combinatoria; Linguagem C.

Abstract

A program was developed in C language to study a method that transforms, by means
of Genetic Algorithms (GAs), the calculation of some eigenvalues of Symmetric Matrices
in a Combinatorial Optimization problem. The analysis of Evaluation Functions (fitness)
showed in which conditions the minimum eigenvalue can be found, generating the hypoth-
esis that results founded in literature are partially incorrect. Mathematical justifications,
based on properties of Rayleigh Quotient, and computational experiments, executed with

Coope-Sabo matrices, confirmed the hypothesis.

Keywords: Eigenvalues; Rayleigh Quotient; Genetic Algorithms; Combinatorial Opti-

mization; C Language.
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1 Introducao

O problema dos autovalores e autovetores pode ser definido brevemente da
seguinte maneira: dada uma matriz A n por n, o escalar \ é chamado de autovalor de A

se existe um vetor u nao nulo tal que

Au = \u. (1.1)

O vetor u é chamado de autovetor de A associado a A\. Reescrevendo a equagao

1.1 chegamos a

Au— \u=0
(1.2)
(A—A)u=0,
onde | é a matriz identidade. Pela teoria das equacoes lineares, a equacao acima sé tem

solucoes se

det(A — Al) = 0. (1.3)

A equacao 1.3 é chamada de Equagao Caracteristica de A, e leva a um

Polinémio Caracteristico de ordem n. Portanto, A pode ter até n autovalores.

Mas, de onde vieram os autovalores? O que sao? Por que sdo importantes?
Muitos estudantes de ciéncias exatas e engenharia fazem essas trés perguntas durante as
disciplinas introdutérias de Algebra Linear. Uma descri¢ao mais detalhada da importancia

historica dos autovalores, além dos métodos numéricos classicos, pode ser encontrada no

Apéndice A.

A primeira aparicao dos autovalores aconteceu no século XVIIl. A partir de
entao grandes nomes da matematica se debrucaram sobre o estudo da sua natureza, como
D’Alembert, Lagrange, Laplace, Sturm e Cauchy, culminando no final do século XIX na
Teoria Espectral das Matrizes. No inicio do século XX os autovalores foram fundamentais
dentro da Mecanica Quantica, uma das grandes revolugoes cientificas da nossa era. Com
o advento do computador eletronico por volta de 1950, a criagdo de métodos numéricos
tornou-se muito ativa (HAWKINS, 1975).

No século XXI a relevancia continua. A busca pela palavra eigenvalue em pe-
riédicos como Nature e Science revela que os autovalores continuam muito utilizados.
Google, Facebook e Twitter, por exemplo, estao fortemente relacionados aos autovalores.

Dado o nuimero de usuarios desses sistemas, no minimo da ordem de centenas de mi-
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lhoes (EDIGER et al., 2010), passou-se a buscar métodos com alto potencial para uso de

algoritmos paralelos e computacao de alto desempenho.

Apresento nesta dissertacdo o estudo de um método com esse potencial. Em
uma série de artigos, com (NANDY et al., 2004) sendo o primeiro, é proposta uma maneira
de encontrar o autovalor minimo de uma matriz simétrica. Para isso fazem uso de Algorit-
mos Genéticos (GAs) (MITCHELL, 1998), que sdo intrinsecamente paralelos (LINDEN],
2008) e, dependendo do problema modelado e da arquitetura de computacao paralela
escolhida, altamente escalaveis. Essas caracteristicas ja foram exploradas de maneira sis-
tematica em arquiteturas tradicionais (CANTU-PAZ, 2000), e mais recentemente bons
desempenhos foram atingidos com GAs simples executados em placas de video (GPUs)
com arquitetura NVIDIA CUDA. Em (DEBATTISTI et al., 2009) o GA paralelizado na

GPU chegou a ser até trinta vezes mais rapido.

No entanto, encontrei uma falha em (NANDY et al., 2004). O artigo afirma
que o método obtém sempre o autovalor minimo de matrizes simétricas. Com base em
resultados experimentais proprios, em conhecidas propriedades do Quociente de Rayleigh
e em um erro loégico no artigo, argumento que nao ha garantias de se encontrar o menor

autovalor. E possivel que os autores tenham omitido algum procedimento especifico.

Dos cinco artigos que utilizam o método, o ultimo (NANDY et al., 2011) pos-
sui uma diferenga significativa: a Fungao de Avaliagao (fitness) do Algoritmo Genético
foi alterada. Essa funcdo tem papel fundamental em todo algoritmo genético, pois é a
maneira utilizada pelos GAs para determinar a qualidade de um individuo como solucgao
do problema (LINDEN, 2008). Isso me motivou a estudar (NANDY et al., 2011) em de-
talhes e identifiquei que, justamente por causa do novo fitness, o erro légico dos trabalhos

anteriores nao foi cometido.
Dado o contexto, formulei as seguintes hipdteses:

Hipoétese 1: a impossibilidade de se obter o menor autovalor com (NANDY
et al., 2004) nao reside em uma falha do método, mas apenas na ma defini¢do da Fungao

de Avaliacao.

Hipdtese 2: se a Hipotese 1 é verdadeira, é possivel encontrar o menor auto-
valor com a Funcao de Avaliagao de (NANDY et al., 2011).

A fim de verifica—las, implementei um GA contendo os principais elementos
comuns entre (NANDY et al., 2004) e (NANDY et al., 2011). A ideia foi, mantendo uma

unica estrutura, comparar apenas o efeito da mudanca do fitness.

Os resultados obtidos foram satisfatorios, e trouxeram as seguintes novidades:

1. As duas hipoteses foram confirmadas;
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2. Ha base para contradizer (NANDY et al., 2004);

3. Restrita a um caso especifico, encontrei uma equagio para um importante pardmetro
do fitness de (NANDY et al., 2011);
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2 Quociente de Rayleigh

Com referéncia a equagao 1.3 da Introducao, seja A, a partir de agora, uma ma-
triz auto—adjunta (AT = A). Todos os seus autovalores )\; sdo reais e, consequentemente,

podem ser ordenados do menor para o maior:

M <A< < A (2.1)

Para A, que opera sobre os vetores u do espaco euclidiano €", define-se o

Quociente de Rayleigh p(u):

.\

u'Au

= A= —— 2.2
p(w) = plwsA) = 522 (22)
onde u' é o complexo conjugado de u, que por sua vez deve ser sempre diferente de zero

(u # 0). Todo vetor u possui um p(u).

O Quociente de Rayleigh esta diretamente relacionado aos autovalores e auto-

vetores. Suponha que w; seja um dos n autovetores de A. A equacao 2.2 fica

T T T
w AW, wAw AW,

ou seja, o quociente de Rayleigh de um autovetor é o autovalor associado:

p(w;) = Ai. (2.4)

Portanto, se temos um autovetor de uma matriz auto—adjunta, nao é neces-
sario resolver o sistema linear 1.3 para obter o autovalor, basta efetuar as multiplicagoes
de 2.2.

O vetor gradiente de p é (WILKINSON;, 1965)

V(o) = 2A =PI (2.5)

ufu

Ele é nulo se, e somente se, u é um autovetor w; de A:

V(i) — 2[A —Tp(wi)]wi _ 2[A —T Ai|w; _ Q[AWZ-T— Aiw;] _ 2T[O] o, (2.6)

W, W; W, W; W, W; W, W;

Vp(w;) = 0. (2.7)
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Além disso, para todos os vetores u n—dimensionais diferentes de zero, p(u) é
limitado no intervalo [A1, A,,] entre o menor e o maior autovalor da matriz A (PARLETT,

1998). Em seguida agrupo as trés propriedades de p(u) citadas acima.

Algumas propriedades de p(u)

1. Se w; é um autovetor, p(w;) = \; .
2. Fronteira: p(u) é limitado no intervalo [A1, A,].

3. Estacionaridade: o gradiente de p(u) é nulo se u é um autovetor.

A segunda e terceira propriedades podem ser utilizadas para tratar o problema
dos autovalores como um problema de otimizagao matematica. A propriedade de fronteira,
por exemplo, permite transformar o problema de encontrar o menor (ou maior) autovalor
de uma matriz auto—adjunta em um problema de minimizacao (ou maximizagao) de p(u).
A estacionaridade pode, inclusive, auxiliar na definicio da funcdo objetivo. Minimizar
Vp(u) também leva a um autovetor, entretanto, note que, quando Vp(u) = 0, u pode
ser qualquer um dos n autovetores (wy,ws,--- ,w,) de A. Ou seja, ndo ha garantia que o

autovalor obtido é o menor ou maior.

A primeira propriedade permite que a obtencao dos autovalores seja transfor-
mada em um método de busca de autovetores. O espago de busca é o conjunto de todos

os vetores u;, e 0 espago de solugoes é composto pelos n autovetores (wy,Wo, -+, Wy,).

Nesta dissertacao estudei um método que cria um Algoritmo Genético para

fazer essa busca. Ele faz uso das trés propriedades.
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3 Algoritmos Genéticos

3.1 Aspectos histéricos

Dé-se o nome Algoritmos Genéticos a uma técnica de busca baseada numa
metafora da Evolugdo. Na Natureza muitos animais competem entre si por recursos limi-
tados, e os vencedores de uma dada populacao tém mais change de procriagao. Seu éxito
vem das catacteristicas que os tornam melhor adaptados para os desafios apresentados

pelo ambiente onde vivem. Seus filhos levarao essas caracteristicas adiante.

Esse mecanismo de selecdo dos melhores foi descoberto por Darwin, que o
chamou de Selecdo Natural. A partir dele foi possivel explicar como a natureza gera
organismos complexos e capazes de solucionar problemas dificeis. Darwin nao sabia como

as caracteristicas eram transmitidas e como novas surgiam.

Fazendo experimentos com plantas, Mendel determinou como se da a trans-
missao. H4 uma unidade basica de informacao associada as caracteristicas dos organismos,
que ele chamou de Gene. Definiu como Fendtipo as caracteristicas externas de um orga-
nismo, e Gendtipo o conjunto de genes associados a um dado fenétipo. Na reproducao
sexuada os filhos possuem uma mistura entre os genes do pai e da mae. Por isso, ndo sao

idénticos a nenhum dos seus progenitores, mas sao semelhantes a eles.

Sabe-se hoje que toda a informacao de um organismo esta codificada no DNA,
que contém os genes. A combinagao entre os genes dos pais acontece durante a reprodugao,
num evento chamado de Cruzamento Cromossomico, ou Crossing— Quver, onde ha troca
de informacao entre os cromossomos. Durante a cépia do DNA ocorrem, com baixissima

probabilidade, erros eventuais, fazendo com que o filho tenha um novo atributo.

Se a nova caracteristica for muito boa, apds varias geracoes ela estara espa-
lhada por toda populagao. O individuo sera beneficiado na competicao e provavelmente se
reproduzira mais, assim como seus filhos. A cada nova geragao, mais individuos possuirao

o novo fenétipo, perpetuando a transmissao dos genes assossiados.

Apesar de nao ter sido o primeiro a utilizar ideias da Evolu¢ao em Ciéncia da
Computacao, John Holland é considerado o pai dos Algoritmos Genéticos. Ele estudou
formalmente, do ponto de vista matematico, a adaptagdo na natureza e propds uma
heuristica baseada nesse estudo. Seu objetivo era simular a Evolu¢cao em computadores.
Em 1975 publicou o livro Adaptation in Natural and Artificial Systems. A partir de entao

muitos passaram a usar GAs na solucao de problemas de diversas areas.
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3.2 Terminologia

Os GAs usam terminologia baseada na Selecao Natural e Genética, conforme

tabela abaixo:

Tabela 1 — Sistemas Naturais x Sistemas Artificiais

Sistema Natural Sistema Artificial
gene caractere
alelo valor do caractere
CTOmMossomo cadeia de caracteres (individuo)
locus posicao do gene na cadeia de caracteres
ambiente problema a ser solucionado

3.3 Fluxograma de um algoritmo genético simples

O algoritmo genético mais basico é composto por cinco processos (figura 1)

e Gerar populacgao inicial: Populacao inicial gerada aleatoriamente.

e Avaliacao: Cada individuo recebe uma nota. Maiores notas indicam individuos mais

aptos (solugoes mais proximas do objetivo). Esta medida é conhecida como Fitness.

e Teste do critério de parada: Com todos os individuos avaliados, é possivel verifi-
car se algum deles representa uma boa solugao e se o algoritmo pode ser finalizado.

Um ntimero maximo de geracoes também pode ser utilizado.

e Selecao: A Selecao escolhe os sobreviventes da populacao atual que comporao a
proxima populacao. Um bom processo de sele¢ao atribui maior chance aos individuos

com melhores fitness.

e Reprodugao (crossover): Com probabilidade alta (> 70%), individuos sdo sele-

cionados aleatoriamente e geram filhos através da combinagao de seus genes.

e Mutagao: Com baixissima probabilidade (= 1%), genes sao escolhidos para sofrer

alteracoes em seus valores.

3.4 Representacao Cromossomial

O cromossomo ¢é uma cadeia de caracteres (genes) de comprimento L, que

representa um individuo candidato a solug¢ao do problema proposto.
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Selecao

Critério
de parada

atingido?

Gerar

Populagao Reproducio

(crossover)

Inicial

Figura 1 — Fluxograma do algoritmo genético tipico.

Esta representacao compreende parte de grande importancia num GA, pois é
a partir dessa estrutura que os individuos serao avaliados e também sofrerdo a atuacao
dos operadores de selegdo e variacao (crossover e mutagdo). Uma boa codificacdo do

cromossomo influi diretamente no sucesso da aplicacao de um GA.

Uma boa defini¢ao segue os principios abaixo (LINDEN, 2008):

e Deve ser a mais simples possivel.
e Solugdes proibidas nao devem ser representadas.

e Condic¢oes de qualquer tipo devem estar implicitas na representacgao.

A representacao bindaria introduzida por Holland é a mais comum entre os GAs.

Um dos motivos ¢ facilitar a utilizacao dos operadores genéticos e ter facil manipulacao.

Caso se faga necessario, um cromossomo pode conter mais de uma variavel em
sua cadeia, sendo que estas serao concatenadas para representar o individuo. Na tabela
2 é exibido um exemplo com trés possiveis individuos com cromossomo multivariavel
(varidveis z; e x9) de comprimento L = 5 e alelos que variam entre 1 e 0. Porém, é
possivel implementar solugoes com k diferentes alelos para cada locus do cromossomo,

contudo, a dificuldade em manipular essa estrutura sera maximizada.

Os exemplos desta secao utilizam representagao bindria. Mas pode-se utilizar

outros tipos, como decimal, inteira, simbolos etc.



Capitulo 3. Algoritmos Genéticos 22

Tabela 2 — Exemplo de representacao cromossomial

Individuo 1 To
1 10010 | 01101
2 00110 | 11100
3 11101 | 01001

3.5 Funcao de Avaliacao

A funcao de avaliagdo tem um papel fundamental em um algoritmo genético.
Junto com a representagao cromossomial, ela ¢ o elo entre o algoritmo e o problema que
tentamos resolver no mundo real. Alids, geralmente a principal diferenca entre dois GAs
reside na funcao de avaliagao. Ela deve conter todo o conhecimento do problema, incluindo

suas condicoes e restrigoes.

Mas, afinal, o que € a funcao de avaliacdo? Uma vez definido o problema e,
em seguida, o objetivo do algoritmo, ela representa nesse contexto a qualidade de um
individuo. Em outras palavras, através da funcao de avaliacdo devemos ser capazes de
identificar se um cromossomo leva ou nao a uma boa solugdo. Assim, ela deve refletir a

meta que desejamos atingir.

Ao aplicarmos a funcdo de avaliacdo' em um individuo obtemos uma nota
associada aquele cromossomo. Essa nota é um ntimero, um escalar, que pode ser discreto

(inteiro) ou continuo (real):

fi = fe(cromossomo;) (3.1)

Entao, ja podemos apresentar a primeira caracteristica de uma funcao de avali-
acao: quanto maior a nota, melhor o individuo. Pensando em termos da Sele¢do Natural de
Darwin, maiores notas exprimem individuos mais adaptados ao ambiente (metas). Além
disso, na equacao 3.1, f; ¢ uma métrica que deve identificar o quao préximo o cromossomo

1 estd de uma boa solugao.

Por exemplo, suponha que o cromossomo c¢; tem nota n; = 10, enquanto
ne = 9,7 é atribuida ao cromossomo c,. Imaginando hipoteticamente que uma boa solucao
estd préoxima de ng,, = 11, podemos concluir que ambos sdo bons, mas ¢; é melhor.
Sintetizando, uma boa funcao de avaliacao deve quantificar, dentre boas solugoes, quais

sao as melhores.

Outro ntimero importante é o fitness médio (< f >), ou seja, a razao entre a

1 Essa funcdo também pode ser chamada de Funcdo Custo, por isso o f. na equacdo 3.1.
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soma das notas de todos os individuos e o niimero de individios na geragao (IV):

> fi
< f>= % (3.2)

Quando nao sabemos qual sera a maior nota possivel para o nosso problema,
temos a opgao de usar a estabilidade de < f > como critério de parada. Se a média das
notas nao muda muito com o passar do tempo, podemos concluir que o material genético
disponivel individuo a individuo é muito semelhante, e essa auséncia de variabilidade
faz com que uma geracao futura se pareca com a passada. Em linguagem mais técnica,

estamos confinados a uma regiao especifica no espago de solugoes.

Com relagao ao comportamento da fungao de avaliagao, é desejavel que seja
suave e regular. Se um individuo é levemente superior a outro, sua nota deve ser apenas
um pouco maior. Infelizmente, na maioria das vezes isso nao acontece, e o impacto pode

surgir em forma de instabilidade do fitness médio. Na figura 2 encontramos dois exemplos.

@ [ T )]
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! 1 1 J
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Figura 2 — Exemplo de instabilidade do fitness. Enquanto em (a) o fitness cresce de ma-
neira continua e depois se estabiliza, em (b) ha alguns pontos onde onde o
comportamento da nota sofre uma mudanca razoavelmente brusca. Graficos
retirados de (NANDY et al., 2004).

Na préxima se¢ao discutiremos um exemplo de definicio de uma funcao de

avaliagao.

3.5.1 Exemplo: Maximos de y(z) = sin(x)/x

A funcao

y(z) = 2 (3.3)

aparece em varias areas da matematica. Observando seu grafico na figura 3, vemos que ela

tem um maximo global em x = 0 e varios maximos locais. Imaginando que quiséssemos
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obter os valores de x onde esses maximos aparecem, como definir uma boa funcao de

avaliagao?

sin(x)/y —

-0.4

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 3 — Grafico da fungao y(x) = sin(z)/x para x = [—20, 20]. Se desejamos encontrar
os méaximos (global ou locais), uma boa fun¢do de avaliagdo seria a prépria
y(z).

Nesse caso podemos utilizar a prépria y(z) (equacdo 3.3), pois ela possui boas
caracteristicas. Pelo grafico 3 concluimos que ela é suave e, se compararmos dois valores
bem préximos de z, o resultado de y(z) também é. Por exemplo, f(0,5) = 0,9589 e

f(0,51) = 0,9572, evidenciando que o ponto z = 0,5 é um individuo levemente melhor.

Tabela 3 — Valores de = gerados aleatoriamente para a funcgao y(x) = sin(z)/z. A prépria
y(x) pode ser usada como funcao de avaliagao.

Individuo x y(x)

01 2 0,455
02 3 0,047
03 -9 0,046
04 8 0,124
05 19 0,008

Soma: 0,680

Se escolhermos vérios valores para = aleatoriamente, basta aplicar a y(x) e
selecionar os maiores®. Na tabela 3 listamos cinco pontos como exemplo, assim como a

soma dos resultados de y(x). Como veremos na préxima se¢ao, os pontos 01 e 04 tém,

2 Em geral deve-se impor algumas restricées na funcio de avaliacdo. Veremos na secio 3.6 que valores

negativos sao proibidos.
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respectivamente, 0,455/0,680 = 66,9% e 0,124/0,680 = 18,2% de chance de serem

selecionados no processo de Selegao.

3.6 Selecio

A parte do algoritmo genético que chamamos de Selegdo® tem como objetivo
simular o processo de Selecao Natural da Evolugdao. Basicamente, os mais aptos, leia-se

“com maior fitness”, devem gerar mais descendentes.

Porém, exatamente como na natureza, os individuos avaliados com notas me-
nores nao devem ser totalmente descartados, e ha bons motivos para isso. Em primeiro
lugar, esses cromossomos, apesar de mal avaliados, podem conter informacao genética
importante, sendao fundamental, para uma boa solucao. Em segundo, a selecao apenas dos
melhores, chamada de Elitismo, pode levar a uma convergéncia precoce e com solugoes

nao tao boas.

3.6.1 Exemplo: Variabilidade Genética

Como exemplo da importancia da variabilidade genética, imagine o problema
de encontrar o valor maximo da fungao y(x) = —z* + 36 no intervalo (discreto) z = [0, 7).

Assim, uma representagao cromossomial bindria com 3 bits é suficiente, pois 0 = 000 e 7
= 111 (tabela 4).

Tabela 4 — Representacdo cromossomial para os pontos x = 0 até x = 7 dentro do pro-
blema de maximo da fungdo y(z) = —a? + 36.

x (decimal) x (representagdo binaria)
0 000

001

010

011

100

101

110

111

N O Tl Wi

Vemos na figura 4 que a resposta correta é x = 0, cujo valor é f(0) = 36.
Suponha agora que os dados da tabela 5 representem a populagao inicial do algoritmo.
Se escolhéssemos apenas os individuos com as melhores notas, ou seja, © = 2 e x = 3,
descartariamos o individuo x = 5 e perderiamos uma importante caracteristica genética:

0 zero no bit central.

3 Alguns autores chamam esse médulo de Selecao de Pais, enquanto outros o definem exatamente como

na biologia, Selegao Natural. Para evitar mal entendidos, optamos por chamé-lo apenas de Selegao.
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36.2 ! T |

y(x)

Figura 4 — Gréfico da fungao y(r) = —2* + 36 para z = [—1,1].

Tabela 5 — Populagdo inicial para o problema de maximo da funcao y(z) = —2? + 36. O
valor de méximo ocorre em x = 0, ou x = 000 na representacao binaria.

x (decimal) x (bindrio)

2 010
7 111
) 101
3 011

O que aconteceria depois? O mais proximo do valor maximo que o algoritmo
conseguiria chegar seria y(2) = 32, independentemente do crossover entre os individuos
restantes. Portanto, esse resultado final seria considerado uma Convergéncia Genética
prematura. Em outras palavras, se apenas os melhores individuos se reproduzirem, as
novas geracoes chegarao rapidamente a um estado em que os cromossomos sao muito
semelhantes entre si, minando a diversidade genética e impedindo que a evolugao prossiga

satisfatoriamente.

Varios métodos foram criados para executar a Selecdo de maneira coerente,
ou seja, privilegiando os individuos com alta funcao de avaliacao, mas nao desprezando
totalmente os de menor nota. Dois deles serao apresentados: o método da Roleta e a

Selecao por Torneio.

3.6.2 O método da Roleta

A ideia do método é simular uma roleta parecida com as utilizadas em cas-

sinos. Entretando, ha duas diferencas. Enquanto na roleta tradicional temos o mesmo
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tamanho de fatia para cada ntmero, na roleta para os algoritmos genéticos a fatia que

cada individuo ganha é proporcional a sua avaliagao.

Uma vez calculados os angulos associados a cada cromossomo, “giramos a
roleta” e selecionamos o individuo. Nesse ponto reside a segunda diferenca. Nos cassinos,
o numero ¢ selecionado por uma esfera que também estd em movimento. Ja nos algoritmos

genéticos, o cromossomo ¢é selecionado por um marcador fixo em uma roleta.

Na tabela 6 temos os valores dessas fatias (em porcentagem e graus) para o
exemplo da secao 3.6.1. Note que o individuo 2 foi descartado, e esse é um ponto muito
importante no método da roleta. Individuos com avaliagoes negativas nao podem ocupar
a roleta, e o motivo é simples: notas negativas levam a pedagos negativos na roleta, como,

por exemplo, - 15% ou -125°.

Tabela 6 — Todas as notas dos individuos para o exemplo da se¢ao 3.6.1. Lembre-se que
para obter o maximo da fungdo y(z) = —x?+36 podemos utilizar, com algumas
restrigoes, a propria y(z) como fungao de avaliagao f.(x) (secao 3.5.1).

Individuo x y(x) f.(Individuo) Ocupacio (%) Angulo (°)

01 2 32 32 46 165
02 7 -13 0 0 0
03 5 11 11 16 57
04 327 27 39 139
Totais: \ 70 100 360

Roleta para a populacdo inicial de
y(x)=-x2+ 36

Figura 5 — Roleta criada a partir dos dados da tabela 6. Note que o individuo x = 7 foi
descartado porque sua avaliacao foi um niimero menor do que zero.

Um exemplo em Linguagem C de como implementar tal roleta encontra-se na

figura 6. Na linha 226 um for ¢ definido de modo que as suas instrugoes sejam executadas
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numIndividuos vezes. Dessa maneira, a populacao de individuos mantém-se fixa, e pode-
mos trabalhar com vetores constantes. A proxima linha de codigo armazena em vlrRoleta
um nimero aleatério entre 0 e a soma das notas de todos os individuos (sumFitness).
Essa soma também ¢é exibida na tabela 6. A variavel 1Selecionado armazenard o indice

do individuo selecionado.

No lago do ... while a roleta comeca de fato a girar. A partir do primeiro
individuo, somamos o fitness de cada um em sumFitness. Quando essa variavel atingir um
valor maior do que vlrRoleta, o individuo com indice iSelecionado na geracao atual

serd transferido para a posicdo tIndividuo da préxima geracao (linha 238 da figura 6).

Apesar do carater randomico do método, ele prevé, estatisticamente, que a
quantidade de vezes que um cromossomo aparecera na préxima geragao ¢ proporcional
a sua nota. Portanto, ndo despreza completamente os individuos com menor fitness, ao

mesmo tempo que privilegia os mais aptos (LINDEN, 2008).

for

o

f/ Selegéc via método da Roleta
{iIndividuo = 0; iIndividuo < numIndiwviduos; iIndividuo++) {

vlrREoleta = Randomico(0,sumFitness);
iSelecionado = -1;

o o m

sumRoleta = 0;

Ry bha BB RS OR R RS

do {
iSelecionado++;

ka

LI Ld L L L R ORI R R RI

sumRoleta = sumRoleta + geracao[0].individuo[iSelecionado].fitness;

} while (sumRoleta <= wvlrRoleta);

o b Ly R

geracao[l] .individuo[iIndividuo] = geracao[0] .individuo[iSelecionado]:

[ RS T L T % T R % R )

oL L L

oo

Figura 6 — Exemplo de codigo em Linguagem C para o método da Roleta.

3.6.3 Exemplo: maximo da funcio y(z) = —22 + 36

Usaremos os dados da tabela 6 para montar a roleta da figura 5 e mostrar,

passo a passo, o funcionamento do método.

Como temos quatro individuos na populacao,

numlIndividuos = 4.

Devemos obter um nimero aleatrério entre 0 e 70 (soma dos fitness). Imagine

que esse primeiro numero tenha sido 65:

vlr Roleta = 65.
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Entramos no for e 4Selecionado ¢ inicializada com -1:

1Selecionado = —1.

Ja dentro do lago do ... while o primeiro individuo na geracao é o z = 2,
com fitness igual a 32. Entao sumRoleta passa a ser também 32, mas continua menor do

que vlrRoleta:

sumRoleta = 32 < vilrRoleta = 65.

Ainda nao é possivel sair do laco do ... while, e os passos sdo repetidos para
o segundo individuo, x = 7. Entretanto, esse cromossomo obteve nota nula na funcao de
avaliagao, fazendo com que o valor de sumRoleta nao seja alterado pela soma da linha
234 (figura 6).

O terceiro cromossomo possui nota 11, fazendo com que ainda permanegamos

dentro do lago:

sumRoleta = 43 < virRoleta = 65.

Chegamos ao ultimo individuo da populagao. Seu fitness é 27, permitindo a

selecao:

sumRoleta = 70 > vilrRoleta = 65.

Na tabela 7 encontra-se uma comparagao entre a geragao inicial e final apds a
selecao via método da roleta. Os valores de vlrRoleta foram obtidos utilizando a fungao
ALEATORIOENTRE do Microsoft Excel.

Tabela 7 — Valores obtidos aleatoriamente para vlrRoleta e os respectivos individuos
selecionados. Note que o cromosso com fitness zero foi eliminado e o fitness
médio aumentou.

Geracao inicial | Roleta | Geracao final
x | fitness (n) | vlrRoleta | x | fitness (n)
2 32 65 3 27
7 0 27 2 32
bt 11 70 3 27
3 27 41 5 11

< f>=175 - < f>=24,25

Dois fatos interessantes aconteceram. O individuo com fitness zero foi elimi-

nado conforme esperado. Ele ndo ocupou espac¢o na roleta e, obviamente, ndo poderia
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participar do processo de selecao. Além disso, o fitness médio (< f >) da nova populagao
é superior ao da anterior, indicando que a Selecdo cumpriu o seu papel em manter os mais

aptos.

3.6.4 Selecdo por torneio

Nesse tipo de selecdo k individuos sao selecionados aleatoriamente. O que
possui maior fitness vence e é levado para a proxima geracao. O parametro k é chamado

de Tamanho do Torneio.

Assim como na Roleta, nada impede que um individuo seja escolhido mais
de uma vez. Porém, uma desvantagem do Torneio é que o pior individuo serd escolhido
apenas se competir com copias dele mesmo. Quanto maior o tamanho da populacao e do

torneio, menor é a probabilidade de isso acontecer.

O Torneio e a Roleta levam a resultados completamente diferentes, mas ha
pontos positivos em usar o primeiro. Ha indicios empiricos que o Torneio leva a resul-
tados melhores. Ao contrario da Roleta, ndo ha no Torneio favorecimento dos melhores.
A tnica vantagem deles é que, se escolhidos, tém mais chance de vencer e prosseguir.
Um superindividuo, aquele com fitness muito maior que a média da populacao, nao é

privilegiado (LINDEN, 2008). O torneio também pode ser facilmente paralelizado.

woid Selecao Por Torneio_serial ( struct generation *Populacaolntes,
struct generation *PopulacaoDepois,
struct parametros *parametrosGh) {

unsigned short int iIndiwviduo;
char iTamanhoDoTorneio;
unsigned short int iIndividuo_para Torneio;
struct individual *Individuo:
doukble melhorFitness;
for (iIndividuo = 0; iIndiwviduo < parametrosGA-rnumindividuos; iIndividuo++) {
melhorFitness = -1.0F;
for (iTamanhoDoTorneioc = 0; iTamanhoDoTorneio < parametrosGA->tamanho torneio; iTamanhoDoTorneio++) {
iIndividuo para Torneio = Randomico_int (0, parametrosGA-rnumlindividuos);
Individuo = &Populacacohntes->individuo[iIndividuo_para Torneio]:
if (Individuo-»fitnes=z > melhorFitnessz) {

melhorFitness = Individuo->fitness;
PopulacaoDepois-rindividuo [iIndividuo] = *Individuo;

Figura 7 — Exemplo de funcao em Linguagem C que implementa a Selecao por Torneio.
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3.7 Reproducio (Crossover)

A Reproducao consiste em combinarmos a informacao genética de dois cromos-
somos da populagado e gerar um ou mais descendentes, até que o nimero de individuos da
nova populacao seja atingido. Uma maneira simples é através do Crossover de ponto

unico (figura 8).

L[]

n genes

llPaill
"Mée"

"Filho" 1

* aoe Filho" 2 [ ] [T I ]

(n-1) pontos de corte

1 2 3 4 5 6

Figura 8 — Defini¢ao de Ponto de Corte e o Crossover de ponto tinico. Com esse operador
conseguimos gerar até dois filhos para cada par de pais.

O primeiro passo é escolher dois cromossomos que fardo o papel dos pais.
Qualquer critério pode ser usado para compor esse par, como individuos que sao diferentes
geneticamente, ou agrupando os melhores e os piores separadamente. Porém, a escolha
aleatoria é a utilizada na maioria dos livros e aplicac¢oes, e, dada a sua simplicidade, sera
ela a abordada aqui. Tendo os pais em maos, obtemos também aleatoriamente o ponto

de corte, e estamos prontos para a reproducao (figura 8).

Entretanto, voltando a Natureza, sabemos que a reproducao nao acontece ne-
cessariamente sempre, e o nosso algoritmo deve contemplar esse efeito. Fazemos isso atra-
vés de uma probabilidade p. associada & ocorréncia do Crossover. Digamos que p. = 70%.
Apbs escolhidos os pais e o ponto de corte, sorteamos um nimero py,, entre 0 e 1 e, se

Pave <= Pe, 0 Crossover acontece.

Esse processo deve ser repetido até que o nimero de individuos desejado seja

atingido. Nas figuras 10 e 11 ha um exemplo de codigo.

3.7.0.1 Exemplo: crossover para y(z) = —x? + 36

Para que o funcionamento do operador crossover fique claro, faremos uma
execucao manual do cédigo contido na figura 10. Os individuos que utilizaremos serao
aqueles selecionados pela Roleta, presentes na tabela 7. Ao final teremos quatro individuos

provenientes de oito pares de cromossomos.

Entretanto, antes de continuarmos, explicaremos o algoritmo. A segunda linha,
248, inicializa a varidvel flagCrossOver com zero, ou falso na linguagem C. A funcao

dela é garantir que em todas as iteracoes do lago for sairemos com um descendente.
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Entramos no while e chamamos a fung¢ao GeraPontoDeCorte (), cujo trabalho
¢ definir o ponto de corte e armazena-lo em uma variavel global. Conforme pode ser visto

na figura 11, essa varidvel (PontoDeCorte) é utilizada na fungido CrossOver().

Cada elemento do vetor geracao (linhas 251 e 252) armazena uma populagao
com um numero fixo de individuos, definida em numIndividuos. Entao, para obter um
cromossomo aleatoriamente, geramos, através da funcao Randomico (), um valor entre
zero e (numIndividuos - 1). Esse nimero serd a posigao do individuo escolhido dentro

da geracao. As variaveis indPati e indMae receberao os dois individuos.

Em probAuz guardamos um valor entre 0 e 1, obtido novamente de maneira
aleatoria. Se ele for menor ou igual a probCrossOver (probabilidade de ocorrer a Repro-
dugdo), os individuos indPat e indMae gerarao um filho, que serd armazenado na posigao
1Individuo da geracao_auziliar. A flagCrossOver recebe verdadeiro, indicando

que temos um descendente e podemos sair do while.

Voltemos a execu¢ao manual do nosso exemplo. Comecamos definindo que a

probabilidade de ocorréncia da Reproducio serd de 70%*:

probCrossQOver = 0, 7.

Através da tabela 7 lembramos que

numlIndividuos = 4.

Ao entrar no for a flagCrossOver recebe falso:

flagCrossOuver = 0.

Assim que chegamos ao while a funcao GeraPontoDeCorte() é executada.
Como a nossa representagdo cromossomial possui trés genes, ha apenas dois pontos de

corte possiveis (figura 8). Digamos que a fungao escolha

PontoDeCorte =1,

e que

probAuz = 0, 86.

Para esse caso, a condi¢do probAuz <= probCrossOver ¢ falsa, obviamente

nao entramos no % f e voltamos ao inicio do while.
4

Nao ha um valor 6timo e absoluto para p.. Para cada caso deve-se ajustar esse pardmetro e verificar
a qualidade das solugoes. Podemos afirmar apenas que p. deve ser alta, entre 70% e 100%.
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Entretanto, suponha que agora os seguintes valores tenham sido obtidos:

PontoDeCorte =1 e probAux = 0, 65.

Na linha 251 Randomico (0, numIndividuos) retorna 0, e isso significa que

indPai recebeu x = 3 = 011:

indPai = 011.

Em seguida, Randomico (0, numIndividuos) retorna 3°, e isso implica

indMae = 101.

Figura 9 — Exemplo do crossover entre os individuos 011 e 101 para o primeiro ponto de
corte.

O resultado da reproducao, veja a figura 9, é armazenado na primeira posi¢ao

da geracao_auziliar:

geracao__auxiliar[0] = 001.

Na geragao atual (Geragao Final na tabela 7) o individuo com melhor fitness
é o x = 2, enquanto x = 5 possui a pior nota e x = 3 obteve uma avaliacao intermediéria.
Por causa do carater completamente aleatério do algoritmo, o melhor individuo nao foi
selecionado para gerar descendentes nessa reproduc¢ao. Poderiamos supor, num primeiro
momento, que esse nao tenha sido o melhor caminho. Entretando, o resultado do crossover
entre x = 5 e x = 3 gerou um individuo com o maior fitness desde a geracao inicial. Usando

x =1 na y(x) chegamos a f.(1) = 35, maior que o f(2) = 32.

A tabela 8 apresenta os dados do nosso processo de Reproducao feito manual-
mente. E interessante notar que, apesar dessa nova geracao ter perdido o individuo x = 2,
a maior avaliacao da populagao anterior, o fitness médio aumentou. Nao sé isso, mas tam-

bém o melhor cromossomo tem uma nota maior do que todos os individuos anteriores.

5  Lembre-se de que, na linguagem C, o primeiro elemento de um vetor possui indice i = 0. Por isso o

nimero 3 retornou o quarto elemento.
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Tabela 8 — Geracao antes e depois do Crossover. O melhor individuo dos descendentes
possui o melhor fitness entre todas as geracoes anteriores. Além disso, o fitness
médio (< f >) também aumentou.

Geracao Selecionada | Descendentes
X fitness (f) X | fitness (f)
3 27 1 35
2 32 5 11
3 27 3 27
5 11 3 27

< f>=24,25 < f>=25,00

Apesar de simples, o exemplo acima exibiu o papel fundamental do Crosso-
ver na busca pelas melhores solu¢oes. Na proxima secao mostraremos como funciona a

Mutagao, essencial para a variabilidade genética.

X
.

for (iIndividuo = 0; iIndividuo < numIndividuos; iIndividuo++) {
flagCrossOver = 0;
while (flagCrossOwver = 0) {
GeraPontoDeCorte ()
indPai = geracaco[l].individuo[Randomico (0, numIndividuos)]:
indMae = geracao[l].individuo[Randomico (0, numIndividuos)];

(]

s L R

I=RTe]

problux = rand():

if (probliux <= probCrossOver) {
geracao_auxiliar.individuo[iIndividuo] = CrossCver (indPai, indMae):
flagCross0ver = 1;

2
2
2
b
2
2

W om

Figura 10 - Coddigo para a Reproducao. Nesse exemplo o algoritmo gera apenas um
descendente. Detalhes da funcao CrossOver () estao na figura 11.

TeE struct individual CrossOver (struct individual Pai, struct individual Mae) {
unsigned int iAux;
struct individual indAux;

O owom

for (iAux = 0; ilux < PontoDeCorte[0]; i1hux++) {
indiux.gene[iAux] = Pai.gene[ilux]:

[
-

for (iAux = PontoDeCorte[0]; iAux <« numGenes; iaux++) {
indBux.gene[iAux] = Mas.gene[iRux]:;

oo

return indaux;

o o m

Ire)
T

Figura 11 — Detalhes da funcao CrossQver ().
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3.8 Mutacao

Chegamos a ultima operagdo de um algoritmo genético tipico, a Mutacao.
Assim como no Crossover, existe uma probabilidade p,, associada ao acontecimento da
Mutacao. Porém, nesse momento, nao operaremos sobre um par de cromossomos, mas na

estrutura interna de cada cromosso: os genes.

Se nossos individuos possuem dez genes, para cada um dos dez locus testamos
a condicao Peuz <= Pm, onde Py € um valor entre zero e um, escolhido aleatoriamente.
Caso a desigualdade seja verdadeira, invertemos o bit daquela posi¢ao e partimos para o

préximo locus.

Seguindo com o exemplo da secao anterior, a populagao atual, depois da Se-
lecdo e do Crossover, possui o melhor individuo comparado com os anteriores, além do
fitness médio também ter crescido (tabela 8 na pagina 34). Na tabela 9 listamos esses

individuos e a sua representagdo cromossomial.

Tabela 9 — Representacao cromossomial para os individuos que passaram pela Selecio e
pelo Crossover.

x (decimal) | x (representagio binaria)
1 001
o 101
3 011
3 011

Do ponto de vista da informacao genética, o individuo que mais se aproxima de
x = 0 = 000, a solucao ideal, ¢ o x = 1 = 001. Portanto, bastaria evoluir essa populacao

e, em algum momento, obteriamos a melhor solugao, certo? Errado.

Nenhum individuo possui um zero na ultima posi¢do. Entdao, mesmo fazendo
todas as combinagoes possiveis entre os cromossomos, nunca chegariamos ao individuo
x = 0. O 1tnico que possuia tal caracteristica era o x = 2, presente na populacao inicial

mas “extinto” ao longo da evolugao.

E af que entra a Mutacéo: ainda que baixa, geralmente em torno de 1%, h4 uma
chance do ultimo bit de algum individuo sofrer mutacgao e ser alterado para zero. E esse
é um dos pontos que torna a Mutacao tao importante: ela insere uma nova informacao
genética que, ou foi perdida, ou nao estava presente na populacdo inicial (Heuristica

Exploratéria).

Obviamente, existe a possibilidade de bons esquemas serem destruidos com a
mudanca em algum “bit errado”. Mesmo assim, essa chance é equivalente a probabilidade

de transformarmos um péssimo esquema em um excelente espaco de solugdes. Nessa linha,
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[oTol+]  [ofofo]

Figura 12 — Representacao grafica de uma mutagao. Nesse exemplo a mutagdo no tltimo
bit levou & solucao 6tima para o maximo da funcio y(z) — 22 + 36.

a Mutacao é a responsavel por manter a diversidade e evitar a Convergéncia Genética
(segdo 3.6.1).

Qual deve ser o valor de p,, para uma Mutagao eficiente? Nao ha uma resposta
absoluta. Muitos pesquisadores e usuérios dos GAs utilizam valores entre 0,5% e 1%, sim-
plesmente porque nos primeiros trabalhos bons resultados foram obtidos com eles. Sabe-se
que ha um valor ideal, mas ele é diferente para cada problema e para cada representacao

cromossomial.

Apesar disso, ha um consenso de que o valor de p,, deve ser pequeno, bem
menor do que p.. Em parte porque na genética natural essa probabilidade é de fato
pequena, mas principalmente, no contexto da computagao, porque valores grandes fariam

com que a busca por solugoes se comportasse de maneira semelhante ao Random Walk.

Partindo para o lado pratico, o cdédigo para implementar a mutacao ¢ mais
simples, e um exemplo encontra-se na figura 13. Na linha 281 um determinado individuo
recebe ele proprio apos o operador Mutacao. Nao ha <f ou outra condicdo, ou seja,

aplicamos o operador em todos os individuos da populacao.

Mas, afinal, onde esta a probabilidade p,,” Lembre que a mutagao, caso acon-
teca, deve ocorrer isoladamente em cada gene. Por isso usamos p,, dentro da funcao
Mutacao (). Ela recebe como parametro um individuo que possui um ntmero de genes

igual a numGenes, uma constante definida de maneira global.

Entramos em um for que ird varrer todos os genes do Individuo e, para cada
um, faz o teste Py <= pm. Se a condi¢ao retornar verdadeiro, a Mutacao é finalmente

expressa como a inversao do bit no locus atual.

Depois que todos os individuos da populacao passarem pelo operador Mutagao,
o ciclo estara fechado. A nova geracao estd pronta para passar por todo o processo:

Avaliacao, Selecao, Reproducao e Mutacao.
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geracao auxiliar.individuo[iIndividuo] =
hutacaoigeracao_auxiliar.individuo[iIndividuD]J:

SR % R )

917 struct individual Mutacao (struct individual Individuo) {
52 unsigned int iGene, problux:

53 const float probMutacao = (float)0.01:

g5 for (iGene = 0; iGene <« numGenes; iGene++) {

=1 probiAux = rand():

97 rintf ("\n<<TESTE>> problAux = %d", probiux):
S8 if (problux <= probMutacao) {

k=] S/princf ("\n<<TESTE>»> Mutacao no gene %d", iGene);
100 if (Individuo.gene[iGene] == 1) {

101 Individuo.gene[iGene] = 0;

102

103 else {

04 Individuo.gene[iGene] = 1;

Figura 13 — Exemplo de c6digo para o operador Mutacao.
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4 Autovalores de Matrizes Simétricas com

Algoritmos Genéticos

Os métodos que estudei para esta dissertacao estao contidos em uma série de
artigos (NANDY et al., 2002; NANDY et al., 2004; SHARMA et al., 2006; SHARMA et
al., 2008; NANDY et al., 2009; NANDY et al., 2011). O objetivo é encontrar, sequencial-
mente, do menor para o maior, os autovalores de uma matriz simétrica. Essa matriz é o
Hamiltoniano presente na formulacao matricial da equacao de Schrodinger independente
do tempo'. A estratégia é transformar o problema do autovalor em um problema de oti-
mizacao, buscando um escalar a; e um vetor X; de modo que a equagad HX; = a; X; seja

satisfeita.

Os algoritmos apresentados em (NANDY et al., 2004) e (NANDY et al., 2011)
sdo mais simples. Por exemplo, em (NANDY et al., 2002) o Hamiltoniano é alterado por
algumas trasformacoes ortogonais e, sé entao, o fitness é calculado. Nos artigos (SHARMA
et al., 2006), (SHARMA et al., 2008) e (NANDY et al., 2009) o espago vetorial é dividido
em duas partes de dimensoes diferentes, levando a um Hamiltoniano que contém alguns
autovalores de interesse?. Isso ndo ocorre com os GAs das publicacoes de 2004 e 2011.

Nelas o Hamiltoniano original é sempre mantido.

Pode-se dizer que (NANDY et al., 2011) é a continuacao de (NANDY et al.,
2004). A representacao cromossomial e os operadores de sele¢ao, crossover e mutagao sao
os mesmos. No entanto, ele adiciona dois operadores genéticos. O primeiro é complementar
a mutacao, e atua para criar mais diversidade na populac¢ao. O segundo acentua a pressao
seletiva via Elitismo. Nao ha justificativa para os novos operadores. Acredito que o intuito
tenha sido melhorar a qualidade dos resultados, mas, infelizmente, ndao ha comparacao
com os obtidos em 2004. E, de fato, isso seria impossivel, pois em 2011 ha uma mudancga
dréstica: a fungao de avaliacdo foi alterada. Além disso, (NANDY et al., 2011) paraleliza

o GA e compara os desempenhos.

Assim, optei por seguir uma combinagao entre (NANDY et al., 2004) e (NANDY
et al., 2011). Isso permitiu, por exemplo, comparar com seguranca os resultados das duas
fungoes de avaliacao, algo que os autores nao fizeram. A partir do préximo paragrafo

descrevo o contetido dos dois artigos e como fiz a combinacao entre os dois.

E possivel expandir as solucdes 1 da Equacio de Schrodinger independente do

L Ela é importante para a fisica moderna pois estd associada & quantizacido da energia na Mecanica

Quéntica.

2 Partitioned matriz eigenvalue problem.
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tempo em termos dos vetores geradores ¢ de uma base ortonormal finita ¢:

V=7 oy (4.1)

Isso leva ao problema de autovalores

HC = EC, (4.2)

onde H é uma matriz real e simétrica, construida na base ¢, que representa o operador
Hamiltoniano. A diagonalizacao de H encontra os autovalores F,, correspondentes as ener-
gias possiveis do sistema quantico. Com isso, é possivel obter os autovetores (autoestados)

C, associados.

No artigo (NANDY et al., 2004) é apresentada uma maneira de reduzir o
problema de autovalores a um problema de busca. Dados todos os vetores C' existentes na
base ¢, conjunto chamado de Espago de Busca, o objetivo é encontrar os autovetores
C, que satisfacam a equacao 4.2. O conjunto de todos os autovetores C,, é o Espaco de

Solugdes. O mecanismo de busca é um algoritmo genético (GA).

Conforme visto no capitulo 3, o elo entre o GA e o problema a ser resolvido esta
na Representacao Cromossomial e na Funcao de Avaliagao. O cromossomo deve codificar a
solucao desejada na forma de um string, seja de caracteres, simbolos, nimeros inteiros ou
reais. O fitness deve ser capaz de definir, objetivamente, a qualidade de todos os individuos
da populacao, de modo que seja possivel comparar cada um com as solugoes desejadas.

Quanto mais proximo um cromossomo esta da solugao, mais alto deve ser seu fitness.

4.1 Representacao Cromossomial

Como a solugao pretendida é um autovetor, o cromossomo codifica um vetor.

Cada individuo ¢ da populacao é um vetor ¢; candidato a autovetor na forma

V=Y Cutdp, 1 =1,2,---,n (4.3)

p=1

Na equagao acima, ¢ varia de 1 até o nimero maximo de individuos na popu-
lagao do GA, mantida fixa ao longo de toda a execucgao. O indice p é tomado de 1 até a

m, que é ordem da matriz H (ou a dimensao do espago vetorial).

O cromossomo é definido como uma cadeia de niimeros reais, cujos valores sao

os coeficientes cp;. O string S;, codificagao para o membro v;, ¢ dado por

Si = (Cris Coir 5 Cpis 5 Cmi) :CT, (4.4)
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enquanto que para outro membro v da populacao, o string Sy é
Sk = (C1k, Cok, oy + k) = C;Z- (4.5)

4.2 Populacao

A populacao inicial é gerada aleatoriamente. Nao ha nenhuma preferéncia com

relacao aos valores iniciais de cada gene.

Seu tamanho (nimero de individuos) é sempre mantido fixo a cada nova gera-

¢ao.
4.3 Funcdes de Avaliacdo (fitness)

O fitness proposto em (NANDY et al., 2004) é obtido em trés passos:

1. Calculo do quociente de Rayleigh p; associado ao ¢—ésimo individuo Cj;
2. Célculo do gradiente de p;;

3. Célculo da fun¢ado de avaliacao.

Retomando o capitulo 2, o quociente de Rayleigh ¢ dado por

CTHC,
Pi = oo (4.6)
e seu gradiente por
O fitness é entdao definido como *
fi= o B(VP) (Vo) (4.8)

3 No artigo (NANDY et al., 2004) a equacio originalmente apresentada é f; = e=B(VP)Y | Acredito
que tenha sido um erro de digitagdo por dois motivos. O primeiro é que tal definicdo nao leva,
necessariamente, ao comportamento esperado: f; — 1 quando Vp; — 0. Em segundo lugar, nos
artigos (SHARMA et al., 2006), (SHARMA et al., 2008) e (NANDY et al., 2009), que seguem o
mesmo método, a funcao de avaliagdo é definida como f; = e=B(Vr) (Vpi), Portanto, segui com a
definicao de f; da equagao 4.8.
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Lembrando que o médulo de um vetor V' é dado por |V| = VVTV | a equacao
4.8 fica

fi(Vpi) = e Vel (4.9)

A fungao de avaliacao f; estd limitada entre zero e um, f; = (0,1]. Se [V p;|? > 1,
fi — 0, indicando que C; possui baixa qualidade, estd longe da solucao. Por outro lado,
se Vp; = 0, fi = 1, e C; é uma boa aproximacao para um autovetor. O parametro [ é

escolhido para nao haver over flow ou under flow da fungdo exponencial.

De acordo com os autores, a equacao 4.9 leva ao autovalor minimo. Se algum
C;, em algum momento, é o autovetor fundamental Cy, o Vp ¢é nulo. Eles afirmam que
“Claramente, f; — 1 quando Vp; — 0, sinalizando que a evolugdo atingiu o verdadeiro

autovetor fundamental de H em C;"*.

Uma vez que Cy foi encontrado, o proximo passo é obter o autovalor Ej asso-
ciado. Na verdade ele ja foi calculado, e é simplesmente o valor do quociente de Rayleigh

para Cj:

CTHC,

Quando o algoritmo chega nesse estégio tem-se o par (Cy, Ep).

Como ja dito anteriormente, a fungao de avaliacdo foi alterada em (NANDY
et al., 2011), e é dada por

fz(pz) — 6_/8(/71'_EL)2’ (4.11)
onde Ep é um limite inferior para o autovalor minimo procurado.

Ela compartilha algumas propriedades com a equacao 4.9. Esta limitada no
conjunto f;(p) = (0, 1] e, quanto maior seu valor, melhor a qualidade do individuo. O
pardmetro [ tem exatamente a mesma funcao. A busca utilizando f;(p) também termina
quando f; — 1. “Se p; — Ep durante a busca, f; — 1 e C; se aprorima do autovetor
fundamental de H”®. Novamente, como ja temos Cj, o autovalor Ey é simplesmente o p;

ja calculado. O cdlculo de f;(p) executa os passos 1 e 3 de f;(Vp).

A nao ser por acidente, a condicdo f; — 1 nao é satisfeita logo na primeira
populagao. E necessario evoluir os individuos por meio dos operadores genéticos de selecao,

reproducao e mutagao. Eles serdo apresentados nas segoes seguintes.

4 Traducao livre de “Clearly, f; — 1, as Vp; — 0, signalling that the evolution has hit the true ground

state eigenvector of H in the vector C;”.
Traducgao livre de “If p; — E, during the search, f; — 1 and C; approaches the ground eigenvector
of H”.

5
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4.4 Selecao

O operador de selegao utilizado tanto em (NANDY et al., 2004) quanto em
(NANDY et al., 2011) é o da Roleta, com fatias proporcionais aos valores do fitness
(LINDEN, 2008). Se a populagdo possui ¢ individuos, a roleta é “girada” ¢ vezes, de

modo a criar a nova populagdo com os ¢ cromossomos selecionados.

Entretanto, utilizei a selecao por Torneio pelos motivos apresentados na segao

3.6.4. Mantive o tamanho da populacao fixa.

4.5 Reproducao

A operacao de reproducao (crossover) é aplicada na nova populagdo apds
a Selecao. H4 diferenca entre os operadores de reproducao de (NANDY et al., 2004) e
(NANDY et al., 2011). Apresentarei ambos e, ao final, justificarei porque escolhi como

base o segundo.

4.5.1 Crossover em (NANDY et al., 2004)

Suponha que tenham sido escolhidos, aleatoriamente, um par de cromossomos

(Sk, S;) dentre todos os N individuos da populagao:

Sk = (Ckb Cr2, " >Ckn)

(4.12)
S = (e, ez, Cm)

Em seguida, um inteiro p é obtido, também aleatoriamente, entre 1 en—1 [p =
[1,n)]. Lembre-se que n é a ordem da matriz H e, portanto, a quantidade de coeficientes no
string S;. A fungdo de p é determinar em qual posi¢ao (locus) do cromossomo acontecera

a alteracao.

O operador cria o novo par (S, S)):

! /

S = (Cras Cray -+ 1 ChpChp+1, " » Ckn)
! /

Sy = (e, ez,  CpClp+1s "7 , Cln),

(4.13)

onde

Chp = frp+ (1= fep

; (4.14)
Cp = (1 - f)ck‘p + fclp~

O parametro f faz o papel da mistura que cria nova informacao. Ele é gerado
aleatoriamente com valores entre zero e um. Nesse caso os valores limite ndo estao inclusos

[f = (0,1)]. Dessa maneira ha garantia de mistura.
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Esse operador s6 age em uma certa fracao da populacao, dada por uma pro-

babilidade p. que, em geral, é grande (70—75%). O restante da populacao nao ¢é alterado.
Exemplo

Na figura 14 ha dois cromossomos de tamanho n = 6. A posicao onde ocorrera
a alteracao dos valores foi obtida aleatoriamente entre p = [1,6), e, para esse caso, vale
p =4. O valor de S na posicao p =4 ¢é ¢y = 0,80, e para S; é ¢y = 0,39. Para p+ 1 os

valores sao cp5 = 0,15 e ¢5 = 0, 89.

1 2 6
S, | 050 | 047 0,38
S, | 058 | 033 0,13

Figura 14 — Exemplo do crossover de (NANDY et al., 2004). Individuos antes da repro-
dugao.

O parametro f teve seu valor determinado aleatoriamente como f = 0,62. Os

/ ’
valores de ¢, e ¢, ficam:

C;fp = S rp + (I—fey

Gu= 0,624 + (1—0,62)cy

Coy = 0,62%0,80 + 0,38%0,39 (4.15)
Cu= 0,496  + 0,1482

Gy = 0,6442

ap= (1=flaw + fap

624 = (1-0,62)cps + 0,62c1

Gy= 0,38%0,80 + 0,62%0,39 (4.16)
Cy = 0,304 + 0,2418

Cy = 0, 5458

. o« -~ . . s / ! ~
Finalmente, os valores para a posi¢cao p = 4 nos novos individuos S, e .5, sao

Novo valor na posicio 4 de S) = C;prk,p_Fl
= CpaCrs
=0,6442 0,15 (4.17)
= 0,09663
~ 0,1
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Novo valor na posigio 4 de S, = c;chpH
= cucs
=0,5458 0,89 (4.18)
= 0,485762
~ 0,49

Na figura 15 hé os dois novos individuos.

1 2 6
Sk 0,50 0,47 0,38
S, 0,58 | 0,33 0,13

Figura 15 — Exemplo do crossover de (NANDY et al., 2004). Individuos depois da repro-
ducao.

4.5.2  Crossover em (NANDY et al., 2011)

A representagao cromossomial usada em (NANDY et al., 2011) é a mesma de

(NANDY et al., 2004), portanto, o par (S, S;) ¢é igual, assim como a probabilidade p,:

Sk = (Cr1:Ck2:* , Cin)

(4.19)
S) = (Cu,Clz, co 7Cln)

Diferentemente de (NANDY et al., 2004), utiliza-se o crossover de dois pon-
tos. Aleatoriamente escolhe-se dois inteiros, o e p, cuja funcao é determinar a regiao do
cromossomo que sofrerd miscigenagao. O valor em o indica o primeiro gene, e p o ultimo.
Portanto, todos os genes entre os dois, incluindo eles préprios, sofrerdao a agao do crossover

(0 <=¢; <=p, p > 0). Os novos individuos sao (S, 'S)

! i /
Sk = (Ch1,Cr2,  + , Chor - 3 Chps Chyp+1, , Ckn) (4.20)
! ! / M
Sl - (Cllacl27"' s Clos * ° " 7Clpacl,p+17"' acln)'

Para todos genes selecionados, a transformacgao ocorre da seguinte maneira
(t=o0,0+1,--- ,p):

Cri = feri + (1= f)eu

, (4.21)
c; = (1= fo)ew + fecu

onde f. é dado por

£.=0,75+0,25r, (4.22)
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sendo 7 um nimero aleatério (0 < r < 1). Assim como o pardametro f de (NANDY et al.,

2004), f. faz o papel da mistura que cria nova informacao.
Exemplo.

Usei os mesmos individuos da figura 14. Os parametros o e p foram escolhidos
no intervalo [1,6] e tém valores 0 = 2 e p = 4. Portanto, no string Sy os elementos que
sofrerao alteracao sao cp = 0,47, cp3 = 0,52 e ¢y = 0,80. Eles se misturarao com os
elementos ¢ = 0,33, ¢3 = 0,37 e ¢y = 0,39 de S;. Aleatoriamente obtive r = 0, 2, que
leva a f. =0, 80.

6
Sy 047 052 0,80 0,38
S, 037 0,39 0,13

Figura 16 — Exemplo do crossover de (NANDY et al., 2011). Individuos antes da repro-
dugao.

/ ~
Os elementos ¢;,; sao:

Cro = fetra + (I = fo)e
—0,80%0,47 + (1—0,80)%0,33
=0, 376 0,2%0,33
/ T 5exh, (4.23)
— 0,376 + 0,066
— 0,442
~ 0,44
Crz = feChs + (11— fo)as
—0,80%0,52 + (1—0,80)%0,37
= 0,416 + 0,2%0,37 (4.24)
— 0,416 + 0,074
— 0,49
Coa = feCra + (1= fo)eu
—0,80%0,80 + (1—0,80)%0,39
=0,64 0,2%0,39
' + 0,2x0, (4.25)
= 0,64 + 0,078
— 0,718

~ 0,72
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Os elementos ¢;; sao:
G = (1= fo)er +  Jfea
— (1-0,80)%0,47 + 0,80%0,33
=0,2x%0,47 0,264
e 5 (4.26)
= 0,094 + 0,264
= 0,358
~ 0,36
gz = (1= fo)ers +  Jfeas
=(1-0,80)%0,52 + 0,80%0,37
=0,2%0,52 + 0,296 (4.27)
= 0,104 + 0,296
= 0,40
G = (1= fe)era +  feCu
=(1-0,80)%0,80 + 0,80%0,39
=0,2x0,80 0,312
e + 5 (4.28)
=0,16 + 0,312
=0,472
~ 0,47

Os novos individuos estao na figura 17.

5 b
S, 044 0,49 0,72 EEEEEL

S, VETI Y-V Y.yAl 039 | 0,13

Figura 17 — Exemplo do crossover de (NANDY et al., 2011). Individuos depois da repro-
ducgao.

4.5.3 Crossover utilizado

A quantidade de nova informacao nao é escalavel com o tamanho do cromos-
somo no crossover de (NANDY et al., 2004). Ele altera apenas uma posigao (locus) de
cada individuo, independentemente do tamanho do cromossomo. Por exemplo, se a or-
dem do Hamiltoniano for n = 100, o string tera 100 elementos, mas apenas um sofrera

alteracao. O mesmo aconteceria para n = 1.000, 10.000 e assim por diante.

Ainda sobre o artigo de 2004, é impossivel haver troca de informagao na tltima

posicao. O parametro p, obtido aleatoriamente, da a posicao na qual ocorrera o crossover.
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Porém, parte do calculo envolve os elementos ¢ 41 € ¢;,+1. Note o indice p + 1. Como a
? 7p+ 7p+
posicao maxima é n, o maior indice possivel para estes elementos é p+ 1 = n, impondo o
limite p < n — 1. Nos exemplos apresentados, n = 6, p < 5 e, portanto, a posicao 6 nunca
) ) ) )

sera escolhida.

Isso pode dificultar a busca. Suponha que uma solucao precise do valor 23
no ultimo coeficiente do cromossomo (¢, = 0,23). Se nenhum individuo da populagao
inicial ja tiver nascido com ele, esse valor nunca aparecera por meio do crossover. Resta
como esperanga a Mutagao, porém, por definigdo, ela tem baixa probabilidade (LINDEN,
2008). Também nao hé garantia de que, apds muitas geragoes com sucessivas operagoes
de crossover, mutagao e sele¢dao, havera um individuo na populacao que, além de ter 0,23

na ultima posi¢ao, possua os outros (n — 1) primeiros elementos necesséarios.

O crossover de (NANDY et al., 2004) é um caso especial do crossover de
(NANDY et al., 2011). O operador de reproducao de (NANDY et al., 2011) é o cldssico
crossover de dois pontos (LINDEN, 2008). Nele, p > o, e, se 0 = p, hd mistura em apenas
uma posicao do string, exatamente o que acontece em (NANDY et al., 2004). Como
1<o<nel<p< n, odltimo gene também esta sujeito a operagao, e o problema

citado no paragrafo anterior nao existe.

Pelo que expus acima, escolhi utilizar o crossover de (NANDY et al., 2011),
mas com uma pequena modificacdo. No calculo dos novos coeficientes c;7 em vez do para-
metro f., usei o f conforme definido em (NANDY et al., 2004). O f pode variar entre 0
e 1, enquanto o f., além de necessitar do parametro adicional r, é limitado apenas entre
0,75 e 1. Assim, acredito que f seja mais abrangente como parametro de mistura e criacao

de nova informagao.
Crossover utilizado

A seguir apresento sinteticamente a estrutura do crossover utilizado. Um par
de individuos (S, S))

Sk = (cr1,Cra, -+, C
Sy = (e, ez, Cin)

¢é obtido aleatoriamente da populacao. Com probabilidade p., a operacao de crossover

acontece. Dois pontos de corte o e p sao obtidos, também aleatoriamente, gerando os

. ! /
novos strings S, e S; na forma

! I li
Sk; == (Cklackﬁa"' yCloy * *° 7Ck;pack,P+17”' 7ckn)

! ! !
Sl - (Cllacl27"' yClos * * " 7Clp7cl,p+17"' 7cln)7

(4.30)
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onde
C;m':fckzi"'(l_f)cli (4.31)
¢y = (1= fews + feu
e
0 < f <1 (obtido aleatoriamente) (4.32)

4.6 Mutacao

O operador Mutacao é semelhante nos dois artigos. Todos os cromossomos
~ o . N ~ . .- s ~ . !/
estao sujeitos a mutagao. Se um individuo £ sofre mutagao no gene ¢, o antigo valor ¢,

, " . ~
é alterado para ¢, com a seguinte equagao:

c;;q = c;gq + (=1D)ErA, (4.33)
onde L é um ntimero inteiro, r um nimero aleatério (0 < r < 1) e A ¢ a intensidade da

mutacao.

Nao ficou claro para mim qual a relagao entre a probabilidade p,, e como sera a
mutagao no artigo (NANDY et al., 2004). Os autores dizem que todos os individuos estao
sujeitos ao operador, mas nao citam quais genes podem sofrer mutacao. Essa informagcao
esté explicita em (NANDY et al., 2011), que permite mutacao, caso acontega, em apenas
um gene de cada individuo. Ou seja, se houver mutacao logo no primeiro gene de um

cromossomo, o algoritmo parte para o préximo individuo.

Assumi que no artigo (NANDY et al., 2004) os autores utilizaram o operador
classico. Conforme a literatura (MITCHELL, 1998; LINDEN, 2008) o operador classico de
mutagao age com probabilidade p,, em cada gene, de maneira individual e independente.
Ou seja, se um gene ¢ ; sofreu ou nao mutacao, essa informacao nao ¢ utilizada para
avaliar a ocorréncia de mutac¢ao no préximo gene ¢ ;1. Portanto, a probabilidade de
cada gene sofrer mutacao é p,,, mas a probabilidade P,, de um individuo sofrer mutacao
é, na verdade, P,, = n*p,,. Quanto maior o n, mais provavel ocorrer a mutacao, o que me
parece razoavel. Mutacao é causada principalmente por erros de copia do DNA. Quanto

maior a fita, mais chance de acontecer erro.

Ha diferenca na intensidade da mutacao A. No trabalho de 2004 ela é pequena
(1072 — 107%) e mantida constante. J& no segundo artigo ela é proporcional ao melhor

fitness f; da geracao atual ¢, e dada pela equacgao 4.34. Como o fitness comega pequeno e
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termina préximo de 1, A — 0 a medida que f — 1.

A =1 . (4.34)

Nao fiquei confortavel com a definicao da equacao 4.34, por isso usei a intensi-
dade A constante de (NANDY et al., 2004). No inicio de um GA a criacao de variabilidade
genética é dominada pelo crossover. No final, como os individuos sdo parecidos, fica a cargo
da mutacao fazer isso. A intensidade da mutagao deve ser pequena e, se nao for constante,
¢é desejavel que cresca com o tempo, justamente porque o papel da mutacao passa a ser
dominante na variabilidade comparado com o crossover (LINDEN, 2008). Os autores de
(NANDY et al., 2011) fazem o inverso. Como dito anteriormente, A diminui com o tempo,

mas eles nao justificam porque optaram por esse comportamento.

Com relagao a probabilidade de mutacao, optei novamente a favor de (NANDY
et al., 2004). Ambos os trabalhos utilizam valor constante de p,,. Entretanto, em (NANDY
et al., 2011) p,, é inversamente proporcional ao tamanho do cromossomo n (equagao 4.35).
Na pratica, quanto maior a ordem n do Hamiltoniano, menor a probabilidade de mutacao,
e no artigo nao ha justificativa para essa escolha. Fiquei com a probabilidade constante,
discutida em livros tradicionais de GA (MITCHELL, 1998; LINDEN, 2008).

P =4.0/n (4.35)

Mutacgao utilizada.

Abaixo resumo a estrutura da Mutacao implementada na dissertagao.

e Probabilidade de mutacao p,,

— Constante.
— Um dos pardmetros do algoritmo.

— Pode ter qualquer valor 0 < p,, < 1.
e Equacao da mutacao.

. . ’ / 1
— No individuo S, transforma o valor ¢;, do gene g no novo valor ¢,

— Equagio: ¢, = ¢, + (—1)FrA

— Parametro L: inteiro aleatério.

— Parametro r: aleatério (0 < r < 1).

Intensidade de mutagiao A: Constante. Valores pequenos (1072 — 1072).
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4.7 Fluxograma do algoritmo implementado

O algoritmo genético seguiu a estrutura de um GA basico (MITCHELL, 1998;
LINDEN, 2008). Apés gerar a populagao inicial, Avaliagao, Selecao, Crossover e Mutagao

sao executados nessa sequéncia até que uma condicao de parada seja atingida.

Na figura 18 esta o fluxograma. Ele nao ¢ um diagrama completo do software
desenvolvido, mas ¢ util para ter a visao geral do algoritmo.

Avaliagao

fi= (3—-‘3(V/)i)?(vl)i)

Selegao

Si = (¢, Cr2,

* Ckn)
St = (en. 2.+ -

x Critério
- Cm) de parada
atingido?

Gerar
Populagao
Inicial

|+ Ckn)

Jew)

Sk = (€r1. Cr2,
Si = (en. 2.+

S = (exfed -+ - . cxn)

Figura 18 — Fluxo algoritmo genético
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5 Metodologia

A metodologia foi baseada em estudo aprofundado de Algoritmos Genéticos
e no desenvolvimento de um software confidvel para execucao do modelo. Ambos sao

apresentados nas segoes seguintes.

5.1 Algoritmos Genéticos

Iniciei os estudos em Algoritmos Genéticos pelos livros (MITCHELL, 1998) e
(LINDEN, 2008) e, antes de partir para o trabalho da dissertagao em si, trabalhei com

trés problemas completamente distintos.

O primeiro foi o ONEMAX (DEBATTISTI et al., 2009), desenvolvido “do
zero”, em Linguagem C. Considerado o hello world do GA, tem representacdo cromos-
somial bindria, o fitness é a soma dos bits de cada individuo e o objetivo é obter um
individuo com o maior nimero de ’1’” possivel. Com ele pude estudar os parametros de
um GA simples, como nimero de individuos e a probabilidade de crossover, e verificar a
influéncia de cada um na qualidade da solucao, convergéncia, desempenho, evolugao do

fitness etc. Uma versao paralelizada em CUDA foi apresentada em evento de computacao
de alto desempenho (PRIETO; COLUCI, 2012) e encontra-se no apéndice B.

ONEMAX Solugao ruim

Objetivo: maximizar o ~
. , Solugao boa
namero de 1’s no
Cromossomo. Mol ool «[1]
Solugao 6tima
[afafafafafa]

Figura 19 — ONEMAX: representacao cromossomial, fitness e objetivo.

Tendo a estrutura basica do ONEMAX, o proximo passo foi tentar fazer um
modelo. Abordei o Problema das Oito Rainhas, que consiste em posicionar oito rainhas em
um tabuleiro de xadrez de modo que nao se ataquem. Sem nenhuma referéncia externa,
propus um modelo de GA que conseguiu chegar em algumas solugoes (PRIETO, 2012).

Uma delas esta na figura 20.

Tratando o tabuleiro de xadrez como um plano cartesiano, a representagao
cromossomial era um string com os oito pares de coordenadas (x,y). Cada coordenada

gerava uma matriz caracteristica de 0’s e 1’s que, quando somadas, resultava em uma
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XEXKXXXXX
KXAKXXAKXEX
KAXXXLWXXX
HKXHKXKXXXK &
LARXAKX K XX
KXXLXXXX
XAXXKXXEXX
XX XXX XKX

Figura 20 — Uma solugao para o Problema das 8 Rainhas.

rachacuca.com.br

matriz com a informacao da quantidade ¢ de ataques que cada rainha sofreu. O objetivo,
portanto, era encontrar um individuo que levasse a ¢ = 0. A funcao de avaliacao foi
definida como f = 1/(1+ ¢).

Criar um modelo para o Oito Rainhas foi importante para o entendimento
do elo entre um GA e o problema a ser resolvido. Essa ligagdo encontra-se na represen-
tagao cromossomial e na funcao de avaliacao. Defini ambas de maneira adequada, mas
a representagao cromossomial apresentou um problema: nada impede de haver pontos
(x,y) repetidos no cromossomo. Em outras palavras, ela permite que duas rainhas sejam

colocadas na mesma posicao do tabulareiro, o que ¢é proibido no xadrez.

Por fim, utilizei GA na criacao de um robd, chamado Genético, para ser testado
contra os campeodes do torneio de Robocode da Faculdade de Tecnologia da Unicamp®.
Robocode ¢ um jogo?, cujo objetivo é programar um tanque de guerra robd para competir
contra outros robos em uma arena de batalha. Ele come¢ou como um projeto pessoal no

ano 2000 e depois foi incorporado pela IBM?. Atualmente é um projeto de cédigo aberto.

Battle Robot Options Help

Pause/Debug Hext Turn Stop [Restard 2
S0 s 20 28 o an s e o ssniom

Figura 21 — Arena de batalha do Robocode.

http://torneiorobocode.orgfree.com/torneio-ft.php
http://robocode.sourceforge.net/
http://robocode.sourceforge.net/docs/ReadMe .html
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Baseei-me no artigo (HONG; CHO, 2004), publicado em um congresso de
computagao evolutiva da IEEE. As primeiras versdes do Genético nao travaram boas
batalhas. Alterei o fitness e o processo de treinamento. Na versao final ele foi capaz de
vencer os robos que ficaram em primeiro e terceiro lugares no torneio daquele ano (o
segundo lugar nao estava disponivel para download). O Genético vencia, inclusive, contra
os dois simultaneamente (PRIETO, 2010).

5.2 Software

O software utilizado foi totalmente desenvolvido por mim, e ha razoes metodo-
logicas que justificam essa escolha. Obtive bons resultados criando os proprios programas
nos estudos iniciais de GA. Eles foram fundamentais para que eu soubesse exatamente
o que estava acontecendo durante a execucao. Quis ter esse controle total também sobre
o programa que executaria o GA proposto para esta dissertacao. Ele foi escrito em Lin-
guagem C, utilizando apenas quatro bibliotecas padrao: stdio.h, stdlib.h, time.h e
math.h. Portanto, é totalmente portavel para os sistemas operacionais que possuem um
compilador C++. Além disso, C é a linguagem nativa da arquitetura CUDA, o que faci-
litara sua paralelizacao. O codigo esta disponivel na internet para qualquer um utilizar,

testar e, inclusive, melhorar?. Caso isso aconteca, peco apenas que cite esta dissertacao.

Tive muito cuidado com a confiabilidade dos resultados. Quando opta-se por
nao gera-la automaticamente, a semente dos nimeros pseudo-aleatérios ¢ um dos parame-
tros de entrada. Duas execugoes com os mesmos parametros, incluindo a semente, levam
a exatamente os mesmos resultados. Por isso nas tabelas e graficos deixei explicito seu va-
lor. Os graficos encontrados em (NANDY et al., 2004) e (NANDY et al., 2011) referem-se
ao maior fitness (e p associado) de cada geragao. O programa gera essa informagao, mas
também exibe as médias dessas variaveis. De acordo com (MITCHELL, 1998), uma teoria
geral para entender e prever o comportamento dos GAs seria analoga a Mecéanica Esta-
tistica na Fisica. Ao contrario de lidar com grande niimero de componentes do sistema,
como a composicao genética exata de cada populacao, tal abordagem trabalha com uma
estatistica mais “macroscépica”, como o fitness médio da populacao. Portanto, tanto os

critérios de parada do programa quanto a minha andlise foram baseadas em médias.

5.2.1 Como utilizar o programa

Para utilizar o software basta compilar o arquivo Serial_novo.c (serd neces-

sario alterar o diretério no include das bibliotecas que desenvolvi).

A execucao dé-se via linha de comando passando os parametros necessarios.

Porém, como sao muitos parametros, é aconselhavel a utilizacao de um arquivo de script.

4 https://github.com/prietoab/msc_code



Capitulo 5. Metodologia 54

Assim é possivel criar processos de varredura para variar os parametros desejados ou
repetir varias execugoes. Fiz isso para automatizar o estudo e ter dados suficientes para
andlise. Na figura 22 ha um exemplo de script Windows para fazer execugoes variando o
numero de genes.

EEM G: guantidade de genes
for /1 in (20, 10, 100) do |
EECHD Processando quantidade de genes =

for /1 in (1, 1, 5) do |

EECHO .... Execucan de 5

osrial

Figura 22 — Exemplo de script Windows para fazer execugoes variando o nimero de genes.

Nao é necessario ter uma matriz para execucao. Por meio do parametro Tama-
nho do cromossomo (segao 5.2.4) o programa gera automaticamente uma matriz de Coope
(COOPE; SABO, 1977), definida na equagao 5.1. Essa matriz, que ndo possui significado
fisico, foi escolhida pois também é utilizada nos testes de (NANDY et al., 2011).

H(i,i) =2i—1 , 1=1,2,...,n.
H(ij) = HG.i) =1, i #j; (5.1)

1=1,2,...,n;

j=12 .. n.

5.2.2 Informacdes de saida

Ha cinco grupos de informacoes na saida do programa. Usados em conjunto
dao um panorama do algoritmo genético. Para apenas um deles (Estatistica) um arquivo
texto é gerado automaticamente. Os outros sdo exibidos na tela. Para alterar a saida
padrao para um arquivo texto, é necessario utilizar o caractere de redirecionamento da

safda padrao’.

1. Cabegalho

Contém todos os parametros de execucao recebidos na linha de comando. Impresso

na tela.

2. Comportamento do fitness

5 No Windows, Linux e Unix esse caractere é o “>". No Linux, por exemplo, o comando “ls >

dirs.txt” lista o contetdo do diretério atual e armazena no arquivo dirs.txt.
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Imprime na tela, para cada geracao, além de alguns parametros de execucgao, as

seguintes informagoes:

e p minimo

p médio (<p>)

fitness médio (< fitness>)

Maior fitness

p associado ao maior fitness

<|Vp|*>

Posi¢ao do melhor individuo

3. Tempos de processamento

Imprime na tela uma estimativa para o tempo de processamento (em clocks) para
cada operador. Se o programa foi executado por 200 geracoes, havera 200 tempos
de processamento para o fitness, selecao, crossover e mutagao.

4. Geracgao final

Impressao de todos os individuos da tltima geracao.

5. Estatistica

A cada execugao é criado (ou atualizado caso ja exista) um arquivo chamado
estatistica.txt. Nele, além de todos os pardmetros, ha informagoes relaciona-
das a geracao que atingiu algum critério de parada. Por exemplo, além do préprio
numero da ultima geracao, ha o fitness médio, o maior fitness, o p associado ao

maior fitness, o p médio e o tempo total de processamento do programa.

5.2.3 Lista dos arquivos fonte

O programa ¢é pequeno (& 2500 linhas), e estd distribuido em seis arquivos,

um principal e cinco bibliotecas:

e Serial novo.c

Arquivo principal. Contém o fluxo do GA (figura 18).

e Estruturas.h
Contém as estruturas de dados e uma funcao que retorna automaticamente o para-
metro (3 do fitness (segao 6.3).

e Algebra_ Linear_ serial.h

Mutiplicagao e subtragao de matrizes.
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o Estatistica.h

Média, variancia e desvios do Quociente de Rayleigh.

e Auxiliares serial.h

Numeros pseudo-aleatorios, alocacao de memoria para individuos na populagao.

e GA_Serial.h

Contém as funcoes do Algoritmo Genético. A maioria do c6digo esta nessa biblioteca.

5.2.4 Lista dos parametros de execucao

1.

Cédigo da maquina.

Numero inteiro, utilizado para identificar o computador que o programa foi execu-
tado. Util para comparar as execucoes em computadores diferentes. Por exemplo,
se ha quatro computadores A, B, C e D, é possivel classificd-los como A = 0, B =
1,C=2D=3.

Serial ou Paralelo?

Nimero inteiro. Determina se a execucao serd serial (= 0) ou paralela (= 1). A atual
versao permite apenas execucao serial. Portanto, esse parametro pode ser fixado em
Zero.

Tamanho do cromossomo (ordem da matriz de Coope).

Numero inteiro. Determina a ordem da matriz de Coope. Inserir 200 nesse parametro
gera uma matriz de Coope de tamanho 200 x 200.

Quantidade maxima de geracgoes.

Numero inteiro. Um dos critérios de parada. Para evitar que o programa entre em
um [oop infinito caso ndo haja convergéncia para uma solucao. Se definida como 100,
o programa executard, no maximo, 100 iteracoes de Avaliacao, Selecao, Crossover e

Mutacao.

Quantidade de individuos na populagao.

Numero inteiro. Determina a quantidade de individuos em cada populagao.

Tipo do Fitness.

Niimero inteiro. O programa pode trabalhar com cinco tipos de fitness. Dois deles
sao os apresentados na secao 4.3. Qualquer codigo diferente dos apresentados abaixo

faz com que o fitness seja definido como f = —1.
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10.

11.

Tipo 0 (NANDY et al., 2011):

f= e~ Bp—EL)? (5.2)
e Tipo 1 (NANDY et al., 2004):

e Tipo 2:
f= e Blp=EL)*+|Vp|?] (5.4)

e Tipo 3:
f=e Vel (5.5)

e Tipo 4:
f= e~ Bl(p—EL)*+[Vpl] (5.6)

Tipo do Fitness Paralelo.

Numero inteiro. A atual versdo permite apenas execucao serial. Portanto, esse pa-
rametro pode ser fixado em zero.

Tamanho do Torneio

Numero inteiro. Define a quantidade de individuos selecionados para o torneio na
Selecao.

Probabilidade do Crossover.

Numero real. Define, em porcentagem, a probabilidade de Crossover. Exemplo: 80.5
= 80,5%.

Quantidade de Pontos de Corte.

Numero inteiro. Na versao atual a quantidade de pontos de corte foi fixada em dois
conforme o operador de crossover definido na secao 4.5.3. Pode ser mantido como

Zero.

Probabilidade de Mutacao.

Numero real. Define, em porcentagem, a probabilidade de mutacao. Exemplo: 12.7
= 12,7%.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Intensidade da Mutagao - A.

Ntmero real. Define o pardmetro A utilizado no crossover. E dividido por dez.
Exemplo: 1.2 no parametro — 0,12 no A.

Valor para (.

Numero real. Define o valor do parametro § do fitness. Se for configurado como —1,
um valor adequado para (8 é gerado automaticamente.

Valor para E;.

Nimero real. Define um limite inferior para o autovalor minimo (Ep) nos fitness de
tipo 0, 2 e 4.

Precisao - €.

Numero real. Define a precisao dos critérios de parada. O programa termina se a

variavel alvo é menor ou igual a £. Depende do tipo de fitness.

Condigoes de parada em fungao do fitness (< x > significa valor médio de z):

e Fitness tipos 0, 2 e 4:

<|Vp| >

(5.7)
| <p>—Ei

IAIA
™

e Fitness tipos 1 e 3:

<|Vp|> < ¢ (5.8)

Imprime comportamento do Fitness?

Se configurado como Verdadeiro (1), imprime na saida padrao as varidveis de inte-

resse para estudar o comportamento do fitness.
0: Falso. Nao imprime.

1: Verdadeiro. Imprime.

Imprime tempos de execugao?

Nimero inteiro. Se configurado como Verdadeiro (1), imprime na saida padrao os

tempos estimados de execugao (em clocks do processador) das fungoes e operadores.
0: Falso. Nao imprime.

1: Verdadeiro. Imprime.
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18.

19.

20.

2.4.

Gera nova semente para ntimeros pseudo-aleatrérios?

Ntmero inteiro. Se configurado como Verdadeiro (1), o programa cria uma nova
semente para os nimeros pseudo-aleatérios. Caso contrario, a semente definida no

préximo parametro é utilizada.
0: Falso. Utiliza semente definida no parametro Semente.

1: Verdadeiro. Cria uma nova semente. O parametro Semente é ignorado.

Semente dos niimeros pseudo-aleatroérios.

Numero inteiro. Define a semente dos nimeros pseudo-aleatérios. Depende do pa-
rametro anterior.

Tipo do céalculo de Vp.

Deve ser configurado como 1.

Nas versoes iniciais Vp era calculado literalmente como na equacao 4.7, exigindo
o uso de uma matriz identidade (I) da ordem do Hamiltoniano. A equagao foi
reescrita internamente de modo que I nao fosse necessaria, liberando memoria e

fazendo menos operagdes. Usar ou nao I leva aos mesmos resultados.
0: Utiliza matriz identidade.

1: Nao utiliza matriz identidade (libera memoria e faz menos operacoes).

5.2.5 Estruturas de Dados

Cinco estruturas de dados formam a base do programa. Elas estao definidas

no arquivo Estruturas.h.

5.2.5.1 parametrosPrograma

Responsavel por armazenar os parametros de execuc¢ao, descritos na secao

struct parametrosPrograma {
unsigned short int parmMaquina;
unsigned short int parmSerial_ou_Paralelo;
unsigned short int parmQtdeGenes;
unsigned long int parmQtdeMaxGeracoes;
unsigned short int parmQtdeIndividuos;
char parmTipoFitnessEquacao;
char parmTipoFitnessParalelo;
char parmTipoCalculoGradRho;
char parmTamanhoTorneio;
double parmProbCrossOver;
unsigned short int parmQtdePontosCorte;
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double parmProbMutacao;

double parmIntensidadeMutacao;
double parmLambda;

double parmRhoMinimo;

double parmTolerancia;

unsigned short int parmFlaglImprimeComportamentoFitness;
unsigned short int parmFlaglmprimeTempo;
unsigned short int parmFlagNovaSemente;

unsigned long int parmSemente;

5.2.5.2 parametros_Metodo

Armazena os parametros do fitness, 5 e Ey.

struct parametros_Metodo {
double lambda;
double rho_minimo;

};

5.2.5.3 parametros

Parametros do algoritmo genético.

struct parametros {
unsigned short int numGenes;
unsigned short int numIndividuos;
double probCrossOver;
double probMutacao;
double intensidadeMutacao;
char tamanho_torneio;

unsigned short int qtde_Pontos_de_Corte;

5.2.5.4 individual

Essa estrutura representa o cromossomo, o individuo, do algoritmo genético.

cociente_Rayleigh: p;.

grad_elevado_ao_quadrado: |Vp;

%
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rho_menos_rhoO_ao_quadrado: (p; — Fy)?.

Numerador: Recebe o retorno do céalculo C’;r HC;, utilizado na equacao 4.6,

secao 4.3.

CtC: Recebe o produto escalar de C;'C;, utilizado no célculo da equacio 4.6,

secao 4.3.
inverso_de_CtC: (C’Z-TCi)_l.
fitness: recebe o valor do fitness do individuo, independente do tipo.

pontos_de_corte(2): Vetor de tamanho fixo, cuja funcdo é armazenar as

duas posigoes que determinarao a posicao inicial e final do crossover.

xgene: Ponteiro de memoria para um vetor que armazenard os valores dos ge-
nes do cromossomo. O tamanho desse vetor é dado pelo pardmetro numGenes da estrutura

parametros.

xgradRho: Ponteiro de meméria para um vetor que armazenara os valores dos
componentes do vetor Vp;. O tamanho desse vetor é dado pelo pardmetro numGenes da

estrutura parametros.

struct individual {
double cociente_Rayleigh;
double grad_elevado_ao_quadrado;
double rho_menos_rhoO_ao_quadrado;
double Numerador;
double CtC;
double inverso_de_ CtC;
double fitness;
unsigned short int pontos_de_corte [2];
double *gene;
double *gradRho;

5.2.5.5 generation

A estrutura generation representa a populagao dos individuos em um dado
instante de tempo. O programa possui apenas duas, utilizadas alternadamente a cada
aplicacao de um operador genético. Por exemplo, Selecao(geracao0) — geracaol, e em

seguida Crossover(geracaol) — geracaoO.

sumFitness: Soma do fitness de todos os individuos da populagao. Utilizada

para obter o fitness médio < f >.

FitnessMedio: < [ >.
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sumRho: Soma do p de todos os individuos da populagao. Utilizada para obter

o quociente de Rayleigh médio < p >.

rhoMedio: < p >.

difRho: < p > —E,

sumGradRho: Soma de todos os |Vp;|. Utilizada para obter < [Vp| >.
gradRhoMedio: < |Vp| >

Maior_fitness: Maior fitness da populacao.
Melhor_cociente_Rayleigh: p associado ao maior fitness da populacao.

idxMelhorIndividuo: Posicao do melhor individuo no vetor de individuos.

Por exemplo, se ha 10 cromossomos na populacao, seu valor pode ser 0, 1, 2, ..., 9.

populagao.

*individuo: Ponteiro de memoria para o vetor que contém os individuos da

struct generation {

double
double
double
double
double
double
double
double
double

sumFitness;

FitnessMedio;

rhoMedio;

sumBRho ;

difRho;

sumGradRho;

gradRhoMedio;
Maior_fitness;
Melhor_cociente_Rayleigh;

unsigned short int idxMelhorIndividuo;

struct

individual *individuo; // alocar constNumIndividuos;

5.2.6 Populacao inicial

Esta no arquivo GA_serial.h.

O objetivo da GeraPopulacaoInicial serial é criar os valores aleatdrios

para os genes de todos os individuos. As outras varidveis da geragao e dos individuos

sdo apenas inicializadas. Ela como parametros dois ponteiros (linhas 3 e 4), um para a

populacgao e outro para os parametros do GA.

O loop principal varre todos os individuos da populacao, e o lago interno cami-

nha pelos genes de cada individuo (linha 35). Um inteiro L, com valor 0 ou 1, é escolhido

aleatoriamente, e utilizado para definir o sinal positivo (+1) ou negativo (-1). Na linha
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38 outro niimero aletorio é obtido, mas agora é real e entre 0 e 1. Ele é multiplicado pelo

sinal e armazenado no gene iGene do individuo iIndividuo.

Portanto, os genes dos individuos estao limitados no intervalo [-1,1].

void GeraPopulacaoInicial_serial(
struct generation *Geracaolnicial,
struct parametros *parametrosGA ) {

unsigned short int iIndividuo, qtdePontosCorte, iPontoCorte;
unsigned long int iGene;

Geracaolnicial->FitnessMedio = -1.0F;
GeracaoInicial->idxMelhorIndividuo = 99;
Geracaolnicial ->Maior_fitness = -1.0F;
GeracaoInicial ->Melhor_cociente_Rayleigh = -1.0F;
GeracaoInicial->sumFitness = -1.0F;

unsigned short int L;
short int sinal;

for (iIndividuo = 0; iIndividuo < parametrosGA->numIndividuos;
iIndividuo++) {

GeracaoInicial->individuo[iIndividuo].cociente_Rayleigh = -1.0F
GeracaoInicial->individuo[iIndividuo].CtC = -1.0F;
GeracaoInicial->individuo[iIndividuo].fitness = -1.0F;
GeracaoInicial->individuo[iIndividuo].grad_elevado_ao_quadrado
= -1.0F;
GeracaoInicial->individuo[iIndividuo].inverso_de_CtC = -1.0F;
GeracaoInicial->individuo[iIndividuo].Numerador = -1.0F;
GeracaoInicial->individuo[iIndividuo].
rho_menos_rhoO_ao_quadrado = -1.0F;

qtdePontosCorte = parametrosGA->qtde_Pontos_de_Corte;

for (iPontoCorte = 0; iPontoCorte < qtdePontosCorte;
iPontoCorte++) {
GeracaoInicial->individuo[iIndividuo].pontos_de_cortel
iPontoCorte] = 11111;

+
for (iGene = 0; iGene < parametrosGA->numGenes; iGene++) {
L = Randomico_int (0, 2);
sinal = (short int)pow(-1.0, (double)L);
GeracaoInicial->individuo[iIndividuo].gene[iGene] = (double)
sinal * rand() / RAND_MAX;
}

“
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5.2.7 Fitness

Esta no arquivo GA_serial.h.

Na funcao Fitness_Serial sao calculados:

® P
Usa a funcdo Calcula_Quociente_Rayleigh, linha 30, que contém, basicamente,

multiplicagoes de matrizes.

* Vp;.

Dependendo do tipo do calculo escolhido, usa Gradiente_de_ Rho_semI na linha 40

ou Gradiente_de_Rho na linha 49.
o [Vpil*.
Multiplicagao de matrizes na linha 59-63.

o (p;— Ep)?
Linha 67.

o fitness

Dependendo do tipo escolhido.

Tipo 0, f = e #=EL)*; linha 71

— Tipo 1, f = e PIVPP: linha 75

Tipo 2, f = e Pl=EL)*+I¥ol’l: linha 79

Tipo 3, f = e~ #IV#l: linha 83

— Tipo 4, f = e Plle=FL)*+IV2ll: linha 87

Se nenhum dos tipos acima foi escolhido, define o fitness como -1 na linha 91.

o <f>

Na linha 96 esta a soma de todos os fitness, e na 105 o célculo da média sobre os

individuos.

°« <p>

Soma dos p: linha 36. Média: linha 107.

o <p>—Fp

Linha 108.

e Atributos do melhor individuo da geracao.
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— Identificagdo do melhor individuo da geragao: linha 98.

Maior fitness: linha 99.
— Melhor p: linha 100.

— Posig¢ao na geracao: linha 101.

void Fitness_Serial(
unsigned short int tipoFitmess,
char TipoCalculoGradRho,
struct generation *geracao,
struct parametros *parametrosGA,
struct parametros_Metodo *parms_Metodo,
double *hamiltoniano,
const unsigned short int ordem_hamiltoniano,
double lambda,
double rho_minimo,
double *matriz_Identidade) {

//============================================
unsigned short int iIndividuo;

geracao->rhoMedio = -1.0F;

geracao->sumRho = 0.0F;

geracao->FitnessMedio = -1.0F;

geracao->Maior_fitness = -1.0F;

geracao->sumFitness = 0.0F;

geracao->Maior_fitness = -1.0F;
geracao->Melhor_cociente_Rayleigh = -1.0F;
geracao->sumGradRho = 0.0F;

geracao->gradRhoMedio = -1.0F;

for (iIndividuo = 0; iIndividuo < parametrosGA->numIndividuos;

iIndividuo++) {

Calcula_Quociente_Rayleigh(
geracao->individuo [iIndividuo]. gene,
hamiltoniano,
ordem_hamiltoniano,
&geracao->individuo[iIndividuo].cociente_Rayleigh);

geracao->sumRho = geracao->sumRho + geracao->individuol[
iIndividuo].cociente_Rayleigh;

if (TipoCalculoGradRho == 1){

Gradiente _de Rho_semI (
hamiltoniano,
ordem_hamiltoniano,
geracao->individuo[iIndividuo] . gene,
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geracao->individuo[iIndividuo].cociente_Rayleigh,
geracao->individuo [iIndividuo]. gradRho

)
}
else {
Gradiente_de_ Rho (
hamiltoniano,
ordem_hamiltoniano,
geracao->individuo[iIndividuo] . gene,
geracao->individuo[iIndividuo].cociente_Rayleigh,
geracao->individuo [iIndividuo]. gradRho,
matriz_TIdentidade
)
}

Multiplica_Matrizes(
geracao->individuo [iIndividuo].gradRho, 1, ordem_hamiltoniano
geracao->individuo[iIndividuo].gradRho, ordem_hamiltoniano,
L,
&geracao->individuo [iIndividuo].grad_elevado_ao_quadrado

)

geracao->sumGradRho = geracao->sumGradRho + sqrt(geracao->
individuo[iIndividuo].grad_elevado_ao_quadrado);

geracao->individuo[iIndividuo].rho_menos_rho0O_ao_quadrado = pow

( (geracao->individuo[iIndividuo].cociente_Rayleigh -
rho_minimo) ,2);

switch (tipoFitness) {
case 0: {

geracao->individuo[iIndividuo].fitness = exp( (-1)*lambdax*(
geracao->individuo[iIndividuo].rho_menos_rho0O_ao_quadrado
)5
}
break;
case 1: {
geracao->individuo[iIndividuo].fitness = exp( (-1)*lambdax*(
geracao->individuo[iIndividuo].grad_elevado_ao_quadrado))
}
break;
case 2: {
geracao->individuo[iIndividuo].fitness = exp( (-1)*lambdax*(
geracao->individuo[iIndividuo].rho_menos_rho0O_ao_quadrado
+ geracao->individuo[iIndividuo].
grad_elevado_ao_quadrado));
}
break;
case 3: {

geracao->individuo[iIndividuo].fitness = exp( (-1)*lambdax*(
sqrt (geracao->individuo [iIndividuo].
grad_elevado_ao_quadrado) ) );
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break;
case 4: {
geracao->individuo[iIndividuo].fitness = exp( (-1)*lambdax*(

geracao->individuo[iIndividuo].rho_menos_rho0O_ao_quadrado
+ sqrt(geracao->individuo[iIndividuo].
grad_elevado_ao_quadrado)));

}

break;

default: {

geracao->individuo[iIndividuo].fitness = -1;
}
break;

}

geracao->sumFitness = geracao->sumFitness + geracao->individuol[
iIndividuo].fitness;

if (geracao->individuo[iIndividuo].fitness > geracao->
Maior_fitness) {
geracao->Maior_fitness = geracao->individuo[iIndividuo].
fitness;
geracao->Melhor_cociente_Rayleigh = geracao->individuo [
iIndividuo].cociente_Rayleigh;
geracao->idxMelhorIndividuo = ilIndividuo;
X
X

geracao->FitnessMedio geracao->sumFitness / parametrosGA->
numIndividuos;

geracao->gradRhoMedio = geracao->sumGradRho / parametrosGA->
numIndividuos;

geracao->rhoMedio = geracao->sumRho / parametrosGA->numIndividuos

geracao->difRho = abs(geracao->rhoMedio - parms_Metodo->
rho _minimo) ;

}

5.2.8 Selecdo

Esta no arquivo GA_serial.h.

O lago externo, linha 14, garante a selecdo de parametros.numIndividuos
para serem armazenados na PopulacaoDepois. O lago interno, na linha 18, busca ale-
atoriamente os individuos, um a um (linhas 20 e 21), para participarem do torneio. Se
o fitness do individuo atual for maior do que o anterior (linha 23), ele é levado para a

populacao seguinte (linha 25).
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void Selecao_Por_Torneio_serial(
struct generation *PopulacaoAntes,
struct generation *PopulacaoDepois,
struct parametros *parametrosGA) {

unsigned short int iIndividuo;

char iTamanhoDoTorneio;

unsigned short int iIndividuo_para_Torneio;
struct individual *Individuo;

double melhorFitness;

for

(iIndividuo = 0; iIndividuo < parametrosGA->numIndividuos;

iIndividuo++) {

melhorFitness = -1.0F;

for (iTamanhoDoTorneio = 0; iTamanhoDoTorneio < parametrosGA->

tamanho_torneio; iTamanhoDoTorneio++) {

iIndividuo_para_Torneio = Randomico_int (0, parametrosGA->
numIndividuos) ;
Individuo = &PopulacaoAntes->individuo [

iIndividuo_para_Torneio];

if (Individuo->fitness > melhorFitness) {
melhorFitness = Individuo->fitness;
PopulacaoDepois->individuo[iIndividuo] = *Individuo;

};

5.2.9 Crossover

Esta no arquivo GA_serial.h.

A cada iteragao do lago principal (linha 14) é criado um filho. Sao escolhidos

aleatoriamente:

Pai e mae: linhas 16-20.

Probabilidade auxiliar que serd comparada com a probabilidade de crossover: linha

22.
Dois pontos de corte do cromossomo: linhas 26 e 27.

Parametro f da equacao 4.31: linha 31.
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A condigao para ocorréncia do crossover, paus < parametros.probCrossOver,
estd na linha 29. Se ela for falsa, o pai é transferido sem nenhuma alteragao para a proxima
geracao (linhas 48-50). Se for verdadeira, entre os pontos de corte hd combinagdo entre
os genes do pai e da mae. Fora dos pontos de corte os genes sao iguais ao do pai (linhas

33-43). Veja diagrama na figura 23.

Pai Pai

Filho Filho

Figura 23 — Diagrama do crossover implementado. Na esquerda: crossover acontece; na
direita: crossover acontece.

void CrossOver2Pontos_serial (
struct generation *gO0,
struct generation *gl,
struct parametros *parametrosGA) {

unsigned short int iIndividuo, idx_Pai, idx_Mae;
unsigned long int iGene;

struct individual *Pai, x*Mae;
double f, p_aux;

for (iIndividuo = 0; iIndividuo < parametrosGA->numIndividuos;
iIndividuo = ilIndividuo + 1) {
idx_Pai = Randomico_int (0, parametrosGA->numIndividuos - 1);
idx_Mae = Randomico_int (0, parametrosGA->numIndividuos - 1);

Pai = &gO->individuo[idx_Pail;
Mae &gO->individuo [idx_Mael];

p_aux = (double) ((double)rand() / (double)RAND_MAX);

f = -1.0F;

gl->individuo[iIndividuo].pontos_de_corte [0] Randomico_int (0,
(parametrosGA->numGenes -1));

gl->individuo [iIndividuo].pontos_de_corte [1] Randomico_int (g1

->individuo[iIndividuo].pontos_de_corte[0], (parametrosGA->

numGenes -1)) ;
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—

if (p_aux <= parametrosGA->probCrossOver) {

f = (double) ((double)rand()/(double)RAND_MAX) ;

for (iGene = 0; iGene < gil->individuo[iIndividuo].
pontos_de_corte [0]; iGene++) {
gl->individuo[iIndividuo].gene[iGene] = Pai->gene[iGene];
}
for (iGene = gl->individuo[iIndividuo].pontos_de_corte [0];
iGene < gl->individuo[iIndividuo].pontos_de_corte[1]; iGemne
++) {
gl->individuo[iIndividuo].gene[iGene] = f*Pai->gene[iGene]
+ (1 - f)*Mae->gene[iGene];
}
for (iGene = gl->individuo[iIndividuo].pontos_de_corte[1];
iGene < parametrosGA->numGenes; iGene++) {
gl->individuo[iIndividuo].gene[iGene] = Pai->gene[iGenel;
}
}
else {
for (iGene = 0; iGene < parametrosGA->numGenes; iGene++) A
gl->individuo[iIndividuo].gene[iGene] = gO0->individuo [
iIndividuo].gene[iGene];
}
}

5.2.10 Mutacao

Esta no arquivo GA_serial.h.

Todos os genes de cada individuo estao sujeitos a mutagao (lagos das linhas

14 e 16). A condigao de ocorréncia é semelhante a do crossover. Se uma probabilidade

auxiliar, obtida aleatoriamente na linha 18, for menor que a problabilidade de mutacao, o

gene ¢ alterado na linhas linhas 25-27 conforme equagao 4.33. Os parametros necessarios

sao obtidos nas linhas 21-23.

void Mutacao_Serial(

struct generation *geracao,
struct parametros *parametrosGA) {
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unsigned short int iIndividuo;

unsigned long iGene;

unsigned short int L;

int termo_do_L;

double r, pAux;

double intensidadeMutacao = 10xgeracao->Maior_fitness;

for (iIndividuo = 0; iIndividuo < parametrosGA->numIndividuos;
iIndividuo++) {

for (iGene = 0; iGene < parametrosGA->numGenes; iGene++) {
pAux = (double) ((double)rand() / (double)RAND_MAX);

if (pAux <= parametrosGA->probMutacao) {
L = Randomico_int (0, 10);
r = (double) ((double)rand() / (double)RAND_MAX) + 0.000002;
termo_do_L = (int)pow((double) (-1),(int)L);

geracao->individuo[iIndividuo].gene[iGene] =
geracao->individuo [iIndividuo].gene[iGene] +
(double) (termo_do L * r * intensidadeMutacao);

—

5.2.11 Fluxo principal

Abaixo listo o c6digo, presente no arquivo Serial_novo.c, referente ao fluxo
principal do GA (figura 18). Os operadores sdo aplicados na ordem: Fitness (linha 7),
Selecao (linha 44), Crossover (linha 55) e Mutagao (linha 66).

O programa termina quando atinge o nimero méaximo de geragoes, testado na
condicao do while da linha 2, ou quando algum dos critérios de parada de precisao ¢
atingido (linhas 37-40), definidos pelas equagoes 5.7 e 5.8. Note que elas sao testados logo
apos o fitness, afinal, se uma geracao contém boas solugoes, nao deve ser alterada pelos

outros operadores genéticos.

// NS S S S S S S e EEEEEEEEmEEmEmEmEEmEmEEmEmEEmE=m===

while (iGeracao < parmsPrograma.parmQtdeMaxGeracoes) {
// FITNESS
time_i = clock () ;

Fitness_Serial(
parmTipoFitnessEquacao,
TipoCalculoGradRho,
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geracaoO,
&parametrosGA,
&parametrosMetodo,
Hamiltoniano,
parametrosGA.numGenes,
parametrosMetodo.lambda,
parametrosMetodo.rho_minimo,
MatrizIdentidade

)

time f = clock();

if (flagImprimeTempo == 1) {
imprimeTempo (
1, 0, 0, iGeracao, 4, 2, time_i, time_f,
&parametrosGA, &parametrosMetodo, &parmsPrograma

)
}
if (flagImprimeComportamentoFitness == 1) {
imprimeComportamentoFitness (
1, codMaquina, tipoPrograma, O, iGeracao, geracaoO,
&parametrosMetodo, &parametrosGA, &parmsPrograma
)
X

// CRITERIOS DE PARADA
flagAtingiuTolerancia = atingiuCriterioDeParada/(
parmTipoFitnessEquacao, tolerancia, geracao0);

if (flagAtingiuTolerancia == 1)
break;

// SELECAQ
time i = clock();
Selecao_Por_Torneio_serial (geracao0, geracaol, &parametrosGA);
time f = clock();
if (flagImprimeTempo == 1) {
imprimeTempo (
i, 0, 0, iGeracao, 5, 2, time_i, time_f,
&parametrosGA, &parametrosMetodo, &parmsPrograma
)
X

// CROSSOVER
time_i = clock();
CrossOver2Pontos_serial (geracaol, geracao0, &parametrosGA);
time_f = clock();
if (flagImprimeTempo == 1) {
imprimeTempo (
i, 0, 0, iGeracao, 6, 2, time_i, time_f,
&parametrosGA, &parametrosMetodo, &parmsPrograma

)
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// MUTACAOQO
time_i = clock();

Mutacao_Serial (geracaoO,

time f = clock();

if (flagImprimeTempo == 1) {

imprimeTempo (

i, 0, 0, iGeracao, 7, 2, time_i,

&parametrosGA,
)
b

iGeracao++;

&parametrosMetodo,

&parametrosGA) ;

time_f,
&parmsPrograma
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6 Resultados e discussao

6.1 Problemas com o minimo global

No capitulo 4 mostrei que o fitness utilizado no artigo (NANDY et al., 2004)

foi

fi = e PIveil, (6.1)

onde f; é o fitness do i-ésimo individuo da populacao, f é um parametro para evitar o

estouro do fitness e |[Vp;]? é o médulo ao quadrado do vetor gradiente de p, dado por

Vpi = ———, 6.2
em que C; é um vetor candidato a solu¢ao do problema do autovalor
HC = EC. (6.3)

Além disso, se C; é de fato um dos autovetores, p é o autovalor associado F;:

CIHC;
Pi= e = E;. (6.4)

A fim de reproduzir os resultados, testei o método com matrizes de Coope—Sabo
(equagao 5.1) de ordem 10, 20, 30 e 40, utilizando os mesmos pardmetros encontrados em
(NANDY et al., 2004): probabilidade de crossover p. = 75%, probabilidade de mutagao
Pm = 50% e intensidade de mutacao A = 0,01. Com um bom ajuste de /3, que sera dis-
cutido em detalhes posteriormente, o fitness comportou-se conforme o esperado em todos
os casos. Um exemplo estd na figura 24, que apresenta o melhor fitness de cada geracao
para uma matriz de ordem N = 10. Na primeira geracdo o melhor fitness é pequeno,
aproximadamente 0,1, cresce rapidamente e a partir da décima geragao esta préximo de
1.

O passo seguinte foi verificar o comportamento de p, o Quociente de Rayleigh,
e, especificamente, sua convergéncia para o menor autovalor Fy. Ainda conforme (NANDY
et al., 2004), obterfamos uma curva semelhante a da figura 24, mas invertida, ou seja, os
primeiros valores de p seriam grandes e, rapidamente, diminuiriam até haver convergéncia
para o autovalor minimo. Na figura 25 ha um exemplo. Os gréaficos exibem os valores de
p para a mesma execucao apresentada na figura 24. Note no primeiro grafico que até a

geracao 20 o quociente p teve carater oscilatério e, entao, aparentemente estabilizou-se
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<Fitness> para N = 10 (Execugao 00)

1.2 _ ! ! !
: : | <Fitness>

=~

0.8

0.6

Fitness

0.4
0.2

N~

0 20 40 60 80 100
GeragOes

Figura 24 — Comportamento do fitness f; = e AIVeil” para N = 10. Na primeira geragao

o melhor fitness ¢ pequeno, aproximadamente 0,1, cresce rapidamente e a
partir da décima geracao esta proximo de 1.

entre 6 e 8, valores muito superiores ao autovalor minimo para essa matriz, Fy = 0, 38675.
Entretanto, ainda no primeiro gréafico, observa-se que ha uma tendéncia de queda do p
entre as geragoes 40 e 50 e, portanto, existiria a possibilidade de o algoritmo convergir para
Ey. Porém, para esse exemplo especificamente, isso nao aconteceu, como pode ser visto no
segundo grafico da figura 25. Para garantir a estabilidade, o programa foi executado até a
geracao 400.000, e o valor médio obtido foi < p >= 6,572898. Para minha surpresa, além
do valor obtido de < p > nao ser o minimo, ele nao ¢ um valor qualquer, mas corresponde,
com erro’ menor que 0,00002%, ao quarto autovalor da matriz, F5 = 6,572897. Imaginei,

entao, que poderia haver algo de errado com o programa.

Comportamento do Rho (Fitness tipo 1) para N = 10 Comportamento do Rho (Fitness tipo 1) para N = 10
12 T T T T 12 T T T T
Rho do melhor Fitness Rho do melhor Fitness
10 : : Menor autovalor = 0.386075 - - - 10 - : “* Menor autovalor = 0.386075 - = = |
8 8 r T
£ s £ 6f 7
4 4r .
2 F T 2 F T
0 """ F===== F===== == ==== |====== 0 """ Fe===== F===== == ==== == ====
0 10 20 30 40 50 350000 360000 370000 380000 390000 400000
Geracoes Geracoes

Figura 25 — Comportamento de p (Quociente de Rayleigh) para uma matriz de
Coope—Sabo de ordem 10.

Nesse contexto, quando comparo os resultados do meu programa com os do Scilab, a palavra erro é
equivalente a palavra distancia. Assumi que as aproximagoes do Scilab sd@o muito boas e, por isso,
usei—0 como padrao. Entao, pequenas distancias entre os valores do meu programa e os do Scilab
indicam que o erro do meu software também é pequeno.
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Apbs esses resultados preliminares executei uma validacao cuidadosa do pro-
grama, testando cada uma de suas quase 2500 linhas e comparando os resultados das
operagoes e calculos com o Microsoft Excel e ScilLab. A hipétese era a de que erros numé-
ricos, principalmente nas funcoes de algebra linear e nos operadores genéticos, pudessem
ter levado ao comportamento incorreto da nao convergéncia para o menor autovalor. Ne-

nhum erro significativo foi encontrado.

Os testes com a versao corrigida do programa estao nas figuras 26, 27, 28 e
29. Visando brevidade, apresentarei dados para matrizes de Coope—Sabo de ordem 10,
20, 30 e 40 apenas, sem perda de generalidade. Foram cinco execucoes para cada matriz,
até a geragao 400.000, gerando sempre dois graficos, um do fitness médio (<fitness>) e
outro do Quociente de Rayleigh médio (<p>), ambos em funcao do niimero de geragoes,
e dando énfase as primeiras 100 geragoes. Essas escolhas, nimero maximo da geragao e
uso de médias sobre cada populacao, visaram garantir, respectivamente, a convergéncia
genética e boa precisao. A exibi¢ao de apenas as primeiras 100 geragoes tem como objetivo
olhar em detalhe (com zoom) o periodo em que o crossover tem mais peso, ou seja, onde
ha geralmente os saltos no espago de solugoes de um Algoritmo Genético. Em todos os
graficos de < p > ha indicado nas legendas o autovalor minimo E, e o autovalor obtido
ap6s as 400.000 geragoes (Fopido)- Na tabela 10 hé a lista de todos os autovalores. Por
exemplo, para uma matriz de ordem N = 10, o menor autovalor ¢ Ey =0,386075, e o
quinto autovalor para N = 30 é E, = 8,450274.

H& caracteristicas comuns encontradas em todas as execucoes. Em qualquer
grafico do fitness observa-se estabilidade do comportamento conforme esperado pelo mé-
todo: no inicio seu valor é baixo, proximo de zero, cresce rapidamente nas primeiras gera-
¢oes e fica estavel préoximo de < fitness >= 1. Com relagdo ao p, ha sempre oscilagoes,
sejam pequenas variacoes em torno de uma clara linha de tendéncia, como na execucao
02 para N = 10, ou grandes saltos, como nas execugoes 05 de N = 20 e 05 de N = 30.
Novamente, o menor autovalor nao foi obtido em nenhuma execucao, contradizendo os
resultados de (NANDY et al., 2004), mas, por outro lado, o algoritmo sempre encontrou

algum autovalor.

De fato, verificando os dados da tabela 11, conclui que tais valores nao de-
vem ser coincidéncia. Para todas as execugoes o fitness médio chegou ao valor maximo
(< f >=1,000000). As médias de p sobre todos os individuos da tltima populagao pos-
suem baixo desvio padrao (o < 0,0001), indicando que eles sdo muito parecidos entre si
e que o algoritmo convergiu. Ou seja, nao ha variabilidade genética suficiente na popu-
lacao para alterar o rumo da busca de modo a atingir o menor autovalor, ou o minimo
global. Portanto, o algoritmo chegou em um minimo local, corroborado pelos baixos erros
relativos de < p > quando comparado com o autovalor mais proximo. Por exemplo, para

N = 30, execugao 4, < p > = 40,772447, correspondendo, com erro relativo absoluto
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menor que 0,001%, ao vigésimo primeiro autovalor, Fyy = 40, 772850. Apesar das evidén-
cias descritas acima, até esse ponto ainda havia duvidas sobre a validade do programa e,

obviamente, dos resultados produzidos. Entao, busquei embasamento mais rigoroso.

De acordo com (NANDY et al., 2004), se algum C};, em algum momento, é o
autovetor fundamental (associado ao menor autovalor), o Vp é nulo. Com o fitness da
equacgao (6.1) os autores afirmam que “Claramente, f; — 1 quando Vp; — 0, sinalizando
que a evolucdo atingiu o verdadeiro autovetor fundamental de H em C;”?. Ha duas rela-
¢oes distintas de causalidade nessa frase, e acredito que nelas residam a explicagao dos

resultados obtidos até agora.

A primeira relacgao de causalidade refere-se a afirmagao “f; — 1 quando Vp; —
0, que esta absolutamente correta. Retomando a secao 4.3, o fitness definido pela equagao
6.1 ¢ limitado ao intervalo (0,1] e, como 8 > 0, s6 chega ao seu valor maximo quando

Vp; = 0. Em outras palavras, Vp; — 0 implica f; — 1.

Na afirmagao “(...) sinalizando que a evolugao atingiu o verdadeiro autovetor

fundamental de H em C;” reside a segunda relagao de causalidade:

Ou seja, sempre que algum individuo C;, de qualquer populagao, possuir fitness
muito proximo de 1, isso implica que, além de ter uma excelente “nota”, ele também é um
vetor especial, o autovetor fundamental Cy. Portanto, possui autovalor associado Ejy, o
autovalor minimo (conforme equacao 6.4). Grosso modo, f;(C;) = 1 implica que C; = C)

e que podemos obter Ey(Cp):

As relagoes de causa e efeito da equacao acima estdao erradas. Em sua obra
classica sobre o problema de autovalores em matrizes simétricas, (PARLETT, 1998) abre
o capitulo introdutério frisando que “em muitos lugares no livro, € feita referéncia a fatos
mais ou menos bem conhecidos sobre a teoria de matrizes”. Conforme ja dito no capitulo
2, um desses fatos diz que p(u) é estaciondrio, ou seja, Vp(u) = 0, apenas se o vetor u é
um autovetor w de HC' = EC'. Consequentemente, o encadeamento correto se apresenta

CcOomao:

C; é um autovetor — Vp(C;) =0 — f; = 1. (6.7)

2 Traducdo livre de “Clearly, f; — 1, as Vp; — 0, signalling that the evolution has hit the true ground

state eigenvector of H in the vector C;”.
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Entao, se f; = 1, o maximo que podemos concluir é que C; é algum autovetor,

e nao necessariamente o autovetor fundamental.

Acredito que o programa nao contém erros. Ao final de todos os testes o fitness
médio foi <f> = 1, a populacao final era composta por autovetores e foi possivel, com boa
precisdo, obter os autovalores relacionados (nao necessariamente o autovalor minimo). Os

dados, portanto, confirmaram a matematica.

Apesar de nao chegar ao minimo, o método pode ser utilizado de maneira

exploratéria com relativa facilidade, bastando extrair p sempre que f; — 1 e Vp — 0.

Resta a duvida: afinal, como o autovalor minimo foi obtido com o fitness de-
finido pela equagao 6.17 Nao sei. Esse fitness foi utilizado nao sé em (NANDY et al.,
2004), mas também em (SHARMA et al., 2006), (SHARMA et al., 2008) ¢ (NANDY et
al., 2009), seguindo exatamente o argumento resumido pela equagao 6.6. Nao identifiquei
nada nesses quatro artigos que pudesse levar a resposta. Segui o estudo com uma nova
defini¢do do fitness encontrada em (NANDY et al., 2011).
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Tabela 10 — Lista de autovalores para matrizes de Coope—Sabo de ordem 10, 20, 30 e 40.

# | 10 | 20 | 30 | 40
0 | 0,386075 | 0,341237 | 0,319737 | 0,306086
1] 2461056 | 2,397247 | 2,36844 | 2,350583
2 | 4,518931 | 4,436173 | 4,401134 | 4,379909
3| 6,572897 | 6,468521 | 6,427419 |  6,4031
4] 8,628524 | 8,497626 | 8,450274 | 8,42294
5 | 10,69057 | 10,52507 | 10,47105 | 10,44068
6 | 12,76574 | 12,55178 | 12,4905 12,457
7 | 14,86753 | 14,57845 | 14,50908 | 14,47232
8 | 17,03654 | 16,60562 | 16,52713 | 16,48692
9 | 22,07215 | 18,63385 | 18,54488 18,501
10 20,6637 | 20,56255 | 20,5147
11 22.69588 | 22,5803 | 22,52816
12 24,73127 | 24,59828 | 24,54146
13 26,77114 | 26,61667 | 26,55469
14 28,81733 | 28,6356 | 28,56792
15 30,87288 | 30,65527 | 30,58122
16 32,94325 | 32,67586 | 32,59466
17 35,04014 | 34,6976 | 34,60831
18 37,19805 | 36,72077 | 36,62223
19 45,2308 | 38,74571 | 38,63648
20 40,77285 | 40,65114
21 42.80277 | 42,6663
22 44,83625 | 44,68204
23 46,87444 | 46,69846
24 48,91902 | 48,71568
25 50,97274 | 50,73385
26 53,04052 | 52,75311
27 55,13271 | 54,77369
28 57,27946 | 56,79581
29 68,37101 | 58,81981
30 60,84608
31 62,87517
32 64,90781
33 66,94504
34 68,98845
35 71,04053
36 73,10578
37 75,19353
38 77,33102
39 91,50634
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Figura 26 — Execugoes N =
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Figura 28 — Execucoes N = 30.
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Figura 29 — Execucoes N = 40.



Tabela 11 — Execugoes para matrizes de Coope—Sabo.

N Execugao Semente I6] < Fitness> <p> o # autovalor Autovalor Erro relativo
10 0 1445738835 0,128788 1,000000 2,461122  0,000023 1 2,461056 0,003%
10 1 1445780626 0,128788 1,000000 6,572898  0,000013 3 6,572897 0,00001%
10 2 1445780762  0,128788 1,000000 6,572883  0,000015 3 6,572897 -0,0002%
10 3 1445780907  0,128788 1,000000 6,572910  0,000016 3 6,572897 0,0002%
10 4 1445781049  0,128788 1,000000 12,765701 0,000016 6 12,765740 -0,0003%
10 > 1445781195 0,128788 1,000000 4,518952  0,000012 2 4,518931 0,0005%
20 1 1445795292  0,026665 1,000000 8,498192  0,000052 4 8,497626 0,007%
20 2 1445795501  0,026665 1,000000 12,551830 0,000018 6 12,551780 0,0004%
20 3 1445795718  0,026665 1,000000 12,551878  0,000020 6 12,551780 0,0008%
20 4 1445795953  0,026665 1,000000 14,578527 0,000035 7 14,578450 0,0005%
20 5 1445796166 0,026665 1,000000 18,634220 0,000062 9 18,633850 0,002%
30 1 1445796378 0,011171 1,000000 26,616790 0,000065 13 26,616670 0,0005%
30 2 1445796746  0,011171 1,000000 26,616595 0,000029 13 26,616670 -0,0003%
30 3 1445797109 0,011171 1,000000 22,580060 0,000051 11 22,580300 -0,001%
30 4 1445797473 0,011171 1,000000 40,772447 0,000071 20 40,772850 -0,001%
30 5 1445797882 0,011171 1,000000 30,655283  0,000022 15 30,655270 0,00004%
40 1 1445798248  0,006105 1,000000 26,554758  0,000040 13 26,554690 0,0003%
40 2 1445798838  0,006105 1,000000 54,773734  0,000078 27 54,773690 0,00008%
40 3 1445799429  0,006105 1,000000 58,819413  0,000087 29 58,819810 -0,0007%
40 4 1445800091  0,006105 1,000000 40,651473  0,000077 20 40,651140 0,0008%
40 5 1445800683  0,006105 1,000000 40,650764 0,000061 20 40,651140 -0,0009%
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6.2 Outro fitness para encontrar o minimo global

O novo fitness, apresentado em (NANDY et al., 2011), é dado por

f’b = e_B(pi_EL)Q’ (68)

e contém semelhancas com o definido pela equacao 6.1. H4 uso de uma exponencial, o
parametro [ foi mantido e possui exatamente o mesmo papel, f; depende apenas de p e,
como (p; — Er)?* é claramente positivo, o fitness continua limitado ao conjunto (0,1]. As
diferencas estao na auséncia do Vp e na inclusao do parametro E, que representa um
limite inferior para o menor autovalor’. Por exemplo, se soubermos de antemao que o

autovalor minimo é maior que zero, poderiamos definir £y, = 0.

A justificativa para o funcionamento do método em (NANDY et al., 2011)
segue a mesma estrutura de (NANDY et al., 2004): “Se p; — Er durante a busca, f; — 1
e C; estd prézimo do autovetor fundamental de H'*. Parece que, novamente, ndo hd
garantia de que, se f; — 1, p tende, necessariamente, ao autovalor fundamental. E aqui
ha um agravante: nada na equacao 6.8 esta diretamente associado aos autovalores de H.
Lembre que o fitness anterior (equacao 6.1) contém Vp, que possui relagdo direta com os

autovalores de H quando Vp = 0.

O autovalor minimo foi encontrado, mas a qualidade foi inferior. Repeti as
execucgoes da tabela 11 alterando apenas o fitness e configurando o parametro Ej para
E;, =0, um pouco abaixo dos autovalores minimos. Os resultados estdo na pagina 86, e os
graficos da evolucao do fitness e do quociente de Rayleigh estao nas paginas 92, 93, 94 e 95.
Surpreendentemente, apesar do que foi dito no paragrafo anterior, o programa encontrou
o menor autovalor em todos os casos. Assim como nas primeiras execugoes, o desvio
padrao (o) de < p > na tultima geragao (400.000) foi pequeno, indicando convergéncia
genética. Entretanto, essa foi a inica semelhanca. Os préoprios valores de o sao uma ordem
de grandeza menores, sugerindo que os individuos sao mais semelhantes entre si. O fitness
médio s6 atingiu seu valor maximo para a matriz de ordem N = 40. Alids, especificamente
para E fixado em Ep = 0, o <fitness> final diminui com N, pois F| esta mais distante
de Ey na matriz de ordem 10 do que na de ordem 40. Os erros relativos nao ultrapassaram
1%, mas foram substancialmente maiores comparados aos obtidos com o primeiro fitness.
Enquanto nos testes anteriores seus valores permaneceram estaveis, agora os erros relativos

apresentaram tendéncia de crescimento com N.

L de lower.
Traducao livre de “If p; — Ey, during the search, f; — 1 and C; approaches the ground eigenvector
of H”.

4



Tabela 12 — Execugoes novo Fitness.

N Execucao Semente I5; <Fitness> <p> o # autovalor Autovalor Erro relativo (%)
10 0 1445738835 0,128788 0,999044 0,386176 0,00005 0 0,3860745 0,03%
10 1 1445780626 0,128788 0,999044 0,386169 0,00003 0 0,3860745 0,02%
10 2 1445780762 0,128788 0,999045 0,386132 0,00002 0 0,3860745 0,01%
10 3 1445780907 0,128788 0,999044 0,386175 0,00005 0 0,3860745 0,03%
10 4 1445781049 0,128788 0,999043 0,386211 0,00003 0 0,3860745 0,04%
10 ) 1445781195 0,128788 0,999044 0,386183 0,00005 0 0,3860745 0,03%
20 1 1445795292 0,026665 0,999954 0,341484 0,00005 0 0,3412367 0,07%
20 2 1445795501 0,026665 0,999954 0,341693 0,0001 0 0,3412367 0,1%
20 3 1445795718  0,026665 0,999954 0,34147  0,00006 0 0,3412367 0,07%
20 4 1445795953 0,026665 0,999954 0,341689  0,0001 0 0,3412367 0,1%
20 5! 1445796166 0,026665 0,999954 0,34153  0,00007 0 0,3412367 0,09%
30 1 1445796378 0,011171 0,999995 0,320582  0,0001 0 0,319737 0,3%
30 2 1445796746 0,011171 0,999995 0,320772  0,0002 0 0,319737 0,3%
30 3 1445797109 0,011171 0,999995 0,320699  0,0001 0 0,319737 0,3%
30 4 1445797473 0,011171 0,999995 0,320755  0,0001 0 0,319737 0,3%
30 5 1445797882 0,011171 0,999995 0,320274 0,00007 0 0,319737 0,2%
40 1 1445798248 0,006105 1 0,306968  0,0001 0 0,306086 0,3%
40 2 1445798838 0,006105 1 0,307128  0,0001 0 0,306086 0,3%
40 3 1445799429 0,006105 1 0,307297  0,0002 0 0,306086 0,4%
40 4 1445800091  0,006105 1 0,307816  0,0002 0 0,306086 0,6%
40 5 1445800683 0,006105 1 0,30765  0,0002 0 0,306086 0,5%

p 2 soppynsayy "9 ompudv,)
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Apesar das diferencas dos valores finais, o comportamento do fitness e do p ao
longo da busca nao foi alterado significativamente. Na figura 30 estao os graficos referentes
a execugao zero para o Hamiltoniano de ordem 10, semente 1445738835. A primeira usa
o fitness f; = e‘B(pi_EL)Q, que chega ao autovalor minimo, enquanto a segunda utiliza o
f; = e~ PIVPil” . Ambos iniciam com valores muito baixos e convergem para 1, entretanto, o
da esquerda ¢ muito ruidoso e, aparentemente, essa ¢ a causa da convergéncia mais lenta.
Quando a curva da direita ja esta estavel em <f>~ 1 em torno da geragao de niimero 15,
a da esquerda ainda nao ultrapassou o <f> = 0,1. A principio, ndo podemos comparar
os dois comportamentos diretamente, visto que cada um chegou a um autovalor diferente.
A execugao da direita, lembre-se, obteve apenas um minimo local (F; = 2,461056, tabela
11).

Fitness para N = 10 (Execugdo 0) <Fitness> para N = 10 (Execugdo 00)
1.2 T T T T 1.2 T T T
: '
S 1 *
T 0.8 - B
a @
£ . £ 06 - ~ : .
i iT : : :
N 0.4 -
‘ Fitness médio '; 0.2 SR N - - R
Melhor Fitness *++*+
1 T | - 0 1 1 1 1
0 100 200 300 400 500 0 20 40 60 80 100
Geragles Geragles

Figura 30 — Comportamento do fitness para as execugoes zero do Hamiltoniano de ordem
10, semente 1445738835. A primeira usa o fitness f; = e P?i=Fr)’’ que chega
ao autovalor minimo, enquanto a segunda utiliza o f; = e IVesll?

De todo modo, as duas execugoes estao conectadas pois, como partiram da
mesma semente de nimeros pseudoaleatérios, a populacao inicial foi a mesma. Inclusive,
na primeira geracao, em ambas as execugoes, os valores para < p > e para o melhor p
foram, respectivamente, 9,876075 e 9,557892, igualmente distantes do autovalor minimo
Ey = 0,386075. Os graficos da figura 31 permitem comparar a evolugao do < p > nos dois
casos. Assim como na figura anterior, a imagem da esquerda refere-se ao uso do fitness
f; = e Bpi—EL)*

Alguém poderia afirmar que a causa de uma execugao ter sido mais lenta do
que a outra foi porque percorreu um caminho mais longo ao sair de < p >= 9,876075,
passar por F; = 2,461056 e continuar até encontrar F, = 0,386075, enquanto a mais
rapida saiu do mesmo < p > e parou logo que encontrou Fj;. Infelizmente essa conclusao
estaria incorreta. A maneira que se percorre o espago de solugdes com os GAs tem base
estocastica e, portanto, qualquer comparacao linear ¢ extremamente arriscada, qui¢a im-
possivel. Objetivamente, posso apenas concluir que os valores finais encontrados por cada
fitness condizem com a construcgao de cada funcao objetivo: Vp; leva a qualquer autovalor;

pi — Er, com Ej configurado apropriadamente, encontra o autovalor minimo.
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p para N = 10 (Execugdo 0) p para N = 10 (Execugdo 00)
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Figura 31 — Comportamento do p para as execugoes zero do Hamiltoniano de ordem 10,
semente 1445738835. A primeira usa o fitness f; = e~ PPi~EL)’  que chega ao
autovalor minimo, enquanto a segunda utiliza o f; = e™? Vel

O limite inferior F; é o responsavel pelo funcionamento do fitness (equagao
6.8), pois o termo (p; — F'r) minimiza diretamente p. Se (p; — Fp) ¢ grande, f; é pequeno,
e isso significa que o vetor C; associado a p; esta distante do autovetor fundamental Cj.
Portanto, individuos com (p; — E) menores (e fitness maiores) serao selecionados mais
vezes. De acordo com a equacao 2.1, o processo fica estavel quando ¢ impossivel diminuir

pi, ou seja, quando < p >— Ej.

A primeira vista, esse fitness nao parece 1til. Os valores finais do fitness s6
foram proximos de 1 porque escolhi Fj, proximo de Ey. Ou seja, eu tinha conhecimento
prévio do menor autovalor. Se o objetivo é encontrar Ejy e eu nao tenho conhecimento
sobre a regiao onde ele se encontra, como escolher apropriadamente E;? Os autores de
(NANDY et al., 2011) nao falam nada a respeito.

Entao, para a mesma semente 1445738835, f = 0,128788 e N = 10, cujo
Ey = 0,386075, testei quatro cenarios. O objetivo foi verificar em quais condigoes o

autovalor minimo ¢é encontrado. O resumo dos resultados esta na tabela 13.
e Cenario 1: F; um pouco acima de Ej.
e Cenario 2: £, um pouco abaixo do FEj.
e Cenario 3: F;, muito acima de Ej.
e Cenario 4: F; muito abaixo de Ej.
Nao ha surpresa no Cenario 2. Como citado no inicio desta se¢ao, a escolha de
E;, um pouco abaixo de Ej garante o minimo global. Nos testes obtive o menor autovalor

em todas as execugoes, com fitness médio préoximo de 1 e < |Vp| > proximo de zero.

Portanto, o Cenario 2 é o melhor cenario possivel.

Apesar de nao obter Ej, o Cenario 1 dia uma informagao importante. O

algoritmo termina sempre quando < p > fica proximo de Ej, mas nao obtém Ey. Como
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pode ser visto na figura 32, < f > chega ao valor maximo 1 (grafico da esquerda), mas o
valor final médio para p foi E,,eq, = 0,387001 (grafico da direita). Entao, se o algoritmo

parar em FE, significa que o autovalor minimo ¢, com certeza, menor: Fy < E.

Fitness para E, um pouco acima de Ej (Semente 1445738835) p para E_ um pouco acima de Ej (Semente 1445738835)
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Figura 32 — Cenario 1. Execucao para a semente 1445738835. E;, um pouco acima de Ej
no fitness f; = e PPi=EL)?,

Com relagao ao Cenario 3 (muito acima), novamente o algoritmo chegou ao
E; em todas as execugoes. Entretando, na tltima geracao |Vp| foi mais que trinta vezes
maior comparado com o Cenario 1 (0,003/0,00009 ~ 33). Retomando a condicao de
estacionaridade do Quociente de Rayleigh (equacao 2.7), isso significa que < p > esta

mais distante de algum autovalor.
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Figura 33 — Execucao para a semente 1445738835. E muito acima de Fy no fitness f; =
—B(pi—Ep)?
e .

O valor de g = 0, 128788, utilizado em todos os cenarios anteriores, nao foi
adequado para os parametros do Cenario 4. Logo no inicio, tanto o <fitness> quanto o
maior fitness foram praticamente zero. Nesse regime nao hé como, a principio, distinguir
os individuos, pois todos possuem avaliagao muito préxima. Veja no segundo grafico da
figura 34 que < p > rapidamente fica estagnado um pouco abaixo de 6. Especificamente, na
geracao 500, o Quociente de Rayleigh médio era < p >= 5,651846, que nao corresponde a
nenhum autovalor para uma matriz de Coope de ordem 10 (tabela 10). Esse é um exemplo

de underflow do fitness.

Entretanto, apds varias geracoes, houve convergéncia para o autovalor minimo

(figura 35). Um pouco antes da geracao 32.000 aconteceu um salto no fitness (grafico da
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Fitness para E; muito abaixo de Ej (Semente 1445738835) p para E muito abaixo de Ej (Semente 1445738835)
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Figura 34 — Execucao para a semente 1445738835. E; muito abaixo de FEy no fitness
f; = e Pi=EL)® - Até geracao 500.

esquerda), consequéncia de uma queda brusca do < p > (grafico da direita), que s6 pode
ter sido possivel com um salto na variabilidade genética na populagao, descontinuidade
caracteristica da Mutacao. Apesar de o fitness médio continuar pequeno apdés a mudancga
(<fi> < 0,025), o crossover foi capaz de atuar com a nova informacao genética e criou

variabilidade suficiente para chegar ao autovalor minimo.

Mesmo se nao houvesse a descontinuidade, acredito que a queda de < p >
continuaria e haveria convergéncia para < p > ~ FEj. Veja no segundo grafico da figura
35 que entre o intervalo 0 < < p > < 30.000 hd uma queda lenta, porém sisteméatica, de
< p >. Ou seja, apesar de pequeno, muito proximo de zero, o fitness de cada individuo
foi suficiente para permitir distingao na Selecao e reproducao no Crossover. Portanto, se
nao ocorresse a queda brusca do < p > em torno de < p >= 32.000, a diminuicao seguiria

lenta e o algoritmo chegaria ao autovalor minimo.
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Figura 35 — Execugao para a semente 1445738835. F, muito abaixo de Ep no fitness
fi = e Pri=Fr)® Geracao entre 30.000 e 40.000.

Na tabela 13 ha os valores desses testes. Como nas tabelas anteriores, os valores
médios de p e do fitness (<p> e <fitness>) foram calculados na geragao final, ou seja,
na populacao que atingiu algum dos critérios de parada. O <p> foi comparado com

FEy = 0,386075 para calcular o erro relativo (coluna Erro do <p> (%)).
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Tabela 13 — Variando Ej, para a execucao da semente 1445738835. Os tipos de teste sdo:
cenario 1: £, um pouco acima de Ey; cenario 2: E; um pouco abaixo de
Ey; cenario 3: E;, muito acima de Ej; cenario 4: E; muito abaixo de Ej.

Teste Eq Geracgao final <p> o Erro do <p> (%) [Vpl < Fitness>
1 0,387000 42.577 0,3870 0,0004 0,2% 0,00009 1,000000
2 0,385000 400.000 0,38615  0,00003 0,02% 0,000006 1,000000
3 5,000000 9.622 5,00 0,02 1195% 0,003 0,999966
4 -5.000000 400.000 038617 0,00003 0,03% 0,0003 0,023843

Em fungao dos resultados obtidos no cenario 4, analisei o fitness de (NANDY
et al., 2011). O objetivo foi verificar como a variacao dos parametros e Ey, alteram a

— _ 2 . A~ . . s
forma de f = e #(P=FL)* e quais as consequéncias para o algoritmo genético.
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Figura 36 — Execucdes para N = 10 com o fitness f; = e Ppi=Er)?,
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= 20 com o fitness f; = e Plei=ErL)*,
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Figura 38 — Execucdes para N = 30 com o fitness f; = e PPi=ErL)*,
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Figura 39 — Execucdes para N = 40 com o fitness f; = e PPi=ErL)*,
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Figura 41 — Execucdes com o E; um pouco abaixo de Ey no fitness f; = e #0i=EL)?,
Semente 1445738835, N = 10.
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Tabela 14 — Cinco execucoes para cada tipo de teste de variacio de £, em torno de Ey no fitness f; = e #i=FL)”,

2

Teste Execugao Semente Geragao final <p> o Erro do <p> (%) |Vl < Fitness>
1 1 1448150274 47.945 0,3870 0,0005 0,00005% 0,00008 1,000000
1 2 1448150289 24.128 0,3870 0,0004 -0,00004% 0,00008 1,000000
1 3 1448150298 40.795 0,3870 0,0003 0,000007% 0,00008 1,000000
1 4 1448150315 17.047 0,3870 0,0005 -0,0001% 0,0001 1,000000
1 5) 1448150321 16.284 0,3870 0,0003 0,00002% 0,00008 1,000000
2 1 1448150327 400.000 0,38616 0,00003 0,02% 0,000009 1,000000
2 2 1448150472 400.000 0,38613 0,00002 0,01% 0,000005 1,000000
2 3 1448150600 400.000 0,38613 0,00002 0,02% 0,000005 1,000000
2 4 1448150704 400.000 0,38624 0,00008 0,04% 0,00002 1,000000
2 5) 1448150809 400.000 0,38624 0,00007 0,04% 0,00001 1,000000
3 1 1448150912 8.074 5,00 0,05 0,00002% 0,007 0,999750
3 2 1448150914 14.604 5,00 0,03 -0,000005% 0,009 0,999889
3 3 1448150918 41.659 5,00 0,02 -0,00002% 0,003 0,999954
3 4 1448150929 9.775 5,00 0,03 0,000009% 0,006 0,999886
3 ) 1448150932 12.637 5,00 0,03 -0,0000006% 0,005 0,999904
4 1 1448150935 400.000 0,3864 0,0001 0,07% 0,001 0,023837
4 2 1448151040 400.000 7,98166818 0,00000001 1967% 6,0 0,000000
4 3 1448151146 400.000 10,564998429558  0,000000000002 2637% 8,6 0,000000
4 4 1448151251 400.000 0,38613 0,00002 0,02% 0,0003 0,023844
4 ) 1448151357 400.000 0,38614 0,00003 0,02% 0,0003 0,023844

p 2 soppynsayy "9 ompudv,)

0DSSNISY

00T
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6.3 Analise do fitness e equacao empirica para [

Nos artigos (NANDY et al., 2004) e (NANDY et al., 2011) os autores dizem
que o 3 do fitness deve ser escolhido cuidadosamente, mas nao justificam com detalhes
essa afirmagao. Nesta sessao apresento uma anélise do fitness de (NANDY et al., 2011)
e algumas justificativas para essa importancia. Isso me permitiu definir uma equacao
empirica para o parametro . Seu uso ¢é restrito a matrizes de Coope-Sabo e ao fitness do

(NANDY et al., 2011). Porém, com um pequeno ajuste, ela mostrou-se adequada também
para o uso no fitness de (NANDY et al., 2004).

A fungao de avaliagao de (NANDY et al., 2011) é dada por

fi — efﬁ(pi*EL)Q. (69)

Na figura 44 ¢ possivel verificar que f é simétrica em torno de Ep, e possui
maximo quando p = Ep. Alterar E causa um deslocamento do maximo, mantendo a
simetria (figura 45). Essas propriedades sdo importantes, pois permitem que mudemos
Ep, limite inferior para o menor autovalor, sem prejuizo do comportamento da funcao de

avaliacao.

Simetria da funcgo f = e3P - ED” em torno de E, = 0

1 »' N\ o eBe-EF .
0.8 ‘ —
0.4 .
0.2 F ]

0

-10 5 0 5 10

Figura 44 — Simetria de f; = e #(~F)” Nesse caso E;, = 0.

Na figura 46 f é exibida, com E; = 0, para cinco valores de . No eixo das
abscissas estao os valores de p, e nas ordenadas, os de f. Note que alterar § mantém o

centro da fungao, mas muda seu formato. Isso causa impacto na Selegdo em dois pontos.

O primeiro é como isso pode influenciar a comparacao dos individuos quando p
se aproxima de Ey. Note que o méximo de f é muito mais acentuado para 8y = 0,1 = 107+
que para 3, = 0,000001 = 1079, fazendo com que o fitness com 3, pareca uma horizontal
f =~ 1 no intervalo p = [—20,20]. Isso significa que um individuo ruim, com p distante

de Ep = 0, digamos p = 10, terd praticamente a mesma nota de um cromossomo com



Capitulo 6. Resultados e discussdo 102

Efeito da mudanga de E; na fungdo f = eB(° - E?

1.6 T T T
Lo O .. E=0—
1.4 _»E|_='1"'

10

Figura 45 — Deslocamento do méximo de f; = e #(e=Fr)’

Efeito da mudanca de B na funcgo f = e - EV?
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p

Figura 46 — Efeito da mudanca de 8 em f; = e #(—Fr)®

p = 0,01, préximo de E}, e, portanto, de boa qualidade. Assim, § deve ser escolhido para

que a largura de f seja pequena.

Por outro lado, se a largura da funcao de avaliacao for muito pequena, o mesmo
tipo de problema acontecerd, mas para f = 0. Suponha que 3y tenha sido escolhido, e
que na populacao inicial alguns individuos possuam p em torno de p ~ 10. Veja na figura
46 que todos eles terao nota f = 0, e certamente seriam preteridos em qualquer tipo de
Selecao. Lembre-se que mesmo os piores individuos podem conter informacao genética
valiosa e, por isso, nao devem ser sempre descartados (MITCHELL, 1998). Entao, a

escolha de 8 deve garantir também que, desde a primeira geracao, os piores individuos
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Ecentral - Eg €m fungdo da ordem da matriz de Coope
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0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Ordem da matriz de Coope (N)

Figura 47 — E central é linear

tenham fitness maior que zero.

Para as matrizes de Coope utilizadas neste trabalho, verifiquei uma regula-
ridade na populagao inicial. Em geral o Quociente de Rayleigh médio < p > ficava
em torno dos autovalores centrais. Por exemplo, para matrizes com ordem N = 10,
<p>~ FE;=8,6285 (veja tabela 10). Talvez a causa dessa regularidade esteja rela-
cionada com a maneira como a matriz de Coope ¢é definida (equacao 5.1). Com essa

informagao, pude construir uma equacao empirica para [3.

A estratégia foi escolher um (5 que faca o fitness ser sempre muito pequeno,
f ~ 0 = 0,000001, na regiao dos autovalores centrais, e que dependesse apenas das
caracteristicas da matriz. No parametro Fj; usei Ejy, assim, a funcao de avaliagao fica

limitada ao intervalo (0,1]. Isolando /5 na equacao 6.9 temos

In fz
= 6.10
’ (pi — EL)? ( )
e incluindo os valores chega-se a
In(0, 000001
g — @ ) (6.11)

(Ecentral - E0)2 .

Os valores de (Ecenirat — Eo) foram calculados para matrizes de ordem N =
10 até N = 1.400, e estao na tabela 15. Observe na figura 47 que Eeenprat — Eo = f(N) é

claramente linear. A regressao da-nos

Evontral — Fo = 1,00001N — 1, 6507. (6.12)
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Utilizando a equagao 6.12 na 6.11 cheguei finalmente a

In(0, 000001)

S . 6.13
B (1,0001N — 1,6507)2 (6.13)

Inseri um termo 0,65 de ajuste para que a equagao 6.13 também fosse adequada
para o fitness de (NANDY et al., 2004):

In(0,000001)

= —0,65
p ""“(1,0001N — 1,6507)2

(6.14)

O uso dessa equagao permitiu automatizar completamente os testes para ma-
trizes de Coope, além de facilitar a comparacao entre os fitness de (NANDY et al., 2004)
e (NANDY et al., 2011). Todas as execugoes apresentadas nesta dissertagao utilizaram a

equacao 6.14.



Capitulo 6. Resultados e discussao

105

Tabela 15 — Valores de (Eeentrar — Eo)-

N EO ECENTRAL ECENTRAL - EO
10 0,386075 8,628524 8,242449
20 0,341237  18,633845 18,292608
30 0,319737  28,635603 28,315866
40 0,306086  38,636479 38,330393
50 0,296280  48,637004 48,340724
60 0,288722  58,637353 58,348631
70 0,282625  68,637602 68,354977
80 0277547  78,637789 78,360242
90 0273215  88,637934 88,364719
100 0,269451  98,638050 98,368599
150 0,255873  148,638398 148,382525
200 0,247028  198,638572 108,391544
250 0,240570  248,638676 248,398106
300 0,235535  298,638746 298,403211
350 0,231435  348,638795 348,407360
400 0,227996  398,638833 398,410837
450 0,225044  448,638862 448,413818
500 0,222467  498,638885 498,416418
550 0,220184  548,638004 548,418720
600 0,218140  598,638919 598,420779
650 0,216293  648,638033 648,422640
700 0,214609  698,638944 698,424335
750 0,213065  748,638954 748 425889
800 0,211640  798,638963 798,427323
850 0,210318  848,638970 848,428652
900 0,209087  898,638977 898,429890
950 0,207935  948,638983 048,431048
1000 0,206853  998,638989 998,432136
1050 0,205835 1048,638994 1048,433159
1100 0,204873  1098,638998 1098,434125
1150  0,203962 1148,639002 1148435040
1200 0,203098 1198,639006 1198,435908
1250 0,202275 1248,639010 1248436735
1300 0,201491 1298,639013 1298437522
1350 0,200742 1348,639016 1348438274
1400  0,200025 1398,639019 1398,438994
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7 Conclusao

A epigrafe dessa dissertacao cita a capacidade das pessoas seguirem “longas
cadeias de raciocinio contruidas com elos cuja verdade elas nao observaram diretamente”,
e que a ciéncia é possivel justamente por esse tipo de confianga. Baseado nos argumentos
do artigo (NANDY et al., 2004), confiei que, ao reproduzir seu método, eu obteria o
autovalor minimo de matrizes simétricas. Para minha surpresa, conclui, pelo contrario,

que seguir (NANDY et al., 2004) ndo garante o minimo global, mas minimos locais.

A funcio de avaliagio f; = e ?IV7il” depende apenas do gradiente do Quociente
de Rayleigh [f; = g(Vp;)] que, quando nulo (Vp = 0), indica que encontramos algum dos

autovalores, e nao necessariamente o menor, como afirmaram os autores.

Conclui que essa impossibilidade de encontrar o autovalor minimo de matrizes
simétricas com (NANDY et al., 2004) nao reside em uma falha do método em si, mas
apenas na ma definicdo da funcdo de avaliacao. De fato, usando o mesmo Algoritmo
Genético (GA) de (NANDY et al., 2004), mas com o fitness f; = e #(*~F1)* de (NANDY
et al., 2011), foi possivel, com bom ajuste do novo pardmetro Fp, encontrar sempre o
minimo. Em especial, afirmo que é impossivel, para esse método, obter sempre o menor

autovalor com um fitness que dependa apenas de Vp.

As duas fungoes de avaliacao podem ser utilizadas em conjunto. A de (NANDY
et al., 2011) encontra o autovalor minimo, porém, é necessario conhecimento prévio sobre
a regiao onde ele se encontra, assim como a configuracdo de dois parametros (5 e Ep).
Apesar de nao chegar ao autovalor minimo, o fitness de (NANDY et al., 2004) é mais
preciso e necessita de apenas um pardmetro (). Além disso, ele identifica diferentes
autovalores intermediarios, e essa informacao pode ser 1util para auxiliar na definicao de
uma boa regido para o fitness de (NANDY et al., 2011).

A configuracdo do parametro [ merece cuidado, mas os criadores do método
nao deram detalhes sobre como determina-lo. Descobri que ele deve ser escolhido de modo
que as fungoes de avaliacdo (gaussianas) sejam estreitas, punindo muito os piores indi-
viduos, mas ao mesmo tempo garantindo que esses, na populagao inicial, tenham fitness
levemente superiores a zero. Observando simetrias da matriz de Coope—Sabo, propus uma
equacao para [ que depende apenas da ordem da matriz. Apesar de eu ter partido do
fitness de (NANDY et al., 2011), apés um pequeno ajuste a equac¢do mostrou-se valida
também para (NANDY et al., 2004). Isso permite que a obtengdo de  para aquelas

matrizes de teste seja automatica.

Portanto, o método apresentado nos artigos (NANDY et al., 2004) e (NANDY

et al., 2011), que transforma o célculo de autovalores de matrizes simétricas em um pro-
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blema de Otimizacao Combinatéria por meio de GAs, realmente funciona. No entanto,
ha base para contradizer, parcialmente, (NANDY et al., 2004).

Apesar de nao ter apresentado neste trabalho uma analise formal de desem-
penho do meu programa, percebi que ele nao é competitivo com o Scilab do ponto de
vista de tempo de processamento. Entretanto, ha possibilidade de reduzir esse custo com-
putacional para matrizes grandes paralelizando o c6édigo em unidades de processamento

grafico (GPUs, veja o apéndice B).
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APENDICE A - Autovalores do século XVIII
ao XXI

A primeira aparicao do que hoje é chamado de autovalor aconteceu em 1743
(HAWKINS, 1975). Estudando o problema de varias massas ligadas umas as outras por
molas, D’Alembert chegou a um sistema de equagoes diferenciais. Ao fazer algumas trans-

formagoes de variaveis ele foi capaz de reduzir o estudo a apenas uma equacao:

2

dt?
sendo u uma soma envolvendo o produto das velocidades e posi¢coes de cada massa, e A

+du =0, (A1)

um escalar. D’Alembert aplicou o novo método a sistemas com duas e trés massas (n = 2
oun = 3) e, com argumentos relacionados a Fisica do problema, afirmou que A sé poderia

ser real. A partir de entdo, diversos matematicos se dedicaram ao assunto.

Na metade do século XVIII, D’Alembert, aproveitando trabalho anterior de
Euler, demonstrou que as solucoes gerais da equacdo A.l sdo da forma ge™*', ¢ sendo
um escalar; e que A esta associado com a estabilidade do sistema massa—mola. Lagrange
estende a solugao para n massas e escreve a equacao polinomial caracteristica, mas naquele
tempo nada se sabia sobre a natureza de suas raizes. Em 1775 ele aplica seu método para
a rotacao de corpos rigidos desenvolvida por Euler dez anos antes, e é a primeira vez que
autovalores sao utilizados fora do contexto massa—mola. Em seguida, em 1778, o mesmo
Lagrange mostra que a mecanica celestial pode ser escrita como um sistema de equagoes
diferenciais, e conclui que A esta ligado a natureza das érbitas e a estabilidade do Sistema

Solar.

Entra em cena Laplace, descobrindo em 1784 que A depende apenas dos coe-
ficientes A;; envolvidos nos sistemas de equagoes diferenciais. Quatro anos depois mostra

que um sistema discreto de massas proximo do equilibrio pode ser escrito como

BX = AAX, (A.2)

com as matrizes B e A ligadas, respectivamente, a Energia Potencial e Energia Cinética do
sistema. Embasado na Convervacao da Energia, argumenta que os autovalores \ sao reais,
positivos e distintos. Finalmente, em 1789, Laplace percebe as simetrias envolvidas para

construir o primeiro teorema, completo e com demonstragao, da natureza dos autovalores.

A partir do século XIX o problema dos autovalores e autovetores comeca a

tomar a forma que conhecemos hoje. Cauchy desenvolve em 1815 a Teoria dos Deter-
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minantes e em 1829 prova, com argumentos puramente matematicos, que os autovalores
de uma matriz simétrica sao reais. Matrizes simétricas sao quadradas, com elementos a;;
reais, e a;; = aj; para ¢ # j. Nesse mesmo ano Sturn usa autovalores na Conducao de
Calor, levando as aplicagoes para além da Mecanica Classica. Em 1839 Cauchy cunha
o termo “Equacao Caracteristica”. Em torno de 1855 os resultados obtidos por Cauchy

tornam-se “matematica basica” entre os matematicos da época.

No artigo (GOLUB; VORST, 2000) ha uma revisao sobre o desenvolvimento do
célculo de autovalores no século XX'. Impulsionado pelo advento do computador eletronico
na década de 1950, o alvo desse desenvolvimento foi a criagdo de métodos numéricos com
convergéncia rapida e resultados precisos. Esponho aqui os dois tipos principais, os de

poténcia e os que reduzem a matriz principal a uma forma mais eficiente.

Os Métodos de Poténcia (Power Methods) sao mais simples. A ideia é multi-
plicar a matriz A repetidas vezes por um vetor inicial x bem escolhido, de modo que um
de seus componentes, o que esta na direcao do autovetor associado ao maior autovalor
em valor absoluto, é aumentado em relagdo aos outros componentes. Assim, obtém-se
o maior autovalor. Uma variacao mais efetiva é o Método da Poténcia Inverso (Inverse
Power Method), que trabalha com a matriz (A—ul)~!, onde p é um valor de deslocamento
em torno de A a cada iteragao. Tais algoritmos nao sao mais competitivos, mas continuam

sendo estudados pois formam a base de métodos modernos.

Um deles é o Método da Iteracdo do Quociente de Rayleigh (Rayleigh Quo-
tient Iteration). Inspirado num algoritmo utilizado por Lord Rayleigh em 1870, usa um
quociente de Rayleigh (equacao 2.2 do capitulo 2) para o deslocamento p. O atual é muito

rapido, e possui convergéncia cibica [O(n?)].

Com relagao aos métodos de reducgao, todos partem da ideia central que matri-
zes podem ser reduzidas a uma forma mais eficiente para as computagoes subsequentes,
utilizando um numero finito de passos em transformacoes ortogonais. Por exemplo, foi
possivel aproveitar a seguinte propriedade das matrizes simétricas: para qualquer matriz
simétrica A sempre existe uma matriz Q de modo a fazer uma transformacao do tipo
Q'AQ = D, em que Q' é a transposta de Q, D é diagonal e seus elementos sdo os auto-
valores de A. O Método de Jacobi, desenvolvido em 1846, faz isso por meio de uma série

de rotagoes. Originalmente ndo garantia convergéncia, problema que foi corrigido apenas
em 1949.

Em 1931 Kyrlov sugeriu um método baseado no fato de que toda matriz satisfaz
sua equagao (ou polindmio) caracteristica(o). Ele usou os vetores x, Ax, A%x (...) gerados
pelo método da poténcia para determinar os coeficientes dessa equacao. A técnica nao

foi bem aceita porque era instavel, pois pequenas modificagoes em A levam a grandes

1 E importante salientar que o problema de autovalores e autovetores foi fundamental em uma das

grandes revolugoes cientificas e culturais da nossa era, a Mecénica Quantica.
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mudangcas nos coeficientes do polinémio. Entretanto, ele teve sua importancia pois inspirou
os famosos métodos de Householder e Lanczos. O ultimo, por exemplo, a partir de 1980

era o preferido para grandes matrizes simétricas e esparsas (com muitos zeros).

De acordo com (GOLUB; VORST, 2000), o Método QR era um dos mais
populares e mais poderosos do ano 2000. Ele é capaz de calcular todos os autovalores

e autovetores de uma matriz simétrica e densa (ndo esparsa), sempre com convergéncia

ctibica [O(n?)].

Porém, por volta de 1970 o rumo da pesquisa na area mudou. Naquela época
o problema padrao para o cdlculo numérico de autovalores (equagao 1.3) foi visto como
essencialmente resolvido para matrizes ndo muito grandes (n < 25). Entao, além de tratar
problemas generalizados e, consequentemente, mais complexos, o interesse voltou-se para

matrizes maiores.

Em 1981 Cuppen apresenta o primeiro algoritmo paralelo para matrizes tridi-
agonais de tamanho moderado, com n > 25 e menor do que alguns milhares. Da classe
de algoritmos do tipo “Divida e Conquiste”, a ideia foi dividir a matriz original em dois
blocos com metade do tamanho original, além de gerar uma matriz que ele chamou de
Matriz de Atualizacao. Cuppen mostrou como o problema de autovalores para cada um
dos blocos poderia ser combinado para resolver o problema principal, e reconheceu que
seu algoritmo era assintoticamente muito mais rapido que o QR. Novamente, problemas
de instabilidade, principalmente relacionados aos autovetores de autovalores préximos,
fizeram com que o método nao fosse considerado competitivo para matrizes pequenas.
Entretanto, ele continuou a ser desenvolvido pois apresentava propriedades paralelas in-

teressantes. Apds uma correcao publicada em 1995 o método foi aceito pela comunidade.

O século XX chega ao seu fim com software consolidado, seja em forma de bi-
bliotecas para uso de programadores, seja em ambientes numéricos comerciais e de codigo
aberto. A biblioteca LINPACK cobriu solu¢des numéricas para sistemas lineares, enquanto
a EISPACK se concentrou nos problemas de autovalores. A EISPACK foi substituida em
1995 pela LAPACK, que possui uma versao paralela, ScaLAPACK, cuja meta é fornecer
software para arquiteturas paralelas modernas. O ambiente MATLAB, comercial, esta no
estado da arte da computagao para algebra linear numérica, e tornou-se padrao na década

de 1990. Boas alternativas nao comerciais estao disponiveis, como o Octave e o SciLab.

Autovalores continuam importantes no século XXI. A busca pela palavra ei-
genvalue em periddicos como Nature e Science leva a varios artigos em intimeras areas
diferentes. Restringindo a pesquisa apenas ao ano de 2015, encontramos autovalores na
descoberta de novos farmacos (KUANG et al., 2015), cultivo de cana de agicar na China
(LUO et al., 2015), fisica teérica (HAEGEMAN et al., 2015) e ciéncia de materiais (EI-
DINI; PAULINO, 2015). No jornal PLOS ONE é possivel navegar por artigos associados



APENDICE A. Autovalores do século XV ao XXI 115

especificamente & palavra—chave eigenvalue®.

Mas o destaque nao esta limitado apenas a ciéncia. O algoritmo PageRank,
base do mecanisno de busca do Google, tem em seu niicleo uma formulagao do problema
de autovalores e autovetores (PAGE; BRIN, 1998). Em uma versao simplificada, define-
se uma matriz quadrada A de modo que suas linhas e colunas representam paginas da
Web. Os elementos A, , sao definidos de tal maneira que, se nao houver um hyperlink
entre u e v, A,, = 0, caso contréario, A,, ¢ inversamente proporcional ao nimero total
de hyperlinks que u possui apontando para quaisquer outras paginas (uma caracteristica,

entdo, que depende apenas de u). A relevancia das paginas (rank) é definida como

R = (AR, (A.3)

onde R é o autovetor de A com autovalor associado c¢. O objetivo é encontrar o autovetor
dominante, ou seja, aquele associado ao autovalor de maior valor absoluto. Ele tera as
informagoes da ordem de relevancia das paginas associadas a busca, da mais relevante para
a menos. Ou seja, a ordem das paginas exibidas em uma busca no Google é a expressao

direta de R na equacao acima.

Outra aplicagao fundamental dos autovalores na atualidade esta presente na
Teoria Espectral dos Grafos, que “busca analisar propriedades estruturais de grafos através
de matrizes e seus espectros, ou seja, dos autovalores das matrizes associadas a eles”
(ABREU et al., 2014). Um grafo (ou rede) é um conjunto de itens, chamados de vértices
ou nods, com conexoes entre eles, chamadas de arestas. Na figura 48 ha um exemplo. H&
varias matrizes associadas a um grafo, e tem-se descoberto que seus autovalores trazem

informagoes importantes sobre a estrutura da rede.

Figura 48 — Exemplo de um grafo. Fonte: Wikipedia.

Varios sistemas tomam a forma de redes, como a Web e as Redes Sociais
digitais (NEWMAN, 2003). No caso do Facebook e Twitter, por exemplo, as redes sao

2

http://www.plosone.org/browse/eigenvalues
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enormes, atingindo facilmente centenas de milhoes de nés (usudrios), levando a matrizes
de dimensao equivalente a essa ordem de grandeza (EDIGER et al., 2010). Nesses casos,

extrair informacoes estruturais por meio dos seus autovalores é uma tarefa desafiadora.

Entao, acredito que a pesquisa tedria e computacional, assim como das apli-

cagoes dos autovalores, continuarao ativas por um bom tempo.
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APENDICE B - Resultados preliminares na
GPU

Resumo': Apresento uma implementacao paralela dos operadores do algo-
ritmo genético utilizando a arquitetura CUDA, em que cada individuo foi associado a
uma Unica thread. Ao aplica-la ao problema ONEMAX, observei ganhos de desempenho

promissores (>10x). Os pontos fracos e possiveis estratégias de melhoria sao discutidos.

O GA aqui desenvolvido buscou a solu¢ao do problema ONEMAX, cujo obje-
tivo é encontrar uma sequéncia de N bits com a maior quantidade possivel de “1” a partir
de uma sequéncia aleatéria de “1”7 e “0”. O ONEMAX ¢ especialmente indicado para o
inicio dos estudos em GA. Além de permitir simples implementagao, possui representacao
cromossomial binaria que, junto com o crossover de ponto tnico, forma a base da teoria
original de Holland (LINDEN, 2008).

O programa paralelizado foi uma tradugao literal do seu equivalente serial para
a sintaxe do CUDA C. Ou seja, nao houve nenhuma mudanca estrutural no codigo, seja nas
variaveis e estruturas de dados, seja na ordem de execucao das funcoes e procedimentos.
Apenas o preenchimento aleatério da populagao inicial é executado na CPU, de forma

que o nicleo do programa é executado inteiramente na GPU (DEBATTISTI et al., 2009).

A populacao do GA era constituida por individuos formados por cromossomos
com numGenes elementos do tipo char. Cada elemento do vetor (gene) podia ter um
valor “1” ou “0”. Dentro do problema ONEMAX, os melhores individuos foram os que

apresentaram maior nimero de genes iguais a “1”.

ONEMAX Solugdo ruim

Objetivo: maximizar o =
. ; Solugéo boa
numero de 1’s no
Cromossomo. . 1)1 . 1]1]
Solugéo 6tima
[a]afafafa]1]

Figura 49 — ONEMAX, um problema classico nos Algoritmos Genéticos.

Implementei um kernel (fun¢ao que tem sua execucao feita pela GPU) para

1 Esses resultados foram apresentados na III Escola Regional de Alto Desempenho Sao Paulo (ERAD-

SP 2012).



APENDICE B. Resultados preliminares na GPU 118

cada um dos quatro passos do GA: célculo da fungao avaliadora (fitness), selecao, crossover
e mutagao. Eles sdo chamados um apds o outro até que um ntimero maximo de geragoes
seja atingido. Isso é feito dentro do loop principal (realizado na CPU), mas sem troca de
informacao entre CPU e GPU.

No inicio do programa duas geragoes sao alocadas na memoria global da GPU,
as quais sao usadas alternadamente como input e output dos kernels. Apenas as chamadas
dos kernels acontecem na CPU, enquanto o restante (execucao + dados) estd na GPU.
Todos os kernels tinham como input e output uma estrutura do tipo Geragao. Ou seja, as
fungoes operaram sobre toda a populagao do GA, levando-nos a adotar como estratégia

o paralelismo no nivel dos individuos.

_’ CPU D
E — 1 T 1 P
]
_’ CPU
GPU

Populagaoc 0

OO0O0O00000080 +4+—
— FEEEFEEFEEES
OOO0O0OOCCCE  roeussser

ey

Figura 50 — Execu¢do do ONEMAX paralelo. Apenas as chamadas dos kernels acontecem
na CPU, enquanto o restante (execuc¢ao + dados) estd na GPU.

—) CPU -—

No célculo do fitness, o input foi uma populacdo com numIndividuos e o
output uma populagdo com os mesmos numIndividuos e suas respectivas notas. O célculo
do fitness de cada individuo foi realizado por meio da soma dos valores de seus genes. Por
exemplo, para um individuo formado por um cromossomo de 6 genes (numGenes = 6)
com a configuracao “010101”7, o valor do fitness ¢ 3 e a solucdo 6tima para este caso
seria “111111” (figura 49). No cédigo serial a programagao é simples e envolve apenas um
laco for que percorre o cromossomo e soma os bytes. Porém, note que toda informacao
necessaria para esse calculo esta contida no proprio cromossomo, ou seja, a obtencao do
fitness de um dado individuo ndo depende do restante da populacao. Assim, a paralelizacao

do calculo do fitness deu-se por meio da associacao de uma thread para cada individuo.

Para o operador de selecao, optei pela sele¢ao via torneio com o tamanho do
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torneio fixo e igual a dois. Novamente, o input e o output sao populacoes. Na entrada ha
numIndividuos e suas notas. Os mais aptos (maiores fitness) tém maiores chances de
serem selecionados, e compdem os numIndividuos da populagdo na saida. Assim como
no calculo do fitness, o paralelismo acontece no nivel dos individuos. Para cada individuo
na populacao de saida ha uma thread, que seleciona aleatoriamente dois cromossomos na

populagao da entrada (meméria global) e fica com o de maior fitness.

O input do crossover ¢ a populagao resultante da selecao. Utilizei o crossover
de dois pontos, independentemente da quantidade de genes do cromossomo, com proba-
bilidade pc = 90%. Na implementacao serial, apenas um individuo é gerado ao término
do crossover. Isso garantiu que, na versao paralela, a chamada da funcao de crossover
fosse configurada com exatamente o mesmo nimero de threads dos operadores anteriores
(avaliagao e sele¢ao): uma thread para cada individuo na populagio de saida, que recebe

um cromossomo resultante do crossover.

Apébs o crossover todos os individuos passam por uma mutacao simples, onde
cada gene do cromossomo tem baixa probabilidade (0,01%) de ser invertido (0 — 1 ou
1 — 0). Logo, semelhante ao calculo do fitness, a mutagao em um dado individuo é
independente do restante da populagao. Mais uma vez, uma thread foi associada a cada
1Individuo cromossomo na saida, que recebe os genes modificados do 2Individuo na

entrada.

Os experimentos foram executados em um laptop equipado com uma CPU
Intel Core 2 Duo T6600 - 2,2 GHz. A placa de video utilizada foi uma GeForce G 130M,
com quatro multiprocessadores a 1,5 GHz e meméria global total de 466 MB. A versao
da API CUDA foi a 4.0, programada com o Microsoft Visual C++ Express 2008.

A placa G 130M possui capacidade de computagdo 1.1 (que indica a versao
do hardware de computacao presente na GPU). Comparada com a primeira versao (ar-
quitetura original da G80), ela adiciona suporte a operacoes na memoria global que per-
mitem que miultiplas threads executem, sem conflito, operagoes ler-modificar-escrever na
memoria. Como o suporte as operagoes de ponto flutuante com precisao dupla sé foi dis-
ponibilizado na versao 1.3, tanto o programa serial quanto o paralelo utilizaram precisao

simples.

As medidas de desempenho foram feitas com o objetivo de observar a influén-
cia de dois parametros do GA: i) nimero de individuos na populagao e ii) tamanho do
cromossomo. O ganho na velocidade foi calculado como a razao entre o tempo de execugao

do programa serial e o tempo de execugao do programa paralelo.

Verifiquei que o ganho de desempenho da versao paralela do GA cresce com o
aumento do nimero de individuos (figura 51). O programa serial é mais rapido (ganho <

1) para populagoes pequenas (< 50). Porém, a partir de uma populagao de 50 individuos, o
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programa paralelo apresenta desempenho superior. Com 600 individuos, a versao paralela
¢é oito vezes mais rapida para um cromossomo de tamanho 10, e dez vezes para um

cromossomo de tamanho 300.
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Figura 51 — ONEMAX paralelo. Ganho de velocidade em fun¢ao do niimero de individuos
da populagao.

Ao analisar a influéncia do tamanho do cromossomo, verifiquei um compor-
tamento aproximadamente constante do ganho (figura 52). Isso era esperado, pois a pa-
ralelizacdo ocorreu no nivel dos individuos e nao no nivel dos cromossomos. Com 600
individuos o ganho fica em torno de nove vezes para qualquer tamanho de cromossomo.
O comportamento repete-se com uma populacdo de 10 individuos, mas, nesse caso, o
programa serial sempre é mais rapido, mesmo para cromossomos muito pequenos (ganho

sempre < 1).
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Figura 52 — ONEMAX paralelo. Ganho de velocidade em fun¢ao do tamanho do cromos-
somo.
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