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Resumo

A utilização de LEDs na iluminação está abrindo espaço para a comunicação devido
à grande velocidade de chaveamento possível nestes dispositivos e com isso tivemos o
surgimento de um novo campo de estudos chamado de Comunicação com Luz Visível
(VLC).

O canal VLC possui restrições que afetam sua capacidade como a necessidade de
uma intensidade média constante e também uma possibilidade de ajuste nesta intensi-
dade chamado de escurecimento ("dimming"). Neste trabalho, investigamos inicialmente
a capacidade de transmissão de dados no canal VLC, com especial atenção a modula-
ção M-PAM. Fizemos uma otimização dos parâmetros da modulação M-PAM de modo a
maximizar a taxa de transmissão da informação e com esta busca encontramos os níveis
e probabilidades de envio de cada um dos símbolos M-PAM para diversas condições de
ruído e escurecimento.

Numa segunda etapa, desenvolvemos um codiĄcador e decodiĄcador LDPC em que
os símbolos M-PAM são gerados com as probabilidades calculadas na otimização, de
modo a conseguir um sistema funcional que trabalhe próximo da capacidade do canal.
O codiĄcador utiliza um mapeamento entre os bits do codiĄcador LDPC e os símbolos
M-PAM. Percebemos no desenvolvimento uma grande inĆuência deste mapeamento na
convergência do decodiĄcador. De modo a acelerar a busca pelos melhores mapeamentos,
desenvolvemos um método EXIT para o decodiĄcador desenvolvido. Com este método
EXIT, conseguimos testar os diversos mapeamentos utilizados de forma mais rápida do
que a simulação do sistema completo.



Abstract

The increasing use of LEDs in lighting is making room for communication due to the
high switching speed on these devices and with that we had the emergence of a new Ąeld
of study called Visible Light Communication (VLC).

VLC channel has restrictions that affect its capacity like the need for a constant
average intensity and also a possibility of adjustment in this intensity called dimming. In
this work, we initially investigated the data transmission capacity on the VLC channel,
with special attention to M-PAM modulation. We did an optimization of the M-PAM
modulation parameters in order to maximize the transmission rate, and we found the levels
and probabilities of sending each of the M-PAM symbols to various noise and dimming
conditions.

After that, we developed an LDPC encoder and decoder where M-PAM symbols are
generated with the probabilities calculated in previous optimization in order to get a
system that works close to the channel capacity. The encoder uses a mapping between
encoder LDPC output bits and the M-PAM symbols to generate them with the desired
probabilities. We realized a major inĆuence of this mapping on the convergence of the
decoder. In order to speed up the search for the best mappings, we developed an EXIT
method for the decoder. With this EXIT method, we were able to test several mappings
used in a faster way than the complete system simulation.
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Capítulo 1

Introdução

Os diodos emissores de luz (LEDs) começaram a ser utilizados em grande escala na
iluminação devido à sua grande eĄciência na conversão de energia elétrica para luz visível e
ao seu baixo custo e longa duração [8], [23]. As grandes melhorias obtidas com a tecnologia
permitiram que os LEDs usados para iluminação modulassem sua intensidade luminosa
em frequências muito altas, possibilitando seu uso para transferência de informação em
taxas altas e ao mesmo tempo não atrapalhando a função de iluminação, dado que a
modulação de intensidade em frequências altas não é percebida pelo olho humano. O
uso da iluminação para transferência de informação é chamado de comunicação com luz
visível (VLC, ŞVisible Light CommunicationŤ) [25].

Outra motivação para o uso do VLC é o grande aumento na necessidade de banda que
está ocorrendo devido ao grande número de aparelhos sem Ąo (telefones, tablets) existentes
hoje, como, por exemplo, para os serviços de streaming. Esta grande demanda por tráfego
leva a um grande uso do espectro de rádio que é limitado, levando a necessidade de novas
tecnologias, e a comunicação com luz visível atende estas necessidades [34].

A comunicação por luz visível possui vantagens [11] sobre a tradicional comunicação
por rádio frequência como ser de uso não licenciado, podendo assim ser utilizada no
lugar da já bastante ocupada frequência de 2.4 GHz. Pelo fato da luz não passar pelas
paredes, comunicações em um ambiente não interferem nos ambientes ao lado, permitindo
o reuso do espectro de luz, o que é diferente do caso de radiofrequência, quando há
interferência. Esta mesma característica de isolação permite um grande aumento na
segurança das comunicações tornando muito difícil espionar comunicações em ambientes
fechados. Também permite que a comunicação com luz visível possa ser utilizada em
ambientes onde radiofrequências não são toleradas e podem provocar interferências, como
hospitais, aviões, etc.

Um sistema que utilize a luz visível para transmissão da informação, não pode afetar
a percepção da iluminação, a assim não pode causar alterações no nível luminoso per-
cebido pelos ocupantes do ambiente. De modo a conseguir isso, a modulação utilizada
para transmitir dados pela luz, precisa garantir que a potência luminosa média não varie
com o tempo e não apresente variações de intensidade com frequências inferiores a apro-
ximadamente 200 Hz. Variações abaixo desta frequência podem ser percebidas pelo olho
humano e causar desconforto.

Um recurso muito interessante na iluminação é a possibilidade de poder alterar a in-
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tensidade luminosa média ("dimming", fator de escurecimento) [34], permitindo economia
de luz em momentos de menor necessidade de iluminação e o inverso, quando mais ilu-
minação é necessária. A necessidade de suportar escurecimento leva a novas restrições
associadas ao uso da tecnologia VLC.

Uma outra restrição comum que encontramos é a potência máxima ou intensidade
máxima suportada pelo LED [32]. Esta restrição do LED coloca um limite máximo na
potência levando a novos resultados.

Diversas modulações foram propostas para sistemas VLC, atendendo às suas restri-
ções. Várias destas modulações, como a VOOK ("Variable On-Off keying") baseada na
modulação OOK ("On-Off Keying"), VPPM ("Variable Pulse Position Modulation") e
MPPM ("Multiple PPM") apresentadas em [17], [16] sofrem uma redução na capacidade
por uso do canal, pois utilizam intervalos de tempo de transmissão apenas para ajuste do
fator de escurecimento. Nestes intervalos de tempo é transmitido forçadamente 1 ou 0,
de modo a garantir o fator de escurecimento desejado. No caso do MPPM, mesmo com
esta requisição, consegue-se ainda uma maior capacidade de uso do canal. Porém esta
é de apenas 1 bit por uso de canal com a intensidade média igual a metade da potên-
cia máxima instantânea, reduzindo para valores menores quando se muda a intensidade
média (dimming) para mais ou para menos. Estes resultados, no entanto, não medem o
efeito da relação sinal ruído na capacidade do canal. No artigo [22], um novo esquema é
proposto como melhoria ao MPPM, chamado de MPPM-PSM, com o PSM signiĄcando
modulação por espaçamento de pulso (Pulse Spacing Modulation).

Outra preocupação é quanto a se evitar a percepção da cintilação na iluminação. Al-
guns estudos e propostas de codiĄcação foram feitas na literatura, como em [5], onde é
proposto um sistema utilizando códigos polares livres de cintilação. No artigo [20] é utili-
zado um algoritmo codiĄcador que garante uma grande redução da cintilação, e permite
um ajuste entre o desempenho do codiĄcador e a redução da cintilação. Contudo, ainda
neste contexto estes dois artigos estão utilizando modulação do tipo OOK que sofrem
limitação de capacidade, conforme comentado, e que poderá ser melhor compreendido
quando comparado com modulações M-PAM ("M levels Pulse Amplitude Modulation"ou
modulação por amplitude de pulso com M diferentes níveis de intensidade).

Uma pergunta interessante é qual a capacidade máxima que podemos obter em um
canal VLC, e como ela seria atingida. No artigo [28], mostra-se que para um canal com
restrições de potência máxima a melhor distribuição de probabilidades do transmissor é
discreta, considerando alguns níveis discretos de transmissão. O tipo de modulação que
atende este requisito é a M-PAM, que possui M níveis de transmissão possíveis. O artigo
[15] deduz limites máximos e mínimos para a capacidade de canais com restrição próxima
a utilizada no VLC, e como será visto, pode ser utilizado para o caso VLC e com estes
resultados podemos veriĄcar o quão próximos estamos do limite máximo da capacidade.

A análise da capacidade de canal com modulações M-PAM deve levar a melhor uti-
lização do canal VLC, pois esta modulação possui níveis discretos e podemos variar a
quantidades destes níveis, seus valores e suas probabilidades. Um problema em aberto
é descobrir quantos níveis são necessários e o valor destes níveis e das probabilidades de
transmissão de cada símbolo que maximizam a taxa, chegando o mais perto possível da
capacidade do canal. Os artigos [1], [33], [30], [32] estudaram modos de se deĄnir os
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níveis e probabilidades para conseguir uma boa capacidade de transmissão. O primeiro
artigo [1] faz a análise da capacidade de canal, utilizando o método de "inverse source
code"utilizando modulação OOK e M-PAM. Neste caso é utilizado a modulação M-PAM
com os níveis M-PAM igualmente espaçados e variando as probabilidades dos símbolos
para se chegar no fator de escurecimento ("Dimming"). Além disso é introduzido o con-
ceito de escurecimento analógico ("Analog Dimming") onde se varia os níveis M-PAM, de
modo a se chegar no fator de escurecimento com as probabilidades iguais em todos os
símbolos, maximizando a entropia da fonte. No segundo e terceiro artigo ([33] e [30]), o
método de escurecimento analógico é também utilizado, e uma variação dele é introduzida,
consistindo em uma mistura da modulação com os níveis igualmente espaçados variando
de zero até a potência máxima e da modulação com escurecimento analógico, onde o fator
de escurecimento é conseguido apenas pela variação dos níveis M-PAM com as probabili-
dades iguais. No último artigo [32], uma análise similar é feita, mas considerando as não
linearidades do diodo emissor de luz.

Nos artigos que analisaram a modulação M-PAM, as otimizações feitas levaram em
conta os níveis dos símbolos M-PAM, mas sempre mantendo-os equidistantes, nunca uma
otimização variando os níveis M-PAM livremente foi efetuada. No artigo [1] é feita uma
otimização considerando apenas a entropia da fonte, e os níveis M-PAM equidistantes.
Nestas otimizações, não foram considerados o canal e o ruído existente no canal. Em [33]
e [30] é feita uma otimização conjunta entre uma variação dos níveis (mas ainda mantendo
eles equidistantes entre si) e a otimização das probabilidades dos símbolos leva em conta
apenas a entropia da fonte, e não a informação mútua. No trabalho aqui desenvolvido,
Ązemos uma otimização completa deixando livres os níveis e as probabilidades e utilizamos
um algoritmo de otimização não linear de modo a procurar a capacidade. Comparamos os
resultados obtidos com os resultados apresentados na literatura e mostramos que através
desta abordagem, é obtido um pequeno ganho de capacidade.

De forma a implementar um sistema utilizando a abordagem proposta, faz-se neces-
sário um método de codiĄcação capaz de gerar símbolos M-PAM com as probabilidades
calculadas, e ao mesmo tempo adicionar capacidade de correção de erro. Como segunda
parte do trabalho foi proposto um método de codiĄcação utilizando LDPC que consegue
gerar uma aproximação das probabilidades necessárias e ainda adicionar capacidade de
correção. Simulações seguindo os resultados da capacidade de canal foram feitas e um
sistema funcional foi apresentado.

No capítulo 2, apresentamos os conceitos gerais que são utilizados no decorrer da tese,
com uma introdução aos conceitos básicos de teoria da informação seguido dos conceitos
de capacidade de canal e depois capacidade do canal Gaussiano. Em seguida, teremos
uma introdução a comunicação com luz visível e Ąnalizando uma introdução ao codiĄcador
e decodiĄcador LDPC. No capítulo 3, apresentamos a teoria do canal VLC, bem como os
estudos de capacidade de canal com as limitações impostas pelo VLC. São apresentados os
resultados da otimização de taxa para modulações M-PAM, onde é feita uma otimização
completa dos níveis e probabilidades dos 𝑀 símbolos M-PAM. É feita uma deĄnição
para cada número 𝑀 de símbolos do que chamamos de relação sinal ruído alta, baixa e
média. E para cada uma destas faixas de relação sinal ruído são descritos os resultados,
no capítulo 4, mostramos a implementação de um sistema de codiĄcação e decodiĄcação
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para a comunicação sobre um canal VLC, de modo a chegar próximo da taxa conseguida
nas otimizações mostradas no capítulo 3. No capítulo 5, é proposto um estudo utilizando
o método conhecido como EXIT Charts é proposto para o sistema apresentado no capítulo
4. No capítulo 6, temos a conclusão do trabalho.
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Capítulo 2

Conceitos Gerais

Neste capítulo, apresentaremos alguns conceitos gerais que serão utilizados nos demais
capítulos na apresentação dos resultados obtidos. Iniciaremos com uma breve introdução
da teoria da informação para em seguida apresentar os cálculos de capacidade de canal
e capacidade de um canal Gaussiano. Finalizaremos o capítulo com uma introdução ao
codiĄcador e decodiĄcador LDPC ("Low Density Parity Check").

2.1 Conceitos Básicos de Teoria da Informação

Conforme é apresentado em [7], as duas questões fundamentais respondidas pela teoria
da informação são: qual a máxima compressão de dados que se pode conseguir sobre um
conjunto de dados, onde a resposta é a sua entropia, e qual a máxima taxa de transmissão
de informação que podemos enviar por um canal de comunicação, onde a resposta é a
capacidade do canal.

Como primeiro conceito da teoria da informação, temos a entropia de uma variável
aleatória. Esta grandeza mede a quantidade de informação presente em uma realização
desta variável, ou melhor, a incerteza desta variável aleatória. Quando uma variável
aleatória não contém nenhuma incerteza, como por exemplo, jogar um dado onde todos
os lados tem o mesmo valor, a entropia é zero. Como unidades comuns temos o bit e o
nat. Para uma variável aleatória 𝑋 discreta com os valores 𝑥1, ..., 𝑥𝑁 a entropia é dada
por:

𝐻(𝑋) = −
𝑁
∑︁

𝑖=1

𝑝𝑋(𝑥𝑖) · log𝑏(𝑝𝑋(𝑥𝑖)) = 𝐸

[︃

log𝑏

(︃

1
𝑝𝑋(𝑥)

)︃⟨

(2.1)

onde para 𝑏 = 2 temos a entropia em bits, para 𝑏 = 𝑒 em nats. Temos que 𝑝𝑋(𝑥𝑖) é a
probabilidade de 𝑥 ser igual a 𝑥𝑖. Para uma variável aleatória discreta com 𝑁 possíveis
valores a entropia máxima é alcançada quando as probabilidades de cada um destes valores
são idênticas.

Para uma variável continua, não existe uma deĄnição de entropia direta, pois aplicar
a fórmula discreta acima, através da técnica de limites, levaria a resultados que tendem
ao inĄnito. Assim deĄnimos, para este caso, a entropia diferencial que tem a seguinte
fórmula:
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ℎ(𝑋) = −
∫︁ +∞

⊗∞
𝑓𝑋(𝑥) · log𝑏(𝑓𝑋(𝑥)) · 𝑑𝑥 (2.2)

onde temos que 𝑓𝑋(𝑥) é a função densidade de probabilidade da variável aleatória 𝑋.
Considerando agora um par de variáveis aleatórias podemos deĄnir, utilizando o

mesmo conceito, a entropia conjunta e podemos deĄni-la como:

𝐻(𝑋, 𝑌 ) = −
∑︁

𝑋

∑︁

𝑌

𝑝𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) · log𝑏(𝑝𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)) = 𝐸

[︃

log𝑏

(︃

1
𝑝𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)

)︃⟨

(2.3)

onde 𝑝𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) é a probabilidade conjunta das variáveis aleatórias 𝑋 e 𝑌 . Podemos
deĄnir também a entropia condicional como:

𝐻(𝑋|𝑌 ) = −
∑︁

𝑋

∑︁

𝑌

𝑝𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) · log𝑏(𝑝𝑋♣𝑌 (𝑥|𝑦)). (2.4)

onde 𝑝𝑋♣𝑌 (𝑥|𝑦) é a probabilidade condicional da variável aleatória 𝑋 dado que sabemos
o valor da variável aleatória 𝑌 .

Um outro conceito de fundamental importância, principalmente para o cálculo de
capacidade de canal, é a informação mútua. Esta grandeza mede o quanto descobrimos
de uma realização da variável aleatória Y quando sabemos o resultado da realização de X.
Também pode ser interpretado como a diminuição da incerteza de Y ao saber a realização
de X. O valor desta grandeza é zero quando as duas variáveis são independentes. A
deĄnição da informação mútua é dada por:

𝐼(𝑋; 𝑌 ) = 𝐻(𝑌 ) − 𝐻(𝑌 |𝑋) = −
∑︁

𝑋

∑︁

𝑌

𝑝𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) · log𝑏

(︃

(𝑝𝑋♣𝑌 (𝑥|𝑦)
𝑝𝑋(𝑥) · 𝑝𝑌 (𝑦)

)︃

(2.5)

Para o caso de variáveis aleatórias contínuas a deĄnição é dada por:

𝐼(𝑋; 𝑌 ) =
∫︁

𝑋

∫︁

𝑌
𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) · log𝑏

(︃

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)
𝑓𝑋(𝑥) · 𝑓𝑌 (𝑦)

)︃

(2.6)

2.2 Capacidade de Canal

Para comunicar informação de um ponto A para um ponto B, precisamos que A envie
uma mensagem para B utilizando algum meio, utilizando por exemplo ondas eletromag-
néticas para a transmissão, e que B receba este sinal e consiga obter uma boa estimativa
do que A transmitiu. Como foi utilizado um meio físico, pode ocorrer que a estimativa
feita por B contenha erros devido aos ruídos existentes no meio. Chamaremos este meio
de canal de comunicação.

Podemos representar matematicamente este processo de transmissão de mensagens
como uma probabilidade condicional, onde a variável aleatória representando o sinal re-
cebido do canal é condicionada a variável aleatória do sinal transmitido. Considerando
isso, podemos ter canais nos quais o sinal transmitido é discreto ou contínuo e o sinal
recebido é discreto ou contínuo. Na Ągura 2.1, temos uma representação destes tipos de
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canais. Do lado esquerdo de cada um dos 4 canais temos a variável aleatória 𝑋 represen-
tando o alfabeto de símbolos da fonte ou transmissor com as respectivas probabilidades
de transmissão de cada símbolo, e do lado direito a variável aleatória 𝑌 com o alfabeto
dos possíveis valores recebidos do canal. No caso de valores recebidos discretos o canal é
representado pela probabilidade condicional 𝑝𝑌 ♣𝑋(𝑦|𝑥) onde para cada sinal 𝑥𝑖 transmi-
tido (para o caso contínuo ou discreto) temos que a probabilidade de receber o sinal 𝑦 é
𝑝𝑌 ♣𝑋(𝑦|𝑥𝑖). No caso do sinal recebido do canal ser contínuo, ao invés de probabilidades,
lidamos com função de densidade de probabilidade 𝑓𝑌 ♣𝑋(𝑦|𝑥).

Figura 2.1: Representação dos 4 tipos de canal referentes ao tipo de entrada e saída.

Uma outra deĄnição importante sobre o canal é se ele é com memória ou sem memória.
Um canal com memória signiĄca que a sua saída 𝑦𝑖 no instante 𝑖 não só depende do
valor presente na entrada do canal mas possui dependência também de valores anteriores
a 𝑖, enquanto que em um canal sem memória a saída 𝑦𝑖 depende apenas da entrada
𝑥𝑖. Existem métodos de processamento de sinal de modo a tirar esta dependência entre
diversas entradas em uma saída, assim o mais comum é analisarmos canais sem memória.
Assim, daqui por diante falaremos apenas sobre canais sem memória.

A capacidade de um canal é dada pela seguinte equação [7]:

𝐶 = max
𝑝𝑋(𝑥)

𝐼 (𝑋; 𝑌 ) (2.7)

onde o máximo é em relação a todas as distribuições de probabilidades 𝑝𝑋(𝑥) e no caso
contínuo consideramos as densidades de probabilidades 𝑓𝑋(𝑥). Estamos, deste modo,
maximizando a informação mútua variando a distribuição de probabilidades da entrada.
O canal é Ąxo e não pode ser alterado para maximizar a capacidade.

Figura 2.2: Representação do canal binário simétrico com probabilidade de erro 𝑝.

Um exemplo de canal discreto pode ser visto na Ągura 2.2. Este canal é chamado
normalmente de canal binário simétrico. Os valores de 𝑥 ∈ {0, 1} e 𝑦 ∈ {0, 1}. Neste
canal, a informação mútua é dada por:
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𝐼(𝑋; 𝑌 ) = 𝐻(𝑌 ) − ℎ(𝑝) (2.8)

onde ℎ(𝑝) = −𝑝 · log𝑏(𝑝)− (1−𝑝) · log𝑏(1−𝑝) e 𝐻(𝑌 ) é a entropia da variável aleatória
discreta 𝑌 que é máxima quando a distribuição de 𝑌 é uniforme , e tem valor máximo de
um. Assim podemos escrever que:

𝐼(𝑋; 𝑌 ) = 𝐻(𝑌 ) − ℎ(𝑝) ≤ 1 − ℎ(𝑝) (2.9)

e assim, como a capacidade do canal é a máxima informação mútua variando as dis-
tribuições de entrada, temos que a capacidade deste canal é dada por:

𝐶 = 1 − ℎ(𝑝). (2.10)

2.3 Canal Gaussiano

O canal aditivo Gaussiano de tempo discreto está representado na Ągura 2.3. Neste
canal, a cada instante 𝑖 um sinal 𝑥𝑖 é transmitido. Ao sinal transmitido é somado um
ruído 𝑧𝑖 descrito como uma variável aleatória Gaussiana de média nula e variância à2 e
assim o sinal recebido 𝑦𝑖 é deĄnido como:

𝑦𝑖 = 𝑥𝑖 + 𝑧𝑖. (2.11)

Outro ponto importante é que o ruído aleatório 𝑧𝑖 é modelado como uma sequência
de variáveis aleatórias i.i.d. (independentes e identicamente distribuídas). Também con-
sideramos comumente uma limitação na potência média do sinal 𝑥𝑖, sendo o mais comum,
uma limitação média da potência do sinal que podemos descrever como

𝐸[𝑋2] ≤ 𝑃. (2.12)

Figura 2.3: O canal Gaussiano de tempo discreto.

Um uso sub-ótimo deste canal pode ser feito transmitindo um sinal binário que contém
dois valores possíveis, e podemos transmitir cada um destes valores através dos níveis

√
𝑃

e −
√

𝑃 . Considerando estes níveis e na recepção considerando a estimativa do sinal
transmitido como sendo o sinal do valor recebido, temos que a probabilidade de erro de
um receptor de distância mínima é dada por:
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𝑃𝑒 = 1 − 𝑄

⎛

∐︁

√︃

𝑃

à2

∫︀

̂︀ (2.13)

𝑄(𝑥) é a função de probabilidade normal cumulativa dada pela equação:

𝑄(𝑥) =
1√
2 · Þ

∫︁ 𝑥

⊗∞
𝑒⊗ 1

2
𝑡2

d𝑡 (2.14)

A decisão do receptor de distância mínima transforma o canal aditivo Gaussiano num
canal binário simétrico com p igual probabilidade de troca do sinal binário enviado 𝑃𝑒.
Mas a questão que Ąca é qual a capacidade que podemos transmitir em um canal Gaussi-
ano, e neste canal com restrição de potência média, qual seria a distribuição da fonte que
chegaria a esta capacidade.

Em [7], é demonstrado que a capacidade de um canal Gaussiano é dada por:

𝐶𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠𝑖𝑎𝑛𝑜 = max
𝐸[𝑥2]⊘𝑃

𝐼(𝑋; 𝑌 ) =
1
2

· log
(︂

1 +
𝑃

à2

)︂

bits por uso do canal (2.15)

e a densidade de probabilidade da fonte que permite esta capacidade de canal é uma
Gaussiana com variância à2

𝑋 = 𝑃 .
Como veremos mais à frente, iremos modelar o canal VLC como sendo um canal

Gaussiano com algumas restrições a mais, e estas restrições tornam a capacidade do canal
menor quando comparado ao canal Gaussiano aqui apresentado, do mesmo modo que a
distribuição que permite esta capacidade não será mais Gaussiana.

2.4 Conceitos de Comunicação com Luz Visível

Podemos deĄnir a comunicação com a luz visível de um modo muito simples como
sendo a comunicação entre um transmissor e receptor utilizando a luz no espectro visível
ou de comprimento de onda entre 750 nm (400 THz) e 400 nm (750 THz) como meio de
transmissão de informação. O primeiro sistema a utilizar a luz visível para a comunicação
foi o "photophone"[2] desenvolvido por Alexandre Graham Bell em 1880 que consistia
em fazer vibrar com a voz um espelho que reĆetia a luz solar para um receptor distante
onde um cristal de selênio sensível a luz transformava a variação da luz do sol causada
pela vibração do espelho em som. Apesar desta invenção antiga, não houve avanços
na comunicação com luz visível, até recentemente, com o advento dos LEDs e melhores
sensores.

Os sistemas de comunicação óptica com luz visível, propostos atualmente, utilizam
como fonte de luz um diodo emissor de luz que permite modular a intensidade da luz
transmitida proporcionalmente a corrente elétrica aplicada nele. Diferentemente dos sis-
temas de rádio frequência (RF), temos que a intensidade (potência) do sinal transmitido
é proporcional a corrente elétrica, e não ao quadrado dela como nos sistemas de RF.
Podemos modelar este sistema de comunicação como visto na Ągura 2.4, onde 𝑥𝑖 é o si-
nal transmitido como corrente para o diodo que converterá esta corrente em intensidade
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luminosa. Esta intensidade será recebida pelo fotodiodo que converterá o sinal luminoso
recebido em sinal elétrico 𝑦𝑖 onde teremos também a inclusão de um ruído, que no mo-
delo utilizado é considerado independente do sinal recebido. Matematicamente podemos
modelar este sistema como:

Figura 2.4: Modelo do sistema VLC.

𝑦𝑖 = 𝑅 · 𝑥𝑖 + 𝑧𝑖 (2.16)

onde o 𝑧𝑖 é um ruído Gaussiano independente de 𝑥𝑖 e 𝑅 é um valor constante que representa
o ganho do sistema LED, fotodiodo e meio de propagação da luz.

O ruído modelado por 𝑧𝑖 tem mais de uma origem. As principais fontes deste ruído são
o ruído térmico no fotodiodo e o "shot noise"provocado pelas demais fontes de luz presentes
no ambiente [13]. O ruído térmico é modelado como um ruído Gaussiano independente
do sinal. No caso do "shot-noise"o ruído segue a distribuição de Poisson, mas como a
quantidade de fótons por bit transmitido é alta, a distribuição de Poisson tende a uma
Gaussiana, e é independente da fonte do sinal. A soma destas duas variáveis aleatórias
pode ser modelada como uma variável Gaussiana.

Na equação 2.16, é considerado um ganho Ąxo 𝑅 que não varia com a frequência,
considera-se este ganho constante no modelo que será usado [13].

2.5 Grafo fatores e o Algoritmo soma produto

No artigo [14], é mostrado a utilização de grafo fatores para representar funções de
várias variáveis que podem ser expressas como o produto de várias funções e cada uma
dependendo de um subconjunto das variáveis da função original. Também é mostrado
neste mesmo artigo uma forma de se calcular o valor da função utilizando o grafo fator,
conhecido como algoritmo de soma produto. Iremos aqui mostrar de forma breve como
construir o grafo fator em função de uma função geradora. E dado o grafo, como o
algoritmo do grafo fator pode ser aplicado para calcular o valor da função.

Podemos considerar uma função 𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) e considerarmos que ela pode ser
fatorada conforme mostrado abaixo:

𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) = 𝑔1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥5) · 𝑔2(𝑥4, 𝑥5) · 𝑔3(𝑥2, 𝑥3) (2.17)

O grafo fator que representaria esta função fatorada seria dado pela Ągura 2.5.
A construção do grafo fator é feita ligando os nós das variáveis aos nós das funções

que dependem desta variável. Assim temos que o nó de função 𝑔1 está ligado aos nós
de variáveis {𝑥1, 𝑥2, 𝑥5}, 𝑔2 ligados aos nós de variáveis {𝑥4, 𝑥5} e 𝑔3 ligados aos nós de



26

Figura 2.5: Grafo fator da equação 2.17.

variáveis {𝑥2, 𝑥3}. Neste caso, podemos ver que o grafo resultante não tem laços, ou
caminhos fechados. Na função abaixo, o grafo resultante possui caminhos fechados.

𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) = 𝑔1(𝑥1, 𝑥2) · 𝑔2(𝑥2, 𝑥3) · 𝑔3(𝑥3, 𝑥4) · 𝑔4(𝑥4, 𝑥1) (2.18)

O grafo resultante desta função pode ser visto na Ągura 2.6 onde podemos ver que ele
se fecha em um laço. A aplicação do algoritmo soma produto em grafos desta forma, com
laços, gera resultados aproximados.

Figura 2.6: Grafo fator da equação 2.18.

A aplicação no grafo fator do algoritmo soma produto pode ser utilizado para calcular
uma função marginal, como por exemplo, podemos considerar que a função da equação
2.17 se refere a um problema real e estamos interessados na sua função marginal

p(𝑥1|y) =
∑︁

𝑥2

∑︁

𝑥3

∑︁

𝑥4

∑︁

𝑥5

𝑔(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5) (2.19)

Como mostrado em [14], a aplicação do algoritmo soma produto no grafo da Ągura 2.5
pode ser utilizado para resolver esse problema.

Em um nó de variável de extremidade, como no caso dos valores 𝑦𝑖 na Ągura 2.7, ele
envia uma mensagem para o nó adjacente com o seu valor. Caso o nó de extremidade seja
de função, ele envia a sua própria função.

Figura 2.7: Mensagens entre nó de função e nó de variável.
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Um nó de variável 𝑥𝑘 envia para o nó de função 𝑓𝑗 (conectado a ele) o produto das
mensagens vindas dos nós conectados a ele, exceto do nó 𝑓𝑗 para onde a mensagem será
enviada.

Assim temos que:

Û𝑥⊃𝑓𝑛
(𝑥) =

∏︁

ℎ∈𝑛(𝑥)♣¶𝑓𝑛♢
Ûℎ⊃𝑥 (𝑥) (2.20)

onde 𝑛(𝑥)|{𝑓𝑛} indica todos os nós de função ligados ao nó de variável 𝑥 menos o nó de
função 𝑓𝑛. Como exemplo, aplicando esta formula para determinar Û𝑥⊃𝑓4(𝑥), temos que:

Û𝑥⊃𝑓4(𝑥) =
∏︁

ℎ∈¶𝑓1,𝑓2,𝑓3♢
Ûℎ⊃𝑥(𝑥) (2.21)

Em um nó de função 𝑓 o cálculo é o seguinte:

1. Calcula-se o produto da função que o nó representa pelas mensagens recebidas dos
demais nós conectados, exceto o nó destino.

2. Em seguida, o produto gerado na etapa anterior é submetido ao somatório
√︁

≍¶𝑥♢
(que signiĄca o somatório para todos as variáveis conectadas a esta função menos a
variável x, no caso da Ągura 2.7 {𝑦1, 𝑦2, 𝑦3}) para a obtenção da mensagem Ąnal de
saída.

Assim podemos escrever:

Û𝑓⊃𝑥 (𝑥) =
∑︁

≍¶𝑥♢

⎛

∐︁𝑓 (𝑥, 𝑦1, 𝑦2, ...)
∏︁

𝑦𝑖∈𝑛(𝑓)

Û𝑦𝑖⊃𝑓 (𝑦𝑖)

∫︀

̂︀ (2.22)

Este algoritmo chega a solução exata do problema quando o grafo não apresenta ciclos.
No caso do decodiĄcador LDPC, bem como da implementação do decodiĄcador na seção
4.2, podemos ver a existência de ciclos (laços fechados) nos grafos. O projeto destes
decodiĄcadores torna-os mais eĄcientes quando se procura minimizar a existência destes
laços [19].

2.6 Introdução ao codiĄcador e decodiĄcador LDPC

Sistemas de comunicação são suscetíveis a erros. De modo a conseguir uma comu-
nicação com menos erros, podemos diminuir a taxa de transmissão aumentando assim
a energia por bit transmitido e minimizando a taxa de erro. Deste modo, estaríamos
sub-utilizando o canal de comunicação com uma taxa de transmissão muito inferior a
capacidade dele. Para aproximar a taxa de transmissão útil do sistema a capacidade do
canal, é necessário a utilização de um código corretor de erros.

Em [26], Shannon mostrou que é possível transmitir informação com qualquer taxa
𝑅 menor que a capacidade do canal 𝐶 de maneira conĄável (com uma taxa de erro tão
pequena quanto se queira). Para tanto, é necessário o uso de um código corretor de erros.
Os códigos corretores LDPC ("Low Density Parity Checks") [24] e os códigos turbo [4]
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são os que atualmente mais chegam perto da capacidade de canal. Uma implementação
utilizando um codiĄcador LDPC de código de comprimento 107 chegou a 0.0045𝑑𝐵 do
limite de Shannon [6].

Os códigos LDPC fazem parte de um grupo de códigos chamados de códigos lineares
de blocos. Neste grupo de códigos, o sinal de entrada é separado em blocos de 𝐾 bits
(considerando códigos binários) que são codiĄcados gerando como resultado uma palavra
código de 𝑁 bits, onde 𝑁 > 𝐾. Assim teremos 2𝐾 palavras código geradas a partir
de todas as combinações dos blocos de 𝐾 bits de informação, dentre as 2𝑁 combinações
possíveis.

Figura 2.8: Diagrama do codiĄcador e decodiĄcador LDPC.

Na Ągura 2.8, pode-se ver a representação de um codiĄcador e decodiĄcador linear de
blocos. O bloco codiĄcador recebe o vetor t contendo os 𝐾 bits de informação e acrescenta
𝑛 − 𝑘 bits de redundância formando a palavra b contendo 𝑁 bits. Este processo linear
pode ser representado pela seguinte equação:

b = G · t (2.23)

onde G é a matriz geradora com dimensão de 𝐾 ×𝑁 e o vetor t com os bits na entrada do
codiĄcador é um vetor coluna 𝑁 ×1. Pode-se utilizar a matriz G na sua forma sistemática
onde temos G =

[︁

I𝐾 A𝐾,(𝑁⊗𝐾)

]︁

com 𝐼𝐾 sendo uma matriz identidade de tamanho 𝐾×𝐾.
Com a matriz geradora neste formato, o vetor b terá os seus primeiros 𝐾 bits formados
pelo próprio vetor t e os 𝑁 − 𝐾 bits Ąnais serão os bits de paridade calculados como
A𝐾,(𝑁⊗𝐾) · t.

Os dados codiĄcados são mapeados no vetor b onde cada bit 𝑏𝑖 é mapeado em um
sinal 𝑠𝑖 que será transmitido pelo canal. Quando 𝑏𝑖 = 0 mapeamos para 𝑠𝑖 = 𝑥1 e quando
𝑏𝑖 = 1 mapeamos para 𝑠𝑖 = 𝑥2, onde por exemplo podemos considerar 𝑥1 = −1 e 𝑥2 = 1.

Os valores s são transmitidos pelo canal e o vetor y é recebido. O sinal recebido, se
considerarmos um canal Gaussiano, será o sinal transmitido acrescido de um ruído. O
trabalho do decodiĄcador é, dado o vetor recebido y, achar o vetor b′ transmitido de
maior probabilidade considerando que b′ tem que ser uma das 2𝐾 palavras códigos.

Uma outra matriz importante que permite validar se uma palavra de 𝑁 bits é uma
palavra de código válida é a matriz de paridade H de tamanho (𝑁 ×𝑁 −𝐾) . Para todas
as palavras código b de 𝑁 bits válidas temos:

H · b = 0 (2.24)

e para qualquer palavra b de 𝑁 bits que não seja uma palavra código válida teremos como
resultado um vetor com pelo menos um dos seus valores diferentes de zero.
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Podemos relacionar as matrizes G e a H através da seguinte relação:

G · H = 0 (2.25)

onde neste caso 0 é uma matriz de elementos nulos de dimensão 𝐾 × (𝑁 − 𝐾).
Como estamos tratando aqui de códigos binários, as matrizes G e H tem em seus

elementos os valores 0 ou 1. Consideramos uma matriz H como sendo de um decodiĄcador
LDPC quando o número de 1Šs presentes na matriz é pequeno, isto é, a matriz possui um
número muito maior de zeros. O fato da matriz H ter poucos 1Šs permite a dedução de
um algoritmo de decodiĄcação sub-ótimo com complexidade computacional que torna seu
uso possível em diversas aplicações.

Podemos representar graĄcamente os dados da matriz H de uma maneira que auxilia
no entendimento do algoritmo de decodiĄcação. Considerando por exemplo a matriz H
deĄnida abaixo:

H =

⋃︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⋁︀

⨄︀

0 0 1 0 1 0 0 1 1 0
1 1 0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 1 1 0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 1 0 0 1
1 0 0 1 1 0 1 0 0 0

⋂︀

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⋀︀

(2.26)

da equação 2.24 temos em cada linha da matriz H uma veriĄcação de paridade. A
primeira linha da matriz H acima implica que 𝑏3 ⊕ 𝑏5 ⊕ 𝑏8 ⊕ 𝑏9 = 0. Na segunda linha
temos 𝑏1 ⊕ 𝑏2 ⊕ 𝑏8 ⊕ 𝑏10 = 0 e assim sucessivamente. Cada coluna na matriz representa
um bit 𝑏𝑖. Podemos então representar esta matriz utilizando um grafo onde cada linha da
matriz é um nó de paridade e cada coluna é um nó de bit. Ligamos um nó de paridade 𝑝𝑙

a um nó de bit 𝑏𝑛 se o elemento (𝑙, 𝑛) da matriz H for 1, caso contrário não há ligação.
O grafo da matriz representada em 2.26 pode ser visto na Ągura 2.9.

Figura 2.9: Grafo LDPC referente a Matriz H referente a equação 2.26.

O número de entradas 1 em cada linha indica a quantidade de ligações que temos em
cada nó de paridade (𝑝𝑖 na Ągura), e o número de entradas 1 por linha é a quantidade de
ligações por bit (𝑏𝑖 na Ągura). O código LDPC é considerado regular se o número de 1Šs
por coluna é sempre igual, e o número de 1 por linha também. Caso contrário teremos
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um código LDPC irregular.

2.6.1 DecodiĄcação

A decodiĄcação do sinal recebido y = [𝑦1, ..., 𝑦𝑁 ] consiste em achar os valores b′
𝑖 =

[𝑏′
1, ..., 𝑏′

𝑁 ] transmitidos de modo a maximizar a probabilidade

𝑏′
𝑖 = arg max

𝑣𝑖

(︁

pB♣Y(𝑏𝑖 = 𝑣𝑖|y)
)︁

. (2.27)

onde 𝑏𝑖 é o i-ésimo bit transmitido e y é o vetor dos sinais recebidos. Podemos escrever
a probabilidade pB♣Y(𝑏𝑖 = 𝑣𝑖|y) em função da probabilidade condicional pB♣Y(b|y) e
aplicando a equação 2.27 temos:

𝑏′
𝑖 = arg max

𝑣𝑖

⎛

∐︁

∑︁

b:𝑏𝑖=𝑣𝑖

PB♣Y(b|y)

∫︀

̂︀ (2.28)

Para se achar o valor transmitido, teríamos que achar dentre as 2𝐾 palavras código
b′, qual delas que maximiza esta probabilidade. Fazer a busca completa é computacional-
mente impossível para valores grandes de 𝐾. A ideia para simpliĄcar esta busca é utilizar
o algoritmo soma produto.

Como primeiro passo, utilizando o teorema de Bayes podemos reescrever a equação
2.28

𝑏′
𝑖 = arg max

𝑣𝑖

⎛

∐︁

∑︁

b:𝑏𝑖=𝑣𝑖

fY♣B(y|b) · P(b)
f(y)

∫︀

̂︀ (2.29)

Como o valor de p(y) independe de b e independe de 𝑣𝑖 ele não afetará o resultado
do argumento máximo, e assim podemos retirá-lo da fórmula. Assim podemos reescrever
a equação como:

𝑏′
𝑖 = arg max

𝑣𝑖

⎛

∐︁

∑︁

b:𝑏𝑖=𝑣𝑖

fY♣B(y|b) · P(b)

∫︀

̂︀ (2.30)

Considerando que todos os valores b que são palavras códigos (uma das possíveis 2𝐾

palavras código) são equiprováveis, e deĄnindo o termo 𝐼𝑐(b) que é 1 quando b é uma
palavra código e zero caso contrário, temos que p(b) = 1

2𝐾 ·𝐼𝑐(b). Assim podemos escrever
que

𝑏′
𝑖 = arg max

𝑣𝑖

⎛

∐︁

∑︁

b:𝑏𝑖=𝑣𝑖

fY♣B(y|b) · 𝐼𝑐(b)
2𝐾

∫︀

̂︀ (2.31)

O termo 2𝐾 pode ser retirado da equação por ser constante e não inĆuenciar no
argumento máximo. Podemos então retirar como função objetivo a função

𝐺 = fY♣B(y|b) · 𝐼𝑐(b) (2.32)

Podemos fatorar o termo fY♣B(y|b) considerando que os bits transmitidos são inde-
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pendentes entre si (canal sem memória), e com isso podemos escrever que

fY♣B(y|b) =
𝑁
∏︁

𝑖=1

f𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖|𝑏𝑖) (2.33)

O termo 𝐼𝑐(b), como visto, é 1 quando o valor de b é uma palavra código válida, ou
quando H · b = 0. Assim, para ser verdade, todos os produtos h𝑖 · b tem que ser zero,
onde h𝑖 é a linha 𝑖 da matriz de paridade H. DeĄnindo a função 𝐼(.) que é 1 quando o
termo interno é verdadeiro, podemos reescrever a condição 𝐼𝑐(b) como

𝐼𝑐(b) =
𝐾
∏︁

𝑖=1

I (h𝑖 · b = 0) (2.34)

Com isso a nova função objetivo é dada por

𝐺 =
𝑁
∏︁

𝑖=1

f𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖|𝑏𝑖) ·

𝐾
∏︁

𝑖=1

I (h𝑖 · b = 0) (2.35)

Representando esta equação por um grafo chegamos a Ągura 2.10.
Para deduzir as regras de atualização da decodiĄcação LDPC, iremos utilizar agora

o algoritmo soma produto no grafo, iniciando pelos nós de variáveis 𝑦𝑖. Como visto pela
regra de um nó de variável na ponta, ele envia como mensagem o valor unitário. Assim a
mensagem dos nós 𝑦𝑖 para os nós de função p𝑌𝑖♣𝐵𝑖

(𝑦𝑖|𝑏𝑖) é dada por

Û𝑦𝑖⊃f𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖♣𝑏𝑖) = 1 (2.36)

A próxima mensagem a ser calculada é a que sai do nó p𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖|𝑏𝑖) e vai para o nó 𝑏𝑖.

Para isso aplicamos a equação 2.22. Com isso chegamos a seguinte mensagem.

Ûf𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖♣𝑏𝑖)⊃𝑏𝑖

(𝑏𝑖) =
∑︁

𝑦𝑖

(︃

∏︁

𝑦𝑖

Û𝑦𝑖⊃f𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖♣𝑏𝑖) · f𝑌𝑖♣𝐵𝑖

(𝑦𝑖|𝑏𝑖)

)︃

(2.37)

Como há apenas um termo na somatória (𝑦𝑖) e o mesmo na produtória, temos então

Ûp𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖♣𝑏𝑖)⊃𝑏𝑖

(𝑏𝑖) = Û𝑦𝑖⊃f𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖♣𝑏𝑖) · f𝑌𝑖♣𝐵𝑖

(𝑦𝑖|𝑏𝑖) (2.38)

e substituindo o valor de Û𝑦𝑖⊃p𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖♣𝑏𝑖) da equação 2.36 temos

Ûp𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖♣𝑏𝑖)⊃𝑏𝑖

(𝑏𝑖) = p𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖|𝑏𝑖) (2.39)

Na recepção, temos o valor de 𝑦𝑖 recebido. Considerando que o canal é Gaussiano
com variância à2, a função densidade de probabilidade p𝑌𝑖♣𝐵𝑖

(𝑦𝑖|𝑏𝑖) pode ser calculada
para cada valor de 𝑏𝑖 ∈ 1, 0 como sendo a função densidade de probabilidade de uma
Gaussiana dado por:

p𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖|𝑏𝑖) =

1
à

√
2Þ

𝑒⊗ 1
2

≤ (𝑦⊗𝑣𝑡(𝑏𝑖))2

à2 (2.40)

onde 𝑣𝑡(𝑏𝑖) é o nível de sinal utilizado para transmitir o bit 𝑏𝑖 ∈ {0, 1}.
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Figura 2.10: Grafo fator LDPC referente a função objetivo 2.35.

Ao invés de enviar a mensagem com o valor para 𝑏𝑖 = 0 e 𝑏𝑖 = 1, podemos utilizar o
que se chama de logaritmo da razão de verossimilhança que deĄnimos por

𝐿
(︁

Ûp𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖♣𝑏𝑖)⊃𝑏𝑖

)︁

= log𝑒

⎛

∐︁

Ûp𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖♣𝑏𝑖)⊃𝑏𝑖

(0)

Ûp𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖♣𝑏𝑖)⊃𝑏𝑖

(1)

∫︀

̂︀ = log𝑒

⎛

̂︁

∐︁

𝑒⊗ 1
2

≤ (𝑦⊗𝑣𝑡(0))2

à2

𝑒⊗ 1
2

≤ (𝑦⊗𝑣𝑡(1))2

à2

∫︀

̂︂

̂︀

=
(𝑦 − 𝑣𝑡(1))2 − (𝑦 − 𝑣𝑡(0))2

2 · à2
(2.41)

As próximas mensagens a serem calculadas são dos bits 𝑏𝑖 para os nós de paridade
h𝑘 ·b = 0. Para este cálculo, utilizamos a equação da mensagem de um nó de variável para
um nó de função dado em 2.20. Assim, aplicando neste caso, temos a seguinte equação:

Û𝑏𝑖⊃I(h𝑘≤b=0)(𝑏𝑖) = Ûp𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖♣𝑏𝑖)⊃𝑏𝑖

(𝑏𝑖) ·
∏︁

𝑗 ̸=𝑘

ÛI(h𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖
(𝑏𝑖) (2.42)
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Podemos aplicar o logaritmo da verossimilhança dos dois lados da equação. Com as
simpliĄcações chegamos ao seguinte resultado:

𝐿
(︁

Û𝑏𝑖⊃I(h𝑘≤b=0)

)︁

= 𝐿
(︁

Ûp𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖♣𝑏𝑖)⊃𝑏𝑖

)︁

+
∑︁

𝑗 ̸=𝑘

𝐿
(︁

ÛI(h𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

(2.43)

As últimas mensagens que necessitam ser calculadas são as mensagens dos nós de
função h𝑘 ·b = 0 para os bits 𝑏𝑖, e para calculá-las utilizaremos a equação 2.22. Aplicando
esta equação para a mensagem Ûh𝑘≤b=0⊃𝑏𝑖

, temos

ÛI(h𝑘≤b=0)⊃𝑏𝑖
(𝑏𝑖) =

∑︁

≍𝑏𝑖

⎛

∐︁Eq (h𝑘 · b = 0) ·
∏︁

𝑗 ̸=𝑖,𝑗∈𝐻𝑘

Û𝑏𝑗⊃I(h𝑘≤b=0)(𝑏𝑗)

∫︀

̂︀ (2.44)

onde a função Eq é 1 quando a igualdade é conĄrmada, e 0 caso contrário. 𝐻𝑘 é o conjunto
de valor 𝑗 nos quais os nós de bits 𝑏𝑗 estão conectados ao nó de função h𝑘 · b = 0, ou as
posições 𝑗 em h𝑘 que tem valores 1. O vetor h𝑘, por deĄnição, tem 1Šs apenas na posição
dos bits 𝑏𝑗 que estão ligados ao nó de função h𝑘 · b = 0. Assim, o valor de Eq (h𝑘 · b = 0)
é 1 apenas quando o número de bits 𝑏𝑗 ligados ao nó de função h𝑘 · b = 0 com valor 1
seja par, caso contrário o valor é zero. DeĄnindo a função bitspar𝑘(b) = Eq (h𝑘 · b = 0),
podemos reescrever a equação como:

ÛI(h𝑘≤b=0)⊃𝑏𝑖
(𝑏𝑖) =

∑︁

𝑏𝑖

⎛

∐︁bitspar𝑘(b) ·
∏︁

𝑗 ̸=𝑖

ÛI(h𝑘≤b=0)⊃𝑏𝑖
(𝑏𝑗)

∫︀

̂︀ (2.45)

Esta equação calculada em 𝑏𝑖 = 0 nos dá a probabilidade da quantidade dos demais
bits em 1 ser par. E em 𝑏𝑖 = 1 a probabilidade da quantidade dos demais bits em 1
ser ímpar. Dado que sabemos as probabilidades dos demais bits, pois temos as suas
mensagens, podemos reescrever a função como mostrado em [24] da seguinte maneira

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖
(0) =

1
2

+
1
2

∏︁

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖

(︁

1 − 2 · Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1)
)︁

(2.46)

e o valor em 𝑏𝑖 = 1 é dado em

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖
(1) =

1
2

− 1
2

∏︁

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖

(︁

1 − 2 · Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1)
)︁

(2.47)

Como próximo passo, calcularemos o logaritmo de verossimilhança desta mensagem,
fazendo isso temos

𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

= log

(︃

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖
(0)

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖
(1)

)︃

= log

⎛

∐︁

1
2

+ 1
2

√︂

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖

(︁

1 − 2 · Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1)
)︁

1
2

− 1
2

√︂

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖

(︁

1 − 2 · Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1)
)︁

∫︀

̂︀

= log

⎛

∐︁

1 +
√︂

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖

(︁

1 − 2 · Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1)
)︁

1 −√︂

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖

(︁

1 − 2 · Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1)
)︁

∫︀

̂︀ (2.48)
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Considerando o fato que

tanh

(︃

1
2

log

(︃

1 − 𝑝

𝑝

)︃)︃

= 1 − 2 · 𝑝 (2.49)

Aplicando esta relação aos termos 1 − 2 · Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1) da equação 2.48, podemos
reescrevê-lo como

1 − 2 · Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1) = tanh

(︃

1
2

log

(︃

1 − Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1)
Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1)

)︃)︃

(2.50)

Podemos ver na equação acima que o termo do logaritmo é o logaritmo da verossimilhança
da mensagem Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) e podemos simpliĄcar a relação para

1 − 2 · Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1) = tanh
(︂1

2
𝐿
(︁

Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)

)︁

)︂

(2.51)

Aplicando esta simpliĄcação na equação 2.48, obtemos

𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

= log

⎛

∐︁

1 +
√︂

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖 tanh
(︁

1
2
𝐿
(︁

Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)

)︁)︁

1 −√︂

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖 tanh
(︁

1
2
𝐿
(︁

Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)

)︁)︁

∫︀

̂︀ (2.52)

Uma outra relação que podemos aplicar com tangente hiperbólica é a

2 · tanh⊗1 (𝑝) = log

(︃

1 + 𝑝

1 − 𝑝

)︃

(2.53)

e aplicando a equação 2.52 temos

𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

= 2 · tanh⊗1

⎛

∐︁

∏︁

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖

tanh
(︂1

2
𝐿
(︁

Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)

)︁

)︂

∫︀

̂︀ (2.54)

Com isso, temos todas as equações necessárias para calcular as mensagens entre os
nós representados na Ągura 2.10.

O que falta deĄnir é em que ordem os cálculos serão feitos, quando parar o algoritmo
e como inicializar os valores das mensagens. A inicialização dos valores das mensagens
𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

e 𝐿 (Û𝑏𝑖⊃h𝑘≤b=0) são feitas com o valor 0 que indica igual probabilidade de
𝑏𝑖 = 0 ou 𝑏𝑖 = 1 dado que não temos ainda nenhum conhecimento prévio. As mensagens
𝐿
(︁

Ûp𝑌𝑖♣𝐵𝑖
(𝑦𝑖♣𝑏𝑖)⊃𝑏𝑖

)︁

são calculadas uma vez e seu valor não muda durante as iterações do
algoritmo.

As mensagens 𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

e 𝐿 (Û𝑏𝑖⊃h𝑘≤b=0) serão calculadas de forma iterativa.
Em cada iteração, calculamos as novas mensagens dos nós de bits para os nós de pari-
dade, em função das mensagens anteriores dos nós de paridade para os nós de bits, e
depois calculamos as novas mensagens dos nós de paridade para os nós de bits em função
das mensagens calculadas. Após cada iteração, podemos somar as mensagens que chegam
aos bits. Se a soma for positiva consideraremos o bit 𝑏𝑖 = 0, se a soma for negativa 𝑏𝑖 = 1
(deĄnição do logaritmo da verossimilhança). VeriĄcamos se a estimativa dos bits está
correta veriĄcando se ela é uma palavra código válida pela equação 2.24. Se for uma pa-
lavra código válida, o algoritmo é parado e considerado a decodiĄcação feita com sucesso.
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Caso a palavra não seja válida uma nova iteração é feita e assim sucessivamente, até um
número pré deĄnido de iterações passar, e neste caso, consideramos que o decodiĄcador
não convergiu para a solução.
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Capítulo 3

Capacidade do Canal VLC
Utilizando Modulações M-PAM

Neste capítulo, veremos o modelo do canal VLC, que será o modelo de canal aqui
estudado. Como a determinação da capacidade do canal VLC é um problema em aberto,
apresentaremos um limitante mínimo e máximo para esta capacidade. Introduziremos a
modulação M-PAM que será a utilizada aqui nos cálculos de otimização. Em seguida,
trataremos da questão da otimização dos parâmetros da modulação M-PAM de modo a
maximizar a taxa de transmissão e os resultados destas otimizações serão mostrados.

3.1 Modelo do Canal VLC

Em um sistema VLC, um sinal de informação de entrada modula a intensidade ótica
de um emissor de luz, normalmente um LED, isto é, a potência luminosa é proporcional ao
sinal de entrada. Na recepção um fotodetector transforma a potência luminosa recebida
em um sinal elétrico proporcional. Considerando 𝑋 o sinal transmitido, 𝑌 o sinal recebido,
podemos escrever [31], [9]:

𝑌 = 𝑅 · 𝑋 + 𝑍, (3.1)

onde 𝑍 representa o ruído adicionado ao sistema devido ao ruído térmico e o ruído de luz
ambiente [32], e 𝑅 é uma constante representando o ganho do sistema do sistema LED,
fotodiodo e propagação de luz, como visto na Ągura 2.4.

Como o sinal transmitido é uma potência luminosa os valores não podem ser negativos,
assim temos [30]:

𝑋 ≥ 0 (3.2)

Os sistemas de iluminação necessitam manter a intensidade luminosa constante dentro
das características de percepção da visão humana para não causar desconforto. A visão
humana percebe variações na iluminação de frequências até 200 Hz. Variações acima
disso não são percebidas e podem ser utilizadas para transferir informação. Outro ponto
é poder variar a intensidade luminosa com a necessidade de iluminação. Este ajuste
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de nível chamamos de escurecimento ("dimming"). Em sistemas VLC, a necessidade de
manter a intensidade luminosa constante e o escurecimento podem ser modelados através
da seguinte equação:

E[𝑋] = Ý · P , (3.3)

onde Ý é o fator de escurecimento que dá a intensidade luminosa média desejada e P é a
potência máxima do LED deĄnida abaixo.

Quando levamos em consideração a análise para sistemas reais [9] que limitam a po-
tência instantânea do sinal a um valor máximo devido a limitações dos LEDs, a seguinte
restrição precisa ser adicionada:

𝑋 ≤ P, (3.4)

onde P é a potência máxima do LED. Esta mesma potência é utilizada para calcular o
fator de escurecimento Ý dado na equação 3.3.

Existem estudos, no entanto, que não utilizam esta restrição de potência e sim limitam
a potência média máxima [32]

E[𝑋] ≤ P𝑚, (3.5)

onde neste caso P𝑚 é a máxima potência média permitida, e este valor também é utilizado
para se deĄnir o fator de escurecimento Ý (3.3). Esta limitação, como pode ser facilmente
vista, não é necessária, pois ela é mais fraca do que a limitação dada pela equação 3.3.

Neste trabalho, utilizaremos como modelo do canal, a equação 3.1, considerando o
ruído 𝑍 como Gaussiano, de média nula e variância à2. Para simpliĄcação, utilizaremos
os valores de 𝑅 = 1 e P = 1 sem perda de generalidade. Considerando um canal 𝑌 ′ =
𝑅′ · 𝑋 ′ + 𝑍 ′, 𝐸[𝑋 ′] ≤ P ′ e 𝐸[𝑍 ′2] = à′2, este canal poderá ser estudado com os mesmos
resultados se utilizado um canal com 𝑅 = 1 e P = 1, modiĄcando o valor da variância do
ruído para à2 =

(︁

à′

𝑟′𝑃 ′

)︁2
.

DeĄnimos também o termo qualidade do canal como sendo o valor

S𝑑𝐵 = 10 · log10

(︂P
à

)︂

(3.6)

neste caso, como em [9], [30], [31], o valor de à é utilizado com relação a potência P , pois
a potência de um sinal óptico é proporcional a corrente aplicada. Este termo em [31] é
chamado de Şoptical peak SNRŤ, ou razão sinal ruído óptica de pico.

3.2 Capacidade do Canal VLC

Nesta seção mostraremos que a capacidade de canal é simétrica em função do fator de
escurecimento ("dimming") Ý, mais especiĄcamente para o valor Ý = 0, 5. Na sequência,
serão apresentados limitantes da capacidade do canal VLC.
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3.2.1 Simetria na Capacidade do Canal VLC em relação ao Fa-

tor de Escurecimento

A capacidade de um canal de comunicação com ruído 𝑍 é dada por:

C(P ; Ý) = sup
𝑋

I(𝑋; 𝑌 ) = sup
𝑋

I(𝑋; 𝑋 + 𝑍), (3.7)

onde I(.; .) é a informação mútua. Temos que:

𝐼(𝑋; 𝑋 + 𝑍) = 𝐼(𝑋; P − (𝑋 + 𝑍)) = 𝐼(𝑋; P − 𝑋 − 𝑍) (3.8)

que vem do fato de 𝐼(𝑋; 𝑌 ) = 𝐼(𝑋; 𝑔(𝑌 )) onde 𝑔(.) é uma função injetora ("one-to-one")
[15]. Considerando que 𝑍 tem distribuição simétrica (Gaussiana), podemos escrever que:

𝐼(𝑋; P − 𝑋 − 𝑍) = 𝐼(𝑋; P − 𝑋 + 𝑍), (3.9)

e utilizando a mesma regra utilizada na equação 3.8, temos que

𝐼(𝑋; P − 𝑋 + 𝑍) = 𝐼(P − 𝑋; P − 𝑋 + 𝑍). (3.10)

Fazendo uma mudança de variável 𝑋 = P − 𝑋, obtemos

𝐼(P − 𝑋; P − 𝑋 + 𝑍) = 𝐼(𝑋; 𝑋 + 𝑍). (3.11)

Para qualquer 𝑋 ou para qualquer 𝑋 = P − 𝑋, podemos escrever que

𝐼(𝑋; 𝑋 + 𝑍) = 𝐼(𝑋; 𝑋 + 𝑍) (3.12)

e tirando o superior de cada lado, temos que:

C(P ; Ý) = sup
𝑋

𝐼(𝑋; 𝑋 + 𝑍) = sup
𝑋̄

𝐼(𝑋̄; 𝑋̄ + 𝑍) = C(P ; 1 − Ý) (3.13)

pois temos que 𝑋̄ = P − 𝑋 e assim 𝐸[𝑋̄] = P − 𝐸[𝑋] = (1 − Ý)P . Assim, temos que
a capacidade do canal VLC com restrição de potência máxima P , i.e. 𝑃 [𝑋 > P ] = 0 é
simétrica em relação ao ŞdimmingŤ em Ý = 0, 5. Assim, por exemplo, a capacidade de
canal de um sistema VLC com dimming Ý = 0, 2 é a mesma que com dimming Ý = 0, 8.

3.2.2 Limitantes na Capacidade do Canal VLC

Em [15] e [10] foram deduzidos limitantes superiores e inferiores para a capacidade de
canal para um sistema de comunicação óptica em espaço livre. O modelamento do canal
de [10] não apresenta restrição de potência máxima. No caso de [15], o modelo utilizado é
muito similar ao do canal VLC, com a diferença na restrição da equação 3.3 que em [15]
é dada por

E [𝑋] ≤ P𝑚 (3.14)

e é deĄnida a razão entre a potência máxima P e o limite da potência média P𝑚 como
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Ð =
P𝑚

P (3.15)

que pode variar de 0 até 1. O fator Ð neste caso pode ser comparado ao fator de escure-
cimento da equação 3.3 através da seguinte equação

Ý =
𝐸[𝑋]

P ≤ P𝑚

P = Ð. (3.16)

Pela equação, podemos ver que o valor de Ð é um limitante superior do valor do
fator de escurecimento Ý. Temos que a capacidade máxima do canal VLC é atingido com
Ý = 1

2
e vai reduzindo quando reduzimos o valor de Ý. Assim, como o artigo [15] busca

os limitantes da capacidade do canal, iremos considerar aqui a igualdade com Ð = Ý para
Ð < 1

2
.

Para Ý > 0.5, utilizamos a equação 3.13 e utilizamos o limite de (1 − Ý). Abaixo
estão as fórmulas dos 2 limitantes superiores (equações 3.18 e 3.19) e do limitante inferior
(equação 3.17) deduzidos em [15]. As capacidades abaixo são dadas em nats por uso do
canal. Para transformar em bits basta multiplicar o resultado por log2 (𝑒).

𝐶 (𝑃, Ý · 𝑃 ) ≥ 1
2

· log

⎛

∐︁1 + 𝑃 2 𝑒2≤Ý≤Û*

2 · Þ · 𝑒 · à2
·
(︃

1 − 𝑒⊗Û*

Û∗

)︃2
∫︀

̂︀ (3.17)

𝐶 (𝑃, Ý · 𝑃 ) ≤ 1
2

log

(︃

1 + Ý · (1 − Ý) · 𝑃 2

à2

)︃

(3.18)

𝐶 (𝑃, Ý · 𝑃 ) ≤
(︃

1 − Q
(︃

Ó + Ý · 𝑃

à

)︃

− Q
(︃

Ó + (1 − Ý) · 𝑃

à

)︃)︃

·

log

⎛

∐︁

𝑃

à
· 𝑒

ÛÓ
𝑃 − 𝑒⊗Û(1+ Ó

𝑃 )
√

2 · Þ · Û ·
(︁

1 − 2 · Q
(︁

Ó
à

)︁)︁

∫︀

̂︀

− 1
2

+ Q
(︃

Ó

à

)︃

+
Ó√

2 · Þ · à
· 𝑒⊗ Ó2

2≤à2 +

à

𝑃
· Û√

2 · Þ
·
(︂

𝑒⊗ Ó2

2≤à2 − 𝑒⊗ (𝑃 +Ó)2

2≤à2

)︂

+ Û · 𝑃 ·
(︃

1 − 2Q
(︃

Ó + 𝑃
2

à

)︃)︃

(3.19)

onde o valor de Û* é a solução da equação

Ý =
1
Û* − 𝑒⊗Û*

1 − 𝑒⊗Û* (3.20)

e Û > 0 e Ó > 0 são parâmetros livres de modo a minimizar os limitantes superiores. Um
valor sub-ótimo para Û e para Ó, mas usual, são dados abaixo

Ó = à · log
(︂

1 +
𝑃

à

)︂

(3.21)
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Û = Û* ·
(︂

1 − 𝑒⊗Ý≤ Ó2

2≤à2

)︂

(3.22)

3.3 Modulação M-PAM

A modulação M-PAM (Modulação por Amplitude de Pulso com M níveis ou cardina-
lidade M) é um tipo de modulação que a cada uso do canal, um nível de sinal dentre M
níveis possíveis é enviado [30]. A intensidade de cada nível é dada por 𝑥𝑚, 𝑚 ∈ 1, .., 𝑀

e a probabilidade de transmissão do nível 𝑥𝑚 é dada por 𝑝𝑚. Na Ągura 3.1, temos o
exemplo de uma modulação 4 PAM. Em cada uso do canal, um dos 4 símbolos possíveis
𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 é enviado.

Figura 3.1: Exemplo de modulação M-PAM com 𝑀 = 4 níveis.

Considerando as restrições das equações 3.2 e 3.4, temos que 𝑥𝑚 ≥ 0 e 𝑥𝑚 ≤ P (Eqs
3.2 e 3.4) para qualquer valor de 𝑚 ∈ {1, 2, ..., 𝑀}. A restrição do escurecimento da
equação 3.3 pode ser reescrita para o caso da modulação M-PAM como:

Ý·P =
𝑀
∑︁

𝑚=1

𝑝𝑚 · 𝑥𝑚, (3.23)

Considerando que a soma de todas as probabilidades de se transmitir todos os níveis
M-PAM deve ser 1, podemos escrever que:

𝑀
∑︁

𝑚=1

𝑝𝑚 = 1. (3.24)

O modo mais usual do M-PAM é ter os níveis equidistantes no intervalo 0 até P , ou
seja 𝑥𝑚 = 𝑚⊗1

𝑀⊗1
· P . A densidade de probabilidade da modulação M-PAM, igualmente

espaçada entre 0 e 1 (considerando P = 1), é mostrada na Ągura 3.2. Na Ągura 3.2
gráĄco (a), temos todas as probabilidades iguais (representadas por impulsos de Dirac)
e assim o fator de escurecimento resultante será Ý = 0, 5 como pode ser visto aplicando
a equação 3.23. Mantendo os mesmos níveis, o modo que temos para alterar o fator de
escurecimento é mudando as probabilidades de se enviar cada um dos símbolos M-PAM,
como pode ser visto na Ągura 3.2 gráĄco (b).

Em [9], fez-se um estudo mantendo os níveis equidistantes e maximizando a taxa de
transmissão de canal mudando apenas as probabilidades de enviar cada um dos símbo-
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Figura 3.2: Função densidade de probabilidade de uma modulação M-PAM equidistantes
entre 0 e 1 com 𝑀 = 4 níveis, probabilidades iguais e distintas.

los. O artigo não é diretamente relacionado a VLC e escurecimento ("Dimming"), mas
considerando 𝜌 = 1

Ý
em [9] para Ý < 0.5, podemos utilizar os seus resultados.

Porém, a maior taxa de transmissão no canal não é atingida sempre com os níveis
equidistantes cobrindo toda a faixa entre 0 e 𝑃 . O artigo [31] introduz a ideia de um
deslocamento dos níveis através do termo

𝐷𝑠ℎ𝑖𝑓𝑡 = P · |1 − 2 · Ý| , (3.25)

mas mantém os níveis ainda equidistantes entre si. Assim os níveis passam a ser dados
pela seguinte equação:

𝑥𝑛 =

⎧

⨄︁

⋃︁

(𝑛 − 1)𝑃 ⊗Ö𝐷𝑠ℎ𝑖𝑓𝑡

𝑛⊗1
0 ≤ Ý ≤ 0.5

(𝑛 − 1)𝑃 ⊗Ö𝐷𝑠ℎ𝑖𝑓𝑡

𝑛⊗1
+ Ö𝐷𝑠ℎ𝑖𝑓𝑡 0.5 ≤ Ý ≤ 1

. (3.26)

Esta equação, para Ö = 1, é a que maximiza a capacidade de canal para um sistema sem
ruído pois neste caso as probabilidades de envio de cada um dos níveis é igual, isto é
𝑝𝑚 = 1

𝑀
, maximizando a entropia da fonte. Na Ągura 3.3, podemos ver um exemplo de

níveis M-PAM para Ö = 1 e fator de escurecimento Ý = 0, 25. Neste caso, diferente do
visto na Ągura 3.2, as probabilidades continuam iguais para o fator de escurecimento de
0,25. Veremos mais a frente que este é o melhor caso para níveis de ruído baixos e não só
para caso de sistemas sem ruído.

Em [31], ao invés de se Ąxar o valor de Ö = 1 se procurou otimizar o melhor Ö e os
melhores valores das probabilidades 𝑝𝑛 que maximizam a taxa do canal. Os resultados
são interessantes, e como conclusão é dito que o 𝐷𝑠ℎ𝑖𝑓𝑡 não causa ganho de capacidade.
Isso contradiz o caso de um sistema sem ruído quando se utiliza Ö = 1 para se maximizar
a entropia da fonte, pois neste caso podemos utilizar os símbolos equiprováveis. Qualquer
outro valor de Ö fará os símbolos não serem equiprováveis diminuindo a entropia da fonte
e assim a capacidade do canal. Uma abordagem de otimização dos níveis e das probabi-
lidades é feita no artigo [18] mas focada na otimização considerando efeitos de saturação
não linear nos LEDs. Uma análise mais profunda destas otimizações e a veriĄcação do
quão distantes estes resultados estão da capacidade máxima do canal é de grande interesse
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Figura 3.3: Função densidade de probabilidade de uma modulação M-PAM com parâme-
tro D-Shift e Ö = 1, para fator de escurecimento de 0,25 e 0,75.

e ainda não foi feita, sendo um dos temas de estudo deste trabalho.

3.3.1 Capacidade da Modulação M-PAM para um Canal Gaus-

siano

Na modulação M-PAM, temos que a distribuição de probabilidade na fonte é dada por

𝑓𝑋(𝑥) =
𝑀
∑︁

𝑖=1

Ó (𝑥 − 𝑥𝑖) · 𝑝𝑥𝑖
, (3.27)

onde 𝑥𝑖 é o nível do i-ésimo símbolo M-PAM, 𝑝𝑥𝑖
a sua probabilidade e Ó (𝑥) a função

impulso de Dirac.
Iremos utilizar o modelo de canal dado pela equação 3.1 com 𝑅 = 1. Considerando

esta simpliĄcação, o modelo do canal a ser utilizado será:

𝑌 = 𝑋 + 𝑍 (3.28)

onde 𝑍 é um ruído Gaussiano de variância à2, média nula, independente do sinal 𝑋 e com
amostras independentes entre si. A função densidade de probabilidade do sinal recebido
𝑦 dado que o sinal 𝑥 foi transmitido é dado por

𝑓𝑌 ♣𝑋(𝑦|𝑥) = 𝑓𝑍(𝑦 − 𝑥) =
1√

2Þà2
𝑒⊗ (𝑦⊗𝑥)2

2à2 . (3.29)

Com esta densidade de probabilidade condicional, calculamos a densidade de probabili-
dade conjunta como

𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑌 ♣𝑋 (𝑦|𝑥) · 𝑓𝑋 (𝑥) =
1√

2Þà2
𝑒⊗ (𝑦⊗𝑥)2

2à2 ·
𝑀
∑︁

𝑖=1

Ó (𝑥 − 𝑥𝑖) · 𝑝𝑥𝑖
, (3.30)
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e integrando em 𝑋, temos a densidade de probabilidade do sinal recebido 𝑦

𝑓𝑌 (𝑦) =
∫︁ +∞

⊗∞
𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦) · d𝑥 =

=
∫︁ +∞

⊗∞

1√
2Þà2

𝑒⊗ (𝑦⊗𝑥)2

2à2 ·
𝑀
∑︁

𝑖=1

Ó (𝑥 − 𝑥𝑖) · 𝑝𝑥𝑖
d𝑥

=
𝑀
∑︁

𝑖=1

𝑝𝑥𝑖
· 1√

2Þà2
𝑒⊗ (𝑦⊗𝑥𝑖)2

2à2 . (3.31)

A densidade de probabilidades do sinal recebido é uma sobreposição de Gaussianas, cada
uma com média 𝑥𝑖, 𝑖 ∈ {1, .., 𝑀} e variância igual a variância do ruído 𝑍.

Podemos reescrever a equação 2.6, considerando apenas modulações M-PAM como

𝐼(𝑋, 𝑌 ) =
∫︁

𝑋

∫︁

𝑌
𝑓𝑋,𝑌 (𝑥, 𝑦)𝑙𝑜𝑔2

(︃

𝑓𝑌/𝑋(𝑦/𝑥)
𝑓𝑌 (𝑦)

)︃

d𝑦d𝑥

=
∫︁ +∞

⊗∞

∫︁ +∞

⊗∞

1√
2Þà2

𝑒

(︁

⊗ (𝑦⊗𝑥)2

2à2

)︁

·

𝑀
∑︁

𝑖=1

Ó (𝑥 − 𝑥𝑖) · 𝑝𝑥𝑖
· log2

⎛

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

1√
2Þà2

𝑒

(︁

⊗ (𝑦⊗𝑥)2

2à2

)︁

√︁𝑀
𝑘=1 𝑝𝑥𝑘

· 1√
2Þà2

𝑒

(︁

⊗ (𝑦⊗𝑥𝑘)2

2à2

)︁

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

d𝑥𝑑𝑦

=
𝑀
∑︁

𝑖=1

𝑝𝑥𝑖

∫︁ +∞

⊗∞

1√
2Þà2

𝑒

(︁

⊗ (𝑦⊗𝑥𝑖)2

2à2

)︁

·

log2

⎛

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

1√
2Þà2

𝑒

(︁

⊗ (𝑦⊗𝑥𝑖)2

2à2

)︁

√︁𝑀
𝑘=1 𝑝𝑥𝑘

· 1√
2Þà2

𝑒

(︁

⊗ (𝑦⊗𝑥𝑘)2

2à2

)︁

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

d𝑦

=
𝑀
∑︁

𝑖=1

𝑝𝑥𝑖

∫︁ +∞

⊗∞

1√
2Þà2

𝑒

(︁

⊗ (𝑦⊗𝑥𝑖)2

2à2

)︁

· log2

(︃

1√
2Þà2

𝑒

(︁

⊗ (𝑦⊗𝑥𝑖)2

2à2

)︁

)︃

dy − (3.32)

𝑀
∑︁

𝑖=1

𝑝𝑥𝑖

∫︁ +∞

⊗∞

1√
2Þà2

𝑒

(︁

⊗ (𝑦⊗𝑥𝑖)2

2à2

)︁

· log2

(︃

𝑀
∑︁

𝑘=1

𝑝𝑥𝑘
· 1√

2Þà2
𝑒

(︁

⊗ (𝑦⊗𝑥𝑘)2

2à2

)︁

)︃

dy

A entropia de uma variável Gaussiana é dada por [7]:

𝐻(𝑌 ) = −𝐸 [log2 (𝑝𝑌 (Y ))] = −
∫︁ +∞

⊗∞

1√
2Þà2

𝑒

(︁

⊗ (𝑦⊗𝑀)2

2à2

)︁

· log2

(︃

1√
2Þà2

𝑒

(︁

⊗ (𝑦⊗𝑀)2

2à2

)︁

)︃

= log2

(︁

à
√

2 · Þ · 𝑒
)︁

(3.33)

Substituindo a entropia da Gaussiana na equação (3.33 em 3.32), podemos escrever
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𝐼(𝑋, 𝑌 ) = − log2

(︁

à
√

2 · Þ · 𝑒
)︁

−
𝑀
∑︁

𝑖=1

𝑝𝑥𝑖

∫︁ +∞

⊗∞

1√
2Þà2

𝑒

(︁

⊗ (𝑦⊗𝑥𝑖)2

2à2

)︁

· log2

(︃

𝑀
∑︁

𝑘=1

𝑝𝑥𝑘
· 1√

2Þà2
𝑒

(︁

⊗ (𝑦⊗𝑥𝑘)2

2à2

)︁

)︃

dy

= − log2

(︁

à
√

2 · Þ · 𝑒
)︁

−
∫︁ +∞

⊗∞

(︃

𝑀
∑︁

𝑖=1

𝑝𝑥𝑖

1√
2Þà2

𝑒

(︁

⊗ (𝑦⊗𝑥𝑖)2

2à2

)︁

)︃

· log2

(︃

𝑀
∑︁

𝑘=1

𝑝𝑥𝑘
· 1√

2Þà2
𝑒

(︁

⊗ (𝑦⊗𝑥𝑘)2

2à2

)︁

)︃

dy (3.34)

Não há ainda um método conhecido para calcular os valores de 𝑥𝑖 e 𝑝𝑥𝑖
em função da

variância do ruído à2 e do fator de escurecimento Ý que maximizam a taxa de transmissão
(informação mútua), dada pela equação 3.34 de forma algébrica com as limitações do canal
VLC (potência máxima, potência média). Nem há um método algébrico para simpliĄcar
o calculo da equação 3.34. Utilizaremos métodos numéricos nos cálculos da taxa de
transmissão e na sua otimização.

3.4 Otimização da Capacidade do Canal VLC utili-

zando M-PAM

Descreveremos nesta seção os dois modos de otimização que usamos com os parâmetros
da modulação M-PAM para maximizar a taxa de transmissão no canal VLC. Na seção
3.5, os resultados obtidos aplicando os tipos de otimização aqui descritos serão mostrados.

3.4.1 Otimização Utilizando o Ö · 𝐷shift

O problema de otimização que estamos endereçando consiste em achar os níveis 𝑥𝑖

e probabilidades 𝑝𝑥𝑖
que maximizam a taxa de transmissão de dados, chegando o mais

próximo possível da capacidade do canal VLC. Uma simpliĄcação que pode ser utilizada
é o emprego de Ö𝐷𝑠ℎ𝑖𝑓𝑡 introduzido na seção 3.3. Neste método, os valores dos níveis são
dados pela equação 3.26 e 3.25, de modo que o problema passa a ser calcular o valor de Ö e
os valores das probabilidades 𝑝𝑥𝑖

que maximizam a taxa de transmissão. Uma diminuição
da complexidade do problema de otimização pela redução do número de variáveis a serem
otimizadas em relação a otimização completa de níveis e probabilidades. Neste caso,
queremos mostrar que diferente do dito no artigo [31], o valor de Ö que maximiza a
capacidade nem sempre é 0, podendo estar em algum valor entre 0 e 1. Ele é 0 para níveis
de ruído altos e tende a 1 quando se diminui o nível de ruído. Na Ągura 3.4, mostra-se
o valor dos níveis em função do valor de Ö variando de 0 até 1 considerando valores de
fator de escurecimento de Ý = 0, 1 e Ý = 0, 3 com uma modulação M-PAM de 𝑀 = 4
níveis. Com Ö = 0, tem-se valores equidistantes variando de 0 até 1, e com Ö = 1, quando
Ý < 0, 5, tem-se valores equidistantes variando de 0 até 2 · Ý e, quando Ý > 0, 5, valores
variando de (2 · Ý − 1) até 1.

Para calcular a capacidade do canal, utilizamos um código em C++ e a biblioteca GSL
(GNU ScientiĄc Library) para a integração numérica. Para a otimização, foi utilizada a
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Figura 3.4: Níveis em função de Ö e do fator de escurecimento Ý com 𝑀 = 4 níveis. O
nível de 𝑥1 nos dois gráĄcos está constantemente em 0.

função fmincom do Matlab. No apêndice A, temos a descrição dos códigos utilizados e
um link para eles.

3.4.2 Otimização completa

Além da otimização utilizando a simpliĄcação do Ö · 𝐷𝑠ℎ𝑖𝑓𝑡, iremos fazer a otimiza-
ção completa dos níveis 𝑥𝑖 e probabilidades 𝑝𝑥𝑖

de forma a tentar encontrar os níveis e
probabilidades que maximizam a equação 3.34, dado um fator de escurecimento Ý e uma
qualidade de canal 𝑆𝑑𝐵. Esta equação é não-linear e quando as variáveis de otimização
são os níveis e probabilidades, não há garantia de uma convergência para a solução ótima.
Para maximizar a possibilidade de se chegar ao máximo global, utilizamos como partida
das otimizações o resultado da otimização Ö · 𝐷𝑆ℎ𝑖𝑡𝑓 .

3.5 Resultados obtidos com as otimizações

Mostraremos aqui os resultados das otimizações com parâmetro Ö, em seguida as
otimizações completas e, Ąnalizando, uma comparação entre estas duas otimizações e a
deĄnição de 3 faixas de ruído dependentes do número de níveis da modulação M-PAM e
do fator de escurecimento.

3.5.1 Otimizações do parâmetro Ö

Aqui mostraremos os resultados da otimização do parâmetro Ö e das probabilidades
dos níveis do M-PAM em função do fator de escurecimento Ý e da qualidade do canal,
como descrito na seção 3.4.1.

Uma outra restrição que Ązemos foi com relação as probabilidades. Se a otimização
é feita livremente, há casos em que temos probabilidades com valor 0 ou muito baixa,
mostrando que na verdade a otimização esta sendo feita com menos níveis que o proposto.
Fizemos então aqui uma restrição de que a probabilidade de qualquer nível tem que ser
crescente ou igual, do menor ao maior nível, i.e 𝑝𝑖 ≤ 𝑝𝑗 para 𝑖 < 𝑗, no caso de fator de
escurecimento menor que 0,5. Na Ągura 3.2 (b), temos um exemplo das probabilidades.
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Figura 3.5: Resultado da otimização do parâmetro Ö em função da qualidade do canal
em dB para modulações M-PAM de 2 níveis à 6 níveis com fator de escurecimento de
Ý = 0, 2.



47

Na Ągura 3.5, temos os valores de otimização para o parâmetro Ö em função da qua-
lidade do canal para M-PAM de 2 até 6 níveis com fator de escurecimento de Ý = 0, 2.
Quando o valor de Ö esta próximo de zero, temos o caso do M-PAM igualmente espaçado
no intervalo 0 até P , e quando o valor de Ö está em 1 indica que os níveis da modulação
M-PAM estão simetricamente distribuídos ao redor do valor Ý · P ou apenas Ý, conside-
rando por simpliĄcação que P = 1. Podemos ver que para um nível de ruído em que a
qualidade do canal 𝑆𝑑𝐵 < 6 dB, temos que o valor de Ö é zero para 2-PAM e a partir
de 6 dB começa a subir até atingir Ö = 1 na SNR = 12, 5 dB. No caso de modulações
maiores, o Ö começa a sair do zero só com uma qualidade de canal maior, como era de
se esperar, pois com mais níveis, temos a distância entre estes níveis menores, e assim o
ruído afeta mais o sinal.
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Figura 3.6: Capacidade do canal VLC em função da qualidade do canal 𝑆𝑑𝐵 com o
parâmetro Ö otimizado com fator de escurecimento de Ý = 0, 2.

A capacidade do VLC para cada modulação M-PAM com 𝑀 de 2 até 6 níveis com
a otimização do parâmetro Ö é mostrado na Ągura 3.6. Pode-se ver que o limite de
capacidade de cada modulação quando a qualidade de canal sobe é de log2 (𝑀). Como
pode-se notar, quanto maior o valor de 𝑀 maior deve ser a qualidade do canal 𝑆𝑑𝐵 para
a máxima taxa ser atingida.

Na Ągura 3.7, temos a comparação da taxa de transmissão para o caso 4-PAM com
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Figura 3.7: Comparação da capacidade do VLC com otimização do parâmetro Ö e
probabilidades (4-PAM otimizado) com o sistema otimizando apenas probabilidades com
Ö = 0 (4-PAM igualmente espaçado) com fator de escurecimento de Ý = 0, 2.

fator de escurecimento de Ý = 0, 2 com e sem otimização do parâmetro Ö. O caso sem
otimização considera o 4-PAM igualmente espaçado entre o intervalo 0 até P , ou seja,
Ö = 0. Podemos ver que sem otimização, a máxima taxa obtida é de aproximadamente 1, 5
bits/uso do canal contra uma taxa máxima de 2 bits/uso do canal para o caso otimizado.
A taxa máxima é atingida quando a qualidade do canal é maior que 18 dB e o valor de
Ö = 1.

Uma outra análise interessante é saber, utilizando a otimização do parâmetro Ö, qual o
melhor número de níveis 𝑀 da modulação M-PAM para cada qualidade de canal. Fizemos
esta análise para 3 valores de fator de escurecimento diferentes. O primeiro valor do fator
de escurecimento foi 𝜖 = 0, 05, devido a simetria, o resultado é o mesmo para 𝜖 = 0, 95.
O resultado se apresenta na Ągura 3.8. Podemos ver que o valor do Ö da otimização sai
do valor zero antes da transição do valor 𝑀 de 2 pra 3 perto da qualidade de canal em
6𝑑𝐵. O mesmo ocorre para o valor de Ö para as demais transições. Este resultado não
foi visto com valores de fator de escurecimento mais próximos de 0, 5.

Na Ągura 3.9, temos o resultado para o valor de fator de escurecimento de 𝜖 = 0, 2.
VeriĄcamos neste caso que o valor do parâmetro Ö praticamente não sai do valor zero,
tendo apenas uma pequena elevação na transição de 𝑀 de 2 para 3. Esta transição
ocorreu perto de 𝑆 = 6𝑑𝐵, antes do valor de 𝑆 = 7𝑑𝐵, no caso do fator de escurecimento
de 0,05. A Ągura 3.10 tem o resultado bem parecido ao resultado obtido com o fator de
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Figura 3.8: Número de símbolos da modulação M-PAM com otimização Ö · 𝐷𝑆ℎ𝑖𝑓𝑡 que
maximiza a taxa de transmissão no canal VLC com fator de escurecimento de 0,05.
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Figura 3.9: Número de símbolos da modulação M-PAM com otimização Ö · 𝐷𝑆ℎ𝑖𝑓𝑡 que
maximiza a taxa de transmissão no canal VLC com fator de escurecimento de 0,2.



50

4 6 8 10 12 14

Qualidade do canal - dB

0

5

10

n
ú
m

e
ro

 d
e
 s

ím
b
o
lo

s
 -

 M

Fator de Dimming de 0.45

4 6 8 10 12 14

Qualidade do canal - dB

0

0.5

1

4 6 8 10 12 14

Qualidade do canal - dB

1

1.5

2

2.5

3

c
a
p
a
c
id

a
d
e
 b

it
s
/u

s
o

Figura 3.10: Número de símbolos da modulação M-PAM com otimização Ö · 𝐷𝑆ℎ𝑖𝑓𝑡 que
maximiza a taxa de transmissão no canal VLC com fator de escurecimento de 0,45.

escurecimento de 0, 02. Com um fator de escurecimento mais próximo ao valor de 0, 5,
como na Ągura 3.10 e mesmo na Ągura 3.9, vemos que não há mais variações no valor
de Ö como ocorrem na Ągura 3.8 antes dos pontos onde o número de símbolos 𝑀 ótimos
variam.

3.5.2 Otimização completa

Como inicialização da otimização completa, utilizamos o resultado da otimização pelo
resultado da otimização por Ö · 𝐷𝑠ℎ𝑖𝑓𝑡. Mostramos aqui os resultados da otimização com
modulação 4-PAM variando o fator de escurecimento de 0,05 até 0,95. Nos gráĄcos,
adicionamos os limites superior e inferior da capacidade do canal VLC, conforme mostrado
em 3.2.2. O valor real da capacidade máxima do canal VLC estará em algum ponto entre
os limites. E foi adicionado também o resultado da otimização da taxa de uma modulação
M-PAM também de 4 níveis, mas com seus níveis igualmente espaçados de 0 até 1, onde
apenas se varia as probabilidades destes níveis.

Podemos ver na Ągura 3.11 os resultados da otimização para as qualidades de canal
de 14 𝑑𝐵 e 17 𝑑𝐵 que possuem níveis de ruído mais baixo. Temos para cada otimização
3 gráĄcos. O primeiro mostra os níveis resultantes da otimização. Para as qualidades
de canal de 14 𝑑𝐵 e 17 𝑑𝐵, podemos ver que uma parte do fator de escurecimento é
buscada pela variação dos níveis e não pelas probabilidades. Em 14 𝑑𝐵, entre os fatores
de escurecimento de 0, 4 e 0, 6, não há variação de probabilidades e a taxa Ąca em 2 bits
por uso de canal, que é o máximo que pode ser atingido pela modulação 4-PAM. O mesmo
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ocorre para a qualidade de canal de 17 dB, entre os fatores de escurecimento de 0,2 até 0,8.
Com os fatores de escurecimento menores que 0,2 ou maiores que 0,8, a otimização leva
a mudanças de probabilidades e não apenas mudanças nos níveis, pois os níveis começam
a Ącar muito próximos, considerando o nível de ruído, começando a interferir muito na
taxa de transmissão. Neste caso, a otimização que maximiza a taxa necessita mexer nas
probabilidades para não aproximar tanto os níveis. Alterar as probabilidades dos símbolos
e não nos níveis, reduz a entropia da transmissão dos dados, mas impede um aumento
na taxa de erros provocada por uma aproximação maior dos níveis M-PAM, dado o nível
de ruído. Pode-se ver que para níveis de ruído mais alto (menor a qualidade do canal),
haverão mudanças das probabilidades com fatores de escurecimento mais próximos de
0,5 e os níveis M-PAM não se aproximarão tanto como nos casos de menor ruído (maior
qualidade de canal).
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Figura 3.11: Otimização completa dos níveis e probabilidades. Qualidade do canal de
14 dB e 17 dB. Nos gráĄcos de níveis e probabilidades, as curvas com mesmo estilo
correspondem ao mesmo símbolo M-PAM.

Na Ągura 3.12, são apresentados os resultados de otimização para qualidade de canal
de 10dB e 12dB. A capacidade do canal VLC vai se reduzindo, conforme esperado, quando
aumentamos o nível de ruído. Nos gráĄcos, podemos ver que a menor capacidade ocorre
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no caso de 10dB e notamos também que o resultado da otimização é com certeza mais
próximo da capacidade de canal quando o ruído é maior. Nos casos de qualidade de
canal de 14dB e 17dB, para chegar mais próximo da capacidade, deveríamos aumentar
o número de níveis M-PAM. Quanto maior o ruído, vemos que a otimizacão muda mais
as probabilidades e tende a mexer menos ainda nos níveis. No caso de 10dB, vemos
que os níveis sofrem modiĄcações mais signiĄcativas apenas nos fatores de escurecimento
próximos de 0,1 e 0,9.
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Figura 3.12: Otimização completa dos níveis e probabilidades. Qualidade do canal de
10 dB e 12 dB. Nos gráĄcos de níveis e probabilidades, as curvas com mesmo estilo
correspondem ao mesmo símbolo M-PAM.

3.5.3 Comparação da otimização completa com a otimização

com parâmetro Ö

Quando a qualidade do canal é alta (baixo nível de ruído quando comparado ao nível
do sinal) as otimizações completas e otimização do parâmetro Ö chegam a um mesmo
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Figura 3.13: Faixas de qualidade de sinal (𝑆𝑑𝐵) com valores Ö = 0, 05 e Ö = 0, 95 resul-
tantes da otimização Ö · 𝐷𝑠ℎ𝑖𝑓𝑡.
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resultado. Iremos comparar os resultados das duas otimizações para os casos de qualidade
de canal média e qualidade de canal baixa (alto nível de ruído quando comparado ao nível
do sinal). Chamamos aqui de alta qualidade de canal quando a otimização do parâmetro
Ö leva ao valor Ö ≥ 0, 95 acima da curva pontilhada dos gráĄcos na Ągura 3.13, de média
qualidade para o caso de 0, 05 < Ö < 0, 95 no meio das curvas e de baixa qualidade de
canal quando Ö ≤ 0, 05 abaixo da curva contínua. Nesta deĄnição, o valor das qualidades
de canal que deĄnem cada um destas faixas são dependentes do número de níveis 𝑀 da
modulação M-PAM.

a) Cenário de Alta Qualidade de Canal
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Figura 3.14: Comparação entre os níveis obtidos com Ö = 1 (V1) e os níveis obtidos com
otimização de níveis e probabilidades (otimização completa) (V2) para qualidade de canal
de 𝑆𝑑𝐵 = 17 𝑑𝐵.

No caso de qualidade de canal alta para determinada modulação e um determinado
fator de escurecimento, podemos ver que a melhor solução é quando as probabilidades
de se emitir cada nível são iguais e os níveis são os obtidos com o parâmetro Ö = 1. Na
Ągura 3.14, temos os níveis da modulação 4-PAM em função do fator de escurecimento
para uma qualidade de canal de 𝑆 = 17 dB. Em V1, temos os níveis calculados utilizando
a equação 3.26 com Ö = 1 e em V2, temos o resultado da otimização completa de níveis
e probabilidades descrita na seção 3.4.2. Podemos ver, que para valores de escurecimento
0, 3 ≤ Ý ≤ 0.7, os níveis de V1 e V2 são coincidentes, e assim consideramos que neste in-
tervalo temos um cenário de baixo ruído, em que a melhor solução da otimização completa
de níveis e probabilidades cai na solução da equação 3.26 com Ö = 1 e probabilidades dos
níveis iguais. Mostrando que a otimização completa tende a otimização com parâmetro
Ö = 1 para o cenário de baixo ruído.

Para uma razão sinal ruído maior, como visto na Ągura 3.15, temos agora, que para
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Figura 3.15: Comparação entre os níveis obtidos com Ö = 1 (V1) e os níveis obtidos com
otimização de níveis e probabilidades (V2) para 𝑆𝑁𝑅 = 30 𝑑𝐵.

todo o intervalo do gráĄco 0, 05 ≤ Ý ≤ 0.95, os níveis de V1 e V2 são coincidentes. E
assim podemos dizer que para todo este intervalo, temos um cenário de alta qualidade de
canal.

b) Cenário de Qualidade de Canal Média

DeĄnimos a qualidade de canal média quando o valor de Ö, na otimização Ö 𝐷𝑆ℎ𝑖𝑓𝑡,
Ąca entre 0, 05 e 0, 95. Não temos um nível de ruído baixo o suĄciente para a melhor
otimização garantir o valor de Ö = 1 e assim as probabilidades dos símbolos da modulação
M-PAM iguais, nem tão alto para fazer com que o valor de Ö vá para zero fazendo com
que os níveis Ąquem equidistantes entre 0 e 1, e o ajuste de escurecimento seja feito
exclusivamente pelas probabilidades dos símbolos.

Podemos ver na Ągura 3.16 o resultado da otimização completa (linhas pontilhadas)
e otimização por Ö · 𝐷𝑠ℎ𝑖𝑓𝑡. Os resultados Ącam muito próximos, mas não iguais. Há um
pequeno ganho de taxa com a otimização completa, com fator de escurecimento de 0, 2
temos a taxa de 1,7325 bits por uso de canal para a otimização completa e 1,7276 bits
por uso de canal para a otimização por Ö · 𝐷𝑆ℎ𝑖𝑓𝑡.

c) Cenário de Qualidade de Canal Baixa

O caso de qualidade de canal baixa (ruído alto quando comparado ao nível do sinal)
é deĄnido quando o resultado da otimização Ö 𝐷𝑆ℎ𝑖𝑓𝑡 leva ao valor de Ö < 0, 05, e assim
os níveis da modulação M-PAM que maximizam a taxa Ącam igualmente distribuídos de
0 até 1. Neste caso as probabilidades dos símbolos que deĄnem o fator de escurecimento.
Com a otimização completa, há uma pequena variação dos níveis quando comparado com
a otimização por Ö · 𝐷𝑆ℎ𝑖𝑓𝑡. Na Ągura 3.17, temos os resultados da otimização. A curva
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Figura 3.16: Cenário de qualidade de canal média. Comparação entre os níveis obtidos
com otimização Ö Dshift (traços contínuos) e os níveis obtidos com otimização de níveis
e probabilidades (traços pontilhados) para 𝑆𝑁𝑅 = 13 𝑑𝐵 e modulação 4-PAM.
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tracejada é a otimização completa e a curva contínua a otimização por Ö · 𝐷𝑆ℎ𝑖𝑓𝑡. No
fator de escurecimento de 0,2, temos a taxa de 1,2805 bits por uso de canal na otimização
completa e a taxa de 1, 2789 bits por uso de canal na otimização Ö ·𝐷𝑆ℎ𝑖𝑓𝑡. Uma diferença
não signiĄcativa também.
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Figura 3.17: Cenário de qualidade de canal baixa. Comparação entre os níveis obtidos
com otimização Ö Dshift (traços contínuos) e os níveis obtidos com otimização de níveis
e probabilidades (traços pontilhados) para 𝑆𝑁𝑅 = 10 𝑑𝐵 e modulação 4-PAM.
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Capítulo 4

Um Esquema de CodiĄcação de
Canal para VLC com Escurecimento

A necessidade de se manter um escurecimento ("dimming") e impedir a cintilação
("Ćickering") são importantes para a comunicação por VLC [8]. Alguns artigos lidam
exatamente com esta necessidade como em [12], [5] e [20].

No artigo [12], é proposta uma implementação de codiĄcação chamado de RCPC
(ŞRate-compatible punctured convolutionalŤ) que pode ser vista simpliĄcadamente na
Ągura 4.1. No primeiro bloco é utilizado um codiĄcador convolucional com taxa de codiĄ-
cação 𝑅 < 2 ·Ý (para Ý < 0.5). No bloco seguinte, no puncionador (ŞpunctureŤ), é deĄnido
os bits que serão trocados por 0 ou 1 de modo a atingir o fator de escurecimento espe-
cíĄco. Em seguida, os dados são embaralhados no embaralhador (ŞinterleaverŤ) e depois
modulados na modulação OOK. Podemos perceber que para atingir fatores de escureci-
mento pequenos, i.e. próximos de zero, é necessário usar códigos com taxas bem baixas
de modo a permitir que um grande número de bits possa ser puncionado (ŞpuncturedŤ)
e trocado por bits 0. O mesmo é necessário para fatores de escurecimento próximos de
1. Este método transmite assim, diversos bits que não carregam informação e são apenas
utilizados para ajuste do escurecimento.

Figura 4.1: Diagrama do codiĄcador utilizado no artigo [12].

No artigo [5], é proposto uma nova implementação de codiĄcação para VLC utilizando
um codiĄcador Polar. Inicialmente é feita uma análise da distribuição dos pesos (número
de 1Šs) das palavras código na saída do codiĄcador polar. Se esta distribuição Ącar concen-
trada na média, teremos que o código polar não causaria problemas de cintilação (variação
na intensidade luminosa). Assim não seria necessário fazer uma correção adicionando 0Šs
ou 1Šs de modo a corrigir problemas de cintilação. No resultado apresentado no artigo,
vemos que há uma grande concentração no histograma de pesos próximos da média, como
podemos ver na Ągura 4.2 retirada do artigo [5]. Com este histograma, vemos que para
conseguir um fator de escurecimento de 0,5 nada é necessário pois a distribuição de pesos
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Figura 4.2: Histograma dos pesos das palavras código que saem do codiĄcador Polar.
GráĄco retirado do artigo [5].

está bem concentrada na metade do tamanho da palavra código. Para outros fatores de
escurecimento, o artigo propõe acrescentar 0Šs e ou 1Šs de modo que temos novamente a
transmissão de bits sem informação.

Em [20], um método para redução da cintilação também é proposto utilizando um
código baseado em máquinas de estado, mas não é mencionado ajustes do fator de es-
curecimento diferentes de 0,5 o que requereria inserção de 0Šs ou 1Šs, conforme os outros
artigos.

Considerando os resultados das otimizações que Ązemos no capítulo 3, propomos um
método para conseguir gerar os símbolos M-PAM diretamente com as probabilidades
resultantes da otimização.

Utilizamos um codiĄcador LDPC e na saída dele um mapeador dos bits gerados pelo
codiĄcador para os símbolos M-PAM. Fizemos um estudo similar ao do artigo [5] para as
palavras código geradas pelo codiĄcador LDPC que utilizamos e que será descrito neste
capítulo. O resultado do histograma dos pesos das palavras código estão na Ągura 4.3.
Para gerar este histograma, geramos aleatoriamente 300.000 entradas de 20.000 bits cada
no codiĄcador e para cada saída de 70.000 bits do codiĄcador determinamos o seu peso
(número de 1Šs) e Ązemos o histograma que pode ser visto na Ągura 4.3.

Uma limitação do histograma da Ągura 4.3 é que ele leva em conta o número de 1Šs
que para modulação OOK é diretamente proporcional a intensidade luminosa. No nosso
caso, utilizamos a modulação M-PAM e assim a intensidade depende do mapeamento dos
bits para os símbolos e dos níveis dos símbolos M-PAM. Desta forma, Ązemos uma nova
simulação considerando estes fatores utilizando o mapeamento dado pela tabela 4.2, os
níveis M-PAM da tabela 4.1 e o novo fator de escurecimento calculado de Ý = 0, 047 e
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Figura 4.3: Histograma dos pesos das palavras código de saída do codiĄcador LDPC.
Histograma de 300.000 simulações, com intervalo de 10 bits.

chegamos ao resultado da Ągura 4.4. Podemos ver no histograma uma grande concentração
dos eventos com uma pequena variação da intensidade.

A seguir mostramos à dedução de um codiĄcador e decodiĄcador para se utilizar na
comunicação VLC com modulação M-PAM de modo a respeitar as restrições impostas
como escurecimento e potência máxima. Estas restrições levam, como visto, a símbolos
com probabilidades distintas, tornando necessário a implementação de um codiĄcador e
decodiĄcador que levem estas restrições em conta.

4.1 CodiĄcador

Como visto nos resultados anteriores, uma codiĄcação com probabilidades de símbolos
não iguais é necessária para chegar mais próximo da capacidade de canal para o sistema
de comunicação por luz visível. Fazendo a otimização completa de níveis e probabilidades,
conforme descrito na seção 3.4.2, considerando 𝑀 = 4 símbolos, um fator de escurecimento
Ý = 0, 05 e uma qualidade de canal S𝑑𝐵 = 17 dB, temos como resultado da simulação que
maximiza a taxa do canal com estas restrições, os níveis dos símbolos M-PAM de x =
{0, 0; 0, 0666; 0, 1355; 0, 2153}, e as probabilidades de cada um destes símbolos sendo p =
{0, 5505; 0, 2415; 0, 1366; 0, 0715} e uma taxa calculada de 𝐶 = 1, 4343 · bits/uso do canal.

Um modo para conseguir os símbolos M-PAM com probabilidades diferentes, conside-
rando que os bits a serem transmitidos são equiprováveis, é utilizar um codiĄcador e na
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Figura 4.4: Histograma do número de blocos de saída do codiĄcador para a intensidade
média gerada por cada um dos blocos e com fator de escurecimento de Ý = 0, 047. Na
Ągura da esquerda temos o gráĄco em toda a faixa de intensidade luminosa média, de 0
até 1. Na Ągura da direita Ązemos uma ampliação na faixa de intensidade luminosa média
de 0,044 até 0,05.

saída do codiĄcador fazer um mapeamento para os símbolos de modo não uniforme. Na
Figura 4.5, temos o diagrama de blocos do que seria este codiĄcador com o mapeador não
uniforme, onde o codiĄcador recebe 𝐾 bits e a partir deles gera 𝑁 > 𝐾 bits codiĄcados.
Os 𝑁 bits codiĄcados entram no mapeador não uniforme e dele saem 𝑁𝑠 símbolos prontos
para serem transmitidos pelo canal VLC. Assim temos, que os 𝐾 bits de informação a
serem transmitidos são mapeados para 𝑁𝑠 símbolos, cada símbolo estando em um dos 𝑀

níveis disponíveis, com uma taxa de bits de informação por símbolo de 𝐾/𝑁𝑠 que deve
ser menor que a capacidade do canal. Os parâmetros necessários para projetar este codi-
Ącador são a taxa de codiĄcação (do codiĄcador LDPC) com o valor dado por 𝑅 = 𝐾/𝑁

e quantos bits são mapeados para cada símbolo sendo 𝑁𝑏 = 𝑁/𝑁𝑠.
Com 𝑁𝑏 bits mapeados para cada símbolo, temos 2𝑁𝑏 entradas para serem mapeadas

para cada um dos 𝑀 símbolos disponíveis. Podemos agora gerar uma especiĄcação de
mapeamento para os valores da otimização acima. Assim podemos considerar que:

𝑀 = 4, (4.1)
𝐾

𝑁𝑠

= 𝑅 · 𝑁𝑏 < 𝐶 (4.2)

Utilizaremos 𝑁𝑏 = 4 e assim temos 𝑅 < 1,4343
4

≈ 0, 358. Utilizaremos um codiĄcador
LDPC com 𝐾 = 20000 e 𝑁 = 70000, onde temos 𝑅 = 2

7
≈ 0, 286 < 0, 358.

A matriz H de dimensão (𝑁 − 𝐾) × 𝑁 foi gerada aleatoriamente contendo metade
das colunas com 2 elementos com valores diferentes de 0 e metade das colunas com 3
elementos diferentes de 0. Como resultado da geração aleatória, poderemos ter ciclos de
ordem baixa na matriz H e rodamos um algoritmo para remover os ciclos de ordem 2 [19].
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A matriz utilizada pode ser baixada, ver apêndice A, bem como os programas utilizados
para gerá-la, baseados nos programas de Radford M. Neal em [21].

Figura 4.5: CodiĄcador e mapeador não uniforme.

Precisamos agora deĄnir como será o mapeamento para chegar o mais próximo possível
das probabilidades p = {0, 5505; 0, 2415; 0, 1366; 0, 0715}. Estamos utilizando 𝑁𝑏 = 4 bits,
o que corresponde à 16 valores a serem mapeados, e temos que deĄnir quanto destes valores
serão mapeados para cada nível 𝑥𝑖 para chegar o mais próximo possível da probabilidade
𝑝𝑖. Um bom mapeamento que pode ser utilizado é o dado na tabela 4.1, onde 𝑁𝑙𝑖 é o
número de valores mapeados para o símbolo 𝑥𝑖.

Nível M-PAM Valores mapeados Total Probabilidade Final
𝑥1 = 0 𝑁𝑙1 = 9 16 𝑝1 = 9

16
= 0, 5625 ≈ 0, 5505

𝑥2 = 0, 0666 𝑁𝑙2 = 4 16 𝑝2 = 1
4

= 0, 25 ≈ 0, 2415
𝑥3 = 0, 1355 𝑁𝑙3 = 2 16 𝑝3 = 1

8
= 0, 125 ≈ 0, 1366

𝑥4 = 0, 2153 𝑁𝑙4 = 1 16 𝑝4 = 1
16

= 0, 0625 ≈ 0, 0715

Tabela 4.1: Distribuição do mapeamento

DeĄnindo este novo mapeamento, podemos calcular a nova capacidade de canal, con-
forme equação 3.34 e obtemos o valor de 𝐶 = 1, 3925 e o novo fator de escurecimento de
Ý = 0, 0471.

O mapeamento mostrado na tabela 4.1 deĄne quantos valores são mapeados para
cada nível M-PAM, mas ainda é possível deĄnir diversos mapeamentos. Neste exemplo,
o número de mapeamentos diferentes possíveis é de

16!
9! · 4! · 2!

= 1201200 (4.3)

combinações. A primeira pergunta que Ąca é se a escolha do mapeamento inĆuencia
o resultado. Isso será visto mais à frente. Como próximo passo, temos que deduzir o
algoritmo de decodiĄcação / demodulação do sinal recebido. Mas primeiro é necessário
equacionar melhor o mapeador.

Como visto, o mapeador recebe 𝑁 bits e gera na sua saída 𝑁𝑠 símbolos. Assim cada
𝑁𝑏 = 𝑁/𝑁𝑠 bits é codiĄcado em cada um dos 𝑁𝑠 símbolos. Podemos deĄnir a função V:

𝑠𝑖 = V (bi) (4.4)

que faz o mapeamento dos bits b𝑖 =
{︁

𝑏(𝑖⊗1)≤𝑁𝑏+1, 𝑏(𝑖⊗1)≤𝑁𝑏+2, ..., 𝑏𝑖≤𝑁𝑏

}︁

no símbolo 𝑠𝑖 ∈
{𝑥1, ..., 𝑥𝑀}. A função V pode ser representada por uma tabela, como mostrado por
exemplo na tabela 4.2, que mostra um dos possíveis 1201200 mapeamentos seguindo a
distribuição da tabela 4.1.
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b𝑖 𝑠𝑖

0000 𝑥1

0001 𝑥1

0010 𝑥1

0011 𝑥1

0100 𝑥1

0101 𝑥1

0110 𝑥1

0111 𝑥1

1000 𝑥1

1001 𝑥2

1010 𝑥2

1011 𝑥2

1100 𝑥2

1101 𝑥3

1110 𝑥3

1111 𝑥4

Tabela 4.2: Um possível mapeamento

4.2 Dedução do algoritmo do decodiĄcador

Na determinação do algoritmo para fazer a decodiĄcação do sinal recebido, utilizare-
mos o algoritmo de grafo fatores de [14]. Na Figura 4.6, podemos observar o bloco do
decodiĄcador, o canal de comunicação VLC e o decodiĄcador com os nomes dos sinais
em cada bloco. Os 𝐾 bits do vetor t são codiĄcados em 𝑁 bits do vetor b pelo codiĄ-
cador LDPC. Os bits na saída do decodiĄcador são mapeados em 𝑁𝑠 = 𝑁/𝑁𝑏 símbolos
do vetor s = {𝑠1, ..., 𝑠𝑁𝑠

} de modo a gerá-los com as probabilidades desejadas através do
bloco mapeador. Cada sinal 𝑠𝑖 será um dos símbolos da modulação M-PAM {𝑥1, ..., 𝑥𝑀},
gerados com as probabilidades {𝑝1, ..., 𝑝𝑀}. Os símbolos gerados são então transmitidos
pelo canal VLC e recebidos com um ruído Gaussiano z com média nula e variância à2.
O sinal recebido é representado pelo vetor y = s + z. O vetor y é então processado pelo
decodiĄcador que tem como objetivo encontrar os bits b que maximizam a probabilidade
p (b|y).

Figura 4.6: Sistema completo VLC, com codiĄcador, canal e decodiĄcador.

Para fazer a decodiĄcação, utilizaremos a regra de maximizar a probabilidade a poste-
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riori ("MAP"). Desta forma, para decodiĄcar os símbolos transmitidos, temos que calcular
o valor de 𝑣𝑖 que maximiza a probabilidade do sinal transmitido 𝑏𝑖 = 𝑣𝑖, dado que o de-
codiĄcador recebeu y como abaixo:

𝑏𝑖 = arg max
𝑣𝑖

p(𝑏𝑖 = 𝑣𝑖|y) (4.5)

onde 𝑏𝑖 é o i-ésimo bit transmitido (antes do mapeamento) e y são os símbolos rece-
bidos pelo decodiĄcador. Podemos reescrever a probabilidade 𝑝(𝑏𝑖 = 𝑣𝑖|y) utilizando a
probabilidade conjunta 𝑝(b = v|y) como

p (𝑏𝑖 = 𝑣𝑖|y) =
∑︁

b:𝑏𝑖=𝑣𝑖

p(b|y). (4.6)

onde a somatória
√︁

b:𝑏𝑖=𝑣𝑖
é em todos os 𝑁 bits b menos no bit 𝑏𝑖 no qual se está calculando

a probabilidade. Aplicando à equação 4.6 na equação 4.5, resulta em

𝑏𝑖 = argmax
𝑣𝑖

∑︁

b:bi=vi

p(b|y). (4.7)

Agora precisamos quebrar esta equação em mais produtos de modo a montar um
grafo fator que possa ser implementado para determinar os valores de 𝑏̂𝑖. Desta maneira,
podemos inicialmente utilizar o teorema de Bayes e reescrever a equação como

𝑏𝑖 = argmax
𝑣𝑖

∑︁

b:bi=vi

p(y|b) · p (b)
𝑝(y)

. (4.8)

O termo 𝑝 (y) independe de 𝑣𝑖 e é constante com a somatória de b e podemos tirá-lo
para fora da somatória, e como é uma constante, não inĆuenciaria no calculo do 𝑏𝑖 que
maximiza a equação, por conseguinte podemos retirá-lo da equação. Assim,

𝑏𝑖 = argmax
𝑣𝑖

∑︁

b:bi=vi

p(y|b) · p (b) . (4.9)

Agora um outro passo seria colocar os símbolos transmitidos s na equação, seguindo
a ordem do codiĄcador, que recebe os bits b e gera os símbolos s. Pelo teorema da
probabilidade total, podemos escrever

p(y|b) =
∑︁

s

p(y|b ∩ s) · 𝑝 (s|b) =
∑︁

s

p(y|b) · 𝑝 (s|b) . (4.10)

A segunda simpliĄcação em que se retira a intersecção com s se dá pelo fato de y depender
diretamente de s e este por sua vez depender de b, como visto no diagrama da Figura
4.6. Então podemos reescrever a equação 4.9 utilizando a equação 4.10 como

b̂i = argmax
𝑣𝑖

∑︁

b:𝑏𝑖=𝑣𝑖

∑︁

s

p (y|s) · p (s|b) · p (b) . (4.11)

Considerando a função de mapeamento dada na equação 4.4 podemos criar uma nova
função chamada V (em negrito) que é a aplicação da função 𝑉 em todos os 𝑁𝑠 grupos de
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bits b𝑖 gerando os 𝑁𝑠 símbolos 𝑠𝑖, conforme abaixo

V (b) =
{︁

𝑉 (𝑏1, ..., 𝑏𝑁𝑏) , 𝑉 (𝑏𝑁𝑏+1, ..., 𝑏2≤𝑁𝑏) , ..., 𝑉 (𝑏(𝑁𝑠⊗1)≤𝑁𝑏+1, ..., 𝑏𝑁𝑠≤𝑁𝑏)
}︁

= {𝑠1, 𝑠2, ..., 𝑠𝑁𝑠} = s (4.12)

e deste modo, podemos escrever que a probabilidade p (s|b) é dada por

p (s|b) = [V (b) = s] (4.13)

onde a função [·] é a função de Iverson que é 1 apenas quando a igualdade interna a ela
é verdadeira, e tendo o valor 0 caso contrário. Com isso, reescrevemos a equação 4.11 da
seguinte forma

b̂i = argmax
𝑣𝑖

∑︁

b:𝑏𝑖=𝑣𝑖

∑︁

s

p (y|s) · [V (b) = s] · p (b) . (4.14)

Consideramos que os bits transmitidos são equiprováveis e independentes, assim a
probabilidade p (b) é constante e igual para todos os valores de b que são palavras-códigos
válidas geradas pelo codiĄcador LDPC (sendo seu valor o inverso do número de palavras-
códigos válidas que é 1

2𝐾 ). Como a probabilidade é constante, podemos multiplicar o
termo da equação 4.14, dentro do argmax por esta probabilidade que não modiĄcará o
ponto máximo dela, e assim levará ao mesmo 𝑏𝑖. Assim, podemos deĄnir a função 𝐼𝑐 (b)
que é 1 quando b é uma palavra-código válida e 0 quando não é. Temos assim que

𝐼𝐶 (b) = 2𝐾 · 𝑝 (b) . (4.15)

DeĄnindo a função V C (b, s) como

V C (b, s) = Eq (V (b) = s) =

⎧

⨄︁

⋃︁

1 V (b) = s

0 caso contrário
(4.16)

e substituindo as equações 4.15 e 4.16 em 4.14, podemos escrever

𝑏𝑖 = argmax
𝑣𝑖

1
2𝐾

·
∑︁

b:𝑏𝑖=𝑣𝑖

∑︁

s

p (y|s) · V C (b, s) · 𝐼𝑐 (b)

= argmax
𝑣𝑖

∑︁

b:𝑏𝑖=𝑣𝑖

∑︁

s

p (y|s) · V C (b, s) · 𝐼𝑐 (b) (4.17)

A função objetivo pode ser então retirada da função acima, como sendo:

𝐺 (b) = p (y|s) · V C (b, s) · 𝐼𝑐 (b) (4.18)

Cada símbolo transmitido e recebido é independente dos outros e assim temos que

p (y|s) =
𝑁𝑠
∏︁

𝑖=1

𝑝 (𝑦𝑖|𝑠𝑖) (4.19)
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o mesmo para os conjuntos de bits b𝑖 e os símbolos 𝑠𝑖 e assim temos

V C (b, s) =
𝑁𝑠
∏︁

𝑖=1

𝑉 𝐶 ′ (b𝑖, 𝑠𝑖) . (4.20)

O termo 𝐼𝑐 (b) é 1 quando H · b′ = 0, ou para todos os 𝑖 o produto h𝑖 · b′ = 0, e
deĄnindo a função

𝐼 {h𝑖 · b = 0} =

⎧

⨄︁

⋃︁

1 quando hi · b = 0

0 caso contrário
(4.21)

e podemos escrever

𝐼𝑐 (b) =
𝑚
∏︁

𝑖=0

𝐼 {h𝑖 · b = 0} . (4.22)

E assim, utilizando 4.19, 4.20 e 4.22 em 4.18.

𝐺 (b) =
𝑁𝑠
∏︁

𝑖=1

p (𝑦𝑖|𝑠𝑖) ·
𝑁𝑠
∏︁

𝑖=1

𝑉 𝐶 ′ (b𝑖, 𝑠𝑖) ·
𝑚
∏︁

𝑡=1

𝐼 {h𝑡· b = 0} (4.23)

E podemos desenhar o grafo que representa a equação acima na Figura 4.7.

4.3 Aplicação do algoritmo Soma Produto

Na seção 2.5, foi apresentado rapidamente o algoritmo soma produto descrito em mais
detalhes em [14]. Iremos aplicar este algoritmo agora na solução do grafo da Ągura 4.7 de
modo a calcularmos as equações que iremos empregar no decodiĄcador iterativo.

Vamos iniciar o equacionamento das mensagens entre os nós do grafo pelos nós 𝑦𝑖. A
mensagem do nó de variável 𝑦𝑖 para o nó de função p (𝑦𝑖|𝑠𝑖) aqui chamado de Û𝑦𝑖⊃p(𝑦𝑖♣𝑠𝑖)

tem o valor de
Û𝑦𝑖⊃p(𝑦𝑖♣𝑠𝑖)(𝑦𝑖) = 1 (4.24)

pois é a mensagem de um nó de variável de ponta para um nó de função. A próxima
mensagem a ser calculada é a Û𝑝(𝑦𝑖♣𝑠𝑖)⊃𝑠𝑖

(𝑠𝑖) e para isso, inicialmente, precisamos do valor
da função p (𝑦𝑖|𝑠𝑖) que possui o seguinte valor:

p (𝑦𝑖|𝑠𝑖) =
1

à
√

2Þ
𝑒

⊗
(︁

𝑦𝑖⊗𝑠𝑖√
2à

)︁2

. (4.25)

Aplicando a equação 2.22 para determinação desta mensagem, temos que:

Û𝑝(𝑦𝑖♣𝑠𝑖)⊃𝑠𝑖
(𝑠𝑖) =

∑︁

≍¶𝑠𝑖♢

⎛

∐︁

∏︁

𝑦𝑖∈𝑛(𝑓)

Û𝑦𝑖⊃p(𝑦𝑖♣𝑠𝑖) (𝑦𝑖) p (𝑦𝑖|𝑠𝑖)

∫︀

̂︀ (4.26)

onde a produtório é sobre apenas um valor, o valor 𝑦𝑖 recebido de Û𝑦𝑖⊃p(𝑦𝑖♣𝑠𝑖) = 1, e a
somatória tem apenas um termo, pois não há mais valores a não ser o próprio 𝑠𝑖. Assim,
esta mensagem pode ser escrita como:
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Figura 4.7: Grafo do decodiĄcador.
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Û𝑝(𝑦𝑖♣𝑠𝑖)⊃𝑠𝑖
(𝑠𝑖) = p (𝑦𝑖|𝑠𝑖) =

1
à

√
2Þ

𝑒
⊗
(︁

𝑦𝑖⊗𝑠𝑖√
2à

)︁2

. (4.27)

A próxima mensagem a ser calculada é a Û𝑠𝑖⊃𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖) (𝑠𝑖) que aplicando a equação
2.20, temos

Û𝑠𝑖⊃𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖) (𝑠𝑖) =
∏︁

ℎ∈𝑛(𝑠𝑖)♣¶𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)♢
Ûℎ⊃𝑠𝑖

(𝑠𝑖) = Û𝑝(𝑦𝑖♣𝑠𝑖)⊃𝑠𝑖
(𝑠𝑖) =

1
à

√
2Þ

·𝑒⊗
(︁

𝑦𝑖⊗𝑠𝑖√
2à

)︁2

(4.28)

pois apenas uma mensagem chega ao nó 𝑠𝑖, tirando a mensagem do nó de função 𝑉 𝐶(b𝑖, 𝑠𝑖).
Continuamos agora para a mensagem Û𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)⊃𝑏𝑗

(𝑏𝑗) que aplicando a equação 2.22, po-
demos escrever como

Û𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)⊃𝑏𝑗
(𝑏𝑗) =

∑︁

𝑠𝑖∈¶𝑥1...𝑥𝑀 ♢

∑︁

≍¶𝑏𝑗♢

⎛

∐︁

∏︁

𝑦∈𝑛(𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖))

Û𝑦⊃𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)(𝑦) 𝑉 𝐶(b𝑖, 𝑠𝑖)

∫︀

̂︀ =

∑︁

𝑠𝑖∈¶𝑥1...𝑥𝑀 ♢

∑︁

≍¶𝑏𝑗♢

⎛

∐︁Û𝑠𝑖⊃𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)(𝑠𝑖) ·
𝑖≤𝑁𝑏
∏︁

𝑘 ̸=𝑗,𝑘=(𝑖⊗1)≤𝑁𝑏+1

Û𝑏𝑘⊃𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)(𝑏𝑘) 𝑉 𝐶(b𝑖, 𝑠𝑖)

∫︀

̂︀ (4.29)

Podemos considerar que para cada conjunto de bits b𝑖, temos apenas um valor de 𝑠𝑖 no
qual 𝑉 𝐶 (b𝑖, 𝑠𝑖) é 1, sendo 0 para todos os outros valores de b𝑖. Este valor é 𝑠𝑖 = 𝑉 ′ (b𝑖) e
podemos assim tirar a somatória de 𝑠𝑖 e substituir os valores de 𝑠𝑖 por 𝑉 ′ (b𝑖) e reescrever
a equação como

Û𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)⊃𝑏𝑗
(𝑏𝑗) =

∑︁

≍¶𝑏𝑗♢

⎛

∐︁Û𝑠𝑖⊃𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖) (𝑉 ′ (b𝑖)) ·
𝑖≤𝑁𝑏
∏︁

𝑘 ̸=𝑗,𝑘=(𝑖⊗1)≤𝑁𝑏+1

Û𝑏𝑘⊃𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)(𝑏𝑘)

∫︀

̂︀

=
∑︁

≍¶𝑏𝑗♢

⎛

∐︁

1
à

√
2Þ

· 𝑒
⊗
(︁

𝑦𝑖⊗𝑉 ′(b𝑖)√
2à

)︁2

·
𝑖≤𝑁𝑏
∏︁

𝑘 ̸=𝑗,𝑘=(𝑖⊗1)≤𝑁𝑏+1

Û𝑏𝑘⊃𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)(𝑏𝑘)

∫︀

̂︀ (4.30)

.
Todos os valores acima são conhecidos. Na primeira iteração ainda não teríamos as

mensagens Û𝑏𝑘⊃𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖) (𝑏𝑘). Podemos considerar como uma função com valor 0, 5 para as
entradas 0 e 1, isto é: Û𝑏𝑘⊃𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖) (𝑏𝑘) = 0, 5 para 𝑏𝑘 ∈ {0, 1}. Nas próximas iterações o
valor de Û𝑏𝑘⊃𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖) (𝑏𝑘) é calculado como o produto de todas as mensagens que chegam
à variável 𝑏𝑘.

As outras mensagens trocadas são as normalmente trocadas na implementação do de-
codiĄcador LDPC. Neste caso, a função Û𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)⊃𝑏𝑗

(𝑏𝑗) pode ser recalculada como o log-
likelihood que é utilizado no decodiĄcador do LDPC. Assim teríamos 𝐿

(︁

Û𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)⊃𝑏𝑗

)︁

=

log
(︂

Û𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)⊃𝑏𝑗
(0)

Û𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)⊃𝑏𝑗
(1)

)︂

.

No caso da função Û𝑠𝑖⊃𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖) (𝑠𝑖), podemos pré calcular o valor dela para todos os
𝑠𝑖 ∈ {𝑥1, ..., 𝑥𝑀} valores possíveis.

As mensagens Û𝑏𝑖⊃𝑉 𝐶(b𝑡,𝑠𝑡) são calculadas utilizando a equação 2.20, conforme fórmula
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abaixo:

Û𝑏𝑖⊃𝑉 𝐶(b𝑡,𝑠𝑡) (𝑏𝑖) =
∏︁

𝑘∈H ′
𝑖

Û𝐼(ℎ𝑘≤b=0)⊃𝑏𝑖
(𝑏𝑖) (4.31)

ou utilizando o L.L.R., temos que:

𝐿
(︁

Û𝑏𝑖⊃𝑉 𝐶(b𝑡,𝑠𝑡)

)︁

=
∑︁

𝑘∈H ′
𝑖

𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑘≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

(4.32)

4.3.1 Atualizações do LDPC

As atualizações do LDPC são as mensagens Û𝑏𝑖⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (𝑏𝑖) e Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖
(𝑏𝑖). Co-

meçando pela primeira mensagem que é de um nó de variável para um nó de função e
utilizando a equação 2.20, temos

Û𝑏𝑖⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (𝑏𝑖) =

⎛

∐︁

∏︁

𝑘∈H′
𝑖,𝑘 ̸=𝑗

Û𝐼(ℎ𝑘≤b=0)⊃𝑏𝑖
(𝑏𝑖)

∫︀

̂︀ · Û𝑉 𝐶(b𝑡,𝑠𝑡)⊃𝑏𝑖
(𝑏𝑖) . (4.33)

Podemos aplicar nesta mensagem o log-likelihood, e assim, como mostrado na dedução
do algoritmo iterativo LDPC, temos:

𝐿
(︁

Û𝑏𝑖⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)

)︁

=

⎛

∐︁

∑︁

𝑘∈H′
𝑖,𝑘 ̸=𝑗

𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑘≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

∫︀

̂︀+ 𝐿
(︁

Û𝑉 𝐶(b𝑡,𝑠𝑡)⊃𝑏𝑖

)︁

(4.34)

A próxima mensagem Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖
(𝑏𝑖) é deduzida utilizando a equação 2.22 e por

conseguinte, temos

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖
(𝑏𝑖) =

∑︁

≍𝑏𝑖

⋃︀

⨄︀

⎛

∐︁

∏︁

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖

Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (𝑏𝑘)

∫︀

̂︀ · 𝐼 (ℎ𝑗 · b = 0)

⋂︀

⋀︀ (4.35)

Esta equação nos dá, dado o valor de 𝑏𝑖, qual a probabilidade de termos um número par
de bits 𝑏𝑘, 𝑘 ∈ H𝑗, com valor 𝑏𝑘 = 1, isto é, um número par de bits em 1. E pode-se
mostrar [24] que esta equação pode ser simpliĄcada para:

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖
(0) =

1
2

+
1
2

∏︁

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖

(︁

1 − 2 · Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1)
)︁

(4.36)

𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

= log

(︃

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖
(0)

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖
(1)

)︃

= log

⎛

∐︁

1
2

+ 1
2

√︂

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖

(︁

1 − 2 · Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1)
)︁

1
2

− 1
2

√︂

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖

(︁

1 − 2 · Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1)
)︁

∫︀

̂︀

= log

⎛

∐︁

1 +
√︂

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖

(︁

1 − 2 · Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1)
)︁

1 −√︂

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖

(︁

1 − 2 · Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1)
)︁

∫︀

̂︀ (4.37)

Podemos aplicar a seguinte relação:

tanh

(︃

1
2

log

(︃

1 − 𝑝

𝑝

)︃)︃

= 1 − 2 · 𝑝 (4.38)

na equação 4.37 e considerando que:
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𝐿(Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)) = log

(︃

1 − Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1)
Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0) (1)

)︃

(4.39)

temos:

𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

= log

⎛

∐︁

1 +
√︂

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖 tanh
(︁

𝐿(Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0))/2
)︁

1 −√︂

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖 tanh
(︁

𝐿(Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0))/2
)︁

∫︀

̂︀ (4.40)

E considerando que:

2 · tanh⊗1 (𝑝) = log

(︃

1 + 𝑝

1 − 𝑝

)︃

(4.41)

podemos chegar a equação da mensagem 𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

, que é

𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

= 2 · tanh⊗1

⎛

∐︁

∏︁

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖

tanh
(︁

𝐿(Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0))/2
)︁

∫︀

̂︀ (4.42)

E assim, as equações das mensagens para atualização do LDPC são:

𝐿
(︁

Û𝑏𝑖⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)

)︁

=
∑︁

𝑘∈H′
𝑗 ,𝑘 ̸=𝑗

𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑘≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

+ 𝐿
(︁

Û𝑉 𝐶(b𝑡,𝑠𝑡)⊃𝑏𝑖

)︁

𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

= 2 · tanh⊗1

⎛

∐︁

∏︁

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖

tanh
(︁

𝐿(Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0))/2
)︁

∫︀

̂︀ (4.43)

Estas mensagens foram deduzidas na seção 2.6.1 tirando o termo a mais na primeira
equação 𝐿

(︁

Û𝑉 𝐶(b𝑡,𝑠𝑡)⊃𝑏𝑖

)︁

que vem do nó 𝑉 𝐶(b𝑡, 𝑠𝑡) que é um caso particular no nosso
problema.

4.3.2 Passos do algoritmo de decodiĄcação

As mensagens que serão necessárias no algoritmo de decodiĄcação, acima deduzidas,
são listadas abaixo.

Û𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)⊃𝑏𝑗
(𝑏𝑗) =

∑︁

≍𝑏𝑗

⎛

∐︁

⎛

∐︁

𝑁𝑏
∏︁

𝑡=1,𝑡̸=𝑗

Û𝑏𝑡+𝑁𝑏≤𝑖⊃𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖) (𝑏𝑡+𝑁𝑏≤𝑖)

∫︀

̂︀ · 1
à

√
2Þ

𝑒
⊗
(︁

𝑦𝑖⊗𝑉 ′(b𝑖)√
2à

)︁2
∫︀

̂︀

𝐿
(︁

Û𝑏𝑖⊃𝑉 𝐶(b𝑡,𝑠𝑡)

)︁

=
∑︁

𝑘∈H ′
𝑖

𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑘≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

𝐿
(︁

Û𝑏𝑖⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)

)︁

=
∑︁

𝑘∈H′
𝑗 ,𝑘 ̸=𝑗

𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑘≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

+ 𝐿
(︁

Û𝑉 𝐶(b𝑡,𝑠𝑡)⊃𝑏𝑖

)︁

𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

= 2 · tanh⊗1

⎛

∐︁

∏︁

𝑘∈H𝑗 ,𝑘 ̸=𝑖

tanh
(︁

𝐿(Û𝑏𝑘⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0))/2
)︁

∫︀

̂︀
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Para fazer a decodiĄcação, listamos abaixo os passos necessários, com as inicializações e
a ordem das atualizações.

1. Inicializar as mensagens 𝐿
(︁

Û𝑏𝑖⊃𝑉 𝐶(b𝑡,𝑠𝑡)

)︁

, 𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

com o valor 0.

2. Pré-calcular para todos os valores de 𝑠𝑖 ∈ {𝑥1, ..., 𝑥𝑀}, os valores de 1
à

√
2Þ

𝑒
⊗
(︁

𝑦𝑖⊗𝑠𝑖√
2à

)︁2

3. Calcular as mensagens Û𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)⊃𝑏𝑗
(𝑏𝑗) para 𝑏𝑗 = 0 e 𝑏𝑗 = 1, e calcular o log-

likelihood 𝐿
(︁

Û𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)⊃𝑏𝑗

)︁

= log
(︂

Û𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)⊃𝑏𝑗
(0)

Û𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)⊃𝑏𝑗
(1)

)︂

4. Calcular as mensagens 𝐿
(︁

Û𝑏𝑖⊃𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)

)︁

5. Calcular as mensagens 𝐿
(︁

Û𝐼(ℎ𝑗 ≤b=0)⊃𝑏𝑖

)︁

6. Calcular as mensagens 𝐿
(︁

Û𝑏𝑖⊃𝑉 𝐶(b𝑡,𝑠𝑡)

)︁

7. Calcular a estimativa atual da decodiĄcação com 𝑏̂𝑖 =sinal
(︁

𝐿
(︁

Û𝑏𝑖⊃𝑉 𝐶(b𝑡,𝑠𝑡)

)︁)︁

onde
a função sinal tem o valor −1 se o valor interno é negativo e +1 caso o valor interno
seja positivo ou zero.

8. VeriĄcar se o produto H · b̂ resulta no vetor formado por 0 indicando que b̂ é um có-
digo válido e assim a decodiĄcação está terminada, considerando o valor transmitido
b = b̂. Finalizar o algoritmo.

9. Caso o resultado do produto acima não seja um vetor de zeros, somar um ao número
de iterações e voltar ao passo número 3. Caso o número de iterações chegue ao limite
conĄgurado, parar o algoritmo e considerar b̂ como a melhor estimativa.

4.4 Parâmetros da simulação

Para testar o método de codiĄcação e o algoritmo de decodiĄcação proposto, utiliza-
remos um resultado obtido na otimização completa, considerando a modulação 4-PAM
(4 níveis), um dimming de Ý = 0.05 e uma qualidade de sinal de 17 dB. Os parâmetros
resultantes da otimização e os demais parâmetros do codiĄcador LDPC como 𝐾 e 𝑁 se
encontram na seção 4.1.

Vimos que o número possível de mapeamentos utilizando modulação 4-PAM e mape-
ando 4 bits para estes 4 símbolos, mantendo as probabilidades necessárias, é de 1.201.200
mapeamentos. Este número torna praticamente impossível avaliar todas as opções por
simulação. Fizemos as simulações com 170 diferentes mapeamentos gerados aleatoria-
mente, e em cada mapeamento, simulamos o sistema com qualidade de sinal de 16, 2 dB
até 20, 8 dB ou sua convergência, em intervalos de 0, 1 dB. Na Figura 4.8, plotamos os
gráĄcos da taxa de erro em relação ao nível de ruído para todos os 170 mapeamentos
feitos. Podemos ver nos resultados que há mapeamentos onde não ocorre convergência,
e mapeamentos em que a convergência ocorre com uma qualidade de sinal melhor. O
melhor mapeamento encontrado teve a taxa de erro indo para zero com a qualidade de
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Figura 4.8: Simulação com vários mapeamentos.

sinal de 16, 9dB ou até 16, 8𝑑𝐵, considerando convergência com ŞĆoor levelŤ de taxa de
erro de 10⊗6.

Os 4 melhores mapeamentos simulados e os 2 piores estão na Ągura 4.9. E os res-
pectivos mapeamentos se encontram na tabela 4.3. Observando o gráĄco, podemos ver
que os 4 melhores mapeamentos tem resultado muito próximos, apesar dos mapeamentos,
olhando a tabela 4.3, serem bem diferentes, não dando para perceber na nossa análise
nenhuma regra que gere mapeamentos melhores que os outros. Comparando os melhores
mapeamentos com os piores, também não encontramos regras que nos ajudem a identiĄcar
pelo mapeamento como será o comportamento na simulação.

Ficou claro, analisando os resultados, a grande dependência da convergência com
o mapeamento escolhido, tornando necessária a escolha do melhor mapeamento. Um
método a ser utilizado é simular para vários mapeamentos e escolher o melhor, mas a
simulação completa do sistema é computacionalmente muito complexa, o que levaria muito
tempo tornando necessário algum método mais rápido para testarmos os mapeamentos.
No próximo capítulo testaremos a utilização do método de EXIT Chart na determinação
do melhor mapeamento. Mas mesmo com métodos mais rápidos, testar todas as 1201200
combinações pode ser computacionalmente impossível, assim conseguiremos testar apenas
um sub conjunto destes mapeamentos.
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Figura 4.9: Resultado da simulação dos 3 melhores e 2 piores mapeamentos.

Símbolo Melhores Piores
Mapeamentos Mapeamentos

𝑥1

0010 0000 0000 0010 0011 0010
0100 0001 0001 0110 0100 0100
0101 0110 0011 0111 0101 0101
0110 1000 0101 1000 0111 0110
1000 1010 0111 1001 1000 1000
1001 1011 1000 1010 1001 1001
1100 1100 1011 1101 1010 1010
1110 1110 1101 1110 1011 1100
1111 1111 1110 1111 1100 1110

𝑥2

0001 0010 0010 0000 0000 0001
0111 0011 0110 0011 0001 0011
1011 0111 1001 0100 1110 0111
1101 1101 1100 1100 1111 1101

𝑥3
0000 0101 0100 0001 0010 0000
0011 1001 1010 0101 0110 1111

𝑥4 1010 0100 1111 1011 1101 1011

Tabela 4.3: Tabela com os 4 melhores e 2 piores mapeamentos simulados.
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Capítulo 5

Análise EXIT da Implementação do
Algoritmo de DecodiĄcação

Neste capítulo, introduzimos o método do EXIT CHART que auxilia na determinação
da convergência do algoritmo de decodiĄcação. Após a introdução, mostramos a aplicação
deste método na determinação do melhor mapeamento a ser utilizado.

5.1 Introdução ao método EXIT

Em [27], temos uma introdução ao conceito dos gráĄcos de EXIT Chart que procuram
mostrar a transferência da informação extrínseca entre os blocos do decodiĄcador. A
informação extrínseca seria o ganho de informação de decodiĄcação conseguido por cada
iteração de um decodiĄcador ou bloco dele.

Figura 5.1: Diagrama com as mensagens do decodiĄcador LDPC.

Na Figura 5.1, temos o diagrama de um decodiĄcador LDPC com suas respectivas
mensagens Û..., onde a mensagem Û... é a probabilidade do bit ser -1 ou 1 dependendo
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do parâmetro 𝑏 da função. Para simpliĄcar a análise, trabalharemos com o logaritmo da
razão de verossimilhança que é deĄnido como sendo:

𝐿... = log
Û...(−1)
Û... (1)

(5.1)

com Û... sendo qualquer uma das mensagens deĄnidas na Ągura 5.1.
Para calcular a informação mútua entre as mensagens 𝐿... e os bits transmitidos,

temos que saber em cada iteração a distribuição de probabilidades das mensagens 𝐿...

considerando como bit transmitido 𝑏𝑘 = −1 ou 𝑏𝑘 = 1. Considerando a distribuição
de probabilidades das mensagens como sendo 𝑓𝐿...

(𝐿|𝑏𝑘), podemos calcular a informação
mútua entre a mensagem 𝐿... e o bit correspondente como sendo:

𝐼 (𝐿..., 𝑏𝑘) =
∑︁

𝑏𝑘∈¶⊗1,1♢

∫︁ +∞

⊗∞
𝑓𝐿...

(𝐿|𝑏𝑘) · 𝑝 (𝑏𝑘) · log2

(︃

𝑓𝐿...
(𝐿|𝑏𝑘)

𝑓𝐿...
(𝐿) · 𝑝 (𝑏𝑘)

)︃

d𝐿

=
∑︁

𝑖∈¶⊗1,1♢

∫︁ +∞

⊗∞
𝑓 (𝐿|𝑏 = 𝑖) · log2

(︃

2 · 𝑓 (𝐿|𝑏 = 𝑖)
𝑓 (𝐿|𝑏 = 1) + 𝑓 (𝐿|𝑏 = −1)

)︃

(5.2)

Figura 5.2: Troca de informações entre os blocos do decodiĄcador LDPC.

A ideia do EXIT chart é calcular a informação mútua de saída de um bloco em função
da informação mútua de entrada, por exemplo, na Figura 5.2, temos a informação mútua
𝐼
(︁

𝐿𝑏𝑘⊃𝐼¶ℎ𝑘𝑏=0♢, 𝑏𝑘

)︁

e com ela podemos encontrar uma distribuição de probabilidades de
𝐿𝑏𝑘⊃𝐼¶ℎ𝑘𝑏=0♢ dada por 𝑓𝐿𝑏𝑘⊃𝐼¶ℎ𝑘𝑏=0♢(𝐿, 𝑏𝑘) que tenha a informação mútua desejada. E as-
sim, aplicando a fórmula para cálculo de 𝐿𝐼¶ℎ𝑘𝑏=0♢⊃𝑏𝑘

em função de 𝐿𝑏𝑘⊃𝐼¶ℎ𝑘𝑏=0♢, podemos
calcular a distribuição que teria as mensagens de saída do bloco Nós de Paridade (ŞCheck
NodesŤ), (𝐿𝐼¶ℎ𝑘𝑏=0♢⊃𝑏𝑘

) dado que sabemos a distribuição das mensagens que chegam ao
bloco. Com a distribuição das mensagens de saída do bloco, conseguimos calcular sua
informação mútua pela equação 5.2. E assim, dado a informação mútua de entrada no
bloco, calculamos a informação mútua de saída. Se Ązermos isso para todos os valores de
informação mútua de entrada, variando de 0 até 1, podemos montar um gráĄco com a
informação mútua de entrada versus a informação mútua de saída. Este mesmo cálculo
pode ser feito para o bloco ŞBitsŤ e a mesma curva pode ser levantada.

Com as duas curvas levantadas, podemos traça-las em um mesmo gráĄco onde o
𝐼
(︁

𝐿𝑏𝑘⊃𝐼¶ℎ𝑘𝑏=0♢, 𝑏𝑘

)︁

Ąca no eixo 𝑋 e o 𝐼
(︁

𝐿𝐼¶ℎ𝑘𝑏=0♢⊃𝑏𝑘
, 𝑏𝑘

)︁

Ącaria no eixo Y. Plotaríamos
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as duas funções e assim, no gráĄco, poderíamos fazer a análise do ganho de informação
mútua com as iterações das mensagens. Na Ągura 5.3, temos um exemplo deste ganho de
informação mútua. Se pudermos veriĄcar um ganho de informação mútua até chegarmos
ao valor 1, iria indicar que nestas condições o algoritmo converge, como podemos ver
no gráĄco da Ągura 5.3. No caso que as curvas se tocam esta convergência não ocorre
conforme podemos ver na Ągura 5.3. Assim, de um modo rápido, podemos analisar a
convergência do decodiĄcador.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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0.1

0.2
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Figura 5.3: Exemplo de um gráĄco EXIT, mostrando convergência do algoritmo.

O problema no método do cálculo do ganho de informação mútua é que dado uma
informação mútua de entrada, teremos inĄnitas diferentes funções de densidade de pro-
babilidade de 𝑓𝐿...♣𝑏𝑘

(𝐿|𝑏𝑘) que atendem esta informação mútua, assim precisamos deĄnir
dentre este conjunto de distribuições de probabilidade uma que iremos utilizar.

Para escolher uma distribuição e sabendo que as mensagens 𝐿... são o log likelihood
das mensagens Û...(𝑏𝑘) que são uma estimativa das probabilidades de 𝑏𝑘, vamos considerar
um bit 𝑏𝑘 codiĄcado nos níveis 𝑏 = {−1, 1} passando por um canal com ruído Gaussiano
𝑍 de média nula e variância à2

𝑍 . Teremos que a distribuição de probabilidades do sinal
recebido 𝑦 = 𝑏 + 𝑧 será:

𝑓 (𝑦|𝑏) =
1√

2 · Þ · à
· 𝑒

⊗ (𝑦⊗𝑏)2

2≤à2
𝑛 . (5.3)

Podemos calcular então o valor de 𝐿... como sendo
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𝐿... = log
𝑃 (𝑏 = 1|𝑦)

𝑃 (𝑏 = −1|𝑦)
= log

𝑓(𝑦♣𝑏=1)≤𝑃 (𝑏=1)
𝑓(𝑦)

𝑓(𝑦♣𝑏=⊗1)≤𝑃 (𝑏=⊗1)
𝑓(𝑦)

= log
𝑓 (𝑦|𝑏 = 1) · 𝑃 (𝑏 = 1)

𝑓 (𝑦|𝑏 = −1) · 𝑃 (𝑏 = −1)
. (5.4)

Considerando que a probabilidade de 𝑏 = 1 é a mesma de 𝑏 = −1 e substituindo a equação
5.3 em 5.4, temos

𝐿... = log
1√

2≤Þ≤à · 𝑒
⊗ (𝑦⊗1)2

2≤à2
𝑛

1√
2≤Þ≤à · 𝑒

⊗ (𝑦+1)2

2≤à2
𝑛

= log

(︃

𝑒
⊗ (𝑦⊗1)2

2≤à2
𝑛

+
(𝑦+1)2

2≤à2
𝑛

)︃

=
−𝑦2 + 2 · 𝑦 − 1 + 𝑦2 + 2 · 𝑦 + 1

2 · à2
𝑛

=
2 · 𝑦

à2
𝑛

. (5.5)

Chegamos então ao resultado que 𝐿... seria a variável aleatória 𝑦, que é Gaussiana
multiplicada pelo fator 2

à2
𝑛
, tendo assim também uma distribuição Gaussiana com média

e variância:

𝑚𝐿♣𝑏 =
2
à2

𝑛

· 𝑏, (5.6)

à2
𝐿 = à2

𝑛 ·
(︃

2
à2

𝑛

)︃2

=
4
à2

𝑛

. (5.7)

Podemos ver que a distribuição das mensagens 𝐿... é completamente deĄnida pelo valor
de 𝑏 transmitido e a variância do ruído à2

𝐿, tendo sua variância à2
𝐿 como o dobro do valor

absoluto da sua média, i.e.:
à2

𝐿 = 2 · |𝑚Û♣𝑏| (5.8)

Iremos considerar esta distribuição para as mensagens 𝐿 e assim temos apenas que
deĄnir o valor à2

𝐿, e com este valor podemos deĄnir a média como 𝑚𝐿♣𝑏 = à2
𝐿

2
· 𝑏.

A distribuição de probabilidade de 𝐿 é então dada por:

𝑓 (𝐿|𝑏) =
1√

2 · Þ · à𝐿

· exp

⎛

̂︁

̂︁

̂︁

∐︁

−

(︂

𝐿 − à2
𝐿

2
· 𝑏
)︂2

2à𝐿

∫︀

̂︂

̂︂

̂︂

̂︀

(5.9)

A informação mútua então é dada por:

𝐼 (𝐿, 𝑏) =
∑︁

𝑖∈¶⊗1,1♢

∫︁ +∞

⊗∞
𝑓 (𝐿|𝑏 = 𝑖) · log2

(︃

2 · 𝑓 (𝐿|𝑏 = 𝑖)
𝑓 (𝐿|𝑏 = 1) + 𝑓 (𝐿|𝑏 = −1)

)︃

= 𝐽 (à𝐿) . (5.10)

É necessário resolver numericamente a equação para o cálculo da informação mútua em
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função de à𝐿. De modo a simpliĄcar este cálculo uma aproximação é proposta em [29] e
podemos aproximar a função 𝐽 (à𝐿):

𝐽 (à𝐿) =

⎧

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⨄︁

⋁︁

⋁︁

⋁︁

⋃︁

𝑎𝐽,1 · à3 + 𝑏𝐽,1 · à2 + 𝑐𝐽,1 · à 0 ≤ à ≤ à*

1 − exp (𝑎𝐽,2 · à3 + 𝑏𝐽,2 · à2 + 𝑐𝐽,2 · à + 𝑑𝐽,2) à* < à ≤ 10

1 10 ≤ à

(5.11)

onde os parâmetros são:

𝑎𝐽,1 = −0, 0421061, 𝑏𝐽,1 = 0, 209252
𝑐𝐽,1 = −0, 00640081,

à* = 1, 6363,

𝑎𝐽,2 = 0, 00181491, 𝑏𝐽,2 = −0, 142675,

𝑐𝐽,2 = −0, 0822054, 𝑑𝐽,2 = 0, 0549508.

(5.12)

A função inversa à𝐿 = 𝐽⊗1 (𝐼) é aproximada por:

𝐽⊗1 (𝐼) =

⎧

⨄︁

⋃︁

𝑎à,1 · 𝐼2 + 𝑏à,1 · 𝐼 + 𝑐à,1 ·
√

𝐼 0 ≤ 𝐼 ≤ 𝐼*

−𝑎à,2 ln (𝑏à,2 (1 − 𝐼)) − 𝑐à,2 · 𝐼 𝐼* < 𝐼 < 1
(5.13)

onde os parâmetros são:

𝑎à,1 = 1, 09542 𝑏à,1 = 0, 214217
𝑐à1 = 2, 33727 𝐼* = 0, 3646

𝑎à,2 = 0, 706692 𝑏à,2 = 0, 386013
𝑐à,2 = −1, 75017

(5.14)

Com a função 𝐽⊗1 (𝐼), conseguimos calcular a distribuição das mensagens 𝐿,... e as-
sim podemos gerar aleatoriamente diversas variáveis destas e simular uma iteração do
algoritmo do bloco que queremos calcular.

5.2 Aplicação do método EXIT no algoritmo de de-

codiĄcação

Na seção anterior mostramos os cálculos necessários para determinação das infor-
mações mútuas entre as mensagens e os bits transmitidos, iremos agora aplicar isso as
mensagens utilizadas no algoritmo de decodiĄcação deduzido na seção 4.2. Na Ągura 5.4
apresentamos o diagrama deste decodiĄcador com as mensagens que são trocadas entre
os blocos.

As mensagens representadas na Ągura 5.4 podem ser substituídas pela suas razões de
verossimilhança e com elas podemos calcular as informações mútuas entre as razões de
verossimilhança conforme mostrado na seção anterior e com isso podemos representar as
trocas de informação entre os blocos do decodiĄcados como na Ągura 5.5. Chamamos os
nós de função 𝑉 𝐶 (b𝑖, 𝑠𝑖) de nós do demodulador e representamos na Ągura 5.5 no bloco
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Figura 5.4: Grafo do decodiĄcador utilizado com suas mensagens entre os nós.

"Demodulador". Os nós de bits 𝑏𝑘 chamamos de "Bits"e o último bloco contém os nós de
paridade.

Para simpliĄcar a nomenclatura das informações mútuas entre as mensagens e os bits
transmitidos iremos chamar as informações mútuas simpliĄcadamente de:

𝐼𝐷⊃𝐵 = 𝐼
(︂

𝐿Û𝑏𝑘⊃𝑉 𝐶(b
i
,𝑠𝑖)

, 𝑏𝑘

)︂

(5.15)

𝐼𝐵⊃𝐷 = 𝐼
(︂

𝐿Û𝑉 𝐶(b
i
,𝑠𝑖)⊃𝑏𝑘

, 𝑏𝑘

)︂

(5.16)

𝐼𝐵⊃𝐶 = 𝐼
(︂

𝐿Û𝑏𝑘⊃𝐼¶ℎ𝑘𝑏=0♢ , 𝑏𝑘

)︂

(5.17)

𝐼𝐶⊃𝐵 = 𝐼
(︂

𝐿Û𝐼¶ℎ𝑘𝑏=0♢⊃𝑏𝑘
, 𝑏𝑘

)︂

(5.18)

onde a letra D é referência ao Demodulador, a letra B aos Bits e a letra C aos nós de
paridade ("Check Nodes"em inglês). A informação mútua 𝐼𝐷⊃𝐵 depende do canal e da
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Figura 5.5: Diagrama do decodiĄcador utilizado com suas mensagens entre os nós.

informação mútua 𝐼𝐵⊃𝐷. Assim podemos escrever deĄnindo a função 𝑓𝐷𝑒𝑚𝑜𝑑 que:

𝐼𝐷⊃𝐵 = 𝑓𝐷𝑒𝑚𝑜𝑑(𝐼𝐵⊃𝐷) (5.19)

O valor de 𝐼𝐵⊃𝐷 depende apenas do valor de 𝐼𝐶⊃𝐵, conforme podemos ver na equação
4.32. Assim deĄnindo a função 𝑓𝑏𝑖𝑡𝑠1, podemos escrever:

𝐼𝐵⊃𝐷 = 𝑓𝑏𝑖𝑡𝑠1(𝐼𝐶⊃𝐵) (5.20)

Analisando a equação 4.34, podemos veriĄcar que o valor de 𝐼𝐵⊃𝐶 depende dos valores
de 𝐼𝐷⊃𝐵 e 𝐼𝐶⊃𝐵 e deĄnindo a função 𝑓𝑏𝑖𝑡𝑠2, podemos escrever que:

𝐼𝐵⊃𝐶 = 𝑓𝑏𝑖𝑡𝑠2(𝐼𝐷⊃𝐵, 𝐼𝐶⊃𝐵) (5.21)

E, Ąnalmente, analisando a equação 4.43 o valor de 𝐼𝐶⊃𝐵 que depende somente do
valor de 𝐼𝐵⊃𝐶 e deĄnindo a função 𝑓𝑝𝑎𝑟𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 temos:

𝐼𝐶⊃𝐵 = 𝑓𝑝𝑎𝑟𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒(𝐼𝐵⊃𝐶) (5.22)

A função 𝑓𝐷𝑒𝑚𝑜𝑑 depende do mapeamento e da qualidade do canal. Quanto maior o
valor desta função mais informação estamos ganhando na iteração do bloco demodulador
do decodiĄcador, e como esta função depende do mapeamento, espera-se que, melhores
mapeamentos que levem a melhores resultados façam que esta função retorne maiores
valores. A Ągura 5.6 mostra o gráĄco do valor de 𝐼𝐷⊃𝐵 = 𝑓𝐷𝑒𝑚𝑜𝑑(0, 2) para cada mape-
amento versus o valor da qualidade de canal quando a simulação mostrada na Ągura 5.6
converge para valor de taxa de erro menor que 10⊗4.

Analisando o gráĄco percebemos uma correlação entre o valor da função e a qualidade
de canal na convergência. Mas a correlação não é suĄciente para, a partir do valor da
função, determinar o mapeamento que leva a convergência com um menor qualidade de
canal. Como próximo passo para a análise vamos trabalhar com um par de funções EXIT.

Para levantar os gráĄcos do EXIT code devemos calcular um dos pares de funções
acima de acordo com o ponto de corte que escolhermos para a análise ser feita. Podemos
fazer a análise usando as funções 𝑓𝐷𝑒𝑚𝑜𝑑 e 𝑓𝑏𝑖𝑡𝑠1 e traçar as duas funções num gráĄco com
o 𝐼𝐷⊃𝐵 no eixo X e 𝐼𝐵⊃𝐷 no eixo Y. Ou fazer a análise com as funções 𝑓𝑏𝑖𝑡𝑠2 e 𝑓𝑝𝑎𝑟𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 e
traçar estas duas funções com o 𝐼𝐵⊃𝐶 no eixo X e o 𝐼𝐶⊃𝐵 no eixo Y.
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Figura 5.6: GráĄco do valor da função 𝑓𝐷⊃𝐵 calculado em 𝐼𝐵⊃𝐷 = 0, 2 versus o valor de
qualidade de canal onde a simulação da taxa de erro cai para menos de 10⊗5. Cada ponto
corresponde a um mapeamento diferente utilizado nas simulações da Ągura 4.8.

Escolhemos fazer a análise nas mensagens 𝐼𝐷⊃𝐵 e 𝐼𝐵⊃𝐷. Com isso, é necessário traçar
o gráĄco da função 𝑓𝐷𝑒𝑚𝑜𝑑 e 𝑓𝑏𝑖𝑡𝑠1. Para traçar o gráĄco da função 𝑓𝐷𝑒𝑚𝑜𝑑 precisamos
calcular a função 𝑓𝑑𝑒𝑚𝑜𝑑 para vários valores de 𝐼𝐵⊃𝐷 de 0 até 1, que é a faixa de variação
possível deste valor. Para cada valor de 𝐼𝐵⊃𝐷 calculamos o valor de àÛ = 𝐽⊗1(𝐼𝐵⊃𝐷) e com
isso temos a média 𝑚𝐿𝐼𝐵⊃𝐷

= 𝑏𝑘 ·2·àÛ e variância à2
Û. Podemos então gerar várias amostras

das mensagens 𝐿
(︁

Û𝑏𝑘⊃𝑉 𝐶(𝑏𝑘,𝑠𝑖)

)︁

e aplicando as regras da equação 4.30, conseguimos os

valores de 𝐿
(︁

Û𝑉 𝐶(b𝑖,𝑠𝑖)⊃𝑏𝑗
(𝑏𝑗)

)︁

. Com vários destes valores podemos estimar o valor de
𝐼𝐷⊃𝐵. O mesmo pode ser feito para a função 𝑓𝑏𝑖𝑡𝑠1.

Aplicando este procedimento, podemos gerar o gráĄco da Ągura 5.7. No eixo 𝑋, do
mesmo modo que no gráĄco da Ągura 5.6, temos a qualidade de canal onde com cada
um dos mapeamentos ocorre a convergência da taxa de erro para menos que 10⊗5. No
eixo Y está a qualidade de canal em dB no qual os gráĄcos das funções do EXIT chart
𝑓𝐷𝑒𝑚𝑜𝑑 e 𝑓⊗1

𝑏𝑖𝑡𝑠1 se tocam, indicando que pela simulação EXIT seria o ponto de convergência
da taxa de erro. Os pontos que caem no eixo X com qualidade de canal de 25 dB
indicam os mapeamentos que não apresentam convergência na simulação da Ągura 4.8.
Ampliamos este mesmo gráĄco, retirando estes pontos na Ągura 5.8, onde podemos ver
todos os modelamentos onde ocorre a convergência da taxa de erros e Ąca mais claro ver
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a correlação existente.
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Figura 5.7: GráĄco do nível em dB do EXIT chart em que as funções 𝑓𝐷𝑒𝑚𝑜𝑑 e 𝑓⊗1
𝑏𝑖𝑡𝑠1 se

tocam versus a qualidade do canal onde a simulação da taxa de erro cai para menos de
10⊗5. Do mesmo modo que no gráĄco 5.6, cada ponto representa um mapeamento.

Com uma simulação EXIT perfeitamente modelada, teríamos que ver uma grande
correlação neste gráĄco entre os valores de Y e X. Idealmente os pontos deveriam estar
na reta 𝑦 = 𝑥 mostrando que com a análise EXIT conseguiríamos estimar perfeitamente
a qualidade de canal de convergência. No gráĄco, conseguimos perceber uma correlação,
porém não suĄciente para estimar perfeitamente, com o resultado do EXIT, o comporta-
mento na simulação da Ągura 4.8. Os problemas no modelamento EXIT que utilizamos,
que podem estar levando a esta imprecisão nos resultados, podem ter como causa a suposi-
ção de distribuição Gaussiana nas mensagens 𝐼𝐷⊃𝐵 e 𝐼𝐵⊃𝐷. Analisando estas mensagens
das simulações da decodiĄcação LDPC, nos parece não ser Gaussiana. Uma continua-
ção possível deste trabalho, seria estudar estas distribuições e ver se elas são capazes de
melhorar o resultado do modelamento EXIT aqui utilizado. Apesar dos resultados não
terem mostrado uma grande correlação, ele nos mostrou que é possível tirar conclusões
da análise EXIT.
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Figura 5.8: Mesmo resultado do gráĄco da Ągura 5.7 mas retirando os pontos de não
convergência.
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Capítulo 6

Conclusão

Iniciamos este trabalho buscando encontrar a máxima taxa possível de um canal VLC
e qual seria o melhor tipo de modulação a ser utilizado. Analisando o artigo [28], podemos
ver que a resposta está em uma distribuição de probabilidades da fonte discreta, e que
podemos obtê-la utilizando uma modulação M-PAM que utiliza M níveis discretos. Uma
busca pelos melhores parâmetros da modulação M-PAM, tendo em vista a maximização
da taxa de transmissão, foi feita e comparando com os limites teóricos, conseguimos
resultados bem satisfatórios. A otimização completa de níveis e probabilidades é um
problema de otimização com máximos locais, assim, na nossa análise, apesar de resultados
próximos a capacidade de canal como podemos ver comparando com outros tipos de
otimização não temos como saber se é a melhor otimização. Um problema em aberto
seria uma melhor compreensão desta otimização e veriĄcar se há melhores resultados
possíveis.

A otimização normalmente leva a probabilidades diferentes de envio de cada um dos
símbolos M-PAM, levando a necessidade de se pesquisar um método de codiĄcação e deco-
diĄcação que leve em conta estas características e consiga assim atingir uma taxa próxima
a taxa maximizada. Desenvolvemos um sistema utilizando um codiĄcador e decodiĄcador
LDPC com mapeamento não uniforme para cada um dos símbolos. Utilizando o algoritmo
soma produto apresentado na seção 2.5, desenvolvemos o decodiĄcador e mostramos o seu
funcionamento utilizando um sistema simulado onde os parâmetros da modulação foram
obtidos das otimizações feitas. Nestas simulações, percebemos uma grande dependência
do mapeamento dos bits para os símbolos M-PAM na convergência do decodiĄcador, tor-
nando necessário desenvolver um método para buscar os melhores mapeamentos a serem
utilizados.

De modo a facilitar esta busca dos melhores mapeamentos, utilizamos o método EXIT
por ser mais rápido de se calcular do que uma simulação completa do codiĄcador e decodi-
Ącador. Conseguimos resultados que mostram que a utilização deste método é promissora,
mas o resultado não mostrou uma correlação forte o suĄciente para poder ser utilizado
no lugar da simulação completa do sistema. Uma continuação do estudo do modela-
mento EXIT do problema aqui feito pode levar a melhores resultados, principalmente na
análise das distribuição de probabilidades das mensagens, na qual usamos a distribuição
Gaussiana, que pode não ser a melhor escolha.

Outro estudo interessante a ser feito é ao invés de utilizar o LDPC binário, implementar
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o codiĄcador e decodiĄcador utilizando o LDPC não binários. Isso pode resultar em um
sistema que não seja dependente do tipo de mapeamento utilizado.
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Apêndice A

Descrição dos Códigos Utilizados na
Tese

Os códigos utilizados nas simulações feitas nesta tese se encontram no repositório git
em [3]. Os códigos para otimização da taxa de transmissão, da otimização completa como
a do parâmetro Ö · 𝐷𝑠ℎ𝑖𝑓𝑡 com os resultados apresentados no capítulo 3. Os códigos para
a simulação do codiĄcador e decodiĄcador apresentados no capítulo 4. E os códigos para
os cálculos do EXIT chart apresentados no capítulo 5.
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