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Resumo

Este trabalho deriva um elemento espectral para um segmento de anel rotativo com pressiao
interna, fundacdo eldstica e amortecimento estrutural baseado na teoria de viga curva de Euler-
Bernoulli. As equagdes do movimento sdo deduzidas pelo Principio de Hamilton Estendido. A
formulacdo pode ser empregada no estudo de vibracdes, por exemplo, de pneus, sensores,
rolamentos e separadores centrifugos. A relacdo espectral (nimeros de onda versus frequéncia),
resposta livre (modos de flexdo e extensdo) e resposta forcada sdo obtidas. Os resultados sdao
validados pela comparagdo com resultados obtidos pelo modelo em elementos finitos simulado
em Ansys® e com a solucdo analitica para um anel uniforme. A forca dindmica rotativa é
naturalmente derivada pelo Método dos Elementos Espectrais e empregada para calcular a
resposta forcada. O efeito de rotacdo aparece como uma aceleracdo de Coriolis que causa a
bifurcagdo das frequéncias naturais, como uma tensdo induzida pela rotacio que causa um
aumento da rigidez do anel, e como um modo de corpo rigido. A pressao interna desloca os picos
de ressonancia para frequéncias mais altas fazendo o sistema mais rigido. A fundagdo elastica
causa a bifurcacio do modo de corpo rigido e também torna o sistema mais rigido. O
amortecimento estrutural diminui a amplitude dos picos de ressondncia sem modificar as
frequéncias de ressondncia. A inclusdo de ndo uniformidades € feita pela inclusdo de elementos
com diferentes propriedades e é estudada em dois exemplos. A resposta para uma forca
estaciondria € obtida com convergéncia verificada com o aumento do nimero de elementos que
compde o anel. Um modelo simples e computacionalmente eficiente € desenvolvido neste
trabalho e pode ser utilizado para investigar a resposta livre e forcada de um anel rotativo com

nao uniformidades.

Palavras Chave: Anel rotativo, Elemento espectral, Propagacdo de ondas, Andlise espectral, Nao

uniformidades.
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Abstract

This work derives a spectral element for a rotating ring segment with internal pressure,
elastic foundation and structural damping based on the Euler-Bernoulli curved beam theory. The
equations of motion are derived by Extended Hamilton’s Principle. The formulation can to be
employed in the vibrations study, for example, of tires, sensors, bearings and centrifugal
separators. The spectrum relation (wavenumbers versus frequency), the free response (flexural
and extensional modes) and the forced response are obtained. Results are validated by
comparison with results from a Finite Element model simulated in Ansys® and with the
analytical solution for a uniform ring. A rotating dynamic force is naturally derived for the
Spectral Element Method and employed to compute the forced response. The rotating effect
appears as Coriolis acceleration, which causes the bifurcation of the natural frequencies, as
centrifugal hoop stress, which causes an increase of the ring stiffness, and as rigid body mode.
The internal pressure shifts the resonance peaks to higher frequencies making the system more
rigid. The elastic foundation causes the bifurcation of the rigid body mode and also makes the
system stiffer. The structural damping decreases the amplitude of the resonance peaks without
modifying the resonance frequencies. The inclusion of the non-uniformities is done by the
elements with different proprieties and is studied in two examples. The response for a stationary
force is obtained with convergence verified by increasing the number of elements that compose
the ring. The simple and computationally efficient model developed in this work can be used to

investigate the free and forced response of a rotating ring with non-uniformities.

Key Words: Rotating ring, Spectral element, Wave propagation, Spectral analysis, Non-

uniformities.
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1 INTRODUCAO

A andlise de vibracdes em estruturas é necessdria, pois fornece dados fundamentais como
modos e frequéncias naturais bem como a resposta a carregamentos dinamicos que sdo levados
em consideracdo na concepcao de estruturas, na andlise de falhas e na manutencdo de maquinas,
entre outros.

Na maioria das vezes deseja-se projetar sistemas que fornecam um menor nivel de
vibracdes e ruido, pois desta maneira aumenta-se o conforto (exemplos: painéis acusticos,
isolacdo de prédios, absorvedores de vibracdo) e durabilidade de componentes (exemplos:
rolamentos, méquinas). Ainda podem-se projetar componentes para operar com Vvibracoes
especificas (exemplo: instrumentos musicais).

Um estudo prévio da estrutura torna-se importante porque através dele os parametros mais
influentes serdo conhecidos, uma concepg¢ao 6tima podera ser realizada e determinadas predi¢cdes
poderdo ser feitas. No passado, isto era feito por modelos simples e solucdes analiticas
empregando teorias de barras, vigas, eixos, placas, cascas, entre outros desenvolvidos por
diversos autores (Soedel, 2004 e Inman, 2008).

Muitos destes modelos representam a fisica do problema e foram validados com
experimentos, porém com a necessidade de calcular estruturas mais complexas e com o
surgimento dos computadores, os métodos analiticos deram lugar aos métodos numéricos como
elementos finitos e elementos de contorno.

O Método dos Elementos Finitos (FEM) € o mais empregado. Utiliza a discretizacdo
espacial para dividir uma estrutura complexa em estruturas finitas simples que sdo modeladas
segundo as teorias de barras, vigas, placas, cascas e s6lidos tridimensionais, e as matrizes globais
sdo formadas por superposicdo das matrizes destes elementos. Porém, como utiliza fungdes de
forma espaciais aproximadas, necessita de refinamento em altas frequéncias em estudos de

vibragdes e actstica, o que pode levar a modelos com custo computacional proibitivo.



Ja o Método dos Elementos de Contorno (BEM), pelo conhecimento e discretizagdo do
contorno da estrutura consegue inferir o comportamento do dominio a partir de uma formulagio
integral das equacgdes diferenciais parciais que governam o problema. A discretizacdo apenas do
contorno diminui o nimero de graus de liberdade do modelo, mas em contrapartida o modelo
constitui-se de matrizes cheias em funcdo da frequéncia. Para frequéncias mais elevadas € preciso
refinar o modelo e o custo computacional também pode ser proibitivo.

Apesar de a teoria de propagacdo de ondas ter sido hd muito tempo formulada, técnicas
numéricas baseadas em propagacdo de ondas comegaram a ser usadas mais recentemente, entre
elas o Método dos Elementos Espectrais (SEM). O SEM € um método de elementos finitos na
frequéncia que permite, de acordo com a teoria empregada, o cdlculo exato em todas as faixas de
frequéncia, além de ter um menor custo computacional, possibilitando seu uso em andlises de
otimizacao e de incertezas.

O trabalho apresentado situa-se neste contexto de desenvolvimento e aplicacdo de
estruturas bdsicas, no presente caso um elemento de arco girante, para constru¢cdo de estruturas
mais complexas, como anéis rotativos, utilizando o Método dos Elementos Espectrais devido as
suas vantagens.

Vibracdes em anéis rotativos foram e ainda sdo tema de estudo de muitos autores. Sdo
utilizados na modelagem de pneus, sensores, rolamentos, ou quando € necessdrio calcular
vibragdes no plano de componentes aproximados por cilindros como turbinas, centrifugas, entre
outras aplicagdes (Endo et al., 1984).

A motivacdo para este desenvolvimento foi a andlise de vibragcbes em pneus cujas
principais causas sdo as imperfeicdes de massa, rigidez e geometria que surgem devido ao
processo de fabricagdo, como também as emendas necessdrias a montagem. As vibracdes em
pneus afetam o conforto vibratério e acustico dos passageiros nos veiculos como também
aceleram o desgaste e diminuem a durabilidade destes componentes.

As equagdes de movimento no plano de anéis girantes desenvolvidos pela teoria de Euler-
Bernoulli foram apresentadas por Bickford e Reedy (1985). Huang e Soedel (1987a e 1987b)
realizaram a solucdo analitica destas equagdes para o movimento livre e forcado com
carregamento estaciondrio. Hoje softwares comerciais baseados em elementos finitos como

Ansys® também permitem esta andlise, porém com elevado custo computacional.



Outra forma de se tratar anéis rotativos com carregamento estaciondrio é deixar o anel
estaciondrio e fazer com que o carregamento seja movel. Isto foi feito de forma analitica por
Huang e Soedel (1987a e 1987b), por elementos espectrais em Delamotte ef al. (2008) e pode ser
analisado por elementos finitos.

Huang e Soedel (1987a e 1987b) analisaram diferentes tipos de carregamento e concluiram
que os problemas de anel girante com forca estaciondria e anel estaciondrio com forga girante sao
equivalentes quando a velocidade de rotagcdo € baixa ou quando a frequéncia de excitagdo € alta.

Um dos objetivos deste trabalho € desenvolver um elemento espectral de arco girante para
possibilitar o estudo de imperfeicdes em anéis rotativos. Nas Tabelas 1.1 e 1.2, comparam-se as
vantagens e desvantagens das diferentes formas e métodos, existentes e propostos, de analisar o

problema em questao.

Tabela 1.1 — Tabela comparativa das formas de modelagem.

Modelagem Efeito de Rotagao Faixa de Rotacao Frequéncia Excitacdo

Anel Estacionario

. Ausente Baixas Velocidades Altas Frequéncias
com Forga Girante

Anel Girante com

L — Presente Qualquer Velocidade | Qualquer Frequéncia

Tabela 1.2 — Tabela comparativa dos métodos de calculo.

. _— p Andlise de | Geometria da Custo
Método Precis@o no Calculo .~ ~ .
Imperfeigdes Secao Computacional
Analitico Todas as Frequéncias | Nao Possivel Simples Baixo
Elementos Finitos Baixas Frequéncias Possivel Complexa Moderado
Elementos Espectrais | Todas as Frequéncias Possivel Simples Baixo

O efeito de rotagdo leva em consideragdo os termos de aceleracdo de Coriolis e tensao
induzida pela rotacdo, que serdo apresentados na formulacdo. O trabalho proposto possibilita o
estudo exato de vibracdo livre e forcada em toda faixa de frequéncia e rotacdo, e a inclusdo de
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imperfei¢des a um baixo custo computacional, reunindo as vantagens dos métodos j4 existentes,

porém a se¢do transversal dos elementos necessita ter geometria simples.

1.1 Objetivos

O trabalho tem como objetivos:

e Desenvolver um elemento espectral para um segmento de anel rotativo com pressao
interna, fundacdo eldstica e amortecimento estrutural segundo a teoria de Euler-
Bernoulli;

e Analisar os efeitos de rotagdo, pressdo interna, fundagdo eldstica e amortecimento
estrutural nas relacOes espectrais e nas respostas livre e forcada;

e Estudar as influéncias das imperfeicdes de geometria e de material no comportamento

dinamico do anel girante.

1.2 Estrutura do Trabalho

Uma revisdo bibliografica dos estudos realizados sobre anéis rotativos e métodos de
propagacao de ondas em vigas curvas € feita no Capitulo 2.

No Capitulo 3 a teoria de Euler-Bernoulli e o principio de Hamilton sdo utilizados para
deduzir as equacdes do movimento para um anel girante; nesta formulacdo o efeito da rotacao
aparece como uma tensdo induzida pela rotacdo e como uma aceleracdo centripeta. Pelo
principio de Hamilton, também sdo incluidos os efeitos de fundacio eléstica e pressao interna. O
amortecimento estrutural € modelado como um termo imagindrio na rigidez do material.

O mesmo procedimento empregado por Delamotte ef al. (2008) para deduzir um elemento
espectral de anel estaciondrio é utilizado para deduzir um elemento espectral de anel girante no
Capitulo 4. Impde-se uma soluciao por ondas, encontra-se a relagdo espectral, calcula-se a razao

4



de amplitude entre as ondas de flexdo e extensdo para simplificar o problema, escrevem-se os
deslocamentos e as forcas externas em funcdo das constantes da solugdo de flexdo, por fim
relacionam-se as forcas externas do elemento com os deslocamentos no dominio da frequéncia.
Com esta formulacdo deduz-se um elemento espectral de anel rotativo com forca girante; entdo, é
apresentado um equacionamento para obter a resposta a uma forga estaciondria.

Os resultados sdo apresentados no Capitulo 5 na forma de relag@o espectral, resposta livre e
forcada, estudam-se suas variacOes em funcdo da rotacdo do anel, fundacdo elastica, pressio
interna e amortecimento. A formulacdo desenvolvida € validada através da comparag¢do com as
respostas livre e forcada pelo método dos elementos finitos utilizando o software comercial
Ansys® e pela solucdo analitica apresentada no Apéndice A. Finalmente, sdo realizados estudos
de imperfei¢cdes e ndo uniformidades conhecidas, comparagdo de formulacio da pressdo interna e
andlise de forcga estaciondria.

No Capitulo 6 estdo as conclusdes, as propostas de trabalhos futuros e os trabalhos

publicados durante a dissertacao.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo apresenta-se uma breve revisdo bibliogréfica do desenvolvimento da teoria,
estudos e aplicagcdes de anéis rotativos, bem como do método de propagacdo de ondas aplicado a

vigas curvas estdticas e rotativas.

2.1 Anéis Rotativos

Endo et al. (1984) compararam dados experimentais com os analiticos de vibragdes no
plano de anéis girantes obtendo resultados representativos para frequéncias naturais em fun¢do da
rotacdo. Nas equacgdes foram considerados os efeitos de tensdo centripeta induzida e o de
Coriolis, termos que foram incorporados por Bickford e Reedy (1985) no equacionamento.

Um modelo de anel rotativo bidimensional foi procurado por muitos autores, tendo sido
apresentada uma versdo por Bickford e Reedy (1985) que € muito utilizada para representar o
fendmeno quando necessdrio. Este modelo parte da teoria de viga curva de Euler-Bernoulli, da
cinematica de particulas, da teoria de vasos de pressao e do principio de Hamilton para deduzir as
equagdes do movimento. Eles consideraram a deformacao por cisalhamento e a inércia de rotacao
e concluiram que estes efeitos sdo importantes para altas velocidades de rotacio e para modos de
flexao de alta ordem. O modelo € aplicado apenas para anéis homogéneos.

Huang e Soedel (1987a e 1987b) aplicaram as equagdes de Bickford e Reedy (1985) sem
considerar o efeito de cisalhamento e inércia rotacional para obter a reposta livre e forcada
analitica de anéis estaciondrios com forcas rotativas e de anéis rotativos com forgas estaciondrias
a fim de saber se os problemas eram equivalentes. Eles analisaram diferentes tipos de
carregamento e concluiram que os problemas de estudo sdo equivalentes quando a velocidade de

rotacdo € baixa ou quando a frequéncia de excitacao ¢ alta.
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Estendendo a teoria de anéis para cilindros e utilizando o método da expansdo modal,
Huang e Hsu (1990) estudam o fendomeno de ressondncia em cilindros rotativos sujeitos a
carregamento moével harmoénico. Concluem que a rotacdo do cilindro leva a instabilidade no
primeiro modo, correspondente ao forward whirl (movimento circular no sentido da rotagao) e
que o carregamento movel sobre o cilindro rotativo funciona como um carregamento harmonico
estaciondrio.

Huang e Hsu (1992) incluem suspens@o no modelo de anel rotativo apresentado por Huang
e Soedel (1987b), desenvolvem e resolvem as equacOes possibilitando o célculo da resposta de
vibragdo na suspensdo para o desenvolvimento de pneus automotivos. A for¢a transmitida na
suspensdo tem grande influencia da rotagcdo, sendo reduzida com aumento da velocidade de
rotacdo. A rota¢do juntamente com o amortecimento pode criar zonas de instabilidade no sistema
pneu-roda-suspensao.

Uma metodologia de célculo da resposta livre de anéis com imperfeicdes € feita por Hwang
et al. (1999). A metodologia ndo inclui os efeitos da rotacdo, porém apresenta como incluir
imperfei¢Oes através de uma fung@o que varia a circunferéncia do anel. O trabalho € aplicado no
desenvolvimento de sensores inerciais em que o nivel de vibracdo € sensivel as imperfei¢cdes que
devem ser controladas para obter a operagcao desejada.

Eley et al. (2000) derivam as equagdes do movimento para investigar um anel rotativo com
rotacdo simultdnea nos trés eixos coordenados, no plano e fora dele. Analisam que o efeito
centripeto pode ser negligenciado e que o acoplamento de Coriolis € predominante sobre o
comportamento vibratdrio. O trabalho é empregado para projetar sensores de baixo custo.

A resposta livre dentro e fora do plano de anéis rotativos também € investigada por Kim e
Chung (2002). Eles utilizam a teoria de deformacdo de Lagrange e o principio de Hamilton para
derivar as equacdoes do movimento, os deslocamentos dentro e fora do plano sdo acoplados.
Consideram na deformacao e tensao radial a ndo linearidade geométrica, nao levada em conta por
Eley et. al. (2000), pois ela é importante para descrever o efeito de enrijecimento do anel devido
a rotacao.

Forbes e Randall (2008) analisam ressonancias em anéis estaciondrios sujeitos a
carregamentos moveis, as equacdes sdo as mesmas utilizadas por Huang e Soedel (1987b).
Estudam carregamentos nos quais hd variagdo de posicdo, fase e distribui¢do para modelar as

cargas que agem sobre o estator das turbinas devido a operacao.
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2.2 Propagacao de Ondas em Vigas Curvas

Narayanan e Beskos (1978) calculam a matriz de rigidez dindmica de elementos de viga
através da transformada de Fourier, relacionando as forcas e deslocamentos do elemento no
dominio da frequéncia. A matriz de rigidez global é formada pela superposi¢cdo das matrizes
elementares, permitindo analisar a vibracdo da estrutura. Foram dos primeiros a empregar esta
metodologia que é muito parecida com o SEM atual.

O SEM foi definido por Patera (1984) em um trabalho de mecanica de fluidos como sendo
um método que combina a generalidade do método dos elementos finitos com a precisdo das
técnicas espectrais.

Doyle (1997) sistematiza o cédlculo de vibragdes em estruturas como barras, vigas, eixos,
dutos, dentre outros, pelo SEM. Impde uma solucdo por onda nas equagdes diferenciais que
governam o movimento do elemento, obtendo a relacao espectral. Apds isto relaciona as forgas e
deslocamentos no dominio da frequéncia para encontrar a matriz de rigidez dindmica do elemento
que sera utilizada para formar a matriz global. A transformacao dos resultados do dominio da
frequéncia para o tempo pode ser feito aplicando a transformada de Fourier.

A solugdo de vigas curvas nio rotativas por propagacao de ondas foi abordado por Kang et
al. (2003) que analisam vibracgdes livres em diversos suportes. A formulagdo permite incluir
diversas descontinuidades como massas interligadas a estrutura, suportes eldsticos € mudanca de
curvatura. A matriz de transferéncia do elemento € deduzida a partir das matrizes de transmissao
e reflexdo em suporte genérico, a matriz global é formada pela multiplicacio das matrizes
elementares. Seguindo este trabalho, Riedel e Kang (2006) analisam como a rigidez dos suportes
elésticos, variacio na localizacdo da descontinuidade e diferencgas de curvatura afetam a resposta
livre de estruturas curvas.

Lee et al. (2007) também estudaram vigas curvas estaciondrias com curvatura constante
utilizando a teoria de propagacdo, transmissdo e reflexdo de ondas. As equacdes diferenciais se

baseiam na teoria de Fliigge e possuem poucas diferencas em relacdo a teoria de viga curva de



Euler Bernoulli. As relacdes espectrais sao obtidas e apresenta-se como separar os nimeros de
onda que se propagam em dire¢des contrarias. Um exemplo de estrutura em “U” que associa o
elemento de viga curva com o de viga reta € analisado.

Delamotte et al. (2008) desenvolveram um modelo por elementos espectrais de um anel
estaciondrio de Euler Bernoulli com forca girante para simular vibracdes em pneus e prever
velocidades criticas. A inser¢do da pressdo interna € feita pela teoria de tensdo em corda elastica.
Santos (2010) incluiu fundacido eldstica na modelagem de Delamotte et. al. (2008) pela soma dos
valores de rigidez da fundag@o na matriz de rigidez dindmica e estudou como as imperfei¢cdes do
pneu afetam o conforto vibracional do veiculo através de uma anélise estocdstica.

Huang et al. (2013) calculam a resposta livre de um anel rotativo ndo homogéneo por
propagacdo de ondas usando matrizes de transmissdo e reflexdo. S3o os primeiros a empregar
métodos de propagacdo de ondas nas equagdes de movimento de Huang e Soedel (1987a e
1987b). As relagdes espectrais que antes eram simétricas para o problema sem rotacdo sio

assimétricas para o anel com rotagao.



3 EQUACOES DO MOVIMENTO

Para formular um elemento espectral de anel rotativo € necessdrio descrever as equagdes do
movimento do mesmo e aplicar uma solucdo por ondas. Neste capitulo, mostram-se os detalhes
de como as equagdes do movimento de elemento de anel rotativo baseado na teoria de viga de
Euler-Bernoulli sdo encontradas pelo principio de Hamilton.

O principio de Hamilton € um principio de minimizacdo aplicavel em toda mecéanica e na
maioria da fisica cldssica. E muito utilizado na dedugio de equacdes que descrevem o
comportamento vibratério de sistemas continuos como barras, vigas, eixos, entre outros.
Teoricamente hd varias maneiras de um sistema dindmico se mover de um ponto a outro no
espaco e tempo, mas na verdade o sistema segue um movimento que minimiza a integral no
tempo da diferenca entre a energia potencial e cinética; € isto que o Principio de Hamilton
postula. Este pode ser estendido para englobar sistemas sujeitos a for¢as ndo conservativas, entao
podemos obter equagdes do movimento do anel girante pelo Principio de Hamilton Estendido
(Craig e Kurdila, 2006) dado pela Eq. (3.1).

1, 23
[8(E., —E,)dt+ [oW,.dt =0 (3.1)

h n

pot

Desta forma € necessdrio encontrar as energias cinética ( E ) e o trabalho

cin

), potencial (E,

ot

virtual devido as forcas ndo conservativas (oW, ) envolvidas no sistema considerado, ou seja, no

”
elemento. As forgas externas, carregamentos € 0s outros componentes presentes no segmento de
anel rotativo em questdo, bem como seu sistema de coordenadas, podem ser vistos na Fig. 3.1,
onde w e u sdo os deslocamentos radial e tangencial em relacdo a linha neutra, Q € a velocidade
de rotacdo, V € a forca cortante, 7 € a forca normal, M é o momento flexor, g, € g, sdo os
carregamentos radial e tangencial, R é o raio, sp € o comprimento angular do elemento, s € a
coordenada angular, po € a pressdo interna, k,, € k, sdo as rigidezes radial e tangencial das molas

que compde a fundagdo elastica.
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O segmento é homogéneo na direcdo s. Possui drea da secdo transversal retangular (A),
também homogénea, composta pela multiplicacido de sua altura (&) por sua largura (b), dimensao

fora do plano.

T,

ds=RdO \\ 4o

Figura 3.1 — Elemento de anel rotativo com as for¢as envolvidas.

3.1 Deformacoes e Tensoes no Elemento

O campo de deslocamentos para uma viga curva no plano apresentada na Fig. 3.2 €
expresso no sistema de coordenadas cilindrico sob a consideracio de que secOes planas
permanecem planas depois da deformacao (teoria de Euler-Bernoulli). Tomam-se como hipéteses
também que a viga € esbelta, ou seja, a altura da secdo transversal € muito menor que o raio do
anel. A deformacdo de cisalhamento assim como o warping devido a tor¢cdo da secdo transversal
€ negligencidvel. Entdo, os deslocamentos em um ponto » e € podem ser descritos por:

u, =u, (r,0,t)=w@,t)=w

3.2)
u, =u,(r,0,t) =u(0,t) + o,(0,t) =u+ a,¢
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Onde «; indica a posi¢do radial em relagdo a superficie de referéncia, neste caso € a linha
neutra. w e u sdo os deslocamentos radial e tangencial em relag@o a linha neutra e ¢ € o angulo

de rotacdo:

y =%(8_”+w] (3.3)

Figura 3.2 — Campo de deslocamentos na viga curva.

Como o anel se deforma e tem um movimento de corpo rigido devido a rotacdo, ndo
linearidades geométricas estdo presentes e devem ser inseridas na formulagdo. Estas sdo descritas
pela Teoria de Deformacao Finita de Lagrange (Lai et al., 1999) que relaciona as nao linearidades
entre as deformacOes e os deslocamentos. Para um anel girante, estas ndo linearidades estdao
relacionadas com o efeito de enrijecimento do anel devido a rotacido (Kim e Chung, 2002). Para
Huang e Soedel (1987a), estes termos sao mantidos para levar em conta os efeitos de tensdo

inicial em superposi¢do com as deformacdes.
&= %[w + (VD" 1+ % (VD' VI (3.4)

Em que o gradiente dos deslocamentos em coordenadas cilindricas (Lai et al., 1999) é:

_Gur 1(5ur ] ou, ]
or r\ o086 0z
vi=|%e 1[0 ) Sy (3.5)
or r\ 00 0z
Ou,  1ou,  Ou
i or r 00 0z |

Como as deformacdes do anel ocorrem no plano, temos:
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_814, 1[8ur j ]
— -u, | O
or r\ 06
Vi = Oup 1 %ﬂ,r 0 (3.6)
or 00
L 0 0 0]

Substituindo a Eq. (3.6) na Eq. (3.4), obtemos as deformag¢des em coordenadas cilindricas
(Eq. (3.7) e Fig. 3.3).
ou, 1|(0u, > (éu 0 ’
g, = +— +
or 2|\ or or

Eyp = au"+uj+l laﬁ+uj o Lo uJ2
oo ) 2|\rlae T rloo "’ 3.7)
1( Ou, Oug | 1| 0u, 1 aue aug
8’9=89’=§ 0 ") o ) 2 a i i
r r r rr

g"z = grz = 802. = 0 8rz 8

/ |
-

&

00
gr@

Figura 3.3 — Campo de deformacdes em coordenadas cilindricas.

Onde ¢, € a deformacdo radial, ¢,,€ a deformacgdo tangencial e ¢, ,a deformacdo relativa

ao cisalhamento. Define-se a seguinte notagao:
0
u=2 W':a_w’ #' __¢
o0 o0
Substituindo os deslocamentos (Eq. 3.2) nas deformacdes (Eq. 3.7) e utilizando a notacio

da Eq. (3.8), chega-se a Eq. (3.9) (Bickford e Reedy, 1985) :

(3.8)
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£, =0

_u'top'+w N (WHu'ta, ') +(W-u—a,p)’
R+a, 2(R+a, )
wW'—u — o,
o = o
2(R+a,)

(3.9)

Eop

Pela hipétese de viga esbelta «; << R, temos as mesmas equacdes de Huang e Soedel

(1987a):

grr =0
\J

u'+w u'-w"  (w+u')? +(w-u)’
To——+ 2
R R 2R

(w+u")* +w—u)’
2R’

_ A0
Epp = =&y ta K, +

(3.10)

[P
&0 = E(W_u —a,9)

O termo ¢, refere-se A tensdo de membrana, K, a2 mudanca de curvatura devida ao efeito
de flexdo e estd relacionada com o angulo de rota¢do ¢ . O tltimo termo da equacdo &,, € um
termo ndo linear que é mantido com o intuito de considerar as componentes de forcas devido a
tensdao no anel. Esta tensdo tem uma componente que é gerada pelas forcas centrifugas, em altas
velocidades quando o anel € retirado do equilibrio € um importante mecanismo de restauracao.

Serd necessario utilizar a deformacdo tangencial elevada a segunda poténcia, entdo seu
calculo ¢ feito:

2 2 2 2 2
»  uT2u'w+w 2w u' +wu'—w"u'—w"w+a2 u'"2u'w'+w"

66 — Rz 2 3 R3 3 R4
) W'w +2u” w+u"+u'w? 2uu' wu'u® +w + 2u'w? + wur+ww'? 2uww'+wu®)
+ 2R3 +
2 u'w® +2u” wu” +u'w =2uu' wu'u®
3
2 2’54 2 2 G.11)
e o w'w” =2u'ww'"'-w"'w'" —u" W' 2uw'w"-w'u
3
2R*
wh W Qu'wHu+w 2uw' i) + du” W+ 2u' ww® + u 4w 2uw'+u’®)
! 4R* "
w+u (W 2u'w+ w2uw'u?) + w't W+ 2u'w+ u? 2uw'+u?)
4R4 +...

Desconsiderando os termos de ordem mais elevada chegamos a:
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2 2 2 2 2
,  u"H2u'w+w u' +wu'—w"u'—w"w_'_a2 u'"=2u'w"'+w"

g =+ 20 5 : — (3.12)

Assumindo que o material € linear, eldstico, isotrépico e Hookeano (Kim e Chung, 2002)
obtemos pelas leis constitutivas as relagdes entre as deformacdes e as tensdes em coordenadas
polares (Lai et al., 1999), considerando apenas as deformag¢des no plano:

1
Eop = E[O'ee -v(o, +0_)]

&, = ! [O-rr _V(O-HB to, )

rr

(3.13)
-1 5
re 2EG re

gzz :grz:g&‘ =0

g

Com o moédulo de Young (E), modulo de cisalhamento (E;) e as tensdes (o; com

i,j=r,0,z7). Por hipétese trabalhamos com a Teoria de Euler-Bernoulli, entdo o coeficiente de

Poisson (v) é negligenciado.

=— € :O- ) 2‘9:*6:7;*9:0 ; yrz:yﬂzzgzz:() (314)

Neste caso a pressdo interna e pressao induzida pela rotacdo aparecerdo como termos de
tensdo induzida ou pré-tensdo (o, ). Como a viga é curva e a pré-tensio é normal a drea da se¢io
transversal, ela aparecerd na formulacdo como uma contribuicdo na tensdo tangencial (Pariseau,
2012). A tensdo induzida é dada pela soma da contribui¢do relativa a rotacdo (o, ) com a da
pressdo interna (O'ébu ). Os detalhes de como sdo obtidas sdo mostrados na Secdo 3.2.

Oy =04y =Ty COM G, =Cp+0p, (3.15)

Assim:

cw=Eg,+o,, o,=E¢,; 0,=E,y,; 0,.=0,=0._.=0 (3.16)

Na Fig. 3.4 mostram-se a relacdo da tensdo total (o,,) com a deformacio no elemento,

enquanto o, varia com a deformacdo, o}, permanece constante (Eq. (3.17)).
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Figura 3.4 — TensOes tangenciais em um segmento de anel rotativo.

3.2 Pré-Tensoes

A pressdo interna provoca uma tensdo tangencial inicial (0';)0) perpendicular a drea da

secdo transversal. Esta pré-tensio € deduzida como feito na teoria de vasos de pressdo de parede

fina (Hearn, 1997). Na Fig. 3.5 temos um anel cortado sujeito a pressdo interna.

Py

2R

Oop, Oy,

Figura 3.5 — Tensao em um anel sujeito a pressao interna.

Dividimos o anel para obtermos o diagrama de corpo livre e assim relacionar a tensao
radial com a pressdo interna. Como aos valores da tensdo serdo iguais em todos os pontos
circunferenciais, podemos para simplificar os cdlculos utilizar metade de um anel.

Sendo o comprimento longitudinal (), a for¢a nesta parte do cilindro devido a pressiao
interna é:

= p,AreaProjetada = p,2Rb (3.17)

Po
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A forca de resisténcia do material devido a tens@o induzida nas paredes do cilindro é:

F, =20, hb (3.18)

Oy

Igualando a Eq. (3.17) com a Eq. (3.18), encontramos a tensao devida a pressao interna.

of, =25 (3.19)

A rotacdo induz uma pressdo p, devida ao efeito centrifugo proprio da massa em rotac¢ao
(Hearn, 1997), esta é também perpendicular a 4rea da secdo transversal. Como realizado
anteriormente, obtém-se o diagrama de corpo livre de metade de um anel para o cdlculo da tensao

devida a rotagdo, desta forma aparecem as forgas na se¢do transversal do segmento de anel ( F}, )

em equilibrio a p,. O esquema das forcas envolvidas pode ser visualizado na Fig. 3.6.

Q
Op Og

Figura 3.6 — Pressao centrifuga em um anel devido a rotagao.

O efeito centrifugo por unidade de comprimento circunferencial é:
Py =mRQ’ (3.20)
Realizando o equilibrio de for¢cas em metade do cilindro.
20, = pr2R = o, = piR (3.21)
Substituindo a Eq. (3.20) na Eq. (3.21), obtemos a tensdo centrifuga por unidade de
comprimento circunferencial.
op = mR*QY’ (3.22)
Entdo, podemos obter a tensdo induzida pela rotagdo dividindo esta tensdo pela drea da

secdo transversal (A).
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. op mR’
Op=—""="""

e MR gy (3.23)

Pela Eq. (3.23), a tens@o induzida pela rotacdo serd maior a medida que a velocidade de

rotacao aumenta.

3.3 Velocidades Relativas

As velocidades relativas de um ponto da viga sdo encontradas através do movimento
relativo utilizando a cinemadtica de particulas. Na Fig. 3.7 temos as varidveis envolvidas e um
esboco do problema. O sistema de coordenadas xy € fixo, o sistema x,y, € mével com
velocidade angular Q em torno do eixo z e localizado no centro de rotagdo (O). A distancia da

linha neutra ao centro de rotagdo € dada pelo raio do anel, R.

N .

Y1 A\

0 >

Figura 3.7 — Velocidades em um segmento de anel rotativo e referenciais para o cédlculo

cinematico.

Um ponto A sobre a linha neutra se desloca para um ponto P com coordenadas {R+w,u,0} e
velocidade { w,u,0} em relagdo ao sistema x,y, As velocidades e aceleragdes do ponto P irdo

ser modificadas pela velocidade angular do anel, Q.
Pela cinematica de particulas, a velocidade no ponto desejado em relagdo ao sistema de

coordenadas fixo pode ser obtida por (Santos, 2001):
By =0, + X OP+(Vpr, )y (3.24)
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Sendo v, a velocidade linear absoluta do ponto P representada no sistema fixo, v, a

velocidade linear absoluta do sistema mdvel escrita no sistema de coordenadas fixo, @ a matriz
de velocidades angulares absoluta do sistema de referéncia mével em relagdo ao sistema fixo e

(Vpiyy)) @ posicdo do ponto P em relagdo ao sistema movel representada no sistema de

coordenadas fixo.
Como hé apenas rotagdo em torno do eixo z, temos uma tnica matriz de transformacao de
coordenadas do sistema fixo para o mével que se traduz na matriz S;, a partir desta define-se a

matriz de velocidades angulares absoluta.

cos(Qr) —sin(Qr) O 0O -Q 0
S, =|sin(Qr) cos(QA) 0| o= SlSl’ =Q 0 O (3.25)
0 0 1 0O 0 O

Os termos de posicdo e velocidade do ponto P em relagdo ao sistema moével descrito no
sistema de coordenadas fixo sdo:
cos(Qr) —sin(Qr) O R+w (R + w)cos(Qt) — u sin( Q)
OP =S, 0Py, =| sn(Qt) cos(Qt) O u |=[(R+w)sin(Qr)+ucos(Qt)| (3.26)
0 0 1 0 0
cos(Qr) —sin(Q%) O w wcos(€2r) — u sin( Q)
Vb )y = SiVpiayy = | S cos(Qr) 0| u | = wsin(€2) + u cos(€r) (3.27)
0 0 110 0
Substituindo as Egs. (3.25), (3.26) e (3.27) na Eq. (3.24) t€ém-se a velocidade absoluta
escrita no sistema de coordenadas fixo.
— (R +w)Qsin( Qr) —u2cos(Qr) + wcos(€2t) — 1 sin( )
Vo =| (R+w)Qcos(Qr) —uldsin( Qr) + wsin( Qf) + 1 cos(Q) (3.28)
0
Porém, é necessdrio descrever a velocidade da particula em relacdo ao sistema mével, pois

as equagOes sao deduzidas no referencial do elemento, ou seja, referencial girante.

v, W—ul 5 5
Pory = Ve L= SV, =i+ (R+WQ | com Ww="" e =" (3.29)
0 ot ot
v,
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Na Eq. (3.29) ha apenas duas componentes da velocidade, o que estd de acordo com a

formulacdo, pois 0 movimento ocorre no plano.

3.4 Equacoes de Energia

3.4.1 Energia Potencial de Deformacao

Corresponde ao termo de energia armazenada no material quando ocorre uma deformacao
eldstica. A energia de deformacgdo pode ser escrita pela Eq. (3.30).
E,, = [[[[o,dz,avol com i.j=r.0,z (3.30)
Vol 0
Expandindo a equagdo para deixd-la com integrador em 6:

sy i 6, &
E,, = [[{[o,dz,aAds =R [ [ [o,de,dAdo (3.31)
s A O 6, A0

Integrando a relacdo tensdo-deformacao utilizando a Eq. (3.14) obtemos a Eq. (3.32) como

em Bickford e Reedy (1985).
o,
E =R j | J(l Eel +0le, + L Es + lEG}/fg )dAdH (3.32)
, 7 a\2 2 2

A deformacao radial é nula e a deformacao por cisalhamento é negligenciada. Assim, como

apresentado em Huang e Soedel (1987a), temos:
0,
1 2 i
E, =R| “{5 Ee, +0ie,, )dAd@ (3.33)
6 A

A integral acima serd divida em duas partes para facilitar a integracdo e a manipulagdo

algébrica. A primeira (E,,,) devida as propriedades do material e a segunda (E ) devida a

pot pot

tensdo induzida ou pré-tensao.
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A primeira integral (E,, ):

E

potl

- Rej ”l E&l,dAdO = lREgj' [[es,aaa0 (3.34)
6 A 2 2 6 A

Substituindo a deformagdo tangencial elevada a segunda poténcia (Eq. 3.12) sem considerar

os termos de alta ordem, temos:

u”+2u'w+w’ u”+wu'-w'u'-w'w
| 0, 2 +2a, =3 +
E,.==RE ([ dAdO (3.35)
2 o 5 ul2_2uvwn+W||2
1 a3 R4
Realizando a integral em relacdo a drea da secdo transversal:
1 . A u»z +2M';4/+ W2 N 2Aadis, u|2+wu|_v‘;nul_wnw N
E,.==RE R R 0 (3.36)
2 ; u|2_2ulwlv+wn_
! +1 R

Sendo a area da secdo transversal, A, o primeiro momento de inércia de area, A, ,, € 0

segundo momento de inércia de drea, I . Neste caso, como o centroide da secdo estd situado

sobre a linha neutra que define o eixo coordenado, o primeiro momento de drea € nulo.

0, 12 ' 2 2 v 12
Epotl =lIQE' J'[Au +2M;’V+W +let 2l/t\/r +w Jd@ (337)
2 R R
A segunda integral (E,,,):
% A A R
E,,=R jjj(aéege)dAdH com o, =0y +0, =pRPQ* + % (3.38)

0 A

Substituindo a deformagao tangencial (Eq. 3.10):

+a;

6, . '

1 S ou+w u'-w" w+2u'wHu+w 2uw'+u’
Epot2 =R J.J-IJH 2 + 2

4 R R 2R

]dAd@ (3.39)

Realizando a integral em relacdo a area da secdo transversal:

u'-w w? +2u'w+u'?+w 2uw'+u’ Jd@

+A

- 3.40
dist R2 2R2 ( )

6, .
T uw

EbotZ =R Iaﬁ[AT +Ae
0

Como o primeiro momento de drea € nulo:
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' 2 2 ' 12 12_2 { 2

02
E, .= Rél[o'gA( R R>

3.4.2 Energia Cinética

Para um anel estaciondrio, a energia cinética ocorre devida a vibracao da estrutura. No anel
girante, a velocidade do elemento devido a vibracdo € modificada pela rotacdo como ji

demonstrado, sendo que a sua energia cinética é dada pela Eq. (3.42).

E, = % [[lpe? +v;+vhavor (3.42)

Vol
Como o movimento acontece no plano, v_ € nulo. Expandindo a equacdo para deixd-la com

integrador em 0, temos equagdo de energia cinética na mesma forma apresentada em Huang e

Soedel (1987a):
1% )
Ea=5 [PRAW? +v))do (3.43)
o,
Entao:

0,
E, = % j PRADW = 2uhQ +u?Q° +1% + 2(R+ w)iQ + (R* + 2Rw + wh)Q’ O (3.44)
6

3.4.3 Energia Potencial devido a Fundacao Elastica

A fundacdo eldstica é composta pelas rigidezes radial e tangencial, neste caso elas sdo

dependentes da drea da superficie do segmento em que estdo conectadas, possuindo a dimensao
3 . . L, - . . . - L.

de N/m”. A energia potencial é entdo obtida integrando a energia da mola em relagcdo 4 superficie

do anel (dA,, = bds ), de Huang e Soedel (1987a):
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1 1
EPOI3 = J.‘(Ekwwz +5kuu2PAcil

Aril

) . (3.45)
=1 1, 1 o1

E, .= | =bkw’ +—bku )d = I(—bkww +—bk ,u deH
o\2 2 g\2 2

3.4.4 Trabalho Virtual devido as Forcas Externas

As forcas externas envolvidas na modelagem do anel em questdo sdo o carregamento € as
forcas nas extremidades do elemento, sendo seu trabalho virtual computado abaixo. O
carregamento € integrado sobre a superficie do segmento de anel assim como acontece com a

fundagdo eldstica, possuindo a dimensao de N/m?,

Ay

Wy = [(bg,, (5,000 +bq, (5,0)du)ds —V,5w(s,,1) +V,w(s,,1) +

; (3.46)
—M,o0W'(s,,t) + M ,ow'(s,,t) =T,0u(s,,t) +T,0u(s,,t),
Realizamos a transformaco da coordenada s para a coordenada 6.
oWy = ej(bqw (@,t)ow+bq,(0,t)ou)Rd O —V,ow(0,,t)+V,ow(0, ,t) +
o (3.47)
0Dy WO 56, )+ T w60,

R

Simplificando a notagdo:

M,
R

0,
Wye = [(bq, v+ bq,80ORIO~V, 50, +V,5w, -

§w'2+%5w'1—T25u2 +T6u, (3.48)
O

3.5 Equacoes do Movimento e Condicoes de Contorno

Inserindo os termos de variacdo de energia obtidos a partir das Egs. (3.37), (3.41), (3.44) e
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(3.45), e o termo de trabalho virtual (3.48) no Principio de Hamilton Estendido Eq. (3.1), temos:

L W — uQSw — wQi + uQu + 1idii + N

(R + w)Qdu + uQéw + RQ*Sw + wQ’Sw
- % (u' ou'+u' ow + wou'+wow)
0,

_ E_f (U Su'—u' Sw''—w" Su'+w'" Sw'") — &) A(Su'+Sw) do
=

i
_0,A

R (wow + u'ow + wou'+u' ou'+w' ow'—uow'-w' ou + uou) +

— Rbk ,wow — Rbk ,uou + Rbq ,ow + Rbq ou

M M
+V,6w, —V,6w, +?2§w’2—?15w’1+T2§u2 —T,6u,

(3.49)

Calculam-se as integrais por partes, a seguir sdo apresentados apenas alguns exemplos:

[]'vi;évizdt = Wwon|, — []dez

r]'uQEWdt =uQow

h

;- t}Qd&wdt
4

j (R +w)Qudr = (R + w)Qdu|”

4

0, 0,
[uoua6 =wouf; - [u"sudo
o, 0

0, 0,
Iwé‘u’dé’ = w5u|zll - J.w' oud@
0, 0

6, 6, 6,

[wow'do =wow]} — [uwdo=wow|; —uuf) + [uwd6

0 0 0

6, 0,
J.w"&t'd@ =w'"du ZZ - Iw"'é'ud@
6, 0

6, 0, 0,
[ do =wow() = [wow'do = wow]; —w"ouf; + [w owdo
6, o,

0

Substituindo as integrais por partes na Eq. (3.49):
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—Wwow + Qudw — wQdu +uQ* Su — iidu +
PRA +
— QWi + uQw + RQ* 6w+ wQ?w

—%(—u"é‘u +u'ow—w'ou+wow) +

I —%(u"é‘u—u”'é‘w+w"'5u+w”"5w)+ do

6

o-;A wow+u'ow—wou —u'' du—w'" dw+
+
R \+u'dow—w'ou+udu+ Réw

— Rbk ,wow — Rbk uou + Rbq 0w+ Rbq , ou
j dt=0

+V,0w, =V, ow, +%5w’2—%5w'1+T75u2 —T,0u, +
R R -

—%(uz'&tz —u,'ou, + w,ou, —w,ou,)+

EI|l u, ou,—u,'ou, —(u,"ow,'—u,"ow,'—u," ow, +u," ow,) +
R | —(w," Sy —w," Suy) +w, " S, '—w, " Sw,'—w, " Sw, +w, " w,

~ oL A wyou, —wou, +u'y ou, —u', ou, + N (3.51)
R \+Ww', du, —w' du, +u,ow, —u,ow,

— oy A(Su, —du,)

Separando os termos referentes ao deslocamento virtual radial e tangencial da integral em
0, obtemos as equagdes do movimento de flexdo e extensdo. Comodwedusdo termos
independentes e a integral deve ser zero, cada coeficiente multiplicado a estes deslocamentos

virtuais serd igualado a zero.

Na direcao radial obtemos a equagdo de flexao:

pAR[_W+ 2MQ + (R + W)Qz] —E_A(u'+w) _E_f(_ullv_'_wun) +
R R
R)A (3.52)

Retirando alguns termos em evidéncia:
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EI EA 202 . PoR A
———W"=u" )= ——(w+u")—| pR*Q* + 2~ [ = Qu'-w") +
R3( ) R ( ) EP 5 )R( )

oA PRA L pAp PR A

R+ (3.53)
R h R R h R
+ PAR[—W + 2uQ] + pAR*Q* + pARQ*w — Rbk ,w+ Rbq,, =0

Simplificando:

A
%(w”"—u'”)+%(w+u') +(pRAQ2 +%J(2u'—w") +b(p, + Rk, )w+

(3.54)
_ DyAR

+ PAR[V — 2iQ] = Rbq.,

Onde o termo de pressdo do lado direito da Eq. (3.54) refere-se ao deslocamento estético.
Como estamos interessados como o anel se deforma a partir da sua posi¢do de equilibrio, este

termo € desconsiderado, obtendo o mesmo resultado de Huang e Soedel (1987a).

Na direcdo tangencial obtemos a equacao de extensao:

PAR[—ii —2WQ +uQ* ] - %(—u”—w') —%(—u”+w"') +

R\ A (3.55)
—(pRZQZ +%k(u —2w'—u'")— Rbk u+Rbq, =0
Retirando alguns termos em evidéncia:
EI EA 2,2 P R A
——wW"-u")y———(—w'-u'")—| pR*Q* + 2~ | —(2w'-u") +
R3( ) R( ) [P P )R( )
» A p,RA
—pR* QY —u -+ (3.56)
p R h R
+ PAR[—ii — 2WQ]+ pARQ’u — Rbk u+ Rbq, =0
Simplificando:
EI A " EA \ " p A \ \AJ
F(w —u )—?(W-H/t )+(pRAQ2+#j(—2w—u )+b(p, + Rk ,)u+ (3.57)

+ pARLii +2WQ] = Rbq,
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Os outros termos fornecem as condi¢des de contorno (Eq. 3.58).

EI " " O-IA
é‘wk|:Vk—F(uk -w, ") — ; uk}=0
\ M EI 1 "
&vk{T"—F(—uk+wk }=0 k=12 (3.58)
o weFuw!
5uk[Tk——( W) == (- w, ") HA[ k Ig k 1)}:0
Dessa forma, temos:
EI " " O-IA
ow, =0 ou V":F(uk —-w, ")+ ; u,
\ EI ' "
w,=0 ou Mk=F(—uk+wk) k=12 (3.59)

ou, =0 ou Tk:%(uk'+Wk)+%(uk'_Wk")+O-;A(W+I)

Na Eq. (3.60), o termo de tensdo induzida que aparece na equacdo do esforco cortante é a
projecdo de uma tensdo tangencial na dire¢do radial, sendo desprezivel em relacdo aos demais
termos. No termo de for¢a axial, as componentes de deformacdo e deslocamento presentes no

termo de tensdo induzida sdo muito menores quando comparados a unidade, sendo por isso
desprezados. A tensao induzida que permanece no equacionamento (o, A ) também € desprezada,

pois trabalharemos com a deformacao do anel a partir de sua posi¢do de equilibrio estético.
Alguns autores como Lee ef al. (2007) mantém a componente relativa a EI/R’ na forca
axial, porém esta tem ordem de grandeza muito menor que o termo em EA/R, sendo desprezada
em Huang et al. (2013) e neste trabalho.
Assim, obtemos as seguintes condi¢des de contorno:

Sw, =0 ou Vk=%(uk”—wk”')

El

w, =0 ou Mk=R—(—uk'+wk") k=12 (3.60)

EA
ou, =0 ou Tk=?(uk’+wk)

As equacdes do movimento (Eq. (3.54) e Eq.( 3.57)) sdo dividas por R, entdo a Eq. (3.61) é
a mesma apresentada por Huang e Soedel (1987b):
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EI (ARAL " EA 1 bp " p
F(W —u )+F(w+u)+(pAQ2+?°)(2u—w )+b(?°+kij

+ pAGH—2Qi) = bq., G.61)

EI EA bp p j
(W)= (W) +| pAQ + L (2w'—u")+ b 2+ k|
R4( ) 72 ( ) [,0 R ]( ) (R u

+ pA(ii +2Qw) = bg,

Como trabalharemos na coordenada espacial ao invés da coordenada angular, no Capitulo 4

realizamos a transformacio de coordenadas s = R0 na Eq. (3.61) e na Eq. (3.62).
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4 METODO DOS ELEMENTOS ESPECTRAIS

Viarios métodos matemadticos t€ém sido empregados para avaliar o comportamento de
estruturas e 0 Método dos Elementos Espectrais (SEM) € um deles (Doyle, 1997). Seu conceito
foi introduzido primeiramente por Beskos em seu trabalho de 1978 (Lee, 2009). O SEM pode ser
considerado uma combinac¢do dos melhores pontos do Método dos Elementos Finitos (FEM),
Método da Rigidez Dinamica (DSM) e Método de Analise Espectral (SAM).

O FEM consiste na transformac¢do de um dominio continuo em discreto, isto acorre pela
divisdo do dominio de integracio em um numero finito de pequenas regides denominadas
elementos. Seu equacionamento € baseado em equagdes diferenciais parciais e sua solugdo €
numérica, porém sua precisdo diminui com o aumento da frequéncia de anélise porque as funcdes
de interpolacdo fornecem modelos paramétricos no dominio do tempo. Tornou-se uma poderosa
ferramenta na engenharia e em ciéncias como forma de cdlculo eficiente e econdmica (Lee, 2009
e Santos, 2010).

No DSM, a matriz de rigidez dinamica exata € deduzida no dominio da frequéncia usando
as fungdes de forma derivadas das solucdes de onda das equagdes do movimento. Para obter as
solucdes, as equagdes diferenciais do movimento no tempo sao transformadas para frequéncia
assumindo uma solu¢do harmoénica de frequéncia dnica. A matriz de rigidez dinamica é
considerada uma combinagdo das propriedades de inércia, rigidez e amortecimento do elemento.
O elemento, denominado continuo, é exato dentro do escopo da teoria usada e apenas um ¢é
necessario para representar parte da estrutura se esta ndo houver descontinuidade, reduzindo
assim o nimero de elementos em relagao ao FEM (Lee, 2009).

O método mais popular de solucido de equacdes diferenciais no dominio da frequéncia € o
SAM, baseia-se na superposicdo de infinitas ondas de diferentes numeros de onda; isto
corresponde a transformada de Fourier continua da solu¢do, ou seja, em determinar o0s
coeficientes de Fourier. A solu¢do temporal é obtida pela transformagdo inversa. Devido aos

métodos computacionais utiliza-se a forma discreta da transformada.
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Dessa forma, o SEM aproveita do:

e FEM, a discretizacdo espacial e montagem da matriz global a partir das matrizes
elementares;

e DSM, a formulagdo exata da matriz de rigidez dindmica elementar e reducdo do nimero
de elementos para descrever uma estrutura;

e SAM, superposicdo dos modos de propagacdo de onda pela Transformada Discreta de
Fourier e algoritmo da FFT.

O SEM ¢ um método baseado na propagacdo de ondas. Apresenta semelhangas com o
Método dos Elementos Finitos, mas a matriz de rigidez dindmica € escrita no dominio da
frequéncia, permitindo que a inércia da massa distribuida seja representada na forma exata.
Consequentemente, esta formulacdo permite a descricio do comportamento dindmico exato da
estrutura dentro do escopo da teoria utilizada na formulagcdo. Assim, este pode ser considerado
um método semi-analitico.

Como ja citado, uma vantagem do SEM em relacdo ao FEM € a redugdo do problema e,
consequentemente, um menor nimero de equacdes a serem resolvidas, tendo assim menor custo
computacional, o que o torna mais adequado para problemas de otimizacdo e incertezas onde a
solucdo dinamica deve ser calculada grande nimero de vezes.

Neste método, deve haver um né quando € necessdrio separar elementos de diferentes
propriedades geométricas e/ou de material, quando se deseja aplicar uma forca ou obter de forma
direta uma resposta em um determinado ponto (caso contrdrio seria preciso usar as funcdes de
interpolacdo exatas do elemento espectral). Caso a estrutura seja uniforme com um ponto de
aplicacdo da forca no mesmo ponto de medicao, € possivel descrever o comportamento dindmico
completo com apenas um elemento. Este método € utilizado principalmente em estruturas de
geometria simples.

Dentre as desvantagens do método estao:

e A formulagdo exata do elemento s6 € possivel se houver a solucdo exata por ondas -
para problemas mais complexos e multidimensionais isto ndo € realizavel;

e Naio se pode aplicar diretamente em problemas com parametros variantes no tempo;

e Nio ¢ aplicdvel em sistemas ndo lineares, nos quais o principio da superposi¢cdo nao é

véalido - deve-se usar um método iterativo para tratar os termos ndo lineares como
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pseudo forgas;

Mesmo que o SEM garanta a solucdo exata na frequéncia, isto pode nao ser verdade
para o tempo, devido a erros de processamento de sinais como leakage e aliasing.

A metodologia empregada neste trabalho na dedugdo do elemento espectral de viga curva

z

girante € aquela utilizada por Delamotte et al. (2008), ou seja, relacionar as forcas e
deslocamentos no dominio da frequéncia a partir das equacdes do movimento, equilibrio de

forgas no elemento e solucao por superposi¢iao de ondas.

4.1 Formulaciao de um Elemento Espectral de Anel Rotativo

Um esquema de segmento de anel rotativo utilizado pode ser visto na Fig. 4.1. Nao sao

considerados nesta secdo a pressao interna, a fundacao eldstica e 0 amortecimento estrutural.

V+6—Vds
Os
)
! T
G
1

Figura 4.1 — Elemento espectral de anel rotativo.
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Como demonstrado anteriormente, pela Teoria de Euler-Bernoulli e pelo Principio de
Hamilton, as equagdes acopladas do movimento para um segmento de anel flexivel girante sdo
dadas pela Eq. (3.44). Realizando a transformacdo de coordenadas s = R € e desconsiderando os
termos de carregamento, pressdo interna e fundacgd<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>