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Resumo 

 

 

Este trabalho deriva um elemento espectral para um segmento de anel rotativo com pressão 

interna, fundação elástica e amortecimento estrutural baseado na teoria de viga curva de Euler-

Bernoulli. As equações do movimento são deduzidas pelo Princípio de Hamilton Estendido. A 

formulação pode ser empregada no estudo de vibrações, por exemplo, de pneus, sensores, 

rolamentos e separadores centrífugos. A relação espectral (números de onda versus frequência), 

resposta livre (modos de flexão e extensão) e resposta forçada são obtidas. Os resultados são 

validados pela comparação com resultados obtidos pelo modelo em elementos finitos simulado 

em Ansys® e com a solução analítica para um anel uniforme. A força dinâmica rotativa é 

naturalmente derivada pelo Método dos Elementos Espectrais e empregada para calcular a 

resposta forçada. O efeito de rotação aparece como uma aceleração de Coriolis que causa a 

bifurcação das frequências naturais, como uma tensão induzida pela rotação que causa um 

aumento da rigidez do anel, e como um modo de corpo rígido. A pressão interna desloca os picos 

de ressonância para frequências mais altas fazendo o sistema mais rígido. A fundação elástica 

causa a bifurcação do modo de corpo rígido e também torna o sistema mais rígido. O 

amortecimento estrutural diminui a amplitude dos picos de ressonância sem modificar as 

frequências de ressonância. A inclusão de não uniformidades é feita pela inclusão de elementos 

com diferentes propriedades e é estudada em dois exemplos. A resposta para uma força 

estacionária é obtida com convergência verificada com o aumento do número de elementos que 

compõe o anel. Um modelo simples e computacionalmente eficiente é desenvolvido neste 

trabalho e pode ser utilizado para investigar a resposta livre e forçada de um anel rotativo com 

não uniformidades.  

 

 

Palavras Chave: Anel rotativo, Elemento espectral, Propagação de ondas, Análise espectral, Não 

uniformidades.  
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Abstract 

 

 

This work derives a spectral element for a rotating ring segment with internal pressure, 

elastic foundation and structural damping based on the Euler-Bernoulli curved beam theory. The 

equations of motion are derived by Extended Hamilton’s Principle. The formulation can to be 

employed in the vibrations study, for example, of tires, sensors, bearings and centrifugal 

separators. The spectrum relation (wavenumbers versus frequency), the free response (flexural 

and extensional modes) and the forced response are obtained. Results are validated by 

comparison with results from a Finite Element model simulated in Ansys® and with the 

analytical solution for a uniform ring. A rotating dynamic force is naturally derived for the 

Spectral Element Method and employed to compute the forced response. The rotating effect 

appears as Coriolis acceleration, which causes the bifurcation of the natural frequencies, as 

centrifugal hoop stress, which causes an increase of the ring stiffness, and as rigid body mode. 

The internal pressure shifts the resonance peaks to higher frequencies making the system more 

rigid. The elastic foundation causes the bifurcation of the rigid body mode and also makes the 

system stiffer. The structural damping decreases the amplitude of the resonance peaks without 

modifying the resonance frequencies. The inclusion of the non-uniformities is done by the 

elements with different proprieties and is studied in two examples. The response for a stationary 

force is obtained with convergence verified by increasing the number of elements that compose 

the ring. The simple and computationally efficient model developed in this work can be used to 

investigate the free and forced response of a rotating ring with non-uniformities.  

 

 

Key Words: Rotating ring, Spectral element, Wave propagation, Spectral analysis, Non-

uniformities. 
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1 INTRODUÇÃO 
 

 

A análise de vibrações em estruturas é necessária, pois fornece dados fundamentais como 

modos e frequências naturais bem como a resposta a carregamentos dinâmicos que são levados 

em consideração na concepção de estruturas, na análise de falhas e na manutenção de máquinas, 

entre outros.  

Na maioria das vezes deseja-se projetar sistemas que forneçam um menor nível de 

vibrações e ruído, pois desta maneira aumenta-se o conforto (exemplos: painéis acústicos, 

isolação de prédios, absorvedores de vibração) e durabilidade de componentes (exemplos: 

rolamentos, máquinas). Ainda podem-se projetar componentes para operar com vibrações 

específicas (exemplo: instrumentos musicais). 

Um estudo prévio da estrutura torna-se importante porque através dele os parâmetros mais 

influentes serão conhecidos, uma concepção ótima poderá ser realizada e determinadas predições 

poderão ser feitas. No passado, isto era feito por modelos simples e soluções analíticas 

empregando teorias de barras, vigas, eixos, placas, cascas, entre outros desenvolvidos por 

diversos autores (Soedel, 2004 e Inman, 2008). 

Muitos destes modelos representam a física do problema e foram validados com 

experimentos, porém com a necessidade de calcular estruturas mais complexas e com o 

surgimento dos computadores, os métodos analíticos deram lugar aos métodos numéricos como 

elementos finitos e elementos de contorno.  

O Método dos Elementos Finitos (FEM) é o mais empregado. Utiliza a discretização 

espacial para dividir uma estrutura complexa em estruturas finitas simples que são modeladas 

segundo as teorias de barras, vigas, placas, cascas e sólidos tridimensionais, e as matrizes globais 

são formadas por superposição das matrizes destes elementos. Porém, como utiliza funções de 

forma espaciais aproximadas, necessita de refinamento em altas frequências em estudos de 

vibrações e acústica, o que pode levar a modelos com custo computacional proibitivo. 
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Já o Método dos Elementos de Contorno (BEM), pelo conhecimento e discretização do 

contorno da estrutura consegue inferir o comportamento do domínio a partir de uma formulação 

integral das equações diferenciais parciais que governam o problema. A discretização apenas do 

contorno diminui o número de graus de liberdade do modelo, mas em contrapartida o modelo 

constitui-se de matrizes cheias em função da frequência. Para frequências mais elevadas é preciso 

refinar o modelo e o custo computacional também pode ser proibitivo.  

Apesar de a teoria de propagação de ondas ter sido há muito tempo formulada, técnicas 

numéricas baseadas em propagação de ondas começaram a ser usadas mais recentemente, entre 

elas o Método dos Elementos Espectrais (SEM). O SEM é um método de elementos finitos na 

frequência que permite, de acordo com a teoria empregada, o cálculo exato em todas as faixas de 

frequência, além de ter um menor custo computacional, possibilitando seu uso em análises de 

otimização e de incertezas.  

O trabalho apresentado situa-se neste contexto de desenvolvimento e aplicação de 

estruturas básicas, no presente caso um elemento de arco girante, para construção de estruturas 

mais complexas, como anéis rotativos, utilizando o Método dos Elementos Espectrais devido às 

suas vantagens. 

Vibrações em anéis rotativos foram e ainda são tema de estudo de muitos autores. São 

utilizados na modelagem de pneus, sensores, rolamentos, ou quando é necessário calcular 

vibrações no plano de componentes aproximados por cilindros como turbinas, centrífugas, entre 

outras aplicações (Endo et al., 1984). 

A motivação para este desenvolvimento foi a análise de vibrações em pneus cujas 

principais causas são as imperfeições de massa, rigidez e geometria que surgem devido ao 

processo de fabricação, como também às emendas necessárias à montagem. As vibrações em 

pneus afetam o conforto vibratório e acústico dos passageiros nos veículos como também 

aceleram o desgaste e diminuem a durabilidade destes componentes.  

As equações de movimento no plano de anéis girantes desenvolvidos pela teoria de Euler-

Bernoulli foram apresentadas por Bickford e Reedy (1985). Huang e Soedel (1987a e 1987b) 

realizaram a solução analítica destas equações para o movimento livre e forçado com 

carregamento estacionário. Hoje softwares comerciais baseados em elementos finitos como 

Ansys® também permitem esta análise, porém com elevado custo computacional. 
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Outra forma de se tratar anéis rotativos com carregamento estacionário é deixar o anel 

estacionário e fazer com que o carregamento seja móvel. Isto foi feito de forma analítica por 

Huang e Soedel (1987a e 1987b), por elementos espectrais em Delamotte et al. (2008) e pode ser 

analisado por elementos finitos. 

Huang e Soedel (1987a e 1987b) analisaram diferentes tipos de carregamento e concluíram 

que os problemas de anel girante com força estacionária e anel estacionário com força girante são 

equivalentes quando a velocidade de rotação é baixa ou quando a frequência de excitação é alta. 

Um dos objetivos deste trabalho é desenvolver um elemento espectral de arco girante para 

possibilitar o estudo de imperfeições em anéis rotativos. Nas Tabelas 1.1 e 1.2, comparam-se as 

vantagens e desvantagens das diferentes formas e métodos, existentes e propostos, de analisar o 

problema em questão.  

 

Tabela 1.1 – Tabela comparativa das formas de modelagem. 

Modelagem Efeito de Rotação Faixa de Rotação Frequência Excitação 

Anel Estacionário 

com Força Girante 
Ausente Baixas Velocidades Altas Frequências 

Anel Girante com 

Força Estacionaria 
Presente Qualquer Velocidade Qualquer Frequência 

 

Tabela 1.2 – Tabela comparativa dos métodos de cálculo. 

Método Precisão no Cálculo  
Análise de 

Imperfeições 

Geometria da 

Seção 

Custo 

Computacional 

Analítico Todas as Frequências Não Possível Simples Baixo 

Elementos Finitos Baixas Frequências Possível Complexa Moderado 

Elementos Espectrais Todas as Frequências  Possível Simples Baixo 

 

O efeito de rotação leva em consideração os termos de aceleração de Coriolis e tensão 

induzida pela rotação, que serão apresentados na formulação. O trabalho proposto possibilita o 

estudo exato de vibração livre e forçada em toda faixa de frequência e rotação, e a inclusão de 
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imperfeições a um baixo custo computacional, reunindo as vantagens dos métodos já existentes, 

porém a seção transversal dos elementos necessita ter geometria simples. 

 

 

1.1 Objetivos 

 

 

O trabalho tem como objetivos:  

● Desenvolver um elemento espectral para um segmento de anel rotativo com pressão 

interna, fundação elástica e amortecimento estrutural segundo a teoria de Euler-

Bernoulli; 

●  Analisar os efeitos de rotação, pressão interna, fundação elástica e amortecimento 

estrutural nas relações espectrais e nas respostas livre e forçada;  

●  Estudar as influências das imperfeições de geometria e de material no comportamento 

dinâmico do anel girante. 

 

 

1.2 Estrutura do Trabalho 

 

 

Uma revisão bibliográfica dos estudos realizados sobre anéis rotativos e métodos de 

propagação de ondas em vigas curvas é feita no Capítulo 2. 

No Capítulo 3 a teoria de Euler-Bernoulli e o princípio de Hamilton são utilizados para 

deduzir as equações do movimento para um anel girante; nesta formulação o efeito da rotação 

aparece como uma tensão induzida pela rotação e como uma aceleração centrípeta.  Pelo 

princípio de Hamilton, também são incluídos os efeitos de fundação elástica e pressão interna. O 

amortecimento estrutural é modelado como um termo imaginário na rigidez do material. 

O mesmo procedimento empregado por Delamotte et al. (2008) para deduzir um elemento 

espectral de anel estacionário é utilizado para deduzir um elemento espectral de anel girante no 

Capítulo 4. Impõe-se uma solução por ondas, encontra-se a relação espectral, calcula-se a razão 
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de amplitude entre as ondas de flexão e extensão para simplificar o problema, escrevem-se os 

deslocamentos e as forças externas em função das constantes da solução de flexão, por fim 

relacionam-se as forças externas do elemento com os deslocamentos no domínio da frequência. 

Com esta formulação deduz-se um elemento espectral de anel rotativo com força girante; então, é 

apresentado um equacionamento para obter a resposta a uma força estacionária. 

Os resultados são apresentados no Capítulo 5 na forma de relação espectral, resposta livre e 

forçada, estudam-se suas variações em função da rotação do anel, fundação elástica, pressão 

interna e amortecimento. A formulação desenvolvida é validada através da comparação com as 

respostas livre e forçada pelo método dos elementos finitos utilizando o software comercial 

Ansys® e pela solução analítica apresentada no Apêndice A. Finalmente, são realizados estudos 

de imperfeições e não uniformidades conhecidas, comparação de formulação da pressão interna e 

análise de força estacionária. 

No Capítulo 6 estão as conclusões, as propostas de trabalhos futuros e os trabalhos 

publicados durante a dissertação.  
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 
 

 

Neste capítulo apresenta-se uma breve revisão bibliográfica do desenvolvimento da teoria, 

estudos e aplicações de anéis rotativos, bem como do método de propagação de ondas aplicado a 

vigas curvas estáticas e rotativas.  

 

 

2.1 Anéis Rotativos 

 

 

Endo et al. (1984) compararam dados experimentais com os analíticos de vibrações no 

plano de anéis girantes obtendo resultados representativos para frequências naturais em função da 

rotação. Nas equações foram considerados os efeitos de tensão centrípeta induzida e o de 

Coriolis, termos que foram incorporados por Bickford e Reedy (1985) no equacionamento. 

Um modelo de anel rotativo bidimensional foi procurado por muitos autores, tendo sido 

apresentada uma versão por Bickford e Reedy (1985) que é muito utilizada para representar o 

fenômeno quando necessário. Este modelo parte da teoria de viga curva de Euler-Bernoulli, da 

cinemática de partículas, da teoria de vasos de pressão e do princípio de Hamilton para deduzir as 

equações do movimento. Eles consideraram a deformação por cisalhamento e a inércia de rotação 

e concluíram que estes efeitos são importantes para altas velocidades de rotação e para modos de 

flexão de alta ordem. O modelo é aplicado apenas para anéis homogêneos. 

Huang e Soedel (1987a e 1987b) aplicaram as equações de Bickford e Reedy (1985) sem 

considerar o efeito de cisalhamento e inércia rotacional para obter a reposta livre e forçada 

analítica de anéis estacionários com forças rotativas e de anéis rotativos com forças estacionárias 

a fim de saber se os problemas eram equivalentes. Eles analisaram diferentes tipos de 

carregamento e concluíram que os problemas de estudo são equivalentes quando a velocidade de 

rotação é baixa ou quando a frequência de excitação é alta. 
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Estendendo a teoria de anéis para cilindros e utilizando o método da expansão modal, 

Huang e Hsu (1990) estudam o fenômeno de ressonância em cilindros rotativos sujeitos a 

carregamento móvel harmônico. Concluem que a rotação do cilindro leva a instabilidade no 

primeiro modo, correspondente ao forward whirl (movimento circular no sentido da rotação) e 

que o carregamento móvel sobre o cilindro rotativo funciona como um carregamento harmônico 

estacionário. 

Huang e Hsu (1992) incluem suspensão no modelo de anel rotativo apresentado por Huang 

e Soedel (1987b), desenvolvem e resolvem as equações possibilitando o cálculo da resposta de 

vibração na suspensão para o desenvolvimento de pneus automotivos. A força transmitida na 

suspensão tem grande influencia da rotação, sendo reduzida com aumento da velocidade de 

rotação. A rotação juntamente com o amortecimento pode criar zonas de instabilidade no sistema 

pneu-roda-suspensão. 

Uma metodologia de cálculo da resposta livre de anéis com imperfeições é feita por Hwang 

et al. (1999). A metodologia não inclui os efeitos da rotação, porém apresenta como incluir 

imperfeições através de uma função que varia a circunferência do anel. O trabalho é aplicado no 

desenvolvimento de sensores inerciais em que o nível de vibração é sensível às imperfeições que 

devem ser controladas para obter a operação desejada. 

Eley et al. (2000) derivam as equações do movimento para investigar um anel rotativo com 

rotação simultânea nos três eixos coordenados, no plano e fora dele. Analisam que o efeito 

centrípeto pode ser negligenciado e que o acoplamento de Coriolis é predominante sobre o 

comportamento vibratório. O trabalho é empregado para projetar sensores de baixo custo. 

A resposta livre dentro e fora do plano de anéis rotativos também é investigada por Kim e 

Chung (2002). Eles utilizam a teoria de deformação de Lagrange e o princípio de Hamilton para 

derivar as equações do movimento, os deslocamentos dentro e fora do plano são acoplados. 

Consideram na deformação e tensão radial a não linearidade geométrica, não levada em conta por 

Eley et. al. (2000), pois ela é importante para descrever o efeito de enrijecimento do anel devido 

à rotação. 

Forbes e Randall (2008) analisam ressonâncias em anéis estacionários sujeitos a 

carregamentos móveis, as equações são as mesmas utilizadas por Huang e Soedel (1987b). 

Estudam carregamentos nos quais há variação de posição, fase e distribuição para modelar as 

cargas que agem sobre o estator das turbinas devido à operação.  
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2.2 Propagação de Ondas em Vigas Curvas  

 

 

Narayanan e Beskos (1978) calculam a matriz de rigidez dinâmica de elementos de viga 

através da transformada de Fourier, relacionando as forças e deslocamentos do elemento no 

domínio da frequência. A matriz de rigidez global é formada pela superposição das matrizes 

elementares, permitindo analisar a vibração da estrutura. Foram dos primeiros a empregar esta 

metodologia que é muito parecida com o SEM atual. 

O SEM foi definido por Patera (1984) em um trabalho de mecânica de fluidos como sendo 

um método que combina a generalidade do método dos elementos finitos com a precisão das 

técnicas espectrais.  

Doyle (1997) sistematiza o cálculo de vibrações em estruturas como barras, vigas, eixos, 

dutos, dentre outros, pelo SEM. Impõe uma solução por onda nas equações diferenciais que 

governam o movimento do elemento, obtendo a relação espectral. Após isto relaciona as forças e 

deslocamentos no domínio da frequência para encontrar a matriz de rigidez dinâmica do elemento 

que será utilizada para formar a matriz global. A transformação dos resultados do domínio da 

frequência para o tempo pode ser feito aplicando a transformada de Fourier.  

A solução de vigas curvas não rotativas por propagação de ondas foi abordado por Kang et 

al. (2003) que analisam vibrações livres em diversos suportes. A formulação permite incluir 

diversas descontinuidades como massas interligadas à estrutura, suportes elásticos e mudança de 

curvatura. A matriz de transferência do elemento é deduzida a partir das matrizes de transmissão 

e reflexão em suporte genérico, a matriz global é formada pela multiplicação das matrizes 

elementares. Seguindo este trabalho, Riedel e Kang (2006) analisam como a rigidez dos suportes 

elásticos, variação na localização da descontinuidade e diferenças de curvatura afetam a resposta 

livre de estruturas curvas. 

Lee et al. (2007) também estudaram vigas curvas estacionárias com curvatura constante 

utilizando a teoria de propagação, transmissão e reflexão de ondas. As equações diferenciais se 

baseiam na teoria de Flügge e possuem poucas diferenças em relação à teoria de viga curva de 
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Euler Bernoulli. As relações espectrais são obtidas e apresenta-se como separar os números de 

onda que se propagam em direções contrárias. Um exemplo de estrutura em “U” que associa o 

elemento de viga curva com o de viga reta é analisado. 

Delamotte et al. (2008) desenvolveram um modelo por elementos espectrais de um anel 

estacionário de Euler Bernoulli com força girante para simular vibrações em pneus e prever 

velocidades críticas. A inserção da pressão interna é feita pela teoria de tensão em corda elástica. 

Santos (2010) incluiu fundação elástica na modelagem de Delamotte et. al. (2008) pela soma dos 

valores de rigidez da fundação na matriz de rigidez dinâmica e estudou como as imperfeições do 

pneu afetam o conforto vibracional do veículo através de uma análise estocástica. 

Huang et al. (2013) calculam a resposta livre de um anel rotativo não homogêneo por 

propagação de ondas usando matrizes de transmissão e reflexão. São os primeiros a empregar 

métodos de propagação de ondas nas equações de movimento de Huang e Soedel (1987a e 

1987b). As relações espectrais que antes eram simétricas para o problema sem rotação são 

assimétricas para o anel com rotação. 
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4 MÉTODO DOS ELEMENTOS ESPECTRAIS 
 

 

Vários métodos matemáticos têm sido empregados para avaliar o comportamento de 

estruturas e o Método dos Elementos Espectrais (SEM) é um deles (Doyle, 1997). Seu conceito 

foi introduzido primeiramente por Beskos em seu trabalho de 1978 (Lee, 2009). O SEM pode ser 

considerado uma combinação dos melhores pontos do Método dos Elementos Finitos (FEM), 

Método da Rigidez Dinâmica (DSM) e Método de Análise Espectral (SAM).  

O FEM consiste na transformação de um domínio contínuo em discreto, isto acorre pela 

divisão do domínio de integração em um número finito de pequenas regiões denominadas 

elementos. Seu equacionamento é baseado em equações diferenciais parciais e sua solução é 

numérica, porém sua precisão diminui com o aumento da frequência de análise porque as funções 

de interpolação fornecem modelos paramétricos no domínio do tempo. Tornou-se uma poderosa 

ferramenta na engenharia e em ciências como forma de cálculo eficiente e econômica (Lee, 2009 

e Santos, 2010). 

No DSM, a matriz de rigidez dinâmica exata é deduzida no domínio da frequência usando 

as funções de forma derivadas das soluções de onda das equações do movimento. Para obter as 

soluções, as equações diferenciais do movimento no tempo são transformadas para frequência 

assumindo uma solução harmônica de frequência única. A matriz de rigidez dinâmica é 

considerada uma combinação das propriedades de inércia, rigidez e amortecimento do elemento. 

O elemento, denominado contínuo, é exato dentro do escopo da teoria usada e apenas um é 

necessário para representar parte da estrutura se esta não houver descontinuidade, reduzindo 

assim o número de elementos em relação ao FEM (Lee, 2009). 

O método mais popular de solução de equações diferenciais no domínio da frequência é o 

SAM, baseia-se na superposição de infinitas ondas de diferentes números de onda; isto 

corresponde à transformada de Fourier contínua da solução, ou seja, em determinar os 

coeficientes de Fourier. A solução temporal é obtida pela transformação inversa. Devido aos 

métodos computacionais utiliza-se a forma discreta da transformada.  
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4.3 Anel Girante com Força Estacionária 

 

 

Pela formulação do elemento espectral de anel rotativo apresentado, a força é estacionária 

no nó, ou seja, gira na mesma velocidade do anel. Porém, um dos interesses deste trabalho é 

calcular a resposta do anel devida a uma força estacionária. 

Pode-se adaptar a teoria desenvolvida para este tipo de força através do conceito de 

carregamento móvel. No problema clássico de carregamento móvel tem-se uma força com 

determinada velocidade passando em uma viga. Neste caso, o anel considerado uma viga com as 

duas extremidades interligadas gira em um sentido e o carregamento móvel se move no sentido 

contrário com a mesma velocidade de rotação do anel para levar ao efeito de carregamento 

estacionário. 

A força é modelada como uma distribuição espacial na forma de sino com passagem por 

três nós e dois elementos (pontos 1, 2 e 3 da Fig. 4.6) na direção radial do elemento; na direção 

tangencial é considerado que nenhuma força é aplicada.  A forma de sino foi escolhida para obter 

uma passagem suave entre os nós.  Da maneira como foi proposta, a forma da excitação varia em 

função da quantidade de elementos que compõem o anel.  

 

2

1 3 4

 

Figura 4.6 – Distribuição espacial de uma força na forma de sino. 

 

A função que define esta distribuição é dada por: 
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5 RESULTADOS E DISCUSSÕES 
 

 

A validação numérica do elemento de anel rotativo é feita comparando a resposta forçada e 

os modos operacionais de um anel uniforme obtido por elementos espectrais com os resultados 

adquiridos por elementos finitos e pela solução analítica. As propriedades geométricas do anel 

uniforme são raio R = 0.25m, largura b = 0.15m, altura h = 0.002m, densidade ρ = 7200 kg/m
3
, 

módulo de elasticidade E = 220 GPa, sendo a área da seção transversal retangular A=bh e 

momento de inércia de área I=bh
3
/12. 

O modelo em elemento espectral é composto por quatro elementos (Fig. 5.1a). O modelo 

em elementos finitos é construído e simulado no software comercial Ansys® (Fig. 5.1b), ele é 

tridimensional e formado por SOLID185 do Ansys® com 9480 elementos e 19592 nós. O 

método de elementos finitos é utilizado somente para validar os efeitos de rotação. A solução 

analítica da resposta livre de um anel uniforme com pressão interna e fundação elástica é 

mostrada no Apêndice A e utilizada para validar todos os efeitos. 

O elemento SOLID185 do Ansys® é usado para modelar estruturas tridimensionais; é 

composto por oito nós, possuindo três graus de liberdade por nó, ou seja, as translações nas três 

direções. Este elemento possibilita a modelagem de plasticidade, hiperelasticidade, enrijecimento 

por tensão, grandes deflexões e grandes deformações, entre outros efeitos. Foi empregado neste 

trabalho, pois  permite a inclusão da aceleração de Coriolis e tensão induzida pela rotação nos 

cálculos.  

O Ansys® é um software muito difundido nas áreas de engenharia e ciências para 

simulação de estruturas, fluidos, materiais, componentes elétricos, entre outros. Utilizou-se a 

resposta harmônica e a reposta modal do módulo estrutural. O efeito de rotação foi incluído 

através do comando CORIOLIS em um sistema de referência girante e o comando SSTIF foi 

utilizado para uma correta formulação da tensão induzida pela rotação. Verificou-se que o 

software provoca um erro de cálculo em altas velocidades de rotação; isto aconteceu neste 

modelo para velocidades de rotação acima de 100 rad/s. 
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(a) 

 

(b) 

 

Figura 5.1 – Modelo de anel rotativo: SEM (a) e FEM construído no Ansys® (b). 

 

A reposta forçada é obtida, a não ser que haja alguma observação, pela aplicação de uma 

força de um Newton na direção radial e pela medida da resposta de deslocamento radial no 

mesmo nó (Fig. 5.2). 

Ω

V

w

Excitação:  

Força Radial 

Resposta:  

Deslocamento Radial  
Figura 5.2 – Localização da excitação e da resposta para o cálculo da resposta forçada. 

 

 

5.1 Efeitos da Rotação: Aceleração de Coriolis e Tensão Induzida 

pela Rotação 

 

 

Nesta seção serão investigados apenas os efeitos de rotação. A pressão interna, a fundação 

elástica e o amortecimento estrutural serão negligenciados. 
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5.1.1 Relação Espectral 

 

Usando a Eq. (4.4) os gráficos da relação espectral foram obtidos e são mostrados na Fig. 

5.3. A parte real dos números de onda corresponde à onda que se propaga, a parte imaginária 

corresponde à onda evanescente. Os números de onda são obtidos para cada frequência e 

ordenados pela Eq. (4.6). Então, pela Eq. (4.10), as razões de amplitude são encontradas (Fig. 

5.4). 

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 

Figura 5.3 – Relação espectral para anel estacionário (a,c) e para anel rotativo com Ω = 50 rad/s 

(b,d). Números de onda positivos (-) e números de onda negativos (o).  
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Para o caso de anel estacionário, as partes real e imaginária dos números de onda que 

propagam no sentido positivo e negativo são simétricas. Isto não acontece no caso do anel 

rotativo por causa dos termos de aceleração de Coriolis e tensão centrífuga induzida. Do mesmo 

modo, as razões de amplitude que são coincidentes para Ω = 0, não o são para Ω ≠ 0. 

(a) 

 

(b) 

 

Figura 5.4 – Razão de amplitude para anel estacionário (a) e para anel rotativo com Ω = 50 rad/s 

(b). Números de onda positivo (-) e números de onda negativo (o).  

 

A relação espectral e a razão de amplitude de um anel rotativo, quando comparadas com o 

caso do anel estacionário são similares em altas frequências e apresentam grandes diferenças nas 

baixas frequências. 

 
 

5.1.2 Resposta Forçada 

 

Pela formulação desenvolvida no Capítulo 4, aplicando uma força na direção radial em 

somente um nó, podemos calcular os deslocamentos nos nós para cada frequência e traçar as 

FRFs (Fig. 5.5).  

Na FRF do anel estacionário (Fig. 5.5a), os picos de ressonância coincidem com os modos 

analíticos de flexão, com os do modelo desenvolvido por Delamotte et. al. (2008), e com os 

resultados obtidos pelo FEM. Os resultados em elementos finitos tem uma pequena divergência 

com relação aos outros métodos nas altas frequências. 
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Na FRF do anel rotativo (Fig. 5.5b), ocorre uma bifurcação das frequências naturais devida 

à aceleração de Coriolis. Também os picos são deslocados para frequências mais altas em relação 

aos modos de flexão analíticos de um anel estacionário devido à tensão centrífuga induzida pela 

rotação, que aumenta a rigidez do anel. Como no caso do anel estacionário, os resultados quando 

comparados com os dos elementos finitos a da solução analítica, convergem. O modelo em FEM 

diverge em altas frequências e as antirressonâncias ocorrem em diferentes locais do espectro 

quando comparado ao modelo em SEM. 

(a) 

 

(b) 

 

Figura 5.5 – FRFs do anel estacionário (a) e do anel rotativo com Ω = 50 rad/s (b): SEM (-),  

FEM (o) e solução analítica (linhas verticais). 

 

A diferença nas ressonâncias em altas frequências é prevista podendo ocorrer devido ao 

refinamento da malha espacial e/ou porque o modelo espectral é desenvolvido segundo a teoria 

de Euler-Bernoulli que não leva em conta os efeitos de inércia rotacional e cisalhamento. 
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Enquanto o modelo em FE é tridimensional, o modelo em SEM está no plano, o que pode 

explicar as diferenças nas antirressonâncias. O tempo computacional para calcular o modelo em 

SEM foi menor que o tempo computacional para calcular o modelo em FEM 

(a) 

 

(b) 

 

Figura 5.6 – Mapas das FRFs pela velocidade de rotação. Uma força aplicada (a) e duas forças 

opostas aplicadas (b): SEM (mapa contínuo) e solução analítica (o). 

 

As respostas forçadas para diferentes velocidades de rotação são traçadas na Fig. 5.6. Na 

Fig. 5.6a somente uma força radial é aplicada (Fig. 5.7a), enquanto que na Fig. 5.6b duas forças 

radiais opostas são aplicadas, o qual elimina o modo de corpo rígido. Na Fig. 5.6 é possível 
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identificar as bifurcações das frequências naturais com o aumento da velocidade de rotação e que 

a distância da bifurcação das frequências naturais é maior para os modos de baixa frequência. 

No primeiro caso (Fig. 5.6a, Fig.5.7a), devido à configuração de forças, o modo de corpo 

rígido é excitado, e o centro do anel é deslocado movendo-se em um círculo com frequência 

angular igual à velocidade angular de rotação. Quando duas forças opostas são incluídas 

(Fig.5.6b, Fig. 5.7b), o modo de corpo rígido não é excitado, as forças estão em equilíbrio no 

espaço e o centro do anel não se move. Neste caso, os modos ímpares são eliminados também 

porque a configuração das forças possibilita somente a excitação dos modos pares. 

(a) 

 

(b) 

tempo 1

tempo 2

tempo 2 > tempo 1  

Figura 5.7 – Configuração das forças aplicadas. Uma força aplicada (a) e duas forças opostas 

aplicadas (b). 

 

5.1.3 Modos e Frequências Operacionais 

 

Para o modelo em SEM, os modos foram calculados pela resposta forçada de uma força 

aplicada, o qual possibilita o aparecimento de todos os modos. As frequências operacionais que 

coincidem com os modos do anel (picos de ressonância da Fig. 5.6b) são escolhidas para 

computar os resultados. Nas ressonâncias, os deslocamentos nodais são calculados. A Eq. (4.22) 

é usada para interpolar a resposta para os outros pontos, além dos quatro nós do modelo, e obter 

uma melhor definição espacial das formas modais. 

Os modos de flexão ocorrem em todo o espectro de frequência e são de interesse na maioria 

dos problemas porque eles são predominantes em baixas frequências. Os modos de extensão 

aparecem nas altas frequências.  

As formas modais são uma combinação dos deslocamentos radiais e tangenciais. Nos 

modos de flexão predominam os deslocamentos radiais enquanto nos modos de extensão 
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predominam os deslocamentos tangenciais. Cada forma modal tem duas frequências de 

ressonância devido ao efeito de Coriolis. 

Para uma velocidade angular de 50 rad/s os valores de frequências e formas modais 

operacionais são computadas e comparadas com as predições do modelo em FEM e com a 

solução analítica (Tabela 5.1, Tabela 5.2). As formas modais de flexão e extensão coincidem para 

os três métodos e são traçadas nas Fig. 5.8 e Fig. 5.9. 

 

Tabela 5.1 – Frequências de flexão (Hz) para  Ω=50 rad/s. 

Modo de Flexão SEM FEM Analítico 

1 7.96 7.96 7.96 

2 

17.4 17.4 17.4 

30.2 30.2 30.2 

3 

59.8 59.8 59.8 

69.3 69.3 69.3 

4 

117.8 117.9 117.8 

125.3 125.4 125.3 

5 

191.7 191.9 191.7 

197.8 198.0 197.8 

6 

281.6 282.0 281.6 

286.8 287.2 286.8 

 

Tabela 5.2 – Frequências de extensão (Hz) para Ω=50 rad/s. 

Modo de Extensão SEM FEM Analítico 

1 
4968.8 4969.1 4968.8 

4984.7 4985.0 4984.7 

2 
7862.6 7863.5 7862.6 

7875.3 7876.2 7875.3 

3 
11123.6 11125.9 11123.6 

11133.1 11135.5 11133.1 
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Como as equações do movimento são a mesma para a solução analítica e para o SEM, as 

frequências naturais são as mesmas. O primeiro modo de flexão corresponde ao modo de corpo 

rígido e possui o valor da velocidade angular, os outros modos tem o número de comprimento de 

onda de acordo com o número do modo.  

(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

(d) 

 

(e) 

 

(f) 

 

Figura 5.8 – Formas modais de flexão para Ω=50 rad/s. Modo de flexão: 1 (a), 2 (b), 3 (c), 4 (d), 

5 (e) e 6 (f). 

 

 

 (a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

Figura 5.9 – Formas modais de extensão para Ω=50 rad/s. Modo de extensão: 1 (a), 2 (b) e 3 (c). 

 

 

A relação espectral e a resposta forçada quando outros efeitos, como pressão interna, 

fundação elástica e amortecimento estrutural, são levados em conta irão ser investigados usando 

as equações da seção 4.2, metodologia da seção 4.1 e o mesmo procedimento da análise dos 

efeitos da rotação.  
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5.2 Pressão Interna 

 

 

Empregando uma pressão interna de 1 bar e velocidade de rotação de 50 rad/s, o efeito de 

pressão interna será investigado. Os efeitos de fundação elástica e amortecimento estrutural não 

são considerados nesta subseção. 

(a) 

 

(b) 

 

Figura 5.10 – Pressão interna - Parte real (a) e imaginária (b) dos números de onda: p0 = 1 bar (x) 

e p0 = 0 (-).  

 

Figura 5.11 – FRF para análise de pressão interna: SEM para p0 = 1 bar (--x--), SEM para p0 = 0 

bar (-) e solução analítica para p0 = 1 bar (linhas verticais). 
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A pressão interna influencia as baixas e médias frequências da relação espectral (Fig. 5.10), 

modificando as partes real e imaginária dos números de onda de zero até uma determinada 

frequência, neste caso até 10
3
 Hz.  

(a) 

 

(b) 

 

Figura 5.12 – Mapa de FRF por Ω com p0 = 1 bar (a) e mapa de FRF pela pressão interna com Ω = 

50 rad/s (b): SEM (mapa contínuo) e solução analítica (o). 

 

Na FRF da Fig. 5.11, os picos de ressonância são deslocados para frequências mais altas de 

acordo com o aumento da pressão interna. Isto ocorre porque a pressão interna aumenta a rigidez 

do anel. O mapa da amplitude da FRF pela velocidade de rotação com pressão interna (Fig. 

5.12a) tem o mesmo formato que o mapa da amplitude da FRF pela velocidade de rotação sem 
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pressão interna (Fig. 5.6a), mas os picos de ressonância são deslocados para direta do espectro de 

frequências devido à pressão interna. 

No mapa de amplitude da FRF pela pressão interna com velocidade de rotação constante de 

50 rad/s (Fig. 5.12b), o efeito da pressão interna é não linear e muda com a frequência. O par de 

frequências da bifurcação devido à rotação segue a mesma tendência e os modos das altas 

frequências são mais influenciados pela pressão interna. Como esperado, o modo de corpo rígido 

não é influenciado por este parâmetro. 

 

 

5.3 Fundação Elástica 

 

 

Nesta subseção uma fundação elástica com valores de rigidez de mola radial e tangencial de 

10
4
 N/m

3
 é estudada com velocidade de rotação de 50 rad/s. Os efeitos de pressão interna e 

amortecimento estrutural não são considerados. 

A fundação elástica modifica a relação espectral em baixas frequências. Neste caso, 

modifica levemente as partes real e imaginária dos números de onda na faixa de 0 a 100 Hz (Fig. 

5.13). 

A bifurcação do modo de corpo rígido devida à fundação elástica pode ser vista na FRF da 

Fig. 5.14. Aparecem duas frequências correspondentes às rigidezes radial e tangencial da 

fundação. Os modos de flexão em baixas frequências são levemente deslocados para frequências 

mais altas, isto é, o sistema se torna mais rígido. 

No mapa de FRF por Ω com fundação elástica (Fig. 5.15a) aparece a bifurcação do modo 

de corpo rígido, o qual permanece linear com a rotação, a rotação não age na bifurcação deste 

modo e o intervalo que separa estas frequências é o mesmo variando a velocidade de rotação. 

Quando se tem uma fundação elástica e Ω é igual a zero, o sistema torna-se um problema de 

massa-mola com as molas radial e tangencial em paralelo. Então, os modos de corpo rígido não 

começam em zero e as duas frequências têm o mesmo valor. 
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Na análise da FRF pela rigidez da fundação elástica (Fig. 5.15b), é considerado que as 

rigidezes radial e tangencial têm o mesmo valor. A bifurcação do modo de corpo rígido não é 

linear com a rigidez da mola enquanto que os outros modos tem uma relação linear. 

 

 (a) 

 

(b) 

 

Figura 5.13 – Fundação Elástica - Parte real (a) e imaginária (b) dos números de onda: kw = ku = 

10
4
 N/m

3
 (x) and kw = ku = 0 (-). 

 

 

 

Figura. 5.14 – FRF para análise da fundação elástica: SEM com kw = ku = 10
4
 N/m

3 
(-x-), SEM 

com kw = ku = 0 (-) e solução analítica com kw = ku = 10
4
 N/m

3 (linhas verticais). 
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 (a) 

 

(b) 

 

Figura 5.15 – Mapa da FRF por Ω com kw = ku = 2.10
4
 N/m

3
 (a) e mapa da FRF pela rigidez da 

fundação elástica com Ω = 50 rad/s (b): SEM (mapa contínuo) e solução analítica (o). 

 

 

5.4 Amortecimento Estrutural 

 

 

Nesta subseção um amortecimento estrutural de 0,01 com uma velocidade de rotação de 50 

rad/s é utilizado. Os efeitos de pressão interna e amortecimento estrutural não são considerados. 
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O amortecimento estrutural influencia as partes reais e imaginárias dos números de onda 

que são zero ou próximas de zero (Fig. 5.16), aumentando para valores maiores à medida que a 

frequência aumenta, como uma bifurcação em relação à frequência. Para valores maiores de 

amortecimento, esta característica é acentuada. 

(a) 

 

(b) 

 

Figura 5.16 – Amortecimento Estrutural - Parte real (a) e imaginária (b) dos números de onda 

para η = 0.01 (x) e η = 0 (-). 

 

 

Figura 5.17 – FRF para análise do amortecimento estrutural: SEM para η = 0.01(x) e SEM para η 

= 0 (-). 

 

A Fig. 5.17 mostra que o amortecimento estrutural diminui a amplitude dos picos de 

ressonância sem modificar as frequências de ressonância. A amplitude do modo de corpo rígido 
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não é influenciada e as amplitudes dos picos de ressonância diminuem com o aumento da 

frequência. Nas altas frequências, devido ao amortecimento, somente um pico de ressonância 

pode aparecer, levando à falsa impressão que existe somente uma ressonância ao invés de duas. 

Nota-se que não há influência no modo de corpo rígido e os picos de ressonância das mais 

altas ordens são os mais amortecidos. O pico da ressonância é diminuído, porém os valores das 

frequências se mantêm os mesmos. Dependendo da frequência e da velocidade de rotação, não é 

possível distinguir uma bifurcação que ocorreria no caso sem amortecimento. 

 (a) 

 

(b) 

 

Figura 5.18 – Mapa de FRF por Ω com η = 0.01 (a) e mapa de FRF versus amortecimento 

estrutural com Ω = 50 rad/s (b): SEM (mapa contínuo) e solução analítica (o). 
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O mapa de FRF por Ω com amortecimento estrutural (Fig. 5.18a) tem o mesmo 

comportamento da Fig. 5.6a, somente a amplitude das ressonâncias são menores. No mapa de 

FRF pelo amortecimento estrutural (Fig. 5.18b), pode ser visto que o amortecimento estrutural 

não influencia as ressonâncias e que suas amplitudes diminuem com o aumento no valor do 

amortecimento. 

 

 

5.5 Não Uniformidades no Anel Girante 

 

 

Um dos objetivos deste trabalho é desenvolver um método capaz de simular anéis rotativos 

com não uniformidades. Nos dois exemplos da Fig. 5.19, são negligenciados os efeitos da pressão 

interna, fundação elástica e amortecimento estrutural. As imperfeições são incluídas pela simples 

diferença de propriedades dos elementos que compõe o anel. 

 (a) 

Ω

 

(b)  

Ω

 

Figura 5.19 – Modelos de anel rotativo com não uniformidades: quatro seções (a) e imperfeição 

local (b) 

 

No primeiro exemplo, um anel rotativo de quatro seções com R = 0,025 m é construído com 

quatro elementos de mesmo material – E = 220 GPa e ρ = 7200 kg/m
3
 – e diferentes seções 

transversais. Dois elementos com b = 0,02 m e h = 0,002 m são intercalados com dois elementos 

com b = 0,01 m e h = 0,001 m (Fig. 5.19a). A resposta forçada é computada para Ω = 100 rad/s e 

comparada com um anel uniforme com b = 0,02 m e h = 0,002 m em todos os elementos (Fig. 

5.20). 
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Figura 5.20 – FRF para análise de um anel rotativo com quatro seções: anel não uniforme (x) e 

anel uniforme (-). 

 

No segundo exemplo, um anel rotativo de R = 0,25 m, h = 0,002 m e b = 0,15 m é 

construído com 36 elementos (Fig. 5.19b). Um dos elementos é modelado como uma imperfeição 

com diferentes módulo de Young E = 1100 GPa e densidade ρ = 14400 kg/m
3
. A resposta forçada 

é calculada para Ω = 100 rad/s e comparada com a de um anel uniforme com E = 220 GPa e ρ = 

7200 kg/m
3
 em todos os elementos (Fig. 5.21). 

 

Figura 5.21 – FRF para análise de um anel rotativo com imperfeição local: anel não uniforme (x) 

e anel uniforme (-). 

 

Na Fig. 5.20, as ressonâncias ocorrem em diferentes frequências quando comparadas a um 

anel uniforme, somente o modo de corpo rígido é coincidente nos dois casos. Para Fig. 5.21, as 
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ressonâncias coincidem em baixas frequências e divergem nas altas frequências. Com a inclusão 

de não uniformidades no modelo, nenhum novo modo é criado no espectro de frequência 

analisado.  

 

 

5.6 Pressão Interna - Vaso de Pressão e Corda Elástica  

 

 

 (a) 

 

(b) 

 

Figura 5.22 – Mapa de FRF pela pressão interna com Ω = 0 rad/s para formulação da pressão 

interna por vaso de pressão (a) e corda elástica tensionada (b). 



63 

Na formulação desenvolvida neste trabalho, a pressão interna foi inserida seguindo a teoria 

de vasos de pressão, porém há diversas maneiras de incluí-la no anel. Delamotte et al. (2008) 

adiciona a pressão interna nas equações do movimento de um anel estacionário utilizando a teoria 

de corda elástica sob tensão (Apêndice B). 

Enquanto nas equações apresentadas a pressão interna aparece nas equações de flexão e 

extensão sendo multiplicada pelas deformações radial e tangencial, nas equações apresentadas em 

Delamotte et al. (2008) a pressão interna influencia apenas a equação de flexão e é multiplicada 

apenas por temos de deformação radial. 

Nesta subseção comparam-se estas duas formulações através da resposta forçada para um 

anel homogêneo com as mesmas características usadas na validação e com pressão interna de 5 

bar (Fig. 5.22 e Fig. 5.23), os efeitos de fundação elástica e amortecimento estrutural são 

negligenciados e Ω = 0 rad/s. 

Traçam-se os mapas de FRF por pressão interna com Ω = 0 rad/s para a formulação pela 

teoria de vasos de pressão (Fig. 5.22a) e teoria de corda elástica tensionada (Fig. 5.22b). A 

diferença principal entre as formulações é em baixas frequências e no modo de corpo rígido. 

Enquanto no primeiro caso (Fig. 5.22a) o modo de corpo rígido não é influenciado pela pressão 

interna, no segundo caso (Fig. 5.22b) o modo de corpo rígido é deslocado para frequências mais 

altas à medida que a pressão aumenta e possui uma relação não linear com este parâmetro. 

 

Figura 5.23 – FRF para análise do tipo de formulação da pressão interna com p0 = 5 bar: teoria de 

vaso de pressão (-) e teoria de corda elástica tensionada (-x-).  
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Na Fig. 5.23 nota-se que para as baixas frequências a diferença nas frequências de 

ressonância é grande; à medida que o valor do espectro aumenta, as duas formulações convergem 

para as mesmas frequências. Maiores diferenças são encontradas para maiores valores de pressão 

interna. 

 

 

 

5.7 Anel Girante com Força Estacionária 

 

 

Utilizando o equacionamento da seção 4.3 calcula-se a resposta forçada no tempo para o 

anel rotativo com força estacionária na forma de sino. Emprega-se um anel homogêneo com as 

mesmas características e propriedades usadas na validação, a resposta é avaliada com 25 termos 

da série de Fourier. 

A resposta temporal para um anel composto por diferentes quantidades de elementos é 

apresentada na Fig. 5.24. Uma boa convergência da resposta é observada para diferentes números 

de elementos e velocidades de rotação. A forma da resposta é a mesma para todos os gráficos, 

porém ainda há pequenas diferenças de amplitude. 

Na Fig. 5.25 traça-se a amplitude da resposta temporal pela velocidade do anel. Nota-se que 

em algumas velocidades a amplitude é elevada, indicando que o mesmo passou por uma 

ressonância. A resposta converge para diferentes números de elementos. 

Ainda é necessária a validação dos resultados desta subseção através de outros métodos. No 

Apêndice A, mostram-se a formulação e os resultados para resposta analítica de um anel girante 

com força estacionária e de um anel estacionário com força girante sendo o anel homogêneo e a 

força harmônica pontual. Num próximo trabalho, estes resultados podem servir de base para 

validação do elemento espectral de anel girante com força estacionária. 
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(a)  

(b)  

(c)  

(d)  

Fig. 5.24 – Comparação da resposta temporal para anel rotativo com força estacionária na forma 

de sino para diferentes números de elementos com Ω = 10 rad/s (a), Ω = 50 rad/s (b), Ω = 100 

rad/s (c) e Ω = 200 rad/s (d).  
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Fig. 5.25 – Amplitude da resposta temporal pela velocidade de rotação do anel para anel 

composto por diferentes números de elementos. 
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6 COMENTÁRIOS E CONCLUSÕES 
 

 

Este trabalho desenvolveu um elemento espectral de anel rotativo com pressão interna, 

fundação elástica e amortecimento estrutural que possibilita o cálculo da resposta livre e forçada 

de um anel girante com não uniformidades. 

No Capítulo 3, as equações do movimento para um segmento de anel rotativo que seguem a 

teoria de Euler-Bernoulli são apresentadas, a dedução é feita através do Princípio de Hamilton. 

Através da cinemática encontram-se as velocidades relativas, emprega-se teoria de Euler-

Bernoulli para o campo de deformações, já as tensões podem ou não ser dependentes da 

deformação. A tensão dependente segue a lei de Hooke, a não dependente é a pré-tensão com 

contribuição da pressão interna deduzida pela teoria de vasos de pressão de parede fina e da 

rotação que produz uma tensão induzida. 

No Capítulo 4 é formulado o elemento espectral de anel rotativo com pressão interna, 

fundação elástica e amortecimento estrutural. Emprega-se a mesma metodologia adotada em 

Delamotte et al. (2008). Assumindo uma solução por ondas para as equações do movimento, são 

obtidas a relação espectral e a razão de amplitude. Então relacionam os deslocamentos os 

esforços no domínio da frequência resultando no elemento espectral. No final do capítulo, faz-se 

um equacionamento para obter a resposta do anel girante sujeito a uma força estacionária na 

forma de sino. 

No Capítulo 5 são apresentados os resultados. As relações espectrais, a resposta forçada, as 

formas modais e os mapas em relação aos parâmetros analisados são obtidos. Os resultados para 

um anel uniforme são comparados com um modelo em FE simulado em Ansys® e com a solução 

analítica. Boa concordância foi obtida para todas as frequências em todos os casos (anel rotativo 

e anel estacionário) e todos os efeitos (rotação, pressão interna, fundação elástica e 

amortecimento estrutural) investigados. 

As ressonâncias do modelo em FE convergem com as do modelo em SE, apresentando 

diferenças em altas frequências podendo ser devido ao refinamento da malha como previsto na 
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teoria e/ou também porque os efeitos de inércia rotacional e cisalhamento não estão presentes na 

teoria de Euler-Bernoulli. Enquanto o modelo em FE é tridimensional, o modelo em SE está no 

plano, o que pode explicar parcialmente as diferenças nas antirressonâncias. O modelo em FE foi 

desenvolvido com elemento SOLID185 devido à possibilidade de inclusão dos efeitos de 

aceleração de Coriolis e tensão induzida pela rotação no Ansys® com este elemento. O tempo 

computacional para calcular o modelo em SE foi menor que o tempo computacional para calcular 

o modelo em FE.  

As equações do movimento para a solução analítica e a solução em SE são as mesmas, o 

que explica a convergência dos resultados, porém a solução analítica é capaz de computar 

somente a resposta de um anel rotativo uniforme, enquanto que o modelo em SE pode ser usado 

para calcular a resposta um anel girante com não uniformidades. 

A formulação apresentada captura a física do problema dinâmico incluindo o efeito do 

modo de corpo rígido, a bifurcação as frequências naturais e o aumento da rigidez do anel devido 

à rotação. A pressão interna desloca os picos de ressonância para as frequências mais altas 

tornando o anel mais rígido, a fundação elástica causa a bifurcação do modo de corpo rígido e 

também torna o sistema levemente mais rígido, o amortecimento estrutural diminui a amplitude 

dos picos de ressonância sem modificar as frequências naturais.   

Este estudo permite a simulação de imperfeições pela simples diferença de propriedades 

dos elementos que compõe o anel. Não uniformidades em um anel girante com força rotativa 

modifica a resposta forçada, mas nenhum novo modo aparece na faixa de frequências analisada. 

A diferença na modelagem de pressão interna feita neste trabalho e por Delamotte et al. 

(2008) é investigada para um anel estacionário. Neste trabalho emprega-se a teoria de vaso de 

pressão enquanto no de Delamotte et al. (2008) a teoria de corda elástica tensionada pela pressão. 

Os modelos possuem diferenças em baixas frequências e para a teoria de corda elástica o modo 

de corpo rígido é dependente da pressão, o que não ocorre na teoria de vaso de pressão. 

Uma análise do anel rotativo sujeito a uma força em forma de sino estacionária é feita, a 

resposta temporal converge para diferentes números de elementos que compõe o anel, porém 

ainda é necessária a validação destes resultados. Os resultados obtidos pela solução analítica de 

um anel girante com força estacionária pulsante foram colocados no Apêndice A e podem ser 

utilizados para validação com o modelo em elemento espectral em um trabalho futuro. 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

Figura A.1 – Resposta forçada pela solução analítica para velocidade de rotação constante com Ω 

= 0 rad/s (a), Ω = 20 rad/s (b) e Ω = 50 rad/s (c). Anel rotativo com força estacionária (-) e anel 

estacionário com força rotativa (-x-). 
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(a) 

 

(b) 

 

(c) 

 

Figura A.2 – Resposta forçada pela solução analítica para frequência de excitação constante com 

f = 1 Hz (a), f = 100 Hz (b) e f = 10000 Hz (c). Anel rotativo com força estacionária (-) e anel 

estacionário com força rotativa (-x-). 

(a) 
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(b) 

 

Fig. A.3 – Mapa de frequência de excitação pela velocidade de rotação pelo máximo 

deslocamento radial utilizando a solução analítica. Anel rotativo com força estacionária (a) e anel 

estacionário com força rotativa (b). 






