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Resumo

A presente dissertacdo concentra-se no estudo da elasticidade ndo-linear através do Método dos
Elementos de Contorno. A elasticidade ndo-linear possui um importante campo de aplicacoes, da
simulacdo de materiais que se comportam como a borracha a novas aplicacdes como a simulacio
de tecidos bioldgicos. A dissertagdo apresenta como resultado principal a elaboracdo de um c6digo
computacional em Matlab®, o qual é capaz de modelar materiais eldsticos, nio-lineares, sujeitos
a deformacdes nao-lineares, incrementais. O programa de elementos de contorno foi utilizado na
simulagdo da resposta quasi-estitica em materiais incompressiveis como a borracha, aproximados

através do modelo constitutivo de Mooney-Rivlin.

Palavras-chave: Borracha; Método dos Elementos de Contorno; Nao-linearidade; Materiais

hipereldsticos.

Xiii



Abstract

The present work focuses on the modelling of non-linear elastic problems via the Boundary
Element Method. Non-linear elasticity has several important applications, from the modelling of
rubber-like materials to new areas of research such as the study of biological tissues. The work”s
main result is the construction of a computer code (in Matlab®) which can model non-linear
elastic materials subjected to incremental non-linear deformations. The code was used within the
realm of quasi-static simulations of incompressible rubber-like materials, approximated via the

Mooney-Rivlin constitutive model.

Keywords: Rubber; Boundary Element Method; Nonlinearity; Hyperelastic Materials.
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1 Introducao

1.1 Motivacao

A elasticidade ndo-linear é associada geralmente ao comportamento de materiais como a
borracha natural. De fato, muito se deve a borracha natural a motivacdo para o desenvolvimento
tedrico da elasticidade ndo-linear. Importantes produtos de engenharia automotiva como pneus e
componentes de motores sdo constituidos de borracha (Figuras 1.2(a) e 1.2(b)). O uso crescente
da borracha natural, sintética e outros materiais poliméricos (com comportamento eldstico, ndo-
linear) € atualmente verificado na industria. Entre 1995 e 2008, por exemplo, o consumo mundial
de elastomeros (borracha natural e sintética) teve um aumento de 52,3%, passando de 14.870 mil
toneladas para 22.656 mil toneladas ((CEPLAC, 2009)). Estudos realizados por Burguer e Smith
(1997) projetam para as proximas decadas, por exemplo, uma elevacio do preco da borracha natural
devido ao aumento do consumo (para 11.000 mil toneladas em 2020, o dobro do consumo medido

no inicio dos anos 90).
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Figura 1. Participagdo Relativa do Consumo de BN em Relagdo ao
[+ Total de Elastémeros Figura 5. Comportamento dos Pregos da Borracha Natural
(a) Consumo de Borracha - (CEPLAC, 2009) (b) Preco da Borracha - (CEPLAC, 2009)

Figura 1.1: Aplicagdes

Entretanto, a elasticidade ndo-linear ndo se limita apenas aos materiais tradicionalmente as-
sociados a borracha. Ela engloba também materiais capazes de grandes deformacdes elésticas, e.g.
tecido bioldgico como pele, artérias e o coragao (Figura 1.2(c)). As aplicagdes biomédicas sao de
grande relevancia e o conhecimento da mecénica destes materiais bioldgicos € de suma importancia
para tratamentos médicos. Citam-se p. exemplo o estudo de aneurismas e a substituicao de tecidos

por partes artificiais. Existem ainda aquelas aplicagdes que ndo sao amplamente difundidas mas



que sdo de suma importancia na engenharia estratégica da infra-estrutura do pais. Citam-se, nesse
casos, juntas em alicerces de pontes e vedacdes de grandes colunas d’4gua como em hidrelétricas

por exemplo (Figuras 8.16(a)).

Diversos textos podem ser encontrados, tratando detalhadamente da elasticidade nao-linear.
Entre alguns citam-se Green e Zerna (1954) e Truesdell e Noll (1965).

(c) Orgios Artificiais (d) Alicerce - Pontes

Figura 1.2: Aplicacdes

1.2 A Hiperelasticidade e métodos numéricos

Para aplicacdes com geometrias e carregamentos complexos torna-se clara a necessidade do
uso de métodos numéricos. O Método dos Elementos Finitos (MEF) é um consagrado método
numérico para a solu¢do de problemas da mecanica do continuo. Sua utilizagdo € vasta e seu uso

tornou-se um pilar da engenharia moderna.

Um pouco mais recente, O Método dos Elementos de Contorno (MEC) (Brebbia e Domin-



guez (1989), Dominguez (1993), Venturini (1983), Telles (1983)) tornou-se uma alternativa ao

MEEF, especialmente em algumas aplicacdes do continuo, como e.g. dominios ilimitados.

O MEC possui a grande qualidade de permitir a reducido da dimensionalidade do problema.
Ou seja, um problema tridimensional, por exemplo, € reduzido a um problema bidimensional uma
vez que apenas a superficie do elemento estrutural precisa ser discretizada. Adicionalmente o MEC
permite uma modelagem continua do interior do problema em consideracdo uma vez que nao ha
discretizacdo interna. Atinge-se desta forma um alto grau de precisdo para os deslocamentos e

tensOes internas.

Hé um grande niimero de textos que tratam da elasticidade ndo-linear via o Método dos
Elementos Finitos. Dentre alguns excelentes textos podem-se citar Belytschko e Liu (2000), Bonet
e Wood (1997), Simo e Hughes (1998).

Entretanto, o MEF possui dificuldades em relagdo ao tratamento da condicdo de incompres-
sibilidade, comum a materiais semelhantes a borracha. Fendmenos conhecidos como travamento
foram observados ao se utilizar o MEF (Oden e Carey (1984), Hughes (1987)). Outras dificul-
dades numéricas como o mau condicionamento da matriz de rigidez e o aparecimento de modos de
pressdo espurios sao relatadas na literatura do MEF (Chang et al. (1991), Sussman e Bathe (1987)).
Problemas de travamento de solu¢do tem sido recentemente tratados com sucesso pelo método dos
elementos finitos de alta ordem (MEF-AO) Yu et al. (2012).

O uso do Método dos Elementos de Contorno para a elasticidade nao-linear tem possivel-
mente seu inicio ligado ao trabalho de Novati e Brebbia (1982). Nesta e em subsequentes publica-
coes a tensdo € decomposta em uma parte linear (Hookeana) e outra ndo-linear (ndo-Hookeana). O
termo ndo-Hookeano € tratado como uma pseudo forca de corpo. H4, entretanto a necessidade do
uso de integrais de dominio adicionalmente as integrais de contorno. Perde-se desta forma uma das
vantagens do MEC sobre o MEF, embora os resultados apresentados pelo MEC sejam interessantes
para materiais incompressiveis, pois a pressao hidrostética pode ser calculada facilmente dentro do
processo de solucdo. Além disso, a dimens@o do sistema matricial s6 depende da discretizacdo do

contorno e nao do numero de células internas.

Um dos primeiros trabalhos de aplicacdo do MEC a elasticidade ndo-linear refere-se a Phan-
Thien (1988). Neste o MEC foi utilizado para a resolu¢cdo de problemas bidimensionais e axi-

simétricos em deformacao finita de materiais semelhantes a borracha. Em sequéncia pode-se citar



o artigo de Trang-Cong e Zheng (1990), onde generalizou-se o trabalho de Phan-Thien (1988) para
o caso tridimensional, incluindo também o caso compressivel. Algumas simulagdes ndo-triviais
como a andlise de anéis retentores de borracha foram apresentadas. Nas formulacdes de Phan-Thien
(1988) e Trang-Cong e Zheng (1990) as equacdes constitutivas ndo sao colocadas na forma de taxa
incrementais, evitando desta forma a necessidade de derivadas temporais objetivas dos tensores

conjugados de tensdo e deformacao.

Uma metodologia diferente foi aplicada por Foerster e Kuhn (1994a), Foerster ¢ Kuhn
(1994b), onde utilizou-se uma formulacdo Lagrangeana Total, com a utilizacdo de configuracoes
intermedidrias. Os autores afirmam que o método € altamente eficiente comparado as formulacoes
tradicionais Lagrangeanas baseadas em configuragcdes atualizadas passo a passo. Um interessante
trabalho na drea MEC ndo-linear deve-se a Al-Gahtani e Altiero (1996). Neste uma formulagdo
lagrangeana incremental foi aplicada. O gradientes de deformac¢ao dentro do dominio, necessarios
aos calculos, sdo calculados diretamente das equagdes integrais. Os autores analisaram problemas

em estados plano de tensdo e deformacao.

Polizzotto (2000) apresenta uma reformulacio para problemas hipereldsticos e incompressi-
veis através do chamado MEC simétrico de Galerkin, usando solu¢des fundamentais relacionadas
a um material (ficticio) homogéneo, isotropico e linear. Além das integrais de contorno Polizzotto
(2000) apresenta integrais de dominio com deformacdes iniciais ficticias e campos de tensoes utili-
zados para satisfazer certas condi¢des, recuperando a simetria do sistema matricial final e algumas

propriedades das operacdes tensoriais envolvidas.

Ja utulizando métodos combinados de MEC/MEF Coda (2001) aborda as formula¢des nao-
lineares com efeitos transientes onde células isoparamétricas quadraticas sdo adotadas para abordar
todas as integrais de dominio necessarias. A formulagao nao-linear de elementos finitos € escrita de
forma a facilitar o acoplamento com o método dos elementos de contorno. A matriz com a distri-
buicdo das for¢as nodais relativas € gerada e isso torna possivel o acoplamento entre os elementos

de viga (MEF) e a formula¢do de elementos de contorno.

Ainda, na vertente do tatamento das integais de dominio, pode-se citar o interessante trabalho
de Albuquerque et al. (2006) onde o método de integracdo radial € usado para obter uma formulacao
de elementos de contorno sem qualquer integral de dominio para placas anisotrépicas em problemas
gerais de flexdo. Duas equagdes integrais sdo usadas e as varidveis desconhecidas sdo assumidas

como constantes ao longo de cada um dos elementos de contorno. A integral de dominio, que surge

4



a partir de uma carga aplicada transversalmente € transformada em uma integral de contorno através
de uma técnica de integragdo radial. Cargas uniformes e linearmente distribuidas sdo consideradas
e varios exemplos computacionais sao apresentados. Os resultados mostram boa concordancia com

os resultados analiticos e de elementos finitos disponiveis na literatura.






2 OBJETIVOS

2.1 Objetivos

O objetivo central desta dissertacdo € o estudo da elasticidade ndo-linear através do método
dos elementos de contorno, bem como o uso de técnicas numéricas utilizadas na solug¢do de pro-

blemas nao-lineares.

O produto desta dissertac@o € a elaboragdo de um programa em elementos de contorno para
a andlise de deformacdes em certos meios eldsticos ndo-lineares, incompressiveis. O programa
elaborado foi utilizado na simulacdo da resposta quasi-estatica de materiais com comportamento

semelhante a borracha.

O modelo do material utilizado nessa dissertacdo foi o de Mooney-Rivlin amplamente uti-
lizado na simulagdo de materiais semelhantes a borracha. As simulacdes abordadas foram rela-
cionadas 4 hiperelasticidade bidimensional, como por exemplo, o uso de uma tira de borracha em

deformacio.

Para tanto utilizou-se como ponto de partida cédigos de elementos de contorno de Brebbia,
Dominguez disponiveis para o caso 2D. Um programa em elementos de contorno foi escrito em

Mat Lab® tendo como base o programa em Fortran de Brebbia e Dominguez (1989).

2.2 Roteiro da dissertacao

A metodologia utilizada nesta dissertacdo foi a formulag¢do lagrangeana incremental do pro-
blema hipereléstico. Apresenta-se inicialmente um estudo aprofundado da elasticidade ndo-linear.
Esta compreende os diversos tensores de deformacgdo e tensdo usualmente usados em problemas
ndo lineares, bem como as equacdes de balangco. Apds isto sdo apresentadas as leis constitutivas

para materiais elasticos e hipereldsticos.

A etapa a seguir concentra-se na formulacdo do MEC e sua ampliacdo para o tratamento de

problemas eldsticos ndo-lineares. A formulagdo inclui o tratamento das diversas integrais singulares



presentes a formulacdo do MEC. A validacdo foi feita através de resultados numéricos disponiveis

ou solucdes numéricas via o MEF.



3 CINEMATICA

3.1 O movimento

A Figura 3.1 mostra o movimento geral de um corpo deformdvel. O corpo, inicialmente, é
representado pelas coordenadas X, em relagdo a base cartesiana E'; no tempo ¢ = 0. J4 a represen-
tacdo do corpo na sua posicao atual € feita pelas coordenadas x em relac@o a base cartesiana e; no
tempo ¢t = ¢. O movimento pode ser matematicamente descrito pela funcdo mapeamento ¢ entre a

posicao inicial e a posicao final.

z = ¢(X,1). (3.1)

tempo = ()

Figura 3.1: Movimento Geral de um Corpo Deformével - (BONET E WOOD, 1997)

Para um valor fixo de ¢ a equacdo representa 0 mapeamento entre o corpo deformado e o nao
deformado. Adicionalmente, para um valor particular de X a Equacdo (3.1) descreve o0 movimento
como uma func¢do do tempo. Em uma anélise de deformacao finita os deslocamentos sdo tais que
nao € possivel descrevé-lo, depois de deslocado, nas coordenadas iniciais, como por exemplo, em
uma deformagdo plastica. J4 em uma deformacao infinitesimal o deslocamento é assumido como
sendo muito pequeno em relacdo as dimensdes do corpo, assim, as mudancas de geometria sao

ignoradas.



3.2 Descricao Material e Espacial

Em andlises de deformagdes finitas a escolha do sistema de coordenas que serd usado para
descrever o comportamento do corpo deve ser escolhido com cuidado. Quando o sistema de coorde-
nadas for estabelecido com relacdo ao corpo nao deformado a descricdo do movimento € chamada
de descri¢cao material ou Lagrangeana. Ja quando o sistema de coordenas é estabelecido com rela-
¢d0 ao corpo ja deformado, na sua forma atual, a descricdo do movimento € chamada de descri¢ao
espacial ou Euleriana. Para entender a diferenca entre a descricdo material e a descri¢do espacial

tomemos como exemplo um simples caso da descri¢ao da densidade de um material.

1. Descrigdo material: a variagdo de p (densidade) do corpo € descrito em relagdo as coordena-

das iniciais X no tempo ¢ = 0 como
p=p(X,1). (3.2)

2. Descrigdo espacial: p é descrito com relag@o a posi¢do atual do corpo, sendo assim, € descrito

segundo @, onde ¢ é dado pelo tempo atual do corpo ¢ = ¢, assim

p=p®,1). (3.3)

3.3 Tensor de Deformacao Gradiente

A quantia chave em deformacdes finitas € o tensor de deformacdo gradiente F' que correla-
ciona as quantidades antes da deformac@o com suas correspondentes quantidades depois da defor-
macao. O tensor de deformacdo gradiente permite, por exemplo, que a posi¢do relativa entre duas
particulas vizi- nhas descritas na posi¢ao atual sejam também descritas em termos de posiciona-

mento relativo nas coordenadas iniciais, antes da deformacao.
Considere duas particulas materiais (); € ()2 nas vizinhancas de outra particula material P

(Figura 3.2). A posi¢ao de Q1 e ()5 relativa a P é dada pelos vetores d X ; e dX 5 como

dX,=Xg, — Xp; dXo=Xg, — Xp (3.4)
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Figura 3.2: Movimento Geral ao Redor de um Ponto - (BONET E WOOD, 1997)

Depois da deformagao, as particulas materiais P, ()1 e ()2 t€m suas posi¢des alteradas pelo

mapeamento como

Ly = Qb(Xp,t), Ly = ¢<XQ17t)7 Lyy = ¢<XQ27t>7 (35)

e, assim, os respectivos vetores dx, € dx, tornam-se

dry =xy — T, = (X p+dXy,t) — ¢(Xp,t); (3.6)

dxy = x4, — ) = ¢(Xp +dXo,1) — (X p,1). (3.7
Definindo o tensor de deformagdo gradiente F' como

0 ox
= 8—; =Vo¢p = == = Fire; ® Ey, (3.8)

F 0X

Note que F' € um tensor misto, onde V, representa o gradiente com respeito as configuracoes

iniciais. Os vetores dx; e dxs podem ser obtidos em termos de d X ; e de d X 5 como
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dxy = FdX,; dxs=FdX, (3.9)

Igualmente pode-se escrever x = X +wu (X, t) onde o vetor u € o vetor deslocamento. Desta

forma pode-se obter

F=1+Vou(X,t) (3.10)

3.3.1 Deformacao

Uma maneira geral de medir a deformacdo € considerar a mudanga no produto escalar de
dois vetores elementares d X ; e d X 5 como mostrado na Figura 3.2 onde suas versdes deformadas
sdo dadas por dx; e dx,. Essa escolha, pela utilizagdo do produto escalar, ird envolver tanto a
mudanca do comprimento dos vetores quanto a mudanga do angulo entre os mesmos. Levando-se

em consideracdo a Equacgdo (3.9), tem-se

onde C ¢ o tensor direito de deformagdo absoluta Cauchy-Green que é dado em termos do

tensor de deformacdo gradiente F' como

C=F'F (3.12)

Note que na Equacgio (3.12) o tensor C' opera sobre os vetores materiais X e consequente-

mente C' é chamado de um tensor material.

Alternativamente o produto escalar d. X ; - dX 5 pode ser obtido em termos dos vetores espa-

ciais dx; e dx, através do tensor esquerdo de deformacdo absoluta Cauchy-Green B como
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B=FFT. (3.14)

A mudanca no produto escalar pode agora ser achada em termos dos vetores materiais dX; e

dX, do tensor Lagrangeano (ou tensor deformagdo relativa de Green) E como

1
5(d(E1d$2—dX1dX2) :XmEdX2 (315)

Onde o tensor material E € dado por

(C-1). (3.16)

Alternativamente, a mesma mudanca no produto escalar pode ser expressa pelos vetores es-

paciais dx; e dx, e, também, com o tensor deformagdo relativa de Almansi ou Euleriano e como

1
5 (d:c1 : dwg — dX1 : dXQ) = da:l . edwg (317)

Onde o tensor espacial e é¢ dado por

(I-B7). (3.18)
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3.4 Decomposicao Polar

O tensor de deformacao gradiente F', apresentado anteriormente, transforma o vetor material
dX em seu correspondente vetor espacial dz. De um ponto de vista puramente matematico o tensor
F' pode ser expresso pelo produto de um fensor rotagdo R por um tensor deformagdo linear U,

definindo a decomposicao polar como

F = RU. (3.19)

Assim, reescrevendo o tensor C' tem-se

C=F'F=U"R"RU. (3.20)

Dado que R é um tensor rotagdo ortogonal, tem-se que R’ R = I, e escolhendo U como
sendo um tensor simétrico, tem-se que a defini¢ao do tensor deformagdo linear U em termos de C

¢ dado por

U?=UU = C. (3.21)

3.5 Mudanca de Volume

Considere um elemento volumétrico infinitesimal na configuracao material com coordenadas
de referéncia paralelas aos eixos cartesianos dadas por d X = dX 1 F;, dX, = dXoFEy, dX3 =
dXs;FE5onde E,, E,, E; sio vetores unitdrio ortogonais. O volume elementar material dV definido

por esses trés vetores € claramente dado por

dV = dX1dXydX;. (3.22)
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Para que se possa obter a correspondente deformacgdo volumétrica, dv, deste corpo na confi-
guracdo espacial, note que primeiro € necessario transformar os vetores espaciais em vetores mate-

riais

do, = FdX, = 35-dXy; doy = FdX, = 22dXs; doy = FdX; = 72dX;  (3.23)

O produto triplo desses trés vetores levard ao volume deformado como

dv:dazl(dngdfcg,): a¢ <a¢ X 0¢

dX1dX,d X, 3.24
X, \ 90X, aX3) 1R (3:24)

Note que o produto triplo acima € o determinante de F' que representa a mudanca de volume

em termos do jacobiano ./ como

dv=JdV; J=detF. (3.25)
3.6 Componente Distorcional do Tensor de Deformacao Gradiente

Quando tratamos de componentes incompressiveis ou materiais proximos da incompressibili-
dade € necessdrio separar a deformagdo nos seus componentes volumétricos e distorcionais. Assim,
como era de se esperar, a componente distorcional da deformacgdo, chamada de F nio implica em
mudanca de volume. Note que o determinante do tensor de deformacdo gradiente é dado pela taxa

de mudanca de volume, logo o determinante de F deve satisfazer

det F = 1. (3.26)

Essa condicao pode ser satisfeita escolhendo F como sendo
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F=J3F. (3.27)

O tensor de deformacdo gradiente, agora, pode ser expresso nos termos dos componentes

volumétrico e distorcional, J e F' respectivamente como

F=J3F, (3.28)

Essa decomposi¢do € ilustrada pela Figura 3.3.

X, %

Xl I]

Figura 3.3: Componente Distorcional de F' - (BONET E WOOD, 1997)

Similar decomposi¢ao pode ser feita para se obter o tensor de Cauchy-Green C' pela defini¢ao

da sua componente distorcional dada por

C-FF (3.29)

Substituindo F' pela relac@o determinada na Equagdo (3.27) tem-se uma expressao alternativa

para C' como

C = (detC)'32C; detC = J? (3.30)
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3.7 Cinematica Linear

Em sua grande maioria, as expressdes que definem grandes deformagdes possuem caracteris-

ticas nao-lineares. Estas necessitam ser linearizadas.

3.7.1 Tensor de Deformacao Gradiente Linearizado

Considere um pequeno deslocamento w(x) na configuracdo atual x = ¢,(X) = ¢(X,t)
como mostrado na Figura 3.4. O tensor de deformacao gradiente F' pode ser linearizado na direcao

de u, onde D € conhecido como a derivada direcional, como

Xj.x3

X%

tempo =0

Figura 3.4: Cinemética Linearizada - (BONET E WOOD, 1997)

DF(6)[u] = & Flo+cu) (331)
DF(¢,) [u] = %E_Ow (3.32)

d 0o, 0
DRl =5 (Ga+ %) (3.33)
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ou B ou Ox

DF(¢) [u] = X~ 920X

= (Vu)F (3.34)

Note que se u é tido como uma func¢do da posicao inicial do corpo, X, entdo

ou(X)
X

DF [u] = =Vyu, (3.35)

Onde V| indica o gradiente com referéncia as coordenadas iniciais.

3.7.2 Deformacao Linearizada

Usando a Equagdo (3.34) a deformacgdo de Green pode ser linearizada na direcao de u como

DE[u] = (F'"DF[u]+ DF" [u]F)
[F"VuF + F"(Vu)"F] (3.36)

1
2

= IF" [Vu+ (Vu)]F.

Assim, podemos separar os termos da Equacdo (3.36) no tensor deformacdo atual € e na

fun¢io de mapeamento do mesmo para o sistema de coordenadas iniciais, ¢, !, como

DE [u] = ¢;'[] = FTeF (3.37)
onde
Vu+ (Vu)"
¢ = 5 (3.38)
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Note que DFE [u] é interpretado como a operagdo de “puxar para tras” do tensor deformagio
E. ¢! ¢ interpretado como a operagio de “puxar para tras”, ou seja, do sistema espacial para o

material.

Similarmente os tensores de deformacdo absoluta de Cauchy-Green no sistema atual podem

ser linearizados. Assim:

DC [u] = 2F"¢F (3.39)

DBu] = (Vu)B+ B (Vu)". (3.40)
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4 EQUILIBRIO E TENSAO

4.1 Tensor de Tensao de Cauchy

4.1.1 Definicao

Considere um corpo deformavel na posicao atual como mostrado na Figura (4.1). Para que
se possa desenvolver o conceito de tensdo € necessdrio observar a agdo das forgas aplicadas na
regido I?; do corpo que estd em contato direto com a regido I?,. Para esse propodsito considere um
elemento de area Aa com normal 7 na proximidade de um ponto p mostrado na Figura (4.1). Se a

forca resultante na drea € Ap, o vetor tracio correspondente a normal no ponto p € definido como

Ap
= lim — 4.1
t(n) = lim =, (4.1)
X3
Figura 4.1: Vetor Trag@o - (BONET E WOOD, 1997)
Onde a relacdo entre ¢ e n deve satisfazer o principio da agdo e reacao
t(n)=—-t(n). (4.2)
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Define-se o tensor de tensdo de Cauchy, que relaciona o vetor normal ao plano  com o vetor

tracao t

3

1,j=1

4.1.2 Principio da Poténcia Virtual

A poténcia virtual por unidade de volume produzida por uma for¢a residual » durante um

movimento virtual € r - Jv, e para o equilibrio tem-se

ow=1r-év =0, 4.4)

Sendo a forca residual escrita em termos de um tensor de tensdo referente a forcas de super-

ficie agindo no corpo e em termos, também, de forcas de corpo tem-se

oW = /v(diva + f)-dvdv=0, 4.5)
Dado que
div (o 0v) = (div o) - dv + o : Vv (4.6)
Sendo, por definicdao
Vév = dl, 4.7)

Ap6s alguma dlgebra (BONET E WOOD, 1997), tem-se
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5W:/va:6ddv—/vf-5vdv—/6vt-5'vda:0. (4.8)
4.2 Poténcia Conjugada e Medidas de Tensoes Alternativas
4.2.1 O Tensor de Tensao de Kirchhoff
A poténcia virtual interna na Equacao (4.8) € dado pela expressao:

Wit = /a‘ 2 0d dv. 4.9)

Reescrevendo essa equacao nas coordenadas materiais de acordo com o ja mostrado na Equa-

¢ado (3.25), tem-se

/Ja:éddV:/fo-&vdV—l—/ ty - dv dA. (4.10)
1% 1% oV

A poténcia virtual interna expressa do lado esquerdo da Equacdo (4.10) pode ser expressa em

termos do fensor de tensdo de Kirchhoff (T7) como

Wi = / T:0ddV; T=Jo. 4.11)
1%
4.2.2 O Primeiro Tensor de Piola-Kirchhoff

Apesar das equacdes anteriormente apresentadas resultarem na poténcia virtual interna elas
ainda ndo sdo inteiramente satisfatdrias pois estdo descritas em termos espaciais. Ou seja T e d sdo

quantidades espaciais. Reescrevendo d em termos de [ e o mesmo em termos de F', tem-se:
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OWint = / Jo : oldV, (4.12)
v

SWiy = / Jo - <5FF—1) av (4.13)
1%

Wiy = / tr (JF*%&F) AV (4.14)
1%

Wit = / (JoF™ ") : 6Fav. (4.15)
1%

Observa-se que nesta equagdo o tensor tensdo trabalha conjugado com a taxa do tensor de
deformacio gradiente F' e o, agora chamado Primeiro Tensor de Tensdo de Piola-Kirchhoff é dado

por

P=JoF 7T, (4.16)

Nota-se que, como F', P ¢ um tensor cujas componentes sdo dadas tanto no referencial

material quanto no referencial espacial, assim

3 3
P=) FPrei®Ep; Pr=Y Jo,(F),. (4.17)
j=1

iI=1

4.2.3 O Segundo Tensor de Piola-Kirchhoff

O Primeiro Tensor de Piola-Kirchhoff é um tensor de referencial misto. Sendo descrito parte
em um referencial material e parte em um referencial espacial. No entanto € possivel escrever um

tensor somente em coordenadas materiais. Este tensor é chamado de Segundo Tensor de Piola-
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Kirchhoff, S. Segue, entdo, que a taxa de deformacao espacial e material se correlacionam por

od=F"SEF". (4.18)

Substituindo a equacdo acima na expressdao da poténcia virtual interno dada pela Equacao
(4.9), tem-se

OWine = /va :o0d dv; (4.19)

Wiy = /V Jo : (F‘TcSEF‘1> v (4.20)
Wi = /V tr <F‘1JUF‘T5E> dv; 4.21)
Wipy = /V S :SEdV, (4.22)
S=F'JoF T, (4.23)

que mostra que S trabalha conjugado a Ee, consequentemente, um tensor que trabalha somente

no referencial material.

4.2.4 Componentes Desviadores e Hidrostaticos

Em muitas aplicagdes praticas, como por exemplo na plasticidade de metais, € relevante isolar
a componente hidrostatica p da componente desviadora (responsavel pela mudanca de forma). Para

o tensor de Cauchy tem-se
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/ 1 1
oc=o0 +'ﬁI;'ﬁ:§tra:§a:I, (4.24)

. L ’
onde o tensor desviador € o .

Decomposi¢do similar pode ser estabelecida tanto para P quanto para S. Assim

P=P +pJF T, P =JocFT (4.25)

S=S+pjC", S =JF ' F T, (4.26)

’ / ~ . .
Onde os termos P e S sdo as componentes desviadoras dos tensores P e S respectivamente.
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5 HIPERELASTICIDADE
5.1 Hiperelasticidade

Materiais que se comportam unicamente como funcdo do estado atual de deformacdo sao
geralmente conhecidos como eldsticos. Sob tal consideracdo, qualquer tensdo medida em um ponto

X ¢é func¢do do tensor de deformacgdo gradiente F' associado ao ponto.

Descrevendo o comportamento do material com o primeiro tensor de tensdo de Piola-

Kirchhoff em fun¢do do tensor de deformacdo gradiente, tem-se

P=P(F(X),X), (5.1)

onde a dependéncia direta sobre X permite a possivel ndao homogeneidade do material.

No caso especial em que o trabalho feito pela tensdo durante o processo de deformacdo €
dependente unicamente do estado inicial no tempo ¢, e da configuracdo final no tempo ¢, o com-
portamento do material é dito como “independente do caminho” e 0 mesmo € chamado de hipe-
reldstico. Como consequéncia do comportamento de “independéncia do caminho” e retomando a
Equacgdo (4.12) onde P trabalha conjugado com a taxa do tensor de deformagdo gradiente F,a
fungdo de armazenamento de energia de deformacdo ou potencial eldstico por unidade de volume
indeformado pode ser estabelecida como o trabalho feito pela tensao desde a configuracdo inicial

até a final,
t .
\IJ(F(X),X):/ P(F(X),X) : Fdt (5.2)

V=P : F. (5.3)

Assim, pode-se escrever que:
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ov

Py= : 5.4
)=, (5.4)
Ou entdo de uma forma mais compacta
oV (F(X) X
P(F(X),X)= ( 8(F) ) (5.5)

A Equacdo (5.5) pode, ainda, ser desenvolvida no sentido da imposi¢ao da objetividade. Para
tanto, U deve permanecer invariante aos movimentos de rotacao de corpo rigido. Isso implica que ¥
com relacdo a F' depende somente da componente deformagdo U e ndo da componente de rotagdo

R. Por conveniéncia, pode-se expressar ¥ em fungio de C = U? = F' F como

U (F(X),X)=¥(C(X),X). (5.6)

Observando que %C = E trabalha conjugado com o segundo tensor de Piola-Kirchhoff S,
possibilita uma equagio constitutiva totalmente Lagrangeana construida da mesma maneira que a

Equacdo (5.5), assim

9 .1 .
b=2=: C=38:C (5.7)
ov oV
S(C(X),X) = 9C ~ 9E (5.8)
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5.2 Tensor Constitutivo Elastico

5.2.1 Tensor Constitutivo Elastico Lagrangeano ou Material

A relagdo entre S e C (ou E = % (C — 1)), seré invariavelmente ndo-linear. Imaginando
uma possivel solucao por Newton-Raphson, essa relacdo necessita ser linearizada com relacdo a um
incremento u. Usando a regra da cadeia a relacdo entre a derivada direcional de S e a deformagao
lienarizada D E [u] pode ser tida (BONET E WOOD, 1997) como:

oS
DSry[ul =Y —"-DEg;[u] (5.9)
Esta relacdo entre a derivada direcional de S e FE € expressa de forma mais compacta por:

DS[ul|=C : DE|[u], (5.10)

Onde o tensor de quarta ordem C é dado por:

3
C= > CuxiEi®E;®Ex®Ey (5.11)
1,J,K,L=1
oS 40V
~0E  0C0C 612
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5.3 Hiperelasticidade Isotrépica
5.3.1 Descricao Material

Isotropia € definida como sendo a invariancia do comportamento constitutivo em qualquer
direcdo. Isso implica que a relacdo entre ¥ e C deve ser independente do sistema escolhido e,

consequentemente, ¥ deve ser fung@o de invariantes de C, assim

U (C(X),X)=V (g, Ilc, I1Ic, X) (5.13)

onde os invariantes de C' sdo dados por

Ic=tr(C)=C : I, IIlc=tr(CC)=C : C; Illc=det(C)=J>  (5.14)

Como consequéncia da condicao de isotropia o segundo tensor de Piola-Kirchhoff pode ser

reescrito como

ov Jl¢c ov 0llc ov Jlllc

=2
S=251-0c T %e1. ac T Periis oc

(5.15)

Os tensores de segunda ordem formados pela derivacio dos trés invariantes com respeito a C

podem ser dados por (ver Bonet e Wood (1997))

a]—C:I dllc _ 50 0llle

= J?C! 5.16
oC ocC oC e 10

Assim, tem-se o segundo tensor de Piola-Kirchhoff dado como
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S =20, I+ 4V .C + 2]V, C" (5.17)

5.4 Materiais Incompressiveis

Muitos dos processos reais de deformacdo acontecem incompressivelmente ou perto da in-
compressibilidade. Portanto € pertinente a discussdo do efeito da incompressibilidade nos proces-
sos de deformacdo. Como estudaremos a borracha, vamos nos ater apenas a descricdo de materiais

incompressiveis aqui.

5.4.1 Elasticidade Incompressivel

Para determinar a equacao constitutiva para materiais hiperelédstico incompressiveis relembre-

se da Equacdo (5.7) e (5.8), que rearranjando tem-se

1 ov .
<§S - %) . C =0 (5.18)
Se C ¢ arbitrério, tem-se que
orv . 1 .
= 2— = — -1 N = .1
S 3" J 2JC C=0 (5.19)

Na incompressibilidade, entretanto ndo se pode garantir que o termo entre parénteses seja
Zero pois C nio é mais arbitrério. De fato J = 1 durante a deformacdo e, portanto, J=0. Assim,

tem-se que

%JC‘l - C=0. (5.20)

ou seja, C € sujeito a uma restri¢ao.
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O fato de que a Equacdo (5.18) deve ser satisfeita para qualquer C implica que, com a condi-

¢do imposta pela Equacdo (5.20), tem-se

c! (5.21)

Onde v é um escalar desconhecido que ird, sobre certas circustancias, coincidir com a pressao
hidrostatica e ird ser determinado pelo uso da equacgao adicional dada pela condi¢ao de incompres-
sibilidade J = 1.

Da Equacdo (5.21) a equagdo constitutiva geral para incompressibilidade hipereléstica surge

como

_ oY (0) 1
§=2"— " +7JC (5.22)

O determinante de J na equagdo acima parece ser desnecessario para o caso da incompressibi-
lidade, afinal J = 1. No entanto, em termos praticos, para o caso de andlises por elementos finitos,
raramente aplica-se J = 1 pontualmente. Para o caso da tecnologia de elementos de contorno a

presenca de incompressibilidade pontual ndo afeta a andlise.

Dada a decomposic¢do do segundo tensor de Piolla-Kirchhoff na componente desviadora e
na hidrostitica S = 8" + p.JC~! ¢ conveniente identificar a componente ~ dada uma pressio p.

Tendo-se isso em mente, a relacdo entre p e y pode ser estabelecida por
~ 1 7— .
s[5 +JCT s C (5.23)

_ 2 7—-10¥

que claramente indica que 7 e p coincidem se
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Para materiais imcompressiveis I/ = det C = J? = 1. Pode-se, agora, expressar a fungio
de energia ¥ em funcdo da componente distorcional do tensor direito de Cauchy-Green C =

111, /3¢ resultando em uma func¢do de energia modificada

¥ (C)=w (C) . (5.25)

Aceitando que para o caso da incompressibilidade W pode ser trocado por Ua Equagdo (5.22)

torna-se

oW (C)
aC

S =2 +pJC (5.26)

E importante, agora, identificar a componente desviatéria do segundo tensor de Piolla-

Kirchhoff por compara¢do com a equagdo acima, assim tem-se

. Ov
S = 2%. (5.27)

5.4.2 Materiais Neo-Hookeanos Incompressiveis e de Mooney-Rivlin

Para o caso de incompressibilidade de materiais Neo-Hookeanos, o potencial hiperelastico é

dado por

1 1
v (C)= SH (Ic —3) = SH (tr C — 3) (5.28)

onde p € uma constante do material.
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O potencial distorcional homogéneo U ¢ estabelecida trocando-se C por C. Assim, tem-se

¥ (C) = %u (tr C - 3) . (5.29)

Agora, usando a Equacio (5.26), .S é obtido como

oW (C)

S=2
oC

+pJC" = pIr1;? (I — %ICC‘1> +pJC™ (5.30)

Sabendo-se que P = F'S obtem-se

1 _
P=y (F — gch—T) +pF T (5.31)

pois [IIo=1; J=1; p=pp

Neste trabalho usaremos o material Mooney-Rivlin. A expressdo resultante para o material
Mooney-Rivlin em termos do primeiro tensor de Piolla-Kirchoff pode ser encontrada de maneira
semelhante a obtida na equagdo 5.31. Entretanto para o presente trabalho usaremos a expressao
fornecida por Al-Gahtani e Altiero (1996)

P =2[(p1o + porIc) F — pioy BF] — pF =" (5.32)

6699

com “p”, em 5.32 definido de forma ligeiramente diferente do “p” definido em 5.26. Em notagao

indicial tem-se

Py = 2|[(110 + porIe) Fiy — po1 Bir Fry) — pF ;- (5.33)
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6 ELEMENTOS DE CONTORNO

6.1 Abordagem Elastostatica

A primeira aplicacdo direta de elementos de contorno para o estudo da elasticidade linear foi
apresentada por Rizzo (1967). A representacdo integral basica conhecida como identidade Somi-
gliana (LOVE, 1944) foi feita inicialmente para o contorno discretizado em elementos constantes.
O que sera apresentado referir-se-4 a discretizacdo do contorno em elementos lineares. Apesar de
nao possuir a acuracidade dos elementos quadraticos, cuja tecnologia também ja € bem difundida,
ele representa um avango com relacao a discretizagdo em elementos constantes sendo, também, de

facil aplicacdo como a mesma.

6.1.1 Equacoes Basicas da Elastostatica Linear

Faremos aqui uma breve descricao da elasticidade linear em notacdo indicial, visto que a

formulag@o do MEC para elasticidade linear servira de base para o caso nao-linear a ser tratado.

Tensodes sdo denotadas aqui em N.I. como o;; e deformagdes como

A relacdo entre tensao e deformacao, para o caso linear eldstico, pode ser expressa por

Oi5 = /\5z‘j€kk + Q,MEU, (62)

Onde 9;; € o delta de Kronecker e A e y sdo as contantes de Lamé.

As constantes de Lamé podem ser escritas em termos mais familiares como o Mddulo de

Cisalhamento (G, o Médulo de Elasticidade E, e o coeficiente de Poisson v, assim
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FE vE
=G say AT aro o) ©.3)

Também define-se o0 moédulo volumétrico

2 E
K=+ -pp=-——7—"— 6.4
3T 30— ©4)
e nota-se a incompressibilidade (K — co) quando v — %
Entao as Equacgdes (6.1) e (6.2) podem ser escritas como
v 1+v
€ij = —Eakk5ij + g i (6.5)
e
E
A (6.6)

70T Ty (1 20)

Em muitos problemas podem existir estados iniciais de tensdo (¢°) ou deformacio (¢”), como
por exemplo, deformacdes induzidas por temperatura. Considerando uma deformacao inicial, para
o caso linear eldstico, as componentes de deformacao eldstica (¢°) sdo obtidas subtraindo-se a de-

formacdo inicial (¢) da deformac@o total sofrida

©o— et 0 (6.7)

Pode-se agora estabelecer estados iniciais de tensdo através das equacdes que coorrelacionam

tensao e deformacao, neste caso, para materiais eldsticos e lineares. Assim

0 = ()\5ij€l];k + 2V€§j) — ()\(%jegk - 21/6?]-) = ij + 0'%. (6.8)
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6.1.2 Solucao Fundamental

Para a formulagao das equagdes integrais de contorno € necessario o conhecimento da solug¢ao
do problema de carga concentrada em um dominio infinito. Se a equagdo de equilibrio 0;; ; +b; = 0

for escrita em funcdo das deformacdes pela relagcdo estabelecida na Equacdo(6.6), tem-se

1 1
(1 — 21/) ;1 + U+ ;bl = 0. (6.9)

O desenvolvimento da solucdo fundamental para a equacdo acima pode ser observado em
Brebbia e Dominguez (1989). Para o caso de deformacio bidimensional a solu¢do fundamental em

termos de deslocamento € dada por

1

Uy, (, &) = Sl =)

1
(3 — 41/) In _5lk + rirg| - (610)
T

onde x e £ denotam o ponto observador e o ponto fonte respectivamente.

O tensor de tracao da solu¢do fundamental € descrito para o caso 2D como:

. 1 or
le = —m a_n [(1 — 27/) 5lk + 27‘717%] + (1 — 21/) (nl'f’7k — nkr,l) (611)

Note que a solu¢ao fundamental é obtida para o estado plano de deformacdo. Para problemas

no estado plano de tensdo (EPT) substtui-se v em (6.10) e (6.11) por Vo= onde v é o

(1+v)°
coeficiente de Poisson do problema.

6.1.3 Formulacao dos Elementos de Contorno
As equagdes integrais de governo para o caso elastostdtico serdo deduzidas utilizando o mé-

todo dos residuos ponderados. O conceito € muito similar ao utilizado no principio do trabalho
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virtual ja deduzido aqui anteriormente.

Considere primeiro a inten¢do de minimizar, primeiro, o erro envolvido na aproximagao nu-

mérica das equacdes de governo elastostética, por exemplo
O'kj’j—l-bk =0 em¢ (6.12)
Que tem que satisfazer as condicdes

(1) Condig¢ao essencial (deslocamento)

up, =u, emI’y (6.13)

(i) Condigao natural (tracao)
tk = O;N; = Zk em FQ (614)

Interessados em minimizar o erro da Equagdo (6.12). Para este fim pode-se ponderar cada

uma dessas equagdes por uma func¢do ponderadora u; e ortogonalizando o produto, por exemplo

/ (Uij + bk) u,: dQ) = 0. (6.15)
Q

Se aplicarmos a integracdo por partes no lado esquerdo da equacdo acima e juntarmos os

termos correspondentes, acha-se

_/%.e;j dQ+/bku; — —/tku,’; dr. (6.16)
Q) Q r

Quando se integra por partes, acha-se
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Q Q r r

Essa expressdo é correspondente ao teorema reciproco de Betti que, as vezes, € usado como

um ponto inicial para a formulacio das equagdes integrais de contorno.

Note que dois termos do lado direito da equacgdo sdo integrais na superficie I'. Considera-se
agora que o contorno € dividido em duas partes I'; e I'; e cada uma delas possui uma das condi¢des

de contorno representadas na Equagdes (6.13) e (6.14), assim tem-se

Jo 0k jun dQ+ [ brug dQ = — [ tyug dU — [ tpuy dT+
(6.18)
+ [, Wty dU + [i ugt dT.

As barras representam valores conhecidos de deslocamento (uy) e tracao (¢x). Pode-se agora

integrar por partes novamente duas vezes tentando retornar na Equacdo (6.15), assim tem-se

/ (Uij + bk) u,’; dQ) = / (tk — Ek) U;; dI’ + / (ﬂk — uk) tz dr. (619)
Q Iy

Iy

Essa expressdo € uma representacdo geral que pode ser usada para estabelecer as equagdes
gerais de contorno. Tendo estabelecido este principio inicial pode-se agora retornar a equagao (6.18)
e usar como funcdo de peso a solu¢do fundamental na se¢do 6.1.2, que foi obtida para uma carga
pontual b; = ¢° na dire¢do de um vetor e;. Assim, as solugdes fundamentais podem ser escritas

como

u;; = U;;gel; tz = 17];6[ (620)

Onde U}}, e T}, sdo, respectivamente, componentes de deslocamento e tra¢do em um ponto na

direcdo /. A primeira integral da Equacao (6.18), para uma direcdo particular e;, torna-se
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/ iUk d€2 = / oy ju d) = — / Sued Q = —ule (6.21)
Q Q Q

onde —u; representa a componente [ do deslocamento em um ponto i de aplicagdo da carga.

A Equacio (6.18) pode agora ser escrita em termos do deslocamento em ¢ ocasionados pela

aplicacdo da carga nas trés direcdes (coordenadas) no ponto 7, assim

IS} 1) Q

Iy Iy

A Equacio (6.22) pode ser escrita em uma forma mais compacta considerando os dois contor-
nos como parte de um sé (I' = I'y + I'5) e aplicando as condi¢des de contorno em uma etapa

posterior, assim tem-se

A equagdo acima é conhecida como identidade Somigliana e fornece o valor do deslocamento
do ponto interno em relagc@o aos valores de deslocamento e tragdes no contorno. Ela € valida para

[IPe2]
1

qualquer ponto particular “z”” onde as forcas sejam aplicadas.

6.1.4 Pontos no Contorno

A identidade Somigliana fornece o deslocamento de um ponto iterno a partir dos valores de
deslocamento e tracdo da superficie e, consequentemente, quando o problema de desconhecimento
desses valores na superficie € resolvido os valores dos pontos internos podem ser calculados. No

entanto a Equagdo (6.23) € valida para todo o o dominio {2 incluindo o contorno I".

Quando “2” esta no contorno a integral da Equacgao (6.23) apresenta uma singularidade cujo

comportamento necessita ser estudado. Assim, considerando-se que a superficie seja suave para
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entendimento do modelo adotado pode-se considerar um hemisfério de centro em ““4” com um

pequeno raio € que tende a zero (¢ — (), como mostra a Figura 6.1.

H4 dois tipos de integrais de contorno na Equacdo (6.23). Considera-se, primeiramente, a

integral do lado direito da equacgdo e a escreve-se em funcio do contorno I'. do hemisfério.

I'-T'.

A segunda integral da equacdo pode ser escrita como

th lim { /F 6 U,’;dr} (6.25)

Note que a solug@o fundamental possui o termo 1/€ e que o elemento diferencial de superficie

é de ordem 2. Assim pode-se concluir que esse termo tende a zero quando € — 0.

Do outro lado da Equagdo (6.23) a integral pode ser escrita como

lim { /F 6 Tl’;ukdr} = ul, lim { /F 6 T;,;dr} (6.26)

O valor de T}, agora, é da ordem de 1/ €% e ndo tende a zero quando ¢ — 0. Substituindo-se,

entdo, o valor de 7;;. encontrado na Equagdo (6.11), tem-se para o caso do contorno suave

1
e—0 I, 2

Entdo a integral desse lado da equagdo passa a ser

1 , 1 .
r 2 r 2

41



Assim, a Equagdo (6.23) pode ser escrita de uma forma mais compacta e geral como

Loy + / Tjupdl = / U trdl + / Uy brdQ (6.29)
r r Q

Onde C} é fung¢do da geometria da superficie, que para superficies suaves assume o valor de

1
261k~

Ponto i

Figura 6.1: Superficie de contorno I'. com Hemisfério Ficticio para Propodsitos de Integracdo -
Adaptado de Brebbia e Dominguez (1989)

6.2 Elementos de Contorno

No intuito de resolver a Equacdo Integral (6.23) numericamente, o contorno deve ser discre-
tizado em uma série de elementos nos quais os valores de tracdo e deslocamento serdo escritos em
fun¢do de pontos nodais. As condi¢des de contorno conhecidas serdo aplicadas ao sistema para
que se possa determinar as condi¢des de contorno desconhecidas e consequentemente uma solugao

aproximada para o mesmo.

E mais conveniente, agora, trabalhar com matrizes ao invés de continuarmos com a notagao

¢ "9

indicial. Para esse efeito define-se “u” e “t” como func¢des aplicadas sobre o elemento “;”, por

exemplo

u — Pu’ (6.30)
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t = &t (6.31)

Onde v e #’ sdo valores nodais para o deslocamento e forca respectivamente, de dimensdes
3 x @ para o caso tridimensional e de 2 x () para o caso bidimensional onde () € o nimero de nds
por elemento. J4 ® € a matriz da funcao de interpolacao dos pontos do elemento. Dé-se, nesta etapa,
a aproximacao da geometria do corpo em estudo. ¢ € uma matriz que possui dimensao 3 x 3¢) (ou

2 X 2() para o caso bidimensional) cujas linhas representam a fun¢do de forma, assim

pp 0 0 ¢ 0 O -+ ¢, 0 O
P = 0 ¢ 0 0 ¢ 0O -~ 0 ¢, 0 |. (6.32)
0 0 ¢ 0 0 ¢ -+ 0 0 oy

Note que as forcas de corpo “b” podem ser expressas, também, em um vetor fungdo em

func¢do das trés componentes, assim

b=14 b ;. (6.33)

Os coeficientes da solucdo fundamental também podem ser escritos como

* * * matriz cujos coeficientes 77}, sdo as
11 ti12 113 . e

tracdes na direcdo “k” provocadas
*

T = 51 90 o3 (6.34)

~ por forgas em “i” agindo em uma
* * *
31 32 433 direcado “I”
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Us Ux U* matriz cujos coeficientes Uy}, sdo os
11 12 13

deslocamentos na dire¢do “k” pro-

U*=| U3 U Us (6.35)

[T3¢L
7

vocadas por for¢as em agindo

* * * . -
31 32 33 em uma direcao “[”.

Com essas notacoes e adotando a C'’ (BREBBIA E DOMINGUEZ, 1989) como um parametro
que corrige u} segundo a posi¢do do ponto avaliado (na superficie, no interior do dominio etc.), a

[IP2d
1

Equacdo (6.23) para cada ponto “z”” pode ser escrita como

Ciu' + / T u dl’ = / U*t dl + / U*b dS) (6.36)
I I Q

onde C" = %I para superficies suaves.

Note que as coordenadas cartesianas de localizacdo dos elementos que constituem a discre-
tizacao do contorno também devem ser escritas em fung¢io de valores nodais. Assim, descri¢ao da
superficie também serd feita através de fun¢des de interpolacdao dos pontos que a descreve. Mui-
tas vezes € mais conveniente, ao fazer a discretizagdo da superficie, fazé-la em outro sistema de

coordenadas (um sistema local) para tanto se faz uso do Jacobiano.

Considere, agora, substituir os valores de u e de ¢ na Equacdo (6.36) pelas fungdes que
aproximam a distribuicdo dos mesmos na superficie tomando-se valores nodais segundo as Equa-
¢oes (6.30) e (6.31). Assim, tem-se

NE NE M
Ciuﬂ'+z /T*@dr ujzz /U*(I)dP pj+Z{/ U*bdQ}. (6.37)
j=1 U1 =1 (/T — Ua,

Note que a soma de 7 = 1 a N F indica a soma de todos os N E elementos que discretizam
a superficie I'; e que u’ e ¢/ sdo os valores nodais de deslocamento e tragdo para o elemento j.
Nota-se, também, que o dominio é dividido em M células internas sobre as quais a integral das

forgas de corpo € realizada.
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A equacdo integral (6.37) € resolvida numericamente. As fun¢des de interpolacao ® tendem
a ser expressas em um sistema homogéneo local de coordenadas. Essas coordenadas necessitam ser

transformadas do sistema de coordenadas locais (; para o sistema de coordenadas global z;.

Assim, no caso bidimensional do elemento de contorno, tem-se dI" = |J| d(, onde ( esta no

sistema de coordenadas adimensional.
6.2.1 Sistema de Equacodes

[IPe2]

A Equacdo (6.37) corresponde, para um ponto particular “s”” a equagdo integral que pode ser

escrita como

N N M
Cu'+> H'u =) G+ b (6.38)
j=1 m=1

J=1

Onde N é o niimero de nés, u/ e t/ é o deslocamento e tracdo no né “;”. H e G sdo

denominadas matrizes de influéncia e sdo dadas por

" =Y [ Trear (6.39)
¢ T

GV = Z U*® dr. (6.40)
Iy

Ja b é um vetor onde sdo somados os efeitos das forcas de corpo e que € dado por

b= | U*bdA. (6.41)

Qs
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A contribuicdo de todos os nés “4” podem entdo serem escritas juntas, formando um sistema

de equacdes, que é representado por

Hu = Gt +b. (6.42)

onde

HY =HY i=j

y . (6.43)
H7=H9+C" i=j

Note que os elementos C* sdo uma série de submatrizes 2 x 2 (para o caso bidimensional)
que serdo alocadas na diagonal de H, os elementos dessas submatrizes ndo sao simples de ser re-
solvidos principalmente por serem dependentes das condi¢des de suavidade ou ndao do contorno.
Felizmente essa questdao € facilmente resolvida quando empregamos as consideracdes de movi-

mento de corpo rigido sobre o objeto em estudo.

Os vetores u e t representam todos os valores do deslocamento e da tragdo antes da aplicagao
das condi¢des de contorno. Essas condi¢des podem ser introduzidas rearranjando as colunas H e
G passando todos os valores desconhecidos para um vetor  do lado esquerdo. Assim, finalmente

tem-se o sistema de equacoes

Az = f (6.44)

6.3 Elementos Lineares

Vamos considerar agora uma variacao linear de v e ¢ dentro do elemento e considerar que
essa variacdo serd pautada pelos nds que sao tomados no final de cada elemento (Figura 6.2). Assim
os valores de w e t em qualquer ponto do elemento pode ser definido em termos dos seus valores
nodais e de duas funcdes de interpolacdo linear ¢; e ¢» que sdo dadas em termos das coordenadas

locais ¢, como mostra a Figura 6.2. Assim
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0 0 (1) )
a={ Lo 0 e 2 e, (6.45)
Us 0 ¢1 0 ¢ (]
el
2
L ‘l‘ TC=1

(@) Definiclo de Elemento Linear

) @

elemento j+1
elemento |

(2)

1)

(b} intersecciio de Elementos

Figura 6.2: Elemento Linear - Adaptado de Brebbia e Dominguez (1989)

Onde u’ e t’ se referem as componentes nodais do elemento . As componentes desses

vetores sao ul(k) e tl(k) onde k representa o n6 sobre qual esta sendo avaliado os valores de u e p do

elemento e [ define a componente de deslocamento ou tra¢ao na dire¢ao /.

As fungdes @; de interpolacao sao dadas por:

¢ = (-1
(6.46)
Py = $(C+1)

Considerando-se, entdo, N elementos de contorno as equacdes integrais tornam-se:

N N
Ciui+2{/F_T*<I> dP}M:Z{/ﬁU*@ dl“}tj. (6.47)
j=1 J j=1 J
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Algumas dessas integrais podem ser resolvidas utilizando-se integracdo numérica normal-
mente (por exemplo, com pontos e pesos de Gauss), ja outras - com singularidade - podem ser

resolvidas analiticamente ou por métodos numéricos especiais.

6.3.1 Montagem das Matrizes He G

Uma vez entendido como funciona a teoria dos elementos de contorno, o processo de discre-
tizacdo da superficie e, também, entendido como se dard a aproximacao do contorno por elementos
lineares € preciso compreender como se dd a montagem das matrizes H e GG, mostradas na Equa-
cdo (6.42), que posteriormente serdo reorganizadas para formar o sistema Ax = f. Para tanto

separam-se as integrais da equacao (6.47) e as reescreve-se de forma menos compacta. Assim, para

o caso 2D

)
; YTy Ty D 0 Dy 0 (1)

/ T*® dlw/ = / oo ' ’ Jd¢ {2, (6.48)
Fj —1 21 29 0 q)l 0 @2 ul
e
2
1
"
) 1 * * 0 0 t(l)

/U*<I> It = / e ” i Jd¢ S % (6.49)
r; 1| Uy Us 0 ¢ 0 ¢ ty
e

Onde J € o jacobiano da transformacao para coordenadas isoparamétricas feitas no elemen-

tos.
Assim, isolando-se os valores de contorno (os valores colocados “para fora da integral”) e

suprimindo-se as integrais como elementos de uma sub-matriz onde cada elemento representa a

integral de uma das combinacdes de indices da solu¢do fundamental juntamente com alguma das
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fungdes de discretizacdo do contorno (P), tem-se que a Equacdo (6.37), desconsiderando-se as

forcas de corpo, pode ser reescrita em fungdo das sub-matrizes [A] e [B] como:

NE NE
> [B)P {137 = > (AP L} P 4 [C] {u (d)} (6.50)
E=1 E=1
onde
1 (E)
[A] @) = / T @) Jd¢ 6.51)
-1
c
TF T
=] ' - (6.52)
15 Ty
1 (E)
[B]“") = / o [@]Jd¢y (6.53)
-1
c
Uy, U
U=\ 't 2 (6.54)
Us, Us,
<{U}(E)>T={ ugl) ugl) u§2) u§2> }(E) (6.55)
({t}(E))T:{ DD 4@ e }(E) (6.56)
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€11 C12

[C] = (6.57)

Co1  C22

onde para elementos que apresentam contornos sudveis na superficie

= O

] (6.58)

[H] = [A]“45); (6.59)

G =>"[B"*"); 6.60)

E muito importante lembrar, agora, que dado o modelo de discretizacdo utilizado (elementos
lineares continuos) um mesmo né é compatilhado por dois elementos. Assim ao montar-se a ma-
triz de influéncia [H], cada coluna serd composta pela soma de duas integrais correspondentes a

influéncia dos elementos vizinhos, assim, para exemplificacdo e entendimento, segue:

: : A : %9 £ 2 d,E
Dada a sub-matriz de influéncia de um elemento “E” qualquer sobre o né “d” [A]"” e dada
uma outra submatriz de influéncia de um elemento “E+1” [A]d’E sobre 0 mesmo né. Tem-se que as
colunas da matriz global [H] correspondente a esses nds é dado pela soma de parte das matrizes.

Assim
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E E E41

12 21 11

ay a; + ag
[}11 - E E E+1
12 21 11

Qg ay + ag

E E+1

22 12
a;” + ag

E E+1

22" 12
ay” + ag

E+1
ay

E+1
21

(6.61)

O mesmo ndo ocorre com a matriz |G| pois mesmo sendo um né compartilhado por dois ele-

mentos diferentes a tracdo atuante na superficie desses elementos nao, necessdriamente, necessita

ter continuidade entre os elementos. Assim, diferentemente com o que acontece com o desloca-

mento u as submatrizes de influéncia [B] ndo sdo somadas para comporem a matriz [G].

Assim, utilizando-se as submatrizes [A] e [B] a lei de formagdo das matrizes [H| e [G] é

mostrado em forma de fluxograma como se segue
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sendo:
“:” = todos os elementos da coluna ou linha da matriz
n_nos = numero total de nds;

n_elem = nUmero total de elementos;

Rl = matriz de dimensdao n_nosX4, onde
Rl1(n,1)={1,3,5,...,2n_nos}; onde n=1,2,3...,n_nos;
Rl(m,2)={2,4,6,...,2n_nos}; onde m=1,2,3...,Nn_nos;
Rl1(p,3)={3,5,7,...,2n_nos}; onde p=3,2,3,...,n_nos-1;
Rl1(g,4)={4,6,8,...,2n_nos}; onde g=4,2,3,...,n_nos-1;
R1 (n_nos, 3)=1;

Rl (n_nos,4)=2;

Do i = 1 até n_elem;

Do j = 1 até n_nos;

H_coluna(2 j-1:2 j,:) = [A];

G_coluna (2 j-1:2 3j,:) = [B];

End Do j;

H(:,R1(i,:)) = H(:,R1(i,:))+ H_coluna;

G(:,41i-3:41) = G(:,41-3:41) + G_coluna;

End Do 1i.

6.4 Pontos Internos

A identidade Somigliana nos da o deslocamento de algum ponto interno em termos dos des-

locamentos e tracdes do contorno. Considerando novamente essa representacao, tem-se:

NE NE

u o= Y {fU*fI)dF}tj—Z {fT*tI)dF}uj+ > {f U*bdQ} (6.62)

j=1 |1, j=1 |1 m=1 | Qn,

€6

Onde I'; corresponde ao contorno do elemento j e *“4” € agora um ponto interno. Assim o
deslocamento dos pontos internos em termos dos deslocamentos e tracdes dos nés do contorno

podem ser escritos como:
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N N M
w =Y Gt -> HVu + > b" (6.63)

Jj=
Os termos H" e G j4 foram amplamente discutidos neste trabalho.
A tensdo de um ponto interno para um material isotrépico pode ser obtida introduzindo-se

o gradiente de deslocamento dos pontos internos na relacio entre tensio e deformagdo, como por

exemplo:

2uv . Oy Ou;  Ou;
ho— 7 5.2~ ¢ J 6.64
75 = 1-2,%9g “<a§j N agi) (6.64)
2uv . OU}, ouy.  oUx,
h —51 ik ik J t.dl
7 /{1—2v s “‘(0@ Toe ) S
r
2uv . U, ouy.  oU
0ji —— ! J by d<2
+/{1—2u 06 “‘(0@- T ) g (6.65)
Q
2uv - JIT}, ory, 0T,
_ Sl ey Wtk ik Tk dTr
/{1—2V Jafz+u<afj+5§i o
r
Fazendo as derivadas e reordenando os termos, tem-se:
Uzhj = /Vkijtk:dr—/Skijukdr—i-/vkijbde (6.66)
r r Q
Onde os tensores de terceira ordem Vj;; e Sy;; sdo
1 1
Vkij = ;{(1 — 2V) {(Skﬂ”,i =+ 5kjr,i — 5@'jr,k} + 27’7i7”’j7”’k}m (667)
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Shij

{290 [(1 = 20) §ijr e + v (S + S a) — Ar e jr ] + 20 (ngryr g+ yr i)

+ (1 = 2v) 2ngr ;7 + 1l + nidn) — (1 —4v) nk5ij}_47r(11_u)

(6.68)
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7 APLICAC}AO DE ELEMENTOS DE CONTORNO PARA BORRACHA
7.1 Introducao
7.1.1 Formulacao Basica

Considere um corpo, de borracha, plano que ocupa uma regiao €2 e possui contorno I'. O vetor
posi¢do da particula na configuracdo ndo deformada (material) € denotado por X . Posteriormente
a deformacdo, a particula possui uma nova posi¢ao denotada por x. A formulacdo que serd de-
senvolvida ird se basear na configuracdo indeformada (material) e posteriormente todas as fungdes
e operadores diferenciais serdo feitos com relacdo as coordenadas indeformadas X. O gradiente

deformacdo F' é dado por

8:162-

Fiy =
70X,

(7.1)

O tensor de deformacgdo “esquerdo” de Cauchy-Green (left Cauchy-Green) B e o “direito”

(right Cauchy-Green) C' sdo definidos em nota¢do indicial

Bij = FixFix; Cryp= FprFig (7.2)

ij

A condi¢do de incompressibilidade pode ser descrita como

det FF =1 (7.3)

As equagoes de equilibrio para um corpo com auséncia das forgas de corpo podem ser escritas

como

55



P =0 (7.4)

Onde P;; € o tensor de tensdo por unidade de area indeformada (conhecido como primeira

tensao de Piolla-Kirchoff). Vamos assumir que F;; pode ser dividido em duas partes.

Py =Ph+ Py (7.5)

onde P/ é a tensdio Hookeana e P € a parte ndo Hookeana. Entdo a equagdo de equilibrio torna-se

‘F)z}}z + 2731 =0 (7.6)

onde P pode ser tratada como uma forga de corpo ficticiae Py = P,y — Pl.

As condig¢des de contorno em cada ponto no contorno, ou deslocamento ou tragdo, serd espe-

cificada como

w =1; PyN;=t; =1, (7.7)

onde N é um vetor unitdrio normal ao contorno na geometria material.

H4 muitos modelos de leis constitutivas que podem se aproximar do comportamento de uma
borracha. Na presente andlise o modelo de Mooney-Rivlin é o adotado. O modelo de Mooney-

Rivlin pode ser escrito como

P,y =2[(p10 + porle) Fig — por BikFrs] — pFi}T (7.8)

onde F;; e B;; foram definidas anteriormente, ji1¢ € (i1 30 constantes materiais de Mooney-Rivlin,

I € o primeiro invariante de C'7; e p € a pressao hidrostética.
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7.1.2 Formulacgao para Elementos de Contorno

A partir de agora abandonaremos a distin¢do entre os indices maitsculos e mintisculos de
P, 7, compatibilizando a notagdo com a elasticidade linear infinitesimal via MEC. Da mesma forma

abandonaremos a distin¢do entre a normal /N (indeformado) e n (deformado).
A formulagdo dos elementos de contorno ird usar diretamente as Equa¢des de equilibrio (7.5)

e (7.6) e as condigdes de contorno. O resultado da formulacio da equagdo geral para formulacao

dos elementos de contorno é

oy (€) g (€) + / TE (X, €) up () dT (X) = / Uz (X, €)1 (X) dT (X)

r r
(7.9)
oP”
+ Uy .0 5 (X)an (X)

Q

Onde oy;; = & se € estiver dentro do dominio €, ayzj = £;,; para o ponto em um contorno
suave e dy; € o delta de Kronecker, 1, € o vetor deslocamento do contorno e tZ ¢ a parte Hookeana

do vetor de tragdo no contorno, que € dado por

t) = Phn; (7.10)

Uy; € a solugdo fundamental que representa o deslocamento de um ponto X na dire¢do k
provocado por uma carga aplicada em & na direg@o j, e T};; € a tragdo correspondente. Note que o
lado direito da Equacgdo (7.9) envolve somente a parte Hookeana da tracdo. A parte nio-linear, no
entanto, pode ser recuperada pela integracdo por partes para a expressao da integral de dominio.
Assim, a partir da Equacdo (7.9), pode-se tratar a integral de dominio para o caso bidimensional,

de forma que:
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or, OPxy, aPYk:
/Uk]a ds) = //ng ( X Y )dX dy (7.11)
0

Aplicando a integracdo por partes em 7.11, tem-se:

ory « pn
//Uk] a;é’“dXdY:/UijXde—// a’”PXkdX dYy

Pn
/ Uk]aay’“dXdY / Ug; PPdX — / / % —MprdX dy

Voltando a Equacgdo (7.11) tem-se:

(7.12)

P OPy
/ / (Ukj an Uy; 8”) dX dy = / Uy P3dY + / Uy PypdX

/ / % Ipp.dXdy — / / 8kJPkaXdY

_ / Uy PidY + / Up, PldX — / / amm Pr 0

(7.13)

Sabendo-se que:

dY = dl'cosf = dI'y

(7.14)
dX =dl'sinf = dl'x
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Assim:

/ Up PiydY + / Uy PldX = / U, Piynxdl + / U, Piunydl (7.15)

r r

Reescrevendo em notacao indicial, tem-se:

/ Up; Pypnxdl + / Uy Plynydl = / Up; Prn, dT (7.16)
r r T tn
k

Retornando, agora, & Equagio (7.9) e lembrando que ¢, = ! + 7 tem-se:

iy (€) g (€) + / Ty, (X, €) up (X) dT (X) = / UL, (X, €)1 (X) dT (X)

ouL, (7.17)

Q

A Equacdo (7.17), excluindo a integral de dominio, € exatamente a mesma equacao integral
corespondente para o caso da elasticidade linear sem forcas de corpo. A integral de dominio na

Equacgdo (7.17) tem o gradiente de deslocamento e a pressdo hidrostética, dentro do termo P”

mk>

como desconhecidos. O gradiente de deslocamento, no interior do corpo pode ser obtido através da
derivada da Equacao (7.17), assim

*

ou; (&) [ O} Uy,
e~ [ o (X,g)uk(X)dF(X)Jr/ 9C. (X, &)t (X)dl' (X)

: QU : (7.18)
_ J n
8Xm0§a <X7€) Pmk (X) ds2 (X)
Q
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oy, oUr, | 0°U;

D€ * O © 0Xm0ta

onde 0s termos

oT: —1 —rq. 0
aﬁlk — prr 1/)[ :2’ [8—2[(1 — 20) 0 + 2y i) + (1 — 2v) (myr g — myer )

+[ﬁ ((52'0( + T’QTVZ')((l — QV)(Slk + 27’717’7k) — ﬁ[QT"aT’kT’l + 5lar,k —+ (5]%47“71]

1
+ﬁ[nk(5la + r,ar,l) — nl(éka + r,ar,k)]];

ouy, 1
06, Smu(l—v)r

[(—3 + 41/) T,aélk — 5lar,k — 5lar,l — ZT,QT,kT,l] )

AU/ 3 40) 1 + 6 5
IXmO€a  Sm(1—v)ur? [=7 o [(=3 +4V) 7 1m0t + Ot ke + Oy

=21 7 k) + (=3 +4V) (=0 — T.aTm) Otk + Ot (—0ka — T a7 k)
+5km <_5la — T‘AT’,Z) + 2 <5la7",k7",m + (Smoﬂ“’l’f”k

+0kal mT 1 + 37 T " k7 1]

(7.19)

(7.20)

(7.21)

Usando N elementos de contorno lineares isoparamétricos € M células com interpolacio

constante para tensao, a discretizacdo da Equacgao (7.17) leva a

Hu = Gt+ f (Vu,p)

(7.22)

Onde u e t sdo valores nodais de deslocamento e tragdo, respectivamente. H ¢ G sdo as

matrizes de coeficientes de tamanhos 2N x 2N e 2N x 4N, respectivamente, ¢ f € um vetor coluna

2N x 1 cujos elementos sdo fungdes do gradiente de deslocamento e da pressdo hidrostatica.
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Posteriormente a aplicacdo das condi¢des de contorno a Equagdo (7.22) pode ser rearranjada

para que se isolem as incdgnitas e assim, tome a forma de

Ay =c+ f(Vu,p) (7.23)

Onde A € uma matriz 2N x 2N de coeficientes, f € um vetor coluna 2N x 1, que é fun-
cdo do gradiente de deslocamento e da pressao hidrostatica, contem os valores desconhecidos de
deslocamento ou tra¢do do contorno e c¢ é, também, um vetor coluna de valores conhecidos que
foram gerados do resultado dos valores prescritos de for¢ca ou deslocamento da superficie com seus
respectivos coeficientes contidos na matriz H ou G. Similarmente, aplicando a Equacgdo (7.18) no
centréide das M celular contidas no dominio tem-se 4M equacdes ndo-lineares para o gradiente

do deslocamento

Vu = Bu+ Dt+ g (Vu,p) (7.24)

Onde B e D sao 4M x 2N e 4M x 4M matriz de coeficientes, respectivamente, € g € um

vetor coluna de dimesao 4M x 1.

Aplicando a Equagdo (7.3) com M células de dominio, as M equagdes ndo lineares que

representam a condicdo de incompressibilidade sao

/ (det F —1)dQ2=0; m=1,M (7.25)

Qm

Sendo o tensor de deformagdo gradiente assumido como constante em cada célula do domi-

nio. a equagdo acima reduz-se para

(det Fp,) —1=0; m=1,M (7.26)

onde det F' é o valor do determinante no centréide da célula m.

61



Antes de tentar resolver a equacado acima, note que devido a singularidade natural da solucdo
fundamental alguns componentes das matrizes nas Equacdes (7.23) e (7.24) sao obtidos de integrais
singulares. O tipo de tratamento que serd dado a essas integrais serd discutido a baixo. As integrais
regulares serdo resolvidas por métodos comuns de resolu¢do como, por exemplo, pesos e pontos de

Gauss.

(i) Integrais Singulares de Contorno

Essas integrais estao situadas nas submatrizes 2N x 2N na diagonal das matrizes H e G. A
determinacgao desses valores pode ser feito empregando-se a técnica de “Corpo rigido” para

H e técnicas de integragdo especiais para G.

(ii) Integrais Singulares no Dominio (%)

As integrais de dominio envolvendo a singularidade % sobre a célula m quando o ponto &

esta no contorno da célula m sdo parte do vetor coluna f e possuem a seguinte forma

/Q £{} Infr(X,)]d0; €eT,, (7.27)

Essas integrais podems ser transformadas em integrais de contorno usando integra¢do por

partes

onde n; é a componente ¢ da normal do contorno da célula m.

(iii) Integrais Singulares de Dominio (7%2)

Integrais de dominio envolvendo a singularidade (%2) sobre as células quando & esta no cen-

troide da célula m. Essa integrais s@o parte do vetor coluna g e possuem a seguinte forma

82
/Q sxge Il (X.€)de geq, (7.29)

Similarmente ao executado no item anterior, essa integral pode ser transformada em uma
integral de contorno ao longo da célula mas, dessa vez, sem a presenca da singularidade.

Assim, um método simples, como o de ponto e pesos de Gauss pode resolve-la.
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0? 0
/Qm ax.og, mIr (Xl = / gg; b (X Olmdln 730
Tensao Plana

Usando o efeito da incompressibilidade, dado na Equacdo (7.3), o tensor de deformacao

gradiente para um estado plano de tensdo é dado por

A Az 0
F=1X1 A2 0 (7.31)
0 0 %
onde
F=1+Vyu (7.32)
ou em notacao indicial
)\ij = (Sl'j + U@j (733)
e o valor de A para satisfazer a incompressibilidade é dado por
A= A1 — A2Aag (7.34)

A pressao hidrostatica pode ser expressa em termos do tensor de deformacao gradiente plano.

Assim

2
p =z (o + por (ML + A% + Al + 23, (7.35)
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7.1.3 Deformacao Plana

Para o caso de deformacdo plana, A\33 = 1. A condi¢@o de incompressibilidade torna-se

A1A22 — A2Ag — 1 =10 (7.36)

Note que para pequenas deformacgdes a restricdo acima se reduz para a forma linearizada da
restricdo de incompressibilidade
A1+ A2 —2=0 (7.37)

7.1.4 Obtencao das matrizes e vetores do problema discretizado

Para melhor compreensdo da metodologia toma-se como exemplo um objeto simples de di-
mensdes bem reduzidas cujo contorno € descrito por somente 4 elementos e 0 dominio por 4 células
(pode ser observado na Figura (7.1)). Essa adocao se faz necessaria devido a dimensao das matrizes
envolvidas. Adotando-se um objeto mais simples com poucos elementos e células a exemplificacao

torna-se mais didatica.

Elemlento 4

——————————————————————————————————

Elemento 1
il
L]
tr
Centrolde
L]

Y
Elemento 3

L]
Centroide

e N
NO2 L ; I N63
X4 Elemento 2

Figura 7.1: Exemplo de Aplicacao

Assim, escrevendo matricialmente as Equagdes (7.22) e (7.24) respectivamente tem-se:
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ﬁ Oég ] [ Hiy His Hy7 Hpyg 1 U(11)
512 0451% Hyy Hyo Hy7 Hyyg Ugl)
: : + : : : : :
54% 0454% H7yv Hyo H77 Hyg U(14)
542 0454% ] i Hg, Hgo Hg7 Hgg 1\ Ugl)
> 7 N—
Gi1 Gia Gis + Giu Giis G !
Gy1 Gao Gas Gru Gais Gaie £
Gs1 G339 Gss Gz G315 Gz 2
Ge1 Geo Ges Gou Geis Geie 755441
Gri Gra Gry - Gru Gris Gri || #)
| Gs1 Gsz Gsg Ggia Ggis Gsig \ )
pel STy
[ } (1) )
Jir fiz fis Jiua fiis fie Pry
a1 faz fos Jou fa15 foue P
fs1 fs2 fss o fsu fas fare Py
Jo1 Je2 fo3 Jo1a Jfo1s foie Py
o1 Jre fr3 Jrua fris frie Py
L Js1 Jfs2 fss Jsw fsis fsie || Py )
f(VTL,p)

(7.38)



vul) ] By1 Bio Bi7  Bis (G}
vull By B By7  Bsg us)
vull) B3y  Bss Bs7  Bsg ut?
Vu%) Biy1 Biao Biy7 Gus u§3)
Vugi) Bis1 Bisa Bis7 Giss U§4)
L Vu(;;) ) i Big1 Biga Bis7 Gies 1 L u(24) )
. ¥ T
[ Di1 Diy D3 Diyy Diis Diss 1 tﬁ \
Dyy Dyy Das Dyu Dais Dang £y
D31 D3y Dss D3y Dsi5 Dsis tﬁ
I R : R (7.39)
Diy1 Dig2 Diss Dig14a Dis1s Disie s}
Dis1 Diss Diss Dis14 Dis1s Disie tgli
i Dig1 Dig2 Dies Dig1a Dis1s Disis 1 tgli J
R ~ y At,_/
[ gi1 G912 913 gi114 9115 9116 ] ( P1(11) \
921 922 Gg23 9214 G215 Y216 P1(12)
931 9gz2 Gg33 9314 Y315 Y316 Pz(ll)
dia1 G142 G143 Jia14 G1415 YJi4 16 P1(42)
g151 Y9152 G153 d1514 91515 91516 P2(41)
L 9161 Ygie62 9163 1614 J1615 J1616 | L P2(42)
g(Vvu,P)

Detalhando, agora, cada componente das Equacdes (7.38) e (7.39), tem-se:
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Matriz H

A matriz H € formada pela superposicdo de submatrizes que representam a “influéncia” da
aproximacao linear do deslocamento de cada elemento de contorno sobre o ponto-fonte. Como nao
ha descontinuidade do deslocamento, os elementos vizinhos compartilham o deslocamento dos nds
que os une. Assim, como mostrado a baixo através da superposicdo das cores primarias gerando

cores secunddrias, h4 superposi¢do das submatrizes para formacio da matriz H.

11 1 IR . (HEHN
EEEN HEEE

1 Ho Hg ,
Y (7.40)

—_—— —— N N —
Hy Hi+H> Ho+Hs Hj

N

Assim, pode-se perceber que (como também j4 dito na secdo 6.3.1) para a formagdo de um
pedaco genérico da matriz H necessita-se de, no minimo, outras trés submatrizes que aqui foram
genericamente chamadas de H,, H, e H3. Onde as mesmas sdo formadas, resumidamente, da

seguinte forma (por exemplo para H>)

hll h12 h13 h14

[Hy] =
hor has has hos
(7.41)
+1 * *
_ / Tll T12 . (bl 0 ¢2 0 . ‘J| dC
51 15 0 o1 0 oo

-1

Onde
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¢pr=—-05(C—-1) ; ¢p1=05(C+1) (7.42)

Onde T foi definido em (7.39) e, para o caso de elementos lineares, tem-se

NI

r= (X1 = G)" + (Xs = G)7] (7.43)

X = O X+ $uX? Xy = B X1 + Dy X2 (7.44)
r; = 6(12 _ A T_ G (7.45)

2—:; =Vr-n= aa_);nXl + aa—;(;nXQ (7.46)
n=_[JJ)/J] (7.47)

h=22 =0 =2 3 (7.48)

Matriz G

A matriz G, assim como a matriz H, é formada por submatrizes que representam a “influén-
cia” da aproximacao linear da tracdo no contorno. No entanto, diferentemente da matriz H, ndo
ha superposicao das submatrizes (como ja mostrado na se¢do 6.3.1). Assim, as submatrizes que

compoem a matriz Montagem G sao formadas, genericamente, por:
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Gll GIQ G13 G14

a -
G21 G22 G23 G24
(7.49)
Ty v 1 e 0 6 0
_ / e ’ 1] d¢
4 U21 U22 0 ¢1 0 ¢2

Os itens que compdem a solugdo fundamental U™ sdo os mesmos que os apresentados nas
Equacodes (7.43) a (7.48).

Vetor f (Vu,p)

O vetor f (Vu, p) representa a abordagem, como forga de corpo, da parte ndo linear da tensdo

atuante. Como ja demonstrado anteriormente na Equacdo (7.18) ele € formado por:

M
f(Vu,p) = Z/a 2(X,€) PR (X)) dQmy (X)) (7.50)

(X &) percebe-se que, quando o ponto fonte pertencer ao contorno
da célula sobre a qual é felta a integragcdo de dominio, haverd singularidade. A fim de se contornar
tal problema propdem-se que a integral de dominio seja transformada em uma integral de contorno

na célula. Assim rescreve-se a integral de dominio em uma integral de contorno na célula:
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F(Vu,p) =

0
A

M

M
-y / PR (X, €) T oy (X) +

’m:lF

0X,

m=1
(m)

)

Onde ngm) ¢ a normal do contorno da célula e Psnk (m € constante dentro das células.

Escrevendo, agora, de forma matricial a Equacao (7.51), tem-se:

2

)
=3

fis

LA fe
fs

Fun) =D |

m=1

ful
fos

N T
NI DS
2

2
)

Onde os termos da Equacdo (7.52) s@o dados por:

[fn fio s m] - / Un U, _[n%”‘) 0 nf™ 0 ]
NN S N I R R I B A
pr ) P phom
IS N VO W e
P2n1 (m) - PQ(T) chl (m)
P P phom
(4) (B)

Onde os termos (A) e (B) da Equagao (7.54) sao dados pelas Equacdes (7.8) e (6.66).
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Matriz B

A matriz B representa os “coeficientes de influéncia” da integral da derivada da solugdo
fundamental de tragdo sobre o contorno externo do objeto. O tensor de deformagdo gradiente (Vu)

¢ funcdo, dentre outras dependéncias, dos deslocamento e tragdes que ocorrem no contorno.

A montagem da matriz B, devido ao fato de estar diretamente relacionada ao deslocamento,
ocorre similarmente ao da matriz H, ou seja, também ha superposicao de submatrizes. No entanto,
diferentemente da matriz H, trata-se agora de um tensor de terceira ordem. Para contornar essa
dificuldade e facilitar tanto a montagem das matrizes quanto a compreensao do problema pode-se

fazer:

J

(7.55)

Onde
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B21 B22
B2 —
B31 B32
B41 B42
*
11 11,1
*
_ 21,1
o *
‘1 11,2
*
T21,2

*
12,1
*
22,1
*
12,2

*
22,2

(7.56)

»p1 0 ¢ O

J|d
0 ¢ 0 ¢ Jle

O desenvolvimento da derivada da solu¢do fundamental de tracdo pode ser encontrado na

Equacdo (7.19).

Matriz D

A matriz D representa, em uma abordagem meramente explicativa, os “coeficientes de in-

fluéncia” da integral da derivada da solu¢do fundamental de deslocamento sobre o contorno externo

do objeto. O tensor de deformacgdo gradiente (V) € funcdo, dentre outras dependéncias, dos des-

locamento e tragées que ocorrem no contorno.

A montagem da matriz D, devido ao fato de estar diretamente relacionada a trag¢do, ocorre

similarmente ao da matriz G, ou seja, também ndo ha superposi¢do de submatrizes. No entanto,

diferentemente da matriz G, trata-se agora de um tensor de terceira ordem. Para contornar essa

dificuldade e facilitar tanto a montagem das matrizes quando a compreesao do problema pode-se

fazer:

72



Dll D12 D13 D14
D21 D22 D23 D24
D31 D32 D33 D34
D41 D42 D43 D44

(7.57)
Wi giu Ul*l1 0 0
— / il,l 2*2,1 . le ¢2 ’J|dg
U11,2 U12,2 0 ¢1 0 ¢2

* *
U21,2 U22,2

Onde o desenvolvimento da derivada da solucdo fundamental de deslocamento pode ser en-

contrado na Equacao (7.20)
Vetor g (Vu, p)

A maioria das consideragdes feitas com respeito ao vetor f (Vu, p) também podem ser
feitas com relagé@o ao vetor g (Vu, p). Assim, como o ponto-fonte serd o centréide da célula haverd
singularidade ao se executar a integral de dominio que originalmente ha na determinagdo do vetor
g (Vu,p).

M
Uk m
g(Vu,p)=>" 7% ag Pr ™0, (7.58)
m=1 «

Q(m)

Logo, para contornar todas as complicacdes que execucao de tal integral pode gerar, similar a

determinagdo do vetor f (Vu, p), transforma-se a integral de dominio das células em uma integral

(m)

de contorno no contorno de cada célula, assumindo P;; constante na célula. Assim:
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— [ PUG e
\Y = TP A
g (Vu,p) Zl / ax.oe Lok
T
(7.59)
M M
oU}. oU*.
S LTINS Sl
mzlr Sa m=1 r ga
(m) (m)
Reescrevendo de forma matricial, tem-se:
Py
U. U n 0 n 0 P,
g (Vu,p) = - Z/ 1171 2*271 ) [ ! (m) ’ (m) |~ 1712(m) dr(m)
m=17%. U11,2 U12,2 0 n 0 ny Py
Usis Ut P,
(7.60)

Onde o desenvolvimento da derivada da solucao fundamental de deslocamento pode ser en-
contrado na Equacdo (7.20).

Entendido, agora, todos os componentes que compoem os sistemas de equacdes que regem
o comportamento do material parte-se para o entendimento do processo de realiza¢do dos calcu-
los. O processo, iterativo, € explicado para um caso genérico na se¢do 7.1.5. O processo que serd

exemplificado a baixo tem como referéncia o objeto da Figura (7.1).

Assim, seguindo a ordem de execucdo orientada pelo fluxograma da Figura 7.2 faz-se:

7.1.5 Procedimento lterativo Incremental

1. Obtengdo de u' e t!

De posse das condi¢des de contorno (aplicadas no passo) do problema e com as coordenadas
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dos nés que compoem o objeto 2D monta-se o sistema:

Hgysug, = Gsxiotioe + f (Vu,p)g, (7.61)

0

Uma vez montado o sistema obtem-se os primeiros valores aproximados de u' e t' desco-
nhecidos (através da elasticidade linear).
. Obtengdo de Vu'

De posse dos valores de u! e t' monta-se o sistema

VU%GXI = Bl6x8u51;x1 + D16><16t%6x1 +g (vuap)lﬁxl (7.62)
——

0

Uma vez montado o sistema obtem-se os primeiros valores aproximados de Vu! através da
elasticidade linear.
. Obtengoes das primeiras aproximagcées da pressdo hidrostdtica (p')

De posse dos valores de Vu'! acha-se p! através das equacdes (7.35) ou (7.36).

. Obtengdo de u® e t*

Sabendo-se p', u', t! e Vu! encontra-se P" (Vu',p') = P (Vu',p') — P" (Vu'). Acha-
se, entdo, f (Vu!,p') e g (Vul,p'). Com f (Vul, p'), acha-se, u? e t* através de

Ay’ =c+ f (Vu',p') (7.63)

. Determinagdo de Vu?

Sabendo-se u? e t? escreve-se Vu? = Bu? + Dt* + g (Vu', p), onde agora, p € a varidvel
a ser encontrada.

. Determinagdo das pressoes hidrostdticas de cada célula

Com a obtengdo de Vu? em funcdo de p para cada célula aplica-se, entdo, a condi¢io de
incompressibilidade nas mesmas. Dado que a condi¢do de incompressibilidade pode ser ex-
pressa como sendo det F;; = 1 e Fj; € fungdo direta de Vu pode-se obter, através do deter-

minante de [;;, uma equac@o para cada célula.
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O sistema nao-linear de equacdes formado pelo determinante de cada célula, para o caso

simples exemplificado de 4 células internas, possui a forma:

(A1 p1+Bi1 p2+Ci1 p3+Di1 pa)\/P1 _1=0
E1 pi+F1 p3+Gi1 p3+Hy pi+11 p1 pa+J1 p1 ps+K1 p1 pat+Li p2 p3+Mi p2 pa+Ni p3 pa

(A2 p1+Ba p2+Co p3+D2 pa)-\/p2 _1=0
Eo p?+Fs p2+Gy p2+Ha p3+12 p1 p2+J2 p1 ps+K2 p1 patLa p2 ps+Mz p2 pa+No ps pa

(A3 p1+Bs p2+C3 p3+Ds p4)/p3 _1
E3 p?+F3 p3+Gs p2+Hs p3+I3 p1 pa+Js p1 ps+Ks p1 pa+Ls p2 ps+Ms p2 pa+N3 p3 pa

(A4 p1+B4 p2+C4 p3+D4 pa)/Pa 1
Ey4 pi+Fy p3+Ga p3+Hy pi+1a p1 p2+Ja p1 p3+Ka p1 pa+Ly p2 p3+Mas p2 pa+Na p3 pa

Onde p; ps p3 ps sdo as pressdes hidrostdticas de cada célula e as constantes

A, --- N, sao conhecidas.

7. Resolvendo o sistema ndo-linear

Como o nimero de equacdes serd o mesmo que o nimero de células e consequentemente
de incégnitas (pp;q.), teremos um sistema de, para esse caso, 4 incognitas e 4 equacdes nao-

lineares.

Para a resolucdo do sistema de equacdes, dado que o programa foi escrito em linguagem
MatLab®, foi utilizado a subrotina fsolve (MatLab®). Uma boa aproximac?o para os valores
iniciais do processo iterativo de resolucao do sistema de equagdo sao os valores para a pressao
hidrostatica obtidos linearmente (com u', t' e Vu'). Assim, resolvendo o sistema ndo-linear

acha-se, entdo, p°.

8. Atualizagcdo da malha

Uma vez obtidos os valores das pressdes hidrostaticas com a resolucao do sistema recompde-
se todos os valores a partir da mesma. Logo, obtem-se os valores finais (para esse incremento
de condi¢io de contorno) de u, t e Vu a partir de p?. Com os valores finais obtidos, calcula-
se a tensdo residual que serd utilizada no incremento seguinte. Obtidos os valores finais,
atualiza-se a malha e com excessdo do primeiro incremento de carga, passa-se a considerar
nos célculos os efeitos das tensdes residuais do ultimo incremento de carga como efeito de

pré-tensdo para o incremento posterior.

76



Hu=Gt+ f(Vu,p)+ by

pré-tensdo

Vu = Bu+ Dt+ey+ g (Vu,p)

oU* (7.65)
onde, / 5 PO dS
o2Uy,
— —2_pY dQ
o 9X,, 06, ™

Os incrementos de condicdes de contorno seguem até que as mesmas sejam atingidas por

completo.

Ao observarmos a constru¢do das equagdes que regem o comportamento do material (7.24 e
7.22) podemos perceber a interdependéncia dos termos que levam a ndo linearidade na solucdo do

problema.

Essa interdependéncia pode ser escrita em termos da pressao hidrostética que esta diretamente
relacionada com a mudanga volumétrica. No caso em estudo, devido ao carater involumétrico da
borracha v = 0.5, a mudanca volumetrica serd nula e utilizar-se-a dessa prerrogativa como um

caminho para determinar as tensdes de carater ndo-linear presentes.

Assim, o fluxograma genérico para execugdo de tal medologia pode ser observado na Figura
7.2.

A rotina fsolve

Um sistema de equagdes nao-lineares € qualquer problema em que as equagdes a serem resol-
vidas ndo podem ser escritas como uma combinacdo linear das varidveis desconhecidas. Problemas
nao-lineares sdo de interesse para engenheiros, fisicos e matematicos, pois a maioria dos sistemas
reais (fisicos) s@o inerentemente ndo-lineares na natureza. O problema de grandes deformagdes em

materiais hipereldsticos ndo foge a esse caso. Como todo algoritimo foi desenvolvido em linguagem
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MatLab® e a intencio principal do trabalho néo é o estudo de métodos nimericos para resolucio
de sistemas ndo-lineares, optou-se pelo uso de subrotinas j4 amplamente aplicadas e testadas ofere-
cidas pela propria linguagem. Assim, pode-se obiter melhor desempenho de processamento do que

se teria desenvolvendo uma rotina original.

A subrotina utilizada para resolucio dos sistemas ndo-lineares, como j dito anteriormente,
foi a fsolve. Dentro das possibilidades de abordagens para solu¢dao do sistema de equagdes ofere-
cidas pela funcdo fsolve optou-se pela utilizacdo do método Trust-Region Dogleg Method (Matlab
User Guide). Resumidamente, diferente do método de Newron comumente conhecido, este método
através de funcdes de minimizacdo estabelece “regides de confianca” ao redor do ponto atual de
solugdo e apartir destas testa o passo seguinte. Caso o passo seguinte conduza a solugdo a diregcoes
que estejam dentro da regido de confianga estabelecida, o mesmo esta apto a ser usado como passo

na solu¢do do sistema nao-linear.

Neste método, como em qualquer outro método iterativo para solugdo de sistemas, 0 passo
inicial € muito importante tanto na convergéncia da solu¢ao quanto no tempo computacional gasto.
Assim, adotou-se como primeira estimativa a pressao hidrostdtica p obtida da primeira iteragao de
cada incremento da condi¢do de contorno imposta. Ou seja, o p utilizado na primeira iteracdo de
cada incremento da condi¢do da contorno imposta € o p obtido da aproximacao linear do sistema.
Os incrementos internos utilizados na solucdo dos sistemas foram obtidos de forma automaética
pela rotina. Assim, priorisou-se a agilidade na solu¢dao uma vez que os incrementos de condi¢io de

contorno ja eram impostos manualmente.

A forma de leitura dos dados realizada pela funcdo € simples. As equacdes, como as apre-
sentadas em (7.64), devem estar adensadas e escritas em forma de uma funcdo cujas variaveis sao
as pressoes hidrostaticas. Essas equacdes estardo contidas em um vetor cujas linhas sejam cada
uma das equagdes escritas em fungdo das pressdes hidrostdticas. Assim “alimenta-se” a fungao
fsolve com a fungdo que contem as equacdes e, também, com os valores iniciais propostos para as
pressdes hidrostaticas. Por padrdo o erro admitido na solu¢do é de 10~ tomado individualmente
mas, 0 mesmo pode ser alterado pelo usudrio inserindo o valor do mesmo nos dados de entrada.
Como saida podem ser programadas vdrias opcdes mas, como o interesse aqui € unicamente obter
as pressoes, ative-se unicamente em obter o vetor com os valores das pressoes hidrostéticas de cada

célula.
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8 RESULTADOS

Dando sequéncia no trabalho desenvolvido o programa para simulagdo bi-dimensional do
caso elastostatico foi validado. O programa foi desenvolvido tomando-se como base os programas
existentes em Brebbia e Dominguez (1989). No entanto, foi completamente remodelado e reescrito,

no software MatLab® para que atendesse as nossas necessidades.

O elemento linear foi usado pois facilita a obtencdo das integrais singulares analiticamente e

torna as integragdes do dominio faceis de serem obtidas.

8.1 Validacao e Conclusao

Para verificar se, tanto o modelamento, quando a aplicacdo da metodologia estdo de acordo
com o comportamento esperado € necessario validar o programa montado. Nesse sentido foi testado

o programa montado com exemplos de aplicac@o e posteriormente comparados os resultados.

8.1.1 Validacao linear

Inicialmente, a fim de testar o programa, validou-se somente a parte linear do mesmo. O
problema utilizado para avaliacdo do elemento linear € o mesmo apresentado no exemplo 4.3 do
capitulo 4 do livro Boundary Elements An Introductory Course (BREBBIA E DOMINGUEZ, 1989).
Assim os resultados obtidos foram comparados com os resultados analiticos e também com os

resultados numéricos fornecidos no livro.

O problema trata (Figura 8.1) de uma placa retangular com uma distribuicao linear de tracao
na direcdo horizontal, que representa um momento aplicado. A placa é considerada como estando
sobre um estado plano de tensdo, o seu modulo de cisalhamento como sendo de 1 = G =80,00
MPa e o coefciente de Poisson v = (.25. O contorno, para o caso dos elementos lineares foi

discretizado em 20 elementos lineares.

Para efeito de comparagdo com os resultados ja consolidades no livro Brebbia e Dominguez
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(1989) serd comparado o mesmo ponto que o livro toma como referéncia, sendo assim, o ponto A.

Pp=1000 MPa
A

-.-.....:ﬁ-.-.-,\’:

%

e e i mi s sy -d b o o xg

: 2b=8m

(a) Condigdes de Contorno

I
e - @ o
11 10 9 8 7
Nos
®12 6@
1 2 3 4 5
. 2 s 2 & —a

(b) Discretizagdo em 12 elementos lineares

Figura 8.1: Exemplo: Placa Sobre Flexao - (BREBBIA E DOMINGUEZ, 1989)

Os resultados podem ser observados na Figura 8.3. A comparacdo dos mesmos com 0s va-
lores analiticos e os valores obtidos por outros graus de aproximac¢ao do elemento sdo apresentados

na tabela a baixo. Como discutido em Brebbia e Dominguez (1989), o elemento constante € inade-

quado para o problema de flexao.

Tabela 8.1: Deslocamentos no Ponto A - Comparacado

6 Elementos 50 Elementos 20 Elementos
Quadraticos Constantes Lineares
Desloc. Solugdo Valor Erro Valor Erro Valor Erro
Analitica (%) (%) (%)
Uy —0.02 —-0.02 0 —=0.0157 21.5 —0.0201 0.5

Us 0.02 0.02 0 0.0165 175 0.0198 1.0

Assim, observando os resultados atingidos pode-se concluir que o programa esta simulando

corretamente o comportamento eldstico linear.
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Figura 8.3: Placa Deformada

8.1.2 Validacao nao-linear (borracha)

No intuito, agora, de avaliar o programa para o caso hipereldstico, fez-se o estudo de dois

problemas apresentados em Al-Gahtani e Altiero (1996).

O primeiro trata de um problema usualmente caracterizado em testes para determinacao de
propriedades da borracha, a tracdo simples de uma tira de borracha. J4 o segundo representa um
problema aparentemente similar mas que, no entanto ndo possui solucao analitica, o de uma tira de

borracha com um furo no centro.
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Alongamento Uniaxial de uma Tira de Borracha

O problema trata de uma tira quadrada de borracha com 8 in de lado e com 0.05 in de es-
pessura sobre a qual é imposto um deslocamento nas suas bordas como pode ser observado na
Figura (8.5(a)). Como mostrado em Oden e Carey (1984) esse problema corresponde ao teste co-
mumente usado para caracterizar as propriedades de materiais como borracha ou polimeros. O
material adotado como sendo o constituindo da tira serd abordado com um modelo de material do

tipo Mooney-Rivlin. Assim, as propriedades do material adotadas na simulacio sdo apresentadas
na Tabela (8.2)

Propriedades do Material

o1 24.00 pSl
H10 1.50 pSl
v 0.5

1 2 (po1 + f110) psi

Tabela 8.2: Propriedades do material (Mooney-Rivlin)

O valor v = 0, 5 denota a imcompressibilidade do material eléstico. p1 = 2(pp1 + f410) pode

ser obtido do processo de linearizag¢do de Fj; no caso infinitesimal. Ver Bonet e Wood (1997)

Devido as caracteristicas de simetria presentes no problema o mesmo foi abordado levando-se
em consideracdo apenas um quarto do todo. Assim, as condi¢des de contorno adotadas no problema
s@o as mostradas na Figura (8.5(b)).

Figura 8.4: Condi¢des de Contorno

< > —
<] —> > —
—
<— —> —
< Lo —> k> —
<— — —
< S —
< —> D —
< — —
u u —
| 8” |
| | ANVANVANVARE
(a) Condicdes de contorno (b) Condicdo de Simetria

O deslocamento imposto a tira é de 3 vezes o seu tamanho. Ou seja, para o caso mostrado
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Condi¢des de Contorno
Xi=44 wuy,, =4A—1) u,, =0
Xy =44 ty;, =0 ty, =0

A = razdo de extensdo

Tabela 8.3: Condi¢des de Contorno

na Figura (8.5(b)) o deslocamento final serd de v = 12 in. Como trata-se de um processo iterativo
e gradual de aplicacdo das condi¢des de contorno, as mesmas foram aplicadas em sequenciais 24

passos, ou seja, cada incremento de deslocamento correspondeu a v = 0.5 in.

O dominio do 1/4 de tira foi divido em 32 células como pode ser observado na Figura (8.5).

0.121

0.1F

0.08 1

0.06 -

metros

0.04 -

0.02-

-0.02 . . . . . . )
-0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

metros

Figura 8.5: Malha - 1

Assim, ap6s executado o programa, obtiveram-se os resultados de deslocamento e tensdo
apresentados nas Figuras (8.6), (8.7) e (8.8).

Da mesma forma que em Al-Gahtani e Altiero (1996), faz-se a medida da forga total atuante
na superficie onde se aplica o deslocamento integrando-se o campo de tracdo ao longo da linha.
Para efeito de validacdo do modelo criado fez-se a mesma medida no modelo. A descricdo da

variacdo da for¢a com o incremento de deslocamento pode ser observado na Figura (8.9).

Como se pode observar no grafico mostrado na Figura (8.9) a forca total exercida na super-
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Figura 8.6: Geometria Deformada - Tensdo P,
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Figura 8.7: Geometria Deformada - Tensdo P,
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ficie que sofre o deslocamento tem, claramente, uma caracteristica ndo-linear. Ou seja, ela ndo se
comporta linearmente com o incremento de deslocamento como uma mola, por exemplo. A forca
total obtida, que gera um deslocamento de 4 vezes o tamanho inicial, foi de aproximadamente 36.60
Ib. Os valores obtidos em Al-Gahtani e Altiero (1996), com o método de elementos de contorno,
e em Oden e Carey (1984), com a utilizacdo do método de elementos finitos, foram de 35.9 Ib e

36.03 1b respectivamente.

Ainda, aproveitando esse exemplo, € interessante fazer uma andlise da influéncia da malha
sobre o resultado final e, por consequéncia, da estabilidade da rotina para com o nimero de ele-
mentos. Assim, tomando como base a medida da forca para ocasionar o deslocamento prescrito,

pode-se avaliar a influéncia da malha como mostrado nas Figuras 8.12 e 8.11.
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Alongamento Uniaxial de uma Tira de Borracha com Furo

O problema trata de uma tira quadrada de borracha com 6.5 in (0.1651 m) de lado, com 0.079
in (0,002 m) de espessura e com um furo de 0.5 in (0.0127 m) de diametro no centro. Sobre a
mesma € imposto um deslocamento nas suas bordas como pode ser observado na Figura (8.13(a)).
O material adotado como sendo o constituinte da tira serd o do tipo Mooney-Rivlin. Assim, as

propriedades do material adotadas na simulacdo sdo apresentadas na Tabela (8.4).

Figura 8.12: Condicdes de Contorno

1
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= . — —
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<« ——3 %

| 6.5" | —::
(a) Condigdes de contorno (b) Condigdo de Simetria
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Propriedades do Material

Ho1 27.02 pSl
H10 1.42 pSl
v 0.5

1 2 (po1 + f110) psi

Tabela 8.4: Propriedades do material (Mooney-Rivlin)

Dada a simetria do problema, iremos considerar apenas ;11 da tira levando-se em consideracdo
os efeitos de simetria nos eixos X; e X5. Esse e as demais condicdes de contorno impostas a tira,

podem ser observadas na Figura 8.13(b) e na Tabela 8.5.

Condig¢des de Contorno
X;=4325 wu,, =325(A—1) wu,, =0
Xo=4325 t,, =0 Uy, =0

A = razdo de extensdo

Tabela 8.5: Condi¢des de Contorno

O deslocamento imposto a tira € de 2 vezes o seu tamanho. Assim, para esse caso o desloca-
mento final serd de © = 6.5 ¢n para a meia tira. Como trata-se de um processo iterativo e gradual

de aplicacdo das condicdes de contorno as mesmas foram aplicadas em, sequenciais 20 passos.

O contorno foi discretizado com 28 elementos lineares e o0 dominio com 132 células triangu-
lares constantes como mostrado na Figura 8.13. Também, pode-se observar, que na regido proxima
ao furo ha uma maior densidade de elementos. Esse fénomeno foi propositalmente escolhido dado

a caracteristica de concentrador de tensdo do furo.

Assim, apos executado o programa, obtiveram-se os resultados de deslocamento e tensdo
apresentados nas Figuras (8.15), (8.16) e (8.17).

Por fim, seguindo a mesma linha de anélise aprensentada no exemplo anterior, faz-se a medida
da forca necessdria para ocasionar o deslocamento imposto as laterais da tira. Assim, observando
o gréfico na Figura 8.14, percebe-se tanto o comportamento ndo linear da for¢a para com o des-
locamento imposto (como ja esperado) quanto a grande proximidade dos resultados obtidos pelo
modelo aos obtidos por Al-Gahtani e Altiero (1996). Com a abodagem utilizada neste exemplo o
resultado de da forga final incrementada gradualmente para se obter um deslocamento de 6.5 in foi
de 86.84 1bf. Os resultados obtidos por Al-Gahtani e Altiero (1996) em um exemplo identico a este
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foram, observando-se graficamente, de 86 1bf.
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8.2 Conclusao

Observados os resultados obtidos e os comparando com os resultados ja apresentados na li-
teratura pode-se concluir que a metodologia utilizada para abordar materiais hipereldsticos incom-
pressiveis € totalmente satisfatéria. Em ambos os testes ndo-lineares, de alongamento uniaxial de
uma tira sem e com furo, os resultados obtidos foram muito proximos aos ja descritos na literatura
e, também, aos obtidos quando tal situacdo € simulada em softwares comerciais. Tal fato da credibi-
lidade a técnica adotada a tratar o comportamento ndo-linear de tais materiais sobre carregamentos

com a caracteristica dos ja testados e comprova a eficiéncia da técnica.
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Figura 8.15: Geometria Deformada - Tensao P,
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Figura 8.16: Geometria Deformada - Tensao P,
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Figura 8.17: Geometria Deformada - Tensdo P,
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No entanto, devido a complexidade de se resolver sistemas ndo-lineares de alta ordem, o
tempo de processamento foi alto para os casos apresentados. Como a grandeza do sistema ndo-
linear esta diretamente relacionada ao nimero de células internas, quanto maior for a discretizacao
interna maior serd o tempo de processamento. Sendo que como o nivel de discretizacao esta também
relacionado a precisdo do método, existe ai um balanco que deve ser estabelecido para se obter o

nivel desejado de precisdo com o menor “custo computacional”.

8.2.1 Trabalhos Futuros

Importantes avancos, ainda dentro da técnica aplicada, podem ser feitos. A utilizacdo de mé-
todos numéricos mais robustos e avancados para resolucio dos sistemas nao-lineares assim como a
utilizacdo de linguagens computacionais mas robustas sao exemplos de melhorias que poderiam ser

feitas para que haja um avanca no que tange a necessidade de melhoria da eficiéncia computacional.

Por fim, como proposta para trabalhos futuros sugere-se a ampliacdo desta técnica para o
caso 3D. Outro importante avanco seria aumentar o grau de interpolacdo tanto dos elementos de
contorno quanto, principalmente, das células internas. Ainda, tanto em modelamentos similares a
este quanto nas sugestoes para trabalhos futuros poderiam ser experimentados outros modelos de
materiais hipereldsticos como o de Ogden, por exemplo. Por fim, o uso de técnicas recentes para

transformacdo das integrais de dominio em integrais de contorno traria importantes avangos.
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