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Resumo

Gouveéa, Adriana dos Reis, Critérios de falha e otimizacdo de estruturas de
materiais compositos usando o método dos elementos de contorno. Campi-
nas, 2006. Dissertacao de mestrado - Faculdade de Engenharia Mecanica -
Universidade Estadual de Campinas.

Neste trabalho é apresentada uma analise, através do uso do método
dos elementos de contorno, de problemas estaticos em um modelo de estado
plano para materiais anisotrépicos. A formulagao de elementos de contorno
¢é desenvolvida usando solucoes fundamentais para elasto-estatica e sao uti-
lizados apenas elementos quadraticos continuos (3 nds por elementos). A
formulagao desenvolvida é aplicada no calculo de tensoes e deslocamentos de
estruturas planas de materiais compositos laminados submetidos a cargas no
plano da estrutura. Sao estudados também os critérios de falha para materi-
ais compositos, abordando dois critérios quadraticos: o critério de Tsai-Hill
e o critério de Tsai-Wu. Sao utilizados métodos de otimizagao para encon-
trar os valores 6timos dos angulos de orientagao das fibras que maximizem a
resisténcia da estrutura. Para a otimizacao de problemas de uma variavel é
usado o método da Secgao Aureae para problemas de varias variaveis ¢ usado o
método Simplex Modificado. A funcao objetivo para os dois casos é o critério
de falha. As variaveis de projeto sao os angulos de orientacao das fibras nas
diversas laminas do laminado. Os resultados obtidos sao comparados com

resultados disponiveis na literatura e mostram uma boa concordancia.

Palavras chaves: Materiais Compositos, Método dos Elementos de

Contorno, Otimizacao, Critérios de Falha.



Abstract

Gouveéa, Adriana dos Reis, Fuailure criteria and optimization of composite
material structures using the boundary element method. Campinas, 2006.
Dissertacao de mestrado - Faculdade de Engenharia Mecanica - Universidade
Estadual de Campinas.

This work presents an analysis, using the boundary element method, of
static problems in a plain state model in anisotropic materials. The boun-
dary element formulation is developed using basic solutions for elasto-statics
and only continuous quadratic elements (three nodes per element) are used.
The developed formulation is applied to compute the stress and displace-
ments of laminated composite structures plain submitted to loads in the
structure plane. It is studied also the failure criteria for composite materials,
considering two quadratic criteria: the Tsai-Hill criterion and the Tsai-Wu
criterion. Optimization methods are used to find optimum values for the
fibres orientation angles that maximize the strength of the structure. For
optimization problems of one variable, the Golden Section method is used
and for problems of several variables the Modified Simplex method is used.
The objective function for both cases is the failure criteria. Design varia-
bles are fibres orientation angles of all lamina of the laminate. Results are

compared with other results from literature and show a good agreement.

Key words: Composite Materials, Boundary Element Method,

Optimization, Failure Criteria.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Revisao Bibliografica

Os materiais estruturais podem ser divididos dentro de quatro categorias
béasicas: metais, polimeros, ceramicos e compésitos. Materiais compositos,
os quais consistem de dois ou mais materiais separados, combinados em uma
estrutura macroscdpica unica, sao feitos de varias combinacoes dos outros
trés materiais. Apesar da dificuldade de saber certamente quando ou onde
os primeiros humanos aprenderam sobre os compdsitos fibrosos, a natureza
nos provém de numerosos exemplos destes materiais (madeiras, ossos,...). O
livro do Exodo no Velho Testamento lembra o que certamente deve ser um
dos primeiros exemplos de compositos fibrosos feito pelo homem, os tijolos de
argila reforcados com palha, usados pelos Israelitas. Os nativos primitivos
da América do Sul e Central aparentemente usavam fibras de plantas em
suas ceramicas, baseados no desejo de evitar que a argila quebrasse durante
a cura. Mais tarde, foram desenvolvidos compésitos estruturais como o con-
creto reforcado com aco, polimeros reforcados com fibras como o vidro e o

grafite, e muitos outros materiais. Pode nao existir dividas que com as fibras



se obtém a maxima resisténcia de um material, mas existem desvantagens
6bvias do uso de materiais somente na forma de fibras. As fibras sozinhas
nao podem suportar cargas de compressao longitudinal e suas propriedades
mecanicas transversais nao sao boas como as correspondentes propriedades
longitudinais. Assim, as fibras sao geralmente intuteis como materiais estru-
turais senao tiver embebida em uma tinica estrutura com uma liga ou matriz.
As vantagens associadas a utilizacao dos compdsitos tornam-se mais claras
quando se levam em conta a rigidez por unidade de volume (rigidez especifica)
e a resisténcia por unidade de volume (resisténcia especifica): os valores su-
periores destas duas propriedades significam a possibilidade de reducao do
peso dos componentes finais, sendo que a reducao de peso significa maior
eficiéncia e menor consumo de energia.

Os plasticos reforcados estao entre os primeiros compositos estruturais.
Os compdsitos incorporando vidros ou outras fibras de moédulos relativa-
mente baixos sao usados em muitas aplicagoes de grandes volumes, tais como
veiculos automotivos, pois eles tém um baixo custo, e sao, as vezes, referidos
como compdsitos bésicos. Ja as fibras de carbono e aramida (Kevlar) sao
usadas principalmente em aplicagoes que exigem alta performance como nas
estruturas aeroespaciais onde seus altos custos podem ser justificados basea-
dos na melhoria do desempenho. As maiores vantagens sao o alto mdédulo
de elasticidade e a alta resisténcia mecanica aliados com a baixa densidade
(Gibson, 1994).

Com o aumento do nimero de projetos com materiais compoésitos surgiu
a necessidade de calcular tensoes e deformacgoes em estruturas de materiais

anisotrépicos (materiais cujas propriedades mecanicas variam com a diregao).



Esta tarefa é mais complicada que nos materiais isotrépicos (materiais cu-
jas propriedades mecanicas nao variam com a dire¢do), pois a anisotropia
aumenta o nimero de variaveis do problema. Solucoes analiticas para pro-
blemas anisotrépicos restringem-se a um pequeno ntimero de problemas de
dominios simples. No caso de estruturas e componentes mecanicos, o dominio
torna-se bastante complexo, sendo que sua anédlise s6 é possivel através de
métodos numéricos ou métodos experimentais. Com a evolucao dos computa-
dores os métodos numéricos passaram a ser utilizados para uma faixa bem
maior de problemas. Dentre os métodos numéricos que mais se destacaram
no tratamento de problemas estruturais estao o método dos elementos de
contorno e o método dos elementos finitos. Embora a obtencao de uma for-
mulacao de elementos de contorno seja matematicamente mais trabalhosa
que a de elementos finitos, os elementos de contorno possuem caracteristicas
bastante desejaveis para a modelagem de muitos problemas, tais como: (1)
conseguem modelar bem problemas de alto gradiente de tensao e deformacao
e (2) somente o contorno ¢é discretizado. Recentemente tem aumentado de
maneira significativa o nimero de trabalhos em que o método dos elementos
de contorno tem sido usado na analise de problemas envolvendo materiais
compdsitos e anisotrépicos (Sollero e Aliabadi, 1993, Deb e Banerjee, 1990,
Deb, 1996, Albuquerque e Sollero, 1998, Kogl e Gaul, 2000, Albuquerque
et al. 2002, Albuquerque et al. 2003, Albuquerque et al. 2003b e Albu-
querque et al. 2004).

Por serem constituidos de diferentes materiais e apresentarem um maior
nimero de varidveis que podem ser manipuladas durante o projeto (fragao

volumétrica das fibras, quantidade de laminas, direcao das fibras, etc.) os



materiais compositos possibilitam um ajuste mais refinado das demandas
de projeto quando comparado com os materiais tradicionais. Porém, com
este grande nimero de varidveis torna bastante dificil de se determinar os
valores 6timos nos quais a estrutura tera sua melhor performance. Desta
forma, é evidente a necessidade de se usar técnicas de otimizacao em projetos
de estruturas de materiais compdésitos. A otimizacao é a busca do melhor
resultado de uma dada operacao que satisfaca certas restri¢oes (Gurdal et al.,
1998).

Os seres humanos, guiados e influenciados por seu ambiente natural, quase
instintivamente realizaram todas as funcoes de uma maneira que economizas-
sem energia ou minimizassem o desconforto e a dor. A motivacao é explorar
os limites dos recursos utilizaveis de uma maneira que maximize a producao
ou os ganhos. Desde as mais primitivas invencoes como uma alavanca ou
uma polia mecanica, sao claramente manifestacoes do desejo dos homens para
maximizar a eficiencia mecanica. A importancia da minimizacao do peso de
estruturas foi primeiramente reconhecida pelas industrias aeroespaciais pois
nela o projeto estrutural do aviao é controlado mais pelo peso que pelo custo.
Em outras industrias, como a civil, a mecanica e a automotiva, os custos sao
as consideracoes primarias, apesar de que o peso do sistema afeta os custos
e a performance. O crescimento da falta de matéria-prima e um rapido
esgotamento das fontes de energia convencionais aumentam a necessidade
de estruturas leves, eficientes e de baixo custo. Estas mudancas criam a
necessidade dos engenheiros organizarem as técnicas de otimizacao de peso
e custo (Haftka e Gurdal, 1991).

Em geral, problemas de otimizacao tem uma funcao objetivo a qual mede



a melhora ou a eficiéncia do projeto. A maximizacao da melhora é geralmente
feita dentro de alguns limites que restrigem a escolha do projeto. Cada limite
é chamado de restricao. Finalmente, um problema de otimizacao possui as
variaveis de projeto, as quais os valores sao mudados durante o processo.
Vérios estudos tem sido feito sobre otimizacao de materiais compositos,
variando o método usado, a funcao a ser minimizada ou maximizada e as
variaveis de projeto.

Um dos primeiros trabalhos sobre a otimizagao de compdsitos lamina-
dos foi apresentado por Flanagan e Palazotto (1986) usando técnicas de
otimizagao nao-linear. Embora programas sofisticados de otimizacao fos-
sem disponiveis na época deste trabalho, eles muitas vezes nao eram usados
em projetos preliminares porque requeriam um computador de grande porte
e alguns conhecimentos de operacoes de programas. Assim, uma alternativa
eram os programas especializados em otimizacao de laminados onde se de-
senvolvia rotinas compactas e eficientes para microcomputadores. Somente a
tensao em um ponto, as cargas no plano-médio e as deflexdes eram considera-
das. Estes programas eram simples para usar e nao requeriam conhecimento
de otimizagao.

Maksimovi (1990) desenvolveu um método eficiente e confiavel para analise
estrutural e otimizacao de peso de uma estrutura complexa de compdsitos.
Ele apresentou um procedimento automatico para a minimizacao do peso de
compdsitos estruturais sujeito a varios tipos de restrigoes usando o método
dos elementos finitos. Tsau e Liu (1995) realizaram um estudo de otimizacao
da seqiiéncia de empilhamento de compositos laminados usando dois métodos

de otimizagao: o método simplex e o método de penalidade interior. Walker



et al. (1997), usando a teoria de placas de Mindlin em conjunto com roti-
nas de otimizacao, fizeram um projeto onde se buscou minimizar a deflexao
e o peso de placas de laminados compodsitos. Varias condicoes de contorno
foram consideradas e os resultados foram dados para varias razoes de aspecto
e para diferentes tipos de carregamentos. Eles apresentaram comparacoes de
resultados para minimizacao de peso e também minimizacao de deflexao.

Fukunaga e Vanderplaats (1991) usaram as orientagoes das fibras e a
espessura das camadas como variaveis de projeto. Uma técnica é também
proposta para desconsiderar as restrigoes de forcas entre camadas de espes-
sura zero. Schmit e Farshi (1973) e Schmit e Farshi (1977) mostraram a
importancia de se desconsiderar as restri¢coes de forca correspondentes as ca-
madas de espessura zero para melhorar as caracteristicas do laminado. Kim
et al. (1997) formularam um projeto 6timo, onde a funcdo objetivo é a
falha pelo critério de Tsai-Wu. Foram calculadas as orientacoes 6timas das
fibras de um compésito laminado para a maximizacao das forcas aplicadas
sob multiplas condigoes de carregamento no plano.

Mais tarde, Haftka e Walsh (1992), usando um pacote de software comer-
cial baseado no algoritmo branch-and-bound, apresentaram formulagoes de
programacao inteira para o projeto de laminados simétricos balanceados sob
compressao biaxial. Sao buscados a maximizacao de cargas de deflexao para
uma dada espessura e a minimizacao da espessura sujeito a uma restricao de
deflexao.

Sadagopan e Pitchumani (1998), Park et al.(2001), Walker e Smith (2003)
e Brighenti (2005) usaram algoritmos genéticos para o projeto étimo de lami-

nados compoésitos, sendo que Sadagopan e Pitchumani (1998) apresentaram



um estudo da construcao de uma micro-estrutura étima em conjunto com um
modelo de propriedades baseado na relagao analitica entre a micro-estrutura
e as propriedades do laminado. Os projetos étimos sao relatados para ca-
sos de estudos envolvendo propriedades existentes em aplicagoes praticas
selecionadas. A aproximacao é comparada com aproximacoes alternativas
baseadas em uma técnica de enrijecimento simulado. Park et al.(2001) usa-
ram o método dos elementos finitos considerando a deformagao de cisalha-
mento para analisar laminados simétricos sujeitos a varios carregamentos e
condigoes de contorno. O critério de falha de Tsai-Hill é usado como fungao
objetivo, e o angulo da orientacao das laminas sao as varidveis de projeto.
Walker e Smith (2003) usaram o método dos elementos finitos e técnicas de
otimizacao para minimizar o peso e a deflexdao de estruturas reforcadas com
fibras. O projeto de restricao implementado é baseado no critério de falha
de Tsai-Wu. Placas retangulares de compoésitos laminados simétricos com
oito camadas sao usados para demonstrar a técnica. Brighenti (2005) obteve
a distribuicao étima das fibras em compdsitos reforcados com fibras usando
algoritmos genéticos e a busca de valores extremos de uma dada fungao ob-
jetivo. A otimizacao da distribuicao das fibras nos materiais compdésitos
fibrosos considerou a maximizacao de algumas propriedades da estrutura,
mantendo constante a quantidade de fibras (problema de otimizagao com
restrigao). O algoritmo de otimizagao é implementado em um cédigo de
elementos finitos e algumas simulagoes numéricas sao feitas para avaliar a
confiabilidade do projeto do material com respeito a algumas performances
otimas esperadas.

Usando um método de otimizacao multicritério para a minimizacao de



peso e restrigoes devido aos critérios de falhas, Kere et al.( 2003) transfor-
maram um problema com restricao em uma seqiiéncia de problemas sem
restricoes e resolveram com um método interativo de descida.

Em um dos trabalhos mais recentes de otimizagao de materiais compésitos,
Farshi e Herasati (2005) apresentaram um método para otimizagao do peso de
laminas de materiais compdsitos fibrosos sob acao de carregamentos laterais.
O objetivo é o projeto de laminados de materiais compdsitos de minima es-
pessura que podem suportar multiplos carregamentos estaticos aplicados na
dire¢cao normal a superficie sem que ocorra falhas em nenhuma das camadas,
segundo o critério de Tsai-Hill. Nesta investigacao, a orientacao dos angulos
das fibras é tratada como variaveis discretas, as quais podem variar somente
por um aumento pré-designado, enquanto as espessuras das camadas sao
tratadas como varidaveis continuas. O procedimento de otimizacao é baseado
em uma estratégia de dois estdgios: no primeiro somente a orientagao dos
angulos das fibras das camadas é tratada como varidveis de projeto, e no

segundo, somente a espessura das camadas.

1.2 Objetivos e hipoteses
Os objetivos deste trabalho sao:

e Apresentar uma andlise dos principais critérios de falhas para materiais

compositos usando o método dos elementos de contorno.

e Mostrar a influéncia da dire¢ao das fibras na falha da primeira lamina
em um laminado de materiais compdsitos, e no valor da tensao maxima

que causa a falha.



e Encontrar a orientacao 6tima das direcoes das fibras para um laminado

simétrico, que minimizem os critérios de falha de Tsai-Hill e Tsai-Wu.
As hipéteses adotadas sao:

e Problemas estaticos em um modelo de estado plano de materiais anisotrépicos.

e Aslaminas encontram-se perfeitamente coladas umas as outras, ou seja,
nao ha deslocamento relativo das duas superficies que compoe a inter-

face entre duas laminas.

e O laminado é simétrico, o que implica na existéncia de um plano médio

de simetria.

1.3 Descricao do presente trabalho

Neste trabalho sao desenvolvidas anélises de falha e otimizacao estrutural de
materiais compésitos laminados simétricos, utilizando o método dos elemen-
tos de contorno e métodos de otimizagao continua.

No capitulo 2 sao descritas as equagoes constitutivas e os critérios de falha
para materiais compésitos. No capitulo 3 é apresentada a formulagao do
método dos elementos de contorno para materiais compésitos. E mostrado,
também, o calculo das tensoes em cada uma das laminas do laminado. Sao
apresentados alguns resultados numéricos comparando os dois critérios de
falha estudados. No capitulo 4 sao abordados alguns métodos de otimizagao.
Sao mostrados exemplos de otimizacao para uma lamina e para laminados.
No capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes sobre os métodos abordados e

também as propostas para trabalhos futuros.



Resultados parciais deste trabalho foram publicados nos artigos Gouveéa
et al. (2005a, 2005b).

O fluxograma 1.1 mostra como foi implementado o método de otimizacao.
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ENTRADA DE DADOS: GEOMETRIA DO LAMINADO,
CONDICOES DE CONTORNO, ETC.

ATRIBUIGAO DE VALORES PARA A
ORIENTAGAO DAS FIBRAS.

A

CALCULO DAS DENSIDADES DE FORCA NO

CONTORNO DO LAMINADO: METODO
DOS ELEMENTOS DE CONTORNO.

CALCULO DAS TENSOES NO CONTORNO DE
CADA UMA DAS LAMINAS.

A

CALCULO DO CRITERIO DE FALHA MAXIMO
DE CADA LAMINA.

A A

DETERMINACAO DO CRITERIO DE FALHA
MAXIMO DO LAMINADO.

A

VARIACAO DOS VALORES DE ORIENTACAO

DAS FIBRAS PARA MINIMIZAR O CRITERIO DE FALHA
( METODO DE OTIMIZAGAO ).

A

O CRITERIO DE FALHA E MINIMO?

NAO

SIM
A 4

FIM

Figura 1.1: Fluxograma do processo de otimizacao.
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Capitulo 2

Equacoes Constitutivas e
Critérios de Falha para
Materiais Compositos

2.1 Equacoes Constitutivas

2.1.1 Introducgao

Neste Capitulo é feita uma revisao da teoria da elasticidade aplicada a ma-
teriais anisotropicos. Além disso, é mostrada a obtencao das matrizes de
rigidez e flexibilidade de compdsitos laminados simétricos a partir das pro-
priedades mecanicas das laminas ortotrépicas constituintes dos laminados.
Também sao abordados os principais modos e critérios de falha descrito na
literatura para laminados compdsitos. As formulacoes matematicas presentes

neste capitulo serao usadas nos capitulos posteriores.

2.2 Elasticidade anisotropica

Considerando um elemento infinitesimal dentro de um dominio €2, o equilibrio

de forcas pode ser expresso por
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0ij.5 + bl = 0. (21)
Por sua vez, o equilibrio de momentos é expresso por
Tij = Oji, (2.2)

onde o;; ¢ o tensor de tensoes e b; é o vetor de forgas de corpo.
O vetor de forcas de superficie t; em um ponto no contorno I' de um

dominio €2 é expresso na forma

ti = 0Ny, (23)
onde n; é o vetor normal do contorno I' no ponto.
Em elasticidade linear, o vetor de deslocamentos e suas derivadas sao

assumidos como infinitesimais. O tensor de deformagao, considerando deslo-

camentos infinitesimais, pode ser escrito como

1
=5 (ury + wg) (2.4)

Para assegurar a unicidade dos deslocamentos, as componentes do tensor
de deformacoes nao podem ser designadas arbitrariamente, devendo satis-
fazer certas condicoes de compatibilidade e integrabilidade. A equacao de

compatibilidade é dada por:

Eijkl T Eklij — Eikjl — Ejtik = 0 (2.5)

que no caso bidimensional é reduzida a forma

€11,22 T €22,11 = €12,12- (2.6)
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No caso de material elastico linear, a relagao entre o tensor de tensoes

com o tensor de deformagoes é escrita, na sua forma mais geral, como

0ij = Cijki€ni (2.7)

sendo o coeficiente de linearidade Cj;; um tensor de quarta ordem (81 ele-
mentos) conhecido como tensor de constantes elasticas. Devido as restrigoes

de simetria tem-se que

Cijit = Cjints Cijit = Cijik- (2.8)

A condicao para a existéncia de uma fungao energia de deformagcao também

requer que

Cijkl = Ck:lji (29)

Estas consideracoes reduzem o ntimero de constantes elasticas de 81 para
21. Como a direcao das tensoes principais nao coincidem necessariamente
com a direcao das deformagoes principais, apenas 18, das 21 constantes sao
independentes (Lekhnitskii, 1963).

Considerando as 21 constantes elasticas, a equacao 2.7 pode ser escrita

na forma matricial como

o1 [ C11111 C11122 CY1133 C’1123 C’1113 01112 | €1

022 CY1122 CY2222 C12233 C12223 C’2213 C’2212 €22

033 _ C'1133 C’2233 C’3333 C’3323 C’3313 C13312 €33 (2 10)
023 C(1123 C(2223 C(3323 C’2323 C’2313 02312 2823 '
013 C’1113 02213 03313 C’2313 C’1313 C’1312 2513

012 L C11112 02212 C’3312 C’2312 C’1312 C’1212 i 2512



A equagdo (2.7) também pode ser escrita na forma

8@'::

SijklOk

(2.11)

onde S;ji; ¢ um tensor de quarta ordem conhecido como tensor de flexibili-

dade, que, devido as mesmas razoes do tensor de constantes elasticas, possui

21 elementos, dos quais apenas 18 sao independentes.

A equagdo (2.11) pode ser escrita na forma matricial como

€1
€22
€33
2823
2613
2812

Stize Stiss
S92 52233
So233  S3333
259223 253393
25913 253313
25512 253312

25&1
25&2
25%3
45&3
45&3
45&3

23
23
23
23
13
12

251113
25513
253313
455313
451313
451312

251112
25512
253312
455312
451312
451212

o1
022
033
023
013
012

(2.12)

Usando a notagao tensorial reduzida, proposta por Lekhnitskii (1963), a

equagao (2.12) pode ser escrita como

onde

€1
€2
€3
€4
€5
€6

a1
a2
ai3
Q14
a5
16

a12
22
23
Q24
25
26

€1
€9
€3
€4
€5
€6

a3
Q23
as3
34
ass
Q36

15

14
24
34
Q44
Q45
Q46

€11

€22

€33
2523
2813
2612

a5
Q25
ass
Q45
as5
Q56

Q16
Q26
BT
Q46
Q56
Qg6

01
02
O3
04
05

O¢

(2.13)

(2.14)



01
02
%]
04
05
o]

o1
022
033
023
013
012

(2.15)

Os coeficientes elasticos podem ser expressos em termos de constantes de

engenharia como (Lekhnitskii, 1963)

a1 = 1/E1

a13 = —V31/E1 = —V13/E3
a5 = 7732,1/E1 = 771,32/G23
92 — 1/E2

g4 = Moz /Eo = 1233/ Gas
G266 = 7712,2/E2 = 772,12/G12
agz4 = 7723,3/E3 = 773,23/G23
a3 = 7712,3/E3 = 773,12/G12
Q45 = C32,23/G23 = C23,31/G13
ass = 1/G3

age = 1/G12

a2 = V12/E1 = —V21/E2
Q14 7723,1/E1 = 771,23/G23
16 = 7712,1/E1

Qo3 = 32/ Ey = —193/ E3
ass = 31,2/ Eo = 12.31/G13
asz = 1/E3

a3s = 7731,1/E3 = 773,31/G13
ag = 1/Gos

Q46 = C12,23/G23 = C23,12/G12
Q56 = C12,31/G13 = C31,12/G12

(2.16)

onde Ej, sao os médulos de elasticidade longitudinais, ou médulos de Young,

referindo-se aos eixos xy, G;; sao os mddulos de elasticidade transversais,

ou médulos de Coulomb, para os planos definidos pelos eixos z;z;. Os co-

eficientes v;; sao chamados coeficientes de Poisson. As constantes 7;;; sao

denominadas de coeficientes de influéncia mitua de primeira espécie que ca-

racterizam extensoes nas diregoes dos eixos principais, produzidas por tensoes

tangenciais agindo nos planos principais. As constantes 7, sao os coefi-

cientes de influéncia muitua de segunda espécie, que expressam deformacoes
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tangenciais nos planos principais, causadas pelas tensoes normais atuantes
nos planos principais. Por fim, (;;z sao os coeficientes de Chentsov, que ca-
racterizam as deformacoes tangenciais em planos paralelos aos planos princi-
pais de elasticidade, causadas por tensoes tangenciais que atuam em outros
planos, paralelos aos planos principais de elasticidade.

Em estado plano de tensao (03 = 04 = 05 = 0), um material pode ser
descrito usando-se somente seis constantes elasticas independentes. Desta

forma, a equagao (2.13) pode ser escrita como

€1 a11 Aaiz2 Qe 01
9 = 12 Q922 Q9g (op) (217)
€6 Q16 Q26 Aep O¢

Substituindo as equagoes (2.4), (2.7) na equagao (2.1), obtém-se a equagao

de equilibrio escrita em funcao dos deslocamentos

Cijritrji + Ni =0 (2.18)

O tensor tensao pode ser escrito em termos de fungoes F'(xq, x2) chamadas

fungoes tensao de Airy (Lekhnitskii, 1963) dadas por

on = Fao+U
o = Fu+U (2.19)

012 = —F12;

onde U é uma funcgao potencial na qual

U; =pi (2.20)
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Substituindo as equagoes (2.19) na equagao constitutiva (2.17) e entao na
equagao de compatibilidade (2.6), resulta na equagao diferencial para fungoes

tensao F'(xy, )

CL11F,2222 - 2016F,1222 + (2(112 + a66)F,1122 - 2a26F,1112 + CL22F,1111 =

—(a12 + ag2)U 11 + (@16 + aze)U12 — (—a1n + a12)U 22 (2.21)

No caso da auséncia de forgas de corpo a equacao (2.21) pode ser escrita

como

Cl11F,2222 - 2a16F,1222 + (2@12 + QGG)EHQQ - 2Cl26F,1112 + Cl22F,1111 =0

(2.22)
Criando o operador diferencial
0 )
A= — — p— 2.23
k O Mok oy ( )
aplicando este operador na fungao tensao F'(z1,z5) na forma
A1A2A3A4F - 0 (224)

e expandindo a equacao (2.24) tem-se

F o990 — (papioptspia) Fliaoe + (p1fio + pafispin fra + popts + phofia
+ptapea) Fiiog — (papopes + pphofia + paftspes + popisfia) F112

+(papopizpia) Finnn = 0 (2.25)
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As equagoes (2.22) e (2.25) serao idénticas se i1, g, pg € fi4 forem raizes

da equacao

CL11/L4 — 2&16,LL3 + (2&12 + aﬁﬁ),uQ - 2@26/JJ + Q99 = 0 (226)

As raizes da equacao (2.26) sdo sempre complexas ou imaginérias puras,
ocorrendo aos pares (puy e fix) conforme mostrado por Lekhnitskii (1968).

Criando-se a varidvel

Zp = T1 + T k=12 (2.27)
tem-se que

0 0 d
Ap=——pfg=—=— 2.28
F 0xs Hie ory  dz ( )

Exigindo que a fungao tensao seja real, tem-se
F(CL’l, Ig) = ZRG[F1<21) + FQ(ZQ)] (229)

Introduzindo a notacao

= 2.30
de k(Zk)v ( )

onde a convencao de soma nao é empregada em k, e substituindo a equacao

(2.29) na equagao (2.19), obtém-se as componentes de tensao
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o = 2Re [0 (1) + 1394 (20)]
o0 = 2Re W) (z1) + U3 (2)] (2.31)

012 = —2Re [Ml‘lfgl)(zﬁ + M2‘I’(21)(22>}

onde \I/,(Cl) representa a primeira derivada de Wy.
Substituindo a equacdo (2.31) na equagao (2.17) e entdo na equagao

(2.18), desprezando-se os movimentos de corpos rigidos e integrando, obtém-

Se
uy = 2Re [q11W1(21) + 12V (22)]
Ug = 2Re [q21\111(21) + QQQ\PQ(ZQ)] (232)
onde
2 _

Qiafbk + Q22 / i, — Qo6

¢é a matriz de parametros complexos.

Uma vez que as condicoes de contorno sejam conhecidas, determina-se a
fungao tensao, dada pelas equagoes (2.19) com derivadas dadas pela equagao
(2.30), que satisfaga estas condigoes, determinando assim os campos de deslo-

camentos, dados pelas equagoes (2.32), e tensoes, dados pelas equagoes (2.31).
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2.3 Equacao constitutiva de uma lamina

Se for considerada apenas uma lamina, na qual as fibras imersas numa matriz
estao alinhadas unidirecionalmente (Figura 2.1), esta lamina é ortotrépica e

sua relacao tensao deformacao é dada por

011 Qu Q12 0 €11
022 = | Q12 Qo 0 €22 (2'34)
019 0 0 26266 €12

onde (;; sao as componentes da matriz de rigidez, ou seja

Q=[Qy] = [@ij]il (2.35)

Fibra

Figura 2.1: Lamina ortotrépica.

Em termos das constantes de engenharia, as componentes do tensor de
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rigidez podem ser escritas como

Qu = E1/(1 - V12V21) Q22 = E2/(1 - V12V21)
Qe = G2 Q16 = Q2 =0
Q12 = V21E1/(1 - V12V21) = V12E2/(1 - V12V21)

(2.36)

Sendo a lamina ortotrépica, esta fica completamente caracterizada com
quatro constantes eldsticas: os moédulos de elasticidade longitudinais E; e
FE5 nas diregoes 1 e 2, respectivamente, o modulo de elasticidade transversal
(GG12 e a razao de Poisson, v15. A quinta constante eldstica, vo; pode ser

determinada pela relagao constitutiva, devido a simetria da matriz Q

vo1En = 119 Fy (2.37)

Muitas vezes os eixos principais da lamina (z122) nao sao coincidentes
com os eixos do laminado (Z1Z2). Quando isto ocorre, a relagao constitutiva
para cada lamina individual dever ser transformada para o eixo de referéncia
do laminado (Figura 2.2) para entdo se determinar a rela¢do constitutiva.
Para que esta transformacao seja feita, basta que os tensores de tensao e

deformacao sejam multiplicados pela matriz de transformacao, ou seja

o o1
0'52 =T 092 (238)
Uig 012
€11 S
5/22 =T £929 (239)
€12 €12

onde agj e agj sao tensores de tensao e deformacao, respectivamente, escritos
no sistema de referéncia do laminado, o;; e €;; 0s mesmos tensores escritos

no sistema de referéncia da lamina e T a matriz de transformacao dada por
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m n 2mn
T=| n* m> —2mn (2.40)
—mn mn m?—n?
sendo

m = cost (2.41)

n = senf (2.42)

Convém observar que a matriz inversa T~! pode ser obtida pela substi-

tuicdo do angulo positivo 0, conforme Figura (2.2), pelo angulo negativo —6.

A equacao constitutiva pode ser escrita da forma

!
011

€
0hy ¢ =TTIQ(T™H) { en (2.43)
01 €12
onde (T')’ representa a matriz transposta da matriz inversa de T e
m?  n? —2mn
T ' =T(-0) n>  m?  2mn (2.44)
mn —mn m? — n?
Multiplicando-se as matrizes da equagao (2.43), tem-se
o1 Qn Qu Qm €11
o Qiz Q2 Q | { &b (2.45)
o1 Qe Q26 (oo €12

onde

Qu = Qllcos49 +2(Q12 + 2Q6g)sen29(30529 + Qggsen49
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QQQ = Q1158n40 + 2(@12 + 2@66)Sen29COSQ¢9 + Q22C0840

Q12 = (Qu1+ Qo — 4@66)sen29c0828 + ng(sen49 + cos48)

Qes = (Q11 + Qa —2Q12 — 2Qss)sen*dcos?d + Qg (sen’d + cos'd)

Qe = (Qui — Qua — 2Qus)senfcos’d + (Qua — Qaa + 2Qs6) (sen’fcost)

Qo = (Qu — Quz2 — 2Qg)senfcos’d + (Q12 — Q2o + 2Q¢6) (senfcos®0)
(2.46)

A matriz QQ é completamente preenchida, sendo que das seis constantes
eldsticas que governam o comportamento da lamina, duas, Qi € Qag, S0
combinagoes das outras quatro. No sistema de coordenadas transformado, a
lamina é dita geralmente ortotrépica, e a matriz Q é parecida com a matriz
Q) dos materiais totalmente anisotrépicos (Q1g # 0, Qo6 # 0). Quando se

tem Q16 = Q26 = 0 diz-se que o material é especialmente ortotrépico.

2.4 Laminados simétricos

Laminados simétricos sao laminados cujas laminas sao montadas de maneira
que haja um plano médio em relacao ao qual para cada lamina de um lado
deste plano existe uma outra, idéntica em propriedade e orientacao, localiza-
da a mesma distancia porém do outro lado deste plano médio (Figura 2.3).

Por apresentarem uma equacgao constitutiva mais simples e por nao apre-
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T2

\/

L1

Figura 2.2: Sistemas de coordenadas da lamina (z723) e do laminado (Z1Z2).

sentarem problemas de distorcao térmica durante a fabricacao, os laminados
simétricos sao de utilizacao bastante comum em estruturas.

A nao existéncia de um plano médio implica num laminado no qual nao
¢é possivel uma andlise bidimensional pois, mesmo que o carregamento seja
constante em relagao ao eixo x3, ao longo de toda a espessura do laminado,
além das deformagoes no plano x;zs, havera também uma flexao em torno
do eixo w1 ou xs, aparecendo deformagoes nos trés eixos.

A hipoétese inicial sobre a qual os laminados simétricos podem ser tratados

pela formulacao aqui apresentada é que as deformagoes em qualquer reta per-
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Plano médio

Figura 2.3: Laminado simétrico.

pendicular ao plano z1x, sejam as mesmas em toda a espessura do laminado.
Isto equivale a dizer que as laminas encontram-se perfeitamente coladas (nao
hé escorregamentos entre uma lamina e outra).

As componentes do vetor de densidades de forga num laminado sao obti-
das integrando as componentes de tensoes atuantes em cada lamina, ao longo

de toda a espessura h do laminado, ou seja
h/2 p
N, :/ ” 2.47
j oy 043 ( )

onde 0;; ¢ o tensor de tensao atuante em uma lamina individual e IV;; € o

vetor de densidade de forga.
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Considere o laminado constituido de N laminas genericamente ortotrépicas,
conforme mostrado na Figura (2.4). As forgas atuantes no plano médio deste
laminado podem ser obtidas pela substituicao da integral continua pela soma

das integrais, representando a contribuicao de cada lamina

Niy N 011

NQQ = Z/ J922 dl’g (248)
N1y b=t gy X

h/2 )

21

n

Figura 2.4: Laminado com n camadas.

Substituindo a equagdo (2.45) na equagao (2.48) tem-se

N1y N By, Qn le Qle‘ €11
Ny = Z /h le Q22 Qzﬁ €99 ¢ dxs (2.49)
Nip B=L U7 L Qs Q26 Qes |, | €12

Convém lembrar que o tensor de deformagoes €;; ¢, por hipétese, o mesmo
em todas as laminas.
Sendo a matriz de rigidez Q, e o vetor deformagao €;; constantes ao longo

da espessura da lamina (hy — hx_1), a equagao (2.49) pode ser reescrita como
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Niy N Qn Qu QIG 11

Ny 3= 1|> | Quz Q2 Qs | (he —heo1)|{ €2 (2.50)
Nip F=1 ] Qe Qa6 Qoo k €12
ou
Nyp A A Asg €11
Nay = | A Ap Ay €22 (2-51)
Nis A Asg Ass €12
onde
N
A=> Qulhy — hy_1) (2.52)
k=1

¢é a matriz de extensao.
Integrando-se a equagao de equilibrio (2.1) ao longo da espessura pode-se

escrever:

onde ¢ e j assumem valores 1 e 2.

2.5 Ensaios para determinacao das propriedades
elasticas e de falha do material

Para que se possa dimensionar uma estrutura de material compédsito para
uma dada carga em problemas onde o critico é a carga e nao a deflexao,
¢ necessario que se conheca os limites de resisténcia deste material . Estes
limites sao determinados através de ensaios experimentais destrutivos. Para
o caso de uma lamina com fibras unidirecionais em geral sao necessarios 5

limites de resisténcia para caracterizar o material: X, (limite de resisténcia
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3.8 cm 15.2 cm 3.8 cm

Figura 2.5: Corpo de prova para ensaio de tracao: 1- carregamento longitu-
dinal; 2- carregamento transversal.

a tracdo na dire¢ao longitudinal), X, (limite de resisténcia a compressao na
direc¢do longitudinal), Y; (limite de resisténcia a tragao na diregao transver-
sal), Y. (limite de resisténcia & compressao na dire¢ao transversal) e S (limite
de cisalhamento). Desta forma, tem-se cinco tipos de corpos de prova que
possuem varias laminas todas com a mesma orientacao das fibras e dimensoes
padronizadas. Os corpos de prova para ensaios de tracao usados na deter-
minagao de X; e Y; sao laminas retangulares de secao constante nas quais sao
coladas laminas de fixacao (Figura 2.5). E medida diretamente a deformacao
através do uso de sensores, tais como os extensometros elétricos, colados ao
corpo de prova.

O ensaio de compressao, cujos corpos de prova sao mostrados na Figura
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Figura 2.6: Corpo de prova para ensaio de compressao.

2.6, é um dos mais dificeis tipos de teste devido a tendéncia de falha pre-
matura por flambagem do corpo de prova. Um destes testes é o chamado
Celanese, descrito pela norma ASTMD-3410-87 que, apds uma modificacao
no sistema de fixacao, ficou também conhecido como IITRI (Daniel e Ishai,
1993).

O método mais comum para se determinar as constantes de cisalhamento
¢ o descrito pela norma ASTMD-3518-76 (1982). Este método utiliza um
corpo de prova de 8 camadas e dois extensometros dispostos a 90 © um do
outro (Figura 2.7). O corpo de prova é ensaiado em tragao. Os procedimentos
e corpos de prova para determinar as propriedades de falha por cisalhamento

sao especificados pela norma ASTMD3039-76.
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Figura 2.7: Corpo de prova para ensaio de cisalhamento.
2.6 Modos de falha de uma lamina

Devido a sua constituicao, um material composito laminado unidirecional,
reforgado com fibras, pode falhar de diversas formas:

- Por trincas na matriz, normalmente decorrente de tensoes transversais a
direcao das fibras, quando a solicitacao da matriz é expressiva.

- Por descolamento interfacial, ou seja, um deslocamento relativo entre a
fibra e a matriz, resultante do colapso da interface entre ambas. Uma vez
rompida a ligagao entre fibra e matriz, a carga nao ¢ mais transferida entre
esses dois componentes, reduzindo drasticamente a resisténcia do composito.
- Descolamento e ruptura das fibras, normalmente decorrente da tensao apli-
cada na direcao das fibras em laminas cujas fibras sao as responsaveis pela
resisténcia do compdsito (o carregamento é aplicado na diregao das fibras).
- Delaminagao, ou seja, a separagao entre as laminas que formam um lami-

nado. E resultado em geral de tensoes na direcao normal as laminas.
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2.6.1 Critério da Maxima Tensao

E 0 mais simples dos critérios. Considera que a falha ocorre quando qualquer
uma das tensoes calculadas no eixo principal do material (071, 012 € 097) €x-
ceder os limites estabelecidos pelos ensaios experimentais. Ou seja, segundo
este critério, para que o material nao falhe é necessario que:

o1 < Xt se 011 > 0,

lo11| < X. se o171 < 0;

099 > Y; se g99 > 0;

’022’ <Y,.se 09 < 0;

12 < S

2.6.2 Critério de Tsai-Hill

A grande deficiéncia do critério da maxima tensao é que ele considera que
os componentes de tensoes nao interagem entre si no mecanismo de falha.
Porém, evidéncias experimentais mostram que estas interacoes afetam a
falha. Desta forma é interessante que se tenha critérios de falha quadraticos,
similares ao critério de von Mises, para se levar em conta as interagoes entre
as componentes de tensao.

O critério de Tsai-Hill tem como base o critério de Hill (1948) que propos
um critério de falha similar ao de von Mises para materiais anisotrépicos. O

critério de Hill para um estado biaxial é dado por:

Ao}, + Bosy + Coy1092 + Doty = 1 (2.54)

onde A, B, C' e D sao parametros caracteristicos do material. Note que se

A=B= 1/05, C = —1/022/ e D = 0, o critério de Hill se iguala ao critério
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de von Mises, escrito em funcao das tensoes principais, ou seja:

(2.55)

2 2 2
011 + 03 — 011022 = 0,

onde o, ¢ o limite de escoamento do material
Tsai (1968) aplicou o critério de Hill em materiais compoésitos relacio-
nando os coeficientes A, B, C' e D com os limites de falha X, Y e S. Os

coeficientes sao determinados a partir das falhas dos corpos de prova, ou seja:

Falha por tracao na direcao das fibras :
Neste caso: 011 = X4, 099 = 015 = 0.

Dai, da equagao (2.54), tem-se:
A=1/X? (2.56)

Falha por tracao na diregao transversal as fibras :

Neste caso: 011 = 012 = 0 e 099 = Y}, ou seja:

B=1/Y? (2.57)

Falha por cisalhamento :

Neste caso 011 = 099 = 0 e 010 = .5, ou seja:

D=1/5" (2.58)

O parametro C' leva em conta a interagao entre as tensoes normais nas
direcoes normal e transversal as fibras. Para um caso biaxial em que 011 =
092 # 0, tem-se que o125 = 0 (estado hidrostatico biaxial). Assumindo que

para este caso o material falhe de acordo com a teoria da méxima tensao,
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o material ird falhar quando 017 = 099 = Y}, pois Y; é normalmente muito

menor que X;. Dai, tem-se:
C=-1/X} (2.59)
Desta forma, o critério de Tsai-Hill para um estado biaxial é dado por:

2 2 2
011 011022 | O30 | 079

! 2.60
X? X? + Y2 + 52 ( )

Caso 011 ou 099 seja de compressao, deve-se trocar X; ou Y; por X. ou

Y., respectivamente.

2.6.3 Critério de Tsai-Wu

Uma desvantagem do critério de Tsai-Hill é que nao ha uma distingao direta
entre os limites de resisténcia a tracao e a compressao. Os parametros de
resisténcia devem ser especificados de acordo com o estado de tensao. Com o
critério de falha de Tsai-Wu procura-se uma melhor correlagao com os dados
experimentais através do incremento do niimero de termos na equacao de
aproximacao (melhor ajuste da curva aos dados experimentais). Tsai e Wu

(1971) propuseram uma nova expressao para o critério de falha:
F1011 + FQO'QQ + F6(712 + Fllafl + F22032 + FGGU%Q + 2F120'110'22 =1 (261)

Da mesma forma que para o critério de Tsai-Hill, a determinagao dos
coeficientes ¢ feita pela substituicao dos resultados experimentais na equacao
(2.61).

Por exemplo, para o caso de tensao somente na direcao das fibras, com re-

sisténcia a compressao e a tragao dadas respectivamente por X, e X; tem-se:
2
X+ FnX;=1
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FiX.+FPhX2=1 (2.62)

A solucao do sistema de equacoes acima resulta em:

1 1
o= — 1 =
A
1
Fyy =— 2.63
=Xy (2.63)
Similarmente, considerando tensoes na diregao transversal as fibras:
1 1
= — 4
TV W
1
Fy = — 2.64
2=y (2.64)

Para que o critério independa do sinal da tensao de cisalhamento, os

termos lineares de 015 devem ser nulos, ou seja:

Fﬁ == F16 - F26 =0 (265)

Para um estado de cisalhamento puro:
019 = S
o11 =092 =0

ou seja,
1
S2

Para se evitar a necessidade de mais um ensaio experimental, ¢ comum

Fgs = (2.66)

que Fio seja assumido de maneira a fazer o critério de Tsai-Wu concordar
com algum critério mais simples. A abordagem mais usada é fazer: Fj, =
—1/(2VFi ) = —1/ VX XYiY))

pois, neste caso, se o critério de Tsai-Wu for aplicado em um material como

ago de baixo e médio carbono (isotrépicos e duteis), onde X; = X, =Y, =
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Y. = 5,, sendo S, o limite de escoamento, obtém-se o critério de von Mises,
ou seja:

2 2 _ Q2

011 + 099 — 011022 = Sy

Uma vez que todos os coeficientes foram determinados, o critério de Tsai-

Whu é escrito como:

2 2 2
0711 09 D) 011022 1 1 ) ( 1 1 )
S (e S =1
XX vy ¢ s anAl (Xt X))t \y Ty)o=
(2.67)

Observa-se que o critério de Tsai-Wu é mais geral que o critério de Tsai-

Hill, ja que relaciona mais propriedades mecanicas.

2.7 Critérios de Falha para Materiais Compdsitos

Os critérios de falha relacionam estados de tensdo dos corpos de prova (en-
saios experimentais) com estados de tensdo de pontos das laminas do lami-
nado.

A determinacao dos limites de resisténcia do material compdésito laminado
apresenta muitas dificuldades. A complicacao é devido as varias camadas
do material terem diferentes orientagoes e propriedades. As tensoes e as
resisténcias podem ser diferentes em diferentes camadas. A tensao em uma
lamina pode atingir o limite de resisténcia antes que em outras laminas.
Desta forma, é comum assumir que a falha do laminado ocorre quando a
primeira lamina falha (teoria da falha da primeira lamina) embora existam
abordagens que consideram que a falha sé ocorre apds a falha da tltima
lamina do laminado (teoria da falha da ultima lamina). Neste trabalho o
critério de falha é calculado em pontos pré-definidos das laminas do laminado

e, uma vez que uma das laminas falhe, é assumido a falha do laminado.
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Figura 2.8: Lamina quadrada sob tracao uniforme.
2.8 Comparacao entre os critérios de falha

Considere uma lamina de material compdsito cujos limites de resisténcia sao
dados por: X; = 1260 MPa, Y; = 61 MPa, S = 101 MPa, X, = 2500 MPa,
Y. = 202 MPa. O angulo entre o sistema de referéncia do material e a dire¢ao
horizontal é #. Esta lamina encontra-se sob tracao uniaxial o, conforme
mostrado na Figura 2.8. Neste caso, as tensoes escritas no referencial do

material, conforme a equagao (2.38), sao dadas por:

011 ag
o0 ¢=T71{ 0 (2.68)
J12 O

A tensao que causa a falha da lamina segundo o critério de Tsai-Hill é
0 = Omaz Para a qual f(f) = 1. Uma vez que o material tem comportamento

linear, se a tensao o variar proporcional a um fator k, todas as tensoes na
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lamina variam proporcionalmente a este fator k.

Desta forma, para f(6) = 1, tem-se que:

. []CO'H(@)]z . k?O'H(Q)kO'22<9)+

1= X2 X2
N 2
[k:oii(f)] N [lmlége)] (2.69)
ou seja:
| = K2F(6) (2.70)
Dai, tem-se:
1
o (2.71)
f(0)
e
o = ko (2.72)

De maneira similar pode-se também calcular a tensao que causa a falha
segundo o critério de Tsai-Wu, substituindo a equagao (2.68) na equagao
(2.67).

A Figura 2.9 mostra uma comparagao entre os critérios de Tsai-Hill e
Tsai-Wu. Conforme pode ser notado, ha uma boa concordancia entre os
critérios para este problema. Porém, conforme serd mostrado no Capitulo 3,

para muitos casos existem discordancias visiveis entre as curvas dos critérios

de falha.
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Figura 2.9: Comparacao entre os critérios de falha de Tsai-Hill e Tsai-Wu.
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Capitulo 3

Método dos elementos de
contorno para materiais
anisotropicos

3.1 Introducao

Neste Capitulo é desenvolvida a formulacao dos elementos de contorno para
o tratamento de problemas de elasticidade plana em materiais anisotrépicos,

considerando a presenca de forcas de corpo genéricas.

3.2 Formulacao integral

Assumindo-se uma funcao vetorial continua u!, que representa o desloca-
mento de um estado elasto-estatico definido sobre um dominio €2, como sendo

uma fungao peso residual da equagao de equilibrio (2.53), tem-se:

Ny utd) /bi *d) =0 3.1
/Q 3,5 Wi + 0 U, ( )

Pela regra de derivacao do produto de duas fungoes tem-se:
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(Nijui) k= Nijrw; + Nijug g (3.2)

Pode-se escrever u;; como a soma de um tensor simétrico e um anti-

simétrico, da forma

. 1
U

1 [ ] [ ] [ [ ]
i 5( S(ug; —us,) =& Tt W (3.3)

L] L]
ulmj + /U/_772> + 2 [2¥} J5?

sendo que €7; e wy; representam os tensores deformacdo (simétrico) e rotagao

(anti-simétrico), respectivamente, do estado eldstico ” e 7.

Substituindo (3.3) em (3.2) tem-se

(Nijus) j = Nijgu; + Nijey; + Nijwy; (3.4)

sendo N;; um tensor simétrico. O produto de um tensor simétrico por um

anti-simétrico é nulo. Desta forma, a equagao (3.4) torna-se

Nijjui = (Nijug) ; — Niges; (3.5)

Substituindo a equagao (3.5) na equacgao (3.1) tem-se

/ Nijet,d© +/ ),;d9 +/ biutdQ = 0 (3.6)

Pelo teorema de Green tem-se:

/( ),;dQ = / u)ndl = /tu‘dF (3.7)

onde
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Substituindo (3.7) em (3.6), tem-se

/ Nijet,d€ = / tuldl + / byl d) (3.9)
Q r Q

Se partirmos da equagao (2.1) como sendo a correspondente ao estado
u? e a funcao de interpolagao da equagao (3.1) como sendo u;, obtém-se, de

forma andaloga a anterior

/ N2 eyd = / 2D + / b9 (3.10)
Q r Q

Pelo teorema reciproco dois estados de um mesmo material podem ser
relacionados por Nfe;; = Nyej;. Desta forma, igualando-se as equagoes

(3.10) e (3.9), tem-se

/F tusdl + /Q UhidQ) = /F t2u,dl + /Q wibtdo) (3.11)
A equacdo integral (3.11) relaciona dois estados quaisquer de tensoes.
Para que se possa tratar problemas de elasticidade em meio continuo, sera
adotado que um destes estados é conhecido, e o outro se deseja determinar.
No caso de elementos de contorno, o estado conhecido é o chamado estado
fundamental que corresponde a resposta de um corpo infinito a uma carga
concentrada unitdria em um ponto x’. A representacao matematica de uma
carga concentrada unitaria é dada pelo delta de Dirac que é definido como
d(x—x') =00 se Xx =X

d(x—x)=0 se X # X' (3.12)
[ 0(x—x)dQ =1

A razao da escolha do estado fundamental deve-se ao fato que a funcao

delta de Dirac reduz o nuimero de integrais de dominio, pois esta possui a

42



propriedade

/Q F(x)8(x — x)dQ = f(x) (3.13)

para um dado ponto x’ € (.
Considerando o estado ” @ 7 como sendo o estado fundamental de um
problema estético livre de forgas de corpo (b = 0), a equagao (3.11) pode

ser escrita como

/F Tudl + /Q b UpdS) = /F t,Usedl" — /Q Surusd) (3.14)
onde U;, e Ty, representam respectivamente deslocamentos e forgas de su-
perficie na dire¢ao k, num ponto x, devido a uma forga concentrada unitaria
aplicada de forma estdtica num ponto x’ numa direcao i. Por serem solugoes
do estado fundamental, U;, e T, sao chamadas solugoes fundamentais de
deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente.

Devido a propriedade (3.13), a equagao (3.14) pode ser escrita como

g+ / Toudl = / Uyl — / biUdS) (3.15)
I T Q

Considerando que as forcas de corpo b; sao nulas, pode-se escrever:

g+ / Tudl = / Uyst:dD (3.16)
I I

3.3 Solucoes fundamentais anisotrépicas

Para se obter as solucoes fundamentais estaticas para problemas bidimen-
sionais em materiais anisotropicos, o dominio {2 serda mapeado num plano

complexo, usando a seguinte mudanca de variavel
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! / !
D 2 T U B4 e ol LR
z —{ 2 }—{ ¥ ot } (3.17)

L= 319
onde py, sdo raizes complexas da equacao (2.26), =} e x4, sdo as coordenadas
do ponto fonte (ponto de aplicagdo da carga concentrada unitaria) e x; e xo
sao as coordenadas do ponto campo (ponto de obtengao da resposta devido
a aplicacdo da carga unitaria).

Se for considerado um contorno fechado I' ao redor do ponto fonte e se
forem usadas as forgas de superficie definidas pela equagao (2.3) e as tensoes

definidas pela equagao (2.31), tem-se

/FtldF — 9Re[jn ¥y + paWs]],

/F tadl = 2Re[[W; + W] (3.19)

onde os colchetes duplos representam o salto na func¢ao para um contorno
fechado ao redor do ponto fonte. Se o contorno I" engloba z’, entao o resultado
das equagdes (3.19) serdo diferentes de zero.

As solugoes fundamentais em um plano anisotrépico infinito podem ser
encontradas usando-se a funcao tensao de Airy resultante das forcas de su-
perficie fundamentais, dadas pelas equagoes (3.19), e a equacao de equilibrio
de forgas (2.1) considerando forgas de corpo e efeitos de inércia nulos.

A funcao tensao de Airy para um ponto carregado na direcao x; pode ser

representada por W;,. Como as equagoes integrais de contorno (3.19) possuem
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sinais opostos a carga aplicada, ela pode ser expressa para um ponto fonte

como

2Re[[u1 Vi1 + oWl = =01,

As equagoes (3.20) podem ser satisfeitas para qualquer contorno fechado
7', tomando
U = Ay In(z — 2) (3.21)
onde A;. sao constantes complexas. Usando propriedades de fungoes com-
plexas, pode ser mostrado que para qualquer contorno fechando o ponto z’
In(z — z') = 2mi. (3.22)

Usando as equagoes (3.20), (3.21) e (3.22), podem ser obtidas duas equagoes

para as constantes desconhecidas A;

A — A+ Aip — Ayg = 632/ (20)

i An — fiAp + pedio — oA = —81/(2m0) (3.23)

As duas outras equacoes necessarias para se determinar A;; resultam da

exigéncia que os deslocamentos tenham valores tnicos, ou seja

45



)] = 0 (3.24)

Usando as equagoes de deslocamentos (2.32), a equagao (3.21) e a equagao

(3.22), a equagao (3.24) pode ser expandida como

quiAin — quAa + @2l — G2l =0

g An — G An + gaaAia — G2 Aip = 0 (3.25)

Escrevendo as equagoes (3.23) e (3.25) na forma matricial, tem-se

1 -1 1 -1 A 3;0/(2mi)

p1 o iy Mo~ Ap | _ ) —0;/(2m0) (3.26)
Q11 —qu1 @12 —qi2 Ajo 0 '
21 —Qo1 22 —(p Ajo 0

que é suficiente se para encontrar as constantes complexas A;,. No caso de
materiais isotrépicos a equacao caracteristica (2.26) se torna biquadrada com
duas raizes iguais a ¢ e duas iguais a —¢. Estes valores tornam o sistema de
equagoes (3.26) singular. Por causa disso nao é possivel o uso de materi-
ais isotrépicos para comparar esta formulacao com a formulacao isotrépica
que utiliza a soluc¢ao fundamental de Kelvin (Dominguez, 1993) e (Partridge
et al., 1992). Para fazer esta comparagdo serao usados materiais quase-

isotropicos, ou seja

Ey=E +e¢~E (3.27)

sendo que
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e <107%E, (3.28)

Er
Gio=—7"— 3.29
12 2(1 + Vlg) ( )

As solugoes fundamentais para deslocamentos sao obtidas inserindo a
fungao tensdo dada pela equagao (3.21) nas equagoes de deslocamentos (2.32).

Desta forma, tem-se

Uji(Z,, Z) = QRG[qilAjl ln(21 — Zi) + quAjQ IH(ZQ — Z;)] (330)

Similarmente, as solugoes fundamentais para forcas de superficie sao obtida
pela substitui¢do da equagao (3.21) nas equagoes de tensao (2.31) e usando

a equagao (2.3)

1 1
j’i.(zl7z) = 2Re mgﬂ(uml — n2>AJ’1 + mgig(ﬂgnl — nz)Ajg
(3.31)
onde
| M M2
91 = [ 1 1 ] (3.32)

e ny sao as componentes do vetor normal externo.

Note que tanto a solucao fundamental de deslocamentos quanto a de
forcas de superficie sao singulares quando o ponto fonte tende ao ponto
campo. No caso da solucao fundamental de deslocamentos a singularidade é

fraca (Inr). Ja no caso da solucao fundamental de forgas de superficie tem-se
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uma singularidade forte (1/r). As formas como estas singularidades serao

tratadas é mostrada na segao 3.6.

3.4 Equacoes integrais singulares

A equagao integral (3.16) foi escrita para um ponto do interior do dominio.
Uma vez que o ponto fonte é interno, a equagao contém apenas integran-
dos regulares. Considere agora o limite da transicao quando o ponto fonte
tende ao contorno. Esta operacao pode ser implementada colocando o ponto
fonte no contorno e diminuindo o dominio do problema por uma regiao
semi-circular, com contorno I'! e raio €, centrado no ponto fonte, conforme
mostrado na Figura 3.1. Com esta configuracao, o contorno completo é di-

vidido em duas partes, na forma

Figura 3.1: Ponto fonte localizado no contorno, circundado por uma regiao
semi-circular.

I'=lim (' =T, +1I7) (3.33)

onde € é o raio do semi-circulo de centro no ponto fonte, pertencendo ao

contorno I' (Figura 3.1). A equagao (3.16) é, entao, reescrita como:
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€=0 JP—T+T* €0 JT—T+I;

A integral do lado direito da equagao (3.34) contém um integrando de sin-
gularidade fraca da ordem In(1/r) e é integravel como uma integral imprépria.
A integral do lado esquerdo tem uma singularidade forte, de ordem 1/r, que
pode ser regularizada com o primeiro termo da expansao de Taylor em torno

do ponto fonte, ou seja

lim [ Ty ui(z) dl = lim [ Ty [ui(z) — Uz’(zl)] dl’ +
r:

e—0 . T 2 e—0

ui(z/)lim/Tli dl’ +
e—0 I

liny /F Tiu(z) dT (3.35)

Assumindo que os deslocamentos sao continuos no ponto fonte, o primeiro
termo do lado direito da equacao (3.35) é integréavel e desaparece no processo
de limite. O segundo termo da equagao representa um salto nos deslocamen-
tos dado por A;;(z)u;(z’), no qual A;;(z’) é uma constante que depende da
geometria local e das constantes elasticas. Finalmente, o terceiro termo do
lado direito da equacao resulta numa integral impropria que é calculada no

sentido do valor principal de Cauchy. Portanto, quando € — 0, o ponto fonte

tende ao contorno e, no limite, a equacao (3.34) pode ser escrita na forma

r
onde f representa integral no sentido do valor principal de Cauchy e o
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coeficiente ¢;(z") é dado por dij + A;;(2z'), no qual J;; representa o delta de

Kronecker.

3.5 Formulacao dos elementos de contorno dis-
cretizada

Para se obter a solucao do problema elasto-estatico, o contorno é dividido
em elementos de contorno. Nesta etapa do trabalho, serao utilizados apenas
elementos quadraticos (3 nds por elementos) continuos (elementos cujos nés
da extremidades sdo compartilhados com os elementos vizinhos).

Nesta formulagao sera mais conveniente trabalhar com vetores que usar

notacao indicial. Desta forma tem-se

u = ¢u®

t = ot (3.37)

sendo que as variaveis em negrito representam vetores de dimensoes 2N,
onde N é o ntimero de nés, u® e t® representam os valores nodais dos
deslocamentos e forgas de superficies, respectivamente, ¢ é o vetor de fungoes
de forma, u e t representam os deslocamentos e tensoes ao longo do elemento,
respectivamente.

Considere que o dominio tenha sido dividido em NFE elementos de con-

torno. Substituindo as equagoes (3.37) na equacao (3.36), tem-se

- NE ) NE )
+ TodI J = UapdQ » t7 3.38
o ;{fﬂ }u g{/F 5 } (3.38)
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Chamando

/ Usdrl = G
r
e
7[T¢d1“ _H
Ly
tem-se
N N
S HU = 3 Gl
j=1 j=1
ou, na forma matricial
Hu = Gt

3.6 Integracao no Espaco

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

As fungoes de interpolagdo no espago utilizada neste trabalho (fungoes de

forma) sao as fungoes de forma quadréticas. Fungoes de forma quadratica

permitem o modelamento de elementos curvos e sao especialmente indicadas

para problemas onde se tem altos gradientes.

Os deslocamentos e as forcas de superficies sao representados em um

elemento quadratico padrao como:
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Us 0 oM 0 ¢®@ 0 ¢® ugg
(3
Uy
ul’
(3.43)
"
1"
)t oD 0 9@ 0 @ 0 t§2) o
b= { 23 } - l 0 ¢(1) 0 ¢(2) 0 ¢(3) t(22) = ¢t (3.44)
£
5
onde ugn) e tg") sao os valores nodais de deslocamentos e forgas de superficies,

respectivamente, e ¢ sdo as funcoes de forma quadraticas definidas por:

S = e 1) (3.45)
PP = 1-¢2 (3.46)
8 = LEE+) (347

onde £ representa uma coordenada adimensional ao longo do elemento (Figura 3.2).
A geometria do elemento pode também ser considerada quadrética (ele-

mentos isoparamétricos) e, neste caso, ser representada pelas coordenadas
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nodais e as funcdes de forma ¢V, ou seja (Figura 3.2):

A

T2

1) @ 3) @
X:{m}:lqﬁ 0 6@ 0 ¢ 0 g (3.8)

Desta forma, as integrais de contorno podem ser escritas como:
) ) 1 )
HO = {TyoPar = {Ty69| 7| (3.49)
T, -1

o) — /FUlk(b(J)dF:/lUlkqﬁ(])\ﬂdf (3.50)
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onde |J| representa o médulo do Jacobiano da transformacao (z1,z9) — &, e

¢ dado por (Brebbia e Dominguez, 1989) e (Kane, 1993):

ar [ (de\? (de\?)
| J| = €€ {(dg) - <d§> } (3.51)
onde dz; /d€ e dzy/d€ sao obtidos derivando-se as equagdes (3.48) em relagao
ac.

Integrais singulares da ordem 0(Inr) podem ser avaliadas eficientemente
pela quadratura de Gauss com uma transformacao de variaveis cibica, con-
forme proposto por Telles (1987), que cancela exatamente a singularidade
logaritmica. Uma outra possibilidade é o uso da quadratura logaritmica de
Gauss, apresentada por Stroud e Secrest (1966). De acordo com este método,
os termos incluindo singularidades logaritmicas podem ser integrados por

1= [ (3) 0= S, (3.52)

onde N é o nimero de pontos de Gauss. A coordenada do ponto de integragao
& e o fator peso w; podem ser encontrados na literatura (Stroud e Secrest,
1966) e (Brebbia e Dominguez, 1989).

Neste trabalho, os termos nao singulares das matrizes H e G sao inte-
grados utilizando-se quadratura de Gauss padrao com 10 pontos de inte-
gragao. Os termos singulares de G sao do tipo In(r) sendo integrados usando
quadratura logaritmica de Gauss com 10 pontos de integracao. Ja os termos
singulares de H sao do tipo 1/r e precisam ser calculados no sentido do valor
principal de Cauchy. Uma maneira bastante simples de se tratar esta singu-
laridade é através de consideragoes de corpos rigidos (Brebbia e Dominguez,

1989). Assumindo que um corpo rigido tenha todos os seus pontos do con-
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torno deslocados de um valor unitario e que nao existam forgas de corpo
(b; = 0) na diregao de um dos eixos de coordenadas, as forgas de superficie
em qualquer ponto do contorno deste corpo deve ser zero. Desta forma, a

equagao (3.42) torna-se

Hv? =0 (3.53)

onde v? é um vetor que para todos os nés tem deslocamentos unitarios ao
longo da diregao ¢ e zero na outra dire¢ao. Para satisfazer a equagao (3.53)

tem-se

Hy;=-> Hy; j#i (3.54)

sendo j par ou impar.
O termo da diagonal da matriz H é igual a soma de todos os outros termos

fora da diagonal correspondentes ao grau de liberdade em consideragao.

3.7 Calculo dos deslocamentos e densidades
de forcas em pontos internos

O tensor de tensoes para um ponto no interior do dominio €2, obtido derivando-
se a equagao (3.15) neste ponto e aplicando-se a lei de Hooke, pode ser escrito

como

Nig+ [ Sjiusdl = [ Djistjal (3.55)
T I

onde Si;; e Dy;; sao combinagoes lineares das derivadas de T;; e U;j, respec-

tivamente.
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O tensor Si;; ¢ dado por

S Qu Q12 Qs Tija
Spj ¢ =—| Q12 Qa2 (s Toj0
So1j Qe Q26 Qoo % (Thj2 + Tj1)

onde j = 1,2. As derivadas de T;; sao obtidas pela equacao

1
Tijx = —2Re [,PRk1le(Mlnl - n2)Ai1+

(Zl -

1
mRm(m (,U27l1 - 712)141'2]
2

onde

1 1
R:
=]

Da mesma forma Dy;; pode ser calculado como

D1y Qu Qi Qe Usja
Dygj ¢ =—| Q2 Q2 Qx Usjo
1
Doy Qs Q2 Qoo 3 (U1j2 + Uzja)

sendo que as derivadas de U;; sao dadas por

Uij,k = 2Re

- RiaqjoAio

- Ri1g1An +
21— *1 Z9

3.8 Densidade de forca no contorno

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

Para se calcular o tensor de tensoes em um dado né do contorno, considere

um noé em que as direcoes dos vetores tangente e normal ao contorno nao
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coincidam com as diregdes dos eixos geométricos (Figura 3.3). Neste né é
criado um novo sistema de referéncia x}x}, possuindo diregoes que coinci-
dam com os vetores tangente e normal ao contorno neste né. Escrevendo os

deslocamentos e as forcas de superficies neste sistema local tem-se

u, = lijuj

t; = ity (3.61)

Figura 3.3: Tensoes no contorno.

No sistema local tem-se a seguinte relacao
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NéQ = tl2

N, = t; (3.62)

A deformagao €, pode ser calculada, sabendo que

1
e = 5(“31 + ulll) = U,1,1
duy  du) d§
/ 1 1
= = — 3.63
Y11 Az, — de do) (3.63)

Usando geometria diferencial na equacao (3.63), pode-se notar que a
dire¢@o local 7 é tangente ao comprimento infinitesimal de arco ds dado

por

A A
ds = \Jde|2 + dz)? = Mjg) +<dx§2> de
ds
dg§

Um pequeno movimento ao longo de s corresponde a um pequeno movi-

- J (3.64)

mento em x. Isto permite com que z) na equacao (3.63) seja substituido

pela equagao (3.64), ou seja,

oo dud
o de ds
d /
&= dugjl (3.65)

Sendo
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3 .
Uy = Zéﬁ(l)ugz)
i=1

duy idﬁb(i)u(i)
dg = odg !

(3.66)

onde ¢ sdo as funcoes de forma. Pode-se entdao obter a deformacao

5 ,
do®
e =, ¢ ul) g (3.67)
n=1 df
Da relacao tensao deformacao, tem-se
N Ay Al Al €11
Ny = | Ay Ay Al €9 (3.68)
Niy Alg Ays Ags P

onde A}; sdo as componentes do tensor de rigidez escritas no referencial local.
Na equagao (3.68) tem-se trés incégnitas Ni;, o, €1, que agora podem
entao ser calculadas.
Por ultimo, as densidades de forca tem que ser escritas no referencial

global x4, ou seja

N1y Ny,
Noo $ =T 1! N, (3.69)
Nig Ny,

onde T é a matriz de transformagao de coordenadas.

3.9 Tensoes em cada uma das laminas

Quando varias camadas sao empilhadas, é necessario adicionar um conjunto

de hipoteses para derivar as equagoes que governam o comportamento consti-
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tutivo do laminado. Assumindo que as laminas encontram-se perfeitamente
coladas e a secao plana permanece plana apés a deformacao, as deformacoes
sao constantes e sem descontinuidades ao longo da espessura do laminado. As
tensoes, entretanto, apresentam descontinuidades devido as descontinuidades

das propriedades de lamina para lamina (Figura 3.4). As deformagoes do

€ =¢€ (&)

X X x

Zp Material /

\ 4

]

L

]

'

)

]
Yvy

A
Z] Material 2

VVY

Figura 3.4: Distribuigao de tensoes e deformagoes em um laminado simétrico.

laminado poderao ser caracterizadas pela deformagao de uma tinica camada,
a camada do plano médio que é representada por £°, como é mostrado na
Figura 3.4.

As deformagbes sao calculadas a partir da equagao (3.68) da forma:

€11 ) Nll
€99 = [A]i N22 (370)
€12 N12

60
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Embora as tensoes sejam constantes dentro de cada lamina, elas variam
de uma camada para a outra (Figura 3.4) dependendo da rigidez das laminas
individuais, as quais sao assumidas ortotrépicas. Usando a relacao da tensao

deformacao tem-se:

o1 €h1
022 = [Q] k) | €22 (3.71)
012 ), S

onde k é o nimero da camada.

3.10 Resultados numéricos

3.10.1 Tensoes circunferenciais em uma chapa infinita
com furo

Para comparar os valores obtidos para as tensoes com os dados da literatura
foi escolhida uma chapa infinita com um furo circular (Figura 3.5). Uma
solugao analitica para esse problema foi apresentada por Lekhnitskii (1963).

A Figura 3.5 mostra uma secao de uma chapa ortotrépica infinita com
um furo circular, sujeita a cargas de tragao aplicada na dire¢do do menor
moédulo de elasticidade Fs. A distribuicao de tensao circunferencial ao longo
do furo é dada por:

E . .
Top = aﬁeRe {,ul,ug (14142 + (11 p12) cos? O + sin? 6’]} (3.72)
1

onde # é o angulo polar medido no eixo z; e Ey é o modulo de Young na

dire¢ao tangente ao contorno no furo que é dado por:

sin49 4 ( 1 _ 21/12 (373>

cos? 6’] !
Ey G2 E;

2

Ey = [ ) sin? @ cos® 6 +
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Figura 3.5: Furo circular em uma chapa ortotrépica infinita.



A distribuicao de tensao dada pela equagao (3.72) é simétrica no eixo das
diregoes principais e a maxima tensao ocorre nos pontos A e C' da Figura 3.5
e sao dados por:

A c (1 1
M1 M2

A minima tensao ocorre nos pontos B e D da Figura 3.5 e sao dadas por:
ol = ob = oRe[upis] (3.75)

Este problema foi modelado usando a formulagao de elementos de con-
torno apresentada neste capitulo e os reultados foram comparados com a
solucao analitica. Na modelagem, foi considerada como aproximacao para
a lamina infinita, uma lamina quadrada com furo, sendo que a aresta da
lamina tem 9 vezes o tamanho do raio do furo. Foram usados 46 elemen-
tos de contorno quadréticos continuos, sendo 28 no contorno externo e 18 no
furo, conforme mostrado na Figura 3.6. As propriedades do material foram as
seguintes: F; = 11,8 GPa, Ey = 5,89 GPa, G2 = 0,69 GPa e v, = 0,071.

A figura 3.7 mostra as tensoes circunferenciais calculadas pelo método
dos elementos de contorno, comparada com a solugao analitica, dada pela
equagao (3.72). Conforme pode ser notado hd uma perfeita concordancia

entre os resultados.

3.10.2 Ciritérios de falha para uma chapa sem furo

Considere uma lamina quadrada de largura a = 1 m e espessura t = 1 mm de
um material ortotrépico que encontra-se sob tracao ¢ = 10 MPa, conforme
mostrado na Figura 2.8. As propriedades do material sao: F; = 240 GPa,
Ey = 18,5 GPa, G5 = 5,59 GPa, 115 = 0,23. O eixo principal do material

63



257

R S O O

1.5
R O

0.5¢

i I A A A A A A A A A

_0.5 L L L L L J
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5

Figura 3.6: Discretizacao da chapa ortotrépica infinita.
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Figura 3.7: Célculo da tensao circunferencial para —7 < 6 < 7.
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é orientado de um angulo 6 em relagao a horizontal. As propriedades de
resisténcia do material sao X; = 1260 MPa, Y; = 61 MPa e S = 67 MPa.
Conforme a equagao (2.38), as tensoes escritas no referencial principal do

material quando € = 45° sao iguais a:

011 10
oo p =T =45°"{ 0 (3.76)
012 0
ou seja,
011 5
092 = 5 MPa (377)
0192 -5

Esta chapa foi discretizada usando-se 4 elementos de contorno quadraticos
continuos, conforme mostrado na Figura 3.8. A falha pelo critério de Tsai-
Hill foi analisada em todos os ndés do contorno e em um ponto interno no
centro da lamina e os resultados sao mostrados na Figura 3.9. Conforme
pode ser visto, os resultados numéricos mostraram que a tensao o1 para
0 = 45° em todos os pontos do contorno e no ponto interno apresentam
aproximadamente o mesmo valor, com erros menores que 0,01%, quando
comparados com a solucao analitica. E possivel notar também na Figura
3.9 que a lamina apresenta deformagcoes de cisalhamento. Isto se deve a
inclinagao da carga em relacao ao referencial principal do material.

Visando avaliar diferentes configuragoes do material, variou-se o angulo
desde zero até 90° e calculou-se a tensao que causa a falha como descrito na
Secao 2.8. Os resultados obtidos neste trabalho foram comparados com os
resultados analiticos apresentados por Gurdal et al.(1998). Conforme pode
ser notado na Figura 3.10, ha uma perfeita concordancia entre os resultados

numéricos obtidos neste trabalho e os resultados analiticos da literatura.
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Figura 3.8: Discretizacao da chapa.
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Stress in parallel to fiber direction at lamina 1 x 10°

127 5.25
1 5.2
1+ [ . —
/ 5.15
08¢ - 45.1
0.6F L 15.05
L 15
0.4}
L 14.95
0.2t 4.9
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Figura 3.9: Tensao paralela as fibras (o1 )para 6 = 45°.
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Figura 3.10: Tensao que causa a falha da chapa em funcao do angulo de
orientacao das fibras, segundo o critério de Tsai-Hill.

3.10.3 Ciritérios de falha para uma lamina com furo

Considere uma lamina quadrada de largura @ = 1 m de um material or-
totropico que possui um furo de raio 0,25 m e encontra-se sob tracao biaxial,
conforme mostrado na Figura 3.11. As propriedades do material sao: E; = 14
GPa, Fy = 3,5 GPa, G135 = 4,2 GPa, v;5 = 0,043. O eixo principal do ma-
terial é orientado de um angulo § em relacao ao eixo x. As propriedades de

resisténcia do material sao X; = 1260 MPa, Y; = 61 MPa, X. = 500 MPa,

69



Y, =102 MPa e S = 167 MPa. Na discretizacao desta lamina foram usados
46 elementos de contorno quadratico continuos, sendo 28 elementos de iguais
tamanho nas arestas externas da lamina e 18 elementos no furo (Figura 3.12).
Foi calculada a tensao o,,,, para a qual a lamina falha considerando tanto
o critério de Tsai-Hill quanto o critério de Tsai-Wu. As Figuras 3.13 e 3.14
mostram a tensao o,,,, que causa a falha da lamina para r =0er = 0,9,
respectivamente. Os critérios de Tsai-Hill e Tsai-Wu sao comparados. Pode
ser notado que existe uma boa concordancia quanto ao angulo de maior re-
sisténcia (valor minimo para f). Porém, hd uma discordancia nas demais

regides que em alguns pontos é maior que 10%.

3.10.4 Ciritério de falha para um Laminado

Considere uma lamina quadrada de largura ¢ = 1 m com um furo central
de raio = 0,25 m e espessura t = 4 mm de 4 camadas de um material
ortotropico que encontra-se sob carregamento biaxial, conforme mostrado
na Figura 3.15. Todas as camadas sao iguais e possuem espessuras de 1
mm. A seqiiéncia de empilhamento das camadas é [#1/60s]s. As propriedades
elasticas do material sao: E; = 14 GPa, Fy, = 3,5 GPa, G5 = 4,2 GPa,
v12 = 0,043. As propriedades de resisténcia do material sao X; = 1260 MPa,
Y, = 61 MPa, X. =500 MPa, Y. = 102 MPa e S = 167 MPa. Esta chapa foi
discretizada usando-se 46 elementos de contorno quadraticos continuos, sendo
28 nas arestas e 18 no furo, conforme mostrado na Figura 3.16. As Figuras
3.17 e 3.18 mostram os valores do critério de falha de Tsai-Hill considerando
0, = 0° e By, = 90°, respectivamente. Para produzir a interpolacao de cores,

os valores dos critérios de falha também foram calculados em alguns pontos
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Figura 3.11: Lamina sujeita ao carregamento biaxial.
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Figura 3.12: Malha usada para o problema (28 elementos de contorno
quadraticos descontinuos).
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Figura 3.13: Valores dos critérios de falha de Tsai-Hill e de Tsai-Wu com
r = 0.
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Figura 3.14: Valores dos critérios de falha de Tsai-Hill e de Tsai-Wu com
r=20,9.
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internos. Como pode ser notado, as camadas apresentam valores diferentes
para o critério de falha quando as orientacoes das fibras sao diferentes. Neste
exemplo, o valor méximo de f(#) para a camada 1 (§; = 0°) é f; = 0,014
e para a camada 2 (6, = 90°) é fo = 0,627. O valor do critério de falha do
laminado é f = maéax (fi, fo) = 0,627. Também é notado que o critério de
falha maximo ocorre no contorno, o que confirma a nao necessidade de se
calcular os critérios de falha nos pontos internos pois estes nao serao criticos.

As Figuras 3.19 e 3.20 mostram os critérios de falha de Tsai-Wu e Tsai-
Hill, respectivamente, para 6; e 6, variando entre —90° e 90°. Pode-se notar
que as superficies que representam os critérios de falha apresentam diferencas
significativas. Além disso, ambas as superficies apresentam minimos locais
cujos valores nao sao identificaveis a menos que se use algum método de
otimizagao. Esta dificuldade em se identificar o valor dos pontos de minimo
do critério de falha é maior quanto maior for o nimero de laminas que pos-
sam ter orientacoes diferentes. A identificacdo destes pontos de minimo serd

realizada no capitulo 4, onde sao abordados os métodos de otimizacao.
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Figura 3.15: Chapa com furo central.
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Figura 3.16: Discretizacao da chapa laminada com furo.
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Failure criteria at lamina 1
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Figura 3.17: Valores do critério de falha de Tsai-Wu para a primeira lamina

(0 =0°¢ frge = 0,014).

78



Failure criteria at lamina 2
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Figura 3.18: Valores do critério de falha de Tsai-Wu para a segunda lamina
(0 =90° ¢ frae =0,627).
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Figura 3.19: Valores do critério de Tsai-Wu.
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Figura 3.20: Valores do critério de Tsai-Hill.

81



Capitulo 4

Otimizacao de Estruturas de
Materiais Compositos

O desejo de correr mais rapido, vencer um debate ou aumentar os lucros,
significa o desejo de fazer ou ser o melhor de alguma forma. Em engenhari-
a, deseja-se produzir a “melhor qualidade de vida possivel com os recursos
disponiveis.” Assim, deve-se usar ferramentas as quais proporcione o re-
sultado desejado de forma rapida e economica. A otimizacao é uma das
ferramentas disponiveis. O propoésito da otimizacao é auxiliar a procura pelo
melhor projeto que se quer ou se precisa (Vanderplaats, 1999).

Antes da computacao de alta velocidade, a maioria das solugoes para pro-
blemas de andlise estrutural eram baseadas no uso de equagoes diferenciais.
Estas eram resolvidas analiticamente, na maioria das vezes usando séries in-
finitas, as quais precisavam usar métodos numéricos para finalizar o processo
do célculo. As fungoes definidas em um continuo eram desconhecidas (repre-
sentando deslocamentos, tensoes, etc,...).

No final dos anos 50, inicio dos anos 60, com o aparecimento dos computa-

dores de alta velocidade, houve grandes modificacoes nos procedimentos das
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solucoes de analise estrutural. Surgiram técnicas apropriadas para a imple-
mentacao computacional, em particular o método dos elementos finitos. As
equacoes diferenciais que eram resolvidas analiticamente foram substituidas
por sistemas de equacgoes algébricas para as varidaveis que descreviam o sis-
tema discretizado. A mesma transformacao aconteceu com a otimizagao
estrutural (Haftka e Gurdal, 1991). Os métodos iterativos se desenvolveram
rapidamente, aproveitando a capacidade dos computadores em trabalhar com
seus algoritmos. Muitas das técnicas numéricas foram acopladas a métodos

de otimizacao, aumentando as possibilidades de aplicagao do método.

4.1 Aspectos da otimizacao

As técnicas de otimizacao sao usadas para encontrar um conjunto de valores
otimos para os parametros que podem ser alterados durante o projeto. Estes
parametros sao chamados variaveis de projetos e sao denotados por um vetor
x = {x1,T9,...,x,}. As varidveis de projetos podem ser o peso, o tamanho, a
espessura das camadas, a direcao das fibras, etc. Essas varidveis de projeto
podem ser continuas ou discretas. Variaveis continuas tem uma faixa de
variacao e podem assumir qualquer valor dentro desta faixa. As variaveis
discretas podem ter somente valores isolados, tipicamente de uma lista de
valores permitidos. A escolha das varidaveis de projeto podera ser decisiva
para o sucesso do projeto. Em particular, é importante ter a certeza de que
a escolha das varidveis é consistente com o modelo a ser analisado.

A idéia de otimizacdo implica na existéncia de alguma fungao f(x) ou
fungdes f(x)= {fi(x), fa(x), ..., fu(x)} que podem ser melhoradas e podem

ser usadas como medidas para a eficiéncia do projeto. Essas fungoes sao
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chamadas de func¢oes objetivo. A otimizacao com mais de uma funcao obje-
tivo é chamada de otimizacao de multicritério. Para problemas de otimizacao
estrutural, peso, deslocamentos, tensoes, frequéncia de vibragoes, custos ou
uma combinagao destes podem ser usados como fungao objetivo (Haftka e
Gurdal, 1991).

As variaveis de projeto podem estar sujeitas a restricoes na forma de
equagoes de restrigoes, G;(z) = 0 (i = 1,...,m); inequagbes de restrigoes
Gi(r) <0 (i =m+1,..n) e ou parametros de limites, x;, x,,.

A descricao de um problema geral é descrito como

minimize f(z) ou

minimize — f(x) (quando se quer a maximizagao)

com r € R

sujeito a

Gi(r)=0,i=1,...m

Gi(x) <0, i=m+1,...,n

T ST S Ty
onde z é o vetor dos parametros de projeto (x € R"), f(x) é a fungao objetivo
que retorna valores escalares (f(z) : " — R), e a funcao G(x) retorna valores
das equagbes e inequagbes das restri¢oes avaliadas em z(G(x) : R — R™).
Uma solucao eficiente e exata para estes problemas depende nao somente do
tamanho do problema em termos dos numeros de restricoes e variaveis de
projeto, mas também da caracteristica da funcao objetivo e das restrigoes.
Quando ambos, funcao objetivo e restrigoes, sao funcoes lineares da varidavel
de projeto, o problema ¢ conhecido como problema de Programacao Linear

(LP). A Programagao Quadrética (QP) consiste na minimiza¢ao ou maxi-
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mizagao de uma funcao objetivo quadratica que é linearmente restrita. Ja
os problemas nos quais a fungao objetivo ou as restri¢goes sao funcoes nao li-
neares das variaveis de projeto sao chamados de problemas de Programacao
Nao-Linear (NP). A solugao dos problemas de NP geralmente requer um pro-
cedimento iterativo para estabilizar uma direcao de procura a cada conjunto
de iteragoes. Este é geralmente realizado por solugoes de uma LP, uma QP,
ou um subproblema sem restrigoes (Optimization Toolbox, 1990).

Um método iterativo consiste de uma seqiiéncia de instrugoes que sao e-
xecutadas “passo a passo”, algumas das quais sao repetidas em ciclos. A
execucao de um ciclo recebe o nome de iteracao. Cada iteracao utiliza
resultados das iteracoes anteriores e efetua determinados testes que per-
mitem verificar se foi atingido um resultado “préximo o suficiente”do re-
sultado esperado. Esses métodos fornecem apenas uma aproximagao para a
solucao, enquanto os métodos diretos, teoricamente, obtém a solucao exata
da equagao. Métodos diretos sao aqueles que, a menos de erros de arredonda-
mento, fornecem a solugao exata do sistema linear, caso ela exista, apds um
niumero finito de operagoes aritméticas, por exemplo a Regra de Crammer

(Ruggiero e Lopes, 1988).

4.1.1 Otimizacao sem restrigoes

Os métodos para otimizacao sem restricoes podem ser divididos em dois
tipos: os que necessitam e os que nao necessitam do calculo dos gradientes
da funcao objetivo. Os métodos de busca que usam somente a avaliacao
da func@o, como o Método Simplex de Busca de Nelder e Mead (Lagarias,

1998), sao mais apropriados para problemas que tem um grande nimero de
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descontinuidades. Os métodos que usam o gradiente sao geralmente mais
eficientes quando a fungao a ser minimizada é continua na primeira derivada.
Varios outros métodos, como o método de Newton, sao somente apropriados

quando a segunda derivada é facilmente calculada.

4.1.2 Otimizacao com restricoes

Na otimizacao com restrigcoes, o objetivo geral é transformar o problema em
um conjunto de subproblemas que podem ser resolvidos usando um processo
iterativo. Uma grande parte dos métodos transformam um problema com res-
tricoes em um problema sem restricoes. Nestes casos o problema com restri-
¢oes ¢ resolvido usando uma seqiiéncia de otimizagao sem restrigoes parame-
trizadas, a qual, no limite, converge para um problema com restri¢coes. Atu-
almente estes métodos sao considerados relativamente ineficientes e tem sido
trocados por métodos que estao focados em solugoes de equacgoes de Kuhn-
Tucker (KT). As equacoes de KT sao condigbes necessarias para otimizar
problemas com restricao. A solucao das equagoes de KT forma a base para
muitos algoritmos de programacao nao-linear. Estes algoritmos esforcam-se

para calcular os Multiplicadores de Lagrange diretamente.

4.1.3 Otimizacao unidimensional: Método da Secgao
Aurea

O método da Secao Aurea estima o maximo, minimo ou zero de uma funcgao
de uma varidvel. E uma técnica popular por vérias razoes: primeiro, se a
funcao assumida for unimodal, ou seja, possui somente um ponto de maximo
ou de minimo no intervalo de busca, esta nao precisa ter derivadas continuas

(Bazarra et al., 1993). Segundo, ao contrario das técnicas polinomiais ou
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outras baseadas no ajuste de curvas, a razao de convergéncia para o método
da secao durea é conhecida.

Para ilustrar os fundamentos do método, considere como problema de-
terminar o minimo de uma funcao f, sendo f uma funcao de uma varidavel
independente z. Assumindo que os limites maior e menor de x sao x; e x,,,
respectivamente, e as fungoes calculadas em cada um dos limites sao, respec-
tivamente f; e f, (Figura 4.2), escolhe-se dois pontos intermediarios z; e s,
sendo x7 < x9, e avalia-se as funcgoes nestes pontos, dadas como f; e fo,
respectivamente.

Como foi assumido que a funcao é unimodal, 27 ou x5 820 0s novos limites.
Neste caso, f; é maior que f,. Entao, como foi assumido que s6 existe um
minimo no intervalo, este nao estara entre x; e 1. Deste modo, x; forma o
novo limite menor e tem-se um novo intervalo limitado por z; e x,,.

Como proximo passo, precisa-se escolher um ponto adicional, x3, no qual

[©N

avaliado f3. No nosso exemplo, comparando f, e f3, pode-se ver que f3
é maior, e entao x3 é trocado por z, como o limite maior. Repete-se este
processo até encontrar a tolerancia desejada.

Precisa-se determinar um método para escolher os pontos interiores x4, xo,
xs, ..., para reduzir o limite rapidamente. Como, depois da escolha inicial z;,
x, € r1 a funcao é avaliada em cada iteragao, é mais eficiente um algoritmo
que reduza os limites a uma mesma razao em cada iteragao. E preciso escolher
cada x; que sera o novo limite menor ou x5 que sera o novo limite maior para

que estes valores sejam simétricos sobre o centro do intervalo, assim:

Ty — Lo = X1 — Ay (4.1)
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Assumindo que a razao:

To — T1
r =

(4.2)

Ty — T

¢ constante ao longo das iteragdes, tem-se, substituindo (4.1) em (4.2):

r:xg—xlza:u—l—a:l—Qxl (4.3)

Loy — X1 Loy — Xy

Na proxima iteracao, se x; se tornar o novo limite menor z;, entao x, se

tornard x; e a razao (4.3) se torna:

T —2
p o Tut 1T 22 (4.4)

Ty — T1

Igualando-se (4.3) e (4.4), tem-se:

Ty + X — 201 Ty +x1 — 229

4.5
Ty — Ty Ty — T (45)
Apo6s algumas manipulacoes algébricas, tem-se:
ml—l'l:l'g—xl (46)
Ty — T Ty — T1 '
Por conveniéncia, assuma que: z; = 0, e x, = 1. Agora o = 1 — 11 e a
equagao (4.2) é escrita como:
1-— 2[E1
= 4.7
xl 1-— T ( )
Simplificando:
7] =31, +1=0 (4.8)
Da equagao (4.8), tem-se duas raizes:
3+V6 21 = 0.38197
n=— 71, — 261803 (49)
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Ignora-se a segunda raiz porque neste caso x; ¢ maior que o limite maior.

Desta forma, tem-se, finalmente:

I =

3—V5
2\[ = 0.38197 (4.10)

x9=1—121 =0.61803 (4.11)
A razao destas solugoes é o nimero conhecido como Secao Dourada:

2 _ 161803 (4.12)

I
que é empregado desde a idade antiga em construgoes e desenhos. Dai o
nome do método.
A secao dourada proporciona uma seqiiéncia ideal para dividir o intervalo
e encontrar o valor minimo de f . Pode-se definir os pontos interiores z; e

T9 em termos de x;, x, e T, onde:

3—VbH
= 2[ = 0.38197 = 1, (4.13)
x1=(1—=7)x; + Ty (4.14)
ro =T+ (1 — 7)Y (4.15)

O método da seccao aurea se baseia na técnica de limitacao da busca
a um intervalo, isto é, consiste em reduzir os limites do universo da busca
até que o intervalo formado pelos limites seja menor que um erro admissivel
(Vanderplaats, 1999).

Como em um processo iterativo, precisa-se definir um critério para a

identificar quando o processo converge para a solucao aceitavel. Assumindo
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um intervalo inicial de incerteza, z, — x;, deseja-se reduzir o intervalo para
algum ¢ do intervalo inicial, chamado de tolerancia relativa, ou para algum
Ax que é uma tolerancia absoluta. O valor de € serd encontrado da seguinte

forma:

Ax

Loy — Xp

€= (4.16)

Pode-se converter a tolerancia relativa € para o nimero maximo de funcoes
avaliadas. Assim, requer-se trés funcoes para serem avaliadas: f;, f1 e fu,
para que o intervalo seja reduzido de 7 (38%) em cada iteragao. A tolerancia

especifica ¢ sera:

e=(1—-7)N7? (4.17)

onde N é o numero total de fungoes a serem avaliadas, incluindo as trés
iniciais, f;, f1 e f.. Da equagao (4.17) tem-se:

In(e)
N=——="—+3=-2078] 3 4.18
n(i—7) " n(e) + (4.18)
Por exemplo, se desejar reduzir o intervalo para 1% do intervalo inicial, € =

0.01. De (4.18) tem-se:
N=96+3=126=13 (4.19)

ou seja, 13 é o nimero de fungoes avaliadas.

Pode-se usar N como critério de convergéncia para terminar o processo
de iteracdo. A tabela (4.1) mostra a tolerancia relativa para o nimero de
fungoes N avaliadas.

O fluxograma 4.1 mostra como o algoritmo da secao durea deve ser im-

plementado.
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\4

1, fiy Tuy fus N —» 7 =0.381966

=1 -7)x+ 70, |7 fL = f(z1)

k=3 4—{ fo = f(xe) [+ zy =7+ (1 — 7Ty

i Sim
k>N )
= Fim

Nao

Sim

T =x1 Ty = T2

fi=h Ju=1I2
Y Y

xTp = T2 Ty =171
v {

fi="re fi=h

' '

To=Tx;+ (1 —T)xy

1 = (1= 7)) + T2y

v !
f2 = f(w2) fi = f(x1)
Y Y

Figura 4.1: Fluxograma para a implementacao da secao aurea.
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Z L 1 T9 T3 Ty,
Intervalo inicial >

Depois do primeiro passo >

Depois do segundo passo 4

Figura 4.2: O método da secao aurea.
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| ¢ [N] ¢ [N] ¢ |

1 9 | 0.05573 | 15 | 0.00311
0.61803 | 10 | 0.03444 | 16 | 0.00192
0.38197 | 11 | 0.02129 | 17 | 0.00119
0.23607 | 12 | 0.01316 | 18 | 0.00073
0.14590 | 13 | 0.00813 | 19 | 0.00045
0.09017 | 14 | 0.00503 | 20 | 0.00028

oo| | o ot x| wof| 2

Tabela 4.1: Razao de convergéncia para o método da secao aurea.

4.1.4 Otimizacao multi-dimensional: Método Simplex

1. O método simplex basico

O método Simplex (Spendley et al., 1962) é um método seqiiencial de
otimizacao que pode ser empregado tanto para maximizar como minimizar
uma resposta. Um simplex é uma figura geométrica em n dimensoes, cons-
tituido de n + 1 pontos. Cada dimensao corresponde a uma varidvel a ser
otimizada. Um simplex em duas dimensoes ¢ um triangulo, em trés dimensoes
é um tetraedro, e assim sucessivamente. O método pode ser estendido para
maiores dimensoes, mas nao sera facil a visualizagao do simplex. Apesar
disto, o método Simplex pode ser aplicado, teoricamente, para a otimizacao
de qualquer ntimero de variaveis.

O procedimento de otimizagao, no método Simplex, comeca pela escolha
dos n+1 pontos onde sera feita a avaliacao da resposta. Na Figura 4.3 temos
um exemplo do processo para o qual a otimizacao comeca com os pontos Fp,
P, e P,. Esses formam um triangulo e através da analise da figura, o ponto
P, mostra ter a pior resposta dos trés. Uma conclusao légica é que a melhor
resposta esta na direcao oposta a este ponto. Portanto, o simplex é refletido

de modo que o ponto P3, oposto ao ponto Fp, seja obtido. Os pontos P,
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P, e P3 juntos formam um novo simplex. O procedimento é repetido suces-
sivamente, descartando-se a pior resposta. Portanto, o objetivo do método
seqiiencial Simplex é forcar o simplex a mover-se para a regiao de resposta
otima. As decisoes requeridas para que isso acontega constituem as chamadas

“regras” do procedimento simplex.

2. O método simplex modificado

Em 1965, Nelder e Mead propuseram modificagoes no procedimento o-
riginal de movimentacao do simplex basico, que permitiu obter um ponto
6timo estacionario com suficiente precisao e clareza, além de permitir um
desenvolvimento mais rdpido do simplex em direcao ao 6timo, originando
o denominado Método Simplex Modificado (MSM). A principal diferenga
do Método Simplex Modificado em relagao ao método que lhe deu origem
é que podem ser alterados o tamanho e a forma do simplex. As regras
de movimentacao do método Simplex béasico sao vélidas e a estas foram
acrescidas, por Nelder e Mead, outras que caracterizam o método simplex
modificado.

Considera-se inicialmente, a minimizagao de uma funcao de n variaveis,
sem restrigdes. Py, Py, ..., P, sdo os (n+1) pontos no espaco de n dimensoes
definindo o simplex.

Escreve-se y; para o valor da funcao em P;, e define-se:

yn = maz(y;)

yi = min(y;)

A seguir, é definido P como sendo o centréide dos pontos com i # h, e

escrevemos [P P;] como sendo a distancia de P; até P;. A cada estagio do
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x2

x1

Figura 4.3: Progresso de um simplex bidimensional em dire¢ao ao 6timo.
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processo Py, é trocado por um novo ponto, onde sao usadas trés operagoes:
reflexao, contracao e expansao.

A reflexdao de P, é denotada por P*, e suas coordenadas sao definidas pela
relagao:

P"=(14a)P—ahb, (4.20)

onde a é uma constante positiva chamada de coeficiente de reflexao, de forma
que:

[P*P| = o[ P, P] (4.21)

Se y* esta entre y;, e y;, entao Pj, é trocado por P* e comega novamente
com um novo simplex.
Se y* <y, isto é, se a reflexao definiu um novo minimo, entao expande-se

P* para P** através da relagao:

P* =yP*+ (1 —~)P (4.22)

onde 7 é o coeficiente de expansao, o qual é maior que 1, e é a razao entre

as distancias [P**P] e [P*P].
Se y** <y, troca-se P, por P** e reinicia-se o processo. Mas se y** >y,
entao tem-se uma falha de expansao, e troca-se P, por P* antes de reiniciar.
Se na reflexao de P para P* encontrar y* > y; para todo ¢ # h, ou seja, se
trocando P por P* tornou y* o ponto de maximo, entao, define-se um novo
Py, no lugar do antigo P, ou de P*, qual dos dois tiver o valor menor de y.

Em seguida calcula-se P** a partir da equacao:

P* =pP,+ (1—-p)P (4.23)
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onde 3 é o coeficiente de contracao que esta entre 0 e 1 e representa a razao
entre as distancias [P**P] e [PP]. Aceita-se P** no lugar de P, e reinicia,
a nao ser que y** > min(y,,y*), ou seja, o ponto contraido é pior que o
melhor entre P, e P*. Para tal falha de contracao, troca-se todos os P; por
(P; + P,)/2 e reinicia o processo (Nelder e Mead, 1965).

Como critério de parada, tem-se a restricao

VD (i —7)?/n<e (4.24)

onde ¢ é um valor pequeno, maior que zero, previamente definido.

O método completo é dado no fluxograma (4.4).

4.2 Otimizacao de estruturas de materais com-
positos

Neste trabalho sao usados dois critérios de falha como fungao objetivo, o
critério de Tsai-Hill e o critério de Tsai-Wu. O angulo da orientacao das
fibras sao as varidveis de projeto para a maximizacao das forcas aplicadas.
Usando o programa comercial MatLab, é usado a funcao fminbnd para o
caso de otimizacao unidimensional, onde a variavel de projeto é o angulo 6
e a fungao objetivo é o critério de falha de Tsai-Hill e para o caso multi-
dimensional é usado a funcao fminsearch, onde as variaveis sao os angulos
das diregoes das fibras (01,0, ..., 6,,) para um laminado simétrico e a funcao
objetivo sao, ora o critério de Tsai-Hill, ora o critério de Tsai-Wu para efeito
de comparagao.

A descricao do problema é:
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Calcula os pontos iniciais: P; e y;

l

> Determinar P, e calcular P

i

P*=(1+a)P - aP,

i

Calcula y*

l Nao

' Nio Sim
Y <wu —> vt >y —| Y > > | Troca P, por P*
Sim
Sim
P =yP*+ (1—7)P —
) P> =3P, +(1-3)P

Nao i

Calcula y** Calcula y**
Nao . A\
vt <um ——»| Troca P}, por P Sim
e

| (P, +P)/2

Sim i
mei

Troca-se P}, por P**

TrocaP), por P**

i |

Ywi—y)?/n<e

A

Nao

Sim -

Figura 4.4: Fluxograma para a implementacao do simplex modificado.
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Minimizar
f(@l, 02, ceey Hn) = maw[f(&l)max, f(@g)m,m, ceny f(é’n)max] (425)

onde n = numero de laminas.

4.3 Resultados numéricos
4.3.1 Para uma lamina

Para que se possa avaliar a eficiéncia do método da segao durea na otimizacao
da diregao das fibras em uma lamina com fibras dispostas unidirecionalmente
serao avaliados dois casos. O primeiro caso é uma lamina com furo sob tracao
uniaxial (Figura 4.5) e o segundo caso é uma lamina com furo sob tragao
biaxial (Figura 3.11), ambos com os mesmos dados da Segao 3.10.3 e usando
o critério de Tsai-Hill. O método de otimizacao utilizado nestes dois casos é
o método da Sec¢do Aurea que encontra-se implementado na funcao fminbnd
do programa comercial MatLab (Optimization Toolbox, 1990). Os valores
iniciais foram #; = 0° e 6, = 90°. Obteve-se a convergéncia para o caso 1
apos 14 iteragoes e encontrou-se como orientacao o6tima das fibras o angulo
6 = 0.0660° (Figura 4.7). Para o caso 2 teve a convergéncia apds 13 iteragoes

e encontrou como orientac¢ao dtima o angulo 6 = 42.6065° (Figura 4.8).

4.3.2 Para um Laminado

Considere o laminado mostrado na Figura 3.15, com os mesmos dados e a
mesma malha de elementos de contorno da Secao 3.10.4. Com o objetivo

de analisar a convergéncia do método Simplex modificado, implementado
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Figura 4.5: Lamina sob tracao uniaxial.

na funcao fminsearch do MatLab (Optimization Toolbox, 1990), os valores
otimos dos angulos de orientacao das fibras foram calculados considerando-se
7 casos (Tabela 4.2). No caso 1 tanto a tolerancia de x quanto a tolerancia do
valor da funcdo (veja apéndice A) possuem valores pequenos, o que propor-
ciona uma convergencia para o minimo apés um nimero elevado de iteragoes
(55 e 53 para os critérios de Tsai-Hill e Tsai-Wu, respectivamente). No caso
2 a tolerancia de x foi aumentada, o que nao surtiu efeito no nimero de
interacoes, uma vez que a tolerancia da funcao continuou baixa. Aumen-
tando a tolerancia da funcao, no caso 3 e 4, houve uma boa diminuicao no
numero de iteracoes. Para o caso 5 variou-se a posi¢ao do ponto inicial e a
convergéncia para o minimo se deu apds o menor numero de interagoes (16

e 18 para os critérios de Tsai-Hill e Tsai-Wu, respectivamente). No caso 6
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Figura 4.6: Discretizacao da lamina.
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Figura 4.7: Tensao maxima que provoca a falha.
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Figura 4.8: Tensao maxima que provoca a falha.
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com os valores dos angulos iniciando em 6; = —70 e 3 = 10 nao convergiu
para o valor correto porém, se for diminuido o valor da tolerancia da fungao
a convergencia ocorre, conforme mostrado no caso 7.

Da analise do paragrafo anterior conclui-se que o nimero de iteragoes é
fortemente dependente das tolerancias e também da posicao do ponto inicial.
Entretanto, tolerancias excessivamente grandes podem conduzir a valores er-
rados de minimos. Pelos resultados obtidos neste problema, sugere-se que os
valores méximos para as varidveis TolX e TolFun sejam 1 e 1073, respecti-
vamente. Estes valores apresentaram resultados satisfatorios também para
outros laminados cujos resultados nao sao mostrados neste trabalho.

As Figuras 4.9 e 4.10 mostram os caminhos percorridos pelo método de
otimizagao para os casos 1 e 5, respectivamente, utilizando o critério de Tsai-

Wu.
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G0t

Valores de entrada Tsai-Hill Tsai-Wu
1 70 10 10! 107 55 46,7 | —46,7 53 44,4 44,4
2 70 10 1 10-° 55 46,7 —46,7 53 44,4 —44,4
3 70 10 1 103 40 46,9  |—46,5 32 44,5 —44,5
4 70 10 1 107! 35 46,4 —47,0 31 44,1 —43,6
5 —70 70 1 101! 16 —46,7 46,8 18 —44,5 43,8
6 —70 10 1 10! 10 —61,18 11,50 11 —55,1 12,6
7 —70 | 10 1 10-3 44 —46,8 46,4 40 —44,2 44,4

MA\-TEST, @ [[TH-TeS], 9P SOLIILID SO aIjua oederedwo)) :7'F ©PQR],



_~
— —

6, (°)

80 -60 -40 -20 0 20 40l 60 80
o Ponto de
91 () minimo

Figura 4.9: Caminho percorrido pelo método de otimizacao partindo de 6, =
70° e 6, = 10°.
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Ponto
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40

20

0, (°)

Figura 4.10: Caminho percorrido pelo método de otimizagao partindo de
81 =—-T0e 02 = 70.
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Capitulo 5

Conclusoes

5.1 Conclusoes finais

Neste trabalho foi apresentada uma formulacao do método dos elementos
de contorno para a andlise de critérios de falha em materiais anisotrépicos
submetidos a esforcos no plano. Foram usados elementos de contorno qua-
draticos continuos na discretizacao das laminas.

Os valores dos critérios de falha foram calculados em todos os pontos
do contorno em cada uma das laminas que constitui o laminado. Como o
valor critico dos critérios de falha ocorre no contorno, se torna desnecessario
o uso de pontos internos. Foi mostrado que os principais critérios de falha
(Tsai-Hill e Tsai-Wu) apresentam pequenas discordancias quanto a valores,
dependendo das propriedades dos materiais e das condig¢oes de contorno, mas
em todos os casos analisados houve uma boa concordancia entre os critérios
quanto aos angulos 6timos para o laminado.

Os métodos de otimizagao utilizados, que nao exigem o calculo de gradi-
entes, se mostraram adequados para a busca dos angulos 6timos, convergindo

apos poucas iteragoes. A funcao objetivo foi dada pelo valor maximo do
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critério de falha, considerando todas as laminas.

5.2 Proposta para trabalhos futuros

Ficam como proposta para trabalhos futuros:

e Otimizacao da espessura das laminas e, com isso, a minimizacao do

peso da estrutura.
e Usar métodos de otimizagao que necessitam do calculo dos gradientes.

e Otimizacao inteira, com variaveis discretas, por exemplo, método do

Algoritmo Genético e Branch and Bound .

e Estender a formulacao para placas e outros tipos de estruturas.
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Apendice - A

A.1 - Descricao do fminbnd

Encontra o minimo de uma fungao f(x) de uma varidvel em um intervalo
fixo, onde x, x; e x5 sdo escalares e f(x) é uma fungdo que retorna um
escalar. Somente da solucoes locais e usa somente variaveis reais. A funcao

fminbnd é baseada no Método da Secao Aurea.

A.2 - Descricao do fminsearch

Fminsearch encontra um minimo de uma fungao f(x) multivaridvel sem
restricoes, ou seja:

onde x é um vetor, X, pode ser um escalar, vetor ou matriz e f(x) é uma
funcao que retorna um escalar.
A busca inicia no ponto X, e encontra um minimo local. Pode somente dar
solucoes locais e somente minimiza fungoes reais. A funcao fminsearch usa o

Meétodo Simplex de Procura.

A.3 - Sintaxe
x=fminsearch(’'myfun’,z0, options)
onde “myfun”é o nome da fungao a ser minimizada ou maximizada, x, ¢

o ponto inicial,.

A.4 - Argumentos de saida:
Exitflag:
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Numero inteiro que descreve as condigoes de saida:

> (0 a funcao converge para a solucao x.

= 0 o numero maximo de funcoes avaliadas ou iteracoes estao excedidos.
< 0 a funcao nao converge para a solucao.

Output: Estrutura de dados heterogénea que contém informacao sobre a

otimizagao. Os campos da estrutura sao:

Iterations: nimero inteiro de iteragoes.
FunCunt: nimero de fungoes avaliadas.

Algorithm: nome do algoritmo utilizado.

A.5 - Parametros que podem ser variados:

Display: “off’sem display na saida; “iter” mostra display a cada it-
eragao; “final”mostra display somente no final; “notify” (default)

mostra somente se a fungao nao converge.

TolX: determina a tolerancia de x.
MazxlIter: nimero maximo de iteragoes permitida.

TolFun: tolerancia do valor da func¢do (Optimization Toolbox, 1990).
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