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Nao devemos ter medo dos confrontos...
até os planetas se chocam e do caos nascem as estrelas.

Charles Chaplin

Hd uma forca motriz mais poderosa que o vapor,
a eletricidade e a energia atémica: a vontade

Albert Einstein

X1



Resumo

O uso de manipuladores longos e flexiveis em veiculos de exploragdo autdbnoma, ao
contrdrio dos bragos curtos e rigidos, pode ser uma forma de obter dados de um ambiente
especifico de longo alcance, como encostas de terreno e penhascos. A desvantagem de se utilizar
uma estrutura flexivel, é a dificuldade de controlar os seus movimentos de vibragdo durante a
operacdo. Este trabalho, portanto, tem como objetivo principal projetar um controle de vibracao
ativa para uma viga flexivel longa, deforméavel pela acdo de um cabo fixado em sua extremidade.
O controle pretende minimizar os movimentos oscilatérios da ponta da viga decorrentes de
perturbacdes externas. A projecdo do controle baseia-se no modelo matemdtico em tempo
continuo da viga, realizado pelo método de elementos finitos. A estratégia de controle € calculada
com um modelo reduzido do sistema, no qual estdo contidos os modos dominantes do mesmo.
Mostra-se que uma resposta desejada de controle € obtida aplicando-se o método de alocacdo de

polos.

Palavras-chave: Controle vibracdo ativa, Viga flexivel longa, Método de elementos finitos,

Modos de vibragao.

Xiii



Abstract

The use of long manipulators in autonomous exploration vehicles, as opposed to short and
rigid arms, may be an attractive way to collect data in specific long range environments such as
terrain slopes and cliff sides. The drawback of employing such a flexible structure is the fact that
its vibrations cannot be easily controlled in real time operation. This work has the principal
objective to project an active vibration control of a long flexible beam which is deformed by
action of a pulling cable, fixed to its extremity. The control aims to minimize the oscillatory
movements of the bean’s tip caused by external disturbances. The control strategy is based on
the continuous time mathematical model of the beam, using the finite element method. The
control strategy is calculated in a reduced model system which contains the dominant modes of
the same. It is shown that an adequate control response is obtained using the method

of allocation of poles.

Keywords: Active vibration control, long flexible beam, Finite elements menthols,

vibration models.
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1 INTRODUCAO

Estruturas flexiveis sdo comumente encontradas em aplicagdes nas dreas de engenharia
automobilistica, robdtica, industria, espacial entre outras. Robds méveis sdo usados, dentre outras
aplicacdes, na navegacdo em ambientes hostis e de dificil acesso como na exploracdo espacial, no
interior de minas, prédios inseguros e etc., exigindo modelos e protétipos cada vez mais robustos

e de baixo custo.

No ambito da navegacdo visual deseja-se que o horizonte de exploragdo seja o mais amplo
possivel, permitindo uma melhor visualizacdo de ambientes especificos de dificil acesso, como
encostas de terreno e penhascos. Assim, um braco longo e controldvel com uma camera
posicionada sobre sua extremidade livre, representa uma importante ferramenta acessoria dos

robos de exploracao.

Bracos manipuladores e exploradores de veiculos autbnomos em geral, sdo estruturas
rigidas e curtas que permitem um controle confidvel de posi¢do, com um minimo gasto de
energia. Estruturas longas, leves e flexiveis ndo sdo comumente projetadas como acessorios de
exploracdo de precisdo, devido principalmente a dificuldade de seu controle de vibragdo, quando

estd sujeito a perturbacdo de forgas externas.

A principal vantagem do manipulador flexivel é a simplicidade, evitando a utilizacdo de
varios atuadores elétricos, como motores nas articulacdes dos bragos roboticos. Como trabalho de
mestrado se propde um controle ativo de vibracdo, para diminuir os movimento oscilatério no
manipulador consequente das perturbacdes. Nesse caso, o manipulador consiste em uma viga

longa e engastada, que € deformada para a posicao de trabalho através da contracdo de um cabo

1



fixo a sua extremidade livre. O mesmo atuador eletromecanico (motor) responsdvel pela
contracdo do cabo de posicionamento da viga € usado para o seu controle de vibracdo, baseado
em um sensor de deformagdo instalado no cabo, que realimenta o modelo com o sinal de

deslocamento medido. Uma idealizacdo de tal sistema ¢ apresentada na Figura 1.1.

O sistema a controlar consiste em um modelo da viga engastada onde uma extremidade é
ancorada a uma base fixa horizontal, apresentando uma posicao inicial perpendicular ao solo.
Quando a extremidade livre é puxada por um cabo, deformando-a para uma posicao de operacao
desejada, o controle de vibragdo entra em acdo, minimizando a vibracdo do conjunto naquela
condic¢do. O cabo estd também ligado a uma polia no eixo de um motor elétrico DC, cuja funcio
€ modificar o seu comprimento, produzindo uma deformagdo ou alteracdo de posicdo da

extremidade livre da viga.

Figura 1.1: Modelo do robd com o brago flexivel



No presente trabalho se projeta e implementa uma estratégia de controle ativo para
minimizar as vibragdes da extremidade do manipulador, considerando a sua deformacao inicial
de posicionamento em uma condi¢do operacional arbitraria. O modelo de deformacao
operacional ou estdtica utilizado € aquele proposto no trabalho de doutorado de Izuka, e descrito
no artigo (KURKA, IZUKA, et al., 2012), apresentado no apéndice A. O modelo de controle,

descrito no mesmo trabalho é o desenvolvido no ambito da presente dissertacdo.

Na projecdo do controle vibracio utiliza-se 0 modelo matemético em tempo continuo da
viga deformada. O modelo depende da solucdo de equacdes diferenciais ndo lineares, equacdes
elipticas e de Timoshenko, que ndao sdao adequadas para implementacdo de uma estratégia de
controle em tempo real. Para resolver esse problema, Izuka, desenvolve um modelo de viga
longa, baseado na criagdo de uma malha de elementos finitos, adaptados a uma equacgdo

aproximada da deflex@o estética de uma viga tracionada por um cabo.

Na dissertacdo descreve-se o modelo dindmico em tempo continuo do manipulador,
obtido a partir do método dos elementos finitos. O manipulador € discretizado por elementos viga
de baixa ordem para a configuracdo curva do manipulador, cujas vibragdes serdo controladas. Os
modelos matematicos dos elementos do sistema (viga, cabo, atuador e sensor) sdo usados na

projecao do controlador.

Existem duas técnicas de controle de vibragcdo, chamados de controle passivo e controle
ativo. A técnica passiva refere-se ao uso de elementos como molas, amortecedores e outros
objetos fisicos, que se limitam a armazenar e dissipar energia para controlar as vibracOes das
estruturas. A técnica ativa caracteriza-se por usar elementos com capacidade de transformar a
energia elétrica ou magnética em forca mecanica ou de flexdo e vice-versa. O controle de
vibragdo ativa é o adotado no presente trabalho. A principal vantagem do uso de tal técnica € a
possibilidade de controlar os movimentos oscilatérios da viga a partir de dispositivos eletronicos

operados por sistemas computacionais.



Dentre as técnicas de controle de vibracdo ativa para estruturas flexiveis encontram-se o
controle de realimentagcdo de posi¢do positiva, usado por (INMAN, 2001), (BAZ e POH, 1996), o
controle 6timo quadratico linear usado por (NESTOROVI e TRAJKOV, 2010), (JINGJUN, LILI,
et al., 2008), o controle H-infinito, usado por (MOREIRA, 1998), (ZHANG, LILI, et al., 2009) e
o controle modal implementado o método de alocacdo de polos, desta estratégia é usada no
trabalho de (ZHANG e GUANG, 2012), (TUMA e SKUTOVA, 2012), (RODRIGUEZ,
GALLARDO e OROZCO , 2010), dentre outros. A escolha da técnica de controle a ser usada

depende da modelagem da planta, dos elementos implementados e da resposta desejada.

Neste trabalho € adotada a técnica modal gracas a sua capacidade de controlar certa
quantidade de modos, aproveitando as relacdes de semelhancga entre as configuracdes de vibragcdo
operacional do sistema e os seus modos naturais de vibragdo. Este tipo de controle é adotado em
estruturas flexiveis (PREUMONT, 2011), descritas por um modelo discreto com um grande
nimero de graus de liberdade. A transformacdo em coordenadas modais permite restringir os
Graus de liberdade - GDL quando sdo escolhidos os modos de baixa frequéncia e grande
amplitude. Dessa forma, o controle atinge os critérios de controlabilidade e observabilidade que
irdo atuar em certa quantidade de modos. Os modos e frequéncias sdo obtidos através da
discretizacdo da estrutura em um modelo de Elementos Finitos. A geometria da viga
estaticamente deformada, por sua vez, € obtida analiticamente através da solucdo da equacdo de

Euller Bernoulli.

O método de alocag@o de polos € utilizado na estratégia do controle, onde se espera obter
uma resposta com a menor amplitude de oscilacdes. Igualmente € projetado um observador,
ferramenta virtual, para estimar computacionalmente a dindmica do sistema a partir da
informacao obtida pelo sensor. Os componentes de entrada e saida estdo representados no espago
nodal por meio de coordenadas cartesianas X, Y. Portanto para se analisar o sistema, considera-se

o caso de multiplas entradas e multiplas saidas (MIMO).



1.1 Trabalhos correlatos

O desenvolvimento do presente trabalho estd relacionado aos topicos de andlise de
deformacdo de vigas longas e flexiveis, bem como ao controle ativo de vibra¢des. Considerando

tais temas, apresenta-se a seguir uma revisao dos principais trabalhos correlatos.

O modelo numérico que representa o comportamento dindmico deste manipulador estd
relacionado com o problema ndo linear geométrico de uma viga sujeita a grandes deformacoes,
seguido da andlise dindmica da viga na configuracao defletida. A solucdo analitica para a equacao
diferencial que descreve o deslocamento estitico de uma viga sujeita a grandes deflexdes
envolvem a utilizacdo de integrais elipticas, e podem ser encontradas nos trabalhos de (YAU,
2010), (FRISCH-FAY, 1962) , (TIMOSHENKO, 1961). Os métodos de integracio numérica
aplicados para encontrar a solu¢do da equacgdo diferencial que governa a deformacao estatica de
uma viga engastada incluem: o método shooting, como se vé€ no trabalho de (HOLLAND,
STANCIULESCU e LAWRENCE, 2006) e o método Runge Kutta, apresentado no trabalho de
(OHTSUKI, 2001).

A dindmica de estruturas submetidas a grandes deflexdes foi pesquisado por (FERRIS e
AFONTA, 1993), (SALLSTROM , POELAERT e JANSSENS , 1996), (SANTILLAN, VIRGIN
e PLAUT , 2005) e (HOLLAND, STANCIULESCU e LAWRENCE, 2006). (FERRIS e
AFONTA, 1993) estudaram os modos e as frequéncias naturais de vibracdo de uma viga, levando
em conta seu peso proprio, utilizando o método dos elementos finitos. Um trabalho similar foi
desenvolvido por (SALLSTROM , POELAERT e JANSSENS , 1996), que considera uma viga
de deflexdo grande causada por uma carga estdtica. O método de Shooting € aplicado por
(SANTILLAN, VIRGIN e PLAUT , 2005), para encontrar os modos e as frequéncias naturais,
com o objetivo de analisar as pequenas vibracdes no plano de uma viga. No trabalho de
(HOLLAND, STANCIULESCU e LAWRENCE, 2006), apresenta-se o andlises da dindmica de
uma estrutura longa e flexivel. O autor faz uma andalise das vibragdes através da integracao

numérica da equacdo eldstica governante, utilizando o método shooting e o método de elementos
5



finitos. O modelo de (HOLLAND, STANCIULESCU e LAWRENCE, 2006), ¢ discretizado por

uma grande quantidade de elementos de alta ordem.

Neste projeto utiliza-se o0 modelo de viga do projeto de doutorado de Izuka apresentado em
(KURKA, IZUKA, et al., 2012). O modelo descreve as propriedades dindmicas (autovalores e
auto-vetores) de uma viga longa e flexivel, que ¢ defletida estaticamente pela forca de tensio de
um cabo. Izuka propde o uso de elementos finitos lineares de baixa ordem tipo viga, conservando
a qualidade do modelo deformado. Obtém-se um modelo numérico simples, cujas carateristicas
dindmicas e estdticas sdo compardveis aos de outros modelos mais complexos como os de

(HOLLAND, STANCIULESCU e LAWRENCE, 2006).

Para o controle de vibragdo foram investigados trabalhos cujos objetivos sdo de diminuir as
vibragdes em vigas engastadas A maioria deles utilizam elementos ativos do tipo piezoelétricos e
piezoceramicos. A partir do modelamento e da localizacdo dos elementos na viga projeta-se uma
estratégia de controle.

Nos trabalhos de (NESTOROVI e TRAJKOV, 2010), (ZHANG, HE, et al., 2008),
(OKUBO, ICHIKAWA e NISHIMURA, 1998), (MANJUNATH e BANDYOPADHYAY, 2006)
e (RODRIGUEZ, GALLARDO e OROZCO , 2010), utiliza-se modelamento modal, restringindo
o projeto do controlador aos modos influentes no comportamento da viga. A estratégia de
(NESTOROVI e TRAJKOV, 2010) consiste em usar um controle adaptativo para suprimir as
vibragdes e atenuar o ruido das estruturas ativas. (ZHANG, HE, et al., 2008) utiliza um controle
linear quadritico para suprimir as vibragdes de um modelo de viga que contem atuadores e
sensores com alocacdo Otima. Por outro lado a estratégia de (OKUBO, ICHIKAWA e
NISHIMURA, 1998) e (RODRIGUEZ, GALLARDO e OROZCO , 2010) baseia-se no método
de alocacdo de polos. (OKUBO, ICHIKAWA e NISHIMURA, 1998), desenvolve um método
robusto na alocagdo de polos em um plano complexo, mediante a proje¢cdo dos pardmetros
estruturais, locacdo dos atuadores e controle de realimentacdo. (RODRIGUEZ, GALLARDO e
OROZCO , 2010) aproveitam o modelo de controle multimodal manipulando os dois modos de
vibra¢do com maior dominio, obtendo de forma tedrica e experimental, uma resposta estivel em

um tempo previamente estabelecido.



1.2 Objetivos

O objetivo geral deste projeto € projetar um controle de vibracdo ativo para diminuir as
oscilacdbes de uma viga engastada flexivel e longa, tracionada por um cabo preso a sua

extremidade.

» Utilizar um modelo de tempo real para determinacdo da curva de deformac?o estatica de

uma viga longa, baseado nas equagdes diferenciais de deformacao continua.

» Utilizar uma estratégia de representagao discreta da viga, através do método de elementos
finitos, para obtencdo de um modelo dindmico simplificado que seja util para

implementagdo de um procedimento de controle ativo de vibragdo.

» Conceber e testar numericamente uma malha de controle com realimentacdo ativa, que
efetue a tarefa de estabilizar as vibracoes de uma viga longa, sujeita a excitagdes

transientes ou permanentes.

1.3 Organizacao do texto

No Capitulo 2 sdo detalhados os aspectos de modelagem. Primeiro descreve-se a forma
em que foi modelada a viga flexivel curva, encontrando a equacdo diferencial governante, as
carateristicas dinamicas (autovalores e auto-vetores) do modelo através da formulacdo Euler-
Bernoulli e a teoria de elementos finitos. Além disso, apresenta-se o modelamentos dos

elementos que compdem o sistema.



O capitulo 3 apresenta o modelo de controle de vibracdo ativo proposto. Inicialmente faz-
se uma descricao do modelo geral em diagrama de blocos. Em seguida, descreve-se o modelo em
espacos de estado. Os estados correspondentes aos graus de liberdade s@o transformados em
coordenadas modais para o projeto do controle de vibragdo. Em seguida apresenta-se o cdlculo do
ganho do controle usando o método de alocagdo de polos, seguido pela aplicagdo do controle no

modelo. E descrito ainda um observador de estado para testar o comportamento do sistema.

O capitulo 4 apresenta a integracao dos modelos dos diversos elementos que compdem 0s
sistemas de modelamento e controle de vibragdes da viga. Primeiro apresenta-se a descri¢cao do
modelo geral em espaco de estado. Em seguida, descreve-se a formulacdo da estratégia do

controle de vibracdo e por ultimo a descri¢do do calculo do observador.

O capitulo 5 apresenta 0 modelo numérico de um manipulador caracteristico, bem como
as suas propriedades dindmicas em malha aberta e fechada. Sdo apresentadas as simulagdes do

sistema controlado, validando a efetividade da estratégia de modelamento e controle proposta.

No capitulo 6 apresenta-se, finalmente, as principais conclusdes do trabalho, perspectivas

e sugestdes para futuros desenvolvimentos.



2 MODELAMENTOS DOS ELEMENTOS DO SISTEMA

O manipulador de exploracdo proposto neste trabalho se caracteriza pela simplicidade. Ele
¢ formado por uma viga longa e flexivel, cujo posicionamento € obtido através da forca de um
cabo ligado a extremidade livre da viga e tracionado por um motor eletromecanico. Esta
configuracdo é apresentada na Figura 2.1, Além da funcdo de garantir a geometria estdtica de
deformacdo da viga, o motor realimentado pelo sensor de posicionamento atua também no
sentido de diminuir as vibragdes de operacdo. O modelo matemadtico deste manipulador é
essencial para se definir os ganhos do controle. Assim, neste capitulo apresentam-se os modelos

matematicos usados para a descri¢cdo da viga, cabo de tracao e motor.

Figura 2.1: Elementos do Sistema.



2.1 Modelamento da viga flexivel longa

O Modelamento da viga € feito no trabalho de doutorado de Jaime Izuka descrito brevemente
em (KURKA, IZUKA, et al., 2012). Entre os objetivos principais de Izuka estd buscar uma
configuracdo deformada da linha central da viga, cuja descri¢do estd na secdo 2.1.1, com essa
linha deformada se atribui uma distribuicdo de elementos finitos de baixa ordem, obtendo os
modos e frequéncias (auto vetores e auto-valores) da viga e do cabo. A descri¢do € apresentada

na secao 2.1.2.

2.1.1 Deflexao nao linear

O problema de determinar a for¢a de tracdo e do angulo do cabo da viga deformada é
dirigida por Holland [11], especificando a componente de ponta de for¢a horizontal e atualizando
a forca vertical até que a condicio do momento zero no final da viga esteja satisfeita com
precisao suficiente. Uma expressdo para a curvatura de grande deflexdo da viga € resolvido pela
integracdo da equacdo diferencial usanda o método de Runge Kutta. Yau [5] apresenta uma
abordagem analitica para descrever tal comportamento de deflexdo. No trabalho de doutorado de
Jaime Izuka, a posic@o da ponta da viga € determinada utilizando integrais elipticas. O angulo da
forca do cabo é expresso, por meio de consideracdes geométricas, como uma funcao do dngulo de

ponta.

O modelo simplificado da viga deformada por o cabo € apresentada na Figura 2.2. O
arcotangente s € medido da base (ponto A) até um ponto genérico C, a inclinagdo da viga é

representada por o angulo @ e a for¢a do cabo F, possui um angulo de inclinacdo . O
comprimento todal da viga € L, enquanto as coordenadas do suporte do cabo sdo (hy, h,). A

posicdo da ponta da viga € representada pelas coordenadas (xg, V).
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Figura 2.2: Analises de deflexdo da viga

O momento de tor¢do na se¢do genérica ¢ da viga, € proporcional a mudanga na curvatura
causada pela for¢a aplicada, de acordo com a teoria de Euler-Bernoulli cldssica para a deflexao
de vigas. O equilibrio dos momentos de uma porcao infinitesimal da viga homogénea com se¢ao

transversal constante é descrito como:

da

M =EI
ds

= —F,;sinfB (xg —x) — F;cos B (yg — y). (2.1)

A diferencia¢do da equagdo (2.1), com respeito ao comprimento do arco s, produz a

equacao diferencial governante do modelo expreso por,

dZ
d—u];+csiny =0 (2.2)

Onde u, y e c sdo definidos como:
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(2.3)

As condicdes de contorno para a configuracio da Figura 2.2 sao,

Yu=o0 = —B

(Z_Z)uzl _ ol (2.4)

Os parametros p e ¢ sdo introduzidos para a manipulacdo da equagdo diferencial, para

usar as integrais elipticas,

z y (2.5)
2

p = sin%F I

p * sin¢ = sin

As defini¢des das relagdes entre ds e 7, dye d¢; e ds e d¢ sdo necessdrias, para encontrar
as expressoes das coordenadas da viga defletida, em termos de integrais elipticas. A primeira
relacdo € determinada pelo produto entre a Equacdo (2.2) e 2dy, e posteriormente integrando com

respeito a . A relacdo entre du e dy pode ser expressa como,

dy

du = .
“ \/Zc[cosy —cos(ag — B)] (2.6)

A relacdo entre dy e d¢é obtida pela Equacdo (2.5)b com respeito a ¢, o que é,

_ 2pcosd

dy = de.
14 mqb (2.7)

Da equacdo (2.6) e (2.7) se obtém,

12



ds = do (2.8)

Onde,

= — 29
k= — (2.9)

Alguns trabalhos algébricos sdo feitos para expressar as coordenadas x e y da viga, em

termos de varidveis das integrais elipticas,

v = PR F (0 + F(p, 6) + 2E(p,00) ~ 26(p, 6,
2psmﬁ (2.10)
(cos(¢a) — cos(¢c))
e
y = PF (cos(pa) ~ cos(@2)
sinB (2.11)
- k [—F(p, ¢C) + F(p' ¢A) + ZE(p' ¢C) - ZE(pr ¢A)]
onde,
sin n/2+ﬁ
Py = arcsm< >
=7 g (2.12)
in(*+B
¢¢ = arcsin (sm(p%)) )
¢ 1 p
F(p, ¢) = , .
(®. ¢) jo T pisig ¢ (2.13)
¢
E(p,¢) = J V1 —p?sin?¢pde. (2.14)
0

13



Com os deslocamentos x e y da equagdo (2.10) e (2.11) acima, escreve-se uma expressao

analitica para o cdlculo do angulo da forca [, como,

h h 2pCcos
—xsin,8+—ycos[3— peos(éa)

= 0. 2.15
L L P o) —Fodm)  © 1)

A Equacdo (2.15) expressa o angulo horizontal do cabo puxado com respeito a uma
inclinagdo arbitraria da ponta da viga, permitindo um célculo analitico das coordenadas X e Y da
curvatura da viga, dadas pelas equacdes (2.10) e (2.11). A solucao numérica da equacio (2.15) s6
pode ser encontrada de forma iterativa, que presenta uma situacao critica para uma aplicagdo em
tempo real que defina a deformacdo geométrica produzida por uma forca arbitraria aplicada ao
cabo. O calculo do angulo £ gerado pela forca no cabo, expressada como fun¢do do comprimento

total do cabo, € apresentada na Eq. (2.16). Tal relagdo pode ser ajustada por uma curva

polinomial de ordem arbitraria M, e coeficientes y;, do tipo.

N i
B = Zouz * (L%) (2.16)

4

Onde ¢ é o comprimento do cabo quando a viga estd deformada, e L. é o comprimento do
cabo quando a viga ndo estd deformada. Testes numéricos mostram que um polindmio de ordem
N =~ 15 € adequado para ajustar o comportamento da curva graficamente descrita pelo angulo,

conforme ilustrado na Figura 2.3.
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Figura 2.3: Angulo 8 da for¢a em fungio do comprimento do cabo.

Na pratica os parametros y;, i = 0,1, ..., M do angulo da for¢a X fun¢do comprimento-cabo,
pode ser calculado, baseado nas propriedades fisicas do comprimento do cabo. Com tais
parametros, as coordenadas da deformacdo estitica da curva da viga podem ser facilmente

calculadas, através da equacgdo (2.10) e (2.11).

2.1.2 Método de elementos finitos [MEF]

O MEF se baseia na discretizacio de um corpo ou estrutura em elementos com
determinadas condicdes de vinculo entre si, gerando um sistema de equagOes algébricas que

resolve numericamente o estado de tensdo e deformacao.

O modelo matematico da viga deformada esta composto pelas matrizes de massa e rigidez
obtidas através do MEF (PETY'T, 2010). Um pequeno niimero de elementos da viga € alocado ao
longo da linha central da deformacdo dela. O cabo € modelado com um elemento barra, cujo

deslocamento é em direcdo axial. Na Figura 2.4 apresenta-se a discretiza¢do da viga e o cabo

15



com os elementos discretos representados. O uso de um modelo com um ndmero reduzido de

elementos visa a minimizagdo do esforco computacional para a descricao dinamica da estrutura.

Figura 2.4: Discretizacdo da viga.

No modelo da viga sdo utilizados elementos 3-D. Os sistemas de coordenas locais e

globais de tais elementos sdo mostrados na Figura 2.5.

0 5> R
0z

Figura 2.5: Sistema de coordenadas globais e locais do elemento.
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A viga € descrita através da combinacdo de elementos sujeitos a deformacao axial, flexao
e torcao (PETYT, 2010), As funcgdes de energia cinética e tensdo em coordenada local sdo

representadas por,

T =L pAG? 4+ 60+ 70 b, @1
_ 1 +a ar\2 1 r+a 9%q 2 820\2

Ue=2[""EA (5) dx+1 [ {EIZ (ﬁ) dx + EI, (ﬁ) }dx + (2.18)

1 ~+a 965\ 2

6 (52) dx.

As deformacdes dos desacoplamentos no sentido, axial, flexdo e tor¢do, sdo consideradas
e tratadas separadamente (PETYT, 2010). As funcdes dos deslocamentos 7, q, 0 e 6, sdo

expressos em termos da coordenada adimensional, ¢ = x /[, como:

r= E(l +&865(1+ fzf)]{r}e
q = [N:(§) IN2(EIN3(E)INL(E){q}e
0= [N1(§) —IN(E)N3(§) — INy(O)o}e |
0y = [%(1 + Elf)%(l + 525)]{6x}e )

(2.19)

As matrizes de massa e rigidez de cada elemento sdo determinadas pela substituicdo da
funcdo de deslocamento (2.19) nas expressdes de energia cinética (2.17) e tensdo (2.18). A

energia cinética € expressa apds da integracao:
T, = ~#Tifi,i 2.20
e_zremere’ (2.20)
e a expressdo de energia potencial apés da integracao:

Ue = 51K, 2.21)
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onde

Fl=[1 G 01 0 Oy1 6,72 Gz 02 Oy 6y, 6] (2.22)

Varidveis k., e m, sdo as matrizes de rigidez e massa do elemento no sistema de
coordenadas locais. A coordenada local r pode ser transformada em coordenadas globais pela

relagdo:

r=TR, (2.23)

onde T € definido como:

] 0 0 O
~lo L] o o

T=10 o [ o (2.24)
0 0 0 [L]

eLé:

cos(x,X) cos(x,Y) cos(x,Z2)
L = [cos(y,X) cos(y,Y) cos(y,Z2)|, (2.25)
cos(z,X) cos(z,Y) cos(z,Z)

onde cos(x,Y), representa o coseno dos angulos formados entre as coordenadas locais do eixo x

e as coordenas globais do eixo Y.

As matrizes de rigidez (K,) e massa (M,) descritas no sistema de coordenadas globais sdao

calculadas como:

K, = T'k,T, (2.26)

(2.27)
M, = T'm,T.
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Definindo uma matriz de amortecimento proporcional como (INMAN, 2006):

(2.28)
D, = oM, + K.,

onde as constantes o € L sdo reais.

Uma vez calculadas as matrizes de massa, amortecimento e rigidez, € construida a

equacao de movimento da viga flexivel:

(2.29)
Meﬁ(t) + Dei’(t) + Kep(t) = —-T+ Fd;

Onde p € o vetor de coordenadas globais, T € a tensdo do cabo efetuado pela for¢a do
atuador (F,) e F4 € a forca de distirbio. O projeto do controle vai-se desenvolver com a viga
deformada em 2-D no plano x-y. A deformagdo esta em torno a 8,. Pela inclinag¢do do cabo e o
modelo matemadtico descrito nos graus de liberdade, as forcas aplicadas a viga(Fg,, Fg), tém

componentes em x e y.

Na seguinte secdo se descreve o modelo do cabo e a influéncia na equacdo dinamica da

viga.

2.2 Modelamento do cabo

Uma forca de tensdo estdtica aplicada no cabo € responsdvel pela deformagdo da
geometria bdsica da viga, o que é util para o posicionamento de sua ponta em alguma
configuracdo de interesse de trabalho. Ao mesmo tempo, pequenas variacdes da tensdo estdtica
aplicada no cabo sdo utilizadas pelo sistema de controle para diminuir os seus movimentos de
vibragdo. A estratégia de posicionamento de estruturas com cabos € usada com frequéncia na

engenharia civil, em construcdes como: pontes suspensas, telhados em estadios, grandes edificios
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etc... Estas estruturas muito flexiveis sdo sensiveis ao vento e sofrem vibra¢des produzidas pelo
trafego de pessoas e automodveis (PREUMONT, 2011). Uma técnica de controle de vibragdo,
utilizando o modelo dinamico de um cabo para transmitir a forca do atuador, € apresentada em

(GUO, LU e LI, 2008).Tal técnica € igualmente adotada no presente trabalho.

A estrutura fisica do modelo do cabo e da viga estd expressada na Figura 2.6, onde o
controle u, € o apoio do deslocamento, T € a tensdo no cabo, w é a vibracdo transversal do cabo
e p a vibracdo da estrutura. Os vetores de deslocamentos do sistema sdo expressos na seguinte

equacgio,

u=hlw w p P D), (2.30)

onde, h representa a posicao da ponta da viga em coordenas x, y descrita na secdo2.1.1.

Viga Cabo

Figura 2.6: Sistema viga cabo.
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Tendo em conta que a massa do cabo é muito menor do que da viga, esta pode ser
desprezada. A dinamica do cabo € simplificada considerando unicamente a sua rigidez (k.), por
conseguinte € possivel trata-lo como se fosse uma mola. De acordo com (GUO, LU e LI, 2008) a

tensdo do cabo pode ser obtida como segue,

T = bk (b"p — 91,), (2.31)

Onde 7, representa o raio primitivo da polia, ¥ a posi¢do angular do motor € b a matriz de

incidéncia da forca em coordenadas nodais descrita em O e 1. Substituindo a equacao (2.31) na

(2.29), tem-se:

M, p(t) + D.p(t) + (K, + bk.bD)p(t) = bkIr, + Fy, (2.32)

simplificando,

M=M,,D=D,, K= (K,+bk.b") e F, = bk.9r,.

A equacdo dindmica do sistema geral € finalmente:

Mp(t) + Dp(t) + Kp(t) = F, + F,. (2.33)

A posicdo angular efetuada pelo motor é descrita na se¢do do modelamento do motor a
continuacao.
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2.3 Modelamento do motor

Um motor elétrico DC € usado como atuador para o controle de vibragdo. Inicialmente se
descrevem os componentes elétricos e mecanicos do motor. Os componentes sio modelados

matematicamente para determinar a equacdo dinamica do motor.

O torque do motor, T, estd relacionado com a corrente de armadura, i, por um fator
constante K;. A forca contra eletromotriz, e se relaciona com a velocidade de rotacdo mediante as

seguinte equagdes:

T = K,i, (2.34)

e = k9. (2.35)

A partir das equacgdes (2.34) e (2.35), de descrevem as seguintes equagdes baseadas na lei

de Newton combinada com a lei de Kirchhoff:

Jn 9 + b9 = kyd, (2.36)

Lo+ Rai =V, — k¥, (2.37)

Onde J,,,, ¢ o momento de inercia do motor, R, a resisténcia elétrica, L,, a indutancia elétrica, V),
a voltagem de entrada e ¥, a aceleracdo angular. Diminuindo a ordem das equacdes (2.36) e

(2.37), se obtém a posicdo angular 9. Considerando as varidveis y; =9, y, =9, x3=1i e

g & .. . ~
ol Y obtém-se as seguintes equagdes.
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X1 = X2 (2.38)

. ke by,
X2 =7X3t7 X2 (2.39)
Im Im
o Rq ke
Vo = — — — Y3 —— ¥o. 2.40
X3 L, La)(3 LaXz ( )

A expressdo matemdtica descreve o modelo fisico do motor apresentado na Figura 2.7.

Circuito da armadura Rotor

L

W ({Tﬁ
2O i}é@

Figura 2.7: Modelo equivalente do motor.

O modelo do sistema da viga e cabo € acrescentado pelo modelo do motor. A expressdao

geral € descrita no capitulo O.
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2.4 Modelamento do sensor

Um extensOmetro resistivo (strain gage) fixado no cabo de trac@o € o sensor adotado para
realimentar o sistema. O sensor converte o esforco de deformacao produzido pela forca de tragdao
do cabo a uma saida de voltagem. O sinal de voltagem do extensdometro, depois de passar por um
condicionador, € aplicado como entrada do controle. De acordo com a informac¢do do sensor
alocado no cabo, o controle envia o sinal de energizacdo ao motor, o qual atua mecanicamente na

viga.

O extensdmetro consiste de um cabo fino ou papel de aluminio em forma de grade colado
entre duas folhas de papel ou finas peliculas de plastico. O funcionamento é baseado na variagdao

da resisténcia em forma proporcional sujeita ao esforco de deformacao, Figura 2.8

Stréin

sensitive pattern

area thic
resistance d

Figura 2.8: Comportamento do extensometro sometido a deformacdes,
(MEASUREMENTS, 2010).

O parametro fundamental do sensor € a sensibilidade ao esfor¢o expresso quantitativamente
como fator de ganho, GF. O fator de ganho € definido como a relacdo entre a taxa de variacao da
resisténcia elétrica, AR /R e a taxa de variacdo de comprimento, AL/L (SOSA, 2012),
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__AR/R _AR/R
AL/L ¢

(2.41)

O condicionamento do dispositivo consiste em uma ponte de Wheatstone, onde € obtida a

voltagem v, proporcional a deformacio €, da forma,

_ vy GF ¢

v == (2.42)

onde vy, € a voltagem de excitagdo do ponte.

A relacdo entre a deformacdo e a voltagem € linear. Considerando a posi¢do inicial da
viga defletida em zero, a voltagem de saida do sensor vai ser igualmente zero. Se houver
movimentos de vibracdo, o sensor comeca a apresentar variacoes de voltagem. Para adotar as
carateristicas do sensor ao sistema em coordenadas fisicas (graus de liberdade), este se decompde

em coordenas X, Y.

2.5 Modelo em coordenadas modais

Modelos obtidos através do MEF sao frequentemente representadas em termos de
coordenadas espaciais generalizadas. Uma forma alternativa € a representacdo do modelo em
termos de coordenadas modais, o que facilita a visualizacdo dos progressivos modos de vibrar da
estrutura A representacdo modal permite ainda, para efeito de aplicacdo de uma estratégia de
controle, a realizacdo de trucagem do nimero de graus de liberdade do modelo. Graus de
liberdade associados as menores frequéncias naturais do modelo sdo em geral utilizados em

estratégias de controle de vibragdes (GAWRONSKI, 2004).

A obten¢do do modelo em coordenadas modais € feito a partir do modelo em coordenadas

generalizadas. A equacdo de movimento de uma estrutura sujeita a vibragao livre € descrita por:
Mp(t) + Kp(t) = 0. (2.43)
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A solucdo desta equacdo é: p = @e/®t. Encontrando a segunda derivada da solugio e

substituindo, tem-se,

(K — w’M)@e/*t = 0. (2.44)

A solucdo ndo trivial da equagdo (2.43) € obtida para,

det(K — w*M) = 0. (2.45)

As frequéncias w que satisfazem esta condi¢ao sdo chamadas de auto-valores (frequéncias
naturais). Substituindo o conjunto de solugdes {wq, w,, ..., w,} Na equagdo acima, tem-se o

conjunto de vetores {@q, @5, ..., D, }, denominados de auto-vetores (modos de vibrar).

Adotando uma notagdo matricial para os auto-valores e auto-vetores do sistema tem-se:

w; 0 .. 0
a=|0 @ - 0 (2.46)
0O 0 .. w,

¢11 ¢21 d)nl

¢1nd ¢2nd ¢nnd

(2.47)

A matriz de auto vetores @ possui a propriedade de diagonalizar as matrizes de massa e rigidez,

M* = dTMo, (2.48)
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K* = ®TK®. (2.49)

Denominados matriz de massa modal e matriz de rigidez modal. Aplicando a mesma

transformacao para o amortecimento,

D* = ®TD®. (2.50)

Para o caso de uma matriz de amortecimento proporcional, como utilizado neste trabalho, tem-se

uma matriz de amortecimento modal diagonal.

A transformac¢do de coordenadas nodais para coordenadas modais € feito por,

p = Pp". (2.51)

Onde p* € chamado de deslocamento modal.

O sistema pode-se representar em um modelo reduzido caraterizado por conter os modos
com maior influéncia. O método para quantificar a importancia de cada modo de vibracio
corresponde ao calculo da massa modal efetiva. Os modos com relacdo de massa efetiva alta
contribuem de forma significativa para o comportamento de resposta dindmica do sistema, o
contrario do que ocorre com os modos com baixa massa efetiva (IRVINE, 2012). A selecdo dos
modos para serem controlados, portanto, serd feita com base nas maiores massas modais efetivas

presentes. A massa modal efetiva M, ¢, para cada modo n €,

Mapym = 20 (2.52)
ST My |
onde o vetor £ € definido a partir da equacao (2.48) como
L= ®T™™Mr’, (2.53)
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onde r’ é o vetor com os deslocamentos da massa.

Neste capitulo foram apresentados os aspetos da modelagem. Primeiro se descreveu a
forma em que foi modelada a viga flexivel curva, determinando a equacdo diferencial governante,
as carateristicas dinamicas (auto-valores e auto-vetores) do modelo através da formulacdao Euler-
Bernoulli e a metodologia de elementos finitos. Foi apresentado o modelamentos dos elementos
que compdem o sistema como o cabo de tracdo, sensor e atuador. Da mesma forma foi
apresentada a forma alternativa de representar o modelo em termos de coordenadas modais. O
objetivo da representacdo modal é projetar o controle ativo de vibragdo. No seguinte capitulo se
apresenta a proje¢do do controlador num representacio do modelo em varidveis de estado em

coordenadas modais, tendo presente os componentes dindmicos de maior influencia no sistema.
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3 PROJETO DO CONTROLADOR

A estratégia usada para a projecdo foi baseada no controle de vibracdo ativo de estruturas
flexiveis retas. No mesmo sentido o controlador ativo de vibrag@o foi adotado para diminuir os
efeitos dinamicos das perturbacdes. A estratégia do controle estd formada por um
servomecanismo que inclui um sensor, um processador de sinal e um atuador. O controle mantem
constante uma distincia entre a massa vibrante e o plano de referéncia. Quando uma forca
externa aplicada ao sistema varia essa distancia, o sensor a detecta e gera um sinal proporcional a
magnitude da excitacdo (ou da resposta) do sistema. Esse sinal chega ao processador que envia
uma ordem ao atuador para que efetue um movimento for¢ado proporcional ao sinal medido. O

diagrama de blocos da Figura 3.1, ilustra a configuracdo do sistema geral em malha fechada.

Vibracao
d

Posicao
Refgo Erro

Atuador
4

Posicao
5 Atual
Modelo Viga 2.

r

b 4

Controle Observador

[y
&

Figura 3.1: Diagrama de blocos geral

29



A estratégia do controle modal é usada para o controle de vibracdo. O conceito do
controle modal é gerar uma excitacdo na estrutura por realimentacdo linear, de tal forma que o
sistema de malha fechada exiba os auto-valores prescritos (PORTER e CROSSLEY, 1972). O
modelo matemadtico da viga, do cabo, do sensor e do motor apresentados no capitulo O,
constituem a expressdo analitica do sistema geral, equacdo 2.31. Esse modelo é expresso em
coordenadas modais, no qual sdo analisados os valores proprios do sistema para projetar uma
estratégia de controle. Neste capitulo se apresenta o algoritmo de controle modal em

representacao de espaco de estados.

3.1 Modelo em espacos de estado

A representacdo em varidveis de estado do sistema estd expressa na Figura 3.2. Esta
representacdo € uma ferramenta que facilita os cdlculos para modelos com poucos graus de

liberdade, multiplas entradas e multiplas saidas.

¥
(]

Figura 3.2: Representacdo varidveis de estado.
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A representacdo de estado € feita somente para sistemas lineares e pode se expressar em

forma geral em equagdes matriciais diferenciais de primeira ordem como:

v = Av(t) + Bu(t) + Ew(t), (3.1

Y = Cv(t), (3.2)

onde, v(t) = [v4,V,, ..., v,]7 é 0 vetor de estados de ordem 21, u = [uy, Uy, ..., u,]T é o vetor
de entrada de ordem r, @ = [w, Dy, ...,wr]T ¢ o vetor de entrada de distirbio, y =
[V1, V2, -, Ym]T € 0 vetor de saida de ordem m, A é a matriz do sistema de dimensdo 2n X 2n, B
¢ a matriz com coeficiente de entrada de dimensao 2n X r, C € a matriz com o coeficiente de
saida de dimensdo m X 2n e E é a matriz de entrada que habilita a varidvel do disturbio de

dimensao 2n X r.

3.2 Modelo do sistema em coordenadas modais

Para o projeto do controle modal é necessario expressar a equacdo dinamica da estrutura
em coordenadas modais. Considerando a descri¢do em espago de estado da equacdo (3.1), se a
matriz A tem uma diagonal com a forma de Jordan, entdo existe uma matriz V ndo singular tal

que,

V1AV =), (3.3)

onde A é a matriz diagonal com os auto-valores da matriz A. Como neste caso o modelo possui
um amortecimento quase nulo, os elementos da diagonal sdo pares complexos conjugados.
Substituindo ¥ = Vg na equacao (3.1) e multiplicando pela inversa da matriz ndo singular V, que
contem os auto-vetores do sistema (INMAN, 2006), tem-se a representacdo em coordenadas
modais do sistema:
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(t) = An(t) + V'1Bu(t) + VEw(t), (3.4)

Y(t) = CVn(t). 3.5

Aqui, o vetor 1 representa as coordenadas modais do sistema de ordem 2. Esta forma € utilizada

para verificacdo da condicdo de controlabilidade do sistema, descrita a seguir.

De acordo com (INMAN, 2006), que considera um modelo com uma entrada, o vetor
V1B contem 2n elementos denotados por B;. O sistema é claramente controldvel se cada B; # 0,
i =1,2,...,2n. No caso contrdrio o sistema € incontroldvel, j4 que nenhuma lei de controle de
realimentagio poderia afetar o modo i. Assim, o vetor V1B indica a capacidade de controlar o

sistema por inspe¢ao.

A equacdo (3.4) pode ser usada também para realizar uma reducio rapida do modelo
supondo que se deseja controlar apenas os modos mais rapidos ou modos em uma pequena gama
de frequéncia. O modelo de ordem reduzida apresentado na equacdo 3.6 e 3.7 estd caraterizado

por conter s6 os modos de interesse, descartando os demais modos.

7(t) = An(t) + V'Bu(t) + V'Ew(0),

g - (3.6)
Y(t) = CVn(D). (3.7)
C

Aqui, as matrizes A¢, B¢ e C; representam a forma reduzida do sistema, da entrada e saida

respetivamente. A matriz A, é a diagonal dos auto-valores reduzidos de dimensdo n X7 e a
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matriz V é a matriz como os auto-vetores associados reduzidos de dimensdo 71 X 2n. 1 é o

nimero de auto-valores reduzidos.

3.3 Método de alocacao de polos

Na forma reduzida pode-se calcular o ganho do controle mediante o0 método de alocagdo de
polos, como foi apresentado por (RODRIGUEZ, GALLARDO e OROZCO , 2010), em um
modelo de viga ativa. Este método consiste em alocar os auto-valores ou polos do sistema em
malha fechada numa regido especifica do plano complexo, o que permite impor parametros de
desempenho para o sistema. Os polos em malha fechada associados com os modos no eixo

esquerdo do plano complexo dos auto-valores, assegura a estabilidade do sistema.

Para entender melhor a o comportamento do sistema, de acordo com a alocac¢ao dos polos
se conhece pela literatura que quando os polos estdo sob o eixo imagindrio, a exce¢cdo do zero
absoluto, cujo comportamento da planta € nulo, a resposta do sistema € oscilatoria. Se os polos
estdo sob o eixo real, mas afastados do eixo imaginério, o comportamento do sistema decresce no
tempo se estiver no quadrante esquerdo ou cresce se estiver alocado no plano direito. Para polos
complexos a resposta € harmdnica que decresce ou cresce no tempo de acordo com a posi¢ao no
plano, como se vé na Figura 3.3. No caso, o objetivo € alocar os polos complexos carateristicos
do modelo, para obter uma resposta harmonica decrescente no tempo. Para isso se tem em conta

o tempo de estabilizacio e da porcentagem de sobimpulso.

Em seguida sdo calculados os ganhos de comando necessarios para produzir esses polos.
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Figura 3.3: Locagdo dos auto-valores do sistema dindmico lineal no plano complexo

(CASTANEDA , PARRA e COLINA, 2009)

Para calcular os ganhos do controle no sistema reduzido, g.(¢ = 1,2, ...,7), usa-se a

formula de Ackerman (OGATA, 2005), que é dada por:

g.=[00..1]M. "®7(p.), (3.8)

onde @r(p.), representa o polindmio carateristico com os polos desejados de malha fechada.
M, = [Bc AB, A%Bc A'C“lBC] € a matriz de controlabilidade que deve ser inversivel. Na

implementagdo pratica do controle no presente trabalho € usada a funcdo acker do MATLAB®,
para um modelo com uma entrada e uma saida, ou funcdo place, caso seja um modelo com

multiplas entradas e multiplas saidas.

3.4 Controle em realimentacao de estados

7z

O método de controle em realimentacdo de estado € a forma de atribuir o ganho do

controle para que cause efeito no sistema. Neste caso, o ganho do controle do sistema se
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caracteriza por conter a matriz de ganho calculado no modelo reduzido g¢. De acordo com a lei

de controle implementada por (RODRIGUEZ, GALLARDO e OROZCO , 2010), o ganho de

controle para o sistema em coordenadas fisicas é calculado por,

G=gV L
O controle por realimentacio de estados € finalmente definido por,
u(t) = —Gv(t).

Substituindo a equacgdo (3.10) em (3.1), tem-se,

v = (A - BG)v(t) + Br(t), +Ew(t).

Tal processo € expresso no diagrama de blocos da figura 3.4 abaixo.

lm
E

(3.9)

(3.10)

(3.11)

|

Figura 3.4: Diagrama do controle em realimentagdo de estados
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O controle por realimentacdo atinge com os parametros de estabilizacdo da resposta,

atenuando a oscilagdo vibratéria do sistema num tempo desejado.

O passo seguinte consiste em conhecer o comportamento do sistema controlado. Para isso
¢ adicionado um observador, cuja fungdo € estimar os estados a partir da informagdo obtida do

sensor na saida.

3.5 Observador

O observador ¢ um método utilizado em vérios projetos de controle, que permite estimar o
estado do sistema a partir da saida. Sua vantagem € que evita o uso de uma grande quantidade de
sensores. O principio de funcionamento é baseado na aceleragdo dindmica do processo. A
representacao de estados € reproduzida com uma dindmica de maior rapidez mediante uma matriz
L., esta acdo permite predizer o comportamento das varidveis desejadas. O tempo de
convergéncia entre a varidvel estimada e a real é determinada por L.. (SALVADOR e

MORALES, 2008).

Para adicionar a dinamica do observador se introduz no sistema um sinal que indique o
erro de estimacdo. Esse sinal é a diferenca entre a saida real e a estimada (y — CD).

Considerando o sistema linear estacionario (3.1), o modelo do observador assume a forma,

v = AD + Bu + L.(y — CD), (3.12)

onde D, € o vetor estimado de v, como se vé ilustrado na Figura 3.5.
O erro de estimacao se define como,

e=v—". (3.13)
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Para que o erro do sistema tenda a zero, a matriz L. deve assegurar a posicdo, tanto dos
polos do sistema quanto dos polos estimados, no semi-plano esquerdo do plano complexo. Como
o observador deve ser mais rdpido do que o sistema em malha fechada, os polos deste devem
estar mais afastados do eixo real do que os polos do sistema controlado. Para determinar os polos

do observador deve-se ter em conta o tempo de convergéncia e a qualidade do estimador.

Para calcular o ganho do observador, L., utiliza-se 0 método de alocagcdo de polos que
garante a posi¢do dos auto-valores na posi¢do desejada. Semelhantemente ao calculo do controle
de realimentacdo, o observador € calculado para o modelo de ordem reduzido. O ganho é

representado por lc(c =1,2,...,n), e é calculado pela formula de Ackerman (OGATA, 2005),

1, =[00..1]M, ' @7 (p,), (3.14)

onde @r(p,.), representa o polindmio carateristico em fung¢do dos polos desejados (p.) do
estimador. M, = [Cc A.C, A%Cc A’;—lcg] ¢ a matriz de observabilidade. Por simplicidade

sao usados os comandos apresentados na se¢do 3.3.

Para se adicionar o ganho do observado ao modelo de coordenadas fisicas se faz,

L=Vl (3.15)

A expressdo matemadtica do sistema, acrescentando o modelo controlado com o

observador é:

[;] B [Li\c A-BG z LCC] B+ (1) + g = (3.16)
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y=I[C O] [g] (3.17)

e o diagrama de blocos de tal sistema controlado é apresentado na Figura 3.6.

lm

=
F 1

=
Ly |
Fy

b
3
?

—i |
=
&

Figura 3.5: Sistema controlado com observador.

Neste capitulo foi apresentado o modelo tedrico do controle ativo de vibragdo, seguindo
os modelos encontrados na literatura. Inicialmente se descreveu o modelo do sistema geral em
coordenadas modais, em cuja representacdao de varidveis de estado foi calculado o controle e o
observador de estado. A integracdo entre o modelo do manipulador com os elementos que o
conformam e o algoritmo tedrico do controlador descrito no presente capitulo é apresentado no

capitulo 4.
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4 INTEGRACAO DOS MODELOS DINAMICOS E DO CONTROLE

A estratégia do controle de vibracdo estd baseada nas carateristicas modais da deformacao
da viga. O presente projeto usa um controle modal como desenvolve (RODRIGUEZ,
GALLARDO e OROZCO , 2010) em um conjunto de viga inteligente (dispde de sensores e
atuadores ativos para controlar a vibragdo). Partindo da projecdo das matrizes de massa,
amortecimento e rigidez do modelo em coordenadas modais, € desenhada a estratégia de controle.
A vantagem do método € a flexibilidade de colocar os polos no plano imagindrio que satisfaca os

requerimentos de atenuacao de vibragdo da resposta dinamica da viga.

Vibracao
Atuador :

Modelo Viga

v

¥

Y
Y

Observador

Controle

Figura 4.1: Diagrama de blocos com os modelo dindmicos
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No diagrama de blocos da Figura 4.1, se apresenta a relacdo dos modelos dindmicos do
motor, do cabo e da viga com a configuracdo do controle e do observador. No presente capitulo
se descreverd passo a passo o calculo algébrico do controlador e do observador para o sistema da
viga, cujos elementos foram descritos no capitulo 2. Seguindo a expressdo final do modelo da
equacdo (3.16), o objetivo de esta sec¢do € descrever as varidveis que a conformam. Para isso,
primeiro se apresenta todos os modelos dindmicos dos elementos em espaco de estados, com o0s
quais se cria uma descri¢do geral do sistema. Este modelo é convertido em coordenadas modais,
onde € calculado o controlador modal. O ganho do controle é determinado pelo método de
alocacdo de polos. Logo esse modelo do controle é convertido de novo a coordenadas fisicas,
realimentando o sistema da viga. Por ultimo € calculado o ganho observador e € incluido no

sistema como se descreveu no capitulo 3

4.1 Descricao do modelo em espaco de estados

A relacdo entre a descricio do modelo da viga em coordenas fisicas dada por (2.33) e as

formulacdes de espacos de estados dadas por (3.1) e (3.2) € simplificada para,

v= [Z;] - [—Mo‘ll( —Ml-ll)] [z:] + [_Mo-lb] Fo + [_Mo—lb] Fa, (4.1)
r=i o) (4.2)
v =[p" p'l 4.3)

Se n representa os graus de liberdade, entdo o vetor v é de dimensdo 2n X 1. v; e v, sdo

formados pelas coordenadas [X;,Y;, 01, X5,Ys,05, ... Xy, Yn, Ox]7, onde N é o niimero de nés do
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modelo. b é a matriz de dimensdo n X 2, que permite a entrada das forcas em Xy, Yy (ponta da

viga). Os vetores F, e Fy4, cada um de dimensdo 2 X 1, contem a decomposi¢cdo da forgca nas

direcdes X e Y. O vetor ¥ representa a posi¢cdo da ponta em X,Y. A matriz identidade I e a

matriz de zeros 0 sdo de ordem n X n.

Como se descreveu anteriormente a forca do atuador é feita por um motor elétrico DC,

modelado no Capitulo 2. A representacdo em espacos de estados do motor t€m em conta as

equacgdes (2.38), (2.39) e (2.40). Escolhendo a posi¢do angular do motor (J), a velocidade

angular do motor () e a corrente da armadura (i) como varidveis de estado se descreve o modelo

do motor como,

0 1 0 0
d[? o = ke |[Y
— |9 = Jm Jm 9| + 0 Vor
dt|. _ _ . 1
i o ko ZRallj T
Leg Lg a

9
Y=[1 0 0] H.
i

Finalmente o modelo do sistema geral é descrito como,

- 01 11 ? 0 01 [0] [0
[vl] -M7'K -M7'D -M7'bkr, 0 0 [vl] 8 I—M-lbl
ilgzlz 0 0 0 —%J 18 I1i92|+|0 Vv, + g F
dt|[19J| 0 0 0 ]” Ttlllgjl PJO l 0 J ‘
! 0 0 0 - La
3 I
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As expressdes matemdticas (4.1) e (4.2) sdo acrescentadas aos modelos dos elementos que
compdem o sistema. Assim, a entrada ao sistema € a voltagem de alimentacao do motor, V,, sendo
B o vetor de entrada do atuador de dimensdo 2n X 1. A matriz E de 2n X 2, é a entrada do

distarbio nas coordenadas x e y.

4.2 Calculo do ganho do controle

O ganho do controle é calculado a partir da representacdo do modelo em coordenadas
modais. Para tal representacio se tem presente que as entradas de forca e voltagem ndo afetam as
carateristicas dinamicas do sistema. O calculo dos auto-valores e os auto-vetores do modelo
geral expresso em (4.6) é determinado pela formula (3.3), sendo v* = [v; v, 9 9 i]T o
vetor de coordenadas fisicas. A representacdo em coordenadas modais do sistema é determinada
a partir das equacgdes (3.4) e (3.5). O projeto do controle se baseia nos dois modos dominantes do
sistema como se v& na Figura 4.2. A selecdo deles depende da relagdo de massa efetiva

apresentado na equacgao (2.52).
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Modo 2

Figura 4.2: Modos dominantes do sistema

O modelo reduzido, como se apresenta na equagdo (3.6), possui as varidveis:

B 0 0 0
) =|1,|, A;= A=|0 of 0],
My 0 0

onde 7)(t) é o vetor com de coordenas modais de dimensdo 3 x 1, A é uma matriz de dimensio
3 X 3. Os auto-valores. w; e w, representam as frequéncias modais e figuram em pares
complexos. O zero da diagonal é o polo gerado pelo modelo do motor. A partir dos dados da
diagonal A, se determina um vetor de polos desejados os quais sdo alocados em malha fechada no
eixo esquerdo do plano complexo dos auto-valores mediante o ganho do controle. Dessa forma é€,

assegurada a estabilidade do sistema e a resposta desejada.
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O método de alocacdo de polos permite calcular o ganho do controle por realimentacdo e
do integrador. Os polos desejados sdo determinados por um fator de amortecimento (¢ < 1),
garantindo um sinal de saida com uma constante de tempo de atenuagdo, arbitrariamente menor

do que 2s, o que equivale a uma resposta sub-amortecida, e uma frequéncia natural dada por,

Wy, = —. (4.8)

O vetor de polos desejados € calculado por:

p.=0 +diag A. 4.9)

onde:

o =—"{wy, (4.10)

O ganho do controle do modelo reduzido g¢ € calculado com o comando acker do MATLAB®

de forma

g, = acker(A¢, B¢, pc). (4.11)

onde g, se escreve como:
g =[91 92 93 Ga Ys].

O ganho do controle de realimentacio G do sistema geral em coordenadas fisicas é
calculado mediante a equacao (3.9). O controle € adicionado ao sistema pela entrada do atuador

assim:
vV, =r(t) — Gv*(t). 4.12)
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Finalmente a representacio analitica do sistema com o ganho do controle G € apresentado

na seguinte expressao.

v* = Av*(t) + Br(t) — BGv*(t) + Ew(t). (4.13)

4.3 Calculo do ganho do observador

Para se obter informacdo do comportamento do sistema a partir dos dados enviados por
um sensor alocado no extremo livre da viga € projetado um observador. O ganho do observado,
L, é calculado com o método de alocacdo de polos. Os polos desejados do observador p, devem
estar mais afastados do eixo real do que os polos do sistema controlado. Portanto o vetor de polos

desejados do observador é dado por,

Pe = —25 abs(p.). 4.14)

O ganho do observador 1¢ € calculado no modelo reduzido com o comando acker do

MATLAB® na seguinte forma:

I, = acker(Ag, C, pe)- (4.15)

I; € de dimensdo 5 X 1. A partir do vetor 1¢ € calculado o ganho do observado do modelo de
coordenadas fisicas através da equacgdo (3.15). A representagdo analitica do sistema com o ganho

do observador L. € apresentado na seguinte expressao,

?* = L.CP + (A — BG — L.C)?* + Br(t) + Ew(t). (4.16)
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O sistema com controlador e observador € apresentado na equacdo (4.13) e (4.16). Por

tanto a expressdo final assume a forma apresentada na equacgdo (3.16) e (3.17).

No presente capitulo o sistema geral foi estabelecido com as expressdes matematicas dos
elementos que interferem na dinamica da viga como o motor, o sensor € o cabo. Partindo do
modelo dindmico em posi¢do defletida da viga, foram obtidos os modos e frequéncias (auto-
vetores e auto-valores) da estrutura. Neste sentido foi projecdo do controle modal enfocado aos
modos de maior dominio. Para obter informacdo adicional do comportamento da viga foi

acrescentado o modelo com a projecdo de um observador cujo ganho foi calculado nesta sec¢ao.

No capitulo 5 sdo apresentados os dados numéricos do testes feitos computacionalmente e

os correspondentes resultados.
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5 SIMULACOES

Neste capitulo sdo apresentadas as simulacdes realizadas com a viga discretizada, as
propriedades dos elementos que compdem o sistema e as carateristicas dindmicas do modelo
geral. S3o apresentadas as respostas do sistema em malha aberta e em malha fechada, e é

analisado o efeito do controle sobre a saida do sistema.

5.1 Descricao do modelo

A viga flexivel deformada esta discretizada em nove elementos de viga retangular. Com o
modelo em 2-D, a viga possui 10 nés. A viga é engastada na base. O cabo é considerado como
um elemento barra, cujas carateristicas ndo influenciam no nimero de nés do sistema. Assim o

modelo da viga possui nove nds e 27 graus de liberdade, conforme ilustrado na Figura 5.1.

47



Y4
4 G
Ya )
( %
3
A 6,
-~ “ >
2 x;
Yy 91
(]
Xl

YS
6 »
Y. A8
5l
/o X
04
X4

10

Y,
A g, 9 Ao,
(e
Xg Xg

Figura 5.1: Elementos e graus de liberdade do Sistema.
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5.2 Propriedades fisicas

As propriedades fisicas e geométricas dos elementos que compdem o sistema (viga, cabo,

sensor e atuador) estdo apresentadas nas seguintes tabelas:

Tabela 5.1: Propiedades fisicas e geometricas da viga e do cabo

Largura da viga L 0,762 m
Secao rectangular 0,0048X 0,0254 m
Modulo de Young E 1,656 GPa
Densidade p 1120 kg/m’
Rigidez do cabo K, 11,67kN/m
Ponto de base do cabo em X hy 12,7mm
Ponto de base do caboem Y h,, 28,6 mm
Tabela 5.2: Propiedades do motor
Resisténcia Induzida R, 1.09 Ohm
Indutancia L, 3.42¢-3 H
Constante de torque K, 0.453 Nm/Amp
Constante da forca contra eletromotriz ke 0.262 V/rad s™
Momento de inércia do motor Jm 8,00E-04 kg.mz/s2
Atrito viscoso do motor b,, 0.0001 Nms

Tabela 5.3: Propiedades do sensor

Fator de ganho GF 29
Resistencia R 120 Ohm
Comprimento do Strain gage L, 1 mm




5.3 Incidéncia do controle nos modos

Na Tabela 5.4 se apresentam as frequéncias modais do sistema em malha aberta e malha
fechada. Pode-se apreciar que os dois primeiros modos w; e w, mudam de valor devido a acdo do

controlador. Os valores dos modos w5 até w,g se mantem constantes no modelo.

Tabela 5.4: Auto-valores do sistema com e sem control

0 -0.0004 * 0.0003i
wq -0.0000 + 0.0014i -0.0004 * 0.0014i
w5 -0.0000 + 0.0122i -0.0002 + 0.0122i
w3 -0.0159 + 0.0134i -0.0159 * 0.0134i
w, -0.0000 + 0.0286i -0.0000 * 0.0286i
ws -0.0001 + 0.0511i -0.0001 + 0.0511i
wg -0.0003 + 0.0787i -0.0003 + 0.0787i
w; -0.0006 + 0.1077i -0.0006 * 0.1077i
wg -0.0010 + 0.1443i -0.0010 + 0.1443i
wo -0.0020 + 0.1977i -0.0020 + 0.1977i
1o -0.0035 + 0.2654i -0.0035 * 0.2654i
w11 -0.0055 + 0.3324i -0.0055 + 0.3324i
w12 -0.0070 + 0.3750i -0.0070 + 0.3750i
w13 -0.0092 + 0.4283i -0.0092 * 0.4283i
w1a -0.0139 + 0.5273i -0.0139 + 0.5273i

w15 -0.0243 + 0.6963i -0.0243 + 0.6963i

w16 -0.0338 + 0.8210i -0.0338 + 0.8210i
w17 -0.0392 + 0.8843i -0.0392 + 0.8843i
w1g -0.0643 + 1.1325i -0.0643 + 1.1325i
w19 -0.0926 + 1.3574i -0.0926 * 1.3574i
w20 -0.1083 + 1.4680i -0.1083 + 1.4680i
o -0.1783 + 1.8802i -0.1783 + 1.8802i
w2 -0.1957 + 1.9689i -0.1957 + 1.9689i
w3 -0.3219 + 2.5168i -0.3219 + 2.5168i
wa4 -0.3435 + 2.5986i -0.3435 + 2.5986i
w5 -0.5851 + 3.3705i -0.5851 + 3.3705i
w26 -0.9750 + 4.3069i -0.9750 + 4.3069i

Wy -1.5764 £ 5.3892i -1.5764 + 5.3892i

wog -2.4639 £ 6.5733i -2.4639 £ 6.5733i
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A Figura 5.2 apresenta a resposta em frequéncia em malha aberta do sistema. Pode-se
observar que os dois maiores picos de ressonancia do sistema correspondem as frequéncias
w1=14.2 rad/sec, € w,=124 rad/sec cujas magnitudes sdo de 52.2 dB e de -31 dB respetivamente.
A Figura 5.3 apresenta a resposta em frequéncia em malha fechada. Aqui pode-se observar que os
dois maiores picos de ressonancia da Figura 5.2 continuam presentes embora suas magnitudes
diminuiram, por causa do controle, até -15 dB e -60 dB, nas frequéncias w;=14.2 rad/sec, e
w,=124 rad/sec respetivamente. A atenuac@o na magnitude foi aproximadamente de 67.2 dB para
a frequéncia w; e de 29 dB para a frequéncia w,. Devido ao aumento do fator de amortecimento no
sistema gerado pela acdo do controlador, aprecia-se um aumento no ancho de banda na resposta

de malha fechada.

Bode Diagram
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Freguency (rad/sec). 14.2 '
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50 L u
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[ |
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Figura 5.2: Resposta em frequéncia em malha aberta
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Bode Diagram
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Figura 5.3: Resposta em frequéncia em malha fechada

5.4 Respostas das simulacoes

A estratégia de controle descrita no presente trabalho € aplicada em simulacdes numéricas
que descrevem o comportamento das vibragdes na ponta da viga. O controle de vibracdo é
realizado atuando sobre o motor e o cabo. As alteracdes de tensdo sobre a forca de tracdo
constante do cabo € proporcional ao deslocamento da ponta da viga deformada. O sinal de

controle €, por conseguinte, uma entrada de tensdo eléctrica adicional no motor de tracao.

Na simulag@o proposta a viga flexivel € sujeita a uma forca de tragdo estdtica do cabo, que
posiciona a ponta da viga em Xz= 0,4557 m e Y3 = 0,4648 m. A extremidade livre da viga é
submetida a deformacdes de impulso nas direcdes X e Y negativos. O polo alocado na estratégia
de controle esta projetado para cumprir um tempo de estabilizacdo menor a 2s. Tendo presente a

capacidade de atuac@o do atuador e as carateristicas dindamicas no modelo, o tempo necessario
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para obter um sinal de saida com minimas oscilagdes depende do periodo da maior frequéncia
controldvel do sistema. Sendo a metade do periodo o tempo minimo em que se estabiliza a

resposta do conjunto da viga. Um tempo em torno a 1.5s, atinge com os parametros de restri¢ao.

Na Figura 5.2 € apresentada a resposta do sistema para uma entrada de perturbacdo
impulso. Apresenta-se em verde o deslocamento da ponta na direcao Y e em azul o deslocamento
da ponta na dire¢do X. Pode-se apreciar que existe um maior deslocamento na direcao Y embora a

magnitude da forca seja igual nos dois sentidos, isto pode dever-se a que na posicao da viga

apresentada na

Figura 5.1, oferece menor resisténcia aos deslocamentos na dire¢do Y. Tanto as vibragdes em X
quanto em Y sdo oscilatorias no regime permanente fazendo que o sistema seja instavel e a viga

permaneca oscilando.

x 107
1.5 L Ll L] L] L]

Coordenadas

"8

Yag |

Deslocamento do extremo livre da viga (m)

15 Il I L 1 1
0 05 1 15 2 25 3

Tempo (s)
Figura 5.2: Vibracdes da ponta de viga em malha aberta com entrada impulso.

53



Na Figura 5.3 € apresentada a vibracdo da ponta da viga aplicando a estratégia de controle
ativa. Pode-se apreciar os deslocamento tanto em X, em azul, como em Y, em verde, sdo
reduzidos quase a zero em aproximadamente 1.5 segundos atingindo os pardmetros projetados do
controlador.

De acordo com a estratégia do controle s6 sdo reduzidos os efeitos dos dois primeiros
modos, a presenca dos demais modos geram menores oscilagdes ao redor do zero que podem ser

desprezadas.
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2
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L8] _1 L _
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‘1 5 L L 1 1 L
0 0s 1 15 2 25 3

Tempo (s}

Figura 5.3: Vibracdes da ponta de viga em malha fechada com entrada impulso

A Figura 5.4 mostra a resposta obtida pelo observador do sistema controlado. Pode-se ver
como a resposta do observador € a mesma obtida na saida controlada, evidenciando um bom

funcionamento preditivo da saida.
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Figura 5.4: Resposta obtida pelo observador do sistema controlado.

Numa segunda simulacdo, a viga estd sujeita a forcas aleatérias de 1.5 N RMS nas
direcdes X e Y. Na Figura 5.5 é apresentada a resposta vibratéria da ponta da viga sem a atuacio

do controle. Aprecia-se um aumento nas magnitudes dos deslocamentos tanto em X como em Y.
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Figura 5.5: Sistema em malha aberta com entrada aleatdria.
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A Figura 5.6 apresenta a resposta de vibracdo aplicando a estratégia do controle ativo.
Pode-se apreciar que o controle ndo conseguiu atenuar as vibracdes da mesma maneira do que na
entrada impulso, embora a amplitude das vibragdes seja menor do que a resposta em malha

aberta.

Coordenadas

N W e O

Deslocamento do extremo livre da viga (m)
o

5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tempo (s)

10

Figura 5.6: Sistema em malha fechada com entrada aleatdria.
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A Figura 5.7 mostra a resposta obtida pelo observador do sistema controlado. Novamente

¢ obtiva a saida esperada demostrando o bom funcionamento do observador.

Coordenadas

Deslocamento do extremo livre da viga (m)

1 1 L L 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo (s)

Figura 5.7: Resposta obtida pelo observador do sistema controlado.

A presenca de permanentes forcas aleatorias de perturbacdo com frequéncia maiores a
0.5Hz, faz com que a estratégia de controle seja menos eficiente na tarefa de estabilizar
oscilagdes na ponta da viga. Neste caso, o controle é forcado a reduzir os niveis de vibragdo para
cerca de metade da intensidade das vibracdes ndo controladas, como é mostrado nas Figura 5.6 e

Figura 5.7.

Dos resultados anteriores pode-se concluir que a estratégia de controle usando reducao de
modos consegue atenuar as vibragdes cuja amplitude produz os maiores deslocamentos da ponta
da viga. Esta estratégia permite reduzir enormemente o tamanho das matrizes de massa, rigidez e
amortecimento da equagao dinadmica do sistema, diminuindo o ndmero de operagdes e, por tanto,
o tempo de processamento de dados, ao ndo levar em conta os modos que aportam muito pouco

ao deslocamento da ponta da viga.

A Figura 5.3 demostra que o controle consegue estabilizar a resposta oscilatéria em

menos de dois segundos, garantindo uma supressdo das vibragdes tanto em X quanto em Y.

57



6 CONSIDERACOES FINAIS

Este capitulo apresenta a discussdao dos resultados obtidos neste trabalho.

6.1 Conclusoes

Projetou-se um controle de vibracdo ativo para diminuir as oscilacbes de uma viga

engastada flexivel e longa, tracionada por um cabo preso a sua extremidade.

O controle foi calculado em um modelo analitico da viga deformada, através de uma
aproximacao polinomial baseada na equacao de Euler Bernoulli, obtendo a curva de deformacdes

estdticas da viga. O modelo em tempo real mantém um apropriado controle do sistema.

Utilizou-se uma representacdo discreta da viga através do método dos elementos finitos
obtendo os modos e frequéncias (auto-vetores e autovalores) da estrutura. Com o modelo
dindmico se planejou um controle modal com realimentacio ativa que estabiliza as vibra¢des de

viga longa sujeita a excitagdes transientes e permanentes.

O algoritmo do controle de vibragdo feito na ponta da viga foi testado
computacionalmente, inicialmente com uma entrada impulso, a resposta de vibracdo se ilustra na
Figura 5.2 e Figura 5.3. Os resultados obtidos foram satisfatérios, alcangando atenuar o

comportamento oscilatorio em um tempo de 1.5s. Com a presenca de forcas de distirbio
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aleatdria, a estratégia de controle atenua as oscilagdes da ponta da viga. Na Figura 5.5 e Figura

5.6 se vé a reducao dos niveis de vibragdo do sistema sem controle.

O observador projetado apresenta satisfatoriamente a resposta do sistema controlado,
sendo comparadas a Figura 5.3 com a Figura 5.4 para uma entrada impulso e a Figura 5.6 com a

Figura 5.7 para uma entrada aleatoria.

6.2 Propostas de trabalhos futuros

As sugestdes de continuagdo desse trabalho podem ser dadas como:

Projetar um controle de vibracdo que leve em conta deslocamentos no eixo Z, ou seja com

possibilidade de vibragdes nas trés dimensodes espaciais.

Implementar o controle de vibragdo calculado teoricamente no presente trabalho em um
modelo fisico da viga flexivel longa, deformada pela for¢ca de um motor DC, cumprindo com as

especificagcdes propostas.

Analisar o desempenho e robustez do controle de vibragdo tedrico com o objetivo de

melhorar o ganho do controle mediante o método de alocacao de polos.

Comparar o comportamento do sistema a partir do controle de vibragdo adotado com outra
estratégia de controle como o H-infinito, H2, PID entre outros, usando a metodologia que atenue
satisfatoriamente com os movimentos oscilatorios da extremidade livre da viga, em um tempo de

estabilizacdo aceitdvel.

Projetar um controlador de posi¢do para alocar a extremidade livre da viga flexivel longa e
opera-la junto com o controle de vibracdo. De essa forma se teria um manipulador funcional para

trabalhos de exploracdo, adquirindo dados de ambientes externos.

Adaptar o modelo do manipulador logo e flexivel com controle num projeto de robdtica

mobil, para a exploragdo de ambientes de largo alcance como penhascos e precipicios.
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Abstract

The use of long flexible probes in autonomous exploration vehicles, as opposed to short and rigid
arms, may be an attractive way of obtaining scientific relevant data, such as information from
wider navigation horizons, or easier access to regions of scientific interest such as terrain slopes
and cliff sides. The drawback of employing such a flexible structure is the fact that it is cannot be
easily controlled in real time operation by means of a simple analytic linear model. The present
work therefore proposes a simplified numerical model of a long flexible beam which is statically
deflected by a pulling cable. The dynamic characteristics of the model of the beam are used as
intrinsic parameters in the design of a controller that stabilizes the vibration of its tip, by means
of additional forces applied to the deformation pulling cable. The paper compares the static and
dynamic characteristics of the proposed simplified model of the beam, with more complex models
found in the literature. The design and performance simulation of an active controller of the

beam’s tip vibration is also presented in the work.

NOMENCLATURE:

Greek letters:

a, ag: Slope angle of the beam, slope angle of beam’s extremity (Rd)
B: Angle of cable or applied force (Rd)

y: Cumulative angle (y = a + 8, Rd)

A Eigenvalues matrix (1/s)

b, P4, dp.dc : Auxiliary angles (¢p = arc sin g)

Wi Coefficient of polynomial expansion (dimensionless)
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n: Vector of modal coordinates of beam’s FE model (m)
Oxi, Byi, 0,;:  Angular degrees of freedom (Rd)
q: Observer gain vector

Latin letters:

A: Base point of the beam

B: End point of the beam

b,: Motor’s torsional damping (mNs)

C: Generic point along the beam

c: Adimensional constant (¢ = — PE—LIZ)

D: Damping matrix of finite element model of beam (Ns/m)

E: Elasticity coefficient (Young’s module) (N /m?)

F: Vector of external forces applied to the finite element model of beam (Ns/m)
F,F,, F;: Cable pull, external disturbance end control forces (N)

G, g;: Gain control matrix and vector

hy, hy: Coordinates of position of cable support (m)

I;: Matrix of controlled poles

I: Moment of inertia of area (m*)

i Armature current (A)

J: Moment of inertia (m?kg)

Ko, K,: Finite element stiffness matrix in global or local coordinates (N /m )
K: Stiffness matrix of finite element model of beam (N /m)
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kba kt:

qi:

R, 1,

Motor’s constant (2 A s), armature constant (mNs/A)

Pulling cable stiffness (N/m)

Local-to-global degrees of freedom rotation matrix (dimensionless)
Motor’s inductance (H)

Total length of beam, length of cable in non-deformed beam condition (m)
Length of cable in the deformed beam condition (m)

Finite element mass matrix in global or local coordinates (kg)

Finite element mass matrix of long beam model (kg)

Torque (N.m)

Order of polynomial (dimensionless)

Pulling cable force (N)

Dimensionless parameter (p = sin(@))
Linear degree of freedom (m)
Global and local vectors of degrees of freedom of finite element (m)

Degrees of freedom of long beam finite element model (m)

Motor’s electric resistence (£1)

Linear degree of freedom (m)
Radius of traction cable pulley (m)
Arc length (m)

Local-to-global, coordinates transform matrix (dimensionless)
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x, xg or Xp:

Yy, yg or Yg:

Vector of atuator forces (N)
Arc length ratio (u = %)

Eigenvector’s full and reduced matrices (m)

Estimated state coordinates vector (m)

Vector of state coordinates of beam’s FE model (m)

Input voltage (V)

Motor’s angular position (Rd)

Vector of external disturbance forces (N)

Horizontal coordinate, horizontal coordinate of the beam’s end position (m)

Vertical coordinate, vertical coordinate of the beam’s end position (m)

1. Introduction

Long, flexible and light weight deployable structures are often used in space exploration
vehicles in a variety of low gravity environment applications [1], [2] and [3]. Planet exploration
vehicles, on the other hand, tend to use short rigid extension probes to collect scientific interest
data, including panoramic views of the landscape. The length of the exploration probes are
limited by the weight, stiffness constraints and power required to accurately position and control
its tip end. A long, light weight deployable probe, such as the ones used in low gravity
applications, would work as a better exploration tool, providing wider navigation horizons and
offering the possibility of reaching less accessible regions of scientific interest, such as cliff sides
and terrain slopes. Another advantage of using a long flexible probe is the possibility to position

its tip in a wide range of spatial locations, using a simple traction cable control mechanism. The
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drawbacks of employing such a long structure in the context of exploration of a planet with a
significant gravitational field are the large displacement and the vibration movement of its
flexible tip, which cannot be easily controlled in real time operation by a simple analytic linear
model. The numeric model which accurately represents the dynamic behavior of a long, flexible
structure, requires a relatively large space of storage data, as well as time consuming algorithms
to perform necessary simulation and analysis. A simple analytic model of the static deflection of
a long beam, combined with a low order numerical model of the dynamics of a curved beam, is
therefore developed in the present work, to yield a practical system employed in the real time

control of a long exploration probe.

Analytical solutions for the nonlinear differential equations that describe the static
displacement of a beam with large deflections, use elliptical integration, as seen in Yau[4],
Ang[5], Frish Fay[6], Timoshenko-Gere [7], or through numerical approximations. Numerical
integration of the differential equation that govern the static deflection of a Bernoulli-Euler
cantilever beam, use the RungeKutta method, as shown in Ohtsuki[8], Shvartsman[9], the
shooting method as seen in Holland[10], or quasi-linearization finite differences methods as seen
in the work of Al-Sadder [11]. The Bernoulli-Euler formulation is applied in the present work, in
order to find the governing differential equation of the static deformation of the beam with a
pulling force. The solution of the differential equation is obtained by an approximation of the

elliptical integration problem.
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The dynamic analysis of structures with large deflection has been researched by Ferris
[12], Salltrom[13], Santillan [14], Santillan[15],Santillan[16] and Holland[10]). Ferris studies the
eigenmodes and frequencies of a beam subject to its own weight trough a finite element method.
A similar study by Salltrom[13] considers the large deflection of a beam caused by a static load.
Bending and torsion are taken into account by the Bernoulli Euller and Saint Venant theory,
respectively. The dynamics of a deflected buckled beam, considering a small vibration about
equilibrium, is studied by Santillan[14], where the shooting method is applied to find the
eigenmodes and frequencies. A small in-plane vibration of a beam, bended to form a tear drop
shape is also studied by Santillan [15]. The Same author, (Santillan[16]) derives a free-vibration
analysis solution for small-amplitude oscillations of risers and pipelines. A work by Holland [10]
presents the dynamic analysis of a long flexible structure, such as the one investigated in the
present work. In Holland s work, the vibration analysis is performed via numerical integration of
the governing elastic equations, using a shooting method and commercial finite element software.
The finite element model of the structure used by Holland, requires a very large number of
elements to yield a fine discretization, in order to warrant convergence between numerical
predictions and experimental results. In the present work, low order finite element models are
fitted to the statically deformed baseline of a long beam subject to the known pull force of a cable
attached to its tip. The dynamic characteristics (eigenvalues and eigenvectors) of the finite

element model of the deformed beam are used in the real time control of vibrations of the beam.

The control of vibrations is made through an adaptation of state-space methods of control of

flexible cantilevered beams, based on pole placement, such as the one used by Rodriguez[21].

69



Comparisons between the analytical and experimental dynamic characteristics of the
proposed model and those available in the literature, are made in the present work. Numerical
simulations of the control of vibrations of the probe’s tip end are also presented, which illustrate

the satisfactory behavior of the proposed modeling and control strategies.

2. Analytical and Numerical Model

2.1. Static deformation model

The problem of determining the traction force and cable angle of a long, tip pulled flexible
beam is addressed by Holland [10] by specifying the tip’s horizontal force component and
updating the vertical force until the condition of zero moment at the beam’s end is satisfied with
sufficient accuracy. An expression for the large deflection curvature of the beam is solved by
integrating the differential equation using the Runge Kutta method. Yau[4] presents an analytical
approach for describing such a large deflection behavior. In this work, the tip position of a guyed
mast is determined using elliptical integrals. The angle of the cable force is expressed, through

geometric considerations, as a function of the tip angle.

A simplified model of a long beam with a pulling cable is presented in Figure 1. The arc
length s is measured from the base (point A) to a generic point C, the beam’s slope is represented
by angle a and the inclination of the cable’s pulling force P is represented by anglef. The beam’s

total length is L, while the coordinates of the cable support is (hy, hy,). The beam’s tip position is

represented by coordinates(xg , Vp).
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hx
Figure 1: Long beam pulled by an inclined cable
The bending moment at the generic section ¢ of the beam, is proportional to the change in
curvature caused by the applied force, according to the classical Bernoulli-Euler theory for the

deflection of beams. The equilibrium of moments of an infinitesimal portion of the homogeneous

beam with constant cross section is described as

M=EIZ—:=Psin,B(yB—y)—Pcosﬁ(xB—x). (1
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The differentiation of Eq.(1), with respect to the arch length s, yields the governing

differential equation of the model given by,

d’y
oz Hesiny = 0 (2)

where u, ¥ and c are defined as:

3)

The boundary conditions for the configuration shown in Figure 1, are:

Yu=0 = —B
(@) =of: 4)
du/y=1

Parameters p and ¢ are introduced for manipulation of the differential equations, in order

to use the elliptical integrals:

ag—p
2

p = sin
o 5)

p xsin¢g = sinz

72



Definition of the relationships between ds and y; dyand d¢; and ds and d¢ are necessary,
in order to find expressions for the coordinates of the deflected beam, in terms of elliptical
integrals. The first one is found by multiplying Eq.(2) by 2d y and integrating it with respect to y.

The relationship between du and dy can be expressed as,

du = J2clcosy-cos(ag—B)] ©

The relation between dy and d ¢ is obtained by differentiating Eq.(5)b with respect to @,

that is,

_ 2pcosg
dy = N do. 7

It can be seen from Eq.(6) and Eq. (7) that

1
ds = do (8)

k1 —p?sin?¢

where,

€))

= |5
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Some algebraic work is done to express coordinates x and y of the beam, in terms of the

variables of the elliptical integrals:

= ZL[—F(p,¢c) + F(p, da) + 2E(p, be) — 2E(p, o)1 + 2L (cos (@) -

cos(¢y))

and

x = 22 (cos(¢a) = cos($)) +E[=F(p,b) + F(p, da) + 2E(p, 6c) -

k k
ZE(p’ d)A)] B
where,
. (=B
_ . SlTl(T) \
ba = arcsm( ;
b5 = % rs
. (a—-PB
- )
¢c = arcsm( > )J

F(p,¢) = foqb\/ﬁdd) ;

E(p.¢) = [?1—pPsin?pdg .
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Displacements y and x of Eqgs.(10) and (11) above, allow to write an analytic expression

for calculation of the force angle S, that is,

hy _hy . 2pcos(¢p 4) _
- cosf - sinf T F Db 0. (15)

Equation (15) expresses the horizontal angle of the pulling cable, with respect to an
arbitrary angular tip inclination, allowing an analytical calculation of the x and y static
deformation curve of the beam, given by Egs. (10) and (11). A solution of Eq. (15) can only be
found in an iterative numerical manner, which poses as a critical situation for a real time
application of defining the beam’s deformed geometry from an arbitrary force applied to the
cable or, alternatively, from an arbitrarily given length of the pulling cable. A typical plot of the
lengthy calculations of the pulling force angle S, expressed as a function of the total length of the
beam’s traction cable, is shown in Eq. (16) Such a relationship curve can be fitted by a

polynomial of arbitrary order M, and coefficients y;, of the type:

B=YNou (Li;)i. (16)

where ¢ and L. are the lengths of the cable in the deformed and non-deformed beam conditions,
respectively. Numerical tests show that a polynomial order of N = 15 is adequate to fit the

graphically described angle-length behavior curve of Figure 2.
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Figure 2 : Force angle [ as a function of cable length.

In a practical application, therefore, parameters p;, i = 0,1, ..., M of the force-angleXcable-
length function, can be initially calculated, based on physical properties of the long beam. With
such parameters, the coordinates of the static deformation curve of the beam can be easily

calculated, through Egs. (10) and (11), as a function of the current pulling cable length.

2.2 Finite Element (FE) Models for Beam and Cable

A numerical model containing stiffness and mass matrices of the long deformed probe is
derived using the finite element method (Petyt[17]). A small number of finite beam elements are
allocated along the central line of deformation of the probe. The 3-D beam element used, together
with its local and global coordinate system is shown in Figure 3. This beam element is described

trough the combination of elements subjected to axial deformation, bending and torsion
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(Petyt[17], Craig[18], Kwon [19], Cook [20]). Uncoupled deformations in the axial, bending and

twisting directions are considered and treated separately (Petyt[17]).

The local degrees of freedom of each element are described in vector 7, as,

ri=1[n q1 0160y 6Oy1 0,172 Gz 02 6y 0y 0] (17)

The stiffness (K,) and mass (M,,) contribution of each individual element is described in the

global coordinate system as,

K, = T'Kk,T, (18)

M, = T'm,T. (19)

where k, and m, are a single element stiffness and mass matrix, given in the local coordinates

system. The global position R,, of the local vector of degrees of freedom 7r,, is expressed by

R,=TT r,, (20)

where,
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, 21)

cos(x,X) cos(x,Y) cos(x,Z2)
L = |cos(y,X) cos(y,Y) cos(y,Z2)|, (22)
cos(z,X) cos(z,Y) cos(zZ)

and cos(i, /) representing the cosine of the angles formed between the local coordinates axis i

and the global coordinates axis J.

The probe’s pulling cable is modeled as an axial displacement truss element and the same

procedure described above is done in order to calculate it’s stiffness and mass matrices.
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Figure 3: Global Coordinate Systems and Element Local Coordinate System.

3. Strategy to the control of vibrations

The vibration control strategy proposed in the present work is based on the modal
characteristics of the deflected beam’s FE model. The modal control strategy can be seen in the
works of Rodriguez[21] and Inman[22]. The procedure consists in projecting the model’s mass
and stiffness matrices into the modal coordinates system, where the control strategy is applied.
The advantage of such a method is the flexibility to place poles at convenient locations, in order

to satisfy the desired response requisites.

The block diagram of the state feedback control used is shown in Figure 4. A state

observer is used, which esteems the state of the system at any given instant. In the present work,
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the observer is the vertical and horizontal displacement of the beam’s tip, measured from the

fluctuations of tension of the pulling cable. The controlling force is also applied to the beam’s tip,

through additional tension exerted at the pulling cable, by the same DC electrical motor which is

used to pull the cable and hold it in the desired deformed position

Beam Model

Xg.¥g
Actual

Y

Disturbance force
Fi
‘:B;? Error - +
er= .
¥ f \" Fﬂ +,f/- ‘\\ F
— | | Actuator —— -
N A N
Y
Control + Observer

Figure 4 : Control Scheme

The constitutive model of the motor is given by:

0 1 0 0
(V) -b k 9
d |~ 0 Zn Ft||F 0
— |9 = ] 7 |19+ 1 Vo.
dt i 0 —kp —Rq i _
La Lq La

l

9
Y=[1 0 0] H
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where b, is the torsional damping of the motor, k, is the armature constant, k; is the motor’s
constant, J is the moment of rotational inertia, L,, R, are the electric inductance and resistence,
and V, is the input voltage. The state variables, in this case, are the motor’s angular position,

angular speed, and armature current, which are represented by ¥, 9 and i, respectively.

The actuator’s control force is defined by:

Fo =91, *k.. (25)

where, 7;, is the radius of the pulley attached between the motor and the traction cable and k. is

cable’s stiffhess.

The dynamic FE model of the beam has the form:

Mij(t) + Dg(c) + Kq(t) = [2] (26)
__ [Fcosp
F= [Fsen[? ’ (27)

where, q(t) is a n X 1 vector of global coordinates related to the finite elements degrees of
freedom. Element F in vector F represents the sum of the static (F;) and control (F,) forces that

are applied in the vertical and horizontal directions of the probe’s end tip via the tension cable
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The mass matrix is represented by M, and the stiffness matrix by K. The model may also contain
a damping matrix D, in the case of high internal dissipative forces in the beam. The simulations

presented in this work do not consider the action of such dissipative forces.

The model of Eq. (26) is converted into the space state form as:

v =Av+ Bu + Ew, (28)
Y = Cv, (29)
where,
_ 0 I R — 0 7. p_ 0 _
A= ik vl B= | opeip)i E= | piph €= 01 (30)
and
v =[q" q']
(31)

The actuator force input is represented by the 2 X 1 vector u(t). An external tip-applied
disturbance force input is represented by the 2 X 1 vector w(t). b is a n X 2 matrix, comprised of

elements equals to 0 or 1, depending on the position of the controlling forces in vector u.
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The control is designed using the state space description of the Eq. (28). The system model

is expressed in modal coordinates as:

V1AV = A (32)

Where A is a diagonal matrix with the eigenvalues of the state matrix A. Substituting v = Vg
into Eq. (28), and pre multiplying by the inverse of the eigenvector matrix V, yields the modal

coordinate representation of the system such as

7 = An(t) + V'1Bu(t) + VIEw(t), (33)

Y = CVn(t). (34)

Calculations of the controllability of the numerical model of the beam indicate that the
system can only be controlled at the first few modes of vibration. The two lowest frequency
associated modes are therefore used to implement the control strategy. The pole placement
method is used to calculate the modal control gain. This method consists of placing the closed
loop poles associated with the modes on the left half of the complex plane of the eigenvalues to
ensure the stability of the system. The poles location depend of the desired response, that is, a

stabilization time and a percentage of estimated overshoot.

In the case of state feedback control, the input u depends on the state of the system and
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u=—-G6Gv. (35)

G represents the control gain matrix, and it is calculated through the following equation:

G=gV7, (36)

where g, 1 =1,2,...,01 is a vector with the Ackerman control gain, calculated according to
Ackerman’s formula (Rodriguez [21]), and V is a matrix of reduced eigenvectors associated to

some of the smallest eigenvalues of the FE model.

The feedback control is expressed in space state representation as

v(t) = (A—BG)v(t). (37)

System observers allow estimations of individual states of the dynamic model, with the
objective to describe the internal behavior using the output signal. A complex matrix of
controlled poles 1; is arbitrarily chosen in order to build an observer with values that are bigger

than those of the gain control vector g,. The observer gain is therefore defined as

o~
I

-
<l

(38)

An estimation model of the system is described by means of the estimated state coordinates

D, given as
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v=(A—BG-Il0)D+LY. (39)

The final controlled model represents the situation where the beam is at rest in a particular
deformed configuration, and two stabilization controlling forces act on the beam’s pulling cable,

in the presence of an external disturbance of the initial state.

4. Model comparisons and control application test

This section presents the process of assemblage and test of the numerical model of a long
cantilever probe beam, deformed by the action of a tip pulling force induced by a cable. The
deformed geometry of the probe is used as a baseline to allocate the nodes of a small number of
finite beam elements. The finite element model is described in terms of its global mass and
stiffness matrices, leading to the dynamic characteristics of natural frequencies and mode shapes.
The natural mode shapes and frequencies are employed, by their time, in a pole allocation process

that is used to define the elements of an active vibration control loop.

Results of direct calculation of the deformation curve of the long flexible beam as a
function of the traction cable length, as proposed in the present work, are initially compared to
literature results where the deformation curve is calculated by means of iterative solution
methods. The dynamic characteristics of the resulting deformed beam model are then compared

with the results of other research publications. Simulation results of the control of end tip
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vibration of the long probe are finally presented, in the later part of this section, by means of the

proposed control strategy.

4.1. Static deformation shape of the long probe

The procedure for determining the static deformation of a pulled flexible beam using
analytical expressions, as described by Egs. (40), are verified in this section. Results of the
proposed modeling process are compared with the static solution of Eq.(15) and the experimental

results obtained by Holland[10].

A polycarbonate beam with 762 mm of length and rectangular section of 25.4 mm X4.8
mm is studied. The material’s modulus of Young and density are 1.656 GPa and 1120 kg/m?3
respectively. The cable is modeled as a massless spring with stiffness 11.67 kN/m. The cable

origin coordinates (see Fig. 1) are h,=12.7 mm and h,, = 28.6 mm.

The beam starts to deform by increasing the pulling force of the cable beyond critical load.
Comparisons of the deflection of the beam’s end tip using the analytical results from the solution
of Eq.(15), the approximate polynomial expression described by Eq(16) and experimental results
described in [10] are shown in Figure 5. The pulling loads and deflections in the X direction in

the figure are normalized by the critical buckling force and the beam’s length, respectively.
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Figure 5: Comparison of beam’s end tip deflection
Static baseline deformation of the beam, using the analytical results and approximate

polynomial expressions are shown in Figure 6.
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Figure 6 : Comparison of baseline deformations

4.2. Dynamic characteristics of the long probe models

The dynamic characteristics of the deformed beam models and experimental
measurements are compared in the present section. The proposed modeling strategy consists in
fitting 50 planar 6 degrees of freedom (DOF) beam elements to the baseline geometry of the
deflected beam. Holland’s simulation of the same structure [10] uses a mesh of 1000, 6 DOF
finite beam elements. A graphic containing the values of the first 4 natural frequencies of the
deformed structure, as a function of the normalized pulling force, is shown in Figure 7.

Experimental results of natural frequencies identified in [10] are also shown in the figure.
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Figure 7: Eigen frequencies for planar vibration

Analysis results of the proposed dynamic model are also made using 50, 12 DOF spatial
beam elements. Eight natural frequencies are calculated using the exact deformed baseline

solution to Eq. (15), and the deformation baseline calculated from the polynomial approximations

of the same analytical expression. Figure 8 shows the results of such a comparison.
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Figure 8: Eigenfrequencies for 3D vibration

4.3 Control of vibrations of the long probe models

The control strategy described in section 3 of the present work is applied in numerical
simulations of the vibration behavior of the end tip of the beam. The control of vibrations is made
through actuation on the probe’s pulling cable motor, which is responsible to maintain the
baseline deformations of the flexible structure. Tension changes on the constant traction force of
the pulling cable is proportional to the displacement vibration of the tip of the deformed flexible
probe. The control signal is therefore an additional electrical tension input to the pulling motor.
The sensing signals come from the small measured displacements, which are proportional to the
fluctuations of the static tension of the pulling cable. The pole placing control strategy uses a

stabilizing time constant of 2 seconds.
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The flexible structure is subject to a static cable pulling force which places the probe’s tip in
the position Xg = 0.4557 m and Yg = 0.4648 m. The beam’s end is subjected to simultaneous
impulse deformations of intensity 10 N in the X and negative Y directions. The resulting
vibration response of the beam’s tip without control actuation is shown in Figure 9. In the Figure

10 shows the response of vibration of the same end point, with application of the active control

strategy.

X

Tip Displacement {m)

1
0 0.5 1 1.5 2 25 3
time {s)

Figure 9: System free of the control vector with impulse input
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Figure 10: Control vector applied to the actuator with impulse input
The beam’s end is also subjected to simultaneous random vibrations of 1.5 N RMS
values in the X and negative Y directions. The resulting vibration response of the beam’s tip
without control actuation is shown in 92 In the Figure 12 shows the response of vibration of the

same end point, with application of the active control strategy.
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Figure 11: Control vector applied to the actuator with random input
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Figure 12: Control vector applied to the actuator with random input
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5. Comments and conclusions

The static baseline curve of the deflected beam is calculated from a polynomial
approximation of the nonlinear relation between the force application angle and cable length.
Comparison between the approximated results, and the exact deformation solution, shows a good
agreement between the two strategies. A low order finite element mesh is superimposed to the

deflected baseline of the beam, to yield a useful dynamic model of the system.

When the beam is subject to small pulling forces and deformations, the polynomial
approximation strategy does not yield an accurate representation of the beam’s static deflection,
as seen in Figure 5 and Figure 6. However, the eigen-frequencies results displayed in Figure 7
and Figure 8 show that, in spite of the differences in the prediction of the beam’s static
configuration, the dynamic behavior results are always in good agreement between the exact and

approximated solutions.

Simulations of the strategy developed to the control of vibrations of the beam’s tip end
show that it can be conveniently stabilized for impulsive disturbing forces, as illustrated in
Figures 10 and 11. The presence of permanent random disturbing forces, make the control
strategy less efficient in the task of stabilizing oscillations of the beam’s tip end. In this case,
control is seen to reduce vibration levels to about half the intensity of uncontrolled vibrations as

shown in Figures 12 and 13.
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