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Resumo

BOLLA, Maira Rosine, Dinamica nao-linear de objetos no espaco excitados pelo
potencial de gravidade, Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade
Estadual de Campinas, 2005, 202 pp. Dissertagao (Mestrado)

Este trabalho consiste de duas partes, na primeira faremos o estudo da dinamica
de uma espaconave de dupla rotacao axial, modelada por um sistema mecanico
simples, constituido de um rotor desbalanceado atachado num suporte elastico e
governado por uma fonte de energia nao-ideal.

Na segunda parte formularemos todas as equagoes diferenciais nao-lineares que
governam os movimentos nao-lineares de uma viga com movimentos de curvatura
e arfagem no espaco. A formulacao é baseada num principio variacional que leva
em conta todas as nao linearidades devido a deformacao e efeitos de gradiente de
gravidade. As nao-linearidades devidas as deformacoes aparecem devido aos efeitos
geométricos, que consiste dos termos nao-lineares de curvatura e inércia. Equagoes
expandidas que governam os movimentos perturbados nao-lineares ao redor de um
equilibrio sao também desenvolvidas para o caso em que a viga estd em Orbita circu-
lar. Tais equacgoes sao adaptadas para uma andlise de perturbacao do movimento,
e nao-linearidades até ordem ctibica sao representados por um parametro.

Também é analisado o acoplamento nao-linear da resposta de arfagem-curvatura
de uma viga livre-livre em uma o6rbita circular, quando a viga esta sujeita a uma
excitacao externa periédica. As nao-linearidades presentes nas equacoes diferenci-
ais do movimento sdo devidas as deformagoes da viga (isto é, ndo-lineridades de
curvatura e de inércia) e também devido ao momento de gradiente de gravidade.
Métodos de perturbagoes sao usados para analisar o movimento. Varios movimen-
tos de ressonancia exibidos pelo sistema sao analisados em detalhe, nomeados, res-

v



sonancias harmonicas quando a freqiiéncia de excitagao externa, {2, esta préxima
da freqiiéncia natural de flexao ou do movimento de arfagem, e a ressonancia super-
harmonica quando €2 esta proxima da metade da freqiiéncia natural do movimento
de arfagem. As ultimas duas ressonancias estao associadas com excitagoes de baixa
freqiiéncia.

Palavras Chave:

Teorias nao-lineares, Teoria dos sistemas dinamicos, Anélise de sistemas, Compor-
tamento caodtico em sistemas.



Abstract

BOLLA, Maira Rosine, Nonlinear dynamic of objects in space excited by the grav-
ity potential, Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual
de Campinas, 2005, 202 pp. Dissertacao (Mestrado)

This work concerns of two parts, in the first we will make the study of the
dynamics of dual-spin-spacecraft modeled by a simple mechanical system consisting
of an unbalanced rotor attached to an elastic support and driven by non-ideal source.

In the second part we will formulate the complete nonlinear differential equations
governing the nonlinear motions of a beam able to undergo bending and pitching in
space. The formulation is based on a variational principle and accounts for all the
nonlinearities due to deformation and gravity gradient effects. The nonlinearities due
to deformation arise due to geometric effects, which consist of nonlinear curvature
and nonlinear inertia terms. Expanded equations governing the nonlinear perturbed
motions about an equilibrium are also developed for the case when the beam is in
circular orbit. Such equations are suited for a perturbation analysis of the motion,
and nonlinearities up to cubic order in a bookkeeping parameter are retained in
them.

The coupled nonlinear pitch-bending response of a free-free beam in a circular
orbit, when the beam is subjected to a periodic external excitation, is analysed
too. The nonlinearities present in the differential equations of motion are due to
deformations of the beam (i. e. curvature and inertia nonlinearities) and to the
gravity-gradient moments. Perturbation methods are used to analyse the motion.
Several resonant motions exhibited by the system are analysed in detail, namely,
harmonic resonances when the frequency of the external excitations, 2, is either near
the natural frequency of the flexural or of the pitch motion, and a superharmonic

vi



resonance when €2 is near one half of the natural frequency for the pitch motion.
The latter two resonances are associated with very low excitation frequencies.

Key Words:

Nonlinear theories, Dynamic system theory, Systems analysis, Chaotic behavior in
systems.
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Capitulo 1

Introducao

O comportamento dinamico de uma viga flexivel é de interesse em engenharia,
pois ela pode servir de modelo matematico para pas de helicopteros, manipuladores
robdticos, antenas em espagonaves, satélites flexiveis e outros sistemas que possuem
movimentos flexiveis e angulares [1].

A formulagao linear mostra que as vibragoes de uma viga isotrépica nos dois
planos principais sao independentes uma das outras, logo um movimento forgado
em um plano é sempre estavel naquele plano; mas quando a amplitude de vibragao
é grande, varios efeitos nao-lineres, tais como curvatura nao-linear, forcas axiais
de inércia, amortecimento e nao linearidades dos materiais (citam-se a titulo de
complementagao, o uso de estruturas laminadas feitas de materiais compésitos [2]),
introduzem termos nao-lineares nas equagoes do movimento e nas condicoes de con-
torno.

Ressalta-se que, embora a dinamica nao-linear de vigas tenha sido estudada por
um longo tempo, muitos efeitos nao lineares precisam ser estudados, identificados e
controlados.

E de conhecimento geral que multiplas solugoes, ressonancias sub e super-harmo-
nica, bifurcagoes, caos, sao fendmenos nao-lineares que nao podem ser previstos pela
teoria linear [3].



1.1 Algumas consideracoes sobre objetos no espaco

Sabe-se que muitas estruturas de engenharia sao construidas para serem operadas
no ambiente espacial onde seu comportamento é afetado por momentos de gradiente
de gravidade e por forcas externas, tais como devido a aerodinamica (para érbitas
baixas), pressao de radiagao solar, forgas de controle, etc. Consideragoes sobre a
flexibilidade de tais estruturas é de maxima importancia na compreensao de sua
dindmica (ver por exemplo [5], [6]), assim como o material de que sdo constituidas
[2]. Ressalta-se que muitos componentes dessas estruturas sao constituidas por
membros longos e podem ser modeladas para vigas em orbita.

Para uma viga em orbita, efeitos de gradiente de gravidade fazem com que ela
oscile relativamente a um referencial orbital com freqiiéncias de arfagem (movimento
em torno da érbita normal) que sdo da mesma grandeza da velocidade angular
orbital.

Existem outras forcas atuantes em objetos no espaco, que embora pequenas,
modificam ao longo do tempo os elementos orbitais, como no caso dos satélites
artificiais, dificultando desta forma seu rastreamento, ou seja, a determinagao da sua
verdadeira posicao no espaco. Essas forcas causam também torques sobre o centro de
massa do satélite, podendo com isso alterar sua orientacao (atitude) preestabelecida,
na qual normalmente se deseja que o satélite permaneca. O conhecimento preciso
desses torques, bem como sua variacao com o tempo, é 1til nao s6 para estudar o
controle e a estabilidade do satélite, como também para estimular a atitude.

Outra aplicacao da determinacao desses esforcos é o de fornecer recursos para
dimensionar certos componentes da estrutura de alguns satélites, assim como veri-
ficar seu comportamento e funcionamento quando submetidos a essas forcas. E
fundamental, portanto, quando se deseja determinar, conhecer, prever ou simular
orbitas ou atitudes, a perfeita compreensao dos fendmenos que acarretam o apare-
cimento de tais forcas. Dentre tais forcas, citamos a pressao de radiacao solar e o

arrasto atmosférico [7].

Os efeitos causados por tais forgas nao serao abordados neste trabalho. Todavia,
como pretendemos que este trabalho tenha uma continuidade, faremos algumas ob-



servagoes sobre o assunto nesta introducao, para entendimento por parte do leitor
do trabalho que iremos desenvolver nesta dissertacao.

A forca aerodinamica surge em decorréncia do choque entre as moléculas da
atmosfera com a superficie do satélite. Ela é predominante em satélites de baixa
altitude (menor do que 1000 km). Embora seu médulo diminua exponencialmente
com a altura (aproximadamente a 800 km iguala-se a pressdo de radiagao, e aos
1500 km seus efeitos s@o praticamente despreziveis), é ainda a principal responsével
pelo decaimento da orbita e, portanto, pelo tempo de vida do satélite. Além disso,
é no perigeu que esta forga atinge seu maximo e, por ter sua resultante atuando
quase no sentido contrario a velocidade do satélite, ocorre uma perda de energia
da orbita mais acentuada neste ponto. Perdendo velocidade no perigeu, a altura
do apogeu decai numa proporcao muito mais alta que o primeiro, dimimuindo com
isso a excentricidade da orbita, tornando-a gradativamente circular no decorrer do
tempo de vida.

A radiacao solar direta deriva da reflexdo e absorcao dos fotons solares pela su-
perficie do satélite. Praticamente independe da altitude do satélite, sendo normal-
mente a maior componente a partir dos 1000 km. Por ser inversamente proporcional
a distancia da fonte emissora, a forga atuante no satélite devido a radiagao solar é 7
por cento menor quando a Terra passa do periélio para o afélio. Como praticamente
independe da altitude (caso seja desprezada a parcela absorvida pela atmosfera e as
pequenas variagoes na distancia do Sol ao longo de uma 6rbita), a for¢a de radiagao
solar atinge a magnitude da aerodinamica, sob condigoes atmosféricas normais, a
partir dos 700 km. Sua influéncia nos elementos orbitais é maior na excentricidade,
mas, conforme a geometria da érbita, pode alterar também o semi-eixo maior. Chega
mesmo a diminuir a altura do perigeu, contribuindo para o encurtamento do tempo
de vida.

[lustramos a pressao de radiagao solar e o arrasto atmosférico atuantes numa
viga em érbita na Figura 1.1.

Sob certas condicoes, os modelos matematicos lineares nao podem descrever a
dinamica de uma estrutura espacial, pois tais modelos nao incluem sobre os varios
tipos de fenomenos dinamicos que sao causados pelas nao-linearidades nas equacoes



do movimento. Por exemplo, no caso da viga, mesmo para materiais lineares, as
equacoes diferenciais do movimento devem conter um nimero de nao-linearidades
devido as deformagoes e pelos efeitos de gradiente de gravidade [8].
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Figura 1.1: Tlustracao da pressao de radiacao solar e arrasto atmosférico atuantes numa
viga em Orbita

As equagoes do movimento devem envolver a inclusao de momentos e produtos
de inércia, incluindo termos originados da expressao da curvatura da viga. Ela deve
conter os termos nao-lineares originados do gradiente de gravidade. Logo, deve-se
tomar cuidado no sentido de que as nao-linearidades sejam retiradas na formulacao
do problema de modo consistente.

Sabe-se que a linearizagao das equagoes do movimento em torno da configuracao
de equilibrio conhecida, como estabilizacao por gradiente de gravidade, ¢ uma hipdtese
razoavel desde que o desalinhamento com a vertical local e as flexoes elasticas sejam
pequenos.

Vérios autores estudaram modelos de espagonaves flexiveis [5],[6],[9]-[20], aprox-
imados por vigas livre-livre bem como modelos de veiculos espaciais nas versoes de
corpos rigidos contendo apéndices flexiveis articulados. Boa parte destes estudos
incluem a linearizacao das equacoes do movimento.



Em [9], foram assumidos pequenos movimentos e concluido que o movimento de
arfagem esta essencialmente desacoplado do movimento elédstico, e que o movimento
elastico é essencialmente governado pelas equagoes de Hill como o movimento de
arfagem atuando como uma excitacao paramétrica para o movimento elastico de
curvatura.

Em [10]-[13] foram formuladas as equagbes diferenciais nao-lineares do movi-
mento de uma viga em orbita. Os resultados obtidos nesta dissertagao corroboraram
esta formulacao.

A captura da posicao nominal de equilibrio de um satélite estabilizado por gra-
diente de gravidade foi estudada por [14], onde concluiu-se que a interacao entre a
flexibilidade e a libracao leva a um aumento da freqiiéncia de oscilagao juntamente
com uma modulacao em alta freqiiéncia da resposta em atitude.

Utilizamos as referéncias [15]-[18] para uma melhor compreensao de modelos de
espagonaves flexiveis.

Em [19], considerou-se pequenos os acoplamentos dos movimentos translacional-
rotacional e rotacional-vibracional, onde deu-se particular importancia ao movi-
mento rotacional-vibracional, pois este afeta significantemente o movimento de ati-
tude do veiculo espacial. Além disso, fica claro nesta referéncia que deve-se tomar
certo cuidado ao se considerar as contribuicoes dos deslocamentos eldsticos como pe-
quenas, uma vez que a utilizagao de apéendices longos podem caracterizar fortemente
a dinamica de atitude, tornando inconsistente tratar os efeitos da flexibilidade como
perturbagao do movimento rotacional do veiculo nao-deformado.

A dinamica de uma espagonave flexivel estabilizada por gradiente de gravidade
foi detalhada em [20], e utilizamos [21] e [22] para complementar o assunto.

1.2 Objetivos e Estudos Futuros

Os objetivos desta dissertacao consistem no estudo da dinamica nao-linear de



uma espaconave de dupla rotacao axial e, posteriormente, a dinamica nao-linear
de objetos no espaco considerando uma viga nao-linear em érbita circular sujeita a
atracao gravitacional da Terra.

Num estudo posterior, no doutorado, pretende-se incluir efeitos, tais como a
pressao de radiagao solar, o arrasto atmosférico, etc. Para a completividade deste
trabalho, incluimos apéndices que abordam a teoria basica utilizado no desenvolvi-
mento deste projeto, a saber, fundamentos de mecanica Newtoniana, teoria de vi-
bracoes, além de uma revisao de dinamica de rotacoes. Os apéndices D e E foram
incluidos a fim de complementar a primeira parte desta dissertacao, onde apresen-
tamos o modelo da dinamica de um rotor desbalanceado atachado a um suporte
elastico e governado por um torque constante e, algumas simulagoes numéricas do
movimento da espagonave de dupla rotagao axial tratada no capitulo 2.

Ja para complementar a segunda parte desta dissertacao incluimos o apéndice
F, onde tratamos da dinamica nao-linear de vigas.

Visando uma continuacao, dedicamos o apéndice G a pressao de radiacao solar,
que pretendemos abordar num estudo posterior no doutorado.

Esclarecem-se que se trata do primeiro trabalho em Dinamica nao-linear com
aplicacoes aeroespaciais do grupo do Prof. Dr. José Manoel Balthazar aqui na
UNICAMP.

Para atingir esses objetivos esta dissertacao foi elaborada como descrito a seguir.

1.3 Descricao dos capitulos

Dividimos esta dissertacao em duas partes.

Na primeira parte, pesquisamos a busca da solucao analitica de uma espagonave
de dupla rotagao axial, cujas principais referéncias foram [3],[23]-[38]. E comple-
mentamos esta parte com os apéndices D e E.



Na segunda parte, tratamos da atitude de satélites [39], e também mostramos
os controles linear e nao-linear de uma espagonave particular [40]. Seguimos esta
segunda parte com a dinamica nao-linear de uma viga no espaco sujeita a atragao
gravitacional ([12], [13]).

Para a completitividade dos assuntos abordados no decorrer deste trabalho, apre-
sentamos os apéndices assim distribuidos. No apéndice A, fazemos uma revisao de
mecanica Newtoniana [39]. No apéndice B apresentamos os conceitos basicos de
teoria de vibragoes [41]. No apéndice C fazemos uma revisao de dinamica de rotagoes
[39], um conceito fundamental quando se deseja examinar o movimento de giro de um
corpo rigido relativamente a um referencial fixo, como por exemplo, o0 movimento de
uma particula em relagao ao movimento de rotacao da Terra. Também abordamos
neste apéndice a dinamica de corpos rigidos, visto que podemos tratar a viga como
tal. Fazemos nos apéndice D (cujas principais referéncias foram [42]-[45]) e E, uma
complementacao ao capitulo 3. No apeéndice F, fazemos o estudo da dinamica nao-
linear de vigas ([10], [11]). E, finalmente, dedicamos o apéndice G & pressao de
radiagao solar [7], assunto que abordaremos num futuro trabalho.

Esclarece-se ao leitor que os capitulos e apéndices foram organizados de maneira
a facilitar a leitura dos dois topicos citados nos objetivos.



PARTE 1

Pesquisamos nesta primeira parte a busca da solugao analitica de uma espagonave
de dupla rotagao axial, cujas principais referéncias foram [3], que aborda a teo-
ria de Oscilagbes nao-lineares e [23], onde faz-se uma introducao aos métodos de
perturbagao. Tivemos particular interesse no Método de Multiplas Escalas, que
utilizamos a fim de produzir um trabalho inédito. Além destas, destacamos as re-
feréncias [24)-[38].

Fazemos uma complementacao a esta pesquisa, nos apéndices D e E. No apéndice
D apresentaremos um caso em que o comportamento do sistema apresenta caos
mesmo com torque constante, isto ¢, ideal. Ja no apéndice E, apresentamos algumas
simulagoes numéricas do sistema analisado aqui.



Capitulo 2

Busca da Solucao Analitica de
uma Espaconave de Dupla
Rotacao Axial

Uma espagonave de rotacao dupla consiste de dois corpos vinculados a rotacao
relativa de uma haste que conecta os corpos mas permite que estes rotacionem
livremente no espaco. Os corpos sao em geral flexivos e dissipativos, bem como a
conexao entre eles, e todas as espagonaves estao sujeitas aos torques do ambiente,
tais como o torque de gradiente de gravidade.

A Figura 2.1 modela uma espaconave dual-spin, constituida de dois corpos rigidos
conectados por uma haste também rigida e livre de torques externos; também é
assumido que o eixo de simetria do corpo coincide com o eixo da rotacao relativa.
Tal modelo é chamado girostatico. O corpo do eixo de simetria é chamado de rotor
R, e o outro corpo é chamado plataforma P.

A Figura 2.2 representa a modelagem matematica de uma espacgonave. Este
modelo foi proposto por Rand em [35]. Neste sistema, fez-se a hipdtese de que o
torque proporcionado pelo rotor é constante.

Um modelo mais realistico, é representado pela Figura 2.3 b, onde temos um
sistema de vibracao nao-ideal, estudado por Balthazar e colaboradores. Este capitulo



serd inteiramente dedicado ao estudo deste sistema, representado pela Figura 2.3b.

A fim de complementacao, dedicamos dois apéndices a este capitulo, a saber, os
apéndices D e E. No apéndice D apresentaremos um caso em que o comportamento
do sistema apresenta caos mesmo com torque constante, isto é, ideal. Ja no apéndice
E, apresentamos algumas simulagoes numeéricas do sistema representado pela Figura

2.3b.

&i A

s M,
Figura 2.2: Sistema constituido de um rotor desbalanceado, vinculado num suporte
elastico e governado por torque constante
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Figura 2.3: (a) Sistema nao-ideal e seu respectivo modelo matematico (b)

Como se sabe, nos ultimos anos, varios autores tém estudado exaustivamente
a teoria de vibragoes lineares. Contribuicoes significantes tem sido feitas para a
teoria de vibracoes nao-lineares. Apesar do grande progresso da teoria de vibracoes
observamos que existem tipos especiais de vibracoes que surgem da interacao do
sistema com a fonte de energia, que nao podem ser completamente explicadas por
meios da teoria atual. Entao é conveniente usar a seguinte nomenclatura: Uma fonte
de energia ideal atua na vibracao do sistema, mas nao sofre qualquer influéncia do
sistema, ja uma fonte de energia nao-ideal atua na vibragao do sistema e ao mesmo
tempo sofre uma agao reciproca do sistema.

Alteracoes nos parametros do sistema podem ser notados por alteragbes nas
condicoes de trabalho da fonte de energia. Estas interacoes podem tornar-se espe-
cialmente ativas quando a fonte de energia possue poténcia muito limitada e nas
regioes de ressonancia. Temos muito interesse no sistema dinamico nao-ideal: O
que acontece para motor DC (ou motores DC): Poténcias (entrada) e RPM (saida),
como muda a resposta do sistema?

Observamos que sistemas dinamicos nao-ideais possuem duas propriedades im-
portantes: o fenomeno Salto e o aumento na poténcia devido a fonte de energia
operando proximo a ressonancia. Estas duas propriedades sao conhecidas na liter-
atura atual como efeito Sommerfeld [24]. Isto estd descrito no livro cldssico do Prof.
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Konokenko [25], inteiramente devotado a este assunto.

Uma compreensivel e completa revisao das diferentes aproximacoes é dada por
[3],[26] Prof. Balthazar e Co-autores [27],[28], [30]. Anunciamos que o problema
de controlar a passagem pela ressonancia, usando técnicas 6timas de controle foi
analisado pelo uso do método dos gradientes conjugados [29] ou pelo Médoto de
Regularizacao de Tikhnov [30] ou ainda pela mudanga de controle [31]. Um dos
problemas da engenharia moderna estd no projeto das estruturas e na escolha de
méquinas rotativas (motores DC) para aplicagoes nestas estruturas evitando o efeito
Sommerfeld.

Também é observado que o problema nao-ideal constituido de uma viga de
metal nao-ideal suportando um motor desbalanceado na extremidade livre, que foi
acionado por uma fonte de energia nao-ideal, foi analizado pelos autores [3], [26],
[32], [33]. Os autores em [34], usando aparelhos experimentais, detectaram a con-
tribuicao dos termos nao-lineares para a resposta do sistema com nao-linearidades
quadraticas e cibicas que sao de mesma ordem e magnitude e em [35] observaram
boas relagoes entre teoria e pratica.

A Figura 2.3a ilustra este problema. O problema foi analisado, anteriormente
por [4] e foi publicado em [3] considerando uma mola linear. Com o objetivo de
analisar um sistema de vibragao mais simples que nao perdem as caracteristicas nao-
lineares, consideramos o sistema mostrado na Figura 2.3b, o qual consiste de um
motor desbalanceado fixo a uma mola nao-linear e com amortecimentos linear e nao-
linear. Além do amortecimento representado pelo amortecedor mostrado na Figura
2.3b (amortecimento externo), também consideramos o amortecimento presente na
rotagdo do rotor do motor (amortecimento externo) e o amortecimento devido ao
”eddy corrent” (amortecimeto interno). O movimento do motor esté restrito ao eixo
z. A dinamica do sistema simplificado (definido pela Figura 2.3b) e do sistema
mais complexo (Figura 2.3a) nao estao muito distantes uma da outra. Simulagoes
numéricas foram feitas em [34].

Notamos também que a dinamica de rotacao devido a ressonancia pode ser mo-

delada como um mecanismo simples constituido por um rotor desbalanceado fixado
em um suporte eldstico linear e com torque constante [35]. Além disso, observamos
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que o controle nao-linear para reduzir a ressonancia durante a rotacao de duma
dupla rotagao da nave espacial através da precessao de fase foi fechada por [36]. A
condigao para a ocorréncia de caos é feita no apéndice C ([37]), onde considera-se
apenas o caso em que a mola é linear e o torque é tomado como sendo constante,
ideal. O caso nao-ideal é estudado neste capitulo e complementado no apéndice E.

A meta desta secao é analisar, através do algoritmo do método de multiplas
escalas, a resposta do problema simplificado e verificar se ocorrem interagoes entre
a dindmica do motor e a dinamica da fundacdo (mola, amortecimento e massa da
fundacao) tendo em vista as simulagoes numéricas feitas em [38].

Na secao 2.1 descrevemos o problema a ser analizado. A motivagao e a mode-
lagem matematica do problema representado pela Figura 2.3b encontra-se na secao
2.2. E na secao 2.3 que discutimos as equagoes do movimento. Analisamos a
dinamica assintética proximo a ressonancia na secao 2.4, que ¢ seguida pela andlise
de estabilidade na secao 2.5. Na seccao 2.6 faremos um algoritmo algébrico com os
passos para obter uma solucao analitica do problema estudado.

2.1 As Equacoes que Governam o Movimento

Um problema nao-ideal constituido de uma viga de metal nao-linear suportando
um motor desbalanceado na extremidade livre excitada por uma fonte de energia
nao-ideal foi analizada pelos autores [27], [28], [29], [30]. A Figura 2.3a ilustra
este problema. Os autores [27], [28], usando aparelhos experimentais detectaram
a contribuicao de termos nao-lineares para a resposta do sistema, nao-linearidades
quadraticas e cubicas que sao da mesma ordem de magnitude. Em [29] observaram
boas relagoes entre teoria e pratica.

A fim de analisar um sistema vibrante mais simples que nao perde as carac-
teristicas nao-lineares, consideremos o sistema mostrado na Figura 2.3b, que con-
siste de um motor desbalanceado fixo a uma mola nao-linear e amortecimento li-
near. Além do amortecimento introduzido pelo amortecedor mostrado na Figura
2.3b (amortecimento externo), consideramos o amortecimento presente na rotagao
do rotor do motor (amortecimento externo também) e o amortecimento devido a

13



"eddy corrente” (amortecimento interno). O movimento do motor esta restrito ao
eixo x. A dinamica do sistema simplificado proposto (definido pela Figura 2.1) e a
dinamica do sistema mais complexo apresentado em seguida (Figura 2.2) nao sao
distantes uma da outra.

A energia potencial é dada por

1 1
V = 51{?11'2 + Zlkf2$4 (21)

onde as constantes ki e kg sao os coeficientes elasticos linear e nao linear, respecti-
vamente, e x é o deslocamento horizontal do motor.

A energia cinética é dada por

T = %Mi’Q + %J& + %m(iegb cos ¢)? + %m(egb sin ¢)? (2.2)

onde, e é a excentricidade da massa m, m é a massa desbalanceada, M ¢é a massa
do motor e da estrutura, J ¢ o momento de inércia do motor, ¢ é o deslocamento
angular do rotor (eixos do motor), e o ponto indica a derivada com respeito ao
tempo.

Aplicando as equagoes de Lagrange, temos que as equagbes que governam o
movimento sao

(m + M) + 13 + kyw + Kox® =
— me(pcos ¢ — ¢ sin @) (2.3)

(L + €*m)d — emi cos ¢ + ca¢p = L() (2.4)

onde L(¢) é o torque ativo gerado pelo motor de circuito elétrico (Veja Figura 2.3b).
Lembramos que a hipétese feita sobre o amortecimento interno e o torque ativo

esta de acordo com a teoria classica de motores elétricos, isto é, o amorte- cimento
interno é uma fungao da velocidade angular do motor. Da mesma forma, o amorteci-
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mento externo é mecanico, desta forma o amortecimento total no motor pode ser
escrito apenas como func¢ao da velocidade angular.

Note que as equacoes acima sao autonomas e nao-lineares, contendo nao-linearidades
quadraticas e ctbicas de mesma ordem de magnitude. E conveniente reescrever as
equagoes (2.3) e (2.4) em termos de varidveis adimensionais. Seja r = ey e T = wt,
onde w? = mli_le entao temos a seguinte mudanca de variaveis:

(z,1) = (ey,7) e (¢,1) — (&, 7) (2.5)

onde teremos:

— = we—?wey' (2.6)

>z d [d(ey) d dyl dr , d*y 5

arz  dt { dt } dt {“’ dT] at = Car T (2.7)
. de  dedr

=10 _ 900 2.8

T e (2:8)
. &6 d[de)dr

_ e djdgydr 2.
=0 T @ Lh} i (2:9)

Substituindo as equagoes (2.6) a (2.9) nas equagoes (2.3) e (2.4), ficamos com:

(m+ M) (w?ey”) + c1(wey') = krey + kae®y® = me(w?¢” cos ¢ — (wg')? sin ¢)(2.10)

(J + e*m)[w?¢"] = em[w®y"] cos ¢ + calwe]’ = L(wg')(2.11)

c s ~ . B 2 ks
) Dividindo a equagao (2.10) por e(M + m) e considerando =W in =
k2, 2 m_ : S
pw? e g =€, ficamos com a seguinte equacao:

c k
WY+ ——wy + Wy + —

22,3 2 41 N N2 -
o M klw e“y® = e(w¢” cos g — (wg')” sin @) (2.12)
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2 Cc1 2

e considerando que SOrom = 2ep e P2e” = ae

Dividindo esta equagao por w
chegamos na forma adimensional da equagao (2.3):

y'+y=ce(—2my — oy’ + ¢’ cosp — (¢')? sin ¢) (2.13)

Para chegarmos na forma adimensional da equagao (2.11), vamos primeiramente

dividi-la por w?(J + €?*m) e considerar er’gm = ¢!, obtendo assim:
C2 L(wg')
" —ely” = 2.14
o7 —elyicosot w(J —|—w2m)¢ w(J + e2m) (2.14)

= 2epy 0 @) — cF ()

Para simplificar esta equagao, consideramos o e

Cc2
J+e2m)

E assim, chegamos na forma adimensional da equacao (2.4):
"= e(B(¢) + Iy cos ¢ — 2ua)) (2.15)

Enfatizando, as equagoes na forma adimensional das equagoes (2.3) e (2.4) sao
respectivamente

v +y=e(=2my — oy’ + ¢"cos ¢ — (¢)*sin¢) (2.16)

¢" = e(E(¢) + 1y" cos g — 212¢) (2.17)

Note que nas equagdes (2.16) e (2.17), € é um pequeno parametro deste pro-
blema. Se tomarmos ¢ = 0, obteriamos o movimento simples, isto é, as equagoes

que descrevem uma vibracao classica com freqiiéncia 1 e rotacao com freqiiéncia

constante %. Lembremos que E contém L(w¢') que é o torque ativo gerado pelo

circuito elétrico do motor, veja Figura 2.3b.
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A seguir, apresenta-se o estudo analitico das equagoes (2.16) e (2.17), e no
apeéndice E encontram-se algumas simulagoes numéricas para completar o estudo
do sistema em questao.

2.2 Dinamica Assintética nas vizinhancas da Primeira

Ressonancia

Seja ¢(7,¢) =~ ¢o(To, T1) + £¢1(To, T1) onde Ty = 7 e Ty = e7. Entao temos

¢' ~ Dido + (2D Digo + Dir) (2.18)

- 9 - 0
onde Dy = 715 © D, = TR
Préximo a ressonancia, ¢’ ~ 1, fazemos a seguinte escolha: Dypy = 1 + eo (1)
Assim a equagao (2.4) fica

Digpy = —2Dy0 + E + Iy cos(dy + £¢1) (2.19)

Agora, precisamos impor que ¢; = O(1) com t — oo, obtendo entdo que
cos(gg + e¢1) = cos(¢g) + O(e) = cos(Ty + o(T1)) + O(g). Sejam

y(7,€) = yo(To, T1) + ey1 (To, T1) (2.20)
y' = Doyo + £(D1yo + Doy:) (2.21)
y' ~ D3yo + £(2DgD1yo + D2y1) (2.22)

Assim, da equagao (2.3) obtemos duas equagoes:
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Dayo + 3o =0 (2.23)

Dgyi + y1 = —2DoDyyo — 21Doyo — ayy — (Dogho)* sin ¢y (2.24)

Obtemos da equagao (2.23) a seguinte solugao:

yo = A(Ty)e'™ + Ae™""0 (2.25)

D2y, + 1 = 2i(D1A 4 pA)e™ — a Ao —
—eaA?Ae™ + %6i(T0+U(T1)) + cc (2.26)

onde A é o complexo conjugado de A e cc sdo os complexos conjugados dos termos
precedentes.

Substituindo (2.25) e (2.26) em (2.19) e tomando

A= @eiﬂ“l) (2.27)

obteremos que

1
Dipy = —2Djo + E — 7(1 cos(8 —o(T)) +

+[7a cos(2Ty + B+ o(11)) (2.28)
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Com a intengao de que ¢; seja limitada, poe-se —2D10+E—~£ cos(3—o (1)) =0

e entao,

Ia

b1 =~ L eos(2Ty + (1) +) < 2 (2.20)

Agora queremos expandir £ em torno de ¢/ = 1. Entao fazemos E(¢') = E(1 +
o) = E(1) 4+ E'(1)eo = Ey — Ey0, onde tomamos E'(1) = O (2).

£

Isto é necessario se o torque muda consideravelmente quando a freqiiéncia possui
pequenas alteragoes, ou proximo a ressonancia. Entao,

I
o' = Fy— Fio — Ea cos(f — a(Ty)).

Agora eliminaremos os termos seculares de ¢; na equagao (2.26). Para isto
tomamos:

2%(D1A + 1 A) + 3aAA — %ele —0 (2.30)

e substituindo o valor de A na expressao acima conseguimos, separando a parte real
e a parte imagindria:

a + pa — %cos(ﬁ —o(Ty)) =0 (2.31)
—af + 3?3 - %sin(ﬁ —o(T})) =0 (2.32)

Para um dado conjunto de poténcias (que determinam Fj e E;) devemos resolver
(2.30), (2.31) e (2.32) para o, f e 0.

Quando @' =0 e (3 = 0 obtemos as equagoes em estado. Entao temos:
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B—o(Ty)=cte=~,0'=0,f0=0= =o0.

1
Ey — Eio — ?a cosy =0 (2.33)
1
pa = 5 cosy (2.34)
3aa? 1
—a (a — Oéa ) =—3 sin 7y (2.35)

Elevando ao quadrado e somando as equagoes (2.34) e (2.35), obtemos

3aa2\?| 1
a® | i+ (a— o;a ) ] =12 (2.36)
ou
3aa’? 1

Lembrando que Ey e E; sao funcoes de o, no conjunto de poténcias que eles
representam, apenas um ¢é desconhecido.

Para determinar a solucao caracteristica, necessitamos primeiro encontrar o local
dos pontos singulares e entao examinar o movimento nas vizinhancas.

2.3 Analise de Estabilidade

Trabalharemos com o seguinte sistema:

! 1

_1 =0
i j/L /;Llaiiaag COS;y- (2.38)
—a'y + 5= —3siny =0
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onde v = g3 — o(T}).

Analisando o sistema no ponto de equilibrio, onde @’ = 0 e 4/ = 0, temos

(2.39)

3aa’ 1 _
5 5 siny =0

{ pma — %COS")/: 0
E das equacoes acima que obtemos a funcao de resposta em freqiiéncia:

a’ {;ﬁ + (0 - 3‘);&2)} — i (2.40)

A equagao (2.40) é uma equagao implicita para a amplitude da resposta a como
funcao do parametro de controle o.

O gréfico de a versus o é a curva de resposta em freqiiéncia. Para desenhar
tal curva, podemos resolver uma equacao cubica para a? como uma funcao de o.
Pode-se resolver o em termos de a. Do sistema (2.38), temos dois casos a considerar:

e Caso linear: toma-se a = 0;

e Caso nao-linear: quando toma-se o # 0.

A estabilidade de (a, ) é determinada pelos autovalores, \;, da matriz jacobiana:

3aa?
)
D,F — ! 8 (2.41)

1 9oa?
Hoom)

cuja equagao caracteristica é
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3aa? 9ava?

A2+ 2u\ + i3 + (0 — ralGa

) =0 (2.42)

Temos que a soma dos autovalores ¢ —2u,. Esta soma é negativa, pois p; > 0.
Conseqiientemente, um dos autovalores terd parte real negativa. Este fato elimina a
possibilidade de um par de autovalores imaginarios puros, o que elimina a bifurcagao
de Hopf.

Porém, pode ocorrer bifurcagao estatica. Neste caso ocorre uma bifurcacao sela-
no. Para este fim, devemos ter um problema de autovalor nulo. Entao o produto
dos autovalores é zero, dai temos:

3002 90a?
H%Jr(a— Oéa>(a— Oéa>: (2.43)

Utilizando o critério de Routh-Herwitz, concluimos que ha estabilidade assintética

quando p; > 0.

De fato, temos o polinémio caracteristico agA\? + a;\ + as = 0
p

onde,
® Gy = 17
® ay = 2

Para que tenhamos estabilidade assintética, devemos ter Ag > 0 e A; > 0,

ar ao
onde Ag =ag e Ay =
a; az

Diagramas de bifurcagao tal como o da Figura 2.4 é chamado curva de resp-
sosta em freqiiéncia.
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Nesta figura sao observados saltos que sao os pontos de bifurcacao sela-n6. Na
Figura 2.5 exibem-se curvas caracteristicas da fonte de energia, neste caso reta. A
seguir, sitetizam-se os resultados analiticos obtidos.

2.4 Algoritmo Algébrico
Sumarizamos nossos resultados no algoritmo abaixo:

1. Atribua um valor inicial para a;

2. Calcule o da equacao (2.37);

3. Calcule v da equagao (2.324);

4. Calcule o valor p da equagao (2.33);
5. Gréfico de a versus o;

6. Conecte os pontos de mesmo p;

7. Cheque a estabilidade.

No caso particular, quando o = 0, o problema foi analisado por [3] pelo uso do
método da média e os reultados sao coincidentes com os do método de multiplas
escalas, neste caso particular. No caso analisado os resultados sao mais abrangentes,
como foi mostrado. As Figuras 2.4 e 2.5 abaixo foram construidas utilizando-se do
software MatLab seguindo o algoritmo algébrico acima mencionado, com os seguintes
valores: Para a figura 2.4, utilizamos o = 0.01, 47 = 0.01 e para a figura 2.5 uti-
lizamos a = 0.01, u; = 0.01, £y =0.5,1 =0.9, Fy = 1.
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Figura 2.4: Curva de Resposta em Freqiiéncia das equagoes (2.33) e (2.37)
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Figura 2.5: Curva Caracteristica das equacoes (2.33) e (2.37)
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As Figuras 2.6 e 2.7, a seguir, sao referentees a simulagao nunérica das equagoes
(2.16) e (2.17), onde foram utilizados os seguintes valores: Fy = 1.5, ¢ = 0.05, a =
0.01, gy = 0.01, s =0, I =0.9 e com o torque constante Fy (tensao aplicado ao
motor ou parametro de controle) variando no intervalo [1 2.5].

15 T T J:;\I-l- T T T
1 10} 3 .
j '
!
— :
o :.
= :
51 ' _
,::L :
iy oo Pogfymth ) I A}—:‘r*--r PR LT Sy I
0.6 0.8 1 1.2 1.4 18 1.8 2
Velocidade Angular

Figura 2.6: Curva de Ressonancia
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Torgue

Velocidade Angular

Figura 2.7: Aumento de torque durante a passagem pela ressonancia
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PARTE 2

Na segunda parte deste trabalho, tratamos do fenomeno da atitude de satélites
artificiais, [39], além de mostramos os controles linear e nao-linear de uma espagonave
particular [40].

Finalizamos esta segunda parte com a dinamica nao-linear de uma viga no
espago sujeita a atragao gravitacional, onde formulamos as equacgoes diferenciais

nao-lineares do movimento, que corroboraram com a teroria feita por [12], [13].

Apresentamos também nesta segunda parte da dissertacao as simulacoes numéricas
das equagoes governando o movimento da viga em érbita circular.
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Capitulo 3

Fenomeno da Atitude

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns conceitos basicos de atitude, pois
este trata da orientacao de satélites no espaco, e serao utilizados no presente trabalho
nos capitulos posteriores. Apresenta-se aqui também os métodos de estabilizagao,
a saber, estabilizacao por gradiente de gravidade e estabilizacao de rotacao. Final-
izamos este capitulo com o controle de uma espaconave particular.

Os conceitos basicos de mecanica que sao utilizados aqui, sao descritos nos
apeéndices A, B e C.

3.1 Atitude de satélites em 6rbita - Consideracoes
Gerais

A precessao e nutacao dos eixos polares da Terra sao resultados diretos da
aplicacao dos torques gravitacionais exercidos pela Terra, pela Lua e pelo Sol. Estes
torques sao devidos ao fato de a Terra nao possuir simetria inercial. O problema da
orientacao do satélite no espago, referido como atitude, é em geral mais envolvente
por varias razoes. Entre elas, devemos mencionar que os momentos de inércia dos
satélites podem ser todos diferentes e seu movimento de rotagao pode nao ser uma
rotacao alta, uniforme e simples, como no caso da Terra.
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A situagao pode ser complicada se o satélite contém partes internas moveis, ou se
a érbita nao é circular. Além disso, adicionando as forgas devido ao campo gravita-
cional da Terra, as forcas atuando sobre um satélite terrestre podem partir de uma
variedade de outras fontes, tais como o arrasto atmosférico, a pressao de radiacao
solar, os campos elétricos e magnéticos da Terra, bombardeamento de metedros e
rais césmicos, etc. Em geral o fator mais significante é o campo gravitacional da
Terra.

Gragas as multiplas aplicagoes, o problema do movimento de atitude de satélites
tem recebido consideravel atencao, como o engenho pela abundancia de artigos,
livros e relatérios relacionados a este assunto. Devido as consideragoes funcionais, os
satélites terrestres sao geralmente apontados ou para a Terra ou para um ponto fixo
num espaco inercial. Pode ser realizado por sistema de controle ativo ou por meios
passivos, a estabilizacao neste ultimo caso sendo provida pelo torque gravitacional
ou pelo movimento de rotagao inicialmente dado para o satélite. Por conseguinte,
os dois métodos de estabilizacao sao referidos como gradiente de gravidade e
estabilizacao de rotacao.

Para muitos propésitos praticos, um satélite pode ser considerado como sendo um
corpo rigido, cujas dimensoes sao pequenas em relagao ao centro da forga. Como um
resultado geral, o movimento de atitude nao tem efeito sobre o movimento orbital
do centro de massa do satélite, quando o movimento orbital do satélite é governado
pela lei primaria de forca central com o inverso do quadrado das distancias. O
interesse particular é o caso em que a orbita de um satélite sobre a simetria esférica
da Terra é considerada como sendo circular. O modelo matematico constituido de
um corpo rigido em uma Orbita circular tem a vantagem de ser seu proprio volante
para um habil tratamento analitico, enquanto descreve muito bem uma situagao
fisica comum (normal).

Para discutir a atitude de um satélite rigido em érbita circular é conveniente in-
troduzir um referencial orbital com eixos a1, as, ag com origem O no centro de massa
do corpo; eixo a; na direcao do raio, eixo as tangente a érbita na direcao do movi-
mento, eixo az normal ao plano da drbita, como mostrado na Figura 3.1. Os eixos
principais do corpo, x1, T9, x3, sao obtidos por meio de trés rotacoes independentes,
especificadas mais adiante.
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A relacao entre os dois conjuntos de eixos x; e a; podem ser escritos em termos dos
cossenos diretores [;; na forma de matiz compacta {x} = [L]{a}, onde os cossenos
diretores dependem das trés rotacoes independentes. As equagoes do movimento
sobre o eixo do corpo x1, xo, r3 podem ser escritas da seguinte forma

T3

Center of force

2

Figura 3.1: Sistema de referéncia orbital, eixos aj,as,asz com origem O no centro de
massa do corpo, e eixos principais do corpo, x1, T2, x3, de um satélite em drbita

S r{g)-m (3.1)

onde T ¢é a energia cinética; {g—g} ¢é a matriz coluna das derivadas parciais relativas a
velocidade angular do corpo w;, (i = 1,2,3); [w] é a matriz anti-simétrica associada
com w;; {N} é o torque sobre os eixos do corpo.

As componentes de {N} sao:
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N1 - SQ2<C - B)llglgl
NQ == 392<A - C)llllgl
N3 = 3Q*(B — A)lyly,

onde € é a velocidade angular orbital e A, B, C sao, respectivamente, os momentos

de inércia sobre os eixos x1, x9, x3 do corpo, escolhendo coincidir com o eixo principal.

Além disso, substituiremos Q% = &5 ~ &

satélite ser muito pequena comparada com a massa M da Terra.

nas equacoes acima, devido a massa do

Vamos definir a orientacao dos eixos do corpo x; relativamente aos eixos orbitais
a; de duas maneiras, como descritas nas Figuras 3.2 e 3.3. A razao para intro-
duzir dois conjuntos de rotacao serd esclarecida mais adiante, quando a posicao de
equilibrio especifico for discutida. Mas para discutir uma equacao particular apenas
um dos dois conjuntos de rotacao sera usado.

No primeiro caso, mostrado na Figura 2.2, as trés rotagoes sao: 6y sobre as, 6,
sobre b; e ¥ sobre c3. No segundo caso, mostrado na Figura 3.3, as rotagoes sao
dadas pelos angulos de Euler: ¢ sobre ag, 6 sobre b; e 1 sobre cs.

As componentes da velocidade angular do corpo sobre os eixos x1, xo, T3, para
os dois conjuntos de rotagoes, sao

w; = Qlyz + Gy cos b, siny + 6, cosp = Qi3 + gz%sin 0siny + écosw (3.5)
wo = Qo + 05 cos B cos ) — O sinp = Qys + Gsinf cosp — Osin (3.6)
wsg = Q33 — 92 sin 6, + w = Q33 + Q%COSQ + ZZJ (37)

De forma similar os cossenos diretores entre os eixos z; e a; tem as expressoes:
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l11 = cos 05 cos 1) + sin Oy sin O sin Y = cos ¢ cos Y — sin ¢ cos O sin P

19 = cos #1 sin1 = sin ¢ cos 1y + cos ¢ cos 0 sin P

l13 = —sin 6 cos 1) + cos B, sin ; sin ¢ = sin @ sin ¥
lo1 = — cos By sin 1) + sin B, sin 0 cos ) = — cos ¢ sin 1 — sin ¢ cos O cos Y
log = cos by cos) = —sin ¢ sin Y + cos ¢ cos 6 cos P

lo3 = sin Oy sin Y + cos 6, sin B cos Y = sin 6 cos
31 = sinfy cos #; = sin ¢ sin 6
l39 = —sinfl; = —cos¢sinf

l33 = cos By cosb; = cosb

As equagoes de (3.1) a (3.17) definem totalmente as equagoes diferenciais da

atitude referente aos casos mostrados nas Figuras 3.2 e 3.3.

As vezes é mais conveniente trabalhar com as equagoes Lagrangeanas de movi-

mento. Por isto, estamos interessados em derivar expressoes para as energias cinética

e potencial. Usando as equagoes de (3.6) a (3.8) podemos escrever

b3 All3

o

L X1

Figura 3.2: Uma orientacao dos eixos x; em relacao aos eixos orbitais
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Figura 3.3: Uma segunda orientagao dos eixos x; em relagdo aos eixos orbitais

1
T = §(Awf+Bw§+(Jw§) =Ty + T + To

onde,

T, =

N —

+C(1) — By sin 91)2} =

[A(@é cos B sin + 0, cos V)? + B(92 cos f cos vy + 6, sin V)4

% [A(¢ sin @ sin ¢ + 0 cos )+

+B(psin by cos) + 0sin))? + +C (1) + ¢ cos §)?

T, =0 [All3(92 cos 0; cos b, cos ) + B(gb cos 0 cos b — 6 sin )+

+Cl33(¢) - ég sin 91)} =Q

+Blys ((b sin 0 cos ¥

34

|:Al13(¢ sin @ sin 1) + 0 cos 1)+

— fsine) + Clyg(v — ¢ cos 9)}

1
Ty = 59 (Al3y + Bl3, + C13)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)



Além disso, a energia potencial pode ser escrita na forma:
3
V= —192 [G/(B+C—A)+15(A+C—B)+15(A+B-C)] (3.21)

Das equagdes (3.18) a (3.22) concluimos que o Lagrangeano L = T — V néao
depende explicitamente do tempo ¢, sendo assim, nao é um sistema natural, segue
que o sistema possui uma integral de Jacobi na forma Hamiltoniana

H:T2—T0+V:h:Ct6,

em vez da energia total do sistema E. Se os momentos de inércia sao todos diferentes,
esta é a unica integral de movimento analisada.

As equagoes diferenciais descrevendo o movimento rotacional de um satélite sao
nao-lineares. Sob estas circunstancias devemos nos satisfazer com informacoes a-
cerca do comportamento do sistema nas vizinhancas de movimentos conhecidos. Em
particular, estamos interessados em saber se a as solugoes do sistema sao estaveis
ou instaveis.

3.2 Estabilidade da atitude de satélites orientados
pela Terra

Satélites apontando em direcao a Terra todo o tempo enquanto o centro de
massa move-se em Orbita circular ao redor da Terra sao de grande interesse, devi-
da sua grande utilidade. Do ponto de vista da dinamica, um satélite apontando
para a Terra pode ser visto como um bloco rigido rotacionando sobre um eixo nor-
mal ao plano da orbita com velocidade angular igual a velocidade angular orbital.
Isto é equivalente ao corpo partindo do repouso com respeito ao referencial orbital
ai,as,as, introduzido na secao anterior. Sob certas circunstancias este movimento
pode ser realizado pela agao de torques gravitacionais, razao pela qual tais satélites
sao estabilizados por gradiente de gravidade. Note que o sistema dinamico é
autonomo, neste caso.
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Matematicamente, a posicao na qual o satélite esta sempre apontando em direcao
a Terra corresponde a posicao de equilibrio do sistema. Isto representa a posicao
desejada sobre a qual o corpo oscila se perturbado, e a posi¢ao do corpo se o equilibrio
é estavel. Para estudar a estabilidade do movimento nas vizinhancas do ponto de
equilibrio, usaremos o método direto de Lyapunov.

Vamos considerar o satélite da Figura 3.1 e examinar a estabilidade segundo
Lyapunov nas vizinhancas do ponto de equilibrio, na qual o corpo esta em repouso
relativamente ao referencial orbital, de modo que 0y = 6, = w =0ou gzﬁ =6 = 2/1 =0,
dependendo do conjunto de rotagoes usados (vide Figuras 3.2 e 3.3). Para definir
completamente a posi¢ao de equilibrio, resta examinar o valor das coordenadas an-
gulares correspondentes a estes pontos. Sendo o sistema canonico, estas equagoes
sao dadas por

OH B
dq; B

0 (3.22)

na qual as coordenadas generalizadas ¢; (i = 1,2, 3) s@o 6,01, ou ¢, 6,1. Na se¢ao
anterior mostramos que para o tipo de sistemas considerados a hamiltoniana é cons-
tante, H= Ty — Tg + V = h = cte, que representa a integral de Jacobi associada
com este sistema nao natural. Mas T, é quadratico nas velocidades generalizadas,
as quais sao nulas nos pontos de equilibrio considerados, de forma que as posi¢oes
de equilibrio relativamente ao referencial orbital satisfazem

ou B
0g; B

0, i=1,2,3 (3.23)
que usando as expressoes (3.18) (3.19) e (3.20), obtemos
1
U=V =Ty =—30 [A(ly = 311) + Bllyy —3I00) + Ol —353)]  (3:24)

que ¢ uma funcao dependente apenas das coordenadas generalizadas. Substituindo
as equagoes de (3.9) a (3.17) em (3.25) e usando (3.24) obtemos as seguintes equagoes,
definindo a posi¢ao dos pontos de equilibrio para o conjunto 65, 6, v:
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oU

e 402 (Al 1y + Blglys + Clsylss) = 0 (3.25)
2
U
27 = —0?[Acos b sin (I3 cos Oy — 311 sin 6y)
1
+ B cos 01 cos 1(lag cos 0o — 3laq sin b)
—(C'sin 81([33 COS 92 - 3[31 sin 92)] =0 (326)
ou
% == —QQ(A - B)(llgbg - 3[11[21) - 0 (327)

a0 passo que a posicao de equilibrio para o conjunto ¢, 8,1 deve satisfazer

ou

a—¢ == —392(Al11l12 + Blgllgg + Cl31l32) == O (328)
%—(0] = —O? [Asin (I3 cos @ — 31y sin ¢psin 0)
+ B cos Y(laz sin  — 3lay sin ¢ sin 0)
—C(l33sinfy — 33y singcos )] =0 (3.29)
ou
% = —Q2<A — B)<113l23 — 3[11[21) =0 (330)

As posicoes de equilibrio revelam-se ser aquelas em que os eixos principais do
corpo estao alinhados com os eixos orbitais. Estas posi¢oes denotadas por Ey, Es, Fj3
estao mostradas nas Figuras 3.4 a, b e c respectivamente. Note que nos dois primeiros
casos usamos o conjunto 6o, 07,1, enquanto no ultimo usamos ¢, 0,1 . Nas trés
posicoes de equilibrio E; as velocidades angulares sao perpendiculares uma a outra,
de modo que é suficiente checar a estabilidade somente em uma delas.

Como a hamiltoniana é constante, a derivada total H é zero, de modo que se
H é definida positiva num ponto de equilibrio, a hamiltoniana pode ser considerada
como uma funcao de Lyapunov e o ponto de equilibrio correspondente é estavel.
Mas T é positiva definida por definicao, de modo que o sistema ¢é estavel se U ¢é
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positiva definida. Dai o problema se reduz em testar a funcao U positiva definida.
Para determinar se U é positiva definida ou nao, necessitaremos calcular a matriz
hessiana associada. Os elementos desta matriz para as coordenadas 6, 01, sao:

0*U
902 =40 [A(l%:s - l%l) + B(lgs - l%l) + O<l§3 - lgl)] (3.31)
2
U _ 40% [A cos 0, sin 1) (l11 cos Oy + 113 sin 0y)+
00,00, 1 1 2 1 l13 2

+B cos 6y cos 1)(la1 cos Oy + log sinby) — C'sin 61 (131 cos Oy + 33 sin bs)] (3.32)

EAS = —Q*A = B)(Inly + lizlr)  (3.33)
90,00 11023 + 13021 )
2
88712} = —0?[(A — B) cos 26, sin 6, sin 2+
1

+(Asin®* ¢ + Bcos® 1 — C)(cos® 6 — 3sin® 6o) cos 26;]  (3.34)

52U
50,00

= Q%*(A — B)cos ) [cos1)(l13 cos fy — 3111 sin 6y)
+sin ¢ (lag cos Oy — 3l sinby)]  (3.35)

0*U
o2

= _QZ(A - B) [@3 - l%s - 3(@1 - l%l)} (3-36)

Usando as equagoes de (3.32) a (3.37), a matriz hessiana correspondendo ao
ponto de equilibrio E1, 605, 61,9% = 0 tem a forma

402(C— A) 0 0
[Alp, = | 0 Q%(C —B) 0 (3.37)
0 0 —302%(A - B)

de forma que a matriz é positiva definida e o equilibrio na posicao E; é estavel se

C>B>A (3.38)
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-
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Ey:0,=6,=¢~0 E,: 0,=7/2,6,=¢=0 Ey: ¢=¥=0,6=m/2
(a) (6) (e)

Figura 3.4: Posi¢oes de Equilibrio

cujo significado fisico é o eixo de momento de inércia minimo estar alinhado com a
direcao radial, e o eixo de inércia maximo ser normal ao plano da dérbita. A inter-
pretacao desse resultado é que uma pequena perturbacao da posicao de equilibrio do
corpo, quando este esta com o eixo de menor momento de inércia segundo a vertical
local, levara ao aparecimento de um conjugado gravitacional, que ird restaurar a
posicao original do corpo. Se, no entanto, houver amortecimento no sistema, tal que
H < 0, entdo a configuracio dada pela expressao (3.42) é assintdticamente estéavel.

O mesmo problema pode ser tratado por meio de anélise infinitesimal, que con-
siste em linearizar as equagoes de movimento do corpo na vizinhanga da posicao de
equilibrio e resolver a equacao caracteristica resultante.

3.3 Estabilidade da atitude de satélites simétricos

rotativos

Quando dois dos momentos de inércia de um satélite sao iguais, a inequacao
(3.38) nao pode ser satisfeita. Assim, vamos definir a estabilidade em termos da
orientacao de eixos de simetria, chamada estabilizagao de rotagao.
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O movimento do satélite é definido como na sec¢ao 3.1, mas, devido a simetria, nao

precisamos trabalhar com o conjunto de eixos x1, xo, x3, sendo mais vantajoso usar

08 eixos c1, o, c3. Sob estas circunstancias, devemos distinguir entre as velocidades

angular do sistema cq, cs, c3

wp = —Qsinﬁ—i—él =0
Wy = Q cos By cos by + 05 cos by = (Q—i—(b) sin
w3 = Qcos by cosfy — Oysin b, = (Q+gz5)cos€

e as componentes da velocidade angular do corpo sobre os eixos

Q) =w
QQZWQ
ngw?)

(3.39)
(3.40)
(3.41)

(3.42)
(3.43)
(3.44)

Os cossenos diretores entre os eixos ¢y, ¢y, c3 € 0s eixos orbitais aj, as,az sao

obtidos fazendo ¥ = 0 nas equagoes de (3.9) a (3.17).

Denotando os momentos de inércia sobre o eixo de simetria por C' e qualquer

eixo transversal normal ao eixo de simetria por A, a energia cinética de rotagao toma

a forma

T = {A [(Q sin 0y — 91)2(9 cos 0y sin 0 + 6, cos 91)4—}

DO | —

+C (2 cos by cos by — 92 sinf; + ¢2)}

:%{A [92+(Q+¢)251n29] +C [(Q—i—éﬁ)cos@—i—zﬂr}

onde a energia potencial é simplesmente

3 3
V= 5(0 — A)Q*sin? 0 cos? 0 = 5(0 — A)Q*sin® ¢sin® 0
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As equagoes (3.46) e (3.47) revelam que a hamiltoniana é uma integral de Jacobi
(que também é verdade para corpos nao simétricos) e que ¥ é uma coordenada
ciclica. O momento angular conservado correspondente pode ser escrito

By = g—i = C(S2cos by cos b, — B, 8in 6 + )

=C [(Q + ¢) cos 0 + 1/)] = C, = cte (3.47)

onde n é a velocidade angular constante sobre o eixo de simetria. Como 1) é ciclico,
podemos reduzir o problema para dois graus de liberdade.

A hamiltoniana do problema pode ser escrita em termos das coordenadas das
velocidades associadas, temos

JR 8R _O0R . OR.

D, 391 ¢ a0
= %A(GQ + (% sin 260) — §AQQ sin? 0 +
(C’ A)Q? sin® psin® 6 — 3,2 cos b + ﬁw = cte (3.48)
onde
R=L- 0,0 = (62 + ¢?sin? ) + AQ¢sin? 0 + 2AQ2 sin® #
——(C’ A) sin? ¢ sin”  — —@p By — 2C(Q + ) cos b] (3.49)

A equacao (3.47) representa as duas versoes da integral de Jacobi na qual estd
sendo usada a conservacao do momento angular sobre o eixo de simetria. Desta
maneira, precisamos nos preocupar apenas com um sistema de quarta ordem ao
invés de um sistema de sexta ordem.
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A integral de Jacobi, chamada Hamiltoniana, pode ser escrita na forma geral

H=T;+U=h-=cte (3.50)

onde T3 é uma funcao quadratica positiva definida nas velocidades 92, e 6; ou QS
e # e U é uma funcao que depende apenas das coordenadas 6y e 6, ou ¢ e 6,
respectivamente. A funcao U tem a forma explicita

1
U= _§A92 sin? @ — (3,9 cos 6 + ;(C — AQ? sin® ¢ sin® ) (3.51)

O sistema possui posicoes de equilibrio relativas ao referencial orbital nos pontos
onde #, = 0, = 0 e 0, e 0, satisfazem as equacgoes

U
(37 = [(3C — 44)§2 cos b cos by + (3] Qsin b cos by = 0 (3.52)
2
3_U = — [Aﬂ cos? By cos By — By cos Oy
00,
+3(C — A)[§2sin’ 05 cos® B, cos” 61 ] Qsinf; = 0 (3.53)
ou para os pontos onde gb —0=0c¢ @ e 0 sao as solugoes de
U
88_¢ = 3(C — A)2?sin ¢ cos psin? 6 = 0 (3.54)
ou .9 :
50 = [AQ2 cos 68, — 2(C — A)S2sin® ¢ cos ] sinf =0 (3.55)

Embora geometricamente o nimero de posicoes de equilibrio seja relativamente
grande, algumas das posicoes sao dinamicamente equivalentes, e conduzem a mesma
estabilidade. Por esta razao concentraremos em trés posicoes que descrevem com-
pletamente o comportamento dinamico do sistema. Estes pontos de equilibrio, em
termos de 0, e 61, sao
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El : 92 = 91 =0 (356)

Es: 0y =0, 0; = arccos <5_§}]) (3.57)
Eg . 91 = O, 92 — arccos (_(36’—5#)52) (358)

a0 passo que em termos de ¢ e 6 sao:

E;: 6 =0, ¢ arbitrario (3.59)
E,: ¢ =0, 6=arccos <%) (3.60)

' . By
Es: ¢ = 5 G—arccos((30_4A)Q) (3.61)

Nao é dificil ver que ambas as expressoes de (3.57) a (3.59) e de (3.60) a (3.62)
representam geometrlcamente a mesma posicao de equilibrio. Como para # = 0 as
velocidades angular qb w sao colineares, usaremos as rotacoes 6y e 61 para testar a
estabilidade do ponto de equilibrio F4 e ¢ e 0 para os pontos F» e Fs.

Investigaremos a estabilidade dos pontos de equilibrio do sistema por meio do
método direto de Lyapunov, com a hamiltoniana como uma fungao de Lyapunov.
Como H é zero, podemos esperar estabilidade mais simples, ja que estabilidade
assintotica nao é possivel. O problema se reduz em testar H com sinais definidos,
e como T3 é positiva definida por defini¢ao, o problema reduz mais testando se U
é positiva definida. Novamente usaremos o critério de Sylvester, pois necessitamos
calcular a matriz hessiana [h].

Note que [A] calculada em um ponto de equilibrio podem ser considerada como

uma matriz de coeficientes de uma forma quadratica, nomeada de funcao U na
vizinhanga do ponto de equilibrio em questao. A funcao U pode ser vista como
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uma superficie tri-dimensional no espaco euclidiano, definida por z = U, s, e 6,
ou z = U, ¢, e §. Quando [h] é positiva definida num dado ponto de equilibrio, a
funcao U possui ponto mimimo, e consequentemente se U nao é positiva definida,
entao possui ponto maximo.

Se [A] possui sinal variante num ponto de equilibrio, entao U possui um ponto de
sela. Os elementos que dependem dos parametros do sistema, e a matriz [A] muda
com a mudanca destes parametros. Num ponto de equilibrio onde o determinante
de [h] é zero, existe um ponto de bifurcacdo. Todavia, devemos lembrar que a
fungao de Lyapunov H ¢é definida nao somente pelas coordenadas mas também pelas
velocidades. Dai, como T% é positiva definida num ponto de equilibrio para o qual
U tem um maximo, H tem um ponto de sela.

Os elementos da matriz hessiana [h], correspondendo as coordenadas 6, e 6, sdo:

2
%TIQJ = [(3C' — 4A)Q cos(262) + By cosby] Qcosh;  (3.62)
2
82U . .
50.00. — [2(3C —4A)Qcos by cos By — By] Qsinbysindy  (3.63)
2001

0°U ) L )

002 = - [A cos” B — 3(C' — A) sin 92} Q° cos(201) + By€2 cos O cos 0, (3.64)
1

de modo que a matriz hessiana para o ponto de equilibrio E; é

(3C —4A)2+ 3, 0

hlg, = :
7] e, 0 A+ 5.9 (3.65)
Dai, o ponto F; é estavel se as condigoes
By > (4A—-30C)Q2, [y > 49 (3.66)

sao satisfeitas. As condigoes (3.66) indicam que é possivel estabilizar uma posigao de
equilibrio, que seria instavel, contanto que o satélite tenha uma rotagao suficiente-
mente alta sobre os eixos de simetria. O nimero de rotacoes depende proporcional-
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mente do momento de inércia. Isto prova a conveniéncia de introduzir parametros
nao dimensionais

_ By _C
b= = r= (3.67)

De modo que a condigao (3.66) torna-se

4 1
b>-—3, b>-= (3.68)
r r

[sto nos permite visualizar um parametro plano b versus r com as inequagoes
(3.69), definindo uma regiao plana onde o ponto de equilibrio F; é estavel.

Para investigar o restante dos pontos de equilibrio, escrevemos os elementos da
matriz Hessiana

‘Zg = 3(C — A)Q? cos(2¢) sin® @ (3.69)
% = (0~ A)02sin(26) sin(20) (3.70)

U .
502 = [A—3(C — A)sin® ] Q* cos(26) + B, cos § (3.71)

Isto nos permite calcular a matriz hessiana associada com o ponto de equilibrio
E5, definido pelo segundo conjunto de condigoes em (3.60), (3.61) e (3.62):

52
3(C — A (1 - —w) 0
)z, = e 5 (3.72)
0 A9 (1- 247
Em termos dos parametros b e r, concluimos que o ponto de equilibrio Fy é
estavel se
1
b < o T 1 (3.73)
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A matriz hessiana correspondente ao ponto E3 tem a forma

/@2
_— _3(C — A [1 . 0 2
2 B
(3.74)
estabelecendo as condigoes de estabilidade.
4
r<l, b<--3 (3.75)

r

3.4 Controle de uma Espaconave Particular

Faremos nesta secao um exemplo de controle de uma espaconave particular,
utilizando o conceito de gradiente de gravidade, com o objetivo de completar o
presente capitulo. Analisaremos dois casos: Controle Linear e Controle Nao-linear.
A principal referéncia utilizada nesta sec¢ao foi [40].

3.4.1 Controle Linear de uma Espagonave Particular

Nesta secao, as equagoes de movimento sao apresentadas para uma espagonave
supostamente rigida controlada por volantes de inércica (CMG - Control Moment
Gyros) em uma érbita circular ao redor da Terra. O Modelo nao-linear da espagonave
inclui a cinematica de atitude da espaconave, a dinamica rotacional e o momento
cinético do volante de inércia. As equagoes de atitude sao expressas em termos dos
angulos de Euler relacionando um triedro com eixos vinculados ao corpo a um triedro
ortogonal de referéncia que inclui a vertical local e a horizontal local (VLHL).

Admite-se que a espaconave esteja em uma Orbita circular com velocidade angular
orbital n. Os sistemas de coordenadas de interesse sao o triedro ortogonal direto,
que inclui a vertical local e a horizontal local e a horizontal local (VLHL), e o triedro
com eixos vinculados ao corpo. O VLHL tem sua origem localizada no centro de
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massa da espagonave e é definido na Figura 3.4.1. O plano X — Z}, é o plano orbital
instantaneo. O eixo Z se desenvolve ao longo do vetor momento angular orbital
instantaneo e é negativo na direcao do vetor momento angular. O eico X completa
o triedro ortogonal direto.

Ao definir a orientagao angular dos eixos ligados ao corpo da espagonave com
relacao a um triedro de referéncia, uma série de rotacoes dos angulos de Euler é
executada para determinar a oritentacao, de forma univoca. Ha trés rotacoes prin-
cipais: em torno dos eixos X,Y e Z. A seqiiéncia de angulos de Euler associada ao
sistema em pauta é guinada, arfagem, e rolamento (vide Figura 3.4.1). Na seqiiéncia,
6=[6, 6, 65]

corpo com relagao ao triedro ortogonal VLHL de referéncia, e w = [ W) Wy wWs

sao os angulos de Euler de rolamento, de arfagem e de guinada do
] T
sao as velocidades angulares absolutas segundo os eixos do corpo.

A cinematica da atitude da espaconave é dada por

0 =R(Aw+n (3.76)
onde,

cosf; —cosfysinfs; sin6; sin by

1
R(0) = p—" 0 cos b, —sin b, (3.77)
10 sin 6 cos 63 cos 0 cos 0,
0
n=|n (3.78)
0

A equacao do momento cinético da espaconave é:

H+wxH=r1y (3.79)

onde H indica o vetor momento cinético no triedro ligado ao corpo e 7. € 0
vetor torque externo (por exemplo, torques de gradiente de gravidade, torques
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Estacdo

Orbita

Figura 3.5: Triedro de Referéncia VLHL para uma espagonave

aerodinamicos e torques de controle). Visto que a espagonave ¢é rigida por hipdtese,
tem-se H = Iw, onde I é a matriz de inércia da espagonave

Il 112 Il3
I - 121 IQ ]23 (380)
Iy Iso I3

O torque externo inclui o torque de gradiente de gravidade e o torque de
controle do volante de inércia. Na auséncia de perturbagdes externas (por exemplo,
torques acrodinamicos), a equacao (3.79) se torna

Iv+wxlw="1,—u (3.81)

. . . T,
onde 7,4, € o vetor torque de gradiente de gravidade e u = [ Uy Uy U3 } é o
vetor torque de controle do volante de inércia.

O torque de gradiente de gravidade é devido ao fato de o campo gravitacional da
Terra nao ser uniforme sobre o corpo da espagonave. Como o campo gravitacional da
Terra é o quadrado do inverso das distancias, o torque de gradiente de gravidade

pode ser expresso segundo os eixos ligados ao corpo como

Tgg = 3n’c x Ic (3.82)
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Figura 3.6: Espaconave e giroscopios de controle

onde
— sin 05 cos O3
c = | sin#; cosby + cos b sin O, sin 05 (3.83)

cos 6 cos 0y — sin 0 sin 0, sin 05

A dinamica de rotacao pode ser expressa no triedro ligado ao corpo como

I = —w x Iw + 3n’*c —u (3.84)

A dinamica do volante de inércia pode ser reduzida de forma semelhante e é dada
por

h=—wxh+u (3.85)

onde h é o momento cinético do volante de inércia e u é o torque de controle do
volante de inércia.

A abordagem convencional para o controle de atitude da espagonave e para o
projeto de gerenciamento do momento cinético consiste em desenvolver um modelo
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linear representando a atitude da espaconave e o momento cinético do volante de
inércia linearizando-se o modelo nao-linear nas equagoes (3.77), (3.78), (3.84) e
(3.85). Esta linearizacao é efetuada por uma aproximagao em série de Taylor comum.
Os métodos de projeto de controle linear podem ser facilmente aplicados.

Linearizar o modelo nao-linear de espaconave admitindo pequenos desvios de
atitude, pequenas velocidades angulares, pequenos valores de momento de inércia do
volante de inércia e produtos de inércia insignificantes (isto é, I;; = 0,4 # j) resulta
em um desacoplamento do eixo de arfagem e dos eixos de guinada e rolamento. As
equagoes linearizadas para os eixos de arfagem:

0 0 1 07T 6, 0
Wy | =] 3n2A; 0 0 wy |+ | 5 | (3.86)
ha 0 0 0 hoy 1

onde, Ay = 131_—211

As equagoes linearizadas para os eixos de rolamento e guinada sao

0, 0 n 1 0 0 0 0, 0 0
05 —n 0 0 1 0 0 05 0 0
Wi | | =3n*A1 0 0 —nAy 0 0| fwr || mg 0 [ul}
W o 0 —nA; 0 0 0 ws 0 -4 U
hy 0 0 0 0 0 n hy 1 0

L hs | |0 0 0 0 -n 0] |hs| O 1 |

(3.87)

onde, Alz% e Az = %

Convém obsevar que o problema de controle do eixo de arfagem é um problema
de uma unica entrada, equanto que o problema de controle de rolamento e guinada
é um problema de entradas multiplas.

Valores de parametros tipicos para a estacao espacial sao:
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I = 50,2810°(slug — ft%), (3.88)
I, = 10,8010°, (3.89)
I3 = 58,5710°, (3.90)

en = 0,0011rad/s. Com estes parametros tipicos, a representa¢ao no espago de
estados do eixo de arfagem é dada por

x = Ax + Bu (3.91)
onde,
Oy ]
X = | wy (3.92)
hy |
0 1 07
A=1]2710°% 0 0 (3.93)
0 0 0 |
0
B= {92108 (3.94)
1

Geralmente o objetivo operacional é manter a espaconave proxima de uma ati-
tude apontando para a Terra, o que acarreta 6; ~ 0,0y ~ 0 e 03 ~ 0. Fisicamente,

isto significa que se deseja que o triedro ligado ao corpo esteja aproximadamente
alinhado com o triedro VLHL.

Deseja-se também manter o momento cinético do volante de inércia pequeno (isto
é, que h seja pequeno), porque quando o limite fisico do momento cinético maximo
for alcancado os volantes de inércia nao podem mais gerar torque, e a espagonave
ficard descontrolada (obviamente esta nao é uma condigao desejavel).
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Massa m = 0.2kg

Sensor luminoso ki =1V/m
Raio r=0.15m
Motor
Indutancia L=0
Atrito b=0.25N — ms/rad
Resisténcia R =20
Constante K, =2N —m/A
Inércia J = Jmotor + Jpotia : J = 0.01kg — m?

Tabela 3.1: Parametros do Dispositivo de Impressao

Logo, linearizar as equagoes nao-lineares por meio de uma série de Taylor supondo
pequenos os angulos, as velocidades angulares, e o momento cinético faz sentido
em engenharia. Entretanto, a sensibilidade a suposicao de produtos de inércia pe-
quenos (isto é, I;; = 0 para ¢ # j) depende altamente da configuracdo particular da
espagonave.

Um conjunto consistente de unidades para este problema ¢é f(rad), w(rad/s),
h(ft—1b—s), u(ft —1b), 7,4(ft —1b) e I(slug — ft?). E claro que uma configuracao
equivalente de unidades SI pode ser obtida usando as conversoes da tabela 3.1.

3.4.2 Controle Nao-Linear de uma Espaconave Particular

A estacao espacial internacional, mostrada na Figura 3.4.2, é um bom exemplo de
uma espaconave multifuncional que pode operar em configuragoes muito diferentes.
Um primeiro passo no processo do modelo do sistema de controle é desenvolver um
modelo matematico do movimento da espagonave. Em geral, este modelo descreve
os movimentos de translacao e atitude da espaconave sob a influéncia de forgas e
torques externos, e controlador e atuador de forcas e torques.

Devemos decidir sobre o sistema de coordenadas e as notagoes utilizadas na
derivacao das equacoes do movimento. Para o problema modelando a espagonave,
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um sistema de coordenadas relevante pode incluir uma estrutura referéncial inercial;
uma estrutura de coordenadas esféricas; uma referéncia vertical local /horizontal lo-
cal (ou estrutura de apontamento terrestre); e uma estrutura vinculada na espagonave.

Figura 3.7: Estagdo Espacial Internacional

Com um apropriado sistema de coordenadas, podemos desenvolver as equacoes
dinamicas do movimento para uma espacgonave rigida em orbita. O modelo dinamico
resultante da espaconave é um conjunto de equacoes diferenciais ordinarias nao-
lineares altamente acopladas. Nosso objetivo é simplificar o modelo mantendo as
caracteristicas importantes do sistema. Isto nao é uma tarefa trivial, mas é uma
tarefa importante.

Muitas espagonaves (tais como a estagao espacial internacional) manterao uma
atitude de apontamento terrestre. Isto significa que cameras e outros instrumentos
cientificos apontarao para a Terra. Por outro lado, instrumentos cientificos que nao
apontam para a Terra, verao o espaco profundo, como esperado.

Para alcancar a atitude de apontamento terrestre a espagonave necessita de um
sistema de controle de atitude capaz de aplicar os torques necessarios para rotacionar
o veiculo. A estacao espacial internacional utiliza controle por volantes de inércia
(CMGs - Control Moment Gyros) e reagao a controle de jatos como principais atu-
adores. Os CMGs sao permutacoes de momentos e sao preferiveis para controle de
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reacao de jatos, pois eles nao gastam combustivel. Precisamos minimizar missoes
de reabastecimento na estacao espacial internacional o maximo possivel.

Entretanto, quando o CMG torna-se saturado, eles nao podem proporcionar
controle de torques por muito tempo e sendo assim, sem a reacao de controle de
jatos, a espagonave estaria fora de controle. Claramente queremos evitar a saturacao
CMG. Manter a atitude desejada requer continuas permutagoes de momentos entre
os CMGs e a estagao espacial, pois distirbios (tais como torques aerodinamicos)
movem a espagonave para longe da atitude desejada. Controle continuo de CMG
nao é possivel sem dessaturagao periodica.

Muitos métodos para dessaturacao de CMGs sao utilizaveis, mas usando a ex-
istencia de torques ambientais naturais é preferido o método que minimiza a reagao
de controle de jatos. Precisamos de um sistema de controle que possa manter a ori-
entacao desejada da espaconave, bem como simultaneamente realize o gerenciamento
do momento para CMGs. Uma idéia inteligente é utilizar torques de gradiente de
gravidade (que ocorrem naturalmente e o custo é gratis) para dessaturar continua-
mente o mecanismo de permutacao de momento.

Devido a variacao do campo gravitacional da Terra sobre a estacao espacial
internacional, o momento total gerado pelas forcas gravitacionais sobre o centro de
massa da espagonave ¢ diferente de zero. Este momento diferente de zero é chamado
de torque de gradiente de gravidade. Uma mudanca na atitude, provoca uma
mudanca no torque de gradiente de gravidade atuando no veiculo.

Infelizmente utilizando torques de gradiente de gravidade como dessaturador de
CMG pode levar a orientacao da espagonave para longe da atitude de apontamento
terrestre. Assim, combinando controle de atitude e gerenciamento de momento da-se
o problema de compromisso.

3.4.2.1 Sistemas de Coordenadas Inerciais

Em geral todo o modelo desenvolvido requer uma especificagao de uma estrutura
referencial inercial (ou ndo-acelerada). A estagao espacial esta sendo projetada com
uma estrutura inercial originando no centro de massa da Terra, como mostra as
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Figuras 3.4.2.2 ¢ 3.4.2.4. O eixo Z esta alinhado ao longo do eixo polar na diregao
do vetor momento angular da Terra, onde efeitos de nutagao da rotacao da Terra
sao desprezados.

A nutacao é uma oscilacao de baixa-amplitude e curto-periodo do eixo de rotacao
da Terra. Assume-se que o eixo polar estd orientado tal que o eixo Xg aponta para
o centro de massa da Terra com respeito ao Sol. O eixo Y ¢é orientado tal que o
sistema de coordenadas complete um triedro ortogonal direto. Os vetores unitarios
iG, Jg © kg s20 constantes e a origem nao ¢ acelerada.

3.4.2.2 Sistema de Coordenadas Esféricas

Considere a espagonave em 6rbita na Terra como mostrado na Firgura 3.4.2.2.
A posigao da espagonave, r para um dado tempo é dada por:

r =rig (3.95)

onde r é a distancia radial do centro de massa da Terra ao centro de massa da
espaconave, e ig é o vetor unitario apontando na direcao radial. As coordenadas
dadas por 7,1 e ¢ caracterizam o sistema de coordenadas esféricas originando no
centro de massa da Terra. Os vetores unitarios ig,js e kg sao relacionados com os
vetores unitarios inerciais fixos ig, jo e kg pela relagao:

ig = cos 1 cos Ppig + sin ) cos Pjg + sin ok (3.96)
js = —sinvig + cos ¥jg (3.97)

kg = — cos ) sin ¢ig — sin ) sin @jg + cos kg (3.98)
3.99)

Podemos utilizar estas relacoes na forma da matriz de transformacao
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Figura 3.8: Sistemas de coordenadas inercial e esférico

cosyPcos¢p  sinycos¢p  sing
T | —sin cos 1 0 (3.100)
—cosysing —sinysing cos @

que transforma vetores na estrutura inercial em vetores na estrutura esférica.

3.4.2.3 sistema de Coordenadas Vertical Local/Horizontal Local

O sistema de coordenadas vertical local/horizontal local origina no centro de
massa da estagao espacial mas nao rotaciona com o corpo da espagonave. Como
mostrado na Figura 3.4.2.4, o eixo Z, origina no centro de massa da estacao espacial
passando pelo centro de massa da Terra.

O plano X —Z;, corresponde ao plano de érbita inclinada instantaneo. O eixo Y7,
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aponta na direcao oposta do vetor momento angular orbital instantaneo. A direcao
de X, é escolhida para completar um triedro ortogonal direto, e esta na direcao da
velocidade da estacao espacial. Quando a érbita da espagonave é circular, o eixo X,
estd alinhado com o vetor velocidade.

3.4.2.4 Sistema de Coordenada do Corpo

O sistema de coordenada do corpo origina no centro de massa da estacao espacial
e rotaciona com a espaconave com velocidade angular w. A estrutura do corpo estd
relacionada com a estrutura vertical local/horizontal local por uma seqiiéncia de trés
rotagoes ordenadas: arfagem, guinada e rolamento. Esta (nao tnica) seqiiéncia de
rotagoes resulta a seqiiéncia de transformagoes da estrutura vertical local /horizontal
local para a estrutura do corpo dada por

TPE = T, T3T, (3.101)
onde,
1 0 0 i
T,= |0 cosf; sinb, (3.102)
| 0 —sin#; cosby |
[ cosf;  sinf; 0]
Ts=| —sinfl; cosfs; 0O (3.103)
| 0 0 1]
cosbtly 0 —sinfy
T,=1|0 10 (3.104)

sinfl, 0 cosf,

e onde 6; é rolamento, 0y é arfagem e 03 é guinada. Apds multiplicar as ma-
trizes, podemos escrever a transformacao T, que leva vetores na estrutura vertical
local /horizontal local para vetores na estrutura do corpo, como:
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002693 893 —892693
TBL = 891892 — 091092893 091093 891092 + 691892803 (3105)
01505 + sOclys63  —sbOic03  chichy — sO,s05505

onde, s =sinf e cf = cos

Plano
Equatorial

T
Orbita normal

Figura 3.9: Estruturas inerciais e vertical local/horizontal local

Quando #; = 05 = 03 = 0, a estrutura do corpo esta linhada com a estrutura ver-
tical local /horizontal local. Nesta situagao a estacao espacial estd com apontamento
terrestre. Para manter uma atitude de apontamento terrestre, a estacao espacial
internacional deve girar ou rotacionar sobre o eixo Yp de tal maneira que mantenha
o eixo Zp apontando na direcao da Terra, em outras palavras, queremos manter os
eixos do corpo alinhados com os eixos da vertical local/horizontal local.
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3.4.2.5 Algumas Observagoes sobre Forgas Externas

A estrutura esférica é usada pois podemos descrever muito naturalmente forcas
gravitacionais na estagao espacial internacional com esta estrutura de referéncia.
A for¢a induzida pelo campo gravitacional da Terra é a primeira forca atuando
numa espagonave orbitando. Portanto, nao podemos ignorar forcas gravitacionais
na dinamica orbital. Entretanto, podemos fazer certas hipéteses sobre a distribuicao
da massa da Terra que nos permite simplificar a expressao para a forca devido a
gravidade.

Podemos tratar a Terra como uma massa pontual. Esta hipdtese é equivalente a
dizer que a Terra é uma esféra cuja massa esté distribuida uniformemente. De fato,
a Terra parece mais uma esféra achatada nos pélos com maior saliéncia no equador.
Para problemas que requerem alta preciao de atitude e controle de trajetéria deve-
mos levar em conta com precisao a nao esferidade da Terra. Por exemplo, a posi¢ao
radial da espagonave TOPEX/Poseidon foi conhecida dentro de 3-5 cm! Obter esta
orbita de precisao necessitou de um modelo de gravidade muito exato.

E claro que tal precisao foi necessaria para a missao, pois o objetivo da missao
era avaliar significativamente o nivel do mar para tentar caracterizar o aquecimento
global. A estacao espacial internacional nao requer a mesma alta precisao. Uti-
lizando a hipdtese da Terra ser esférica, podemos escrever a forca da gravidade
como:

£, = —i—TiS, (3.106)

onde, 1 = 3.986032 x 10'm3/s? para a Terra e m é a massa da estagao espacial
internacional. A mudanca na érbita devido ao fato de a Terra nao ser uma esféra
com massa uniformemente distribuida nao é significante para o nosso controle de
atitude. Podemos assumir que um sistema de controle de trajetoria estd mantendo
a trajetéria orbital desejada e levando em conta os efeitos da nao esfericidade da
Terra.

Depois do curso de muitos meses, a mudanga causada na orbita devido ao ar-
rasto atmosférico atuante na estacao espacial internacional é grande. Visto que o
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problema de controle de atitude considerado aqui resulta de intervalos de tempos
de apenas algumas horas, podemos ignorar a mudanca na dinamica causada pelo
arrasto atmosférico atuante na estacao espacial internacional.

Podemos também ignorar os efeitos gravitacionais do Sol, da Lua e de outros
planetas. Isto é razodvel desde que assumimos que o sistema de controle de trajetéria
esta tratando do controle da drbita e levara em conta estes distiurbios na orbita.
Relembrando que nosso assunto principal é controle de atitude e gerenciamento de
momento, e nao controle de trajetoria. Ignoramos também os efeitos do campo
magnético da Terra, radiagao e ventos solares e acao e reagao de particulas - eles
possuem efeitos menores no movimento de atitude.

Visto que queremos manter os eixos do corpo alinhados com a vertical local /horizon-
tal local, nosso objetivo de controle é manter 61, 05 e 5 pequenos, apesar da presenca
de disturbios externos persistentes. Ao mesmo tempo devemos manter o CMGs ao
que se diz saturando. Portanto a meta de controle pode ser enunciada como:

Meta de Controle: MINIMIZAR OS ANGULOS DE ARFAGEM, GUINADA E RO-
LAMENTO NA PRESENCA DE DISTURBIOS EXTERNOS PERSISTENTES E SIMULTANE-
AMENTE MINIMIZAR O MOMENTO CMG.

A taxa de variacao no tempo do momento angular de um corpo sobre seu centro
de massa ¢é igual a soma dos torques externos atuando sobre o corpo. Entao a
dinamica de atitude de uma estagao espacial é governada pelos torques atuantes
externamente. O principal torque externo atuando na estacao espacial ¢ devido a
gravidade. Como mencionado anteriormente, a variagao da gravidade sobre a estagao
espacial internacional (algumas partes do veiculo sdo mais préximas da Terra do que
outras partes) geram um momento no veiculo denominado torque de gradiente de
gravidade.

Visto que tratamos a Terra como uma massa pontual, o torque de gradiente de
gravidade atuando na espaconave é dado por:

T, = 3n’c x Ic (3.107)
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onde n é a velocidade angular orbital (n = 0.0011rad/s para a estagao espacial), e
c é a terceira coluna de TPL na equagao (3.106):

— sin 65 cos 05
c = | sinf cos Oy + cos B sin O, sin O (3.108)
cos 6 cos 0y — sin 0 sin 6, sin 05

A matriz I é a matriz de inércia da espagonave e é uma funcao da configuracao
da estagao espacial. Entao o torque de gradiente de gravidade dado pela equacgao
(3.108) ¢é uma fungao da configuragao da espagonave. Por exemplo, suponha que a
espaconave é uma esféra com

0
I,
0

(3.109)

|

Il
OO?
é\coo

Entao o torque de gradiente de gravidade atuando na espagonave esférica é zero!
Claramente, visto que queremos usar torques de gravidade para dessaturar nosso
CMGs, queremos uma configuracao de veiculo capaz de gerar grandes torques de
gradiente de gravidade.

Segue também da equagao (3.108) que o torque de gradiente de gravidade é
funcao da atitude 61,0 e #3. Queremos manter uma atitude prescrita (que é apon-
tamento terrestre 1 = 0y = 03 = 0), mas as vezes devemos desviar desta atitude
de modo que possamos gerar torques de gradiente de gravidade que auxiliem no
gerenciamento do momento CMG.

Outro fato muito importante é que o torque de gradiente de gravidade nao esta
em funcao da velocidade ou posigao da estacao espacial. Na realidade o movimento
de translacao estda acoplado ao movimento de atitude, e vice-versa. Mas, pelas
hipdteses simplificadoras, temos um desacoplamento dos movimentos de translagao
e atitude.

Agora vamos examinar o efeito do torque aerodinamico atuando na estacao es-

pacial. O torque aerodinamico afeta o movimento de atitude da estacao espacial.
E gerado pela forca de arrasto atmosférico que atua através do centro de pressao.
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Em geral o centro de pressao e o centro de massa nao sao coincidentes, entao é
desenvolvido torques aerodinamicos. O torque aerodinamico é uma func¢ao senoidal
que tende a oscilar ao redor de pequenas inclinagoes.

Como a estagao espacial viaja em torno da Terra (uma volta a cada 90 minu-
tos ou mais), ela move-se através de vérias densidades de ar, causando entao um
torque aerodinamico ciclico. Além disso, painéis solares da estacao espacial rota-
cionam como ela a caminho do Sol. Este resultado entra em outra componente
ciclica do torque aerodiamico. O torque aerodinamico é geralmente muito menor
do que o torque de gradiente de gravidade. Portanto, para o projeto, podemos de-
sprezar o arrasto atmosférico e vé-lo apenas como um distirbio. Gostariamos de
um controlador para minimizar os efeitos dos distirbios no movimento de atitude
da espagonave.

Torques causados pela gravidade de outros corpos planetarios, campos magnéticos,
pressao e ventos solares, e outros fenomenos menos significantes sao muito menores
do que a gravidade da Terra - que produz torques e torques aerodinamicos. Podemos
ignorar estes torques no modelo dinamico e vé-los como distirbios.

Finalmente, precisamos discutir o CMGs entre eles. Primeiro, poderfamos juntar
todos os CMGs e ve-los como uma fonte de energia simples de torque, mas ao invés
disto, veremos cada momento de giro CMG individualmente. Representamos o
momento total CMG com a varidvel h. Precisamos saber e entender a dinamica
CMG nesta fase do projeto, para gerenciar seus momentos angulares. Mas desde
que o tempo constante associado com estas dinamicas sao muito mais curtos do que
a dinamica de atitude, podemos ignorar as dinamicas CMG e assumir que os CMGs
podem produzir precisamente (e sem atraso de tempo) o torque demandado para o
sistema de controle.

Numa nota pratica, se insistirmos em incluir a dinamica CMG na simulacao
computacional da espagonave, terifamos de usar pequenos passos de tempo na inte-
gracao numérica das equagoes do movimento para ver os efeitos da dinamica CMG.
Entretanto, para um passo de tempo pequeno, necessitariamos que as constantes
associadas com a dinanica CMG fossem dependentes do tempo.
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3.4.2.6 Simplificando o Modelo Nao-Linear

Jé& discutimos numerosas hipoteses que fazem a dinamica das esquagoes do movi-
mento mais significantes para o proposto projeto. Um resultado para estas hipéteses
¢ que a cinematica e a dinamica sao indenpendentes da dinamica orbital (translagao).
Portanto, podemos excluir as equagoes do movimento de translacao da espagonave
do modelo dinamico para o controle e gerenciamento do momento deste projeto.
Um modelo simplificado que podemos utilizar como base do projeto de controle é:

©=RQ+n (3.110)
IQ = —Q x IQ + 3n’c x Ic — u (3.111)
h=-Qxh+u (3.112)

onde,

C93 —6928(93 891593

1
R(@) = 7 0 091 —891 y
s 0 891C93 091603
0 w1 91 Uy
n= s Q= Wa s O = 92 ,ua = U2
0 Ws 93 us

onde u é a entrada do torque CMG. Lembramos que I é a matriz de inéricia e nao
a matriz identidade.

A equagao (3.111) representa a cinemadtica - a relagdo entre os angulos de Euler,
denotados por © e o vetor velocidade angular do corpo, Q. A equagao (3.112)
representa a dinamica de atitude da estacao espacial. Os termos do lado direito
representam a soma dos torques externos atuando na espaconave.

O primeiro torque é devido ao produto cruzado de inércia, que é um resultado
da rotagdo dos eixos do corpo relativamente a estrutura referencial (visto que é
a estrutura em que eles ocorrem naturalmente), entdo devemos levar em conta o
movimento relativo do corpo e estruturas inerciais.
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O segundo termo representa o torque de gradiente de gravidade, e o ultimo termo
é o torque aplicado na espaconave pelos atuadores, que é o CMGs. Os torques de
perturbagao (devido a fatores como a atmosféra) nao estao incluidos no modelo ap-
resentado aqui, mas sao adicionados diretamente no lado direito da equacao (3.112).

A equacao (3.113) representa o momento CMG total, no qual a taxa de variac¢ao
no tempo do momento angular contida no CMGs é igual a u, torque de interagao
entre a espaconave e CMGs. O movimento relativo do corpo e da estrutura inercial
é levado em conta pelo termo —¢2 x h.

3.4.2.7 Linearizacao

Um sistema de controle e gerenciamento de momento requer um controlador pro-
jetado que possa simultaneamente prescrever o controle u, que mantém a orientacao
de apontamento terrestre da espagonave e minimizam b, que é o momento CMG. O
controlador deveria simultaneamente realizar o controle de atitude e o gerenciamento
de momento.

O gerenciador de momento busca o torque de equilibrio de atitude (torque
equilibrium attitude - TEA), que fazem com que a soma dos torques atuantes
na espagonave seja zero (ou pelo menos minimizados). Nesta atitude os torques
CMG sao também nulos (ou minimos). O pricipal fator influenciando o TEA
sao a configuracao da espagonave (dada pela matriz de inércia) e as perturbagoes
aerodinamicas.

Para a linearizacao assumimos que a espaconave tem produtos de inérica nulos
(isto é, que a matriz de inércia é diagonal) e as perturbagoes aerodinamicas sao
negligenciadas. Sob tais condi¢oes, um TEA é:

0=0 (3.113)
Q = (0,—n,0) (3.114)
h =0 (3.115)
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Uma aproximacao convencional para o projeto de gerenciamento de momento da
espagonave é desenvolver um modelo linear, representando a atitude da espagonave
e o momento CMG pela linearizacao do modelo nao-linear sobre o TEA. Esta lin-
earizacao é realizada pelo critério de aproximacao em séries de Taylor. Os métodos
para projetos de controle linear podem entao serem prontamente aplicados.

Linearizando o modelo nao-linear da espagonave nas equagoes (3.111)-(3.113),
assumindo pequenos desvios de atitude, pequenas variacoes, pequenos estados de
momento CMG, produtos cruzados de inércia iguais a zero e negligenciando per-
turbagoes aerodinamicas, resultam em um desacoplamento dos eixos de arfagem,
rolamento e guinada. As equacoes linearizadas para o eixo de arfagem sao:

0 0 1 07T 6 0
Wy | = | 3n2A; 0 0 wy |+ | 5 | (3.116)
ho 0 0 0 ha 1

onde, Ay = I Ll

O subscrito 2 refere-se aos termos do eixo de arfagem, o subscrio 1 designa os
termos referentes ao eixo de rolamento e o subscrito 3 representa os termos do eixo
de guinada. As equagoes linearizadas para os eixos de rolamento/guinada sao:

[ 6, ] [0 n 1 0 0 0176 ]
05 -n 0 0 1 0 0 05
Cz)1 . —3n2A1 0 0 —nAl 0 0 w1 4
57 I 0 —nAz 0 0 0 w3
hq 0 0 0 0 0 n hy
L h3 a i 0 0 0 0 —-n 0 1L h3 i
" o 0
0 0
S S
+| o { ”1 } (3.117)
0 I Uus
1 0
e 0 1 —
onde A = 12 13 e Ay = L=l

13
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3.4.2.8 Andlise do Eixo de Arfagem (Pitch)

Definiremos o vetor de estado como:

Oa(t)
x(t) = we(t) |, (3.118)
ha(t)
e a saida como:
y(t) =0:(t)=(1 0 0 )x(t) (3.119)

Estamos considerando aqui a atitude da espagonave, 05(t), como a saida de
interesse. Nosso modelo de variavel de estado é

x = Ax + Bu (3.120)
y = Cx+ Du (3.121)
onde,
0 10 0
A=|3n%2, 00| ,B=| -1
0 0 0 1

C=[10 0],D=][0]

e onde u é o torque CMG no eixo de arfagem. A solugao das equagoes diferenciais
de estado, dada pela equagao (3.121) é;

x(t) = o(t)x(0) + /Ot o(t — 7)Bu(r)dr (3.122)

onde,

66



o(t) = exp(At) = L7{(sI - A)"'} =

3n2Aqt —1/3n2Ast 1 3n2Ast _ _,—+/3n2Ast
(e +e ) (e e )

0
3n2As

(6\/3n2A2t _ e*\/3n2A2t) (6\/3n2A2t + 67\/3n2A2t) 0

1

(@R SIS I
O =

Podemos ver que se Ay > 0, entao alguns elementos da matriz de estado de
translacao serao termos da forma e, onde a > 0. Como veremos isto indica que
nosso sistema é instavel. Além disso, se estivermos interessados na saida, y(t) =
0s(t), temos

y(t) = Cx(t). (3.123)
Com x(#) dado por
x(t) = 6(1)x(0) + /0 "ot — 1)Bu(r)dr (3.124)
e segue que,
y(t) = Co()x(0) + /0 " Colt — 7)Bu(r)dr (3.125)

A fungao de transferéncia relacionando a saida Y'(s) com a entrada U(s) é

G(s) = }U/EE; =C(sI-A)'B= NAC —13n2A2). (3.126)

Os fatores da equagao caracteristica sao:

s* — 3n?Ay = (s + /3n2A,) (s — /3n2A,) = 0. (3.127)
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Se Ay > 0 (isto é, se I3 > I7), entdao temos dois polos reais, um na parte esquerda
do plano e outro na parte direita. Para uma espagonave com I3 > I, podemos dizer
que uma atitude de apontamento terrestre é uma orientagao instavel.

Por outro lado, se Ay < 0 (isto é, quando I; > I3), a equagao caracteristica
possui duas raizes imaginarias:

s =+j\/3n?(l; — ) (3.128)

O programa em MatLab™™

usado para simular a resposta de condigao inicial do
eixo de arfagem da estacao espacial quando I; > I3, sao mostrados na Figura 3.11.
Este tipo de espaconave estda marginalmente estavel. Na auséncia de alguns torques
CMG, a espaconave oscilard ao redor da orientacao de apontamento terrestre para

pequenos desvios iniciais da atitude desejada.

% Parametros

11 = 50.28e + 06;

12 = 10.80e + 06;

13 = 58.57e + 06;
Delta2 = (13 —11)/12;
n = 0.0011;

% Modelo de Espaco de Estado
A =[010; 3 * n? x Delta20;000];
=1[0-1/121];
[100];
[0];

B
C
D

% Resposta Simulada
x0 = [10 * pi/18000];
t=1[0:1:1000[;
u=0xt;

lsim(A, B,C, D, u,t,x0)
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Figura 3.10: Resposta da condigao inicial do eixo de pitch da estagdo espacial (sem
controle de malha fechada) quando I3 > I;, mostrando resposta instavel

% Parametros

11 = 67.28¢e + 06;

12 =10.28e + 06;

13 = 58.57e + 06;
Delta2 = (I3 —11)/12;
n = 0.0011;

% Modelo de Espaco de Estado
A =[010; 3 * n? x Delta20; 000];

B=[0-1/I21];
C' = [100];
D = [0];
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% Resposta Simulada
x0 = [10 * pi/18000];

£ =[0:1:1000];
u=0xt;

lsim(A, B,C, D, u,t,x0)

Lineatr Simulation Results
|:|2 T T T T T T T T T

015

0.1

0.0

Amplitude

-0.03

-0

-0.13

a I I I I I I I ! I
0 1000 2000 =000 4000 5000 000 7000 S000 9000 10000

Titne (sec)

Figura 3.11: Resposta da condigao inicial do eixo de pitch da estagdo espacial (sem
controle de malha fechada) quando I; > I3, mostrando resposta marginalmente estével

Segue agora o capitulo 4, onde apresentamos a dinamica nao-linear de uma viga
no espaco, sujeita a atracao gravitacional.

Para deduzir as equacoes nao-lineares da viga no espago, utilizamos um ferra-
mental, que detalhamos no apéndice F.
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Capitulo 4

Dinamica nao-linear de uma Viga
no Espaco Sujeita a Atracao
Gravitacional

Utilizamos aqui o ferramental detalhado no apéndice F para deduzir as equagoes
nao-lineares da viga no espacgo.

4.1 Modelagem Matematica e Hipoteses Basicas

Serao formuladas aqui as equacoes diferenciais nao-lineares que governam o movi-
mento da viga no plano do movimento de seu centro de massa. As equacoes aqui
desenvolvidas, sao aplicaveis no caso quando a viga esta sujeita a forcas de atragao
central de um ponto E, que representa o centro de massa de um planeta esférico de
raio Rg e massa muito grande mg. E serd tratado como um ponto inercial, ou seja,
desprezaremos os efeitos do movimento de E ao redor de qualquer corpo atrator. A
viga pode estar sujeita a pequenas forgas distribuidas e/ou concentradas. Assumire-
mos que estas forcas sdo pequenas, de modo que seu efeito no movimento de seu
centro de massa devido ao inverso do quadrado na lei de atracao gravitacional de E
sera negligenciado.

Trata-se de um modelo nao-linear devido aos seguintes fatos:

71



e Deformagao da estrutura;
e Efeito de gradiente de gravidade;

e Curvatura e termos de inércia (presentes na deformacao elastica).

4.2 FEfeitos de Gradiente de Gravidade

Conforme foi mostrado no capitulo 2, os efeitos de gradiente de gravidade:

e Causam oscilagoes relativas a um referencial orbital com freqiiéncia de pitch,
que sao da mesma ordem da velocidade angular orbital;

e Sao representados por termos nao lineares nas equagoes do movimento;

e Dependem da orientacao e da deformagao da viga no espaco.

4.3 Hipoteses

e A viga em questao, sujeita a atracao gravitacional da Terra e também sujeita
a forgas distribuidas e/ou concentradas;

e Livre-Livre de comprimento L << Rp —raio do planeta;
e Reta quando nao deformada;

e Straight com massa especifica m = cte;

e Material Hookeano;

e Do tipo Euller-Bernoulli com rigidez axial EA muito grande = viga inex-
tensivel.
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4.4 Notacoes

As notagoes aqui apresentadas, referem-se a Figura 4.1

C representa o centro de massa da viga que se move no espaco;

R.(t) e ¢(t) fornecem a localizacao de C em relacao a F;
e EC rotaciona no espaco com velocidade angular ¢;
e AB viga nao deformada e eixo principal da viga deformada;

A*B* viga deformada;

(o, Yo) - eixos inerciais;

(n,¢) - eixos principais da segao transversal da viga, normal ao eixo & na
posicao s;

e s comprimento ao longo da viga deformada.;

Antes da deformagao, os eixos & e 1 estao alinhados com x e y. O eixo x é
orientado ao longo de AB que é girado por um angulo de pitch 6 com respeito ao
vetor unitario de referéncia orbital x; na direcao de E para C.

J& durante a deformacao, um ponto arbitrario na linha de referéncia da viga
move-se para posicao M* pelo deslocamento elastico

u(s,t)i+v(s,t)j (4.1)

sendo i e j os vetores unitarios dos eixos z e y.

Para s = 0 esta equacao corresponde a A*, e para s = L corresponde a B*.
Adotando a notacao z. = |AC| temos

/Uiga AM*mds = /L [(s +u)i+ vj]mds = (x.i) /S; mds (4.2)

s=0
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E

Figura 4.1: Viga livre-livre sujeita a forca da gravidade da Terra

Sendo C o centro da viga nao deformada, entao (4.2) é valida para u = v = 0,
assim, temos as seguintes relagoes para os deslocamentos eldsticos u(s,t) e v(s,t)

/0 u(s, t)m(s)ds =0 (4.3)
/0 v(s,t)ym(s)ds =0 (4.4)

Como a linha de referéncia AB é um dos eixos principais da viga deformada, o
produto cruzado de inércia é nulo, ou seja,

L
L, = / (s —x.+u)vmds =0 (4.5)
0

Fazendo uso de (4.3) a equagao (4.5) é reduzida a
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/L(s + u)vmds =0 (4.6)

Como a viga é modelada como do tipo Euller-Bernoulli com rigidez axial muito
grande, esta pode ser aproximada por uma viga inextensivel; dai as quantidades u
e v estao relacionadas pela seguinte equacao

(1+u)?+0v*=1 (4.7)

onde a ”linha”denota a diferenciacao parcial com respeito a s.

4.5 Equagoes do Movimento

As equacoes do movimento sdo encontradas via principio extendido de Hamilton,
assim serao necessarios a energia cinética e o trabalho virtual feito pelas forgas
aplicadas na viga.

4.6 Energia Cinética

v = [Rein + (s — 2.+ uw)i+0j]* =
[U— ($+9)U+RCCOSQ+¢RCSin9} i+

+[®+(¢~|—9)(s—xc—l—u)—Rcsine—i—q'SRccosQ}j (4.8)

onde iy é o vetor unintario do eixo z;.

Com isto calculamos a enegia cinética:
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1 1 . . . 1 . . .
T:—va*2+§jC(ez+9+¢)2:§j<(92+9+¢)2+

2
+%{[u— (¢3+é)vr+ [1‘)—1—(@—1—9)(5—%4—11)} +
—1—302 + @*Re2 +2 [u — (gb + 9)1}} [RC cos @ + ¢R, sin 9} +
+2 [U +(p+0)(s — .+ u)} [gﬁRc cos — Resin 9] } (4.9)

/ . , , . ’ . ~
onde 6, = arctan (%) e jc ¢ a massa especifica do momento de inércia da segao
+u

transversal da viga sobre o eixo £. O trabalho virtual é igual a —D.6.60",.

4.7 'Trabalho virtual especifico devido a atracao
gravitacional da Terra

G
" 5 Qg+ Qugdt + Q00 + Qe 0Reg (4.10)

7 =

(5W)g =

ISV

onde G é a constante de gravitagdo universal e ry;« = |[EM*| é a distancia de E até
M*. Fazendo uso da seguinte expressao para 0ryg«

orae2 0[R2+ (s — me +u)? + 0% + 2R,y - CM*
(SI'M* = ™ = [ (S * u> Y = :| (411)
QI'M* QI'M*

e notando que CM* = (s—x.+u)(iy cos 0+ jq sin 0) +v(j1 cos # —i; sin ) sdo obtidas
as forgas gravitacionais generalizadas especificas:

Gmgm Iy -3

Qu, = — R (s — 2.+ u+ Recosh) (RC> (4.12)
Gmgm . I'ni+ -3

Qvg = R—CS(RC sinf — 'U) RC (413)
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-3
Qo, = SPEMR (s 4w — ) sinf + veos ] | B (4.14)
9 R, R,
Gmgm . v
Qch — _?Rc Re + (s +u—z.)cosf — vsin ] R (4.15)

onde,

(rM*)—SI {1+ (S_mc+u)2+vz}2%1_3(5—xc—|—u)cose—vsin<9

4.1
RC RC3 RC ( 6)

Agora, expressando todas as outras forgas distribuidas que podem estar atuando
na viga como

F = Fn+ Fe& = (Fecosl, — F,sinf,)i+ (Fesind, + F, sinf,)j =
=1+ u)Fe = VE]i+ VE+ (1+d)F)|j  (4.17)

e modelando o trabalho virtual devido ao amortecimento estrutural como —cvdv,
o trabalho virtual realizado pelas forcas nao gravitacionais, que serda denotado por
oW, é obtido como

OWy = —cidv +F - § (Rexq + CM¥) + Qg 0R. + Q) =
= [(1+ ) Fe = v'F)Jou+ ['Fe + (1 + ') ) — 0] dv +
+{(s +u =2 [(1+u) Fy + o' B + o'y = (L+ o) ]} 60 +
+{(s+u—2)[(1+u)E, +v'Fe] + v[v/Fupg — (1 + ') Fe]+
+R[Fesin(0 + 6.) + Fycos(6 + 0.)] + Q5 } 6, +
+[Fecos(0 +0.) — F;sin(0 +0.) + Qr_J6Re

= Quyou + (Quy — c0)0v + Q00 + Q09 + Qr,, ORe. (4.18)

Assim, o trabalho virtual especifico total realizados pelas forcas distribuidas
atuando sobre a viga ¢é obtido pela soma de (4.10) e (4.18), ou seja,
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W = Wy + §Wo = —Dc0.60, + (Qu, + Quy)ot + (Qu, + Quy — c0)dv +
+(Qp, + Qo,)30 + Q09 + (QR,, + @R,y )R (4.19)

4.8 Principio Extendido de Hamilton

As equagoes diferenciais do movimento, e as condi¢oes de contorno, sao obtidas
diretamente do principio extendido de Hamilton, dado por:

6l = /:1 /SLO {6(T) + (W) + %A [1—(1+u)* =07 } dsdt +

to
+ / S(Wg)dt =0 (4.20)
t=t1

onde A é o multiplicador de Lagrange utilizado para tratar do vinculo, equagao (4.7),
e 0Wp ¢ o trabalho virtual associado com qualquer for¢a que pode ser aplicada nas
limitagoes tais como, ”follower forces”, que requerem uma integracao por partes na
equagao (4.20). Para simplificar, serd assumido aqui que a viga nao esta sujeita a
tais forcas.

Tomando a variacao da energia cinética T, e pela integracao por partes da
equagao (4.20), as seguintes equagdes do movimento e condigoes de contorno sao
prontamente obtidas apds fazer uso das equagoes (4.3), (4.4) e (4.6), e depois negli-
genciando os termos j¢
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L
/ m{(s—xc+u) (9.+g.b.+3(;mf Sinecose)
0

C

+(s — 2.+ u) [v + Bi{mfv cos(29)] +2(p+0)(s — e +u)ts — i
. L
+ [(qb + 9.)1)2} — 3(;7715”2 sin 0 cos 9} ds = / Qo,ds (4.23)
0

C

(DO + A1+ )] = G = m {ii = 26+ 0)0 — (& -+ o

—(p40)%(s — xe +u) + (Re — ¢’Re?) cos 0 — RL(RC%)'sine} — Qu, +

G
. Rmfm(s—xc+u+Rc0050) [1 -3

C

(s —w.+u)cost —vsind] _
R, -

zm{a—2(¢3+é)@—(¢5+é)v—(2¢+é)(s—xc+u)é+

+ (C;mf _452) (s —wc +u) —3%[(S—xc+u)c089—vsin0] cosf +

o L L

C

(= (D) (1) + X = G = m {4+ 2(6 + i)+
(G +0)(s = ze+u) = (6+0)" —
(Re — ¢°Re) sin 0 + +RL(RCQQ5)' Ccos 9}

C
GmE

(s —x.+u)cosf +vsind
i
C

R.

(Resind — o) {1—3 }+ci)—@v0%

zm{z‘}+2(q’5+9’)u+(¢5+9)(s—xc+u)—(2¢+é)év

GmE 9 o GmE ‘9 ) 1 5 ive
+< R? _Qb)U— [RC—F(R—CB_QS)RC] Slng—i_ic(Rc gb) cos @

GmE

+3R3

[(s — 2.+ u) cosf — vsinb] sin@} + v —Qy, (4.25)
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Nas equagoes acima, os termos de pequena grandeza inversamente proporcionais
v sin

a distancia R. de E (centro de massa do corpo atrator) até C, como “ 9 foram
negligenciados.

Considerando o caso onde YWy = 0, a seguinte equagao de condigoes de contorno
é obtida dos termos que foram integrados por partes na equacao (4.20):

{Guou + G,ov + Deb.6g' 2} =0 (4.26)

Para uma viga livre-livre, as seguintes condigoes de contorno foram obtidas da
equacao acima:

Guls=0,t) = Gu(s = L,t) = 0 (4.27)
0.(0,¢) = 0,(L,t) = 0 = v"(0,¢) = " (L,t) = 0 (4.28)
(De0)],_ger = 0= 07(0,8) = v"(Lt) = 0 (4.29)

O deslocamento eldstico u(s,t) pode ser eliminado das equagdes do movimento.
Para isto, (4.7) é primeiro resolvida para u'(s,t) e o resultado integrado de s = L a
s = s para resultar:

S

u(s,t) = u(L,t) +/

L

[m . 1] ds (4.30)

Uma expressao para u(L,t) pode ser obtida fazendo uso da seguinte identidade:

[ vmas=[u [ [l [ mas o @)

e do resultado dado pela equagao (4.3). Resolvendo a equacao (4.31) para u(L,t) a
seguinte expressao para u(s,t) para uma viga livre-livre é entao obtida:

u(s,t) = fOLTInds /OL [mq] {/Osmds] ds+/: [\/1—711/2—1} ds (4.32)
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As equagoes de (4.21) a (4.25) sdo as equagoes diferenciais que governam com-
pletamente o movimento de uma viga livre-livre sujeita a forcas de gradiente de
gravidade devido ao corpo atrator e a forcas externas distribuidas.

A equagao (4.25) pode ser reduzida a uma equacao diferencial parcial integral
que nao envolve o deslocamento eldstico u(s,t) e o multiplicador de Lagrange A(s, t).
Para isto, ambos os lados da equacao (4.24) sao integrados de s = L a s = s, e a
equacao resultante é resolvida para A. A solucao para A é entao substituida na
equagao (4.25) para obter uma expressao alternativa para G,. Com u(s,t) dado por
(4.31), a nova expressao para G, é obtida como:

S

1 L .

Gm E
R}

—(2¢ + 0)(s — x. +u)d + (

_3%[(3 — .+ u)cosh —vsinb] cosf +

C

—(,52) (8 =2 +u) —

) G . 1 .
+ {RC + ( Rn:f — qb2) RC] cosf — E(Rz@' sin 9} ds — v’/L Quods} (4.33)

4.9 Equacoes Expandidas para uma Viga em Orbita
Circular

Para produzir tantas informagoes quanto possiveis sobre o comportamento dina-
mico da viga, é preciso uma investigacao analitica do movimento governado pelas
equagoes (4.21)-(4.23) e (4.25) com G, dado por (4.33).

Para isto, todavia, faz-se necessario que restrinjamos os tipos de movimentos a
serem investigados tal que estas equagoes sejam convenientes para tais analises. O
primeiro passo é determinar as solugoes de equilibrio das equagoes (4.21)-(4.23) e
(4.25), com G, dado por (4.33).
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Para ”pequenos” movimentos perturbados, sobre as solugoes de equilibrio, pode-
se expandir as equacoes diferenciais nao-lineares em séries de Taylor sobre suas
solugoes de equilibrio e conservar as nao-linearidades polinomiais resultantes para
desejados graus de perturbagoes.

As equagoes geradas dessa maneira sao apropriadas para a analise de perturbacao
do movimento nao-linear. Tais andlises revelam enormes informacoes sobre o com-
portamento do sistema. Desenvolveremos tais equagoes para o caso em que v(s,t) e
0(t) sdo pequenos e quando a viga estd em Orbita circular, ou seja,

R.=cte e o= RG

C

= Q. (4.34)

Inspecionando (4.23) e (4.25) conclui-se que v =0 e § = 0 ou 7, sdo as solugdes
de equilibrio destas equagoes quando Q,, = 0 e Qp, = 0. Aqui as equagoes (4.23)
e (4.25) sao expandidas sobre o estado de equilibrio v = # = 0 que é o equilibrio
estavel do sistema.

Para gerar as equagoes perturbadas para pequenos v e #, considera-se um pe-
queno parametro ¢, apenas para manter a ordem de magnitude. Com v = O(e) e
0 = O(e), as seguintes expansoes sao obtidas para u(s,t), que é dada pela equagao
(4.32), e para 0,(s, t):

1”1(i /L ’ |:/S :| ; /S ’ 4
u S,t (Y mds| ds v'eds O(e 4.35
( ) 2 fL s Jo 0 2 L ( ) ( )

0
12

0, = arcsin(v') = v/ (1 + %) + 0% (4.36)

Com G, dado pela equacao (4.33), a forma expandida de O(¢) da equagao (4.25)
¢ obtida como:
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. . 9
m {U +0(s +u—3.) + 2(Q + 0)0v + 302 {(s — Ty) (0 — §Q3> +

1 S
+ub — 00} + (D) + v + {v’(l - 51}’2) / Quods+
L

—|—UI(DC’U/’U”)/+ngU/3/ m(s—xc)dS} _

L

— {v'/ mlii — 2(Q + 0)0 — Gv — (0 + 2Q,)(s — x.)6—
L

—302(s +u— 2, — 0*(s — 3.) — v@)]ds}/ = Qu, (4.37)

onde u(s,t) é dado pela equagao (4.35). Procedendo de maneira similar, a forma
expandida de O(e) da equagao (4.23) é obtida como mostrado abaixo:

L
/ mi (s — z.)%(0 + 3020 — 20%6°) + 2(s — z.)u(f + 3Q2%0)
0
(5 — 2) (D + 3920 — 6Q200%) + u(V + 3Q2v)

+2(Qe + 0) (s — ) — iiw + [(QU + 0)v?)* — 3020%0}ds = / ’ Qo ds  (4.38)
0

As equagoes (4.37) e (4.38) com u dado por (4.35) sdo as equagoes nao-lineares
de O(e) que governam o acoplamento do movimento curvatura-pitching de uma viga
flexivel em Orbita circular sobre um corpo atrator central, como por exemplo a Terra.

Uma solugao aproximada para as equagoes (4.37) e (4.38), pode ser obtida via
técnicas de perturbacoes. Para isto, técnicas de reducao modal podem ser aplicadas
para converter estas equacoes num conjunto de equagoes diferenciais ordinarias nao-
lineares que sao entao analisadas sucessivamente para diferentes niveis de apro-

xXimagcao.

4.10 Normalizacao e Reducao Modal das Equacoes
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Para analisar o movimento da viga deve-se adimensionalizar as equagoes dife-
renciais do movimento. Assim fazemos:

s* = 75V (4.39)
o= ) 4.40
o) = (1.40)
(4.41)
(4.42)

. L3Qq,
LT R ONUERP P S e A N 443
Qe T De(s )i ( ; (4.43)
¢ = (4.44)

As equagoes normalizadas sdo da mesma forma que as equagoes (4.37) e (4.38).
Para escreve-las, necessita-se simplesmente substituir a massa distribuida m por
e a rigidez D, por B nestas equacoes. Para simplificar, omitiremos o sobreescrito *.

Para aplicar a reducao modal para equacoes normalizadas vamos primeiro olhar

suas solugoes de O(e) em contrapartida na auséncia de excita¢ao e de amortecimento.
Neste caso, a solugao para O(e) partindo de v(s,t) é da forma:

v(s,t) =Y Fi(s)vy,(t) (4.45)
i—1
Da equacao (4.4) e da parte O(¢) da equagao (4.6) tem-se que:
1
/ p(s)Fi(s)ds =0 (4.46)
0
e que
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/0 sp(s)Fi(s)ds =0 (4.47)

E pode ser facilmente verificado que, com v, = A cos(w;t + B), e com @Q,,, sendo
pelo menos de O(e) a autofuncgao Fj(s) satisfaz a seguinte condicao diferencial, que
¢ obtida das equagoes (4.37) e (4.38) com as equagoes de contorno para uma viga
livre-livre:

s /
(BE]) — i F; + 3w? {F;/ (s — xc),uds} =0 (4.48)
1

A equag@o (4.48) com condigdes de contorno F/'(0) = F/"'(0) = F/'(1) = F/"(1) =
0, constituem um problema de valor de contorno de dois pontos, que pode ser re-
solvido numericamente para determinar a autofungao Fj(s) e a freqliéncia w; (i =
1,2,...) para o caso geral quando p e 3; s@o fungdes de s. Pode ser facilmente veri-
ficado que as autofungdes sao ortogonais no sentido de que fol w(s)Fi(s)ds = 0 para

i # j. Convenientemente normalizaremos a autofungao Fj(s) tal que fol w(s)Fids =
1.

Uma solu¢do aproximada para as equagoes (4.37) e (4.38) podem ser obtidas
fazendo:

v(s, t) = Z Fi(s)vy, (1) (4.49)

nestas equagoes, multiplicando a equacao-dv resultante (equacao (4.37)) por Fj(s)
e entao integrando o resultado de s = 0 até s = 1. Isto resulta num conjunto
de equacoes diferenciais ordinarias nao-lineares para as partes temporal de resposta,
vy, (t). Paraisto, por simplicidade apenas um modo de aproximagao serd apresentado
aqui. Entao, omitindo o subescrito 7, a aproximagao de O(e®) para u(s, t) dado pela
equagao (4.35) é:

1 1 1 s 1
u(s,t) = —= | — / F? </ uds) ds — / Fds
2 fo uds Jo 0 s

v (t) = Ka(s)vf  (4.50)
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De maneira similar, visto que as componentes de forgas externas F; e F¢ sao
no minimo de O(g) a aproximagao O(e3) para as forgas generalizadas Q,, Qu,, Qo,
dadas pela equacao (4.18) é:

Qu, = {1 L /2(8)1}3(3)] Fos,1) = Fi(s)Fy(s,u(t)  (451)
Qu = PR ) + |1- 30| s a2
F'Q(S)

Qo = (s — x.) {F/(S)Fg(s, tvg(t) + {1 — U?(S):| Fn(s,t)}
+K(s) = Fy(s, )07 (t) — [Fe(s,t) = F'(s) Fy(s, t)ve()]u(t) (4.53)

Introduzimos agora as seguintes constantes, que serao como coeficientes na equagao
diferencial reduzida:

B = /01 F [F’ /18(3 - xc),uds},ds =— /01 F”? /15(5 — xo)pudsds  (4.54)

P = _/01F {F’/lsuKz(s)ds]/z/ol as /ls,qu(s)dsds (4.55)

1 s !
By = /0 F{F’(ﬂcF’F”)/Jr . [F’?’ /1 (s - xauds} }ds ~ 3wl (456)

e notando que
/0 w(s)Ka(s)F(s)ds =0 (4.57)

como regerido pela parte (%) da equagao (4.6), e que

1 s !
/ F [F'/ /chds} ds =0 (4.58)
0 1

De fato,
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1 s / s 1 1 s
/ F [F’ / uFds} ds = {FF’ / uFds} — / F"”? / puFdsds
0 1 R 1 szg 0 1

~~
=0

s s 1 1 s
= { / uFds / F’st} + / ma ( / F’%) ds
L1 1 s=0,  JO 1
=0
1 1 1 s
:/ uFds —2K2—1—/ F”? (/ ,uds) ds pds =0
0 fo wuds Jo 0

A seguinte equacao diferencial nao-linear ordinaria reduzida é obtida da equagao
(4.37):

B+ e + Wiy + (B — 1) (2w, + 0)0v, —
—3w2(B1 + 1)0%v, + Bovy(v])** + Bav) =

1 1 S
— / FF,ds — Ut/ FF” [/ ngs] ds +
0 0 1

1 s 1
+v? / F[F” / F’Fnds+§F’2Fn] ds (4.59)
0 1

Deve ser notado que a equagao (4.48) foi usada para eliminar o termo fol F(B:F")"ds
que aparece no lado direito da equagao acima.

Além disso, introduzindo a seguinte relacao

' g
/0 (s — z.)uKads = ?1 (4.60)

De fato,

1 s
pr= —/ FQ/ (s — x.)pdsds
0 1
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1 1 1 s
:/(s—xc)p —2K, — — /F’2</ ,uds)ds ds
0 o mds Jo 0
1
= —2/ (s — x)uKods
0

A equagao (4.38) resulta na seguinte equagao diferencial reduzida:

l /0 (s — xc)Q,uds] (6 + 3w20 — 2w%) — B1[v2(0 + 3w20) + (w. + 6)(v?)*]
+[(we + B)v2]* — 3w?v?0 = /0 (s — x.)Fyds + Ut/o (s —z)F' — F|Fds

1
1
+vf/ [+ FF' = 5(s = x.)F?|Fyds (4.61)
0

As equagoes (4.59) e (4.61) sao as equagoes diferenciais reduzidas para v(t)
e 0(t), com nao-linearidades superiores a ordem cibica nas varidveis perturbadas.
Estas equacgoes diferenciais incluem todas as nao-linearidades devido a deformagao
da viga e devido ao efeito de gradiente de gravidade. As nao-linearidade devido
a deformagao consistem dos termos de inércia e de curvatura. Vale a pena notar
que as equagoes (4.59) e (4.61) desfecham que o movimento acoplando v; — 6 exibe
ressonancia interna quando wy esta proximo da freqiiéncia natural de curvatura w;,
ou quando wy esta proximo de 2w;.

Entretando, como w; > wy [isto é, qualquer freqiiéncia natural é sempre maior do

que a freqiiéncia natural de pitch wy = \/gwc], ressonancias internas que requerem
w; < wy nao sao fisicamente possiveis.
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4.11 Estudo das Ressonancias que Ocorrem com
a Viga no Espaco

O sistema considerado nesta se¢ao é o mesmo considerado até agora, ou seja, uma
viga livre-livre homogénea de comprimento L e massa especifia constante mKgm ™!,
e rigidez D:N'm?, cujo centro de massa C estd em drbita circular ao redor do centro
de atracao E. Como mostrado na Figura 4.2, o movimento é descrito em termos da
deformacao eldstica v(s,t) (normalizada pelo comprimento da viga) e do angulo de
pitch () entre a ”local vertical”e o eixo principal da viga deformada.

As quantidades s e t sao, respectivamente, o comprimento do arco ao longo da
viga, normalizado por L, e o tempo normalizado. Considerando que a viga esta
sujeita a forga periédica distribuida F,(s,t) = E,(s)cos(Qt) aplicada ao longo da
dire¢@o 7, mostrado na Figura 4.2. Com v(s,t) aproximadamente como v(s,t) =
F(s)vi(t) e os pontos denotando diferenciagdo com respeito ao tempo normalizado
t, as equagoes diferenciais do movimento normalizadas de (), obtidas diretamente
das equagoes (4.59) e (4.61) sao:

By + vy + WPy + (B — 1)(2w, 4 0)0v, — 3w (81 + 1)6%w,
+Bov(v7)** + Bavy = f, cos(Qt) + v} fo, cos(Qt) (4.62)

0 + 3w20 — 2w20° — 1203, [V (6 + 3w?0) + (we + 0) (v?)*] + 12[(w. + H)v?]*
—36w2v70 = focos(t) + v} fo, cos(Qt) (4.63)

As equacoes diferenciais nao-lineares completas do movimento foram expandidas
para que métodos de perturbacao fossem utilizados para analisar o movimento. Nas
equagoes (4.62) e (4.63) temos:

e ¢ ¢é o coeficiente de amortecimento estrutural;
e w ¢é a freqiiéncia natural nao amortecida para o movimento de flexao;

e w. ¢ a velocidade angular da orbita circular do centro de massa da viga;
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Figura 4.2: Viga livre-livre em érbita circular

e (31,32, 33 sao os coeficientes de Galerkin definidos por (4.54), (4.55) e (4.56)

As autofungoes F(s) e a freqiiéncia natural w sdo obtidas numericamente resol-
vendo a seguinte equacao diferencial iterativamente com as condigoes de contorno

F7(0) = F(0) = F*(1) = F"(1) = 0

FV —w?F + gw§[<82 —8)F') =0 (4.64)

Note que para 0 < w,. < 1, os valores das constantes mostradas sao até 1% de
seus valores para o caso limite w. = 0 (que correspondem a uma viga livre-livre que
nao estd em 6rbita). Estes valores numéricos serdo usados para gerar um nimero
de resultados para ilustrar o movimento acoplado flexao-pitching da viga obitando.

As quantidades f,, fu,, fo € fo, que aparecem nas equacoes (4.62) e (4.63) sao
definidas por:
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fo= /0 1F(3)E,7ds (4.65)
fon = /0 1 F(s) [F”(S) /1 ’ F'(s)E(n)(s)ds + %F'Q(S)En(s)} ds (4.66)

fo=12 /01 <s - %) E,(s)ds (4.67)
foy =12 /01 {KQ(S) + F(s)F'(s) — % (s — 5) F’2(s)] E,(s)ds (4.68)

onde,

J Frds - [} sFPds|
2

Ko(s) = [ (4.69)

As equagoes (4.62) e (4.63) exibem um nimero de condigbes de ressonancias
envolvendo as freqiiéncias naturais wyg = /3w, e a freqiiéncia de excitacao externa.
Estas incluem as ressonancias internas wg =~ w e wy ~ 2w. Como mostrado anterior-
mente e como indicado pela tabela 4.1 estas ressonancias internas nao sao fisicamente
possiveis devido ao fato de que w > wy. Aqui serao investigadas em detalhes as re-
spostas das ressonancias harmonicas nao-lineares quando a freqiiéncia de excitagao
externa, €2, estd proxima de w ou de wy, e a ressonancia super-harmonica quando €2
esté proximo de 4.

We w B 2 33

0 22.373 3.0498 61.2 20,581
0.02 22.373 3.0498 61.2 20,581
1 22.577 3.0496 61.2 20,689
) 27.03 3.0463 61.208 23,306

Tabela 4.1: valores de w, 81, 32, e B3 para o primeiro modo da viga em Orbita circular

Para analisar o movimento acoplado governado por (4.62) e (4.63) adicionamos
um pequeno parametro, €, usado para manter as diferentes ordens de aproximagao.
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E procurada uma solucao aproximada das equacoes do movimento em termos de
uma série de poténcias em €. Sera usado o Método de Multiplas Escalas para gerar
solugoes aproximadas validas para valores arbitrariamente grandes de tempo.

Para as equagoes diferenciais de O(g3) sao necessdrias as escalas de tempo ty =
t, t; = et e ty = €2t. As coordenadas generalizadas v;(t) e 0(t) sdo expressas como:

vi(to, t1, ta; €) = vp (to, t, ta) + 2vpa(to, tr, ta) + 2 via(to, tr, o) + . .. (4.70)
e(t(), tl, tg, 8) = 861 (to, tl, tQ) + 8292(t0, tl, tg) + 8393<t0, tl, t2> + ... (471)
E77<S) fv Vo f@ f977
F s) 1 4496 0 6.07*x107"~0
1 0 5434 0 ~ (0
s—3 0 1231 -37.9
(s — %)2 -0.07427 -7.87 0 ~ 0
s2 -0.07427 -33.76 1 -37.9

Tabela 4.2: valores de fy, fuy, fo, € fon para 0 < w. <1 e w para o primeiro modo

O coeficiente de amortecimento estrutural ¢ é considerado pequeno e transferido
para fora de O(e) fazendo:

c=ccy (4.72)

Usando a regra da cadeia nas equagoes (4.62) e (4.63):

d()

o (do +edy +%dy +...)() (4.73)
d;;) = (dg + 2edody + €*(d; + 2doda) +...)( ) (4.74)
onde di'( ) = 8;5(”) (4.75)

7
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Na seqiiéncia para analisar os diferentes movimentos ressonantes, sem perder
os efeitos dos termos da excitacao paramétrica que aparecem do lado direito das
equagoes (4.62) e (4.63), as quantidades f,, f.,, fo e fo, serdao tratadas como se
fossem independentes umas das outras. Para a ressonancia primaria, quando a
freqiiéncia de excitacao externa ) estd proxima da freqiiéncia natural w, por ex-
emplo, a excitacio f,cos(2t) é tirada da aproximacao de O(e) fazendo f, = &3f,3
enquanto todas as outras excitagdes sao tratadas como O(g) na andlise deste caso.

Estuda-se agora a solucao analitica para vérias ressonancias, descritas a seguir
nas secoes 4.11.1, 4.11.2 e 4.11.3.

4.11.1 Ressonancia super-harmonica com (2 préximo de ﬂ;’

Visto que a freqiiéncia de excitacio neste caso estd sempre longe de v/3w, e w
as fungoes f, cos(§t) e fpcos(2t) nas equagoes (4.62) e (4.63) nao resultam termos
seculares de O(g) e, portanto, sao tratadas como quantidades de O(e) na andlise de
perturbagao.

Para este caso escrevemos:
fv = gfvh f9 = €f917 f'un = 5fvn17 f@n = 5f9171 (476)

Substituindo (4.70), (4.71) e (4.72) nas equagbes (4.62) e (4.63) obtemos as
seguintes equacoes diferenciais parciais desacopladas para cada nivel de aproximacao:

O(e)

d3vy + w?vy = fy1 cos(Qo) (4.77)
d%@l -+ 3&)291 = fgl COS(Qto) (478)
O(£?)
dgvtg —+ w2vt2 = —2d0dlvt1 — 20)62(51 — 1)’Ut1d091 (479)
d20y + 3w0y = —2dod, 0y + 1202 (51 — 1)do(v7) (4.80)
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dgvts + Wy = _d%Uﬂ — 2dpdave — 2dodivee — cadovy — 531)?1
—2w. (1 — 1)[ver (doba + d16h) + viadobi] — (51 — 1)Ut1(d091)2
+3w2(B1 + 1)va b7 — Bovinds(vin)? + V7 fum cos(Qo) (4.81)

d30s + 3w203 = —d>0, — 2dodaby — 2dod1 6, +

+12w, (81 — 1)[dy(vE) + 2do(vivn)] + 20203 +

+1201 [}y (dgb: + 3w201) + (doth)dov]
—12dp (v} dob:) + 36w20v7,01 + v} oy cos(Qt) (4.82)

A solucao das equagdes diferenciais de O(e) é dada pelas equagdes abaixo:

v = Ay(t1,t2) cos ¢, + cos(Qo), ¢y = wto + By(t1,ta)  (4.83)

w2 — 02
3w2f9_1 02 cos(Qg), ¢g = \/gwcto + By(t1,t2) (4.84)

C

91 = Ag(tl, tg) COS ¢9 +

Em seguida, substituimos as equagdes acima nas equagoes (4.81) e (4.82), e
definimos um parametro de sintonia oy e uma quantidade (t1,¢;) da seguinte
forma:

V3w,
2
Y(ty,t2) = V3weoity — By(ty, ta) (4.86)

Q:

(1 +¢01) (4.85)

sao obtidas as seguintes condicoes para a eliminacao dos termos seculares do nivel

O(&?):
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dA, =dB, =0 (4.87)
2
(w? Q2)

2

(w? Q2)

2V 3w.dy Ag + 12Q.(1 — 1) siny =0 (4.88)

2V/3w.Ag(V301 — dyy) + 12w,(1 — Fy) siny =0 (4.89)

obtemos ainda solugoes particulares para vy, e 6 também para o nivel O(g?):

sin(¢, + ¢p) sin(¢, — ¢g)
v = V3(B — DwlA Ae{ V) P (w \/5%)2}
+(ﬁl -1 wCQA Agfor [ sin gbv + o) sin(¢, — Qo) }
3w? — - (Q4+w)? Ww—-(2-w)?
V3(61 — 1)w2Ag fr { Sln(% + O) n sin(pg — Qo) }
- Q2 — (V3w + 22 (w2 — (V3w — Q)2
(51 - 1)chfv1f01

) Bup — ) M) (490)

+

3w? — 4w?
forsin(¢, — Qo) Forsin(gy, — Qto)
(@ —O)Bw? — (@t 9?7 (@t QB2 — (w97 } (4.91)

92 = 12&)0(]_ — 61)141) {

+

Para o nivel O(e?), encontramos que uma das condigoes para a eliminacao dos termos
seculares ¢ obtida como:

2y A, + A, =0 (4.92)

Assim, a equagao (4.87) e (4.92) finalizam que a solucdao de equilibrio para o
movimento de curvatura corresponde a A, = 0 e que o equilibrio é assintéticamente
estavel. Entao, exceto para ”small higher harmonics”, o movimento de curvatura é
essencialmente dado pela solucao linear com uma amplitude proporcional a ”exci-
tation strength”e f,; como indicado pela equagao (4.83). Por conveniéncia na apre-
sentagao, colocaremos A, = 0 nas condigoes adicionais para a eliminagao dos termos
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seculares do nivel O(g%). Tais condigdes sao obtidas como mostrado nas equagoes

abaixo:

2\/§wcd2A9 —+ 2(d1A9)(\/§wcal — dl’}/) — Agd%’}/ =0

A2 16 (12
2A9\/§wcdﬂ + d%Ae - Ae(d17)2 - 3149”3 79 + 31 (%) ]

36 !
g A
1
—l—w2 — (v/3w, — 9)2} } forlo =0

(4.93)

(4.94)

Combinando as equagoes (4.87), (4.88), (4.89) e (4.93) sao finalmente obtidas as
seguintes equagoes diferenciais ordindrias para a amplitude Ay e a fase v da solugao

de O(e) para o movimento de arfagem:

Ag = 6d1A9 + 82d2A9 + ... =

E01 ( £01

— — 2 COS
2\/§wc )fvl Y

2
2\/§wcAgl = 6014 + ey (1 — ﬂ) ffl sin y
We

2
A2 16 [ fo\?
27034, |20 L = (1%
+e {39 2+81<w3)

+ 062A9f31}

onde,
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12(1 - 61)Q _ 6(1— )
N

a1 =

(4.97)

4

1
T = (Vo - 9)2] } -

Obtém-se diretamente das equagoes (4.95) e (4.96) a seguinte relacao de amplitude-

freqiiéncia para o movimento de estado estacionario, isto é,

Ag=cte=Ag, evy=cte=7=—=¢ —

bo | 3
b | 3

041(1 — %60’1)(5]%1)2
SAge

b6eo; + + &2

3A2 +E<&

B 2
wC

2
54 T 5 ) +a2f31] =0 (4.100)

A relacao de amplitude-freqiiéncia que caracteriza o movimento de arfagem su-
perharmonico estd indicada na Figura 4.3 que retrata a curva resposta de amplitude-
freqiiéncia de pitch para © préximo de v3w./2, com 0 < w, < 1 (w =~ 22.373) e
efor/(W? = 3w?/4) = 0.02 (= 10/22.373%) e os dois valores de =%t indicados na
Figura 4.3. ’

Como indicado pelas equagoes (4.84),(4.85) e (4.86), o movimento de arfagem

. . ~ . . 4 cen .
para este caso consiste de uma oscilacao com amplitude igual a gjjgl, e freqiiéncia
c

2, sobreposta numa oscilagao com amplitude €Ay, e freqiiéncia igual a 2€2. A am-

plitude €4y, da componente com freqiiéncia 22 depende das nao-linearidades e é
determinada pela equagao (4.100).

A componente com freqiiéncia €2 é zero para excitagoes com fg = 0.
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Figura 4.3: Resposta de amplitude-freqiiéncia de arfagem para Q préximo de v/3w./2

4.11.2 Ressonancia primaria com () proximo de w

Para analisar este caso faremos
fvzggfv& fo = € for, fvn:5fvnla f91725f0n1 (4-101)

As solugoes para as equagoes diferenciais de O(e) para este caso sdo obtidas como
v = Ay(ty, t2) coslwty + By(t1,ta)] = A, cos(¢,) e 61 como mostrado na equagao
(4.84) com 2 = w naquela equacao. As condigdes para a eliminagao dos termos
seculares do nivel O(g?) sdo agora:

dia=0 = a=aty), a=A, B, Ay By (4.102)
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As solucoes para vy e 6 sao obtidas como mostrado nas equagoes abaixo. Depois,
por conveniéncia, a solu¢ao homogénea ¢é incluida na expressao para 65 na seqiiéncia
para transferir as condigoes iniciais para o movimento de pitch para aproximacgao
O(g), entdo fazendo y(t = 0) = 6(t = 0) = 0:

1 sin(¢y + dp) | sin(dy — ¢p)
V2 = (1 Bl)wcAv {Ag { % + \/gwc + ) — \/gwc :|
f91 |:Sin(¢v + Qto)

w(w? — 3w?) 3

+ sin(¢, — Qto)} } (4.103)

0y = K[A%(ty) sin(2¢,) + C cos(¢)] (4.104)

Na equagao (4.104), temos:

12(6 — Nwew

K = 107 — 302 C' = constante (4.105)

Para expressar a proximidade da freqiiéncia de excitacao com a freqiiéncia na-
tural de curvatura, um parametro de sintonia ¢ introduzido agora como:

Q=w(l+éay) (4.106)

A substituigao da solugao das equagoes O(g) e O(g?) nas equagoes diferenciais
O(g3), equacoes (4.81) e (4.82), resulta em um nimero de termos com freqiiéncias
(medidas na escala tg) igual a freqiiéncia natural do sistema. Em seguida, para obter
uma solucao que é uniformemente valida para t — oo, os coeficientes de tais termos
ressonantes sao igualados a zero. Isto resulta quatro equacoes diferenciais para as
variaveis A, (t2), By (t2), Ag(ta) € By(te). E definindo a quantidade v, (t2) como:

Yo(t2) = wouts — By(ts) (4.107)

sao obtidas as seguintes condi¢oes para a eliminacao dos termos seculares das equagoes
(4.81) e (4.82):
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1

(WP =32

1
w(QdQAU + C2Av> - |:fv3 + z_lfwlA?"| Sin(%}) -

A LIRS (5 re| A fsin) =0 (4109

3
2wA, (wo, — doy,) + |:fv3 + qunlAg] cos(7y) +

202 (1 — 31)? 3 24w2w? (1 — (3y)?
2 c 2 2 c
e {1 N 4w? — 3w? Aty + | P = Zﬁg C 4w? —3w? :
1 (61 — Dw? +3(61 + 1)w?
*AD + (w2 — 3w2)2 [ 1 4 - — (1 — 1)%W?|
1
*Avfgl COS<2’}/U) — m *
-1 2 _ 1 2 2 -1 2, 2
" [(ﬁl Jo O e 20 ) “C] Aff =0 (4.100)
dgAg =0 = A9 = cte (4110)
3 942 2w (1 = B)? 2
Ay {2\/§wcd239 + 5&)6149 + 36w, |1+ m Av‘i‘
3W2f01

O valor de Ay é determinado pelas condicoes iniciais do movimento.

Pela regra da cadeia, a derivada em relacao ao tempo das quantidades A,, 7, Ag

e By sdo obtidas como & = % = ed o + 2dyar + ... (o = Ay, Y0, Ag, By) sdo obtidos

at
fli—i‘ = edya+eldya+... = E2dya+...(a = Ay, Y0, Ag, Bp). Uma vez que estas
quantidades nao dependem da escala de tempo t; as equacoes diferenciais para elas
sdo da mesma forma que as equagoes (4.108)-(4.111). Aquelas equagoes diferenciais

admitem a solucao de equilibrio A, = constante = A,. e v, = constante = 7.

com ¢ =
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Uma solugao de equilibrio para as equagoes (4.108)-(4.111) corresponde a uma
solugao periddica do estado estaciondrio para o movimento de curvatura vy (¢). Uma
vez que os termos que sao proporcionais a fz naquelas equagoes sao multiplicados
por um coeficiente desprezivel, sua contribuicao para a solucao de equilibrio é des-
prezivel. Se nao fosse pelo pequeno efeito do termo de excitacao paramétrica nas
equagoes (4.108) e (4.109), i.e. os termos proporcionais a fmlA%, aquelas equacoes
também poderiam ter sido obtidas para uma analise de perturbacao mais simples
fazendo E, = O(e?)(i.e. com f, = & fu3 e fo = €% fy3). O pequeno efeito da excitagao
paramétrica poderiam ter sido perdidos nesta andlise.

A relacao amplitude-freqiiéncia para a resposta em estado estacionario da cur-
vatura da viga ¢ obtida resolvendo as equagoes (4.108) e (4.109) numericamente.
Se funA2./4 << fu3, a relagao de amplitude-freqiiéncia para a resposta harménica
quando € estd proximo de w é essencialmente dada como mostrado na equacao
abaixo:

2(,4)3(1 — ﬂl)Q
(wc2)2 {2&)20’7} —I— 3&)3 |:1 + m Ag—’—
3 2401 =06)21 L0 (s )
+ {ﬁzu& I 302 } Ave} 2 <Ave) (4.112)

Os valores dos coeficientes de A% e A2, para o primeiro modo, sao indicados
na equagao (4.112). Uma vez que o valor de A2, ¢ muito maior que aquele do
coeficiente de A%, a resposta amplitude-freqiiéncia para um movimento de curvatura
diretamente excitado é essencialmente o mesmo da resposta classica do oscilador de
Duffing com uma suave nao-linearidade.

Os pequenos termos de f,,1 A2, e A,.f3 nas equagoes (4.108) e (4.109) causam
uma pequena mudanga na resposta dada pela equacao (4.112) para valores maiores
de A,.. A Figura 4.4 mostra a dependéncia da amplitude-freqiiéncia para a re-
sposta de curvatura para €2cy = 0.05, w. = 1, w = 22.577, e os dois valores de
&3 f,3 indicados na figura. O resultado mostrado na Figura 4 foi obtido resolvendo
numericamente as equagoes (4.108) e (4.109) com A, = A, € v = 7.. As curvas de
resposta amplitude-freqiiéncia para 0 < w,. < 1 sao essencialmente indistinguiveis
daquelas mostradas na Figura 4.4, enquanto aquelas para valores maiores de w. sao
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similares aquelas mostradas na figura.

A amplitude maxima da resposta de curvatura determinada pela equacao (4.112)
éigual a &3 f,3/(we’cy). O valor da amplitude méxima (e, desta forma, da freqiiéncia
quando ocorre o fenémeno de salto) é pouco afetado pelos pequenos termos comen-
tados acima. Diminuindo o valor da forca de excitacao &2 f,3, pode-se eventualmente
eliminar o fenomeno de salto de modo que a resposta se assemelha a resposta linear.

O estado estacionario do movimento-v para o caso considerado nesta secao é
essencialmente uma oscilagao com freqiiéncia €2 dada como v = eA,. cos(2 —
Yoe) + O(g?), com A,. determinado das equagoes (4.108) e (4.109) Por outro lado,
o movimento-f nao-amortecido depende das condigoes iniciais e do movimento-v.
Depois que o movimento-v alcanga o estado estacionario o movimento-6 é dado
como:

0 = eAgcos g + K[(eAu)?sin[2(Qt — 7,e)]?C cos dg] + O(?) (4.113)

com ¢y = wyt + Byy onde Byy ¢ uma constante e a freqiiéncia wyt é determinada
como:

Wit = V3w, {1 _ (A {1 L2l =B 61)2} (eAu)?)—

4 4w? — 3w?
(efor)? 2
- @) 4.114
2((,()2 _ 36%2)2 + (8 ) ( )
Na Figura 4.4, exibimos a curva de resposta de amplitude-freqiiéncia de curvatura
para € préximo de w, com w, = 1,w = 22.577 (ou 0 < w. < 1) e e2¢y = 0.05.

A parte de O(g) do movimento de arfagem dada pela equacao (4.113) consiste de
uma componente de freqiiéncia 2€2, cuja amplitude é proporcional ao quadrado da
amplitude do estado estacionario do movimento de curvatura, e uma componente
com freqiiéncia wj, cuja amplitude é igual a £2C. Impondo a condigdo 0y(0) =
65(0) = 0, a constante £2C' é obtida como segue:
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Figura 4.4: Resposta de amplitude-freqiiéncia de curvatura para 2 préximo de w

20 =+ (?)2 + (\;;WC)Q [vg - (%)T (4.115)

onde, vy = v4(0) e vy = v4(0). Entdo o movimento de pitch depende nao apenas

da amplitude de estado estaciondrio do movimento de curvatura, mas também das
condicoes iniciais dos movimentos de curvatura e pitch da viga. Para o caso especial,
quando 6(0) = A(0) = 0, o movimento de arfagem resultante depende do movimento
de curvatura apenas. Se, além disso tivermos Ay = 0, o movimento de curvatura é
iniciado com %;(0) = 0, o movimento de arfagem resultante ¢ dado como:

2w 5 o

7 e20?,(0)sinwy | + O(e?) (4.116)
We

0(t) = K |(cA,e)*sin(2Qt) —
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2
Para os casos quando 2‘\"/%“50) >> (e4,.)?, o movimento de pitch de estado esta-

ciondrio consiste essencialmente de uma oscilagao de freqiiéncia wy cuja amplitude
¢ proporcional ao quadrado da amplitude inicial do movimento de flexao oscilando
rapidamente. Para tais casos, a amplitude de estado estacionario do movimento de
pitch correspondendo ao primeiro modo de curvatura é aproximadamente igual a

2Kwv? 2
\/§wc0 ~ 7.1v; quando 0 < w, < 1.

Integragoes numéricas das equagoes (4.62) e (4.63) confirmam estes resultados.
O movimento de curvatura resultante para este caso é essencialmente uma sendide
como descrito acima. Como v;(0) aproxima-se de zero, as componentes de O(g?) na
equagao (4.113) com freqiiéncia 2€2, e as componentes de ordem superior, comegam
a afetar os varios pequenos movimentos resultantes, que consistirao entao de altas
freqiiéncias de oscilagao com freqiiéncia 2€) cuja amplitude de modulacao é modulada
pelas baixas freqiiéncias das componentes de alta ordem.

4.11.3 Ressonancia primaria com () proximo de V3w,

O movimento para este caso é analisado fazendo:
f9:€3f93> fv :gfvb fvn:€fvn17 f@n:€f9n1 (4117)

e a solugdo para equagoes diferenciais de O(e) sao obtidas como:

vy = Ay(ty, t2) coslwty + By(t1,t2)] + ﬁ cos(Qto)
= A, cos ¢, + K, cos(Qty) (4.118)
81 = Ag(tl, tg) cos[\/gwcto + B@(lfl, tg)} = Ag COS gba (4119)

As condigoes para a eliminacao dos termos seculares neste caso sao as mesmas que
na equagao (4.102) e as solugoes das equagoes diferenciais de O(£?) sao as andlogas
as equagoes (4.90) e (4.91), com fy; = 0 naquelas equagoes.
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Para o nivel O(e?®) encontramos também que uma das equagoes para eliminar os
termos seculares é obtida como:

2dy Ay + 2 A, = 0 (4.120)

\/gwc
2

t — 00, e a solugao de O(e) para o movimento de curvatura consiste apenas de uma

Entao, como na ressonancia super-harmonica com €2 préximo de , A, — 0 com
solucao particular devido a excitacao externa.

Expressando a proximidade de € com v/3w, como:

Q = V3we(1 + £209) (4.121)

e definindo uma quantidade 7y (t3) como

Yo(t2) = V3weogts — Byl(ta) (4.122)

as condicoes para a eliminacao dos termos seculares nas equacoes diferenciais de
O(g3) sao obtidas como mostrado nas duas equagdes abaixo:

2V/3wedy Ag — g Ag f2 sin(279) — [fas + s fami f2] sinyg = 0 (4.123)

3weop —d 3
2B AP 0 S oy cos(re)) o

N |:f93 + a5 o1 [
w?

Cc

} cosyg =0 (4.124)

onde,
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- =37 {1 +wl (B — 1) [m + u%] } (4.125)
(4.126)

(4.127)

@ = 4(w? — 3w?)?

Para o primeiro modo obtém-se a3 ~ 1.43 % 107%, ay ~ 2.19 x 107* e a5 ~
2.92%10 % quando 0 < w < leag =1.167x10"% oy = 1.16%x10"* e a5 = 1.753%107F
quando w. = 5.

As equacgOes para as, a4 e as admitem as seguintes equagoes de equilibrio, que
correspondem a Ay = constante = Ay, € 9 = constante = Yge.

Equilibrio E:

sin yp, = 0 = cosyp. = *£1 (4.128)
1, astoy,, | fistasfonfh
o0 = =745 vy (4.129)
Equilibrio Es:

1 Jo3 as
= ———— — 4.130
cos e Age 2Oé4f31 * 20[4 f@nl ( )

1 _
o= —- A2 4 T D32 (4.131)

oy e 6

O equilibrio Ey existe apenas na regiao onde os valores de | cosy|, determinado
pela equagao (4.130), nao é maior do que a unidade.
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A resposta de amplitude-freqiiéncia do estado estacionario de arfagem caracter-
izada pelo equilibrio Ej, sao essencialmente analogas aquelas para o Oscilador de
Duffing com uma nao-linearidade suave, enquanto que a resposta de estado esta-
cionario para o equilibrio F5, que é independente dos parametros de excitagao que
aparecem na equagao (4.63), é caracterizada por uma oscilagdo paramétrica do Os-

cilador de Duffing. Na Figura 4.5, exibimos a curva de resposta amplitude-freqiiéncia

de arfagem para Q préximo de v/3w,, com w, =1 (0 < w, < 1), w = 22.577, f, = 15
fotos 2 fon

wg

e varios valores de f =

0.45

0.4

0.35

0.3

0.25

BE

0.15

0.1

0.05

|:| | | |
-0.05 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.0z 0.04

Figura 4.5: Curva de resposta de amplitude-freqiiéncia de arfagem para §2 préximo de

\/gw c

Na seqiiéncia, para adicionar a investigar o efeito que qualquer movimento de
curvatura tem sobre o movimento de arfagem, considere o caso especial quando a
distribuicao da excitacao £, ¢é tal que resulte fg = 0 e que fy, esteja também préximo
de zero. Neste caso as equagoes diferenciais para Ay e 7y obtida das equacgoes (4.123)
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e (4.124) podem ser escritas como:

V343

We

= 2y A2 f2 sin(27p) (4.132)

Ay 3
2v/32000 g2 Ay |60y + 5143 + (a3 + g cos(279) f2) (4.133)

We v

Multiplicando a equagao (4.132) pela expressao dada pelo lado direito da equagao
(4.133), e multiplicando a equagao (4.133) pelo lado direito da equagao (4.132),
obtemos a seguinte integral do movimento das equagoes diferenciais resultantes:

1
3A2 (209 + ZA%) + f2 (as 4 oy cos(27y)) A2 = constante = H (4.134)

Resolvendo a equagao (4.134), é obtida a seguinte equagcao diferencial governando
a amplitude Ay para o primeiro modo de aproximacao para o movimento de arfagem:

) H A7 2
A2 = — <209 + —)
V3L = 2 2 A2 |aF — il 5 v a3
We vl
= +e2f2 A2,/ g( A2 4.135
e fo14s 9( 9) ( . )

A integral do movimento da equacao (4.135) dada pela equagao (4.134) propor-
ciona a condicao sob a qual a energia estd mudando entre os movimentos de cur-
vatura e arfagem da viga quando a excitagao é somente o termo f, cos({2t) na equagao
(4.62). Os fenoménos nao-lineares representados pela equacao (4.135) ocorre quando
g(A2) > 0, e o valor extremo de A% corresponde a g(A%) = 0. O especial interesse é a
causa pela qual o movimento de arfagem é iniciado com condigoes iniciais pequenas
0(0) e 6(0) de modo que H = 0. Para este caso, a funcio g(A2) reduz para:

9

9(A8) = 7o (Abumr — A5) (A5 — Af2) (4.136)
vl
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onde,

4oy + 043)f31

Az = —
Om1 3

— 80y (4.137)

4lay — a3) f7

A, = 3 L 8oy = A2 (4.138)

max

: 2 2 = y A 2 A2 4
As quantidades A2, e A2 ), s@o as raizes do polinomio g(Aj). A raiz A2, ¢é
nula quando oy = 0y, enquanto a raiz A2 ,, é zero quando gy = 0py onde,

(ay + a3) 2

091 = 0g(A2 | =0) = — . (4.139)
_ 2
g = 0g(A2 ) = 0) = % (4.140)

Com a3 e a4 maiores que zero, e oy > a3, segue que og; < 0 e gg > 0. Quando
e20g1 < €209 < €209y a fungao g(A2) é positiva e entdo a amplitude do movimento de
pitch 0(t) ~ €0, (t) cresce para grandes valores que é igual a €4y, , como mostrado

na equacao (4.138) o valor maximo €4y, . do movimento de arfagem na regido de

max

ressonancia ¢ independente das condicoes iniciais em arfagem.

Formulamos neste capitulo as equagoes diferenciais nao-lineares, matematica-
mente consistentes, governando o acoplamento do movimento de flexao-arfagem para
uma viga em orbita. A formulacao usada aqui, relacionou a dinamica nao-linear de
vigas, levando em conta todas as nao-linearidades geométricas no sistema, além das
nao-linearidades devido a efeitos orbitais.

As equacoes nao-lineares do movimento formuladas e expandidas para conter
nao-linearidades polinomiais de terceira ordem, foram aplicadas para estudar a res-
sonancia do acoplamento dos movimentos de flexao e arfagem da viga em Orbita
circular sobre o centro de massa de um corpo atrator. As nao-linearidades nas
equagoes sao devido a curvatura nao-linear e efeitos de inércia, bem como devidas
ao acoplamento entre os movimentos de curvatura e arfagem, além da contribuicao
do momento de gradiente de gravidade.
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Consideramos trés tipos de ressonancias:

Para a ressonancia super-harmonica de arfagem, foi encontrado que a primeira
aproximacao para a resposta de arfagem consiste de duas componentes harmonicas,
com a amplitude de uma das componentes sendo afetada pelas nao-linearidades.

Para a ressonancia primaria de curvatura, foi determinado que enquanto a re-
sposta de amplitude-freqiiéncia do movimento de curvatura é caracterizada por um
oscilador de Duffing cléssico, a componente de arfagem da resposta consiste de
freqiiéncias baixas de oscilagao, cuja amplitude depende das condigoes iniciais e
de uma componente de alta freqiiéncia, cuja amplitude depende da amplitude de
curvatura no estado estacionario.

Para a resposta da ressonancia primaria de arfagem foi mostrado que ela exibe
caracteristicas de um oscilador de Duffing com nao-linearidades suaves e de um
oscilador de Duffing exitado parametricamente. Também foi encontrado que se o
movimento de arfagem ¢ iniciado com pequenas condigoes iniciais em uma certa
regiao no espago (f2,£%04) o movimento de arfagem cresce para um valor maximo
que é independente das condigoes iniciais de arfagem.

4.12 Simulacoes Numéricas das Equacoes da Viga

no Espaco

Apresentamos aqui as simulacbes numéricas das equacoes da viga no espaco
(equagoes (4.62) e (4.63)). Os parametros utilizados nesta simulagao foram: f,; =
1, fo = 44.96, fon =0, foy =0, we =5, w = 27.03, Q = L% ¢ =05, 6 =
3.0463, [ = 61.208 e B3 = 23306.

A seguir apresentamos as conclusoes do presente trabalho. Fazemos também um
breve apanhado sobre os trabalhos futuros.
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Figura 4.7: Histérico de v no tempo
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Figura 4.10: Histérico de 6 no tempo
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Figura 4.12: Mapa de Poincaré
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Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

5.1 Conclusoes

Desenvolvemos na primeira parte desta dissertacao, um algoritmo algébrico para
a solucao analitica de uma espaconave de dupla rotagao axial. O enfoque desta
parte da dissertacao foi a utilizacao do Método de Multiplas Escalas, visto que o
problema ja havia sido tratado em [3], num caso particular em que considerava-se
a = 0, através do Método da Média. O algoritmo desenvolvido nesta parte, foi
utilizado também para plotar as curvas de resposta amplitude-freqiiéncia nas trés
ressonancias que ocorrem com uma viga em Orbita.

Formulamos na segunda parte desta dissertacao as equacgoes diferenciais nao-
lineares, matematicamente consistentes, governando o acoplamento do movimento
de flexao-arfagem para uma viga em érbita. A formulagao usada aqui, relacionou a
dinamica nao-linear de vigas, levando em conta todas as nao-linearidades geométricas
no sistema, além das nao-linearidades devido a efeitos orbitais.

As equacoes nao-lineares completas, para uma viga em orbita, foram expandi-
das para que fossem incluidas todas as nao-linearidades até ordem cubica em um

parametro contabilizante e.

O material que constitui a viga foi assumido ser linear e, portanto, as nao-
linearidades devido as deformagoes foram causadas pelas mudangas na geometria
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do sistema. Estas deformacoes incluem nao-linearidades de inércia, e termos nao-
lineares devido a curvatura da viga.

As equagdes também contém segundo e terceiro graus, isto é, O(e?) e O(e?), de
termos nao-lineares do acoplamento entre os movimentos de arfagem e curvatura da
viga. Alguns dos termos nao-lineares nas equagoes do movimento sao multiplicados
pelos coeficientes de Galerkin 3y, 65 e (5.

Muitos, mas nao todos, os termos nao-lineares que aparecem na equagao (4.37)
foram também encontradas no trabalho publicado por [9]. Os termos ausentes na
equagao (49) em [9] envolvem a deformacao elastica u(t) e também termos devido
as nao-linearidades presentes na expressao da curvatura da viga. E fato também
que a equagao (48) em [9], ndo contém todos os termos nao-lineares mostrados na
equagao (4.38) desenvolvida nesta dissertagao. Entretanto, é interessante notar que
os termos que nao aparecem na equacao (48) em [9] nao contribuem para a equagao
reduzida, equagao (4.61), apds ser aplicado o método de Galerkin.

As equagoes nao-lineares do movimento formuladas e expandidas para conter
nao-linearidades polinomiais de terceira ordem, foram aplicadas para estudar a res-
sonancia do acoplamento dos movimentos de flexao e arfagem da viga em Orbita
circular sobre o centro de massa de um corpo atrator. As nao-linearidades nas
equacoes sao devido a curvatura nao-linear e efeitos de inércia, bem como devidas
ao acoplamento entre os movimentos de curvatura e arfagem, além da contribuicao
do momento de gradiente de gravidade.

Consideramos trées tipos de ressonancias:

e Ressonancia super-harmonica de arfagem (£ ~ %)7

e ressonancia primdria de curvatura ( Q ~ w);

e e ressonancia priméria de arfagem ( Q ~ v/3w.).

Para a ressonancia super-harmonica de arfagem, foi encontrado que a primeira
aproximagao para a resposta de arfagem consiste de duas componentes harmonicas,
com a amplitude de uma das componentes sendo afetada pelas nao-linearidades.
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Para a ressonancia primaria de curvatura, foi determinado que enquanto a res-
posta de amplitude-freqiiéncia do movimento de curvatura é caracterizada por um
oscilador de Duffing classico, a componente de arfagem da resposta consiste de
baixas freqiiéncias de oscilagao, cuja amplitude depende das condicoes iniciais e de
uma componente de alta freqiiéncia, além da amplitude de curvatura no estado
estacionario.

Para a resposta da ressonancia primaria de arfagem foi mostrado que ela exibe
caracteristicas de um oscilador de Duffing com nao-linearidades suaves e de um
oscilador de Duffing exitado parametricamente. Também foi encontrado que se o
movimento de arfagem é iniciado com pequenas condigoes iniciais em uma certa
regiao no espago (f2,£%04) o movimento de arfagem cresce para um valor maximo
que é independente das condigoes iniciais de arfagem.

Mostramos que ressonancias internas nao sao fisicamente possiveis, pois qualquer
freqiiéncia natural é sempre maior do que a freqiiéncia natural de arfagem wy =

V3we.

As equacoes do movimento envolveram a inclusao de momentos e produtos de
inércia, incluindo termos que sao originados da expressao da curvatura da viga.
Conteve também termos nao-lineares originados do gradiente de gravidade. Logo,
tomamos cuidado no sentido de que as nao-linearidades fossem retiradas da for-
mulacao do problema de modo consistente.

A linearizacao das equagoes do movimento em torno da configuracao de equilibrio
conhecida como estabilizacao por gradiente de gravidade foi realmente uma hipotese
razoavel, desde que o desalinhamento com a vertical local e as flexdes elasticas fossem
pequenos.

5.2 Trabalhos Futuros

Continuaremos os estudos aqui iniciados, no Doutorado, incluindo os efeitos da
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pressao de radiacao solar nas equagoes do movimento da viga em orbita, ja que esta
proporciona perturbagoes no movimento.

Pelas caracteristicas deste trabalho, a convite da ESA, devemos também parti-
cipar de parte do projeto de contrato n® 12540/97/NL/ PA(SC), sob titulo Dynamic
Analysis of Tethered Systems using Continuum Modelling for the Tether,
in Technical University of Veinna, Institute for Mechanics, Vienna, Austria, liderado
pelo prof. Dr. H. Troger numa cooperacao com o grupo do prof. Dr. J.M. Balthazar
da UNICAMP.

Apresentamos a seguir, a sumula curricular da autora.
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Capitulo 6

Sumula Curricular

Formacao: 2003 - Universidade Federal de Sao Carlos - Sao Carlos/SP
Licenciatura Plena em Matematica

Trabalhos de Pesquisa:

1. Melhor Aproximacao Polinomial: Caracterizacao e Unicidade, DM-UFSCar,
2001.

2. O Exemplo de Runge, DM-UFSCar, 2002.
Publicacgoes:

1. Bolla MR, Balthazar JM, Mook DT, Solucao Analitica para um Problema de
Vibragao Nao-Ideal usando o Método de Multiplas Escalas, CD-ROM-Dincon
2005, p.319-324.

2. Bolla MR, Balthazar JM, Mook DT, On Dynamic Behaviour of a Non-Ideal
Spacecraft with Double Axial Rotation Through Resonance, CD-ROM-ICONNE
2005, p. 94-95.

3. Bolla MR, Balthazar JM, Mook DT, On Analytical Solution to a Non-Ideal
Vibration Problem using Multiple Scales Method, trabalho aceito a ser apre-
sentado e pubicado nos anais da 8th Conference on Dynamical Systems Theory
and Applications, 12-15 dezembro de 2005, Lédz, Polonia.
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4. Bolla MR, Balthazar JM, Mook DT, On Analytical Solution to a Non-Ideal
Vibration Problem using Multiple Scales Method, submetido a Nonlinear Dy-
namics.

Segue agora as principais referéncias utilizadas na realizagao deste trabalho.
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Apeéendice A

Fundamentos de Mecancia
Newtoniana

Neste apéndice fazemos uma revisao de mecanica Newtoniana, cujas as notagoes
e conceitos basicos foram abordados neste trabalho e com o objetivo de completar
o presente trabalho, principalmente no quesito notacgoes.

A.1 Leis de Newton

A Mecanica Newtoniana estd baseada em trés leis fundamentais formuladas por
Sir Isaac Newton em seu Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (Principios
Matemdticos das Ciéncias Naturais), publicado em 1687. Alguns cientistas que
precederam Newton destacaram-se no campo da mecanica, porém Newton foi con-
sideravelmente beneficiado pelos trabalhos, especialmente os de Galileu e de Kepler.
Embora a primeira e segunda leis fosem conhecidas de Galileu, Newton foi o primeiro
a formular as leis claramente. Tais leis foram formuladas para particulas simples,
estas pressupoem a existéncia de referenciais inerciais, que representam uma classe
de sistemas referenciais como repouso ou movimento uniforme. Newton nomeou
suas leis de axiomas do movimento. Estes sao formulados da seguinte forma:

Primeira Lei: SE NAO HOUVER FORGAS ATUANDO SOBRE UMA PARTICULA,
ESTA MOVER-SE-A EM LINHA RETA COM VELOCIDADE CONSTANTE.
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Uma particula é a idealizacao de um corpo material cujas dimensoes sao muito
pequenas comparadas com a distancia entre outros corpos e cujos movimentos in-
ternos nao afetam o movimento do corpo. Matematicamente é representada como
um ponto com massa e sem extensao no espaco. Denotando por F a forca e por
v a velocidade medida relativamente num espaco inercial, a primeira lei pode ser
matematicamente formulada:

Se F =0, entao v = constante (A.1)

Segunda Lei: UMA PARTICULA MOVE-SE DEVIDO A ACAO DE UMA FORCA,
CUJA INTENSIDADE E IGUAL A VARIACAO DO MOMENTO LINEAR.

O momento linear é definido como o produto da massa pela velocidade da
particula, p = mv, de modo que a segunda lei pode ser escrita:

d d
=P _ L (A.2)

dt dt

Terceira Lei: QUANDO DUAS PART{CULAS EXERCEM FORCAS UMA SOBRE
A OUTRA, ESTAS FORGAS SAO COLINEARES, POSSUEM MESMA INTENSIDADE E
SENTIDO CONTRARIO.

Denotando por F5 a forca que a particula 1 exerce sobre a particula 2 e por Fo;
a forca que a particula 2 exerce sobre 1, temos F1o = —F5;. Esta lei é a conhecida
Lei da acao e reacao.

Lei da gravitacao universal:

Gm1m2
onde, GG é a constante de gravitacao, r é a distancia entre as particulas, m; e ms sao

as massas das particulas 1 e 2, respectivamente.

A.2 Momento e Impulso
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Multiplicando a equagao (A.2) por dt e integrando com rspeito ao tempo entre
os instantes ¢; e t5 obtemos:

to to dp
/ Fdt = / —dt = ps — p1 = (MV)y — (Mmv); (A.4)
th th dt

A integral (A.4) é chamada impulso linear e p = mv ¢é definido como momento
linear, entao a diferenca

Ap =pz — p1 = (mv)2 — (mv) = A(mv) (A.5)

é simplesmente a variacao do momento linear associada com o intervalo de tempo
entre t; e ty. Dai, o impulso linear (ou simplesmente impulso) é igual a integral do
momento linear. Nao devemos esquecer que tanto impulso quanto o momento sao
vetores quantitativos. Na auséncia de forcas sobre uma particula, F = 0, da equacao
(A.4) resulta

(mv)s = (mvy) = mv = constante (A.6)

que implica que o momento dos instantes t; a t5 ou em qualquer tempo arbitrario
t, tem o mesmo valor. A equacao (A.6) é a representagdo matematica do teorema
da conservagao do momento linear.

A.3 Momento de uma Forca e Momento Angular

Considere um sistema inercial x,y, z fixo no espaco e uma particula de massa
m a uma distancia r da origem O (Figura A.1), e denote por I a velocidade de m
relativa ao espaco inercial, onde o ponto indica diferenciagao com respeito ao tempo.
O momento angular de m com respeito ao ponto O ¢é definido como o produto vetorial
do vetor posicao r pelo momento linear p. Denotando o momento angular por L
temos

L=rxp=rxmr (A7)

para m constante, mas em geral, r X (mr)®.
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X

Figura A.1: Forca F atuando numa particula m a uma distancia r da origem e com
velocidade r

A.4 Trabalho e Energia

Vamos considerar uma particula de massa m movendo-se ao longo de uma curva
s quando comecga a atuar sobre ela uma forga F (Figura A.2). Por definicao, o
trabalho associado com o deslocamento de m da posicao r para a posicao r + dr é
dado pelo produto escalar

dW =F - dr (A.8)

Pela segunda lei de Newton temos F = m¥ de modo que substituindo na equacao
(A.8) podemos escrever:

- 1
dW:F-dr:mi‘-dr:mi‘-di":d(EmI'“-I'“):dT (A.9)

onde dT representa a derivada da energia cinética dada por T = %mf‘ -T,onde T é a
velocidade da particula. Se a particula move-se da posicao r; para a posicao ro sob
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a acao de uma forca F, o trabalho correspondente é simplesmente:

= 1 1
/ F.dr = §mr2 - imrl = T2 - T1 (A].O)

Figura A.2: Particula m movendo-se numa curva s da posi¢ao 71 para a posigao ry sob
acao de uma forca F

Dai a equagao (A.10) implica que o trabalho realizado pelo movimento da particula
da posicao ry para ry é responsavel por um aumento na energia cinética de T; para
T,.

Em muitos problemas fisicos, a forca depende apenas da posigao, F = F(r)
podendo ser expressa na forma de um diferencial perfeito:

F(r)-dr = —dV(r) (A.11)
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onde a fungado V(r) depende apenas da posi¢ao do vetor r, ndo dependendo explici-
tamente da velocidade 1 ou do tempo t. Tal campo de forgas é dito conservativo, e
a fungao V(r) é conhecida como energia potencial. Podemos expressar a energia
potencial por uma integral:

V@%:—/ﬁdr:/mFdr (A.12)

ro r

que depende apenas das posigoes inicial e final. A posicao inicial rg serve como uma
posicao de referéncia. E claro que a integral fechada de (A.12) é zero, sendo uma
maneira diferente de dizer que um campo de forca é conservativo. Como esta integral
fechada envolve uma integral de linha, nao é muito conveniente para verificar se um
campo de forga é conservativo ou nao. Assim, usando o teorema de Stokes, a integral
fechada resulta em:

VxF=0 (A.13)

como a condicao do campo de forga ser conservativo, onde V é o operador Nabla.
Este operador pode ser escrito em termos das componentes x, y, z assim,

g, 0. 0

onde i,j e k sdo os correspondentes vetores unitarios. A equagao (A.13) sendo
portanto mais simples que a equagao envolvendo a integral de linha.

As diversas direcoes de F' desaparecem se, e somente se, é o gradiente de alguma
funcao escalar. Denotando esta funcao por —V temos:

F=_VV (A.15)
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onde V é a mesma fun¢ao energia potencial definida pela equacao (A.11). A equagao
(A.15 ) nos fornece uma maneira de derivar as componentes conservativas de uma
forca se a energia potencial for conhecida. Estas componentes sao simplesmente:

oV oV oV
’ oxr’ 7 oy’ 7 0z (A.16)
Portanto a equagao (A.11) pode ser reescrita da seguinte forma:
oV oV oV
F.-dr=—-dV=—-|+—do+ ——dy+ —dz | =-VV .dr (A.17)
ox oy 0z

Consideremos agora a derivada de T em relacao ao tempo, que pode ser obtida
da equagao (A.9) na forma:

dT
— =F-d Al
o r (A.18)

Por outro lado, da equacdo (A.17) temos para um campo de for¢a conservativo:

A%
M Al
p t (A.19)

de modo que adicionando as equagoes (A.18) e (A.19) temos £(T + V) = 0, que
pode ser integrada resultando T +V = E = constante, onde a constante de inte-
gracao E refere-se a energia total do sistema.

Se a forca F nao depende apenas de r mas também do tempo ¢, ainda existe a
possibilidade de expressarmos F - 1 na forma de um diferencial perfeito:

F(r,t) - dr = —dV(r,t) |i=cte (A.20)
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Tal campo vetorial de forca é nao-rotacional, e é reduzido a um campo de forca
conservativo se F' é independente do tempo. Da equagao (A.20) concluimos que:

d oV
E(T + V) = E (A'21)

de modo que a expressao E =T + V nao existe para um campo vetorial nao-
rotacional que nao seja conservativo. Em geral um campo de forca consiste de
uma forca F, derivavel da funcao potencial —V e uma forca F,,, que nao o é, de
modo que F =F, +F,,,

d ov
E(T+V) = W+F"”'f (A.22)

Quando a energia potencial V nao depende explicitamente do tempo, a for¢a po-

tencial pode ser identificada como a forga conservativa F. e a for¢a nao-potencial
como a forca nao-conservativa F,,.

d dE
—(T+V)=—"—=F .1 A2
dt( ) dt ne ' ¥ (A.23)

cujo significado é que o trabalho realizado pelas for¢as nao-conservativas é igual a
taxa de variacao da energia total do sistema.

A.5 Diagramas de Energia

As analises qualitativas de problemas dinamicos podem ser analisadas por meio
de diagramas de energia. E o caso do oscilador harmonico da figura A.5.

O oscilador consiste de uma massa m presa a uma mola de rigidez k. O problema
é unidimensional. A posicao de equilibrio corresponde fisicamente quando a mola
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A

A

-kx o O

posicdo de
equilibrio

Figura A.3: Oscilador harménico

estd relaxada. Denotando por # a velocidade de translacao da massa quando na
posicao x, a energia cinética do corpo é:

T = —mi? (A.24)

Existe uma forca de resisténcia da mola atuando sobre a massa. Esta é propor-
cional ao deslocamento. Para qualquer posi¢ao intermediaria ¢ onde, 0 < ( < z, a
forca de resisténcia é:

F=—kC (A.25)

E usando como posigao de referéncia o ponto x = 0, quando a mola esta relaxada,
a energia potencial correspondente a posicao x é:

V= /0 Fd¢ = —k /0 Cd¢ = —%kxz (A.26)

Desde que nao haja forgas nao-conservativas presentes, a energia total é cons-
tante, tendo o valor E=T +V = %m:ﬁ = %k:a:Q = cte, que é igual a energia total
inicial.
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A.6 Sistemas de Particulas

As leis de Newton foram formuladas para particulas simples. Entretanto, podem
ser estendidas sem dificuldades para istemas de particulas e corpos de dimensoes
finitas. Na extensao dos conceitos das se¢oes precedentes para sistemas de particulas,
devemos distinguir entre forcas externas e internas. A primeira estda em fontes fora
do sistema e a segunda esta na interacao entre as particulas.

Vamos considerar um sistema de n particulas de massa m;(j = 1,2, ...,n) como
mostrado na Figura A.6. A posi¢ao do centro de massa do sistema é definida por:

1 n
R = M ; ij'j (A27)

onde, M = Z?Zl m; ¢ a massa total do sistema. Fisicamente o centro de massa
pode ser interpretado como a posicao média do peso do sistema de particulas. No
caso especial de um campo gravitacional uniforme o centro de massa coincide com
o centro de gravidade.

Seja F; a forca externa atuando sobre a particula j e sejam fj;, as forcas internas
representando a acao da particula j sobre a particula k. A segunda lei de Newton
aplicada na particula j resulta:

onde 07, € o delta complementar de Kronecker definido por:

0 para j = k,

o =1 =0 = { 1 para j # k. (4.29)

Entao para o sistema de particulas, obtemos:
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Figura A.4: Sistemas de particulas

j=1 j=1

j=1 k=1

Mas sabemos que pela terceira lei de Newton, f;, = —f}; de modo que o somatério
duplo da equacao (A.30) é zero. Além disso, sendo F a resultante de todas as forcas
externas atuando sobre o sistema temos F = Z?zl F; e recordando a defini¢ao
(A.27) do centro de massa obtemos:

j=1

Fazendo as devidas substituigoes ficamos com F = M R =P, onde P = MR 6
o momento linear do sistema de particulas. Como podemos observar, o movimento
do centro de massa do sistema é andlogo ao movimento de um corpo ficticio com
massa igual a massa do sistema, e mesma resultante de forgas externas.
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O momento angular de um sistema de particulas com respeito a qualquer ponto
movel A é definido por

LA = Z LAJ- ZrAJ' X ij"j (A32)
j=1 j=1

Diferenciando (A.32) com respeito ao tempo e assumindo que as massas m; nao
variam com o tempo temos:

n n

]:_JA = ZI"AJ. X mji'j + ZI'Aj X mji‘j <A33)

j=1 j=1

Mas da figura 2.4 temos ra; = rac+p; er; = R+p; onde, rac ¢ o comprimento
do vetor do ponto A ao centro de massa C da particula j, de modo que substituindo
as equagoes (A.28) e os valores de rac e r; na equagio (A.33) e ainda relembrando
que f;;, = —f;; juntamente com o fato destas forcas serem colineares obtemos:

n

La =) (bac+pj) xmj(R+5;) + ) ra, x Fj=ric x R+ Na  (A34)

j=1 j=1

onde, N4 é o torque produzido pelas forcas externas com respeito ao ponto A. Caso
o ponto A coincida com a origem O, rac = R, equacdo (A.34) reduz a seguinte
forma: Lo = N, agora caso o ponto A coincida com o centro de massa C, rac = 0
e a equacao (A.34) fica Lc = Ng. Dai a taxa de variacio do momento angular
com respeito a origem O fixa ou com respeito ao centro de massa maével C ¢é igual
a resultante dos torques externos sobre O ou C, respectivamente.

Voltando & equagao (A.32) escrevemos o momento angular sobre A na forma
LA = ZI‘A]. X mji‘j =Trac X MR+ Zp] X mjpj =Tac X P—|—L,C (A35)

Jj=1 Jj=1

— n . . A 1
onde L = 377, p; x myt; é o momento angular do movimento sobre o centro de
massa, que as vezes é referido como momento angular aparente.
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A energia cinética de um sistema de particulas merece atencao especial. E claro
que a energia cinética possui uma expressao simples

1 n
j=1

mas demostra o interesse em derivar uma expressao em termos do centro de massa
do sistema. Para ilustrar isto, introduzimos a equacao r; = R + p; na equagao
(A.33) e temos:

Tem - 1. .& R DR e 5
T—5;(R+pj)—§R~R;mj+R-;mjpj—§MR +§;mjpj (A.37)

Assim, a energia cinética do sistema de particulas € igual a energia cinética obtida
pela massa total do sistema concentrada no centro de massa adicionando a energia
cinética do movimento relativo ao centro de massa das particulas.

Seguimos agora com o apéndice B, no qual abordamos a teoria de vibragoes
mecanicas.
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Apeéendice B

Teoria de vibracoes Mecanicas

Neste apéndice apreesntamos a teoria basica de vibragoes, que foram fundamen-
tais no desenvolver deste trabalho, principalmente quando do uso das técnicas de
bifurcacao para varias ressonancias.

Qualquer movimento que se repete, exatamente apds determinado intervalo de
tempo, pode ser chamado vibragao. As vibracoes podem ser livres ou forcadas.
Um elemento de maquina é dito de vibragao livre, se o movimento peridédico
continua apds a remocao da causa ou perturbacao original, mas se um movimento
vibratorio persiste por causa da existéncia de uma forca de perturbacao, entao o
chamamos de vibracao forgada. Qualquer vibragao livre de um sistema mecanico,
eventualmente cessara devido a perda de energia. Na andlise de vibragao, usualmente
consideramos as perdas de energia, usando um simples fator, chamado de fator de
amortecimento ou constante de amortecimento. Assim um sistema altamente
amortecido é aquele em que a vibracao decresce rapidamente. O periodo de uma
vibragao é o tempo de u, ciclo simples; a freqiiéncia é o nimero de ciclos que ocorre
na unidade de tempo. A freqiiéncia natural é a freqiiéncia de uma vibragao livre.
Se a freqiiéncia forcada se torna igual a freqiiéncia natural de um sitema, diz-se
entao que ocorre a ressonancia.

Devemos também utilizar os termos vibracao em regime permanente para

indicar que um movimento se repete exatamente em casa ciclo sucessivo; e vibragao
transiente para indicar que um movimento do tipo vibratério estd mudando de
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carater.

Se uma forga peridédica opera sobre um sistema mecanico, o movimento resultante
sera de carater transiente quando inicia a acao da forca mas, apés um intervalo de
tempo, desaparece a parte transiente (devido ao amortecimento), e o movimento
resultante é denominado de vibragao em regime permanente.

Resumindo: Qualquer objeto material tem uma ou mais freqiiéncias nas quais
"gosta’de vibrar: sao as freqiiéncias naturais de vibragao do objeto. Quando o
objeto é "excitado” por algum agente externo em uma de suas freqiiéncias naturais
dé-se a ressonancia: o objeto vibra nesta freqiiéncia com amplitude maxima, sé
limitada pelos inevitaveis amortecimentos.

B.1 Sistemas com um grau de liberdade

A figura abaixo representa um sitema vibratério idealizado. A massa m move-se
apenas na direcao x sendo assim, possui um grau de liberdade pois a posig¢ao da
massa pode ser definida completamente por uma simples coordenada. Uma forca
externa F = f(t) atua sobre a massa. Assim, este sistema ¢ classificado como de um
grau de liberdade com vibracgao forgada.

O 8]
i | x|
! e
i ! I
¢ i i . |
! Lo ;
— -~
) m i m
F=fft) R F=fit)
ki vk
Representagdo de um sistema Diagrama de coipo livie apos a massa
vibratorio idezalisado ter sido deslocada de x unidades

Figura B.1: Sistema de um grau de liberdade e diagrama de corpo livre
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e A mola e o amortecedor nao possuem massas;
e A massa é absolutamente rigida;

e Todo o amortecimento esta concentrado no amortecidor.

Os resultados de muitas experiéncias mostram que grande ntimero de sistemas
mecanicos, pode ser analisado com boa precisao utilizando-se as premissas acima.

a elasticidade do sistema da Figura Ala é representada completamente pela mola.
A rigidez da mola é designada por k e definida por k = %, onde F ¢ a forga requerida
para defletir a mola de uma distancia x.

De maneira anéloga, o atrito ou amortecimento é admitido como sendo completa-
mente viscoso, ou seja, resistente proporcionalmente a velocidade, este é designado
por c¢. Assim ¢ = %, onde F ¢é a forca requerida para mover a massa com uma

velocidade 7.

Para descrever a equagdo do movimento da massa da Figura (B.1), escolhemos
como origem do sistema de coordenadas a posicao da massa quando a forca da mola
é zero. Seja x o deslocamento da massa desta posicao considerando-se positivo o
sentido para a direita. Também é conveniente escolher a mesma direcao para os
valores positivos da velocidade, aceleracao e forga.

Entao, se a massa ¢é deslocada na diregao positiva, a for¢a da mola sobre a massa
é na direcao negativa. Se a velocidade da massa é na direcao negativa, a forca de
amortecimento é negativa. (Estas forgas estao mostradas no diagrama de corpo livre
da massa, apés esta ter sido deslocada na diregao positiva dos x’s).

Usando a segunda lei de Newton obtemos:

c k 1
—kx —cx + f(t —mz) =0 P+ —1 4+ —x=—fFf(t B.1
x —ct + f(t) + (—mi) :>:1:+mx+mx m() (B.1)

Quando o atrito ou amortecimento presente na vibracao das maquinas é pequeno,
podemos despreza-lo, obtendo ainda resultados bastante precisos no final da anélise.
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Fazendo os termos de amortecimento e de forca externa iguais a zero na equagao
acima, obtemos a equacgao diferencial do movimento para a vibragao livre:

k
i+ —x=0 (B.2)
m

A solugao geral da equagao é bem conhecida e tem a forma z = A cos(w,t) +

Bsin(w,t), onde A e B sao as constantes de integragao e w, = \/%

Os valores das constantes de integracao dependem de como a vibracao teve
origem, ou seja, das condigoes iniciais. a quantidade w,, = \/g é chamada freqiiéncia
natural de vibragao livre nao amortecida.

Como um ciclo de movimento é completado em um angulo de 27 radianos, o
periodo de uma vibragao livre é dado pela seguinte equagcao:

2 m
= — =2 — B.3
= TG (B.3)

A freqiiéncia é o inverso do periodo, logo:

pown_ LK (BA)

o 2nrVm

Se parat = 0 tivermos x = zy e £ = 0 como condigoes iniciais, entao o movimento
é descrito por x = xq cos(w,t). Agora se para t = 0 as condigoes iniciais forem x = 0
e & = vg, 0 movimento serd descrito por x = & sin(wyt).
n

Um método mais geral de se provocar vibracao, consiste em deixar a massa ter

ambas as condigoes iniciais, deslocamento e velocidade. Com isso a solucao ¢ dada
_ V0 o}
por & = T cos(wnt) + 2 sin(wnl).
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B.2 Sistemas com dois graus de liberdade

> >

C] 2 3
— v e
<> <>
m; _AAI___ ik

ki O O k> O O k3

Figura B.2: Sistema de dois graus de liberdade

Do diagrama de corpo livre do sistema representado acima, e utilizando a segunda
lei de Newton, obtemos a equacao do movimento:

maidy + (c1 + )21 — coZo + (k1 + ko)xy — koo = f1(t) (B.5)
Moty — co®y + (C2 + ¢3)%2 — koxy + (ko + k3)zo = fa(t) (B.6)

Escrevendo em forma matricial:

[M]{#} + [CH{a} + [K{a} = {f} (B.7)
onde, [M] = { 811 Sn2 ] ¢ a matriz de massa, [C] = { C_lc-2|- o C—ch_ . ¢é a matriz

de amortecimento e [K| =

{ ki + ko —ko

é a matriz de rigidez.
“ky ket ks } &

Fazendo f;(t) = Fje’*t e z;(t) = X;e/**, com i = 1,2 temos:
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D11X1 + D12X2 - Fl (B8)
Doy Xy + Dy Xy = Fy

onde, D;, ¢ a rigidez dinamica dada pr D;, = ks, — mipr + jeipw, com © = 1,2 e
p=1,2.

Para a vibragao livre, C;, = 0 e F1 = 0 entao,

DX+ DLyX) =0 (B.10)

onde X| e X/} s@o as amplitudes de vibragao livre nao amortecida. As”linhas”indicam
que estamos tratando de uma vibracao livre. Para que X| e X) nao sejam nulos,
A’ = D}, Db, — D}, Dy = mims(w? — w?) (w3 — w?), onde w; e wy sao as freqiiéncias
naturais. As amplitudes de vibracao livre devem satisfazer uma razao para cada
freqiiéncia natural tal que:

Xy Dun_ Dy
X{ Dy Dy

= U2;, COIM 1= ]_, 2. (Bl?)

onde ugy; é o parametro modal para a segunda coordenada e a i-ésima freqiiéncia
natural relativo a amplitude X{. A solugao para a vibragao livre fica entao:

{ T } — Bl{ i }ejwlt +BQ{ 2 }emt (B.13)
To U929 U22

onde B; e B, sao as amplitudes modais de movimento e dependem das codigoes
iniciais de movimento, ou seja, z1(0),%1(0), z2(0) e ©2(0). Os vetores {u} represen-
tam o primeiro e o segundo modo de vibrar do sistema que podem ser agrupados na
matriz modal para dois graus de liberdade:

148



= [{ e} = [ e 1

Agora para a vibracao forcada temos:

{f(t) ={ i: }em (B.15)

D ) D )
= () man (3 R (B.16)

D . D A

reformulando as equacoes de x1 e xa:

r = HHFlejwt + ngFgejwt <B18)
To = HZlFlejwt -+ H22F2€jwt <B19)

onde Hy; e Hyy sao as receptancias pontuais e His e Hy sao as receptancias de

trasferéncias. Vejamos agora a solu¢ao no espaco modal. Substituindo {z(t)} =

[u]{q(t)} na equacio do movimento e em seguida multiplicando tudo por [u(t)]?,

ficamos com a seguinte equagao desacoplada:

[M{g} + [CHd} + [K){q} = {Q}e™™ (B.20)

e temos pra o p-ésimo modo de vibrar

Gp + 2,6, + wﬁqp = pelt (B.21)
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kp n )
onde w, = /-2 é a freqiiéncia natural do modo p, (, = —=2— & o fator de
p mp 1 5P 24/ kpmp
1

—p[u]g{ fo} é a forga de excitagdo modal

amortecimento modal do modo p e p, = -~

do modo p.

A solucao para a amplitude do modo p fica:

l’[’p
. W;QJ w? j2<pw ( )

E a solucao nas coordenadas geométricas é dada por:

{2} = {u1 }Q1 + {u2} Q2 = Z{W}Qr (B.23)

{a} =) mr({UT}{ur}T{fO} el (B.24)

w2 — w? + j2¢w,w)

Desta ultima equacao obtemos a matriz de funcao de resposta em freqiiéncia de
receptancia do sistema, dada por:

) = 3 Lol (B.25)

= e (wF — W+ jlwnw)

Seguimos agora no apéndice C com uma revisao de dinamica de rotagoes.
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Apendice C

Revisao de Dinamica de Rotacoes

O objetivo deste apéndice ¢é o de apresentar uma revisao de dinamica de rotagoes
pois é um conceito fundamental quando se deseja examinar o movimento de giro de
um corpo rigido relativamente a um referencial fixo, como por exemplo, o movimento
de uma particula em relacao ao movimento de rotacao da Terra. Esta revisao traz
conceitos usados no texto.

C.1 Movimento Relativo a um Referencial Rota-

cional

As leis de Newton implicam o uso de referenciais inerciais. No entanto, em
muitas ocasioes € mais conveniente utilizar sistemas nao inerciais, tais como sistema
de coordenadas rotacionais. Este é o caso, por exemplo, quando se deseja examinar
o movimento de giro de um corpo rigido relativamente a um referencial fixo. Como
exemplos temos o movimento de uma particula em relacao ao movimento de rotagao
da terra, o movimento de um giroscopio ou o movimento de um brago robdtico em
relacao a um referencial fixo.

C.1.1 Transformacao de coordenadas
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Qualquer vetor r pode ser expresso em mais de um sistema de coordenadas. Em
muitos problemas de dinamica, a relacao das componentes de r em varios sistemas
de coordenadas é muito utilizada. Para tais relagoes, vamos considerar a Figura C.1
e escrever o vetor r em termos das componentes de dois conjuntos de eixos x; e &;
para i = 1,2,3. Os vetores unitarios de tais eixos sdo denotados por i,j,k e i’,j/, kK’
respectivamente, de modo que

r = .Z'li—i—l'gj —|—$3k = fli/+£2j/+£gkl (Cl)

Como estes sao dois modos de expressar o mesmo vetor r, evidentemente estao
relacionados. A relacao entre & e as componentes x; é obtida pelo produto escalar
de r por i’ que resulta:

=0 Do+ - jag+ (1 kg =
= x1 cos(&1, 1) + @9 cos(&y, x2) + x5 cos(&y, x3) =

= lnx + lioxe + liszs (C.2)

onde ly; = cos(&1, ), com j = 1,2, 3. Analogamente expressamos & e & em termos
das componentes z; de modo que (C.2) pode ser generalizada como

3
§i = lnxy + liprg + lizws = Zlijxja t1=1,2,3 (C.3)
j=1

Representando em termos matriciais temos

{&} = [ll{z} (C.4)

onde {{} e {x} s@o matrizes colunas 3x1 representando o vetor r e [/] é uma matriz
quadrada de ordem 3, denominada matriz dos cossenos diretores, que pode ser vista
como um operador que transforma o vetor {z} no vetor {{}. No caso de uma
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A3

&3
I

> A2

X

&1

Figura C.1: Sistemas de eixos 1, x2, 23 € &1,&92,&3

transformagao linear, {y} = [a]{x}, onde [a] é uma matriz quadrada de coeficientes
aij , podemos obter o vetor {x} pré-multiplicando ambos os lados por [a]~!, obtendo
{z} = [a]{y}, desde que a matriz [a] ndo seja singular. Porém, em nosso caso, na
matriz de transformagao [I] os coeficientes /;; nao sao independentes. Para mostrar
isto, vamos escrever os produtos escalares de r por 7,7 e k em sequéncia e obter a
relacao

3
re=Y lo&, r=1,23 (C.5)
s=1

que assume a forma matricial {z} = [[|T{¢}. Substituindo equacio (C.5) na forma
matricial da equagao (C.4) obtemos [[|T[l] = [I] = [d;], onde d;; é o delta de
Kronecker. Assim temos que a matriz dos cossenos diretores [;; possui a inversa igual
a transposta, ou seja é uma matriz ortonormal. A matriz [I] pode ser vista como
sendo resultado de trés rotagoes sucessivas "saindo”do sistema {x} e ”chegando”no
sistema {£{} como veremos na préxima secao.
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C.1.2 Sistemas de coordenadas rotacionais

Nesta secao vamos desenvolver expressoes explicitas dos cosenos diretores entre
os sistemas de coordenadas inerciais x; e rotacionais &;. Estas sao obtidas por meio
de trés rotacoes sucessivas &1, &2, &3 sobre 0s eixos 1, ys, 23, resultando nos sistemas
Yi, 2i, &, respectivamente. Da Figura C.2, concluimos que a relagao entre os sistemas
x; € y; é como segue

Y1 =121 Y1 10 0 1
Yo = T9 COS 0, + T3 sin 0, = Y2 = 0 cosf, sin 6, To
Y3 = —T9sin 6y + x3 cos by Y3 0 —sinf; cosf, T3

= {y} = [R(01)[{x}(C.6)

A matriz [R1(6,)] representa a rotagao do sistema de eixos originalmente coinci-
dentes com os eixos x; por um angulo 6; sobre o eixo x;. Analogamente escrevemos

[ cosfy 0 —sinfy |

{z}=10 10 {y} = [Ra2(62){y} (C.7)

| sinfy 0 cosbs

[ cosfs;  sinf; 0]

{6} = | —sinfy cosfs 0 | {y} = [R3(0s)]{=} (C.8)
0 0 1 ]

Combinando as equagoes de (C.6) a (C.8) obtemos:

{&} = [Rs(0s)][Ra(62)][R (01) {2} = [I[{x} (C.9)

onde [l] é a matriz dos cosenos diretores e tem a forma:
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A ]
Vi 93

2
&1

Figura C.2: Rotacao dos eixos &1, &s, &3 sobre os eixos x1, 42, 23 resultando os sistemas
Yi, zi, &, respectivamente

cos 5 cos O3 cos 6, sin 0z + sin 0 sin 05 cos 03  sin B sin B3 — cos 6y sin Oy cos 05
[[] = | —cosfycosbz cosbycosls —sinbsinbysinfs  sin by cosbs + cos by sin b, sin O3

sin 6 — sin 6 cos 0, cos 0 cos 0
(C.10)

Sabemos que {z} = [R2(02)][R1(01)]{z}, mas se rotacionarmos o eixo xs de um
angulo 0 seguido pela rotagao de y; de um angulo 6, obtemos {z} = [R;(61)][R2(02)]{z}
Sabemos que e o produto entre duas matrizes nao é comutativo entao [Rq(62)][R1(61)] #
[R1(01)][R2(62)]. Assim, para resolver este problema, consideraremos uma rotagao

infinitesimal, pois os angulos de rotacao,Af;, sao suficientemente pequenos per-
mitindo obter os mesmos resultados, logo [Ra(A6y)|[R1(A0:)] = [R1(A0,)][R2(Abs)].
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Sendo Af; suficientemente pequeno:

{ cos Ab; ~ 1 i=1,2,3 (C.11)

sin AG; ~ A9, '’

Multiplicando ambos os lados de (C.9) por [I]* chegamos a

0 —Af; Aby
{z} =["{¢} = | Afs 0 —A0; | {&}
—Afy AO; 0
0 —Af; Ab
=[{&+ | A6 0 —Aby (C.12)
—Af, A6 O
Esta equacao resulta em
0 —Af; A
{A¢} = [AG]{&}, onde [AG]= | Ab; 0 A (C.13)
—Afy AO; 0

Um vetor fixo r em relagao a um sistema de coordenado &; sofrerda uma variacao
A, relativo a um espago inercial como resultado de uma rotagao incremental Af; (i =
1,2,3) no sistema sobre o eixo & , como mostra a Figura C.3:

Dividindo as equagdes (C.13) por At, e fazendo At tender a zero

: . A¢ . Ab
(6 = timsco { 55 | = tim | 57] 163 = e} (€10
0 —W3 W2
onde [w] = | w3 0 —wy |, na qual wy(i = 1,2,3) s@o as componentes da

—W2 W1 0
velocidade angular do sistema &; relativo ao sistema x; . E facil mostrar que o vetor
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Figura C.3: Vetor fixo r em relagdo a um sistema coordenado &; sofrendo variacao A,
relativamente a um espago inercial como resultado de uma rotagao incremental Af;, (i =
1,2, 3) no sistema sobre o eixo &;

da equacao (C.14) é F =w xr , onde r = i’ + & + &k e w = wii + woj + wsk'.
O vetor 1 pode ser fisicamente interpretado pela Figura C.3, na qual r representa
a posicao do vetor, w e a velocidade angular do vetor que coincide com a rotacao
instantanea dos eixos, I ¢ o vetor normal a r e w e na direcao mostrada.

C.1.3 Expressoes para o movimento em termos do referen-
cial em movimento

Nas secoes anteriores foram considerados sistemas de coordenadas rotacionais
relativas a sistemas inerciais. Agora, obter-se-a uma expressao para a derivada do
tempo de um vetor cujas componentes ao longo do sistema de movimento variam
ao longo do tempo.

Referindo-se a Figura C.4 e denotando por r a posicao do ponto P relativa a O
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quando expressadas em termos das componentes x; de um espaco inercial e por r’
quando expressas em termos das componentes ; de sistemas de rotagao, é claro que
representam o mesmo vetor

r = I‘l = fli/ + fgj/ + §3k/ (C15)

s

Figura C.4: O ponto P expressado em termos das componentes x; de um espago inercial,
sendo denotado por r, e em termos das componentes & de sistemas de rotacao, sendo
denotado por r’

Diferenciando (C.15) com respeito ao tempo, obtemos

de,,,  d d di _dj . dk .
i1’+§j’+d§3’+§1 +§2J+§3 S =T twxr (C.16)
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onde 1’ = &' +&j +&5K denota a variacao de 1 relativo ao sistema &, &, & e w X 1/
denota a taxa de variagao de r’ devido a rotacao do sistema &1,&,£3. A equagao
(C.16) representa a derivada no tempo do vetor r no espaco inercial quando o vetor
r é expresso em termos de um referencial rotacional, e é valido para qualquer vetor,
tal como os vetores velocidade ou momento angular. Sob essas circunstancias, a
segunda derivada assume a forma:

d . dw d
- / _X/ X — /

i) g e )
=r+wxr+oxr+(wXxw)Xr'+wXr4+wx (wxr)

=14+ 2wXTr+O X +wx (wxr) (C.17)

i

onde 1/ = &1’ + &j' + &K é a segunda derivada de 1’ relativo ao sistema rotacional.
Em termos de aceleracao:

e i ¢ a aceleracao de P num espago inercial;

e 1’ ¢ a aceleracao de P relativo a rotacao;

e 2w x 1’ é conhecido como aceleracéo de Coriolis;

e wXr' +wxX (wxr') éa aceleragdo do ponto coincidente;

e w X w X1 é a chamada aceleracao centripeta e estd dirigida na direcao de
rotacao do eixo.

Agora se a origem O translada com velocidade vg e aceleragao ag com respeito
ao espaco inercial, a velocidade absoluta e a aceleracao do ponto P serao

V=vVg+rea=ag+i

C.1.4 Movimento relativo a rotacao da Terra

Seja um ponto se movendo nas vizinhangas da superficie da Terra com sistema
coordenado atachado a superficie da Terra. Tal referencial, no entanto é nao inercial,
por que o centro da Terra gira ao redor do Sol e a Terra gira em seu proprio eixo.
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Embora o eixo da Terra esteja se movendo ao redor do Sol, a aceleracao é rela-
tivamente pequena comparada com a aceleracao da gravidade ou, igualmente, a
aceleracao de um ponto na superficie da Terra devido ao seu spin.

Entao, pode-se escolher como sistema inercial um conjunto X, Y, Z com origem
no centro da Terra C' e Z alinhado com o eixo de rotacao da Terra. Os eixos X e Y
estao no plano equatorial.

A Terra gira com uma velocidade angular €2, que para toda suposicao pratica
assume-se constante e igual a uma rotacao por dia.

Preocupa-se com o movimento de uma particula nas vizinhancas da superficie
da Terra, assumindo a Terra ser esférica. Para expressar o movimento da particula
relativo a Terra, atacha-se um sistema coordenado x, y, z na superficie da Terra com
origem O a uma dada latitude A Os correspondentes vetores unitarios sao i,j e k.
Como o sistema x, y, z esta atachado a Terra, possui sua mesma velocidade angular

Q.

S

Figura C.5: Movimento de uma particula m em relagao a rotagao da Terra
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Observando a Figura C.5, concluimos que a velocidade angular pode ser expres-
sada em termos das componentes ao longo dos eixos x, ¥y, z da seguinte forma:

Q=—(Qcos\)i+ (Qsin \)j = cte (C.18)

A posicao de uma massa m relativa ao sistema x,y, z é denotada por r e o raio
da Terra OC por Rg. Entao, usando a equagao a = ag + ¥, temos que a aceleragao
de m em um espaco inercial é:

a=ag+r +2wxXr +0xr +wx (wxr)
=X (2xRo)+a +2Qx Vv +Q2x (2 xr) (C.19)

onde v’ e &’ sdo, respectivamente, a velocidade e a aceleracao de m relativo ao
sistema z, y, z. Considere atuando sobre m as forcas da gravidade e forgas de fontes
nao especificadas. Para movimentos nas vizinhancas de O, o efeito da curvatura
da Terra pode ser desprezado e o campo gravitacional é considerado uniforme. Sob
essas circunstancias a segunda lei de Newton toma a forma:

FrR=F-mgk=ma=m[Qx (2 xRe)+a +22xv +Qx (2 xr)] (C.20)

O ultimo termo do lado direito de (C.20) é geralmente muito pequeno, podendo
ser desprezado. Assim as equagoes diferenciais de movimento tornam-se:

( Be — 7 — 2Qgsin A — Q?Rg sin A cos A
% =+ 2Q(Zsin A + Zcos \) (C.21)
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C.1.5 Movimento de uma particula livre relativo a rotacao
da Terra

Por simplicidade, consideraremos nesta se¢cao uma particula livre desprezando a
resisténcia do ar e qualquer outra forca, exceto a gravidade, F, = F, = F, = 0.
Devido a rotacao da Terra ser muito baixa, 2 = 7.29 x 10 — 5rad/s, os termos 2
de segunda ordem podem ser desprezados. Assim as equagoes (C.21) torna-se:

T —2QysinA =0
G+ 2Q(Esin A+ Zcos ) =0 (C.22)
Z—2Qycos\+g=0

As condigoes iniciais sao:

Integrando (C.22)

T — 2Qysin A = uyg
U+ 2Q2(zsin A + zcos \) = vy (C.23)
z—2QycosA+gt =0

substituindo a primeira e a terceira equagao de C.23 na segunda equacao de (C.22),
e desprezando os termos Q? obtemos §j + 2Q(ug sin A + wg cos \) — 2Qgt cos A = 0
que integrando duas vezes resulta

1
y = vot — Qt*(ugsin X + wg cos \) + gﬂgt3 cos A (C.24)

Substituindo (C.24) na primeira e terceira equagoes de (C.23) e integrando com
respeito ao tempo resulta
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T = upt + Quot® sin A (C.25)

1
z = h + wot + Quot* cos A — §gt2 (C.26)

onde novamente os termos 22 sao desprezados. Se uma particula parte do repouso,

ug = v9 = wg = 0 de uma altura h, atingira a superficie da Terra no intervalo de
2h

tempo t = "

As coordenadas na Terrasaoxr =y =0,z = %Qh, /Q—gh cos A, onde o sinal positivo
de y indica que a particula cai em um ponto a leste da origem. Isto é explicado devido
a particula estar sendo desviada de sua trajetoria pelo efeito de Coriolis.

Visto que podemos tratar a viga como um corpo rigido, estudamos a dinamica
de corpos rigidos, detalhada a seguir.

C.2 Dinamica de Corpos Rigidos

Corpos Rigidos sao sistemas de particulas em que a distancia entre duas particulas
quaisquer permanece constante durante o movimento em todo tempo.

Um corpo deformavel de dimensodes finitas pode ser considerado como sendo
composto por um nimero infinito de particulas, logo, possuindo um ntmero infinito
de graus de liberdade.

Por defini¢ao, considera-se que um corpo rigido nao sofre deformacoes, e pode-se
mostrar que possui somente seis graus de liberdade. Isto resulta do fato de que a

distancia entre qualquer par de particulas é considerada constante. A maioria dos
conceitos estudada no capitulo anterior é valida para corpos rigidos.

C.2.1 Cinematica de um corpo rigido
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O movimento mais geral de um corpo rigido é descrito por seis coordenadas, tal
que um corpo rigido se movendo livremente no espago possua seis graus de liberdade.
De fato, considere uma dada particula se movendo livremente no espaco, tal que haja
trés graus de liberdade associados com essa particula. Suponha que seja adicionada
uma segunda particula dentro do corpo rigido, entao teremos apenas mais dois
graus de liberdade em nosso sistema, pois um grau de liberdade esta associado ao
confinamento cinemético com a primeira particula. Se uma terceira particula.

Se uma terceira particula adicionada, nosso sistema aumentara em apenas um
grau de liberdade, pois os outros dois estao associados ao confinamento cinematico
das particulas. Isto resulta em seis graus de liberdade que descreve o movimento
completo do corpo rigido.

Freqiientemente é conveniente escrever os seis sistemas coordenados como sendo
trés translagoes de um certo ponto dentro do corpo e trés rotagoes sobre aquele
ponto. Para este fim, um sistema de eixos é encaixado dentro do corpo e descrevera
tal translagao e rotagao da origem O do eixo do corpo.

A descrigao do movimento de um corpo rigido se torna simples por que nao ha
movimento dos pontos de massa com respeito ao corpo, o que nos permite usar as
equagoes de rotacao definidas no apéndice A.

Assim, obtemos as equacoes de velocidade e aceleracao absolutas, de um corpo
rigido dadas por v=vg+w Xrea=ag+ 4@ X T +w X (wx I:/) respectivamente,
onder' =1’ =0er=réoraio do vetor em questio medido com relacéo ao eixo
do corpo.

A orientagao do corpo pode ser definida em termos de uma transformacgao ortog-
onal dada pela matriz 3 x 3[I(t)] relacionando o eixo do corpo com o sistema inercial.
Inicialmente se o eixo do corpo coincidir com o sistema inercial, entao [I(0)] = [{],
que é a matriz unitaria.

Verifica-se que o deslocamento geral de um corpo rigido com um ponto fixado

é uma rotacao sobre um eixo através do ponto fixado. Isto implica que no espaco
inercial ha um eixo no corpo rigido que nao é afetado pela rotagao, que é equivalente a
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dizer que os componentes de um vetor coincidindo com o eixo de rotagao permanecem
como antes da rotacao. Usando a equacao (C.24) representada em termos matriciais.

{6 = [l{z} = {z} (C.27)

Considerando o problema de autovalor

[[{z} = Mz} (C.28)

A equagao homogénea de (C.28) tem solugbes ndo triviais para somente certos
valores de \. Estas constantes sao denominadas de autovalores e sao denotadas
por A,, e os vetores correspondentes sao denominados autovetores e denotados por
{1} (r=1,2,3).

Em geral, (C.28) tem trés autovalores distintos A, que pode ser arranjado em

uma matriz diagonal [\], e trés autovetores associados {z("}, formando a matriz
quadrada {z}, tal que (C.28) torna-se

[]z] = [2][A] (C.29)

(2] {l)[=] = [A] (C.30)

tal que, a solugdo do problema de autovalores se reduz a encontrar uma matriz {z}
que transforma [/] em uma matriz diagonal. Uma transformacao do tipo (C.30) é
conhecida como uma transformacao de similaridade.

As matrizes [I] e [A] de (C.30) sa@o ditas ser similares, isto implica que seus au-
tovalores sao iguais e assim, sao iguais os valores dos determinantes caracteristicos
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correspondentes. Disto e das propriedades de transformacao similar, pode-se escr-
ever:

|lij — Adiz| = [(AigA)diz] = 0,
onde d;; ¢ o delta de Kronecker.

Expandindo os dois determinantes, conclui-se que |l| = A\;A2A3, onde [I| é real.

A direcao de rotacao pode ser obtida resolvendo o problema de autovalores es-
pecifico da equagao (C.27). O angulo de rotagdo também pode ser encontrado por
meio de uma transformacgao de similaridade em [I], escolhidos de forma que os eixos,
digamos x1, coincidam com o eixo de rotagao. Mas a rotacao sobre o eixo x; pode
ser escrita na forma matricial:

10 0
0 cos¢ sing (C.31)
0 —sing coso¢

e devido a transformacao de similaridade mantem o traco da matriz inalterado, entao
o trago da matriz acima deve ser igual ao trago de [{] antes e depois da transformagao.
Dali,

3
1+2cos¢p =Y I (C.32)
=1
C.2.2 Momentos linear e angular de um corpo rigido

Seja um corpo rigido, como definido anteriormente, de massa total m e seja x, y, z
um eixo do corpo com origem O como mostrado na Figura C.6. Ele também pode
ser representado como um sélido continuo a cada ponto definido por um elemento
de massa dm.
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Figura C.6: Corpo rigido com eixos z,y, 2z e origem O

O raio do vetor, da origem O ao centro de massa C' é definido por:

1 & 1
re = lim — ) mr; = — rdm (C.33)

i=1 m corpo

Se a origem coincidir com o centro de massa [ rdm = 0.

O momento linear do corpo rigido tem a expressao

P= nh_{{,lozmlvl = nh_{& Z(VO +w X I‘Z-)

i=1 i=1

:vo/dm+w X /rdm:m(vo—i—w X Te) (C.34)

que pode ser reescrita como mvg, ja que a quantidade entre parénteses em (C.34)
representa a velocidade do centro de massa C. Se escolhermos a origem O de forma
a coincidir com o centro de massa C, a equagao (C.34) possui a mesma forma, mas
a velocidade ve nao envolve a velocidade angular w pois r¢ é zero.
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O momento angular de um corpo rigido com relagao a origem O é definido por

Lo = lim ZriXmivi:/rx(vo—i—wxr)dm:

1
—vp X /rdm + /r X (w x r)dm (C.35)

Mas se a origem O esta fixa, vog = 0, e se O coincide com o centro de massa
segue que f rdm = 0. Assim, o momento angular de um corpo rigido com relagao
ao ponto O, o qual esta fixo ou coincide com o centro de massa é

Lo = / r X (W % r)dm = / (w(r.r) — r(w.r))dm (C.36)

cujas trés componentes sao:

L, = l,w, — Lyywy — Lw, (C.37)
L, =—1,w, + Iyw, — Iw, (C.38)
L,=—1,w, — Lyw, — L,w, (C.39)

Onde as quantidades I, = [(r? — 2*)dm, I, = [(r* —y*)dm,I,, = [(r? —
z?)dm sdo conhecidos como momentos de inércia e as quantidades Iy = I, =
[ xydm,I,, = I, = [xzdm,I,, = I, = [yzdm sdo conhecidas como produtos de
inércia, que sao agrupados na matriz de inércia

]x:r _]ry -[:EZ
I = 1. I, —I. (C.40)

_sz _]zy Izz
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Introduzindo a matriz coluna {r; }representando o raio r; e a matriz diagonal [r],
as equagoes dos momentos e dos produtos de inércia e equagao (C.40) podem ser
compactadas na forma:

[I] = JLIEOZ ([riZ] _ ri{ri}T) m; = /[rQ] _ {r}{r}Tdm (C.41)

Como por defini¢ao, os eixos do corpo sao fixo neles préprios, os elementos da
matriz de inércia sao constantes. No caso de escolher-se como referencial um sistema
girante com relagdo ao corpo, os elementos de [I] ndo sdo constantes.

Tendo em vista as equagoes (C.40), (C.37), (C.38) e (C.39), podemos escrever L
em forma matricial da seguinte forma

{L} = [T{w} (C.42)

Donde podemos interpretar a matriz [I] como um operador que transforma o
vetor {w} no vetor {L}.

C.2.3 Teorema da translagao para momento angular

O que interessa nessa sessao, € calcular o momento angular em qualquer ponto
A em movimento, podendo A estar dentro ou fora do corpo, como mostra a Figura

C.7.
Através da Figura C.7, pode-se escrever a expressao do momento angular:
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zZ,

X

Figura C.7: Momento angular de um ponto A dentro do corpo

LA—/rAxvdm—/rAx(Vc—i-wxr)dm

:/(rAc—l—r)x (Ve +w X r)dm =rac X mvg +

/r X (w x r)dm (C.43)

onde, a posigao de dm depende s6 de r e [rdm = 0. Mas mvg = p é o momento
linear do corpo, e

/r % (w % 1)dm = Lo (C.44)

¢ o momento linear do corpo sobre o centro de massa.

Introduzindo mve e (C.44) em (C.43), temos:
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LA:Lc+rAC X Pp (045)

que ¢é a formulacao conhecida do teorema da translacao do centro de massa. Em
outras palavras, o momento angular de um corpo rigido sobre qualquer ponto A
¢ igual a soma do momento angular sobre o centro de massa e do momento linear
sobre A, onde o vetor momento linear deve passar por C.

C.2.4 Energia cinética de um corpo rigido

Através da Figura C.7, vamos calcular a energia cinética de um corpo por meio
de um conjunto de eixos x,y e z com origem em O. Tem-se que:

1
Tzi/(vo%—wxr)-(vo—l—wxr)dm:

1
:—mv0+V02-w><r/(w><rdm)+

5 (wxr) (wxr)dnm (C.46)

DN | —

Ha dois casos de interesse particular:
Caso 1: Origem O fixa a um referencial inercial. Neste caso, temos vog = 0 e

(C.46) torna-se

1
T /(w X 1) - (w x r)dm (C.47)

Tal que a energia cinética do corpo pode ser considerada como sendo devido ao
movimento rotacional do corpo sobre o ponto fixado.

Caso 2: Origem O coincide com o centro de massa C. Neste caso, temos
Jrdm =0, logo (C.47) torna-se

1 1
T = 3Mve " Ve + 5 /(w Xr)-(wxr)dm (C.48)
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1 o . .. ~ 1 o .
onde 3mvc - vedm = energia cinética de translacao e 5 [(w X r) - (w X r) =energia
cinética de rotacao.

A energia cinética de translagao pode ser escrita na forma matricial

Ty — %{VC}'{VC}m (C.49)

onde vg é a matriz coluna da componente velocidade do centro de massa.

A energia cinética rotacional também pode ser escrita de uma forma relativa-
mente simples. Relembrando (C.14)

T
0 W, —Wy 0 —W, Wy z
= Y —w, 0 —Wy Wy, 0 —Wy Y
z Wy ——wy 0 —wy Wy 0 2z

— (22 = )+ (1 — Pl 4 (1 — 22)?

—20YWawy — 2T2WW, — 2YZWyW, (C.50)

Substituindo (C.49) em (C.48), integrando e relembrando as defini¢oes de mo-
mento e produto de inércia, obtemos:

1
Toot = §(Imw§ + Iywa, + Lw? — 2L ywewy — 21 wew, — 21, wyw,) (C.51)

onde {w} é a matriz coluna da velocidade angular do corpo correspondente e [I] é a
matriz simétrica de inércia.
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C.2.5 Eixo principal

A equagao (C.51) expressa a energia cinética rotacional de um corpo rigido em
termos das componentes da velocidade angular do corpo e momentos e produto de
inércia.

Devido ao movimento se referir a um conjunto de eixos solidarios, o momento
e produto de inércia nao depende do tempo, tal que (C.51) tenha forma de uma
funcao quadratica homogénea com coeficientes constantes.

A direcao do conjunto de eixos usados, embora fixos em relacao ao corpo, é
arbitrario. Logo, (C.51) pode ser simplificada pela escolha de um conjunto particular
de eixos, denominado eixo principal. Assim, a matriz de inércia se reduz a uma forma
diagonal e os termos perpendiculares da velocidade desaparecem na energia cinética.

Antes de discutir o método de obtencao de eixo principal, serd examinado a
relacao entre produto e momento de inércia expressas em dois sistemas coordenados

diferentes, nos eixos x e x’. Usando a transformacao de coordenadas, vista na secao
C.1.1:

3
w',- = Z lijwj, 1= 17 2, 3 (052)
j=1

Escrevendo na forma matricial;

{wHI{w} (C.53)
onde [I] é a matriz dos cossenos diretores entre z; e z.

A energia cinética no conjunto de sistemas coordenados é:

T = {0} e} = 5 (W) Mw) (C.54)

173



Substituindo (C.53) em (C.54)

(] = [

Escrevendo (C.55) em notagao indicial

3 3
L= laljles, 6,j=1,2,3

r=1 s=1

(C.55)

(C.56)

Por definigao, o eixo principal é um conjunto de eixos em que os produtos de

inércia sejam zero. Assim, para obter a direcao dos eixos principais, deve-se buscar

uma matriz [{] que reduza [I] a forma diagonal.

pré-multiplicando por u
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normalizando {u}

W] [y =u-u= Z@ﬂ =1 (C.61)

que é equivalente a dizer que o comprimento de {u} é unitario. Assim, (C.60) pode
ser escrito da seguinte forma

1
X(IHU,% —I— IQQU% —f- ]33%% — ]12U1U2 — 2]13U1U3 — 2]23U2U3) = 1 (062)

que é a equagao de uma superficie quadratica com centro na origem do sistema
cartesiano u;. O problema de encontrar o autovalor de (C.62) pode ser interpretado
como o problema de encontrar as dire¢oes para que a um certo ponto, o raio de u e
a normal n da elipséide sejam paralelos.

Estas diregoes sao o eixo da elipséide e corresponde ao eixo do corpo para que a
matriz de inércia torne-se diagonal. Assim, a equagao na forma candnica da elipséide
é

L+ L2 + L) = 1 C.63
X(1U1+ 2y + aug) = (C.63)

em que [, I5, I3, sao os momentos principais de inércia do corpo.

Assim, tendo encontrado o eixo de rotacao, a energia cinética de rotacao pode
ser reduzida a simples expressao:

1 1
Trot = §{w}T[I’]{w} = é(llwf + Lws + Izw3) (C.64)

C.2.6 Equacao de movimento para um corpo rigido
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Nao é dificil perceber que a equacao do movimento para um sistema de particulas
também ¢é valida para um corpo rigido, pois um corpo rigido é considerado um
sistema de particulas.

De acordo com a segunda lei de Newton: UMA PARTICULA MOVE-SE DEVIDO
A ACAO DE UMA FORCA, CUJA INTENSIDADE E IGUAL A TAXA DE VARIACAO DO
MOMENTO LINEAR.

Logo, a equacao da forga é obtida como:

. d .
F =mRc = %(mvc) =p (C.65)

onde,

e mv., = p = momento linear do centro de massa do corpo;
e m = massa total

e v, = velocidade do centro de massa do corpo

Analogamente, a equacao do momento com respeito ao centro de massa C tem
a forma N¢g = L.C, e no caso do corpo rigido, o momento angular L¢ é dado pela
equacgao C.36. A equacao, para movimentos rotacionais sobre o centro de massa,
pode ser tratada independentemente do movimento de translacao do centro de
massa.

Podemos detalhar a equagao expressando Ng = Lc em Lg termos das compo-
nentes de eixos do corpo como L¢ = L,i+ L;j + L.k, onde L,, L, e L, sao dados
pelas equagoes (C.37), (C.38) e (C.39). Como L¢ estéd expressado em termos das
componentes dos eixos do corpo, as quais sao rotacoes com velocidade angular .
relativamente a um espaco inercial, Ng = I;c toma a forma N¢ = L"C +w X Lc.

Se o movimento ocorrer sobre um ponto fixo O, a equacao para o torque de um

corpo rigido toma a forma Ng = Lg cuja expressao pode ser expandida em termos
das componentes ao longo do conjunto de eixos do corpo com origem O.
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C.2.7 Equacao de movimento de Euler

Nesta secao considerar-se-4 o movimento de rotacao sobre um ponto.

A equacao do torque em relagdo ao momento angular é:

{N} = {L'} + [w}{L} (C.66)

Embora a diregao do eixo do corpo seja arbitraria, a equagao de movimento pode
ser consideravelmente simplificada, fazendo-a coincidir com o eixo principal.

Assim sendo, o produto de inércia desaparece, de modo que a matriz coluna do
momento angular reduz-se a

{N} = [{w} + {w}[I{w} (C.67)

Substituindo (C.67) em (C.66) obtemos

{L} = [I{w} (C.68)

que é conhecida como equacao de Euler de Movimento. Denotando o eixo
principal por 1,2,3 e o momento principal de inércia por A, B, C, a equacao de Euler
torna-se:

N1 = Aw'l -+ (C - B)LUZUJ3
NQ = Bch + (A — C)wlwg (069)
Ng = Cw3 + (B — A)LU1W2

Deve-se distinguir entre velocidade angular w do referencial, da velocidade an-
gular 2 do corpo. Considerando-se o momento angular

177



{L} = [D{2} (C.70)

tem-se o torque no corpo {N} = [I{¥} + {w}[I[{Q} que é a equagio de Euler
modificada.

C.2.8 Angulos de Euler

As componentes da velocidade angular wy,ws,ws sobre o eixo do corpo nao
podem ser integradas para obterem os deslocamentos angulares, e sao insatisfatorias
como meio de descrever a orientacao de um corpo rigido.

Para conhecer-se a orientacao de um corpo rigido no espaco, precisa-se de trés
coordenadas independentes, como visto na segao C.1.

Um conjunto que descreve toda a orientacao do corpo é o conjunto dos chamados
angulos de Euler. Estes sao trés deslocamentos angulares sucessivos que levam
adequadamente a transformacao de um sistema coordenado em outro, embora as
rotacoes nao sejam sobre trés eixos ortogonais. No entanto, os trés componentes
angulares podem ser expressos em termos do angulo de Euler e sua derivada no
tempo. A notacao mais comum dos angulos de Euler é: ¢, 0, 1.

Considera-se inicialmente o sistema X, Y, Z, onde a orientacao inicial do corpo
coincida com este sistema cartesiano.

Uma rotagado de um angulo ¢ sobre o eixo Z, leva esta triade a &', n',(’. Apds
isso, uma rotagao 6 sobre &’ leva o corpo a orientacao &, m,¢ onde £ é conhecido
como o eixo modal, permanecendo no plano horizontal todo tempo. Finalmente
uma rotagao ¥ sobre ( faz a triade coincidir com z,y, z (Figura C.8).

Ry (¢) representa a rotacao que leva X,Y, Z a &' 0/, (.
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Figura C.8: Angulos de Euller

cos¢ sing 0
{&'} = [Ri(o){ X}, [Ri(¢)] = | —sing cosd 0 (C.71)

0 0 1
Analogamente:
[0 0 1
{¢} = [R1(0)]{¢'}, [R2(0)] = | 0 cosf  sinf ] (C.72)
| 0 —sinf cosf
[ cosy  siny 0
{z} = [Rs(){¢},  [Rs(¥)] = | —sineg cosyp 0 (C.73)
0 0 1
Dal, {«} pode ser escrito diretamente
{z} = [Ra()|[Ra(0)][ R (0) { X} = [RI{X} (C.74)
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onde

COS ¢ coS Y — sin ¢ cos 6 sin 1) sin ¢ cos ¥ + cos ¢ cos 6 sin Y sin 6 sin ¢
[R] = | —cos¢cost) —singcosfsiny —singcosh + cospcosfsiny  sinf cosp
sin ¢ sin 6 —cos ¢sinf cos 6
(C.75)

Como [R] representa uma transformagao ortonormal entre dois sistemas carte-

sianos {X} = [R]" {x}.

A seguir, sera estabelecida a expressao da componente velocidade angular para
varios sistemas coordenados em termos das velocidades ng,H e pb, que sao conhecidas
como precessao, rotacdo e spin, respectivamente. Assim sendo, deve-se distinguir
entre velocidade angular w de um sistema coordenado e a velocidade angular €2 do
corpo em termos de componentes do mesmo sistema.

Mostra-se a partir da Figura B.8 que as componentes da velocidade angular do
sistema &, n, ¢ sao:

Q=10 (C.76)
Q,=¢ (C.77)
Q¢ = dcosh + 4 (C.78)

E claro, nao ha distingcao a ser feita entre o eixo do corpo x,y, z e o sistema de
eixos de mesma velocidade, tal que

Q, = w, = ¢psinfsini) + 6 cosp (C.79)
Q, = w, = d¢sinfcost) — fsingp (C.80)
Q. =w, = ¢cosl + 1 (C.81)

180



Escrevendo na forma matricial

Q, Wy sinfsiny cosy 0 b
Q, »=4 wy, p=| sinfcosyp —siny 0 7 (C.82)
Q, W, cos 6 0 1 P

Nota-se que a matriz de transformacgao nao é ortogonal, pois as velocidades ¢, #
e 1) estao sobre eixos que nao formam um sistema de coordenadas retangular.

No ponto # = 0 os angulos de Euler podem ser considerados singulares, pois nao
h& maneira de se distinguir entre as velocidades ¢, e ¥ naquele ponto.

Quando interessa estudar o movimento nas vizinhancas dessa configuracao, é
mais adequado descreve-lo por um conjunto de angulos diferentes, como foi mostrado

na segao C.1.

Assim, se x,y, z for obtida por meio de trés sucessivas rotacoes 6, 6s, 03 sobre
X,n' e (, respectivamente, entao (C.74) pode ser escrita como

{x} = [Re(03)][Ra(02)][R1(01)]{ X} (C.83)

onde [R] é a matriz dos cossenos diretores, como foi visto na segao C.1. A velocidade
angular do corpo pode ser escrita na forma matricial:

Q. sin 6 cos 6 sinf; 0 91
Q, p=| —cosbysinf; cosfs 0 0y (C.84)
Q, sin 0, 0 1 93

Segue agora o apéndice D, no qual abordamos um modelo da dinamica de um
rotor desbalanceado atachado a um suporte elastico e governado por um torque
constante, a fim de complementar o capitulo 2.
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Apeéendice D

Modelo da Dinamica de um Rotor
Desbalanceado atachado a um
Suporte Elastico e Governado por
um Torque Constante

Sabe-se que sistemas integraveis para os quais as solugoes da equagao de Newton
podem ser reduzidas a solu¢ao de um conjunto de equacoes simultaneas, seguido
de integracoes de variaveis simples. Se restringirmos para sistemas Hamiltonianos
o problema é simplificado. Pode-se dizer que um sistema completamente integravel
é aquele onde existe N analitica simples independente - estimada das primeiras
integrais. Observamos que todos os sistemas de solucoes exatas na mecanica classica
sdo integraveis neste mesmo sentido. Se utilizar o critério de Melnikov (Melnikov,
1963) a fim de concluir a existéncia de caos Homoclinico num sistema dinamico
podemos concluir a presenga de uma ferradura Smale e entao a nao-integrabilidade
do sistema considerado (Guckenheimer and Holmes, 1983).

O objetivo desta nota é apresentar uma discussao sobre a integrabilidade de um
problema dinamico simples, ainda nao explorado. Dando uma excelente idéia de
sua integrabilidade. Organizamos esta nota como segue. Na secao E.2 discutimos a
integrabilidade de um modelo simples relacionado a dinamica de um rotor desbal-
anceado atachado a um suporte elastico e governado por um torque constante. Na
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secao E.3, as observagoes conclusivas desta nota.

Para investigar a dinamica de ”spinup”durante a ressonancia, consideraremos
um modelo simples relacionando a dinamica de um rotor desbalanceado atachado a
um suporte eldstico e governado por um torque constante como na Figura D (Rand
et al., 1992) e (Kinsey et al., 1992) onde M; é a massa do suporte; M, é a massa da
parte desbalanceada do rotor; I é o momento de inércia da parte desbalanceada do
rotor sobre o eixo de rotacao; E é a distancia da massa M, do eixo de rotacao; k é
a constante da mola do suporte e A é a magnitude do torque aplicado.

k

e
OO

Figura D.1: Sistema constituido de um rotor desbalanceado atachado a um suporte
eldstico e governado por torque constante

Se negligenciarmos a gravidade e a friccao, as energias cinética e potencial para
este sistema vibrante sao:

1 1 ., 1 . :

T = §M1:i;2 + 5192 + §1\42(:,:'1 + 2Ei6 cos § + E*0%) (D.1)
1 2

U = Ska® — Af (D.2)

Entao as equacgoes de Lagrange do movimento sao:
(My + My)i + MyE(f cos 6 — 6?sin ) + kz = 0 (D.3)
(I + MyE*)f + MyEi cosf = 0 (D.4)
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Este sistema pode ser escrito em variaveis adimensionais fazendo

k
=4/ — D.
TN M+ M, (D-5)
M, + M,
=y 2 D.
2=z T4 LE? (D.6)

(M + My)A
L= S (ESTNz) (D.7)
e — _ MeE (D.8)

VM + My E?

O que resulta
2"+ 2+ e(0" cosh — 07 sinf) =0 (D.9)
0" +ez" cos = L (D.10)

Integracoes numéricas realizadas por (Rand et al., 1992) e (Kinsey et al., 1992)
mostram que quando 0 aproxima-se da freqiiéncia de ressonancia do oscilador su-
porte, isto é, o movimento em 6 é capturado ou passa através da ressonancia.
Fazendo uma série de transformacoes de coordenadas usadas pelos autores, ree-
screvemos as equacoes adimensionais das equagoes do movimento na forma conve-
niente:

d*u 9
—7 tu(t) =u (D.11)
w(t) = w(0) 4 eh(t) (D.12)
e denotando w(0) = w (D.13)
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Observamos que no paper referido o autor usa h(t) = t. Sabe-se que t é o
primeiro termo da expansao em série da funcao Seno. Este ponto sera significante
para o comportamento da andlise dinamica nao-linear do problema considerado aqui.

Note que a equagao (D.13) pode ser escrita como:

f:M*xR—T
o (L)) = o (>4

Assumindo que w(t) = w(0) + eh(t) e denotando w(0) = w obtém-se que
fe=pren@o=|t_ a2 0] o

Tomando-se ¢ = 0 obtém-se um sistema integravel associado. Sua primeira
integral é dada por:

H:M?>— R
"2 3
{Z}e%—% wx (D.16)

. . t t .
cujos pontos fixos sdo zq = [ w? 0] exs = [ —w'? 0]. Se w < 0 ndo nao
existe pontos fixos. Sua matriz Jacobiana e sua polinomial caracteristica sao dadas
por:

Do) = { gu (1) } (D.17)

N —2u=0 (D.18)
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Para z; tem-se que A = £(2w'/?)'/2 e para x5, A = +5(2w'/?)"/2 onde j% = —1.

~ . t,
Note que para w = 0 os autovalores sao zero pois [ 00 } ¢ um ponto de
bifurcacao com co-dimensao 1, e para o caso analizado, o interesse esta em 0 sendo
x1 um ponto de sela hiperbdlica e x5 é um centro eliptico.

D.1 Orbita Homoclinica do Sistema Integravel

Tomando o sistema integravel a funcao Hamiltoniana associada a o6rbita ho-
moclinica é:
(2w*?)

5 = D.1
M= (D.19)

Onde a érbita homoclinica é dada pela equacao diferencial

_ \/‘\/_ —wu+ 2“’3/2 (D.20)

Cuja solugao considerando a condigao inicial u(0) = 0 é (Rand et al., 1992)

{ Z } " 1+ sec }\L/(;_le/z;\/@) (D.21)

1 — 5sec h(tw'/*/2)

(D.22)
wl/%/2tan h(tw'/*v/2) sec h(tw'/4/2)
1+sec h(twl/4/2)

D.2 Funcao de Melnikov-Poincaré
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Os autores mencionados, na saida do problema utilizaram h(t) = t. Sabe-se que
t é o primeiro termo da expansao em série da funcao Seno, que sera utilizada para
uma perturbacao periédica para determinar a funcao de Melnikov-Poincaré.

Entao consideraremos:

h(t) = sin(wt) (D.23)

Entao a funcao de Melnikov-Poincaré é:

o tan hnsec hnsin |w(t + /4)
wl/4y/2
i & ]

D.24
(1 + sechn)? ( )
Ou
M (t) = —K cos(wt) (D.25)
Onde
T 2 W W
K= T csch [W] sec h [W} (D26)

Nesta maneita pode-se checar se esta funcao possui zero simples entao o sistema
o sistema dinamico possui um mapa de ferradura e entao nao é integravel. Nota-se
que a derivada de M é dada por:

M'(t) = wk sin(wt) (D.27)

Nesta maneira para a perturbacao da mesma espécie de (D.23), o sistema dinamico
perderd integrabilidade e apresentard comportemento cadtico para todos os valores
de w.

Ainda a fim de complementar o capitulo 2, segue o apéndice E, com algumas
simulagoes numéricas do sistema representado pela Figura 2.3b.
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Apeéendice E

Simulacoes Numéricas
Complementando o Capitulo 2

A fim de complementar os resultados obtidos no capitulo 2, exibiremos aqui
algumas simulacoes numéricas para o problema descrito pela Figura 2.3b.

As Figuras E.1, E.2 e E.3, representam a simulagdo numérica das equagoes (3.5)
e (3.6) para o caso linear (a = 0) enquanto que as Figuras E.4 a E.6 representam a
simulagao numérica das equagoes (2.5) e (2.6) para o caso nao-linear (a # 0).

Para as simulagoes numéricas do caso linear utilizamos para os parametros os
seguintes valores: yo = [000.50.5],¢ = 0.05, 4 = 0.01, 4y = 0.1, 0 = 0,1 = 0.9,c« =
0,E0=4,FE,=15,f=45Q=12,7 = 10.

J& para as simulacoes numéricas do caso nao-linear foram utilizados os valores
Yo = [000.50.5],& = 0.05, 4 = 0.01, 41 = 0.1, 42 = 0,1 = 0.9, = 0.01, Ey =4, E; =
1.5, f=45Q=1.2,7 = 10.

O Mapa de Poincaré, Figura E.7, mostra a presenca de caos no sistema analisado.
Os valores dos parametros para esta simulacao foram: yo = [000.50.5],& = 0.05, u =

0.01, 01 = 0.1, 102 = 0,1 = 0.9,a = 0.01, By = 4, F, = 1.5, f = 45,Q = 1.2, 7 = 10.

A Figura E.8 retrata os expoentes de Lyapunov para o mesmo sistema, utilizando
para os parametros os seguintes valores: yo = [000.50.5],& = 0.05, x = 0.01, 4 =
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01,10 =0,1 =0.9,0=0.01,E=4,E =15, f=45Q= 12,7 = 10.
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Figura E.1: Histérico de y no tempo para o caso linear
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Figura E.2: Histérico de é no tempo para o caso linear
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Figura E.3: Plano de fase y x ¢y para o caso linear
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Figura E.4: Histérico de y no tempo para o caso nao-linear
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Figura E.5: Histérico de é no tempo para o caso nao-linear
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Figura E.7: Mapa de Poincaré
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Figura E.8: Expoentes de Lyapunov
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Apeéendice F
Equacoes Nao-lineares de Vigas

O objetivo deste apéndice é desenvolver as equagoes para entender a dinamica
nao-linear de vigas para que possamos posteriormente escrever as equagoes da viga
no espago excitada pelo potencial da Terra, que é o ponto central de nossa pesquisa
pois futuramente devemos incluir outros efeitos na dinamica.

Adotaremos aqui (x,y, z) como sendo o sistema inercial e (£, 7, () como os eixos
principais da secao transversal da viga na posicao s. Serd assumido que o equilibrio
estatico da viga corresponde a situacao onde o eixo £ e x sao coincidentes e que os
outros dois eixos principais 77 e ( sao paralelos a y e z, respectivamente. Em geral,
cada se¢ao transversal da viga tem um deslocamento elastico e uma rotacao do seu
centro C.

Denotaremos as componentes do vetor deslocamento por u(s,t),v(s,t) e w(s,t),
onde t denota o tempo. Veja Figura F.1. A orientac¢do dos eixos principais (£, 7, ()
da secdo transversal da viga em s relativamente ao sistema inercial (z,y,z) sao
descrito por trés rotagoes sucessivas dos angulos de Euler.

A sequéncia (s, t),0(s,t) e ¢(s,t), veja Figura F.2, resulta em um conjunto
de equacoes diferenciais que foi apropriada para uma andlise de perturbacao do

acoplamento flexao-flexao-tor¢ao, movimentos nao-lineares da viga.

A velocidade angular do sistema (£,7,() com respeito ao referencial inercial,
denotada por w(s,t) foi obtida diretamente da Figura F.2 como
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X (&.n-L) Secio Fixa
(X,Y.Z) Sistema Inercial

Figura F.1: Sistema de coordenadas usado para desenvolver as equagoes que governam o
movimento

w(s, t) = Uz + Oy, + ¢ =
= (¢ — UsinO)E + (¢ cos sin ¢ + 0 cos p)n +
+(@/J cos @ cos ¢ — ¢sin P)¢ =

= wel + Wy +weg (F-1)

Tém-se entdao um total de seis varidveis dependentes (u,v,w) e (¢,0,¢) . A

"linha” denota a diferenciagao parcial com respeito ao arco s. A rigidez de inexten-
sibilidade implica que

14+u)  +0v*+uw?=1 (F.2)
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Da Figura F.2 também é visto que os angulos (s, t) e 6(s,t) estao relacionados
com as derivadas espaciais de u(s,t),v(s,t),w(s,t) como

!/

t —
any 1+
tanf = (ERITCE (F.4)

Para obter as equacoes do movimento, sera usado o Principio Extendido de
Hamilton, com a rigidez de inextensibilidade juntamente com o Lagangeano do
movimento pelo multiplicador de Lagrange A(s,t).

Sejam pe, py, pe respectivamente a curvatura torsional e a "bending curvature” da
viga na posigao s, o lagrangeano especifico [ associado com os movimentos elasticos
da viga é dado por:

1 . . . 1. 4 .
L= gm (@ +0° 4+ %) + 5 (Jewg + o, + Jcoc) —
1
) (Dgpg + ani + Dgpg) (F.5)
onde, J¢, Jp, jc sa0 os principais momentos de inércia da massa da viga e D¢, D,,, D¢

sao as principais rigidez; D € a rigidez torsional e D,, D¢ as rigidez flexural.

Analogamente, pe, py, pc a0 as componentes da curvatura do vetor p(s,t), Crespo
da Silva [21]. Entao,

p(s,t) = (¢ — ' sin )& + (V' cosfsin g + 6 cos d)n
+(¢' cos f cos ¢ — @' sin ¢)¢
= e + ot + 1§ (F.6)

199



”

1 9191

=
iy
=
NaLt

o

v

Yy
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F.1 Equacoes do Movimento

Tomamos agora todas as equagdes do vinculo, equagdes (F.2), (F.3) e (F.4),
para se obter as equacoes diferenciais do movimento em termos dos deslocamentos
v(s,t),w(s,t) e do angulo ¢(s,t), provaremos a conveniencia de eliminar a depen-
dencia da variagao do lagrangeano [ ou as variagoes 66(s,t) e 01 (s,t) Isto pode ser
feito pelo uso das equagdes (F.3) e (F.4), juntamente com a equacao (F.2) para [
pela defini¢ao do multiplicador de Lagrange (s, t).

Das equagoes (F.3)e (F.4), a variacao virtual 60(s, t) e d9(s,t), sao obtidas como

00 00 o0
0= —ou' + —ov + —bu
5 (5u/5u + 51}’&} + 5w/5w
/ / ! Soyl
_ w,(l—{—U)(SU +’U(5U —510/ (1 +ul)2 —|—UI2 (F?)
(14 u)? + 02

200



w w o A+ (14 uf)o
= (?u’ o v = (1+u)?+ 02 (F8)

Sejam

e §WWp o trabalho virtual associado com qualquer movimento da limitagao s = 0
es=0L.

® Qu,Qv, Qu, Qs qualquer generalizacao de forca associada com o deslocamento
virtual du, 0v, dw, §¢, respectivamente e em conta pelo lagrangeano (tal como
amortecimento e forgas externas).

A forma estendida do Principio de Hamilton requer que

to L A
(51:5/ / {l+§[1—(1+u’)2—v’2—w’2}}dsdt
t1 0

to L
+/ {5WB + / (Quéu + Quov + Q0w + Qydd) ds} dt =10 (F.9)
t1 0

Das equagoes (F.7) e (F.8) sao obtidas as seguintes equagoes diferenciais e condigoes
de contorno, apds a realizagao das integrais por partes na equacao (F.9):

P 97

o1 1’

G, = |Ay 69
Y o + Aoy —l—)\v

v

=mv — Q, (F.11)

/ 89 12 ! .
G, = |Ay + A | =mw — Qy (F.12)
w
4,-Q,  (F.13)

ol
{8¢’5¢ Guby — Guby — Gruby + W

+ [Hy — H (1 4+ )" W] 60" + [Hy — Hu(1 +u)""w'] } [=0 (F.14)
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Nas equagoes de (F.10) a (F.14) as fungoes A, e H, com a = 1,0, ¢ sao dadas
por:

o1 o2
Ao =506 T Osoa T e (@7 0:00) (F.15)
ol oy 9l 9
Ho= 350w Y og 0w (=000 (F.16)

Como as equagoes bésicas de (F.10) a (F.14) sdo validas para deformagoes
arbitrariamente grandes, elas nao sao apropriadas para analisar qualitativamente
grandes movimentos oscilatérios da viga, pois em geral, eles nao sao controlados
pela analise de perturbacao. Dai, com o apoio das hipoteses de elasticidade elas sao
derivadas sem recurso de comparacao a priori das importancias relativas dos varios
termos nao lineares envolvidos. Todavia, um conjunto consistente matematicamente
de equagoes aproximadas com nao linearidades polinomial que ainda contém rele-
vantes informagcoes sobre o movimento, como os efeitos da ressonancia nao linear,
pode ser prontamente obtido delas. Isto é demonstrado na secdo F.2. Apenas nao
linearidades de terceira ordem, que descrevem a ressonancia primaria nao linear no
sistema, serao retratadas em equacoes aproximadas.

Para examinar o comportamento nao linear do movimento, com nao linearidades
polinomial de ordem 3 para (s, t) e (s, t) que sdo usadas para eliminar estes angulos
das equagoes finais do movimento sao obtidas como

12 2

b= <1+%+%) (F.17)
w/?

0~ —uw' (1 + ?) (F.18)

Fazendo uso das equagoes (F.17) e (F.18), a expansdo para os termos Ay, Ay e
A, aparecendo nas equagoes diferenciais (F.10) a (F.14) e dados pela equacao (F.15)
podem ser obtidos.
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Omitindo as manipulagoes algébricas envolvidas naquelas expansoes, e conside-
rando @7 a expansao polinomial de ordem 3 para @, (@ = u,v,w, ¢) as equagoes
diferencias do movimento para a viga com nao linearidades da ordem considerada,
e usados na secao F.2, sao obtidas como

G = mii— Q" (F.19)
G =mi— Q: (F.20)
Gl = mi — QF, (F.21)

—[De(¢' +w' + ")) + (D — D¢) [(v = w")¢ — v"w"]
e 0 = (G = ) | (4 =)o — | = Q3 (F.22)

1
u' = —5(0’2 + w'?) (F.23)

A expansao das condigoes de contorno para as equagoes de (F.19)a (F.23), sao
obtidas da equagao (F.14) com as fungoes G, Gy, G, dadas como mostrada nas

equagoes de (F.19)a (F.23) e as fungoes a%’ H,—H,(1+u')"W' e H,— H,(1+u) "'/

escritas como:

ol

95 —D¢ (¢ +0"w') (F.24)

Hy — Hy(1+ )™ ~Dg(¢! + ") — (D, — D' — w"9)
—D¢[v" + 0" (00" + w'w")) (F.25)

H+w— H,(1+u) " ~ (D, — D¢)(w"¢* + ")
—D,w" — w'(Dev'v" + Dyw')w” (F.26)
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F.2 Movimentos Forcados

A Figura F.3 ilustra o sistema a ser analisado. Assumimos que existe uma
distribuigao periddica da freqiiéncia €2, dada como Q(s) cos(2t 4+ 7) e que esta atua
na direcao-v da viga.

O amortecimento do sistema sera assumido viscoso com coeficiente de amorteci-
mento c e trabalho virtual igual a —c(0dv+wdw), onde o ponto indica a diferenciagao
parcial com respeito ao tempo t.

Para simplificar sera assumido que a distribuicao da massa do momento de inércia
da viga nao exerce influéncia sobre seu movimento; esta hipétese implica que devem
ser consideradas apenas vigas em que freqiiéncias de oscilagoes torsionais sao maiores
do que freqiiéncias de oscilagoes fexurais.

Y

A

Figura F.3: Viga fixa-livre com excitacao lateral distribuida

Considerando os vinculos D¢, D,, D como sendo constantes e definindo o angulo
~ como

’y=¢—|—/ v”w’ds:¢—/ Vw'ds + v'w' (F.27)
0 0
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onde ¢ é um dos angulos de Euler definidos no apéndice C (segao C.2.8) e secao F.1,
as equagoes do movimento de (F.19) a (F.23) da segao F.1, para nao linearidades de
ordem 3 reduz para @, = Qs = 0,Q, = Q(s)cos(QU +7) —cv e Q,, = —c a

Dey” = (Dy = D[(v'™ = w') = "u’] =0 (F.28)

(D (u! ') = (D, — D! (') + o/’ +
+D" + Dyw”w' + N1 +4)} = G, =mii  (F.29)

{=Dear + (0, = Dol - w0y + [ vauras)-
0

— D" + 0 (0" + W)+ M} = Gl =mi+ v — Q(s) cos(Qt + 1) (F.30)

{Dé“/y/v” + (Dn _ DC)[(U”’Y)/ + (w/l,yQ)/ _ UN// wlvl/ds]_
0

Dyl +w' (v + w"™)] + '} = Gl = mib + e (F.31)

W= (F.32)

As condigoes de contorno para as equagoes de (F.28) a (F.32) s@o obtidas dire-
tamente das equagoes (F.14), (F.24) (F.25) e (F.26), sendo dadas por

a(0,t) =0 (a=u,v,w,v,v,w) (F.33)
a(L,t)=0 (a=H,— H,(1+u)", H,— H,(1+u)""w,9) (F.34)
Go(L,t) =0 (a=u,v,w) (F.35)

onde as fungoes H, — H,(14+ul)" v e H,— H,(1+v')"'w’ , sdo dadas pelas equagoes
(F.25) e (F.26).
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As equagoes de (F.28) a (F.32) podem ser escritas na forma adimensional nor-

malizando o comprimento do arco s e os deslocamentos elasticos u, v e w através do

comprimento L da viga, e definindo

D AL? cL? QL?
=t U A= ¥ = * = F.36
mL47 _D77 ) & mDnv Q D77 ) ( )
G, L?
O =QI2, /Dﬁn, G =, (= u,v, 0) (F.37)

Sera usada apenas a forma normalizada das variaveis, dessa forma omitiremos o

sobrescrito * para facilitar a escrita.

As equagoes (F.28), (F.29) e (F.30) indicam que vy, A e u podem ser tratadas
como variaveis de segunda ordem. As condigbes de contorno u(0,t) = 7(0,t) =

0,7'(1,t) = 0 e Gy(1,t) = 0 podem ser usadas para obter 7, u, A:

V== [—1 — ﬁy] / / v"w"dsds
By 0o J1

1
u= ——/ (v 4+ w'?)ds
0

onde,

(F.38)

(F.39)

(F.40)

(F.41)

as linhas e pontos denotam diferenciacao parcial com respeito as variaveis normal-

izadas s* e t*, respectivamente.
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Quando as equagoes (F.39) a (F.41) sao substituidas nas equagoes (F.30) e (F.31),
o resultado é um conjunto de duas equacoes integro-diferencial que nos deslocamen-
tos laterais v, w sao dadas por

ﬁ+c®+ﬁ7?}///l: {(1_/67) |i /// ”w//dS w/// 'U//w//dS:| _
0

[ e o) s

W+ cw +w" = { (1-0,) l v"w"ds — v”'/ w’v’ds] +
1 0

1—6 N’
_'_ 8i ( / ’U//U)//deS) } —{U) (v’v”—l—w’w”)}—

/

_% {w, /1 UOS(U'Q +w’2)ds} H} (F.43)

Os primeiros dois termos { } no lado direito das equagoes (F.42) e (F.43) séo
devido as expressoes nao-lineares para a curvatura da viga, enquanto que o terceiro
{ }, que envolve dupla derivagao, é o familiar momento de inércia nao linear.

Os termos representando o acoplamento nao linear entre os deslocamentos lateral
e torsional estao incluidos no primeiro { } de cada equagao.

As condigdes de contorno para as equagoes (F.42) e (F.43), como obtidas direta-
mente das equagoes (F.33) a (F.35) e das equagdes (F.24) a (F.26) na segao F.1 sao
dadas por:

v(0,t) = w(0,t) = v'(0,t) = w'(0,¢) =0 (F.44)
V'(1,t) = w"(1,t) =0"(1,¢) = w"(1,t) =0 (F.45)

Ressalta-se que os trés movimentos livres da viga com ¢ = 0 nas equagoes (F.42)
e (F.43) foram analisados por Crespo da Silva, no caso em que os movimentos v e
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w entravam em ressonancia nao linear. Foi encontrado que quando tais movimentos
eram iniciados por uma das direcoes principais da viga, digamos a direcao-v, com
condicoes iniciais infinitesimais na direcao-w, o modo-w foi predito crescer para
valores finitos, essencialmente independentes das condicoes iniciais, para (3, numa
regiao préximo a unidade. A regiao dos valores da rigidez proporcional 3, para o qual
o acoplamento nao-linear entre os movimentos v e w nao podem ser negligenciados
(isto é, a regido de ressonancia para o sistema), bem como os valores méximos da
variacao lenta das amplitudes dos movimentos, foram determinados por Crespo da
Silva [2] pela anélise de perturbacao das equagoes do movimento.

Aqui o problema de determinar a resposta harmonica de uma viga ressonante
nao-linear para a qual 3, unidade considerada.

Sob tais condigdes, os termos com coeficientes 1—/3, e (1—(3,)*nas equagoes (F.42)
e (F.43) sao de alta ordem que resultam na ordem da andlise de perturbagao; entao,
como encontrado em Crespo da Silva [2], tais termos exercem influéncia fundamental
no movimento nos casos em que ressonancia nao-linear entre o movimento v e w nao
estd préoxima 3, = 1 (quando a viga apoiada em s = 0 nao é simétrica).

Ressalto que no caso vertical linear a equagao (F.42) se reduz a seguinte equagao:

U+ cv+ " = Q(s) cos(Q + 7) (F.46)

Na seqiiéncia, apresentamos o apéndice G, onde abordamos alguns conceitos
sobre pressao de radiagao solar, ja que pretendemos aborda-la em trabalho futuro.
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Apendice G

Alguns Conceitos Sobre a Pressao
de Radiacao Solar

Apresentamos neste apéndice a pressao de radiacao solar que serd levada em
conta na continuacao deste trabalho, no doutorado.

Os fétons, ao incidirem na superficie externa do satélite, sao refletidos ou ab-
sorvidos por este; neste processo ocorre uma mudanca na quantidade de movimento,
que se traduz pro uma forca e um torque no satélite.

As hipoteses que serao feitas para a radiacao solar serao mais bem compreendidas
introduzindo-se o conceito de radiagao. Considere-se entao um elemento de area d A1,
fixo num sistema de eixos, tal que sua normal coincida com a dire¢ao k, Figura D.1.
Seja d°E a quantidade de energia que deixa dA; num intervalo de tempo d;, numa
direcao €2, confinada num angulo sélido df2 centrado em P. O versor normal, k, faz
com £ um angulo 6. Resultados experimentais indicam que a razao

d°F

cos 0d A, d)d, (G-1)

tende a um valor finito para um dado ponto P e para uma dada direcao €2, quando
dAq,dS) e d; tendem a se anular em qualquer ordem.
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Este limite serd denominado intensidade de radiacao no ponto P, na direcao €2,
e denotado por I. Entao,

d°F

I = li _
dAHOd(llrEOdtHO cos 0dA,d2d,

(G.2)

Note-se aqui que a energia é emitida ao longo de uma faixa de comprimento de
onda; portanto I representa a integral da intensidade de radiagdo monocromatica
sobre o comprimento de onda. Cabe observar também que dA;d cos @ representa a
projecao da area dA; numa direcao normal a €2, tornando dessa forma a definicao
de I independente da orientacao de dA;. A quantidade de energia por unidade de
tempo e de area que deixa dA, S; vale portanto:

S1 :/ I cos 6dS2 (G.3)
H

onde H indica integracao sobre um hemisfério. Usando-se coordenadas esféricas,
Figura D.1, tem-se:

2w 5
S = / / 1(0, ¢) cos 0 sin OdOd ¢ (G.4)
$=0.J9=0

Neste ponto é comum supor que a intensidade de radiacao, I, ¢é isotrdpica, ou
seja, nao depende de 6 ou ¢. Logo,

Sl =l (G5)

O fato de a intensidade de radiacao independer da direcao de emissao faz com que
o Sol se assemelhe a um disco de luminosidade uniforme, tanto no centro quanto nos
bordos, quando visto da Terra. Essa caracteristica, associada a pequena distancia
angular do Sol medida na superficie terrestre (aproximadamente 0.53°no equador
solar), formece elementos para considerar o Sol como um elemento de drea plano
que irradia uniformemente. Assim, por simetria, este elemento esta sempre com sua
face voltada para o elemento receptor. A poténcia incidente por unidade de area
numa superficie perpendicular a linha que une seu centro ao centro do Sol, situado
a uma distancia R do disco solar, vale:
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Figura G.1: Intensidade de radiagao

S A
§=22 (G.6)

onde S; é a poténcia por unidade de area emitida pelo disco solar, de area A;.

A poténcia S é chamada constante solar; para a distancia média a Terra ao Sol,
Ry = 149 % 10m vale:

Sy = 1353 watts/m? (G.7)

Esse valor se mantém aproximadamente constante, sofrendo apenas variagoes
conforme a atividade solar. A poténcia por unidade de area num ponto qualquer do
espaco, cuja distancia ao Sol é R metros, pode ser obrida em funcao de Sy:

Ry?
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A pressao devida a radiacao solar incidente que atua neste ponto é dada por

_ SRel K

P, —
c R? R=?

(G.9)

onde ¢ é a velocidade da luz. A constante K vale 1.011 % 107 N.

Num caso genérico, a radiacao incidente é parte refletida e parte absorvida
(supde-se aqui que a superficie seja opaca); a parcela refletida pode ainda ser re-
fletida especular ou difusamente. Diz-se que a reflexao é especular quando o angulo
de incidéncia é igual ao angulo de reflexao, comos rais incidentes, refletidos e normais
contidos num mesmo plano; diz-se que ela é difusa quando nao hé uma direcao pre-
feréncial para a radiacdo emergente da superficie. As superficies reais comportam-se
aproximadamente como uma combinacao de ambas as reflexoes, especular e difusa.
Baseando-se nisto, pode-se afirmar que uma parcela 7 da radiagao incidente é re-
fletida, e uma parcela p desta é refletida na forma especular. Os coeficientes v e p,
embora variem com a temperatura da superficie, freqiiéncia da radiacao incidente,
angulo de incidéncia, entre outros, serao considerados constantes aqui.

Tem-se assim dos casos limites: reflexao especular quando p = 1 e reflexao difusa
quando p = 0.

A forca que age num elemento de area dA, cuja normal forma um angulo 7 com a
direcao de incidéncia s®, Figura D.2, sera proporcional a area do elemento projetada

nesta direcao, ou seja:

dF, = P;dAcosn = dFNcosn (G.10)

onde dFy é a for¢a na diregao normal.

Decompondo-se a expressao (G.10) nas componentes normal e tangencial & su-
perficie, tém-se:
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dP, = —dFy cos®n (G.11)
dTy = —dFN cosnsing (G.12)

A forca devida a radiagdo emergente na forma especular possui o mesmo médulo
da incidente, diminuindo por um fator vp, que é a parcela dos fotons refletidos
especularmente:

dPp = —vyp dFn cos® 7 (G.13)
dTg = vp dFN cosnsinng (G.14)

onde os sinais negativos nas forcas indicam que estas atuam em diregoes contréarias
aos eixos. A intensidade de radiagdo da parcela refletida difusamente (supondo-se
que sua distribui¢ao seja uniforme em todas as diregoes) serd entdo:

x

I+ 7r(1 — p)Scosn (G.15)

A forca que age na superficie devida a radiagao refletida numa direcao ¢ suben-
tendida num angulo sélido %, Figura D.3, torna-se:

I dA
dFp = dA= cos—" (G.16)
c r
que, decomposta nas direcoes X¢ Y*¢ Z¢ resulta respectivamente em:
dPp = —1(1 — p)dFy cos 7 cos® § sin §dfd¢ (G.17)
s
dTp = —1(1 — p)dFN cos 1 cos 0sin 6 cos ¢pdfdg (G.18)
s
dLp = —1(1 — p)dFn cos 1 cos 6 sin 6 sin pdfdo (G.19)
T
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Figura G.2: Sistema de referéncia do elemento

Integrando-se as componentes, com 6 variando de 0 a 7 e com ¢ variando de 0
a 2m, as forcas Tp e Lp tornam-se nulas, e a componente normal resulta em:

2
Pp = —57(1 — p)dFN cosn (G.20)

A energia emitida difusamente pela superficie sera proporcional a quarta poténcia
de sua temperatura absoluta, Ty, de acordo com a equacao de Stefan-Boltzmann:

S; = eoTyy (G.21)

onde ¢ ¢é a emissividade da superficie e o é a constante de Stefan-Boltzmann.

A radiagao reemitida, da mesma forma que a reflerida defusamente, causa uma
forca apenas na direcao normal:
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Figura G.3: Radiagao refletida difusamente

AP, — _geaT{}V

dA (G.22)
C

A obtencao de Ty, porém, envolve a resolucao de equacoes diferenciais de troca
de calor, onde fontes tais como radiagao solar, atrito atmosférico, dissipagao de
correntes elétricas em condutores, etc, deverao ser consideradas.

[7] sugere a multiplicagdo da radiagao absorvida por um coeficiente k, que de-
pende das emissividades e temperaturas nos dois lados (frente e tras) da superficie.
Nas superficies adiabaticas k = 1, e nas superficies que possuem a mesma emissivi-
dade de temperatura em ambos os lados £ = 0. Entretanto, ainda assim permanece
a dificuldade de obter Ty,. Entretanto, a hipdtese de superficies adiabaticas é comum
em satélites que nao possuam painéis ou nao tenham alta velocidade de rotacao, ja
que em ambos os casos havera uma grande diferenca de temperatura entre as partes
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expostas a radiacao e as partes encobertas. Pode-se admitir, assim, que toda a en-
ergia absorvida é reemitida instantaneamente pela superficie, com uma emitancia
igual a absortancia, 1 — v, o que resulta para a forca na direcao normal em:

2
dPp = —5(1 — v)dFn cosn (G.23)

A resultante das forcas na direcao normal sera a soma de suas componentes

dPyn = —dFycosn {(1 + yp) cosn + g [v(1—p)+v(l— fy)]} (G.24)

onde o coeficiente v aqui introduzido vale

o TydA
= —— G.25
v c dFy cosn ( )

caso se conheca a temperatura do elemento, ou v = 1, como melhor aproximacao
casop Ty seja desconhecido (nao calculado). Aqui também foi suposto que a emis-
sividade da superficie é igual a sua absortancia, e embora a grande parte dos mate-
riais nao possua esta caracteristica, pode-se sempre adotar um valor médio para
sem se esquecer, porém que a influéncia da absortancia (1 — ) no célculo das forcas
¢ maior do que a emitancia.

Na direcao tangencial a forca vale:

dPt = —dFNcosn(1 — yp)sinny (G.26)

Obteém-se, assim, a expressao resultante, Figura D.2:

dFr’ = dPNk* + dPrj (G.27)

Substituindo-se as equagoes (G.24), (G.26) na equagao (G.27) e tirando-se a
direcao j¢ em funcao de s® e k¢, obtém-se que:
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ﬁRS = —PgdAcosn { [QVpcosn + ;(7(1 —p)+o(l— 7))} ke +(1— vp)ss}
(G.28)

Esta resultante devera ser integrada sobre toda a superficie externa do satélite,
com a condicao de que os elementos estejam iluminados, isto é,

cosn=—s°-k*>0 (G.29)

Deve-se integrar o lado nao-iluminado do satélite apenas quando se conhece a
temperatura de cada elemento. Neste caso,

S 2
dFg’ = S- 7)%T§/dAke (G.30)

para cosn < 0.
O torque elementar resulta em:

dMyg” = (8, - 13,) x dFg (G.31)

onde Tg e T, sdo respectivamente, os vetores posi¢ao do centro do elemento e centro
de massa do satélite.

Analogamente a forca aerodinamica, podem ser definidos dos coeficientes; Crg e
CRrL, que representam respectivamente o coeficiente da forca de radiacao na direcao
do Sol-Terra e na direcao perpendicular a esta

Fy, - s*
= .32
Crs P A (G.32)
Fy x s°
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onde F5 é a forca devida a radiagdo integrada sobre toda a superficie do satélite, e
A, é uma area de preferéncia qualquer.

Da mesma forma, podem ser definidos coeficientes de torques andlogos aos aero-
dinamicos:

Mg -i°

1\7[5 L3S
Criry = ﬁ (G.35)
NS, - K

onde My, é integrado sobre toda a superficie e L, é um comprimento caracteristico
do satélite.

A integracao analitica de Crg e Cgr em corpos convexos é mais facil que a
integracao dos coeficientes aerodinamicos, em virtude de nao possuirem func¢ao ex-
ponencial e funcao erro no integrando.

Quanto a corpos concavos, freqiientemente desprezam-se multiplas reflexdes em-
bora o sombreamento ou ocultacao de partes do satélite por outras partes deva ser
considerado.

Uma tultima observacao refere-se a obtencao da direcao de incidéncia, s, no
sistema do satélite. Esta é calculada a partir da posicao do Sol no sistema in-
ercial, s', utilizando-se das rotacoes relativas ao sistema inercial e ao sistema do
satélite. Quanto ao valor s’, este pode ser tirado diretamente de tabelas (Anudrio
Astronémico 1974) ou procedimentos computacionais.
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