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“If I have seen further, it is by standing

on the shoulders of giants.”

Isaac Newton



Resumo

Sistemas de acionamento mecânico por correia serpentina são amplamente usados em apli-

cações automotivas e industriais para transmissão de torque e potência. Tais sistemas estão

sujeitos a variações de tensão na correia devido à carga dinâmica nos acessórios, que levam

ao desgaste prematuro e redução da vida útil dos componentes. A análise do comportamento

dinâmico do conjunto é fundamental na fase de projeto e requer a modelagem não-linear do

sistema incluindo polias, auto-tensionador, correia e fontes dinâmicas de excitação. A vibração

transversal dos tramos da correia está acoplada ao movimento rotacional das polias e do auto-

tensionador, incorporando diversos mecanismos de interação dinâmica no sistema. Este trabalho

tem como proposta desenvolver um modelo matemático do sistema de transmissão por correia

utilizando a abordagem de multicorpos híbridos, tratando as polias e o auto-tensionador como

elementos rígidos e a correia como componente flexível. Na modelagem foi utilizada a Formu-

lação de Coordenadas Nodais Absolutas (ANCF), método de elementos finitos não-linear que

descreve o sistema através de gradientes e coordenadas de posição absolutas dos nós. Hipóteses

de pequenas deformações e deslocamentos, geralmente assumidas na teoria clássica de elemen-

tos finitos linear, são automaticamente eliminadas neste método, que leva em consideração os

tensores de deformação não-lineares da mecânica do contínuo. O Método de Newton-Euler foi

utilizado na modelagem puramente rotacional do sistema para comparação com o modelo hí-

brido acoplado e cálculo das reações dinâmicas. Uma bancada de ensaios foi especialmente

projetada, construída e instrumentada para fins de validação experimental, permitindo a aná-

lise do sistema de transmissão com e sem auto-tensionador em diferentes configurações. Os

parâmetros do sistema, tais como propriedades viscoelásticas, de inércia e rigidez, foram iden-

tificados experimentalmente em ensaios independentes, e utilizados na simulação numérica. São

apresentados os resultados de verificação teórico-experimental das forças de reação estática e

dinâmica no mancal da polia movida, de análise modal dos sistemas em função do nível de

tensão na correia nas condições estática e dinâmica, do efeito centrífugo atuante na correia e da

configuração de equilíbrio estático e dinâmico devido à ação do auto-tensionador. Simulações

numéricas são reportadas considerando o efeito de desbalanceamento das polias, flutuação de

velocidade, amortecimento da correia, força centrífuga e presença de carga dinâmica no alterna-

dor. Diversas análises paramétricas são apresentadas, revelando a influência de cada parâmetro

na resposta dinâmica do sistema. Os resultados numéricos indicaram satisfatória correlação com

os resultados experimentais, permitindo validar os modelos propostos em uma ampla faixa de

condições de operação.

Palavras-chave: ANCF, dinâmica de sistemas multicorpos flexíveis, sistemas de transmissão

por correia serpentina, método dos elementos finitos não-linear.



Abstract

Serpentine belt drive systems are widely used in automotive and industrial applications for

torque and power transmission. Such systems are subject to variations in belt tension due to

dynamic load of accessories, which lead to premature wear and life reduction of the compo-

nents. The dynamic behavior analysis of belt drive systems is required in the design stage, and

demands non-linear modeling of the system including pulleys, auto-tensioner, belt and dyna-

mic excitation sources. The belt spans transverse vibration is coupled to rotational movement

of the pulleys and auto-tensioner, incorporating different mechanisms of dynamic interaction in

the system. This thesis aims to develop a mathematical model for the belt drive system using

hybrid flexible multibody approach, treating pulleys as rigid elements and belt as flexible ones.

The approach used was the Absolute Nodal Coordinate Formulation (ANCF), a nonlinear fi-

nite element method that describes the system through gradients and absolute nodal position

coordinates. Assumptions of small strains and displacements, usually assumed in the classical

linear finite element theory, are automatically eliminated in this method, which takes into ac-

count the continuum mechanics nonlinear strain tensor. The Newton-Euler method was used for

purely rotational modeling of the system, for comparison with the coupled hybrid model and

determination of dynamic forces. A test bench was specially designed, built and instrumented

for purposes of experimental validation, allowing analysis of the transmission system with and

without auto-tensioner in different configurations. The system parameters, such as viscoelastic,

inertia and stiffness properties, were experimentally identified in individual tests and used in

the numerical simulations. Results are presented to theoretical and experimental verification of

static and dynamic reaction forces in the driven pulley bearing, modal analysis as function of

the belt tension level on static and dynamic conditions, centrifugal effect acting on belt and sta-

tic/dynamic configuration due to the auto-tensioner action. Numerical simulations are reported

considering the unbalancing effect of the pulleys, speed fluctuation, belt damping, centrifugal

force and presence of dynamic load in the alternator. Several parametric analysis are presented,

showing the influence of each parameter in the dynamic response of the system. The numerical

results indicated satisfactory correlation with experimental ones, allowing validate the proposed

models in a wide range of operating conditions.

Keywords: ANCF, dynamic of flexible multibody systems, serpentine belt drive system,

nonlinear finite element method.
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1 Introdução

1.1 O problema e a sua importância

Sistemas de transmissão por correia têm sido amplamente utilizados para transmitir torque

e potência tanto em aplicações automotivas quanto industriais. Grande parte dos atuais motores

veiculares utilizam apenas uma correia do tipo poly-V para acionar simultaneamente diversos

acessórios, tais como direção hidráulica, compressor do ar-condicionado, bomba d’água e alter-

nador, conforme ilustrado na Figura 1.1.

Esta correia, devido à configuração de montagem no sistema envolvendo os diversos ân-

gulos de abraçamento nas polias, é conhecida como correia serpentina, e substituiu as antigas

múltiplas correias de perfil V.

Figura 1.1: Motor automotivo com acionamento por correia serpentina. Fonte: Mercedes-
Benz©.

A popularização da correia poly-V na indústria automotiva deve-se ao baixo nível de ruído

quando comparado ao acionamento por engrenagens ou correntes, à facilidade de montagem e

manutenção, custo reduzido, confiabilidade do sistema e flexibilidade de acionar os acessórios

em diferentes posições do motor, resultando em economia de espaço físico no front-end.

Entretanto, tais sistemas podem apresentar comportamento dinâmico complexo, devido

às não-linearidades de natureza geométrica e/ou material. As cargas dinâmicas aplicadas no

sistema em geral resultam em vibração rotacional do auto-tensionador e das polias, além de
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vibração transversal dos tramos da correia adjacentes aos mesmos, ocasionando a propagação

de ruído estrutural, fadiga nos componentes, dentre outros problemas, motivando grande inves-

timento em pesquisas por parte de universidades, centros de pesquisa e fabricantes. A compre-

ensão dos efeitos dinâmicos envolvidos e condições de estabilidade têm sido objeto de estudo

em diversos trabalhos.

A correia é mantida tensionada através de um dispositivo auto-tensionador passivo ins-

talado no sistema, conforme mostrado na Figura 1.2. O auto-tensionador tem como função

principal regular de forma automática a tensão nos tramos durante a aceleração do motor ou na

presença de cargas dinâmicas rotacionais atuantes no sistema, condições críticas que levam à

deformação elástica da correia.

Figura 1.2: Front-end do motor MWM© MaxxForce 7.2H.

Duas abordagens têm sido até então empregadas no desenvolvimento de modelos para

sistemas de transmissão. Uma delas procura modelar o sistema como sendo puramente rota-

cional, em que a correia atua como molas axiais que acoplam as polias, consideradas como

elementos discretos rígidos. Neste tratamento, é desprezada a vibração transversal dos tramos e

a sua influência na dinâmica do sistema . A segunda abordagem modela o sistema considerando

os efeitos de inércia e vibração transversal dos tramos, incluindo a dependência das frequências

naturais com a velocidade axial da correia. Este modelo analítico híbrido, composto por elemen-

tos discretos (polias) e contínuos (correia), é mais completo e realista, mas apresenta elevada

complexidade de modelagem e análise, tanto do ponto de vista teórico quanto computacional.

As principais contribuições científicas nesta área buscaram incorporar os efeitos da rigidez de

flexão no modelo, a inclusão de dispositivos auto-tensionadores com atrito seco e viscoso no

sistema, e efeitos de viscoelasticidade da correia.
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Trabalhos recentes procuraram dar enfoque mais abrangente e numérico ao problema,

abrindo uma nova e promissora linha de pesquisa. Propostas surgiram para a modelagem do sis-

tema de transmissão pelo método clássico de elementos finitos, incluindo a interação do contato

correia-polia, até então não considerado nos modelos e tratado de forma independente. Nesta

abordagem, efeitos de deslizamento, perda de contato e stick-slip podem ser naturalmente ob-

servados. Os principais problemas apontados foram o negligenciamento dos efeitos não-lineares

no modelo proposto e a necessidade de discretização da malha em um número muito grande de

elementos, comprometendo o desempenho computacional.

Uma nova formulação não-linear de elementos finitos, baseada em coordenadas nodais

absolutas, foi recentemente desenvolvida para aplicações em sistemas multicorpos flexíveis que

apresentam grandes deslocamentos e deformações. Neste método, os deslocamentos nodais são

diretamente descritos no sistema de referência inercial, e as inclinações dos nós, representadas

por gradientes, não impõem qualquer restrição às deformações angulares. Pesquisas recentes

têm revelado que a formulação proposta é bastante promissora e robusta para ser aplicada a

sistemas de transmissão, uma vez que incorpora em um só modelo todos os efeitos dinâmicos

presentes em tais sistemas.

Diversos trabalhos têm apresentado o uso da formulação de coordenadas nodais absolutas

em aplicações de engenharia, especialmente aquelas envolvendo efeitos não-lineares, tais como

pêndulo físico e vigas rotativas muito flexíveis, interação entre corpos rígidos deslizantes sobre

cabos extensíveis, mecanismos deformáveis, dentre outras.

Este trabalho apresenta uma nova aplicação da formulação de coordenadas nodais abso-

lutas (ANCF) na modelagem híbrida de sistemas de transmissão por correia. Os tramos são

modelados como elementos flexíveis, enquanto as polias e o auto-tensionador como elementos

discretos rígidos. Dois sistemas distintos são analisados, um com duas polias (tensionamento

manual da correia), e outro com a inclusão do dispositivo auto-tensionador. As equações de

movimento não-lineares são apresentadas em forma matricial, incluindo os efeitos centrífugos e

giroscópicos presentes em tais sistemas. Um procedimento de linearização em torno da configu-

ração de equilíbrio estacionário é empregado para proposta de análise modal e identificação das

frequências naturais do sistema. Também é proposto neste trabalho um modelo puramente rota-

cional baseado no Método de Newton-Euler, para comparação com o modelo híbrido acoplado.

Os resultados de diversas simulações numéricas dos modelos são suportados por experimentos

conduzidos em bancada de ensaios, com o objetivo de validação teórico-experimental.
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1.2 Hipótese

Utilizando técnicas de modelagem não-linear de sistemas multicorpos híbridos, a formu-

lação de coordenadas nodais absolutas pode ser empregada para descrever o comportamento

dinâmico de sistemas de transmissão por correia, incluindo os efeitos centrífugos e giroscópi-

cos presentes em tais sistemas.

1.3 Objetivos

Os objetivos principais deste trabalho consistem em desenvolver, aplicar e validar mo-

delos multicorpos híbridos baseado em ANCF para descrever o comportamento dinâmico de

sistemas de transmissão por correia, nas condições estática e dinâmica.

1.3.1 Objetivos específicos

Para alcançar os objetivos propostos, os seguintes objetivos específicos são estabelecidos:

• Estudo, implementação computacional e análise dinâmica do modelo de viga ANCF não-

linear proposto por Shabana (2013);

• Desenvolvimento e incorporação de componentes centrífugos e giroscópicos originais no

modelo ANCF, para descrever os efeitos dinâmicos presentes em vigas tensionadas que

se movem axialmente;

• Modelagem rotacional e híbrida do sistema de transmissão por correia, com e sem auto-

tensionador;

• Construção e instrumentação de bancada de ensaios para verificação experimental;

• Caracterização experimental dos componentes da bancada em ensaios independentes;

• Simulação numérica dos modelos propostos para diferentes condições de operação, utili-

zando os parâmetros identificados experimentalmente;

• Comparação dos resultados e validação dos modelos.

1.4 Contribuições originais

Este trabalho apresenta as contribuições originais listadas a seguir, ainda não reportadas

na literatura:
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• Desenvolvimento inédito dos modelos ANCF de força centrífuga e giroscópica, para in-

corporação dos respectivos efeitos dinâmicos nos tramos flexíveis da correia;

• Modelagem inédita das reações dinâmicas atuantes nos acessórios do sistema de trans-

missão;

• Linearização das equações de movimento acopladas do modelo ANCF proposto em torno

da posição de equilíbrio estático para análise modal do sistema de transmissão;

• Validação experimental dos modelos híbridos para diferentes níveis de tensão na correia,

considerando as condições estática e dinâmica;

• Modelagem híbrida do sistema de transmissão negligenciando o contato de toda a in-

terface correia-polia, que leva à simplificação das equações não-lineares de movimento

ANCF e redução do custo computacional de simulação.

1.5 Organização da tese

A tese está organizada como segue.

No Capítulo 2 é apresentada uma ampla revisão de literatura e o estado da arte em sis-

temas de transmissão por correia. São considerados os modelos de viga com movimento axial,

a mecânica do contato correia-polia, os modelos analíticos rotacionais e híbridos do sistema

de transmissão, com a evolutiva incorporação dos diversos efeitos dinâmicos não-lineares. A

aplicação do modelo clássico de elementos finitos é apresentada, bem como dos atuais modelos

não-lineares baseados na formulação de coordenadas nodais absolutas. Estudos sobre a carac-

terização experimental da correia são reportados, bem como o portfólio de trabalhos realizados

pelo grupo de pesquisa do Laboratório de Vibrações.

O Capítulo 3 trata do modelo de elementos finitos ANCF proposto neste trabalho para

representar os tramos flexíveis da correia. Os modelos de força longitudinal e transversal são

reportados, bem como as forças generalizadas e de inércia. Diversos testes numéricos são apre-

sentados para ilustrar a aplicação do modelo, tanto no regime linear quanto no não-linear. É

mostrado que o modelo não contempla os importantes efeitos centrífugos e giroscópicos pre-

sentes em vigas com movimento axial, como é o caso da correia. A energia cinética do elemento

finito ANCF é então modificada, viabilizando a incorporação de tais efeitos no modelo de forma

inédita. As matrizes giroscópica e centrífuga são apresentadas, e o modelo ANCF é validado

em testes numéricos utilizando o modelo linear FEM como referência, através do diagrama de

Campbell.

A modelagem do sistema de transmissão por correia é apresentada no Capítulo 4. Dois
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sistemas de transmissão são analisados, um com duas polias e outro com a presença de auto-

tensionador. São propostos dois modelos distintos: o puramente rotacional, baseado no Método

de Newton-Euler, e o híbrido, que contempla de forma acoplada tanto os elementos rígidos

quanto os flexíveis, fundamentado no método de elementos finitos não-linear ANCF. Os víncu-

los geométricos e as condições de contorno utilizadas no contato correia-polia são detalhada-

mente discutidos, bem como o procedimento de eliminação dos graus de liberdade dependentes.

Uma técnica de linearização das equações de movimento em torno do ponto de equilíbrio esta-

cionário é aplicada no problema, para viabilizar a análise modal do sistema.

A bancada de ensaios e seus componentes são apresentados no Capítulo 5. A instrumen-

tação utilizada e as curvas de calibração dos sensores são reportadas, bem como a lista completa

de equipamentos empregados nos experimentos.

O Capítulo 6 considera a caracterização experimental dos componentes da bancada, ne-

cessária para a identificação dos parâmetros a serem utilizados na simulação dos modelos pro-

postos. São apresentadas as características viscoelásticas da correia, as propriedades geométri-

cas e de inércia dos componentes, assim como o coeficiente de rigidez torcional da mola do

auto-tensionador.

No Capítulo 7 são apresentadas as simulações numéricas dos modelos, assim como os

resultados experimentais obtidos na bancada de ensaios. São reportadas análises nas condições

estática e dinâmica, com e sem auto-tensionador. A validação teórico-experimental é feita no

domínio da frequência por meio das frequências naturais do sistema e do diagrama de Campbell.

Finalmente, o Capítulo 8 destaca as principais conclusões da tese, enquanto o Capítulo 9

aponta as sugestões para trabalhos futuros.
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2 Revisão da literatura

2.1 Considerações iniciais

As pesquisas desenvolvidas ao longo dos anos em sistemas de transmissão por correia cos-

tumam ser subdivididas em três grandes áreas: a) as que consideram separadamente a dinâmica

do subsistema constituído pelos tramos da correia, polias e auto-tensinador, b) as que tratam

especifica e isoladamente da mecânica do contato correia-polia, e c) aquelas que recentemente

surgiram para descrever de forma unificada a resposta dinâmica do sistema completo. O objetivo

principal é contemplar em um único modelo multicorpos a interação das duas áreas anteriores,

de forma que os efeitos presentes na mecânica de contato sejam considerados na resposta dinâ-

mica dos tramos, polias e auto-tensionador, e vice-versa. De forma geral, ainda que tratadas de

forma independente, as duas primeiras frentes de pesquisa têm contribuído de forma expressiva

para o desenvolvimento dos atuais modelos multicorpos híbridos, viabilizando procedimentos

de verificação por meio de modelos experimentalmente validados dos dois subsistemas.

Muitos fenômenos dinâmicos importantes estão presentes nos sistemas de transmissão por

correia, incorporando complexidades do ponto de vista da modelagem matemática, simulação

computacional e análise, seja no domínio do tempo ou da frequência.

Nas seções seguintes, são apresentados os principais trabalhos relacionados à modelagem

e análise de tais sistemas, dos precursores aos mais recentes.

2.2 Cordas e vigas tensionadas com movimento axial

Diversas aplicações de engenharia podem ser representadas por materiais que apresentam

movimento axial: serras de fita, correias transportadoras, fitas magnéticas para armazenamento

de dados, sistemas de transmissão por correia e correntes, bobinadores de papel, chapas finas

e fios têxteis, veículos com esteiras rolantes, dentre outros sistemas. Um modelo mecânico

representativo de tais sistemas é mostrado na Figura 2.1.
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Figura 2.1: Modelo de viga tensionada com movimento axial. Fonte: Tang et al. (2013).
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Os primeiros trabalhos sobre sistemas de transmissão abordaram o problema conside-

rando a correia como um elemento de corda tensionada submetida a movimento axial. A aná-

lise era feita considerando a correia completamente desacoplada do sistema, desprezando a

influência da rotação das polias e demais componentes na vibração longitudinal e transversal

do elemento.

Elementos estruturais tensionados sujeitos a movimento axial experimentam efeitos cen-

trífugos e giroscópicos, onde tanto a tensão axial quanto a velocidade de transporte impac-

tam diretamente as frequências naturais de vibração transversal (Mote Jr., 1965; Sack, 1954).

Quando efeitos giroscópicos e de amortecimento estão simultaneamente presentes, tais sistemas

são classificados como não-auto-adjuntos, aumentando consideravelmente a complexidade de

solução e análise das equações de movimento (Zhang, 1999).

Wickert e Mote Jr. (1990) e Wickert (1992) apresentaram o modelo analítico de corda e

viga tensionada com velocidade axial constante. Foram reportados métodos de análise modal

para tais sistemas, bem como a solução em forma fechada das equações de movimento.

Öz et al. (1998) e Ponomareva e van Horssen (2009) analisaram a resposta transiente

de materiais com movimento axial sujeitos a aceleração. Os autores analisaram a influência

da rigidez de flexão na resposta dinâmica, e sugeriram a descrição dos modos de baixa e alta

frequência utilizando respectivamente os modelos de corda e viga.

Uma investigação do efeito da aceleração axial em vigas, considerando acoplamento de

coordenadas longitudinal e transversal, foi feita por Ghayesh (2012). O sistema giroscópico

parametricamente excitado foi analisado através de mapas de bifurcação (Ghayesh e Amabili,

2013). O acoplamento também foi considerado por Ghayesh et al. (2013), onde foi analisado o

comportamento não-linear de uma viga viscoelástica com movimento axial por meio de simu-

lação numérica.

Sloboda (2007) investigou a vibração transversal teórico-experimental de uma correia sob

excitação axial paramétrica. O objetivo foi desenvolver um modelo analítico com acoplamento

longitudinal/transversal e analisar o comportamento dinâmico do sistema. Um estudo paramé-

trico foi proposto para avaliar os efeitos da tensão inicial da correia, velocidade longitudinal,

rigidez axial e amortecimento. Os resultados mostraram a ocorrência de ressonância paramé-

trica do tipo 1:2 na correia, confirmando os resultados reportados por Beikmann (1992), Riedel

(2000) e Fujii et al. (2002).

Scurtu (2009) apresentou um modelo analítico não-linear para descrever o comporta-

mento dinâmico de uma viga tensionada submetida a excitação longitudinal em uma extre-

midade e engastada na outra. O objetivo do trabalho foi descrever o acoplamento existente entre

a vibração longitudinal com a transversal em correias, para aplicações em sistemas de transmis-
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são. A solução do modelo foi obtida utilizando o Método da Equação Análoga. Os resultados

mostraram que a vibração transversal é estável, mas apresenta transferência de energia com

o movimento longitudinal devido à ressonância interna. A amplitude de vibração transversal

mostrou forte dependência com o deslocamento transversal no ponto de excitação. Análises so-

bre a influência dos parâmetros da correia (tensão inicial, amplitude de vibração longituidinal,

comprimento e módulo de rigidez axial) foram apresentadas e validadas experimentalmente.

As principais conclusões foram (Scurtu et al., 2012): a) o aumento na tensão longitudinal re-

sulta em redução na amplitude de vibração transversal da correia, b) tramos com comprimentos

maiores apresentam menores amplitudes de vibração transversal, mantidas a mesma tensão e

amplitude de vibração longitudinal, c) um aumento da amplitude de excitação longitudinal re-

sulta no incremento da amplitude de vibração transversal, d) o deslocamento transversal é muito

maior que o deslocamento longitudinal, sendo originado a partir da variação da deformação lon-

gitudinal, e e) o módulo de rigidez transversal 𝐸𝐼 da correia é muito pequeno e sua influência

pode ser negligenciada quando comparado com o módulo de rigidez axial 𝐸𝐴. Estudos expe-

rimentais reportados por Musselman e Djurdjanovic (2011) também mostraram que a vibração

transversal da correia é sensível à tensão inicial e ao comprimento do tramo.

Diversos pesquisadores têm se concentrado no estudo da estabilidade de vibração trans-

versal de elementos estruturais tensionados submetidos a velocidade axial. Tais sistemas podem

apresentar comportamento tanto estável quanto instável, em função dos parâmetros e condições

de excitação a que são submetidos (Hwang e Perkins, 1994; Mockensturm et al., 1996; Pakde-

mirli e Ulsoy, 1997; Parker e Lin, 2001; Pellicano et al., 2004; Pellicano e Vestroni, 2000; Tang

et al., 2013).

As investigações mais recentes estão focalizadas no desenvolvimento de modelos não-

lineares, tanto analíticos quanto por elementos finitos, nos quais são considerados principal-

mente efeitos de grandes deslocamentos e deformações do material, comportamento viscoelás-

tico, condições de contorno não-lineares e acoplamento de vibração longitudinal/transversal/-

torcional (Brake e Wickert, 2010; Ding e Chen, 2011a,b; Čepon e Boltežar, 2007; Humer, 2013;

Kurmyshev, 2003; Lee e Oh, 2005; Wang et al., 2013; Yan et al., 2015; Özhan e Pakdemirli,

2013). Uma abrangente revisão sobre o estado-da-arte em vibração de cordas, vigas e placas

sujeitas a movimento axial pode ser encontrada em Marynowski e Kapitaniak (2014).

Dentro deste contexto, a formulação de coordenadas nodais absolutas (ANCF - Absolute

Nodal Coordinate Formulation) proposta por Shabana (2013), tem se destacado atualmente por

contemplar de forma abrangente todas estas características. Muitos trabalhos apresentam vali-

dação experimental dos modelos de viga ANCF aplicados em sistemas multicorpos, submetidos

a grandes deslocamentos e deformações (Gerstmayr et al., 2013). No entanto, apesar de bastante

promissor devido à descrição eficiente de deformações longitudinais e transversais não-lineares,
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este modelo ainda não tem recebido muita atenção nos trabalhos referentes a vigas com movi-

mento axial. Uma equação de movimento para viga ANCF com velocidade axial foi proposta

por Pechstein e Gerstmayr (2013), mas nenhuma análise foi reportada destacando a influência

dos efeitos centrífugos e giroscópicos presentes em tais sistemas sobre as frequências naturais,

tanto longitudinais quanto transversais. Também não foi mencionado a contribuição explícita

dos termos centrífugos e giroscópicos na equação de movimento do elemento finito.

2.3 Mecânica do contato correia-polia

Fenômenos complexos ocorrem durante a interação correia-polia. Ao longo do arco de

abraçamento da correia na polia, coexistem regiões onde ocorrem deformações elásticas cisa-

lhantes e regiões em que prevalecem o deslizamento, dando origem a mecanismos de dissipação

de energia.

A mecânica que descreve a interação correia-polia tem sido historicamente subdividida

em duas áreas de concentração: aquelas fundamentadas na teoria de creep e aquelas baseadas

no modelo shear (Firbank, 1970). A teoria creep é aplicável a correias isotrópicas, as quais são

consideradas elasticamente deformáveis, e desta forma, dão origem a forças de atrito decorren-

tes do deslizamento no contato correia-polia. A teoria shear assume que a correia é inextensível,

sendo aplicável a correias compósitas, como é o exemplo das poly-V utilizadas em aplicações

automotivas típicas (Alciatore e Traver, 1995; Gerbert, 1991).

As principais pesquisas concentram-se em modelar, analisar e validar a distribuição de

forças no contato correia-polia, para, dentre outras aplicações, predizer e maximizar a capaci-

dade de torque transmitido em sistemas de transmissão por correia (Bechtel et al., 2000; Čepon

et al., 2009a; Gerbert e De Maré, 1995; Kim et al., 2011, 1991; Kim e Marshek, 1987, 1990;

Kim et al., 1987; Kong e Parker, 2005a, 2006).

Fenômenos importantes surgem quando são incluídas na dinâmica do sistema a interação

do contato correia-polia. Na Figura 2.2 é mostrada a influência da tensão na correia sobre a

compressão da mesma nos sulcos das polias, revelando o efeito de assentamento nas regiões

de saída da correia nas polias. Pode ser notado que este efeito altera diretamente os ângulos de

entrada e saída da correia nas polias, influenciando a resposta dinâmica do sistema.

Outros efeitos também presentes estão associados à deformação radial, axial e cisalhante

que ocorre ao longo do abraçamento da correia na polia, e que variam em função do material

da correia, da tensão aplicada nos tramos e da interação dos componentes do sistema (Čepon

et al., 2010; Gerbert, 1991).
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Figura 2.2: Efeito da tensão sobre o assentamento da correia nas polias movida (esquerda) e
motora (direita). Fonte: Kim (2009).

2.4 Sistemas de transmissão por correia: modelos analíticos

Os modelos analíticos reportados na literatura se subdividem nos modelos puramente

rotacionais, que desprezam o efeito dinâmico de vibração transversal da correia na resposta do

sistema, e nos modelos híbridos, que incorporam os efeitos tanto da correia quanto das polias

e auto-tensionador, permitindo uma análise dinâmica integrada de todos os componentes do

sistema de transmissão.

Pesquisas conduzidas por Mote Jr. e Wu (1985) mostraram que em sistemas de transmis-

são por correia, a vibração transversal dos tramos pode excitar a vibração rotacional das polias,

através do acoplamento originado pela rigidez de flexão da correia. Wang e Mote Jr. (1986)

apresentaram um modelo analítico para um sistema de transmissão com duas polias, e suge-

riram que diferenças significativas no espectro de vibração e nas respostas temporais podem
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ocorrer se o acoplamento for negligenciado no modelo. Baseado no acoplamento dos tramos e

polias, Wang (1990) propôs a concepção de um amortecedor posicionado em um dos tramos

para dissipação de energia do sistema, com o objetivo de reduzir a amplitude de vibração do

outro tramo da correia.

Ulsoy et al. (1985) descreveram diversos potenciais mecanismos de instabilidade devi-

dos à presença de auto-tensionadores em sistemas de transmissão por correia serpentina. Foi

apresentado um modelo matemático do subsistema correia/auto-tensionador e uma orientação

de projeto para assegurar bom desempenho dinâmico. Os resultados de simulação, suportados

por experimentos, mostraram que existem quatro mecanismos primários de instabilidade trans-

versal da correia: a) ressonância do auto-tensionador, b) ressonância da correia, c) instabilidade

de Mathieu decorrente da variação de tensão na correia e d) velocidade crítica da correia. Os

autores concluíram que a redução da rigidez torcional da mola do auto-tensionador é efetiva no

controle da instabilidade do sistema.

Um modelo rotacional do sistema de transmissão foi proposto por Barker et al. (1991)

para simular as tensões nos tramos da correia durante rápida aceleração do motor. O modelo

contempla a vibração do auto-tensionador, a carga dinâmica dos acessórios e os efeitos de tensão

centrífuga atuantes nos tramos da correia. Os resultados teóricos tiveram boa acurácia e foram

validados experimentalmente.

Hawker (1991) desenvolveu e validou experimentalmente o modelo rotacional de um sis-

tema de transmissão por correia serpentina com auto-tensionador. O modelo é representado por

um sistema discreto com múltiplos graus de liberdade, cujos parâmetros são as inércias das

polias e os coeficientes de rigidez e amortecimento viscoso da correia. Os objetivos principais

foram a determinação dos parâmetros modais do sistema, da resposta forçada e da variação de

tensão na correia, uma vez que a flutuação de torque e a vibração rotacional estão associados a

mecanismos de instabilidade (Ulsoy et al., 1985). As principais conclusões foram: a) o módulo

de rigidez axial da correia pode ser assumido como constante dentro da faixa de tensão tipica-

mente aplicada em sistemas de transmissão, b) as frequências naturais mais altas associadas aos

modos predominantemente rotacionais do auto-tensionador não puderam ser encontradas expe-

rimentalmente, devido ao travamento por atrito interno do dispositivo, e c) a tensão inicial da

correia tem efeito negligenciável sobre as frequências naturais rotacionais, confirmando a ob-

servação experimental de que os modos predominantemente rotacionais são pouco sensíveis às

tensões dos tramos, diferentemente do que ocorre nos modos transversais da correia. As formas

modais rotacionais, a resposta forçada e a tensão dinâmica da correia não foram investigadas

experimentalmente. Foi reportado ainda a presença do modo de flexão dos eixos nos quais as

polias são montadas (wobble effect). A frequência deste modo mostrou ser dependente da ten-

são na correia e da inércia das polias, aumentando com o incremento destes dois parâmetros
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(Gaspar e Hawker, 1993).

O estado-da-arte em análise de vibração de sistemas de transmissão por correias foi apre-

sentado por Abrate (1992). Foram discutidos os efeitos da tensão inicial, velocidade axial, rigi-

dez de flexão, flexibilidade do suporte, grandes deslocamentos, imperfeições nas polias e cor-

reia, além de não-linearidades presentes. O trabalho descreve os modelos analíticos de cordas e

vigas, e apresenta análises de vibração transversal, torcional e axial. As conclusões revelaram

que a rigidez de flexão pode ter influência significativa no comportamento da correia, especi-

almente em modos de alta frequência. Foi mencionado a necessidade de desenvolvimento de

modelos que contemplem o acoplamento transversal da correia com a rotação das polias, in-

cluindo dispositivos auto-tensionadores.

Beikmann (1992) propôs e validou experimentalmente um modelo não-linear para descre-

ver o acoplamento do movimento rotacional e transversal de sistemas de transmissão por correia

serpentina com auto-tensionador. O modelo considera a correia elástica inclui o acoplamento do

movimento do auto-tensionador com o movimento transversal dos tramos adjacentes ao mesmo.

Os efeitos de velocidade axial da correia também foram considerados, através da incorporação

de termos giroscópicos e centrífugos. Foram analisadas as configurações de equilíbrio do sis-

tema na condição de operação (Beikmann et al., 1997), pequenas vibrações considerando a

influência da inércia da correia (Beikmann et al., 1996a), e a presença de não-linearidades geo-

métricas (Beikmann et al., 1996b). As principais conclusões foram: a) a análise de vibração do

sistema envolve o acoplamento linear entre componentes discretos (auto-tensionador) e contí-

nuos (tramos adjacentes da correia), b) o acoplamento entre a vibração rotacional e transversal

pode resultar em resposta dinâmica qualitativamente diferente daquela predita quando o acopla-

mento é ignorado, c) as frequências naturais do sistemas dependem da velocidade da correia,

devido às alterações da geometria e tensões de equilíbrio, d) a orientação do auto-tensionador

influencia ambos os modos transversais e rotacionais, e e) as frequências naturais dos modos

rotacionamente dominantes são praticamente independentes da rotação, como também repor-

tado por Hawker (1991). A análise não-linear revelou que pode ocorrer ressonância interna do

tipo 1:1, 1:2 ou 1:3, resultando em instabilidade no sistema, e que vibrações transversais da

correia na frequência 𝜔 resultam em flutuação de tensão na magnitude 2𝜔, podendo excitar mo-

dos rotacionais com frequências naturais próximas a este valor. As simulações teóricas tiveram

boa correlação experimental. Os resultados experimentais mostraram a existência de acopla-

mento rotacional das polias com o movimento transversal dos tramos, inclusive dos tramos

sem contato direto com o auto-tensionador, efeito este não considerado no modelo proposto.

Desta forma, vibrações transversais dos tramos podem excitar vibrações rotacionais das polias

e auto-tensionador.

Um modelo não-linear puramente rotacional, incluindo o auto-tensionador, foi apresen-
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tado por Hwang et al. (1994) para predizer o comportamento dinâmico e condições de desli-

zamento no contato correia-polia. O modelo foi linearizado na posição de equilíbrio estático e

utilizado para análise de vibração livre e forçada. Os resultados mostraram que as tensões nos

tramos da correia dependem do torque de pré-carga e da rigidez torcional do auto-tensionador,

do torque estacionário aplicado pelos acessórios do sistema de transmissão nas polias e da ro-

tação do motor (efeito centrífugo). Foi reportado que os modos rotacionais são muito pouco

afetados pela rotação, uma vez que os comprimentos dos tramos são praticamente constantes.

Simulações mostraram que pode ocorrer deslizamento no contato correia-polia durante a acele-

ração do motor, resultando em squeal e desgaste prematuro da correia.

Rim e Kim (1994) apresentaram e validaram um método para a estimativa das compo-

nentes de tensão estática e dinâmica de sistemas de transmissão, baseado na análise de vibração

transversal da correia em regime transiente no domínio da frequência.

Uma metodologia para projeto e análise de sistema de transmissão foi proposta por Kraver

(1995). O trabalho apresenta um modelo analítico para o contato correia-polia, com o objetivo

de predizer o fenômeno de stick-slip baseado nos parâmetros de projeto.

Moon e Wickert (1997) e Pellicano et al. (2001) investigaram o efeito da excentricidade

das polias na estabilidade de vibração transversal da correia em sistemas de transmissão. Os re-

sultados teórico-experimentais mostraram que a excentricidade dá origem à flutuação de tensão

nos tramos da correia, que podem resultar em instabilidade paramétrica no sistema.

Um método para a derivar as equações de movimento lineares de sistemas de transmissão

foi apresentado por Iwatsubo et al. (1997). O método foi implementado e o algoritmo usado para

formular as equações de movimento e determinar a resposta transiente do sistema. A proposta é

tratar sistemas de transmissão complexos a partir de combinações de elementos simples, como

polias e molas lineares.

Leamy (1998) analisou a influência do atrito de Coulomb na resposta dinâmica não-linear

de sistemas de transmissão por correia. Foi considerado atrito no auto-tensionador e no contato

correia-polia, para previsão do efeito de stick-slip em condições transientes e estacionárias.

O modelo proposto, baseado no modelo de Hwang et al. (1994), foi capaz de descrever os

fenômentos observados experimentalmente, tais como componentes sub e super harmônicos

na resposta, além de ressonâncias primárias e secundárias. O Método de Balanço Harmônico

Incremental foi utilizado para a análise não-linear do sistema, reduzindo o custo computacional

quando comparado com o método de integração direta das equações de movimento (Leamy e

Perkins, 1999).

Kim e Lee (1999) apresentaram o modelo analítico de um sistema de transmissão consti-

tuído por duas polias suportadas por bases flexíveis. As equações de movimento foram obtidas
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pelo Princípio de Hamilton e resolvidas pelos métodos de Galerkin e de Perturbação. Foram

analisadas as respostas livre e forçada do sistema. Uma análise de sensibilidade paramétrica foi

feita para investigar a influência da massa das polias e da tensão, comprimento, propriedades

mecânicas e velocidade axial da correia na resposta dinâmica do sistema.

Os efeitos de viscoelasticidade da correia foram introduzidos nos sistemas de transmis-

são por Zhang (1999). Neste trabalho foi apresentado um modelo viscoelástico Kelvin para

materiais com movimento axial e a sua incorporação no modelo analítico híbrido (com compo-

nentes discretos e contínuos) proposto por Beikmann (1992). O modelo é capaz de descrever

os mecanismos viscoelásticos de amortecimento da correia e capturar o acoplamento entre a

vibração rotacional e transversal. O Método de Escalas Múltiplas é empregado para a análise

de vibração não-linear livre, forçada e paramétrica de sistemas giroscópicos viscoelásticos. A

fonte de excitação é assumida ser originada pela excentricidade das polias. O Método de Aná-

lise Modal Complexa foi desenvolvida para análise de vibração de sistemas de transmissão por

correia híbridos não-autoadjuntos, para a determinação dos autovalores e autofunções (Zhang e

Zu, 1999; Zhang et al., 2001). Estudos de estabilidade de sistemas viscoelásticos sob excitação

paramétrica foram apresentados (Zhang e Zu, 2000). Uma abrangente revisão do estado-da-arte

foi reportada no referido trabalho. As principais conclusões deste estudo foram: a) o amorteci-

mento introduzido pelo modelo viscoelástico tem efeito pouco pronunciado sobre as frequên-

cias naturais não-lineares, mas é eficiente para reduzir a amplitude da resposta tanto de vibra-

ção longitudinal quanto transversal, b) as frequências naturais são reduzidas com o aumento

da velocidade axial da correia, devido aos efeitos centrífugos e giroscópicos, c) a velocidade

axial tem um efeito importante na resposta estacionária, desde que tanto as frequências naturais

quanto a excitação são dependentes da rotação, d) a propriedade viscoelástica altera as regiões

de estabilidade nos casos de excitação paramétrica, e) os modos rotacionais são independentes

da velocidade de rotação, enquanto os transversais apresentam forte dependência, f) em baixas

velocidades, o efeito da orientação do tensionador é desprezível sobre os modos transversais,

mas em altas rotações, o efeito é considerável, g) os autovalores de sistemas não-autoadjuntos

não são puramente imaginários, que são diferentes dos sistemas não-amortecidos, e h) intera-

ções não-lineares entre a vibração rotacional das polias e a transversal dos tramos podem causar

ressonâncias paramétricas. Diretrizes baseadas neste estudo foram reportadas como recomen-

dações importantes a serem consideradas na etapa de projeto. São sugeridos como trabalhos

futuros a caracterização experimental viscoelástica da correia, o desenvolvimento de modelos

viscoelásticos mais complexos incluindo a rigidez de flexão da correia.

Riedel (2000) investigou os efeitos de acoplamento não-linear da vibração transversal/lon-

gitudinal e transversal/torcional de sistemas de transmissão por correia. Os modelos analíticos

de corda e viga com movimento axial foram utilizados para representar os tramos da correia. O

principal objetivo foi analisar, através de técnicas de perturbação, as condições de estabilidade
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do sistema quando submetido a excitação paramétrica. Os resultados foram validados experi-

mentalmente através de bancada de ensaios. As conclusões do trabalho foram: a) as respostas

dos modelos de corda e de viga podem exibir resultados diferentes, que dependem também

do tipo de restrição, velocidade e tensão da correia, b) na presença de ressonância interna, em

certas condições a vibração longitudinal contribui para estabilizar o sistema, c) a excitação pa-

ramétrica surge devido à flutuação de tensão longitudinal na correia, originada pelos pulsos de

torque do virabrequim, d) a amplitude de vibração torcional foi pequena e modulada, indicando

movimento quasi-estático, e e) as respostas torcional e transversal da correia contém compo-

nentes harmônicos da primeira frequência natural transversal, sendo a frequência torcional duas

vezes a frequência transversal.

Estudos experimentais sobre a excitação paramétrica foram apresentados por Fujii et al.

(2002), confirmando os resultados reportados por Beikmann (1992) e Riedel (2000) da ocorrên-

cia de ressonância do tipo 1:2. As conclusões citadas pelos autores foram: a) ressonância ocorre

se a frequência de flutuação de tensão longitudinal na correia for igual a duas vezes a frequência

natural de vibração transversal de um dos tramos e b) vibração transversal também ocorre se

um dos tramos for excitado na frequência natural, sugerindo acoplamento de coordenadas.

A rigidez de flexão e seus principais efeitos na resposta dinâmica do sistema de trans-

missão foram apresentados por Kong (2003), que também investigou a distribuição de atrito e

tensão no contato correia-polia. O objetivo principal foi desenvolver um modelo analítico incor-

porando a rigidez de flexão dos tramos e analisar os seus efeitos sobre o acoplamento não-linear

da vibração longitudinal e transversal, com vista a explicar a ressonância que ocorre quando o

sistema é excitado na frequência de combustão do motor. O modelo assume que existem mo-

mentos de flexão no contato dos tramos com as polias, conforme mostrado na Figura 2.3.
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Figure 3.1. A prototypical three-pulley serpentine belt drive system. 

In this chapter, general equations of motion that incorporate belt bending stiffness 
are formulated using Hamilton’s principle for a three-pulley system. The equations show 
that vibration coupling exists between spans away from the tensioner and the pulley 
rotations. The mechanism of the coupling depends upon the steady state curvature of the 

spans. Correspondingly, a coupling indicator i  determined by the steady state is 

defined to measure the magnitude of vibration coupling of the whole system, where i

denotes the coupling indicator for individual spans. 

Figura 2.3: Modelo com rigidez de flexão. Fonte: Kong (2003).
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O indicador do grau de acoplamento é definido por um parâmetro que está associado à fle-

xão dos tramos. Desta forma, quanto maior o valor do parâmetro, maior o grau de acoplamento

do sistema, sendo nulo quando a rigidez de flexão é desprezada. A inclusão da rigidez de flexão

no contato correia-polia leva a acoplamentos não capturados pelo modelo de corda, resultando

em respostas dinâmicas bastante diferentes quando o a rigidez é elevada (Kong e Parker, 2003).

Quando a rigidez de flexão é considerável, todos os componentes discretos e contínuos do sis-

tema interagem fortemente, distanciando das respostas dinâmicas onde a rigidez é desprezada.

Para rigidez nula, os resultados convergem para o modelo de corda. O modelo não-linear foi

linearizado em torno da posição de equilíbrio estacionário e foram usados Métodos de Discre-

tização por Galerkin para encontrar de forma eficiente os parâmetros modais do sistema. Uma

análise foi apresentada correlacionando a variação das frequências naturais do sistema com a

rigidez de flexão, resultando em comportamentos bastante distintos quando são comparadas à

rigidez nula (Kong e Parker, 2004). Foi reportada uma expressão analítica para a estimativa do

módulo de rigidez transversal de correias poly-V, em que 𝐸𝐼 = (𝑚 − 1)2.867 × 10−3 N.m2,

sendo𝑚 o número de sulcos da correia. As principais conclusões deste trabalho foram: a) a rigi-

dez de flexão introduz acoplamento linear entre os tramos e as polias, com efeitos pronunciados

nas condições de rigidez elevada ou de baixa tensão nos tramos, b) a velocidade da correia tem

efeito atenuado sobre as frequências naturais quando a rigidez de flexão é incrementada, não di-

minuindo monotonicamente, e c) a rigidez de flexão introduz novas configurações de deflexão

dos tramos, altera os ângulos de abraçamento dos tramos nas polias (Kong e Parker, 2005b),

melhora a eficiencia de transmissão, mas reduz o momento máximo transmissível (Kong e Par-

ker, 2005c,d). O trabalho sugere como contribuições futuras a investigação dos efeitos de atrito

na interação correia-polia e dos mecanismos envolvidos no contato de entrada/saída da correia

nos sulcos das polias. Apesar de descrever efeitos de acoplamento importantes, o modelo não

foi verificado experimentalmente no trabalho.

Schulz (2004) investigou a resposta transiente de sistemas de transmissão por correia

utilizando modelo puramente rotacional e medida de deformação logarítmica. Os resultados

mostraram melhor convergência da solução numérica e explicaram fenômenos não-lineares ob-

servados experimentalmente mas que não são descritos a partir da medida de deformação linear.

Um método eficiente baseado nos Multiplicadores de Lagrange foi apresentado por Par-

ker (2004) para calcular os parâmetros modais e determinar a resposta dinâmica de sistemas de

transmissão, a partir do modelo analítico híbrido proposto por Beikmann (1992). No trabalho

foi reportado um estudo de sensibilidade paramétrica do sistema, onde são investigados os efei-

tos de rigidez e densidade da correia na resposta dinâmica, além da variação das frequências

naturais em relação à inércia das polias e velocidade de transporte axial. Um método alternativo

para a estimativa dos parâmetros modais do sistema de transmissão foi também apresentado por

Xiangwu et al. (2009).
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A dinâmica não-linear do sistema de transmissão com atrito de Coulomb e sujeito a ex-

citações multifrequências foi introduzido por Cheng (2004). Foram investigados os efeitos do

atrito seco do auto-tensionador na resposta dinâmica do sistema e as condições de stick-slip. O

sistema é estudado através de modelo analítico puramente rotacional com dois tipos de excita-

ção: duas forças externas com frequências distintas e força externa e outra paramétrica, levando

a comportamentos que podem ser periódico, quasi-periódico ou caótico. Análises de bifurcação

são apresentadas para ilustrar a influência das excitações sobre a resposta dinâmica do sistema

e as condições de estabilidade (Cheng e Zu, 2005). As principais conclusões foram: a) o atrito

de Coulomb tem impacto significante na amplitude de resposta do sistema, b) o amortecimento

da vibração do auto-tensionador aumenta com o torque de atrito, e c) em certas circunstâncias,

o atrito seco pode aumentar a amplitude de vibração rotacional das demais polias do sistema.

Polias anti-vibração têm sido desenvolvidas para atenuar a vibração rotacional em siste-

mas rotativos em geral, e foram aplicadas em sistemas de transmissão por correia. Estas polias

são geralmente acopladas no alternador e tornaram-se conhecidas comercialmente por OAP

(overrunning alternator pulleys) ou OAD (overrunning alternator decoupler).

Utilizando modelagem rotacional, Balaji e Mockensturm (2005) apresentaram um estudo

sobre o efeito de polias isoladoras/desacopladoras instaladas no sistema de transmissão. Os re-

sultados mostraram que estas polias são capazes de reduzir a flutuação de tensão na correia,

decorrente de excitações harmônicas originadas no virabrequim devido à sequência de combus-

tão.

Zhu (2006) incorporou os efeitos não-lineares destas polias no modelo analítico híbrido

do sistema de transmissão. Foram investigados ainda os efeitos combinados do atrito de Cou-

lomb e da rigidez de flexão da correia na resposta dinâmica do sistema (Zhu e Parker, 2008a),

com e sem a presença de auto-tensionador, incorporando contribuições dos trabalhos anteriores

de Beikmann (1992), Kong (2003) e Cheng (2004) . O autor utilizou os Métodos de Balanço

Harmônico e Escalas Múltiplas para a análise de perturbação não-linear do sistema (Zhu e Par-

ker, 2006). A polia anti-vibração foi modelada como uma mola linear com rigidez descontínua,

que permite a transmissão de torque em apenas um sentido de rotação, desacoplando o sistema

no sentido reverso quando ocorre vibração rotacional (Zhu e Parker, 2005). A análise baseia-se

na velocidade relativa entre as polias motora e movida, acoplando ou desacoplando o sistema.

O modelo proposto por Zhu (2006) é apresentado na Figura 2.4.

As principais conclusões foram: a) a resposta de vibração transversal dos tramos contém

harmônicos associados a efeitos não-lineares, b) as frequências naturais do sistema são sensí-

veis em relação ao acoplamento/desacoplamento das inércias das polias, apresentando o padrão

característico de curve veering (Zhu e Parker, 2008b), c) o torque de atrito atenua a vibração do

auto-tensionador, podendo ocasionar o seu travamento se a magnitude for muito elevada, d) a
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Figura 2.4: Modelo com rigidez de flexão, atrito de Coulomb e polia desacopladora. Fonte: Zhu
(2006).

polia anti-vibração é efetiva na redução da amplitude de vibração dos modos rotacionais, mas

pode não ser eficiente na atenuação da vibração transversal de todos os tramos da correia, e

e) a flutuação de tensão nos tramos situados entre duas polias adjacentes é reduzida devido à

presença das polias desacopladoras.

O efeito de stick-slip e histerese presente nos auto-tensionadores também tem sido alvo

de investigação em diversos outros trabalhos (Bastien et al., 2007; Chatelet et al., 2008; Garcia,

2009; Grego, 2015; Michon et al., 2005).

Análises do acoplamento induzido por auto-tensionador em sistemas de transmissão fo-

ram realizadas por Neward (2008). O objetivo foi confrontar os resultados dos modelos rotacio-

nal e híbrido, para verificar possíveis diferenças entre as duas abordagens. Foram comparados os

modelos rotacional (desacoplado) e híbrido (acoplado) propostos respectivamente por Hwang

et al. (1994) e Parker (2004), utilizando como parâmetro de validação os resultados experi-

mentais obtidos por Beikmann (1992). As simulações indicaram que o movimento rotacional

é afetado pelo deslocamento transversal dos tramos da correia. Os modos de baixa frequência

são afetados pelo acoplamento do sistema, e a análise desacoplada é apenas adequada para os

modos de alta frequência. A análise do sistema desacoplado não pode predizer com acurácia as

frequências naturais do sistema acoplado, que foram verificadas experimentalmente. O estudo

revelou ainda que os modos rotacionais são insensíveis à rotação do sistema, e que as frequên-

cias naturais dos tramos adjacentes ao tensionador diminuem com a rotação devido aos efeitos

centrífugos e giroscópicos, sendo esta queda menos pronunciada na análise do sistema acoplado

(Neward e Boedo, 2008).

Li e Chen (2008) derivaram a equação característica explícita de sistemas de transmissão a

partir das equações de movimento e das condições de contorno, viabilizando a análise modal do
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sistema acoplado. As simulações numéricas mostraram que as frequências naturais diminuem

com a rotação e aumentam em função da tensão inicial da correia, confirmando os resultados já

reportados na literatura.

Uma fórmula genérica e explícita baseada nas matrizes do sistema de transmissão foi pro-

posta por Hou et al. (2008) para a análise de sensibilidade paramétrica submetido à excitação

harmônica. Foi utilizado nas análises o modelo híbrido proposto por Beikmann (1992). Simu-

lações foram feitas para avaliar a sensibilidade dos parâmetros associados ao auto-tensionador

sobre a resposta dinâmica do sistema. A partir do estudo paramétrico, foram propostas otimi-

zações dos parâmetros com o objetivo de alterar as regiões de ressonância. Os resultados indi-

caram o real potencial de uso do método para o projeto otimizado de sistemas de transmissão.

(Cheng e Zu, 2003).

Michon et al. (2008) investigaram a instabilidade paramétrica de sistemas de transmissão

sob excitação multi-frequência. Os resultados teórico-experimentais mostraram que as carac-

terísticas não-homogêneas da correia ao longo do seu comprimento, tais como rigidez axial e

coeficiente de atrito com as polias são fontes de excitação, que podem originar instabilidade

paramétrica.

Os motores mais recentes estão equipados com sistema de partida rápida, que permitem

o seu desligamento durante paradas curtas (start-stop engine), para maior economia de com-

bustível e redução dos níveis de poluentes lançados na atmosfera. Nestes veículos, o alternador

convencional é substituído por um alternador/gerador de partida integrada (ISG - integrated

starter-generator) (Cai, 2004). Este dispositivo é capaz de aplicar torque elevado no sistema

de transmissão durante a re-partida do motor, originando alta tensão nos tramos adjacentes ao

mesmo. Nesta condição, pode ocorrer tanto o deslizamento no contato correia-polia quanto a

flutuação de tensão nos demais tramos do sistema (Olatunde, 2008), resultando em desgaste

prematuro dos componentes. Dentro deste contexto, pesquisas têm sido reportadas abordando

técnicas de controle ativo aplicadas a sistemas de transmissão, com o objetivo de minimizar

a oscilação de tensão nos tramos (Chen, 2005; Chen e Zhang, 2006; Gorbet e Bortoff, 1999;

Nouri, 2005; Okuda et al., 2006; Olatunde e Zu, 2010; Zhu, 2011).

Ding e Zu (2013) analisaram a resposta estacionária não-linear de sistemas de transmissão

com polias desacopladoras através de modelo analítico. O conjunto de equações de movimento

integro-parcial-diferencial do modelo com duas polias foi transformada para equações diferen-

ciais através do Método de Truncamento de Galerkin. O Método de Runge-Kutta foi utilizado

para obter a resposta temporal do sistema, e regiões de ressonância foram determinadas através

de excitação com varredura senoidal. Estudos paramétricos foram reportados para investigar o

efeito dos parâmetros do sistema sobre a resposta estacionária não-linear. Os resultados revela-

ram que a polia desacopladora é eficiente para reduzir a amplitude de vibração tanto rotacional
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quanto transversal do sistema.

Um método para a mensuração sem contato das tensões dinâmicas atuantes na correia

de sistemas de transmissão também foi proposto por Neudorf (2013). As tensões médias nos

tramos foram determinadas a partir das respectivas frequências naturais transversais, enquanto

as tensões dinâmicas foram estimadas a partir da amplitude de deslocamento transversal dos

tramos, da rotação das polias e do deslizamento que ocorre na interface correia-polia. O mé-

todo foi validado experimentalmente em um sistema de transmissão com cinco polias e auto-

tensionador. Os resultados obtidos por simulação mostraram acurácia em relação aos resultados

experimentais. Foi reportado que a equação de movimento da correia contemplando a rigidez

de flexão e condições de contorno de viga bi-articulada foi a que mostrou maior acurácia com

os resultados experimentais.

Em trabalhos recentes, Shangguan et al. (2013) compararam a resposta dinâmica de uma

corda viscoelástica tensionada sujeita a movimento axial com o modelo acoplado do sistema

de transmissão. Os tramos analisados estavam entre duas polias, e portanto não tinham contato

direto com o auto-tensionador. Os autores concluíram que as frequências naturais dos tramos

podem ser estimadas a partir do modelo de corda viscoelástico desacoplado. A influência da

rigidez e amortecimento da correia sobre a deflexão transversal dos tramos foi investigada. Os

resultados teórico-experimentais mostraram que a amplitude de vibração transversal é reduzida

com o aumento tanto da rigidez quanto do amortecimento.

O modelo rotacional de um sistema de transmissão com sete polias e auto-tensionador

foi proposto e validado por Shangguan e Zeng (2013b). Os parâmetros utilizados na simulação

foram obtidos experimentalmente por Shangguan e Zeng (2013a). O modelo considera a depen-

dência da rigidez e amortecimento da correia com a frequência de excitação. A configuração de

equilíbrio estático foi determinada a partir das equações de movimento, no qual foi negligenci-

ada a deformação axial da correia. Foram apresentadas as frequências naturais do sistema, bem

como a resposta temporal com as respectivas tensões na correia (Shangguan, 2011).

Recentemente Zeng e Wang (2014) apresentaram métodos experimentais para avaliar a

performance dinâmica de auto-tensionador com efeito de stick-slip. Foram investigadas expe-

rimentalmente as influências da pré-carga torcional, amplitude e frequência de excitação sobre

as características dinâmicas do dispositivo. Os parâmetros do modelo histerético proposto fo-

ram identificados experimentalmente e utilizados para simulação e validação de um sistema de

transmissão com duas polias e auto-tensionador.

Ding e Hu (2014) analisaram a configuração de equilíbrio e a vibração livre de um sistema

de transmissão com duas polias considerando o efeito de rigidez de flexão e polia desacopladora.

O modelo analítico proposto contempla termos não-lineares para as tensões dinâmicas, resul-
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tando em acoplamento da vibração rotacional com a transversal. A correia foi tratada como viga

viscoelástica com movimento axial. As frequências naturais do sistema foram determinadas a

partir do Método de Galerkin. A resposta temporal periódica em condição estacionária foi ana-

lisada por Ding e Li (2014), a partir da integração numérica das equações utilizando o Método

de Runge-Kuttta de quarta ordem. Os resultados mostraram que as frequências naturais são

sensíveis à rigidez axial e de flexão, à tensão estática e às dimensões da correia. A aplicação de

excitação multi-frequências neste modelo e seus efeitos foram investigados por Ding (2015a).

O efeito de excitação pela base no sistema de transmissão, considerando modelo de corda, foi

apresentado por Ding (2015b).

2.5 Modelagem por elementos finitos de sistemas de transmissão

Leamy e Wasfy (2005) introduziram uma nova abordagem por elementos finitos para a

modelagem de sistemas de transmissão por correia. A proposta foi tratar tais sistemas de forma

unificada, na qual são considerados tanto a mecânica do contato correia-polia quanto a resposta

dinâmica dos tramos, polias e auto-tensionador. Neste modelo foi utilizado o elemento finito

proposto por Wasfy (1996).

O elemento finito apresentado por Wasfy (1996) é considerado uma viga constituída por

dois elementos de treliça conectados nos nós intermediários por molas torcionais, conferindo

rigidez de flexão. Desta forma, tanto os efeitos axiais quanto os de flexão são contemplados

pelo elemento. Os nós dos elementos são diretamente representados no sistema inercial, incor-

porando os modos de corpo rígido no sistema e viabilizando o seu uso em sistemas multicorpos.

Neste elemento, é assumido que as coordenadas de posição nodais são as únicas responsáveis

por descrever o movimento e a deformação do elemento. O elemento é aplicável a sistemas

multicorpos sujeitos a grandes deslocamentos e pequenas deformações.

Leamy e Wasfy (2005) consideraram as forças normais de contato dos nós dos elementos

finitos com as polias, bem como as forças de atrito tangenciais, viabilizando diretamente aná-

lises de stick-slip e condições de deslizamento no contato correia-polia em função do torque

aplicado. Nesta abordagem, os nós do modelo de elementos finitos são continuamente monito-

rados para verificar os possíveis contatos com as polias. Em caso de contato, as forças normais

e de atrito são adicionadas nos nós correspondentes, simulando a interação correia-polia. Foram

reportadas simulações de resposta transiente e estacionária do sistema de transmissão, além de

análises de resposta em frequência. Os resultados mostraram que o modelo é adequado para

representar os efeitos presentes na interação correia-polia já apresentados na literatura (Leamy

e Wasfy, 2002a), bem como a resposta dinâmica dos componentes rígidos e flexíveis do sis-

tema (Elmaraghi, 2013). O efeito de polia desacopladora também foi incorporado no modelo de
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elementos finitos do sistema de transmissão por Leamy e Wasfy (2002b).

Apesar do modelo geral proposto e dos bons resultados alcançados por Leamy e Wasfy

(2005), é necessário um número muito grande de elementos para descrever com acurácia o

contato correia-polia. Foi reportado o uso de 100 elementos (correspondente a 202 graus de

liberdade) para descrever o contato de meia circunferência da polia (Leamy e Wasfy, 2002b),

comprometendo o custo computacional de simulação do modelo.

Kerkkänen (2006) foi o precursor na modelagem de sistemas de transmissão utilizando o

modelo de elementos finitos baseado na formulação de coordenadas nodais absolutas. O autor

desenvolveu um elemento de viga ANCF 2D de alta-ordem com efeito de cisalhamento, para

aplicação em sistemas de transmissão Foi desenvolvido também um elemento de placa ANCF

para a modelagem tridimensional do sistema. O objetivo principal foi a incorporação dos efeitos

não-lineares de deformação no modelo e a redução do número de elementos finitos necessários

para descrever o abraçamento da correia nas polias. O sistema de transmissão analisado (Fi-

gura 2.5) é constituído por duas polias de raios iguais e considera a distribuição das forças de

contato na interface correia-polia, que são incorporadas no elemento pelo Método das Pena-

lidades. De forma semelhante ao proposto por Leamy e Wasfy (2005), neste modelo pontos

internos do elemento finito são continuamente monitorados para a verificação de contato com

as polias, viabilizando a distribuição da força sobre todo o elemento. Em caso de contato com

algum destes pontos, forças normais e tangenciais de atrito são aplicadas sob a forma de forças

nodais equivalentes.
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Since the mass matrix and the Jacobian of the constraints, if the linear constraints are not 

eliminated, are constant matrices, the terms in brackets in Equation (3.28) are constant during the 

evaluation of , which is a valuable feature of the absolute nodal coordinate formulation. 

This feature allows for calculating constant terms once in advance and evaluating 

t,,eeg

t,,eeg  and, 

more significantly, its Jacobian with a small computational cost during the integration. 

 

For belt-drive models, a further simplification of the equations of motion can be achieved when 

using absolute nodal coordinates since it is possible to eliminate the linear constraint equations in 

a straightforward manner. To this end, the first and last element of the belt can be defined in such 

a way that they share the coordinates of the common node. Thus, after eliminating the constraint 

equations, the system equations of motion can be simply written according to Equation (2.27). 

However, no excessive effort is required if the linear constraints are not eliminated. As can be 

seen, both Equations (2.27) and (3.28) present a very simple structure that facilitates the use of 

any standard integrator. 

 

 

 
Figure 3.6 Two-pulley belt-drive system. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.5: Modelo ANCF do sistema de transmissão constuituído por duas polias.
Fonte: Kerkkänen (2006).

No entanto, as simulações foram realizadas considerando baixa rotação (abaixo de 150

rpm), onde efeitos centrífugos e giroscópicos têm pouca contribuição na resposta. As análises

reportadas não mencionaram a influência destes termos no comportamento dinâmico do sis-

tema. O foco do trabalho ficou concentrado especialmente na distribuição das forças no contato

correia-polia (Kerkkänen et al., 2006). Os resultados mostraram que o elemento finito é ade-

quado para representar os efeitos de grandes deslocamentos e grandes deformações presentes

em sistemas multicorpos, revelando amplo potencial de uso em sistemas de transmissão por

correia.
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A dinâmica não-linear de sistemas de transmissão por correias tridimensionais foi inves-

tigada por Dufva et al. (2007), utilizando modelo ANCF. Foram utilizados os elementos de

cabo e de placa para a modelagem, ambos contemplando os efeitos de grandes deslocamentos

e deformações. Os modelos de força de contato, bem como a implementação do modelo multi-

corpos foram detalhados. Análises das forças no contato correia-polia e a resposta temporal do

sistema submetido a velocidade angular prescrita foram reportadas.

Čepon et al. (2009a) modelaram um sistema de transmissão com duas polias através da

formulação de coordenadas nodais absolutas. Foi utilizado o modelo viscoelástico proposto por

Garcida-Vallejo et al. (2005). O contato correia-polia foi formulado pelo Problema de Com-

plementaridade Linear (LCP) associado ao Método da Penalidade, viabilizando a análise das

forças de contato na interface correia-polia e a identificação das regiões de stick-slip.

Čepon et al. (2009b) apresentaram um modelo ANCF viscoelástico para representar o sis-

tema de transmissão constituído por duas polias. O modelo foi integrado numericamente pelo

método Adams–Bashforth–Moulton para obter a resposta temporal do sistema, e as frequên-

cias naturais determinadas através de algoritmo FFT. Os resultados teórico-experimentais foram

confrontados no domínio da frequência, através de funções de resposta em frequência (FRF).

Um modelo foi apresentado por Hussein et al. (2010) para a análise das forças de contato

presentes na interface correia-polia de sistemas de transmissão por correia. O modelo analítico

proposto foi validado por comparação com modelo ANCF do sistema de transmissão, que leva

em consideração a interação correia-polias. Os resultados mostraram que a distribuição das

forças de contato, tanto normais quanto tangenciais, foram equivalentes nos dois modelos.

Čepon et al. (2011) validaram experimentalmente o modelo ANCF do sistema de trans-

missão descrito por Čepon et al. (2009a). Uma bancada de ensaios com duas polias de raios

iguais e ajuste manual do nível de tensão na correia foi construída para a verificação dos re-

sultados simulados. Foram reportados os resultados das forças de contato normal e tangencial

na interface correia-polia, a diferença de velocidade angular entre as polias e a resposta de vi-

bração transversal dos tramos da correia. Para ilustrar a aplicabilidade do método, um modelo

ANCF do sistema de transmissão com três polias e dois auto-tensionadores foi simulado nume-

ricamente, considerando a prescrição de velocidade angular da polia motora. Os resultados de

tensão nos tramos, bem como rotação das polias, foram apresentados graficamente.

Um modelo de casca ANCF tridimensional foi utilizado por Yoon et al. (2012) para simu-

lar o efeito de desalinhamento dos rolos de acionamento em correias transportadoras. O modelo

multicorpos é constituído por dois rolos cilíndricos e uma correia contínua, conforme mostrado

na Figura 2.6. As condições de possíveis contatos da correia com os rolos são verificadas a cada

passo de integração numérica, para a incorporação das forças normais e tangenciais. Os resul-
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tados foram investigados experimentalmente e numericamente, através do software comercial

ANSYS®.
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Figura 2.6: Modelo ANCF 3D de correia transportadora. Fonte: Yoon et al. (2012).

Jia e Song (2015) aplicaram a formulação de coordenadas absolutas proposta por Berzeri

e Shabana (2000) para estudar sistemas de transmissão por correia sincronizadora. O objetivo

do trabalho foi investigar a influência das forças de inércia, pré-tensionamento e amortecimento

sobre o sistema. O modelo de amortecimento utilizado foi proposto por Garcida-Vallejo et al.

(2005). Detalhes sobre a modelagem da interface de contato correia-polia foram apresentados e

discutidos. Os resultados de simulação numérica do modelo foram comparadas com o software

comercial RecurDyn®.

2.6 Caracterização das propriedades mecânicas da correia

Hawker (1991) determinou experimentalmente o módulo de rigidez axial de correia poly-

V através de dois métodos: a) ensaio de tração conduzido em máquina de ensaios e b) ensaio

com a correia montada no sistema de transmissão, fixando uma das polias e aplicando força de

tração na outra. Os resultados indicaram que o primeiro método é mais preciso e confiável que

o segundo, originando uma diferença de 32% no valor do módulo de rigidez axial. A diferença

pode ser atribuída ao efeito presente no segundo método de compressão da correia nos sulcos

das polias, revelando a importância da identificação das propriedades mecânicas em ensaios

independentes.

Uma investigação das propriedades mecânicas de correia poly-V foi apresentada por Ma-

nin et al. (2008). Os parâmetros de rigidez axial, transversal e amortecimento foram determina-

dos experimentalmente. Instabilidades transversais na correia em condição estática foram veri-

ficadas quando submetida a excitação axial paramétrica. Os métodos experimentais utilizados

baseiam-se na análise de vibração livre e forçada de um sistema equivalente com um grau de

liberdade. Foi verificada a presença de histerese na curva força-deslocamento e a dependência

da rigidez axial da correia com a frequência de excitação. Os resultados revelaram a existência

de acoplamento transversal-longitudinal e transversal-torcional, além da dependência temporal

das condições de contorno no contato correia-polia.
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Čepon et al. (2009b) também apresentaram resultados experimentais de rigidez

axial/transversal e amortecimento de correia poly-V. O objetivo foi a identificação dos parâ-

metros do modelo viscoelástico proposto para representar o sistema de transmissão de duas

polias, baseado na formulação de coordenadas nodais absolutas. Para a identificação do módulo

de rigidez transversal da correia, o modelo analítico de viga bi-articulada com rigidez transver-

sal submetida a tensão axial (Blevins, 1979) foi utilizado para ajustar as frequências naturais

experimentais, pelo método de mínimos quadrados. Os parâmetros relacionados à força de atrito

e força de contato radial entre correia e polia foram reportados por Čepon et al. (2010).

Uma caracterização experimental da correia foi apresentada por Nassiri (2010). O ob-

jetivo foi identificar os parâmetros hiperelásticos do material para ser utilizado no modelo de

elementos finitos do contato correia-polia. A correia foi tratada como material compósito, onde

foram caracterizados em ensaios independentes tanto o material de tração (cordonéis elásticos)

quanto o de base (elastômero hiperelástico). Ensaios estáticos de compressão, tração e de ci-

salhamento da correia foram reportados, e todos revelaram a presença de histerese do material

nas curvas de força-deslocamento. Não foram tratados ensaios em condições dinâmicas.

Shangguan e Zeng (2013a) identificaram experimentalmente as propriedades mecânicas

de correia poly-V (perfil 6PK), utilizando martelo de impacto e máquina de ensaios. Uma ban-

cada de testes foi utilizada para a determinação do coeficiente de atrito da interface correia-

polia sob diferentes configurações. Foram apresentados ensaios de rigidez axial e transversal

da correia (estática e dinâmica), coeficiente de amortecimento, rigidez transversal, bem como

coeficiente de atrito entre polia e correia. Os resultados experimentais mostraram que a rigidez

dinâmica da correia depende do comprimento, pré-tensão, amplitude e frequência de excitação,

enquanto o coeficiente de amortecimento depende apenas da frequência de excitação. As curvas

força-deslocamento apresentaram histerese durante a aplicação e retirada do carregamento. Dois

modelos baseados em ajuste de curva (polinomial para a rigidez e exponencial para o amorteci-

mento) foram apresentados para descrever o comportamento dinâmico da correia. Foi reportado

que quanto menor o comprimento da correia, maiores são a rigidez e o amortecimento, e que

a rigidez transversal da correia é sensivelmente aumentada com a redução do comprimento da

mesma.

Zhu et al. (2014) apresentaram as propriedades de amortecimento histerético transversal

de correia poly-V 6PK. Foi proposto um modelo com rigidez e amortecimento viscoso variá-

vel. As curvas de força-deslocamento obtidas experimentalmente foram usadas para ajustar o

modelo teórico. Os resultados mostraram que tanto a rigidez quanto o amortecimento são de-

pendentes da pré-tensão na correia, do comprimento do tramo e da frequência de excitação.
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2.7 Trabalhos realizados pelo grupo de pesquisa

Este trabalho integra a sequência de pesquisas desenvolvidas no Laboratório de Vibrações

na área de sistemas de transmissão por correias, e constitui a primeira tese de doutorado sobre

o assunto desenvolvida no país.

Garcia (2009) deu início a esta linha de pesquisa, investigando experimentalmente o efeito

de histerese e stick-slip presente nos auto-tensionadores de correias sincronizadoras, em função

do torque de pré-carga e da frequência de excitação.

Um sistema de transmissão por correia, incluindo duas polias e auto-tensionador, foi ana-

lisado computacionalmente por Santos (2010), tendo como base o trabalho de Beikmann (1992).

Martins (2013) deduziu as equações de movimento híbridas do sistema de transmissão

pelo método de Lagrange, utilizando o modelo de corda. Foram analisadas as respostas lineares

e não-lineares do sistema, incluindo o efeito de atrito de Coulomb no auto-tensionador. Uma

bancada de ensaios, representativa do front-end de motor diesel, foi utilizada para a verificação

experimental dos resultados de simulação.

Diversos modelos de atrito foram investigados por Grego (2015) para incluir os efeitos

de histerese e stick-slip no auto-tensionador. Foi proposto um modelo de coeficiente de atrito

assimétrico e força normal variável para representar a assimetria da curva força-deslocamento

do dispositivo. Análises sobre regiões de ocorrência de stick-slip, travamento e instabilidade

foram reportadas.

2.8 Resumo do capítulo

Neste capítulo foram apresentados os modelos matemáticos utilizados para descrever o

comportamento dinâmico de sistemas de transmissão por correia. O modelo de corda foi o pre-

cursor para a análise de vibração transversal da correia, ainda que tratado de forma desacoplado

do sistema. Os modelos discretos surgiram para a análise de vibração rotacional das polias e

auto-tensionador. Na sequência, foram desenvolvidos os primeiros modelos analíticos híbridos,

que contemplam tanto os elementos discretos quanto contínuos. Diversos efeitos foram incor-

porados nos modelos, tais como amortecimento e rigidez de flexão da correia, atrito seco, polias

desacopladoras e não-linearidades geométrica e material. Os trabalhos mais recentes tratam o

sistema de transmissão pelo método de elementos finitos baseado em coordenadas nodais abso-

lutas, que é capaz de descrever grandes deformações e a interação do contato correia-polia por

meio da abordagem de sistemas multicorpos.

Não foram encontrados na literatura trabalhos apresentando um modelo que contemple
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as reações dinâmicas nas polias dos acessórios do sistema. Os únicos trabalhos reportados que

apresentam as reações dinâmicas nas polias resumem-se a aplicações diretas de softwares na

análise do sistema (Lin et al., 1997; Mashadi e Zakeri, 2011).

Também não há trabalhos reportados descrevendo: a) efeitos centrífugos e giroscópicos

nos modelos de viga ANCF com movimento axial, b) aplicação a sistemas de transmissão de

métodos apropriados de linearização do modelo ANCF em torno da configuração de equilíbrio

estacionário, e c) metodologia de identificação modal do sistema a partir do modelo ANCF.

Existem poucas referências publicadas acerca das propriedades mecânicas de correias

poly-V, e trabalhos bastante recentes têm sido apresentados propondo novos modelos teóricos e

ensaios de caracterização experimental.

No próximo capítulo as características dos modelos de viga ANCF utilizados neste traba-

lho são apresentadas e detalhadamente discutidas, para serem aplicados na modelagem multi-

corpos do sistema de transmissão por correia.
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3 Modelo de elementos finitos não-linear ANCF

3.1 Considerações iniciais

Nos sistemas de transmissão por correia é conhecida a forte dependência das frequên-

cias naturais dos modos transversais dos tramos com o nível de tensão axial aplicada, conforme

apresentado no Capítulo 2. Em tais sistemas, cargas dinâmicas aplicadas nas polias podem exci-

tar os modos rotacionais, que por sua vez podem colocar os modos transversais em ressonância

devido ao acoplamento dos graus de liberdade. Nestas circunstâncias, grandes deslocamentos

laterais dos elementos flexíveis são esperados, realçando efeitos não-lineares na resposta do

sistema.

O método de elementos finitos clássico não pode ser diretamente aplicado a sistemas

multicorpos devido aos modos de corpo rígido presentes em tais sistemas (Wasfy, 1996). Diver-

sas formulações conceitualmente diferentes foram apresentadas com o objetivo de incluir nos

modelos de sistemas multicorpos flexíveis os modos de corpo rígido. Dentre elas, podem ser

destacadas (Shabana, 1997):

a) FFRF - Floating Frame of Reference Formulation (formulação do sistema de referência

flutuante)

b) Incremental Finite Element Formulation (formulação incremental de elementos finitos)

c) Linear Theory of Elastodynamics (teoria da elastodinâmica linear)

d) Large Rotation Vector Formulation (formulação vetorial de grandes rotações)

e) ANCF - Absolute Nodal Coordinate Formulation (formulação de coordenadas nodais ab-

solutas)

A formulação FFRF tem sido frequentemente aplicada com sucesso a diversos problemas

de engenharia onde estão presentes grandes deslocamentos e pequenas deformações no regime

elástico, como é o caso de elementos flexíveis com alta rigidez. Porém não contempla o acopla-

mento do movimento axial com o transversal, nem o efeito da tensão axial sobre as frequências

naturais dos modos transversais. São reportadas na literatura diversas aplicações desta aborda-

gem em mecanismos com componentes rígidos e deformáveis (Shabana, 2013). Este método

é o mais amplamente utilizado para análise da dinâmica de sistemas multicorpos flexíveis, e

está implementado na maioria dos softwares comerciais, tais como ABAQUS®, ANSYS® e

Simpack® (Vlasenko e Kasper, 2008). No entanto, a formulação se limita a análises onde ape-

nas pequenas deformações estão presentes (Shabana, 2013; Wasfy, 1996), não sendo aplicável
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à larga classe de problemas não-lineares que envolvem grandes deslocamentos associados a

grandes deformações.

As formulações incrementais expressam grandes rotações como uma sequência de rota-

ções infinitesimais que podem ser descritas utilizando o campo de deslocamento do elemento

finito, permitindo análises de sistemas que sofrem grandes deformações. No entanto, esta abor-

dagem não leva à descrição exata do movimento de corpo rígido do sistema.

A teoria da elastodinâmica linear analisa inicialmente o problema como rígido, obtém as

respostas temporais e utiliza as reações dinâmicas para a análise de deformação dos elementos

flexíveis do sistema. A partir da superposição do movimento rígido com as deformações, a

resposta total é determinada. Nesta abordagem, o deslocamento e a deformação são tratadas de

forma independente, podendo comprometer a acurácia dos resultados obtidos (Shabana, 2013).

A formulação de grandes rotações foi proposta para resolver os problemas associados ao

uso das rotações infinitesimais como coordenadas nodais. Nesta abordagem, a rotação finita

da seção transversal do elemento é descrita por um campo de deslocamentos aproximado por

polinômios interpoladores. No entanto, esta formulação leva à redundância no uso de coorde-

nadas.

O modelo proposto por Berzeri e Shabana (2000) consiste em um elemento finito de viga

ANCF de alta ordem baseado na mecânica do contínuo, no qual os tensores de deformação

estão relacionados ao campo de deslocamento levando em consideração os termos não-lineares

(tensores de Green-Lagrange). Desta forma, grandes deslocamentos e deformações tanto lon-

gitudinais quanto transversais podem ser capturados por este elemento, relaxando a hipótese

de deslocamentos e deformações infinitesimais previamente assumida no método FFRF. Outra

característica importante deste elemento consiste no acoplamento dos graus de liberdade longi-

tudinais com os tranversais, permitindo que o movimento na direção transversal ou de inclina-

ção dos tramos seja refletido na direção longitudinal, e vice-versa. O modelo então incorpora

naturalmente os possíveis efeitos de não-linearidade geométrica presentes no sistema. A con-

vergência do método é assegurada com um número reduzido de elementos, permitindo menor

discretização da malha e maior eficiência computacional. Com tais características, o modelo

apresentado tem amplo potencial para ser aplicado em sistemas de transmissão, viabilizando

tanto análises lineares quanto não-lineares.

3.2 Elemento finito de viga ANCF

Na formulação de coordenadas nodais absolutas, as forças de inércia resultam de uma

simples expressão, gerando matrizes de massa constantes que são de fácil implementação na
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maioria dos integradores numéricos disponíveis e têm baixo custo computacional envolvido.

Como a descrição é realizada diretamente no sistema inercial, as forças centrífugas naturalmente

desaparecem e não há necessidade do uso de transformação de coordenadas. No entanto, as

forças elásticas apresentam expressões bastante complexas, mesmo nos casos mais simples e

quando são adotadas hipóteses de linearidade do modelo (Shabana, 2013).

A Figura 3.1 ilustra um elemento de viga de Euler ANCF com os respectivos graus de

liberdade. O vetor posição r de um ponto arbitrário da viga pode ser descrito no sistema inercial

usando uma função de forma global - que inclui os modos de corpo rígido, e as coordenadas

nodais absolutas (Berzeri e Shabana, 2000):

r =

{︃

𝑟1

𝑟2

}︃

= S(𝑥)e (3.1)

A função de forma global é dada por

S = [𝑠1[I] 𝑠2[I] 𝑠3[I] 𝑠4[I]] (3.2)

onde [I] é a matriz identidade de ordem 2. Os polinômios interpoladores de terceira ordem são

definidos como

𝑠1 = 1− 3𝜉2 + 2𝜉3, 𝑠2 = 𝐿(𝜉 − 2𝜉2 + 𝜉3), 𝑠3 = 3𝜉2 − 2𝜉3, 𝑠4 = 𝐿(𝜉3 − 𝜉2) (3.3)

em que 𝜉 = 𝑥/𝐿 e 𝐿 o comprimento da viga no estado indeformado. A variável 𝑥 identifica a

posição de um ponto arbitrário na linha neutra.

O X

Y

e1

e2

e5

e6

e3e4

e7

e8

r

P

Figura 3.1: Coordenadas nodais absolutas para o elemento de viga ANCF.
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O vetor de coordenadas nodais do elemento é definido por

e = {𝑒1 𝑒2 𝑒3 𝑒4 𝑒5 𝑒6 𝑒7 𝑒8}
T (3.4)

Neste vetor, os deslocamentos nodais são

𝑒1 = 𝑟1|x=0, 𝑒2 = 𝑟2|x=0, 𝑒5 = 𝑟1|x=L, 𝑒6 = 𝑟2|x=L (3.5)

e as inclinações absolutas dos nós, representadas pelos gradientes

𝑒3 =
𝜕𝑟1
𝜕𝑥

⃒

⃒

⃒

⃒

x=0

, 𝑒4 =
𝜕𝑟2
𝜕𝑥

⃒

⃒

⃒

⃒

x=0

, 𝑒7 =
𝜕𝑟1
𝜕𝑥

⃒

⃒

⃒

⃒

x=L

, 𝑒8 =
𝜕𝑟2
𝜕𝑥

⃒

⃒

⃒

⃒

x=L

(3.6)

Os gradientes contém informação tanto da orientação espacial do elemento quanto do seu

estado de deformação (Shabana, 2013).

Diferenciando o vetor posição com respeito ao tempo, o vetor velocidade é obtido e a

energia cinética do elemento finito pode ser escrita como

𝑇 =
1

2
ėTMaė (3.7)

onde Ma é a matriz de massa constante do elemento, definida por

Ma =

∫︁

V

𝜌
(︀

STS
)︀

𝑑𝑉 (3.8)

sendo 𝜌 a densidade de massa. Utilizando a função de forma definida na Equação (3.2) e inte-

grando no volume do elemento, a matriz de massa constante é dada por

Ma = 𝑚

⎡
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(3.9)
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em que 𝑚 é a massa do elemento finito.

As forças externas generalizadas, incluindo as forças de corpo e de superfície, são defini-

das usando o princípio dos trabalhos virtuais

𝛿𝑊ext = QT
ext𝛿e (3.10)

O vetor de força nodal equivalente associado à força peso do elemento de viga é calculado

com auxílio das Equações (3.1), (3.10) e da definição

P =

∫︁

V

{0 − 𝜌𝑔}T𝑑𝑉 (3.11)

resultando em (Omar e Shabana, 2001)

𝛿𝑊 = PT𝛿r = PTS𝛿e =

(︂
∫︁

V

{0 − 𝜌𝑔}TS𝑑𝑉

)︂

𝛿e = QT
p 𝛿e (3.12)

Avaliando a integral da Equação (3.12), tem-se

Qp = −𝑚𝑔

{︂

0
1

2
0
𝐿

12
0
1

2
0
−𝐿

12

}︂T

(3.13)

sendo 𝑔 a aceleração da gravidade.

O vetor de forças elásticas do elemento, que surgem a partir da deformação longitudinal

e transversal da viga, pode ser determinado utilizando a energia de deformação total 𝑈

Qk =

(︂

𝜕𝑈

𝜕e

)︂T

(3.14)

A equação de movimento do elemento finito pode então ser expressa como

Maë+Qk = Qext (3.15)

3.2.1 Modelos de força longitudinal and transversal

Para a determinação do vetor de forças elásticas, as expressões das energias de defor-

mação tanto longitudinal quanto transversal precisam ser definidas. Em um dado ponto 𝑥 no

interior da viga, um segmento infinitesimal 𝑑𝑥 no estado indeformado se transforma no com-



55

primento 𝑑𝑠 quando deformado. Este comprimento é dado por

𝑑𝑠 =
√︀

r′Tr′𝑑𝑥, r′ =
dr

𝑑𝑥
(3.16)

Utilizando a definição da medida de deformação de Green-Lagrange (Bonet e Wood,

2008), a deformação longitudinal 𝜖l pode ser expressa como

𝑑𝑠2 − 𝑑𝑥2 = 2𝑑𝑥𝜖l𝑑𝑥 (3.17)

Substituindo a Equação (3.16), resulta em

𝜖l =
1

2
(r′

T
r′ − 1) (3.18)

Logo, considerando o elemento de viga com módulo de rigidez axial constante 𝐸𝐴, a

energia de deformação longitudinal é calculada a partir de

𝑈l =
1

2

∫︁ L

0

𝐸𝐴𝜖2l 𝑑𝑥 (3.19)

Utilizando as Equações (3.14), (3.18) e (3.19), o vetor de forças elásticas longitudinais é

obtido através da expressão

Ql =

(︂

𝜕𝑈l
𝜕e

)︂T

=

[︂
∫︁ L

0

𝐸𝐴𝜖lS
′TS′ 𝑑𝑥

]︂

e = Kl(q)e (3.20)

sendo Kl(q) a matriz de rigidez associada à deformação longitudinal. A matriz Kl é represen-

tada como

Kl =
𝐸𝐴

𝐿

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

A 0 B 0 −A 0 C 0

0 A 0 B 0 −A 0 C

B 0 D 0 −B 0 E 0

0 B 0 D 0 −B 0 E

−A 0 −B 0 A 0 −C 0

0 −A 0 −B 0 A 0 −C

C 0 E 0 −C 0 F 0

0 C 0 E 0 −C 0 F

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(3.21)

Definindo convenientemente as quantidades abaixo em função do comprimento 𝐿 e das
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coordenadas nodais do elemento

𝑑x = 𝑒5 − 𝑒1, 𝑑y = 𝑒6 − 𝑒2, 𝑑 =
√︁

𝑑2x + 𝑑2y

𝑎x = 𝐿𝑒3, 𝑎y = 𝐿𝑒4, 𝑎 =
√︁

𝑎2x + 𝑎2y

𝑏x = 𝐿𝑒7, 𝑏y = 𝐿𝑒8, 𝑏 =
√︁

𝑏2x + 𝑏2y

(3.22)

pode-se escrever os 6 elementos que aparecem na Equação (3.21) como

A =
3

70𝐿2
(𝑎2 + 𝑏2 − 14𝐿2 − 6𝑎x𝑑x − 6𝑏x𝑑x − 6𝑎y𝑑y − 6𝑏y𝑑y + 24𝑑2)

B =
1

280𝐿
(𝑏2 − 𝑎2 + 2𝑎x𝑏x + 2𝑎y𝑏y − 14𝐿2 − 24𝑎x𝑑x − 24𝑎y𝑑y + 36𝑑2)

C =
1

280𝐿
(𝑎2 − 𝑏2 + 2𝑎x𝑏x + 2𝑎y𝑏y − 14𝐿2 − 24𝑏x𝑑x − 24𝑏y𝑑y + 36𝑑2)

D =
1

420
(12𝑎2 + 𝑏2 − 3𝑎x𝑏x − 3𝑎y𝑏y − 28𝐿2 + 3𝑎x𝑑x − 3𝑏x𝑑x+

3𝑎y𝑑y − 3𝑏y𝑑y + 18𝑑2)

E =
−1

840
(3𝑎2 + 3𝑏2 − 4𝑎x𝑏x − 4𝑎y𝑏y − 14𝐿2 + 6𝑎x𝑑x + 6𝑏x𝑑x+

6𝑎y𝑑y + 6𝑏y𝑑y)

F =
1

420
(𝑎2 + 12𝑏2 − 3𝑎x𝑏x − 3𝑎y𝑏y − 28𝐿2 − 3𝑎x𝑑x + 3𝑏x𝑑x−

3𝑎y𝑑y + 3𝑏y𝑑y + 18𝑑2)

(3.23)

Conforme observado, a matriz definida na Equação (3.21) é fortemente não-linear, depen-

dente de todos os graus de liberdade do elemento.

A energia de deformação transversal é calculada a partir da curvatura do elemento de

viga. O momento fletor é dado pela expressão 𝑀 = 𝐸𝐼𝜅, sendo 𝐸𝐼 o módulo de rigidez

transversal constante. A curvatura 𝜅 pode ser determinada a partir do vetor posição global,

através de (Berzeri et al., 2001)

𝜅 =

⃒

⃒

⃒

⃒

𝑑2r

𝑑𝑠2

⃒

⃒

⃒

⃒

=
|r′ × r′

′|

|r′|3
(3.24)

Desta forma, a energia de deformação devido à flexão da viga é calculada como

𝑈t =
1

2

∫︁ L

0

𝐸𝐼𝜅2𝑑𝑥 (3.25)

Fazendo uso das Equações (3.14), (3.24) e (3.25), o vetor de forças elásticas transversais
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é obtido por

Qt =

(︂

𝜕𝑈t
𝜕e

)︂T

=

[︂
∫︁ L

0

𝐸𝐼S′′TS′′ 𝑑𝑥

]︂

e = Kte (3.26)

sendo Kt a matriz de rigidez associada à deformação transversal.

Ensaios de tração uniaxial realizados na correia (Seção 6.1) justificam a hipótese de pe-

quenas deformações longitudinais a ser adotada no modelo de viga. Neste caso, 𝑑𝑠 pode ser

aproximado por 𝑑𝑥 na Equação (3.24). A matriz Kt é dada por:

Kt =
𝐸𝐼

𝐿3
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⎦

(3.27)

A matriz de rigidez global do elemento finito é obtida somando as matrizes das Equa-

ções (3.21) e (3.27), resultando em

K = Kl +Kt (3.28)

Finalmente, o vetor total de forças elásticas Qk da Equação (3.14) é dado pela soma das

Equações (3.20) e (3.26) (Berzeri e Shabana, 2002). Todo o desenvolvimento teórico de ambos

os modelos de força pode ser encontrado com detalhes em Berzeri e Shabana (2000).

3.2.2 Análise numérica do elemento finito ANCF

Com o objetivo de avaliar as características do modelo proposto, são apresentadas análises

numéricas lineares e não-lineares para um elemento finito de viga ANCF. As propriedades de

inércia e massa do elemento são dadas na Tabela 3.1.

3.2.2.1 Teste numérico 1

Neste teste numérico é proposta a análise linear e não-linear de uma viga ANCF na con-

dição engastada-livre. O elemento de viga foi discretizado com 10 elementos e a aceleração da

gravidade desconsiderada. Na simulação, o incremento de tempo utilizado foi ∆𝑡=1x10−4 s,

com tempo máximo de 10 s. Para retirar o sistema da configuração de equilíbrio estático, foi
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Tabela 3.1: Propriedades de inércia e massa da viga

Descrição Parâmetro Valor numérico Unidade

Comprimento 𝐿 0.637 m
Largura 𝑏 0.015 m
Altura ℎ 0.0015 m

Área da seção transversal 𝐴 22.5×10−6 m2

Momento de inércia de área 𝐼 4.2188×10−12 m4

Módulo de elasticidade 𝐸 210 GPa
Densidade do material 𝜌 7860 kg/m3

Massa 𝑚 0.11265 kg

prescrita uma velocidade inicial de 2 m/s na coordenada vertical da extremidade livre.

A resposta temporal do modelo ANCF não-linear foi obtida utilizando o integrador de

passo variável ode15s do MATLAB® (versão R2013a). Este integrador foi concebido especi-

ficamente para o tratamento numérico de equações diferencias rígidas (Stiff Differential Equa-

tions), nas quais estão presentes diferentes escalas de tempo. O conteúdo espectral do sinal

temporal foi obtido por meio de algoritmo FFT, disponível no próprio software.

A Figura 3.2 mostra a resposta temporal da amplitude de deslocamento da coordenada

vertical da extremidade livre (G.L. 𝑒42), bem como o espectro do sinal. Pode ser observado que,

devido à condição inicial prescrita, ocorre baixa amplitude do deslocamento e apenas termos

lineares estão presentes na resposta.

O modelo clássico de elementos finitos linear (FEM) foi implementado para fins de com-

paração com o modelo proposto. Este elemento apresenta quatro graus de liberdade, dois de

deslocamento transversal e dois de rotação. As frequências naturais obtidas pelo modelo FEM

foram comparadas com o espectro do sinal temporal determinado a partir do modelo ANCF.

Na Tabela 3.2 estão listadas as frequências naturais obtidas a partir dos dois modelos.

Tabela 3.2: Frequências naturais da viga

Modo FEM 50 el (Hz) FEM 10 el (Hz) ANCF 10 el (Hz) Forma modal

1 3.1 3.1 3.1 1a transversal
2 19.3 19.3 19.3 2a transversal
3 54.2 54.2 54.2 3a transversal
4 106.1 106.2 106.3 4a transversal
5 175.5 175.9 175.9 5a transversal
6 262.1 263.5 263.6 6a transversal
7 366.1 369.7 369.9 7a transversal
8 487.4 495.3 495.5 8a transversal
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Figura 3.2: Resposta do modelo ANCF.

Como esperado, as frequências naturais de ambos os modelos são iguais, indicando que

o modelo não-linear ANCF é capaz de representar o modelo linear de elementos finitos, cuja

acurácia depende da discretização usada.

Com o objetivo de avaliar possíveis não-linearidades do sistema, a velocidade inicial pres-

crita à coordenada vertical da extremidade livre foi aumentada de 2 m/s para 10 m/s. A resposta

temporal obtida e o espectro do sinal são apresentados na Figura 3.3.

A amplitude do deslocamento é maior (0.1 m), excitando os termos não-lineares na res-

posta temporal. No espectro aparecem os termos lineares da simulação anterior acrescidos de

diversos componentes harmônicos e sub-harmônicos, indicando a presença de não-linearidades

do sistema.
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Figura 3.3: Resposta não-linear do modelo ANCF.

3.2.2.2 Teste numérico 2

Nesta seção são apresentados os resultados de simulação considerando a mesma viga

engastada-livre, agora sujeita à excitação pela base no ponto de engaste na primeira frequência

natural (𝑓n=3.1 Hz), induzindo grandes deformações. A amplitude de deslocamento prescrita foi

de 0.00482 m . Neste modelo foi incorporado amortecimento proporcional à matriz de massa,

para limitar a amplitude de deslocamento.

O gráfico da Figura 3.4 mostra a deflexão vertical da extremidade livre, cuja amplitude

máxima chega a 0.192 m. O espectro do sinal contém a frequência de ressonância, bem como

as demais frequências naturais do sistema, mas com baixa participação na reposta. A primeira

forma modal está representada na Figura 3.7(a).

Na Figura 3.5 é apresentada a resposta temporal do sistema excitado no segundo modo

de vibrar e o correspondente espectro do sinal. A deflexão total da extremidade da viga é apro-

ximadamente 0.05 m, refletindo grandes deformações no elemento. Deve ser ressaltado que a

coordenada horizontal também está sujeita a grandes deslocamentos, corretamente descrito por

este modelo não-linear. A segunda forma modal está ilustrada na Figura 3.7(b).
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Figura 3.4: Resposta não-linear do modelo ANCF excitado no primeiro modo.

Pode ser observado a presença do segundo modo na resposta, bem como a participação

dos demais modos mais próximos da frequência de excitação. É notado também a presença

de diversos harmônicos e sub-harmônicos no espectro, não presentes no sistema linear. Desta

forma, o modelo ANCF é apropriado para descrever o comportamento não-linear de compo-

nentes flexíveis.

A resposta temporal e o espectro associado ao terceiro modo são mostrados na Figura 3.6.

É marcante a presença de harmônicos e sub-harmônicos no espectro. A Figura 3.7(c) apresenta

a terceira forma modal.
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Figura 3.5: Resposta não-linear do modelo ANCF excitado no segundo modo.
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Figura 3.6: Resposta não-linear do modelo ANCF excitado no terceiro modo.
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(b) Segundo modo de vibrar (19.3 Hz)
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(c) Terceiro modo de vibrar (54.2 Hz)

Figura 3.7: Modos de vibração da viga ANCF (a linha tracejada representa um arco de circun-
ferência com raio igual ao comprimento indeformado da viga).



65

3.2.2.3 Teste numérico 3

O objetivo deste teste numérico é avaliar o efeito da força axial sobre as frequências natu-

rais dos modos transversais. É conhecida a forte dependência das frequências naturais transver-

sais de vigas em função do nível de força axial aplicada. A análise é feita utilizando o modelo

de viga bi-articulada submetida a carregamento axial. Para proposta de validação do modelo

ANCF, foi adotado o modelo analítico apresentado por Blevins (1979), bem como o modelo

FEM com força axial proposto por Lee (2009).

A Tabela 3.3 apresenta o comparativo das frequências naturais a partir dos três modelos,

utilizando força axial T=0 N como referência.

Tabela 3.3: Frequências naturais da viga (T=0 N)

Modo Analítico (Hz) FEM 20 el (Hz) ANCF 20 el (Hz) Forma modal

1 8.7 8.7 8.7 1a transversal
2 34.6 34.6 34.6 2a transversal
3 78.0 78.0 77.0 3a transversal
4 138.6 138.6 138.6 4a transversal
5 216.6 216.7 216.7 5a transversal
6 311.9 312.1 312.1 6a transversal
7 424.6 425.0 425.0 7a transversal
8 554.5 555.4 555.4 8a transversal

Os resultados de ambos os modelos de elementos finitos estão correlacionados com acu-

rácia em relação ao modelo analítico, indicando que os três modelos são igualmente represen-

tativos.

Os resultados da influência do carregamento axial sobre as frequências naturais é mos-

trado na Tabela 3.4. Uma força axial de tração com magnitude T=100 N é aplicada na articula-

ção da viga, aumentando as frequências naturais dos modos transversais.

Pode ser observado que os três modelos estão bem correlacionados, mostrando que o mo-

delo ANCF é capaz de descrever com acurácia os efeitos de força axial na resposta do sistema.
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Tabela 3.4: Frequências naturais da viga (T=100 N)

Modo Analítico (Hz) FEM 20 el (Hz) ANCF 20 el (Hz) Forma modal

1 20.6 20.6 20.6 1a transversal
2 50.9 50.9 50.9 2a transversal
3 96.0 96.0 96.0 3a transversal
4 157.5 157.5 157.5 4a transversal
5 235.9 235.9 235.9 5a transversal
6 331.4 331.6 331.6 6a transversal
7 444.2 444.6 444.6 7a transversal
8 574.3 575.2 575.1 8a transversal

3.2.2.4 Teste numérico 4

Nesta seção é analisado o efeito da velocidade axial sobre a viga bi-articulada do teste

numérico anterior. A análise é feita considerando a viga tensionada (T=100 N), com duas velo-

cidades diferentes. Os resultados com velocidade nula são os próprios dados da Tabela 3.4.

Na Tabela 3.5 são apresentadas as frequências naturais da viga sujeitas à velocidade axial

de 20 m/s. É notado que o modelo FEM descreve corretamente a redução das frequências natu-

rais, enquanto o modelo ANCF é insensível em relação à velocidade.

Tabela 3.5: Frequências naturais da viga (T=100 N e 𝑐=20 m/s)

Modo FEM 20 el (Hz) ANCF 20 el (Hz) Forma modal

1 10.9 20.6 1a transversal
2 40.1 50.9 2a transversal
3 86.0 96.0 3a transversal
4 148.2 157.5 4a transversal
5 227.1 235.9 5a transversal
6 323.0 331.6 6a transversal
7 436.3 444.6 7a transversal
8 567.1 575.1 8a transversal

A velocidade axial da viga é aumentada de 𝑐=20 m/s para 𝑐=30 m/s, e os resultados mos-

trados na Tabela 3.6. Mais uma vez, o modelo ANCF não prediz a redução das frequências

naturais, enquanto o modelo FEM revela a influência do efeito giroscópico na resposta do sis-

tema.

Estes resultados sugerem que, apesar de eficiente para descrever diversos efeitos lineares e

não-lineares, o modelo ANCF não contempla as forças dependentes da velocidade, tais como os

termos giroscópicos e centrífugos. Desta forma, torna-se necessário o desenvolvimento teórico

das forças/momentos centrífugos e giroscópicos no modelo ANCF não-linear, para ser utilizado
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Tabela 3.6: Frequências naturais da viga (T=100 N e 𝑐=30 m/s)

Modo FEM 20 el (Hz) ANCF 20 el (Hz) Forma modal

1 5.3 20.6 1a transversal
2 24.5 50.9 2a transversal
3 72.8 96.0 3a transversal
4 136.2 157.5 4a transversal
5 215.8 235.9 5a transversal
6 312.3 331.6 6a transversal
7 425.9 444.6 7a transversal
8 557.0 575.1 8a transversal

na modelagem do sistema de transmissão por correia.

Na próxima seção são deduzidos de forma inédita os termos centrífugos e giroscópicos

do elemento finito de viga ANCF.

3.3 Incorporação dos efeitos centrífugos e giroscópicos no elemento finito de

viga ANCF

Os efeitos centrífugos e giroscópicos serão incorporados no modelo ANCF através da

reformulação da energia cinética do elemento finito, introduzindo a contribuição da velocidade

axial constante. Os demais termos do modelo serão mantidos, uma vez que representam com

acurácia o sistema físico flexível não-linear.

Os termos giroscópicos estão presentes em sistemas rotativos, bem como naqueles sujei-

tos a movimento linear, sendo importantes para representar a redução das frequências naturais

em função da velocidade. As forças centrífugas são originadas em sistemas de transmissão a

partir da aceleração normal sofrida pela correia ao percorrer a trajetória circular das polias. Es-

tas forças modificam a tensão nos tramos, e desta forma, alteram a configuração de equilíbrio

estacionário do sistema (Barker et al., 1991; Beikmann, 1992; Kim e Marshek, 1987).

No presente modelo, é assumido a descrição Euleriana para a viga ANCF (Pechstein

e Gerstmayr, 2013). Nesta abordagem, a viga não se move fisicamente no espaço devido à

velocidade axial prescrita, mas tem uma configuração de referência Euleriana fixa, sujeita tanto

aos efeitos centrífugos quanto os giroscópicos.

O Princípio de Hamilton, utilizado para deduzir a equação de movimento do elemento

finito, é dado em sua forma expandida por (Goldstein, 1950)

∫︁ t2

t1

(𝛿𝑇 − 𝛿𝑈) 𝑑𝑡 = 0 (3.29)
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sendo 𝑇 e 𝑈 a energia cinética e de deformação, respectivamente. O trabalho virtual realizado

por forças externas foi negligenciado.

As energias cinética e potencial do elemento finito sujeito a velocidade axial são dadas

pelas expressões

𝑇 =
1

2

∫︁ L

0

𝜌𝐴
[︁

𝑐2 + (�̇�(𝑥,𝑡) + 𝑐𝑤′(𝑥,𝑡))
2
]︁

𝑑𝑥

𝑈 =
1

2

∫︁ L

0

𝐸𝐼 [𝑤′′(𝑥,𝑡)]
2
𝑑𝑥

(3.30)

onde 𝑐 e 𝑤(𝑥,𝑡) representam a velocidade axial constante e o deslocamento transversal. Na

expressão da energia potencial, foi considerada apenas a parcela associada à deformação trans-

versal.

Substituindo a Equação (3.30) na Equação (3.29), aplicando integral por partes e assu-

mindo condições de contorno nulas nas extremidades, tem-se

∫︁ t2

t1

{︂
∫︁ L

0

[︀

−𝐸𝐼𝑤′′′′ − 𝜌𝐴
(︀

𝑐2𝑤′′ + 2𝑐�̇�′ + �̈�
)︀]︀

𝛿𝑤 𝑑𝑥

}︂

𝑑𝑡 = 0 (3.31)

em que 𝑤 ≡ 𝑤(𝑥,𝑡).

Considerando uma variação arbitrária de 𝛿𝑤, a equação de movimento do elemento finito

é dada por

𝐸𝐼𝑤′′′′ + 𝜌𝐴𝑐2𝑤′′ + 2𝜌𝐴𝑐�̇�′ + 𝜌𝐴�̈� = 0 (3.32)

O primeiro termo desta equação está associado ao esforço de flexão; o segundo à força

centrífuga; o terceiro à força giroscópica e o quarto à força de inércia.

A forma fraca no domínio do tempo da Equação (3.32) é representada como

∫︁ L

0

[︀

𝐸𝐼𝑤′′′′𝛿𝑤′′ − 𝜌𝐴𝑐2𝑤′𝛿𝑤′ + 𝜌𝐴𝑐 (�̇�′𝛿𝑤 − �̇�𝛿𝑤′) + 𝜌𝐴�̈�𝛿𝑤
]︀

𝑑𝑥 = 0 (3.33)

onde os esforços atuantes nas extremidades da viga foram negligenciados.

O campo de deslocamento transversal 𝑤 = 𝑟2 do elemento finito está contemplado no ve-

tor posição r, através da função de forma e do vetor de coordenadas nodais. Substituindo apro-

priadamente a componente de deslocamento transversal 𝑟2 da Equação (3.1) na Equação (3.33)

e considerando uma variação arbitrária no vetor de coordenadas nodais absolutas 𝛿e, a equação
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de movimento do elemento finito pode ser finalmente escrita em sua forma canônica como

Maë+Gaė+ (Kc +Kt) e = 0 (3.34)

onde

Ma =

∫︁ L

0

𝜌𝐴
(︀

STS
)︀

𝑑𝑥 (3.35)

Ga =

∫︁ L

0

𝜌𝐴𝑐
(︁

STS′ − S′TS
)︁

𝑑𝑥 (3.36)

Kc =

∫︁ L

0

−𝜌𝐴𝑐2
(︁

S′TS′

)︁

𝑑𝑥 (3.37)

Kt =

∫︁ L

0

𝐸𝐼S′′TS′′ 𝑑𝑥 (3.38)

Pode ser observado que as matrizes resultantes de massa e de rigidez transversal são

idênticas às matrizes originalmente apresentadas por Berzeri e Shabana (2000), apresentadas

nas Equações (3.8) e (3.26). As matrizes Ga e Kc correspondem respectivamente à matrizes

giroscópica (anti-simétrica) e centrífuga (simétrica) do modelo ANCF.

Substituindo a Equação (3.2) na Equação (3.36) e avaliando a integral, a matriz giroscó-

pica Ga do modelo ANCF é dada em sua forma expandida por

Ga =
𝑚𝑐
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(3.39)

Da mesma forma substituindo a Equação (3.2) na Equação (3.37) e integrando, a matriz
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centrífuga Kc do modelo ANCF é representada como

Kc =
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(3.40)

Utilizando as matrizes giroscópica e centrífuga desenvolvidas nesta seção, a equação de

movimento do elemento finito ANCF representado pela Equação (3.15), incluindo os efeitos

dinâmicos associados ao movimento axial, é dada por

Maë+Gaė+ (Kl +Kt +Kc) e = Qext (3.41)

ou ainda

Maë+Gaė+Kae = Qext (3.42)

sendo

Ka = Kl +Kt +Kc (3.43)

a matriz de rigidez completa do elemento finito.

3.3.1 Teste numérico 5

Nesta seção é apresentado um teste numérico para avaliar a influência dos termos centrí-

fugos e giroscópicos propostos para o modelo ANCF. A estrutura analisada consiste na mesma

viga biarticulada verificada na Seção 3.2.2.4. O diagrama de Campbell do modelo ANCF é

comparado com o modelo FEM linear apresentado por Lee (2009), para fins de validação.

Na Tabela 3.7 são apresentadas as frequências naturais da viga considerando velocidade

axial 𝑐=10 m/s.

Os resultados mostram que somente quando são considerados ambos os efeitos giroscó-

pico e centrífugo na equação de movimento do elemento finito ANCF, as frequências naturais
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Tabela 3.7: Frequências naturais da viga (T=100 N e 𝑐=10 m/s)

Modo FEM 20 el (Hz) ANCF 20 el (Hz) Forma modal

1 18.2 18.2 1a transversal
2 48.3 48.3 2a transversal
3 93.6 93.6 3a transversal
4 155.2 155.2 4a transversal
5 233.7 233.7 5a transversal
6 329.4 329.4 6a transversal
7 442.5 442.5 7a transversal
8 573.2 573.2 8a transversal

são corretamente descritas.

Os diagramas de Campbell para os modelos de viga FEM e ANCF são apresentados nas

Figuras 3.8 e 3.9, respectivamente.
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Figura 3.8: Diagrama de Campbell do modelo FEM (T=100 N).

Pode ser notado que ambos os diagramas são idênticos, validando os modelos centrífugo

e giroscópico propostos para a viga ANCF com movimento axial.

Os efeitos centrífugos e giroscópicos podem ser bastante expressivos na resposta, va-
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Figura 3.9: Diagrama de Campbell do modelo ANCF (T=100 N).

riando de acordo com os parâmetros do sistema. Para ilustrar este fenômeno, é mostrado na

Figura 3.10 o diagrama de Campbell para uma viga flexível representativa do tramo da cor-

reia poly-V do sistema de transmissão, apresentando as seguintes propriedades: 𝐿=0.67143 m,

𝜌𝐴=0.12166 kg/m, 𝐸𝐴=111190 N, 𝐸𝐼=0.034 N.m2, na condição bi-articulada e tensionada

axialmente com T=100.5 N.
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Figura 3.10: Diagrama de Campbell do modelo ANCF para a correia poly-V (T=100.5 N).

3.4 Resumo do capítulo

Neste capítulo, foi apresentado o modelo de elementos finitos para viga ANCF não-linear,

inicialmente proposto por Berzeri e Shabana (2000). Os modelos de força longitudinal e trans-

versal foram deduzidos, bem como os vetores de força externa aplicada.

Simulações numéricas mostraram que o modelo ANCF não incorpora na sua formulação

os tradicionais efeitos dinâmicos de força centrífuga e giroscópica, presentes em vigas tensio-

nadas com movimento axial. A equação do elemento finito considerando estes dois efeitos foi

deduzida de forma inédita pelo Princípio de Hamilton, e as matrizes centrífuga e giroscópica

apresentadas.

O modelo ANCF foi validado numericamente em torno do ponto de equilíbrio estacio-

nário utilizando o modelo de elementos finitos linear clássico, por meio de comparação dos

gráficos de Campbell.

No capítulo seguinte, o modelo de viga ANCF deduzido nesta seção será utilizado na

modelagem híbrida do sistema de transmissão por correia, considerando os elementos rígidos e

flexíveis acoplados.
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4 Modelagem matemática do sistema de transmissão

Neste capítulo são apresentados os modelos matemáticos do sistema de transmissão por

correia. A Seção 4.1 trata do sistema com duas polias, enquanto a Seção 4.2 considera o sistema

com dispositivo auto-tensionador.

4.1 Sistema de transmissão com 2 polias

Nesta seção, são propostos dois modelos matemáticos do sistema de transmissão por

correia constituído por duas polias. Nestes sistemas, não há a presença de dispositivo auto-

tensionador, e o ajuste do nível de tensão da correia é feita através da posição da polia movida.

O primeiro modelo é puramente rotacional, no qual a contribuição dos efeitos dinâmicos da cor-

reia na resposta do sistema é desprezada, enquanto o segundo é um modelo multicorpos híbrido,

contemplando a dinâmica dos elementos rígidos (polias) e flexíveis (correia).

4.1.1 Modelo multicorpos puramente rotacional

O modelo mecânico do sistema de transmissão por correia analisado é representado na

Figura 4.1. O Método de Newton-Euler será empregado na modelagem dinâmica deste sistema,

viabilizando a incorporação das reações dinâmicas atuantes nas polias.

Os corpos estão identificados conforme a sequência abaixo:

• Corpo 1: polia 1 (movida - alternador)

• Corpo 2: polia 2 (motora - virabrequim)

• Corpo 3: tramo 1 da correia (superior)

• Corpo 4: tramo 2 da correia (inferior)
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Figura 4.1: Sistema de transmissão por correia com polias de centro fixo.

As hipóteses simplificadoras deste modelo são:

a) a resposta dinâmica transversal da correia é desprezível em relação à reposta rotacional

das polias, e não tem influência no comportamento dinâmico rotacional do sistema;

b) as polias e os mancais são considerados corpos rígidos;

c) a rigidez da correia é representada por molas lineares, com comportamento puramente

elástico;

d) o amortecimento da correia pode ser assumido como puramente viscoso.

Para descrever o movimento rotacional das polias, dois sistemas de coordenadas móveis

𝐵1 e 𝐵2 são fixados no centro das polias 1 (movida) e 2 (motora) respectivamente, e giram

solidários a elas. As orientações dos tramos da correia são obtidas com o auxílio de dois sistemas

de coordenadas móveis (𝐵3 e 𝐵4), com origem nos pontos 𝐸 e 𝐷. O sistema inercial é usado

como única referência absoluta para todos os sistemas móveis. As matrizes de transformação

de coordenadas dos sistemas móveis para o inercial são dadas por (Santos, 2001; Schiehlen e

Eberhard, 2004; Shabana, 2013)

S1 =

⎡

⎢

⎣

cos 𝜃1 −sin 𝜃1 0

sin 𝜃1 cos 𝜃1 0

0 0 1

⎤

⎥

⎦
S2 =

⎡

⎢

⎣

cos 𝜃2 −sin 𝜃2 0

sin 𝜃2 cos 𝜃2 0

0 0 1

⎤

⎥

⎦
(4.1)

S3 =

⎡

⎢

⎣

cos 𝜑1 −sin 𝜑1 0

sin 𝜑1 cos 𝜑1 0

0 0 1

⎤

⎥

⎦
S4 =

⎡

⎢

⎣

cos 𝜑2 −sin 𝜑2 0

sin 𝜑2 cos 𝜑2 0

0 0 1

⎤

⎥

⎦
(4.2)
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Os ângulos nas matrizes das Equações (4.1) e (4.2) são definidos como positivos no sen-

tido anti-horário.

Os motores de combustão interna apresentam flutuação de velocidade angular do vira-

brequim devido à sequência de ignição, variando de acordo com o número de cilindros. Esta

flutuação pode ser representada matematicamente através da prescrição paramétrica do movi-

mento angular da polia motora, dada pela equação

𝜃2(𝑡) = 𝜃2(0) + 𝜃2(0)𝑡+
1

2
𝜃2𝑡

2 + 𝐴2 sin(2𝜋𝑓2𝑡) (4.3)

sendo 𝜃2(0) e 𝜃2(0) a posição e velocidade angular inicial da polia 2, 𝜃2 a aceleração angular

constante, 𝐴2 e 𝑓2 a amplitude e a frequência de excitação harmônica.

Os vetores de posição que definem a configuração do sistema são escritos usando as res-

pectivas bases apropriadas

IrOA =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑥A

𝑦A

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

IrOC =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑥C

𝑦C

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B3rAE =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

𝑅1

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B4rAD =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

−𝑅1

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B3rEG =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝐿3

0

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B4rDF =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝐿4

0

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B3rCG =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

𝑅2

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B4rCF =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

−𝑅2

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.4)

em que 𝑥A, 𝑦A, 𝑥C e 𝑦C definem a posição absoluta do centro das polias, 𝐿3 e 𝐿4 são os com-

primentos dos tramos 1 e 2 e 𝑅1 e 𝑅2 indicam os raios das polias 1 e 2, respectivamente.

O efeito de desbalanceamento das polias pode ser incorporado no modelo definindo os ve-

tores posição do centro de massa em relação ao centro geométrico das mesmas, nas respectivas

bases locais

B1rA−CM1 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑥cm1

𝑦cm1

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B2rC−CM2 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑥cm2

𝑦cm2

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.5)

onde 𝑥cm1, 𝑦cm1, 𝑥cm2 e 𝑦cm2 indicam a posição do centro de massa das polias em relação à

origem das bases locais 𝐵1 e 𝐵2.

A configuração inicial do sistema pode ser obtida a partir de duas equações de loop veto-

rial fechado, que representam as restrições geométricas

Loop 1 : IrOA + S3.B3rAE + S3.B3rEG =I rOC + S3.B3rCG

Loop 2 : IrOA + S4.B4rAD + S4.B4rDF =I rOC + S4.B4rCF
(4.6)
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O comprimento total da correia 𝐿 é determinado somando o comprimento dos tramos

com os segmentos de abraçamento nas polias:

𝐿 = 𝐿s1 + 𝐿s2 + 𝐿3 + 𝐿4 (4.7)

onde 𝐿s1 = 𝑅1(𝜋 − 𝜑1 + 𝜑2) e 𝐿s2 = 𝑅2(𝜋 + 𝜑1 − 𝜑2) são os comprimentos da correia nos

abraçamentos das polias 1 e 2, respectivamente.

Dadas as coordenadas de centro e o raio das polias, a configuração indeformada do sis-

tema pode ser determinada fazendo 𝐿 = 𝐿0 sujeito às equações de vínculo (4.6), onde 𝐿0 é o

comprimento inicial da correia. O sistema constituído por 5 equações algébricas não-lineares

resultante pode ser resolvido pelo método de Newton-Raphson, fornecendo como saída os com-

primentos indeformados dos tramos 𝐿3 e 𝐿4, os ângulos de inclinação 𝜑1 e 𝜑2 e a posição inicial

𝑋A0<𝑥A da polia 1, que corresponde à posição de perfeito ajuste da correia no sistema, sem que

ocorra afrouxamento ou esticamento da mesma.

De forma semelhante, os comprimentos e ângulos na configuração deformada também

podem ser obtidos a partir das Equações (4.6), resolvendo diretamente o sistema de 4 equações

para as 4 variáves, aqui diferenciadas pelo sobrescrito 𝑑 (𝐿d3, 𝐿d4, 𝜑d1 e 𝜑d2).

Os vetores de velocidade angular absoluta das polias são dados por

B1ω1 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝜃1

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B2ω2 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝜃2

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.8)

em que 𝜃1 e 𝜃2 representam as velocidades angulares das polias 1 e 2.

Da mesma forma, os vetores de aceleração angular absoluta de ambas as polias podem

ser obtidos derivando as Equações (4.8) com respeito ao tempo, resultando

B1ω̇1 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝜃1

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B2ω̇2 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝜃2

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.9)

onde 𝜃1 e 𝜃2 são respectivamente as acelerações angulares das polias 1 e 2.

Os vetores de aceleração linear do centro de massa das polias, necessários para a deter-
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minação das equações de movimento do sistema, são dados por

B1aCM1 =B1 aA +B1 ω̇1 ×B1 rA−CM1 +B1 ω1 × (B1ω1 ×B1 rA−CM1)+

+2B1ω̇1 ×B1 v
rel
CM1/A +B1 a

rel
CM1/A

B2aCM2 =B2 aC +B2 ω̇2 ×B2 rC−CM2 +B2 ω2 × (B2ω2 ×B2 rC−CM2)+

+2B2ω̇2 ×B2 v
rel
CM2/C +B2 a

rel
CM2/C

(4.10)

O primeiro e os dois últimos termos do lado direto da Equação 4.10 são identicamente

nulos, decorrente da origem da base local estar fixa e da hipótese de corpo rígido assumida para

as polias.

Os vetores peso das polias 1 e 2 são representados diretamente na base inercial

P1 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

−𝑚1𝑔

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

P2 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

−𝑚2𝑔

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.11)

Os parâmetros 𝑔, 𝑚1 e 𝑚2 denotam a aceleração da gravidade e as massas das polias 1 e

2.

As forças atuantes nos mancais 1 e 2 são definidas pelos vetores

F1 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝐹1x

𝐹1y

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

F2 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝐹2x

𝐹2y

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.12)

sendo 𝐹1x, 𝐹1y, 𝐹2x e 𝐹2y as componentes de reação dinâmica a serem determinados no pro-

blema.

A rigidez dos tramos da correia é dependente tanto do módulo de rigidez axial do material

(𝐸𝐴) quanto do comprimento dos tramos. As relações são dadas por

𝑘3 = 𝐸𝐴/𝐿3

𝑘4 = 𝐸𝐴/𝐿4

(4.13)

sendo 𝑘3 e 𝑘4 os coeficientes de rigidez dos tramos 1 e 2 da correia. Desta forma, as forças

devidas à elasticidade dos tramos no estado deformado são definidas como

𝑇e3 = 𝑘3
(︀

𝐿d3 − 𝐿3 +𝑅1𝜃1 −𝑅2𝜃2
)︀

𝑇e4 = 𝑘4
(︀

𝐿d3 − 𝐿3 +𝑅2𝜃2 −𝑅1𝜃1
)︀

(4.14)
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Da mesma forma, os coeficientes de amortecimento viscoso podem ser expressos através

de

𝑐3 = 𝐶𝐴/𝐿3

𝑐4 = 𝐶𝐴/𝐿4

(4.15)

sendo 𝐶𝐴 o parâmetro que define o amortecimento do sistema (Čepon et al., 2009b; Leamy e

Wasfy, 2005).

As correspondentes forças de amortecimento dos tramos são determinadas por

𝑇a3 = 𝑐3

(︁

𝑅1𝜃1 −𝑅2𝜃2

)︁

𝑇a4 = 𝑐4

(︁

𝑅2𝜃2 −𝑅1𝜃1

)︁ (4.16)

Forças centrífugas surgem devido à componente de aceleração normal da correia ao passar

pelas polias. Estas forças alteram a tensão nos tramos, e desta forma, modificam a configuração

de equilíbrio estacionário do sistema (Barker et al., 1991; Beikmann, 1992; Kim e Marshek,

1987). A força centrífuga é deduzida no Anexo A.1 a partir do diagrama de corpo livre de um

segmento da correia submetido à aceleração normal, sendo definida como

𝑇c = 𝜌𝐴𝑐2 (4.17)

em que 𝜌𝐴 e 𝑐 representam a densidade linear e a velocidade axial da correia. A velocidade 𝑐

pode ser calculada a partir da rotação da polia motora, fazendo 𝑐 = 𝑅2𝜃2.

Desta forma, a força total em cada tramo é determinada a partir das Equações (4.14),

(4.16) e (4.17), com o auxílio das bases locais 𝐵3 e 𝐵4:

B3T3 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑇e3 + 𝑇a3 − 𝑇c

0

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B4T4 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑇e4 + 𝑇a4 − 𝑇c

0

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.18)

Os momentos externos aplicados nas polias são representados através dos vetores

B1M1 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝑀1z

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B2M2 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝑀2z

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.19)

O momento 𝑀1z aplicado na polia 1 pode ser representado por uma componente de tor-
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que médio com amplitude 𝑀1m associado a uma componente alternada de amplitude 𝑀1a e

frequência 𝑓1, simulando o efeito de carga rotacional originado pelo alternador. Pode ser assu-

mido também a presença de amortecimento nos mancais de rolamento. Assim, tem-se:

𝑀1z =𝑀1m +𝑀1asin(2𝜋𝑓1𝑡)− 𝑐t1𝜃1 (4.20)

onde 𝑐t1 é o coeficiente de atrito viscoso equivalente.

O momento 𝑀2z aplicado na polia 2 representa o torque dinâmico necessário para a pres-

crição do movimento do virabrequim, definido pela Equação 4.3.

A partir da cinemática definida pelas Equações (4.1) a (4.10) e dos vetores de força da-

dos pelas Equações (4.11) a (4.19), o Método de Newton-Euler (Santos, 2001; Tenenbaum,

2006) pode ser empregado para obter as equações de movimento do sistema de transmissão. As

equações dinâmicas são dadas por

N
∑︁

i=1

Fi = 𝑚j aCMj

N
∑︁

i=1

BnM
P
i =Bn IPj Bnω̇j +Bn ωj ×

(︀

BnI
P
j Bnωj

)︀

+𝑚j (BnrP−CM ×Bn aP )

(4.21)

onde 𝑁 representa o número de forças/momentos externos atuantes no corpo 𝑗 e 𝑃 indica a

origem do sistema de coordenadas local 𝐵n. O tensor de inércia BnI
P
j do corpo em relação à

base local é representado pela matriz

BnI
P
j =

⎡

⎢

⎣

𝐼xx −𝐼xy −𝐼xz

−𝐼yx 𝐼yy −𝐼yz

−𝐼zx −𝐼zy 𝐼zz

⎤

⎥

⎦
(4.22)

Os vetores das Equações (4.21) podem ser facilmente representados nas bases locais ou

inercial utilizando apropriadamente as matrizes de transformação de coordenadas definidas nas

Equações (4.1) e (4.2).

Aplicando as Equações (4.21) para a polia 1, tem-se

F1 +P1 +T3 +T4 = 𝑚1 aCM1

B1M1 + (B1rA−CM1 ×B1 P1) + (B1rAE ×B1 T1) + (B1rAD ×B1 T2) =

B1I1 B1ω̇1 +B1 ω1 × (B1I1 B1ω1) +𝑚1 (B1rA−CM1 ×B1 aA)

(4.23)
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Para a polia 2, resulta em

F2 +P2 −T3 −T4 = 𝑚2 aCM2

B2M2 + (B2rC−CM2 ×B2 P2) + [B2rCF ×− (B2T1)] + [B2rCG ×− (B2T2)] =

B2I2 B2ω̇2 +B2 ω2 × (B2I2 B2ω2) +𝑚2 (B2rC−CM2 ×B2 aC)

(4.24)

As Equações (4.23) e (4.24) representam um conjunto de 6 equações acopladas a serem

resolvidas para as 6 variáveis do problema: 𝐹1x, 𝐹1y, 𝐹2x, 𝐹2y, 𝜃1 e 𝑀2z.

Definidos os parâmetros do sistema e as 2 condições iniciais de movimento, a equação

diferencial 𝜃1 pode ser integrada numericamente para obter as respostas temporais e as reações

dinâmicas.

4.1.2 Modelo multicorpos híbrido

O modelo multicorpos híbridos proposto baseia-se na dinâmica de corpos rígidos para

descrever o comportamento dinâmico das polias, e na dinâmica de corpos flexíveis utilizando

o modelo de viga ANCF descrito na Seção 3.3. Desta forma, o modelo incorpora os efeitos

centrífugos e giroscópicos presentes no sistema de transmissão. São assumidas as seguintes

hipóteses simplificadoras:

a) apenas pequenas deformações longitudinais ocorrem na correia (justificado na Seção 6.1);

b) o material da correia é isotrópico, perfeitamente elástico e invariante no tempo;

c) a rigidez dos mancais das polias é muito maior que a rigidez axial da correia, permitindo

considerá-los como rígidos;

d) não ocorre deslizamento no contato polia-correia;

e) o centro de massa das polias coincide com o centro geométrico das mesmas.

Assumindo que as origens das bases locais 𝐵1 e 𝐵2 coincidem com o centro de massa e

o centro geométrico das polias, as matrizes de massa destes componentes não apresentam aco-

plamento dinâmico, sendo, portanto, diagonais. Estas matrizes são expressas como (Shabana,

2013)

M1 =

⎡

⎢

⎣

𝑚1 0 0

0 𝑚1 0

0 0 𝐽1

⎤

⎥

⎦
M2 =

⎡

⎢

⎣

𝑚2 0 0

0 𝑚2 0

0 0 𝐽2

⎤

⎥

⎦
(4.25)

sendo 𝑚i e 𝐽i a massa e o momento de inércia de massa da polia 𝑖, respectivamente.
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Fazendo uso das Equações (3.9) e (4.25), a matriz de massa global do sistema é obtida

montando-se as submatrizes de cada componente:

M =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

M1 0 0 0

0 M2 0 0

0 0 Ma3 0

0 0 0 Ma4

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(4.26)

sendo Ma3 e Ma4 as matrizes de massa dos tramos 1 e 2 da correia, definidas pela Equação (3.9)

A matriz giroscópica do sistema é dado pela Equação (3.39):

G =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 Ga3 0

0 0 0 Ga4

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(4.27)

em que Ga3 e Ga4 correspondem às matrizes giroscópicas dos tramos 1 e 2.

De forma semelhante, somando as Equações (3.21), (3.27) e (3.40), a matriz de rigidez

global é dada por

K =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 Ka3 0

0 0 0 Ka4

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(4.28)

onde Ka3 e Ka4 são as matrizes de rigidez dos tramos 1 e 2.

Os vetores de força peso das polias são definidos como

Qp1 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

−𝑚1𝑔

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

Qp2 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

−𝑚2𝑔

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.29)

O vetor forças nodais equivalentes correspondente à força peso do tramo 1 é dado pela

Equação (3.13):

Qp3 = −𝑚3𝑔

{︂

0
1

2
0
𝐿3

12
0
1

2
0
−𝐿3

12

}︂T

(4.30)

sendo 𝑚3 e 𝐿3 a massa e o comprimento do tramo 1.
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Da mesma forma, o vetor de força peso do tramo 2 é dado por

Qp4 = −𝑚4𝑔

{︂

0
1

2
0
𝐿4

12
0
1

2
0
−𝐿4

12

}︂T

(4.31)

onde 𝑚4 e 𝐿4 são a massa e o comprimento do tramo 2.

O comprimento indeformado e as orientações iniciais dos tramos 1 e 2 são obtidos dire-

tamente a partir das Equações (4.6) e (4.7), através de procedimento numérico iterativo.

Os momentos externos totais atuantes nas polias são definidos a partir de

Qm1 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝑀1z

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

Qm2 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝑀2z

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.32)

O vetor que representa todas as forças e momentos externos atuantes no sistema é dado

pela soma das Equações (4.29) a (4.32):

Qext = Qp1 +Qp2 +Qp3 +Qp4 +Qm1 +Qm2 (4.33)

Fazendo uso das Equações (4.26) a (4.28) e (4.33), a equação de movimento global do

sistema de transmissão contendo todos os graus de liberdade é dada por

Mq̈+Gq̇+Kq = Qext (4.34)

ou ainda

Mq̈ = F (4.35)

em que F = Qext −Kq−Gq̇.

Nesta equação, o vetor de coordenadas generalizadas é representado por

q =
{︀

𝑥A 𝑦A 𝜃1 𝑥C 𝑦C 𝜃2 e
T
3 eT4

}︀T
(4.36)

onde e3 e e4 representam os vetores com os graus de liberdade dos tramos flexíveis definido na

Equação (3.4), cuja ordem varia de acordo com a discretização usada na malha.

Os vínculos entre os graus de liberdade precisam ser devidamente estabelecidos e agrupa-

dos convenientemente na forma de um vetor C(q,𝑡) = 0. As polias têm centros fixos, resultando

em 𝑥A = 𝑋A, 𝑦A = 𝑌A, 𝑥C = 𝑋C , 𝑦C = 𝑌C , em que 𝑋A, 𝑌A, 𝑋C , 𝑌C são as coordenadas

numéricas dos centros das polias 1 e 2. Para os tramos da correia, são usadas condições de
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contorno de viga bi-articulada (Čepon et al., 2009b; Neudorf, 2013), respeitando a tangência

de contato em ambas as polias. Desta forma, as coordenadas nodais absolutas do nó 1 do tramo

1 são restringidas a se moverem ao longo do eixo 𝑋3 em torno do ponto 𝐸 devido à rotação

da polia 1, pela quantidade 𝑅1𝜃1. O nó 2 do elemento também é restrito a movimento linear

ao longo do eixo 𝑋3 no ponto 𝐺, pela quantidade 𝑅2𝜃2. De forma semelhante, os vínculos do

tramo 2 são escritos para ambos os nós.

Desta forma, os vetores de deslocamentos nodais B3u
nodal
1 e B4u

nodal
2 dos tramos 1 e 2 são

definidos respectivamente nas bases 𝐵3 e 𝐵4:

B3u
nodal
1 = {−𝑅1𝜃1 0 −𝑅2𝜃2 0 }

T (4.37)

B4u
nodal
2 = {𝑅1𝜃1 0 𝑅2𝜃2 0 }

T (4.38)

Usando a Equação (4.2), as matrizes de rotação que transformam os vetores definidos nas

bases 𝐵3 e 𝐵4 para a base inercial são dadas por

St1 =

[︃

Ŝ3 0

0 Ŝ3

]︃

St2 =

[︃

Ŝ4 0

0 Ŝ4

]︃

(4.39)

onde Ŝ3 e Ŝ4 são as submatrizes de ordem 2x2 obtidas removendo-se a terceira linha e coluna

das matrizes S3 e S4, respectivamente.

Usando as Equações (4.37) a (4.39), os deslocamentos nodais absolutos dos tramos 1 e 2

podem finalmente ser representados na base inercial

Iu
nodal
1 = St1.B3u

nodal
1 (4.40)

Iu
nodal
2 = St2.B4u

nodal
1 (4.41)

Os vetores de posição dos pontos de tangência dos tramos com as polias são dados por

IrOE =
{︀

𝑟Ex 𝑟
E
y 0

}︀T
=I rOA + S3.B3rAE (4.42)

IrOG =
{︀

𝑟Gx 𝑟
G
y 0

}︀T
=I rOC + S3.B3rCG (4.43)

IrOD =
{︀

𝑟Dx 𝑟Dy 0
}︀T

=I rOA + S4.B4rAD (4.44)

IrOF =
{︀

𝑟Fx 𝑟
F
y 0

}︀T
=I rOC + S4.B4rCF (4.45)

A partir das restrições previamente descritas e usando as Equações (4.42) a (4.45), o vetor
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de vínculos é escrito como

C(q,𝑡) =

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

𝑥A −𝑋A

𝑦A − 𝑌A

𝑥C −𝑋C

𝑦C − 𝑌C

𝑒1−
[︀

𝑟Ex +I u
nodal
1 (1)

]︀

𝑒2−
[︀

𝑟Ey +I u
nodal
1 (2)

]︀

𝑒5−
[︀

𝑟Gx +I u
nodal
1 (3)

]︀

𝑒6−
[︀

𝑟Gy +I u
nodal
1 (4)

]︀

𝑒9−
[︀

𝑟Dx +I u
nodal
2 (1)

]︀

𝑒10−
[︀

𝑟Dy +I u
nodal
2 (2)

]︀

𝑒13−
[︀

𝑟Fx +I u
nodal
2 (3)

]︀

𝑒14−
[︀

𝑟Fy +I u
nodal
2 (4)

]︀

⎫

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎬

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎭

= 0 (4.46)

onde o número entre parênteses indica o componente do vetor correspondente. Caso o movi-

mento da polia 2 seja prescrito, incorpora-se a equação paramétrica correspondente sob forma

de vínculo de acionamento no vetor C(q,𝑡), como exemplificado na Equação (4.113).

Para eliminar os graus de liberdade dependentes das equações de movimento (Shabana,

2013; Shabana et al., 2011), o vetor q é particionado em coordenadas dependentes qd e coor-

denadas independentes qi
q =

{︀

qT
d qT

i

}︀T
(4.47)

em que qd é dado por

qd = {𝑥A 𝑦A 𝑥C 𝑦C 𝑒1 𝑒2 𝑒5 𝑒6 𝑒9 𝑒10 𝑒13 𝑒14}
T (4.48)

Neste vetor, as variáveis 𝑒1, 𝑒2, 𝑒5 e 𝑒6 representam os deslocamentos nodais do tramo 1

e 𝑒9, 𝑒10, 𝑒13 e 𝑒14 os deslocamentos do tramo 2 (ver Figura 3.1).

Derivando a Equação (4.46) com respeito ao tempo, tem-se

Ċ =
𝜕C

𝜕q
q̇+

𝜕C

𝜕 𝑡
= Cqq̇+Ct = 0 (4.49)

Diferenciando novamente a Equação (4.49), tem-se as restrições a nível de aceleração

(Shabana, 2013):

C̈ = Cqq̈+ (Cqq̇)qq̇+ 2Cqtq̇+Ctt = 0 (4.50)

Levando em consideração que não há dependência temporal explícita no vetor de restri-
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ções e que a matriz Cq é constante para o problema analisado, a Equação (4.50) é simplificada

como

Cqq̈ = 0 (4.51)

Usando a Equação (4.47) e particionando adequadamente a Equação (4.51), tem-se

Cqdq̈d +Cqiq̈i = 0 (4.52)

Logo,

q̈d = −Cq
−1
d Cqiq̈i = Cdiq̈i (4.53)

Com a Equação (4.53), o vetor q̈ pode ser reescrito como

q̈ =

{︃

q̈d

q̈i

}︃

=

{︃

Cdiq̈i

q̈i

}︃

=

{︃

Cdi

I

}︃

q̈i = Bdiq̈i (4.54)

em que I é a matriz identidade cuja ordem é determinada a partir do número total de graus de

liberdade do sistema e do vetor de restrições. Reordenando a equação de movimento (4.35) de

acordo com o particionamento empregado e substituindo a Equação (4.54), resulta

MBdiq̈i = F (4.55)

Pré-multiplicando a Equação (4.55) por BT
d i, tem-se as equações de movimento escritas

unicamente em função das coordenadas independentes

Miiq̈i = Fii (4.56)

em que

Mii = BT
d iMBdi (4.57)

Fii = BT
d iF (4.58)

A Equação (4.56) representa a forma final da equação de movimento não-linear do sis-

tema de transmissão. A resposta temporal do sistema pode ser obtida numericamente, utilizando

integradores específicos para equações diferenciais rígidas. Uma vez obtidas as respostas tem-

porais das coordenadas independentes, as coordenadas dependentes podem ser determinadas

através da Equação (4.52). Fazendo uso dos multiplicadores de Lagrange, as forças de vínculo

podem ser facilmente encontradas a partir do vetor de coordenadas generalizadas do sistema
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(Shabana, 2013).

A configuração de equilíbrio estático pode também ser calculada eliminando as forças de

inércia na Equação (4.56) e resolvendo o sistema para as coordenadas generalizadas indepen-

dentes. Nesta etapa, um solver não-linear deve ser empregado em virtude das não-linearidades

geométricas presentes.

O procedimento de análise modal (Maqueda et al., 2008) pode ser feito a partir da line-

arização das equações de movimento em torno da configuração de equilíbrio, com o emprego

da matriz de rigidez tangente (Bonet e Wood, 2008; Zhao et al., 2011). Fazendo uso da Equa-

ção (4.58), tem-se:

KT = −
𝜕Fii

𝜕qi
(4.59)

sendo KT uma matriz associada às coordenadas independentes e que pode ser usada juntamente

com a matriz de massa reduzida Mii para a determinação dos parâmetros modais do sistema

(Shabana, 2010).

4.2 Sistema de transmissão com dispositivo auto-tensionador

4.2.1 Modelo multicorpos puramente rotacional

Nesta seção, o Método de Newton-Euler será utilizado para encontrar as equações de mo-

vimento e as reações dinâmicas do sistema de transmissão com auto-tensionador. Neste modelo,

apenas a dinâmica rotacional é considerada, negligenciando a vibração transversal dos tramos

da correia. A Figura 4.2 apresenta o modelo mecânico do sistema analisado.

Os corpos estão identificados conforme segue:

• Corpo 1: auto-tensionador

• Corpo 2: polia 2 (polia do auto-tensionador)

• Corpo 3: polia 3 (movida - alternador)

• Corpo 4: polia 4 (motora - virabrequim)

• Corpo 5: tramo 1 da correia (superior)

• Corpo 6: tramo 2 da correia (inferior direita)

• Corpo 7: tramo 3 da correia (inferior esquerda)
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Figura 4.2: Sistema de transmissão por correia com auto-tensionador.

As hipóteses simplificadoras adotadas para este modelo são:

a) a vibração transversal dos tramos tem influência desprezível sobre a resposta rotacional

das polias e auto-tensionador;

b) as polias, os mancais e o auto-tensionador são considerados corpos rígidos;

c) a rigidez da correia pode ser representada por molas lineares elásticas;

d) a correia e o auto-tensionador apresentam amortecimento viscoso;

e) o atrito seco do auto-tensionador é negligenciado;

f) a mola torcional do auto-tensionador é assumida linearmente elástica.

Para descrever o comportamento dinâmico do sistema, são utilizadas no total sete bases

locais e uma inercial. A base 𝐵1 é solidária ao auto-tensionador, com origem no centro de

massa do mesmo. As bases 𝐵2, 𝐵3 e 𝐵4 são fixas às polias 2, 3 e 4, respectivamente, também

com origens no centro de massa das mesmas, que coincide com o centro geométrico. As bases

𝐵5, 𝐵6 e 𝐵7 definem a orientação dos tramos 1, 2 e 3, tendo origens respectivamente nos pontos

𝐼 , 𝐶 e 𝐸, tangentes às polias. A base inercial define a referência absoluta dos demais sistemas

de coordenadas.

As matrizes de transformação de coordenadas deste sistema, responsáveis pela comuni-
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cação entre as diversas bases adotadas, são dadas por

S1 =

⎡

⎢

⎣

cos 𝜃1 −sin 𝜃1 0

sin 𝜃1 cos 𝜃1 0

0 0 1

⎤

⎥

⎦
S2 =

⎡

⎢

⎣

cos 𝜃2 −sin 𝜃2 0

sin 𝜃2 cos 𝜃2 0

0 0 1

⎤

⎥

⎦

S3 =

⎡

⎢

⎣

cos 𝜃3 −sin 𝜃3 0

sin 𝜃3 cos 𝜃3 0

0 0 1

⎤

⎥

⎦
S4 =

⎡

⎢

⎣

cos 𝜃4 −sin 𝜃4 0

sin 𝜃4 cos 𝜃4 0

0 0 1

⎤

⎥

⎦

(4.60)

S5 =

⎡

⎢

⎣

cos 𝜑1 −sin 𝜑1 0

sin 𝜑1 cos 𝜑1 0

0 0 1

⎤

⎥

⎦
S6 =

⎡

⎢

⎣

cos 𝜑2 −sin 𝜑2 0

sin 𝜑2 cos 𝜑2 0

0 0 1

⎤

⎥

⎦

S7 =

⎡

⎢

⎣

cos 𝜑3 −sin 𝜑3 0

sin 𝜑3 cos 𝜑3 0

0 0 1

⎤

⎥

⎦

(4.61)

Todos os ângulos nas matrizes das Equações (4.60) e (4.61) são definidos como positivos

no sentido anti-horário.

A polia motora tem o movimento prescrito através da seguinte equação paramétrica

𝜃4(𝑡) = 𝜃4(0) + 𝜃4(0)𝑡+
1

2
𝜃4𝑡

2 + 𝐴4 sin(2𝜋𝑓4𝑡) (4.62)

onde 𝜃4(0) e 𝜃4(0) definem a posição e velocidade angular inicial da polia 4, 𝜃4 a aceleração

angular constante, 𝐴4 e 𝑓4 são a amplitude e a frequência de excitação harmônica devido à

flutuação de velocidade angular do virabrequim. Desta forma, o sistema em análise apresenta 4

graus de liberdade, associados à rotação do auto-tensionador e das polias 2, 3 e 4.

A configuração do sistema é especificada através dos vetores de posição definidos nas
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respectivas bases apropriadas

IrOA =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑥A

𝑦A

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B1rAB =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝐿t

0

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B6rBC =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

𝑅2

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B7rBD =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

𝑅2

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

IrOH =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑥H

𝑦H

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

IrOG =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑥G

𝑦G

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B5rHI =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

𝑅3

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B7rHE =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

−𝑅3

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B5rGJ =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

𝑅4

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B6rGF =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

−𝑅4

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B5rIJ =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝐿5

0

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B6rCF =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝐿6

0

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B7rED =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝐿7

0

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.63)

onde 𝑥A e 𝑦A definem as coordenadas do mancal do auto-tensionador e 𝑥H , 𝑦H , 𝑥G e 𝑦G são as

coordenadas absolutas de posição dos mancais das polias 3 e 4, respectivamente. Os parâmetros

𝐿5, 𝐿6 e 𝐿7 são os comprimentos dos tramos 1, 2 e 3, enquanto𝑅2,𝑅3 e𝑅4 indicam os raios das

polias 2, 3 e 4, respectivamente. Finalmente, 𝐿t representa o comprimento do auto-tensionador,

correspondente à distância entre os pontos 𝐴 e 𝐵.

O vetor posição do centro de massa do auto-tensionador precisa ser definito para incluir o

efeito das forças de inércia nas equações de movimento:

B1rA−CM1 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑥cm1

0

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B1rCM1−B =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

(𝐿t − 𝑥cm1)

0

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.64)

onde 𝑥cm1 é o parâmetro que indica a posição do centro de massa do auto-tensionador em

relação ao mancal 𝐴, em relação à origem da base local 𝐵1.

Tanto a geometria inicial quanto a deformada do sistema podem ser expressas matemati-

camente a partir das equações de vínculo, determinadas com o auxílio de três equações de loop

vetorial fechado:

Loop 1 : IrOH + S5.B5rHI + S5.B5rIJ =I rOG + S5.B5rGJ

Loop 2 : IrOA + S1.B1rAB + S6.B6rBC + S6.B6rCF =I rOG + S6.B6rGF

Loop 3 : IrOA + S1.B1rAB + S7.B7rBD =I rOH + S7.B7rHE + S7.B7rED

(4.65)
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A equação vetorial de loop 1 contém os parâmetros 𝐿5 e 𝜑1, a de loop 2 os parâmetros

𝐿6, 𝜑2 e a variável 𝜃1, e a de loop 3 os parâmetros 𝐿7, 𝜑3 e também a variável 𝜃1. Desta forma,

pode ser verificado que os comprimentos 𝐿6 e 𝐿7, bem como os ângulos de inclinação 𝜑2 e 𝜑3,

são dependentes da posição angular 𝜃1, revelando a não-linearidade geométrica do sistema.

O comprimento total da correia 𝐿 é obtido somando o comprimento dos tramos com os

segmentos de abraçamento nas polias:

𝐿 = 𝐿s2 + 𝐿s3 + 𝐿s4 + 𝐿5 + 𝐿6 + 𝐿7 (4.66)

em que 𝐿s2 = 𝑅2(𝜑3−𝜑2), 𝐿s3 = 𝑅3(𝜋+𝜑3−𝜑1) e 𝐿s4 = 𝑅4(𝜋+𝜑1−𝜑2) são respectivamente

os comprimentos da correia nos abraçamentos das polias 2, 3 e 4.

Estabelecidos os parâmetros numéricos do comprimento indeformado da correia 𝐿0, dos

raios das polias, comprimento do auto-tensionador e das coordenadas de centro das polias e do

mancal do auto-tensionador, a configuração indeformada do sistema é obtida fazendo 𝐿 = 𝐿0

sujeito às restrições das Equações (4.65). O Método de Newton-Raphson pode ser utilizado

para resolver numericamente o sistema de 7 equações algébricas não-lineares resultantes, para

as variáveis 𝜃1, 𝐿5, 𝐿6, 𝐿7, 𝜑1, 𝜑2 e 𝜑3. Desta forma, o comprimento e a inclinação dos tramos,

bem como a posição inicial do auto-tensionador, são obtidos de forma direta a partir desta for-

mulação. Deve ser ressaltado que esta configuração corresponde à geometria de perfeito ajuste

da correia indeformada no sistema, e não à de equilíbrio estático, que deve ser determinada a

partir do equilíbrio de forças e momentos.

Os comprimentos e ângulos dos tramos em contato com o auto-tensionador dependem da

posição angular 𝜃1 do dispositivo, podendo ser determinados utilizando as equações de loop 2 e

3 da Equação (4.65) e resolvendo o sistema de 4 equações para as 4 variáves, aqui identificadas

através do sobrescrito 𝑑 (𝐿d6, 𝐿d7, 𝜑d6 e 𝜑d7).

A velocidade angular absoluta do auto-tensionador e das polias são dados pelos vetores

B1ω1 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝜃1

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B2ω2 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝜃2

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B3ω3 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝜃3

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B4ω4 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝜃4

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.67)

sendo 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 e 𝜃4 as velocidades angulares do auto-tensionador e das polias 2, 3 e 4.

Os vetores de aceleração angular absoluta dos componentes rígidos são determinados a
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partir da diferenciação temporal das Equações (4.67):

B1ω̇1 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝜃1

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B2ω̇2 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝜃2

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B3ω̇3 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝜃3

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B4ω̇4 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝜃4

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.68)

em que 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 e 𝜃4 correspondem respectivamente às acelerações angulares do auto-

tensionador e das polias 2, 3 e 4.

As acelerações lineares absolutas do centro de massa do auto-tensionador e da polia 2 são

dadas pelos vetores

B1aCM1 =B1 aA +B1 ω̇1 ×B1 rA−CM1 +B1 ω1 × (B1ω1 ×B1 rA−CM1)+

+2B1ω̇1 ×B1 v
rel
CM1/A +B1 a

rel
CM1/A

B2aCM2 ≡B2 aB =B2 aA +B2 ω̇1 ×B2 rAB +B2 ω2 × (B2ω2 ×B2 rAB)+

+2B2ω̇2 ×B2 v
rel
B/A +B2 a

rel
B/A

(4.69)

Dadas as hipóteses assumidas para o modelo, o primeiro e os dois últimos termos do lado

direto da Equação 4.69, respectivamente associados à translação dos mancais e de deformação

dos corpos, são vetores identicamente nulos. Uma vez que o centro de massa e geométrico das

polias 3 e 4 são coincidentes, B3aCM3 =B4 aCM4 = 0.

A força peso dos componentes rígidos do sistema são representados pelos vetores escritos

diretamente na base inercial:

P1 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

−𝑚1𝑔

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

P2 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

−𝑚2𝑔

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

P3 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

−𝑚3𝑔

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

P4 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

−𝑚4𝑔

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.70)

sendo 𝑔, 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3 e 𝑚4 a aceleração da gravidade e as massas do auto-tensionador e das

polias 2, 3 e 4.

As forças de reação atuantes nos mancais do auto-tensioandor e nas demais polias são

dadas pelos vetores

F1 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝐹1x

𝐹1y

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

F2 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝐹2x

𝐹2y

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

F3 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝐹3x

𝐹3y

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

F4 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝐹4x

𝐹4y

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.71)

onde as componentes de força dos vetores são variáveis a serem determinadas pelo problema.
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A rigidez dos tramos é calculada a partir do módulo de rigidez axial da correia (𝐸𝐴) e do

comprimento, que neste caso, é dependente da posição do auto-tensionador de forma não-linear:

𝑘5 = 𝐸𝐴/𝐿5

𝑘6 = 𝐸𝐴/𝐿6

𝑘7 = 𝐸𝐴/𝐿7

(4.72)

em que 𝑘5, 𝑘6 e 𝑘7 são os coeficientes de rigidez dos tramos 1, 2 e 3 da correia.

A partir dos coeficientes de rigidez dos tramos, as forças elásticas da correia podem ser

determinadas como

𝑇e5 = 𝑘5 (𝑅3𝜃3 −𝑅4𝜃4)

𝑇e6 = 𝑘6
(︀

𝐿d6 − 𝐿6 +𝑅4𝜃4 +𝑅2𝜃2
)︀

𝑇e7 = −𝑘7
(︀

𝐿d7 − 𝐿7 +𝑅2𝜃2 +𝑅3𝜃3
)︀

(4.73)

Os coeficientes de amortecimento viscoso da correia são definidos por

𝑐5 = 𝐶𝐴/𝐿5

𝑐6 = 𝐶𝐴/𝐿6

𝑐7 = 𝐶𝐴/𝐿7

(4.74)

em que 𝐶𝐴 indica o parâmetro de amortecimento da correia.

As forças de amortecimento nos tramos são escritas como

𝑇a5 = 𝑘5

(︁

𝑅3𝜃3 −𝑅4𝜃4

)︁

𝑇a6 = 𝑘6

(︁

𝐿d6 +𝑅4𝜃4 +𝑅2𝜃2

)︁

𝑇a7 = −𝑘7

(︁

𝐿d7 +𝑅2𝜃2 +𝑅3𝜃3

)︁

(4.75)

Fazendo uso da força centrífuga definida pela Equação (4.17) e utilizando as Equa-

ções (4.73) e (4.75), os vetores de força nos tramos podem ser determinados com o auxílio

das bases locais 𝐵5, 𝐵6 e 𝐵7 como

B5T5 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑇e5 + 𝑇a5 − 𝑇c

0

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B6T6 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑇e6 + 𝑇a6 − 𝑇c

0

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B7T7 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

𝑇e7 + 𝑇a7 − 𝑇c

0

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.76)

O momento devido à mola torcional do auto-tensionador é composto por duas componen-
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tes: uma está associada à deflexão elástica da mola e a outra relacionada ao torque constante de

pré-carga. Desta forma, tem-se:

𝑀e = −𝑘t1 (𝜃1 − 𝜃0) (4.77)

onde 𝑘t1 é o coeficiente de rigidez torcional e 𝜃0 corresponde ao ângulo de pré-carga do dispo-

sitivo.

O auto-tensionador utilizado neste trabalho foi fisicamente desmontado (procedimento

descrito na Seção 6.3), com o objetivo de retirar o componente de atrito seco, por não estar con-

templado nos modelos matemáticos aqui propostos. Desta forma, é incluído no modelo apenas

uma força de amortecimento viscoso do tipo:

𝑀a = −𝑐t1𝜃1 (4.78)

sendo 𝑐t1 a constante de amortecimento torcional.

Utilizando as Equações (4.77) e (4.78), o momento total exercido pelo auto-tensionador é

dado por

B1M1 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝑀e +𝑀a

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.79)

Para simular o efeito de amortecimento presente nos mancais de esferas rolantes lubri-

ficados, são incorporados momentos de atrito viscoso em cada uma das polias. O momento

exercido pelo alternador 𝑀3z é assumido ser do tipo harmônico com componente média 𝑀3m

e alternada 𝑀3a, com frequência 𝑓3, conforme a Equação (4.20). A prescrição do movimento

angular da polia 4 de acordo com a Equação (4.62) é feita pelo momento externo𝑀4z, originado

no virabrequim. Assim, tem-se

B2M2 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

−𝑐t2𝜃2

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B3M3 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝑀3z − 𝑐t3𝜃3

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

B4M4 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝑀4z − 𝑐t4𝜃4

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.80)

sendo 𝑐t1, 𝑐t2 e 𝑐t3 a constante de amortecimento torcional das polias 2, 3 e 4.

Aplicando o Método de Newton-Euler definido pelas Equações (4.21) em cada compo-

nente, as equações de movimento do sistema de transmissão com auto-tensionador podem ser

sistematicamente determinadas. O último termo destas equações foi omitido pelo fato das ori-

gens das bases locais serem coincidentes com o centro de massa dos corpos, anulando vetor

posição deste termo. Desta forma, tem-se:
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Auto-tensionador:

F1 +P1 − F2 = 𝑚1 aCM1

B1M1 + (B1rCM1−A ×B1 F1) + [B1rCM1−B ×− (B1F2)] =

B1I1 B1ω̇1 +B1 ω1 × (B1I1 B1ω1)

(4.81)

Polia 2 (polia do auto-tensionador):

F2 +P2 +T6 −T7 = 𝑚2 aCM2

B2M2 + (B2rBC ×B2 T6) + [B2rBD ×− (B2T7))] =

B2I2 B2ω̇2 +B2 ω2 × (B2I2 B2ω2)

(4.82)

Polia 3 (alternador):

F3 +P3 +T5 +T7 = 𝑚3 aCM3

B3M3 + (B3rHI ×B3 T5) + (B3rHE ×B3 T7) =

B3I3 B3ω̇3 +B3 ω3 × (B3I3 B3ω3)

(4.83)

Polia 4 (virabrequim):

F4 +P4 −T5 −T6 = 𝑚4 aCM4

B4M4 + [B4rGJ × (−B4T5)] + [B4rGF ×− (B4T6)] =

B4I4 B4ω̇4 +B4 ω4 × (B4I4 B4ω4)

(4.84)

As Equações (4.81) a (4.84) formam um sistema de 12 equações não-lineares acopladas

para as 12 variáveis do problema: 𝐹1x, 𝐹1y, 𝐹2x, 𝐹2y, 𝐹3x, 𝐹3y, 𝐹4x, 𝐹4y, 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 e 𝑀4z. A não-

linearidade do modelo surge devido ao deslocamento angular do auto-tensionador, que modifica

dinamicamente a configuração do sistema.

A partir dos parâmetros do sistema e das 6 condições iniciais de movimento, as equações

diferenciais 𝜃1, 𝜃2 e 𝜃3 podem ser numericamente integradas para obter as respostas temporais,

e com estas, as reações dinâmicas resultantes.

O modelo apresentado emprega uma formulação mista de dinâmica inversa com direta,

decorrente da prescrição de movimento da polia 4 e das equações de movimento obtidas para os

demais componentes. O modelo de dinâmica direta pode ser obtido retirando-se o movimento

prescrito para polia 4 e substituindo o momento 𝑀4z pela correspondente equação diferencial

𝜃4.
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4.2.2 Modelo multicorpos híbrido

O modelo de viga ANCF com efeito centrífugo e giroscópico incorporado apresentado na

Seção 3.3 é utilizado conjuntamente com o modelo de corpos rígidos para compor o modelo

multicorpos híbridos do sistema de transmissão com auto-tensionador. As hipóteses assumidas

para este modelo são:

a) a correia está sujeita a pequenas deformações longitudinais, decorrente do elevado mó-

dulo de rigidez axial (ver Seção 6.1);

b) o material da correia é elástico, isotrópico e permanece invariante no tempo;

c) os mancais do sistema, as polias e o auto-tensionador são considerados elementos rígidos;

d) não há deslizamento na interface de contato polia-correia;

e) os centros geométricos e de massa das polias coincidem;

f) apenas pequenos deslocamentos angulares em torno da posição de equilíbrio estacionário

ocorrem no auto-tensionador.

Para eliminar o acoplamento dinâmico das matrizes de massa, as origens dos sistemas de

coordenadas locais são posicionadas no centro de massa dos componentes rígidos do sistema

(Shabana, 2009). Desta forma, tem-se:

M1 =

⎡

⎢

⎣

𝑚1 0 0

0 𝑚1 0

0 0 𝐽1

⎤

⎥

⎦
M2 =

⎡

⎢

⎣

𝑚2 0 0

0 𝑚2 0

0 0 𝐽2

⎤

⎥

⎦

M3 =

⎡

⎢

⎣

𝑚3 0 0

0 𝑚3 0

0 0 𝐽3

⎤

⎥

⎦
M4 =

⎡

⎢

⎣

𝑚4 0 0

0 𝑚4 0

0 0 𝐽4

⎤

⎥

⎦

(4.85)

em que 𝑚i e 𝐽i são, respectivamente, a massa e o momento de inércia de massa do componente

𝑖.

A partir das submatrizes dos componentes rígidos (Equação (4.85)) e flexíveis (Equa-

ção (3.9)) do sistema de transmissão, a matriz de massa global do sistema pode ser determinada
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como

M =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

M1 0 0 0 0 0 0

0 M2 0 0 0 0 0

0 0 M3 0 0 0 0

0 0 0 M4 0 0 0

0 0 0 0 Ma5 0 0

0 0 0 0 0 Ma6 0

0 0 0 0 0 0 Ma7

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(4.86)

onde Ma5, Ma6 e Ma7 são as matrizes de massa correspondentes aos tramos 1, 2 e 3 da correia.

A matriz giroscópica global do sistema é obtida pelas submatrizes definidas na Equa-

ção (3.39)

G =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 Ga5 0 0

0 0 0 0 0 Ga6 0

0 0 0 0 0 0 Ga7

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(4.87)

sendo Ga5 e Ga6 e Ga7 as matrizes giroscópicas dos tramos 1, 2 e 3.

A matriz de rigidez do auto-tensionador é dada por

K1 =

⎡

⎢

⎣

0 0 0

0 0 0

0 0 𝑘t1

⎤

⎥

⎦
(4.88)

O torque de pré-carga do auto-tensionador é representado sob a forma vetorial, sendo

Qm1 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝑘t1𝜃0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.89)

Utilizando as submatrizes de rigidez de cada componente, incluindo os rígidos (Equa-



98

ção (4.88)) e flexíveis (Equação (3.28)), a matriz de rigidez global é dada por

K =

⎡

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎢

⎣

K1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 Ka5 0 0

0 0 0 0 0 Ka6 0

0 0 0 0 0 0 Ka7

⎤

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎥

⎦

(4.90)

sendo Ka5, Ka6 e Ka7 as matrizes de rigidez dos tramos 1, 2 e 3 da correia.

Os vetores de força peso do auto-tensionador e das polias são dados por

Qp1 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

−𝑚1𝑔

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

Qp2 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

−𝑚2𝑔

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

Qp3 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

−𝑚3𝑔

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

Qp4 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

−𝑚4𝑔

0

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.91)

Os vetores de forças nodais equivalentes correspondente à força peso dos tramos 1, 2 e 3

são dados pela Equação (3.13):

Qp5 = −𝑚5𝑔

{︂

0
1

2
0
𝐿5

12
0
1

2
0
−𝐿5

12

}︂T

Qp6 = −𝑚6𝑔

{︂

0
1

2
0
𝐿6

12
0
1

2
0
−𝐿6

12

}︂T

Qp7 = −𝑚7𝑔

{︂

0
1

2
0
𝐿7

12
0
1

2
0
−𝐿7

12

}︂T

(4.92)

Tanto o comprimento indeformado quanto a orientação inicial dos tramos 1, 2 e 3 são

determinados por meio das Equações (4.65) e (4.66), utilizando análise numérica iterativa.

Os momentos externos totais atuantes nas polias são definidos por

Qm3 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝑀3z

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

Qm4 =

⎧

⎪

⎨

⎪

⎩

0

0

𝑀4z

⎫

⎪

⎬

⎪

⎭

(4.93)

Somando as Equações (4.89), (4.91), (4.92) e (4.93), tem-se o vetor resultante de todas as
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forças e momentos externos atuantes no sistema

Qext = Qp1 +Qp2 +Qp3 +Qp4 +Qp5 +Qp6 +Qp7 +Qm1 +Qm3 +Qm4 (4.94)

Utilizando as Equações (4.86), (4.90) e (4.94), a equação de movimento global do sistema

de transmissão com auto-tensionador contendo todos os graus de liberdade é expressa por

Mq̈+Gq̇+Kq = Qext (4.95)

A Equação (4.95) pode ser reescrita como

Mq̈ = F (4.96)

onde

F = Qext −Kq−Gq̇ (4.97)

é o vetor que contém todas as forças/momentos externos, além das forças elásticas, giroscópica

e centrífuga do sistema.

O vetor de coordenadas generalizadas do sistema global é dado por

q =
{︀

𝑥A 𝑦A 𝜃1 𝑥B 𝑦B 𝜃2 𝑥H 𝑦H 𝜃3 𝑥G 𝑦G 𝜃4 e
T
5 eT6 eT7

}︀T
(4.98)

onde e5, e6 e e7 representam os vetores com os graus de liberdade dos tramos flexíveis definidos

pela Equação (3.4), cuja ordem depende do número de elementos usados para a discretização

da malha.

A Equação (4.96) da forma como está definida, apresenta os graus de liberdade de todos

os componentes do sistema desacoplados. A fim de estabelecer os vínculos geométricos do

sistema de transmissão responsáveis pelo acoplamento das coordenadas, uma equação vetorial

de restrição C(q,𝑡) = 0 é definida. As coordenadas numéricas de posição do centro das polias

e do mancal do auto-tensionador são prescritas, resultando em 𝑥A = 𝑋A, 𝑦A = 𝑌A, 𝑥H = 𝑋H ,

𝑦H = 𝑌H , 𝑥G = 𝑋G e 𝑦G = 𝑌G.

Os elementos flexíveis que representam os tramos da correia são submetidos a condições

de contorno de viga bi-articulada no contato correia-polia, conforme verificado experimental-

mente por Čepon et al. (2009b). Assim, o primeiro nó do tramo 1 é prescrito ao deslocamento

ao longo do eixo 𝑋5 em torno do ponto 𝐼 da quantidade 𝑅3𝜃3, enquanto o último nó do tramo 1

está restrito ao deslocamento linear em torno do ponto 𝐽 da quantidade 𝑅4𝜃4. O primeiro nó do

tramo 2 está sujeito ao deslocamento absoluto do ponto 𝐶 ao longo do eixo 𝑋6, que contempla
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tanto a rotação da polia 2 (𝑅2𝜃2) quanto a deflexão angular do auto-tensionador, incorporando

não-linearidade geométrica ao sistema. O último nó do tramo 2 é restrito ao deslocamento tan-

gente em torno do ponto 𝐹 , da quantidade 𝑅4𝜃4. Da mesma forma, o primeiro nó do tramo 3

apresenta deslocamento linear em torno do ponto 𝐸 da quantidade 𝑅3𝜃3, com o último nó tan-

genciando o ponto 𝐷, incorporando a rotação da polia 2 (𝑅2𝜃2) bem como a deflexão angular

do auto-tensionador.

Para auxiliar na construção do vetor C(q,𝑡), os vetores de deslocamentos nodais B5u
nodal
1 ,

B6u
nodal
2 e B7u

nodal
3 dos tramos 1, 2 e 3 são respectivamente definidos utilizando as bases 𝐵5,

𝐵6 e 𝐵7. Estes vetores definem os deslocamentos do primeiro e último nó dos tramos nas bases

locais. Assim, tem-se:

B5u
nodal
1 = {−𝑅3𝜃3 0 −𝑅4𝜃4 0 }

T (4.99)

B6u
nodal
2 = {−𝑅2𝜃2 0 𝑅4𝜃4 0 }

T (4.100)

B7u
nodal
3 = {𝑅3𝜃3 0 −𝑅2𝜃2 0 }

T (4.101)

As matrizes globais de transformação de coordenadas das bases 𝐵5, 𝐵6 e 𝐵7 para a iner-

cial são obtidas removendo-se a terceira linha e coluna das matrizes S5, S6 e S7 (Equação (4.2)),

resultando em

St5 =

[︃

Ŝ5 0

0 Ŝ5

]︃

St6 =

[︃

Ŝ6 0

0 Ŝ6

]︃

St7 =

[︃

Ŝ7 0

0 Ŝ7

]︃

(4.102)

Desta forma, os deslocamentos nodais absolutos dos tramos 1, 2 e 3 podem ser represen-

tados na base inercial com o auxílio das Equações (4.99) a (4.102):

Iu
nodal
1 = St5.B5u

nodal
1 (4.103)

Iu
nodal
2 = St6.B6u

nodal
2 (4.104)

Iu
nodal
3 = St7.B7u

nodal
3 (4.105)

O vetor posição do centro da polia 2 é dado por

IrOB =
{︀

𝑟Bx 𝑟
B
y 0

}︀T
=I rOA + S1.B1rAB (4.106)
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Os vetores que definem os pontos de tangência da correia nas polias são escritos como

IrOI =
{︀

𝑟Ix 𝑟
I
y 0

}︀T
=I rOH + S5.B5rHI (4.107)

IrOJ =
{︀

𝑟Jx 𝑟
J
y 0

}︀T
=I rOG + S5.B5rGJ (4.108)

IrOC =
{︀

𝑟Cx 𝑟
C
y 0

}︀T
=I rOB + S6.B6rBC (4.109)

IrOF =
{︀

𝑟Fx 𝑟
F
y 0

}︀T
=I rOG + S6.B6rGF (4.110)

IrOE =
{︀

𝑟Ex 𝑟
E
y 0

}︀T
=I rOH + S7.B7rHE (4.111)

IrOD =
{︀

𝑟Dx 𝑟Dy 0
}︀T

=I rOB + S7.B7rBD (4.112)

Utilizando as Equações (4.62) e (4.106) a (4.112), o vetor de restrições geométricas e de

acionamento do sistema é definido como:

C(q,𝑡) =
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𝑟Cy +I u
nodal
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𝑟Dx +I u
nodal
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𝑒22−
[︀

𝑟Dy +I u
nodal
3 (4)

]︀

𝜃4(𝑡)−

[︂

𝜃4(0) + 𝜃4(0)𝑡+
1

2
𝜃4𝑡

2 + 𝐴4 sin(2𝜋𝑓4𝑡)
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= 0 (4.113)

Na Equação (4.113), o número entre parênteses indica o componente do vetor corres-

pondente. As variáveis 𝑒1, 𝑒2, 𝑒5 e 𝑒6 indicam as coordenadas nodais absolutas do tramo 1
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(conforme Figura 3.1); 𝑒9, 𝑒10, 𝑒13 e 𝑒14 as coordenadas nodais absolutas do tramo 2 e 𝑒17, 𝑒18,

𝑒21 e 𝑒22 representam as coordenadas nodais absolutas do tramo 3. A vínculo de acionamento

prescrito à polia 4 por meio da equação paramétrica, confere uma abordagem mista de dinâmica

direta e inversa ao problema. Caso a restrição seja removida, libera-se o correspondente grau de

liberdade rotacional da polia 4, conforme exemplificado na Equação (4.46).

Os graus de liberdade dependentes são removidos das equações de movimento através do

particionamento de coordenadas proposto por Shabana (2013). Esta abordagem é conhecida por

embedding technique, onde apenas as coordenadas independentes estão presentes nas equações

diferenciais do sistema. Desta forma, particionando o vetor q em coordenadas dependentes qd
e coordenadas independentes qi, tem-se:

q =
{︀

qT
d qT

i

}︀T
(4.114)

sendo qd dado por

qd = {𝑥A 𝑦A 𝑥B 𝑦B 𝑥H 𝑦H 𝑥G 𝑦G 𝑒1 𝑒2 𝑒5 𝑒6 𝑒9 𝑒10 𝑒13 𝑒14 𝑒17 𝑒18 𝑒21 𝑒22 𝜃4}
T (4.115)

Diferenciando a Equação (4.113) com respeito ao tempo, tem-se

Ċ =
𝜕C

𝜕q
q̇+

𝜕C

𝜕 𝑡
= Cqq̇+Ct = 0 (4.116)

Em nível de aceleração, a Equação (4.116) é dada por (Shabana, 2013)

C̈ = Cqq̈+ (Cqq̇)qq̇+ 2Cqtq̇+Ctt = 0 (4.117)

A Equação (4.117) pode ser reescrita como

Cqq̈ = Qd (4.118)

onde Qd é dado por

Qd = −
[︀

(Cqq̇)qq̇+ 2Cqtq̇+Ctt

]︀

(4.119)

De acordo com o particionamento de coordenadas empregado, a Equação (4.118) pode

ser escrita como

Cqdq̈d +Cqiq̈i = Qd (4.120)



103

Isolando o vetor de coordenadas dependentes, tem-se

q̈d = −Cq
−1
d

(︀

Cqiq̈i −Qd

)︀

= Cdiq̈i +Cd (4.121)

com

Cdi = −Cq
−1
d Cqi

Cd = −Cq
−1
d

[︀

(Cqq̇)qq̇+ 2Cqtq̇+Ctt

]︀

(4.122)

Fazendo uso da Equação (4.114), o vetor q̈ pode ser reescrito como

q̈ =

{︃

q̈d

q̈i

}︃

=

{︃

Cdiq̈i +Cd

q̈i

}︃

=

{︃

Cdi

I

}︃

q̈i +

{︃

Cd

0

}︃

= Bdiq̈i + γi (4.123)

sendo

γi =

{︃

Cd

0

}︃

(4.124)

Na Equação (4.123), a ordem da matriz identidade I é determinada a partir do número

total de graus de liberdade do sistema e da ordem do vetor de vínculo.

Reordenando a equação de movimento (Equação (4.96)) de acordo com o particionamento

de coordenadas proposto e fazendo uso da Equação (4.123), tem-se

M (Bdiq̈i + γi) = F (4.125)

As equações de movimento podem ser escritas em função das coordenadas independen-

tes fazendo a pré-multiplicando da Equação (4.124) por BT
d i, com o objetivo de eliminar as

coordenadas dependentes (e as possíveis forças de vínculo):

Miiq̈i = Fii (4.126)

sendo

Mii = BT
d iMBdi (4.127)

Fii = BT
d iF−BT

d iMγi (4.128)

A equação de movimento não-linear do sistema de transmissão com auto-tensionador é

dada pela Equação (4.126). As equações diferencias resultantes podem ser resolvidas no do-

mínio do tempo a partir de integradores numéricos de passo variável, adequadamente escolhi-
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dos para equações diferenciais rígidas. A partir das respostas temporais para as coordenadas

independentes, as coordenadas dependentes podem ser diretamente obtidas utilizando a Equa-

ção (4.120).

Com as forças de inércia eliminadas da Equação (4.126), a configuração de equilíbrio

estático pode ser determinada resolvendo o sistema de equações resultante para as coordena-

das generalizadas independentes. Em função das não-linearidades geométricas do sistema, é

requerido um solver não-linear para encontrar iterativamente a solução numérica.

A análise do sistema no domínio da frequência é viabilizada a partir da linearização das

equações de movimento em torno da configuração de equilíbrio estacionário, utilizando a matriz

de rigidez tangente (Bonet e Wood, 2008; Maqueda et al., 2008; Zhao et al., 2011). Fazendo

uso da Equação (4.128), tem-se:

KT = −
𝜕Fii

𝜕qi
(4.129)

onde KT é uma matriz associada às coordenadas independentes e que, juntamente com a ma-

triz de massa reduzida Mii, pode ser utilizada para a determinação dos parâmetros modais do

sistema (Shabana, 2010).

4.3 Resumo do capítulo

Neste capítulo foram apresentados os modelos matemáticos propostos para o sistema de

transmissão. Dois modelos para o sistema constituído por duas polias de centro fixos foram pro-

postos, um puramente rotacional, no qual foi negligenciada a influência da vibração transversal

dos tramos na resposta das polias, e o outro híbrido não-linear, contemplando o sistema com

acoplamento de coordenadas rotacionais, transversais e longitudinais.

Foram apresentados também dois modelos não-lineares do sistema de transmissão com

auto-tensionador, um rotacional e outro híbrido, constituído por elementos rígidos e flexíveis.

O modelo rotacional incorpora as reações dinâmicas atuantes no auto-tensionador e nas polias,

ainda não reportadas na literatura.

Técnicas para linearização do modelo não-linear na configuração estacionária foram apre-

sentadas, bem como uma metodologia para eliminação das coordenadas dependentes das equa-

ções de movimento, a fim de obter a representação do modelo exclusivamente em função dos

graus de liberdade independentes.

No próximo capítulo, a bancada de ensaios é apresentada e suas características detalha-

damente discutidas.
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5 Bancada de ensaios

5.1 Projeto e construção

Uma bancada de ensaios foi projetada e construída para verificação experimental e vali-

dação dos modelos teóricos propostos, conforme mostrado nas Figuras 5.1 e 5.2.

Nesta bancada, o mancal da polia motora tem centro fixo e o eixo é acionado por um

motor elétrico com potência de 2 cv, cuja rotação é controlada por inversor de frequência. O

eixo movido foi acoplado a um alternador Mitsubishi© de 24 V e 80 A, que está conectado a um

banco de resistores (Figura 5.3) com controle eletrônico de potência, viabilizando a aplicação

de carga dinâmica rotacional com componentes média e alternada de frequência variável no

sistema.

Todo o conjunto movido está montado sobre uma base com ajuste linear milimétrico

da posição horizontal, permitindo avaliar diversas configurações de montagem sob diferentes

níveis de tensão na correia. Um suporte também milimetricamente ajustável está posicionado

entre as duas polias, viabilizando a instalação de dispositivo auto-tensionador no sistema. Desta

forma, é possível analisar o sistema de transmissão com e sem auto-tensioandor. As posições

lineares absolutas de cada componente são obtidas a partir de uma escala graduada devidamente

fixada na base da bancada, atuando como sistema de referência inercial.

As polias motora e movida, bem como o auto-tensionador e o alternador, são componen-

tes originais do front-end de um motor diesel modelo MaxxForce 7.2H® de 6 cilindros em linha,

com potência de 326 cv e torque máximo de 1300 N.m, destinado a aplicações em ônibus e ca-

minhões médios/pesados. Todos estes componentes foram gentilmente fornecidos pela empresa

MWM International©.
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Figura 5.1: Projeto CAD da bancada experimental.
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(a) Vista isométrica frontal

(b) Vista isométrica traseira

Figura 5.2: Bancada experimental do sistema de transmissão por correia.
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(a) Projeto CAD do banco de resistores

(b) Banco de resistores construído

Figura 5.3: Banco de resistores elétricos para aplicação de carga rotacional.
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5.2 Instrumentação

A bancada está equipada com diversos sensores destinados à mensuração das diferentes

quantidades físicas. Nas seções seguintes são detalhados cada um dos sensores, com os seus

respectivos objetivos.

5.2.1 Extensômetros do mancal

A caixa do mancal da polia movida foi devidamente projetada para a fixação de extensô-

metros elétricos, com o objetivo de mensurar as componentes horizontal e vertical das reações

dinâmicas. Na região próxima ao suporte de engaste, o diâmetro da caixa foi reduzido de forma

a conferir maior deformação do componente, para aumentar a sensibilidade do transdutor mas

sem comprometer a função estrutural. O cálculo da deformação foi feito através de análise por

elementos finitos (FEA). Na Figura 5.4 é mostrado em detalhe o extensômetro posicionado no

rebaixamento da caixa do mancal.

Figura 5.4: Extensômetros instalados no mancal da polia movida.

Os dois extensômetros horizontais, posicionados em lados opostos, estão ligados no es-

quema de 1/2 ponte, permitindo a mensuração dos esforços dinâmicos na direção horizontal

com compensação dos efeitos de variação de temperatura. A mesma arquitetura de montagem

foi utilizada para medir os esforços verticais.

Os extensômetros utilizados são do tipo resistivo uniaxial, da fabricante HBM©. A ca-

libração dos sensores foi feita com massas-padrão aplicadas na própria polia movida com o

auxílio da correia, de forma a representar a real distribuição de forças. As curvas de calibração

de ambos os sensores são apresentadas na Figura 5.5, e foram identificadas por ensaios inde-
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pendentes realizados nas direções horizontal e vertical. Durante a calibração vertical, os dados

do sensor horizontal foram coletados para verificação de acoplamento cruzado dos sensores,

e vice-versa. Os resultados mostraram que ambos os sensores estão desacoplados, ou seja, a

aplicação de força vertical não é sentida pelo sensor horizontal e vice-versa.

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
0

50

100

150

200

250

300

Tensão (mV)

F
o

rç
a 

(N
)

 

 

Horizontal
Vertical

y=0.62057x+0.072626

y=0.67592x−0.88682

Figura 5.5: Curva de calibração dos sensores do mancal da polia movida.

5.2.2 Extensômetros da correia

A força axial desenvolvida na correia está fortemente associada tanto à configuração do

sistema de transmissão quanto às características do auto-tensionador e da correia. Desta forma,

torna-se importante avaliá-la experimentalmente, ainda que de forma estática, para a validação

dos modelos matemáticos em função dos parâmetros do sistema.

Um transdutor foi especialmente projetado e construído para avaliar a força estática na

correia. O dispositivo é constituído por uma pequena barra cilíndrica de aço, na qual foram fixa-

dos dois extensômetros elétricos uniaxiais ligados em esquema de ramos opostos, que permitem

a compensação dos esforços de flexão. As extremidades da barra possuem diâmetro levemente

maior que o corpo e são inseridas em dois suportes abaulados, de forma a mantê-los sempre
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alinhados, sem impor qualquer esforço de flexão. Os suportes são então utilizados para unir as

duas partes de uma correia poly-V previamente cortada, conforme mostrado na Figura 5.6.

Os extensômetros utilizados são também do tipo resistivo uniaxial, da fabricante HBM©.

A Figura 5.7 apresenta a curva de calibração do sensor, identificada em ensaio independente

através da aplicação de massas-padrão na correia. O procedimento de descarregamento suces-

sivo das massas foi feito para a verificação de histerese na curva.

(a) Projeto CAD do transdutor de força

(b) Transdutor construído

Figura 5.6: Dispositivo para mensuração estática da força axial na correia.
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Figura 5.7: Curva de calibração do sensor da correia.

5.2.3 Extensômetros do eixo movido

Para a mensuração do torque aplicado na polia movida, dois extensômetros do tipo espi-

nha de peixe foram fixados no eixo movido, entre a polia e o alternador, utilizando esquema de

ligação em ponte completa. O diâmetro do eixo no local de fixação do extensômetro também

foi reduzido, com o objetivo de aumentar a sensibilidade do transdutor. O sinal do extensômetro

foi coletado a partir de um transformador indutivo de rotação, instalado no próprio eixo movido

(Figura 5.8). Os extensômetros são do tipo resistivo uniaxial a 45o, da fabricante Kyowa©.

A calibração do sensor foi feita aplicando carregamento torcional no eixo com o auxílio

de massas-padrão, conforme mostrado na Figura 5.9. O raio efetivo de aplicação de carga foi

cuidadosamente medido, para a conversão da força peso em torque. A curva de calibração do

sensor é apresentada na Figura 5.10.
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Figura 5.8: Extensômetros fixados no eixo da polia movida.

Figura 5.9: Ensaio de calibração do sensor de torque.
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Figura 5.10: Curva de calibração do sensor de torque.
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5.2.4 Sensor de rotação

As rotações das polias foram obtidas por meio de rodas dentadas e sensores ópticos, ins-

talados nos eixos motor e movido, conforme ilustrado na Figura 5.11.

(a) Sensor de rotação do eixo motor (b) Sensor de rotação do eixo movido

Figura 5.11: Sensor óptico de rotação das polias.

Ambas as rodas dentadas apresentam 60 dentes, resultando em 60 pulsos por rotação.

Este método foi também utilizado por Neudorf (2013) para medir a rotação das polias.

5.3 Equipamentos utilizados

Os equipamentos utilizados na etapa experimental deste trabalho estão listados na Ta-

bela 5.1.
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Tabela 5.1: Lista de equipamentos

Equipamento Modelo Fabricante Sensibilidade

Gerador de ruído aleatório Type 1381 General Radio Company© -
Microfone uniaxial Type 1962-9611 General Radio Company© 90.157 Pa/V
Placa de aquisição de dados NI-USB 6251 National Instruments© -
Transformador rotativo MCRT 6-02 Himmelstein & Co.© -
Analisador de espectro SD385 NOMAD Scientific Atlanta© -
Shaker eletromagnético Type 4808 Brüel & Kjær©

Transdutor de força Type 8200 Brüel & Kjær© 3.80 pC/N
Acelerômetro uniaxial Type 4508 Brüel & Kjær© 10.07 mV/m/s2

Amplificador de potência Type 2706 Brüel & Kjær© -
Condicionador de sinal Nexus Brüel & Kjær© -
Estroboscópio Type 4911 Brüel & Kjær© -
Sensor laser YP06MGVL80 Wenglor© 1 mm/V
Sensor de proximidade IWA NT25 Dornier© 0.5 mm/V
Amplificador de deformação PR 9330 Phillips© -
Amplificador de deformação DPM-6H Kyowa© -
Ponte de Wheatstone DB-120 Kyowa© -
Gerador de função TR-0458/D EMG© -
Transdutor de força 661.19 MTS© 500 N/V
Atuador hidráulico 252.25 A-01 MTS© -
Martelo de impacto - - -

5.4 Resumo do capítulo

Neste capítulo foi apresentada a bancada de ensaios experimentais e suas características,

bem como a instrumentação detalhada e os equipamentos usados. Foi mostrado que o projeto

da bancada é bastante versátil, permitindo a análise de diversas configurações do sistema de

transmissão. No próximo capítulo serão considerados a caracterização experimental de todos os

componentes da bancada.
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6 Caracterização experimental dos componentes da bancada

Este capítulo trata especificamente da caracterização experimental dos componentes da

bancada. São consideradas as características viscoelásticas da correia, as propriedades geo-

métricas e de inércia e, por fim, a caracterização da mola torcional do auto-tensionador. Os

parâmetros aqui identificados serão utilizados na simulação numérica dos modelos propostos.

6.1 Características viscoelásticas da correia

A identificação experimental do módulo de rigidez axial da correia foi feita a partir de en-

saio de tração uniaxial, utilizando máquina de testes MTS©. Um segmento da correia com com-

primento 𝐿 foi fixado pelas extremidades em dois mordentes, conforme mostrado na Figura 6.1.

Um dos mordentes (estacionário) está em contato com um transdutor de força, enquanto o outro

(móvel) está conectado diretamente no atuador hidráulico, que tem o deslocamento prescrito. A

amplitude do deslocamento é obtida por meio de sensor de proximidade indutivo. Desta forma,

é possível aplicar combinações de carregamento médio e alternado sob diversas frequências de

excitação, simulando as condições operacionais do sistema de transmissão. Três correias de fa-

bricantes diferentes foram utilizadas nos ensaios, aqui denominados Fabricante "A", Fabricante

"B"e Fabricante "C". Todas as correias são do tipo poly-V, perfil 8PK.

Figura 6.1: Ensaio de tração uniaxial da correia.

Ensaios preliminares foram conduzidos para avaliar o comportamento dinâmico da cor-

reia, com o objetivo de auxiliar a definição do modelo teórico mais apropriado. A correia (fa-

bricante "A") foi pré-carregada com uma força média 𝐹m=400 N, e submetida a uma força
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alternada (senoidal) 𝐹a=160 N. Diferentes frequências de excitação foram utilizadas. Poste-

riormente, as amplitudes de pré-carga e de força alternada foram também modificadas, para

verificar a influência destes parâmetros na resposta dinâmica.

A Figura 6.2 apresenta o comportamento dinâmico da correia em função da frequência de

excitação (2 Hz a 150 Hz), mantidas as forças de pré-carga e alternada constantes. Neste gráfico,

o valor mínimo de força de cada curva foi normalizado em zero, para fins de comparação em

termos de amplitude e inclinação.
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Figura 6.2: Curva força-deslocamento experimental em função da frequência de excitação.

Os resultados indicam uma forte dependência da curva força-deslocamento em função

da frequência de excitação, bem como a presença de histerese, sugerindo comportamento vis-

coelástico do material. Deve ser ressaltado que a temperatura é uma variável importante a ser

considerada em tais materiais, a qual foi mantida constante (temperatura ambiente) durante os

ensaios.

A influência da amplitude de força é apresentada nas Figuras 6.3 e 6.4. Os resultados

mostram que em baixas amplitudes de força, o comportamento do material é linear, enquanto

para altas amplitudes, efeitos não-lineares se destacam. Em sistemas de transmissão automoti-

vos típicos, o nível de força média aplicada pelo auto-tensionador na correia situa-se na faixa de

400 N a 500 N, resultando em deformação abaixo de 0.8%. Nestas condições, pode ser adotada
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a hipótese de pequenas deformações longitudinais para o modelo teórico.
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Figura 6.3: Curva força-deslocamento experimental em função da amplitude da força (regime
linear).

Para avaliar a presença de relaxação no material, o deslocamento no atuador foi pres-

crito com onda quadrada de período 110 s, enquanto a força foi continuamente registrada. A

Figura 6.5 mostra o resultado do ensaio de relaxação da correia.

Pode ser observado que a força medida apresenta uma redução de 10% (correspondente a

∆𝐹=105 N) do valor inicial, no intervalo ∆𝑡=55 s. A relaxação da correia tem efeitos diretos no

longo prazo, e deve ser considerada no projeto para definir a configuração estática de montagem.

O modelo fracional, atualmente empregado para descrever o comportamento viscoelástico

no domínio da frequência (Celauro et al., 2012; Fecarotti et al., 2012; Lu, 2006; Paola et al.,

2011), foi avaliado neste trabalho. No entanto, os resultados mostraram que apesar do modelo

descrever satisfatoriamente a variação da rigidez axial em função da frequência, o amorteci-

mento ficou comprometido, uma vez que o ajuste de curva deste modelo não leva em consi-

deração a parte imaginária do módulo complexo, que é responsável pela histerese e também

depende da frequência.

Para representar adequadamente o comportamento dinâmico da correia no domínio da

frequência, foi proposto um modelo de soma de potências para o módulo complexo 𝐺(𝑖𝜔), da
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Figura 6.4: Curva força-deslocamento experimental em função da amplitude da força (regime
não-linear).
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Figura 6.5: Curva de relaxação da correia.
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forma

𝐺(𝑖𝜔) = 𝑎1𝜔
b1 + 𝑎2𝜔

b2 (6.1)

onde os parâmetros 𝑎1, 𝑎2, 𝑏1 e 𝑏2 são obtidos por ajuste de curva experimental.

Simulações numéricas mostraram que este modelo é capaz de descrever corretamente a

variação tanto da rigidez axial quanto da histerese em função da frequência de excitação.

Seja 𝑥(𝑡) um deslocamento harmônico prescrito a um material viscoelástico expresso

como

𝑥(𝑡) = 𝑋𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡+ 𝜑) =⇒ 𝑥* = 𝑋𝑒i(ωt+φ) (6.2)

A força resultante experimentada por este material é dada por

𝑓(𝑡) = 𝐹𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡+ 𝜓) =⇒ 𝑓 * = 𝐹𝑒i(ωt+ψ) (6.3)

O módulo complexo, expresso por 𝐺(𝑖𝜔), é definido pela relação (Christensen, 1971)

𝐺(𝑖𝜔) =
𝑓 *

𝑥*
=
𝐹𝑒i(ωt+ψ)

𝑋𝑒i(ωt+φ)
(6.4)

Considerando uma frequência específica e simplificando, tem-se

𝐺(𝑖𝜔) =
𝐹𝑒iψ

𝑋𝑒iφ
= �̄�𝑒iθ = 𝐺1 + 𝑖𝐺2 (6.5)

sendo

�̄� =
𝐹

𝑋

𝜃 = 𝜓 − 𝜑
(6.6)

O módulo de armazenamento (storage modulus) e o módulo de perda (loss modulus) são

representados pelos parâmetros 𝐺1 e 𝐺2, respectivamente (Mase, 1970).

Os parâmetros da Equação (6.1) estão listados na Tabela 6.1 e podem ser determinados a

partir da identificação experimental de 𝐹 ,𝑋 , 𝜓 e 𝜑 para cada frequência de excitação, utilizando

o Método de Mínimos Quadrados em cada uma das Equações (6.2) e (6.3). Este procedimento

gera as curvas mostradas nas Figuras 6.6 a 6.8, que representam o valor em módulo da Equa-

ção (6.5).

O módulo de rigidez axial 𝐸𝐴 e a propriedade de amortecimento viscoelástico 𝐷𝐴 (Če-

pon et al., 2009b; Leamy e Wasfy, 2005) podem ser calculados a partir do comprimento ensai-
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Tabela 6.1: Parâmetros experimentais do modelo de soma de potências

Parâmetro Fabricante "A" Fabricante "B" Fabricante "C"

𝑎1 1023.1-𝑖 27.77 713.8-𝑖 20.44 804.16 -𝑖 17.808
𝑎2 -0.0066787+𝑖 1.2314 0.91657 -𝑖 1.0476 0.52831 -𝑖 1.4372
𝑏1 0.010773+𝑖 0.0015702 0.014517 +𝑖 0.001465 0.010882 -𝑖 0.0010379
𝑏2 -0.56854-𝑖 0.38349 0.22412 -𝑖 0.68635 -0.50589 +𝑖 0.087445
𝐿 (m) 0.1463 0.1462 0.149
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Figura 6.6: Módulo complexo da correia: Fabricante "A".

ado da correia como

𝑘 = real [𝐺(𝑖𝜔)] = 𝐸𝐴/𝐿 =⇒ 𝐸𝐴 = real [𝐺(𝑖𝜔)]𝐿

|imag [(𝐺(𝑖𝜔)]| = 𝐷𝐴/𝐿 =⇒ 𝐷𝐴 = |imag [𝐺(𝑖𝜔)]|𝐿
(6.7)

A Tabela 6.2 apresenta o módulo de rigidez axial da correia para cada fabricante, em

função da frequência de excitação.

Nos ensaios experimentais conduzidos na bancada, foi utilizada a correia do Fabricante

"B", cujo módulo de rigidez axial situa-se na faixa de 97500 N a 110000 N. É apresentado no

Capítulo 7 que a frequência do modo rotacional dos sistemas com e sem auto-tensionador situa-

se próximo a 100 Hz, sendo escolhido o valor médio 𝐸𝐴=111190 N correspondente à 97 Hz. É
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Figura 6.7: Módulo complexo da correia: Fabricante "B".
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Figura 6.8: Módulo complexo da correia: Fabricante "C".
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Tabela 6.2: Módulo de rigidez axial 𝐸𝐴 (N)

Fabricante f=0.01 Hz f=10 Hz f=60 Hz

"A" 139980 153490 156470
"B" 97539 107660 110320
"C" 113940 122930 125330

mostrado nas Seções 7.1.2.3 e 7.2.2.3 que a resposta dinâmica do sistema é pouco afetada nesta

faixa de variação do módulo de rigidez axial, especialmente em baixas frequências.

Na Figura 6.9 é mostrada a verificação teórico-experimental da curva força-deslocamento

para duas frequências distintas (0.01 Hz a 20 Hz), no qual a força média é 𝐹m=400 N e a força

alternada 𝐹a=200 N.
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Figura 6.9: Verificação teórico-experimental: Fabricante "B".

Pode ser observado que o modelo foi capaz de descrever com acurácia o comportamento

viscoelástico da correia, tanto em função da inclinação da curva quanto em termos de histerese.

As demais curvas (Fabricantes "A" e "C"), apesar de não reportadas, apresentaram a mesma

qualidade de ajuste.

O módulo de rigidez transversal 𝐸𝐼 da correia foi inicialmente estimado a partir da ex-

pressão teórica fornecida por Kong e Parker (2004), que leva em consideração o perfil e o nú-
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mero de sulcos da correia. O valor teórico𝐸𝐼=0.02 N.m2 foi então posteriormente refinado para

ajuste das frequências naturais do modelo analítico de viga bi-articulada (Blevins, 1979) com os

dados experimentais, resultando em 𝐸𝐼=0.034 N.m2. Um procedimento de ajuste semelhante

foi feito por Shangguan e Zeng (2013a).

6.2 Propriedades geométricas e de inércia

A bancada de ensaios foi projetada para trabalhar com correia poly-V perfil 8PK, nos

comprimentos que variam de 1230 mm a 1800 mm. As dimensões dos componentes foram

determinadas com o auxílio de paquímetro, e as coordenadas destes na bancada a partir de

escala graduada fixa e altímetro. Na Tabela 6.3 estão listadas as propriedades geométricas dos

componentes.

Tabela 6.3: Parâmetros geométricos da bancada

Descrição Valor numérico Unidade

Coordenada X do eixo motor 0.8973 m
Coordenada Y do eixo motor 0.2 m
Coordenada X do eixo movido ajustável m
Coordenada Y do eixo movido 0.135 m
Coordenada X do mancal do auto-tensionador ajustável m
Coordenada Y do mancal do auto-tensionador 0.0884 m
Raio da polia do eixo motor 0.1015 m
Raio da polia do eixo movido 0.0375 m
Raio da polia do auto-tensionador 0.037 m
Comprimento do auto-tensionador 0.0940 m
Comprimento indeformado da correia (nominal) 1.8 m

A identificação dos momentos de inércia dos conjuntos motor e movido foi feita pelo

Método do Pêndulo Trifilar, disponível no Laboratório de Vibrações (Figura 6.10). Este método

foi também utilizado por Hawker (1991) para a determinação de propriedades inerciais.

O dispositivo consiste em uma plataforma suspensa por três longos cabos, formando um

pêndulo torcional. A partir da mensuração do período natural do conjunto formado pela plata-

forma e componente, o momento de inércia do corpo pode ser estimado pela equação (du Bois

et al., 2009)

𝐽1 =
[(𝑚0 +𝑚1) 𝜏

2
1 −𝑚0𝜏

2
0 ] 𝑔𝑅

2

4𝜋2𝐿
(6.8)

cujos parâmetros estão descritos na Tabela 6.4.

A Equação (6.8) é a versão linearizada da equação de movimento não-linear do pêndulo
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(a) Plataforma (b) Suporte

Figura 6.10: Pêndulo trifilar para identificação experimental do momento de inércia.

Tabela 6.4: Parâmetros experimentais do pêndulo trifilar

Descrição Parâmetro Valor numérico Unidade

Massa da plataforma 𝑚0 0.382 kg
Massa do componente 𝑚1 variável kg
Raio efetivo da base 𝑅 0.1865 m
Altura do pêndulo 𝐿 2.885 m
Aceleração da gravidade 𝑔 9.81 m.s2

Período de oscilação da base 𝜏0 2.0 s
Período de oscilação do conjunto 𝜏1 variável s

torcional, válida apenas para pequenas amplitudes de vibração em torno da posição de equilí-

brio.

As massas da plataforma e da polia foram obtidas com balança de precisão. Os períodos

de oscilação foram determinados experimentalmente a partir de acelerômetro fixado na periferia

da plataforma, na direção tangencial (Figura 6.10(a)). Ajustes de curva nos sinais de aceleração

pelo Método de Mínimos Quadrados forneceram as frequências naturais do sistema, que foram

convertidas para os períodos de oscilação (Figura 6.11).

Para avaliar a precisão e confiabilidade do método, o momento de inércia experimental

da polia do virabrequim foi confrontado com o respectivo valor obtido por CAD (Autodesk

Inventor©). A massa da polia e o período de oscilação foram respectivamente 𝑚1=5.7 kg e

𝜏1=1.4 s, resultando em 𝐽1(exp)=0.0306 m.s2. O valor obtido por CAD foi 𝐽1(CAD)=0,0300 m.s2,

indicando uma diferença de 2% nos resultados.

As propriedades de inércia1 da correia, do auto-tensionador, bem como dos eixos motor

1Momentos de inércia expressos em relação ao centro de massa dos corpos.



127

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−15

−10

−5

0

5

10

15

Tempo (s)

T
en

sã
o
 (

m
V

)

 

 

Experimental
Ajuste

Figura 6.11: Ajuste de curva para a determinação do período natural de oscilação.

e movido, estão listadas na Tabela 6.5. Nos eixos estão incluídos todos os elementos montados

nos mesmos, bem como o motor e o alternador2.

Tabela 6.5: Propriedades de inércia dos componentes da bancada

Descrição Valor numérico Unidade

Massa da correia 0.2178 kg
Massa do eixo motor 7.8269 kg
Massa do eixo movido 2.1543 kg
Massa do auto-tensionador 1.0554 kg
Massa da polia do auto-tensionador 0.2638 kg
Momento de inércia do eixo motor 32.651×10−3 kg.m2

Momento de inércia do eixo movido 1.7019×10−3 kg.m2

Momento de inércia do auto-tensionador 0.9969×10−3 kg.m2

Momento de inércia da polia do auto-tensionador 0.1806×10−3 kg.m2

2Parâmetros obtidos nos respectivos catálogos dos fabricantes.
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6.3 Rigidez da mola torcional do auto-tensionador

O auto-tensionador original do sistema de transmissão é um elemento mecânico de sim-

ples construção, mas que apresenta grande complexidade devido ao atrito seco presente nos

componentes internos. Grego (2015) desenvolveu recentemente um trabalho teórico com o obje-

tivo de avaliar diversos modelos de atrito interno do auto-tensionador, considerando a influência

da força normal variável em função da posição angular.

O dispositivo é essencialmente constituído por uma base fixa na qual o corpo do auto-

tensionador é articulado. A parte móvel é caracterizada por uma estrutura de alumínio com uma

polia montada em mancal de esferas rolantes na extremidade oposta, conforme mostrado na

Figura 6.12(a). Esta polia fica constantemente em contato com a correia, mantendo o sistema

tensionado de forma passiva. No interior da base fixa estão alojadas uma mola torcional e buchas

para dissipação de energia. A mola encontra-se inicialmente deformada, conferindo ao auto-

tensionador uma pré-carga torcional de montagem.

Existem dois mecanismos de amortecimento presentes no auto-tensionador: o atrito seco,

que ocorre devido às buchas internas de nylon presentes no interior do dispositivo, e o atrito

viscoso, decorrente de uma fita plástica com lubrificante instalada no interior da mola, destinada

a evitar o contato direto entre as espiras e possível travamento.

Em trabalho prévio desenvolvido por um dos integrantes do grupo de pesquisa (Martins,

2013), foi verificado grande dificuldade em excitar o modo predominantemente rotacional do

auto-tensionador em virtude do elevado atrito seco presente no dispositivo, prejudicando assim

as análises experimentais. Com o objetivo de contornar esta dificuldade experimental e devido

ao fato do atrito seco não estar contemplado nos modelos teóricos propostos, o auto-tensionador

foi desmontado para a retirada das buchas internas, mantendo-se apenas a fita plástica no interior

da mola, para garantir a ausência de contato direto das espiras. Uma nova base de montagem foi

construída, considerando duas novas configurações de pré-carga da mola (Figura 6.12(b)). Desta

forma, além da configuração de pré-carga original do dispositivo, outras duas foram projetadas

(uma maior e outra menor), permitindo avaliar a influência deste parâmetro nas análises.

Uma bancada de ensaios foi construída para a determinação experimental da rigidez tor-

cional da mola do auto-tensionador. A base do dispositivo foi mantida estacionária em uma

estrutura de suporte, enquanto a parte móvel foi deslocada em uma ampla faixa angular por

meio de cabo de aço conectado a um atuador hidráulico. Um disco foi fixado no corpo do auto-

tensionador para viabilizar a aplicação de força tangencial pelo cabo, conforme apresentado na

Figura 6.13.

A força aplicada 𝐹ap pelo atuador hidráulico foi registrada por meio de transdutor de
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(a) Auto-tensionador e seus componentes in-
ternos

(b) Auto-tensionador modificado

Figura 6.12: Auto-tensionador do sistema de transmissão por correia.

Figura 6.13: Bancada de ensaios para identificação da rigidez torcional do auto-tensionador.

força. O deslocamento linear do atuador foi obtido por sensor LVDT, presente no interior do

equipamento. O torque efetivo 𝑇ap atuante no auto-tensinador foi obtido a partir do diâmetro 𝑑

do disco e da força aplicada (Equação (6.9)), enquanto o deslocamento angular 𝜃 foi correlaci-
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onado com o deslocamento linear 𝑠 do atuador (Equação (6.10)).

𝑇ap =
𝐹ap × 𝑑

2
(6.9)

𝜃 =
2× 𝑠

𝑑
(6.10)

Os ensaios foram feitos prescrevendo o deslocamento do atuador com onda senoidal de

frequência 𝑓= 0.1 Hz. Esta frequência estabelece condição de ensaio quasi-estático, permitindo

desconsiderar os efeitos dinâmicos.

A influência do ângulo de pré-carga torcional do auto-tensionador é mostrada na Fi-

gura 6.14, onde a curva 2 corresponde à configuração original do dispositivo. O auto-

tensionador foi deslocado em cerca de 80∘, conferindo um amplo intervalo de deflexão angular.
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Figura 6.14: Curva torque-deslocamento experimental do auto-tensionador.

Pode ser observado na curva torque-deslocamento a presença de histerese, que aumenta à

medida que o ângulo de pré-carga é incrementado. A histerese apresenta comportamento assi-

métrico, sendo mais expressiva na região de maior torque, possivelmente devido a intensidade

do atrito interno. Na terceira curva aparecem efeitos de não-linearidade na curva, sendo atri-
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buída ao fechamento das espiras decorrente do torque elevado.

Na Figura 6.15 é apresentada a curva torque-deslocamento na faixa de operação do ten-

sionador. A deflexão angular total do auto-tensionador original é de 57o, e a configuração de

operação do dispositivo situa-se na faixa de 30∘ a 45∘. A rigidez torcional experimental é cal-

culada diretamente pela inclinação das curvas torque-deslocamento angular.
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Figura 6.15: Curva torque-deslocamento experimental na faixa de operação.

A rigidez torcional para as três curvas é aproximadamente constante. Nota-se o padrão

típico de stick-slip no loop de histerese. Apesar das buchas terem sido removidas, ainda há a

presença de atrito seco no contato das partes móvel e fixa.

Com base nos resultados obtidos, é assumido que a mola torcional do auto-tensionador

apresenta comportamento linear, com valor adotado para a rigidez de 𝑘t1=21.14 N.m/rad. Os

ângulos de pré-carga são 67.8∘, 94.5∘ e 118.3∘, dependendo do ponto de ancoragem da mola.

6.4 Resumo do capítulo

Neste capítulo foram considerados os ensaios de caracterização experimental dos com-

ponentes da bancada. Foi mostrado que a correia apresenta comportamento viscoelástico, cujo
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módulo de rigidez axial depende da frequência de excitação. A bancada foi projetada para per-

mitir ensaios com diversos comprimentos de correia, acomodando correias de perfil 8PK com

tamanhos que variam de 1230 a 1800 mm. Os momentos de inércia dos elementos rotativos

foram identificados pelo Método do Pêndulo Trifilar. O auto-tensionador foi desmontado para

a retirada dos elementos de atrito seco, para maior controle experimental e aproximação do

modelo teórico proposto. A rigidez torcional da mola do auto-tensionador foi também identifi-

cada em função das posições angulares de pré-carga, e apresentou comportamento linear para

pequenas deflexões.

Na Tabela 6.6 estão resumidos todos os parâmetros experimentais identificados da ban-

cada, para fins de referência.

Tabela 6.6: Parâmetros experimentais do sistema de transmissão

Descrição Valor numérico Unidade

Coordenada X do eixo motor 0.8973 m
Coordenada Y do eixo motor 0.2 m
Coordenada X do eixo movido ajustável m
Coordenada Y do eixo movido 0.135 m
Coordenada X do mancal do auto-tensionador ajustável m
Coordenada Y do mancal do auto-tensionador 0.0884 m
Raio da polia do eixo motor 0.1015 m
Raio da polia do eixo movido 0.0375 m
Raio da polia do auto-tensionador 0.037 m
Comprimento do auto-tensionador 0.094 m
Comprimento indeformado da correia (nominal) 1.8 m
Massa da correia 0.2178 kg
Massa do eixo motor 7.8269 kg
Massa do eixo movido 2.1543 kg
Massa do auto-tensionador 1.0554 kg
Massa da polia do auto-tensionador 0.2638 kg
Momento de inércia do eixo motor 32.651×10−3 kg.m2

Momento de inércia do eixo movido 1.7019×10−3 kg.m2

Momento de inércia do auto-tensionador 0.9969×10−3 kg.m2

Momento de inércia da polia do auto-tensionador 0.1806×10−3 kg.m2

Rigidez torcional do auto-tensionador (𝑘t1) 21.14 N.m/rad
Módulo de rigidez axial (𝐸𝐴) 111190 N
Módulo de rigidez transversal (𝐸𝐼) 0.034 N.m2

Densidade linear da correia (𝜌𝐴) 0.12101 kg/m
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7 Simulação numérica e validação experimental

Neste capítulo são apresentados os resultados experimentais e de simulação numérica

dos modelos rotacional e híbrido do sistema de transmissão. Na Seção 7.1, são discutidos os

resultados para o sistema com 2 polias, enquanto na Seção 7.2 o sistema com auto-tensionador

é investigado.

7.1 Sistema de transmissão com 2 polias

A bancada analisada nesta seção é mostrada na Figura 7.1. Nesta configuração, o auto-

tensionador não está instalado no sistema, e o tensionamento da correia é feito manualmente

através do posicionamento horizontal do conjunto movido, que está montado sobre guias linea-

res. Diversos equipamentos industriais importantes são acionados por este tipo de transmissão,

justificando a aplicação do modelo proposto a tais sistemas. A Seção 7.1.1 apresenta os resulta-

dos do modelo puramente rotacional, enquanto a Seção 7.1.2 discute os resultados do modelo

híbrido.

Figura 7.1: Bancada de ensaios com duas polias, sem auto-tensionador.

7.1.1 Modelo puramente rotacional

Nesta seção são considerados os resultados teórico-experimentais das forças de reação

no mancal da polia 1, bem como análises numéricas para diversas condições de operação. Para

integrar as equações de movimento foi utilizado o integrador numérico ode15s do MATLAB®,
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com ∆𝑡=1×10−4s, tolerância relativa 𝑒rel=1×10−8 e tolerância absoluta 𝑒abs=1×10−10.

7.1.1.1 Validação experimental das reações no mancal

A Tabela 7.1 apresenta os resultados teórico-experimentais das reações 𝐹1x e 𝐹1y atuantes

no mancal da polia 1 em função da tensão na correia 𝑇 , na configuração estática.

Tabela 7.1: Reações atuantes em função da tensão na correia (N)

Teórico Experimental

𝑇 𝐹1x 𝐹1y 𝑇 𝐹1x 𝐹1y

201.6 399.5 38.5 200.4 401.6 30.0
301.9 598.3 57.6 299.7 607.2 51.4
402.1 796.8 76.7 400.1 812.2 73.5
502.9 996.6 95.8 500.5 1025.9 96.1
601 1191 114.4 599.7 1216.8 115.5

Pode ser observado que os resultados preditos pelo modelo de Newton-Euler apresentam

boa acurácia em relação aos resultados experimentais, em vários níveis de tensão na correia.

7.1.1.2 Simulação 1

O objetivo desta simulação é analisar numericamente a resposta do sistema amortecido

sujeito à condição de deslocamento inicial prescrito à polia 1. O sistema em análise não possui

vínculo de acionamento prescrito à polia motora, e portanto, apresenta dois graus de liberdade.

Existem duas frequências naturais, uma de corpo rígido e outra de corpo flexível, em oposição

de fase.

A polia movida foi posicionada em 𝑋a=0.2208 m, que corresponde à tensão 𝑇=600 N

na correia. Um deslocamento de 2∘ (0.034907 rad) foi prescrito à polia 1, resultando em um

diferencial de tensão nos tramos de 𝑇1=813 N e 𝑇2=389 N, conforme mostrado na Figura 7.2.

A Figura 7.3 apresenta a resposta temporal da velocidade não-amortecida da polia 1 e o

espectro do sinal, revelando uma frequência natural de 𝑓n=96.7 Hz.

O efeito do amortecimento da correia pode ser analisado na Figura 7.4, e revela ser efetivo

na dissipação de energia das polias em um curto espaço de tempo.

Pode ser observado na Figura 7.5 que ambos os tramos retornam à tensão estática original

(𝑇=600 N), uma vez que não há momentos atuantes nas polias.
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Figura 7.3: Velocidade não-amortecida da polia 1.

As reações dinâmicas em ambos os mancais são apresentados nas Figuras 7.6 e 7.7, e

coincidem com o último valor da Tabela 7.1.
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137

0 0.5 1 1.5
−1196

−1194

−1192

−1190

−1188

−1186
Reações dinâmicas

Tempo (s)

F
o

rç
a 

F
1

x
 (

N
)

0 0.5 1 1.5
−160

−140

−120

−100

−80

−60

F
o

rç
a 

F
1

y
 (

N
)

Figura 7.6: Reações dinâmicas atuantes no mancal da polia 1.
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7.1.1.3 Simulação 2

O objetivo desta análise numérica é analisar os efeitos do desbalanceamento e da flutu-

ação de velocidade angular nas reações dinâmicas dos mancais. O vínculo de acionamento foi

estabelecido para a polia 2 (Equação (4.3)), removendo um grau de liberdade do sistema. A

nova frequência natural não-amortecida deste sistema é 𝑓n=81.8 Hz.

Uma velocidade angular constante 𝜃2=600 rpm (10 Hz) foi prescrita à polia 2, no sentido

anti-horário, sem incorporar desbalanceamento e flutuação de velocidade.

Na Figura 7.8 são apresentadas as componentes horizontais das reações dinâmicas 𝐹1x e

𝐹2x de ambos os mancais. Pode ser notado que na ausência de desbalanceamento e de flutuação

de velocidade, o espectro da resposta apresenta apenas a frequência natural do sistema, excitada

pela condição inicial. A dissipação de energia ocorre devido exclusivamente ao amortecimento

da correia, por suas propriedades viscoelásticas.

O efeito de flutuação de velocidade angular na resposta dinâmica é mostrado na Fi-

gura 7.9. A flutuação geralmente ocorre devido à sequência de ignição dos motores de com-

bustão, e são dependentes do número de cilindros. Neste caso, foi usado uma flutuação de 2x

a rotação, correspondente a um motor de quatro cilindros. A amplitude de deslocamento da

Equação (4.3) foi 𝐴2 = 1∘ (0.0174 rad), resultando em uma amplitude de flutuação ∆𝜔=41.9

rpm (0.698 Hz) na velocidade angular.

Os resultados mostram que quando a flutuação de velocidade angular está presente, apa-

recem no espectro as correspondentes frequências (2×10 Hz=20 Hz) e a primeira harmônica

(40 Hz).

A Figura 7.10 apresenta os resultados considerando simultaneamente os efeitos de des-

balanceamento e flutuação de velocidade angular. Foi considerado 𝑥cm1=0.001 m, 𝑥cm2=0.0005

m e 𝑦cm1=𝑦cm2=0 m na Equação (4.5), correspondendo a um momento de desbalanceamento de

𝑚𝑒1=0.00215 kg.m e 𝑚𝑒2=0.00391 kg.m, respectivamente.

Na presença combinada de desbalanceamento e flutuação, pode ser observado a presença

de harmônicos e sub-harmônicos na componente 𝐹1x, decorrente de ambos os fenômenos. O

espectro da reação dinâmica 𝐹2x contém a presença de harmônicos tanto de balanceamento

quanto de flutuação. É também notável a maior amplitude de tensão alternada nos mancais.
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Figura 7.8: Reações dinâmicas nos mancais na condição sem desbalanceamento e sem flutuação
de velocidade.
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Figura 7.9: Reações dinâmicas nos mancais na condição sem desbalanceamento e com flutuação
de velocidade.
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Figura 7.10: Reações dinâmicas nos mancais na condição com desbalanceamento e com flutu-
ação de velocidade.
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7.1.1.4 Simulação 3

É proposta nesta simulação numérica a investigação dos efeitos de carga média e alternada

transiente aplicada no alternador, bem como o efeito da força centrífuga atuante na correia. A

polia do virabrequim foi submetida a aceleração constante de 𝜃2=68 𝑟𝑎𝑑/𝑠2, até a velocidade de

𝜃2=6493.5 rpm (680 rad/s), conforme mostrado na Figura 7.11. Não foi considerado qualquer

forma de amortecimento torcional nas polias e a flutuação de velocidade foi negligenciada.
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Figura 7.11: Velocidade angular das polias 1 e 2.

O momento aplicado no alternador é mostrado na Figura 7.12, e atua apenas no intervalo

de 1 a 5 s. O momento médio é 𝑀1m=-20 N.m e o alternado 𝑀1a=-5 N.m, com frequência de

excitação 𝑓2=2 Hz (Equação (4.20)).
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Figura 7.12: Momento atuante nas polias 1 e 2.

É notado que o momento externo de acionamento da polia do virabrequim aumenta para

atender à demanda de carga da polia do alternador, apresentando oscilação com a mesma

frequência de excitação após o regime transiente. Com a remoção da carga, o momento retorna

ao valor inicial.

As forças atuantes nos tramos 1 e 2 são mostradas na Figura 7.13.
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Figura 7.13: Força atuante nos tramos 1 e 2.

Ambos os tramos passam a apresentar o gradiente de tensão necessário para atender ao

momento aplicado na polia do alternador, sendo também solicitados dinamicamente na mesma

frequência de excitação da carga alternada. Em especial, é notado que a tensão nos tramos é

reduzida quando a velocidade aumenta, devido ao efeito centrífugo atuante na correia. Esta

tensão pode chegar a zero em rotações elevadas, comprometendo a transmissão de torque e

potência no sistema.

7.1.1.5 Simulação 4

Com o objetivo de validar as forças centrífugas atuantes na correia, a polia 2 foi acele-

rada do repouso até a velocidade 𝜃2=2500 rpm (41.7 Hz). Foram incluídos os momentos de

desbalanceamento 𝑚𝑒1=0.00010772 kg.m e 𝑚𝑒2=0.0039135 kg.m.

A Figura 7.14 apresenta as componentes teóricas 𝐹1x e 𝐹1y de reação dinâmica atuantes no

mancal, enquanto na Figura 7.15 são mostrados os resultados experimentais obtidos na bancada.

A força centrífuga aumenta com o quadrado da rotação (Equação (4.17)), e ainda que a

densidade da correia seja baixa (𝜌𝐴=0.12101 kg/m), a força pode ser expressiva em altas velo-

cidades. Esta força é responsável por reduzir as reações dinâmicas dos mancais de centro fixo.

Os resultados teórico-experimentais ilustram a importância de incorporar o efeito centrífugo na

modelagem do sistema.
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Figura 7.14: Reações dinâmicas teóricas atuantes no mancal da polia 1.
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Figura 7.15: Reações dinâmicas experimentais atuantes no mancal da polia 1.
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7.1.2 Modelo ANCF híbrido

Os resultados teórico-experimentais considerando o modelo híbrido do sistema de trans-

missão com duas polias é apresentado nesta seção. O caso estático é analisado considerando

diferentes níveis de tensão na correia, enquanto o caso dinâmico é avaliado através do diagrama

de Campbell e de mapa de ordem experimental.

7.1.2.1 Validação estática

A validação estática do modelo ANCF foi feita considerando níveis diferentes de tensão

na correia. Para cada nível de tensão avaliado, foi usado martelo para aplicar impacto na correia

no nó 16 do tramo 1, enquanto a resposta foi medida no nó 4 do mesmo tramo. A posição dos

nós dos elementos finitos estão indicadas na Figura 7.16. As respostas temporais foram obtidas

usando microfone uniaxial, posicionado perpendicularmente à correia à distância de 12 mm. Os

espectros no domínio da frequência foram determinados para cada tensão na correia através de

análise FFT dos sinais temporais, permitindo identificar as frequências naturais do sistema em

condição estática.
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Figura 7.16: Nós do modelo de elementos finitos ANCF.

Nas simulações realizadas, os tramos da correia foram discretizados em uma malha com

16 elementos finitos, resultando em um sistema com 142 graus de liberdade (68 GL por tramo

e 3 GL por polia). Para verificar a convergência do método, testes numéricos com 24 elementos

(206 GL, sendo 100 por tramo e 3 GL por polia) mostraram uma diferença de 0.64% no valor

numérico da 31a frequência natural, indicando acurácia nos resultados mesmo com um número

relativamente reduzido de elementos.

A Figura 7.17 mostra o resultado experimental da resposta temporal ao impulso e o corres-

pondente espectro, para a correia tensionada em 𝑇=600 N. O gráfico waterfall da Figura 7.18
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Figura 7.17: Resposta experimental ao impulso para T=600 N.

foi obtido a partir da sobreposição do espectro das respostas nas tensões 𝑇=200 a 600 N. A

amplitude de cada espectro foi normalizada em relação à amplitude máxima, para realçar as

frequências naturais mais altas, que aparecem em menor amplitude.

As frequências naturais dos tramos são bastante sensíveis em relação ao nível de tensão

aplicada, e aumentam com o incremento da tensão. Este resultado é esperado e já conhecido na

literatura, conforme reportado por Čepon et al. (2009b).

Para avaliar a capacidade do modelo teórico em predizer a variação das frequências na-

turais em função da tensão na correia, simulações numéricas foram realizadas utilizando os

mesmos parâmetros experimentais dos ensaios conduzidos em bancada. Nas Tabelas 7.2 a 7.6,

estão apresentados os resultados teóricos juntamente com os experimentais, onde foi represen-

tado apenas os modos do tramo 1, uma vez que as frequências do tramo 2 são iguais por estarem

sob mesma tensão. O modo 3, por exemplo, foi omitido, visto que tem a mesma frequência na-

tural e forma modal que o modo 2, conforme observado experimentalmente. Os resultados re-

portados permitem a verificação teórico-experimental até o 9º modo de vibração transversal dos

tramos. A variável que controla a posição do conjunto movido (𝑋A), indicada nas respectivas

tabelas, foi medida in loco na bancada e utilizada em cada uma das simulações para o cálculo

dos parâmetros modais.

Pode ser observado que as frequências naturais preditas pelo modelo estão bem correlaci-

onadas com as experimentais, apresentando boa acurácia em todos os níveis de tensão avaliados.
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Figura 7.18: Espectro de frequência (experimental).

Os modos rotacionais das polias, bem como os longitudinais dos tramos, também são automa-

ticamente previstos pelo modelo.

Tabela 7.2: Frequências naturais do sistema para T=200 N

T=200 N, 𝑋A=0.2232 m

Modo Teórico (Hz) Experimental (Hz) Forma modal

1 0.0 - corpo rígido
2 30.2 30.0 1a transversal
4 60.8 60.6 2a transversal
6 92.0 92.2 3a transversal
8 96.0 - 1a rotacional
9 124.2 125.2 4a transversal
11 157.7 157.8 5a transversal
13 192.8 192.6 6a transversal
15 229.7 230.2 7a transversal
17 268.7 269.4 8a transversal
19 310.1 310.0 9a transversal
35 712.9 - 1a longitudinal+transversal
51 1425.7 - 2a longitudinal
61 2138.7 - 3a longitudinal

As formas modais simuladas para o sistema estão apresentadas na Figura 7.19. Os cinco

primeiros modos de vibrar transversais dos tramos foram verificados experimentalmente por

meio de estroboscópio. Em geral os modos apresentam acoplamento linear, resultando em vi-
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Tabela 7.3: Frequências naturais do sistema para T=300 N

T=300 N, 𝑋A=0.2226 m

Modo Teórico (Hz) Experimental (Hz) Forma modal

1 0.0 - corpo rígido
2 37.0 37.0 1a transversal
4 74.3 74.2 2a transversal
6 96.1 - 1a rotacional
7 112.1 112.6 3a transversal
9 150.7 151.6 4a transversal

11 190.4 191.0 5a transversal
13 231.4 233.4 6a transversal
15 274.0 275.6 7a transversal
17 318.3 319.0 8a transversal
19 364.8 363.2 9a transversal
33 713.8 - 1a longitudinal
49 1427.7 - 2a longitudinal
61 2141.5 - 3a longitudinal

bração predominantemente transversal, rotacional ou longitudinal, cujo grau de acoplamento é

diretamente afetado pelos parâmetros do sistema.

Tabela 7.4: Frequências naturais do sistema para T=400 N

T=400 N, 𝑋A=0.2220 m

Modo Teórico (Hz) Experimental (Hz) Forma modal

1 0.0 - corpo rígido
2 42.7 42.6 1a transversal
4 85.7 85.4 2a transversal
6 96.2 - 1a rotacional
7 129.1 129.4 3a transversal
9 173.2 173.6 4a transversal

11 218.2 218.4 5a transversal
13 264.5 265.6 6a transversal
15 312.0 312.4 7a transversal
17 361.2 361.4 8a transversal
19 412.3 413.4 9a transversal
31 714.7 - 1a longitudinal
49 1429.6 - 2a longitudinal
59 2144.4 - 3a longitudinal

Não houve variação expressiva nos modos rotacionais, sugerindo pouca sensibilidade em

relação à tensão nos tramos, resultado também já reportado na literatura (Beikmann et al.,
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Tabela 7.5: Frequências naturais do sistema para T=500 N

T=500 N, 𝑋A=0.2214 m

Modo Teórico (Hz) Experimental (Hz) Forma modal

1 0.0 - corpo rígido
2 47.8 47.8 1a transversal
4 95.8 96.2 2a transversal
6 96.3 - 1a rotacional
7 144.2 144.6 3a transversal
9 193.3 193.6 4a transversal

11 243.2 244.2 5a transversal
13 294.1 294.8 6a transversal
15 346.3 347.4 7a transversal
17 399.9 400.4 8a transversal
19 455.2 456.4 9a transversal
29 715.7 - 1a longitudinal
47 1431.5 - 2a longitudinal
59 2147.3 - 3a longitudinal

1996b; Kong e Parker, 2004). Apenas dois modos rotacionais estão presentes, o primeiro de

corpo rígido (0 Hz) e o segundo de corpo flexível com oposição de fase (96 Hz), como mos-

trado na Figura 7.19 (modo 4). A frequência natural teórica do sistema puramente rotacional,

obtida quando as inércias dos tramos são desprezadas, é 𝑓n=96.7 Hz, conforme mostrado na

Seção 7.1.1.2. A proximidade dos valores é justificada pela baixa inércia da correia.

Tabela 7.6: Frequências naturais do sistema para T=600 N

T=600 N, 𝑋A=0.2208 m

Modo Teórico (Hz) Experimental (Hz) Forma modal

1 0.0 - corpo rígido
2 52.3 52.0 1a transversal
4 96.5 - 1a rotacional
5 104.7 104.8 2a transversal
7 157.6 157.4 3a transversal
9 211.0 211.2 4a transversal

11 265.2 265.0 5a transversal
13 320.4 320.8 6a transversal
15 376.7 376.8 7a transversal
17 434.3 435.6 8a transversal
19 493.5 492.8 9a transversal
27 716.7 - 1a longitudinal
45 1433.4 - 2a longitudinal
57 2150.1 - 3a longitudinal
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Os modos longitudinais dos tramos aparecem sempre em alta frequência, devido ao ele-

vado módulo de rigidez axial da correia. Na Figura 7.19 (modo 27) é mostrado o primeiro modo

longitudinal, onde pode ser notado a aproximação dos nós de ambos os tramos em direção às

polias. O segundo modo longitudinal (modo 45), apresenta um nó modal no centro dos tramos,

também representado pela aproximação dos nós na região central. Foi observado nas simula-

ções que os modos longitudinais são sensíveis à tensão nos tramos, e aumentam conforme a

intensidade de tensão na correia.

Na Tabela 7.2 é visto que o modo longitudinal da correia (modo 51) está acoplado ao

modo transversal dos tramos (modo 50, não apresentado). Esta condição é devido à proximidade

das frequências naturais destes dois modos, resultando em interação modal.

Em função dos resultados obtidos, o modelo híbrido proposto apresentou correlação

teórico-experimental com acurácia satisfatória, mostrando ser representativo do protótipo cons-

truído. Análises não-lineares são possíveis através das equações de movimento não-lineares,

de acordo com a Eq. (4.58). Quando linearizado em torno da posição de equilíbrio estático, o

modelo pode ser utilizado para análise de vibração, o qual incorpora todos os modos de vibrar

do sistema.
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...continuação
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Figure 7.19: Formas modais do sistema (T=600 N).

A Tabela 7.7 apresenta as frequências naturais do sistema sujeito a momento constante

𝑀1z=50 N.m aplicado na polia 1. Nesta configuração, ocorre um gradiente de tensão nos tramos

em relação à tensão original de equilíbrio (𝑇=400 N), resultando em 𝑇1=499.6 N e 𝑇2=295.9 N.

Desta forma, é esperado que as frequências naturais de ambos os tramos sejam distintas.

Como pode ser observado, o tramo submetido à menor tensão apresenta frequências na-

turais inferiores quando comparadas às do tramo mais tensionado, revelando que o modelo é

capaz de prever adequadamente o efeito dos momentos aplicados nos acessórios sobre a res-

posta transversal dos tramos. A Figura 7.20 mostra as formas modais dos três primeiros modos

de vibrar do sistema.
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Figura 7.20: Formas modais com momento aplicado no alternador.
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Tabela 7.7: Frequências naturais do sistema considerando momento constante aplicado na polia
1

Modo Teórico (Hz) Forma modal

1 0.0 corpo rígido
2 37.8 1a transversal T2
3 47.1 1a transversal T1
4 75.8 2a transversal T2
5 94.5 2a transversal T1
6 96.2 1a rotacional
7 114.3 3a transversal T2
8 142.3 3a transversal T1
9 153.7 4a transversal T2
10 190.7 4a transversal T1
11 194.1 5a transversal T2
12 235.8 6a transversal T2
13 240.0 5a transversal T1
14 279.0 7a transversal T2
15 290.3 6a transversal T1
16 324.0 8a transversal T2
17 341.9 7a transversal T1
18 371.1 9a transversal T2
19 395.0 8a transversal T1
20 420.4 10a transversal T2
21 449.7 9a transversal T1
22 472.3 11a transversal T2

7.1.2.2 Validação dinâmica

A validação dos modelos ANCF de força centrífuga e giroscópica foi feita por meio de

comparação do diagrama de Campbell com o mapa de ordem do sistema.

O diagrama de Campbell mostrado na Figura 7.21, foi construído a partir do modelo

híbrido, calculando as frequências naturais para cada rotação. A linha inclinada representa a

rotação (1x) do sistema.

O mapa de ordem foi obtido com auxílio de sensor laser posicionado perpendicularmente

ao tramo 1 no nó 4, à distância de 50 mm. A polia motora foi acelerada do repouso à velocidade

𝜃2=2500 rpm (41.7 Hz) (teste run up). A resposta temporal obtida foi processada para extrair o

espectro, utilizando SFFT (Short-Time First Fourier Transforms).

O mapa experimental do sistema é mostrado na Figura 7.22.

Os resultados teóricos estão de acordo com os experimentais, apresentando acurácia no
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intervalo de rotação analisado. As frequências acima de 100 Hz não foram identificadas no

mapa, em função da faixa de operação do sensor, limitado a esta frequência.

7.1.2.3 Análise paramétrica

Com o objetivo de avaliar a sensibilidade das frequências naturais em relação aos parâ-

metros do sistema, uma análise paramétrica é proposta. Este estudo é especialmente importante

e justificado para a concepção de projeto. Foi utilizada como referência a simulação da correia

tensionada em 𝑇=600 N. O modelo usado nesta análise foi discretizado em 24 elementos finitos,

para eliminar a influência de possíveis erros numéricos de aproximação nos resultados.

A Figura 7.23 apresenta a influência do módulo de rigidez axial 𝐸𝐴 sobre as frequências

naturais. O intervalo avaliado foi de 𝐸𝐴=80000 a 180000 N, uma vez que estes valores são

representativos das correias comerciais utilizadas em aplicações automotivas típicas.

0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8

x 10
5

0

500

1000

1500

2000

2500

EA (N)

F
re

q
u

ên
ci

a 
(H

z)

Figura 7.23: Influência do parâmetro 𝐸𝐴 (T=600 N).

Pode ser observado que os modos de mais baixa frequência são pouco afetados pelo mó-

dulo 𝐸𝐴, enquanto os de mais alta frequência demonstram ser mais sensíveis à variação deste

parâmetro. As simulações mostraram que com o incremento do módulo de rigidez, a rigidez

axial da correia também é aumentada, elevando a tensão em ambos os tramos e com isso acarre-

tando o aumento nas frequências naturais dos modos transversais da correia. Desta forma, para

uma determinada configuração do sistema, correias com maior módulo de rigidez resultam em

tensões nos tramos maiores e modos com frequências naturais mais elevadas, como esperado.
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O estudo paramétrico revela que os modos de mais alta frequência tendem à aproximação,

sugerindo investigações futuras sobre possível cruzamento ou veering das curvas.

Na Figura 7.24 a análise paramétrica é feita considerando o módulo de rigidez transversal

𝐸𝐼 . Este parâmetro é diretamente responsável pela rigidez de flexão dos tramos, indicando

que quanto maior o módulo de rigidez transversal, maiores serão as frequências naturais de

vibração lateral da correia. No modelo de corda, 𝐸𝐼=0 N.m2, conforme o modelo proposto por

Beikmann (Beikmann et al., 1996b; Martins, 2013). As correias poly-V de perfil PK utilizadas

nas aplicações automotivas, apresentam 𝐸𝐼 da ordem de 0.02 a 0.05 N.m2, que varia de acordo

com o número de sulcos (Kong e Parker, 2004).

Os resultados simulados mostraram que os três primeiros modos são pouco sensíveis a

este parâmetro, podendo ser bem representados pelos tradicionais modelos de corda. No en-

tanto, os modos de mais alta frequência são fortemente sensíveis à rigidez transversal, e resulta-

dos bastante diferentes podem ser obtidos se o módulo 𝐸𝐼 for desprezado nas análises, mesmo

para os reduzidos valores de rigidez transversal das correias poly-V.
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Figura 7.24: Influência do parâmetro 𝐸𝐼 (T=600 N).

A influência da densidade da correia sobre as frequências naturais do sistema é apre-

sentada na Figura 7.25, e mostra-se bastante expressiva. Como esperado, todas as frequências

sofrem redução quando a massa da correia é aumentada. Os modos de vibração predominan-

temente transversais dos tramos são mais sensíveis a este parâmetro. Os modos rotacionais

também são afetados, mas em menor intensidade, uma vez que são dominados pelas inércias

das polias.
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Figura 7.25: Influência do parâmetro 𝜌𝐴 (T=600 N).

Na Figura 7.26 é avaliada a sensibilidade das frequências naturais do sistema frente à

variação do momento de inércia da polia 1. É notado que os únicos modos afetados são os

rotacionais das polias e os longitudinais dos tramos, como pode ser visto nas três primeiras e três

últimas curvas. Todos os modos transversais da correia são insensíveis à inércia da polia, uma

vez que dependem essencialmente dos parâmetros 𝐸𝐴, 𝐸𝐼 e 𝜌𝐴, como visto nas simulações já

apresentadas.
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Figura 7.26: Influência do parâmetro 𝐽1 (T=600 N).
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7.1.2.4 Simulação dinâmica

A verificação do acoplamento dos graus de liberdade pode também ser obtida a partir

da resposta temporal do sistema. As equações de movimento foram integradas numericamente

utilizando o integrador de passo variável ode15s do MATLAB®, desenvolvido para aplicações

em equações diferenciais rígidas, com incremento ∆𝑡=1x10−4 s.

No primeiro teste numérico, uma força excitadora externa com amplitude 𝐹=0.02 N e

frequência 𝑓=52.3 Hz, correspondente ao primeiro modo de vibrar transversal, é aplicada per-

pendicularmente ao tramo 2 no nó 25 (correspontente à coordenada 𝑒98), conforme represen-

tado na Figura 7.16.
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Figura 7.27: Resposta temporal em ressonância (modo 2, 𝑓n=52.3 Hz, T=600 N).

A resposta temporal do deslocamento vertical do nó 8 do tramo 1 (correspondente ao grau

de liberdade 𝑒30), é apresentada na Figura 7.27, juntamente com a resposta da coordenada de

excitação (𝑒98). Os resultados mostram que a excitação aplicada perpendicularmente no tramo

2 é transferida axialmente para as polias através do acoplamento das coordenadas até alcançar

o tramo 1, que também entra em ressonância. Este resultado simulado reproduz o mesmo efeito

observado experimentalmente, em que ambos os tramos estão acoplados através das polias.

No segundo teste numérico, a força excitadora é mantida no mesmo grau de liberdade

(𝑒98), mas com amplitude 𝐹=0.2 N e frequência 𝑓=96.5 Hz, correspondente ao segundo modo

de vibrar rotacional. Na Figura 7.28 é mostrada a resposta temporal para as coordenadas angula-

res das polias 𝜃1 e 𝜃2. Pode ser observado que o sistema entra em ressonância no segundo modo



161

rotacional, a partir de uma força excitadora aplicada perpendicularmente no tramo 2, revelando

mais uma vez o acoplamento dos graus de liberdade do modelo observado experimentalmente.
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Figura 7.28: Resposta temporal em ressonância (modo 4, 𝑓n=96.5 Hz, T=600 N).

7.2 Sistema de transmissão com auto-tensionador

A Figura 7.29 ilustra a bancada analisada nesta seção. O auto-tensionador está instalado

no sistema na posição 𝑋A=0.64335 m, situado entre as duas polias. O centro da polia movida

está localizado em 𝑋H=0.2425 m. Os demais parâmetros estão listados na Tabela 6.6.

A Seção 7.2.1 discute os resultados do modelo puramente rotacional, enquanto a Se-

ção 7.2.2 apresenta a validação teórico-experimental do modelo híbrido, nas condições estática

e dinâmica.
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Figura 7.29: Bancada de ensaios com auto-tensionador.

7.2.1 Modelo puramente rotacional

Nesta seção são reportados os resultados teórico-experimentais relativos às forças de

reação no mancal da polia 3, bem como o ângulo do auto-tensionador na configuração

de equilíbrio. A integração das equações de movimento foi feita pelo integrador numérico

ode15s do MATLAB®, com ∆𝑡=1×10−4s, tolerância relativa 𝑒rel=1×10−5 e tolerância abso-

luta 𝑒abs=1×10−6.

7.2.1.1 Validação experimental das reações no mancal

A análise das reações no mancal e da configuração do auto-tensionador é feita conside-

rando dois níveis de tensão na correia. A tensão 𝑇=228 N na correia é obtida quando o ângulo de

pré-carga da mola torcional está posicionada no estágio 1 (𝜃0=67.8∘), enquanto a tensão 𝑇=498

N é alcançada para o ângulo de pré-carga posicionado no estágio 2 (𝜃0=94.5∘), de acordo com

a Figura 6.14. No primeiro estágio, o ângulo de equilíbrio estático do auto-tensionador foi

𝜃1=40.1∘, enquanto no segundo estágio o ângulo foi 𝜃1=46.8∘, resultando em maior deformação

da correia e consequentemente elevando a tensão.

O resultado teórico-experimental das reações 𝐹3x e 𝐹3y atuantes no mancal da polia 1 em

função da tensão na correia 𝑇 é apresentado na Tabela 7.8, na configuração estática.

As forças de reação no mancal e a posição angular do auto-tensionador preditas pelo

modelo estão bem correlacionadas com os resultados experimentais, permitindo validar estati-
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Tabela 7.8: Reações atuantes em função da tensão na correia (N)

Teórico Experimental

𝑇 𝐹3x 𝐹3y 𝑇 𝐹3x 𝐹3y

226.9 453.9 88.3 227.2 464.7 101.5
497.0 973.2 199.3 499.0 971.4 207.5

camente o modelo de Newton-Euler proposto.

Desta forma, o modelo matemático pode ser utilizado para predizer a configuração de

equilíbrio em função da posição das polias, do auto-tensionador e dos parâmetros do sistema,

permitindo estimar as forças nos tramos e nos mancais.

7.2.1.2 Simulação 1

O objetivo desta simulação é analisar a configuração de equilíbrio estático e a distribuição

de esforços no sistema. Para instalar a correia, é aplicado no auto-tensionador um momento

externo no sentido horário, enquanto a mesma é posicionada em contato com as polias. O mo-

mento do auto-tensionador é aliviado até que a sua polia toque a correia sem esticá-la, mantendo

o comprimento indeformado original. Nesta configuração, não há qualquer esforço nos mancais

do sistema. O momento do auto-tensionador é então completamente removido, e a configuração

de equilíbrio determinada pelo modelo, bem como os esforços nos mancais.

Nesta simulação foi considerado amortecimento da correia e amortecimento viscoso tor-

cional aplicado no auto-tensionador, com valor estimado em 𝑐t1=0.1 N.m.s/rad.

A Figura 7.30 apresenta a posição angular do auto-tensionador em função do tempo. A

posição de instalação da correia indeformada é 𝜃1i=44.3∘ (0.774 rad), menor que o ângulo da

configuração de equilíbrio estático.

As Figuras 7.31 e 7.32 mostram a resposta temporal das polias 2 e 3. A polia 2 gira no

sentido horário devido à deflexão angular do auto-tensionador, enquanto a polia 3 no sentido

anti-horário. Como a deformação longitudinal da correia é baixa, os ângulos de equilíbrio são

também reduzidos.

As forças de reação atuante nos mancais do auto-tensionador e das polias são mostrados

nas Figuras 7.33 a 7.36. É notado que as reações 𝐹3x e 𝐹3y são as mesmas apresentadas na

Tabela 7.8 e que o sentido das forças é corretamente descrito pelo modelo.

Os momentos atuantes no auto-tensionador e na polia 4 são ilustrados nas Figu-

ras 7.37 e 7.38. O momento externo mínimo a ser aplicado no auto-tensionador para instalação
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Figura 7.30: Amplitude de deslocamento angular do auto-tensionador (caso amortecido).

da correia no sistema é 𝑀ti=20.6 N.m.

Na Figura 7.39 é mostrado que todos os tramos convergem para a mesma tensão (𝑇=498

N). A configuração estática do sistema é ilustrada esquematicamente na Figura 7.40.
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Figura 7.31: Amplitude de deslocamento angular da polia do auto-tensionador (caso amorte-
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Figura 7.32: Amplitude de deslocamento angular da polia do alternador (caso amortecido).
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Figura 7.33: Reações dinâmicas no mancal do auto-tensionador.
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Figura 7.34: Reações dinâmicas no mancal da polia do auto-tensionador.
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Figura 7.35: Reações dinâmicas no mancal da polia do alternador.
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Figura 7.36: Reações dinâmicas no mancal da polia do virabrequim.
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Figura 7.37: Momento devido à mola torcional do auto-tensionador.
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Figura 7.38: Momento de reação atuante na polia do virabrequim.
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7.2.1.3 Simulação 2

Nesta simulação, é analisada a influência de momento constante aplicado no alternador

associado à flutuação de velocidade angular atuante na polia do virabrequim.

A rotação prescrita à polia é 𝜃4=-600 rpm (62.8 rad/s), sujeita à amplitude de flutuação

∆𝜔=41.9 rpm (4.4 rad/s) com frequência correspondente à 2x a rotação, conforme Figura 7.41.

O momento constante aplicado no alternador é 𝑀3m=30 N.m, e atua em pulsos nos intervalos

de 1 a 3 s e depois de 5 a 7 s, como mostrado na Figura 7.42.
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Figura 7.41: Velocidade angular da polia do virabrequim, com flutuação.

O auto-tensionador está sujeito à vibração na mesma frequência da flutuação de velo-

cidade, como ilustrado na Figura 7.43. O dispositivo sofre deflexão angular a cada pulso de

momento. Como o momento 𝑀3m é positivo, o tramo 𝑇1 estica enquanto os tramos 𝑇2 e 𝑇3 se

afrouxam, fazendo com que o auto-tensionador aumente o ângulo de inclinação.

Pode ser notado pelas Figuras 7.44 a 7.46 que a flutuação de velocidade angular presente

na polia do virabrequim se transmite às demais polias do sistema, sendo mais expressivas nas

polias do auto-tensionador e do alternador, uma vez que não foi considerado amortecimento

torcional. O amortecimento presente no auto-tensionador contribui para atenuar a amplitude de

vibração, minimizando os efeitos de flutuação de velocidade.
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Figura 7.42: Momento externo aplicado na polia do alternador.
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Figura 7.43: Amplitude de deslocamento angular amortecido do auto-tensionador.
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Figura 7.44: Velocidade angular do auto-tensionador.
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Figura 7.45: Velocidade angular da polia do auto-tensionador.
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Figura 7.46: Velocidade angular da polia do alternador.

As Figuras 7.47 a 7.50 revelam que a flutuação de velocidade se transmite também aos

mancais de todo o sistema. Pode ser notado que os pulsos de momento são sentidos por cada

um dos mancais.

O momento exercido pela mola torcional do auto-tensionador e o momento aplicado pela

polia do virabrequim para a prescrição da velocidade são mostrados respectivamente nas Fi-

guras 7.51 e 7.52. A demanda de torque do virabrequim aumenta proporcionalmente quando o

momento no alternador é acionado.

As tensões nos tramos da correia são apresentadas na Figura 7.53. Pode ser observado que

o tramo 𝑇1, que não está em contato com o auto-tensionador, sofre o maior aumento de tensão

devido ao momento aplicado no alternador. Deve ser ressaltado que a amplitude de flutuação

de tensão neste tramo é maior que nos tramos 𝑇2 e 𝑇3, que estão continuamente em contato

com o auto-tensionador. O dispositivo atua mantendo o nível de tensão original e reduzindo a

amplitude de flutuação, como mostrado em detalhe na Figura 7.54.
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Figura 7.47: Reações dinâmicas no mancal do auto-tensionador.
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Figura 7.48: Reações dinâmicas no mancal da polia do auto-tensionador.
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Figura 7.49: Reações dinâmicas no mancal da polia do alternador.
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Figura 7.50: Reações dinâmicas no mancal da polia do virabrequim.
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Figura 7.51: Momento devido à mola torcional do auto-tensionador.
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Figura 7.52: Momento de reação atuante na polia do virabrequim.
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Figura 7.53: Forças atuantes nos tramos da correia.
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Figura 7.54: Forças atuantes nos tramos 𝑇2 e 𝑇3 da correia, em detalhe.
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7.2.1.4 Simulação 3

Nesta análise numérica é investigado o efeito combinado de torque médio e alternado no

alternador, bem como o efeito centrífugo na resposta dinâmica do sistema.

A aceleração prescrita à polia do virabrequim foi 𝜃4=100 𝑟𝑎𝑑/𝑠2, com velocidade ini-

cial nula. A flutuação de velocidade angular não foi considerada nesta simulação. O momento

aplicado pelo alternador tem componentes média 𝑀3m=20 N.m e alternada 𝑀3a=5 N.m com

frequência 𝑓3=3 Hz, como mostrado na Figura 7.55. A duração da carga torcional ocorre entre

os instantes de 1 a 5 s.
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Figura 7.55: Momento externo aplicado na polia do alternador.

A Figura 7.56 apresenta a posição angular do auto-tensionador em função do tempo. O

dispositivo sofre deflexão na presença do momento aplicado pelo alternador, vibrando em torno

da nova posição de equilíbrio com a mesma frequência de excitação, e retorna à posição quando

o momento é removido. No entanto, devido ao efeito centrífugo da correia, a posição angular

aumenta continuamente, uma vez que a correia se deforma elasticamente com o incremento da

tensão.

As Figuras 7.57 a 7.60 mostram as reações dinâmicas atuantes nos mancais do sistema.

É observado que todos os esforços dinâmicos são afetados pelo momento do alternador e pelo
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Figura 7.56: Amplitude de deslocamento angular do auto-tensionador (caso amortecido).

efeito centrífugo da correia, em especial as reações do próprio mancal do alternador e do vira-

brequim. Estas condições são críticas e devem ser consideradas na definição de projeto.

Os momentos aplicados pela mola do auto-tensionador e pelo virabrequim são apresenta-

dos nas Figuras 7.61 e 7.62. Como a correia se deforma com o aumento da rotação, o momento

aplicado pelo auto-tensionador é proporcionalmente decrescente. A demanda de momento no

virabrequim para a prescrição do movimento é também afetada em função da carga rotacional

atuante no alternador.

As forças nos tramos da correia são mostradas na Figura 7.63. O tramo 𝑇1 é solicitado di-

namicamente com a mesma frequência de excitação da carga rotacional aplicada no alternador,

com alta amplitude de tensão. Os tramos 𝑇2 e 𝑇3, que estão em contato com o auto-tensionador,

apresentam pouca variação de tensão, como mostrado em detalhe na Figura 7.64. Pode ser no-

tado que o efeito centrífugo da correia aumenta a tensão nos tramos, diferentemente do que

ocorre no sistema com polias de centros fixos, uma vez que nesta configuração a correia é livre

para se deformar. Este resultado foi também reportado por Beikmann (1992) e Mote Jr. (1965),

que definem uma rigidez de suporte equivalente para o sistema.
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Figura 7.57: Reações dinâmicas no mancal do auto-tensionador.
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Figura 7.58: Reações dinâmicas no mancal da polia do auto-tensionador.



181

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−2500

−2000

−1500

−1000

−500

0

Tempo (s)

F
3
x
 (

N
)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
−500

−400

−300

−200

−100

0

F
3
y
 (

N
)

Figura 7.59: Reações dinâmicas no mancal da polia do alternador.
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Figura 7.60: Reações dinâmicas no mancal da polia do virabrequim.
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Figura 7.61: Momento devido à mola torcional do auto-tensionador.
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Figura 7.62: Momento de reação atuante na polia do virabrequim.
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Figura 7.63: Forças atuantes nos tramos da correia.
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Figura 7.64: Forças atuantes nos tramos 𝑇2 e 𝑇3 da correia, em detalhe.
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7.2.2 Modelo ANCF híbrido

Os resultados teórico-experimentais do modelo híbrido do sistema com auto-tensionador

é reportado nesta seção. São analisadas duas configurações estáticas, correspondendo a dois

níveis de tensão na correia. O caso dinâmico é considerado em termos do diagrama de Campbell

e de mapa de ordem experimental.

7.2.2.1 Validação estática

Para a determinação das frequências naturais de vibração transversal dos tramos, um mi-

crofone uniaxial foi posicionado perpendicularmente aos tramos à distância de 12 mm nos nós

2, 13 e 19, conforme Figura 7.65. A resposta ao impacto em cada tramo foi registrada, e o con-

teúdo espectral dos sinais extraído por meio de algoritmo FFT. Dois ângulos de pré-carga da

mola do auto-tensionador foram usados, como descrito na Seção 7.2.1.1, conferindo dois níveis

distintos de tensão nos tramos, 𝑇=228 N e 𝑇=498 N.

Nas simulações, os tramos da correia foram discretizados com uma malha de 8 elementos

finitos, resultando em um sistema com 120 graus de liberdade (36 GL por tramo e 3 GL por

cada elemento rígido).
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Figura 7.65: Nós do modelo de elementos finitos ANCF, com auto-tensionador.

A resposta temporal e o espectro do sinal dos tramos 𝑇1 e 𝑇3 são mostrados nas Figu-

ras 7.66 e 7.67, com a correia tensionada em 𝑇=498 N.

A frequência natural correspondente ao primeiro modo de vibrar, com deslocamento pre-

dominante do auto-tensionador, foi obtido por meio de acelerômetro fixado no dispositivo, na

direção tangencial. O espectro do sinal é mostrado na Figura 7.68.
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Figura 7.66: Resposta experimental ao impulso no tramo 1 (T=498 N).
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Figura 7.67: Resposta experimental ao impulso no tramo 3 (T=498 N).

A Tabela 7.9 apresenta os modos do sistema com auto-tensionador, sendo 𝑇=498 N. A

posição do auto-tensionador é 𝜃1=46.5∘ (teórico e experimental), correspondente ao estágio 2

de pré-carga da mola torcional.
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Figura 7.68: Resposta experimental ao impulso no tramo 3, medido no auto-tensionador (T=498
N).

Tabela 7.9: Frequências naturais do sistema para T=500 N

T=498 N, 𝜃1=46.5∘

Modo Teórico (Hz) Experimental (Hz) Forma modal

1 0.0 - corpo rígido
2 22.0 22.4 1a rotacional (auto-tensionador)
3 48.4 48.4 1a transversal (T1)
4 68.5 68.8 1a transversal (T3)
5 97.1 97.4 2a transversal (T1)
6 103.1 103.4 2a rotacional (polias, auto-tensionador)
7 136.8 137.4 2a transversal (T3)
8 146.1 146.4 3a transversal (T1)
9 196.0 196.8 4a transversal (T1)
10 206.6 207.4 3a transversal (T3)
11 246.9 247.2 5a transversal (T1)
12 249.9 254.8 1a transversal (T2)
13 278.3 279.4 4a transversal (T3)
14 299.1 300.0 6a transversal (T1)
15 352.8 353.4 5a transversal (T3)
16 353.2 352.8 7a transversal (T1)

Pode ser observado que as frequências naturais dos modos transversais dos tramos adja-

centes ao auto-tensionador (𝑇2 e 𝑇3) estão presentes no espectro da Figura 7.68, revelando o
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acoplamento de coordenadas experimental.

A Figura 7.69 apresenta o espectro do sinal de aceleração tangencial do auto-tensionador

para 𝑇=228 N, correspondente ao primeiro estágio da posição de pré-carga da mola torcional,

enquanto a Tabela 7.10 lista as frequências naturais do sistema. A posição de equilíbrio estático

do auto-tensioandor nesta configuração é 𝜃1=40∘, tanto teórico quanto experimental.
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Figura 7.69: Resposta experimental ao impulso no tramo 3, medido na polia do alternador
(T=228 N).

As formas modais do sistema para 𝑇=228 N são apresentadas na Figura 7.70. Os modos de

vibrar de mais baixa frequência foram observados experimentalmente através de estroboscópio.
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Figure 7.70: Formas modais do sistema com auto-

tensionador (T=228 N).

Os resultados apresentados nas Tabelas 7.9 e 7.10 mostram que o modelo é capaz de

descrever com acurácia os resultados experimentais, tanto em termos de tensão quanto de con-

figuração do sistema.

Foi observado tanto experimentalmente quanto por meio de simulação numérica que os

modos rotacionais estão acoplados aos modos transversais dos tramos da correia. Desta forma,

os modos são predominantemente rotacionais, mas com a presença de vibração de outros ele-

mentos do sistema. No modo 8 da Figura 7.70 é possível verificar tal acoplamento de coordena-

das. Os modos transversais dos tramos, por sua vez, estão associados a deslocamentos angulares

das polias e auto-tensionador.

Os resultados de simulação mostraram que quando os tramos transversais vibram, ocor-

rem vibração nos demais componentes, ainda que em pequena amplitude, revelando acopla-

mento de coordenadas de todo o sistema. Em baixas frequências, este acoplamento pode ser

observado experimentalmente na bancada de ensaios.
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Tabela 7.10: Frequências naturais do sistema para T=228 N

T=228 N, 𝜃1=40∘

Modo Teórico (Hz) Experimental (Hz) Forma modal

1 0.0 - corpo rígido
2 23.1 25.2 1a rotacional (auto-tensionador)
3 33.1 33.0 1a transversal (T1)
4 47.1 47.0 1a transversal (T3)
5 66.6 66.2 2a transversal (T1)
6 94.1 94.6 2a transversal (T3)
7 100.7 99.6 3a transversal (T1)
8 103.0 103.6 2a rotacional (polias, auto-tensionador)
9 135.9 136.4 4a transversal (T1)
10 143.4 144.6 3a transversal (T3)
11 172.5 172.6 5a transversal (T1)
12 175.0 174.6 1a transversal (T2)
13 195.3 196.8 4a transversal (T3)
14 210.9 211.4 6a transversal (T1)

7.2.2.2 Validação dinâmica

Os modelos ANCF de força centrífuga e giroscópica propostos neste trabalho podem ser

verificados por meio do diagrama de Campbell e de mapas de ordem. A Figura 7.71 apresenta

o diagrama de Campbell do sistema de transmissão sujeito à tensão 𝑇=228 N.

Os mapas de ordem mostrados nas Figuras 7.72(a) e 7.72(b) foram determinados expe-

rimentalmente através da resposta temporal do sistema submetido a aceleração constante (run

up), partindo do repouso e atingindo a rotação de 2500 rpm no intervalo de 0 a 87 s. Um ace-

lerômetro foi fixado no tensionador na direção tangencial, e a resposta registrada em sistema de

aquisição de dados. O conteúdo espectral do sinal temporal foi obtido por meio de algoritmo

SFFT (Short-Time First Fourier Transforms).

O diagrama de Campbell da Figura 7.73 corresponde ao sistema de transmissão sujeito à

tensão 𝑇=498 N (estágio 2 da pré-carga do auto-tensionador).

Nas Figuras 7.74(a) e 7.74(b) são mostrados os mapas de ordem associados aos tramos

𝑇1 e 𝑇3, também na tensão 𝑇=498 N.

Os resultados indicam que os modelos ANCF de força giroscópica e centrífuga são ca-

pazes de descrever com acurácia satisfatória os resultados experimentais do sistema de trans-

missão, contemplando a variação das frequências naturais do sistema com a rotação. Deve ser

ressaltado que somente quando os dois fenômenos estão simultaneamente presentes no modelo,
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Figura 7.71: Diagrama de Campbell (T=228 N).

os resultados teóricos e experimentais coincidem.
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Figura 7.72: Mapas de ordem do sistema (T=228 N).
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Figura 7.73: Diagrama de Campbell (T=498 N).
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Figura 7.74: Mapas de ordem do sistema (T=228 N).
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7.2.2.3 Análise paramétrica

Um estudo paramétrico é apresentado nesta seção com o objetivo de avaliar a influência

dos parâmetros de projeto na resposta dinâmica do sistema de transmissão. Estas informações

são úteis para auxiliar nas fases de concepção, que frequentemente envolvem a necessidade de

ajustar as frequências naturais do sistema a fim de evitar condições de ressonância quando em

regime de operação.

A análise é feita considerando o sistema tensionado em 𝑇=498 N, e estudos semelhantes

podem ser conduzidos para outras faixas de tensão ou configuração. Na Figura 7.75 é apresen-

tada a influência do módulo de rigidez axial 𝐸𝐴 nas frequências naturais do sistema.
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Figura 7.75: Influência do parâmetro 𝐸𝐴 (T=498 N).

Os resultados mostram que a resposta dinâmica apresenta pouca sensibilidade em função

deste parâmetro, especialmente em baixas frequências.

A influência do módulo de rigidez transversal 𝐸𝐼 é avaliada na Figura 7.76.

Os modos de mais baixa frequência são pouco afetados por este parâmetro, mas a partir

do modo 7, pode-se perceber que as frequências naturais são bastante sensíveis à rigidez trans-

versal. A estimativa de tais frequências a partir do modelo simplificado de corda pode resultar

em diferenças significativas, não correspondendo aos resultados experimentais.

O efeito decorrente da variação do ângulo de pré-carga do auto-tensionador é reportado

na Figura 7.77.
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Figura 7.76: Influência do parâmetro 𝐸𝐼 (T=498 N).
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Figura 7.77: Influência do parâmetro 𝜃0 (T=498 N).

Um ângulo maior de pré-carga da mola torcional está associado à maior tensão nos tramos

e maior deflexão angular do auto-tensionador, alterando completamente todo o estado de tensão

e a configuração de equilíbrio estático. Consequentemente, é esperado que a resposta dinâmica

seja bastante sensível a este parâmetro.

Deve ser observado que o primeiro modo do sistema, correspondente ao deslocamento

predominante do auto-tensionador, apresenta elevação da frequência natural, estabilização
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em um longo intervalo, e depois uma nova queda. Este resultado pode ser visto nas Tabe-

las 7.10 e 7.9, no qual a frequência do primeiro modo rotacional é maior para o caso 𝑇=228 N

(𝜃0 intermediário) e menor para o caso 𝑇=498 N (𝜃0 maior).

A Figura 7.78 apresenta o efeito de variação da inércia do auto-tensionador.
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Figura 7.78: Influência do parâmetro 𝐽1 (T=498 N).

Os resultados indicam que somente os modos rotacionais são afetados por este parâmetro,

os transversais permanecendo inalterados em toda a faixa analisada. Beikmann (1992) também

encontrou resultados experimentais semelhantes, reportando que os modos associados aos des-

locamentos transversais dos tramos são insensíveis à variação da inércia do auto-tensionador.

A influência do momento de inércia da polia do alternador é apresentado na Figura 7.79.

Este estudo é importante uma vez que nos sistemas de transmissão automotivos típicos, diversos

acessórios podem ser acoplados ou desacoplados através de embreagem magnética, alterando o

comportamento dinâmico do sistema.

Pode ser verificado que a inércia da polia do alternador afeta diretamente o modo rotacio-

nal associado, reduzindo as frequências naturais com o aumento da inércia, como esperado. Os

modos transversais permanecem inalterados.

A Figura 7.80 apresenta os resultados de influência da densidade linear da correia na

resposta dinâmica.

Como esperado, todas as frequências naturais associadas à vibração transversal dos tra-

mos são reduzidas com o aumento da densidade. O primeiro modo (rotacional) é pouco afetado
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Figura 7.79: Influência do parâmetro 𝐽3 (T=498 N).
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Figura 7.80: Influência do parâmetro 𝜌𝐴 (T=498 N).

pela variação deste parâmetro.
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7.2.2.4 Simulação dinâmica

O objetivo desta simulação numérica é verificar o acoplamento de coordenadas do modelo

multicorpos híbrido.

É observado experimentalmente que excitações aplicadas na polia do virabrequim podem

excitar os modos transversais dos tramos, e vice-versa. Este fenômeno ocorre devido ao acopla-

mento de coordenadas do sistema, sendo importante que o modelo matemático contemple tais

características.

O integrador ode15s do MATLAB® foi utilizado para o tratamento numérico das equações

de movimento, com incremento de tempo ∆𝑡=1x10−4 s. Uma fonte de excitação senoidal foi

adicionada ao auto-tensionador, e a resposta avaliada em diferentes posições do sistema de

transmissão.

A Figura 7.81 apresenta a resposta temporal da coordenada vertical 𝑒22 do nó 4 (tramo

1), no qual a frequência de excitação aplicada é a primeira do modo transversal.
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Figura 7.81: Resposta temporal em ressonância (modo 3, 𝑓n=48.4 Hz, T=498 N).

Pode ser observado que o tramo 1 entra em ressonância, ou seja, uma excitação aplicada

no auto-tensionador na mesma frequência natural do primeiro modo transversal é transferida

axialmente através das polias 3 e 4 até chegar ao tramo superior, revelando o acoplamento

de coordenadas observado experimentalmente. O modelo proposto por Beikmann (1992) e os

demais trabalhos derivados não considera tal acoplamento.
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Na Figura 7.82 é mostrada a resposta temporal de vibração transversal da coordenada

vertical 𝑒90 do nó 22 (tramo 3), sujeito à frequência de excitação correspondente ao primeiro

modo transversal deste tramo.
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Figura 7.82: Resposta temporal em ressonância (modo 4, 𝑓n=68.5 Hz, T=498 N).

Os resultados mostram que o tramo também entra em ressonância, indicando que o des-

locamento angular do auto-tensionador é transferido para a polia do auto-tensionador e deste

para o tramo 3. Desta forma, pode ser observado que as coordenadas rotacionais, longitudinais

e transversais estão mutuamente acopladas no modelo.

O modo rotacional 2 pode ser excitado diretamente pelo auto-tensiondor, quando este é

submetido à frequência natural correspondente. A Figura 7.83 mostra a resposta temporal da

coordenada angular 𝜃3 na ressonância.
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Figura 7.83: Resposta temporal em ressonância (modo 6, 𝑓n=103.1 Hz, T=498 N).

Finalmente, uma excitação é prescrita à coordenada vertical 𝑒90 do nó 22 (tramo 3), na

frequência correspondente ao primeiro modo rotacional (deslocamento predominante do auto-

tensionador).
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Figura 7.84: Resposta temporal em ressonância (modo 1, 𝑓n=22.0 Hz, T=498 N).

Pode ser verificado que o auto-tensionador entra em ressonância, mostrando que os graus

de liberdade rotacionais estão acoplados aos transversais dos tramos.



203

7.3 Resumo do capítulo

Neste capítulo foram apresentados diversos resultados teórico-experimentais do sistema

de transmissão por correia, com e sem auto-tensionador, considerando tanto o modelo pura-

mente rotacional quanto o híbrido.

As forças de reação atuantes no mancal da polia movida foram avaliadas, e corresponde-

ram às forças experimentais obtidas em bancada.

Simulações numéricas mostraram a influência dos efeitos de desbalanceamento, flutuação

de velocidade, efeito centrífugo, carga rotacional média e alternada, além do amortecimento

axial da correia na resposta do sistema.

O modelo híbrido foi validado experimentalmente em função do nível de tensão na cor-

reia e da configuração de equilíbrio estático do sistema. Os resultados teóricos apresentaram

acurácia em relação aos experimentais, para uma ampla faixa de tensão analisada.

Os modelos ANCF de força centrífuga e giroscópica foram verificados por meio do dia-

grama de Campbell e de mapas de ordem, e apresentaram satisfatória correlação.

Análises paramétricas foram reportadas, indicando a influência de cada parâmetro na res-

posta dinâmica do sistema.

Por fim, uma análise temporal mostrou o acoplamento de coordenadas do modelo híbrido

proposto, indicando que a abordagem é eficiente para descrever os acoplamentos observados

experimentalmente em bancada.

O próximo capítulo apresenta as conclusões do trabalho.
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8 Conclusões

Neste trabalho foi proposto um modelo não-linear de multicorpos flexíveis para aná-

lise do comportamento dinâmico de um sistema de transmissão por correia, com e sem auto-

tensionador. Um modelo puramente rotacional baseado no Método de Newton-Euler foi também

proposto, para comparação com o modelo híbrido e determinação das reações dinâmicas. Foi

apresentado de forma inédita o desenvolvimento teórico dos modelos ANCF de força centrí-

fuga e giroscópica, para incorporação de tais fenômenos em sistemas com movimento axial.

Uma bancada de ensaios foi construída para avaliação experimental dos resultados obtidos pela

simulação numérica dos modelos propostos. Ensaios de caracterização experimental dos com-

ponentes da bancada foram conduzidos para a identificação paramétrica, permitindo a alimen-

tação do modelo matemático com parâmetros reais. Os resultados mostraram que os modelos

propostos foram representativos do sistema físico construído, sendo validados em uma ampla

faixa de tensão na correia e configuração de equilíbrio do sistema. Foi comprovado experimen-

talmente que o modelo reproduziu com acurácia a variação das frequências naturais em função

da rotação, da configuração de equilíbrio estacionário e do nível de tensão na correia, compro-

vando a hipótese do trabalho e apresentando-se como uma ferramenta robusta e promissora para

auxiliar nas fases de projeto e análise.

As principais conclusões deste trabalho são:

• O modelo híbrido proposto foi capaz de capturar o acoplamento de coordenadas entre os

tramos e as polias, observado experimentalmente em bancada;

• A correta descrição de variação das frequências naturais do sistema em função da rota-

ção é somente alcançada incorporando os efeitos centrífugos e giroscópicos no modelo

ANCF;

• Os modelos puramente rotacionais podem ser utilizados para estimar os esforços estáticos

e dinâmicos nas fases preliminares de projeto, enquanto o modelo ANCF é necessário

para o projeto definitivo, com o objetivo de predizer as frequências naturais do sistema e

evitar condições de ressonância quando em regime de operação;

• A força centrífuga atuante na correia pode ser expressiva quando a rotação é elevada, e

precisa estar incluída no modelo matemático;

• A correia apresenta comportamento viscoelástico, sendo fortemente afetado em função

da frequência de excitação;

• O tensionador é efetivo na atenuação da amplitude de vibração dos tramos adjacentes ao

mesmo;
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• A orientação do auto-tensionador tem forte influência nas frequências naturais do sistema,

apresentando-se como um parâmetro a ser apropriadamente ajustado nas fases de projeto;

• O amortecimento da correia é efetivo para reduzir a amplitude de vibração do sistema, ao

lado do amortecimento incorporado no auto-tensionador;

• A análise paramétrica do sistema revelou que os tramos da correia apresentam diferen-

tes níveis de sensibilidade em relação à densidade linear e aos módulos de rigidez axial

e transversal, mas são pouco sensíveis às inércias das polias. Este estudo mostrou que

grandes diferenças podem ocorrer se o modelo de corda for usado para predizer os modos

de mais altas frequências dos tramos;

• A resposta temporal simulada demonstrou o acoplamento dos graus de liberdade do mo-

delo híbrido, mostrando que excitações nos tramos ou nas polias podem colocar o sistema

em ressonância.
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9 Sugestões para trabalhos futuros

A seguir são listadas as sugestões de trabalhos futuros:

• Análise de estabilidade do sistema utilizando o modelo ANCF;

• Análise não-linear, confrontando com os resultados obtidos pela linearização do modelo;

• Inclusão do efeito de amortecimento transversal na correia;

• Incorporação de atrito seco no auto-tensionador e investigação das condições de stick-slip

do modelo não-linear acoplado;

• Verificação experimental em bancada das simulações apresentadas considerando carrega-

mento dinâmico atuante no alternador;

• Análises modificando o posicionamento do auto-tensionador e do alternador;

• Incorporação de polias de outros acessórios nos modelos do sistema de transmissão com

auto-tensionador e simulação da resposta dinâmica do sistema;

• Inclusão do comportamento viscoelástico da correia no modelo ANCF, e desenvolvi-

mento das novas expressões das forças giroscópicas e centrífugas;

• Otimização da configuração do sistema com o objetivo de ajustar as frequências naturais

de forma a não haver condições de ressonâncias durante a operação.

This PhD thesis was developed using LATEX.
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A Anexos

A.1 Dedução matemática da força centrífuga na correia

Nesta seção, a expressão da força centrífuga desenvolvida na correia é deduzida.

A Figura A.1(a) mostra uma correia deformável submetida à velocidade angular constante

de magnitude 𝜔 em torno do próprio eixo. Devido à trajetória circular percorrida, a correia está

sujeita à aceleração normal, originando forças axiais que se distribuem uniformemente ao longo

da mesma.

X

Y
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R

(a) Correia submetida a rotação em
torno do próprio eixo

O X

Y
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 s

/2 

TT

/2

 

(b) Diagrama de corpo livre da correia

Figura A.1: Efeitos centrífugos atuantes na correia girante.

O diagrama de corpo livre de um segmento da correia é ilustrado na Figura A.1(b). Este

segmento de comprimento ∆𝑠 tem massa infinitesimal ∆𝑚 = 𝜌𝐴∆𝑠 = 𝜌𝐴 (𝑅∆𝜃), e está

solicitado por duas forças axiais 𝑇 de mesma magnitude. A velocidade linear 𝑐 da correia é

determinada através de

𝑐 = 𝑅𝜔 (A.1)

A aceleração normal à qual o segmento de correia está sujeito é dada por

𝑎c = −𝑅𝜔2 (A.2)

que pode ser reescrita utilizando a Eq. (A.1) como

𝑎c = −
𝑐2

𝑅
(A.3)
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O sinal negativo indica que a aceleração está apontada para o centro da trajetória.

Aplicando a 2a Lei de Newton ao segmento de correia e considerando apenas a direção

vertical devido à simetria, tem-se

∑︁

∆𝐹 = ∆𝑚𝑎c

−2 𝑇 sin

(︂

∆𝜃

2

)︂

= − (𝜌𝐴𝑅∆𝜃)
𝑐2

𝑅

(A.4)

Considerando infinitesimal a quantidade ∆𝜃, pode-se adotar a aproximação

sin

(︂

∆𝜃

2

)︂

≈
∆𝜃

2
, resultando em

− 2 𝑇
∆𝜃

2
= − (𝜌𝐴𝑅∆𝜃)

𝑐2

𝑅
(A.5)

Fatorando o termo infinitesimal e simplificando, tem-se

(︀

𝑇 − 𝜌𝐴𝑐2
)︀

∆𝜃 = 0 (A.6)

o que resulta finalmente em

𝑇 = 𝜌𝐴𝑐2 (A.7)
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