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Sumario

Este trabalho € voltado & investigagio numiérica do desempenho de diversos CENUEMRE
discretizantes em diferencas finitas. aplicados & solucho da camada limite hidrodingeiica
formada junic & superficie de corpos imersos em escoamento laminar uniforme de um
fluido com propriedades constantes sob regime permanente. O desenvolvimento destes
esquemas € apoiado em aplicagdes ao problema de Blasius com varidvels primitivas, apée
a devida normalizagao das equaches de governo. Pata isto, a equacgho de similaridade de
Blasius ¢ resolvida numericamente com boa margem de precisio com o auxilio de uma
rotina de Runge-Kutta de 42 ordem.

A equacio da conservacio da quantidade de movimento (momentum} aplica-se a di-
ferenciagao ceniral para os termos da direcho normal 4 superficie, em combinagio com
dols outros esquemas discretizantes para os termos da diregdo do escoamento principal, a
saber: dicretizagduo 3 montante e discretizagio de trée nivels. A discretizagdo da equacio
da conservagan da massa (continuidade} € obtida pelo emprego de esquemas & montante e
de trés nfveiz em ambas as diregdes. Além destes esquemas. o dassico esquema de Crank
& Nicholson é desenvolvido com vistas 2 se ter um padrao comparativo enite este. que
& o esguems mals amplamernte aplicado nas solu¢bes numéricas de problemas parabdlicos
semy sohigéo similar, € o8 demals esquemas aqui propostos para o mesmo fim.

Para a resolugdo dos sistemas de equughes, dols diferentes métodos iterativos de subs-
titnigdo sucessive sac avaliados: um metodo purs resolugdo ponto-a-ponio € oulro para
resolucdo coluna-a-coluna [método matrical inidiagonali. A resolucac ponto-a-ponto é
apiivada ao problema com eguagbes de governo acopladas de forms & arelerar a con-
vergéncia,

A acuidade dos algoritmos € novamente investigada por aplicacder na resolucdo de dois
osulros probiemas de camada lmite: o escoamentia em torno de um cilindro circular e ¢

escoamento linearmente retardado sobre place plana {problema de Howarth,
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Nomenclatura

Abreviaturas

ADY - algoritmo em diferencas finitas

ETT - erro integral na tangente

EAT — erro absoluto na tangenie

EAF - erro absoluto nos perfis

N-R - referente a0 método de Newton-Raphson
R-h - referente ao método de Runge-Kuttz

Varidveis e constantes

P - PIEssao
v - componente de velocidade na diregéo principal

u - o "y obtide da iteracdo anterior

-2

© - componente de velocidade na direcao normal

r - variavel independente da diregén principal
v - variavel independente da direcio normal
I" - veloridade do escoamento externo {corrente livre}

n - vaniavel independente gualquer

m - variavel independente gualquer

He¢ - numero de Revnolds referente & £ ou B
Hp — wumero de Revnolds referente a 17

¢ - funcédo ¢ gualgquer

-~ luncdo [ qualguer

Fpy ~ parametro geométrico da malba

Fy - parametro de estabilidade

H. - n* de colunas iniclals com aproxim. linear para 5—;
L - romprimento caracterfstico da placa plana

PCL - pontos nodais no interior da camada Limite
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Varidveis e constantes {continuacio)

R - raio do cilindro circular

£} ~ didmetro do eilindro circular

DIF - diferenca

A, B, T, D - cosficientes

a, b, ¢ ~ coeficientes

by ~ coeficiente angular da distribuicio de Howarth

b - coeficiente linear da distribuicdo de Howarth

F{ - constante que distingue as aproximacdes de 1€ e 2% grdens
T~ tangente junte & parede (coeficiente de arrasto)

NI - nimero de pontos da malha em ¥ dentro da camada limite
F.. - parametro da malha varidvel

Simbolos matemsticos

3 - sumaidria

d - derivada parcial
Gregas

5 - farca de corpe

p# — massa sspecifica

oc - condicao referente ao infinito (corrente livre)
¢~ wiscosidade cinemdtica

# — viscosidade dinamica

7 - vanavel de similaridade de Blasins

A - passo da malha

£ - Incremento

v~ funcgao corrente adimensionalizada

i v e e L
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Superescritos

“ - variavel dimensional
= - varidvel adimensional antes da readimensionalizacio por vV He
* - variavel modificada

f - derivada primeira

" - gerivada segunda

" derivada lerceira
Subscritos

w - junto a parede

e — referente ao valor exato

n - referente ao valor pumérico {no apéndice A usado para denotar a variacio da malhe
e no capitule 1 como representande uma variavel independente qualguer)

i ~ indice d& malba para a direcdo principal {indice de colunas)

7 - indice da malha para a diregao normal (indice de linhas)

&~ indice do numero da ieragao

cte - constante

s — referente ao ponto de separagac



Capitulo 1

Introducao

1.1 Apresentacao

Até o final do séeulo passado o tratamento tedrico do escoamento de fBuidos VISCOS0S, salvo
quando aphicado a alguns poucos casos particulares, esharrava na dificuldade de recursos ma.
tematicos que possibilitassem & resolu¢lo das equagdes completas de NAVIER STORES i74) .
75 que para escoamentos incompressiveis bidimensionals em regime permanente. sio es&crit?;s.

e coordenadas cartesianas, da seguinte forma

o T

g7 i

,.....,
[
[

(‘jﬁ:r , _ffg) C Gp (525 g%
g : -

Isto fer com gue o desenvolvimento de solugdes tedricas aplicdvels ao escoamento de Buidos

mais Importanies sob o ponto de vista pratico. como os de ar e dguza. cuja viscosidade é muito

; propds a solugan para estes casos de maior imporiancia pratica. Embasado em

Prandil o

consideragdes tedricas e em diversas experifncias simples. Prandt] Provou que O eSCOAMERLO

- ¢ I A ) - " . - w .
‘05 termos de pressde $2 32 INCOrporam @ pressao estdiivs pela aplicacio de 37 = P opden
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sobre umi corpo solido pode ser dividido em duas regioes distintas; uma camada muito deigads
formads junto & superficie. onde o atrito exerce fundamental influéneia. ¢ 3 Teglan restante,
exierna & este camada. onde o atrito é desprezivel. Esta fina regiac que confina os efeitos
viscosos dos escoamentos de altos numeros de Reynolds [48] foi por ele denominada de camada
hmiite.

U U
== ‘M. o - -
. JENPSES, 5 ' LANADE
-l i — LIMITE
§ - —
==L
Rl xxxif{fx/ff#/fmilff P o T S rh TP s
S

Figura 1.1; Formagao de camada limite sobre placa plana.

Apesar de muito fina, a camada Lmite (figura 1.1} é responséavel pelo controle df mujtos
provessos de interesse na engenharia. como a for¢a de arrasto exercida sobre COTPOS 1Merscs
e escoamentos de fluidos viscosos {presente nos caso: da placa planz e do cilindro circnlar
iratadeos teoricamente no presente trabalbo e em casos mais pralicos como o arrasto de um
navio e de palhetas de turbinasi e a tranferéncia de calor e massa (em forma dos mais variados
iipos de problemas deste géneroj. A camada limite sinda se aplica na resclucan de diversos
cutros problemas tedricos, como o desenvolvimento dos perfis de velocidade no interior de dutis
iw{r}). e praticos como 2 dispersao de poluentes na atmosfera. Neste sentido. objetiva-se para

©: problemas aqui abordados. além da obtencao dos perfis de velocidade. a distribuicio da

-
™
I~
i
[ER
facs
3.
oy

- cisalhamenio ac longo da direcio do escoamenio principal, de modo s possibilitar
& nlegragdo da forca de arrasto exercida sobre o corpo. sendo ainda verificado o ponto de
SepRTACEC para of casos que epvolvem gradientes de pressac {conforme explicado em ocasiao
BIS OPOTIUDA b

O termw teoria da camada limite. conforme concebic - por Prandtl. se aplica nio sé

33

@ regibes proximas a paredes. mas também a fronieiras entre duas porches de escoamenio

mwvende-se cor diferentes velocidades. finas esteiras enire COrpos aerodinamicos € jalos planes

e fluido descarregando em grandes reservatérios, Tamhém estas regides s&0 caraclerizadas
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por abruptos gradientes na velocidade normal ac escoamento principal {(v), o gue releva a
importancia dos efeitos viscosos, e mesmo quando turbulentas continnam podendo ser tratadas
pela teoris da camada Limite, cujo conceito necessita de poucas modificagdes para incluir as

caracteristicas turbulentas.

As simplificagbes introduzidas por Prandtl, baseadas em andlise de escala (conforme de-

monstrado em [16] {cap.8) e mais recentemente por M. van Dyke {27] pelo emprego de métodos
de perturbagho ), possibilitaram a conversao da equacio da conservacio da quantidade de movi-
mento na diregdo principal do escoamento, originalmente eliptica, em parabélica, pelo desprezo
de termo difusive nesta direcdo.” Tals simplificagdes possibilitaram ainda o desprezo dos termos
de variagdo da quantidade de movimenio e de atrito viscoso na direcio normal.

Assim, para a camada imite hidrodindmica laminar de escoamentos planos incompressiveis
com propriedades constantes em regime permanente. as equagoes da conservacio da quantidade

de movimente {momentum) em coordenadas cartesianas assurmem a forma

T ) &u 1 5 t . 1.3

T b oo = P oo — — = e momentum em T .33

53 o7 gyt p 07 g

ap _ ,_

- gfj ={ — - momentumem§ (1.4}
¥

Analisando ¢ comportamento da equagac do momentum em T (1.3} no fins} da camada
Limitie (¥ — oo}, onde wiZ.oc} — U{F}{e as derivadas em ¥ podem, portanto. ser desprezadas),

obiémi-se

_yap _mdU (1.5)
g OF %“ﬂx dF S)

Viilizando agora a informagao disponivel na equagao do momentum em ¥ (1.4} de que a

pressio nac vana ao longo da espessura {7) da camada limite, tem-se que

“¥Fsin parabolizacdn facilitou as solugdss numéricas computacionais pela consideravel reducio no armazena.

miente de dados e de tempoe compuiaciona! permitidos pelos processos de resaluchs em marchs.
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1 dp - dl
g dF dF° (1.6

ou seja. que o gradiente de pressio é promovido pela variacio de velocidade no escoamento
exiern.

Substituinde a equagio {1.6) na equacdo do momentum em 7 (1.3} garante-se uma forma
alternativa mais util ao seu tratamento numérice. Finalmente, as equagbes de governo, para

esie caso de camada limite em particular, podem ser apresentadas na forma

o i i &% . dr
I e i el = -+ = nomenium 71
- = o7 = {1.7}

gu ot .

—+ = =0, - continuidade (1.8}

gr 07
com condiches de conlorno

g=10:%=7%=10 (nado deslizamento e impermeabilidads) 1.4
f‘.

T oo T L (correnie Livre). (1.10]

onde [ = {'{z} é o valor local da velocidade do escoamento externc.

i

1.2 A separacao da camada limite

A aplicacio da equacio do mumentum {1.7) ao fluido adjacente & parede (¥ = 0. onde ¥ =

T o= {1 fornece

S (111}
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mosirando que a curvatura do perfil de velocidade junte & parede € diretamente afetadsa pelr
gradrente de pressao impresso. Com auxilio da figura 1.2-a pode-se constatar que onde o valor do
gradiente € negativo (favordvel) o perfil tem uma curvatura negativa ¢ onde o gradiente é zero o

perfil nao apresents curvatura {como o caso do problema de Blasius tratado a posteriori}. Nestes

dois casos os perfis sho estdvels, nio apresentando, portanto, tendéncias & separacin. Mas o
lereeiro caso. onde o gradiente € positive (adverso), apresenta um comportamento bastanie
peculiar. Neste tipo de perfil a curvatura é positiva junto & parede. mas contém ur ponto
de inflexdo conforme mostrado, O perfil é instdvel com respeito a criacac de turbuléncia. e
& medida que o gradiente de pressdo aumenta, 0 ponto de inflexao se afasta mais e mals das
proxinudades da parede at que uma condicio de contra-fluxe é atingida, conforme ilustrade
na figura 1.2b. Para satisfazer a continuidade, o escoamento pira junte a parede proximo

ac ponte onde o gradiente %:i = 0, ou seja, onde o contra-fluxe € incipiente. Este ponte ¢
v

dgenominado de ponto de separagdo. Apds este ponto o escoamento se descolz da parede de forma
tac acentuada que as velocidades pormais se tornam muito altas invalidande as aproximacdes
da camada limite. Em geral, as particulas de fluido situadas apds o ponto de separagao seguen

¢ gradiente de pressdo e movern-se em direcao oposta & corrente externa.

‘: R Y EUTE T

» 3
b Cakire-

‘ finze

C o itessrdvei)

-

Figura 1.2: Separagao da camnada limite: (a} tipos de perfis: (b} evolucio do gradiente adverse.

U escoamentos com gradientes adversos de pressao {escoamentos retardados ), presentes nos
oty caxox aplicativos agni estudados {cilindro circular ¢ problema de Howarth). sio de grande
nnportancia pratica. Nesie aspecio a separacdo deve ser sempre evitada devido a alia perda

dv energia associada ao fendmeno da recirculagao. Como em corpos bojudos a separacio nio
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pode ser evitada, visa-se nestes casos, a mimmizagho da ares de recirculacho de forma a reduzir
o arrasto.

1.3 A camada limite sobre placa plana paralela a um

escoamento uniforme

Com a simplificagéo das equaghes de Navier-Stokes comecaram a surgir indmeras propostas de
solugdes para os problemas de escoamentos viscosos de alto mimero de Revnolds. Provavelmente
o mais simples € ac mesmo tempo mais célebre € o problema da camada limite hidrodinamics
laminar sobre placa plana cuja solucdo foi dada por H. Blasius {26}, um dos primeiros alunos
de Prandil, em 1908, Este problema, que foi o primeiro a aplicar a teoria de Prandtl, consiste
pa resolucio das equagbes da camada limite formada ao Jongo de uma fina placa plana semi-
infinita imersa ern um escoamento uniforme paralelo & mesma. Como, neste caso. a velocidade
do escoamento potencial néo varia, o termo de pressio ndo se justifica, o que vem a sirnplificar

ainda mais o problema. Desta forma a equagio do momentum {1.7) assume a forma

_du  ou 0% 19,
T i i e 12}
dr 8y a7 T
sende mantida a2 mesma forma anterior para a continuidade
gu  or
ot e =10 (1.8
4 iy

¢ as mesmas condigoes de contorno {1.9) e {1.10}, respectivamente

¢ =T = [ {ndo deslizamento ¢ impermeabilidade)

|
li
3



oo @ @ U {corrente livre),

A

onde I/ € o valor local da velocidade do escoamento {uniforme) externo.

Para resolver seu problema Blasius reduziu a equagan do momentum, onginalmente parcial,
a uma equagao ordindria nac-linear pela aplicacio de uma variavel de similaridade. valende se
ainda do conceito de fungao corrente, conforme apresentado a posteriori. Fsta equacio fo) entiio
por ele proprio resolvida por expansao em série de poténcias,

A partir de entao varios pesquisadores se dedicaram & resolucao desta equagiio por expansic
em séries como Bairstow [28] e Goldstein [29]: ou aplicando o método de Runge-Kutta [83] nya-
nualmente como Topler {30] e, mais recentemente. utilizando compu® acao digital comoe Howarth
(32]. Srith {70}, Rosenhead [71], Evans {33] e outros. Paralelamenie. solucdes de similaridade

para oulros casos mals complicados de escoamentos viscosos foram sendo obtidas.

1.4 Problemas nao similares

Entretanto, conforme se verifica na literatura acerca de fendmenos de transporte, como os

5

compéndios de Schilichting [16] ¢ White {2] e alguns artigos isolados, sdo poucos ox problemas
com: solugao de similaridade, o que torna imperativa & evohugdo de técnicas numericas de Los
aruidade para o devido tratamenio dos muitos cutros problemas praticos da engenharia que
nao admitem sclugéoe de similaridade {como os dois problemas teste avaliados cujas soluches
analiticas, dentre oulras, sdo a seguir comentadas). No entanto. tais téenicas, sejam elas de
integragao por elermentos finitos, diferencas fimitas ou mesimo mdétedos integrais. costumanm
envolver problemas de estabilidade, acuidade e convergéncia se nao devidamente adequadas ao
CINPTOED,

Exte trabalho temn como objetive investigar o desempenho de diversos alporitmos em di-
ferencas finitas (ADY s) que poderdo vir a ser aplicados a problemas parabdlicos atuda sem

solugdo, ou mesmo com solugdo de acuidade duvidosa. De forma a facilitar sus adeguacho s
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cutros problemas do género, os algoritmos se desenvolvem sobre as equaghes da camada himi-
te hidrodinémica laminar, mantidas as variveis independentes em suas formas prunitivas, g
menos de transformacoes de natureza hnear.

Os ADF’s sao primeiramente desenvolvidos para o caso particular do problema de Blasius
vislo que, como sua soluglo ja é conhecida, fica gatrantida a fidelidade dos resultados dos
testes comparativos exigidos para os mesmos. Para isto. 2 solucao de similaridade é derivada e
posteriormente desenvolvida com o auxilio do método de Runge-Kutta de 42 ordem. em paralelo
a0 método de Newton-Raphson, responsdvel pela obtengao da condicio inicial faltante. Este
procedimento € mostrado no préximoe capitulo.

Conforme j& comentado, objetiva-se aqui o desenvolvimento de algoritmos precisos apliciveis
a problemas sem solugao similar. o que justifica a preocupacio em se desenvolver os Mesmos
sobre um problema com solugao exata como o de Blasius. Assim. uma vez consolidado o bom
desempenho dos algoritmos séo eles aplicados & solugéo de dois problemas nac similares de
camada limite hidrodinamica laminar bastante investigados que sdo a seguir comentados: o
escoarnento uniforme em torno de um corpe cilindrice circular € o escoamento linearmente
retardado sobre uma placa plana {mais conhecido como problema de Howarth),

No desenrolar do trabalho sao abordades cinco esquemas discretizanies hisicos em diferencas
finitas, sendo ainda analisado o comportamento de alguns esquemas hibridos resuliantes de
combinagoes de diversas naturezas emire estes esquemas basices. Note-se que, das muitas
combinagoes possiveis, apenas algumas daguelas gue intuer methorias significativas de acuidade

820 agul iratadas,



Capitulo 2

Problemas aplicados

2.1 A solugao exata para o problema de Blasius

Conforme comentade anteriormente, foi o proprio Blasius quem pela primeira ver resolven
analiticamente o problema da placz plana sem gradiente de pressac. Esta solucdo consistiu na
representagao da funcio corrente ¥ por uma série similar em 7 com coeficientes dependentes de
y {series de Blasius). No entanto, como esta solucio nio é aqui utilizada para fins de compa-
ragho devide a sue baixa acuidade, e mesmo porgue uma solugdo mais generica » mais acurada,
dada por Howarth (da qual o problema de Blasius ¢ um caso particular) é posteriormente de-
senvolvida em detalthes, a soluco analitica de Blasius nio & agui desenvolvida., Contvdo. como
amnca as sclugdes sugeridas por diversos autores para o problema de Blasius sao apresentadas
#m {orma de tabelas, e mediante a necessidade de se incorporar 2 solugdo exala no programa
computacional elaborado para a avaliacio dos elgorilmoes em diferengas finttas { AD¥Fs), um
algoritmo de alta precisio ¢ especialmente dezenvolvido para tal fim. Conforme ja comentado.
esie algonitmo, utilizado para a geragéo dos valores exatos utilizados para comparacao, ¢ desen-
volvido sobre & equagao de similaridade de Blasius, consistindo de um processo iterative inicial,
para a descoberta da condicio de partida f7(y = 0}, seguindo o métode de Newion- Raphson.
assaciade a0 método de Runge-Kuita [83] de 42 orden. Este processo permite vhier em poucas
neragtes, um valor convergido de a}ta precisac que serd finalmente aplicado como a condigao

de contorno faltante para a obtencéo do perfil final f'(5).
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2.1.1 A solugao de similaridade de Blasius

S corert o e o . . . . .
Para resolver seu sistema de equagdes Blasius langou mao da técnica de andlise de similaridade
auxiliado pela aplicagho do conceito de fungio corrente., transformando a equacac original, de

vanavers primutivas (T e 7). funcio de uma tinica varidvel de similaridade 1. definida por:

U

v

W=y

S
e
Ak

A sclugao de similaridade de Blasius pode ser derivada da seguinte maneira:

Fazendo
Fy=of——
gL, X L (2.2
ten-se
=Yg (2.3)
e ainda
o
((f:!; =g EE‘“
Adimensionalizando 2 fungao corrente (¥, %) da forma
¢ = /v Flx fin) (2.5)
oblém-se para as velocidades T ¢ T (pelo emprego da téenica de derivaciac em cadeia)
__dv ¢ On =
T= = = \rlarg (26)
C}y ({}17 &:2? o
& @a’ ‘ d? (}r;l
¢o= T = oI T R o =
gF Or | Byl -
ne e im=rie o=t
1 el T o
- HH\; Htxf“ _I»’?me grong (3?5’
2’ ] iy 4 bt i

ey
e
4
e}
2.
~
j
&
8
T
p_’.‘
o
bry
o
e
£
rﬂ! “
s
]
i
brd
f
b}
s
3%}
€51
Lk
5!
iy
o
-
I
Ll
patd
ta



11

gr _oml om
5}} afiﬁx;.te 8;? Tomoic ‘ 8}? y=cte
Il &
= rZEsru. 2
i gF|__
yamofr
COTO %&L = § para a placa plana sujeita 8 um escoamento uniforme, entdo
53}. —
o =
5"{? ——
5"
d'u 2
= [ U g
77 Fls g

Substituindo estes termos na equacio do momentum para a placa plana vem

NEETTY WL
Iji,.";{:p.-
; I v i
1 f{’v_;'m H . & ¥ 173 - o
+ u;j\/‘,_ f-vrve s 2 FlUwg= "0 Us &
o E%%}:c?s

que dividido por vl g* fornece

s ,2[*13&_3

€ Como g = Xfi—i-"‘** surge finalmente 4 equacdo de similaridade de Blasius

f f‘!f LD {m .

com condicoes de contorno

s,
Pt
-
b1

—

[ ]
sk
ot
e



12

2.1.1.1  Aplicagac do método de Newton-Raphson para obtengdo da condicio de
partida para resolugio da equacio de Blasius

Em se tratando de uma equagio diferencial {ordinéria n ao-hinear] de terceira ordem. sua solucae
requer s especificagao de trés condicbes de contorno. Uma ver que uma delas é dada para n = o
© a% outras duas pare 7 = (), faz-se necessirio o emprego de um esquema de correcac do chute
mncial para obtencao da solucio, ou melhor, pata que a condigao f'{oc) — 1 seja saticfeita.
( velor da derivada da curva em 5 = 0 (J"{0}} deve ser suficientemente preciso para que o
método de solugao {Runge-Kutta 42 ordem) realnente convirja { f'{oc) — 1. caso contrario a
convergencia se dara para um outro valor que nae 1, O valor para o qual converge f'{oc) em
funcao do chute nicial f7{0}) comporta-se da forma ilustrada na figura 2.2% onde o conjunto de
potitos que forma esta curva € obtido pelo emprego do método de Runge-Kutta de 4% orderm.
Para aplicacio do método de Newton-Raphson segue-se uma deternipada sequéncia ilus-

trada com o auxilio da figura 2.1:

Fea:
1
] H et
foum Tk
[
PRSI pu — T
f;um L ?p"} et
fe-t ; (303
gi % I { i » §a
f:tw f:w: f:“m

. : = Lt : : 3 2 e teieta) £
Figura 2.1: Aplicacio da técnica de Newton-Raphson para obtencdo da condicio inicial Fo0:

11 Chuta-se um valor inicial fi(0), obtendo-se. através do Runge-Kutta. v valor para o qual

tende fiac] no caso fi{och
LLF . . . . - 1 P T
;;“I;:?J':‘ numencamente atraves de diferenciagio cenirzl. a partir dos
fHEer:

*y Obeni-se a derivada

valores £, (oo e fi_ {oc), correspondentes aos poutos 1 +¢ e 1 — ¢ das vizinhangas do ponto

RS

“Uurvs obtida através de adaptagdo do programa Newton for - apendire 1
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1. previamente obtidos pela mesma rotina de Runge-Kuotta. Assim

&'(5) _ frarloe) + figlo0)

4f(0)

ks

+ O {

2
Yok
3

£
2.¢

derivada. No caso, como a curvatura da funcéo € suave, nao hé necessidade de um valor muito
pegueno para este incremento,
3} Estendendo-se uma secante até seu enironcamente com a reta fl{oc) = 1, obtém-se o
LE)

proximo valor que realimentara o Runge-Kutta (f'{0}) resultando num valer mais préximo a

1. A obtencio deste valor é viabilizada pele emprego da relagio trigonomeétrica

sin f o
tanf = — (2.18)
cos §
ou melbor
df*(0), A0 - )
que resulia em
i 1y f"{gc) ~ 1 A
0y = U0+ s (2.20)
471 Iy
4) Checa-se a convergéncia pela comparacio da diferenca [£7(0) — 1103} com um padrac

previamente estabelecido. Caso nie ocorra a convergéncia, procede-se aos passos 2.3 € 4 a1e
que ¢ processe finalmente convirja. .

Uma vez convergido o algoritmo de Newton-Raphson. aplica-se o valor resnltante {0}
como a condicho de contorno faltante para finalmente se obter a solucae exata através do
Funge-Kutta. No caso, obteve-se f"{0} = . 33205734,

A tabela 2.1 permite uma comparagin entre os valores obtidos pelo presente algoritmo e
o¢ valores obtidos por Howarth, empregando expansao em séries (segundo (160, Vale salientar
que os valores constantes da tabela 2.1-a foram oblidos para um incremento an = 0.1 e que
nio se consegue melhoria significativa de acuidade em se trabalhando com valores menores.

Tars wm maior entendimento subre este particular recomenda-se uma consulta ac cap.b da

"

referéncia (72

o
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Figura 2.2: Comportamento de f{oc) em funcao do chute inicial #7(05
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2.2 A camada limite em torno de um corpo cilindrico

0 primeiro problema de camada limite ndo similar investigado pelos algoritmos propostes é
o caso do escoamento em torno de um corpe cilindrico circular. Considera-se a principio o
caso geral da camada limite formada sobre um corpo cilindrico qualquer posicionado em uma
corrente perpendicular a seu eixo. A solugdo deste problema foi primeiramente dada por H.

Blasius {26] sendo ainda posteriormente desenvolvida por K. Hiemenz [34] e L. Bowarth 1311,

-

E necessario agul distinguir dols casos em funcao da geometria do corpo cilindrico:

caso simétrico - guando a segio transversal do corpo cilindrico é simétrica em relacido a um

eixo, paralelo & corrente, que passa na altura do seu mator diametro e;
casoe assimétrico - quando tal simetria nao € observada.

i ambos o3 casos a velonidade do escoamento externo € colocada na forma de uma série
de poléncias em z, sendo r & distancia medida a partir do ponto de estagnacao ac longo do
corntorno. O perfil de velocidades na camada hmite € também representado como uma série de
poténcias similar em 7. onde os coeficientes sio, por hipdtese, fungbes da coordenada g normal
ao contorno (séries de Blasius),

Howarth encontrou uma substituicdo para o perfil de velocidades que conferiu validade
universal aos coeficientes dependentes de y. Em eoutras palavras, por uma adequada hipdiese
e torno da série de poténcias, seus coeficientes foram feitos independentes das particularidades
do corpo cilindrico, de forma que as fungdes resultantes pudessem ser avaliadas e apresentadas
na forma de tabelas. Desta maneira, o calculo da camada limite para um dado formato torna-se
bastante simples desde que & tabulagio se estenda sobre um ndmero suficientemente alto de
1eTInos das series.

Felo fato do método original de Blasius utilizar series de poténcias com apenas trés termos,
sus utilidade é severamente restrita & medida de que. precisamente Dos casos mas uwnportantes
de corpos com segio muito alongada (caso de unra elipse posicionada em uma corrente paralela
a0 seu major eixo ou no caso de um aeroldlio), um grande numero de termos ¢ requernido: na
verdade ese niimero é 186 allo que torna-se impraticavel tabelar todes eles com uma razodvel

auantidade de trabalho numérice. lsto se deve ao fato de que, para corpos com tal geometne.
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s velocidade da corrente externa préximo ao ponto de estagnacao, nas imediacoes da borda
de ataque, aumenta abruptamente para entao variar muito suavemente ao longo de uma consi-
deréavel distancia a jusante, néo podendo, uma fungdo deste tipo, ser representada por uma série
com poucos termos. Apesar desta limitacao o método de Blasius é de fundamental importancia
porque, em casos onde sua convergéncia ¢ insuficiente para atingir o ponto de separacio, ele
pode ser utilizado para calcular analiticamente e com grande acuidade a porgao inicial da ca-
mada limite (proximo a0 ponto de estagnagac), podendo entdo ser o célculo prosseguido com

auxitio de um método de integracao numeérica adequado.

2.2.1 A camada limite em torno de um cilindro de secao circular

O escoamento em torno de um cilindro circular € um problema bastante investigado por diver-
sos autores, costumando ser abordade de duas formas distintas no que diz respeito ao tipo de
sscoamento externo assumido, o escoamento resultanie da teoria potencial ¢ ¢ obtido a par-
tir de dados experimentals {real}. Os valores obtidos da lteratura para ambos os casos sho

confrontados com os ADF's aqui desepvalvidos.

2.2.1.1 O cilindro circular sujeito ac escoamento potencial

Dentre os trabalbos gue tratam o problema do cilindro circular sujeito ao escoamento potencial
dado por U{z) = 2U.sen{z). merece destague aquele conduzido por Schinaver (24] através
da técnica de diferencas finitas aplicada sobre as equacdes da camada limite com variaveis
transformadas. Lancando mio de wina discretizagdo tipica de Crank & Nicholson [41] {apesar
de pao referenciado em seu trabalho), Schonauer obteve o ponto de separacio aoz 104,473%,
A figura 2.3 ilustra os resultados por ele cbtidos para o coeficiente de arrasto e espessuras de

desipramento & momentum.

2.2.1.2 Qutros resultados obtidos para o cilindro circular sujeito ac escoamento

potencial

Coube s Tifford [69) uma solugio para o problema da camada himite formada em torno de
am corpe alindrico de secdo circular com base na distribuicko de pressdes obtida da teoria
potencial. que consistiu do desenvolvimenio em uma série de poténcias {de Blasius) conduzida

alé o termao z1. Como resultado da aphcacao deste método, Tifford obteve para a posivao do
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Figura 2.3 Resultados de Schonauer para o cilindro circular sujeito a0 sscoamentio potencial.

ponto ge separacdo o valor de 108, 8%, Entretanio. comenia-se na lieratura Que se esia mesma
série for \runcada ne termo z¥ obler-se-d a separacdo em 109.6°. fato que confirma z baixe
acaidade dos métodos “analiticos™ (séries) nas proximidades da separacio. hé ponco dizcutida.

Dentre os autores que abordaram este problema figuram agueles cujos resuliados sio rela-
cronados na tabela 2.2

2.2.1.3 O cilindro circular sujeito ao escoamento real

A disiribuigao experimental de pressbes ao redor do cilindro cirenlar foi obrida por k. Hi-
emenz 134], por ocasido de sua tese, e utilizada em seus céleulos de camada limite, Estas
medighes mostravam gue a separagac ocormia aos 81°, ao passo que seus céloulos indicavam 82°.
Maws tarde O, Flachsbart [68] publicou extensivos dados experimentais sobre a distribuicio de
Pressae que apontavam para uma grande infloéncia do ndmero de Revnolds., Para wvajores de
Hevpelds abaixe do critice a pressdo minima ocorre préximo de 70°, ficando a pressio pratice-

mente constante ao longo de toda 2 porgao a jusante do cilindro. Para Revnolds acima do eritice
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& pressao minima muds para 90° aproximadamente. coincidindo com a teoria do £SCORTNEN O
potencial ¢, no geral, a disiribuicio de pressio se afasta menos daquela resuliante da teoria
potencial do gue no caso anterior. Entre estes valores, isto 6, proximo ao nirmero de Hevnolds
critico {em torno de 300.000). o coeficiente de arraste do cilindro cireular cal abruptamente
idicando que & camada limite tornou-se turbulenta. A figura 2.4 ilustra este fato através das

medighes obtidas por Wieselberger (79].

we

R R R A N

¥r
Ky ¥

Figura 2.4: Comportamenio do coeficiente de arrasto com a variacao de Fe

Dentre cutros trabajhos sobre o comporiamento da camada limite em torno de cilindros
circulares como fungao da faixa do nimero de Reynaolds pode-se ainda citar os de A, Thom 135,

AL Fage 180] ¢ L. Schiller & W, Linke [36.

2.2.1.4 Qutros resultados obtidos para o cilindre circular sujeito ao escoamento

real

Lmis comparagas entre os resuliados dos calculos aproximados para um cilindro circular e &
solugao de Hiemene ol dade por K. Polhausen [40] e sew artigo or ginal. Utilizando a funcéo

dv distribuicao de pressao experimental de Hiemens para o cilindro cireular, Pothausen compa-
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rou seus resultados, obtidos com auxilic de um método aproximado, com a solucao obtida pelo
propric Hiemenz, o qual levou em conta apenas os trés primeiros termos das séries de Blasius.
A solugao de Hiemenz, conforme comentado anteriormente, mostrou que a separacdc ocorre a
um angulo de 82°, a0 passo que o valor aproximado de Polhausen foi de 81, 5%, sugerindo que o
metodo aproximado leva a valores de espessura da camada limite, préximo ao ponto de SEpa-
ragao, consideravelmente majores que os obtidos por Hiemenz. Por cutro Jade tais comparacaes
nao podem ter um carater conclusive, haja visto que uma série de Blasius contendo apenas trés
termos € em si inadequada para representar a solugdo nas proximidades da separacao.

Dentre os autores que abordaram este problema figuram aqueles cnjos resultados sio rela-

cinnados na tabela 2.3



Howarth {series | Tresente Metodo b & 15!
VJ. f ‘ff fff j H It
LOG T 0000 | 000000 | GASI0E T 050000000 | B.B0000000 03325734
020 | 600864 | 06641 | 0.33190 | 000664101 | 0.0B64077R {.33198388
040 G.02456 | 013277 | 4.33147 | 002635990 013276416 | 0.33146385
089 | QU974 | 08RG | D.A0DE | D.OS0YS4E7 | 0.1R89ITI6 333007014
.84 30611 026471 | DA2T30 | QADGI0826 | 028470014 | 0.32738006
.06 G IE55T [ QLI2975 | 63230 QUIBSETITT | D.320TRODYS | €.32300713
130 023735 | 039378 | 031658 | 0.237TH4NTT | 039377611 Q31658820
1.40 G.322598 | Q45627 | QI0TET | (.32298164 | 045628177 | 0.307T86540
160 0.42032 | (L51676 | 029667 | 042032084 | 051676678 | 0204868347
1.8 0.520E2 | 0.574TY 1 028293 | 057951812 | 0.5T475814 0.28283108
00 Q685003 | 062877 | Q26575 | {.65007345 | D.69TEH73 | D.ISGThRISR
.20 G.78120 | DGBIZZ | O.24835 | G78116342 | 085131037 | 024533007
240 1 092230 1 07285 | 02280 | 092230022 1 DUT2R98I9T Q22809174
PR 107352 | D.77248 | D.2064€ | 107250807 | 0.TT245500 020645464
.50 1.2308%9 1 081352 | L1840 1.23007740 | DEIIAMNED | 018400681
3.4 1.39682 | GB4605 | 016135 | 130850833 | D.R4AD4447 | 016136034
330 1.56811 | D.BY60E | 013813 | 136000506 | (.BTE0RI43 | 0.13912808
F.40 174695 | O80ITY | GIITES | 174695020 | 000176118 | D.1178782T
3.60 1.5920564 | (0.92333 | 0.00809 | 192952528 | 0.92332963 | 009808631
380 2605 1 4.594112 | 08013 | 2.311602993 1 0.94131796 | 008012508
4.80 220576 | G.O5552 | 0.06434 | 2.30574654 | D.95551518 | 0DGE23414
4.20 249806 | 09663 | 0.05087 | 249803975 | DOGRLRTE3 | 00505198
440 268238 | GOTHRT | 003887 | 269236107 | G.UTERTOTE | f.O3R0TIGO i
4.60 SBERL - 0.BE26G | 002948 | ZERE248I3 | O.88268%45 | D.02U443E0 |
4 B SO8334 | Q8BTTG | Q02187 | 30BS3HTE | O.ORTTES4T | 00718710
R Y 3IR3I0 3 080166 | 00151 | Z.283ITEEY | 0.90154185 | 00 R005G0
520 3.4818% | 0.898425 © 003134 | Z4BISATTS | 0.90424548 | 0.011841R%
LR GBROU4 1 099616 | 0.00TER ! 368081920 | 0.99618526 | G.00T90TTG
5.60 A.BSOAY | O.BOV4AR 5 G0DR43 | 388029082 | 0.99T4TTTR | 000543905
.80 407800 | D.90838 | 0.00365 | 4.07T98520K | (.D0R3T548 | 0.00364850
200 1 427964 ¢ GOBRSS | 0.00240 | 427962106 | 0.09807284 | 0LO0240211
G20 | 447045 | G.890937 | L.OD155 | 4.47945743 | 0.09036352 | 000155022
§.40 467838 | 099941 DO0ONE | 48TOERETE | O.B9NIIIGE | GOUDOUSORT
&.60 487831 | G.0857Y | 000001 | 4.8TU28504 | D.990TATES ¢ O.O00GOROG
L B.0TE2R | (.89087 | G.0D0AT | 5.0TY2S5000 | 0.9B9AG3KY | D.ODDIGORN
TAH SATHZG | O.899852 | 000022 27923854 | Q90302180 | QLO0022014
TR LATSEG | 2.00088 ¢ Q00013 | S.4TH2IERT | G.09595571 Q.60 2850
7.40 HETH24 | DBUREE | D.00007 § 547922027 | Q99897TH4E | 0.00007T361
T80 S.87EZ4 | 0.4809% | 000004 | S.87921650 | 0999883885 | 0.0000A130
B 607323 ¢ 100000 | 0.G0007 | 60791461 | 0.90099788 | 0.0000227T)
BO0 G2THE 1 104000 | GLODDO) 6.27921356 | {.00000627 | LU 222
B.20 647823 | 100000 | GO0D00T | €.4T021301 | 0.990%9808 | Q00000647
& 40 GO7023 | 1.00000 | G.00000 | 687021273 | 093909904 | 000000335
.60 SETHZE [ 100000 | 000000 | 6.87921260 | 000999952 | GOOGO0ITD
880 7 VOTR23 | 100000 | G.O0000 | 707821253 | 0.98093077 | (LOODODDRS

ERLE - - - TATRZI50 [ 0.00RD00ER | (LOLO0D04T
8.25 = - - FATE2I248 | Q.98909085 | G.0D0D0N0
.40 - - - THTE21247 | D.99590985 | 0.0000KKG
2.80 - - FBYO2I24T | 099509953 | 000000004
R - = - P ROTIZIMT © 1.00000000 | 0000000600

16,66 - -1 - 8.2T1247 | 1.00000000 | 06000001
16,20 - - 547921247 | 1.00000000 | 000000000
16,40 - - BE7921247 | 1.0G000000 | 000000000 |

Tabela 2.1: Comparachc entre solugbes para o problema de Blasius.



Autor Metodo T 1'
Pohlhausen {40] {1921) integral 109.5°
Ulrich [63] {1943) séries até z” 110,0°
Tifford j69] (1954} séries até r!’ 108, 8¢
Ternll [7] (1960} SErIes 104, $49232°
Schonauer [241 (1964) diferencas finitas - implicito | 104.4731°
Abbott & Bethel [84] (18968} | residuos ponderados 104.5°

Tabela 2.2: Ve ores obtidos por diversos pesquisadores para o ponto de separacio do problems
P pesg ¢ 2 ¥ g p

do cilindro circular sujeito a um escoamento potencial,



Autor Metodo T, t

Hiemenz [34] (1811) observagac experimental 80,5°
Hiemenz [34] (1911} séries até z” §2°

Pohlhausen {40} {1921) integral g1.5°
Thwaites [65]{1949) integral 78.5°
Howarth-Tifford [{31]-[69] {1935-1954) | séries até ¥ 83°

Smith & Clutter [3] {1963) diferengas finitas - implicito | §4,0°
Jafle & Srmith 47} (1872} diferengas finitas - implicito | 8. 0°

Tabela 2.3: Valores obtidos por diversos pesquisadores para o ponto de separacio do problema
do cilindro circular sujeito a um escoamento real,
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i

2.3 A camada limite para o escoamento potencial

linearmente retardado (Problema de Howarth)

Uma rnaior familia de solugbes das  equacdes da camada limite foi enconirada por L. Ho
warth [32] e . Tani [37]. Estas solucdes se referem ao escoamento potencial. sobre uma placa

plana, dado por

U@y =b~ 57 (n=1,23..) (2.23)

o gual constitui uma forma generalizada do escoamenio ao longo de uma placa plana sem
gradiente de pressio (problema de Blasius). sendo idéntico quando & = . No casc mais
simples, comn = 1, conforme foi tratado por Howarth, o escoamento pede ser interpretado come
aguele que ocorre em um canal que consiste de uma porgac com paredes paralelas (veloridade
by! seguido por umna seclo convergente (b, < 0) ou divergente® {5 > 0). Este vroblema de
Howarth ¢ o segundo caso de camada limite nie similar investigado pelos esquemas numéricos
utilizados no presente trabaltho.

Howarth introduziu uma nova varidvel independente

— I . ?3@ ey
R o= 323’;\ ;‘_z‘"j‘_‘ {n-.-_..i
que difere da de Blasius {eq. 2.1) apenas pelo fator ; assumindo ainda
. BT 2,93
7= — 2.9
1{3{} ( }

onde 17 < § para escoamento acelerade e r7 > (0 para escoamento retardado. Desta forma
iorna-se possivel estipular uma série de poténcias em 2~ para a funcao corrente, de maneira
anzloga ao caso do cilindro. sendo os coeficientes funcoes de PE

“Quando & eguacio {2,917 ¢ eserita na forma P{E) =81 ~F/l)paran = 1. ¢l pode ser interpretads como
representande o sscoamenio potencial ao longo de uma parede plana que corneqd o T oz e erming en outra

fe iuhimie a 9 quando ¥ = L (ponto ds estagnacio),
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v bz [ foln) ~ 827 filn) + (827 falm) — (82" ) falm) + (82" fuln) - o] (2,24}
Substituindo a funcéo corrente nas equacdes da camada limite, as fungdes f, separam-se

sucessivamente em equagoes diferenciais ordindrias de lerceira ordem, das quals 08 trés primeiros

1ermnos sao

o+ fi=0 (2.25)

KNto =20 430 1

i

i
| -
S
]
oy

# L 7 F A ! 1 7 H
S fo fi — 4R S5 o= — o w2 3000, (2.21)
com condicbes de contorno
7 =0 : fu=fi=0: fisfi=0: fo=f= (2.28)
; i i ’
g or o Jp= 20 fi o~ i {2.29}

Xota-se que a equagao para fo € idéntica a de Blasius para a placa plana sem gradiente de
pressao, de solugao conhecida. Esta é s Qnica equacio nao-hinear: as restantes sho Hneares em
fi. com coeficlentes varidveis gue dependem dos f; anteriores.

Howarth resolveu as sete primeiras equagdes diferenciais (até fi) e tabulou seus resultados.
As series convergem bem para |77 < .1 tornando-se inacuradas para cutros valores.

Para o escoamento retardado (™ > 0, conforme abordade por Howarth utilizando uma

*, pota-se gue & convergéneia se dé com muita

serie de poténcias truncada apds o termo
leptidae nas vizinhangas de 827 = 1. Segundo Howarth, pelo menos mais oito termos seriam
necessirios para determinar ¢ ponto de separagho (r7) com precisao de tres casas decimais.
Parz eviiar tode este caleulo Howarth optou pele emprego de uma téenica de extrapolacio que

indicou estar o ponto de separacao sitnado em torne de 27 = 0,120,
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2.3.1  Qutros resultados obtidos para o problema de Howarth

(b método empregado por L. Howarth fol estendido por I Tani {37] incluindo os casos em
que v > 1 com by > 0. No entanto, Tani nio publicou quaisquer tabelas de coeficientes
funcionas, limitando-se a fornecer os resultados finais para n = 2.4 £ 8. No seu caso, tambem,
a pobre convergéncia das séries nao lhe permitiu determinar o ponto de separagao com acuidade
suficiente, sendo ele compelido a usar o esquema de continuacho numérico de Howarth,

I}. R. Hartree {43} repetiu estes calculos pelo emprego de um esquema explicito em diferencas
finitas obtendo valores bem proximos aos de Howarth,

{3 prollema de Howarth para o caso de % = 0,125 {mesmo caso aplicativo investigado a
posteriori) foi calculado com maijor acuidade por D. C. F. Leigh [39] que deu especial alencao
& regiao de separagao. atingindo 7} = 0, 1198 também com auxilio de um esquema explicito.

Diversos outros pesquisadores shordaram este caso particular vtilizando os mais variados
metodos e sugerindo novos valores para o provavel ponte de separagac, conforme mostra a
tabela 2.4 {extraida de [2).
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Método e autor z] Erro % [
I Expansdo em séries:
Howarth [32] (1938 0125 | +4,28
Gértler [81] (1957) 0,120 +0,11
Meksyn {62] (1961) 0,1229 | 4257
2 Diferengas finitas - explicito:
Hartree {43] (1935) £.119¢ | +0,01
Leigh [39] {1955} 0,118 | -0.05
omith & Clutter [3] (1963) 0.1200 | +0.11
3 Diferencas finitas - implicite:
Schénauver [24] {1964} 0,12033 | +0.39
Fussel & Helluns [49] (1965) 0.1216 | 40085
Wippermann [50] (1966} 0.119863 0.0
4 Residuos ponderados:
Loitsianskii [51] {1949} 01258 4467
van Ingen [52] (1965] ¢,1210 | 40,85
Bethel [33] {1068) 01264 | 40,42
5 Simifaridade por partes: _
Smith [54)(1956) 0.1053 | -12.15
6 Integral de um pardmetro
Polhausen [40] (1821} 0,1545 | 428,90
Timman [55] {1949} 0.1203 | +0 36
Thwaites [65] (1949) 01158 | -3.3%
Truckenbrodt [56] (18527 0.1836 | -13.58 |
Tani 57] 11954) 01176 | -1.80
Curle & Scan [58] (1957 0.1231 | +2.74
7 Iutegral de dois pardmetras:
Head [59] {1957) 0.1202 | 40,30
Geropp 60} 1963) 0.1185 | -0.31

Tabela 2.4; Valores obtidos per diversos pesquisadores para ¢ ponto de separacao do problema
b i & p

de Howarth {escoamento linearmente retardade onde U(F) = 1 — 0, 1257).



2.4 Métodos numéricos para a camada limite

2.4.1 Apresentacao

Como os esquemas de séries se limitam & computagho manual, exigindo doses substanciais
dr trabalho, eles se adequam apenas a usos ocasionais. Desta forma, e face aos recursos de
informatica disponiveis atualmente, os métoedos numéricos vém ganhando terreno no tratamento
de problemas que requerem grande quantidade de operagoes.

Oz métodos numéricos utilizados na literatura corrente para os problemas de camada limite
podem, de ume forma geral, ser classificados como metodos miegrais, mitodos de diferencas
finttas on mélodes de elementos finitos.

(s métodos integrais podem ser aplicados a uma ampla faixa de problemas de escoamentos
laminares e turbulentos. Na verdade, qualquer problema que pode ser resolvido por diferencas
finitas pode também ser resolvido por um método integral. Até a década de 60 os métodas
infegrals eram oS Inals avangados para a resolugdo de problemas complexos em mecinica dos
fluidos ¢ tranferéncia do calor. O método integral transforma as equacdes diferenciais parciais
em uma ou mais equacdes diferenciais ordinérias, por integracao, através da eliminacio de uma
das varidveis independentes {usualmente a coordenada normal) com base em hipdicses firma-
das sobre a forma geral dos perfis de velocidade como fungao de um determinado némero de
parametros. Muitos destes procedimentos podem ser agrupados como métodos de residuos pon-
derados, cujas solugbes se aproximam das selugoes exatas a medida que o numero de parametros
se torna muito alto {conforme abordado por Shih & Huang [91).

As versbes modernas dos métodos integrals para problemas complexos fazem uso de compu-
tadores digitais. Na pratica, a implementacao de métodos integrais nac € to direty como para
os métodos de diferencas finitas, requerendo masor intuicdo acerca do problema. Aldm disso, os
métodos integrals nao sdo tao flexivels ou gerais como os métodos de diferengas finitas, no que
mualores mudangas sio geralmente requeridas no programa quando da alteracio das condicdes
de contorno ou de gualquer outra condigao do problema. Mais recentemente & preferéncia da
comunidade clentifica tem se deslocado e favor da ntilizagao dos métodos de diferencas finitas.
seny relegar, no entanto. a viilidade dos métodos integrais na solugho de imporiantes problemas
da area.

A aplicacido da metodologia de elementos finitos as eguacdes da camads Himite tem sido

ohservada apenas recentemente. Comentarios sobre seu emprego em camada limite sio apre-
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sentados por Chung {82].

( objetive de todos vs trés métodos é tornar algebricamente representavels as equacoes
diferenciais que regem o problema, Os métodos diferem nos procedimentos usados na rmple-
mentagho desta discretizacio.

A tendéncia natural de se aproveitar os aspectos mais fortes de cada método SUgere para
o futuro o desenvolvimento de esquemas computacionais hibridos. De maneira geral, indepen-
dente da opgao de método & ser utilizado, torna-se imprescindivel um tratamento adequado
ao problema em aplicagdo visando afastar os casos de instabilidade. inacuidade e divergéncia

rotineiros nos tratamentos numericos.

2.4.2 Diferencas finitas para a camada limite

[ escopo do presente trabalbo fornecer informacoes sobre alguns esquemas em diferencas finhias,
de forma a se ter subsidios basicos para sua adequada aplicagio a problemas parabdlicos ainda
sem solugao, ou mesmo com solugho duvidosa. Para um maior aprofundamento nas térnicas
de diferenges finitas € recomendada 2 leitura dos artigos [3]. [4]. {81 [10L, [12]. [18] ¢ [11] dentre
outros, além de compéndios consagrades como {2, [20], [16] ¢ [1).

{} tratamento numérico dos problemas de camada limite através do emprege das téenicas de
diferencas finitas pode ser abordado de forma bastante diversificada no tocanie a trés ARPECLos

hasicos de malor relevancia:
» A transformacao das varidveis

» () esguerna discretizante

# {3 método de resolucae

2.4.2.1 Transformagde de varidveis

A {orma preferida para as equagbes da camada lmite varia de problema para problema. No
caso de escoamentos laminares, as {ransformagdes de veridveis sde usuals quando se visa, por
exempio, & manutencac de um pumero constante de pontos na direcde normal ao lones do

escoamento {conforme tratado em [§]. A eguacio da energia ¢ usualmente eserita de maneira
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diferente para escoamentos compressiveis daguela escrita para meompressiveis, Na pratica €
frequentemente necessério estender ou alterar um esquema de diferencas finitas estabelecido
para uma equagao diferencial parcial, de forma a acomodar ums outra similar mas diferente
£ algum detalhe. Otimizar & representiagio sempre constituj um processo de tentativa e erro.

O emprego de técnicas de transformagdo de varidveis permite a abordagem do problema de
uma forma mais generalizada, podendo as variaveis transformadas ser do tipo de similaridade
ou nao. Varos pesquisadores propuseram transformacdes de varidvels pate a resolugdo de
problemas de camada limite podendo ser citadas, dentre as mais difundidas, as de Blasius [26].
Fatkner-Skan [42], von Mises [81], Croceo [44]. Mangler {45]. Howarth-Dorodnitsyr [32]-146) e
Levy-Lees {este dltimo ¢ referenciado em [3]). Como vantagens da utilizacio desta técnica a

Itteratura costuma citar:

1. aeliminagao da necessidade de crescimento do dominio de calculo associado ao aumento

da espessura da camada limite;

2. a obtengho de perfis de velocidade suavizados. variando lentamente no plano transforma-

do, permitindo o use de malbas mais grosseiras sem detrimento da acuidade:

3. aformulagho das diferenqas finitas torna-se virtualmente idéntica para escoamentos planos

€ aXi-sUnéiricos Compressivels e Inoompressiveis:

4. em se empregando passo variavel na direcao normal. € possivel caleular tanto escoamenios

turbulentos come laminares com apenas pequenas modificacoes na formulacho.

A aplicagao desta técnica ¢ ainda util na oblengdo de equacdes linearizadas. ¢ que con-
tribui para 2 redugdo do processo iterativo envolvido na resolugho dos sistemas de equagbes
resuftantes. Dependende da transformagao que se aplique pode-se ainda evitar o tratamento
das descoptipuidades de um problema. Esta técnica guando aphcads. por exemplo. a proble-
mas nho similares permite a fusao das vanaveis dependentes {v e v} simplificando a equacao
diferencial resultante, o gue pode vir a permitir o acoplamento das equagdes de governo. acele-
rando a convergéncia do processo numeérico {como sugerido em alguns esquemas estudades por
Blotiner (12]).

Uma consulta & literatura disponivel revela diversas formas de lnearizacao, através de ex-

irapitagdes, utilizadas ba busca da aceleragio da convergéncia. Aqul, no entanto. como nio é
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objetivada tal aceleragho, e sim a exploracio outros aspectos mais importantes para o desen-
volvimento das discretizagbes, a linearizagio consiste simplesmente na convivéncia com uma
defasagemn de urna Reragdo entre as incégnitas. Assim. os valores aparentemente incdgnitos.
que surgem nos coeficienties, sao na verdade agueles 1 obtidos na iteracdo anterior, e sio es-
critos em negrito (u..;) para que se distinguam dos incognitos. Este tratamentc, apesar
de exigir maior esforco computacional, € bastante consistente, visto que tal defazagem tende a

ZETAT D& COnvergencia.

A abordagem de técnicas mais sofisticadas de linearizacio {como aguela obtida pelo em-
prego do método de Newton delineada em [20} ), fica como proposta para trabalhos futuros.
lembrando, no entanto, que algumas téenicas de linearizacio acabam por causar uma reducas
na acuidade, fruto das aproximacbes necessarias para {al. No apéndice A uma proposta de
jinearizagao, com base no comportamento do processo Herativo, é detalhada com vistas a se

experimentar futuramente no desenvolvimento dos ADF's em questio.

Maiores informactes sobre g téenica de transformacdes de varidveis e suas aplicagoes sao
ainda proporcionadas pela leitura de diversos outros 1rabalhos, dentre os quais 8], (16! {cap.
9-1)e [20] (cap. 7). sendo que este Gltimo propde ainda um sisiema de coordenadas alternative

gue pode simplificar o tratamento do fim da camada limite.

Apesar das vantagens associadas sos métodor de transformagdes de varidveis, no presente
trabalbo optou-se pela conservagao das variaveis primitivas. modificadas apenas para fins de
normalizacdo e implicitagao do pimero de Revnolds. Em outros termos, admite-se apenas
transformacoes do tipo proporcional. Procura-se com iste permitir uma visualizacio rnais
mmediata do processo fisico do escoamento, tornando a utilizagao dos algoritmos acessivel a um
piblico mais amplo na drea de engenharia, conforme sugerido pelo professor Figueiredo. Este
procedimento ainda € vantajoso no gue facilitd 2 adeguagio dos algoritmos a outros problemas
ae camada limite, a exemplo do problema do perfit em desenvolvimento na entradz de dutos

abordade por Gupta & Garg (73]

O sistema de coordenadas empregado vale-se de coordenadas orlogonais onde. i cada ponto.
a absoissa € tangente & superficie # a ordenada normal & ela. Nos casos de placa plana este

slsteing coincide COm O Cartesiano.
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2.4.2.2 Esquemas discretizantes

Qs esquemas discrefizantes aplicavels a problemas de camada limite sao semelliantes aos apli-
cados a problemas de condugéo de calor em regime transiente visto serem ambas as equacdes
parabolicas. Lsta classe de equagbes diferenciais tanto pode ser tratada através de formulacoes
explicitas, onde o valor da incdgnita pode ser diretamente expresso em termos de valores an-
ieriormente conhecidos, ou de {formulagbes implicitas que requeren a resolucio de um sistema
de equagbes simultaneamente para a obtengao dos valores incdgnitos {maiores detalhes sdo for-
necidos em [22]}. Para problemas de condugio transiente a abordagem explicita tipica emprega
o procedimento de Binder-Schmidt [77}-[78], ac passo que a formulacao implicita normalmente
empregada € a de Crank & Nicholson {411, As vantagens ¢ desvantagens sao bem conhecidas:
os métodos explicitos envolvem uma aritmética bastante simples mas tém resiriches quanto a
estabilidade, quando os implicitos, apesar de envolverem uma aritmética mais complicada pelo
fato de requererem solucao por inversac de matrizes ou por técnicas de substituicao sucessivy
ironforme abordado em detalbes no desenvolvimenio do trabalho) para os sistemas de equacdes

SUpTa. S30. IR compensaglo, geralmente mais estavels.

Em se tratando de problemas de conducho transiente, a aplicacio de formulacio explicina ou
implicita € ume guestlo de opinido pessoal. Para os problemas de camada imite. no entanto. a
supericridade dos mélodes implicitos € amplamente reconbherida pelo fate do método explicite
apresentar uma limitacdo pars ¢ passo na direcdo do escoamento (A7) que ¢ direlamente
proporcional a velocidade do fluide. Comeo esta velocidade pode se tornar bastante pequena
proximo i superficie, o tamanho do passo tem que ser muito pequeno. Desta forma o mélodo
implicito. sendo livre desta restrigdo, requer muils menos tempo computacional que o exphicito

para resolugdo de problemas de camada linnte.

Vale salientar que, apesar do método implicito normalmente reguerer mmversao de matrizes,
a simphicidade das mairizes manuseadas, tridiagonals para os esguenias agul tratados, evila
este provedimento, de maneira que um algornitmo TDMA pode ser utilizado para resciugao dos

sistemas de equaches atraves da elimminacdo de Gauss.

Dos esquemas discretizantes implicitos de segunda ordem maix amplamenic empregados
nos traballios sobre camada limite, predominam as variagbes em torno do rudtode de Crank
& Nicholson |41, conforme se pode constatar pela leitura dos mesmos. Aqua tembdém este

esquemas ¢ investigado com duas diferentes discretizacdes para & contimudade. alem de guatro
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outros esquemas nplicitos® bésicos de segunda ordem, procedendo-se ainda & avaliagio de
alguns esquemas hibridos derivados de combinagbes de natureza variada entre os esguemas
basicos.

2.4.3 Métodos de resolucao

Face a caracteristica parabolica da equagao do momentum na diregao r, o problema pode ser
resolvido através de processos de marcha nesta direcdo. uma vez que os perfis a jusante nac
exercern influéncia sobre os de montante. Desta forma para a solucio do sistema de eguacies
em cada coluna, sko utilizados e comparados dois mélodos de resolucio. aqui denominados de

ponto-a-ponto e coluna-a-coluna.

() método de resolugdo ponto-a-ponto consiste na obtencao sucessiva dos perfis de velocidade
longitudinal u{y} a partir dos valores conhecidos dos contornos ¢ de valores estimados pare
o ponto imediatamente acima, haja visio serem lodos os esguemas implicitos. A coluna é
dada por terminada quando a diferenca entre & velocidade local do escoamento externe Uirs
e & velocidade dentro da camada limite que acaba de ser calculada tende & um determinado
grau de convergéncia previamente estipulado (o caso ¢ = 1077). Os valores das velocidades
normats v{y ), utilizados no cileulo do u{y) em quesido, s&o também passo a passo caleulados

pela equagko da continuidade discretizada.

No que diz respeito aos métodes de resolucdo comentados, pode ser ainda acrescentado que o
acoplamento das eguacbes de governo requer mais trabalbo quando do tratamento matricial {re-
solucdo coluna-a-colunal, necessitando o emprego de um algoritmo de resolucio do tipo “TDMA
modificado”, {conforme denominado por Blottner {10]) para sua viabilizacao, incoveniente gue
o mtodo de resolugdo ponto-a-ponto nao apresenta, Assimi este dltimo {metado de resolugic
ponto-a-ponte) € aqul também convementemente explorado na busca de uma convergéncia mais
rapida do processo iterativo; fruto do forte acoplamento existente entre as equaches de governo

& que se manifesta pela fusio das mesmas.
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2.4.4 Normalizagdo das equagdes da camada limite

Conforme sbordade no capitule anterior, as equaghes da conservacao da quantidade de movi.
mento (momentum) e da conservacao da massa {rontinuidade}, quando sujeitas as aproximagdes
da camada limite e observadas as hipdteses de escoamento bidimensional laminar em regime
permanente de fluido incompressivel com propriedades constantes, assumem as respectivas for-

oS
momentum {1.7)
T i3 G . dl

i o Ao 2 + 47

or oy oF  dF

contipuidade (1.8)

ol sl un
gF Oy

= {J

com condigbes de contorno, no caso de superficie impermedvel [sem injecao ou suegao -

. parg ¥ = { (junto & parede} :

!

{7, 0) = 0 - ndo deslizamento {1.9)

T(F.0) = { - impermeabilidade (1.9}

. & na corrente livre, quando ¥ — o0

T{F. oo} = U{T) - escoamento local externo & camada Hmite {1,107

Vale salientar que, como o componenie em ¥ da eguacdo do momentum ¢ desprezado.
nenhuma condigao pode ser especificada para 2 velocidade transversal ¥ na regiao do esvoarsento

extorno & camada limite.
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Como as hipoteses assumidas para obtengio das equacoes da camada limite sao satisfeitas
cont um maior grau de acuidade conforme aumenta o nimero de Reynolds, a teoria da camada
himite pode ser caracterizada como um processo assintotico de integragac das equagdes de
Navier-Stokes a altos numeros de Reynolds®, o que sugere uma relagao entre este nimero e
as caracterisiicas da camada limite formada sobre o corpo em estudo, Note-se que para @
olrencao das equagbes da camada limite foram utilizadas quantidades adimensionais. sendo
as vejocidades referidas & velocidade da corrente livre U, e os comprimentos reduzidos pelo
comprimenio caracteristico do corpo L.

De maneira andloga procede-se & normalizaciao das equacdes da camada limite segundo a

adimensionalizacio das varidveis

Fo. 3 T . T v T
Y= E o Um e, o e m e p .
AR A U L. U {2.30)
o gue resulia em
du = Gu 7 al’ 1 du ,
(s S e vy 317
r I7 dr  Ke 832 (2.31)
Hu T
—_ “é‘ e = G a a0
dr Oy (2.32}
com condigdes de contorno
F=90 =1 =0 {2.33)
t':‘i
7 oot — Uls) (2.38)
onde b = Z;T..'L

A1 o Hmite de Revnolds aritico que. em situagbes especiais, chege no mésime a 9105,
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Desta forma, fica claro que a solugio da camada limite depende do mimero de Reyvnolds
dada & geomelria do corpo e a velocidade do escoamento potencial. Pelo emprego de uma nova
transflormagéo € ainda possivel eliminar este parametro, bastando. para Isto, readimensionalizar
as vanavels da diregdo normal na forma

v=TVhe (2.35)
e
= A .
v=TY R (2.36)
parz finalmente obter
u . Hu r ar & u
U oo =L e e T o gy
dr dy dr  dy? (2.37}
du dv o
Br By {2.38)
com condigées de contorno
=0 u=v=1{0 (7.39)
{X
o oo orou — L) (2.40

As equagoes agora nao mais contém o mimero de Reynolds. de forma gque as solugdes do
sisteme também independem deste pardmetro. Uma variacic no sumero de Hevnolds provoca
ume Iransformacdo afim da camada limite, durante & qual as varidveis da divevio normal 5 e

T o=

i multiplicadas por vV Re. Em outras palavras, para um dado corpa. os componenies de

ft
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imensionais < e < VFr 53 : ensionaic E o B </
velocidade adimensionais oo € g V He sdo funcdes das coordenadas adimensionais T e¥VRe

as fungoes, no entanto, ndo mais dependem do numero de HReynolds.

A importancia pratica deste principio de similaridade com respeito an nimero de Revnolds
reside no fato de que, para uma determinada geometria, basta resolver o problema da camada
limite apenas uma vez, em termos destas varidveis, para gue esta mesma solugdo se estenda a
gualquer nimero de Reynolds, dentro das hipdteses de escoamento laminar e espessura delgada
da camada limite.®

No caso de escoamentos sobre corpos que exibem separacko, como o cilindro circular e
o problema de Howarth tratados a posteriori, conclui-se que a posicao do ponto de SEPATACA
independe do nimero de Reynolds e que o &ngulo formado entre o corpo e a hinha de corrente que

passa pelo ponto de separacio, decresce na razao ?j;;— com o aumento do nimero de Revaolds.

2.4.5 Parimetros surgidos das equagoes discretizadas

Nos casos de discretizagdes das equagdes da camada limite com variaveis primitivas normali-
zadas de acorde com ¢ procedimento aqui utilizado, como poderd ser constatado = pariir do
primeire esquema desenvolvido, as equagbes de diferengas sao sempre redutiveis a funcoes de
urn unico parametro

Ar

Fr= A (241}

alen daqueles derivados das condiches de contorno. Assim, & solucho w4 © as caracteristicas
de estabilidade dos algoritmos dependem intimamente deste parametro.
E interessante observar a correlagéo entre Fp e o parametro de similaridade 7). PETE © Caso

simitar de Blasius:

- i - ) . e .
v=2yRe = \ff%fi = \;E’_ = *‘fW =2 22 -5 (¥ [2.42)
T T S r A -.,;g\f Ayl : !
Logo '
-3 o
Fr= B (2431
*Camads delgada: £ a0 g <@ 1 e escoamento laminar K < 2105
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Como resultado da discretizacao destas equagoes, surge também um outro parametro junie
205 termos que envolvem & componente normal de velocidade v. Este parametro

Fp= —, (2.44)

esta diretamente relacionado com a geometria da maltha, em se fixando um determinado ntrmero

de Revnolds.

2.5 'Testes

Conforme jd comentado, objetiva-se agui o desenvolvimento de algoritmos de boa precisio
aplicaveis a problemas nao similares. Para isto os algoritmos s&o primeiramente aplicados ac
preblema (similar} de Blasius visto que, como sua solugdo jd é conhecida, pode-se garantir a
fidelidade dos resultados dos testes comiparativos exigidos para os mesmos. Esta solu cao “exata”
utilizada para avaliacio dos ADF's & a solucho de stmilaridade, j4 derivada anieriormente,
respivida pelo método de Runge-Kutta de 4¢ ordem. Uma vez consolidado o bom desempenho

dos algoriimos de maior acuidade, séo eles aplicados na solugao de dois problemas nao similares;

# O escoamento em torne de ur corpo cilindrico circular (imerso ems escoamento potencial

e sujerio & distribuicho experimental de Hiemens [34]):

¥ © o escoamento hnearmente refardado sobre uma placa plana, classicamente conhiecido

comao problema de Howarth [32].

Estes dois casos envolvem gradientes de pressac responsaveis pelo j& comentado fendmeno

da separacio da camada limite,

2.5.1 Valores investigados no problema de Blasius

Mo caso do problema de Blasiue, sio avaliados os erros dos perfis de velocidade na direcio

principal u{y} e do coeficiente de arrasto —;;4:; {(tangentie junto & parede) obtidos pelo alroritmo

de diferences finitas (ADF), com auxilio da solugdo “exata”.
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2.5.1.1  Avaliagdo dos erros entre perfis

A comparagao entre perfis de velocidade exige que apds 2 convergéncia de cada coluna fr) do

ADY seja obtido o perfil “exato” correspondente para a integragao das diferengas entre perfis
medida da forme

NCEL
D}F m Z ]uehg- - ‘Li,"j% (243j

onde u, ; =valor ADF da velocidade
ut;; =valor “exato” da velocidade

N{L =uiltimo ponto da camada limite

Estas diferencas vao sendo integradas até o final da placa {coluna 1 = A7}, onde o erro
porcentual absoluto entre perfis (EAF) ¢ finalmente obtido pela relacao

NI
. Lo DIF
FAPG) = ==—— 100 2 A6

YT UNPCL 46
oude NPCL é o nimero total de pontos dentro da camada limite. que tambén: velo sende

armazenado.

2.5.1.2 Avaliagao dos erros enire tangentes

{} cdlculo da tangente numérica, efetuado através de uma aproximacao de terceira ordem (in-
dependentemente da ordem do erre predominante do algoritme), € a seguir derivado para os
problemas com gradiente de pressac. dos quais o problema de Blasius € um caso particular onde

o termo O pressao vale zero

Sugerindo um polindmic de ordem trés para representar os perfis de velocidade wly’ da

forma

wipl = ay® + by® + ey + vo. {947
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Lem-se que

T
Raaman el 2 i . re .
= day® + 2by 4+ ¢ {2.48)
{54
8%
E}EE = Bay + 2b {7,495
A equagho do momentum pormalizada (2.37)
du  Ou  Ofu {,d(.f
o i i ol R
B duy Gyt dr
pernite especificar o coeficiente b, como se segue: para y = 0 u = v = (. entio
Ful L dU
oyt 2 T
L
ou ainda
b dt N
T e e e [2.511%
2 dr (2:51)
Asx demails varidvels podem ser obtidas por ajuste acs valores nodais: usando
y=0rug= 10 {2.52)
v= Ay uy = aAy + A4 chy {2,533

v = 2Ay tugp = Ba Ayt + 4bAY 4 2eAy {2541
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e diminnindo a equagho {2.54) da equagdo (2.53) multiplicada por dois. Assim

P Zuy — 2bAy®
- 6. A"

De {2.47) surge

1 = aAy® — bAY®
==
Ay

Assimi, Analmente, obiém-se o valor numeérico da tangeute (7))

52!% 8211 hae ’t‘}z [ d{ T
— mpm e b e [Tl 2 T o
vl 6Ay dr i {2.57}

Assim, para o problema de Blasius com o desprezo do termo de pressio, a expressio usads

para fins comparativos se resume a forma

i o
Ju | Buy — uy

;T;,{ et
gy,  bhy

O valor “exato” da tangente {7, ), usado na comparacio com a do ADF. ¢ obtide a partir

da equagho (2.10]

&u r
5; = " \/p‘;“ {254}

que normalizada por

il
-
f

bkt

F =

| U UoojuL
Vet =15 3‘;—~—- (2.60)
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Como Re = £5 obtémese o valor “exato” da tangente {T,)
Hu 5
2= =T, .
§§! Ak (2.61)

oz 1 P - ¥ :
onde f € constante para qualquer r, ndc necessitando ser obtido a cada cotuna, conforme se

observa no programa Total.for - apéndice D,

Dois tipos de erres porcentuais sao avaliados para as tangentes do perfil uly) junto & su-
perficie:

1. o erro absoluto médic dado por

T~
PATI) = Zmell e

2_.-'120

100, (2,62}

onde todos os desvios {positivos & negativos) em relacan ao valor exato sao contabilizados

corno “prejudiciais”;

2. egemo imegfa} dado por

z*—ﬁ (T —

EITI%) = N

L) 140, | (2.63)

onde hé uma compensagio entre os desvios positivos e negativos,

0 erro abscluto EAT ¢ mais exigente. ao passo que o erro integral EIT tew significado fisico
come o erro incorride no caleulo da forga de arraste exercida sobre o corpo. © consequentemente
interesse direto para a engenharia. Os valores destes dojs erros podem coincidir no caso da curva
I x ¢ obtida numericamenie ndo cruzar a curva exata, conforme jlustrado na figura 2.5 (a). Para
ot demais comportamentos possivels, esquematizados na figura 2.5 (bl e (¢}, & compensacio de
erros positivos e negativos. torna os EJT inferiores ans AT,

O comportamento oscilante da curva 7' x z € uma caracferistica de alguns ADF's {figura

2.5 {c}). Para os casps que apresentam este fendmenc. a avaliagio do erro integral, mesmo gue

baina. perde o significade fisico.



T Ta L

[ X 7 1 X Qeepe

ADFYy ————

s,
n
L
s,

o
et
%]

Figura 2.5: Comportamentos possiveis de T x r: {(a) EAT=E]IT; (b} EAT = EIT sem

oscilagoes; (¢} EAT # EIT com oscilaghes.

2.5.2 Valores investigados nos problemas nao similares

Nos outros dois problemas de camada limite avaliados {cilindro circular ¢ problema de Howarthi).
e se tratando de comparacoes entre resultados numeéricos (ja que os analiticos nao sec tao
bous), nao se dispoe de meios para & avaliagdo de erros com tania eficiéncia ta menes que
jossern desenvolvidos também os algoritmos comparativos. o que nac € escopo do trabathoi
Assim, para estes casos, sio confrontados apepas alguns valores disponiveis de coeficiente de
artasto e espessuras de deslocamento e momentum. além, obviamente, dos valores dos pontos

de separagan.

2.5.3 Estabelecimento das condigoes para avaliacao dos algoritmos

Pura um melhor entendimento do desempenho dos ADF’s e de seus campos Giimos de aplicagio.
¢ nrcessanio o prévio estabelecimento das condighes sob as quals 08 mesmos s&¢ avallados, Para
o presente trabalhio tais condigdes se basearam na observagac dos trés aspectos comeniados ns

signéncia:




43
» O comportamento dos erros com a variagio do parametro Fi
¢ bstabilidade e oscilacoes

+ O comportamento dos erros com o refino da maltha

2.5.3.1 O comportamento dos erros com & variacao do pariametro Fy

Conforme observado heuristicamente, os erros dos valores investigados para o problema de
Blasius {erros nos perfis u{y) e na tangente %‘: . Junto & parede} variam com o parametro Fg.
sugerindo pontos ou regides de menor erro. Os valores constanies nos graficos (capitulo 3} e
tabelas {apéndice B} apresentados para o comportamento do erro com Fy foram obtidos para

um passo Ar = (, 01.

2.5.3.2 Estabilidade ¢ oscilacdes

A faixa de valores de Fg para a qual o ADF se apresenta estavel é paralelamente mvestigada
(1ambém heuristicamente}, bem como o valor limite deste mesmo parametro, acima do qual
da-se inicio & wm comportamento oscilante da tangente junto a parede ac longo do compri-
mento do corpo. Este comportamento®, tipice de alguns dos ADF's agui investigados, mostra
a inconveniéncia de se apolar nos resultados dos erros integrais das tangentes, que, mesmo e
DTERONICa de um comportamento altamente osciante, apresentam-se bastante baixos, ao Passs

que o5 erros absolutos {EFAT e FAFP) tornam-se, neste caso, enormes.

2.5.3.3 © comportamento dos erros com o refino da malha

Face ao argumento recém exposto, o comportamento do erro integral da tangente (EI1T) nao é
centemplado nesta avabacao. Desta forma, o comportamento dos demais erros (EAT ¢ EAP)
en: fungdo do refino da malha em 2z, é apresentado para cada um dos esquemas, em graficos
ingaritimicos. Para cada ADF avaliado, duas curvas de refino sdo apresentadas; a primeira com
Fp constante, onde o refino da malha é feito pela reducéo de ambos o8 passos {Az e Ay) a
meiade, visa apenas identificar se o comportamento do esquema ¢ de 12 ou de 22 ordem e a

segunda com Fi constante, onde o refino da malha € feito pela reducio apenas do passo Az &

%o decorrer do desenvolvimenio do trabalho, pode se ter ums 1déia mals concreta deste comporiaments

sitsves das Hustraches fornecidas.
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metade. Neste iltimo caso como Fr = -&% ¢ mantido ne decorrer do refinamento, a divisao de

Ar por 2 faz com que Ay decresca na razio de /2. Este fato faz com que este tipo de curva
de refino se apresente com uma inclinagio semelhante as dos esquemas de 1% ordem com Fp
eonstante. Na verdade a finalidade desie tipo de curva é mostrar real tendéncia do erro com ¢
refino para o Fr 6limo do esquema, o gual deve ser usado nas aplicacbes praticas.

Como se tera oportunidade de constatar, as curvas de refino a Fp constante de alguns
esguemas apresentam distorgbes. Este comportamento acorre devido & variacho de Fp ac longo
do refino, o que, para os ADF's que apresentam uma faixa dlima de Fr muito estreita, significa
gue para as malhas mais finas acontece uma perda de precisac em decorréncia do afastamento
do ponto Gtimo cujo refinamento nao consegue sobrepujar. Por este motive as curvas de refine

& Fr ronstante devem ser usadas para orientar as aplicagdes dos ADFs.
Notas:

1} As curvas de Fp coustante sao levantadas para valores de Fg variando em torno de ponto
de erro minimo ao passo que as curvas de Fp constante sdo {eitas para o valor olime de Fp
{geralmente o valor para o qual EAT ¢ minimo}.

2} Ambas as curvas sao levantadas para o ntervalo g < Az < 40

31 O grau de convergéncia entre iteragoes £ F5JT {denominagao usada no programa com-
putacional) varia ao Jongo do refine segundo a proporgao EPSIT = 107° Ar de forma que

haja uma compensacio no acimulo dos erros originados do préprio critério de convergéncia.
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# Pontos medidos
O Pontos descariados

i
i

®
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Figura 2.6: Esquema de medigio dos erros nos pontos da malha inicial (Ar e Ay = Passos

dz malba inicial}.

31 O comportamento 4o erro com ¢ refine para Fp constante, baseia-se na medicas dos
erros (semprod dos mesmos pontos da mallia imical {(mais grosseira), sendo og demais pontos
descartados para este fim {ver figura 2.6}, Por outro lado, o comportamento do erro com o
rolmo pare Py constante, basela-se na medigao dos erros de todos os pontos de todas as malhas.
WG Ve @uv & variacio da geomeiria da malha unpossitnlita o procedimento usado na obtengac
dnocurve deooTro com o refine pars Fpoconstante.

St Copforme fa definido anteriormente. o final da camada lmite é determinadeo para viy: =

TN e
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Capitulo 3

Desenvolvimento de ADF’s para a

camada limite laminar

3.1 Apresentacaoc

(3 aprimoramento de solugdes numéricas para problemas de camada himite aquw objetivado,
envolve a andlise do desempenho de cinco esquemas discretizantes basicos em diferencas finitas.
Algumas variaghes destes esquernas basicos sao possibilitadas pelos programas elaborades em
linguagem FORTRAN (apéndice D), permutindo avaliar o comportamento de esquemas hibridos
de natureza variada, o que serd elucidado ao longo do trabalbho. A apresentacho dos esquemas
obedece a segiiéncia seguida durante seu desenvolvimento, estando contidos, ao final de cada
um destes, os resultados e comentarios que justificaram o seuw aprimoramento {guando for o

CESs0).

3.2 Caracteristicas dos ADF’s abordados

Além dos cinco esquemas basicos, outros trés esquemas hibnidos sdo tambdm investigados. Por
wrmna guestdo de facilidade visual em tedos eles sao ilustradas suas moléculas (espaco discreti-
zado) e a segulr apresentadas as discreiizagoes das equacoes do momentuin ¢ da continuidade

e suas formaz adimensionais.



3.2.1 Discretizagdo do espaco

O plano 1, y da camada limite ¢ dividido com uma malka de dimensdes Az por Ay sendo
utihizados os Indices 1 e § para localizacio das colunas e linhas da malha, respectivamente.
de forma que r = .07 e y = j.Ay. Para compatibilidade com a caracteristica implicita dos
esquernas abordados, no desenvolvimento dos algoritmos as equaches sao avaliadas ao longo
di coluna 1 4 1 sendo conhecidos os valores & montante (< §), conforme CONVONCAO usual na
literatura.

Para apresentacao dos esquemas utiliza-se a notagdo wu, ;. v, € U, embora nenhum destes

valores seja armazenado como matriz nos algoritmos, o que é comentado com mais POTHIeIOreS

no apendice 1.

3.2.2 Discretizagao das equacgdes

As equagbes discrelizadas sao oblidas através de expansbes em séries de Tavior. dos termos
gue constituem as equacdes de governo normalizadas. O desenvolvimento das discretizaches

utilizadas é apresentado no apéndice €.

3.2.2.1 Discretizagdo do termo de pressao

Apesar do desenvolvimento dos algoritmos basear-se no problema de Blasius, onde nio ha
variagdo na velocidade da corrente Livre. os esquernas jé contemplam a discretizacio do termo
de pressao, uma vez que estes serao aplicados posteriormente a doss problemas que envolvem
gradientes de pressio.

£ indispensavel comentar que, apesar de conhecide o valor analitico da Prossao em cada
ronto do escoamento externo { U{x) }, faz-se necessaria sua discretizacao. de forma a evitar
o surgimento de residuos causados pela insercao de um termo exato dentro de uma equacio
discreta. 4 uhihzacdo do valor exato 56 ndo resultaria em formacio de residuos no limite de
refirarnento da malha (Ax — 0). A discretizacio do termo de pressio segue. desta forma, a

mesma formulagio empregada para o termo convectivo na divecao principal di eseoamentao.



3.3 Esquema basico 1 (B1)

3.3.1 Desenvolvimento

O puimeiro esquema bdsico estudado utiliza discretizagao a montante {primeira ordem) pera as
derivadas 2¥ e e valendo-se de discretizacao central (segunda ordem) para as demais derivadas,
Sy By

7, € 7. predominando, portante. os erros de primeira ordemn.

3.3.1.1  Daiscretizacho do espago - Moléculas

Moementum Continuidade
Sy Hix
jet o } ass &
by Oy
j & -t &
j~1 & -
RS i Pet i=f i it

Nota: O circulo cheie corresponde ao ponto nodal em torno do gual a discretizacio ¢

aplicada ¢ 08 vazios aos demais ponios envolvidos na discretizacio.

3.3.1.2 Discretizagio dos termos das equagbes

é;'ié? Hiwy s ™ U s .z .

o EMT L oA RS

{j‘r ls~+‘—1 3 ;3”? N ) ” - :

ﬂ]-l {* E {-:,'..u - EY; B

— = <~ {HAr {3.2;
o i_:_l S = 32

’f}l'{‘l . (RN R A S . {'}‘3 " 5!

Oy g,-«j--i - Ay R o
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Ful Bigl s41 = Uiy
. 1,541 1,51 T 2

il . + Olayh (3.4
Py i ] a

T iens by

i Uig1 g4y = QUigy 5+ Uigy o gy

= - + Q]Ay7 (3.5

Oy Ay |

4.3.1.3 Discretizacao da equagio do momentum normalizada

Desprezando os erros de truncamento pode-se escrever para a equagac 4o momentum

i el ¥ Yidy 541 = Wity s—1
i+1,1 o =
Ar k 2y
il il __‘}u._ Cb oy Z ] ___g_."_
t4+1,01 Sy T Ml e . {_, R R g 6
v U .
Ay? AT 13.6)

que desenvolvida fica na forma

Uigrj Wligay = U]+ Peprg LUt 41 = Uy peq) =

Fard |
| 1
oM

Ar

a4y . LB s X L T * -
;‘},y2 {:ui"?”l‘.?i-} - 231-;+1,3 TR S ST 3 {--'i-H {l’i%-l -1 i}

Lancando méo dos parametros

e A
Fp=4

=

mj definidos no capitulo anterior. obtém-ze finalmente

3
Uy {Wiga s — Wig) + 5 Fo vinng (Wisgge = tagpmy i =
Fr (isage1 ~ Hisa g + tigage1t 4 Vigr (G — U0
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3.3.1.4 Discretizacdo da equacio da continuidade normalizada

Desprezando os erros de truncamento, de maneira anal

oga ac momentum, pode-se escrover Dary
& continuidade

Visys ™ Y41 53 . Ygprs — My ;

Ag Az (3.9

que com a aplicagho do pardmetro Fp resulta finalmente em

Uip1; = Ui,

g1 & Viggpm1 —

Resolugao coluna-a-coluna
Para aplicagéo do método de resolugio coluna-a-coluna reescreve-se a

equagao (3.8)

Fn .
Uitd i1 (*“:;* Vi1, = FB) + Ui (W, + 2FR) 4

fp , ] . A
+lii i1 (_5“ Vigr; ™ FH) = Uy Wisr g+ Ly (U — 1) {3.11}

gue de uma forma mals conveniente & aplicacio do TDAMA

Ay verrger + By vy 05 v = Dy {3.12

fornece o8 coeficientes

Fo
-4;' =TT Ve Fr

B = i+ 2Fp

. _fp
O = TR Vil

i~ Fr

R
i

i Wy g+ Uiy (U = U



Hesolucio ponto-a-ponto

Reescrevendo & equagao (3.8) para aplicagéo do método de resolucio ponto-a-ponto, surge
1
Uits (Qiry — tig) + 5 Fo v (Ui e = Yiggpmr) +

= Fr it = 2t H Ui ger) ~ Ui (B = L0 = 0 (313

onde nota-se que, para & solugho ponto-a-pomto, nao hé necessidade de se distinguir u,,; , de

.1 Acoplando a continuidade {3.10) e desenvolvendo vem

2 ; : ( Begdg-n T Wit . \
Wigys T Uaigr; (2FH ML 5 = Fr{tiay 01 + %) +
Fp vigy -1+ g
. e ¢ ) : H . 4 ;
-+ ( 5 ) (201501 ~ Uisrgr) = Ligs (U =~ Uiy = 00 {3.14)
E assim obtém-se uma equagdo algébrica de segundo grau
4 Ti:__é_}‘}- + B Wiga 5 b Cﬁ = { {31;}?‘1

da gual apenas a solugho positiva fornece resultados fisicamente consistentes, ou seja.

B+ VBT -4AC o e
?5-‘,_5.1"5 —_— 2‘4 {5}{’]

cuios coeficientes valem

A=1
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.0

. Bipl -1 = Wigy 541 %
B:?F}aww,j+( +ia 1ot

2
Com= = FR (Uig5s1 + Uisr g}~ Ui (Uigy = U
Fo vigy -1 + i
r.? j 51,3 i
+ ( 5 ) AUigy 41 = Uigy i)

onpde a unica incdgnita € uiiy j4y, que necessita de uma estimativa inicial {convenientemente o
valor da velocidade na corrente livre}. a qual vai sendo automaticamentie corrigida no decorrer

de processo Herativo al€ que a convergéncia seja atingida.
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3.3.2 Resultados e comentdrios sobre o esquema Bl
3.3.2.1 Estabilidade

0 esquema Bl mostrou-se estavel através da utilizacio da resolucio ponto-a-ponto, até Fy =

.32, atingindo 0,48 pelo emprego do método coluna-a-coluna.

3.3.2.2 Faixa 6tima de Fy

{0 comportamento dos erros porcentuals com Fg apresentado nas figuras 3.1-a € b {e tabela
1.1 correspondente no apéndice Bj. sugere estar sua melhor faixa de utilizacho em torno de
F = (14 tanto para os erros entre tangentes come para o erro entre perfis. Vale salientar que

os erros E1T e EAT coincidem para qualquer valor de Fg.

T, . 5 -
: =
= : ) Y
rf; o -
= : L s T —
b ‘ Eoan L
i ; LA T H
& e ! i -
< 0 -r & - 5
< 4R :
. b —
W — !
had v i — :
Tt D i i
b Co1.0 =
3 o -~
- . 2 .| :
— Coos a
s s
o o ™ — :
- H : X “‘IC i it E LG o: i:o N

o CEDODLRD AT LR GO0 Gl ¢ Dal LI
(a) (k)

Figura 3.1: Comportamento dos erros com Fgr: {a] erro na tangente; {b) erro nos perhs.

3.8.2.8  Oscilagoes

O esguema Bl nao apresenia oscilagbes.

b1



3.3.2.4 Compoertamenioc dos erros com o refino da malha

U comportamento dos erros na tangente e perfis em fungao do refino da malha. conforme
apresentado na figura 3.2-a para um valor de Fpy constante e wgual a 0,02236. é coerente com
a ordemn do esquema (1% ardem).

poouty B FSQUEMA B1
R s FE {cte } = 014
DE=17100 ¢ /EDG ' i Y

DE=1/10G o 1 /BDD

=t
S 100 =
= -
_"i / anad
14 é / B /
= -
= =
. P =
- .
i - —t
! - -
L g -
e -
. = . . T= .-
¥ = ¥ = -
o = Cr =
e B i -
Ve = o1 =
- =
= =
ooy =
oMY TR
{00 0.0
o

Figura 3.2: Comportamento do erro com o refine da malha: {a) refino a Fp constante: (b):

refino & Fr constante.

A frgure 3.2-b mostra o comportamento 2o erro comn o tefine para um valor de Fi constante
¢ipual & .14, Para a malha mais fing {Dr = 0 00125 os erros pa tangente e nos perfis atingem

valures e worne de 8, 58% e 0, 75%. respeciivamene.
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3.3.2.5 Resultados obtidos para a tangente e perfis de velocidade

As fguras 3.3-a e 3.3-b fornecem comparacdes entre os resultados numérico e exalo para &
tangente junto & parede e para os perfis de velocidade a 1%, 50% e 100% do comprimento {r)
da placa. respectivamente, para que se possa fazer um acompanhamento visual da evolucio
da aruidade destes perfis através do aperfeicoamento dos ADF's. Estes eraficos foram obiidos
para uma malha de passo Ar = 0,01 com Fg = 0, 14.

i
-

RIEHRRAAL T ARA

PORICAD y

[ARHST RIEE

“w

Figura 3.3: Resultados obtidos: (2) tangente junto & parede (g—% ) (b} perfis a 1%. 50% ¢
16405



3.4 Esquema bésico 2 (B2)

3.4.1 Desenvolvimento

O segundo esquema discretizante basico observa as moléculas propostas na referéncia {1}, di-

terindo do esquema Bl pela discretizacio do termo convectivo S¢ qQUE. Apenas para a equacio

do momenturm. passa a ser feita em t11és niveis', da mesma forma que o termo do gradiente de
TesSa.

Neste esquerna a discretizacao do termo 2% assume formas distintas para as duas equaches,

3.4.1.1 Discretizagdo do espaco - Moléculas

Momentum Continvidade
Hx L g
j ot & i Gr——=@
by Oy
.
i L j-1 4
it ot -2

Pt i i+l P~k s iel

3.4.1.2  Discretizagdo dos termos das equagdes

Pare o momentum tem-se uma nove discretizacio

Stierg A%+ Uiy

200

+ QA% (3.17)

serpvolvimenio deste tipo de dicretizacis, bem como dos Jemats, she disponivets pe apopdics £



N L R 1
e — AL TR , 1
i, % + Oiﬁ?jl

{J termo de pressio também se modifica

_ gy — 4L + Uiy

YA D
2Ax + O]

# O demals LeTmos nao se alteram

Gyl . BidiaT Vo3 fa Ll
g o= A + CH Ay
GER T I ¥ ' 4

Upaf ot T Wbt g YA
= Thy + Ohy”]

o et op? —AUay bRl a1 P2

3.4.1.3 Discretizagéo da equagao do momentum normalizada

Diesnrezando os erros de truncamento pode-se escrever para o momentiun
2

Juipry — U b uay Uiaiiet T Widla-1
Wt s R SR I P ==
‘ 2Azr T By
¢ : T » *
Hept sl z-nxué—.‘.,; Mgl a1 . 3y 40+ U
= + {54

Ayt 2Ax

gue desenvolvida fica na forma

! 4 : Y ik e 37 i . - Voo
[ IS '\3{-{{»5—1,_3' merif s F Uy g ) a1, LM 04 Hogy o md IS

i} i

firlLs

3 (i1 01 —
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s
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E, novamente, fazendo Fp = ap © Fr= f;%, tem-se finalmente
Bipry Buigny — dug, + v 4 Fo viars (uierer = Sa1,om =
b ’ 3 Ty . v P
2Fp (Uit = Quipy o+ Uipy g )+ Uign 3V — 40 + £yl {3.21}

3.4.1.4 Discretizacdo da equacédo da continuidade normalizada

Como nae houve alteragdes ne discrelizagao dos termos da continuidade a mesma EQUACAS

{3.10} vale para v,
. —_ . UtJ-E_'\_"‘I-'i T
ety = Vigrg—1— ~ g
Reselugao coluna-a-coluna
Desenvolvendo a equacho {3.21) para aplicacao do métado de resolucho coluna-a-coluna.

VETH

Uipt,i~1 (”‘FQ [SES N 2}:1‘?} + by g i_31!e'+1‘,;; 5 41’:}?) +

+tig1 g4 Fp vy — Farl =

ity s {_4ui,j-§-i - u-i-—'ix;'—i—l) -+ Z-":é-f»} (3‘2-4,1 - 4{‘:‘ -4 (-";__1) {333}

que posta na forma

'% 51,51 -+ 33 Uiyt s -+ C; Uppd s+3 = Q‘\
fornece o8 cochclentes
Ay = —Fp v — 2R

B, =3 Byt iF 5
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-y y o
Uy = Fpviga; —~ 2Fn

ﬁj‘ = H;'.gg,j' (41&;"}' - ﬁi*h}_} + {,.;;_{,} (3{-",'.%1 e 4{_3,' -+ L:",-*;_)

Hesolugao ponto-a-ponto

Desenvolvendo a equagho (3.21) para aplicacao do métado de resolucho ponto-a-ponto, vem

Wirry (Buesny = 4y + Uim ;) + Fptinn j (Wisg a1 = Uy yy ) =

2Fg (wisa e = 2335 + tigrge1 )+ Ui (80700, - 465+ Uiy {3.233

Acoplando a continnidade (3.10} obtém-se

Uy (Bugery — dus +uisg )+
H .. . . H O . B v
D Vit o1 — Wiy H ) {ig1,541 — Uiy -1 b T

—2Fg (wig1,541 = 2igrj + Uisrj-1) +

——Z..-:(‘_;I_l (3‘{/—1}4‘,} — “ﬁ{"?{ "§‘ {f’t’_].} _— G {324 1
que desenvolvida fornece finalmente

2 1 . Y .
Sty g T Uiy FR =AU T Ui oo = Uiy ey R Uy )

EE
—2Fp (Vg1 441 + Yigr j1) +

H - ' . P T s . — . +

+(Fp vigy -1 “:;)kh-wz,;ﬂ Uiri -3}t

Uy (B —4L, + U =0 {3.25}
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L assim obiém-se & equacio algébrica de sezundo grau
da qual apenas a solugdo positiva fornece resultados fisicamente consistentes. ou seja.

B S e g £ i v
Hypiy = — 24 (316}

onde os coeficienies valem

B = 4Fp ~ 41 ;o Uigy gur — Uigig41 T Yiec1,s

e = 2FR {uigy juy + Uiy i) +

“i“( o (R %‘4,;‘3 f_U-=+1,;+: - ﬁi:f-z,;;q) -+

~Uipy {3y ~ 40 + Uiy
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3.4.2 Resultados e comentarios sobre o esquema B2

5.4.2.1 Estabilidade

¢J esquerna B2 apresenia estabilidade incondicional, independentemente do método de resalugas

aphicado.

3.4.2.2 Faixa étima de Fy

Conforme ilustrado nas figuras 3.4-a ¢ b (e tabela B.2 do apéndice B). a faixa étima para
utilizacao do esquema B2 na solugao do problema de Blasius situa-se em torno de Fg = 2,00
para £17. a0 passc que parz os demais erros {EAT e EAF), acontece uma estabilizacio em
torno dos valores minimos apés um certo valor de Fgr {por volta de F = 5). Cabe ressaltar.
no entantc, que ¢ ganho gque pode ser obtide em termes de acuidade pelo uso de um Fy
alto, dé-se em detrimente da velocidade de convergénela, uma vez que. pari um passo Ar
conglante, acontece uma redugdo em Ay confoerme Fy aumenta. Por este motive. um nimero
cada vez malor de pontos surge dentro da camada limite, significands um aumento nos valores
processades que ndc encontra uma compensacao que o justifique na busca de vma melboria

significative na acuidade deste ADF.

3.4.2.3 OUscilagoes

Este esquema tambeém nao apresenta oscilacdes,

3.4.2.4 Comportamento dos erros com o refine da malha

0 esquema B2 apresenia um comportamento tipico de 12 ordem. Entretanto. conforme mostra
a figura 3.5-a, obtida pela aplicagao deste esquerna na solugdo do problema de Blasius com Fn =
(.17321. a discretizagao de 2% ordem aplicada ao termo f}f da equagao do momentum resulta
rum sallo de acuidade razodvel. Como predominam os erros de 12 ordem nas discretizacdes, o
comportamento de 12 ordem € mantido. conforme traduz a inclinagido da curva de refino.

A figura 3.5-b mostra o comportamento do erro com o refine para um valor de Fp constante
¢ igual & 2,00, Para a malha mais fina (Ar = 0.00125) os e1708 na tangente ¢ nos perfis atingem

valores em torno de 3,92% e 0, 285 respectivamente,
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Figura 3.4: Comportamento dos erros com Fp: {a) erro na tangente: (b} erro nos perfis,

4.4.2.5 Resultados obtidos para a tangenie e perfis de velocidade

Conforme ilustrado na figura 3.6-2. 0 uso do esquema B2 resulta num pequeno ganho de aproxi-
RO ERLTE &5 CUTvas numeérica e exala se exarminado de uma forma miegral. B contrapartida.
no inicie da placa acontece um desvio bastante acentuado em se comparando com os resuliagos
do esquema Bl {figura 3.3-2). O comportamento dos perfis numéricos em relacio aos exatos
(figura 3.6-b) sustenta o comentério supra acerca da melhoria no aspecte geral, Estes resultados

foram obiidos para u'a malha de passo Ar = 0,01 com Fr = 2.00,
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3.5 Esquema bésico 3 (B3)

3.5.1 Desenvolvimento

O esqueme basico 3 consiste numa evolucao do esquema B2 no tocante & discretizacao da

continuidade. Uma vez conseguida uma aproximagio de segunda ordem para & equacio do

mumentum. parte-se na busca de uma aproximacio de mesma ordem também para a equacan

da continuidade, Desta forma apenas a equacio (3.10) € alterads face » aplicagac de uma nova

molécula.

3.5.1.1 Discretizagao do espago - Moléculas

Momentum Continuvidade
Fat” Ly
it & } & S
Loy Dy
} F—G—& jt &
-1 & -2 &
- i et fet i fwt

3.5.1.2 Discretizagho dos termos das equagdes

Asiny O 1O T passs a ser discretizado da forma

Saa Y] R A T -t m
R LT st ~} ; e
Fr e H {. 1&3.3“ )

seoTa tambom pare a continuidade. sendo ainda, para § > 1 modificado o terme

e N s VT TN S S,
— = : e =+ O] Ay7]
{{U 3& + 1y 3'33"'5

IO
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(s demals termos nao se alteram

By e ML TEub g1 L YA T

f’-"s:l;n,; 2oy : Q;&y ]

Byl o Med1pd3 =By F gy e 2
Hy? l‘i+l‘;;' - Ay + C}[‘ﬁg i
gi“{“? B At 1 E A S Ca 2

dr i,‘.ﬁ - Zhr B O{é‘:r i

3.5.1.3 Discretizagdo da equacdo do momentum normalizada

A discretizagdo da equagao do momentum € mantida

ity (Suisn; = 4w+ wor ) Foovigny (W1 y91 = Yig1,-1) =
2Fp Qa1 — 2ugy g+ iy s 4 Ui {30050 — 40, 4 6oy

3.5.1.4 Discretizagio da equagao da continuidade normalizada

Comy as alteraghbes na discretizagéo dos termos da continmidade, tem-se agors

(3.97)

e

Tl I | RIS FAER
Tivr i =

4 Vigl -1 — Dyt ey +
-1 -2
[ y Fp

o entanto. como se pode observar na molécula. esta discretizacdo s6 pode ser aplicada & valores
de ; maicres que 1, tornando-se necessiria uma outra discretizacio do termo :; para O caso

particular de 3 = 1, que ¢ a mesma de primeira ordem {a montante} utilizada nos esquemas

AN OTIOTER,
Bl LTS N Rl T S T A
Bylisny Ay FO(Ay)

Entéo, para o caso especifico de § = 1. tem-se

Ay~ 3“:‘4__-1.1 U1l

Tiz11 = Vigr o+ 5Fp {3.28)
mas como taye = 0 (superficie impermeavel)
4’1%1 - 313;‘4-1.1 i L ES I T
Tiayl = {3.291
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Resolugao coluna-a-coluna

Desenvolvendo a equagao {3.21) para aplicagio do método de resolugio coluna-a-coluna.
tem-se para coeficientes da equagdo {3.12), uma vez que o momentum nio se altera, os mesmos

coeficientes obtidos para o esquema anterior. Repetindo:

A_?' = —£p itly ™ iFr
=3 Wy49,s + 4F}i
Ct; — ,FL; Viprs ™ Q,FH

Dyo=wggg ; Bug; = iy g) + Uiy (3050 — 400 4+ Uiy

onde zpenas o valor de vi4y; necessita ser alierado no algoritmo.

Resolugao ponto-a-ponto

Diesenvolvendo a equagao {3.21} para aplicagao do método de resolugio ponto-a-ponto. vem

Yepd,s (Bupry — dugy + wierg)+ Fp vonr ;{501 ~ Biaag-1 )+

~2F R (U1 g1 — 20405 + tigr -1~ Uigy (30 — 40+ Ui ) = 0 {3.30)

Acoplando a continuidade {3.2%) obtém-se;

&

iy
i
[

oy

¥

Foea

|

Hiarg 8%y =~ 4uy + umaa )+




du,y — 31~ Uy
-+ 5 (%ig12 ~ ¥errol +

~2Fg {10 — Qipra i) ~ Ui (Bl -4l + Uiy = 0

{3.31}
mMas CoOme gy e = 0, tem-se finalmente
z - 3 ;
383__},1!] —+ Uie1d 4}}? - 4!.:'5'1 - “)‘“ ?.1{,\_;.1?2 + Ui -+
3 ! DE
FHgrz et T Wil 2Fr |+
—liey (3 —40 4+ Ui ) =10 {(3.3%)
Assim, tem-se a equagdo algébrica de segundo grau
¢ v \
A us’«i—l;l + B HIEX -+ ( = (333?
da gual apenas a solugdo positiva fornece resultados fisicamente consistentes. ou s¢ja,
~B+ VB -4AC . .
Uisrl = 5 A i\‘,‘ig-:‘%j

rom coehicientes

A=3

_ 3
B = 'iFR - ‘)'1?1{;'?‘1 e ‘{; 13{..@,1(’2 - ?.{.2'_3‘1

et

7 1 X . . . i
= wis1 (2“'&1 e R T QFR) — Ly (300 — 4L 4+ Uisy)

£
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para g > 1
Substituindo (3.27) em {3.21} vem
Yigy s (31!.,‘+1.3' - 4“*'.-3 + ﬁ“‘id} -+

H AU, ~ ey, Moy s
N P +( Sk LT Rl = WA
9 i+ 1+l g-2 F[) ( 1,541 i“i"l‘}*—}_) i

=2Fp (Migr 41 = Qg+ i) - Uig B — 40+ Ui = 0 {3.35;

que, rearranjada, fornece finalmente

2 - : Yidyg41 ™ Uit1 51 )]
Jupy g+ g [QER — AUy e s ( . : ‘ J -+
. Fr

n / " fég}:"j T O . Yo
bl A R SFER W E Sl SRS JURS (“—}:}m {Uig1541 = Ypi -1} +
=2Fr (Ui ses F i)+ U (35 =4+ Ui =0 (3.36)

Obtendo-se a mesma equacdo algébrica de segundo grau (3.15) cuja solugao positiva forpece os

coeficientes

£ 3 .
. . e,z ™ Higl a-1
B=4Fy— 4223',_?' TS k - " S
ry

1 l /éugmuui@;-
C = %’ 4 ’131'_1_1!3;_1 PR P [H, (ﬁm—I i+l T ui-i-v'i,g—-l} -

—2Fg (Us‘+}.,3'+3 + fiw’.l..:’—l)’ + =L (33-5:'-_&1 ~ 4% + {_;:-_1}



70
3.5.2 Resultados e comentérios sobre o esquema B3

3.5.2.1 Esirbilidade

() esquema B3 é estavel até Fg = 0. 69 quando se aplica o método de resolugao coluna-a-coluua

e até Fr = 0,43 para o ponto-a-ponto,

3.5.2.2 Faixa étima de Fg

(3 comportamento dos erros porcentuais com a variacho de Fp. apresentado nas figuras 352 ¢

b {ver também a tabele B.3 do apéndice B}, indica estar sua faixa ctima situada e torno de

Fg = 0. 17 pare 1odos os erros medidos.

DR . EEA: :
o | - :
: . "
- — — EB&7 i — .
— [l 1 i H
o U — L ; oo oR i
" H ! e s :
Li 2L s Y =i :
= =4 i & pu IR
Z - % ] ! :
b - i [ S
o - 5 26 =\ _j
P | : Ty
Tc: o — \'\ - g - \ i
- : < 18 N
o o \ — /-u-"" 4 B \
3 Ead ., - o : P -—
CA e g " = N e
HR AN J'/-—M.// : = mo - ,_._»f‘,,f—“’
e, . R 3 I, ——
& et ; = 1.5 - \'\.—_.._
i - | J =
g - ! %; —
Bty ; O ome 3
- i oo o—
- i -
G — 00—
u i i [ A P R LT ‘I - i i
-, " el ATy £
OO0 DD 020 G630 0af BET SRS Lo
Fr
{a} {h}

Figura 3.7: Comportamento dos erros com Fr: {a] erro pa tangentes {b) erro nos periis,

2.5.2.8 Oscilagoes

() esguemna B3 nio apresenta oscilagbes.



71
3.5.2.4 Comportamento dos erros com o refino da malha

A curva de refino apresentiada pa figura 3.8-5, foi levantada para um valor de Fr o= 0§, 02236,
Como pode ser observado, apesar de neste ADF 36 o termo gr; para a primeira linha (7 = 1),
continuar mantendo um erro de 12 grdem. a inclinacao da curva de refino se altera muito pouco,
ssinuando que, nem mesmo com o predominio dos termos de ordem 2, D&o se pode garantir

um comportamento de 2% ordem para o erro ao longo do refino da malha.

EQOuiMe EBZ ESOUEMA B
F‘B“'—‘*Q,Q:{Ef}f- b g:c'}\g__‘_j = {317
Da=1/100 o 180G DE=1/100 o V800
100 W =
. l
,:'u: : /’ }{} ""g /
o= o 1= .
W = . W = -
g = £ =R
:— »—-: - E:" ___'_é -
[0 T f:‘" ._E:_,
. J
; .
Cor o= 0o g
00D = .00
o.00 o.00 oo
D1
{af {b}

Figura 3.8: Comportamento do erro com o refine da matha: {a) refino a Fp constante;

G

redine a Fp constante,

A figura 3.8-b mostra o comportamento do erro com o refino para um valor de £ constante

cignal a (.17, Para a malha mais fina (Ar = 0, 001237 os erros pa tangente ¢ nos perlis atingem
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valores em torno de 3,84% e 0, 21%. respectivamente,

3.5.2.5 Resultados obtidos para a tangente e perfis de velocidade

Conforme mostram as figeras 3.9-2 ¢ 3.9-b. a melboria introduzida na discretizagdo da equacao

da continuidade permite sanar o problema do alto desvio entre os valores numerivo ¢ exato que

o esqueme B? apresenta no inicio da placa. Estes graficos foram obtidos para v'a malha de

pansc

RICHTIAAL 7 ATA

Figura 3.9: Resultados obtidos: {a} tangente junto a parede (

TARICTHTE

Sr=0.0le Fr=0.17

E..
pos :
: H
- 3
& i
-~ 1
i H
et :
;-
Tl
b, H
— ‘

= e

- il

o e e
-~ - L £ o0
Y = Xy Z = i

10057

POSICAT y

{hi

~—§ ): (b} perfis & 199, 50% ¢
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3.6 Esquema basico 4 (B4)

3.8.1 Desenvolvimento

Ns busca de malor acuidade na resolugdo de problema, aplica-se no esgquema B4 uma in-

terpolacdo polinomial de segunda ordem {interpolagio quadritica) an dnico termo que ainda

mantinha erro de primeira ordem (gii 1) . obtendo-se, desta forma. um erro de O{Ay?) para
] iy ’ # i

& termo em guestac.

Anterpolacho quadratica para Bui
dy [3::1
Seja
v{y) = oy’ + By + w .

para oontervalo 0 <y < Ay Entao®,

v _
= Doy + 5 {3.3%;

dy

aue sujeita as condigbes de contorno

vy =0}=0 (3.38,
v
(“f}") =0 (3.40;
FY/ ymo '
fornece: w=0e8=0

i vando ainda

viy = Ay) = oAy’ = vy [3.41

“$rara simplificacio o indice { € omitido neste desenvolviments,



VeIn gue

Ay? (3.42)

v 2w '
Gy Ay’ (3.43)
obtém-se finalmente & discretizacao de segunda ordem para © termo em gquestao:
G | 2ty A
. = + OAy] [3.44)
A equagdo da continuidade discretizada para 7 = ] {y = Ay} toma, entdo. a forma
dugy — Juiayy — U-1g 1
""1 . el - T ) -
41 i, {3.45}

gue equivale 3 metade do valor obtido quando do use de aproximacae linear para § = 1 {equacio
(3.261)

it ]

Resolucdo coluna-a-coluna

Para a aplicacdo do método de resclucao coluna-a-coluna no esquema B4 basta arrescentar
ne algoritmo a equagao {3.45) para j = 1

Resolugao ponto-a-ponto

Acoplando a continuidade {3.43) a0 momentunt (3.21) para 3 = 1. vem

(O
Ui31.3 (3?1-!-;»1,1 - 'Ci'ui.} 4+ Uiy}

, dagy =~ Juisay — Bieaa -
= 4 {ﬁ-i-‘r}z - Ui nl T

—2Fgp (vipe — Uiy Fuian) — Uiy 3Ly ~ 3 4 1) =0 (3.46



Ak cOmG Y410 = O, tem-se finalmente

. 3
3%3“;.1__1 + tpyy (4F R — 4ui; — g,ﬂ-&l.z + vo1g)

1 .
U312 (?«Uu - g-’“:‘n-x,l - 25‘)’%) -+

““‘g.?,;;,j (3{-':4.} "” 43; + {..-';f-l.) =0
ohtendo-se a equagho algébrica de segundo grau
Aulyy+ B+ C=0

cniz solucho positiva fornece a ja citade equagae 3.34)

~B4+ VB -4 AC
24

Yt =

coty contficientes

A=3

B=aFp—4du;— 5 Uibt,z T Uie1,d

1 . . . \ ,
= dip10 (guﬁ,l T ea T ?fﬁ) — gy (38U — 405 + Uiy}

Peara ; > 1 continua valendo a mesma solugdo j& obtida para o esquema B3,
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3.6.2 Resultados e comentdrios sobre o esquema B4

3.6.2.1 Estabilidade

O esquema B4 mostrou-se incondicionalmente estdvel para ambos os métodos de resolugio.

3.6.2.2 Faixa 6tima de Fy

As figuras 3.10-a e b (e a tabela B4 do apéndice B} mostram que o esquema B4, apesar Ge
apresenlar um nivel bastante reduzido de erros. possui. em contrapartida. uma faixa otima
muijte estreita, 0 que restringe sua aplicacao em torno destes valores de Fy para a obtencio de
resuliados acurados. O erro minimo para os perfis de velocidade (EAP) acontece em torno de
Fr = 1.20. ac passo que para as tangentes. situa-se por volta de Fr = 2.75 para EAT e de

Fr=3.0para FIT.

. ! {\.
- — - g4 ~
s ey & Pe e . - E
W e T - - .o :
— Lo B P —
o - ! o =
- i i [ & T i
b 8 — - .
b i e —_— K
. s < 108 O :
. - ¥ T - )
; — ; : — i .
oL T £ : w = A :
— i et - ) : :
— — i i —_ [ & i
i - - : e -— ;
= Y g = - s
- - 7 e —_ a
. T / § o = E
- . I e R
= ' Ve /
— -
- oy A
. - - s Do i i S . N -
. . £1.0%
fal {13

Figura 3.18: Comportamento dos erros com Fr: {a) erro nas tangente: (b1 erro nos periic,
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3.6.2.3 Oscilagdes

{3 esquemna B4, a exemplo dos anteriores, também ndo apresenta comportamento oscilatério
para nenhum valor de Fr.

5.6.2.4 Comportamento dos erros com o refino da malha

Com a discretizagao de 2% ordem aplicada ao dnlco termo que ainda mantinha discretizacio de
1% prdem (%[;:1) obtém-se, finalmente, um ADF com compertamento caracteristico de 92
ordem. Esta caracteristica € registrada na inclina¢do da curva de refino (figura 3.11-a), obtida
pelo refino de malhas com geometna Fp = 0,03162.

A fipura 3.11-b mostra o comportamento do erro com o refine para um valor de F constante
pigual a 3.00. Para a malha mais fina {Ar = 0,00123) os erros na tangente € nos perfis atingem

valores em torno de 0, 60% e 0, 04%, respectivamente.

3.6.2.5 Resultados obtidos para a tangente e perfis de velocidade

(s graficos comparativos entre tangentes e perfis numericos & exatos (hguras 3.1%-a ¢ 3.12-b,
obtidos para u'a malha de passo Ar = 0,1 ¢ Fr = 3.0, revelam o sensivel ganho de acuidade
resultante do emprege de uma aproximacadc guadratics para o termo %] o da equacéo da
continuidade. No entanto, voltz a ocorrer neste esquema © mesmo desvic i;{i—tia! que aconiece
no esquemz B2 entre os valores exato € numérico das tangentes junto a parede. Nota-se ainda
que para o esquema B4, a curva da tangente mumnérica passa a s posicionar acima da curva
exaiz. ao contrann do ocorrido nos esquemas anteriores. Estes resultados sdo comentados mais

pormenorizadamente no desenvolvimento do proximo esquema.
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Figura 3.11: Comportamento do erro com o refino da malha: {a} refine a Fpy constante: {bh:

refing a FRr constante,
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3.7 Esquema hibrido 1 (H1)

3.7.1 Desenvolvimento

; : Ayl : : . .
As curvas obtidas para a tangente %1 {tensao de cizalhamento junto & parede) resultantes
37 E

dos dois Wltimos esquemas (B3 e B4}, comparadas com a solucao exala, mostram nitidamente

as regides de melbor desempenho de cada um destes esquemas.

. - . = . ...
() esguema B3, que usa aproximacac linear para i;—‘;i Lyt 8¢ Mostra mais acvurado no inicio

ir=

da placa (figura 3.9-a}, ao passo que o esquema B4, com aproximacio quadratica. & meais
adequado para o restante da placa (figura 3.12-a), Este {ato sugere a investigacio de wr  nove

ADY resultante da composi¢ac dos esquemas B3 ¢ B4 que consiste na aplicacao de aproximacio
oo
o

o2y %}:.':
a partir dal & aplicagéo de aproximagao quadratica para este mesmo termo.

Iinear para o termo . da eguacao da continuidade emn algumas das colunas iniciais, passando

A figura 3.13 mostra o comportamento da tangente {para os 15% iniciais da placa’ em

{‘omo se

funcéo do mimero de colunas inicials gue utilizam aproximacao linear para

; : fos . . y 3
nadde constatar o nimero otmo de colunas (1L} e 2.

*Note-se gue, como o esguemna HI € mals geral na figura 313, a curva de L = 0 corresponde ao esqueina
|

Bi. onde. para todas as colunas, se aplica aproximagdo boear para 351 . Por outro lado, acurva de JL = ©
) [$%:31

corFesponde ao esguema B4,



&1

(s desenvolvimentos dos algoritmos para os dois métodos de resolugao san os mesmos ja
contenplados nos esquemas BY e B4, bastando apenas uma composigao destes para a obtengéo

do programa computacional para este novo esquemna.
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3.7.2 Resultados e comentarios sobre o esquema H1

Nota: Os resultados € comentarios apresentados sao feitos para L = 2 (7L dtimo).

%.7.2.1 Estabilidade

{3 limite de estabilidade para o esquema HI para o emprego do método de resolucao coluna-a-
cotuna situa-se em Fr = (.72 e para o ponio-a-ponto em Fr = 0,43, Acima destes valores nao

s CODSCEUE CONVErgencia,

3.7.2.2 Faixa otima de Fr

Conforme sugerido pelas higuras 3.14-a e b (e tabela H.5 do apéndice B}, este esquema {ornece
‘rros muito pequenos para valores baixos de Fgr. Isto significa que o ndmero de pontos dentro
da camada limite € bem menor que o dos esquemas anteriores, ¢ GUe Ve assOCIAT A0 €5GUETHE
H1 mais uma vantagem: a redugado do tempo de processamento. A {aixa dtima de Fg para este

esquema situa-se em torno de 0, 10

3.7.2.3 Oscilagoes

Fste esquema também nao apresenta oscilagoes.

7.2.4 {Comportamento dos erros com ¢ refino da malha

A curva de refino levantada para uma malha de geometria Fp = 0.01225. ilustrada pa figura
3.15-a. confirma a alta acuidade inerente a esie primeiro esguema hibrido. 5 importante ob-
servar gue, apesat da introdugao de alguns poucos termos de 1% erdem. no mmawe da placa, ©
esynciua H1 mantém um comportamento de 2% ordem, conforme caracteriza sua curva de refino
pars £ constante.

A figura 3.15-b mostra o comportamento do erro com o refino para um valor de Fy constante
¢ignal & 0,10, Para & matha mais fina (Az = 0.00123} os erros na tangente e nos perfis atingem

valores em torno de 0.23% e 0,025, respectivamente.
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Figura 3.14: Comportamento dos erros com Fg: {a) erro na tangente; {b} erro nos perfis.

3.7.2,5 Hesultados obtidos para a tangente e perfis de velocidade

Ceomo se percebe pela observacho das figuras 3.16-a e b, o esquema Hl com 1L = 2 ¢ [y = (. 10
fornece curves muito proximas as exatas. Para estas condicdes o erro imtegral na tangente
{E1T . que tem relagao direta com a forga de arraste, é de apenas 0,25% ¢ o erro absoluto
entre periis de 0, 125,
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Figura 3.15: Comportamento do erro com o refine da malha: {a) refine a Fp constante; (b):

rofino a Fp constante.



N
« i T L R ExaTh
20 o &DF ;
o i
: 3
£ 34
o -
e et
= it
ol e | i
L o
O
z -
& \\
= ] T
e I T :
= i i [ i i i i
i 20 & &1 Er 100

POSICAL X {8}

(a)

Figura 3.16: Resultados obtidos: {a) tangente junto a parede

10485

86

AL}

£
i
P

ih

A
CE

): (b} perfis & 1V, 0% e



87
3.8 Esquema basico 5 (B5)

3.8.1 Desenvolvimento

O élhémn esquemna discretizante hasico investigado é o esquema idealizado por Urank & Ni-
cholson [41] para a equacéo da difusio transiente unidimensional, posteriormente adaptado as
equagoes da camada limite. Este método de discretizagao proporciona aproximagoes de segun-
da ordem para todos os termos das equacdes de governo. Os trabalhos classicos que emMpregan
wecnicas de diferengas finitas na abordagem de problemas de camada limite mais amplas {mode-
los turbulentos com propriedades varidveis) costumam utilizar variacoes deste eSHUCTTA, COI
se constatla pela leitura de Patankar & Spalding [8] e F. G. Blottner & Flugge-Lotz i)

No esquermna discretizante proposto por Crank & Nicholson as derivadas e as varidveis de
pendentes u e v sdo avaliadas em *7 + 177, através da média aritmética de seus valores nos
pontos 1+ 1,7 e14,7.

Para @ equacao da continuidade duas variedades de esquemas do tipo Crank & Nicholsen
sie avallados: um de irés niveis em “y" seguindo a hinha do esquema B4 ¢ outro central em
“y". conforme também abordado por Blottner [3)

O esquema de Crank & Nichelson tem o inconveniente de abordar o ponto de descontinui-
dade torigem) 1o caso de problemas de camada lumite sobre placa plana, como os prablemas de
Blasiue ¢ Howarth aqui investigados. Para contornar este problema leva-se emi conta a expecta-
tiva de comportamento das derivadas em r e ¥ junte a borda de ataque, conforme se comenta

po desenrolar do desenvolvimento.
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3.8.1.1 Discretizacao do espago - Moléculas

Momentum Continwidade 3 niveis Continuidade Blotiner
Pt T &t &Lnle
VR H—-—-—-—Q-; el
)
§ i 1
PR ? £ j & 5 L 4 i H—t—=@
Pl ! a! 4 } Fai 2 ﬁr i {a’
i 4 g b=t & ; P IR A Rkl Ll T
| i
t H i
j- S I aT, j- 8 i ; $ j-! N ; 33
i
t : |
i isif2 it P et iai I P T4

3.8.1.7 Discretizagio da equacido do momentum normalizada

Isdando as variaveis independentes {7 e y)

u dai’  $* i
Y, .3, T+ :,'i_.—: = p el HT
MR ¥o :dr Oyt I by

(3.48)

Aplicando a discretizagho de Crank & Nicholson e desprezando os erros de truncamento.,
¥ ¥

poddese excrever para o momentum

{,- uf“é*l,_;—' + u; ) (ﬁs_'%‘lhf - Uf,j) N (El;.g,.} -+ gg) ¢ {.-}4‘{ ™ I:) =
%\ a9 A ) Py / ( ¥y

=, .

[(Uw}.j‘—ﬂ — 2ui 4y + ’ifs'+3,;—1) Lo Biaer T 2His + wigy )] ;
I 5 v Tk "'"
[ Ay” & Sy

Fol b ot

H

i [.?11—&1‘;' + 7-‘2',_3'. (31'—5--}‘_,?-&-} IR \} . gj Bl & “"1'._‘.?*1)
R ) DAy LU 24y

. e N
equagiv que pode ser reduzida a forma

{3.48)



Ri
(_Uﬂ»l\j + ﬁi‘j.} (:ﬁw-l,;:' TR

~Fg {(ta1,41 — 2Uipys + Uig1 -1 + Uiy - 2+ g )+

Fo + 2 v 3 -
P e T 05) (e~ vy Fuiger ~ o)+ UL, - B2 = 0 {3.50
Msota: E importante salientar que quando esla equacio é aplicada ac ponto (1,1} em pro-

blemas com descontinuidade na origem, é preciso gue se adote um valor para wy,
& equacas (3.50) depende dos uij-1. Como o valor da derivada segunda £=%

i oem {1.1) ¢ zero.
adota-se para a descontinuidade upp = 1 na equagao do momentun,

BIna ver que

3.8.1.3 Discretizagdo da equagio da continuidade normalizada

Isplando as varidvels independentes (zr e y), vem

Ou .
“{jw* = fé; {3.51)

- Esquema de trés niveis em g

Desprezando os erros de truncamento e aplicando a discretizagdo de Crank & Nicholson

et torno do ponto -4+ —;—,j, pode-se escrever para & continuidade, quando 3o

Hps Mo (3 Vigig =4 Yagr g1+ Yol g3 4 i, ~ 4wt 1’1_,::-3>

- . {3.52
Ax 2 20y 22y
ou methor,
v | 4 : E : I
sy m A By F iy ger = P R T e N TS {4.33]
Fa

sutie, Anabmente

Fr (isny = i) = B ey =4 vy 0 a4 ey T e i3.54
i ik ;
3 e

Prppy =
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Para a linha 7 = 1 continua valendo o mesmo prineipio da aproximagio gquadratica, desenvolvida
anteniormente {esquemma B4}, com as devidas adaptages.

{omo foi visto para i1+ 1,1

drygyd 21041 2
- sl (A 5
By Ly By 1Ay*] {3.55)
Da mesma forma, para 1,1
{‘9&[ 2 v,y 2
".;._: i = Y Ag} i [
6yl ~ By TOBY (3.56)

Assumindo a continuidade com aproximagio quadritica para o esquema de Crank & Nicholson em
1rés piveis para j = 1, a forma

i1 Uipd
Vigrg = i, FD s — T {35}"}
. Esquema centrado em y (Blotiner)

Desprezando os erros de truncamento e aplicando 2 discretizagao de Crank & Nicholson. em torno

4o ponto 1+ %,j - %, pode-se escrever para 0s termos da continuidade, quando 7 >

dr 2

ty 1 ('“i+1,j TG Middgen T Ui

= o 7 ) + OlAaz? {3.58;

Ay Ay ) Tl (3.50)

de 1 (ez‘;ﬁ;.l{}- —pi4+ 15~ 1 LB v} — 1Y
53

gue apds o devido desenvolvimento fornece, em se desprezando os erros

Ujay 7 ™ T4 + Viply-1 7 By 3mi

Pebly T Tialgop 7 TG b g I {3.60]
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Assim, para os problemas sem descontinuidade 2 equacao (3.60) pode ser aplicads a todo o dominio,
Mas para os problemas com descontinuidade na origem. em se tfratando do ponto (1,1) {ponte mais
proximo & descontinuidade], o uso de aproximagio quadritica evita o envolvimento da descontinuidade
{ponto upgh

Vale notar que o uso da aproximagde quadritica para o ponts 1,1 {equacho {3.57)), equivale a
aplicar o esquema de Blotiner para a equagio da continuidade adotando ugg = 0. Fste fato pode ser

melhor visualizado pels aplicacdo de tal discretizagio ae ponto {1, 1)

o My v Ugery b U T Uigp
1.3
: Fr

+ - tarat e (3.61)

Neste CAsO %410, Y410 € Vo valem zero {para problemas sem SUCCAO OU injecdo) resultande em

. oM M1 Ui
Vig11 = Fr

~ v (3.62;

Nota: Comparando (3.57} com (3.62} visualiza-se que para igualar estas duas eQUACHes. geve-se

fazer w;5 = 0. De falo, para que a continuidade seja satisfeita no ponto {1.0) da superficie. como

: ::1 =0 vale 0, também ”a‘;‘i =p tein que valer 0, o que fornece um significade fisico 3 hipduese

assumida para efeitos puméricos. E interessante o fato de se ter que assumir para uni sesmo ponto

dois valores difereptes: para ¢ momentum ugp = 1 € para a continuidade upe = 0.

Para os demais pontos da primeirs Hnba (1.1} tambeém prevalece a mesma exprossho pars os Tt
&0 passn gue para as demails linkas (7 > 1) tem-se & expressio geral {3.60).

Resolugio coluna-a-coluna

Diesenvolvendo a equagao (3.50) para aplicacko do método de resolugdo coluna-a-coluna. vem

Fp . X
Uigd,5-1 ("FR aRl LR R .}} Fuigr g iy, P u; o+ 2t

’ . “3
HUips 543 (”FR Ty Mg T Ny .J,l
Fr{uijer — 2ui; + w0+ U = 17
Frn | : - coy g
Py g + v h (Ui — Uiy )+t (B g 4 ugy) {3.63)

4



@

gue posta na forma
Ay tig1jo1 + By wign g + G iy gay = Dy
torpece os coeficientes

Fn
—Fp - “f {viga,; -+ vi,)

e
g
1%

By = wuy;+u; +2Fg

-, fp
Cj= ~Fp+ Fs {ipss + viy)
) N
Dj=Fpluge = 2w+ w;00) + o (gt

Tr A1 — e us (g o ug )+ P SEa

Resolugho ponto-a-ponto

Desenvolvendo a equagio (3500 para aplicacao do métode deo resolugao pento-a-ponis, 1em-so

+ Pela aplicacho do esquema de trés niveis em ¥

Aroplando as equaghes {3.57) e {350}, obtém-se para j = 1 a equagao

b 2 3 3 Iy 2 E—
Yipry ~ W~ PR {2 ~ Quipyy 4 tgro 4+ vy - 2upy wiol -+

1 o .. C L gl -2 :
3 (ror — iz ) (Wiere — e s~ wel+ U2, - U2 =D {3.64)

(oo a0 = 0, & equacao {3.64) desenvolvida fornece

PG

3 % & i - i
Uipi1 T Wigrs {2Fp — T {Uisy2 + Uiz~ Ul ot



§3

~FR (uipyp+ w0 —~ Zugy +u o) 4

1

trti et ug -+ Bl -0 22 =0

(3.65)

E. de mesma forma, como efetnado para os demals esqguemas, obtém-se a equagac algébrica de segundo

grav A wly 4 B ugg; +C = 0 da qual apenas a solugho positiva {u,,;; = “—B_‘iﬁ-%ij_tﬂéﬁ} é
fisicamente consistente, e seus cosficientes valery

A=1
: 1 ‘
B=2Fg -~ 7 {wigrs+ 40— u )

C= =Fr{vigrg+ via — 20y + )+

1 4 5
; 4 =3 12 2
“’L; i (Ui Fus ~ w4+ L, ~ U7 - Uy

E importante lembrar que. no caso de problemas com descontinuidade na origem deve-se adotar

o)

Tfl AN R - o pn
. © &= da eguagao do momentum,

!':}.

t,o = 1, face & hipdtese assumida para op termaos

By
u

Seguindo pare 7 > 1 um procedimento andlogo. tem-se, pelo acopl

amento das eguacoes {3.54) e
{ 3.5

(it %) (Wiga,y — ¥i5) +

~Fr (s a1 = Qa5 F Weer e F Bidgr — Quii o+ wger) +

}'}-"ﬂ T (Wers ~w)— dviy + Big-2 4 Vipy o F iy g
+ ! = ;
1{ 4 3
. 17 13 g
AU g4y — Wit F gy~ wa VS, - U8 =0 {3.66)

Pesenvelvendo esta equacho para @ aplicacio da resclugio ponto-a-ponto vem
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- - Uiy s ™ Wy o1 U, 01— U ey
Uipyy ot Ui (QER = 3 I

"’Fﬁ {_ﬁi'!‘-l,_?-vi—l - Higl a1+ Uy 41 — 21‘1,; + U e ) +
U1 ) " Wit ey Wige) — Ueyeg

£y , _
Uig 5 A T A e e~ B ge2d] P
q + I-f(+3 - E Fo U, = G

¢ L

ruios coeficientes

2Fp ~ Uig1 541 ’ﬂs,,;sm13+ Uizl ™ Hyoe

red
H

C = =R Uy jar + Wgrgey + U = 200, + Ui )+
"?"(’ﬁ-m‘;'«:»z = Uit g—1 T Hisar 7 Miaeg

| F"- A . . “
{?,{-;',:}' T ».,‘;. (4 Tia-3 -+ 4 I:+1,_‘.“-3s - ?Z.;*? - ii«}-l?‘}“?‘!

: PE L prE L0
ol 3 + UL = U7 — ),

sa0 wlilizados para a solugao positiva de eguacdo (3.16)

L

¢ ¢ pela apbeagdo do esquema de Blottner . ..

Avoplando as eguacgdes (3.37 e {3.50% obiem-se para § = 1 os mesmos coeficientes anteriormente

abiidos para ¢ esguersa de trés niveis em y, conforme comentado na dltima “Nota™.

Kopetindo:



W
£

. I
B=2Fz~ ) {tignn+ 1 g - Uip)

. , 1
C=~Fg {#ig12 + Uiz~ Uiy + W)+ 4“ w3 {#ip g+ U Hen)

72 r2 2
_§-£‘+1 - {-‘E . ﬁa‘,l

Para j » 1. os coeficientes da solucac ponto-a-ponto para o esquema de BloUner sao obtidos pelo
acoplamento das equagdes (3.60) e (3.50)

(g g lwag  —wy )+

~Fp (Ui 541 — 2ugpy i+ Uipy a1 + Uy 41— 245+ B+

o o Bekpp = Wiy F Uiy ey ~ Uigey
RERA Sl S W NS T : :
4 p

b

! . . R . P 3 3 2___ Lo
AUl 541 ™ Uidd get + W juy Ui -+ U = U7 =0 {3.6%)

Desenvolvendo ests equagio para 2 aplicacio da resoluciio ponto-a-ponio vem

Uypl 541 ™ Uit F Usay — Ui
2 ] ) 1+1,5+1 15—~ 1 e 2] L1 X

—Fp (i gan 4 i gor + wiger — 2 b ugs ) 4

Ui = Wiwysmy F U5y + P {0y — z-,‘._lﬂ;_}]
4 i

"‘i’f'ﬂi+3,j+3 = Uil -1 F Uiagr ’te,;e_.?m\i} i

Hh — U -l =0 (360

cujos coeficienies
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A=
U] 5okt ™ Uy sy F Uggat ~ 5o
BEx Q‘FR . ( 43,3+ 1,31 1,741 £,0—1
4
C= = Fa (Uiny er + Sergm + igsr = 2005 + w4 U4, - UF - &)

FUid1,541 ~ Bipp -1 F Hig4y = i1 )

[%g,g = Uity i1t Big-1 + Fp (v o — )
) 4

sho utilizades para & solugio positiva da equacido ey, = : = (3,16}
P B Quag +1,3 7A -
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3.8.2 Resultados e comentirios sobre o esquema B5

3.8.2.1 Estabilidade e oscilagbes

{} esquema BS é incondicionalmente estdvel, no entanto, comega a apresentar oscilacbes a partir de

Fg = §, 56 para ambos os esquemas utilizados na discretizacdo da equacio da continuidade {3 nivess

¢ Blottner), A figura 3.17 exemplifica o comportamento altamente oscilatéric da tangente gf; para
; w

wm valor de Fg = 2,00, vtilizande o esquema de Blottner para discretizagdo da continuidade.

i
] e ADF
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5««4
&
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* |
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= ‘ E
I i /\/
& IR E Y5 At AAPAAAANAAANAAAA
g
= k
oy
:;} n
H %
2 -2 ;
bl e
Y
e
St s o B A I R O B AR U R B AN AR A
[ 24 AT 60 EQ 150

POSICAD X [%)

Figura 3.17: Comportamento oscilatorio da tangente junto a parede para altos valores de F R
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T importante, ainda, observar gue para o esquema BY tornz-se possivel a opgdo pela varidvel
%41, imcognia, dentre as duas gque compdem 2 equagdo {3.48). Entretanto, somente a opgao que
agui foi feita leva o ADF a convergéncia, a opgdo restante {escolha do u,41,; Incdgnits origindrio da
discretizacio do termo g—f) nao conduz & convergéncia.

3.8.2,2 Faixa otima de Fi

As figuras 3182 e b 2 3182 e b {e tabelas BH e B7 do apéndice B}, mostram, para ambos os
esquemas utitizados na discretizacio da equagac da continuidade {3 niveis o Blottner), uma faixa
Stimas bastante ampla para & aplicacho deste ADY, evidenciando ainda ¢ erescimento do erro EAT
& partir de Fg = 0,58, face ao surgimento do comportamento oscilatorio ja aludido. Outro aspecto
importante a ser sallentado reside no {ato do erro integral {E1T) ndo se abalar com a presenga deste
comportamento. levando a se admitir gue o fendmenc revela-se de natureza “compensatéria”. E facil

notar que a continuidade de Blottner fornece resultados melhores que a de 3 niveis.

R 1 : +.00
- 3 — ‘ -
m e 0575
b - : I ;
“ i ‘ z & i
B / é b
¥ W T : - 3
- ’ T 050 —!
e i i i i
[y - i __g\
R R K ; g:" B!
. S T i RN
& w025 -
:J | — i‘ —

F o . |

:J e
; !
— SN 600 A T SN0 S S B R S N A
oo R 100 < 0.00 .50 1.00 180
T FFi
{a) {b)

Figura 3.18: Comportamento dos erros com Fpi {a) erro na tangente: {b) erre nos perfis -

continuidade de 3 nrvels.
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Figura 3.18: Comportamento dos erros com Fg: {a) erro na tangente; (b} erro nos perfis -

continuidade de Blottner.
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3.8.2.8 Comportamento dos erros com o refino da malha

A rurva de refino levantada para uma malha de geometria Fp = 0, 01414, ilustrada na figura 3.20-a,
ronfirma o comportamento de 22 erdem peculiar dos esquemas de Crank & Nicholson. Aqui também
s¢ percebe gue a coptinuidade de Blottner fornece resultados melhores que a de 3 niveis.

ESQUENME BS BL/3K

- o~ ESOUEME BS BL /34
FDWO'QEO?“ -~ FR {CLE‘)ZCJOS‘ '
DX=1/100 ¢ 1/820 DX=1/100 ¢ 1/80C

g —
100 g B=Conbin. Bigitner YO
= 3=Contin 3 nees = peronie Bintirar
=i T 3 E2=Conlin I nivels
- o
106 = 10 = 3
I = / &
o ny
. ' T_:: // . 3 w ¥ _4-::
o - LB = 3
% ™ ¢ 3.{ g : _rf -
i ™ L 31 — R .
D? g ,4’:/ Gj g j//r)/ v
ootz 0.01 =
= =
3 A TANGENTE
i = .- - - PERFIZ
.o R ERIEE 0001 T
e oy
{a) {b}

Figura 3.20: Comportamento do erro com o refino da malha: {a) refino a Fp constante; {b}:

yefine a Fp constante.

A figura 3.20-b mostre o comportamento do erro com o refine pars um valor de Fi constante ¢
igval a 0,08, O esquema de Blottner confirma sua superioridade acusande v nivel indferior de erros.
Pars & malba mals fine (Ar = §,00125) o5 erros na tangente € nos perfls atingem. pars ¢ esques

de Blotiner. os valores de 6. 99% e 0, 045 respectivamente, 20 passo qque para o esquema de 3 nivels



J

BSLOS mesmos erros sobem para 1,78% e 0,05%, respectivamente.
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3.8.2.4 Resultados obtidos para a tangente e perfis de velocidade

As figuras 3.21-a e b e 3.22-a ¢ b, mostram que o esquema BA, para Fr = 0,08 {Fir &timo) com malha
de Ar = 0,01, tem um nivel de acuidade compativel com o esguema B4, principalmente quando
aplicada a continuidade de Blottner,

& —
0 Exels i e Exate i
é . - £ :é:' . = i
E{é' w:“% e -
¥ oo ¥ O
Wy - -
s i
A g
dal :; fad :I!.!
5o O £ 2
P I Ty
i 1R — i :
R R
- —t Y i s %
I e N
Lol :_:: \:-"‘--‘_“_‘ * : _-m‘h%— i.
- R o Mf?
L 2 T A I I I S A I R A ¥
o 20 44 &0 otk HEH o 20 4% 514 EBL 1
POSICAD X (%) FOSITAT % (%]
{a} {b)
Figura 3.21: Resultados obtidos: {a} tangemie por trés niveis junto & parede (“ﬁs {bi
- ~ o
tangente por Blotiner junto 3 parede (% ) .
¥l
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&
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e+ mmeees EXATL
= 4
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G i : : : i : : : i
0.00 0.5 e
VELODIDEDE
{a} (b)

Figura 3.22: Resultados obtides: (a) perfis por trés niveis a 1%, 50% e 100%; (b) perfis por
Blotiner a 1%, 50% e 100%.
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3.9 Esquema hibrido 2 (H2)

3.9.1 Desenvolvimento

Este segundo esquema hibrido constitul uma modificacio do esquema B3, baseado em Argumento
analogo ao usado para o esquems H1, cousistindo, como este, no emprego da aproximacao linear do
i é‘i‘ = 3 P N o . EEa

terme g 2;:; para as JL primeiras colunss, ¢ de aproximacio guadritica. deste mesmo termio, para

a5 demals colunas,

Como & aproximacao linear para este termo fornece para {1 4 1.1}

(';??; Terp) ~ Tigr o P
i :mm_.\,{’}ﬁg; 3.70;
| Oy (3.
}\géﬁlj i [ 3.70)

o

¢ para {4, 1)
Ay (3.71)

para j = 1 a continuidade com aproximagao linear para o esquema H2, tanio para a discretizacic de

trés niveis como para 2 de Blottner, assume 2 forma

o Bad T ¥4

P41y = 4 N {3.72
n
Para generalizagao, escrever-se-a para 2 velocidade normal na primeira linha
Uy — Hizia —r
tigrg = PO —e -y {3.73)
Fr '

onde PO = 1 pars aproximacio de segunda ordem e PO = 2 para aproximacdo de primeira ordem

.~1=3\r

(o 1eTInG 3

9

EREESS

ResolugBo coluna-a-coluna
A dnita modificagio a ser feita no programa computacional pars o emprego deste método de

resalugho, 8 exemplo do esquema H1. consiste na aplicagao desta equagio (3.73) & primeira linha para

i FEL
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Resolugho ponto-a-ponte

Acoplando as equagbes {3.54} e (3.73), obtém-se bara 7 = 1 a egquacin

2

2 - 7! B
Uipra — ¥y }R {nfﬂ’*l,? = 24+ Ypzro+ Y0~ 2u;y + w4

PO

i 4 (ﬂs,i T Uspild ) {8219~ Upr 1,6 F Uz — uz.(l.} +

1
il

- {-"z-:‘; = §

Como #ay0 = 0, 2 eguagho {3.641 desenvolvida fornece

PO
-? - . .
Uiy + sy (2FR ~ e {uigio + v~ g} +

L. da mesma forma, come efetuado para os demals esquemas, oblém-se para j = 1 a eguagac alglhrice

de sogundo grau A EEHJ + B i3+ 0 = 0 da qual apenas u soluglo positiva {u,.14

¢ hsiramente consisienie, e seus coeficientes valem

i

B =2Fg~ s {12+ Uiz~ Us
At

= —Frlugyg+ue—2ugy + %t +

.3

PO

ety (Ui Ty = e+ UL~ U7~ ul,
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Para j > 1 valem o5 mesmos coeficientes obtidos no esquema B5 para a continuidade de Rlottper
g de trizs nivels.

E imporiante lembrar que, no caso de problemas com descontinuidade na origem deve-se adetar
uyp = 1, face 3 hipblese assumida para os termos %%;; e £ da equagdo do momentuom.
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3.9.2 Resultados e comentarios sobre o esquema H2

{ comporsamento deste esquema face & variaco de 71, conforme mostrado nas figuras 3.22 ¢ 3,24
{continuidade 3 niveis e Blottuer respectivamente} pars uma faixz de § < 1L <4 com Fr = 0,00,
aponts para wmn valor étimo de /1 = 3, podendo se adiantar que para valores de 71 superiores a 4, ia
ds-se inicio 2 um processo oscilatério que independe do valor do parametro F usado. Desta forme,

o resullados e comentédrios aqul apresentados sio feitos para 1L = 3 (71 atimol.
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Estabilidade e oscilagdes

O esquema HZ, 2 exemplo do esquems B3, também é incondicionalmente estivel para ambos
os métodos de resolugho, iniciando. 1o entanto, mais precocemente seu comportamento oscilatdrie,
Neste esquema o fendmenc se apresenta a partir de Fg = 0,14 pare ambos os esquemas utilizados na
discretizagao da equagde da continuidade (3§ niveis e Blottner).

A figura 3.25 comprovs o comportamento oscilatério gue surge com o aumento de Il parz o
esquema el guestio, conforme comentado anteriormente, No £a50, a curve apresentada PINPIOgR &
continuidade de Blottner, tende sido obtida para o caso extremo de J1 = 100 & partir de um passe
Ar = 0,01 e um valor de Fg = 0,08
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3.8.2.1 Faixa 6tima de Fj

Conforme sugerido pelas figuras 3.26-a e b e 3.27-a ¢ b {e tabelas B.8 ¢ B.9 do apéndice B), este
esquema fornece erros muito pequenos para valores baixos de Fg. Observa-se ainda gue 0 esquemnia
12 apresenta dois patamares 6timos para utilizacho como peculiaridade.

25 — 1.00
- — — EAT .
o . . £ —
L 30~ -
= ? - ! £075 —
- / & 4
Z g ) £ u
—~ A ; % 050 — §
N R 025
R L . R !
4.0/ gV L
gl .
] é'i{;gilg‘lz?;l. 000 i;.-ig'!séi:;':-siﬁg
0.00 0.50 1.00 1.50 0.00 .50 1.00 150
R FR
(a) (b}

Figura 3.26: Comportamento dos erros com Fg para o esquema de 3 niveis: {a) erro na

tangente; (b} erro nos perfis.

3.8.2.2 Comportamento dos erros com o refino da malha

As curvas de refino Jevantadas para ume malba de geomewria Fp = 0,01414, ilustradas na figura
3.2%-a, confirmam a boa acuidade inerente a este segundo ssguema hibrido para as duas discretizacbes
utilizadas para a equagdo da costinmdade {3 miveis ¢ Blottner). Como no esquema H1, pode-se
ohservar que, apesar da introdugdo de alguns poucos termos de 1% ordem, no inicic da placa. o
esguema H2 mantém o comporiamento de 22 ordem. caracierizado pela curva de refino apresentadsa
para Fpy constante.

A figura 3.28-b mostra o comportamentio do erro com o refino para um valor de Fiy constanie e

feual 2 0,08, O esquema de Blottner confirma sua superioridade acusando wm nivel inferior de erros.
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Figura 8.27: Comportamento dos erros com Fg para o esquema de Blottner: {a) erro na
tangente: (b} erro nos perfis. '

Para a malha mais fina (Az = §,00125} os erros na tangente e nos perfls atingem valores em 1010

de 0.13% e 0.02%, respectivamente, para o esquema de Bloltner, ao passo que para o esquema de 3
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ERRO (=) PERAIS

0.75

o3
i
o3

0.25

0.00

niveis estes mesmos erros sobem para 0, 88% e 0, 08%, também respectivamente,

3,8.2.3 Resultados obtidos para a tangente e perfis de velocidade

Como se porcebe pela observacdo das figuras 3.28-a ¢ b e 3.30-a e b, 0 esquema B2 com JL = 3 ¢
Fp = (.08 fornece curvas muito présamas as exatas, Para estas condigbes o erro integral na tangente

CETTY, gue tem relagdo direta com a forga de arrasto, € de 5,27 e 7,01% sendo o erro absoluto entre

perfis { EAP) de 0,16 e 0, 35%, respectivamente pars a continuidade 3 niveis ¢ de Blotiner.
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i
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Figura 3.28: Comportamento do erro com o refino da malha: {a) refine a } constante; {bi:

refine & Fp constante,
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3.10 Esquema hibrido 3 (H3)

3.180.1  Desenvolvimento

3.10.1.1  Discretizagio do espaco - Moléculas

Momentum Continuidade
Oin/2 £y
pﬂ-—-—n—{
i
t
s L
j+! \.} ; ‘ i {:} {} ﬁ
! &y Oy
j & : B j-t 3
t
M Fa
Jot —— ) -2 &
j
P el el -1 i lel

0 dltimo ADE avaliado origina-se da combinaglo de discretizacdes diferentes pars cada uma das
equaghes de governo. As combinagdes aqui utilizadas baseiam-se nas discretizacdes de malor acuidade
ohtidas para as equagbes do momentum e da continuidade (esquemas B e B3).

Das duas combinaghes possivels, mostra-se incondicionalmente instével o esquema ibrido resul-
tante da aplicagio da discretizagic do momentum concebida no esguema B4 e combinacao com a
discretizagac da continuidade concebida para o esquema B3, restando a avaliacio do esquema hibrido
respitante da outra combinagao possivel; discretizagdo do momentuns do esquema BY associada 3
discretizacdo da continuddade do esquema B4 {ver moléculas). Este esquems ¢ aqui tratado como

gsguisna hibride 5.

Ainda neste esguema, come noes esquemas hibridos anteriores (H1 e H2) avalis-se também o

resnltado da introducio de aproximacio Hnear para o termo ~L :
el

a aipumas (F 1L} colunas iniciais.
d
conforme Hlustrado na figora 3.31.



Ti&

Desta forma pode-se dizer que o esquema H3 surge, na verdade. da combinacio do momentum B
com e contipuidade H1.®

Toda esta gama de variedades permitida para este esquema. acaba por complicar hastante o deser.
volvimente do algoritmoe para o método de resolugis ponto-a-ponto que, por medida de simplificacac,
nae € agul apresentado, sendo os resultados fornecidos a partir da resolugdo coluna-a-coluna. cuis
programa {apéndice D) permite variagtes de diversas naturezas,® L

*Fste veguoms apresenia una patureza hibrida assaciads. tanto & combinagio entre discrelizagivs diferentes

BFR ES soUncoes e Zoverno, guento ainds & combis
4 ® _ &

wrm o ternps Gk

;};}Jﬁ e LTIl o

ragka entrs discrelzagbes diferentes (linesr ¢ gquadrates?

5%Wale buubrar gae os resultades 830 no emanio. 33aticss pars o8 dow mdwodos de resolughe
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3.16.2 Resultados e comentdrios sobre o esquema H3

U esquema H3 €. comeo pode ser constatado pela figurs 3.31, apresenta wm /L Mime igual 2 2. Xe
entante. devido ao bom desempenhe mostrado quande de sua aplicagao ao problems de cilindro crey-
far, conforme apresentado em capitulos posteriores, sko também apresentados os resyltados reforente
a il =q

-

3.10.2.1 Estabilidade e oscilagoes

Pars Il = 7 este esquema se comporta incondicionalments estdvel, apresontando. no entanto. gsc.
laghes @ partir de Fr = 0,14, Pars o caso particular de 71 = 0 acontece um retardasmento no valor
inicial de Fy para o qual o fendmeno se inicia, passande @ Fp = 0,40

Acima de v determinado valor de 1L, este esquemsa apresenta limitaghes de Fiy para estabilidade.
Quando o valor de JL, por exemplo. é igual av numero de colunas da malha {caso particular de
aplicagdo de aproximagac linear a todas as colunas da primeira linha). & estabilidade se resiringe &

Fr = (00435, sem ocorténcia de oscilaghes.

&.10.2.2 Faixa otima de Fy

O comportamento dos erros porcentuais com a variacho de Fgy. apresentado para o JI dtimo nasz
fignras 3.3%a e b {ver também a tabela B.10 do apéndice B, indica estar sua faixn dlima sitvade em
torne de P = (.11 para o erro EAT. Os demals erros medidos (E17 ¢ EAP) também sitvam-se e
worpe deste valor, Para JL = 0 {figuras 3.33-8 e b e tabela B.11 do apéndice Bl o faixa 6tima de £ F

aprescuta-se bastanie larga pars 0s erros abspiutos.

3.10.2.3 Comportamento dos erros com ¢ refine da malha

As curves de refino obtidas pars malhas de geometris Fp = 0.01414. flostrade ne figers 3.34-2 pers
arabos os valores de JL, confirmam o comporiamento de 2% ordem esperado para um ADY resultante
da composicdo de dols outres ADD e de mesmma ordem. Estas curvas comprovam a malor acuidade
ohtids ps solucko do problema de Blasius pelo emprego deste esquema com Ff = 2,

A fisurs $.34-b mostre ¢ comportamenio do etro com o refine para wm valer de Fp constante s

igual & (.08 oldido para 1L = 2, e de Fr = .11 para o caso de JL = 0. Tambem neste prafico,

constatase s superioridade de JL = € tradusida por sus inclinacdo mais scontuads,
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Figura 3.32: Comportamento dos erros com F para IL = 2 {a} erro na tangente; (b} erro

nos perhs.

5.10.2.4 Resultados obtidos para a tangente e perfis de velocidade

As rurvas ilustradas nas figuras 3.35-a e b e 3.36-2 € b, obtidas para w'a malha de passo Az = §.{11

com Fp = 0,09 para JL = 2 ¢ Fp = 0,11 para [ = 0, mosiram que o primeiro caso fornece curvas

mais precisas para a solugao do problema de Blasius.
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3.11 Avaliagdo global dos ADF’s na resolugédo do pro-
blema de Blasius

Uma idéia comparativa entre o desempenho dos diversos algoritmos abordados na solugio do problems
de Blasius € fornecida na figure 3.37. onde sio suprimidos os esquemas gue utilizam a continuidade
de 3 niveis de Torma a evilar um malor congestionamenio das Curvas, & Moesmo porgue & continuidade
de Blotiner se mostra mas simples & mais acurads. Por este dltimo motivo nos problenias abordados
a posteriori tal supressado é mantida.

Fsta figura redne as curvas gue foram apresentadas isoladamente no decorrer do desenvolvimenio
de rada ADY, dando enfase ao comportamento nas proximidades da descontinuidade {apenas os 10%
iniciais do dominio sdo mostrados), uma vez que para a porcac restanie da plata a2 maioria dos
esguemas ¢ bastante acurada. Assim, como a malha nao é muito fina (Ar = ?{}Eﬁ 1. os resultados sig
apresentados de maneira puntual.

Conforme se constata, dentrs os eaguemas mais acurados para o problema de Blasius destacam-se
os esuuemas hibridos H1. B2 e H3 com JL = 2. sendo gue o H2 ¢ 0 que miaks 50 aproxima de curva
exata no pontoinicial {coluna 1}

¥ interessante observar ainda que as curvas dos esqueniaz de 1% ordem situam-se abaixo da curva

axata. a0 passo que as dos esguemas de 22 ordem sitvam-se acinia desta.

3.12 Otimizagao dos algoritmos

Fsta secio relata algumas melhorias inerentes aos programas compulacionals apreseniados no apéndice

¥, voliadas & redugio de armazenamento de dados e de tempo computacional.

3.12.1 Sobre o perfil inicial assumido para as primeiras iteragoes
da resolucao coluna-a-coluna

Conforme comprovado a poteriori. os perfis indcials u{y} e v{y) adotados para dar parttida ao processe
iterative de cada coluna exercem influbrcia muito forte sobre a convergéneia. Para a primeira colune.
¢ usual adotar-se como perfis de partida os perfis da corrente livie {para o problema de Blasius por
exemphy viy) = 1 e v{y) = 0. J4 para as demals colunas, o usual é adotéd-les como sendo iguals aos
porfis cowvergidos da coluna anterior.

Unia forma aqui encontrada para acelerar & convergoncia consiste na aplicagho de uine extrapolagao

i

suadritics para of perfis iniciais conforme desenvolvido na seqiénda.
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Pela aplicacdo de discretizacao de 3 nivels ao termo g}‘ﬁ

L lemest gue
IE3

. Stypr s = 41&-.‘;'3‘ + Uie1,;
?Ar

+ OlAar? (3.76)

For outro lado, tem-se para 3 mesma derivada, pelo emprego de discretizagan central

gyl L Wy Y L e
e p 4 ], 2 O A 13,77
i Ar : i

Dresprezande os erros e igualando (3.76) a {3.77], tem-se finzlmente o perfil de partida para & proxima

coluna

L 3{?‘51—'&-},; - z"-:',j; + (-] (378

O perfil tnicial vy é imediatamente obtide pela aplicagho da equagan da continuidade sobre o
perfll uly) recém-calcnlado. Vale lembrar gue, como sBo necessérios 1rés pontos para se COUSELUIr uma
extrapolacan de 2% ordem, para 2 segunda coluna ainda se ronvive com ume extrapolacio lnear,

Como conseqiiéncia da implementagho deste procedimento, advém uma redugdo substancial do
niimern dr iteracdes reguerido para & convergéncia de cada coluna em se comparando com aguele que
consiste apenas na repelicdo do perfil da coluna anterior. A figura 3.3% demonstra esta aceleras i
através de um exemplo aplicado na solugho do problema de Blasius com o esquema B4 pars um valor
de Fy = 1.0 com passo ge Ar = }_5_.”{}

Vale salientar que. conforme sugerido pelo comportamento desta curva, conforme ¢ numere de
colenas aumenta {malhas mais refinadas), a partir de uma determinada coluna a convergéncia passa

a se der em apenas ume teragho. significando uma redugdo considerdvel ae tempo.

3.12.2 O controle do crescimento da camada limite

O procedimento usual na resolucao de problemas de camada limite por diferencas finhtas € & divisao

acer discretizado através de v'a malba com um némero pré-determinade do pontos nas direghes

r e v, Este procedimenio imphes num gasto adicional de tempo pela compulagae desnecessarie de

c gue §b s encomtram {ore da camada lmite {regido do escoamento externel. Noste caso tarmbér
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Figura 3.38: Aceleracao de convergéncia conseguida pelo uso de perfis iniciais obtidos por
extrapolaches quadraticas.

torna-s NECESSATIo que se preveja a espessura da camada limite no final do dominio, o gque & principio
nenl mesuo se conhece, para que se possa estipular o pumero minimo de linhas da malha.

Para contornar estes problemas os programas computacionais elaborados para o presente trabalbe
sao provides de mecanismos que conirelam a variagao da espessura da camada limite a cada iteracic
de cada voluna.

Comentanios de ordem geral a respeito dos programas computacionals e suas respectivas lstagens
sao {ornecidos no apéndice D,

3.13 Sobre o acoplamento das equacgoes de governo na

aceleracao da convergéncia

Atravds dus curvas apresentadas na figura 3.39, resuliantes da aplicacio do esquema B2 na solugiio

do probiema de Blasius com Fp = 0,10 e Ar = g-f;ﬁ pode-se ver a reducdo do pimero de iteracbes
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viabilizada pelo acoplamento das equagbes de governo permitida pelo método de resolugao ponto-a-
pontio,

&0
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Figura 3.39: Influéncia do acoplamento na aceleragho da convergéncia.

Apesar do método de solugio ponto-a-ponto envolver uma légica bastante simples e de convergir
em poucas iteracdes, ele requer um maior tempo computacional, o que, dentre outros fatores, pode-se
atribuir também & operagdo de radicizgdo envolvids na resolugio dos sistemas de equaghes. Por isto
# muito lmportante @ proposta delineada no apéndice A na busca da redugao do tempo empregado
pars a resolucdo dos sistemas de equagbes,

{tutros provaveis fatores gne contribuem para este aumento do tempo de CPU devem ser também
investigados por ocasizo de outros trabalhos nesta linha.

exirapolaches para cbtengdo dos perfis iniciais,
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Capitulo 4

Aplicacoes dos ADF’s a problemas

nao-similares

4.1 Apresentacao

Uma vez desenvolvidos os ADE's, parte-se para 2 aplicacdo. dagueles que se mostraram mais acurados
no problema de Blasius, aos dois problemas sem solugdo similar; o escoarnento sobre um corpo cilindrico
cireylar sujeito ao escoatnento potencial e ac escoamento real € o escoamento Hucarmente relardado

sobre uma placa plans, mais conbecide coma probleme de Howarth !

Nesta insténcia de aplicagdo, oz ADF's de 1% ordem {ezguemas Bl, B2 ¢ B3} sio excluides.
restringindo-se ainda @ ytilizagdo do método de resclugdo coluna-a-coluna. o qual até entio, mostron-
s¢ mals eficiente em matéria de es{or¢o computacional {conforme comentads mais detalbadamente no
capitulo 3). Para os esquemas B3 e H2 aplica-se apenas a discretizacio da eguagio da continuidade
na forma sugerida por Blottner. devido 3 superioridade apresentada ens relacio 3 de trés niveis na

abordagem do problema de Blasius,

k3

“Para o problemu de Howarth aplicou-se o valor de £ 170 para o coeficiente &5, que & ¢ caso miais investigado

niE Hberalura
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4.1.1 O comportamento dos ADF’s nas proximidades do ponto de
separagao

Em se tratando de problemas que abordam o fendmeno de separagio da camada limite, algumuas alie
raghes sdo feitas neste sentido de forma a viabilizar o emprego do programs computacional elshorade
para o8 ADNs. Face wos argumentos expostos em 1.2, conclui-se gue quando a condicio de contra-fiuxo
& atingida os algoritmos nao mals conseguem convergéncia, a mepos que adaplacoes sejam utilizadas
para contornar esta 5iluagao tais como a implementagido de métodos inversos de diferengas finitas gue
possibilitam ¢ tratamento da regiao de contra-fluxe, conforme explanado no cap.7 da referéncia 120,
{omo tals adaptacdes nao sao aqul visadas, o dispositivo empregade para indicar a proximidade do
ponte de separagdo € o controle do nimero de Heragbes {denominado de NJT nos programasi. Desta
forma. baseado no comportamentio normal {aproximadamente exponencial ] deste ndmero {216 préximo
ac pontoe de separagio), estipulou-se que quando ele atinge um valor de 1500 iteragdes o pPrograma
deve parar de rodar. Desta forma os resultados apresentados para o ponto de separacao sio valores
apraximados gue. na verdade, correspondem & posi¢do da Gltima coluna convergida.® Para a ebtengao
de valores mals precisos serla necessdrio um refine muito allo ds malba, uma ver gue veste trabalho

nac se prevé 2 aplicagho de nenbum artificlo de extrapolacio pars a obtencao do valor “exato”,

4.1.2 Sobre as diferencas surgidas face & mudanga da geometria

{Juanio acs sistemas de coordenadas nféijzados,; pode-se dizer que, para of problemas de Howanth ¢ de
Blasiug {que envelvem uma geometria planal, o sistema é o cartesiane e para © caso do cilindro circalar
emprega-se um sistema de eixos ortogonais gque acompanha a superficie. Para efeitos de programaciao,
entrelanio, na ha diferengas.

No que concerne & normalizagao, pode-se adiantar que pars o problems do cilindro cireular a dnics
alieracio necessdria e relagdo & normalizacio desenvolvida pare os cutros problemas. € a troca do
comprimento caracteristico L da placa, para ¢ rale H do cilindro. Bsta mudanga também ndo implics
ern penhumsa alteracio no programa.

Assini, pode-se dizer gue, as tnicas altera¢Oes necessérias para rodar todos o casos aberdades,
inclusive o problemea de Blasius gue constitul um caso particular de Howarth no qual ; = 0, consisten

na readeguacio dar condighes de contorno.

“Yara a mainria dos esquemas g divergéncia ocorre anles da regiao de comiraefluxe ser alingida,
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4.2 Apresentagao dos resultados obtidos pela aplicacio

dos ADF’s a problemas nao-similares

Esta seqao se limita a apresentar os resultados obtidos pela aplicacdo dos ADF's aos problemas nao.
simnilares, sendo 2 avaliagho dos resultados comentada na seqio seguinte.

4.2.1 Apresentacao dos resultados obtidos para o problema ds

cilindro circular sujeito ac escoamento potencial

Parz o cilindro circular sujeito ac escoamento potencial. o valor agui utilizado pars comparacio dos
valores obtidos para o ponto de separagio é o de Terril [T], que vale £, = 1, 822983 {104.448232°%. A
tabela 4.1 apresenta os valores obtidos pelos ADFs ¢ seus respectivos erros porcentuais pars o ponte
de separagho, em confronte com este valor “exate”. Estes valores foram obtidos 2 partir de v’z maliie
de passo Az = 5—2%5 mantidos os respectivos valores Gtimos de Fy obtidas para o problema de Blasing.

Nos esquemas H1 e H2 sio também mantidos os FL 6timos obtidos para o problems de Blasius,

Terril | Esq. B4 | Esq. H1 t Esq. B5/B [ Esq. H2/B | Esq. H3/7 | Esq. H3/0
oz, | 1.822083 0 181w | oasag 18w 1.824 1.820 1.828
Erro % | 0.00 006 1 +009 | 40,09 +0,09 +6.33 033
i ~ 3.0 61 0 008 0,00 (.11 0,00

Tabela 4.1: Resultados obtidos para o ponto de separagio do problema do ¢ilindro circular

soly escoamento potencial.

Oz demais valores investigados: tangente junto 3 parede, perfis de velocidade, espessura de deslo-
canionto € espessura do momentum s&o comparados aos obtides por Terril {7 e Schimaver [24] ¢ sko
mostrados na tabela 4.2 e sintetizados na figura 4.1, Estes resultados, fornecidos pelos ADF s, foram

obtidos pela utilizacio dos mesmos parametros utilizados na obtencao do ponto de sepsracio.



Métodn
r, | NValor | B4 H1 Bo/b | B2/ I M2 | H3/Z | Terril | Schonaver |
T | 0,350080 | 0.367981 | 0368820 | (,368820 | 0.366474 | 0868457 1 - B
030 & | 0450172 | 0.462008 | 0462349 | 0462340 | 0.462573 | 0463816 | - -
6 | D207I87 | 0,200843 | 0,209505 | ,200605 | 0200602 | 0.210147 | - -
T ] 1.018034 | 1068180 | 1.071767 | 1,071797 | 1065047 | 100806 | 1.0085 | 1.000460
0301 £ | 0466480 | BATOI0T | 0.469580 | 0,460580 | 0460781 | 0.470503 | 04665 | 046577
| 10210281 | 0212828 | 0.212612 | 0,219612 | §.,212501 | 0.213116 | £.2101 | 0200580
T | 1592700 | 1,664961 | 1,670603 | 1,670603 | 1,660504 | 1.669415 | 1.5768 | 1576845 |
U501 & | UABIBRA | 0485211 | 0.AB4TRI | 0484785 | 0454902 | 0.485583 | 04816 | 0ARI1EG |
f | 0236570 | 0.216050 | G,218882 | 0.218882 | 0,218825 | 0.219326 | 02184 | 0215050 |
T | 2154542 | 2241683 | 2248247 | 2.248247 | 2236716 | 2.2474K3 | 2.1355 | 2.134850
080 [ & | 0526552 | 0526391 | 0.526301 | 0526301 | 0.500858 | 0463316 | 0.5238 | 0523250
a 6| 0.233611 | 0235788 | 0235756 | 0.235756 | 0,235556 | 0236033 | 0,2336 | 0242082 |
z T | 2,274602 | 2,355650 | 2,360985 | 2360985 | 2,351087 | 2361216 | 22568 | 2245053 |
CLO0 L & | 0569737 | 0571742 | (571004 | 0.571004 | 0571550 | 0.5T10TH | 05607 | 0560207 |
t 51 0251699 | 0,25857) | 0,253694 | 0.253604 | 0,253395 | 0.253785 | 0.2517 | 0.251004 |
? T 2166496 | 2.220457 | 2732334 | 2730334 | 2226114 | 2.0341K7 | 23597 | 2151307
120 & | 0638457 | 0,639350 | 0.640068 | 0.640068 | 0.630260 | 0.639480 | 0.6386 | 0.648305 |
1 0277663 | 0.279115 | 0.276470 | 0.270470 | 0.278975 | 0.979285 | 0.2777 | G.277115 |
T 1 1565900 | 1587423 | 1584059 | 1.684050 | 1,686449 | 1.589726 | 1.5618 | 1558463 |
LAG | 6 | 0825668 | 0.823126 | 0825745 | 0825745 | 0823317 | 0822894 | 0.8263 | 0826537 |
§ | 0341342 | 0341506 [ 0342653 | 0.342653 | 0341530 | 0.341660 | 03413 | 0340755 |
T | 1944675 | 1251448 | 1245261 | 1245261 | 1.951253 | 1,252864 | 1.2434 | 1230080
LE0 L & | 0935304 | 0930326 | 0,954403 | 0934403 | 0,930723 | 0920827 | 08365 | 0.93705% |
: § | 0207187 | 0.208843 | 0,209605 | 0.200605 | 0,200602 | 0,210137 | 0.8734 | 0872857
T 1 0,847431 | 0841365 | 0.831450 | 0.831450 | 0841709 | 0842083 | - 0845417
170 & | DABRLTY | 0462008 | 0,462340 | 0467340 | 0,462573 | 0.463316 | - 1104713 |
;- 6 | 0207187 | 0,208843 | 0,200605 | 0,200605 | 0,208602 | 0210137 | - (413940 |
T | 0.203474 | 0287547 | 0268155 | 0.26815% | 0,287932 | 0,2689056 | 02067 | 0295671 |
1801 & [ 1,433022 | 1401730 | 1410763 | 1410763 | 1403810 | 1308274 | 14873 | 1438800 |
§ | O4BRZBET | 0466207 | 0469421 | 0.460421 | 0 466267 | 0.465016 | 04687 | 0.467063
T 0350980 | 0467981 | 0.368520 | (.368820 | 0,366473 | 0 368487
£ | 0450172 | 0462008 | 0.462340 | 0462340 | D 462573 | (,463316 |
6 1 0207187 | 0.200843 | 0.208605 | 0208505 | 0.200602 | 0.210137 |

Tabela 4.2: Quadro comparative dos resultados obtidos para o problemea do ¢ilindro circular

aob exroamerio potencial.
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Figura 4.1: Resultados sintetizados do problema do cilindre potencial.
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cilindro circular sujeito ao escoamento real

Pare o cilindro circular sujeito ao escoamento real, somente é avaliado o ponto de separacan, ums
vey que nao se dispde dos demais valores comparados nos demais problemas. Desta forma. o vaior
usado pata comparagko com agueles obtidos pelos ADF's para o ponto de separagio é o de Smith &
Chutter 3], que vale r, = 1,396 {&0.09),
seus respeclivos erros porcentuals para o ponto de separagio, em confronio com este valor “exato”.
Lstes valores foram obtidos, & partir de v'a malba de passo Az =

otimos de Fy obtidos para o problema de Blasjus. @

1

1257

A tabela 4.3 apresenia os valores obtidos petos ADF's ¢

mantidos of respectivos valore:

Terril | Esgy. B4 | Esq, H1 | Esq. B53/B Esq. H2/B | Esq. H3/2 | Esq. H3_;"Q_E

zs | 1396 | 1387 | 1300 1,390 1,390 1,393 1.395 |
Erro % | 000 | 064 | -0.43 -0.43 0,43 007 007 |
Fr | - 3.0 0.1 0.09 0,09 0.11 0.09 |

Tabela 4.3: Resultados obtidos para o ponto de separa¢do do preblema do
}

LY

a0h escoamento rea

cilindro cirenlar

“Mos esguemas HI e HY sho também nuantidos os I, Stimos ohiidos para o problerna de Blasius,
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4.2.3 Apresentacdo dos

Howarth

resultados obtidos para o problema de

Conforme & tabela 2.4 (cap.?) exiraida do compéndio de White [2], o valor assumido como "exato™

ierro=0%) por este autor para o ponto de separagdo do problema de Howarth é o de Wi ippermamm {30,

que vale 57 = 0, 119863, ou seja, 7, = 0, 938904, A tabela 4.4 fornece os resultados obtidos pelos ANV
€ Beus 1espectivos erros porcentuals para o ponte de separacac, em confronto com este valor “exata”
Estes valores sdo apresentados para wa malba de passo Az = 3&;1’: mantidos o8 respectivos valores
otimos de Fr obtidos pars o problema de Blasins. Nos esquemas H1 e H2 s&o também mantidas o8

11 étimos obtidos para o problema de Blasius.

| Wippermamm | Esq. B4 | Esq. H1 | Bsq. B3/B | Esq. H2/B | Esq. H3/2 | Esq, H3/0 |
1. | 0.958904 09356 | 0,958 0.960 0.95% 0,964 0,965 |
CErro % 6.00 0,30 | -0,00 +0,11 +0,01 +0.53 +0.64 |
I - 3.0 0,1 0,00 0,08 0,11 0.0%

Tabela 4.4: Resultados obtidos para o ponto de separacio do problema de

Os demais valores investigados; tangente junto 4 parede, perfis de velocidade, espes
camento ¢ espessura do momentum, sio comparados aos obtidos por Howarth {31} e Scl

face & dificuldade de obtengho destes valores da tese de Wippermaman,

Howartl.,

serg de deslo.
1Gnaver {24,
€ sa0 mostrados na tabels 4.5

¢ sintetizados na figura 4.2, Estes resultades fornecidos pelos ADF's foram obtidos com 08 RIeSIos

parametros utilizados para obtengho do ponto de separacio.
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Método :
r | valor | B4 H) B5/B H2/R H3/7 Ha/t | Howarth | Schinaver |
T 1 0.96168¢ | C.B65008 | 0,9634R2 | 0954618 | 0.067939 | 0070814 | 0.00K -

G100 & | 0566425 | 0564738 | 0565328 | 0570001 | 0.562504 | 0558030 - -
# (0216037 | 0,216844 | 0217082 | 0.21877G | 0.215660 | 0914347 - -
T ] 0623322 | 0522852 | 0621341 | Q617807 | 0.614203 | 0697446 | 0627 0.6271 |
PO | BLBITB3G | D.R26035 | 0826358 | 0830103 | 0823037 | 0819405 | 0890 0.8228 |
| § | 0312647 | G.311820 | 0.811115 | 0.312450 | G.508744 | 0408607 | 0.311 03088 |
I 10460500 | 0450104 | GATTTU0 | 0.45584% | (.460127 | 0.461711 | 0.463 - ’
pabi 8 1082607 | 1.05068% | 1,04000& | 1,052085 | 1.04588% | 1.040764 - o
# 1 0.388501 | 0,380908 | 0,388002 | 0.38R856 | 0.386270 | 0.A85h40 . S

I | 0.355592 | 0,353670 | 0,352694 | 0.351426 | 0,354631 | 0.355608 | 0.457 {3574
OO 1266850 | 1264635 | 1.262014 | 1265235 | 1257468 | 1254205 | 1.0064 1.2600
£ 10460127 | 0460427 | 0456845 | 0457874 | 0454950 | 0454077 | 0.454 04571

T | 0214870 | G.212695 | 0212187 | 0,211882 | 0.213760 | 0.914252 | ©.917 {2165
0.60 7 & | 1710084 | 1706917 | 1697124 | 1700940 | 1680079 | 1686456 | 1.700 17024
f 1 0301632 | 0.BRITTT | 0582013 | 0383265 | Q.B7TE20 | 0577826 | 0.50] csaw_"
T} 0109703 | 0307617 | 0,107522 | 0306897 | 0.10808T | 0108470 | D111 0.1116
QRG £ | 2253805 | 2948210 | 2928430 | 2233345 | 2217881 | 2015155 | 2.946 29415
# 10720560 | 0.720254 | 0708220 | 0704363 | 0609383 0700427 | 0718 0156
T - - 0000570 - OO0TEG0 | 0000881 L 0000 00107
e - - 3067502 - 3018517 | 2000000 0 2140 30287
L - 1 - 0.805080 - 0.R00520 | QBO2036 | 0820 O&205
T 0005072 1 (03441 -0,001893 1 -0.001532 | -0,000015 | ;
z, & 1 3007817 | 3685750 3110547 | 3.104100 | 3081483
é ﬁ;SZS?ES 0.E2481% GROGIIS 1 6802270 1 [ 404034 ﬁ

Tabela 4.5: Quadro comparative dos resultados obtidos para o problema de Howarth,
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4.3 Avaliacao global dos ADF’s

Umas idéia comparativs entre o desempenho dos diversos algoritmos de 22 ordem abordados é fornecids
airaves da observacao das figuras 4.3, 4.4, 4.7 e 4.8, ilustradas na seqiencia, onde sdo suprimidoes
o8 esquemas que utibzam a continuidade de 3 niveis pelos mesmos motivos justificados: no capitulo
antenior. Estas figuras reinem as curvas das tangentes de cada um dos problemas ndo-similares obtidas
isdadamente para cada ADYT . dando énfase, no case do cilindro, ao COMPOUTLAMENTO ey torho do ponte
de velocidade externa maxima e no caso de Howarth & porcio inicial da placa, regioes onde se constata

as malores discrepincias em relagdo as solucdes “exatas™,

4.3.1 Avaliacao dos resultados obtidos para o cilindre circular sob

escoamento potencial

Para o caso do cilindro circular sob escoamento potencial os resultados dos ADT's sae comparados
aos de Terril e Schonauer, gue sdo coincidentes nos graficos. Condorme se constata. o eSYUem s als
acuradn para este problema de cilindro dircular € o B4 sendo que os esquemas derivados de Crank
& Nicholson mostram-se menos precisos. Por cutro lado, deve-se lembrar que os valores abtidos por
Schénauer , e agul tomados como “exatos”, foram obtidos 3 partr de um esquema tipico de Crark &
Nicholson através do emprego de variavels transformadas. usando malkas bastante grosseiras {guandao
comparadas as agul empregadas). A associaghn destes argumentos leva a conclusio de gue & teécnice
de transiormagao de varidvels deve merecer mals predicados do que até entio ¥ ela se atribuiy no gue
se refere 2 reducie do tempo computacional.

O comporiamento da espessora de deslotamento ¢ momenium paTa O caso do escoamentlo potencial

sio disponivels nas figuras 1.5 e 4.6 respectivamente,
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E importante citar que para o caso particular da abordagem dos problemas do cilindro ororre
uma ampliacho xos limites de estabilidade e oscilacdio, fato certamente relacionado & modificagdo das
condicdes de rontorno face & auséucia de descontinuidade na origem,

Outra quesiao interessante deve-se &o fato de alguns ADF’s ultrapassarem o ponto de separagic,
conforme se constata pela andlise da tabela 4.2. No entanto, néo cabe neste trabalhe o estuda destas
particularidades, o que pode ser objeio de estudos posteriores.

4.3.2 Avaliacao  dos  resultados obtidos para o problema de
Howarth

Fara o problema de Howarth as solugoes vsadas para comparacio (Howarth e Terrili também coin-
cigentes, 50 sao formecidas a8 partir de 7 = 0,2, regiao onde todos oz ADF's se comportam mulio
hen.

As figuras 4.7 ¢ 4.5 mostram em detalhe o comportamenio dos ADF s no que concerne aos valores
obiidos para os coeficientes de arrasto para o problema de Howarth, ao passo que as figuras 4.9 ¢ 4,10

Husiram os comportamentos das espessuras de deslocamento ¢ momentum respectivamente.
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Capitulo 5
Conclusoes, comentérios e sugestdes

Como resultado do presemie trabalho, evidencia-se a exisiéncia de esquemnas oprionals no (rate com
o3 problemas de camada Hmite em soma aos atd entio consagrados esquemas baseados no trabalho
de Crank & Nicholson. Esta opgio mostra-se ainda mais vantajosa quande aplicada aos problemas
com descontinuidade na origem onde os de Crank & Nicholsan apresentam. guase sempre’, protiemas
de estilagio. U argumento utilizado em favor do esquema de Crank & Nicholson € a simplicidade
de suz adeplagao a malkbas irregulares ac longo da direcio do escoamento priucipal, sem perda da
acuidads de segunda ordem. No emtanto, conforme se mosira no apéndice A, o esquema de 3 niveis
tansben: pode ser facilmente adaptado & esta irregularidade, mantende, da mesma forma, 2 acuidade
de segunida ordem.

D uma maneira geral. em termos de acuidade, todos os esquemas tém bos precisdo. No caso do
cilindro potencial, no entanto, evidencia-se a supremacia do esquema B4,

Quanto aos chamados esquemas hibridos. também fica claro que guando bem empregados poden
censeguir resultados multo mals acurados que os esquenuas bésicos pelo emprego de um menor tenipo
fomputacional. uma vez gue 1ém em comum faixas étimas de Fg situadas em torno de valores menores
gue alguns basicos. Para orientar este emprego. uso deve ser feito das tabelas da variacio do erro com
Fr. disponiveis no apéndice B,
menores e pos de processaments, tma vez que tals valores implicam em majores Ay's para um mesmo
A0 e, conseqiientemente, em um wdmero menor de pontos dentro da camada Hmite.

As possivels vantagens da niilizagdo de varidveis transformadas viiias ao longo 4o trabalho, suge-

"A presengs de oscilagfes resiriiz aos ADF's que aplicam a discretizacae de Crank & Nicholson & equagan

o moTiesng, SUESTE U8 RSSOCiETAG enire tals fatos.
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om0 merecimento de que se as aplique em trabalhos futuros a partir dos esquemas anys desenvolvidos.
Esta continuidade é imperativa no sentido de se “unir ¢ il ao agradavel”, pelo emprego simultinen
destz vahosa técnica das transformages de varidveis em conjunto com o potencial dos methores es.
Guenas agul apresentados.

Um outro aspecte bastante importante que merece ser ressaltade 6 o ganho proporcionade pe-
ke emprego dos perfis inicials obtidos por extrapolagdo quadrdtica. Propdemi-se ainds pare {utures
treballios, no entanto, a mvestigacko de seu comportamento nas proxinudades da separagio.

Apesar do método de solucio ponto-a-ponto envolver uma I6gica bastante simples e de COnvergis
e poucas leragdes, ele peca por SIMPIegar um maior tempo computacional devide & operagio de
radiciacao envolvida na resolucio dos sistemas de equaghes. Assim. oulro aspecto gue merege ting
Hvestigarho mais pormenorizada é a tentativa de substituicho da operacio de radiciacao pelo esquemna
nerative delineado no apéndice A. Em se conseguindo u'a major rapidez com tal artifivie deve-ze partir
pars & extrapolagdo dos perfis iniciais das colunas a frente podende ser que se suplante o métode
eoluns-a-roluna em termos de velocidade de convergéncia.

Parg finalizar, recomenda-se ainda, para trabalhos posteriores, 3 aplicacio da Huearizacio Proposta

oy apandice A,
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Apéndice A

Desenvolvimento das propostas

A.1 Linearizacgao da equacao do momentum
Seja o superescrite & o indicador do ndmero da iteragdo, de forma que:

1 . -

ully L= valor de w4y, na Bteragio atual,

¥y o = valor de v,y na Heragdo passada ¢
T N . =

iae = valor de w4 ; na fteragdo retrazads
TR s

Aplicando a mesma técnica utilizada para a extrapolagio quadrdtica do perfi] inicial {ver cap. 3.

teni-se pata o coupportamento de wyy ; a0 longo do processo iterativo:

- por discrelizaches de 1788 niveis em b

oy ks d E+Y A k-1

Fu | Suly, T AL U %
g = A1
LTSN 20k T

¢ por discretizacao central em k em se estimando, para a proxima iteracio. o valor de af:{

[N .

Hoay: ™ ﬁi-@-},; -,

e e ' et '3
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Igualando as equagbes {A.1) e (A9}, obtém-se fnalmente
by

el o, E P
Yogi10 = 3%*‘;“,;‘ - “:‘-;-1,3') Uy

valor que pode substituir a incégnita Wiy 5, linearizando & equacio do momentum.
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A.2 Discretizagao de trés niveis para malhas varidveis
em x

Sejam
Az o passo entre a coluna passada (i} e retrazada (i ~ 1};
Az 0 passo entre a coluna atual (i 4+ 1) ¢ a passada (i}, conforme ilustrado na figura Al e
F,= Qirw a relagho entre o passos.

J‘

OHx 8%,

Oy

v

gt
e
L
s

Figura A.1: Malha de passo variavel na diregio r.

Desta forma pode-se dizer que o espagamento entre a coluna atual e a retrazada vale

Az, + Ar = Ary(Fp 4+ 1) (A.4)

Desenvolvendo em séries de Tavlor, de maneira andloga ao apéndice {0 mas desconsiderando-se a

direcac normal {para simplificagaol, tem-se

2
fir = Ar)y = fiz) - fia) Ay + a2 =% + 0ladd] (.5

Ted

(i)
e

‘”‘f
o

fir= Az F+ N = fir) = fiz)AcdF, + 13+ f”{:r { A 1P 4 QA (F+170A 6

"”i



fr—y

Multiplicando-se a2 equagho {A.5) por (£, + 1 ¢ subtraindo-a da equacan (A6}, vem

o — Bz ) Fa + 17— flz - Az {Fp + 1)) =

= fla]{(Fa 4 1 = oy~ flelde,iF + 1) Az, + OlA2Y

Aplicarndo a substituicdo:

fﬂI) = Uitl,:
Hr— Azt = uy

f{i" - AZ‘-R{_ F!’z “+ 1)) = Hiwts

. Dyl
oz Ei-é-l‘j

re)

}}ﬁéfz‘*ﬁ%’ ERCYOVET DaTa O termo PEld ¢ 1ermo couverilvo em 1

Gut e 1P e w ey
dr ;ii—}} H B Ff‘sifr + 1}‘3‘{‘ -

(A8

Fara o ¢aso especilico de Fio = 1 {malba regular e 2. verifica-se, como era de se BEDOTHT. QU

ful uer,s =AU+ ey AT
e} = e = - (AT
{f?;;{wi:}' dar )

=
£

ou seiz, gue & malha constante em ¢ € um caso particalar de malha varidvel onde Ar = A,
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A.2.1 Aplicagao da malha varidvel em 7 ao esquema Hi

Aqu desenvolve-se o algoritmo de malha varidvel para o exquema H1 {visto ser este um esquema geral

que apresenia um bom compottamento além de incluir os esquemas B3 & B4

Discretizacio da equagic .o momentum

Desprezando os erros de truncamento pode-se escrever para o momentum

V' BT 4 " 2 .
(Ff + 2F g, = (F + 1P, + Uyl Widlat1 = %414,
Uiy T el g mna

(Fo 4 1)Ax 73y -
= (Tt ﬁm"}”}) T L2 2E 0y = (B + 1P0 + 1y (A.10)
£ ainda

Bt [(}ME T2 gy~ (Fu }_)215:}3' + ’Iéa'-wi,jé +
g + 11Ar .. |
“’“M“T Vigy,s {Uig1 s ™~ “Gi_\;.?l} o

(F 4+ 1A | |
= T (irrger = Qigr, + Uigy oy} +
iy [+ 2R U = (B + 190 + Uies (A11;

Fazendo Fp = %f ¢ Fgpa ;ff . Vem

P . - -, Z_. ‘{ .
LI Ot ili;n Rl 2}!&,}3}-!+1,j - {}’& - 1\; Uiyt 15:'-1,‘;'5 e
e F I prig g (v e~ tay et =
= b+ DR {tg 0 = 2015+ Wpp gt 4

%

iy WS+ 2F Wy — tF, + 170, + Uios (A

P
fout

T
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Discretizacho da eguacio da continuidade

W Paras= 1

: ~ . £l
Com gprorimacds lnear para g;
i1,

gy = B0 n (F2 4 2F Juigrg = (Fo + 15 + g4 =0 _
Ay (F. + L)Az = (A.13)

donde
B . . ’ 1 42 :
fegra = — (FY 4+ 2F 0wy - (5 + 1) iy oy 514
g1, (Fg;'?“i}f{} {. .34}
Comw aproximacde guadrdfics para gﬁ
) Fligta
Comeo, neste caso, 9 = Bl epiag
. Lmeste caso. g AL ent
T LT ey 4 : b 1 ..
. - (e + 2 gmiayy = (Fn + 1100+ tieg ALE
11 = T ; : - ' (A LTD)
H 20F, + 1V p ‘ .

2y Para 7 > 1t

F2d 0F Yy = (6, + 1 ey + wig
. {F; } ) { Pugg + iy g (A
(Fro + 1)Az

Friags — 4 Vg -1 F Tiarg-n

2Ay

donde

{ff 4 2, — (B é-l}zn@J %—u;_;di

E RTINS
i Tt e E%i -3
( 7 ) { HF.+ 1 ]

Tisl,f =

1%

JRESOLUCAO COLUNA-A-COLUKA

Teolando as varidvels 4, jo1. Y2y © Uipi,i43. 98 £Quacho (A12) obtém-se
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Uitd =1 (= (Fr+ 1= Fp vigay = FR) 4 a1y (Wa150F0 4 2520 4 (Fu + 11FR) +
g1 g4y (Frn + 1 ~Fp vy ~ Frll =
= Wins (Fa ot Dt = wers) + Ui [(F 4 250000 = (Fa+ D+ U] (a15,)

que escrita de formas conveniente ao empregoe do TIIMA
Ay Uegy gy -B; Uig1 s+ O Uipy yey = b, {A18:

fornece os coeficientes

A; = —{Fp + 1)~ Fp vigr,; ~ Fr)
By = uii {(F2 + 2F) + {Fy + 1)Fg
C = {Fy + 10 ~Fp v41, — Fai

By o= wyy ({Fo+ 1 ui, — w0 4

Uiy [(F2 42U = (Fu 4 1704 Uiy

.RESOLUCAOG PONTO-A-PONTO {equacive aropladas)

. Substituindo {A.14)ou (A28  em {A.12) {wiy3, = gy ;] oblém-se pa linha j = 1. para {1 s
. \ . S ler,

~{F + D Fa{wiy a1 ~ P + vigy oo )+

U UFE 42 Wy = (Fa = DU+ Dy = 0 (A.20

1 i
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onde F() vale 1 pare aproximagio linear e 2 para quadritica.

- Coeficientes da equacho Auf,, + By, + C =0 para j = 1

A3

A=Fl4oF,

FEt 2F g1 = uigro)

B 20Fy 4 1)Fn— (Fo4 s + 15y, ~ L4

i

o= Uiy (FE4+ 2F W — (R + 1P0 + U, ) +

, 4 {8,017 = Bisp)
H{F + 1 (uy + vy :

F{Fn + 1 Fplui1 0+ thay o)

PO
Substituindo {(A17T} em [A12) obidin-se para o termo -3;; os ceefinientes da souzcio
E ek El‘riﬂl Rt Sl

Ay~ Buiga; 4+ C = 0 para as demaic linhas (7 > 1)

A= T2+ 2R,

\ s x - 2 _ 2 -
B= ?ilrn - 1}‘}.}? '"" {Fn + 1«; gy =+ S O S g{-ﬁf + er.;}i?-"\é-i-l,:.'—':—} =Myl ?

C o= Uigg {Ff 4+ 2F ) s — (Fa + 10U + Uiq) +

{‘LE'_I,, N B SRR 3 .
+, i+3,1+1 P }.Jgi{}rr

. 2 L 4 . o
5 s F eyl (P + DDl o1 — Yigy gez) 4

—{ Fy + ViFRlviey 41 + a1 -1}

Procedimento iterativo para substituicao da

radiciagao envolvida na resolucao ponto-a-ponto

(1 métode de solugdo ponto-a-ponto, apesar de CORVEIEIT em poucas iteracdes, emprega umn maior

tempo computagional o gue se deve, por parie, & operagdo de Tadiciagao envolvida ne resolucdn dos

sistemas de eguacoes. Como proposta para faturos trabalhos visando 2 redugédo do tempo empreradn
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para a resolugio ponto-a-ponto, sugere-se seja investigada a substituicho desta operagho pela aplicacin
de wm procedimento iterativo permitido através do desenvolvimento a seguir:

Seiz

A ﬁf—ﬂ.j + B Uity t =0 [A.21
Evidenciando a inclgnita w4y,

viprldug; + B+ C =0 {4293

obtém-se finalmente

-

P (A9
Wig1,4 A Uit + R { i
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Apéndice B
Tabelas comnlementares

COMPORTAMENTO DOS ERROS COM Fi PARA Az = 0,01

FR | EATS | EIT% | EAP% | PCL
0.021 2414 12414 1 281 1336
0.05] 20,34 | 2034 | 244 | 1560
0.07 ] 1825 | 1925 | 229 | 2140
G101} 1858 | 1854 218 2492
0.12 ] 1849 | 1849 | 214 |2712
0.13 | 181G | 1816 | 210 | 2796
0.14 | 1808 | 1808 | 208 | 2896
0.15 1 1826 | 1826 | 2.08 | 2908
017 | 1947 | 1047 | 218 | 3252
0.20 | 19.43 | 1943 1 215 | 3512
030 1980 | 1080 L 230 | 4955

Tabela B.1: Comportamento dos erros com Fg - Esquema Bl
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FR EATY | EIT% | EAP% | PCL
.10 | 1757 | 1585 1 2.04 2311
0.530 | 15.21 | 1023 | 1.32 | 4676
1.OG 1383 | 0.28 1.15 6454

200 | 12.60 | 9.6 | 1.06 | 8955
300 0 1220 | 924 | 1.03 | 10897
500 11168 | 939 | 1.01 | 13901
TO0 ) 1148 | 949 | 101 | 16383
8.00 | 11.37 | 956 | 1.01 | 18515
10.00 | 11.33 | 959 | 101 | 19488
11.00 | 11.30 | 961 | 1.01 |20416
13.00 1 11.24 | 966 | 1.01 29125
15.00 | 1120 | 069 | 1.01 |23t
2600 1 1113 | 976 | 101 | 27228
50.00 | 10.99 | 992 | 1.02 | 42406

Tabela B.2: Comportamento dos erros com Fj; - Esquema B2
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FR | EAT% | EIT% | EAP% | PCL
0.02 1 21.71 | 21.71 2.42 1316
0051 1522 | 1522 ¢ 1.66 | 1783
0.07 1 1325 | 13.25 | 143 {202
.10 11.22 1 11.00 | 118 2302 !

.11 1 10.68 | 1050 112 ) 2418
.12 1 1051 1042 1.1 2523
815 9.7k 8.16 .97 | 2756
¢.16 1 9.61 §.83 .43 1 2838
4171 9.59 B.68 0.92 | 29813
G181 w72 8.70 g9z | 3006

.20 ;0 1035 | 9.22 (.83 | 3190
0.25 1 10.20 | 8.95 0.93 3524
.50 0 12,96 | 12,96 § 1.27 | 5531

Tabela B.3: Comportamento dos erros com Fp - Esquema B3
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FR | EAT% | EIT% | BAP% | PCL
0.10 | 662 | 662 | 037 | 217
0.50 | 617 | 617 | 017 | 449
0.80 | 535 | 535 | 0.08 | 5623
0.90 | 508 | 508 | 0.07 | 5904
1.00 | 480 | 480 | 0.06 | 6272
110 | 454 | 454 | 005 | 6544
1.306 0 4.08 | 402 | 0.05 | Ti04
150 | 374 | 353 | 007 | 7628
200 | 322 0 238 1 017 | 8820
230 1 306 | LYT | 016 | 048
246 | 3.03 | 157 | 017 | 9670
250 | 300 | 1.37 | 018 | 9884
960 | 208 | 118 | 019 {10086 |
270 ] 256 | 099 | 0.20 | 10274
280 | 206 | 0.80 | 0.22 110473
290 | 290 | 062 | 0.23 10676
3.00 | 3.05 | 044 | 024 110870
400 | 365 | 1.21 | 036 |12672
500 | 425 | 265 | 0.45 | 14303
1500 1192 [ 1192 1 1.35 | 98339
20,00 1 14.93 | 14.93 | 1.66 | 34794
50.00 1 29.94 | 25.94 | 270 | 73515

Tabela B.4: Comportamento dos erros com Fg - Esquema B4
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FR | EAT% | EIT% | EAPY | PCL
0.01 ] 1824 | 186 | 0.79 | 924 |
6.05] 537 | 179 | 026 | 1662
008 ( 204 | 069 | 013 [2093
6.06 ] 1.38 | 023 | 0.1 | 2130
0.10 0 072 ¢ 025 | 0.2 52234
0111 095 | 07% 0 046 933
0.15 | 3.69 | 307 | 031 | 2699 |
0.20 805 | 688 ; 064 | 36T
0.25 | 864 | 739 | 0.68 | 350
0.35 1 608 | 571 | 054 4076
0.50 ] 1149 11149 | 127 | 5333

Tabela B.5: Comportamento dos erros com Fg -

Esquema H1 - J[L =2
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FR

EAT%

EITY%

EAPG

PCL

0.005
6.007
G.009
0.010
0,050
(.D8¢
G.080
0.100
(3.110
(.150
{200
0.250
{1,350 |
{1.500
{.550
i 0.560
(.650
0,800
1.0604
1.3040

24.88
22.19

o

18.9%
19.05

o on o8 -
ot
=1

te e o)
[T S I %
ol s S 0

prund

N

e R ]

LAY S B
[ R e B B ow)

f L]
[ i)
{05

1400 | 518

7.37
3.01
072
6.07
6.19
6.87
7.05

- ¥
[
[ £l

(bR
bl 0 SRS e

[ ST B T S ]

[
Lo
[

L E R,

o o
oo da G D B2 I e

o
v

1.02
0.97
0.91
0.57
0.46
0.37
0.35
034 |
0.2
0.26 |
024 |
021 |
0.19
0.8
0.18
0.18
0.17
0.16
018

731
812
874
812
1622
1962
2060
2150
2237
2560
246006

313 |
3743

4415
4608
4656
4495
5516

ﬁ}a 5

UM

0.19 | 7236

TFabela B.6: Comportamento dos erros com Fg -

Esquema B)

- Continuidade 3 nivels
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FR | EATY% | EIT% | EAPY | PCL |
0.005 | 2482 | 743 | 096 | 756
0007 | 2181 | 326 | 038 | 839
0.009 | 1941 | 128 037 | 910
0.010 | 1836 | 0.62 | 0.72 | ¢
0.050 0.24 | 1654

=X
fame
o
o
iy
o]

G.ORG | 572 5.11 017 119u4
0.080 | 5. P 5.7 (.16 | 2088
100 ¢ 5, :

o T S
E RPNt
L
Eoald

541 [ 015 | 2184 |
0.110 g 0.14 | 2271 |
0150 | 590 | 58% | 019 9500
0.200 0 6.9 | 619 | 010 | 2937
0250 | 6.41 | 641 | 0.09 | 3237
03501 672 | 672 | ooos 37T
0500 1 7.01 | 701 | oos
0550 1 7.00 | .00 | .08
(0566 1 730 | T30 | 008
0.650 ] 895 | 721 | 0.08
L 0.800 | 1t 73601 0.08

i

i

fk3 4

e S
[ R e L ST Y
TR O

g in
[ S o
L T T M
L R S

2]
[
Wl

13
L1000 | 92, 52 1 0.00
1300 | 4] 68 | 017 | 7039
73002 7300 |

1400 | 45,

Tabela B.7: Comportamento dos erros com Fy - Esquema B5 - Continuidade Blotiner
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FR | EAT% | EIT% | EAP% | PCL
106G 1820 | 136 | 079 | 920
0.051 486 | 1.83 | 025 1853
008 146 | 0.79 | 0.13 | 2004
0091 067 | 037 1 012 | 2108
0101 129 1 007 | 012 | 2203
0110 226 | 0.5%5 | 016 | 2229
015 560 | 246 | 0.31 | 2649
0201 599 | 198 | 020 | 300
025 424 1102 | 67 3203
0.35 1 1092 | 467 | 022 |a3s7e
0.50 | 2112 | T.14 | 023 | 4969
1.00 1 4347 | 731 | 019 | 63503

Tabela B.8&: Comportamento dos erros comy Fr - Esquemna H2 - Continuidade 3 niveis

FR | EATS | EIT% | EAPW | PCL |
0.01 7 17.49 | 207 | 066 | 947
005 380 | 014 | 0.28 | 1682
0.08 1 1.86 | 071 | 032 |20%
0.09 | 178 | 104 | 034 | 2127
016 259 | 137 | 036 |29
0011 346 1 172 1 038 | 232
615 | 627 12 ] 046 | 2667
0201 659 | 258 | 0.41 | 3016
0.25 1 512 | 014 | 026 13314
0.35 | 1041 | 3.35 | 038 | 3905 |
0501 2112 0 602 | 0.1 | 5009
L1.00 | 4208 | 632 | 0.22 | 6638

Tabela B9 Comportamento dos erros com Fp - Esquemna H2 - Continuidade Blotiner
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FR | EAT% | EIT% | EAPY | PCL
0,01 : 1842 8.99 .81 314
4057 591 3.01 30§ 1640
0.08 1 3.13 2.50 .18 | 1840
0091 235 2.27 .15 1 2062
0.1 1 2.01 2.01 .13 1 2184
0111 1.83 1.74 011 2279
0.12 1.92 1.85 0.310 | 2371
G313 2.25 1.6 810 1 2451
g.14 7 279 (.85 .10 12534
0.15 1 3.44 .53 0.13 | 2615
016§ 4.06 (.21 .15 26492
017 1 4.66 0.13 (1%
0.18 1 &.22 0.47 .23
G151 5.97 0.83 .23
8.20 7 6.2» 1.18 (.26
0.25 7 8.58 3.0¢ {140 :
035] 148 7.15 (.75 | 3936
.50 | 24.28 | 14.71 1.58 1 3050
1.00 ¢ 47.35 | 17.12 1 1.8%  7a68
2007 91.25 | 6.33 LS (IS Bty

H

ey |
Gt LT
EoER

L

L3 LS B by BO
e A S TF e
et
e

Tabela B.10: Comportamento dos erros com Fy - Esquema H3 - JL = 2
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FR {EATY | EIT% | EAP% PCL |
0.005 | 2428 ¢ T.38 | 102 73]

0.007 | 2218 | 303 | 086 812

0.009 | 19.96 | 0.75 | 091 &9

0.010 | 19.04 | 005 | 087 912 |
0.050 | 869 | G611 | 045 162
0.080 | 7.33 | 675 | 036 1962
0.090 1 6.89 | 6885 | 035 2060
0100 | 695 ¢ 695 | 033 2150
0.110 | 706 | 706 | 037 2238

01201 73 | TI3 | 030 2325
0.130 0 7.9 | 718 | 628 2408
0.140 | 724 | T.24 | 028 2484
0150 1 728 | 7.28 | 028 2562
0.200 | 742 | 742 | 024 2007
0.500 | 7.63 | 754 | 016 4416
1.000 | 14.69 | 736 | 012 613
12,000 0 5857 | 694 | 030 8569 |

Tabela B.11: Componamento dos erros com F - Esquema HI - JL = 0



Apéndice C

Desenvolvimento das discretizacoes

utilizadas

As discretizagbes empregadas na construcio dos ADF's sdo obtidas pela expansio em séries de

Tavior em torne do ponto gendrico {(n.mi.

1Y DISCRETIZACAQ A MONTANTE

Jara a direcko o

T
P

; Iy - 2 N A ; 9.
fin—Anomd= finomd— Pinom)An + ffinom) % + O Aan? (0.1

donde.

" o fiemt— fin — Anom) . _
Fanmoml= = ;'3;?; -+ O (.2
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Para a diregédo m {analogamente):

finom) = fla,m} — fin.m~ Lm)
S A A?’?Z

+ OAm?

2} BISCRETIZACAO CENTRAL

-Derivada primeira em n:

7

- . . X _ CAwT Ca o
fin+ Snom)= fln.m)+ [umiAn <+ Mnoms - OlAan®

L]

—fin—=Anm)=—flunmi+ fin.mian— fMnom ___Ef_, + OlAn"]
Somando (C.4) com (T3}, tem-ze
flo+ An,m)— fin—An.m) =2 f'in,m)An + O[An7]

Y. finalmente

fin+ An mi— flan— An.m)
Z24n

Finomi=

+ OlARY

+

-Drerivess segunda em n:

(.3

(.4

(C.6)
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' . _ _ N An?
fin+Anmi= fin.mi+ fiin.miAn + in,m) --§- + @[&333} (C&
fin—An.m)= fln,m)~ fiin.miAn + Ant 3 G
: L) = iR T (n.m}An + f{n,m) 5t OjAn”] (C.9)
Somande (.8} com (8], tem-se
find Anom)+ fin— Anom) =2 f(n.m) + f"{nom) An® + O]AR7] (C.10:
L. brnalmente
. . fin+Anomy— 2 finom) + - A A
i) = 2 ff;;f” fin = 2nm) L o an?) (1)
31 DISCRETIZACAO EM TRES NIVEIS
Pars a diregao n
. 5 r ; it An? " % . .
fiv—Anmi= fin.m} - fin.miAn+ ffn,m) -4 OpAn" (Ca2
. s . " CR2ARy . _ .
—fvn=2Anmli=~flnmi+ 2 fin.mjhAn - Fin.m) 5 + (AR (C.13}

AMultiphcande (CL12) por 4 e somando o resultado a {.13), obtém-se



174
flve—=Dnom) = fn = 2An,m) = 3 fin.m) ~ 2 f'{n.m) An + OfAr] (¢4

E. hnalmente

3fnm)~4fln—Anm)+ fin - 2An.m}

filn.m) = 7 A

+ OlAn®] (C.15

Para a direcao m (analogamente:

Flin.m) = Ifin.mi—4f(n,m—~Am) + fln.m — 2 Ami)
) ; 2Am

+ Olam?] (C.16;

11 DISCRETIZACQAO DE CRANK & NICHOLSON

0 metodo idealizado por Crank & Nicholson, que sé se aplica s derivadas PrIMEiras, consiste

1o emprego de discretizacio central emn torno de {re + %-’i_, m)oou (n,m 4 &5

Para a direcéo n:

Jin.mj=f (?’3 - %m) + 7 (?}‘ — ;‘%}_n.?n,k) :_3;_” .

Ar {An/2) Any® -
+f ('rg e _;.fm} mf_}_ + O [(m}i) J LT
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~fin—Anm)= ~f (n*éﬁ m) + f (n - -z}fwm) A +

o
Ann?
(T) (C.18)

. 7332
(- A ) Bn2E g

2 2

il

Somando {C.17) com {C.18), tem-se

finmy— fin— An m) = ff(am -{1—1 m) An+ O [(Aﬂ> } (C.18)

¢ finalmente

f (?? e m) = : ;3‘.73

Ar N finom) — fin ~ An.m) Anye
L0 ( ) (C.203

Pare a direcdo m tem-se, por analogia:

. R . . ; 2
) _ fin,m] if:;m A7) Lo [(3’”) } (C.21)



Apéndice D

Programas computacionais em

FORTRAN

D.1 Comentdries de ordem geral a respeito dos progra-

mas

O objetivo deste apéndice é elucidar as eventuais dividas surgidas da leitura dos programas
e anexo, de forma a orientar sua aplicacdo ou as modificacdes necessarias ao tratamento de
cutros problemas.

1} Os programas foram elaborados em linguagem FORTRAN com dupla precisio sendo que
as versbes de simples precisao {orneceram resultados que diferem na 42 casa decimal para os
valores dos erros porcentuais.

2} O programa Tc:al.for esta apto a resclver o problema de Howarth para qualquer valor de
coeficiente angular (&} da distribuicdo da corrente livre, e logicamente, seus casos particulares
come o problema de Blasius onde € feito b; = 0. Outre problema contemplado neste programas
£ ¢ escoEmento € torne de um corpo oiifndrico circular submetido ao excoamento real ou
potencial. As unicas & oragdes necessérias para tal, se concentram nas condiches de conlorno.

31 Para reduzir o armazenamento de dados, utiliza-se o tratamento vetorial (monoindexacio)
para of valores das varidvels v e v envolvidas na resolucho de rada coluna. Conforme fof
comentado. 1510 ¢ possibilitado pela caracteristica parabolica da rquavio do momentum. Assin.

[N
& medida gue a solugdo avanga no sentido do escoamento. os valores das variaveis nio utilizéveis
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830 substituidos por novos valores. Para isto a seguinte equivaléncia ¢ aplicada:
vpy = U 0 v = Y
w, = UA; 1wy = VA4
v, = A4, vioys = VAA,
4) Comentérios a respeito do controle do crescimento da camada limite (NCL) sao PIOpor-

cionados 1o final do capitulo 3.
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D.2 Programa TOTAL.FOR

Programa com reselugéo coluna-a-colune, contemplando todos os esquemas, podendo ser apli-

cadve & solugao de fodes os problemas. A solugdo exata para o problema de Blasius fambém

estd inchnda,

L IS TR & T & T T T T T o

A

i

L EL S E I ST IS I TT L T TP

PROGRAMA DA CAMADA LIMITE EIDRODINAMICA * TOTAL .FOR-04/09/91 =

FROBLEMAS : Todos ook ok o o o o ok ok K R ok

NORMALIZACAD : Convencional

DISCRETIZACAD: Todas
RESDLUCAD : Coluna-a-coluna

IMPLICIT REAL#8{4-H,0-Z)
DIMENSION UAA(0:5000) ,UA(0:5000),U{0:5000) ,UV{0:5000),
!YA(Q:SGQOD,V(O:5OOCBO},é(G:SDOG},B(G:SOOO),C{G:SOQO),D(%:SOQQ}

ARQUIVOS DE SAIDR PARA A5 TANGENTES (KUM. e R-K)

WRITE(#,’(//,£)’)’ QUER ABRIR ARGQUIVDS PARA AS TANGENTES 7
. {SIM = {/RAD = 2)...7

READC# % )MT

IF{¥T.EQ.2) GDTO 1

OPEN{13 ,FILE="TTK.DAT’ ,STATUS="UNKHOWR
GPER(14,FILE="TTR.DAT*,STATUS="UNKNOWE ")

ARJUIVOS DE SAIDA PARE DS PERFIS DE VELDCIDADE U(Y) (RUM.)

VRITE(*, 7 (/,4) 7}’ QUER ABRIR ARQUIVOS PARA A4S VELOCIDADES 7%
. (SIM = 1/R&D = 23...7°
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READ (%, ) KV
IF(MV.EQ.2) THEN

TESP=1

GOTO 2

ENDIF

OPER{1E FILE='TVN1.DAT ,STATUS= ' UNKNOWN )
OPEN(16,FILE=!TUN2.DAT’ ,STATUS= URKNOWN )
OPEN(17 ,FILE='TVN3 . DAT’ ,STATUS= ' UKKNOWN ')
OPEN{18 ,FILE="TVN4 DAT’ ,STATUS='UNKNDWN ')
OPEN(1®,FILE="TVNE DAT’ ,STATUS=*UNKNOWN )

ARQUIVDS DE SAIDA PARA OS PERFIS DE VELOCIDADE 2I (B-K)

OPEN(21,FILE="TVRL DAT’ ,STATUS='UNKNOWN*)
OPEN{22,FILE='TVR2 .DAT’ ,STATUS=’ UNKNOWN )
OPER{23 ,FILE="TVR3 .DAT’ ,STATUS=’ UNKNOWK’)
OPER{24 ,FILE='TVR4 .DAT’ ,STATUS='UNKROWN )
OPEN(25,FILE='TVR5.DAT® ,STATUS="UNKNOWK )

ARQUIVDS DE SAIDA PARE A SOLUCAD NUMERICA DA EQUACAD DE BLABIUS

OPEN(28,FILE="TBUL . DAT/ ,STATUS="URKNOWN )
OPEN{Z29,FILE="TBN2 DAT’ ,STATUS= 'UNKNOWK )
OPEN(30,FILE='TBNZ.DAT’ ,STATUS=UNKNOWN )
DPEN(3Y,FILE='TBN4 . DAT’ ,STATUS=*UNKROWN’)
OPEN{32,FILE="TBNS.DAT’ ,STATUS= > UNKKOWH ")

ARQUIVO DE SAIDA FPARA A SOLUCA0 EXATA DA EQUACAD DE BLASIUS

DPEN(33,FILE="TBEX .DAT’,STATUS= ' UNKNDWN )

ABERTURA DD ARQUIVO DE SAIDA PARA 0OS ERROS ENTRE TAKGENTES
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2 WRITE{»,’{/,4)’)’ QUER ABRIR ARQUIVD PARA OS ERROS 7 ... {SIK =
# 1/NAD = 2).. .7

READ{*,+)NE
IF{ME.EQ.2) GDTD 3
GPEE{?ﬁ,FILE=’TERT.DﬂT’,STATUSt*UNKHO%N’)

ABERTURA DO ARQUIVO DE SAIDA PARL 08 ERROS ENTRE PERFIS

OPEN(34,FILE=’TERV .DAT’ ,STATUS=UNENOWN ')
ABERTURA DO ARQUIVD DE SAIDA PARA U NUMERD DE ITERACOES

3 WRITE(¥,’(/,k}’}’ QUER ABRIR ARQUIVO PARA O NUMERD DE ITERACOES
#7,  (8IM = 1/NAQ = 2)...%°
READ{# ,#3NMI
IF(MI.EQ.2) GOTO 4
OPEN(27 ,FILE="TIT.DAT®,STATUS='UNKNOWK )

ABERTURA DO ARQUIVO DE SAIDA P/ A ESF. DE DESLDC. E MOMENTUM

4 OPEN(35,FILE="TEDM.DAT’ ,STATUS= ' UNKNOWN:)
CCCCCCCCCCCCCCCoCCToce
C ENTRADA DE DADDS €

CCCCCCCCCCCCOCCCCloCice

WRITE(*,*(//,28X,4)° ' -EKTRADA DE DADUS-’
WRITE(®,* (28X ,4)7 )" swevdsksdkkddkokkmnk?

ESCOLHA DO PROBLEMA

WRITE(*,* {//,BX,A) )} BLASIUS = 1, HOWARTHE = 2, CILINDRO CIRCULAR
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3

3

e 3077

READ(* ,%)1P

ESCOLHA DA DISTRIEUICAD NA CORRENTE LIVRE PARA 0 CILINDRC

IF{IP.EQ.3) THEN

WRITE(*,’(//,B%,AY?) TEQRIA POTENCIAL = 1, EXPERIMENTAL (HIEMENZ

1y = 2 7 ¢
READ{» *»} ICL

VALORES DAS CONSTANTES

i%}

DA DISTRIBUICAD DE HIEMENZ

1F (ICL.EQ.2) THEXN

GOTO 4%
ERDIF

ESCOLHA DO VALGR DE b0

IF (IP.EGQ.1) THEN

BG = 000G
GOTG 42
ERDIF

WRITE(x, > (//,5X,A)°) " QUAL
READ{*,%}B0

ALFA = 3. 1657D-2

BETA = 1.4383D-6

GAME = 7.62470~11
ENDIF

PARA U PROBLEMA DE HOWARTH

{# VALOR DE v0 7

ESCOLHA DU ESQUEMA PARA 0 HOMENTUM

42 WRITE(»,*(//,BX L)'} ESQUEMA | =

PANE-NICHOLSBOE = 3 77

¢, JALURIA = 1, ESQUEMA 2 = 2, CR
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READ(* »)10

ESCOLHS DO ESQUEMA P/ & CONTINUIDADE ND CASO DE ESH.2 OU C-X

IF {I0.GT.1) THEW
WRITE(*,’{//,6X,A) ) CONTINUIDADE ESQUEMA 2 = 2
! ,CONTINUIDADE CRANK-NICHOLSON = 3 7 7
READ{s *)IC
WRITE(*,x)IC
IF (IC.EQ.3) THEN
WRITE(*,’{//,5%,A)') 'CONTINUIDADE C-N BLOTNER =
'1,CONTINVIDADE C-§ 3 NIVEIS = 2 7 7
READ(*,*}ICC
WRITE(*,»}ICC
ENDIF
ENDIF
WRITE(*,"(//,5%,A,110)7) ENTRE COM 0 NI INICIAL (0S SEGUINTES TE
TRAD SEUS VALORES DOBRADOS 1)
READ(»,%) KII
IF {IP.NE.1) THEN
KILIM=NII
GOTO 43
ENDIF
WRITE(x,’ (//,BX 4,110} ) ’ENTRE COM 0 NI FINAL °
READ(*,*) NILIHM
WRITE(*,’(/,A)’)’ QUER MANTER A PROPURCAD DA MALHA 7 ... (SIM =1/
*NAD = 2)...77
READ{# ,#)M¥
IF (MM.EGQ.2Y GDTD 43
WRITE(*,’{/,4)?)’ QUER MEDIR 0 FRRD SEMPRE N0OS MESMOS PONTDL DA
'WALHA MAIS GROSSA {(SIM =1/NAQ = 2)...7°
READ (%, *3MP

43 IF (MV._EQ.2) THEK



IESP=1
GOTC 45
ENDIF
WRITE(*,’{/,A))" QUAL 0 ESPACAMENTD ENTRE PERFIS » °
READ (%, %) TESP

48 WRITE(*," (//.8) ') FR?

48

READ(* %) FR

IF (I10.LT.2) GOTD 48

WRITE(*,’ (//,5%,A,7,5%,A,7,5%,4,/,55, 0"

t'ESCOLHA DO VALOR DE IL:*,

FPIL = O > APROX. QUADR. P/ dv/dy EM J=1 EM TODAS AS COLUNAS,
f!IL = NI > APROX. LIKEAR P/ dv/dy EM J=1 EM TODAS AS COLUNAS',
L*0<IL<NI > APROX. LINEAR ATE A COLUNA IL + QUADR. APOS IL (HIRR)’
WRITE(*,? (/,BX,A)7)?IL = ¢

READ(*,*)IL

ILT=0

IF (IL.EQ.NII) ILT=1

GRAU DE TOLERANCIA PARA O FINAL DA CAMADA LIMITE

EPS=1.D-7

LESP=IEEP

KI=NII

KP=0

K3EP=0

IDIF=0.D0D0

GOTO 10

KP=2

BI=2%N1

IF (ILT.EQ.1) IL=NI

IF (MM.EQ.1) THEN
DX=1.0L00/N1
DY=DX/FD
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FR=DX/DY/DY
ELSE

GOTO 16
EXDIF

CALCULD DA MALHA

10 IF {IP.EQ.3) THEW

15

DX¥=180.DO0/NI

IF (ICL.EQ.1) DX=DX*2 .DO0*DASIN(1.DC0)/180.D0C

ELSE
DX=1.D0O0/NI

ERDIF
DY=DSGRT(DX/FR)
FD=DX/DY
L¥E=NI/NII
IPONTO=LME
WRITE(x,*{//,4)"})"’ DX
WRITE(*,*} DX,DY

INICIALIZACAD DE VARIAVEIS

PI=2.DOO*DASIN(1.DOC)
IF {MV.HE.1)} LE3P=}
INTEGI=0
SOMAD=0 . DOO
SOMAZ=0.D00
5T=0.D00

KOM=0

KODER=0

MAX=0 D00

DMAX=0. D00
SYEX=0.D00

by~
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8E2=0.D00
SE3=0.D00
DRAGNM=0.D0O
DRAGEX=0.D00

GRAU DE CONVERGENCIA PARA AS DIFERENCAS ENTRE OS PERFIS
DAS DUAS ULTIMAS ITERACOES

EPSIT=1.D-5/NI

IF {KP.EQ.2) GOTO 20

WRITE(*,*(//,4)7)’ QUER QUE IMPRIMA 0S PARCIAIS {SIM = 1/NAD = 2

*)... 7!

READ(*,*)KPARC

WRITE(»,’(//,4)°}’ QUER QUE IMPRIMA 0S FIRAIS (SIM = 1/RaD = 2).

#,,

BEAD{*,*)KODE

IF(KODE.EG.2) GOTD 20

WRITE(*,’ (//,37%,8)7) 'RESULTADOS

WRITE(®, 7 (37X, 80 1) "wnksnushnn’
20 ECL=1

VALORES DE U NO INFINITO PARA AS CONDICDES IRICIALS

IF {(IP.EQ.3) THEN
IF (ICL.EQ.1) THEN
UINF=2.D00*DSIE(DX)
ELSE
GINF=ALFA*DX*BETﬁ*BX*DX*DX—G&&&*DX*DX*QK*DX*DX
ENDIF
UAIRF=0.D00
UALIEF=~UIKF
ELZE
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CINF=1.D00-RO*DY

UAINF=1.D00
UAATIRF=1. D00
ENDIF

CONDICOES DE CONTORKD EM V=0 ({KAD DESLIZAM. + I¥PERMEABILIDADE)
U{0)=0.D00
v{0)=0.D00
VA{0)Y=0.D00
VALOR ADOTADC PARA A DESCONTINUIDADE PARA U MOMENTUM ESQ. C-X
UA{OI=UAINF
CONDICOES DE CONTORND FM X=0
B0 B0 J=1,NCL
VA {3 )=UAINF

VA(J)=0.D00

PERFIL DE VELOCIDADES N& CORRENTE LIVRE (X=-DY DU I=-1) PARA 03
PROBLEMAS DE BLASIUS E DE HOWARTE

IF (IP.LE.2} UAA(2)=1.D0C
CHUTE INICIAL PARA A& PRIMEIRA COLUKZ

U{I)=UINF
S0 CONTINUE

INICIO DAS COLUNAS



B0 300 I=1,NI
EDIF=0.D00D

DMIF=D D00

ED=0 . DOG

EM=0.D00

IF (I.GT.1) UA(0)=0.D0O

0l otk o Lot o o Witk o L Wt ot wih ot SRtk o ik ol ok o X OE L WL Y o o o Bt 0 Lt Rt o T o o otk of o8 ol ot o ut e aF af St AL MLt et ot et et

o) 80 IF (XSEP.NE.0) THEN

o La=¥

c DE=DX/2 .D00

- X=X+ (- 1)+ +KSEP*DY,
Fh=DX/DY

< FR=FD/DY

c WRITE(*,#)IT, X, KSEP

o IT=0

- IF (KSEP.EQ.1) THEXW

o GOTO 8%

o ELSE

£ GOTG B3

< ERDIF

¢ ELSE
IT=0

ot ENDIF

Fufalof ot ol ol o ol 4wt 08 0F 0 o 8 ik 0 00 4ok 490 0% 48 4 0L 0 S L S L L L 0K S - 4 ol o 0 1 ok o 408 0% o] o e o ol A oot Lk Lt

X=T%DX

IF (IP.EQ.3) XC=X=1/PL

CALCULD DOS VALDRES DE UINF, DUDX E UL

[ S A

83 IF(1.EQ.1) GOTO 86
IF {(I0.EQ.1).0R.{(IG.EQ.2)) UVAAINF=UAINF
UAINF=UIRF

&% IF {IP.EQ.3) THEXN
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IF (ICL.EQ.1) THEW
UINF=2,DOO*DSIN(X)

ELSE
UINF=ALFA*X-BETA*X*X*X-GAMA*X#Xa X4 Y 2]
ENDIF
ELSE
UINF=1.D00-BO*Y
ENDIF

86 IF ({I0.EQ.1).0R.(I0.ED.2}) THEN
UDU=UINF*(3.DO0*UINF-4 . DOO*UAINF+
: UAAINF)
ELSE
IF (I0.EQ.3) THEN
UDU=UINF*UIKF-

UAINF*UAINF
ELSE
UDU=UINF* (UINF-
! UAINF)
ENDIF
ENDIF
K5=LESP-I
GOTO 121

IMPRESEAD DOS RESULTADOS PARCIAIS

130 ¥F (KPARC.EQ.2) GDTO 1205

WRITE (%, °{/ 8,79} 3 o e o e S ok o o A o o ok K 3K e ok o ok ok ok ok ok o o o e

Pk ok ok kol Rk % Rk Rk Rk ko o

WRITE (*,°(/,35%,4)°)'0(1)"

WRITE (%,2000) (U{J),J=0,K)

WRITE (»,’(/,38X,4,2%,4,1X,F5.3) ) *V(J)*, ’PARA FD=',FD
WRITE (#,2000) (V{J1),J=0,K)

WRITE (%,7(/,3BX,8) )1 UA ()’
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WRITE (*,2000) (UA{J),}=0.KX)
WRITE (%, (/,35X,8) Y VaLD)~
WRITE (*,2000) (VA(J),J=0,K)
WRITE (*,°(/,38%,8) 3 7UAA(T)"
WRITE (%,2000) {UAA(D),J=0.K)
12085 IT=IT+1
NCL=K
I¥ (IT.GE.1500) GOTD 340

CCCCC{CCCCCCCCCCCCﬁCC£CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCﬁCCQCCC
¢ IF (IT.GE.1500) THEN

KSEP=1

CALL PERFIN (NCL ,KODER,UV,U,UA,UAA.V,VA)
GOTO 80

M

1

ENDIF

CCCCCQCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC&CCCCCCCQCCCCCCCCCCCﬁCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC

£

€

ATUALIZACED DO PERFIL EM I=-1 PARA 0 CASO DO CILINDRD CIRCULAR

[

121 IF ((IP.EQ.3).AND.(I.EQ.1)) THEW
DO 1210 J=1,NCL
UAA(T)=-U ()

1210 CONTINUE
ENDIF

IF {I0.LE. 1)

'THEN
o
c CALCULD DUS NOVOS V’S PARA ESQUEMA 1 E JALURIA (CONTINUIDADE)
C

DD 122 J=1,NCL

¢

3

{ ESQUEML 1 E JALURIA D
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IRYE

V(B =V{I-13+{0ALI-U(I) /FD
CONTINUE

CBTENCAD DOS COEFICIENTES PARA ESQUEMA 1 E JALURIA {TDM4)

DO 123 J=1,NCL
IF (I0.EQ.1) THEN

{ JALURIA )
AL{Iy==V(JI)*FD~2 DOO#FR
B{ND=3.D00*U(J)+4 . DOO*FR
C{Iy=V{I)*FD~2 . DOO*FR
B{I=U{I)*(4.DO0*UA{J)~UAA(J))+UDU
ELSE
{ ESQUEMA 1 )
A{T}=-V{JI3*FD/2 .DOO-FR
B{Jy=U(J)+2 .DOO*FR
C{I)=V{J)*FD/2.D0O0-FR
DI =U{Iy*UA{ I I+UDU
ERNDIF
CONTINUE

D{RCL)=D{NCL) ~C{RCL)*UINF

CALCULD DOS BOVOS V'S P/ ESG.2 E CRANK-KICHOLSON (CONTINUIDADED

ELEE

tEEY APROXIMACAQ QUADRATICAE “IMEDIATAMENTEY JUNTD A PLACA:



o)

[ I

[ T S o | [ S B [T 45 T !

i3

1

&

i8]

SE I FOR MAIOR QUE IL (LONGE DA BORDA DE ATAQUE) USD 2Q ORDEM;
IF (IC.EQ.2) THEX
{ CONTINUIDADE ESQUEMA 2 )

V(E)W(é.DOO*SA(1}—3‘D$O*U{1}-UAA(1)}/(4,DDO*FD}
ELSE

( CONTINUIDADE CRANK-NICHOLSON ESG. 2 NIVEIS B ESQ. BLOTTKER )

V{O=(UA(D) -0 /FD-VA(D)
ENDIF

SE I FOR MENOR QU IGUAL A IL (MUITO PROX. A BORDA) USD 10 ORDEM
IF (I.LE.IL) THEN
{ ESQUEMA 2 )
V{1)=V{13*2.D00
{ CRANK-NICHOLSOR

IF {IC.EQ.3) V{1)=V{1)+Va (D)
ENDIF

ST 3 FE MATOR QUE 1...

B 130 J=2,KCL
IF {(IC.EQ.2) THEKR

{ ESOUREMAE 2 )
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C
V{1)=(4.D00¥V{J-1)~V(J-2)+(4 . DOO*UALI) -3 .DOO*U( )
! ~UAA(I})/FD) /3,000
ELSE
{ CRANK-NICHOLSON )
IF (ICC.EG.2) THEN
VI =(4.D00* ({UA(T)~U{D) ) /FD+V(I-1)+VA(I-1))
! ~V{J-2)-3.D00*VA(T)-VA(J-2))/3.D00
ELSE
V{D=(UA-U(IDA0A(0-1)-U{I- 1)) /FD+VII-1)+
' VA(I-1)-V&{J)
ERDIF
ENDIF
138 CONTINUE
c
” OBTERCAD DOS COEFICIENTES P/ ESQUEMA 2 E CRANK-NICHOLSON (TDEA)
"

DD 140 J=1,NCL
IF (ID.EQ.2) THEN

{ ESQUEMR 2 )

FR2=FR*Z DGO

A{J)=-V{I)*FD~FR2

B(J)=3.DO0*U(J})+4 . DOUXFR

C{I3=V{J)*FD-FR2

D{Iy=U(I3 (4. D00*UA(I)~UAL(J) J+UDY
ELSE

{ CRANK-NICHOLSON )

Ty £ 01
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FSaV=FD/4 . DO0* (V{I)+VA{I))
A{J}=-FR-FS4V
B{J)=2 DOO*FR+U(J)+UA{T)
C{I1}=~FR+FS4Vy
D(J}=§A(3)*(U(J}+UA(J)}+FR*(§&(J+1)~2‘DDO*UA(J}+
¢ UA(I-133~FS4V» (BA(J+1)-UA{J-1))+UDU
ENDIF
$40 CONTINUE
D{NCL)=D{NCL)-C(NCL)*UINF

0 RESTANTE DO PROGRAMA E COMUM & TODOS 0S5 ESQUEMAS ..
ENDIF
REGISTRO DO PERFIL DA IT. ANTERIOR P/ FUTURA COMPARACAD

IF (IT.EQ.0) GUTO 150
DO 145 L=1,KNCL
uv(L)=u(L)

145 CONTINUE

RESCOLUCAD DA MATRIZ TRIDIAGDNAL (SUBROT. TDMA)
180 CALL TDMA(4,B,C,D.KCL,1)
AVERIGUACAD DA ESPESSURA DA CAMADE LIMITE

DER=UINF~U{NCL)

IF (DER.GT.EPS) THEN
K=NCL+1
UAL (E)=UALINF
Uk (KI=UAINF
U{K)=UIKRF
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E AINDA PARA D ESQUEMA DE C~N APLICAVEL AD MOMENTUM

UA(K+1)=UAINF
GOTO 120
ENDIF

VERIFICACAQ DA CONVERGENCIA ENTRE A4S 2 ULTIMAS ITERACOES

IF (IT.EQ.D) GOTD 120

B0 270 J=1,RCL~-1
DIF=DABS(U(I-UV{I))

IF (DIF.GT.EPSIT) GOTD 120
CONTINUE

CALCULO DA TANGENTE (du/dy;y=0) “ DE ORDEM 2

T={8.D00+U(1)~U(23+2.DO0*UDU/FR) /(6. D0O0*DY)
CALCULO DA ESPESSURE DE DESLUCAMENTD (ED)

IF {({IP.EQ.3) .4ND.(1.EQ.1)) UA{0)=0.D00

Do 277 ID=1,KCL

UM={U{JID~1)+0ID)) /2. 000

EDIF=UINF-UM

ED=ED+EDIF

CALCULD DA ESPESSURA DO MOMENTUM (EM)

EMIF=UMsEDIF
EM=EM+EMIF

;7 COKTIKUE

ED=ED*DY/UINF
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EM=EM*DY/UINF/UINF

C
REGISTRUO DAS ESPESSURAS {(DESL. E MOM.) NO ARQUIVD DE SAID2
<
WRITE(35, (FE.3,2%,2(F11.8,2X)) ") X,ED,E¥
c
z SDMATORIA D& FORCA DE ARRASTE NUMERICA
£

DRAGNM=DRAGNM+T

COCCCUCUOCCUCCCCOL OO C OO OO CLCCOOCC OO OO OO OO COLCCCougoeonocoonce

C

C CALCULO DA DERIVADA DA TANGENTE {(dT7/4X)

C

c IF {({IP.EQ.2).AND.(KODER.NE.1)) THEN

C IF (I.EQ.1) GOTD 278

c DTOX={T-TA)Y/DX

c IF (I.GT.2) THER

c DIFDT=DTDXA-DTDX
. IF {DIFDT.GE.0.D0OO) KODER=1
c ENDIF

¢ 278 Ta=T

c IF {I.GT.1) DTDXA=DTDX

< ERDIF

¢ IF ((I.EQ.1).0R.{(I.EQ.NI}} GOTD 280

c IF (KS.NE.() GOTO 288

fof oo ot ot ok w oF 64 90 ] S8 ST 0TI A S8 G S0 00t 08 5100 HEDE ) N L A AT AL L OO S-S0 AE A O - L LA L O S AL 0 0 A o 0 L el i
C
¢ REGISTRD DA TANGERTE WUKERICA KO ARQUIVD DE S&IDA
»
280 XP=REAL(I}
IF{¥T.EQ.2) GUTD 281
IF ({I.EQ.1).AND.{IP EQ.2)) WRITE{13,*} 0.D00,0.D0O
IF (IP.EQ.3) THER
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WRITE (13,#) XC,T
ELSE
WRITE (13,%) X,T
ENDIF
281 IF (IESP.EQ.1) GOTD 282
IF (I.EQ.1) GOTD 283
287 LESP=LESP+IESP

IMPRESSAD DO PERFIL KUMERICO DE VELOCIDADES KA TELA

[

283 IF {KODE.EQ.2) GOTO 284
WRITE (%, 7 (F,8)7)7  sesmdbmirbfsskkioni f s ok dko bk ko okn ¥ 63 8 dok dokof ik
oo ok o kR o ok o o o ok o ok b ok R R e e R 2
284 IF (KSEP.KE.0) GUTD 288
WRITE (*,1000) I,NI
IF(XODE.EQ.2) GUTO 285
WRITE (*,?(27X,4,/)?) PERFIL NUMERICO DE VELDCIDADES’
WRITE (*,2000) (U(J),J=1,KCL)
WRITE (#,7(/.35X,4)°)"V(J)’
WRITE (*,2000) (V(J},J=0,K)
WRITE (¥,7(/,35X,4)° ) Ua(I)’
WRITE (*,2000) {(UA(J}),I=0,K}

[ ]

I¥PRESSAD DA TANGENTE NUMERICA KA TELA

£

288 IF {KODE.KE.1) GOTO 2855
WRITE(*,’ (/,3%X,4,F13.6) ') *TARGEKTE KNUMERICA =77

2652 IF {IP.ER.2) WRITE(*,?{20X,A,F10.5,/3*) 'DTDX =’ ,DTDX
L CCECCECECECCtCrCeTtiCiCiltCCriCeleitCCCttttiCtliCtCCCCCTCCETTCCTaes
< WRITE{*,*)IT
IF {T.LT.0.DOG) THEN
o KSEP=1
I CHLL PERFIN (NCL,KODER,UV,U,UA,URA V,VA)

P
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GOTD &0
ENDIF
IF (KSEP.KE.0) THEN
XDIF=DABS(X-XA)
IF (T.LE.EPS) GOTD 320
KSEP=2
ERDIF
QCCCC{:CCCC&CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC&CCCCCCC%ZCCCCCCCCC{:CCC{:CCCCCCCCC{:
o

LA SR & SR & ST & T & SR &

C REGISTRO DOS 5 PERFIS NUMERICOS DE VELDC. (0%,25%.50%,76%, 100%)
e NOS ARQUIVOS DE SAIDA.
<

2855 KOM=KOM+1
IF{MV.EQ.2) GOTO 287
DO 286 J=0,NCL
Y=DY*]
ETA=Y/DSQRT(X)

IF {KOM.EQ.1) THEK
WRITE(15,%)0(J),Y
WRITE(28,*)ETA,U(J)
GOTO 286

EXDIF

IF {KOM.E(.2) THEN
WRITE(16,*)U{J),Y
WRITE(28,*}ETA,U(J)
GOTD 286

ERDIF

IF {(KO¥.EQ.3) THEX
WRITE(17,»=3U{1}),Y
WRITE(3C,*)ETA,U(1)
GOTH 286

EXDIF

IF (KOM.EG.4) THER



PO
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WRITE(18,#0U(J),¥Y
WRITE(31,*)ETA,UCD)
GUTC 286
ENDIF
I¥ (KOM.EQ.S)THER
WRITE(18,%)U{3),Y
WRITE(32,*)ETA U(J)
ENDIF

288 CORTINUE

[

FORMATACAD

L B

]

500 FORMAT{//,30X, 'DRAC NUMERICO = ’,Fi11.6)

600 FORMAT(/,30X,'DRAG EXATO = ’,F11.8)

700 FORMAT(//,15X,’DX =’ ,F9.6,/,15X, 'ERRC MAXIMD DA TANGENTE = *,F9
*.5,2X%, 'N& COLUNA °,15,7,15%, ’ERRQ ACUMULADD DA TANGERTE =
*F9.6,/,15%, ERRD INTEGRAL DA TANGENTE = ',F9.6,/,15X, ’ERRD MEDID
* ENTRE PERFIS = °,F9.6,/,15X, ERRD MEDID REL. ENTRE PERFIS = !,
* F2.6,/,15%, "ERRD MAXIMOD ENTRE PERFIS = * ,F9.6,/)

750 FORMAT(//,15%,’L0G.DX = ’,F9.5,/,15X, LOG.ERRD MAXIMO = ° ,F8.5,
*/,15X, LOG.ERRO TIFD 1 = * F$.§5,/,15X,’LDG.ERRD TIPO 2 = ’,F%.
*5)

1000 FORMAT(28X,'C O L UK & # *,I7,’ DE *,17,/)
2000 FORMAT(7(2¥,F8.6))

RESOLUCAD POR RUNGE-KUTTA

£

287 IK=NCL-:
IF ({IP.GT.1).08. ({MP.EQ.1) .AND.(IPONTD.KE.I))) GOTO 288
CALL RUNGE (MT,¥V,IK,DY,X,KOM,KODE,XP,TR,U,S0OMAD,DMAX ,LME,
VINTEGY, SOMAZ MP)

3

C SOMATORIS DA FUORCA DE ABRASTE EXATA
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DRAGEX=DRAGEX4TR

PROXIMA COLUNA & VERIFICAR 0O ERRD

IPONTD=I+LME

CALCULD DOS EBRROS LOCAIS E SOMATORIAS DAS TANGENTES

EREL=T-TR
AEREL=DABS{EREL)
SVEX=SVEX+TR
SEZ=SE2+AERFL
SE3=EE3+EREL

OBTENCAD DO ERRO MAXIMO RELATIVO DAS TANGENTES
YMAXN=AEREL/TR
IF (XMAXN .GT.XMAX} THEK
AMAX=XMAXN
LOCAL=I
ENDIF

REGISTRO DO NUMERO DE ITERACOES DA COLUKA

IF (MI.EQ.2) GDTQ 288
WRITE(27,%)1,1I7

EXTRAPOLACAD DE 2@ ORDEM PARA O PERFIL INICIAL DA PROXIMA
COLURA (UTILIZANDOD © VETOR UV)

288 CALL PERFIN (NCL,XODER,UV,U,U4,UAL V,VA)
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360

305

200

CONTINUE
CALCULD DOS ERRODS MEDIOS
IF {IP.GT.1) GOTOD 310
WRITE(*,’(////,10X,4,15,//) ") PONTOS DENTRO DA C. LIM =7 INTEGJ
SUMADZ=SDMAD/SUMAZ
SOMADI=SOMAD/INTEG]

XMERRO2=5E2/SVEX*100.D00
XMERRO3=DABS{SE3) /SVEX*100.D0OC

REGISTRO POS ERROS DAS TANGENTES E DOS PERFIS K& TEL:

FHAX=XMAX#100.D0OC
WRITE(*,700)DX, XMAX ,LOCAL , XMERRQZ , XMERRO3, SOMAD1 , SOMADY , DMAX

REGISTRO DOS ERROS DAS TANGENTES NO ARQUIVO DE SAIDA
WRITE(26,° (4{2X,F10.5)) DX, XMERRO2 , XMERRDS, XMAY

REGISTRO DOS ERROS ENTRE PERFIS MO ARQUIVD DE SAIDZ
WRITE(34, 7 (4{2X ,F10.5))’)DX,SOMADL ,SOMAD2 ,DMAX

IMPRESSAD DA FORCA DE ARRASTD NUMERICA E EXATA NA TELA

WRITE(*,500) DRAGKM
WRITE(* ,600)DRAGEX

FECHAMENTO DOS ARQUIVDS DE SAIDA DE DADODS

IF (NI LT.NILIM) GDT0 5



¢ 320 IF (KSEP.NE.0) THEN
S WRITE(*,°(A)’)’ ACABOU titty¢
C WRITE {*,*) XP,T
< ENDIF
czccccccccccccccccCcaccccccccccccccccccnccccccccccccccccccccccccccsccccc
340 IF (MT.EQ.2) GOTD 350
ERDFILE UNIT=13
ENDFILE UNIT=14
350 IF (MV.EQ.2) GOTO 360
ERDFILE UNIT=i%E
ERDFILE UNIT=16
ENDFILE UNIT=:
ERDFILE UNIT=18
EXDFILE UNIT=18
EXDFILE UNIT=21
ERDFILE UNIT=22
ENDFILE UNIT=23
ERDFILE UNIT=24
ENDFILE UNIT=2%
ERDFILE UNIT=28
ERDFILE UNIT=2%
EXDFILE UNIT=30
ERDFILE UNIT=31
ENDFILE UNIT=322
ENDFILE UNIT=33
360 IF (ME.EQ.2) GOTO 365
ENDFILE UNIT=26
ERDFILE UNIT=34
385 IF (MI.EG.2) GOTO 370
ENDFILE UNIT=27
ERDFILE UNIT=35
370 STOP
ERD
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SUBROTINA TDMA PARA RESOLUCAD DA MATRIZ TRIDIAGDNAL

SUBROUTINE TDMACA,B,C,D,RCL, U
IMPLICIT REAL=B{A-H,0-Z)
DIMENSION A{0:500},B{(0:500%,C(0:500),D(0:500),U(0:500)

ELIMIRACAD DE GAUSS

C{1)=C{13/B(1)
D{13=D{1)/B(1)

Do € N=2,HCL
DIVI=B{N)-C{N-1)*a(N}

IF {N.EQ.KCL} GOTO &
C{N}=C(N}/DIVI

DNy =(D{N)-DW-1)*4(N))/DIVI

&t CONTIKUE

RETROSUBRSTITUICAD

U{NCL)=D(NCL)

DO 7 N=NCL-1,%,-1
U(NI=D{N)-C{N)*U{N+1)
CONTINUE

RETURK

END

SUBRUTINA PERFIK PARA OBTERCAC DOS PERFIS INICIAIS U e V
FARA & PROXIMA COLUKNA

SUBRDUTINE PERFILN(NCL ,KODER, UV, U,UL VAL V, VA)
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IMPLICIT REAL*8(A-K,0-Z)

DIMENSION UV(0:500),U(0:500),UA(0:500),UAA(0:500),V(0:500],
IVA(0:500)

DO 200 J=1,NCL

EXTRAPDLACAD DE SEGUNDA ORDEM
IF {KODER.EQ.D) UV(}}=3.DQO*(E(J)—UA(J))+UAA(J}

REGISTRD DAS NOVAS COLUNAS ANTERIDRES (Ui e UAL), MANTENDD D
NOVO PERFIL UBTIDD COMO CHUTE INICIAL PARE A PROY. COLUNA

VAA(T)=DA(D)

UA{1)=U(2)

VA(D)=V(J)

IF (KODER.EQ.0) U(J)=Uv{J)
200 CONTINUE

RETURN

END

SUBROTINA RUNGE PARA RESOLUCAQ DA EQUACAD DE BLASIHS

SUBROUTINE RUNGE(NMT,MV,K,DY,X KOM,KODE,XP,TR,U,SOMAD,DMAX,
{LME, INTEGY, SOMAZ, MP) |

IMPLICIT REAL*8(A-H,0-2)

DIMENSIOH U{D:500)

JPONTO=LME

IF {(KODE.EQ.2) GOTO 2

WRITE(*,” (//,23X,4,/)7) 'PERFIL DE VELGCIDADES POR RUNGE-KUTTSA’
2 H¥=.1D00

Z1=0.D00
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VALDR D& CONDICAQ INICIAL PARA £ SOLUCAD EXATA
DO PROBLEMA DE BLASIUS

wi=0. 33205734000
Wi=WI

¥I=0.D00

HT=0.D00
DE=DY/DSQRT(X)

IF (DE.GE.HM) GUTOD 5
HM=DE

H=DE

GUTO 10

H=HY

L=1

ET=DE

GOTO 30

IF (DH.LT.HM) H=DH
YRi=H#ZT

ZE1=H*YI

WEI=- EDOO#H+YI*WT
Z=ZI+ZK1/2.D00
W=WI+WE1/2.D00
Y=YI+YK1/2.D00
YE2=KH*7

ZR2=HEYW

WE 2=~  EDOOsH*Y*W
I=ZT+ZK272.D00
w=RI+WK2/2.D00
Y=YI+YK2/2.D00
YEG=H*Z

ZE3=He¥

RWE3=~ BDOORHFYHY

FEVAE YA K
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31

WeWI+WE3

Y=aYT4YKD

YE4=H+Z

LEL=HY

Wha=~ EDDOxHeYYW
YD={YK1+2.D0OO*YK2+2 . DOO*YK3+YE4) /6. D00
ZD=(ZK1+2 . DOO*ZK2+2 . DOO#ZKI+ZE4) /6. D00
Wh=(WK1+2. DOO*WH2+4 2 DOO*WKI+WE4L) /6 . D00
YI=YI+YD

FACYACYAY

WI=WI+WD

Hi=HT+H

IF ({(X.EQ.1.D00).AKD. (MV.EQ.1)) WRITE(33,*)HT,ZI
iIF (HT.HNE.ET) GOTO 40

Yi=L*DY

EP=X*100. D00

CALCULO DAS DIFERENCAS ENTRE 0S PERFIS DE VELOCIDADE EX. z NUM.

IF ({MP.EQ.1).AKD.{L.NE.JPONTD)) GOTO 31
JPONTO=JPONTO+LME

D=DABS (ZI-U{L)#100.D0C

IF (D.GT.DMAX) DMAX=D

SOMAD=SOMAD+D

SOMAZ=SOMAZ+Z]

INTEGI=IRTEGI+1

REGISTRD D& VELDCIDADE RE~K NO ARQUIVD DE SAIDA

IF (MV.EQ.2) GOTD 33
IF {KOM.EQ.1) THEN
WRITE(21,%)ZI,YL
GUTO 33
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ENDIF

IF (KOM.EQ.2) THEN
WRITE(22,%)21,YL
GOTO 33

ERDIF

IF (KOM.EQ.3) THEN
WRITE(23,%)Z1,YL
GOTD 33

ERDIF

IF {KOM.EQ.4) THEN
WRITE(24,*)Z1,YL
GOTD 33

ERDIF

IF {(KOM.EQ.5) WRITE(25,%)ZI,YL

IMPFRESSADR DA VEL. R-K N& TELz

I¥ (KODE.EQ.2) 60TO 34
WRITE(*,1500)21

IF {L.GT.X) GOTOQ &0

IF {(L.RE.1) GOTO 35

REGISTRO DA TANGEKTE R-K NO ARQUIVO DE S&Ip2
TR=WD/DSQRT(¥}
IF {(MT.EQ.2) GDTO 38
WRITE{14,*3XP,TR
CALCULD DA VELQCIDADE PARA O PROX. 2
i=L+1

T=DE+L

B=HE



IF (H.EQ.ODOO} H=HM
40 DH=ET-HT
GOTO 2¢

IMPRESSAC DA TANG. R~K KA TELA

6C¢ IF (KODE.EQ.2) GOTO 80
WRITE(*, (/7 ,3%,A) )Y TANGENTE PUOR RUNGE~-KUTTA = °
WRITE{%, * (F12.58)")TR

1500 FORMAT(2X,F8 .8)

80 RETURN

EXD
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D.3 Programa PONTOTAL.FOR

Programa com resolugdo ponto-a-ponto {equagdes acopladas), contemplando todos os esguemas.
com creessio do H3, para aplicaco exclusiva 3 solucio do problema de Blasius.

PROGRAMA PONTOTAL .FOR - 08/08/91 - ESTACOES DE TRABALHD “SUN®

LT T

IMPLICIT REAL*8(A~H,0-Z)

DIMERSION HA&(Q:SGGO),U&(O:SOOG),Q(G:5OGQ),V&(O:EQOO},V(O:SOOQ)
C CHARACTER#3 VAT

CHARACTER=22 {QT,4P

OPEN(13,FILE="PSETF.DAT’ ,STATUS='UNKNOWN )

UPER(14,FILE='PSEIT.DAT’ ,STATUS="UNKNORN ')

3

ESCOLHA DO ESQUEMA PARA C MOMENTUM

WRITE(*,”(//,5X,A)*) ESQUEMA 1 = 0, JALURIA = i, ESQUEMA 2 = 2, CR
{ANK-NICHOLSON = 3 7

READ{*,*)ID

WRITE(*,*) 10

WRITE(*,{//,4,\}’)’ QUER QUE IMPRIMA 0S RESULTADOS PARCIAIS
L{S/Ny 7

READ(x,*{A}73QP

WRITE(*,*}QP

WRITEL*,?{//,4,\) )’ QUER QUE IMPRIMA 0S5 RESULTADSS FINAIS
F{S/WT 7

READ(*,(4)7)4T

WRITE(® ,*507T

WRITE(*,7(//,4)")" FR K1*

READ(* *)FR, NI

WRITE(*,*)FR, NI
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IF {ID.LT.2) 6OTO 3

WRITE(*,” {//,5%,4,/,5%,4,7,5%,4,/,5%,4) %)

'PESCOLHA DO VALOR DE IL.7,

P7ilo= 0 > APRDX. QUADR. P/ dv/dy EM J=1 EM TODAS AS COLUNAS'®,
tPIL = KI > APROX. LINEAR P/ dv/dy EM J=1 EM TODAS AS COLUKAS?,
?0<IL<NI > APROX. LINEAR ATE A COLUNA IL + QUADR. APDS IL (HIBR)’
WRITE(*,’{/,BX A)*3’IL = »

READ{* ,*JIL

WRITE(»,*) 1L

EPS=1 .07

EPSIT=1.D~-5/NI

D¥=1.D00/NI

DY=DSQRT(DX/FR)

Fp=DX/DY

WRITE(*,?{//,8)°)’ DX DY’

®¥RITE(*,*)DX, DY

ULIM=1.DOO-EPS

U{0)=0.D00

V{0¥=0.D00

DD 100 I=1,NI

I=1+DE

J=0

IT=0

GOTO 6

IF (QP.EG.’K') GOTO 55

wﬁzfg'{x,’(j,g,{)’)’ A e s o Aok o o0 S 3 o o T e ok ok ok ok o ok ok KR O R s ok ok
¥ s o o oo o e o o o o e S o o ok ok e e R Rk bk

WRITE (%, (/,38X,4)7Y°U(3)’

WRITE (*,2800) (U{L),L=0,1)

WRITE (*,°(/,38%,4)7 V(¥

WRITE {,2500) {V(L),L=0,1)

WRITE {#,°(/,358%,4)° 3 04(J)"

WRITE (*,2500) (UWA(L),L=0,J)
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WRITE (»,7(/,35X,K) ) Va(Jd)’
WRITE (*,2500) (VA{L),L=0.3)
WRITE (*,7(/,35%,4) ") 'UAK(D)’
WRITE (*,2500) (URA(L),L=0,J)
READ(*,’ (A)') VAI
BE LIM=J-1
KONT=0
IT=IT+1
=0
6 J=J+1
IF (IT.¥E.Q) GOTO 10
IF (I.KE.1) GOTO 20
7 UA(J)=1.D00
VAA(J)=1.D00O
8 U{J+1)=1.D00
GOTD 30
10 UT&A=U{D)
IF (J.GT.LIM) GOTO 7
GOTO 30
20 IF {J.GT.LIM) GOTOD 7
UAR{D)=Ua(D)
VAL =U(D)
VA(2)=V(J}
IF {J.GT.LI¥) GOUTO 8
30 IF (ID.EQ.2) THEN
IF {J.EQ.1) GOTO 3%
£=3. D00
B=d DOOR(FR-UA(I I +URA(+U(I-1)~UB(J+1)
C=({4.DOC*UA (T} ~UAA(I) ) +FD* (4 . DO0=V{I-1)-V(I-20) )% (U(I+13-0{I-1) 3/
P 3.D00~2.DO0¥FRx{(U{J+1)+0 (-1}
GOTD 38
35 IF (1.LE.IL} THEN
PO=2.D00



ELSE
PO=1.D00
ENDIF
A=3.D00
B=UAAC1)+4 . DOO*{FR-UA{1)})~PO* .75DO0O*U{2)
C=U(2)*(PO*UA(1)~-P0* . 25D00*UAA{1) -2 . DOOFR)
ELSE
IF {ID.EG.0) THEN
A=1.D00
B=2 . DOO*FR~UA(I3+(U(JI-1)-U{J+1))/2
C=(FD*V{JI-1)+UA(I) 3/ 2. D0O0* (U{J+1)-U(J-1) J=FR* (U(J+13+4U(J~1))
ELSE
A=3.D00
B=UAA(J)~4.DO0»UVA(J) ~U{J+1)+U(J-1)+4 . DOOXFR
C=(FDxV (I-13+U0ALT3 )% (U(I+1)-U(J~1) ) -2 . DOO*FR#*
' (U{I+1)+U{I-1))
ENDIF
TRDIF
38 U{J)=(-B+DSQRT(B*B-4.D00*4+L) 1/ (2. DO0O%A)
IF (IT.EQ.Q) GOTO 40
DIF=DABS(UIA-U(J}}
IF (DIF.LE.EP3IT) KONT=KONT+1
IF (KONT.EQ.LIM) GOTD 1
40 IF {U(J).GT.ULIM) GOTG 5
IF (I0.EQ.2) THEK
IF (J.EQ.1) THEN
V{L1)=P0%(4.DOO*UA(1)~3.D00*U(11~UAR{1)) /(4 . DOO*FD)
ELSE
V(I ={4.D00*Vv(I~1)-V(J-2)+ (4. *UA(I}~2.DOOXU( I~
' V&L{I)I/FD3f3.D00
EXDIF
E

LSE
V=V {I=-1~ (U3 -UAL ) /FD
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ENDIF
GOTO 6

1 WRITE(14,#)1,IT
WRITE(»,2000) I
IF(QT.EQ.’N') GOTD 2
WRITE(*,1000) (U(J},J=1,LI¥)
WERITE(*,1000) (V(J},J=1,LI¥)
WRITE(*,1000) (UA{J),J)=1 ,LIM}

CALCULD DA TANGENTE (du/dy;y=0) * DE DRDEM 3 ©

2 T=(8.D00*U{1)-U{2))/(6.D00*DY)
XP=X+100.D0D
WRITE(*,*(/,10%,A,F11.7) ?) 'TANGENTE = .7
WRITE(13,%) XP,T
LIM=J
KONT=0
100 CONTINUE
CLOSE(13,5TATUS="KEEP’)
CLOSE(14,STATUS= KEEP?)
STOP
1000 FORMAT(8(F8.5,2X))
2000 FORMAT(///,31X,°C O L UN A # °,13,/)
2500 FORMAT(7(2¥,F9.6))
END
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D.4 Programa NEWTON.FOR

Programa para a solugdo de similaridade de Blasius através da aplicagdo do método de Runge-
hutta de 4% ordem em paralelo ao método de Newton-Raphson para oblencao da condicho de

partida (0L

PROGRAMA PARA OBTENCAD DO VALOR EXATO DA TANGENTE DA FUNCAQ
DE BLASIUS E¥ ETA=(

[ S B T

IMPLICIT REAL*8 (A-H,0-2)
WRITE(*,*{(//,10%,4,\)’) *ENTRE COM © GRAU DE CONVERG.DO NEWT/RAPH °*
READ (%, % }GHAU
E= 001000
WRITE(», ' (//,10%,5,\)’) 'ENTRE COM D IKCREMENTC DD RUNGE~KUTTA !
READ(* ,#)H
c WRITE(*x,’ (FB.537)H
WRITE(®,'{//,10X,4,\) ) ’CHUTE INICIAL PARA A TANGENTE EM ETA=0 7°
READ(® ,*)FL2
1¢ FL2C=FL2
CALL RUNGE(FLZ,GRAU,H,FL)
WRITE(*,’{/,F13.10,5% ,F13.10,/) 7 )FL2C,FL
DESIG=1.DO0-FL
IF(DESIG.LE.GRAY) GO TD 15
FLZE=FL2C-E
C WRITE(*,?{10X,A,\,F8.5) ) VALOR DA TANGENTE & ESQUERDA =* FL2E
CALL RUKGE{FLZE,GRAU,H,FLE)
FLID=FL2C+E
WRITE(*,? (10X,4,\,FB.5) 7} VALOR DA TANGENTE & DIREITA =’ FL2D
CALL RUNGE(FL2ZD,GRAV,H,FLD)
TG={FLD~FLE)/Z.DOO/E
FLIZ=FL2C+DESIG/TG

[
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C WRITE(*,’ (//,10X,4,F10.7 ,8X,A,F10.7,5X,A,F10.7, /)"

C {’FLE=’ ,FLE,’FL =* FL,'FLE =’ FLE

» WRITE(*,’ (//10X,4,F10.7,5%,4,F10.7,/)) TG =',TG, *NOVD FL» =’ FL2
GO TO 10

15 WRITE(*,’(///,30X,4) ") RESULTADD FINAL:®
WRITE(H, P {30X 4,7) ) seessnmmnmernnnn’
WRITE(*, ' (/,20X,A,F13.10,\, 2K ,4,F12.10,///)7)
VEIT(0) = ,FL2C, fI1(%) = ,FL
STOP
END

c SUBROTINA RUNGE PARA RESOLUCAD DA EQUACAD DE BLASIUS

SUBROUTINE RUNGE (WI,GRAU.H,ZI)
IMPLICIT REAL*& (A~E,0-2)
DPEN{S ,FILE='NEWTOK.DAT > ,STATUS= " UKKNOWN )
ETh=.0D0C
21=0.000
YI=0.D00
20 WRITE(S,’ (F13.10,F13.10)7)ET4 .21
21a=21
ETA=ETA+H
YE1=H*Z1
T¥ 1=HxW1
WK 1=~ GDOG*H*YI*W]
Z=ZI+ZK1/2.D00
W=WI+WK1/2.D00
Y=YI+YK1/2.D0D
YEZ=H*Z
ZE 2= H* W
WEZ=- SDOO*H*Y*Y
I=7I+ZK2/2.D00
H=WI+WK2/2.D00

B
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Y=YI+YK2/2.000
YK3=H*Z
ZK3=H*W
WK3=-  SDOU*HAY*W
Z=ZI+ZK3
WeWI+WK3
¥Y=YI+YK3
YE4=H*2
ZKA=H*W
WK4=n , BDOC*H*Y*W
YD={YK1+2 . DOO*YK2+2. DOO*YK3+YES) /6. D00
ZD={ZK1+2 . DOO*ZK2+2 . DO0O*ZK3+ZK4) /6. D00
WD={WK1+2. . DOO*WK2+42 . DOOXWH34WK4L) /6.D00
¥I=YI+YD

Z1=21+ZD

WI=WI+WD

WRITE(*, ' (F10.7))ZI
DFR=DABS(ZI-ZIA)/H

IF (DFR.LE..DOO01) WRITE(*,’(10X.A4.\,F10.7,10%,4,\,F10.7) %)
V'DFR = ,DFR, *GRAU =’ ,GRAU
IF{DFR.LE.GR&U) GO TO 50

GO TC 20

CLOSE(S)

RETURN

EXD
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