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Resumo

Carvalho, José Renato Camargo de, Andlise Comparativa e de Desempenho de Elementos
de Placa. Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de

Campinas, 2004, 146 p. Dissertacao (Mestrado).

Elementos finitos de placa quadrilateral de 4 nés propostos pelos autores K. J. Bathe, T.
Belytschko, T. J. R. Hughes e R. H. MacNeal, sao apresentados e implementados computa-
cionalmente. Tais autores foram escolhidos devido a sua importancia nesta area de pesquisa,
sendo dois destes elementos usados em programas comerciais (MSC/ NASTRAN e ADINA).

Em seguida, foi identificado, com base na literatura, um conjunto de testes padrao es-
pecifico para elementos de placa. Os elementos foram entao submetidos aos testes e seus
desempenhos foram avaliados com relagao a precisao e convergéncia. Os testes escolhidos
buscavam verificar a existéncia de problemas descritos amplamente na literatura como tra-
vamento, modos esptrios, convergéncia e sensibilidade a distorcao geométrica.

Os resultados obtidos com estas avalia¢oes permitiram identificar caracteristicas, limitagoes
e qualidades de cada elemento, fornecendo subsidios para que o projetista possa escolher de
forma consistente qual a tecnologia mais adequada para cada situagao avaliada nos testes.

A implementacao dos elementos, a andlise dos seus respectivos desempenhos e a iden-
tificagao de um conjunto de testes para elemento de placa formam uma base sélida para o
desenvolvimento de novas técnicas em futuras pesquisas para este tipo de elemento.

A inexisténcia na literatura de uma analise comparativa e de desempenho de elementos de
placa para um conjunto amplo de testes, a identificacao do elemento mais adequado para os
varios tipos de solicitagoes avaliadas e a formacao de uma base solida para futuras pesquisas

foram as principais motivagoes deste trabalho.

Palavras-chave: Método dos elementos finitos, Elemento de Placa, Andlise Linear Estatica,

Analise Comparativa.
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Abstract

Carvalho, José Renato Camargo de, Andlise Comparativa e de Desempenho de Elementos
de Placa. Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de

Campinas, 2004, 146 p. Dissertagao (Mestrado).

Four node quadrilateral plate finite elements from K. J. Bathe, T. Belytschko, T. J. R.
Hughes and R. H. MacNeal are studied and computationally implemented. These authors
have been chosen due to their importance in this research area, and besides, two of these
elements are used in commercial programs (MSC/ NASTRAN and ADINA).

A set of test problems for plate elements has been identified. The elements were, then,
submitted to these tests and their performances were evaluated regarding precision, conver-
gence and computational cost. The chosen tests had the objective of checking the existence
of the problems described in the literature, such as ”shear locking”, ”spurious modes”, con-
vergence and geometrical distortion sensibility.

The results obtained with these evaluations allowed to identify the characteristics, limi-
tations and qualities of each element. In consequence, it is possible to point out the most
adequate element for each specific test situation evaluated.

The computational implementation of the elements, the analysis of their performance and
the definition of a set of tests for plate elements formed a solid base for future researches.

The inexistence in the literature of a performance and comparative analysis of these
important plate elements for a wide set of tests, the identification of the most adequate
element for each situation and the formation of a solid base for future studies on this type

of element were the main motivations of this work.

Key words: Finite Element Method, Plate Element, Linear Static Analysis, Comparative
Analysis.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Escopo e Motivacao

O Método dos Elementos Finitos (MEF) foi desenvolvido a partir da década de 1940 para
aplicacao em engenharia e utilizado em problemas onde as solugoes analiticas eram muito
complicadas ou impossiveis de serem obtidas. O MEF é um método numérico para a resolucao
de equacoes diferenciais ordinarias e parciais, que se baseia em técnicas de discretizacao de
dominios, de modo que muitas equagoes sao geradas e resolvidas simultaneamente em um
computador digital.

Os resultados obtidos raramente sao exatos. Entretanto, os erros diminuem através de
um processamento de maior nimero de equacoes, e os resultados sao precisos o suficiente
para sua aplica¢do em engenharia com um custo computacional razoavel [30].

A generalidade e as potencialidades do método tém levado engenheiros, matematicos e
fisicos a aperfeicoarem cada vez mais essa técnica. Nesse sentido novos programas computaci-
onais de uso geral, que englobam desde a modelagem geométrica até o pos-processamento dos
resultados, passando por diferentes modelos de resolucao, tém sido desenvolvidos ao longo das
ultimas décadas. O MEF originou-se como um método para a analise de tensoes, mas hoje,
devido a evolucao da industria eletronica e da informéatica, o método tornou-se tao viavel
do ponto de vista de tempo de processamento e custo computacional que ¢é utilizado para a
andlise de problemas de transferéncia de calor, escoamento de fluidos, campos magnéticos,
ete [30].

O desenvolvimento do MEF para solucao de problemas praticos de engenharia comegou



com o advento do computador digital. Usando o MEF com o computador, tornou-se possivel
estabelecer e resolver as equagoes governantes para problemas complexos de uma maneira
efetiva. A grande generalidade de estruturas que podem ser analisadas, a relativa facilidade de
estabelecer as equagoes governantes, assim como as boas propriedades numéricas do sistema
de matrizes envolvidos no MEF, tornaram o MEF um método de grande apelo [3].

Dentre os varios tipos de elemento existentes para o calculo estrutural, os elementos de
placas e de cascas foram alvo de extensa pesquisa. Os elementos de casca apresentam uma
maior aplicabilidade em casos praticos de engenharia pois podem representar geometrias com-
plexas de uma maneira mais facil que elementos de placa, ja que os nds dos elementos de casca
nao precisam estar no mesmo plano. Entretanto, alguns autores acreditam que a formulacao
de um elemento de placa pode ser considerado um importante passo no desenvolvimento de
um elemento mais geral de casca. Assim, os elementos de placa ainda constituem uma &area
ativa de pesquisa atualmente [25, 67] e serdo objeto do estudo realizado neste trabalho.

Desde o desenvolvimento do primeiro elemento de placa, um nimero muito grande de
elementos foi proposto [7]. De acordo com MacNeal [58], uma grande variedade de elementos
de placa foi proposta, sendo que os elementos de maior ordem e portanto mais complexos nao
se mostraram comercialmente viaveis devido, em parte, ao seu grande custo computacional

Assim, para efeito de aplicagoes praticas de engenharia, a escolha fica inicialmente entre
os elementos da mais baixa ordem possivel (deslocamento linear) ou elementos com ordem
muito préximas da ordem minima (deslocamento quadrético).

Nao foram encontradas na literatura publicacoes que mostrem o desempenho dos princi-
pais elementos de placa de forma comparativa quando submetidos a um conjunto amplo de
testes.

O conhecimento sobre a teoria e formulagao utilizada no desenvolvimento destes elemen-
tos, a identificacao de um conjunto de testes especificos para este tipo de elemento e seus
respectivos desempenhos nos testes serve para formar uma base solida para o desenvolvimento
de novas técnicas em futuras pesquisas.

Assim, o presente trabalho visa a formulacao e a implementacao computacional de elemen-

tos de placa de baixa ordem quadrilateral de 4 nés de uso amplo e aplicabilidade diversificada.



Identifica-se na literatura um conjunto adequado e pertinente de testes consagrados na
comunidade cientifica para avaliacao destes elementos.

Os testes sao aplicados, e é feita uma comparacao através da analise dos resultados
obtidos em termos de precisao, custo computacional e convergéncia para as varias situacoes
avaliadas. Os resultados deste conjunto de testes visa identificar as caracteristicas, qualidades
e eventuais limitagoes de cada elemento, fornecendo subsidios para que o projetista possa
escolher de forma consistente, qual a tecnologia mais adequada para cada situacao avaliada

nos testes.

1.2 Retrospectiva Historica e Revisao Bibliografica

O primeiro elemento de placa de flexdo foi criado em 1961 por Clough e Adini [1], que
empregava a teoria classica de placa delgada de Kirchhoff [49]. Na teoria de Kirchhoff, as
deformagoes transversais de cisalhamento sao consideradas nulas. Uma das virtudes da teoria
classica para o projeto de elementos de placa é que o projetista necessita somente especificar
o deslocamento transversal w em funcao da posicao e as rotacoes 8, e 0., que sao as rotagoes
das linhas que eram normais a superficie média da configuracao indeformada nos planos z,z
e y,z, respectivamente [60].

Desenvolvedores de elementos de Kirchhoff logo descobriram que uma solucao completa
satisfatéria nao poderia ser obtida para nenhum elemento com 3 graus de liberdade por
né [60]. Especificamente, Irons e Draper [47], em 1965, descobriram que uma expressao
para w que garanta que as curvaturas de flexdao das superficies sejam tnicas nao pode, ao
mesmo tempo, garantir continuidade das rotagoes 0, e 6, ao longo das bordas em comum
de elementos adjacentes. A continuidade das rotacoes é importante porque, sem isso, um
conjunto de elementos nao pode representar um estado de curvatura de flexao constante.

Enquanto os projetistas de elementos de Kirchhoff tentavam superar limitacoes funda-
mentais, um certo progresso estava para ser feito em uma nova direcao. Em 1969, Ahmad
[2] publicou o primeiro elemento de placa de 8 nés a usar a teoria de placa espessa, desenvol-
vida primeiramente por Reissner [70, 71] em 1947 e de uma maneira um pouco diferente por

Mindlin [63] em 1951. Na teoria de Reissner-Mindlin, como assim é chamada na literatura,



as deformagoes de cisalhamento transversais nao sao mais consideradas nulas, como era feito
na teoria de Kirchhoff, o que constitui uma das principais vantagens desta formulagao [60].

A nova teoria, além de acomodar as deformacoes de cisalhamento, ainda apresenta o
deslocamento w e as rotacoes 6, e 6, como sendo varidveis independentes. Isso facilita
bastante a busca por fungoes de forma que garantam a continuidade dos deslocamentos e das
rotacoes ao longo das bordas de elementos adjacentes. Essa teoria abre o caminho para uma
variedade maior de esquemas de interpolagao [36].

Logo apés o desenvolvimento do elemento de Ahmad, Zienkiewicz [88] mostrou que as
solugoes obtidas com o elemento divergia da solugao exata da teoria classica de Kirchhoff em
aplicagoes de placa e casca com espessuras muito delgadas. Infelizmente, a pratica demons-
trou que elementos isoparamétricos de placa e de casca baseados no método dos deslocamentos
e no conceito de degeneragao sofrem de deficiéncias numéricas extremamente graves, referidas
na literatura como travamento [65].

Esse fenomeno ocorre quando elementos muito finos se tornam artificialmente ou erro-
neamente rigidos [41]. O travamento, quando associado a representacao insuficiente das de-
formacoes de flexao e cisalhamento, é conhecido como travamento por cisalhamento (”shear
locking”). Nesses casos, por exemplo, pode ocorrer que em modos de deformagao puros
de flexao sao acompanhados, no elemento, por deformacoes de cisalhamento parasitas ou
artificiais, que nao deveriam existir de acordo com a teoria classica [86].

O travamento é, portanto, um fenomeno que pode afetar de maneira inadmissivel os
resultados das discretizacoes de elementos finitos baseados no método dos deslocamentos,
quando sao utilizados elementos delgados, a menos que uma medida seja tomada no sentido
de corrigi-lo [65].

Zienkiewicz [88] observou que o fendmeno de travamento em elementos de placa e de casca
que usavam a teoria de Reissner-Mindlin podia ser em grande parte diminuido com o simples
expediente de reduzir a ordem da integracao numérica.

Muitos esforgos foram feitos no sentido de se explicar os mecanismos envolvidos no tra-
vamento por cisalhamento e os efeitos da integracao reduzida. A maioria das explicagoes

foram dadas em termos do niimero de restri¢oes, sugerindo que o efeito da integragao redu-



zida é o de diminuir o nimero de restrigoes, e assim eliminar o travamento por cisalhamento
[41, 38, 85]. Entretanto, tais explicagoes ainda nao tornaram claros os mecanismos envolvidos
no travamento, e foram descritas como sendo heuristicas [66]. Trabalhos mais significativos,
entretanto, foram publicados desde entao. Bathe e Dvorkin [6] observaram que o travamento
é uma propriedade do elemento e estudaram o efeito da distor¢ao geométrica sobre o de-
sempenho dos elementos, sugerindo que esta distorcao deve ser a minima possivel. Mais
recentemente, outras publicagoes foram apresentadas no sentido de ampliar o conhecimento
sobre este fenomeno [26, 80].

A integracao reduzida, embora produza melhoras sensiveis na performance de elemen-
tos de placa e casca, também resultou, em muitos casos, no desenvolvimento de um outro
fenémeno chamado de modos espirios (”spurious modes™) [26]. Na literatura, outros nomes
para esse fenémeno sdo encontrados, como modos de energia nula (”zero energy modes™),
instabilidades ("instabilities”), mecanismo ("mechanism”), modos cinemdticos (”kinematic
mode”) e "hourglass mode” [30].

O termo modo de energia nula refere-se ao vetor de deslocamento nodal que nao representa
um movimento de corpo rigido, mas que produz energia de deformacao nula. Tais modos
sao o resultado de uma matriz de rigidez condicionada de uma maneira nao favoravel, e
que em alguns casos se torna singular, quando usa-se integracao reduzida [38]. No caso da
matriz de rigidez se tornar singular, nenhuma solucao é possivel de ser obtida; enquanto
que no caso da matriz ficar proxima da singularidade a solucao pode se tornar instavel e
produzir erros inaceitdveis [36]. Pode-se argumentar que em problemas mais complexos os
modos espurios de energia sao geralmente adequadamente restringidos em um conjunto de
elementos. Entretanto, em um modelo grande e complexo, geralmente, elementos com modos
espurios de energia introduzem erros e resultam em uma solucao instavel.

Por estas razoes, elementos com modos de energia nula devem ser evitados na pratica
da engenharia, em andlises lineares ou nao lineares [3]. Entretanto, deve ser mencionado
que para prevenir os efeitos destes modos, muitos esforcos foram direcionados no sentido de
controlar seus efeitos indesejados [36, 20].

Um elemento que apresenta modos espurios de energia, na literatura, é dito ser deficiente



de posto ("rank deficient”). O posto de uma matriz [A] é definido como sendo o niimero
méximo de linhas (ou colunas) linearmente independentes. No caso de um elemento deficiente
de posto, o posto da matriz de rigidez do elemento [K¢] é menor que o nimero de graus de
liberdade do elemento menos o nimero de modos rigidos [30]. A presenca desses modos
espurios pode ser identificada através de um teste de autovalores, que sera apresentado mais
adiante.

Assim, de acordo com MacNeal [61], um importante problema do estado da arte é o
desenvolvimento de elementos finitos que sejam livres de modos espurios de energia e ao
mesmo tempo de travamento em todas as situagoes, ou seja, qualquer configuracao geométrica
e de carregamento.

Bathe [7] também especificou os requisitos desejaveis que um elemento de placa deve ter
para ser confiavel. Dentre eles, o elemento nao deve apresentar travamento para analises de
placa delgada; o elemento nao deve conter modos espirios de energia; o elemento deve ter uma
boa capacidade de cédlculo de deslocamentos e momentos de flexao e deve ser relativamente
insensivel a distor¢oes geométricas; e finalmente, o elemento deve ser simples e ter um baixo
custo computacional.

Desde o desenvolvimento do primeiro elemento finito de placa, muito esforco foi dedicado
ao desenvolvimento de elementos de placa e de casca que atendam estes requisitos, produzindo
uma extensa literatura sobre este assunto [7]. Intimeros elementos foram propostos e muitos
autores se dedicaram a esta area de pesquisa. O leitor interessado podera consultar Hrabok
[35] contendo um catdlogo sobre vérios elementos de placa (aproximadamente 90 até 1984)
publicados na literatura.

Alguns dos mais importante autores nesta area de pesquisa, devido a sua grande e perti-
nente producao cientifica e reconhecida importancia na comunidade cientifica , sao os autores
R. H. MacNeal [56, 57, 61, 58, 59, 62, 60|, T. J. R. Hughes [41, 37, 38, 43, 42, 81, 36, 39, 40,
K. J. Bathe [3, 32, 7, 8, 5, 28, 27, 44, 29, 45, 9, 10, 4] e T. Belytschko [24, 23, 76, 21, 19, 22,
20, 78, 11, 18, 75, 12, 51, 84, 83, 14, 15, 13, 55, 52, 17, 16, 50, 77, 34, 31].

Cada um desses autores seguiu uma linha tedrica diferente no desenvolvimento de seus

elementos de placa e de casca. O elemento do Bathe [7] implementado neste trabalho usou



Interpolacao Mista, em que as rotacoes e deslocamentos sao interpolados de maneiras di-
ferentes para o cdlculo do efeito da flexdo e do cisalhamento. Hughes [43], por sua vez,
também utilizou uma interpolacao especial para calcular as deformacoes de cisalhamento.
Ja Belytschko [78] usou o conceito de Configuracao Discreta de Kirchhoff para obter a for-
mulacao do elemento, em que se busca conseguir o resultado equivalente ao da teoria classica
de Kirchhoff. MacNeal [57] utilizou o método da Distribuicao de Deformag¢ao Assumida, em
que ¢é assumida uma distribuicao de deformagao para o calculo do efeito do cisalhamento na
matriz de rigidez. Todas essas técnicas citadas serao detalhadas no capitulo 4. E importante
destacar ainda que os elementos estudados do Bathe e do MacNeal sao usados em programas
comerciais mundialmente conhecidos: o ADINA e o MSC/ NASTRAN, respectivamente.

E para cada um desses autores, na fase de projeto destes elementos, existe um compro-
misso entre diversos fatores que devem ser avaliados [59]. Esses fatores envolvem precisao,
custo computacional e convergéncia do elemento em varias situacoes praticas diferentes.

Objetivando padronizar essas situagoes na forma de testes R. H. MacNeal [61], K. J.
Bathe [9, 10, 4] e K. Mallikarjuna Rao [69] propuseram em seus artigos um conjunto de
testes para avaliar o desempenho dos elementos existentes e orientar o desenvolvimento de
novos elementos no futuro.

Dentro desse contexto, propoe-se implementar e testar elementos de placa de baixa ordem,
e realizar um estudo comparativo entre eles, de forma a construir metodologia consistente
de comparacao e selecao de elementos de placa. Os resultados das avaliagoes podem auxiliar
os projetistas na escolha do melhor elemento em funcao das condi¢oes do problema a ser

resolvido.

1.3 Objetivos e Plano da Dissertacao

Portanto, dentre os objetivos propostos por esta dissertacao de mestrado, podemos des-
tacar os mais importantes:

1. Formulacao e implementacao computacional de 4 elementos de placa (quadrilateral de
4 nés) dos seguintes autores: Bathe, MacNeal , Hughes e Belytschko.

2. A implementagao deve ser de tal forma a criar um banco de dados de elementos de



placa, objetivando a sua reutilizacao em futuras pesquisas, inclusive por outros pesquisadores.

3. Identificagao, na literatura, de um conjunto de testes amplo para elementos de placa
que auxilie o desenvolvimento de novos elementos.

4. Avaliacao e comparacao dos elementos implementados no que se refere a precisao e
convergéncia quando submetidos ao conjunto de testes amplo.

5. Identificacao, com base na formulacao tedrica dos elementos de cada autor e nos
resultados dos testes, quais as qualidades e eventuais limitagoes particulares de cada elemento,
possibilitando assim, indicar o elemento mais adequado para cada situagao especifica avaliada.

6. Com base na formulagao dos elementos, a identificagao de um conjunto de testes e seus
resultados e andlises, formar uma base sélida e adequada para auxiliar no desenvolvimento
de novos elementos e/ou melhorias de elementos atuais em futuras pesquisas.

Para documentar as acoes realizadas no sentido de alcangar os objetivos acima enumera-
dos, o presente texto foi concebido da seguinte maneira.

No capitulo 1 é feita uma introducao, procurando-se situar a atual contribuicao dentro
de um panorama mais geral da area de pesquisa.

O capitulo 2 faz uma revisao tedrica, de forma sucinta, dos modelos de placa delgada e
espessa, procurando-se enfatizar as diferencas entre eles.

Na seqiiéncia, o capitulo 3 mostra como o Método dos Elementos Finitos pode ser aplicado
a elementos de placa de Reissner-Mindlin, usando-se uma formulagao em energia.

Em seguida, no capitulo 4, sao desenvolvidas as formulacoes dos elementos estudados
neste trabalho.

No capitulo 5 a metodologia de implementacao computacional é apresentada, destacando-
se as principais contribuicgoes realizadas no ambito desta pesquisa.

Em seguida, mostra-se no capitulo 6 uma sintese dos resultados numéricos efetuados,
fazendo-se uma andlise comparativa entre os casos abordados.

Por ultimo, apresenta-se no capitulo 7 as conclusoes obtidas e as sugestoes de continuidade

do trabalho.



Capitulo 2

Teoria de Placas

Neste capitulo, de forma breve, sao apresentadas as teorias cléssicas de placa delgada de
Kirchhoff e de placa espessa de Reissner-Mindlin. Os conceitos envolvidos nas duas teorias
serao abordados de uma forma sucinta, mostrando-se somente o necessario para fundamen-
tar as discussoes presentes neste trabalho. De fato, nao se pretende aqui realizar um estudo
detalhado da teoria de placa, mas sim estabelecer as hipoteses adotadas na sua idealizacao,
discutir as principais idéias envolvidas no seu equacionamento, sem muito se ater a demons-

tragoes tedricas.

2.1 Teoria Classica de Placa Delgada - Kirchhoff

De acordo com a teoria classica de flexao de placas delgadas, a geometria da placa de es-
pessura h é adequadamente descrita através da superficie mediana. A teoria de pequenos
deslocamentos, geralmente atribuida a Kirchhoff [49] e Love é baseada nas seguintes hipdteses
[79].

1. O material da placa é elastico e homogéneo.

2. A placa é inicialmente plana.

3. A espessura do material é pequena quando comparada com outras dimensoes. A menor
dimensao lateral é tipicamente 100 vezes maior que a espessura.

4. Os deslocamentos sao pequenos quando comparados a espessura da placa. O maximo
deslocamento de 6% a 10% da espessura é considerado o limite para teoria da pequenos

deslocamentos.



5. As inclinacoes da superficie mediana sao pequenas quando comparadas a unidade.

6. As deformagoes sao de tal forma que as linhas retas, inicialmente normais a superficie
mediana, permanecem retas e normais a superficie mediana (deformagoes devido ao cisalha-
mento serdo desprezadas).

7. As tensoes normais da superficie mediana sao de magnitude despreziveis.

Com base nessas hipoteses, é possivel estabelecer as equagoes diferenciais governantes.

2.1.1 Equacoes Diferenciais de Kirchhoff

Na Figura 2.1, mostram-se os componentes das forgas internas e externas e a convengao
de sinais adotada para um elemento de placa. Assumindo que a placa esteja sujeita somente
as forcas laterais, das seis equagoes fundamentais de equilibrio, as trés seguintes podem ser

usadas:

> M, =0, ) M,=0 e » P.=0 (2.1)

X dx X
y Y myx
mX my»y h$
dy mxy W 4 mxyfﬂg?( dx
- . qx + 29X gy
Y/ mnyFJ%Tm)’*%JUL dy ox
oy Jmx
ay +%‘§;¥dy mx+ T 9

Figura 2.1: Forcas internas na superficie mediana do elemento

O comportamento da placa é em muitos aspectos andlogo ao da viga. Portanto, o carrega-
mento externo p, em um elemento diferencial dx dy é equilibrado pelas forcas de cisalhamento
¢z € gy € pelos momentos de flexao m, e m,. Uma diferenca significativa da teoria da viga é
a presenca dos momentos volventes mg, € Mmy,. As notacoes g, gy, Mg, My, Mgy € Myy € as
convengoes de sinais sao introduzidas na (Figura 2.1).

Expressa-se inicialmente que a soma dos momentos em torno do eixo y seja zero (Fi-

gura 2.1). Assim,
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OMyy

dy

. d d
dy)dy—m,dx— (qx+aidx)dy—x —qggdy—glj =

om,
(my+—F—dz)dy—mdy+(m,+ ox 2 2

- 0 (2.2)

Depois da simplificacao, despreza-se o termo contendo (%dz)dydgx pois ¢ uma quantidade

infinitesimal de alta ordem. Assim, (2.2) torna-se

om om
2 dad YE dyda — qudydr = 0 2.3
5y Gedy + oy WiT — dadyde (2.3)

e, depois da divisao por dxdy, tem-se que:

Oomy, — Omy,
ox dy

De uma forma similar, a soma dos momentos em torno do eixo z resulta em:

= (s (2.4)

om, — Omyy
— 2.
By or dy ( 5)

A soma das forcas na direcao do eixo z leva a terceira equacao de equilibrio:
9qz | Ogy

B +a—y+pz«:0 (2.6)

Substituindo (2.4) e (2.5) em (2.6) e observando que mg, = m,,, obtém-se

Pmy  Pmy,  0*m,
+2 +
0x? 0xy 0y?

Os momentos referentes a Flexao e de Cisalhamento em (2.7) dependem das deformagoes,

=0 (2.7)

e as deformagdes sao fungoes dos componentes do deslocamento (u, v, w). Assim, nos
proximos passos, as relagoes entre os momentos internos e os componentes de deslocamentos

serao mostrados.

Relagoes entre Tensoes, Deformacoes e Deslocamentos

Para descrever o estado tridimensional de tensao, pode-se observar um elemento infi-
nitesimal na forma de um paralelepipedo (dz dy dz) com as faces paralelas aos planos de

coordenadas, como mostra a Figura 2.2. Os componentes x, y e z das tensoes normais
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sao designados por o, o, e 0., respectivamente. As tensoes de cisalhamento 7 levam dois
subscritos. O primeiro subscrito se refere a direcao da normal da superficie, enquanto que o

segundo indica a dire¢ao da componente 7 do tensor de tensoes [79].

Z
doz.
rzy+aﬂy dz ozr 0z d TZX, f@( dz
0z 0z
‘tyz+aﬂ@dy - )
ay xz+ LXZ gy
OX
TyXﬁd;yLXdyi GX+%LXde
doy gy Otx
Yy dy TXy+Wydx

Figura 2.2: Elemento tridimensional.

A seguinte convencao de sinais sera usada neste trabalho: as componentes de tensao que
geram tracao sao positivas e as que geram compressao sao negativas.
O estado tridimensional de tensao em qualquer ponto de um corpo elastico é definido por

um tensor com nove componentes de tensao, que na forma matricial é dado por:

Or Taxy Tzz
o= | Tya Oy Ty (2.8)
Tze Tzy Oz

Devido a simetria do tensor de tensoes, tem-se que:

Tey = Tyx, Tez = Tzx € Tyz = Tzy (29)

Enquanto o estado de tensao em uma placa espessa ¢ tridimensional, placas delgadas tém
um estado de tensao tridimensional incompleto. Na andlise estatica de placas delgadas, o
estado bidimensional de tensao é de especial interesse. Neste caso, o estado plano de tensao

¢ usado, em que 0, = 7, = 7, = 0.
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A hipétese de que o material é eldstico, homogéneo e isotrépico permite a utilizacao da

lei de Hooke, que para o caso de estado plano de tensoes é dada por

o, = Fe, +voy, (2.10)

o, = Ee, +vo, (2.11)

que relaciona as componentes da tensao, o mdédulo de elasticidade E, o coeficiente de
Poisson v e as componentes da deformagao ¢ em um elemento de placa. Substituindo (2.10)
em (2.11), tem-se que
E

Op = m(ex + I/Ey) (212)

De uma maneira similar:
E

o, = m(ey + ve,) (2.13)

pode ser obtido.
Os momentos volventes mg, e m,, produzem tensoes de cisalhamento 7., e 7,,, que sao
novamente relacionados com a deformacao de cisalhamento, ou deformacao angular, v pela

lei de Hooke, resultando em

E
Toy = GYay = m%y = Tya (2.14)

onde G é o médulo de elasticidade de cisalhamento. Em seguida, considera-se a geome-
tria de uma placa flexionada para expressar as deformacoes em termos dos deslocamentos.
Considera-se uma seccao, em um plano onde y é constante, mostrado na Figura 2.3 antes e
depois da deformacao. Usando-se as hipdteses 5 e 6, descritas na secgao anterior, expressa-se
o angulo das rotagoes das linhas I-I e II-II da seguinte maneira:
ow oY ow 0w

e v+ —0r=——+ —0z (2.15)

V= C Or ox oxr  0x2
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Figura 2.3: Seccao antes e depois da deflexao.

respectivamente. Apés a deformacio, o comprimento AB de uma fibra, localizada a uma
distancia z da superficie mediana, torna-se A’B’, conforme mostrado na Figura 2.3.
Restringindo-se a pequenas deformacoes, define-se a deformacao normal, €, como a taxa
de variacao de comprimento. Na direcao x, por exemplo, a deformagao normal é:
 AB —AB  [dx+ 2(09/0x)dz] — dx oV

B P = o (2.16)

€z

Substituindo a primeira das equagoes de (2.15) em (2.16), tem-se

0w
= —Z—— 2.17
T (2.17)
De forma similar obtém-se ¢,, a deformacao na diregao y; como se segue:
0w

Considera-se agora a deformacao angular v,, = v' +~" através da comparagao de um pa-

ralelogramo retangular ABC' D, mostrado na Figura 2.4, localizado a uma distancia constante
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z de uma superficie mediana com a posicao deformada A’B’'C’D’ da superficie flexionada da

placa. A geometria deformada identificada na Figura 2.4, e considerando a relagao (2.15),
pode-se escrever que:

ov
/
7= (2.19)
ou
"= oy (2.20)
dx .
u+-Judx
u Ox
A B
Y A :::*****j** v+(%7de
T 0
dy }\\ \/T\\\ \\\\B‘ X
I Y =
—~ |
C [ D |
|
\ |
v+-Vdy \ \
dy c! 3
I
Ju
u+Yldy
6]
v y

Figura 2.4: Distorcoes angulares projetadas

mas, da Figura 2.3, tem-se que

ow
=) = —z— 2.21
u=z . (2.21)
similarmente,
0
v= 22 (2.22)
Ay
Conseqiientemente,

0*w
2.23
0xdy (2:23)
Assim, as curvaturas da superficie mediana flexionada sao definidas por

Yoy = ’7/ + 7// = —2z
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0w 0w 0w
—@ Ry = _8—y2 € Rgy = _axay (224)

Ry =

Forcas Internas Expressas em Fungao dos Deslocamentos Laterais

Os componentes de tensao o, e o, produzem momentos de flexao no elemento de placa
de uma maneira similar a uma viga. Portanto, pela integracao das componentes normais de

tensao, os momentos de flexao, atuando no elemento de placa, sao obtidos por:

+(h/2) +(h/2)

my = / opzdz e my, = / oyzdz (2.25)
—(h/2) —(h/2)

Similarmente, os momentos volventes produzidos pelas tensoes de cisalhamento 7,, € 7,

podem ser calculados da seguinte maneira:

+(h/2) +(h/2)
Mgy :/ Toy2dz € My, :/ Tye2dz (2.26)
—(h/2) —(h/2)

entretanto 7, = T,, = T, € portanto my, = my,. Substituindo (2.17) e (2.18) em (2.12) e

(2.13), as tensdes normais o, e 0, sdo expressas em termos da deflexdo transversal w, como

se segue,
Ez 0w 0*w
o 2.2
7 1—v? (8x2+yﬁy2) (2.27)
e
Ez [(0*w 9*w
O'y = —1 — y2 <ay2 + Vax2> (228)

A integracao de (2.25), depois da substituicao das expressoes acima para o, e o, resulta

e1m

Eh3 0w d*w 0*w 9*w
e = T — 2) (ayz + ”a;g) =D (@ * V3—y2> = D (ke - vry) (2.29)

e analogamente para a direcao y:
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Pw  *w
my, = —D (8—y2 + I/w) = D (ky + Vky) (2.30)

onde D = Eh3/(12(1 — v?)) e representa a constante de flexao ou "rigidez flexural”da
placa. De uma maneira similar, a expressao do momento volvente em termos da deflexao

transversal é obtida da seguinte forma:

+(h/2) +(h/2) g2 2
My = Myy = / Tey2dz = —ZG/ Y 2dz = —(1—-v)D i D(1 — v)kyy
—(h/2) —(h/2) 3x8y axﬁy (2 31)

A substituicao das equagoes (2.29), (2.30) e (2.31) em (2.7) leva a equacao diferencial
governante de uma placa sujeita a cargas laterais:
O*w oOw 0w p.(z,y)

- T 253 i i (2.32)

A seguir, expressam-se as forcas de cisalhamento em termos das deflexdes laterais. A

substituigao das equagdes (2.29), (2.30) e (2.31) nas equagoes (2.4) e (2.5) resulta em

_Omy  Omy, 0 (Pw  Pw) d _,
qz = Oz + oy = —D% (@ + 8—342) = _D%V w (2'33)
omy — Omy, J (Pw  w 0 s
_ —_ D=4+ ") = _pD_ 2.34
%= " o » <ax2 5 (9yv w (2.34)

onde V2 ¢ o operador Laplaciano.

2.1.2 Condicoes de Contorno de Kirchhoff

Uma solugao exata da equagao que governa o problema de flexao de placa delgada (2.32)
deve satisfazer simultaneamente a equacao diferencial e as suas respectivas condicoes de con-
torno. Duas condig¢oes de contorno, tanto de deslocamento quanto para forcas internas sao
requeridas em cada contorno. Os componentes de deslocamento que devem ser usados na
formulagao das condigoes de contorno sao deslocamento transversal (translagao) e desloca-
mento angular (rota¢ao). As condigoes de contorno de flexdo em placas podem ser geralmente

classificadas em condicoes geométricas e estaticas. Para ilustrar cada tipo de condigao de
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contorno, serao sempre consideradas as condigoes de contorno para uma borda em que z seja

constante.

Condigoes de Contorno Geométricas ou Essenciais

As condigoes geométricas sao fornecidas pela imposicao da magnitude do deslocamento,
translacao ou rotacao, nas bordas. Conforme indicado a seguir, para o caso de condicoes

homogéneas:

ow
w=0 o7 =0 (2.35)

Condigoes de Contorno Estaticas ou Naturais

Para condigoes de contorno estaticas ou naturais, as forcas de contorno sao impostas. Por
exemplo, em uma borda livre de uma placa pode-se dizer que o momento na borda e a forca

de cisalhamento (g,) sdo nulos, resultando em

my =0 q: =0 (2.36)

A forga de cisalhamento total no contorno da placa (t,) decorre de 2 termos: a forga de
cisalhamento no contorno (g,) e o momento torsional (m,,). A forca total de cisalhamento

no contorno por unidade de comprimento é dada por:

oMy, Aw PPw

oy =D %+(2_V)8x8y2

ly = qu + (2.37)

Omgy

onde g, ¢é a forga lateral de cisalhamento calculada em (2.33). O termo, T da equacao

(2.37), representa a forga adicional de cisalhamento nas bordas, produzidos pelo momento

volvente my,, e ¢ dada por:

. Omyg,y

_ 2.
=g, (2.38)
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Esta forca, ¢}, é chamada de For¢a Suplementar de Kirchhoff. Substituindo os momentos
volventes por estas forcas equivalentes, Kirchhoff reduziu o nimero de condigoes de contorno
a serem consideradas de trés para duas [49]. Assim, das equagoes (2.29), (2.30), (2.36) e
(2.37), as condigoes de contorno nas bordas livres podem ser escritas como

d*w d*w Pw Pw

o o3 (2.39)

Condicoes de Contorno Mistas

Uma condi¢ao de contorno com a borda simplesmente apoiada representa as condigoes
de contorno mistas, em que condigoes de contorno geométricas e estaticas sao usadas. Nesse
caso, o deslocamento e o momento de flexao ao longo do contorno sao nulos e podem ser

indicados da seguinte maneira:

2 2
w =0 mm:D<a—w+Va—w) =0 (2.40)
)

2.2 Teoria de Placa Espessa - Reissner-Mindlin

A teoria de placa delgada, que resulta na equagao diferencial (2.32), e é de quarta ordem,
exige que duas condicoes de contorno sejam satisfeitas em cada borda. Para uma placa de
espessura finita, entretanto, trés condigoes de contorno deverao ser impostas [82].

A razao formal para a impossibilidade de satisfazer mais do que duas condigoes de con-
torno, na teoria de placa delgada, se deve ao fato de que a deformacao dos elementos de placa
devido as forgas de cisalhamento foram desprezadas. Essa hipdtese equivale a considerar a
constante de cisalhamento G, = oo.

A analise de tensao de uma placa elastica é bem simplificada devido a esta hipdtese. A
imprecisao da teoria classica de placa delgada é mais pronunciada nas regioes préximas as
bordas e em volta de furos cujos diametros sao grandes quando comparados a espessura da
placa [82].

A formulagao de uma nova teoria que acomodasse o efeito da deformagao de cisalhamento

e as 3 condigoes de contorno veio em 1947 com Reissner [71] e com pequenas modifica¢oes por
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Mindlin [63] em 1951. Essa teoria é conhecida na literatura como a teoria de placa espessa,
ou teoria de Reissner-Mindlin. Essa teoria modificada estende significativamente o campo de
aplicacao das teorias de placas [87] e é amplamente utilizada atualmente.

As equacoes basicas da teoria de Reissner-Mindlin também serao revistas de forma breve,
com o objetivo de estabelecer uma nomenclatura consistente e fundamentar as discussoes
apresentadas nos capitulos seguintes, ja que todos os elementos implementados utilizam essa

teoria.

2.2.1 Equacoes Diferenciais de Reissner-Mindlin

De acordo com a teoria de Reissner-Mindlin as superficies da placa sao assumidas serem
livres de tensoes de cisalhamento, mas sdo submetidas a pressoes normais q; e go [63]. Assim,

tem-se que:

(@) +n2 = —@ (02)-nj2 = —qo (2.41)

sz‘:l:h/? =0 7—yz’:I:h/2 =0 (242)

Para conveniéncia da notacao, ¢ = ¢; — ¢ serd usado. Os momentos de flexao e volventes
sao definidos da mesma forma que na teoria de Kirchhoff, conforme as equagoes (2.25) e

(2.26), respectivamente. Assim, tem-se que:

+(h/2) +(h/2)
My :/ opzdz my :/ oyzdz (2.43)
—(h/2) —(h/2)
+(h/2) +(h/2)
My :/ Toy2dz My :/ Ty 2dz (2.44)
—(h/2) —(h/2)
Jé as forcas cortantes sao definidas como sendo:
+(h/2) +(h/2)
G :/ TuadZ qy :/ Ty dz (2.45)
—(h/2) —(h/2)

Integrando as equagoes (2.43) e (2.44) e substituindo os valores das integrais pelas cons-

tantes €* e v*, tem-se que:
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(1—-v)D

m, = D(e, + ve,) m, = D(e, +ve'ay) My = 5

(6, +ve,) (2.46)

Procedendo de forma anéloga para as forgas cortantes, integrando as equacgoes (2.45) e

substituindo os valores das integrais pelas expressoes de v*, tem-se que:

¢ = kGhv,, qy = kGhry,, (2.47)

onde k é o fator de corre¢ao de cisalhamento. As componentes v* e €* das equagoes (2.47)

e (2.46) sao dadas por

12 [+(/2) 12 [+(r/2) 19 [+(R/2)
€ = — €.2dz € = — ey2dz Y, = —/ Vyz2dz (2.48)
W J—ny2) LG ) R
Para as forcas cortantes:
. 1 [+(0/2) . 1 [+(R/2)
Yoy = E/ Verldz 7, = E/ Yy 0z (2.49)
—(h/2) —(h/2)

Com relacgao ao fator de correcao de cisalhamento k, este ajuste se deve a hipotese adotada
nesta teoria de que a deformacao de cisalhamento 7} é constante ao longo da espessura. Esta
hipdtese cinemética corresponde a teoria da viga de Timoshenko [82]. Como na verdade a
deformacao de cisalhamento varia ao longo da seccao, a deformacao de cisalhamento 7 é

uma constante equivalente de deformagcao correspondente a uma area A,. Assim, tem-se que

T=— k=— (2.50)

onde V' é a forca transversal na seccao transversal. Diferentes hipoteses podem ser usadas
para se obter um fator de correcao k razodavel. Um procedimento simples é obter este fator
usando a condicao de que a tensao de cisalhamento constante 7 atuando em A, leve a mesma
energia de deformagao gerada pela tensao real (obtida a partir da teoria de vigas, com variacao
quadrética ao longo da espessura) atuando na area secgao transversal também real A. Assim,

tem-se que a energia de deformacao U de uma viga por unidade de comprimento é dada por
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1
U—/Aﬁﬂfdfl (2.51)

onde 7, é a tensao verdadeira (de acordo com a teoria das vigas). Entretanto, na teoria
de Reissner-Mindlin, por hipdtese, a deformacao de cisalhamento é constante ao longo da
area transversal. Como na realidade essa deformacao varia, quer se encontrar um area com

seccao transversal A, equivalente, com a mesma energia de deformacao. Assim,

1, 1 (V?
—22dA=| — () daA 2.52
/AZGT“d /A 2G (AS> d (2.52)

onde V' ¢é a forca de cisalhamento transversal total atuando na secgao A. Se usarmos

k = A;/A e desenvolvendo (2.52), tem-se que

VQ

k= —F—— 2.53
A [, T2dA (2.53)
A teoria elementar de viga [3] fornece que a distribuicao da tensao ao longo da espessura
¢ dada por:
hj2)? — 22
S UL (2.54)
2A | (h/2)

Substituindo (2.54) em (2.53) resulta em que k = 5/6.
Para obter as relacoes de deformacao-deslocamento da placa, as relagoes de deformacao-
deslocamento da teoria tridimensional sdo integradas de acordo com as equagoes (2.48) e

(2.49). Assim:

+(h/2) +1/2) gy,
/ €pzdz = / —zdz (2.55)

~(h/2) ~(nj2) O

+(h/2) +1/2)

/ eyzdz :/ P iz (2.56)

~(h/2) ~n/2) 9y

+(h/2) +h/2) 19 B
/ Vyoldz = / (—U + _u> zdz (2.57)
~(n/2) ~(hy2) \OT Oy

Para as forcas cortantes, tem-se que:
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+0/2) /2
/ Yooz = / (@ + 8—“’) dz (2.58)
~(n/2) ~yp \0z O

+(h/2) +/2) o0 dw
/ Vyzdz = / (— + —) dz (2.59)

~(h/2) ~(n2) \Oz 0y
Uma das hipoteses da teoria de Reissner-Mindlin é que as particulas da placa que origi-
nalmente estavam em uma linha reta, que era normal a superficie mediana nao deformada,
permanecem em uma linha reta durante a deformacao, mas esta linha nao é necessariamente

normal a superficie mediana deformada [63]. Com essa hipdtese, os componentes do deslo-

camento de um ponto de coordenadas z, y e z sao, considerando pequenos deslocamentos,

dados por [3]

u=—20,(z,y) v=—z20,(x,y) w=w(x,vy) (2.60)

onde w € o deslocamento transversal da superficie mediana e 0, e 0, sao as rotagoes das

secgoes, que sao obtidas derivando-se w em relagao a = e y respectivamente.

aw
0x
(€]
Y
geometria
deformada
w
z fibra
. X
geometria
nao deformada \
superficie

mediana

Figura 2.5: Cinematica da Placa de Reissner-Mindlin.

Das equagoes (2.48), (2.49), (2.55), (2.56), (2.57), (2.58), (2.59) e (2.60), tem-se que as

relagoes deformagao-deslocamento de placa sao dadas por:

L0, o O 0, (2.61)

= oz Y0y v o oy




Para as forcas cortantes

dw

. . ow
/yxz:99+a$ 7y229x+

2.62
5 (262
Na teoria de Kirchhoff 7;, = v, = 0. Para conveniéncia de notagao, de agora em diante,
€* e v* serao substituidos por € e 7, respectivamente.

Assume-se que as deformacoes de flexao €, €, e 7,, variam linearmente ao longo da

espessura da placa e sao dadas pelas curvaturas da placa usando (2.62) [3]. Portanto, tem-se
que:

¢ 9y
& | =—= . % (2.63)
Yoy e+

As deformagoes de cisalhamento, que eram desprezadas na teoria de Kirchhoff, agora sao

assumidas constantes ao longo da espessura da placa e, conforme mostrado na Figura 2.5,
tem-se que:

ow
=By } 2.64
[ Vy= } { oy +0s (264)
O estado de tensao na placa corresponde entao a condicao de estado plano de tensoes

(0, =0). Assim para um material isotrépico, tem-se que:

o 1 v 0 9y
z E
oy | =2y a |V 1 0 % (2.65)
- i—v el Yy T
Ty 00 %3 8_03,/ + &
Tz E ow 4 0,
= — - 2.66
e E L (2.66)

Substituindo as equagoes (2.61) e (2.62) nas equagoes (2.46) e (2.47), as seguintes relagoes

sao obtidas entre momentos, forcas e deslocamentos.

B a0, 00, B 00, a6,
mx—D(ax—l—Vay) my_D(8y+V8x> (2.67)
1w 00, a0,

24



ow ow
¢ = kGh <0y + %) qy = kGh (996 + a—y) (2.69)

Reescrevendo as equagoes (2.4) e (2.5) da placa delgada de Kirchhoff, tem-se que:

Oomy, — Omy, om,  Omy,
— —_— 2-
o Dy Gz + qy (2.70)

dy ox
Reescrevendo também a equagdo (2.6):

dq,  Oqy
-1y — 2.71
5 + By +p.,=0 (2.71)

As equagobes (2.70) e (2.71) podem ser escritas em termos dos deslocamentos (6, 6, e w)

com o uso das equagoes (2.67), (2.68) e (2.69). Assim, tem-se que:

D[ 5 0] ow
D[ 5 0P| ow
5 _(1 —v)V 9x+(1—|—u)a—y_ — kGh (ex+8—y> =0 (2.73)
kGh (VPw+®) 4+¢=0 (2.74)
sendo que
00 00
P =Y d 2.
B + ay (2.75)

Uma equacao diferencial governante pode ser obtida através da eliminagao de 0, e 0,
das equagoes (2.72), (2.73) e (2.74) da seguinte forma. As equagbes (2.72) e (2.73) sao

diferenciadas com relagao a x e y, respectivamente, e adicionadas para obter:

(DV? = kGh) @ = kGhVw (2.76)

Em seguida, eliminando-se ® entre as equagoes (2.76) e (2.74), tem-se que:

DV?
4 — —
DViw = (l kGh) q (2.77)
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2.2.2 Condicoes de Contorno de Reissner-Mindlin

As condigoes de contorno da placa podem ser divididas em 3 condigdes de contorno de forga
e 3 condigoes de contorno de deslocamento [71]. As condigées de contorno de for¢a em uma
borda, por exemplo, em que x é constante sao dadas por: mg, mg, € ¢,. E as 3 condicoes de
contorno de deslocamento sao dadas por: 0,, 0, e w.

Destas 6 condigoes de contorno, 3 devem ser definidas [70, 71, 63]: m, ou 6, my, ou 0,
€ @z ou w. E importante destacar que esta se constitui uma das diferencas entre a teoria de
Kirchhoff e Reissner-Mindlin, ja que na teoria de Kirchhoff o momento m,, é suprimido com
o uso das Forgas Suplementares de Kirchhoff, reduzindo as condi¢oes de contorno a serem

prescritas de 3 para 2.
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Capitulo 3

Aproximacao pelo Método dos
Elementos Finitos (MEF)

3.1 Derivacao das Equacoes de Equilibrio dos Elemen-
tos Finitos

A fim de ilustrar as principais etapas da formulacao de elementos finitos, considera-se o

equilibrio de um corpo genérico tridimensional. O corpo é suportado pela area S,,, que impoe

Su ¢ 6 sujeito a forcas f5° (forga por unidade de drea) na drea

os deslocamentos prescritos u
de superficie Sy [3].
Além disso, o corpo é sujeito a forcas de volume aplicadas externamente fB e forcas

concentradas ri, (onde i denota o ponto de aplicacao da carga).

C

Iy for! T
B — fyi £5F — fyZ r, = Téy (3.1)
f: f: Tes

Os deslocamentos do corpo, medidos a partir da configuracao indeformada sao avaliados

no sistema de coordenadas z, y e z e sao denotados por u.

u(zr,y,z) =< v (3.2)

Uma forma integral adequada a formulacao do MEF pode ser obtida, usando-se o Principio

dos Trabalhos Virtuais [3] em que:
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/ efodV = / uTfBav + / (uSt)T£5F4s + ZWrL (3.3)
v v v p

onde T sao os deslocamentos virtuais e € sdo as deformagoes virtuais correspondentes (o
trago superior denotando quantidades virtuais).

Na analise de elementos finitos aproxima-se um corpo como um conjunto de elementos
finitos interconectados em pontos nodais nas superficies de cada elemento. Os deslocamen-
tos medidos em um sistema de coordenadas locais (z, y e z) dentro de cada elemento sao
assumidos ser uma funcao dos deslocamentos nos N nés dos elementos finitos. Assim, para o

elemento (n) tem-se que:

u® (z,y,2) = HY (2,9, 2) @ (3.4)
onde H®™ ¢ a matriz de funcdes de interpolacdo, o indice (n) denota o elemento (n), e @
é um vetor dos trés deslocamentos globais u;, v; e w; de todos os nés.

A escolha de um elemento e a construciao das equacoes de interpolacdo em H® (que
depende da geometria do elemento, o nimero de néds, graus de liberdade do elemento e os
requisitos de convergéncia) constituem os passos bésicos para a formulagao dos diferentes
elementos.

Com a hipétese de que os deslocamentos sao aproximados conforme a equagao (3.4),

podem-se avaliar as deformacoes correspondentes como se segue:

€™ (2,9, 2) = BW (z,y,2) 0 (3.5)

onde B™ ¢ a matriz de deslocamento-deformacéo, em que as linhas de B™ sio obtidas
ap6s a derivacdo apropriada e combinando as linhas da matriz H®™.

As tensdes no elemento finito estdo relacionadas as deformacoes €™ e as tensdes iniciais

o’™ conforme escrito na expressao a seguir:

@ — c@em) 4 ;/(n) (3.6)
onde C™ ¢ a matriz de elasticidade do elemento (n) e o vetor ¢/®™ denota as tensoes
Iniciais.
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Usando a hipétese dos deslocamentos dentro de cada elemento, como expressado em (3.4),
podem-se derivar as equagoes de equilibrio. Primeiramente reescreve-se (3.3) como a soma

das integrais dos volumes e areas de todos os elementos finitos:

va () Yo va R
ZfSW s ( (uS(m) Ty n)dS")+2( D)rl

(3.7)

onde (n)=1,2,....k, sendo k= nimero de elementos, e S( e Sén) denotam as superficies
do corpo S.

As relagoes em (3.4) e (3.5) foram dadas para os deslocamentos e deformagoes reais
desconhecidas. Com o uso do principio dos deslocamentos virtuais, empregam-se as mesmas

hipoteses para os deslocamentos e deformacoes virtuais.

u® (z,y,2) = H™ (z,y,2)0 (3.8)

€™ (z,y,2) = B® (2,y,2) @ (3.9)

Substituindo-se estas expressoes em (3.7), tem-se

{Z fV(n) (H(n))TfB(n)dV(n)}
7| {5k o momynas)

5 fyo (B) oo} o,
e (3.10)

=l
I
=

@)" [Z / (B®) T CEB™ e
- v(n)

onde as matrizes de interpolacio dos deslocamentos de superficie HS™ sio obtidas das
matrizes de interpolacio dos deslocamentos H™ em (3.4) através da substitui¢ao apropriada
das coordenadas do elemento da superficie e r, é um vetor das cargas concentradas aplicadas
aos nos dos elementos que formam a malha.

Para obter de (3.10) as equagoes para os deslocamentos nodais desconhecidos, aplica-se
o principio dos deslocamentos virtuais n vezes através da imposicao de que o deslocamento

virtual seja unitario para todos os componentes de U. Isto resulta em
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A partir da equagao (3.10) pode-se calcular os termos virtuais de ambos os lados, e

escrever a equacao discretizada da seguinte maneira:

Ku=r (3.11)
onde a matriz K é a matriz de rigidez global,

K=Y /V (B™) cB®™qy ™ (3.12)

(n)

e r é o vetor de carregamento dado por

r=rp+rs—r;+re (3.13)

e de agora em diante denotam-se os deslocamentos nodais desconhecidos como u, isto é,

u = 0. O vetor de carregamento r inclui o efeito das forgas do corpo do elemento ry,

=Y [ (H®) gy (3.14)

o efeito das forcas superficiais do elemento rg,

ry = / (HS™) TS g g (3.15)
SYL) S(<1n)

o efeito das tensoes iniciais rj,

= B®) o/ ® gy ) 3.16
=X [ ) (3.16)

e as cargas concentradas re.

Nota-se que a soma das integrais de volume dos elementos em (3.12) expressa a montagem
direta das matrizes de rigidez dos elementos K para obter a matriz de rigidez total do
conjunto de elementos, ou a matriz de rigidez global. Trata-se portanto da aplicacao direta
do método dos deslocamentos. Do mesmo jeito, o vetor de forca do corpo do conjunto é

(n)

calculado diretamente, montando-se os vetores de forca do corpo de cada elemento r,”; s e

r; sao obtidos de maneira andloga.
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3.2 Elementos de Placa de Reissner-Mindlin

Uma grande quantidade de tipos de elementos finitos foram propostas desde o primeiro
elemento de placa [35]. Entretanto, todos os elementos que foram estudados neste trabalho
incluem-se na mesma categoria. A motivacao da escolha desta categoria, como por exemplo,
o elemento ser quadrilateral de 4 nds de placa, ter fungoes de forma de baixa ordem e utilizar a
teoria de Reissner-Mindlin ja foi anteriormente descrita na introducao. A formulacao classica
para elementos de Reissner-Mindlin, bem como suas limitagoes serao descritas a seguir.

Considerando um elemento de placa de Reissner-Mindlin, a expressao para o principio dos
deslocamentos virtuais é, sendo p igual ao carregamento transversal constante por unidade

de drea A [3],

h/2 Oxx h/2 .
/ / [ €z € Vay ] Oyy | dzdA+ / / [ Yoz Vyz } { m } dzdA = / wpdA
AJ—ny2 AJ—ny2 Tyz A

Tuy
(3.17)

Substituindo a equacao (2.63), (2.64), (2.65) e (2.66) em (3.17), tem-se que
/ (B”)" CPBPdA + / (B%)T C*B*dA = / wpd A (3.18)

A A A
Assim, retomando a equagao (3.12), a matriz de rigidez global é dada por
K = / (B*)" CPBPdA + / (B%)" C°B®dA (3.19)
A A

onde o primeiro termo refere-se ao efeito da flexao e o segundo termo refere-se ao efeito
do cisalhamento. A matriz BP é a matriz de deslocamento-deformacao devido & flexao, que

é obtida a partir da equagdo (2.63):

00,
&,
B" = o (3.20)

onde B® é a matriz de deslocamento-deformacao devido ao cisalhamento, que é obtida a

partir da equagao (2.64):
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ow
|: dy 037 ( )

As matrizes constitutivas do material, CP e C3, para o célculo da matriz de rigidez devido
a flexdo e cisalhamento, respectivamente, e sdo obtidas através das equagoes (2.65) e (2.66).

Assim, tem-se que:

Eh?

Cch=-_—
12(1 — v?)

0
0 Cs = (3.22)

RSl

1 v
v 1
00 0 1
2
e 0, e 0, sao as rotacoes das seccoes, w é o deslocamento transversal da superficie mediana,
e A é a area da superficie mediana da placa.

A forma mais usual e simples de formular um elemento é interpolar o deslocamento e as

rotacoes:

J J J
i=1 i=1 i=1

onde w;, 0, e 0,; sao os valores nodais das variaveis w, 0, e 0, respectivamente, e N; sao
as fungoes de interpolagao e j é o nimero de nds do elemento.

O principal problema que surge quando se usa a interpolacao descrita em (3.23) é o
fenomeno do travamento. Esse problema aparece quando o elemento possui espessura pe-
quena e a integragao numérica é exata. Isso se deve ao fato de que com essas interpolagoes,
as deformacoes de cisalhamento transversal nao podem desaparecer quando o elemento é
submetido a momento de flexao constante. Portanto, a discretizacao por elementos finitos
nao é capaz de representar a andlise de placa delgada através de elementos de placa de

Reissner-Mindlin utilizando a interpolagao convencional e integracao exata [7].

3.3 Consideracoes sobre o Travamento

Tenta-se aqui estabelecer uma equacao para se descrever o fenomeno do travamento
numérico segundo a mesma abordagem apresentada em [64, 65]. Sabe-se que a energia

potencial do elemento de placa pode ser expressa como:
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H(v) = %/VGTCedV—/VUTdeU—/Sf (vsf)TfodS (3.24)

onde € corresponde as deformacoes; C, & matriz tensdo-deformacao; v e v3f, ao campo de
deslocamentos e sua parcela atuante na superficie livre, respectivamente; fZ e 97, as forcas
de volume e as forgas atuantes na superficie nao restringida, respectivamente. Na forma

compacta, a expressao (3.24) pode ser escrita como:

H(v) = %A(v, v) — L(v) (3.25)

onde

Alv,v) = /V L CedV (3.26)

L(v):/vade+/ (vSf)TfodS (3.27)
1% Sf
A solugao deste problema, segundo o Teorema da Energia Potencial, é a funcao que

minimiza o funcional de energia potencial total (3.24). Assim, este problema passa a ser o

de encontrar a funcao u tal que:

[[(w) = infuev [](v) (3.28)

onde u é o campo de parametros desconhecidos de deslocamentos e rotagoes. E importante
mencionar que a forma A(v, v), no modelo de placa de Reissner-Mindlin, é composta por duas
parcelas: uma referente a deformacao por flexao B; e outra correspondente a deformacao por
cisalhamento transversal By. Integrando cada uma destas parcelas ao longo da espessura,
resulta em um termo dependente de h® e outro dependente de h, de forma que a formulacao

variacional equivalente ¢ dada por:

Determinar u € Vtal que : (3.29)

h3Bi(u;v) + hBa(u;v) = G(v) (3.30)
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onde h é a espessura. B; e B, sao formas bilineares, independentes da espessura e
dependentes do modelo matematico (Reissner-Mindlin) e G é o trabalho das forcas externas.
Percebe-se que para o problema definido em (3.31), como na resposta da estrutura pre-
dominam os termos da flexao (proporcionais a h*), pode-se considerar que o trabalho das

forcas externas tem a seguinte forma [65]:

G(v) = R*F(v) (3.31)

onde F' é uma forma linear independente de h. Substituindo (3.31) em (3.29) , tem-se

que

By (ug;v) + %32(%; v) = F(v) (3.32)

sendo u, a solucao do problema. Considerando espessuras progressivamente menores em
(3.32) produzira restrigbes cada vez maiores sobre o termo By, de forma que, no limite A — 0,
o termo By deve anular-se. Nesse caso, a condicao de deformacoes de cisalhamento nulas,
no problema limite quando A — 0, pode ser muito restritiva, e resultar num espaco no qual
a Unica solucao possivel é a nula. Portanto, o problema discreto tendera a configuracao
indeformada e o modelo apresentard um comportamento rigido artificial (travamento), con-
siderado inadmissivel. Um estudo mais detalhado sobre o problema do travamento pode ser
encontrado em [64, 65].

Para resolver este problema do travamento, varias solucoes foram propostas, sendo que
cada autor seguiu uma determinada linha tedrica. Algumas dessas solugoes serao apresenta-
das no capitulo seguinte através da formulacao e comparacao do desempenho de 4 elementos

encontrados na literatura.
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Capitulo 4

Formulacao dos Elementos de Placa

4.1 Introducao

Neste capitulo serao descritas as formulagoes dos quatro elementos de placa do tipo
quadrilateral de 4 nds dos autores Bathe [7], Belytschko [78], Hughes [43] e MacNeal[57].

Os 4 elementos apresentam 3 graus de liberdade por no, sendo eles o deslocamento trans-
versal, w, e as rotagoes, 0, e 0,, formando um total de 12 graus de liberdade para cada ele-
mento. Estes elementos sao para uso em andlise linear e usam a teoria de Reissner-Mindlin
descrita anteriormente.

Por se tratarem de elementos de placa, os 4 nés de cada elemento da malha estao sempre no
mesmo plano (zy). Desde que esta condigao seja cumprida, o elemento pode assumir qualquer
formato geométrico. Além disso, a implementacao feita e os testes aplicados, consideraram
somente malhas com elementos também em um mesmo plano.

As funcoes de forma para os deslocamentos e as rotagoes sao bilineares tanto para o
calculo da matriz de rigidez de flexao como para a de cisalhamento, sendo considerados
portanto elementos de baixa ordem.

Dentre os varios elementos publicados por cada autor, optou-se por escolher o elemento
mais recente que apresentasse as caracteristicas descritas acima. A motivacao da escolha
destas caracteristicas, como por exemplo, o elemento ser quadrilateral de 4 nés de placa e de
baixa ordem ja foi anteriormente descrita.

Outro ponto importante a ser destacado é que os quatro elementos apresentam exatamente

a mesma matriz de rigidez devido ao efeito da flexao, cabendo a diferenca entre eles somente
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ao efeito do cisalhamento. Assim, a formulacao da componente de flexao serd mostrada

apenas uma vez.

4.2 Elemento Baseado em Interpolacao Mista Proposto
por K. J. Bathe

Usualmente, os elementos de placa sao desenvolvidos e avaliados para andlise estética e
linear. Muitos autores afirmam que estes elementos sao facilmente estendidos para o caso
mais geral de elementos nao lineares e de casca, em que, ao contrario do elemento de placa,
os 4 nés nao estao no mesmo plano [7].

Entretanto, Bathe e Dvorkin acreditavam que a extensao para o caso mais geral era quase
impossivel. Entao, adotou-se o caminho inverso, ou seja, partiu-se do elemento mais geral de
casca e o elemento de placa tornaria-se apenas um caso particular deste elemento [7].

Assim, o elemento de placa estudado neste trabalho de Bathe e Dvorkin [7] é um caso
particular do elemento de casca proposto anteriormente pelos mesmos autores [32].

O elemento implementado é atualmente usado no programa ADINA (Automatic Dyna-
mic Incremental Nonlinear Analysis) e faz parte da familia de elementos chamada MITC
(Mized Interpolated Tensorial Components). O elemento é identificado por MITC4 e a sua
concepgao foi baseada nos seguintes requisitos:

1. O elemento nao deve apresentar travamento nas anélises de placa delgada.

2. O elemento nao deve conter nenhum modo espirio de energia.

3. A formulagao nao deve se basear em fatores de ajustes numéricos.

4. O elemento deve apresentar boa performance para deslocamentos e momentos de flexao,
além de ser relativamente insensivel a distor¢oes geométricas.

5. O elemento deve ser simples e apresentar baixo custo computacional.

A esséncia deste elemento reside na interpolacao separada dos deslocamentos transversais
e rotacoes tranversais das deformacoes de cisalhamento. Os deslocamentos e rotagoes sao
interpolados de maneira usual (como mostrado no capitulo anterior) para o céalculo da matriz
de rigidez de flexao. Entretanto, para o calculo de cisalhamento, a interpolagao é feita de

forma diferente, como sera mostrado adiante.
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Para contornar o problema de travamento, a matriz de rigidez deste elemento apresenta
a inclusao dos efeitos de flexao e de cisalhamento através de interpolagoes diferentes. Para

avaliar as curvaturas, k, usa-se a equacao (3.20) e a interpolacao da equagao (3.23)[7].

4.2.1 Matriz de Rigidez - Flexao

Para o célculo da matriz de rigidez devido a flexao, retoma-se (3.18), em que a matriz de

rigidez devido ao efeito da flexao é dada por

K" = / BPTCPBPdA (4.1)
A
onde KP representa a parte da matriz de rigidez devido a flexdo. Prosseguindo com o

calculo de BP, tem-se que

9y
&,
d

b _
B” = Y
00, " 00,

oy or

(4.2)

onde 6, e 04 sao obtidos através da interpolacao de valores nodais fy; e Oy, respectiva-
mente, (em que i indica o nimero do né) feita por fungoes de forma bilineares (baixa ordem),
conforme indicado em (3.23).

A interpolacao das variaveis sera feita através da formulacao isoparamétrica, tendo no
elemento de referéncia, as coordenadas (£,n) correspondente as coordenadas globais (z, y)
[3].

Assim, tem-se que 6, é dado por

0,1
)
— ] +90+n) (1-90+n) (1=91-n) (A+H(A-n) y2
ey—{ e o o o } 0,3 (4.3)
Oya
E 60, é dado por
9;171
— ] +90+n) (1-90+n) (1-9QA-n) (1+(A-n) 0o
0””_{ 4 . 4 : 4 ! 4 ! } 0.3 (44)
014
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Matricialmente, chega-se a

0

4 4 4
0 0 0 0

1+ (+n) (1=HU+n) (1=HA=n) (1+5)(1=n)
1 4 4

0 0 0,4

[(1+£)(1+n) (1=(+n) A-(=n) (+O(1=n)
4
4

Para derivar 0, e 0, com relacao a x e com relagao a y, é necessario o cdlculo do jacobiano

J, que é dado por

9 Jz  dy 9
on on  On Jy
Reescrevendo, tem-se que
9 9
oy on

Calculando-se as derivadas de 8, e 0, com relacao a z e y,

(d+n) —=(+4n) —(1—m) (1-n)
=J! 4 4 4 4
} 0 0 0

0 O 0 0
o G+ dA-9 —(1-§ —(1+¢)
4

(4.6)

(4.7)

respectivamente, tem-se que

( eyl )
Gyg
9y3
9y4

) (4.8)

4 4

4

9{172
‘9333

k0$4)

E agora, derivando 6, com relacao a y e ¢, com relacao a z, tem-se que:

(4.9)
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Assim, substituindo (4.8) e (4.9) em (4.2), obtém-se BP, que para x = £ e y = 1 (ou seja,
que corresponda a um elemento quadrado de lado de comprimento igual a 2, cujo jacobiano

corresponda a matriz identidade), é dado por

4 eyl 3
0,2
() —(n) —O-n) (0=m) 0 0 0 Oys

B | 0 0 0 0 -0:9_ 0809 0 Zy4 (4.10)

() () (-m) _(-n) (48 (-8 —(i-§ —(i+g) &
4 4 1 1 4 1 ] 1 0.
9963

9%4 y,

\

Finalmente, substituindo 4.10 em 4.1, tem-se a formulacao completa da matriz de rigidez

devido a flexao.

4.2.2 Matriz de Rigidez - Cisalhamento

Para o célculo da matriz de rigidez devido ao cisalhamento, retoma-se (3.18), em que a

matriz de rigidez devido ao efeito do cisalhamento é dada por

K® = / BsTC*B®dA (4.11)
A

onde K*® representa a parte da matriz de rigidez devido ao cisalhamento. Prosseguindo

com o calculo de B®, tem-se que

B = { 375] } (4.12)
CSZ%H (1)] (4.13)

Entretanto, para avaliar os termos de cisalhamento, procede-se de maneira diferente.

Considera-se primeiro um elemento de geometria 2 x 2 (em que as coordenadas (x,y) sejam
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iguais as coordenadas isoparamétricas (£, 7), e assim tem-se o jacobiano como sendo a matriz

identidade). Assim B® é dado através da seguinte interpolagao

1 1

Yee = (1 + n)7Ye. + 51— )7L, (4.14)
1 4 ]‘ 2

e = 5 (L€ + 2 (1 €1 (4.15)

1

3
L

Figura 4.1: Definicao do vetor de deformagao de cisalhamento nodal.
onde !, 72, 73 e v* sdo as deformacoes fisicas de cisalhamento nos pontos médios de cada

lado, conforme mostra a Figura 4.1.

Agora, procede-se para o cdlculo da deformagao 7', que ¢ dada pela equagao (2.64); assim

1 _Ow 0w
’yfz_am yl_ag

onde w, de maneira andloga as rotacoes Oy e 0, é obtido através da interpolacao de

—0 (4.16)

valores nodais de w;, (em que i indica o nimero do né) feita por fungdes de forma bilineares

(baixa ordem), conforme indicado em (3.23). Assim, tem-se que

wy
— ] +90+n) (Q-90+n) (1-H0-n) (+H(A-n) W2
w—{ (1 (1 (1 4”} . (4.17)
Wy
Derivando w com relacao a = e y, tem-se que
wy
ow (4n) =0+n) =0O-nm) (1-n) W,
{ i }Z ato 0l -9 -0+ |\ w (4.18)
dy 1 1 1 1 3
Wy
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Retomando (4.3) e (4.4), tem-se respectivamente que

(1=9(A+n)
4

g — | @ty 1-8(1-n) (+&(1-n) Oy
Yy 4 4

4

9:1: 1
8372
0z3
04

(1=9(A+n)
4

0 :{ (1+6) (1+1) (1-9(1=n) (+81-n) }
x 4 4

4

(4.19)

(4.20)

Vs

Considerando a localizagao geométrica do ponto 1 no elemento de referéncia (=0 e n=1),

e substituindo as equagoes (4.18) e (4.19) em (4.16), tem-se que

Analogamente para os demais pontos:
Loy rem Tt (22
the = G 0 = g D (423

Agora, substituindo as equagoes (4.21), (4.22), (4.23) e (4.24) em (4.14) e (4.15), tem-se

que

wp — W

Vez = %(1"'77) (

0, + 6 1 —
. + y12 y2)+_(1_n) <w4 UJ3_|_

1 Wy — W 0
7772:§<1+§)< 12 4_'_ 2

m1+9x4) —i—%(l—f) (wz—w3 n

2
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. ) (4.25)
91"2 + 6m3

. ) (4.26)



Matricialmente, para um elemento retangular em que as coordenadas (x,y) sejam iguais
as coordenadas isoparamétricas (£,7), as deformagoes de cisalhamento para qualquer ponto

no elemento sao dadas por

1 1 1 1 1
1+ (1-9 —(1=§ —(1+§ (14 (1-9 —(1-9 —(1+& 0 0 0 Oy3

4
Tnz 4 4 4 4 4 4 4 4

{7{2} _ [(H—U) —(14n) —(1-n) (A-n) 0 0 0 0 (=1-nm) (=1-n) (_14+77) (_14+77) 9y2

013

\‘914)
(4.27)

Considerando o caso mais geral de um elemento sem ser necessariamente retangular,
usa-se a mesma idéia basica da interpolacao das deformagoes de cisalhamento descrita ante-
riormente para o caso retangular nas equagoes (4.14) e (4.15). Entretanto, agora serd levada
em consideracao a distor¢ao geométrica do elemento. Procedendo desta forma com o tensor
de deformagao de cisalhamento, as seguintes expressoes das deformagoes de cisalhamento v,

e 7y. sao obtidas

Yoz = Vez5€n(B) — Yp.sen(a) (4.28)

Yy = —7e=08(8) — Yyacos(@) (4.29)

onde «v e (3 sdo os angulos entre os eixos £ e x e entre 7 e x respectivamente. Assim tem-se

que

V[(CoteB)?+(Cy+€B,)?]

Tex = 8detJ (1 + 77) [wlng + m;m (eyl + ‘9y2) + —yi” (le + 912)} +
(Cot£B2)*+(Cy+£By)? Wawn | ma—a _
+\/[ SaetT— ]<1 — 1) [ B8 (B + Oy3) — BT (0ps + Ous)]  (4.30)
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Y [(CatnB)?+(Cy4nBy)?]

Tz 8det] (1+¢) [% + BT (O + Oya) — B2 (01 + 9904)} +
(Ca+nBz)*+(Cy+nBy)? Wotn o _
+\/[ - 8detJ - ] + (1 - f) [% + % (0y2 + 0@/3) - y24y3 (9:02 + 9963)} (4-31)

onde J é dado pela equacao (4.6) e

Ay =21 — X9 — T3+ Ty
B, =21 — a9+ 23— 14
Cp=21+x9— X3 — X4 (4.32)
Ay=y1——ys+u
By=y1—y2+ys—wa
Cy=v1+Y2—Yys— W
(4.33)

A derivagao das equagoes acima estd apresentada no apéndice do artigo [7].

Esta formulacao pode ser chamada de formulacao mista, em que as rotagoes das secgoes e
os deslocamentos sao interpolados como mostra a equagao (3.23), as curvaturas sao calculadas
com a equagao (3.20) e as deformagdes de cisalhamento s@o interpoladas como mostrado
acima.

E importante ainda destacar que o elemento MITC/ do ADINA é um elemento de casca,
em que os nos do elemento nao precisam estar no mesmo plano. Implementou-se neste
trabalho somente um caso particular desse elemento, que é de placa, onde todos os nés estao

necessariamente no mesmo plano.

4.3 Elemento Isoparamétrico Proposto por T. J. R.
Hughes

Um importante fator para a criacao de um elemento de placa de Reissner-Mindlin é

avaliar a capacidade do elemento de obter boa performance nas condigoes de espessura muito
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pequenas (limite da placa delgada). Para tanto, deve-se examinar se o elemento é capaz
de representar os modos de deformacgao previstos na teoria cldssica de placa delgada de
Kirchhoff [43]. No elemento estudado, o critério utilizado para projetar um elemento de
placa de Reissner-Mindlin eficiente foi criado a partir do conceito de Modo de Kirchhoff [43].
O Modo de Kirchhoff é definido pela relacao

o
- Ox

em que a rotacao é obtida derivando-se o deslocamento transversal w, conforme previsto

0, (4.34)

pela teoria de placa delgada. Um Modo de Kirchhoff de ordem pn sera atingido quando w é
um polinomio de ordem pn. Pelo critério adotado por Hughes, uma medida de desempenho de
um elemento é obtida calculando-se a ordem do Modo de Kirchhoff. Quanto maior a ordem,
maior a habilidade do elemento ter boa performance em condigcoes em que a espessura da
placa é muito pequena [43].

Assim, o ponto de partida conceitual para este elemento é o elemento quadrilateral em
que o deslocamento transversal é interpolado via fungoes de forma de Lagrange de 9-nos e as
rotacoes sao interpoladas via funcoes de forma bilineares de 4 nés. Este elemento resulta em
uma precisao quadratica com relacao aos Modos de Kirchhoff.

A idéia do presente elemento é calcular as deformagoes de cisalhamento de uma maneira
independente dos graus de liberdade de deslocamento dos nés do ponto médio dos lados e
do no6 central do elemento. Dessa forma, a rigidez do elemento leva em conta somente os
graus de liberdade referentes aos deslocamentos transversais dos nés dos vértices (cantos)
do elemento e, consequiientemente, funcoes de forma bilineares de 4-nés devem ser usadas no
lugar das fungoes de forma de Lagrange de 9-nés na formulagao do elemento. Na interpolagao
proposta, os pontos médios dos lados sao pontos em que as componentes da deformacao de
cisalhamento paralelas aos lados sao calculados de maneira independentes dos valores nodais
acima mencionados. Esses quatro valores escalares serao usados para definir as deformacoes
de cisalhamento. Os detalhes do procedimento seguem abaixo. Os dados geométricos para o

elemento quadrilateral de 4 nés estao descritos na Figura 4.2.
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4.3.1 Matriz de Rigidez - Cisalhamento

Retomando a equacao da matriz de rigidez de cisalhamento (4.1), tem-se que

K® = / BsTC*BsdA (4.35)
A

onde

B°=| B; B; Bj| (4.36)

e a matriz constitutiva é dada por

(4.37)

Figura 4.2: Dados geométricos para o elemento quadrilateral de 4 nos.

/ i/j\
g2 vb2[ [eb2 b
/W/ /
\
gb

Figura 4.3: Definicao do vetor nodal contendo as componentes das deformacoes cisalhantes.




Para cada lado do elemento define-se uma componente de cisalhamento g, localizada no
ponto médio de cada lado, na direcao paralela ao mesmo, conforme mostra a Figura 4.2.
Assim, genericamente, pode-se escrever:

wy — W 6, +6
o = ———2 4 €qp. e (4.38)

a la al 9

onde [, é o comprimento de um lado a qualquer, e é um vetor unitario e @ é o vetor das

rotagoes que ¢ composto das componentes Ox e 0y,. Calculando para todos os nés, tem-se que

- 6, + 6

g1 = - e (4.39)
I 2
- 63 + 6

gp= 12 28 + 92 (4.40)
Iy 2
- 04+ 0

PR Sl B Tk (4.41)
ls 2
- 6, + 6

01 = w Tey L . 4 (4.42)
4

Agora, para cada no é definido um vetor contendo as componentes de deformacao de
cisalhamento 7y, conforme descrito na Figura 4.3 que auxilia na interpretacao geométrica do

Processo.

Yo = Vb1€b1 + Vb2€b2 (4.43)

sendo b = 1,2,3,4 e b é igual ao resto da divisao de a + 1 por 4 ao longo de toda a

formulagao. Para o célculo das componentes v, € Yp2

(gv2 — gp100)

=0 (4.44)

_ (gb1 - gb2¢b) (4.45)

Vo1 (1 ng)

onde
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@ = €p1 - €p2 = [[en1]|[|enzl| cos(¢) = cos(¢)

onde ¢ é o angulo entre os dois vetores unitarios ep; € epz, €

b1 = Gb 92 = —Ga

Assim, tem-se que

Wy — W1 02+01

=g =—— +emn.
g11 = g1 I 11 5

_wl—w4+ 91+04

g12 = —04 = T €41. 5
W3 — Wa 03 + 02
go1 = go = ——— + €21.
Iy 2
W9 — W7 02 + 01
g2 = —01 = _—l1 + eq1. 5
wy — W3 04 + 93
g31 = g3 = €31.
I3 2
W3 — W2 03 + 02
932:—92=—T+621- 5
W1 — Wy 6, +06,
ga1 = ga = ——— + €431.
ly 2
Wy — W3 04 + 03
Ja2 = —g3 = —T €31.- 5

(4.46)

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

Para o calculo dos componentes de cisalhamento, usando as equagoes (4.44) e (4.45)

tem-se que

(912 - 911¢1) (911 - 912¢1)

Ty L )

A7

(4.56)



(922 — 92192) (G21 — g2292)

e N )
= 2= 0m0s) (931 — gsads)
) T8
_ (92— gnds) _ (9n1 — guds)
T AR T

(4.57)

(4.58)

(4.59)

Retornando a equagao (4.43) para o calculo dos 4 membros de cisalhamento, tem-se que

Y1 = 711€11 + Y12€12

Y2 = Y21€21 + Y22€22

Y3 = Y31€31 T Y32€32

Ya = Ya1€41 + Va2€42

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

Substituindo os valores de « das equagoes (4.56), (4.57), (4.58) e (4.59) em (4.60), (4.61),

(4.62) e (4.63), tem-se que

12

22

€32

€42

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

Agora, substituindo os valores de g obtidos em (4.48) a (4.55) nas equagoes (4.64) a (4.66),

tem-se que
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’71:(1_¢%) I, €11 5 L €41.- 5
e w; — W 0,+0 Wy — W 0, +0
R FC s A
- ¢ 4 1
B €21 W3 — Wa 03+92 Wo — W7 92—|—01
Y2 = 1= 2 I 12 5 + I + eq1. 5 ®2
2
e Wy — W 0, +6 ws — W 0; +6
+(1_2"’¢2)H— L e 22 ]—[ L o 20 }cﬁ} (4.69)
2
. €31 Wy — W3 94+03 W3 — W2 03+02
’73—(1_¢§) H I; €31. 5 ]+{ I + €21. 5 o3| +
e ws — W 0; +6 Wy — W 0,+6
P
— @3 1 3
€41 Wy — Wy 0, + 0, Wy — W3 04+ 03
ey [ e B [M R ren B 0 +
e Wy — W 0,+0 w; — W 0,+0
T 4‘;2) H— 4[ 4 es1. 42 3}—{ 1l 1+ eq. 12 4} @} (4.71)
- ¥4 3 4

Estes vetores nodais contendo as componentes de cisalhamento sao interpolados através
de fungoes de forma bilineares, da mesma forma que foi feito para os deslocamentos e rotacoes

na equagao (3.23). Assim, tem-se que

71

y=[M N, Ns Ny | 32 (4.72)

Y4
Substituindo (4.68), (4.69), (4.70) e (4.71) em (4.72), tem-se que:
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Nlell — W1 02 + 01- -U)l — Wy 01 + 94_
Bs = ) .
(1—¢%) H l1 + e > | + T €41 > | ¢1_ +
N1612 01+ 06, [wy — wy 0>+ 6,1 ]
1_¢2 H + e41. > | - 0 + e41. > (/51_ +
Noe W3 — W 05 + 0] [wy — w 0, +60,] ]
n 1 i 21 3— - 2 e1n. 3 ) 2| |2 . 1 + e, 2 - 1 éo| +

5 i L 1]

Nyeqo Wy — W 05+ 6, [ws — wy 0; +605] 1
+(1_¢2 H + ei1. > 5 + e2;. > | ¢2_ +

Nse Wy — W 04 +05] [ws—w 0; +60-] 1

+1i312 4l3 3_|_831.42 31 3l1 2—|—e21. 32 2 b5 | +
b3 1L 1]
Nse W3 — W 03 + 05| [wy —w 0,+065] 1
+1i322 — 311 2—1-621- 32 A - 4l 3—i-€331- 42 2 o3| +
¢3 i L 3 J i
N,e wy —w 0, + 6, [wy —w 0,+0 |
n 1i;12 1 - 4 e, 1 : al | : 3 +eqy. 4 . 3 il +
4 i L 1]

Nie42 Wy — W3 04+ 03 W1 — Wy 0, + 06,

+<1_¢i) H s + e31. 5 L, €41. 5 G4

Assim, retornando a equagao (4.36), tem-se que:

B® =

[ Bf B; B3]

(4.73)

(4.74)

Para tornar mais clara a formulagao, separa-se agora B® em seus termos By, B e Bj.

Assim:

20



N U
o= [ [ e
- 1 4 | ]
fheéé [{ Wy —wa| W2 ;‘Uh_ ¢1__+
— ] i T
N o1 a1
i ngz = e
- P2 2 J L 1 | J
Noe Wy — W w3 —wsy | ]
(1iz52§)H_ 2ll il 352 2_ ¢2_+
Nse Wy — W [ws —ws | ]
o (] [
3 L 1]
Nse W3 — W wy —ws | ]
e
3 1]
N,e Wy — W wy —wsz | ]
(1i;12)H 1l4 | 453 ot
4 1]
Nye4o Wy —w3 | W Wy ¢
(1-¢3) Is L !
. . N [ 0,+0 0,+064] ]
B; = Bs 1 i_;;) err.— 5 L+ | ear— 5 = b1
1) LL I
Nieio e 0, + 06, S 92+91_¢_
- || a1 _ 4 | 1_
N. [ 0;+605] | 0, +60,]
%_(1 26;;) +e12 2 5 2| + +ey41. 2 5 ! ®2
—@3) |LL _ L I
Nyel 0, +6 05 +05]
(1i;22) +e11 22 L — |+ea. 32 2 ¢z
2) LL i L I
N. [ 0,+063] [ 05 +0,] |
el [ S R B K
—93) LL L I
Nse 03 + 6 04+ 03] |
+ {1 ] Z? {[4—621 2 2} — [ €31. 2 5 2 ¢3
— ¢3) 1l
N4e41 01 + 04 04 -+ 03- 1
1___¢4 €31. 5 ®4
Nyelk 04+93 01+ 04
o H+ 7]~ [rea

onde

T

_J n
€11 = Yy
€11

o1

+

+

o]

(4.75)

(4.76)

(4.77)



onde €7, e ef, sao as componentes do vetor e;; na dire¢ao x e y respectivamente, e o
mesmo se aplica para outros indices.

Decompondo (4.36) nas componentes x e y, tem-se que

Bs. B3, B?
B® = ﬁl ”§2 953 1 4.78
{ Byl By2 By3 ( )

onde a primeira linha representa os componentes em x, ou seja, v,, € a segunda linha os
componentes em y, ou seja, v,.. Agora, procede-se para os calculos dos termos da equagao

(4.78):

Nyet, ng —wy| | [wy—wy] ]

B = + +
(1 -¢d) Lo | L ¢1_
Niet, H wy —wy | [wy—wi] | ]

+ - - +
(1—91) b | [ L ¢1_
Nyed, ng —wy| | [wa—wi] | ]

+ + +
(1—¢3) b L b ¢2_
N2€§2 |:|: Wa —wl_ -wg—U)Q- 1

+ - - + 4.79
(1 _ (b%) ll ] I l2 ] ¢2_ ( )

Nge?,jl |:|:U)4—w3- -wg —U)Q- T

+ + +
-l s T
N36§2 |:|: w3—w2_ -UJ4—U)3- T

+ - - +
(1 —¢3) Lo L B ¢3_
Nye? Wy — Wy | [wy — w3 ] ]

+(1j;12)H 1l4 | 453 | o] +
1 | L 1]

Nyedy R T O L
| N R ]
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s Nlem 2 0 9 + 0 1 z 0 + 0 4—
2 = 112 5. S+ |- 41-u
g | 2|
4 N1€:f2 _ zl 6y1 + 9y4 . 21 6y2 + eyl_
-0 2 2
Ngegl - 93/3 + 0y2 z 0y2 —+ Gyl_
P 1 T 5
T-o) [ ™ 2 | 2
+ N2652 _ :fl 9y2 + le | ;31 0y3 + 0y2_
-0 2 T2
Nseq oz Oy + Oy3 oz Oys + 02 ]
(1 _ ﬁf%) 31 9 + €91- 5
N3€§2 z 9y3 + ng e 9y4 + ng—
=0 [ 2 T
N4€x - (914‘(94 [ o 944—93—
+(1 _ 3512) —€41 . 5 =+ _631-—y 9 .
1) LL i L _
=o)L 2 L
B,=0
Analogamente para ,. tem-se que:
Nleﬁ'l Wy — U)l- _U)l ’UJ4_ ]
BS =
el
N1€12 w, — w4 _wg wl_ ]
1 — ¢7) H | I R (bl_ i
N2621 ws — WQ —wg w1 1
1—%)“ l2 _+_ h _¢2_+
N2622 [wg —wy | ]
1 _ ¢2 |:|: | l2 | ¢2_ +
Nse, Hw4 —wsg |  [ws—wy| ]
+ + +
(1—¢3) ] L b ¢3_
Nsel, wy —wy|  [ws—ws| | ]
el w Tl )T
N46Z1 le — U)4- _U}4 — ’UJ3_ ]
+ + +
(1—¢3) b | L b ¢4_
N46%442 Wy — W3 w1 Wy
+ J— _ _
- 6) B Lo

23

o]

(4.80)

(4.81)

(4.82)



B =0 (4.83)
Bys = % :—611/1-70562;9%1: - :—eil.—eﬂ—;em: ¢1: +
QN%GE;Q%) "_621‘611—5%4: _ __ezl.exg—;—ﬁxl: (151: N
+% :__61{2'013—2%9952: N :_€Z1.9x2—59ﬂ: @: .
% :_—ei/l.w: - :—egl-w: <z52: + (4.84)
—i—% ::_egl'eﬂgexs: . :_ 31.9963;—0,;2: ¢3: N
% :_ 32;1‘9;,;3—;9952: _ :_633/1'91;4;—9$3: ¢3: N
n GNE—%) H_eglﬁem—;exg] - [_eil.eﬂ—;eﬂ @l

De posse de todos os termos de (4.78) e da equagao (4.37), substitui-se na equagao (4.35)

para calcular a matriz de rigidez devido ao cisalhamento.

4.4 Elemento baseado no Método de Modo de Kirchhoff
Proposto por T. Belytschko

O elemento de Belytschko estudado neste trabalho [78] é uma extensao das idéias ori-
ginalmente aplicadas a um elemento triangular [22], em que é introduzido o conceito de
Configuracoes Equivalentes de Kirchhoff. Neste elemento triangular, as curvaturas resul-
tantes das rotagoes satisfazem as equagoes de compatibilidade da teoria de placa delgada.
Entretanto, uma implementacao deste conceito no elemento quadrilateral nao foi possivel.

Assim, foi desenvolvida uma formulagao andloga para o elemento quadrilateral através
do conceito de Configuracao Equivalente de Kirchhoff para o Contorno, em que se busca a

conformidade com as equagoes de compatibilidade de placa delgada somente nos contornos,

54



ou seja, nos valores de deslocamento e rotagoes nodais do elemento. O detalhamento é feito
a seguir.

A configuracao deformada do elemento de placa de Reissner-Mindlin é descrita em termos
dos seus deslocamentos nodais w, vetor das rotagoes nodais # e das matrizes das funcoes de

forma N¥ e N?, conforme segue:

w = N"w, { O } = N% (4.85)
9y

Nas equagoes acima, w é o deslocamento transversal e 6, e 0, sao as duas componentes
da rotacao da normal.

Para o elemento ter boa performance, quando aplicado a estruturas delgadas, é necessério
achar uma decomposicao adicional da configuracao deformada em dois modos: o modo de
flexao associado somente com a energia de deformagao devido a flexdo (independentemente
das deformagoes de cisalhamento), e um modo de cisalhamento, que é associado com ambas as
energias de deformacoes de flexao e cisalhamento. Assume-se que os dois modos sao descritos
pelas mesmas funcoes de forma de tal maneira que a decomposicao fique restrita somente aos

graus de liberdade nodais. Assim

0=0"+6° (4.86)
w = w’ + w' (4.87)

onde 6°, w® e 6%, w*® estao relacionados com os modos de flexao e cisalhamento, respecti-

vamente. Os termos que aparecem no lado direito de (4.86) e (4.87) podem ser expressos da

{ f:; }:Pb{ Z } (4.88)
(v m{) s

5}

seguinte forma



PP+ P =1

(4.90)

onde as matrizes P® e P*® sao os operadores lineares que definem os modos de flexdao e

cisalhamento da decomposicao e I é o operador de identidade. O sucesso desse método reside

na escolha adequada de P? e P*.

Na matriz de rigidez do elemento, a energia de deformagao devido a flexao, é associada

a curvatura total, que é a soma da curvatura dos modos de flexao e cisalhamento. A energia

de deformacao de cisalhamento é associada somente a deformacao de cisalhamento. Assim, a

energia de deformacao de cisalhamento associada com a rotagao devido a flexao é removida.

Para atingir este objetivo, a curvatura total é dada por

b s
m:mb+ﬂS=Bb{9b}+Bb{ s}
w w
:Bb(Pb+PS){ f }:Bb{ f }
w w

e as deformagoes de cisalhamento no modo de cisalhamento é dado por

co{ ()]
w w w

A matriz de rigidez torna-se portanto

K = / B*TCPBPdA + / BSTCSBdA
A A

onde

i I 1 v O
C = — 14 ]_ O
12(1 — v)? 1-v
0 0 ¢ . )
s _ Ehk 10
C2(14w) [0 1

(4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

As rotacoes e deslocamentos sao interpolados da mesma forma que nos demais elementos

e sao dados pela equacao (3.23). As fungdes de forma, como nos outros elementos, sao

bilineares (baixa ordem). Assim, os deslocamentos laterais w sao dados por
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- — — _ w
w :{ () (=904 (100  (1+O(n) } wj, (4.96)
Wy

Derivando w com relacao a = e y, tem-se que

wq
ow (+n) =(+4n) =—-(0O-nm ({dA-n)
{ggg }: Mol alo —dg —dvo (9w (4.97)
Ay 1 1 1 1 w3
Wy
E as rotagoes sao dadas por
0,1
_ [ 90 (-9 (1-90-m)  (1+H0-n) Oy
Gy—{ o o o T } 033 (4.98)
Oya
0:):1
— ) +90+n) (1=90+n) (1-90A-n) (1A+H(A-n) 0o
ew_{ (1t (1t (1 (1= } 0 (4.99)
0z4

Para se calcular B®, basta substituir as equagoes (4.97), (4.98) e (4.99) em (3.21).

A decomposicao nos modos de flexao e cisalhamento sera descrita na seqiiéncia. Para en-
tender este procedimento, duas configuragoes sao consideradas: uma configuracao de Reissner-
Mindlin e a configuragao de Kirchhoff descrita pela fungao w*(x,y) e sua derivadas 6% e 9’;.

Supondo que os campos de rotagoes e deslocamento nodais sejam os mesmos, ou seja,

Ou(z,y) = O5(z,y) = —%;’y) (4.100)
Oy(z,y) = 05(z,y) = a_%—f’y) (4.101)
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wy=wk, =12 .4 (4.102)

Conseqlientemente, a energia de deformacao de flexao nessas duas configuracoes sao as
mesmas. Na configuragao de Kirchhoff, a energia de deformacao de cisalhamento ¢é nula.
Assim, a energia de deformacao de cisalhamento na configuracao de Reissner-Mindlin, relaci-
onada a de Kirchhoff pelas equagoes (4.100), (4.101), (4.102), deve ser removida se se deseja
que o elemento de Reissner-Mindlin obtenha os mesmos bons resultados para estruturas
delgadas obtidos através do elemento de Kirchhoff.

A configuracao do elemento de Reissner-Mindlin, descrita acima, é bem especial, ja que
geralmente as equagoes (4.100), (4.101), (4.102) nao sao satisfeitas. Portanto, para esse caso,
dada uma configuracao de Reissner-Mindlin, é construido um conjunto de configuragoes equi-
valentes a de Kirchhoff e busca-se por um configuracao que corresponda ao campo de rotagao
dado o mais préximo possivel, e serd chamada de modo equivalente de Kirchhoff otimo.
Quaisquer deformagcoes necessarias para complementar o modo de flexao para atingir a tota-
lidade da configuracao de Reissner-Mindlin constituird o modo de cisalhamento. Idealmente
a configuragao de flexdo deve ser descrita pelos campos de deslocamentos w*(x, ), que deve

satisfazer as seguintes equacoes:

O*wk 00
O*wk 00,
— 352 =Ky = o (4.104)
2k
o“w® 00, 00, (4.105)

_28x8y N 0—3/ + ox

Infelizmente, neste caso as curvaturas nao satisfazem as equacgoes de compatibilidade da
teoria de kirchhoff e conseqlientemente os campos de deslocamento que satisfazem (4.103),
(4.104) e (4.105) geralmente nao existem. Em vez disso, definem-se as configuragoes de con-
torno equivalentes de Kirchhoff : os deslocamentos w* definidos ao longo do contorno do

elemento, de tal forma que as curvaturas resultantes das deformagoes do contorno sejam as
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mesmas tanto no elemento de Reissner-Mindlin como nas configuragoes de contorno equiva-

lentes de Kirchhoff.

L

2

Figura 4.4: Geometria do elemento de placa quadrilateral.

Com este objetivo, primeiro calcula-se a projecao dos vetores de rotagao nodais 6P nos

lados do elemento quadrilateral. As projeces no primeiro e segundo nés do lado I sao

QII),I = 9:]0[611« + Qyjejy (4106)

‘9110,1+1 = Ogr11€10 + Oyr1ery (4.107)

onde ey, e er, sao os componentes z e y do vetor unitario paralelo ao lado I do elemento
conforme mostrado na Figura 4.4; para [=4, 141 ¢ identificado como sendo o n6 1. Como as
rotacoes sao interpoladas por funcoes de forma bilineares, a projecao da rotacao ao longo do

lado I é dada por

s s
07 =07, (1 - E) + 9?”15 (4.108)
onde Iy é o comprimento do lado I, s € (0,[;) é a distancia do primeiro né do lado até
o ponto considerado. Assim, tem-se que a curvatura associada com o campo da equagao

(4.108) &

(Q?I—H - 9?1)
lr

A configuracao equivalente de Kirchhoff para este lado do elemento quadrilateral é por-

(4.109)

R =

tanto descrita por
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1
I I

onde wf, wh, | sdo os deslocamentos das extremidades do lado I. Conseqiientemente, as

rotacoes nodais nas configuragoes de Kirchhoff sao

k
ka _ _8wk | _ ‘9?1 - 9?,[—}-1 B w]IC—&-l - ’U}]; <4 111)
LI 0s s=0 2 l[ ’
gP o ow* o ‘9110,1+1 N 9110,1 w];+1 — wj 4112
II+1 — _g |s:l1— 9 - I ( . )
k

onde os deslocamentos nodais wj sao parametros arbitrarios. Através da substituicao de
(4.106) e (4.107) em (4.111) e (4.112) um vetor §PX pode ser expresso em termos das rotagoes

nodais totais 6 e w¥. Assim, tem-se que

P — (Ourere + 9y1€1y) — (Geryrer: + 9y1+161y) - wlfﬂ _ w’f (4.113)
LI = '
) 2 l[
e
pK (Ozr+1€10 + Oyrraery) — (Ozrers + Oyrery) w1;+1 - wlf
wE L = ; — 7 (4.114)
Assim, substituindo para todos os nés do elemento, tem-se que:
oK _ (Oz1€12 + Oy1e1y) — (Banero + Oyoery) w§ — wy (4.115)
) 2 I
‘911)[2( _ (93&26195 + 9y261y) - (0I1€1$ + leely) o w]2€ — wlf (4]_]_6)
) 2 I
‘912)}2( _ (0z26233 + 6)yQGQy) - (9x362;v + 61/3621/) o wl?f — w§ (4117)
; 2 ly
(95[; _ (Oz3eor + Oyaeay) — (Uroor + Oyey) _ w§ — wj (4.118)
= 2 Iy
grE (Pusess + Oysesy) — (Bzaess + Oyaesy) _ wh — w§ (4.119)

33 ™ 2 l3
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egg
9%12(
92,3
952
93;@
)4
ors

¢ npPK
611

\ V4,1 J

34 —

44 =

41 =

N =

‘9pK o (0w463x + 0y4€3y) - (‘938363&0 + 0y3€3y) o w4 - wg (4120)
2 l3
epK o (9:1:464:1: + 9y4e4y) - (611641 + 9y1€4y> B wy — 'U}{f (4121)
2 ly
g — (0z1€40 + Oy1€4y) — (Braax + Oyaeay) Wi — wy (4.122)
2 ly
Reescrevendo de forma matricial as equagoes acima descritas
€l ely —€1lz —ely 0 0 0 0 1( 9331 )
—€1 —€1y €l ely 0 0 0 0 Hyl
0 0 (S €oy —€2p —Coy 0 0 QZQ
0 0 €2z —€2y Cog €2y 0 0 eyg -t
0 0 0 0 €3 €3y —€3z —€3y 9903
0 0 0 0 —€3x —€3y €3z €3y 6y3
—€4y —C4y 0 0 0 0 €4z €4y 0904
Chx €4y 0 0 0 0 —€4y —64y_ L 0y4 )
1 1 7]
CTE g
v _1E 01 0 )
0 4 —g 0 wh
0 5 -5 0 w; k
17 v ¢ = A10 + Asw (4.123)
0 0 % —E Wy
L ¢ 1
4 4
g o 1
4 4

Os componentes do vetor OPX sdo inseridos no lado esquerdo de (4.106) e (4.107). Matri-

cialmente, tem-se

(

efg )
ef;,}%
eg,}%
eg’,}%
9%}%
931%
95,]@
001 )

(ewel, 0 0 0 0 0 0
0 0 epey, 0 0 0 0
0 0 egeezy 0 0 0 0O
0 0 0 0 epey 0 0
0 0 0 0 egpes, O 0
000 0 0 0 0 es ey
000 0 0 0 0 e ey
wesy 0 0 0 0 0 0|
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e os termos do lado direito desta equacao se igualam aos termos da equacao (4.123).

AgOF = A0 + Ayw™ (4.125)

Em seguida, a matriz A3 é invertida e inserida no lado direito da equagao (4.125) e tem-se

que

OF = As7'A10 + Ag TP ALwWR = Ayd + A wE (4.126)

onde 6% ¢ w*

sao matrizes coluna e que sao relacionadas a configuracao equivalente de
contorno de Kirchhoff.

Como se comparam duas entidades inteiramente diferentes, ou seja, as configuracoes de
Reissner-Mindlin e de Kirchhoff, a diferenca entre elas serd somente medida em termos das

rotagoes nodais. A medida é feita da seguinte forma

f(wh) = (6" — 6°) (9" — ") (4.127)

onde
{OP}T = [‘91101 ‘9{)2 952 ‘953 953 9]??4 ‘924 955} (4.128)
{Wk}T = [w} w§ w§ wi] (4.129)

onde 0r; é definido por (4.106) e (4.107) e 8P ¢ andlogo a 6P de (4.128) mas seus com-
ponentes sao definidos por (4.111) e (4.112). A fungao f (wk) ¢ minimizada com respeito a
w o wk. com 0% dado pela equagdo (4.125) definem a configuragao 6tima de Kirchhoff,
que ¢ identificada com o modo de flexao. A solugao para esse problema é independente da

translacao do corpo rigido, assim assume-se wf=0. Com esta hipdtese, a solucao é

Wb = Wgtimo = { Golr} (4130)

onde
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d={Z oo} (4.131)

di={0 7 £ 0} (4.132)

d;={00 7 ¢} (4.133)

s’ = { 0, + 07y 05 + 9]53 9§3 + 0§4 Oy + 0% } (4.134)
dy

M = ¢ df (4.135)
dt
4

onde as matrizes G e r sao definidas da seguinte forma

didy dids did,
didy dids did, (4.136)
didy dids did,

G

r = Ms (4.137)

Para especificar o operador P? de (4.88), o vetor s definido em (4.134) tem que ser expresso

em termos de 6. Levando em conta (4.106) e (4.107) encontra-se que

s = Ho (4.138)

€1z €1y €1z €1y 0O 0 0 O
0 0 €ax €2y €24 Coy 0 0

H = 0O 0 0 O €3z €3y €3z €3y <4139)
€4z C4y 0O 0 0 O €4z C4y
Conseqiientemente
T S R VL 4.140
Witimo — lG_IM - ( . )
2
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e, considerando as equagoes (4.86), (4.87), (4.88), (4.89), (4.90), (4.100), (4.101), (4.102)
e (4.125), tem-se que:

01x
A@ + Aw { lGl_ISM} 08x4
_X_ 04x4
1G1M
01x
Isxs — Ap — Ay { 1G1*18M } Osxa
P = { s 2} (4.142)
- _x_ I4x4
1G-'M

onde I e 0 sao as matrizes identidade e nula respectivamente.
As equagoes (4.141) e (4.142), quando substituidas em (4.91) e (4.92), leva ao célculo de

B® e B**. O que por sua vez permite o cdlculo da matriz de rigidez definida em (4.93).

4.4.1 Matriz de Rigidez - Cisalhamento

Objetivando explicitar o célculo da matriz de rigidez, serd retomada a equacao (4.93), e

levando em conta somente a matriz de rigidez referente ao cisalhamento, tem-se que

K*® = / (B**)TC*B*dA (4.143)
A

onde, C*® é dado pela equagao (4.95). Para o cdlculo de B**, de (4.92) tem-se que

B* = B*P° (4.144)

Novamente, para se calcular B®, basta substituir as equagoes (4.97), (4.98) e (4.99) em
(3.21).

Agora para o calculo de P® da equacdo (4.144), retoma-se a equacao (4.142)

08)(4

01x
ISXS - A9 - Aw { %GI_ISM}

_{ 01x8 }
1~ 17
1G'M

onde I e 0 sdo as matrizes identidade e nula respectivamente. Além disso, G é dado por

(4.136), M é dado por (4.140) e Ay e Ay, sdo calculados por (4.125).

P =

(4.145)

I4x4
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4.5 Elemento baseado no Método de Deformacao Assumida
(QUAD4) Proposto por R. H. MacNeal

O elemento original QUADA4 [56] usava a teoria isoparamétrica com integracao seletiva
reduzida para avaliar as deformacoes de cisalhamento. O elemento QUAD4 foi usado no
MSC/ NASTRAN em 1976 e o travamento foi logo reportado para elementos relativamente
pouco distorcidos geometricamente (dngulos internos maiores que 30°). Em 1977 foi desco-
berto que o elemento nao passava no ”Patch Test” para determinadas condi¢oes geométricas
(elemento trapezoidal) [57].

Nessa época, o Método de Deformacao Assumida (7 Assumed Strain Method”) ja havia
sido usado com sucesso para corrigir uma deficiencia do método isoparamétrico em outro
elemento (TRIAG), e decidiu-se por aplicar esse novo método também para o elemento
QUAD4 do MSC/ NASTRAN em 1982 [57]. Esse método é usado para calcular a matriz

de rigidez de cisalhamento e sera explicado adiante.

4.5.1 Matriz de Rigidez - Cisalhamento

Neste elemento, temos a seguinte deformacao devido ao cisalhamento

€1

s ) ve | _[1y00 €9

g {0} —ae= [La00] L (240
€4

onde e;, 1 = 1,2,3,4 sao os coeficientes de deformacgao indeterminados. A Figura 4.5
mostra a localizagao dos componentes de cisalhamento v; onde k=1, 2, 3 e 4, que se situam nos
pontos médios dos lados. A equagao (4.146) e a rotagao das coordenadas permitem determinar
os componentes de cisalhamento em termos dos coeficientes de deformacao. Portanto, para

71 tem-se que

€1
€2

Y1 ={ cos(01) wicos(6y) sen(dr) zysen(dy) } (4.147)

€4
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(x1y1) B

Figura 4.5: Geometria do elemento de placa do MacNeal.

onde d; é o angulo entre o lado I e o eixo .

Analogamente para os outros componentes e na forma matricial, tem-se que

" cos(81) wrcos(d1)  sen(dy) xisen(dy) e1
T2l . | cos(d2) wicos(d2) sen(d2) wisen(ds) e
v Be = cos(03) y1cos(d3) sen(ds) x1sen(ds) es (4.148)
Y4 cos(04) yrcos(ds) sen(dy) x1sen(dy) eq

Para o cdlculo dos componentes de cisalhamento, retoma-se a equagao (3.21), em que
v = ‘g—’: + 6. Como a deformagao gama varia linearmente por hipétese, podemos escrever que

os componentes de cisalhamento sao calculados da seguinte forma:

(wp —wy)  (Og + Op)
_l’_
I 2

Y= (4.149)

onde 6 ¢ o vetor das rotacoes que é composto das componentes 0 e 0y. Calculando todos

0Ss componentes,

(UJ4 — ’LU3) (03 + 04)

- 41
M I + 5 (4.150)
= 0,+0
. (wll wi) 4‘5 ) (4.151)
2

(4.152)
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:(w2—w3) (02 +63)

Bz L 5

E matricialmente
000000730+
1 1
n 202000000
32 —Cu=|72050000007
3 -1 1 -1 1

b F105 00000
00705720350

Resumindo, tem-se que B® é dado por

onde e é dado por

e =B 'Cu

Finalmente B é obtido

B® = AB!'Cu

S O O O
O O =i O

91‘3

k6$4)

(4.153)

(4.154)

(4.155)

(4.156)

(4.157)

Para o calculo da matriz de rigidez procede-se exatamente da mesma forma do que o

primeiro elemento do R. H. MacNeal [56], conforme a equagao do Apéndice (A.70), ou seja:

K* = (B%)" (Z° +2") "' B®

(4.158)

onde Z* é a matriz da flexibilidade devido ao cisalhamento e ZP é a Matriz de Flexibilidade

Residual de Flexdo (Residual Bending Flexibility). A descrigao e derivagdo destas matrizes
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estd feita de forma detalhada no Apéndice A, sendo que neste capitulo elas serao apresentadas

de forma breve. A matriz Z° é calculada da seguinte maneira:

75 = (V3 (G (ve) ! (4.159)

onde

V20 0 0

vs_ |0 V2RO 0

“lo 0 V2hoO
0 0 0 274

(4.160)

onde J; é o jacobiano bi-dimensional no ponto (1). Para um elemento retangular, J; =
Jo =J3 =J4 = AxAy/4. O fator extra de dois sob o radical ocorre porque ha somente dois
pontos de integracao para cada componente de deformacao ao invés de quatro.

Para materiais isotropicos tem-se que

S0 0 0
0 G50 0
0 0 G50
0 0 0 G

G — (4.161)

onde

Ehk

s — @GS =
1 2 2(1+0)

(4.162)

A matriz de flexibilidade residual de flexao é

(1+a)Az? (14a)Az? 0 0
(1+E31A 2 (1+E31A 2
1 adr? (ra)de? 0

T 1241, |0 o (na (pas (4.163)
0 0 (

b

Eqp E1
(1-b)Az? (14+b)Ax?
En Eq

onde A é a area da superficie do elemento, I, é o momento de inércia de flexao por unidade
de largura; Az = 0,5(ze + 23 — 21 — 24); Ay = 0,5(ys + ya — y1 — ¥2) € Eq; e Egp so os
termos da diagonal na matriz de elasticidade usados para avaliar a rigidez a flexdao. Para
materiais isotrépicos E; = Fy = E/(1 —v?). Os coeficientes a e b foram obtidos através de

experimentagao numérica

68



£ £
a= - b= ! (4.164)
e+ (1—¢) —2252 e+ (1—¢e)2%

sendo que € = 0,04. As matrizes ZP e Z° foram definidas em um artigo anterior de
MacNeal [56], que apresenta a versao mais antiga deste elemento. A derivacao da matriz de
flexibilidade residual de flexao ZP esté apresentada no apéndice A.

Esta versao mais antiga do QUAD4 também foi implementado computacionalmente com
sucesso. A sua implementacao foi fundamental para obter a correta formulagao de sua versao
mais recente apresentada aqui [57], j& que alguns de seus conceitos foram aproveitados (como
por exemplo, a matriz de flexibilidade residual de flexdao). Os resultados deste elemento,
entretanto, nao foram apresentados neste trabalho por se tratar de uma versao mais antiga
do elemento.

Como ressaltado para o elemento do Bathe, é importante ainda destacar que o elemento
QUAD4 do MSC/ NASTRAN é um elemento de casca, e aqui implementou-se somente

o caso particular deste elemento, que é o elemento de placa.

4.6 Motivacao da escolha do ponto médio para calcular
as componentes de cisalhamento

Como pode ser observado com relagao a formulacao dos elementos, com excegao do
elemento do Belytschko, as deformacoes de cisalhamento sao interpoladas a partir dos pontos
médios dos lados, mostrando, portanto, uma tendéncia na formulagao desse tipo de elemento.

Uma das motivagoes para escolha do ponto médio para avaliar as componentes de cisa-
lhamento pode ser ilustrada através da viga de Timoshenko, que lida com a deformacao de
cisalhamento da mesma forma que a placa de Reissner/Mindlin.

Considerando um elemento de viga isoparamétrico de dois nés no modelamento de uma
viga cantilever que estd sujeita a somente um momento na extremidade livre. Assume-
se assim que a deformacao de cisalhamento é nula. As interpolactes para o deslocamento

transversal w e a rotacao 6, sao dadas por:
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1 — ¢ "ZDM

Figura 4.6: Elemento de viga de 2 nds representando um cantilever.

_1+¢ 1+¢

0, Teyg W= W (4.165)
Assim, a deformacao de cisalhamento é dada por:
1+
% + T§9y2 (4.166)

Para somente um momento aplicado, a deformacao de cisalhamento deve ser zero. Im-
pondo esta condigao tem-se que:
wy 1+¢

0=+ "0y (4.167)

Entretanto, para que esta expressao seja nula ao longo de toda viga (ou seja, qualquer
valor entre —1 < ¢ < 1), tem-se claramente que wy = 0,5 = 0. Assim, chega-se a situacao
inaceitavel de que deformacao de cisalhamento da viga sé pode ser obtida quando nao ha
nenhuma deformacao.

De maneira similar, se usarmos dois pontos de gauss (¢ = £1/4/3) em que a deformacio

(EA[RE

2
Como a matriz ¢ nao singular, a unica solu¢ao ¢ wy = 0,0 = 0. Este ¢ exatamente

seja nula, tem-se que:

o~

o resultado obtido anteriormente, porque impor a deformacao de cisalhamento que varia
linearmente igual a zero em dois pontos significa torné-la nula ao longo de todo o elemento.
Entretanto, pode-se tentar investigar o que acontece quando impoe-se a deformagao de

cisalhamento ser nula no ponto médio da viga (ou seja, £ = 0). Neste caso, a seguinte relagao
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¢é obtida:

0
Wy = %2[ (4.169)

Portanto se assumirmos uma deformacao de cisalhamento constante de valor

Y=+ 7 (4170)

um elemento mais conveniente é obtido.
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Capitulo 5

Implementacao Computacional

5.1 Introducao

Em muitos trabalhos, tem-se discutido as vantagens em termos de produtividade e qualidade
no desenvolvimento de programas com a utilizagao do paradigma de orientagao por objetos
e linguagem C++. A implementacao dos procedimentos numéricos tem sido feita através
do desenvolvimento e extensao de uma base de programas em C++. O C++ oferece pleno
suporte a programacao orientada a objetos, incluindo-se os quatro pilares do desenvolvimento
orientado a objetos: encapsulamento, ocultagao de dados, heranca e polimorfismo [54].

A utilizagao destes conceitos de programacao permite aumentar a eficiéncia do ambiente
de desenvolvimento, pois permite o acesso e manipulagao dos dados do programa de maneira
facil e segura. Permite, além disso, a inclusao de novos funcionais de maneira rapida, simples
e transparente.

No Departamento de Mecanica Computacional da Faculdade de Engenharia Mecanica da
Unicamp esta sendo desenvolvido um programa de elementos finitos chamado MEFLAB++,
que é implementado em linguagem C++ e utiliza a Programacao Orientada a Objetos. O
MEFLAB++ foi inicialmente concebido e criado pelos Professores Janito Vaqueiro Ferreira e
Renato Pavanello. Atualmente, esta sendo desenvolvido e utilizado por vérios pesquisadores
(Doutores, Mestres e alunos) do Departamento, permitindo a integracdo e sinergia entre as
linhas de pesquisa que estao sendo desenvolvidas.

Gragas ao conceito de orientagao a objetos, o programa ¢é dividido em médulos e a medida

que os trabalhos sao desenvolvidos, novos mdédulos sao agregados. Além disso, a modula-
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rizagao do programa permite o reaproveitamento dos moédulos por diversos pesquisadores, o
que acarreta em grande economia de tempo e esforco.

Devido a todas estas facilidades do MEFLAB++, neste trabalho foram necessarios so-
mente criar novos modulos com a formulagao dos elementos de placa e criar os arquivos de
dados de entrada para realizacao dos testes propostos. Os moédulos que realizam a montagem
da matriz de rigidez global, resolucao das equacoes, e etc ja estao prontos e por isso nao ha
necessidade de serem refeitos.

Neste capitulo fazem-se inicialmente algumas consideragoes gerais sobre as fases do pro-
cesso de desenvolvimento do modelo orientado a objetos para a resolugao de um problema
geral e na seqiiéncia aplica-se o modelo ao caso de formulacao de elementos de placa desen-

volvido neste trabalho.

5.2 Programacao Orientada a Objetos

A Programacao Orientada a Objetos é baseada no conceito de se criar uma implementacao
computacional que melhor adapte o computador a resolugao de um problema. Este conceito
se opoe ao utilizado em programacoes estruturadas convencionais, que modelam o problema
em algo mais apropriado a maquina [74].

A estratégia de implementacao da Programagao Orientada a Objetos consiste em identi-
ficar os aspectos do seu problema relacionados a componentes fisicos e conceituais, ou etapas
a serem realizadas, que permitam a resolucao do problema. Estes aspectos sao organizados
em pequenas partes, que podem vir a existir computacionalmente como entidades. Estas
entidades sao entao representadas de forma tnica por objetos dentro do programa [68].

Todo o conhecimento de cada um dos objetos é armazenado em uma classe que é definida
por um conjunto de variaveis de tipos diferentes e um conjunto de fungoes relacionadas as
variaveis.

Essas classes podem estar relacionadas com outras classes através da utilizacao de he-
rancgas. Este relacionamento é caracterizado pela identificacao de similaridades e diferencas
entre objetos. Podem-se também estabelecer relagoes de uso e de posse [53].

Assim sendo, tem-se que as semelhancas entre objetos sao agrupadas em classes de base
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ou principais, ao passo que as diferencas sao definidas em classes derivadas. Estas classes
derivadas podem ser descritas como classes especializadas que herdam da classe de base as
principais caracteristicas, ou especificagoes, como métodos (que realizam alguma operagao)
e variaveis, e adicionalmente podem apresentar caracteristicas proprias.

Uma vez definidas as classes, a Programacao Orientada a Objetos compoe o problema
em um conjunto de objetos, que se relacionam entre si. Esse relacionamento se dé através
dos métodos da classe da qual eles foram instanciados. Assim sendo, os objetos sdo criados
e comunicam-se entre si, recebendo e distribuindo tarefas, e apds cada um cumprir o seu

propésito, o problema estara resolvido.

5.3 Obtendo um Modelo de Objeto

Um bom modelo de objeto é conseguido através de um processo de desenvolvimento que

possui trés etapas, como segue [33]:

1. Analise Orientada a Objetos: é a fase onde um especialista descreve o problema em

termos das necessidades e tarefas a serem resolvidas pelo programador.

2. Projeto Orientado a Objetos: é a fase de definicao das classes e de suas variaveis e

fungdes (métodos) que irdo fazer a vinculagao e a comunicagao entre os objetos.

3. Programagao Orientada a Objetos: é a fase de implementagao, onde se tem a codificagao

dos métodos e fungoes, os testes e a integracao do programa como um todo.

Em seguida, tem-se a aplicacao das duas primeiras etapas descritas acima, no desenvol-
vimento do modelo de objeto para implementar a formulagao dos elementos de placa.

Para auxiliar no desenvolvimento do programa MEFLAB++, utilizou-se uma base inte-
grada de desenvolvimento chamada Rational Rose, um programa de engenharia de software,
que fornece uma representacao grafica que permite um entendimento mais claro do programa
em desenvolvimento.

No programa Rational Rose sao criadas e definidas todas as classes do MEFLAB++, que

possuem atributos e métodos, e as relagoes entre as mesmas (heranga, posse e uso). Estas
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informagoes formam a estrutura bésica do programa. Em seguida, com um recurso existente
no Rational Rose, esta estrutura é codificada automaticamente na linguagem C++. Apéds a
criacao da estrutura de base, a implementacao dos métodos de cada classe é feita diretamente
no Visual C++.

Varias notagoes podem ser usadas para auxiliar o programador a criar as classes e espe-
cificar as relagoes entre as mesmas. Neste trabalho usou-se a notacao proposta por “Booch”,

disponivel no programa Rational Rose.

5.3.1 Analise Orientada a Objetos

Na fase de Andlise Orientada a Objetos o problema deve ser descrito em termos das neces-
sidades e tarefas que devem ser feitas para obter a sua resolucao.

Para implementar a formulagao de um elemento de placa, é preciso calcular a matriz de
rigidez (K™) e o vetor de carga nodal equivalente (r™) do elemento. Retomando-se a equagao,

tem-se que a matriz de rigidez é dada por:

K" = / (B*)" C"BPdA + / (B5)T C*B*dA (5.1)
A A

Assim, o programa deve calcular as matrizes B®, B, C° e C° e as integrais indicadas.
Para resolugao de um problema de elementos finitos, outras etapas, no entanto, devem
ser concluidas. Deve-se calcular o vetor carga nodal de cada elemento, realizar a montagem
da matriz de rigidez e vetor de carga nodal globais da estrutura, estabelecer as condigoes de
contorno e carregamento da estrutura e, finalmente, resolver o sistema de equacoes obtido.
Todas essas etapas, gracas a Programacao Orientada a Objetos, ja estavam implementadas
no MEFLAB++ e puderam ser reaproveitadas neste trabalho, conforme mencionado anteri-
ormente. Como essas etapas j& estao amplamente descritas na literatura [3, 30] e nao foram

objeto deste trabalho, nao sera feito maior detalhamento sobre as mesmas neste capitulo.
Portanto, somente o célculo da matriz de rigidez do elemento serd alvo do Projeto Ori-

entado a Objetos descrito a seguir.
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5.3.2 Projeto Orientado a Objetos

Para realizar os calculos das matrizes B®, B, C® e C° e das integrais indicadas acima, foram
definidas 4 classes:

Classe ShapeFunctionQuad: responsavel pelos calculos das funcgoes de forma bili-
neares e de suas derivadas, necessarias para o calculo das matrizes B® e B°. Essa classe é
filha (derivada) da classe mae (base), que ja estava implementada no MEFLAB++, chamada
ShapeFunction. A classe mae ShapeFunction é uma classe que possui os atributos (varidveis)
e métodos basicos que todas as classes responsaveis pelos calculos de funcao de forma devem
ter, e que portanto devem ser herdadas da classe mae. Assim, uma relacao de heranca é
estabelecida entre as duas classes e sua representacao em forma de Diagrama (e utilizando a

notacdo "Booch”) é apresentada na Figura 5.1.

' ShapeFunction

-

. ShapeFuncion
- Quad

Figura 5.1: Diagrama de heranca entre as classes responsaveis pelo cdlculo das fungoes de
forma.

A classe ShapeFunctionQuad possui 2 métodos: o método give_ShapeFunctionAt, que cal-
cula o valor de varidvel nodal (deslocamento transversal ou rotagao) para um determinado
ponto no elemento; e o método give_DerivativeShapeFunctionAt que retorna o valor da deri-
vadas das funcoes de forma em um determinado ponto. Como todos os elementos utilizam
fungoes de forma bilineares, a mesma classe foi usada.

Classe QuadjgeoBathe: esta classe ¢ responsavel pela parte geométrica do elemento

do Bathe, por exemplo. Procedendo-se de forma analoga para os demais elementos, a mesma
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classe para o elemento do Hughes, por exemplo, seria Classe Quad4geoHughes. Por motivo
de economia, somente as classes do elemento do Bathe serao mencionadas neste capitulo.
Nesse tipo de classe, em outros elementos ja implementados no MEFLAB++ sao calcula-
dos a area, momentos de inércia, a posicao do centréide, o jacobiano, o inverso do jacobiano e
o determinante do jacobiano do elemento. Neste trabalho, no entanto, somente o jacobiano,
o inverso do jacobiano e o determinante do jacobiano do elemento precisavam ser calculados.
Essa classe é uma classe filha da classe mae, que ja estava implementada no MEFLAB++,
chamada GeoFElement, que é uma classe que possui os atributos e métodos basicos de todas

as classes que lidam com a parte geométrica do elemento, conforme indica a Figura 5.2.

. GeoElement

-
A

Quad-#gec-““
Bathe

Figura 5.2: Diagrama de heranca entre as classes que lidam com a parte geométrica dos
elementos.

Os 3 métodos implementados nessa classe sao: give_Jacobian, que calcula o Jacobiano
do elemento; give_InvJacobian, que calcula a matriz inversa do Jacobiano do elemento; e
give_JacobianDet, que calcula o determinante do Jacobiano. Para que estes calculos sejam
possiveis, é necessario usar o método give_DeriwativeShapeFunctionAt da classe ShapeFunc-
tionQuad, conforme indicado na equagao (4.6). Como todas as classes derivadas da classe
GeoFElement necessitam desse método, ha uma relacao tipo usa entre a classe GeoFElement e

a classe ShapeFunction, conforme ilustrado na Figura 5.3.
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Figura 5.3: Diagrama das relacoes da classe QuadjgeoBathe.

Classe PlateBathe: essa classe é responséavel por calcular os operadores diferenciais, ou
seja, as matrizes BP e B, que referem-se as matrizes deformacao-deslocamento para os efeitos
de flexao e cisalhamento, respectivamente. FEssa classe é filha da classe ja implementada
no MEFLAB++ chamada DifferentialOperator, que é uma classe que possui os atributos e
métodos bésicos que todas as classes que calculam os operadores diferenciais devem ter.

- Differentia

" .“IOperaior 'j,

-

-~ Plate |
‘.. Bathe

Figura 5.4: Diagrama de heranca da classe PlateBathe.

Essa classe possui 2 métodos: give_theMatrizBat, que calcula a matriz BP; e give_ theMa-
trixBshear, que calcula a matriz BS. Para estes calculos, os 2 métodos invocam os métodos
give_DerivativeShape Function e give_ShapeFunctionAt da classe ShapeFunction e o método
giwe_InvJacobian da classe Quad4geoBathe, conforme indicado previamente nas formulagoes
dos elementos.

Assim, para tornar possivel o uso desses métodos, além da relacao de heranca com a classe

DifferentialOperator, a classe PlateBathe estabelece uma relacao tipo usa com as classes
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ShapeFunction e PhyFElement, conforme indicado na Figura 5.5.

_,"'Diff-éi'ent-i;a-lﬁ_'-

... Operator |
. Plate |
cree T /,/g Bathe :
Shape-'d‘;
L____Functiﬂﬂ :: \

*.._Element |

Figura 5.5: Diagrama das relacoes da classe PlateBathe com as demais classes

Classe QuadjphyBathe: essa classe é responsavel pela parte fisica do elemento. Nesse
tipo de classe, em outros elementos ja implementados no MEFLAB++ sao calculadas as
tensoes, as deformagoes, a rigidez e a massa do elemento. Neste trabalho, no entanto, somente
a rigidez necessitava ser implementada. Essa classe é filha da classe PhyFElement, conforme

indica a Figura 5.6.

PhyIE_Iemeri{"::

" Quaddphy
‘... Bathe

Figura 5.6: Diagrama de heranca entre as classes que lidam com a parte fisica do elemento.

O método que calcula a rigidez do elemento chama-se give_Stiffness, que retorna a matriz
de rigidez do elemento, levando em conta tanto o efeito da flexao quanto do cisalhamento.
Para tanto, give_Stiffness chama por 6 métodos: give_theMatrizBat e give_theMatrizBshear

da classe PlateBathe; o método give_JacobianDet da classe QuadjgeoBathe; o método give_
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ConstitutiveMatriz da classe PlaneStress, que é filha da classe MaterialBehaviour; e give_
GaussPoints e give_GaussWeights da classe GaussIntegration.

Conforme explicado anteriormente, os 2 primeiros métodos sao usados para calcular as
matrizes B® e B*, conforme indica a equacio (5.1). O determinante do jacobiano, calculado
pelo método give_JacobianDet, é usado para efetuar o calculo da integral indicada também na
equagao (5.1), de acordo com a teoria isoparamétrica [3]. O método give_ConstitutiveMatriz
¢ utilizado para calcular as matrizes constitutivas C® e C*. Finalmente os dois tltimos
métodos, give_GaussPoints e give_Gauss Weights, sao usados para fazer a integracao numérica
pelo método de Gauss.

Assim, para ter acesso a esses métodos, além da relacao de heranca com a classe PhyF-
lement, a classe Quad{phyBathe estabelece uma relagao tipo usa com as classes Differentia-

[Operator, GeoFElement e MaterialBehaviour, conforme indicado na Figura 5.7.

¥ Geo

[N H r"-""" '—-_\.

-.‘:Elemer?f_;, .~ Differential

N -.._ Operator
\ .-/:'. e

/ ._'__,*
v Phy
*._ Element |

’QU\\M% Gauss
/ “-_Integration
. Material 1
"-..Behaviour ! § o
< Quaddphy @

‘... Bathe |

Figura 5.7: Diagrama da class PhyElement.
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Capitulo 6

Analise Comparativa e de
Desempenho

6.1 Introducao

O MEF é um método de aproximacao numérico e portanto seus resultados apresentam
erros. Assim, os pesquisadores, ao longo tempo, criaram varios testes objetivando validar
novos elementos finitos. Os testes devem ser capazes de apresentar todos os parametros que
influenciam a precisao do elemento [69]. Esses testes devem ajudar desenvolvedores a criar
novos elementos finitos que assegurem bom desempenho em diferentes tipos de aplicacao.

Erros nos resultados dos elementos podem ser decorrentes da presenca de modos espurios
de energia, travamento e erros elementares como a violacao das propriedades de corpo rigido
e etc. Os parametros que podem afetar a precisao sao o tipo de carregamento externo,
geometria do elemento, geometria do problema a que o conjunto de elementos é submetido,
propriedades do material e etc. Cuidado deve ser tomado para testar elementos de formas nao
convencionais envolvendo a variagao de “aspect ratio” (relagao entre o maior e menor lado de
um retangulo), elementos com angulos internos pequenos, elementos com forma trapezoidal
e etc.

A maioria dos testes propostos pelas publicacoes de novos elementos apresentam proble-
mas que sao: (a) geralmente aborda-se um numero insuficiente de condigdes testadas (b)
poucos resultados sao reportados, e (c¢) os resultados ndo sao comparados com os resultados
de outros elementos, particularmente com aqueles de outros programas comerciais [57]. Os

mesmos problemas nao estariam presentes em um conjunto de testes padrao que seja cuida-
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dosamente criado e aplicado a diversos elementos diferentes. Neste sentido é possivel afirmar
que a especificacao de um conjunto de testes requer um planejamento cuidadoso.

Objetivando especificar este conjunto de testes, R. H. MacNeal [61] e K. Mallikarjuna Rao
[69], entre outros autores, propuseram em seus artigos um conjunto de testes para avaliar o
desempenho dos elementos existentes e orientar o desenvolvimentos de novos elementos no
futuro.

Baseado nesses dois artigos indicados acima e também nos testes para validacao dos
elementos de placa implementados, bem como outros elementos destes mesmos autores,
identificou-se um conjunto de testes que sera aplicado aos elementos estudados neste tra-
balho.

Esse conjunto nao tem como proposta contemplar todas as condicoes possiveis de teste,
mas sim que seja um conjunto que contenha os testes mais importantes de acordo com a
literatura descrita acima.

Assim, os testes que serao descritos e aplicados neste trabalho sdo: placa retangular,
patch test, viga retilinea, viga curva, placa circular e teste de autovalores. A motivacao e os
resultados de cada teste serao detalhados a seguir.

Um importante parametro que influencia a performance dos elementos é a razao da es-
pessura da placa (h) sobre o comprimento do lado menor da placa (a). De acordo com
Zienkiewicz [87], conforme a espessura e conseqiientemente as deformagoes de cisalhamento
aumentam, os elementos que usam a teoria de placa espessa sao capazes de levar a resulta-
dos melhores dos que os obtidos por elementos que utilizam a teoria de placa delgada. Isso
se deve ao fato de que a teoria de placa delgada, conforme visto anteriormente, despreza
as deformacoes de cisalhamento, enquanto que na teoria de placa espessa as mesmas sao
consideradas.

Também de acordo com Zienkiewicz [87], o limite da aplicabilidade da teoria classica de
placa delgada de Kirchhoff, é a razao, (h/a), de 1/100. Se a razao for maior que 1/100 a teoria
da placa delgada nao é mais apropriada. J& a teoria de placa espessa de Reissner-Mindlin,
por considerar a deformacao por cisalhamento, apresenta uma aplicabilidade maior, até uma

razao de aproximadamente 1/10.
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Embora os elementos implementados utilizem a teoria de Reissner-Mindlin, os testes
serao feitos dentro do limite de aplicabilidade da teoria de placa delgada (h/a < 1/100).
O motivo é que todos os testes feitos nos artigos dos elementos implementados, bem como
em toda bibliografia estudada, utilizam os resultados de teoria de Kirchhoff para avaliar o
desempenho dos elementos. Assim, a mesma abordagem foi utilizada neste trabalho.

Outro aspecto importante que deve ser mencionado, antes de apresentar os testes imple-
mentados, é a validacao dos elementos. A validagao, aqui, refere-se a reproducao exata dos
resultados dos testes publicados nos artigos de cada elemento [7, 78, 43, 57]. Tal procedimento

objetivou garantir a correta implementacao computacional feita no presente trabalho.

6.2 Patch Test

A principal virtude do Patch Test é: se um elemento produzir resultados corretos no
teste, os resultados para qualquer problema resolvido com o elemento convergird em direcao
a solucao correta conforme o elemento seja subdividido. A razao é que a tensao em cada
elemento tende a um valor uniforme no limite. Muitos autores, inclusive Irons [48, 46],
pensam que um elemento que nao passa no Patch Test nao é confiavel. Por outro lado, a
aprovacao no Patch Test nao garante que o elemento seja bom, pois a taxa de convergeéncia
pode ser muito baixa para uso prético [61].

De acordo com Bathe [3], se as condigoes de compatibilidade (conformidade) das varidveis
fisicas e as condigoes de uma aproximacao completa forem satisfeitas, a solucao calculada
convergird para a energia de deformagao exata monototicamente. Adotar uma aproximacao
completa significa conduzir um elemento a representar bem os modos de corpo rigido (sem que
a matriz de rigidez do elemento apresente modos espirios de energia nulos) e de representar
os estados de deformacao constantes. Este requisito deve ser sempre satisfeito, segundo Bathe
[3].

Sabe-se que na pratica, no entanto, observa-se freqiientemente que elementos finitos com
desempenho satisfatorio sao obtidos mesmo que os requisitos de continuidade sejam violados.
Assim, o requisito de compatibilidade pode ser relaxado com o custo de perda de uma solucao

monototicamente convergente, garantindo, entretanto, que o requisito de aproximacao com-
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pleta seja preservado.

Em alguns elementos incompativeis (nao conformes) que atendam o requisito de apro-
ximagao completa, especial atencao deve ser dispendida para um detalhe. Embora um inico
elemento seja capaz de representar todos os estados de deformacao constante, quando o ele-
mento é usado em um conjunto de elementos, incompatibilidades entre eles podem impedir
a representacao de estados constantes de deformacao do meio continuo. O Patch Test, por-
tanto, permite a investigacao sobre se um conjunto de elementos nao conformes atende ao
requisito de aproximacao completa.

Basicamente, o Patch Test permite determinar se um elemento satisfaz o requisito de
aproximacao completa, e deve ser principalmente empregado em elementos que utilizam
procedimentos nao convencionais (como por exemplo integragao reduzida ou fungoes de forma
incompativeis). De acordo com Hughes [36], o Patch Test seria o teste mais 1itil para se avaliar
o comportamento dos elementos.

Nota-se que elementos distorcidos geometricamente de uma maneira arbitraria sao uma
parte essencial do teste [61]. Como a geometria dos elementos pode influenciar nos resultados,
2 Patch Tests com geometrias diversas foram selecionados, dos artigos do MacNeal [61] e
Belytschko [78].

O primeiro Patch Test implementado neste trabalho, descrito no artigo do MacNeal [61],
e mostrado na Figura 6.1, foi usado por Robinson [72, 73] para testar elementos finitos

comerciais. As coordenadas dos nds sao mostradas na Tabela 6.1.
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Figura 6.1: Patch Test 1 para elementos de placa.

Tabela 6.1: Coordenadas dos nés do Patch Test 1.

‘ Numero do N6 ‘ Coordenada x | Coordenada y ‘

5 0,04 0,02
6 0,18 0,03
7 0,16 0,08
8 0,08 0,08

O segundo teste implementado neste trabalho esté presente no artigo do Belytschko [78],

conforme mostrado na Figura 6.2, e as coordenadas dos nés sao mostradas na Tabela 6.2.

! . 9
|
5
20| 4
6
J .
1 2 3 X
- 20 -

Figura 6.2: Patch Test 2 para elementos de placa.
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Tabela 6.2: Coordenadas dos nés do Patch Test 2.

‘ Numero do N6 ‘ Coordenada x ‘ Coordenada y ‘

2 18 0
4 0 12
5 15 15
6 40 7
8 25 20

Utilizaram-se condicoes de contorno de deslocamento porque é mais simples de especificar
que as condicoes de contorno de forca e momento. As condigoes de contorno sao dadas pelas
equagoes abaixo e foram aplicadas aos dois testes. Além disso, as condigoes de contorno sao

aplicadas aos nés do contorno e os nés internos ficam sem nenhum carregamento.

1072 (2? + 2y + y°)

v 2
0, = 107° (y + 2/2)
0, =10"°(—z —y/2) (6.1)

A avaliacao, se o elemento passa no Patch Test, é feita exatamente avaliando-se os resul-
tados dos nés internos. Se os deslocamentos e rotagoes destes estiverem em conformidade
com as mesmas equacgoes usadas para definir as condi¢oes de contorno entao o elemento passa
no Patch Test. Conformidade, aqui, significando exatamente os mesmos valores, permitindo
somente ruidos associados as limitagoes numéricas do computador [30].

Todos os 4 elementos implementados passaram em ambos os testes. Entretanto, conforme
mencionado anteriormente, a aprovagao no Patch Test nao garante que o elemento seja bom,

pois a taxa de convergéncia pode ser muito baixa para uso pratico.

6.3 Teste da Placa Retangular

O teste da placa retangular é um dos testes mais freqiientemente utilizados na literatura,
sendo considerado um dos testes padrao para este tipo de elemento [57]. Todos os elementos
implementados neste trabalho apresentam esta avaliacao em seus artigos. Nesse teste, a placa

retangular é submetida a uma forca transversal, sendo aplicada de forma concentrada no
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centro da placa ou uniforme ao longo de toda a superficie da placa, que também é suportada
de duas formas: ou é engastada em todo o contorno, ou é simplesmente apoiada, em que

somente o deslocamento transversal é restringido e as rotagoes sao livres.

b

Figura 6.3: Placa retangular com malha de 16 elementos.

Os dados fixos para todas as condigoes testadas sao: F = 17472000,0, v = 0,3 e Lado a =
2,0. Entretanto, outros parametros sao variados como: espessura h, refinamento da malha,
carregamento, suporte, “aspect ratio” (razao entre os lados a e b) e distorgao geométrica das

malhas. A Tabela 6.3 mostra como estes parametros foram variados.

Tabela 6.3: Resumo das condicoes testadas.

‘ Razao entre os lados (b/a) ‘ Carga Suporte Tabela

Concentrada | Engastado
1 Simplesmente Apoiado 6.4
Uniforme Engastado

Simplesmente Apoiado

Concentrada | Engastado
5 Simplesmente Apoiado 6.5
Uniforme Engastado

Simplesmente Apoiado

Para cada uma das condigoes (linhas) descritas na Tabela 6.3 s@o testadas 3 espessuras
(hy = 1072, hy = 1073 e hy = 107*) e 3 malhas com refinamentos diferentes (malha com 16,
64 e 256 elementos para discretizar a placa inteira), totalizando portanto 9 testes para cada
linha da tabela.

Vérios pontos importantes no desempenho dos elementos sao avaliados nesse teste. O pri-

meiro deles é a precisao para varias condicoes diferentes de carga, suporte, malha, espessura
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e etc, totalizando 72 testes para cada elemento, conforme mostra as Tabelas 6.4 e 6.5.

Além da precisao, outro aspecto importante verificado é a presenca do fenémeno descrito
na literatura como travamento por cisalhamento (shear locking), em que as solugoes obtidas
com o elemento divergem da solucao exata da teoria classica de Kirchhoff em aplicacoes de
placa e casca muito delgada, resultando em modelos erroneamente rigidos, conforme descrito
anteriormente.

Outro ponto importante avaliado nesse teste é a convergéncia dos resultados dos elementos
para o resultado tedrico de placas delgadas através do maior refinamento da malha, ja que
todas as condigoes serao avaliadas com 3 malhas diferentes: com 16, 64 e 256 elementos como
sera mostrado adiante.

A seguir, sao apresentados os resultados dos testes indicados na Tabela 6.3. Todos os
resultados apresentados mostram o erro relativo entre os resultados obtidos pelos elementos
e o resultado da teoria classica de Kirchhoff, encontrado no livro do Timoshenko sobre placas

e cascas [82], referente ao deslocamento transversal no ponto central da placa.
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Tabela 6.4: Razao entre os lados (b/a)=1.

Parametros Elementos - Erro Relativo Percentual
Carga Suporte ‘ Malha | Espessura || Bathe | Belytschko | Hughes | MacNeal
1072 -134% | -13,4% -134% | -11,8%
16 elementos 1073 -13,5% -13.5% -13.5% | -11,9%
1074 -135% | -13,5% -135% | -11,9%
1072 -3,4% -3,4% -3,4% -3,0%
Engastado 64 elementos 1073 -3,5% -3,5% -3,5% -3,1%
1074 -3,5% -3,5% -3.5% -3,1%
1072 -0,7% -0,7% -0,7% -0,6%
256 elementos 1073 -0,8% -0,8% -0,8% -0,7%
Concentrada 1074 -0,8% -0,8% -0,8% -0,7%
1072 -0,7% -0,7% -0,7% 5,5%
16 elementos 1073 -0,8% -0,8% -0,8% 5,4%
1074 -0,8% -0,8% -0,8% 5,4%
Simplesmente 10~2 -0,5% -0,5% -0,5% 1,2%
Apoiado 64 elementos 1073 -0,5% -0,5% -0,5% 1,1%
10~4 -0,5% -0,5% -0,5% 1,1%
1072 -0,1% -0,1% -0,1% 0,3%
256 elementos 1073 -0,2% -0,2% -0,2% 0,3%
10~* -0,2% -0,2% -0,2% 0,3%
1072 -15,9% | -15,9% -15,9% | -14,7%
16 elementos 1073 -159% | -15,9% -159% | -14,8%
10~* -15,9% | -15,9% -15,9% | -14,8%
1072 -0,7% -0,7% -0,7% -0,3%
Engastado 64 elementos 1073 -0,7% -0,7% -0,7% -0,4%
1074 -0,7% -0,7% -0,7% -0,4%
1072 0,2% 0,2% 0,2% 0,3%
256 elementos 1073 0,1% 0,1% 0,1% 0,2%
Uniforme 1074 0,1% 0,1% 0,1% 0,2%
1072 111% | -11,1% 111% | -8,4%
16 elementos 1073 A11% | -111% 111% | -8,4%
1074 11,1% | -11,1% 11,1% | -8,4%
Simplesmente 1072 -0,4% -0,4% -0,4% 0,3%
Apoiado 64 elementos 1073 -0,5% -0,5% -0,5% 0,3%
10~* -0,5% -0,5% -0,5% 0,3%
1072 0,0% 0,0% 0,0% 0,1%
256 elementos 1073 -0,1% -0,1% -0,1% 0,1%
1074 -0,1% -0,1% -0,1% 0,1%

A seguir sao apresentados as Figuras 6.4 e 6.5, que contemplam os resultados da Ta-

bela 6.4, objetivando uma melhor visualizacao dos mesmos. A Figura 6.4 apresenta todos os

resultados da Tabela 6.4 para carga concentrada, enquanto que a Figura 6.5 os resultados
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para carga uniforme. Como nao hé mudancga significativa nos resultados quando a espessura
é alterada, essas duas Figuras foram feitas utilizando-se os resultados para espessura igual

a 107*. A mesma observacao foi feita para os demais testes, e portanto, todas as Figuras

contemplando resultados utilizam a mesma espessura.

Teste da Placa Retangular — — Carga Concentrada — Aspect Ratio=1
T

O~ o -6~ Hughes, Bathe, Belyt.— Engastado
'~ @ MacNeal - Engastado
4l Ssg =A- Hughes, Bathe, Belyt.— Apoiado
~e - € MacNeal — Apoiado

Erro porcentual (%)

Il

-14
16 elementos 64 elementos
Num. de elementos para a placa inteira.

256 elementos

Figura 6.4: Resultados do Teste da Placa Retangular - Carga Concentrada - Razao entre os
lados (b/a)=1
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Teste da Placa Retangular — Carga Uniforme — Aspect Ratio=1

Erro porcentual (%)

=-©- Hughes, Bathe, Belyt.—- Engastado
@' MacNeal - Engastado [
-A- Hughes, Bathe, Belyt.— Apoiado
- € MacNeal — Apoiado

Il

-1
16 elementos 64 elementos 256 elementos
Num. de elementos para a placa inteira.

Figura 6.5: Resultados do Teste da Placa Retangular - Carga Uniforme - Razao entre os
lados (b/a)=1

91



Tabela 6.5: Razao entre os lados (b/a)=5.

Parametros Elementos - Erro Relativo Percentual
Carga Suporte Malha | Espessura || Bathe | Belytschko | Hughes | MacNeal
1072 -68,1% | -68,1% -68,1% | -56,2%
16 elementos 1073 -68,2% -68,2% -68,2% | -56,3%
10~* -68,2% | -68,2% -68,2% | -56,3%
1072 -17,4% | -17,4% -17,4% | -13,8%
Engastado 64 elementos 1073 17.5% | -17,5% -17.5% | -13,9%
10~* -17,5% | -17,5% -17,5% | -13,9%
102 -5,3% -5,3% -5,3% -4,4%
256 elementos 1073 -5,4% -5,4% -5,4% -4,5%
Concentrada 1074 -5,4% -5,4% -5,4% -4,5%
1072 -15,6% | -15,6% -15,6% | -1,8%
16 elementos 1073 -15,6% -15,6% -15,6% -1,8%
1074 -15,6% | -15,6% -156% | -1,8%
Simplesmente 102 -7,2% -7,2% -7,2% -0,1%
Apoiado 64 elementos 1073 -7,2% -7,2% -7,2% -0,1%
10~4 -7.2% -7.2% -7,2% -0,1%
1072 -2,3% -2,3% -2,3% 0,5%
256 elementos 1073 -2,3% -2,3% -2,3% 0,5%
10~* -2,3% -2,3% -2,.3% 0,5%
1072 12,4% 12,4% 12,4% | 47,2%
16 elementos 1073 12,4% 12,4% 12,4% | 472%
1074 12,4% 12,4% 124% | 472%
1072 -3,3% -3,3% -3,3% 3,0%
Engastado 64 elementos 1073 -3,3% -3,3% -3,3% 2,9%
1074 -3,4% -3,4% -3,4% 2,9%
1072 0,2% 0,2% 0,2% 1,8%
256 elementos 1073 0,1% 0,1% 0,1% 1,7%
Uniforme 1074 0,1% 0,1% 0,1% 1,7%
1072 -2,9% -2,9% -2,9% -0,1%
16 elementos 1073 -2,9% -2,9% -2,9% -0,2%
1074 -2,9% -2,9% -2,9% -0,2%
Simplesmente 1072 -2,2% -2,2% -2.2% -0,8%
Apoiado 64 elementos 1073 -2,2% -2,2% -2,2% -0,9%
1074 -2,2% -2,2% -2.2% -0,9%
1072 -0,5% -0,5% -0,5% -0,2%
256 elementos 1073 -0,5% -0,5% -0,5% -0,2%
1074 -0,5% -0,5% -0,5% -0,2%

A seguir, sao apresentados as Figuras 6.6 e 6.7, que contemplam os resultados da Ta-

bela 6.5. A Figura 6.6 apresenta todos os resultados da Tabela 6.5 para carga concentrada,

enquanto que a Figura 6.7 os resultados para carga uniforme.
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Teste da Placa Retangular — Carga Concentrada — Aspect Ratio=5

)
5
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16 elementos 64 elementos 256 elementos

Num. de elementos para a placa inteira.

Figura 6.6: Resultados do Teste da Placa Retangular - Carga Concentrada - Razao entre os
lados (b/a)=5

Teste da Placa Retangular — Carga Uniforme — Aspect Ratio=5
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Figura 6.7: Resultados do Teste da Placa Retangular - Carga Uniforme - Razao entre os
lados (b/a)=5
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Dos resultados obtidos, algumas conclusoes ja podem ser delineadas. Para todas as
condigbes avaliadas em que os elementos apresentavam o formato de um quadrado (” aspect
ratio=1"), os elementos do Bathe, Belytschko e Hughes apresentam praticamente os mesmos
resultados, aparecendo diferengas somente no sétimo algarismo significativo. O elemento do
MacNeal apresenta resultados diferentes para todas as configuragoes.

Para o caso de elemento retangular (com Aspect Ratio=5), o mesmo nivel de semelhanca
permanece somente entre os elementos do Belytschko e do Hughes. Para esse caso, o ele-
mento do Bathe apresenta resultados diferentes a partir do quarto algarismo significativo,
apresentando portanto resultados ainda bem préximos .

Para se ter uma idéia do desempenho de cada elemento, levando-se em conta todos os
resultados das condigoes ja apresentadas, calculou-se o erro médio para as malhas de 16, 64
e 256 elementos para toda a placa. Para cada uma dessas malhas, somou-se o erro de cada
elemento obtido para todas as configuracoes testadas (tipo de suporte, carga e ”aspect ratio”).

Assim, foram obtidos trés erros médios para cada elemento conforme mostra a Tabela 6.6.

Tabela 6.6: Erro percentual médio por nivel de refinamento de malha.

Parametros Elementos - Erro Médio Percentual
Malha Total Bathe ‘ Belytschko ’ Hughes ’ MacNeal
16 elementos || 17,5% 17,5% 17,5% 18,3%
64 elementos 4,4% 4,4% 4,4% 2.8%
256 elementos || 1,2% 1,2% 1,2% 1,0%

Os resultados obtidos nas varias configuragoes nao permitem identificar um elemento que
seja melhor para uma determinada condigao, sem que houvesse influéncia das demais. Assim,
por exemplo, nao é possivel indicar que para carga concentrada, nao importando as demais
condigdes (como tipo de suporte, espessura e etc), haja um elemento mais indicado.

A tnica tendéncia geral, que pode ser observada, foi que o erro médio, conforme mostrado
na Tabela 6.6, para os elementos Bathe, Belytschko e Hughes sao praticamente os mesmos. Ja
o elemento do MacNeal, apresentou um comportamento médio inferior (4,6%) para a malha
menos refinada (16 elementos). Ja para as malhas mais refinadas de 64 e 256 elementos, o

elemento do MacNeal apresentou comportamento significativamente melhor, 57,6% e 20%,

94



respectivamente. Assim, pode-se concluir que o elemento do MacNeal apresentou, de maneira

geral, comportamento superior aos demais elementos.

Um ponto importante observado foi que todos os elementos convergiram para a solugao

exata com o refinamento da malha para todas as condigoes testadas.

Outro estudo foi feito para avaliar o comportamento dos elementos com as suas formas
distorcidas geometricamente, conforme descrito no artigo do MacNeal [56], e mostrado na
Figura 6.8. Essa avaliagao foi feita somente na condi¢ao de malha com 64 elementos para toda
a placa e carga concentrada no centro da mesma. Os testes foram feitos somente variando-se
a espessura e o tipo de suporte, conforme mostra a Tabela 6.7. Os demais parametros como

modulo de elasticidade, E, e o coeficiente de poisson, v, permanecem oS mesmos.

Simefria
04 07 09 10

/ / / Simetria
| 01 03 _ 06 10 |
Figura 6.8: Malha para 1/4 da placa com elementos distorcidos geometricamente, em que

sao aplicadas as condicoes de simetria.

Tabela 6.7: Elementos distorcidos geometricamente.

Parametros Elementos - Erro Relativo Percentual
Suporte | Espessura || Bathe ‘ Belytschko ‘ Hughes | MacNeal

1072 -2,5% -2.5% -2,5% -2.2%

Engastado 1073 -2,7% -2,7% -2,7% -2,3%

1074 -2,7% -2,7% -2,7% -2,3%

Simplesmente 102 0,3% 0,3% 0,3% 1,3%

Apoiado 1073 0,3% 0,3% 0,3% 1,3%

104 0,3% 0,3% 0,3% 1,3%
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Para esse caso de elementos distorcidos geometricamente, os do Bathe, Belytschko e
Hughes apresentam resultados iguais até o quinto algarismo significativo. Ja o elemento do
MacNeal, como para todas as outras configuracoes, apresenta resultados diferentes. Para o
caso de suporte engastado, o elemento do MacNeal apresentou desempenho ligeiramente su-
perior, enquanto que para o suporte simplesmente apoiado, sua precisao foi significativamente
inferior.

Outra importante conclusao obtida foi que para nenhuma condigao testada e para nenhum
dos elementos implementados ocorreu a presenca do travamento por cisalhamento. Além
disso, para as 3 espessuras avaliadas em todas as condicoes de teste, nenhuma mudanca

significativa nos resultados foi observada.

6.4 Teste da Viga Retilinea

O teste da viga retilinea, mostrado na Figura 6.9, é freqiientemente usado e pode ser aplicado
a elementos de viga, placa e sélidos. A sua principal qualidade é a simplicidade e o fato
de que todos os principais modos de deformagao sao invocados quando os carregamentos
sao aplicados na extremidade livre. Além disso, sao testadas configuracoes com elementos
deformados geometricamente, objetivando testar tais formas com os modos de deformacao
variando linearmente [61].

Os dados do problema-teste sao: E = 107, v = 0, 3, comprimento = 6,0, largura = 0, 2,
espessura = 0, 1, carregamento com forca transversal ao plano da viga e com valor unitario

aplicado na extremidade livre da viga; malha com 6x1 elementos.
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C
Figura 6.9: Viga retilinea discretizada em 6 elementos com o mesmo volume: (a) Elementos
retangulares (b) Elementos trapezoidais (c¢) Elementos inclinados.

Os tnicos parametros que variam nesse teste é a forma geométrica dos elementos (retan-
gular, trapezoidal e inclinado, conforme mostra a Figura 6.9) e a espessura. Os resultados
sao mostrados na Tabela 6.8.

A seguir sao apresentados os resultados do teste. Todos eles mostram o erro relativo entre
os resultados obtidos pelos elementos e o resultado da teoria classica de Kirchhoff, referente

ao deslocamento transversal na extremidade livre da viga.

Tabela 6.8: Resultados do teste da viga retilinea.

Parametros Elementos - Erro Relativo Percentual

Geometria do Elemento ‘ Espessura || Bathe ‘ Belytschko ‘ Hughes ‘ MacNeal
1072 -0,7% -0,7% -0,7% 0,0%
Regular 1073 -0,7% -0,7% -0,7% 0,0%
1074 -0,7% -0,7% -0,7% 0,0%
1072 -3,1% -3,1% -3,1% -0,8%
Trapezoidal 1073 -3,1% -3.1% -3,1% -0,8%
1074 -3,1% -3,1% -3,1% -0,8%
1072 -1,0% -1,0% -1,0% 0,3%
Inclinado 1073 -1,0% -1,0% -1,0% 0,3%
1074 -1,0% -1,0% -1,0% 0,3%

Os elementos do Bathe, Belytschko e Hughes apresentam resultados iguais somente até
o terceiro algarismo significativo. Para as 3 formas geométricas testadas, o elemento do

MacNeal apresentou resultados expressivamente melhores, conforme mostrado na Figura 6.10.
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Teste da Viga Retilinea
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=6~ Hughes, Bathe, Belyt.
= MacNeal

Erro porcentual (%)

_ 1
Retangular Trapezoidal Inclinado
Forma Geometrica dos Elementos

Figura 6.10: Resultados do Teste da Viga Retilinea

6.5 Teste da Viga Curvilinea

No teste de viga curvilinea, combinagoes dos principais modos de deformagao sao invoca-

dos quando os carregamentos sao aplicados na extremidade livre, com elementos levemente

deformados geometricamente.

\ﬁO“

Figura 6.11: Viga Curvilinea.

Os dados do problema-teste sao: £ = 107, v = 0,25, arco = 90°, raioesterno = 4,32,
TA0imterno = 4,12, h = 0, 1, carregamento com forca transversal ao plano da viga e com valor

unitario aplicado na extremidade livre da viga; malha com 6x1 elementos de mesmo volume.
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A seguir, sao apresentados os resultados do teste. Novamente, todos eles mostram o erro
relativo entre os resultados obtidos pelos elementos e o resultado da teoria classica presente
no artigo do MacNeal [61], referente ao deslocamento transversal na extremidade livre da

viga.

Tabela 6.9: Resultados do teste da Viga Curvilinea.

Elementos - Erro Relativo Percentual
Bathe ‘ Belytschko ‘ Hughes | MacNeal

[12,62% | 5,79% | 579% | 12,52% |

Para esse teste, os elementos do Hughes e do Belytschko apresentam resultados seme-
lhantes e significativamente melhores que os elementos do Bathe e do MacNeal, que também

apresentam resultados préximos.

6.6 Teste da Placa Circular

Esse teste serve para avaliar tanto a performance do elemento com formas geométricas irre-
gulares, bem como para analisar a convergéncia através do refinamento da malha (12, 48 e
192 elementos para a placa inteira) para essa configuracao geométrica, conforme mostrado
na Figura 6.12. Também varias condigoes de espessura foram testadas, incluindo espessu-
ras muito pequenas. Como conseqiiéncia. o travamento por cisalhamento (shear locking)
também ¢ verificado para elementos irregulares. Finalmente duas configuracoes de suporte
da placa circular foram testadas: simplesmente apoiada e engastada. Devido as condic¢oes de

simetria, somente 1/4 da placa foi discretizado.
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Simetria
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Figura 6.12: Malhas de Placa Circular.

simetria.

Os dados do problema-teste sao: E = 1092000, v =

Simetria

Simetria

Somente um quadrante ¢ discretizado devido a

0,3, raio = 5 e carregamento com

forgas perpendicular ao plano da viga e com valor unitdrio no centro da placa. Os resultados

sao mostrados na

Tabela 6.10:

Todos os resultados mostram o erro relativo entre os resultados obtidos pelos elementos e

o resultado da teoria classica de Kirchhoff, encontrado no livro do Timoshenko sobre placas

e cascas [82], referente ao deslocamento transversal no ponto central da placa.

Tabela 6.10: Resultados do teste da placa circular.

Parametros Elementos - Erro Relativo Percentual
Num. de Elem. ‘ Suporte ‘ Espessura || Bathe ‘ Belytschko ’ Hughes ’ MacNeal
0,01 17% | -L7% | -1,1% | 54%
Simplesmente Apoiado 0,001 -1,7% -1,7% -1,7% 5,4%
12 elementos 0,0001 -1,7% -1,7% -1,7% 5,4%
0,01 || -214% | -214% | 21.4% | -3.3%
Engastado 0,001 -21,4% -21,5% -21,4% | -3,3%
0,0001 || -21,4% | -21.5% | -21,4% | -3.3%
0,01 04% | -04% | -04% | 2.3%
Simplesmente Apoiado 0,001 -0,4% -0,5% -0,4% 2,3%
48 elementos 0,0001 -0,4% -0,5% -0,4% 2.3%
0,01 -5,2% -5,2% -5,2% 1,0%
Engastado 0,001 -5,2% -5,2% -5,2% 1,0%
0,0001 -5,2% -5,2% -5,2% 1,0%
0,01 -0,2% -0,2% -0,2% 0,6%
Simplesmente Apoiado 0,001 -0,2% -0,2% -0,2% 0,6%
192 elementos 0,0001 -0,2% -0,2% -0,2% 0,6%
0,01 4% | 14% | 14% | 02%
Engastado 0,001 -1,4% -1,4% -1,4% 0,2%
0,0001 || -1,4% | -14% | -14% | 02%
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Teste da Placa Circular — Suporte engastado.

=6~ Hughes, Bathe, Belyt.
=+ MacNeal

Erro porcentual (%)

-25 L
12 elementos 48 elementos 192 elementos
Num. de elementos para 1/4 da placa.

Figura 6.13: Resultados do Teste da Placa Circular - Suporte Engastado

Teste da Placa Circular — Suporte simplesmente apoiado.
6 T

=©- Hughes, Bathe, Belyt.
o = MacNeal

Erro porcentual (%)
n
1
1

_2 L
12 elementos 48 elementos 192 elementos
Num. de elementos para 1/4 da placa.

Figura 6.14: Resultados do Teste da Placa Circular - Suporte Simplesmente Apoiado

Os elementos do Bathe, Belytschko e Hughes apresentam resultados iguais até o quinto
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algarismo significativo. Comparando-se o desempenho semelhante desses 3 elementos com o
elemento do MacNeal, pode-se observar com base nas Figuras 6.13 e 6.14, que o elemento
do MacNeal apresenta desempenho visivelmente superior para o caso em que o suporte é
engastado e inferior para o caso em que o suporte é simplesmente apoiado, para as 3 malhas
testadas. Portanto, nao é possivel indicar um elemento com melhor desempenho para esse

teste.

6.7 Teste de Autovalores

Como comentado anteriormente no Capitulo 3, a integracao reduzida, embora produza me-
lhoras sensiveis na performance de elementos de placa e casca, pode criar um outro fenémeno
indesejado chamado de modos de energia nula ou com deficiéncia de posto, que podem in-
troduzir erros e resultar em uma solugao instavel.

Um elemento que apresenta modos esptrios de energia é dito ser deficiente de posto. Nesse
caso, o posto da matriz de rigidez do elemento [K¢| (definido na introdugao) é menor que o
nimero de graus de liberdade do elemento menos o nimero de modos rigidos [30]. A presenca
desses modos espurios pode ser identificada através de um teste de autovalores, que também
é capaz de verificar se o elemento é capaz de representar os modos rigidos do elemento.

O teste de autovalores consiste em calcular o niimero de modos espirios de um elemento.
Para tanto, basta calcular o nimero de autovalores nulos da matriz de rigidez e subtrair o
nimero de modos de corpos rigidos, que também resultam em autovalores nulos. O resultado
é igual ao ntimero de modos espirios de energia nula presentes no elemento [36].

As matrizes de rigidez calculadas para obter os autovalores foram obtidas a partir de
elementos deformados geometricamente. As geometrias dos elementos usados neste teste sao
idénticas as utilizadas no Patch Test. Assim foram feitos nove testes para o elemento de cada
autor: 5 testes baseado nas geometrias dos elementos da Figura 6.1 e 4 testes baseados nos
elementos da Figura 6.2.

Neste trabalho, nenhum dos elementos implementados apresentou modos espurios e todos

sao capazes de representar os modos de corpos rigidos.
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Capitulo 7

Conclusoes e Sugestoes de
Continuidade

Neste capitulo sao apresentadas as principais conclusoes a respeito do trabalho desenvol-

vido, bem como sugestoes de linhas de pesquisa para futuros trabalhos.

7.1 Conclusoes

Objetivando fundamentar as discussoes das formulacoes dos elementos e introduzir a
notacao utilizada neste trabalho, foi feita uma breve revisao das principais idéias envolvidas
na teoria classica de placas delgadas de Kirchhoff e da teoria de placa espessa de Reissner/
Mindlin.

As formulacoes completas das matrizes de rigidez dos 4 elementos propostos, dos autores
Bathe, MacNeal, Hughes e Belytschko, foram obtidas com sucesso e foram apresentadas de
uma forma detalhada e clara, permitindo a reproducgao desses elementos por outros pesqui-
sadores de uma maneira mais facil.

A implementacao computacional de todos os elementos foi concluida e a validacao foi
feita com sucesso, de acordo com os resultados dos testes publicados nos artigos. A im-
plementagao foi feita em uma plataforma de software criada no Departamento de Mecanica
Computacional da Faculdade de Engenharia Mecanica chamada MEFLAB++. Técnicas de
programacao orientada a objetos, utilizando a linguagem C++, foram usadas. Também foi
apresentada de maneira detalhada a forma pela qual a implementagao foi feita, o que possi-

bilitard a reproducao e otimizacao de modelo usado (classes, seus métodos e as relagoes entre
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as mesmas) por outros pesquisadores.

A utilizacao do ambiente de desenvolvimento MEFLAB++ permite a reutilizacao desse
trabalho, de maneira mais eficiente por alunos e professores do Departamento em futuras
pesquisas, contribuindo de maneira significativa para a integracao e sinergia entre as linhas
de pesquisa que estao sendo desenvolvidas.

Um conjunto de testes padrao para elementos placa foi identificado com base na ampla
literatura estudada. Esse conjunto nao contempla todos os testes de placa existentes na
literatura, mas contempla alguns dos mais importantes. Tal conjunto podera servir como
auxilio no desenvolvimento de novos elementos de placa ou na proposicao de modificacoes
dos elementos existentes.

Baseadas nos testes realizados, as principais conclusoes obtidas sobre o desempenho dos

elementos finitos foram:

e De uma forma geral nenhum dos elementos apresentou os problemas de travamento
por cisalhamento e modos espurios de energia nula, em todas as diferentes condigoes
de contorno, espessura e distorcao geométrica. Além disso, todos os elementos foram
capazes de representar de forma correta os modos de corpo rigido. Assim, pode-se dizer

que todos passaram pelo teste de Autovalores.

e Todos os elementos convergiram para a solucao exata obtida da teoria classica de
Kirchhoff quando se aumentou o grau de refinamento da malha, para todas as condigoes
de contorno testadas. Ainda no que se refere a convergéncia, todos os elementos pas-
saram no Patch Test, que é considerado o principal teste para avaliar a convergencia,

para elementos com forma irregulares e campo constante de deformacao.

e Novamente, todos os elementos atendem aos requisitos de compatibilidade (apresentam
fungdes de forma compativeis) e de aproximagao completa, conforme descrito anterior-

mente.

e Para o teste da Placa Circular, nao se pode determinar um elemento com melhor desem-
penho, ji que para cada tipo de suporte usado (engastado ou simplesmente apoiado),

um elemento apresentou melhor comportamento.
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e No teste da Placa Retangular, quando os elementos implementados foram testados na
forma de um quadrado, os elementos do Bathe, Belytschko e Hughes apresentaram
praticamente os mesmos resultados, aparecendo diferencas somente no sétimo alga-
rismo significativo. A mesma semelhanca ocorreu entre os elementos do Belytschko e
do Hughes para o caso de elementos retangulares (Aspect Ratio=5). Para esse caso, o
elemento do Bathe apresenta resultados diferentes a partir do quarto algarismo signifi-
cativo, apresentando portanto, resultados ainda bem proximos. Levando-se em consi-
deracao todas as configuracoes testadas, o elemento do MacNeal apresentou, de maneira

geral, comportamento superior aos demais elementos.

e No teste da Viga Retilinea, o elemento do MacNeal apresenta resultados visivelmente
melhores para todas os formatos e geometrias testadas. Novamente os elementos do
Bathe, Belytschko e Hughes apresentam resultados proximos, sendo iguais até o terceiro

algarismo significativo.

Com relacao a formulacao dos elementos, com exce¢ao do elemento do Belytschko, as de-
formacoes de cisalhamento sao interpoladas a partir dos pontos médios dos lados, mostrando,
portanto, uma tendéncia na formulacao desse tipo de elemento.

Outra semelhanca pertinente notada entre os elementos reside no fato de que o método
de interpolacoes mistas do elemento do Bathe, da mesma forma que o elemento do Mac-
Neal, baseia-se também em campos de deformacao assumidos para o efeito do cisalhamento.
Ja entre os demais elementos (Hughes e Belytschko), também uma caracteristica comum é
observada: ambos buscam reproduzir os modos de Kirchhoff nos deslocamentos nodais.

Alguns autores, como por exemplo Bathe [7], acreditam que as formulagoes dos elementos
nao se devem basear em fatores de ajuste numérico, ja que a performance do elemento pode
ser boa somente para determinadas condigoes em que o ajuste foi pensado. O elemento do
MacNeal, entretanto, apresenta esse fator e para os testes realizados, de uma maneira geral,
nao se observou desempenho inferior. Nao obstante, nao ha garantias de que para qualquer

configuragao geométrica e/ou de condigoes de contorno esse ajuste seja adequado.
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7.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Este trabalho permitiu conhecimento sobre as formulagoes de elementos de placa, seus
respectivos desempenhos e a identificacdo de um conjunto de testes padrao, servindo para
formar uma base solida para o desenvolvimento de novas técnicas e propor modifica¢oes para
melhorar o desempenho dos elementos estudados e/ ou a proposi¢ao de novos elementos de
placa em futuras pesquisas.

Além disso, para melhor entender o funcionamento e as diferengas entre cada elemento,
para cada teste feito, seria interessante mostrar graficamente os modelos deformados. Se-
ria uma ferramenta muito importante para visualizar melhor as diferencas causadas pelas
diferentes formulagoes dos elementos.

Outra extensao interessante para este trabalho seria a implementagao e analise de ele-
mentos de casca, de forma similar a feita neste trabalho para elementos de placas, ja que para
analise de cascas ainda nao foi possivel obter uma formulacao que permita a comprovacao
matematica de convergéncia, como acontece nas placas, havendo grande dificuldade, por-
tanto, em obter-se um elemento confiavel [64]. Tal estudo poderia fornecer um embasamento
tedrico, que permitiria, possivelmente, dar contribuigoes para superar algumas das dificulda-

des existentes nesta linha de pesquisa.
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Apeéendice A

Derivacao da Matriz de Flexibilidade
Residual de Flexao

Como dito anteriormente, a Matriz de Flexibilidade Residual de Flexao foi definida por
MacNeal em 1978 [56]. Para entender a derivacao dessa matriz, é necessario apresentar toda
a formulacdo do mesmo.

Para o caso da flexao, modificacoes sao necessarias para superar as deficiéncias da teoria

isoparamétrica convencional. Assume-se que o deslocamento transversal é expresso por

w = woo + wip€ + wor7) + wao&® + w11&N + woan®+ (A1)
Fws30€® + w1 &0 + wi2€n* 4 wosn®
De acordo com a teoria isoparamétrica aplicada ao elemento quadrilateral de quatro nés e

com funcoes de forma bilineares, as rotagoes das normais 0, = dw/0x+, e 8, = dw/dy+,

sao fungoes bilineares de £ e 7

Gy = (ey)(] + (0y)10£ + <6y>017] + (9?;)11577 (AZ)

O0p = (02)0 + (02)10€ + (Oe)orn + (02)11€n (A.3)

Para o célculo das curvaturas, tem-se:

_ 90, _ 200, 2
fo =By T Aroe  Ag ot G)un) (A.4)
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2, 206, 2
dy Ay on Ay

fiy:

((02)10 + (02)116) (A.5)

00, 00, 2 2
oy = 5L+ 55 = 1 (O +0)u) + 5 (O)o + (B2)un) (A.6)

Pode-se notar que os termos lineares nao sao independentes e que as condigoes de de-
pendéncia podem ser escritas da seguinte forma
OKzy  ORy OKgy Oy

or oy dy " oz (4.7)

As condigoes de compatibilidade de curvatura para uma placa com deformacgao de cisa-

lhamento nula

OK gy oK oK oK
=2 W= gL A.
ox dy Jy ox (4.8)

Embora nao assumiremos que as deformacoes de cisalhamento sejam nulas na forma final

do elemento, é verdade, entretanto, que as condi¢oes descritas na equagao (A.8) sdo, na
maioria dos casos, uma aproximacao muito melhor para o estado real de deformacao que
as da equacdo (A.7). As condigoes da equagao (A.8) sao satisfeitas se a tor¢do usada para
computar a energia de deformacao for dada por
Kd, = 2k9, — ligy (A.9)
onde kg, é o valor da torgao computado pelas equagdes (A.4), (A.5) e (A.6) no ponto de
integragao (g), e /fgy é o valor da torgao calculada pelas mesmas equagoes (A.4), (A.5) e (A.6)
em £ = n=0. Com essa modificagdo indicada pela equacao (A.9), a energia devido a flexao
é computada por integracdo numérica de Gauss (2x2). Isso resulta em uma deficiéncia de

energia, que ¢é a diferenca entre Energia exata E, e a energia da formulagao isoparamétrica

E;.

A.1 Matriz de Rigidez - Flexao

Retomando a equagao (4.1), tem-se que para o calculo da matriz de rigidez devido a flexao
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K" = / B"TC"BPdA (A.10)
A
Para o cdlculo de BP, retoma-se a equacao (4.2):
90,
7.
BP = i?;—y 0 (A.11)
2K5, — Kgy

onde 90, /0x e 86,0y sio obtidos a partir da equagio (4.8). Para o tltimo termo de BP,

retoma-se a equagao (A.9):

onde g é qualquer ponto e 0 é o ponto em que £ = n = 0. Assim para o calculo de x°

tem-se que

onde

Para o célculo de x4,

que:

9 _ g
Koy = 2K5, — K

0

Kil,y

_6«92 00°
78—y ox
{ii 377
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0

Ty

(A.12)

Yy’

(A.13)

( eyl 3
By2
Oy3

\ 91/4

( 03;]_ )
6x2
em?)

\9434)

(A.14)

(.

(A.15)

onde £ e n sao as coordenadas de um ponto de integragao, tem-se



0,1
0,2

_ 2 f1426 126 1426 —1-2¢
Ky = Ay{ i 4 1 ) 0, + (A.16)
Oya
ezl
b2 {2 Sl i 1oz 02
Az \ 4 1 1 1 9
x3
9:04

Portanto, para se calcular BP basta substituir (4.8), (A.13), (A.14), (A.15) e (A.16) em
(A.11).

A.2 DMatriz de Rigidez - Cisalhamento

O calculo da energia exata devido a flexao segundo a teoria de Kirchhoff U,, baseada na

formulacao isoparamétrica para elementos de placa [3], é dada por

1
Ue =5 / B"TCPBPdA (A.17)
A
onde
9w
(9%2
Bb = | 2% (A.18)

0w 9w
Oy? + Ox?

em que CP é dado por (3.22). Assim, substituindo (3.22) e (A.18) em (A.17), tem-se que

8211) T 1 0 82117
1[5 EI Y %
U, = _/ by 1w Zy det JdA (A.19)
2 Bgu) 2w (1 —-v ) 00 (1—v) 8%}11) 9w
A |57t 5 2 1 |57 T oz

Utilizando os valores de deslocamento descritos na equagao (A.1), para o célculo de dw/dx

tem-se que

ow 2 ow 2

9r Az Of A (w10 + 26wan + nwiy + 38 w30 + 2wy + 7 wis) (A.20)

Derivando novamente
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Pw 4 Puw 4

072 A2 0€2  Ax?

Para o calculo de Ow/dy tem-se

{2wa0 + 6§wsg + 2nwa + 2nwia} (A.21)

ow 2 {310

2
y = Ay a—n} = Ay {w01 + Ewiy + 2nwes + Eway + 2Enwis + 3772“)03} (A.22)

Derivando novamente

0*w 4 0*w
oy Ay | on?

Para o calculo das outras derivadas

4
} = A_y2 {21002 + 2521]12 -+ 67711}03} (A23)

g [0 4
8_y (8—15) = m {wu + 261021 + 27]11}12} (A24)
o [0 4
% (a—t[j) = m {wu + 2571)21 + 27]W12} (A25)

Reescrevendo (A.19) com os valores das derivadas, a equagao da energia é escrita por

a7 (2w + 6€wso + 2nwy) ’ 1v0
U=1f Aiyj [2wo + 26w1g + 617wos] s vl (()1 |
A AzAy (2wi1 + 4w + dnwiz) 00 == (A.26)

oz (2wzo + 6€wso + 2nwsy)
Aiyz [2woa + 28w + 61wos] det JdA
ﬁAy (2w11 + 48way + 4nwio)

Com o auxilio do programa Mathematica, tem-se que a Energia Exata Tedrica é dada por

6wi,zt + 18wd,z* + 2wihat 4+ 3w? 2?y* — 3vwi x?y? + dwix?y?—
Avwt,a?y? + 120waweexy® + 120wozwa #%y* + 4ws  2*y°— (A.27)
4ow3, 2%y? + 120wozwe 2y? + 6wiyy? + 2w3 y* + 18w3yy?

16

U, = ——
3x3y3

Para o calculo da Energia utilizando a formulacao isoparamétrica para placa de Reissner-

Mindlin Uj;, reescreve-se novamente a equagao (A.17) tem-se

1
Ui =3 / B"TCPBPdA (A.28)
A
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em que CP ¢é dado por (3.22). Para o cdlculo de BP, utilizando a equagao (A.11) tem-se

que
9, 2,
b, &,
B°= | 551 = | 5 (A.29)
Ky 2kY, — KO,

onde £, é o valor da tor¢ao computado pela equagao (A.9) no ponto de integracio (g), e

0

Ky, € 0 valor da torgao calculada pela equagao (A.9) em § = 7=0. Assim da equagao (A.6),

tem-se que

00, 00,
oy = —2 4 —= A.30
=y T o (4-30)
Reescrevendo BP
0y
|
B® = | 9 . o (A.31)
89y 00 86.y (o172
2(G+ %) - (B + %)
Considerando a deformacao de cisalhamento nula, conforme a teoria de Kirchhoff,
ow ow
0, = — 0, = — A.32
Substituindo (A.32) em (A.31) tem-se que
82_1;
B® = ¢ 52 (A.33)

(5 (%)) - (B0 &%)

Com base nas equagoes (A.32) e (A.1), agora procede-se para o calculo de 6, e 6,

Hy _ g—z; _ ﬁ 02 Wig + 251[)20 + nwi + 35211)30 + 25?7’(1)21 + 7]2’11)12 (A 34)
02 s 0 Ay wor + Ewiy + 2nwoea + E2war + 2Enwia + 3n*wos :

Considerando o elemento isoparamétrico da Figura A.1, pode-se calcular os valores de 6,

para os quatro nés do elemento
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‘9y1 Gy (1, 1) W10 + 2w20 —+ wyy + 3UJ30 + 21021 -+ Wig
Oy2 _ 0, (—1,1) _ 2 ) wio — 2w + win + 3wsg — 2w + Wiz (A.35)
9y3 ey (17 —1) Az | wig — 2wy — Wi + dwsg + 2we; + Wi .
Oya 0, (—1,-1) Wio + 2w — Wiy + 3wz — 2wa + Wi2
Substituindo (A.35) em (4.3), tem-se que
9 — 2 { (14+80+n) (1=61+n) (1-HA-n) A+H(A-n) }
Y Ax 4 4 4 4
W1 + 2’LU20 + wqy + 3’LU30 + 2w21 —+ w19
Wyp — 2Weo + Wiy + 3wsg — 2we1 + Wis (A.36)
w19 — 211)20 — W11 -+ 3w30 —+ 2’(1)21 + W12
W10 + 2w20 — W11 + 311130 — 211)21 + W12
Agora pode-se calcular k,
oo — Dy _ _4_ { (1+n) —(4n) —(1-n) (1-n) }
T Oz Ax? 4 4 4 4
Wio + 2w + Wiy + 3wszg + 2way + Wi
Wi — 2wWao + Wiy + 3wszp — 2w + Wia (A.37)
W10 — 2w20 — W11 —+ 3w30 + 2w21 + w19
Wig + 2wgp — w11 + 3wsg — 2wa; + W9
Simplificando tem-se
1
Ky = A2 {8 (wap + nwa1) } (A.38)
Analogamente para 6,, com o uso da equagao (A.34), tem-se que
01 6, (1,1) Wo1 + Wi + 2wea + way + 2wia + 3wos
02 _ 0. (—1,1) _ 2 ) wor — wir + 2wee + w1 — 2wi2 + 3wes (A.39)
023 0, (17 —1) Az | wor — wir — 2wea + way + 2wz + 3wos '
024 0, (—1,-1) Wo1 + W11 — 2w + way — 2w + 3wos
Substituindo (A.39) em (4.4)
_ 2 | 490+n) (A=9H+n) (1=H(A-n) (1+(1A-n)
{0a} = Ay ra o T e ] (A.40)

wo1 + w1 + 2wpe + wa1 + 2w + 3wz
wWo1 — w1 + 2Wpe + w1 — 2wz + 3wos
wor — w11 — 2Wo2 + Wwa1 + 2w + 3wos
wo1 + Wi — 2wWe2 + wa1 — 2wiz + 3wops
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Agora pode-se calcular &,

00 4
_ Tz 1+ (=9 -(1=¢ -1+ A
Ry = oy ﬁyQ{ 4 4 1 1 } (A.41)

Wor + w11 + 2wee + wa + 2w + 3wos
Wo1 — W11 + 2w02 + W91 — 2U)12 + 311)03
wo1 — W1 — 2Wo2 + Wa1 + 2wz + 3wo3
wor + w11 — 2wWoe + w1 — 2wz + 3wz

Simplificando tem-se

/'iy = ALyZ {8 (’wog + fwlg)} (A42)

De forma analoga, para o célculo de k,, tem-se primeiramente que calcular 06,/0y, com

o uso da equagao (A.36)

9y _ 4 a+8 (1-¢ =-(1=§ =(1+9

a_yy T AzAy { 4 4 (4 1 } (A43)
wio + 2wy + w1 + 3wzp + 2wy + w2
Wi — 2’&020 + wyp + 3’(1)30 — 271}21 + Wig
W10 — 2w20 — W11 + 3w30 + 271)21 + W19

Wio + 2wap — w11 + 3wsg — 2we; + Wi

(A.44)

Simplificando chega-se a:

00, __4
oy  AzxAy

Agora procede-se para o calculo de 90, /0z, com o uso da equacdo (A.40)

{4’U)11 + 8611]21} . (A45)

9, _ _4 {(1+n> —(14n) —(1—n) (1*17)}
oxr AzxzAy 4 4 4 4

wo1 + w1 + 2wee + wa1 + 2w + 3wz
w1 — W11 + 2w + Wwap — 2wi2 + 3wWos (A.46)
wo1 — W1 — 2Wo2 + Wa1 + 2w12 + 3wo3
wo1 + w11 — 2w + wap — 2wi2 + 3wWos

Simplificando obtém-se

00, 1
or  AzAy

[4w11 + 8771012] (A47)
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Finalmente para o calculo de kg,

00 3950
Ray = @—yy o AIA [8w11 + 8nwie + 8€w21] (A'48)

Conforme descrito na equagao (A.9) tem-se

kI, = 265, — Koy (A.49)

Sendo que

Ky = Koy (N =§=0) = (@) {8wy;} (A.50)

O que permite escrever,

# =2 (ks ) 18wn + S + S¢wn} - (5 ) (8w} =

(A.51)
= (ﬁ) {w11 + 2nwia + 26wq }
Assim para o célculo de BP
9y 90y (%) (wa + Nwar)
BP = ‘9213 - % (= ﬁ) (wo2 + §wi2) (A.52)
Kity 265, — Ky, . SAy> (w11 + 2nwig + 2&woy)
Substituindo os valores de BP em (A.28), tem-se que
T
(%) (w20 + Nwa1) 1v0
=1y Aiyz (wo + Ewz) —(122) v10
A (1—v)
Aasz) (w11 + 2nwig + 28w ) 005 (A.53)
(Aixz) (w20 + Nwar) .

%) (woz + §wiz)

Asz) (w11 + 277U)12 + 2611}21)

<

det JdA

OO

Com o auxilio do programa Mathematica, calculou-se a energia usando a formulagao
isoparamétrica, e o resultado é
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16 6wi,zt + 2wiyat + 3w? x?y? — Jvw? ?y? + dwiyry —
= S 4vwf221324y2 + 13@11120w02x2y2 + 4w 2%y — dowd 2%y? (A.54)
FOowsyy” + 2wy

Conforme anteriormente calculado (A.55), a energia exata ¢é

6wi,zt + 18wi,z* + 2wihat 4+ 3w? 22y* — 3vwi 2?y? + dwix?y?—
dvwiyr®y® + 120wawer?y* + 120weswa 1°y* + w3 2°y* — (A.55)
4ow3, 2%y? + 120wozwa 22y? + 6wiyy? + 2w3 y* + 18w3yy?

16
e 3:E3y3

Assim, a diferenca entre a energia exata e da formulacao isoparamétrica U, é

Ui=U.—-U; =

2 2
Egéfﬁf {921520 + 922]23 AfjﬁyQ (w3pwia + w03w21)} (A.56)

Os termos w3, e w3, sdo corrigidos pela introducao da “Flexibilidade Residual de Flexao”
(Residual Bending Flexibility). O termo proporcional ao coeficiente de Poisson nao é cor-
rigivel.

Os pontos de integragao para o cisalhamento devem ser selecionados cuidadosamente.
Dois pontos sio selecionados em 41/(1/3) como mostrado na Figura A.1, de forma a obter a
energia de deformacao correta para a variacao linear de 7, na direcao n. As deformagoes de

cisalhamento nos pontos de integracao sao relacionadas com os componentes de movimento

nos pontos (j) pela equacao

Yz ,
ok o}

{vst=4q ¢ ¢ =B 8 (A.57)
Yy v

onde [D;] é avaliado através da fungao de forma, N;, e suas derivadas, N,; e N,; pela

equacao
NN
B=| 70 7 _ne (A.58)
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Figura A.1: Posicao dos pontos de integracao para calculo do cisalhamento

onde os sobrescritos identificam os pontos na Figura A.1 em que os termos sao avaliados.
Os subscritos = e y indicam a derivagao das fungdes de forma N com relagao a x e y respec-
tivamente. Para o calculo das derivadas de w com relagao a x e y, basta retomar a equacao

(4.97). As derivadas sao calculadas em 4 pontos: A, B, C e D.

A+n? —(+p? —a-—np? a-p?

e A%C 0 0 0 4 4 4 4 . wn
owP 0 20 0 (tn)” =(4n)” =(A=n)” (A=n) w
axc _ Az 9 4 o 40 4 o 4 c 2 (A 59)
ou 0 0 2 0| |a+e® a-9° -—0-9° -u+g ws ‘
- ) 1 ) 1
w? 0 0 = | | ar9” a-9” -—(a-9® -(+e” | | ws
Oz Y 1 1 1 1

Para o cdlculo de w nos quatro pontos utiliza-se a equagao (A.1), assim tem-se que

w = woo + w10 + w17 + W& 4+ wi1€N + woean*+

3 2 2 3 (A.60)
w30€” + w21 &N + wi28N” + wo3n
O que permite escrever,
wq w(1,1) Woo + Wig + W1 + Wao + W11 + Wz + W3 + war + Wiz + W3
wy | w(—1,1) ) Woo — W1ip + Wo1 + Wop — W11 + Wo2 — W3 + Wa1 — Wiz + Wo3
w3 w(1,—1) W — W1p — Wp1 + Wop + W11 + Wo2 — W3 — Wa1 — Wiz — Wo3
Wy w(—1,-1) Woo + W1 — Wo1 + Wop — W11 + Woz + W3 — Wa1 + Wiz — Wo3

(A.61)
Substituindo as equagoes (A.61) em (A.59), tem-se que
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A 2 A+n? —(+p? —a-np? a-p?
e ~ 0 0 0 1 1 1 1
3503 0 20 0 +n? —)® —a-n)? @-n”
c | — x 1 1 1 1
ow | =10 0 =0 1+9¢ (1-9¢ -(0-9¢ —(+9°
8?50’3 0 0 éy 2 Ap . AD 4D 4D
| ou? Al | 002 097 —0-9° —gig (A.62)

[ woo + wig + wo1 + Wag + Wi1 + Woa + Wsg + War + Wiz + Wos
Woo — Wip + Wo1 + Wao — W11 + Wo2 — W3p + W21 — W12 + Wo3
Woo — W10 — Wo1 + Wop + W11 + W2 — W30 — Wa1 — W12 — Wo3

[ Woo + Wip — Wo1 + Wap — W11 + Wo2 + W3p — Wa1 + Wiz — Wo3

Para o célculo de 6, tem-se, conforme desenvolvido anteriormente em (A.36)

0, = L{ (14(+m) (1-8(1+n) (1-8(1-n) (1+&(1-n) }

Az ] 4 4 4
Wig + 2wgp + w11 + 3wsg + 2wa + w2
W10 — 2w20 + w1 + 3w30 — 2'LU21 + wio (A63)

Wip — 2Wag — Wiy + 3Wsg + 2wWo1 + Wia
Wig + 2weg — w11 + 3wsg — 2Wa1 + Wia

Para o calculo de 6,, conforme desenvolvido anteriormente em (A.40), obtém-se

0, == { (1+9)0+n) (1=9H0+n) (A-HA-n) (A+HA-n)

Ay 1 4 4 4
wo1 + w11 + 2w + war + 2wz + 3wos
wo1 — W11 + 2Wee + Wa1 — 2wi2 + 3wWos (A.64)

W1 — Wi1 — 2Wo2 + war + 2wi2 + 3wes
wo1 + Wi — 2wpe + wa — 2wz + 3woes

Matricialmente, e substituindo as equagoes em (A.63), (A.64) e (A.62) em (A.58), tem-se

que as colunas 1, 2, 3 e 4 de B® sao dados por por

2 4t 2 —4p? 2 —(1-n)

Az 4 Az 4 Az 4 Az 4
2 (14?2 —a+p? 2 —a-—nf 2 a-—n”

s Az 4 Az 4 Az 4 Az 4
B =1 %0190 3000 3 -0-9° 5 -a+e° (A.65)
Ay 4 Ay 4 Ay 4 Ay 4
2 (497 2 1-9” 2 —(1-9” 2 —(1+9”
Ay 4 Ay 4 Ay 4 Ay 4

As colunas 5, 6, 7 e 8 de B® sao dadas por

S oten® 5 asoln® 3 amoion® s (4oin®
n — n — —-n —_n
BS= | &% 1 Tan i Ta y R (A.66)
0 0 0 0
0 0 0 0
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As colunas 9, 10, 11 e 12 de B® sao dadas por

0 0 0 0
B® = 2 (14940 2 1=+t 2 (1=91-n)* 2 (1+1-p* (A.67)

Az 4 Az 4 T Az 4 T Az 4

Tendo w;, 67 e 6 pode-se calcular as varidveis nodais

(w; ) ([ woo + Wig + Wo1 + Wag + w11 + Wo2 + W30 + W2 + Wiz + Wo3 )
Wa Woo — Wip + Wo1 + Wao — Wiy + Wo2 — W3p + Wa1 — W12 + Wo3
w3 Wpp — W19 — Wo1 1 W2 + W11 + Wp2 — W3p — W1 — W12 — Wo3
Wy Wop + W1p — W1 + Wap — W11 + Wo2 + W3p — Wa1 + Wiz — Wo3
U)j le w10 + 211)20 + wyp + 311)30 + 2w21 —+ Wi9
gi 4 _ Oy2 _ ) Wi — 2o + W1y + 3Wszg — 2Wqy + Wio
9%1 Oy3 Wi — 2wag — w11 + 3wsg + 2wa1 + Wio
Oya Wi + 2wa — Wiy + 3wzg — 2w + wia
1 wor + w11 + 2we2 + war + 2w + 3wos
02 wo1 — W11 + 2w + Wwa1 — 2wi2 + 3wWos
0.3 wo1 — W11 — 2Wo2 + w1 + 2wi2 + 3woes
oy  Wo1 + w11 — 2wo2 + war — 2wz + 3w

Vs
(A.68)
Finalmente, retorna-se a equacao (A.58), em que todos os parametros ja foram obtidos.
Multiplicando as matrizes acima com o auxilio do Mathematica, temos o seguinte resultado

para o caso especial para um elemento retangular:

Ver = —ﬁ (wao€ + wa1€n + wsp)
Ynz = —Aiy (wo2 + w12€N + wo3)

Os termos proporcionais a &, n e £n desaparecem nos pontos de integragao. Os termos

(A.69)

proporcionais a wsg € wpz sao usados para corrigir os termos w3, e wi; na deficiéncia de
energia devido a flexdo na equacdo (A.56). Retomando a equagao (3.19) a matriz de rigidez

devido ao cisalhamento é escrita como

K* = (B%)" (Z° +Z") "' B® (A.70)
em que a matriz C® foi substituida por (ZS + Zb)_l, onde Z° é a matriz da flexibilidade

devido ao cisalhamento e ZP ¢ a Matriz da Flezibilidade Residual da Flexdo (Residual Bending
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Flezibility). No caso de [Z°], o efeito do volume é tratado por pré e pés multiplicadores
diagonais, assim

75 = (Vo) 'GsTH (v (A.71)

onde

V2J, 0 0 0

. |0 V2Ro o
0o 0 0 27

onde J, é o jacobiano bi-dimensional no ponto (A). Para um elemento retangular, J, =
Jp = Je = Ja = AzAy/4. O fator extra de dois sob o radical ocorre porque hé somente
dois pontos de integracao para cada componente de deformagao ao invés de quatro. Para

materiais isotropicos:

G50 0 0
s |0 70 0
G® = 0 0 50 (A.73)
0 0 0 G
onde G5, = G5, = Ehk/2 (1 + v). A matriz de flexibilidade residual de flexao é
(1+a)Az? (1+a)Az?
By By 0 0
oo L | RS RSO L (A.74)
= : 1+b)Az? (1-b)Ax? :
12.4.0, | 0 0 COICREY,
0 0 (1-b)Az? (1+b)Ax?

En En

onde A ¢ a area da superficie do elemento, I, é o momento de inércia de flexdo por unidade
de largura; Az = 0,5(zg + 23 — x1 — 24); Ay = 0,5(ys + y4 — y1 — y2) e Eq1 e Egy sdo os
termos da diagonal na matriz de elasticidade usados para avaliar a rigidez a flexao. Para
materiais isotrépicos E; = Fay = E/(1—v?). Os coeficientes (a) e (b) foram obtidos através

de experimentacao numeérica

3 9

a= b= (A.75)
e+(1—e) %% e+ (1—¢e) 2%

sendo que € = 0,04, também obtido através de experimentacao numérica.
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