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Resumo

MAULER NETO, Martim, Andlise Dindmica de Chapas Trincadas com Reparos de Material
Composito Utilizando o Método dos Elementos de Contorno, Campinas: Faculdade de
Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2009. 104 p. Dissertacdao
(Mestrado)

O objetivo deste trabalho é desenvolver uma ferramenta computacional para a andlise
dindmica de chapas trincadas com reparos de material compoésito colados. O método numérico a
ser empregado para a modelagem do problema de mecanica da fratura da chapa, € o Método Dual
de Elementos de Contorno (DMEC), que permite modelar a chapa em uma tnica regido aplicando
uma equacdo integral de deslocamentos em uma das faces da trinca, e uma equacdo integral de
forcas de superficie na outra face da trinca. As forcas de corpo devido as massas da chapa e do
reparo sob solicitacdo dindmica serdo modeladas através da técnica do Método de Dupla
Reciprocidade de Elementos de Contorno (DRMEC), que permite a utilizacdo de solugdes
fundamentais da elastoestdtica para a andlise de problemas da elastodindmica. O acoplamento
entre a chapa metdlica isotrépica e a chapa de laminado compdsito anisotrépico, serd modelado
pela técnica do DRMEC para a andlise de esfor¢os devidos ao cisalhamento no adesivo. A tensdo
de cisalhamento no adesivo serd calculada pela diferenca de deslocamentos entre a chapa metélica
e o composito. Os efeitos dindmicos de intensidade de tensdo serdo calculados por técnicas
baseadas no deslocamento relativo das faces da trinca e por integrais de energia de dominio

(EDI).

Palavras Chave: Materiais Compositos, Anisotropia, Mecanica da Fratura, Elementos de

Contorno, Integral de Energia de Dominio.
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Abstract

MAULER NETO, Martim, Dynamic Analysis of Cracked Sheets Repaired with Composite
Patches Using Boundary Elements Method, Campinas: Faculdade de Engenharia Mecéanica,
Universidade Estadual de Campinas, 2009. 104 p. Dissertacdo (Mestrado)

The aim of this paper is to present the formulation and matrix implementation of a dynamic
analysis of cracked sheets repaired with adhesively bonded composite patches. The numerical
method that is used for modelling the problem of fracture mechanics is the dual boundary
elements method (DBEM), which allows the modelling of a cracked sheet in a single region. This
method uses a displacement integral equation in one of the sides of the crack surface and a
traction integral equation in the other side of the crack surface. The body forces, due to the
inertial effects of the sheet and the repair, and the interaction effect between the sheet and the
anisotropic patch, are modelled using the dual reciprocity boundary elements method (DRBEM)
technique, which allows the use of fundamental solutions from the elastostatics into problems of
elastodynamics. The coupling between the isotropic metallic sheet and the anisotropic composite
repair is modelled by the DBEM technique, in order to obtain the shear stress distribution in the
adhesive layer. The shear stresses in the adhesive layer are obtained by the difference of nodal
displacements between the sheet and the repair. The dynamic effects on the stress intensity factors
are calculated by techniques based on the relative displacement of the crack faces and energy

domain integration (EDI).

Key Words: Composite Materials, Anisotropy, Fracture Mechanics, Boundary Element Method,
Energy Domain Integral.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Metodologia

A presenca de trincas em componentes mecanicos ou estruturais submetidos a cargas dinami-
cas reduz a resisténcia mecanica e a resisténcia a fadiga desses componentes. Isso se deve
a alta concentragao de tensoes na regiao da ponta da trinca. A mecanica da fratura hoje é
um tema muito importante para a industria aerondutica, uma vez que neste ramo tem-se a
necessidade de projetos com alta confiabilidade, alta resisténcia e baixo custo. Estruturas
aeronauticas sao compostas geralmente por chapas e reforcadores. Uma chapa trincada em
uma estrutura aerondutica é reparada rebitando, aparafusando ou colando um reparo metalico
na regiao da trinca. O uso de rebites e parafusos gera furos na estrutura, que passam a fun-
cionar como potenciais concentradores de tensdao (Fig.1.1), aumentando a possibilidade de

surgimento de novas trincas.



Figura 1.1: Exemplo de reparo parafusado

Os reparos colados (Fig.1.2) ja tem sido usados pela industria com sucesso, e considerados

uma solucao eficiente para este tipo de problema.
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Figura 1.2: Exemplo de reparo colado



O uso de reparos colados também permite o uso de materiais alternativos, como materiais
compositos, que possuem uma relagao resisténcia-peso, muito mais vantajosa. Neste trabalho,
o método de elementos de contorno (MEC) é utilizado para analisar a resposta dinamica de
chapas trincadas com reparos de material anisotropico. A resposta elastoestéatica deste prob-
lema ja foi implementada por Useche, Sollero e Aliabadi [37]. Devido a fortes singularidades
numeéricas inerentes a modelagem de trincas, a formulacao convencional do MEC necessita
de tratamentos adicionais ao se trabalhar com problemas de mecéanica da fratura. Portanto,
uma formulagao alternativa é necessaria para superar este problema. O método dual de
elementos de contorno ¢ uma técnica de modelagem no contorno que permite discretizar a
trinca numa tnica regiao. Esta técnica, descrita e implementada com sucesso por Dirgantara
[9], é considerada uma técnica eficiente para simular problemas de mecanica da fratura. A
consideracao de efeitos de inércia e de acoplamento inserem integrais de dominio nas equacoes
de equilibrio de contorno do sistema, que devem ser transformadas em integrais de contorno
também. O método de dupla reciprocidade de elementos de contorno (DRMEC) tem sido
usado com sucesso para superar este tipo de problema, tanto para chapas isotropicas quando
para chapas anisotropicas. Este método foi mostrado por Kogl e Gaul [21] e Albuquerque,
Sollero e Aliabadi |2]. Para se ter uma disponibilidade maior de anélises quanto a ciclos de
carga dinamica, um método de solucao transiente é adotado. Este procedimento ja foi des-
crito em implementado por Houbolt [14] e Loeffler e Mansur |25]. Entretanto, uma solugao
no dominio do tempo é geralmente mais cara computacionalmente do que uma solu¢ao no
dominio da frequéncia. O software de programacao utilizado é o MatLab 7.1. Uma vez que
o objetivo do trabalho é a implementacao da formulacao apresentada, e nao o aumento de
eficiéncia de solugao computacional, optou-se pelo Matlab por ja existem programas rela-
cionados ao assunto anteriores a este na mesma linguagem, e pelo fato do MatLab apresentar
uma linguagem de programacao mais acessivel.

Ja haviam programas anteriores, desenvolvidos pelo grupo, que foram utilizados para o tra-
balho. A implementacao do DRMEC, aplicado a andlise de efeitos de inércia de chapas
isotropicas, foi implementada por Lourenco [26]. A implementacdo do DMEC aplicado a
chapas isotropicas também foi implementada por Lourengo [26], porém nao foi utilizada em
conjunto com o DRMEC.

A formulacao de chapas anisotropicas, bem como o DRMEC aplicado a chapas de materiais

anisotropicos, e a avaliacao de valores de fatores de intensidade de tensoes através do método



Crack Tip Opening Displacement (CTOD) para materiais anisotropicos foram implementa-
dos por Albuquerque [1].
A solucao estéatica do problema de chapas trincadas com reparos de material compésito, bem

como a avaliagdo de tensoes na camada adesiva, foram implementadas por Useche [38].

1.2 Revisao Bibliografica

O livro editado por Baker, Rose e Jones [4] é uma referéncia essencial para o estudo de
reparos compositos colados. A obra aborda diversos aspectos envolvidos neste estudo, in-
cluindo a modelagem analitica e numérica, analise experimental, adesivos compésitos, certi-
ficacdo aerondutica, fadiga, e monitoramento estrutural.

Os primeiros trabalhos que analisaram reparos isotrépicos foram apresentados por Erdogan e
Arin [11] e Ratwani [31] nos anos setenta. Esses trabalhos apresentaram o estudo de reparos
colados em placas infinitas com trincas. Os autores utilizaram solugoes analiticas para a
deformacao e consideraram a compatibilidade dos deslocamentos entre a placa trincada e o
reparo.

Mitchell e Wooley [28] utilizaram o MEF para estudar o refor¢o de placas induzido pela
aplicacao de reparos. Eles usaram uma formulacao bidimensional de elementos finitos com
tensoes constantes e acoplaram a placa e o reparo através de nos onde as condicoes de com-
patibilidade de deslocamento foram impostas. Os autores analisaram também a presenca de
uma trinca na placa. Entretanto o trabalho nao considerou a singularidade no campo de
tensoes na ponta da trinca e também nao calculou os fatores de intensidade de tensao.
Jones e Callinan [16, 17, 19] usaram o MEF para a analise de placas metélicas reparadas
com uma camada de material compésito. Eles desenvolveram uma matriz de rigidez para
acoplar a placa, a camada adesiva e o reparo de material compoésito. Essa matriz foi acoplada
com um modelo do MEF de placa metéalica, e na ponta da trinca eles utilizaram elementos
singulares especiais.

Young, Cartwritgh e Rooke [44] modelaram uma chapa trincada e reparo isotropico usando o
MEC. As tensoes de cisalhamento na camada adesiva assim como as forgas de corpo agindo
sobre a chapa e o reparo foram modeladas. Neste trabalho foi empregada uma funcao de
Green especial para modelar dominios com trincas retas, o que limita a aplicacao do método.
Tarn e Shark [36] Estudaram o problema de placas trincadas reparadas com materiais com-

positos colados. Um modelo de mola foi usado para acoplar o modelo de placa trincada com

4



o modelo do reparo. O reparo foi modelado usando o MEF e a trinca usando o MEC.
Young [43] modelou a for¢a distribuida de interagao entre chapa e reparo discretizando a area
de contato entre a chapa e o reparo usando células internas numa formulacao do MEC.
Salgado [32] usou o método de contorno dual para modelar chapas metalicas trincadas e o
método direto dos elementos de contorno para modelar o reparo isotropico. A forca dis-
tribuida entre a chapa e o reparo foi modelada utilizando o DRMEC. Esta formulacao foi
aplicada por Salgado e Aliabadi [33] na analise de chapas metélicas reforgadas com reparos
isotropicos colados. A chapa reforcada foi modelada usando o DRMEC. As tensoes de
cisalhamento na camada adesiva foram modeladas como forcas de corpo.

Lourengo |26] analisou chapas metalicas isotropicas com reparos adesivos e carregamento no
plano usando o DRMEC para modelar as forcas de interacao entre a placa e o reparo como
forgas distribuidas. Esta formulacao foi extendia por Lourengo et al. [27] para a analise de
reparos anisotropicos como reforco estrutural de chapas metalicas submetidas a carregamento
estatico no plano da chapa.

O trabalho de Dirgantara e Aliabadi |7] apresentou uma nova formula¢ao mista de elementos
de contorno para resolver problemas de deflexdo em cascas metéalicas isotropicas considerando
deformacao de cisalhamento (Formulacao de Reissner). Os termos de curvatura da formu-
lacao da casca foram rearranjados junto com os termos de forcas externas na equagao gover-
nante. Foi acoplada uma formulacao por elementos de contorno para placas considerando a
deformacao por cisalhamento com uma formulagao do MEC para tensao eléstica plana, com-
pletando assim o modelo de casca metalica com deformacao por cisalhamento e deformacao
elastica no plano.

Nos trabalhos de Wen, Aliabadi e Young [39, 40| foram analisadas cascas metalicas isotropicas
com deformagao por cisalhamento utilizando o MEC. Novas equagoes integrais foram desen-
volvidas utilizando o principio de reciprocidade de Betti, e foram acopladas as formulacoes
de elementos de contorno para placas com deformacao por cisalhamento a tensao elastica do
plano. Estes autores utilizaram duas técnicas para transformar as integrais de dominio em
integrais de contorno: método direto de elementos de contorno e o DRMEC.

Dirgantara e Aliabadi [8] desenvolveram uma nova formulacao para o MEC para analise de
cascas metéalicas isotropicas trincadas considerando as deformacoes devido a esforgcos cor-
tantes. Eles desenvolveram uma equagcao hiper-singular de contorno usando uma formulacao

de dupla reciprocidade, aplicando uma equacao de forca de superficie numa face da trinca e



uma equacao de deslocamento na outra face da trinca.

Widagdo e Aliabadi [42] apresentaram uma formulacdo do MEC para a andlise de placas
metalicas reparadas por materiais compoésitos parafusados. A chapa trincada foi modelada
utilizando uma formulacao de dupla reciprocidade. Os parafusos foram modelados como mo-
las lineares cujasforcas sao tratadas como forcas pontuais. O reparo foi utilizado utilizando
uma formulacao do MEC bidimensional para chapas anisotropicas.

Passalacqua e Pavanello [30]| apresentaram uma formulacao de MEF para a anéalise de chapas
e cascas isotropicas reparadas com material composito colado. A camada adesiva foi mode-
lada utilizando formulagoes de parametros concentrados equivalentes. O objetivo do trabalho
era desenvolver métodos de predicao numérica do comportamento mecanico de reforcos es-
truturais levando em conta a modelagem de falhas na estrutura original.

Albuquerque e Sollero [1] apresentaram uma formulagdo de MEC para analise dinamica de
chapas trincadas anisotropicas. Foram apresentadas, também neste trabalho, as formulacoes
de DRMEC e DMEC para o caso anisotrépico.

Useche e Sollero [38] apresentaram uma formulagido de MEC para anéalise estatica de chapas
trincadas isotropicas reparadas com material compdsito colado. Os efeitos de acoplamento
entre a chapa e o reparo foram modelados através do DRMEC, e a trinca foi modelada através
do DMEC. A equagao para a modelagem do adesivo foi usada como equagao de compati-
bilidade entre o comportamento mecanico da chapa e do reparo.

Recentemente, Wen, Aliabadi e Young |41] desenvolveram uma formula¢do do MEC para a
analise de painéis metélicos curvos com trincas e reparos isotropicos colados. O efeito da ca-
mada adesiva foi modelado considerando forcas distribuidas. Uma formulacao integral para
a placa com tensao de cisalhamento acoplada por uma formulagao integral para tensao plana
foi utilizada para determinar momentos fletores e as forcas de membrana no reparo adesivo.
A anélise de propagacao de trincas e fadiga em placas com reparos compoésitos foi abordada
recentemente por métodos analiticos numéricos e experimentais por Lee e Lee [22]| e por Jones
et al.[18]. Sekine et al. 34| apresentaram um método numérico para modelagem de propa-
gacao de trincas em painéis de aluminio com reparo compésito utilizando uma combinacao

do MEC para a modelagem da placa trincada e MEF para a modelagem do reparo.



Capitulo 2

Elasticidade Bidimensional

2.1 Introducao

Neste capitulo é feita uma revisao da teoria de elasticidade plana aplicada a materiais isotropi-
cos. O capitulo se inicia com a definicao basica das rela¢oes de tensao e deformacao para
materiais eldsticos isotropicos. Posteriormente, as solucoes fundamentais para elasticidade

plana isotrépica sao estabelecidas.

2.2 Relacoes Tensao Deformacao

(=

-, 4 ﬂld};‘—v
1 d‘.‘{: 2 c

C 'a

b |—u —

dx;

Figura 2.1: Campo de deformacoes planas

Na elasticidade linear, o vetor de gradientes de deslocamento pode ser considerado de ordem

infinitesimal. Desta forma, o tensor de deformagdes ¢,5 ¢ dado por (Fig.2.1):
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onde, u, sao as componentes de deslocamentos nos eixos de coordenadas x; e x5.

(2.1)

De forma a se assegurar a unicidade dos campos de deslocamento, quando as componentes
do tensor de deformagoes sao definidas, equacoes de compatibilidade entre as componentes
de deslocamento devem ser estabelecidas. No caso da elasticidade bidimensional, essa com-

patibilidade é definida por |20]:
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Figura 2.2: Componentes de tensao em elasticidade plana



Considerando a Fig.(2.2), a equacao de equilibrio para um elemento diferencial, em um corpo

continuo, sob estado plano de tensdes pode ser escrito na forma:

80'11 80’12

+f1=0
8x1 8x2 fl
(2.3)
do do
21 2 fo=0,
0xy 0o
onde é avaliada em um dominio €2 e deve satisfazer as seguintes condicoes:
Uy = Uy em 1y,
, (2.4)

ta = t; em Ft

onde 0,3 representa o tensor de tensoes de Cauchy. I', representa a porcao do contorno I
em que os deslocamentos sao impostos. I'; representa a porcao do contorno I' em que os as
forcas de superficie sdo impostas. O vetor de forcas de superficie, para uma determinada

normal ng em qualquer ponto do contorno I'; é dado por:

ta = OapNg- (25)

2.3 Elasticidade Isotr6pica

Como discutido anteriormente, um objeto em estado plano de tensao é livre para de deformar
fora do plano e todas as componentes de forca de superficie fora do plano sao iguais a zero.

Assim sendo, a rela¢do tensao-deformagao para elasticidade plana pode ser escrita por [20]:

220G
o111 = mfll + QGEH
220G
022 = e + 2Gey,, (2.6)

012 = 2G€12

onde A =2/ (1 —2v), G é o modulo de elasticidade transversal do material e v ¢ o médulo de



Poisson do material. No estado plano de tensao, a componente de deformacao fora do plano

é dada por:
A

£33 = —mgaa. (27)

2.4 Solucao Fundamental Isotrépica

As equacoes integrais de elastoestatica requerem o conhecimento das solucoes de elasticidade
correspondentes a um dominio infinito sob um carregamento pontual unitario. Sendo as
equacoes de equilibrio expressas em funcao das componentes de deslocamento, as equacoes

de Navier para elasticidade bidimensional sdo dadas por [5]:

3N+ 2G
i

A—}—QG’) U(Laﬁ + Gu@w + fﬁ =0. (28)

A solucao de Kelvin é obtida quando uma carga concentrada unitéria é aplicada em um ponto

¢ na dire¢ao do vetor unitario eg:
fﬁ == Aieﬁ. (29)
Expressando os termos de deslocamento na forma de vetores de Galerkin, ¢,, obtém-se:

1
Uy = Pa,pp — ﬁ@ﬁ,aﬁ- (2.10)

—v
Acopla-se entdo as eq.(2.10), eq.(2.9) e eq.(2.8), e resolve-se para ¢, a equagao:

1, /1
ws = ——12n (=) eadus, 2.11
Pos 87TGT n(r>e g ( )

onde, ¢, é a componente o do vetor de Galerkin, em qualquer ponto do dominio, quando
uma carga unitaria concentrada é aplicada em um ponto ¢ com direcao 5. O deslocamento
em qualquer ponto do dominio, relativo a aplicacao da carga pontual unitaria, ¢ dado por:

uy, = uj,es, (2.12)
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onde ug, ¢ a componente a do deslocamento em qualquer ponto do dominio quando uma
carga unitaria concentrada é aplicada em um ponto ¢ com direcao 3. Utilizando a definigao

dada pela eq.(2.10), a eq.(2.12) pode ser reescrita na forma:

) 1
Uag = Papoyy ~ 57—, Perbr (2.13)

Substituindo a eq(2.11) na eq.(2.13), obtém-se a solu¢ao fundamental de deslocamentos para

elasticidade linear isotropica para estado plano de tensao, que é dada por [20]:

1

/ 1
= — 1(3=d ) In (=) s 7T s |, 2.14
e (T LoRees R

onde v’ = v/ (1+v).
De maneira semelhante, a solu¢ao fundamental de forcas de superficie para elasticidade linear

isotropica para estado plano de tensao é dada por [20]:

Tos = M [g; [(1 — 21/,) dop + 27‘7041“”3} + (1 — 2VI) [ngra — nar,g]] . (2.15)

11



Capitulo 3

Elasticidade Plana Anisotrépica

3.1 Introducao

Neste capitulo é feita uma revisao da teoria de elasticidade aplicada a materiais anisotropi-
cos. O capitulo se inicia com a definicao basica das rela¢oes de tensao e deformacao para
materiais elasticos anisotropicos. O tensor de tensoes e expressoes para componentes de
deslocamento sao estabelecidas. Um caso especifico de relagao de tensao deformacao para
laminados ortotrépicos é apresentado como base para obtencao de relacoes de tensao defor-
macao generalizada para laminados ortotrépicos. Posteriormente, as solu¢oes fundamentais
de deslocamento e forcas de superficie para elasticidade plana anisotropica é apresentada.

Este capitulo é baseado nos trabalhos de Albuquerque [1] e Useche [38].

3.2 Elasticidade Anisotrépica

Na teoria de elasticidade anisotropica, a relacao de tensao deformacgao pode ser escrita de

forma generalizada como:

Oij = Cijkﬁkz, (3-1)

onde Cjji; ¢ um tensor de quarta ordem conhecido como tensor de constantes elasticas com
81 componentes. Devido a resti¢oes de simetria e a existéncia da funcao de energia de defor-

macao, as seguintes restrigoes sao necessarias:

Cijkt = Cjim

12



Cijkl = Cijlk- (32)

Cijki = Chuij

Estas condicoes reduzem o nimero de constantes elasticas de 81 para 21. Como, a direcao
principal do tensor de tensoes nao tem necessariamente a mesma direcao principal do tensor
de deformagoes, somente 18 das 21 constantes elasticas sdo independentes [23]. Considerando

somente as 21 constantes elasticas, a eq.(3.1) pode ser escrita como:

o1 [ Cllll C11122 01133 C'1123 C'1113 C(1112 1 €11

022 C’1122 02222 C(2233 C2223 02213 C(2212 €22

033 — 01133 C2233 03333 C'3323 C'3313 C'3312 €33 (3 3)
023 C’1123 02223 03323 CY2323 02313 C(2312 €23 . ‘
013 Clll3 C2213 03313 C'2313 C'1313 C'1312 €13

012 L C’1112 C(2212 03312 C12312 01312 C(1212 J €12

De forma alternativa, a eq.(3.1) pode ser escrita como:

€ij = SijkiOni, (3.4)

onde Sjji; ¢ um tensor de quarta ordem, similar ao tensor Cjjy;, conhecido como tensor de

flexibilidade. A eq.(3.4) pode ser escrita como:

€11 [ Stin Snze Suss 251123 251113 2812 | [ o

€922 31122 52222 52233 252223 232213 2S2212 0922

3 | _ | Suss  Szesz Ssazz 253323 253313 253312 033 (3.5)
2823 281123 252223 253323 452323 432313 4S2312 023 '
2613 251113 259213 253313 452313 451313 451312 013

2812 L 281112 252212 253312 452312 431312 431212 i 012

Utilizando a notacao tensorial reduzida proposta por Lekhnitskii [23], esta equacao pode ser

escrita como:
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€1 (a1 a1z a3 a a5 ag | 01

€2 21 Q22 G23 0G24 A5 (26 02

€3 _ | @31 @32 azz a34 A35 A36 03 : (3.6)

€4 41 Q42 G43 (44 Q45 O46 04

€5 as1 Q52 Q53 QG54 G55 056 05

€6 L 61 Q62 Qg3 QAes Q65 A6 06

onde:
€1 €11
€2 €22
R (3.7)
€4 2823 ’
€5 2513
€6 2812
e:

o1 o11
02 022
03 033
o (=) om [ (3.8)
05 013
O 012

Os termos a;; da eq.(3.6) podem ser expressos em termos de constantes de engenharia como

[23]:

al = 1/E1 a2 = 1/12/E1 = —1/21/E2
a13 = —1/31/E1 = —V13/E3 A14 = 7723,1/E1 = 771,23/G23
a5 = 773271/E1 = 771732/G23 A1 = 771271/E1

A2 = 1/E2 Q23 = V32/E2 = —V23/E3
(o4 = 772371/E2 = 7723,3/G23 Q25 = 7732,2/E2 = 772,31/G13
ase = Mo/ Fa = 1212/ G2 ags = 1/E3 ; (3.9)
a34 = 772373/E3 = 773723/G23 ags = 7731,2/E3 = 773,31/G13
ase = Mo/ Es = 13.12/Gh2 ass = 1/Gag

Q45 = §32,23/G23 = 523,31/G13 Q46 = 512,23/G23 = 523,12/G13
as5 = 1/G13 As6 = 512,31/G13 = 531,12/G12
Qe = 1/G12

onde Ej ¢ o modulo de Young referente ao eixo z;, e G;; ¢ o moédulo de cisalhamento para
o plano definido pelos eixos z; e z;. As constantes v;; sao os coeficientes de Poisson. As
constantes 7;,; sao denominadas coeficientes de influéncia mitua de primeira espécie, que

caracterizam extensoes nas direcoes dos eixos principais do material, produzidas por tensoes
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tangenciais agindo nos planos principais do material [1]. As constantes 7, j, sdo denominadas
coeficientes de influéncia mitua de segunda espécie, que expressam deformagoes tangenciais
nos planos principais, causadas pelas tensoes normais atuantes nos planos principais. As con-
stantes ;1 s0 os coeficientes de Chentsov [1], que caracterizam as deformacoes tangenciais
em planos paralelos aos planos principais de elasticidade, causadas por tensoes tangenciais
que atuam em planos paralelos aos planos principais de elasticidade.

Em estado plano de tensdo (03 = 04 = 05 = 0), qualquer material pode ser expresso uti-
lizando somente 6 constantes independentes. Desta forma, a eq.(3.6) pode ser expressa na

forma:

&1 @11 Aaiz2 Qe 01
E9 = o1 Q22 Q96 09 . (310)
] a1 Ae2 g O¢

Substituindo as eq.(2.1) e eq.(3.1) na eq.(2.3), obtém-se a equagao de equilibrio escrita em

funcao dos deslocamentos:
Cijrugji +pi =0, (3.11)
onde:
pi= p (b — i), (3.12)

¢ o termo que contem as forcas de corpo.

3.3 Funcoes de Tensao de Airy

Na teoria de elasticidade anisotropica, o tensor de tensdes pode ser escrito na forma de

fungoes de tensdo de Airy F'(x1,x2) dadas por [23]:

on=Fau+T

o922 =Fu1+ T, (3.13)

15



012 = —F,21

onde YT é uma funcao potencial dada por:

T =pi (3.14)

Substituindo a eq.(3.13) na eq.(3.10) e na equacao de compatibilidade (2.2), obtém-se a

equagao diferencial para a fungao de tensao F' (z1, z2):

a11F 9290 — 2a16F 1200 + (2012 + ags) F1122 — 2026 F 1112 + a2 F 1111 =

3.15
— (a12 + ag2) T 11 + (a16 + aze) T2 — (—a1n + a12) T 20 ( )

No caso particular onde p; = 0, a equacao acima pode ser escrita para analise estatica como:

a11F 9290 — 2a16F 1222 + (2a12 + age) F1120 — 2a26F 1112 + a22F 1111 = 0. (3.16)

Definindo o operador diferencial

0 0
Ap=— — fp— 3.17
F 0x2 Hk 81:1 ’ ( )
e aplicando este operador na fungao de tensao F (xy, 25):
A1 ANANAF =0, (3.18)

e expandindo esta equacao, obtém-se:

F,2222 - (M1M2M3M4) F,1222
+ (pa o + pafioptsfis + flofts + pofta + fapis) Fi12o (3.19)
— (1 oy + paflofis + 1 piafis + fhofisiis) Fing '
+ (papopespes) Fiinn =0

As eq.(3.16) e eq.(3.19) serao iguais se puy, p2, i3 € pg forem raizes da equagao:

(111[L4 — 2@16M3 + (2&12 + CL66) ,U,Z — 2a26,u + a9o = 0. (320)
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As raizes da eq.(3.20) para qualquer caso sdao complexas ou imaginarias puras, ocorrendo

sempre aos pares (u e fix) [24].

Definindo a variavel z; como:

2 = T1 + [T,

tem-se que:

0 0 d

A= — — lfp— = —.
k 0y “’“axl dzy,

Definindo F' (1, x2) como uma fun¢ao real, tem-se que:

F (z1,22) = 2Re [Fy (z1) + F> (22)] .

Introduzindo a notacao:

dF (I‘l, 1’2)

de = Uy (Zk) )

e acoplando as eq.(3.23) e eq.(3.13) obtém-se as componentes do tensor de tensoes:
ou = 2Re |3V} (21) + 305" ()
092 = 2Re [‘Ijgl) (21) + ‘I’S) (Z2)}
o012 = —2Re {Ml\ygl) (21) + M2\Ijg1) (22)} )

onde \I!g) é a derivada primeira de ¥, em relacao a zj.
Acoplando a eq.(3.25) & eq.(2.11), e intengrando, obtém-se:

up = 2Re [q11V1 (21) + q12¥2 (22)]
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uy = 2Re [g21V1 (21) + q22¥2 (22)],

onde:

a11/¢% + a2 — ai6lip

(3.27)
aropig + A/ g — agg

Gap =

¢ conhecida como matriz de parametros complexos.
Se as condigoes de contorno forem estabelecidas, a fungao de tensoes dadas pela eq.(3.13)
pode ser definida para satisfazer estas condicoes. Desta forma, os campos de tensoes de

deslocamentos, dados pelas eq.(3.25) e eq.(3.26), podem ser encontrados.

3.4 Equacoes Constitutivas para um Laminado

A relacao tensao deformacao de um laminado ortotrépico pode ser definida por:

011 Qn le 0 €11
o2 | = | Qa1 Q2 0 €22 |, (3-28)
012 0 0 2Qes €12

onde as componentes ();; do tensor de rigidez sao dadas por:

Qn = E1/ (1 - V12V21)
Q2 = Ez/ (1 - V121/21)
QGG — G12 . (329)
Q16 = Q2 =0
Q12 = 7/21E1/ (1 - V121/21) = V12E2/ (1 - 7/121/21)

Sendo o laminado, mostrado na Fig.(3.1), ortotropico, suas relagoes constitutivas podem ser
caracterizadas por 5 constantes elasticas: Os modulos de elasticidade Fq e Fy nas direcoes xq
e X9, 0 modulo de cisalhamento G5 e o modulo de Poisson vy5. A tltima constante elastica

necessaria pode ser determinada pela seguinte relacao constitutiva:

1/21E1 = 1/12E2. (330)
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Figura 3.1: Exemplo de laminado ortotrépico

Em muitos casos, os eixos do laminado (w;,ws) nao sao coincidentes com a dire¢ao de suas
fibras (wy,ws). Neste caso, a rela¢do constitutiva de cada camada deve sofrer uma trans-
formacao para o eixo de referéncia do laminado (Fig.3.2), e assim a sua relagdo constitutiva
pode ser definida. Esta transformacao é realizada multiplicando os tensores de tensoes e

deformacoes por uma matriz de transformacao:

O';j = TO'Z']‘
(3.31)

’

onde 0;; e €;; sao os tensores de tensoes e deformacoes referentes ao eixo do laminado. A

matriz de transformacao T é dada por:
m n 2mn

T=| n* m?> —2mn |, (3.32)
—mn mn m?—n?
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Figura 3.2: Sistema de coordenadas de um laminado

onde m = cosf e n = sinf. Logo, a equagao constitutiva pode ser escrita como:

0:11 . T 5:11
0y ¢ =T Q(T™) e |- (3.33)
012 €12

Multiplicando as matrizes nesta equacao, tem-se:

y N N /
‘7:11 Qu Q2 Qs €11
Oy ¢ = | @ @22 @ €2 (> (3.34)
; - z -
012 Qa1 Qo2 Qoo €19

onde:
Q11 = Q11080 4 2 (Q12 + 2Q¢) sin? § cos® § + Qo sin 6
Q22 = Qusin” 6 + 2 (Q12 + 2Qgg) sin®  cos? 6 + Qa2 cos §
Q12 = (Q11 + Qa2 — 4Qgs) sin® f cos® 0 + Q1o (sin4 0 + cos? 9) _ (3.35)
Qos = (Q11 + Qa2 — 2Q12 — 2Qs6) sin? O cos? O + Qe (sin4 0 + cos* 9)

Q16 = (Q11 — Q12 — 2Q¢6) sin 0 cos® 0 + (Q12 — Q22 + 2Q¢6) sin® § cos

20



3.5 Laminados Simétricos

Laminados simétricos sao laminados cujas laminas sao unidas de forma que, para cada lamina
colocada a um dos lados do plano médio do conjunto, haja outra lamina na posicao oposta
equivalente, com propriedades idénticas e mesma orientacdo das fibras (Fig.3.3). Por ap-
resentarem equacoes constitutivas mais simples e por serem mais facilmente analisados, os
laminados simétricos sao extensamente utilizados na engenharia.

A existéncia de um plano médio é uma condicao necessaria para uma anélise bidimensional.
Caso contrario, a aplicacao de qualquer carregamento em relacao ao eixo xs geraria flexao da
chapa, e consequentemente, o aparecimento de deslocamentos fora do plano.

E importante lembrar que, para que a formulacdo apresentada neste trabalho seja util ao se
tratar laminados simétricos, deve-se considerar que as deformacoes ao longo de toda espes-
sura do laminado sao sempre as mesmas. Ou seja, nao ha escorregamento entre as camadas
do laminado.

As componentes do tensor de tensao de um laminado sao obtidas através da integracao das

componentes de tensor de tensoes de cada lamina ao longo de toda a espessura e do laminado:

1 ’
O35 = — / O'ijd.%‘g, (336)

e
—e/2

onde U;j ¢ o tensor de tensoes de cada lamina e o0;; é o tensor de tensoes global do laminado.

Considerando um laminado de N laminas ortotropicas, as forcas atuantes no seu plano médio

podem ser obtidas pela substitui¢do da integral continua da eq.(3.36) por um somatoério de

integrais, referentes a cada uma das N laminas separadamente:

/
o11 1N hi 011

/
092 = 62/ 0'/22 dCUg. (337)
012 =40 Lo )

Substituindo a eq.(3.37) na eq.(3.33), tem-se que:
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o1 1 1 Qu Qu Qi €n
022 :gz / le ng ngs €2 pdrz . (3.38)
012 =L L Qe Qa2 Qes |, | €12
*a
Plano médio
I e il K
X
x, B&
-.C
B
P

Figura 3.3: Esquema ilustrativo de laminado simétrico

Sendo as deformagoes €;; e a matriz de rigidez Q,; constantes ao longo de toda a espessura

de cada lamina, a eq.(3.38) pode ser escrita como:

o1 1 Q:ll Q:12 Q:lG €1
029 ¢ = - Z le QgQ Qgﬁ (hl - hlfl) €ap ¢ dus, (3'39)
T12 =1 Qe Qa2 Qs | €12
onde:
_ 1 [Y
Qij = g lz Ql (hl - hl—l)] ) (340)
=1

que é equivalente a matriz de rigidez global do laminado.
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O tensor de flexibilidade do laminado é dado pelo inverso do tensor de rigidez, ou seja:
laij], = Q' (3.41)

Em muitos casos, é necessario transformar o tensor Q e o tensor [a;;] de um sistema de coor-

denadas para outro. Neste caso, uma tranformagao similar a aplicada na eq.(3.34) é usada:
ay; = ayy cos® 0+ 2 (2a15 + ags) sin® 0 cos? 6 + agy sin? 6
+ (a16 cos? 0 + g sin? 9) sin 26

al22 = aprsin? 0 + 2 (2a;5 + agg) sin? 0 cos? 6 + ag cos? 6
— (a16 c0s? 0 + g sin? 0) sin 20

ayy = ayg + (ay; + agy — 2a15 — agg) sin @ cos? O + % (a6 — ag) sin 26 cos 20
. (3.42)

aéﬁ = ags + 4 (a11 + ax — 2a15 — agg) sin? 0 cos? O + 2 (azs — ayg) sin 26 cos 20

a6 = {Cm sin® 0 — a1 cos? 0 + 3 (2a1 + ags) cos 29} sin 26
+aygcos® 0 (0032 6 — 3sin? 9) + agsin? @ (3 cos® § — sin? 9)

a'% = {am cos? @ — ayysin® 0 + % (2a12 + agg) cos 29} sin 260
+a46 sin” 0 (3 cos® f — sin® 9) + a9 cos? 0 (C082 6 — 3sin? 9)

23



Figura 3.4: Transformagao de sistema de coordenadas

onde {a;]} representa a matriz de constantes elasticas no sistema de coordenadas (w’l,w;)
e [a;j] representa a matriz de constantes elaticas no sistema de coordenadas global (wy,ws)
(Fig.3.4).
As raizes da equagao caracteristica 4.20 podem ser escritas num novo sistema de coordenadas
como [24]:

» pxcos —sinf

= i 3.43
Hi cos 0 + puy, sin 6 (3:43)

3.6 Solucoes Fundamentais Anisotrépicas

Para se obter as solu¢oes fundamentais estaticas para problemas bidimensionais em materiais
anisotropicos, considera-se um dominio {2 mapeado em um dominio complexo, utilizando as

seguintes mudancas de variaveis:

S| A =] T (3.44)
$1+M2I2



21 T1 + (12
= = 3.45
S FI R P | 0

! / ~ ~
onde z, e x, sao coordenadas de pontos fonte e z1 e x5 sdo coordenadas de pontos de campo.
Considerando o dominio fechado em torno dos pontos de campo, com forcas de superficie

definidas pela eq.(2.4) e tensoes definidas pelas eq.(3.25), tem-se que:

/tldF = 2Re [/Ll\Ill + /LQ‘IIQ] = _5111
It

(3.46)
/thF = 2Re [\Ifl + \112] = —(Sag

It

Para um ponto carregado na direcao x, as fungdes de tensao de Airy podem ser represen-

tadas por:

Uog = Aupln (z - z,) , (3.47)

e podem ser satisfeitas por qualquer contorno fechado adotado por 2.
Acoplando as eq.(3.47) e eq.(3.46) e considerando que In (z - z/) = 27, obtém-se duas

equagoes para as constantes desconhecidas A,pg:

Aal - Aal + AaQ - Aa2 = 5(12/ (27”)
i . . (3.48)
/«LlAal - ,DJIAOA + ,MQAQQ — /:LQAQQ = _5(11/ (271'2)

Ainda sao necessarias duas outras equagoes para que se possa obter A,s, e essas equagoes

surgem da exigéncia que os deslocamentos tenham valores tinicos:

[[ui]] =0, (3.49)
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assim sendo:

Q11401 — Qu1Aa1 + Q12402 — Q12402 =0
] ] . (3.50)
2101 — @1Aa1 + G202 — G22A02 =0

Agrupando as eq.(3.50) e eq.(3.48), resolvendo o sistema para obter A,z e acoplando o re-
sultado na equacao de deslocamentos (3.26), a solu¢ao fundamental de deslocamentos para

estado plano de tensao anisotrépico é dada por:
Uas = 2Re {qualln (z1 — z;) + qa2Apaln (22 - z;)] ) (3.51)

De maneira similar, a solucao fundamental de forcas de superficie para estado plano de tensao

anisotropico é obtida, e é dada por:
1 1
Taﬁ = 2Re ﬁgal (Mlnl - 712) Am + ﬁgcﬂ (M2n1 - nz) AB2 ) (3-52)

21— ? Zo — %9

onde:
ol =| 1 2] (3.53)

e n1 e N9 sao as componentes do vetor normal externo.
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Capitulo 4

Formulacao Integral de Elementos de
Contorno

4.1 Introducao

Este capitulo trata da teoria e implementacao do método de elementos de contorno aplicado
a andlise de chapas trincadas com reparos de material compésito. Inicialmente uma breve
revisao sobre o método de contorno é apresentada. Logo em seguida, sao apresentadas as
equacoes integrais que governam o comportamento dinamico da chapa e do reparo. Sao
apresentadas as teorias do método dual de elementos de contorno (DMEC) e do método de
dupla reciprocidade de elementos de contorno (DRMEC). E demonstrada a discretizacao das
equagoes integrais resultantes em elementos de contorno. Finalmente é apresentada o sistema

de equagoes matriciais que governa o problema a ser resolvido.

4.2 Método de Elementos de Contorno

O teorema de Betti determina que o trabalho que forcas de superficie t, e forgas de corpo
1

1 aplicadas em um sistema em equilibrio, exercem nos deslocamentos u? de um segundo

sistema, ¢ igual ao trabalho que um conjunto de for¢as de superficie 2, e forgas de corpo
2 aplicadas nesse segundo sistema em equilibrio, exerce nos deslocamentos u! do primeiro

sistema. Este teorema pode ser descrito na forma [20]:

/ thu?dl + / fluzdQ = / tHurdl + / fruldo. (4.1)
Q

r Q r

O método de elementos de contorno, no caso da elasticidade, trabalha com a solucao de
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equacoes integrais de contorno que descrevem o comportamento mecanico de um determi-
nado sistema. A identidade de Somigliana é uma formulacao de integrais de contorno obtida
através do teorema de Betti para problemas de elasticidade. Considerando que o segundo
sistema é associado a solugoes fundamentais e o primeiro sistema é o que deve ser resolvido,

a identidade de Somigliana é dada por:

/taUaﬁdF—i—/faUaﬁdQ: /Ta[guadf—i—/éa/guadﬂ, (42)
Q Q

T r

onde U,p e T, sao as solu¢oes fundamentais de deslocamento e forcas de superficie, dadas
pelas eq.(2.14) e eq.(2.15) para elasticidade isotropica e pelas eq.(3.51) e eq.(3.52) para elasti-
cidade anisotropica. Fazendo-se uso da propriedade da funcao delta de Dirac, o tltimo termo

da eq.(4.2) desaparece, resultando no sistema:

/taUang+/faUang:/Taﬁuadf+ca5ua, (4.3)
T Q

r

onde ¢;; € 1 para pontos no dominio de sistema, zero para pontos externos ao sistema, e 0.5
para pontos no contorno do sistema [20], desde que este contorno seja suave.

A eq.(4.3) é uma equagao analitica para analises de problemas de elasticidade que permite
somente a avaliacao de problemas muito simples. Para problemas complexos, é necessério
o uso de métodos numéricos. O método numérico utilizado neste trabalho é o método de
elementos de contorno, e consiste em dividir o contorno do sistema em andlise em nelem

elementos de contorno. Desta forma a eq.(4.3) pode ser escrita na forma:

nelem nelem
Caplla + Z T,pusdl. = Z toUqpdl .. (4.4)
e=1 e=1

Aplicando a eq.(4.4) a cada um dos nos do contorno do sistema, obtém-se um sistema de

equacoes algébricas na forma:

Hu = Gt, (4.5)

onde as matrizes H e G contém as integrais das solu¢oes fundamentais U, e Ty, e 0s vetores
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u e t contém os valores nodais de deslocamentos e forcas de superficie, conhecidos ou nao.

Através de manipulacoes algébricas, pode-se isolar as varidveis conhecidas em um vetor f, de

forma que a eq.(4.5) possa ser escrita na forma:

Ax =T,

onde o vetor x contém todas as variaveis desconhecidas no contorno do problema.

(4.6)

4.3 Elementos de Contorno Continuos e Descontinuos

Os vetores de deslocamentos nodais e forcas de superficie nodais de um elemento quadratico

sao dados respectivamente por|[20]:

3

elemento intrinsico

1 2 3
elemento & & —8—

real - | 0 /
coordenada isoparamétrica

Figura 4.1: Elemento quadratico continuo
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p*=1-n (4.9)

©* =0.5n(n+1),

e para elementos quadraticos descontinuos (Fig.4.2) é dado por

o
elemento

real
elemento intrinsico

/ -1 -213 0 2/3 T/
coordenada isoparamétrica

Figura 4.2: Elemento quadratico descontinuo

(g — 772> (4.10)

A avaliagao da integral de contorno, dada pela eq.(4.4), requer o uso de um Jacobiano dado

por:

Jac () = J (?}1)2 - (%)2 = Cg;;, (4.11)
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logo,

dl'. = Jac (n) dn. (4.12)

Substituindo a eq.(4.12) na eq.(4.4), pode-se resolver o problema através de integragao

numeérica.

4.4 Equacoes Integrais para Chapas Trincadas com Reparos
de Material Composito

.
|
7
|
|
|
u
i
L]

Secéo A-A

[ ] Chapa isotropica
[ Reparo anisotrépico
B Camada adesiva

Figura 4.3: Chapa trincada com reparo compésito colado

Dada uma chapa trincada reparada com material compésito colado (Fig.4.3), e considerando
que ela estd submetida a uma carga dinamica qualquer, adiciona-se um termo para representar
os efeitos de inércia de cada componente nas suas respectivas equagoes de equilibrio [37]. A

equagao integral para a chapa (S) em um ponto fonte (z’) é dada por:
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1

75 US (2, 2) b5 () d —|—/U£ (2!, x) piif () dSY . (4.13)

Qr Qs

De maneira similar, a equagao integral para o reparo (R) é dada por:

el () ulf (o) + /TR (', z)ul (¢') dl' = /UR !, x) tf () dl+
Tr
1
TR UL (2!, z) bl () d2 + /Ug (2!, z) piift (') dQ (4.14)
QR QR

onde ¢;; (2') é um coeficiente que depende da posicao do ponto fonte (z’) em relacao ao con-
torno que esta sendo integrado, ¢; (z’) e u; (2') sao forcas de superficie e deslocamentos do
sistema, T;; (2, z) e U;; (2, ) sdo solugoes fundamentais de forcas de superficie e desloca-
mentos, h e p sao respectivamente a espessura e a densidade do material do componente que
estd sendo considerado. Os primeiros trés termos da eq.(4.13) e da eq.(4.14) se referem a
formulacao classica da elastoestatica, o quarto termo se refere ao acoplamento da chapa e do
reparo, e o ultimo termo se refere ao efeito de forcas de corpo devido as massas da chapa e
do reparo submetidas a carga dinamica. As reagoes de cisalhamento no adesivo b; (2') serdo
calculadas através da diferenca de deslocamento entre os pontos partilhados pela chapa e o

reparo [37]:
b () = 22 {uf () —uf (&)}, (4.15)

onde S4 é o mdédulo de cisalhamento do material do adesivo e h4 é a espessura da camada do
adesivo. E importante lembrar que os indices (S) e (R) nas eq.(4.13), eq.(4.14) e equacdes
posteriores nao implicam em qualquer tipo de somatoério, e servem apenas para identificar o
componente que esta sendo considerado. E importante lembrar que as solucdes fundamen-
tais utilizadas sao estaticas, sendo feitas modificagoes na equacao de equilibrio afim de se
considerar os efeitos dinamicos. Outro ponto importante é que, o acoplamento entre a chapa

e o reparo nao é rigido, sendo inserido na forma de uma forca de corpo modificada.
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4.5 Método Dual de Elementos de Contorno

O DMEC consiste em aplicar uma equacao de deslocamentos em um dos lados da trinca e
uma equacao de forcas de superficie no outro lado da trinca. Sendo a chapa o tinico compo-
nente trincado do sistema, este procedimento nao seré aplicado para o reparo. A equagao de
deslocamentos ¢ dada pela eq.(4.13). A equagao de forcas de superficie é obtida através da

diferenciacao da eq.(4.13) |9], e é dada por:

onde Sjji, (¢', x) e D (2', x) sdo combinagdes lineares das derivadas de T}; (¢/, x) e U;; (2, x)
e n; (') € um vetor unitario normal ao contorno em que o ponto fonte se encontra.

A solugao fundamental Dy;; («/, =) é dada por |26]:

1

Dy (2, ) = ———
by (7, ) Ar(1—v)r

[(1— 20) (8t j + Opj7 i — Oig ) =+ 2747 57 4] - (4.17)

A solugao fundamental S;; (2, z) é dada por [26]:

Spii (4, 1) = ——————=[t1 +ty +t3 + 4], 4.18
i (2, 1) 47T(1_V)T2[1+2+ 3+ t4] (4.18)
onde os valeores de t1, t9, t3 e t4 sao dados por:
or
t1 = % [(1 — 21/) 5,']‘7’7](; +v (5%7’,]‘ -+ 5jkr,i) -+ 47'71'7’73"}”’]6]

tz =2v (niryjr’k -+ ﬂj?’”iﬁk)
(4.19)

t3 = (1 — 21/) (nkrﬂ-r’j + njéik + nzdjk)

t4 = — (1 - 41/) nkéij
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Quando @’ — z, Sijx (z/, x) apresenta hipersingularidade O (r=2), e D (2/, z) exibe forte
singularidade O (r~!), onde r (2/, z) é a distancia entre o ponto fonte e o ponto de integragao.
A eq.(4.16) é conhecida como equacao hipersingular para elasticidade plana, e, junto com a

eq.(4.13), constitui a base do DMEC.

4.6 Método de Dupla Reciprocidade de Elementos de
Contorno

As eq.(4.13) e eq.(4.14) sao ambas compostas por integrais de dominio e integrais de con-
torno. A maneira mais facil de se tratar integrais de dominio é a discretizacao do dominio em
células e o uso de um método de integracao, como por exemplo o método de Gauss. Porém,
a discretizacao e integracao direta do dominio faz o que o método de elementos de contorno
perca seu maior atrativo, que é a possibilidade de se trabalhar somente com a discretizacao do
contorno. Para se obter uma formulacao integral de contorno é necessério transformar todas
as integrais de dominio em integrais de contorno. O DRMEC permite aproximar uma integral
de dominio por um somatério de integrais de contorno. Aplicar o DRMEC a um problema
de chapas trincadas com reparo de material composito colado, sob efeito de carga dinamica,

consiste em aproximar os efeitos de acoplamento e de inércia das eq.(4.13) e eq.(4.14) por[10]:

D
=D aifii (@, @) (4.20)
d=1
e
pii; (x Zﬁkq]k 7, x) (4.21)

onde D é o numero de pontos fonte espalhados pela chapa e pelo reparo e E é o nimero
total de pontos fonte do componente que esta sendo considerado. Os coeficientes af e 3¢ sao
coeficientes de interpolagao e Jdk (z', x) e g5 (@', ) sdo fungdes de interpolagdo, inerentes
ao DRMEC. Acoplando as eq.(4.20) e eq.(4.21) as equagoes eq.(4.13) e eq.(4.14), pode-se

reescrever a equacao de equilibrio da chapa na forma:

e (@) uf (2) + /Ts(x z)uf (') dl’ = /US(£C ) t5 (¢') dT+

s s
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D
hlSZozZ U (x x) (2!, x dQ+Zﬂk/US ¢, x) ¢, (2, @) d, (4.22)
=1

R

e a equacao de equilibrio do reparo na forma:

cg (x’)uf(z") /TR(:E T) U B(2/)dl = /UR<ZL' x) (") dT+

I'r T'r

hR Z UR (x m) B, dQ+ZBk/ (z, x) qjy, (2, ) d. (4.23)

R Qr

Aplicando o mesmo procedimento de transformagao de integrais de dominio em integrais
de contorno, utilizado para se obter os primeiros termos das eq.(4.13) e eq.(4.14), a equagao

de equilibrio da chapa pode ser reescrita na forma:

e (a')uf () + /Ts(a: z)uf () dl’ = /Us(x z) t5 (¢') dT+

s I's

hlsdilozz C;Sj (:L“ )UZJS (xd) +/U5 (xd, x) fﬁf (wd) dl — /Tg ($d7 a:) uk] ( )dF (1.24)

I'r I'r

FE
L35 |8 (@) ags (o) + / US («°, 2) 85 (a°) dT — / TS (@, 2)ags (@) dr|
e=1

I's I's

e a equacao de equilibrio do reparo na forma:

cg(x/)uf(x’)+/TR(x T) u; B(2)dl = /UR(IL‘ z)t; B (2)dl+

L3t e (o) g () + [ 08 (5%, ) P () a0 - [ 72 (%, )t (o) a2

d=1 e 2

E
1358 | eB (a%) g (2°) + / UE (o, 2) i («°) dT / TE (o, o) g (a°) dT
e=1

I'r I'r
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Figura 4.4: Representagao das distancias a serem calculadas pelas funcoes f e ¢

As funcGes de interpolacao [ (xd, x) e ¢y (:rd, x) para a chapa isotropica, sao dadas por|10]:

a4 (af, 2) = (1-1)0; (4.26)
G (2 x) =1 —7r)b . (4.27)
Para o reparo anisotropico, as mesmas fung¢oes de interpolagao sao dadas por [1]:
]dk (xdv x) = Cjitm [c7 (T 73 Ok + Vi O] (4.28)
Gy, (2%, ) = Clitm [e7 (T 75 Ot + Oim )] (4.29)

onde Cji,, € o tensor de constantes elasticas da equagao de equilibrio do reparo. A constante

c é escolhida arbitrariamente apos adotadas solu¢oes particulares de deslocamentos 1i; («')

[1].
As solucoes particulares de deslocamento 1, e forcas de superficie fkj para o caso isotropico

sao dadas por:
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1 []1-2v r 9 9 —10v
iy = — Y 4.30
i G{{5—4v+30(1—u) P T 90 (1= ) ’”r} (4.30)

fkj = {31 + S9 + 83} n; (431)

onde os termos sy, sg € s3 sao dados por:

81 = 7 EVQV <3A7“ + 4Br? + 3D7"2) T Ok
S9 = [2 (Ar + BTZ) 7 0k + (AT + Br? + 3Dr2) (rkdji+ r7i5kj)} (4.32)

S3 = QBrQT,kr,jrﬂ- ,

e as variaveis A, B e D sao dadas por:

A:1—2V
5 —4v

1
B=———
30(1—v)
D 10r —9 ‘
90 (1 —v)

Para o caso anisotropico, as solugoes particulares de deslocamento y; e forcas de superficie

tr; sao dadas resolvendo as equacoes:

d _ . d
k= Cjilmulk,im

Gt = Clitm Uy im (4.33)

tkj = Okjm Nm
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onde oy, € dado por:

3r?
Okjm = Ckmrs (& 7 (r,s 5]'7" + Tr 5]'3) . (434)

E importante lembrar que as solugoes particulares de deslocamento y; e forcas de superficie
tr; sao obtidas, tanto para o caso isotropico quanto para o caso anisotropico, através das
fungoes de interpolagao f % € ¢G5 Logo, o uso de fungoes de interpolagao diferentes resultam

em solucoes particulares de deslocamento e forcas de superficie diferentes.

4.7 'Tensoes Internas

Dada a equacao integral que define o tensor de tensoes em qualquer ponto do dominio da

chapa [29]:

oy (@ / Seis (2!, @) up () dT" = (2) / Diis (&, @)ty () dT+
I

— x')/Dm—j (2, x) by (2') dQ + (x')/Dkij (o, z) piig, (') dQY . (4.35)

Através do uso do DRMEC, pode-se determinar a distribuicao de tensoes no dominio da

chapa através da equacao:

o (2') + /S;W(x z) uy (2') dl’ = /D,ﬂ] o', x) by, () dT+

hSZal O'ZU /D;W ) x tkj( d) dF—/SkU (:cd x) uk]( )dF + (4.36)

Ir
E A
Zﬁ,‘z Olj + /DW (2, x)ty,; (2°)dl — /Skij (z¢, x)ay,; (z°) dl ,
e=1 Iy I
onde, para a chapa isotropica e para as funcoes de interpolacao f e g descritas acima, oy;; €

dado por:
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2(1—2v) 1 9
= e — Y 4.37
= s T T -y (4:37)
onde o termo X ¢é dado por:
14+v 1
X = Eé,‘jm + 5 (5lir7j + 5ljr,i) s (438)
e o termo Y é dado por:
Y = [(4 — 5V> ((511'7”’3' + (55]'7”72') — (1 — 5V) 5ijr,l — T’,ZTJ‘T’J] . (439)

4.8 Tensoes no Contorno

Considerando um né pertencente a um determinado contorno, em que as direcoes dos vetores
tangencial e normal coincidem com um sistema de referéncia local :vll e $,2, e que o sistema de
coordenadas x| e x, encontra-se rotacionado em relacio ao eixo de referéncia global x; e 2
(Fig.4.5), pode-se escrever os valores de deslocamento e forgas de superficie atuantes nesse

ponto na forma [1]:

r

x; xz

F
%\ o

F\%’-_ T
’_,-"’-Ff -

.-"'1:-’
z

# :

Figura 4.5: Tensoes no contorno
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!
u; = liju;

(4.40)

t; = lijt;,

onde [;; sao cossenos diretores, e pode-se escrever o valor de duas componentes do tensor de

tensoes na forma:

019 =1

(4.41)

Pode-se calcular o valor da componente do tensor de deformacoes 5;]- na forma:

/ 1/, , ,
5U:§<%J+UM>:UMa (4.42)
onde:
/ dul  dul d

—ca_ta (4.43)

Y11= dey — dn dz)

Considerando um determinado trecho do contorno em anélise, e fazendo-o — 0, o compri-

mento infinitesimal de arco resultante ds pode ser escrito na forma:

, : dl'/ 2 d.ﬁlj’l 2
ds = \/dx} + do} = $ (dnl) + <d772> dn. (4.44)

Acoplando as eq.(4.44) e eq.(4.43), pode-se escrever:

r du%@

e 4.45
81,1 d’l] ds’ ( )

onde:
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=Y lug (4.46)
i=1
e .
duy @
— =) —uj 4.47
dg lzzl dnu17 ( )

onde ¢ sao fungoes de forma. Pode-se entao escrever a componente do tensor de deformagoes

€;j na forma:
, o,
611 - g %ul. (448)

Considerando a relagao tensao deformagao dada por:

/7 !
“n ) En
012 €12

/ . ~ . . . L, . .
onde C ¢ a matriz de rela¢oes constitutivas para o caso isotrépico no sistema de coordenadas
/ 4 , . . N L . ’ ’ ’ N
x, e 5. Como a eq.(4.49) é um sistema linear de trés incognitas (o, €49 € £,5) € trés valores
. / !/ !/ . . .
conhecidos (€, 049 € 045), esta pode ser facilmente resolvida. Uma vez resolvida a eq.(4.49),

os tensores de tensoes e deformagoes no sistema de coordenadas x; e x5 podem ser escritos

na forma:
I
011 011
-1 7
0929 =T 099 s (450)
I
012 012
e
!
€11 €11
71 /
I
12 €12

onde T ¢é a inversa da matriz de transformacao de coordenadas.

4.9 Formulacao de Contorno Discretizada

Para se obter a resposta elastodinamica do sistema, os contornos da chapa e do reparo

sao divididos em elementos de contorno. Para modelar o contorno da chapa, sao utiliza-
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dos elementos quadréaticos descontinuos, e para modelar o reparo, sao utilizados elementos

quadréticos continuos. Por conveniéncia, quatro vetores de dimensao (2 x E) sao criados:
u = pu? ; = pu ; t = pt® ; t = i@ | (4.52)

onde ¢ é um vetor de fungdes de forma quadraticas, u(2 x E) e t(2 x E) sao vetores de
deslocamentos e forcas de superficie nodais do sistema, e @ (2 x E) e t (2 x E) sdo vetores de
solucoes nodais particulares de deslocamentos e forcas de superficie do sistema. Agrupando a
eq.(4.52) com as eq.(4.24) e eq.(4.25), a equagao de equilibrio para a chapa pode ser reescrita

comao:

Nelemg Nelemg
cjuf + > /Tcde u} = > /UgodI‘ t7+
j=1 j=1
Sj

Sj

D Nelemp Nelemp ds
Slgay+ > /Tcde afs— /UgodF t; | af (4.53)

d=1 j=1 j=1
R R,

7
Nelemg Nelemg oS
Slgw+ > /Tcde - > /Ucde t | BS :
j=1
Sj

e a equacao de equilibrio do reparo pode ser reescrita como:

Nelemp Nelemp
el + > /TgodF up = > /UgodF 1+
j=1

j=1

1 D Nelempg Nelemp AR
— S |fat+ Y /T<de ﬁfR— > /Ucde t, | af (4.54)

Chamando
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/ Ugpdl = G (4.55)

Ty

/Tcde =H , (4.56)

r;

a equacao de equilibrio para a chapa pode ser reescrita como:

E
Hiub = tS+—Z[H§ u'S — G| a§+Z[H§ ut® — GiteS] 85 (4.57)

De forma similar, a equacao de equilibrio para o reparo pode ser reescrita como:

D E
Hiuf = iR > [Hiu! - Gt off + Y [Hut - Gt R BY . (458)

e
d=1 e=1

H e G sao similares a H e G, porém obtidas pela integracao no contorno do reparo. Os D
vetores aq (2 x 1) e os E vetores B, (2 x 1) podem ser acoplados em dois vetores a (2D x 1)

e B(2E x 1). Logo, as eq.(4.20) e eq.(4.21) podem ser reescritas como:

b =Fa (4.59)

pP=QB8 , (4.60)

onde b contém as reacoes de cisalhamento do adesivo para os pontos fonte compartilha-
dos pela chapa e pelo reparo e p contém as forcas de corpo do componente para cada um
de seus pontos fonte. A matriz F contém os valores das funcao ff (', x) para os pontos
fonte partilhados pela chapa e pelo reparo. De forma similar, a matriz Q contém os valores
da fungao ¢f (', x) para os pontos fonte de cada componente. A forma matricial para as
equagoes de equilibrio dos componentes sdo obtidas agrupando as eq.(4.59) e eq.(4.60) com

as eq.(4.57) e eq.(4.58). Para os pontos fonte no contorno da chapa, ela pode ser escrita como:

Hrur GStE—AE ?‘_BFpF ) (4.61)
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e para os pontos fonte no dominio da chapa pode ser escrita como:

—~Hjud = Aol — Bipy, . (4.62)

De forma similar, para os pontos fonte no contorno do reparo, a forma matricial das equagoes

de equilibrio do sistema é dada por:

Hiul — Gitf = Afal—Bipl |, (4.63)

e para os pontos fonte no dominio do reparo é dada por:

— Hiul = Afad — Bdph . (4.64)
A e B sao dadas por:
A= [HUp - GTp|F ', (4.65)
e
B = [HU; - GT5| Q" . (4.66)

T e U sao matrizes de solugoes particulares de forcas de superficies e deslocamentos. Fazendo
uso do DRMEC e da relagao dada pela eq.(4.15) é possivel reescrever o termo responsével
pela interacao chapa-reparo como:

h
uR — iFSaS

h
and u —uf = S—'zFRaR : (4.67)

Finalmente, agrupando as equagoes da chapa e do reparo e utilizando a técnica de integragao

DRMEC, o sistema de equagoes que governa o problema é dada por:

LAY AL LS.
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4.10 Consideracoes Adicionais

Dois fatores devem ser levados em consideracao quanto ao uso conjugado do DMEC e do
DRMEC. O primeiro deles é que, a aplicacao do DRMEC na trinca modelada através do
DMEC gera problemas de singularidade. Mais especificamente, as matrizes F e Q nao sao
inversiveis. Para se superar este problema, nao se aplica o DRMEC a trinca |38, 1|, porém
deve-se adicionar pontos fonte proximos a regiao da trinca para se avaliar os efeitos de inércia
e de acoplamento. Uma vez que é colocado um ponto fonte proximo a trinca (Fig.4.6), de

forma a se conseguir bons resultados, deve-se garantir que [1]:

o

(4.69)

elemento quadratico
ponto fonte descontinuo

d

)\
P
\

Figura 4.6: Esquema ilustrativo de aplicacao de ponto fonte préoximo a um elemento de trinca.

O outro ponto a ser levado em consideracao é que, considerando as solucoes fundamentais

de deslocamentos para os casos isotropico e anisotropico, dadas por:

i Ull U12
U»¥° = 4.70
[Um U22]’ (4.70)
e
1 Ull U12
pemiso — , 471
[Uzl U22] (4.71)
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ambas, quando se considera um caso particular de quasi-isotropia no caso anisotréopico, dev-

eriam ser iguais. Porém tem-se que:

150 aniso
Ul 1 7é Ul 1

1S0 ~v aniso
U12 = Y12

Uit = Ugp (4.72)

180 ~v aniso
U22 = Y22

Isso significa que, a solugao fundamental anisotrépica nao se reduz a solucao fundamental
isotropica quando o caso particular de quasi-isotropia é considerado. A desigualdade do termo
da solucao fundamental de deslocamentos Uj; entre os casos de isotropia e quasi-isotropia
faz com que nao seja possivel aplicar o DMEC e o DRMEC combinados com a solucao
fundamental de deslocamentos isotropica. Para superar este problema, pode-se substituir a

eq.(2.14) pela eq.(3.51), para o caso particular de quasi-isotropia, ao se montar a matriz G.
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4.11 Implementacao M

atricial

Apos feita a discretizacao das equacoes de equilibrio, a configuracao da forma matricial da

chapa ¢é obtida acoplando as eq.(4.61) e eq.(4.62) como mostrado na Fig.(4.7)

u G t
£ I S I B
tEx1) —
G

! o

H@QEX2E) u(Ex1) G(2E x 21)

Null G
. Mg 0 LR A
_ T G
G A -1
HQ r| Nullg ¢ . ~aor — AU +
SoR SO R U (2D x 2D) % 2D x 20) ha
G
g F(2Dx2D) Au(2Dx1)
— G(2E x 2I) —
A Grsl; A -1
U - T Q p
A Coy
U@Ex2E) | 1 (2E x 2E)
— H (2E x 2E) G(2E x 21) — Q(2Ex2E) p(2Ex1)

Figura 4.7: Equacao matricial de equilibrio da chapa para analise dinamica

De forma similar, a configurac¢ao da forma matricial do reparo é obtida acoplando as eq.(4.63)

e eq.(4.64) como mostrado na Fig.(4.8)
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- I I e

H(@2Dx2D) wu(2Dx1) G(2D x 21)

- GA

T (@D x 2D)

H (2D x 2D) G(2D x 21) F(2Dx2D) Au(2Dx 1)

0 (2D x 2D)

- 0(20x2D)I 4 2D x 20) - I

H (2D x 2D) G(2D x 21) — F(2Dx2D) p(2Dx 1)

Figura 4.8: Equacao matricial de equilibrio do reparo para analise dindmica

Os indices I'T", QI', I'Q2 e Q€ indicam a posicao do ponto fonte em analise e seu local de inte-
gracao. O simbolo a esquerda se refere a localizacao do ponto fonte, e o simbolo a direita se
refere ao contorno em que ele esta sendo integrado. Os indices 2s_pl'gr e QpI'r se referem a
pontos fonte no dominio da chapa respectivamente nao partilhados e partilhados pelo reparo,
integrados no contorno do reparo.

Os sub-indices S e R se referem a que componente pertence o contorno ou dominio em analise.
Por exemplo, considerando o indice I'sI'g, 1é-se, pontos fonte presentes no contorno da chapa
e integrados no contorno do reparo.

As matrizes A e B para chapa, dadas pelas eq.(4.65) e eq.(4.66) respectivamente, sao
mostradas nas Fig.(4.9) e Fig.(4.10)
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. H. NUHEQR “r
o A SR A
U _ T
A = H _ Nul Sar
Qr Q Q A SD R
] <o R so'R U (2D x 2D) t (2D x 2D)
Hor | <
RSN o
L H (2E x 2D) G(2E x 2T) —

Figura 4.9: Matriz A da equacgao de equilibrio dinamico da chapa

T H Null G
_ AN 3 A I A
B - y 1
- - Hor laq ; Car )
U(2E x 2E) T (2E x 2E)
— H (2E x 2E) G(2E x 21)) |

Figura 4.10: Matriz B da equagao de equilibrio dinamico da chapa

Para o reparo, as matrizes A e B sdo idénticas e sdo mostradas na Fig.(4.11)

T [ Ul " [, 0
A = B|-= u - T
L L b I%QR . G%
R U (2D x 2D) f‘ (2D x 2D)
— H (2D x 2D) G(2D x 21) |

Figura 4.11: Matrizes A e B da equagao de equilibrio dinamico do reparo

Toma-se como exemplo um caso simplificado mostrado na Fig.(4.12), onde os pontos fonte 1,

2, 3, e 4 pertencem ao contorno da chapa, os pontos fonte 9, 10, 11, 12 pertencem ao contorno
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do reparo, e o ponto fonte 13 pertence ao dominio do reparo. Para este caso, o nimero de
pontos fonte partilhados pela chapa e o reparo (D) é 5. O numero total de pontos fonte (E)
da chapa é 13, e do reparo é 5. Pode-se entao dimensionar as equagoes matriciais mostradas

nas Fig.(5.1) e Fig.(5.2) e as matrizes A, B, H e G que compdem a eq.(4.68).

o‘)ﬁ

N
e o
o

Figura 4.12: Exemplo simplificado de chapa com reparo

4.12 Procedimento de Solucao no Dominio do Tempo

Para resolver o problema mostrado na eq (4.68), um procedimento de solugao transiente, pro-
posto por Houbolt [14], é utilizado. Considerando que os efeitos de inércia dos componentes

sao devidos a um campo de aceleracao dado por:
p=pi=Q8 , (4.73)

a eq.(4.68) pode ser reescrita para um instante de tempo 7+ A7 como:

(H - A)S AS u§+AT — GSt§+AT + BSpSﬁE-‘rAT (4 74)
AR (H- AN BN, | |

De forma a se proceder com a integracao no dominio do tempo, o intervalo de tempo 7 é
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dividido em N espacos de tempo, onde:

T=NAT . (4.75)

Assumindo que os resultados da eq.(4.74) sdo conhecidos nos instantes de tempo 7 = 0, A7, 2A7...,

a aceleracdo no instante 7 + A7 é aproximada pela expressao |14]:
ﬁT-‘rAT - Alg 2uT+AT - 5u'r + 4uT—AT —Ur onr : (476)
T

Agrupando eq.(4.74) e eq.(4.76), o sistema de equagoes que governa o problema pode ser

3

reescrito como:

[(H - A)® - p5:2,B] AS
AR [(H— A" — pt 2, BY|

G5tS + B55-L; (—5u’ + 4u® —u’
{ T+AT P AT2 ( T T—AT S—ZAT) 7 (477)

R R 1 R R R
B P A2 (_5]‘17 + 4uT*AT — Ui oar

e deve ser resolvido para os N instantes de tempo A7. E importante lembrar que para cada
um dos instantes de tempo A7, o valor de t,, A, é conhecido, ja4 que os valores da carga

dindmica aplicada para cada um dos instantes de tempo sao dados do problema.
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Capitulo 5

Calculo de Fatores de Intensidade de
Tensao

5.1 Introducao

Este capitulo trata da anélise de fatores de intensidade de tensao dindmicos de chapas trin-
cadas reparadas com material compoésito colado. Inicialmente é feita uma revisao da teoria
da Mecanica da Fratura Linear Elastica. Posteriormente, descreve-se os métodos de avaliacao

de Fatores de Intensidade de Tensao Dindmicos utilizados no trabalho.

5.2 Abordagem de Campos de Irwin

Ponta da trinca

Figura 5.1: Campo de tensoes em torno da trinca.
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Considerando uma chapa trincada isotropica carregada sob estado plano de tensao (Fig.5.1),
o campo de tensoes ao redor da trinca pode ser descrito na formall5]:

Uz’j (T, (9) =

K
——— fi; (r,0) + outros termos, (5.1)
vV 2Tr
onde o;; é o tensor de tensoes do material a uma distancia r da ponta da trinca, K é o fator
de intensidade de tensao e f;; sao funcoes trigonométricas conhecidas. Quando, » — 0, o

primeiro termo da equacao passa a ser muito mais substancial que os termos seguintes da

equacao, podendo assim serem desprezados.

5.3 Modos de Fratura

Figura 5.2: Modos de Fratura.

Modos de fratura sao determinados através do deslocamento relativo das faces da trinca
(Fig.5.2). Em estado plano de tensdo, existem apenas dois modos de fratura (I e II). O
Fator de intensidade de tensdo, mostrado na eq.(5.1), pode ser decomposto de acordo com
o modo de fratura associado a ele. Desta forma, K; corresponde ao fator de intensidade de
tensao relacionado ao modo de fratura I e K7 corresponde ao fator de intensidade de tensao

relacionado ao modo de fratura II.
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5.4 Campos de Tensao em Torno da Trinca

Assumindo para r, valores proximos de zero, de forma a se considerar somente o primeiro
termo da eq.(5.1), e considerando que o eixo de coordenadas x; é paralelo a face da trinca e
que o eixo de coordenadas x5 é perpendicular a face da trinca, o campo de tensoes proximo

a ponta da trinca ¢ dado por [15]:

K; 0 0 . 30 Kig .0 0 30
COS§ 1—811158111— — ——sin— | 2+ cos — cos —

= oy 2 )" Vo 2 2“7
K, O (1m0 B 0 O30 52)
g == COS — — S1n — S1n — ——— = S1I1 — COS — COS — . .
27 a2 27 2 orr 2 2 2
Ki 0o 030 Ky 6( 6. 30
g — ——=S1I1 — COS — COS — ——— COS — — S11n — S1n —
B o2 2 2 omr 2 27 2

O campo de deslocamentos, para o mesmo caso, é dado por:

K 0 0 K 0 0
m:?f %cosﬁ (1—2y+sin22> —1-51/2;511[12(2—21/—1—@822)

K 0 0 K 0 0
Uy = EI %sini (2—2V—C0822> +%,/%cos§ <—1+21/+Sin22),

onde G é o modulo de elasticidade transversal do material e v é o médulo de Poisson do

(5.3)

material. O tensor de tensoes nas proximidades da trinca pode ser dividido na forma:
O = Uilj + oll (5.4)

ij

assim sendo, oifj ¢ dado por:

ol = Ky COSQ l—singsing—e
o 2 2 2
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K 0 . 30
oly = —L cos= [1—sin—sin = (5.5)
V2mr 2 2 2

Ky, 6 0 30
sin — cos — cos —

(TI:
2 e 22 2

I .
e 0;; ¢ dado por:

K 0 0 30
o1y = —\/21—7;nsin§ (2—1—00520052)

o Ko 0 6 30

Ooy = Wors sin 5 €08 5 COS — : (5.6)
oll = Kur cosg 1—singsin%
P Vorr 2 27 2

De forma similar, o campo de deslocamentos em torno da trinca pode ser dividido ma forma:

w; = ul 4+ ul’, (5.7)

I .
onde u;; é dado por:

K 0 0
uj = ! Lcos§ (1—2y+sin22>

G Vor
(5.8)
K 0 0
uézé ;Tsin2<2—21/—00522>,
e ufj] ¢ dado por:
K T 0 0
1 11 . 2
= —/z—sin-[2—-2 =
Uy a \Von sm2 ( vV + cos 2)
(5.9)

K 0 0
éI:% 2:Tc082<—1+21/+sin22>.
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5.5 Desacoplamento do Tensor de Tensoes e Campo de
Deslocamentos

Uma vez que deseja-se obter os fatores de intensidade de tensao K; e K7, deve-se realizar
o desacoplamento do campo de deslocamentos e do tensor de tensoes em volta da trinca.
Considerando que o tensor de tensoes e o campo de deslocamentos encontram-se no mesmo
sistema de referéncia da trinca e que estes podem ser divididos em suas componentes simétri-
cas e anti-simétricas (Fig.5.3), tem-se que as componentes simétricas, u;, e anti-simétricas,

u;, do campo de deslocamentos sio dadas por [30]:

Componentes Simétricas T
]

Figura 5.3: Desacoplamento do campo de deslocamentos.

I II ! I 11
Uq o u] + Uy Uy - U — U
{}{+} {}{+} (510)

Acoplando os termos simétricos e anti-simétricos da eq.(5.10), tem-se que o campo de deslo-

camentos desacoplado é dado por:

w | L[ w w' | _ L[ —ui (5.11)
ub 2| —uy+ uy udl 2| ustuy, |° '



. . . . . . . , . ! ~
De forma similar, as componentes simétricas, 0ij, € antl-simétricas, Oij» do tensor de tensoes,

sao dadas por:

I 1 ! I 1
02 =1 O»+ 0y O22 (= 022 — 022 ’ (5.12)
I 11 ’ 1 1
J12 012 + 072 T12 —012+ 013
e o tensor de tensoes desacoplado ¢ dado por:
I / II ’
011 1 011+ 0 011 1] %17 %
ol _ = + o oll \ — — — 0. (5.13)
2 (= 022 T T99 2 (= 022 = 09 ¢ -
1 2 / II 2 7
T12 012 + 013 J12 012 + 013

5.6 Crack Tip Opening Displacement

Figura 5.4: Elementos da ponta da trinca.

Considerando um campo de deslocamentos conhecido ao redor da trinca, tendo as relacoes
entre os fatores de intensidade de tensdao e deslocamentos dadas pelas eq.(5.8) e eq.(5.9), e

fazendo 6 — , obtém-se K na forma [12, 38]:
N G 27
K] = (’LLQ — 'U,Q) m 7, (514)

onde G é o modulo de elasticidade do material, &k = (3 —v) /(1 + v) para estado plano de
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tensdo e k = (3 — 4v) para estado plano de deformagao, e (ul — u;) é a diferenca de deslo-

camento entre pontos coincidentes da face da trinca. De maneira similar, obtém-se K;; na

’ G 2m
K[]: (ul—ul) T—HMT (515)

Utilizando como referéncia para calculo de fatores de intensidade de tensao, o né central dos

forma:

elementos na ponta da trinca (Fig.5.4), K; e K;; sao dados por:

’ ’ G T
KPP = (uff —uf’) MQ\E, (5.16)

AP (5.17)

KR = (uf =) 252y

Uma forma alternativa de calculo para fatores de intensidade de tensao consiste na interpo-

lagao de resultados obtidos nos nés BB’ e CC’, onde K; e K;; sao dados por:

KBBCC (4 (uQB — uB') +u§ — ugl) kflﬁ’ (5.18)
e
KBPOC (4 (uf _ u?,) + uf — uf ') /{:(jlﬁ (5.19)
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5.7 Integral J

N

Figura 5.5: Limites de Integragao para Integral J [6].

A Mecéanica da Fratura Linear Elastica s6 é valida quando a deformacao nao linear do mate-
rial é confinada em uma pequena regiao ao redor da ponta da trinca. Em muitas situacoes
é inviavel caracterizar o comportamento da fratura através da MFLE, assim sendo, um con-
ceito alternativo deve ser aplicado. A Mecanica da Fratura Elasto Plastica aplica-se em
varias dessas situagoes. Dentre os parametros mais utilizados se encontram o CTOD (Crack
tip opening displacement), a Integral J e a Integragdo por Energia de Dominio (EDI). Esses
parametros descrevem condigoes da trinca para materiais elastoplaticos e podem ser utiliza-
dos como critério de falha. Dado o exemplo simplificado pela Fig.(5.5), a taxa de alivio de
energia potencial armazenada no sistema por unidade de trinca, sem considerar forcas de

corpo atuando nas proximidades da ponta da trinca, é dada por |6, 35]:

J = 11“{%/ (wéik - O’;}U;k) n;dC (5.20)
r
onde w é dado por:
€kl
0

e corresponde a energia de deformagao por unidade de érea. of; e uj, sao respectivamente as
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componentes cartesianas de tensao e deslocamento no sistema local z* e dC' é o diferencial
do arco de integragao dado pela Fig.(5.5). Uma vez que se consideram as forgas de corpo

atuando nas proximidades da ponta da trinca, termos devem ser adicionado a eq.(5.20). Desta
forma, a integral J para o caso de uma chapa trincada com reparo de material composito é

dada por [13]:

T . * % ok 1 * %k

J = %1:1(1) /(wéik - Jijum) n;dC + /pui updV + ]w/biumdv : (5.22)
r % v

onde hg é a espessura da chapa, b} sao as forgas de corpo atuantes nas proximidades da trinca
referentes ao acoplamento entre chapa e reparo e pi;* sao as forcas de corpo atuantes nas

proximidades da trinca referentes as forcas de inércia da chapa.

5.8 Integracao por Energia de Dominio

Considerado que 0l é o avanco da trinca na direcao normal a face da trinca S;, a energia

potencial liberada em um segmento de avanco da trinca é dada por:

—om = JAa , (5.23)

onde Aalj é o avanco da trinca na dire¢ao xj.
Fazendo com que h — 0, temos as superficies S, e S, com normais my ao longo de z3 e S}

com normal my ao longo de zj. Assim sendo, 0l é dado por:

Restringindo [, a permanecer no plano S; e a ser fun¢ao de zj, tem-se que:

JAa = Aa/ (afju;‘f’k - wék,-) lym;dS . (5.25)
St
Para desenvolver uma integral de dominio, primeiro se leva em consideragao a area S formada

pelas superficies ST, S7, S; e S;. Depois, leva-se em consideracao a funcao:
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gp=1, em S; e =0 em S , (5.26)

e levando em consideragao também que ¢ é suficientemente suave na area S. Usando a

eq.(5.26), pode-se reescrever a eq.(5.25). na forma:

J:/(a;‘ju;fk—wéki—) m; @ dS — / 03U, M2 G dS . (5.27)
S St++5-

Para se chegar a eq.(5.27), leva-se em consideragao que m; = 0 e que my = £1 nas faces da
trinca. Nota-se também que ¢ = l; = 0 em todo o sistema. Na auséncia de forcas de su-
perficie nas faces da trinca, o tltimo termo da eq.(5.27) desaparece. Aplicando o teorema da
divergéncia de Green para contornos fechados, O valor da taxa de alivio de energia potencial

armazenada no sistema por unidade de trinca (J) é dada por:

J= / (o7t — ) g AV. (5.28)

\%4

E importante perceber que a integracao realizada na eq.(5.28) nao depende de caminhos de
integracao, logo, qualquer area pode ser escolhida para avaliar J. Levando em consideracao
os efeitos de forgas de inércia e de acoplamento entre chapa e reparo, a eq.(5.28) recebe o

acréscimo de dois termos sendo escrita na forma:
7 * % cok ok 1 * %
1% \% 1%

Como pode-se perceber, as eq.(5.22) e eq.(5.29) sao equivalentes, sendo que a diferenga entre

as duas é dada pelo o modo de integracao do primeiro termo.

5.9 Funcao q Quadratica

A fungao auxiliar g, é introduzida de forma a se modelar o avango virtual da trinca. Como o
avanco virtual da trinca pode adotar forma, a tinica restricao para a funcao ¢ é que ela seja
suficientemente suave no dominio de integracao V', uma vez que é necessaria a sua diferenci-

a¢ao. Uma forma de g, que tem sido utilizada com sucesso, é dada por |6]:
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g (%) = {1 - (Tﬂ , (5.30)

onde r é a distancia da ponta da trinca no plano x7 — x5 como mostrado na Fig.(5.5), e rg é

o raio da area de integragao.

5.10 Isoparametrizacao e Implementacao Computacional

0.1
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0.04

0.02

o

-0.02

-0.04

-0.068

-0.08

0.1

hES

k

St
Ry

1 1
0.3 0.25 0.2 015 01 x

Figura 5.6: Distribuicao de células na ponta da trinca.

Uma vez em posse da eq.(5.29), deve-se realizar a integral de area ao redor da ponta da

trinca afim de se obter o valor de Jgp;. Uma alternativa é a isoparametrizacao das células

criadas ao redor da ponta da trinca em elementos biquadraticos (Fig.5.6), podendo assim

satisfazer a condicao de derivacao de g,. Neste trabalho é utilizado um conjunto de elementos

isoparamétricos biquadraticos de 9 nos (Fig.5.7), através dos quais, as componentes de tensao,

deformagao, deslocamento e suas derivadas sao aproximadas por produtos das funcoes de

interpolacao ®; e os valores nodais de oy;, €5, u; e Ou;/0x;.
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Figura 5.7: Elemento isoparamétrico bi-quadréatico.

Sabendo que os valores de oy, €5, u;, Ou;/0x; e qi sao conhecidos para todos os 9 nos de

cada célula, o valor dessas varidveis pode ser determinado em qualquer ponto de qualquer

célula. gy em qualquer lugar do dominio de uma célula é da do por:

NClells
= > ®QF (5.31)
i=1

onde ®; sao as funcoes de interpolacao dadas por:

O =025%(c—1)e(n+1)ny
Oy =05%x(e—1)(e+1)(n+1)n
P33 =025 (e+1)e(n+1)n
Py =05%(c—1Le(n—1)(n+1)
5= (e~ 1) (e +1)(n—1)(n+1)
P =05%(e+1)e(n—1)(n+1)

(5.32)

O, =025%x(e—1)e(n—1)n
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P =05%(e—1)(e+1)(n—1)n
Py =025x(e+1)e(n—1)n

e Q% sdo os valores de ¢ em cada um dos noés da célula em andlise. Como dito anteiormente,
QF = 0 se 0 i-ésimo n6 pertencer ao contorno do dominio discretizado, Q¥ = 1 na ponta da
trinca, e os valores intermediarios devem ser interpolados pela eq.(5.30). Além disso, como a
propagacao virtual da trinca é restrita a direcao da normal de sua face frontal S;, os termos

Q? e Q3 desaparecem, logo:

o N%ls o®; 0= 0%; On (5.33)
Ox; = \ Oe Ox;  On Ox;) |
As derivadadas das fun¢oes de interpolagao 0®/0e e 0P /0n sao dadas por:
0,
= =0.25%(2e —1 1
50 =026 (2 = 1) (n+1)7
00,
0%2 _ 1
o e(n+1)n
‘9(;{;3 =025 (26 +1)(n+1)n
P
87;1:0.5*(25—1)(77—1)(77“)
oo
——2 =2(n—1)(n+1) (5.34)
Oe
oo
8756 =05%x(2e+1)(n—1)(n+1)
‘95: =0.25% (2c — 1) (- 1)n
Ody
9T -1
5 —cm—=1n
0dq
5. =025 2+ ) (n—1)n
e
(9;?’71 =0.25% (e —1)e(2n+1)
i)
80772 =05%(c—1)(e+1)(2n+1)
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an
a;:‘:( —1)en
8;;5 =2(—-1)(e+1)n (5.35)
85;6:( +1)en
a(;I:0.25*(5—1)8(277—1)
%{7’78:0.5*(5—1>(e+1)<2n—1>
‘9(;?:0.25*(g+1)5(277—1)

Fazendo-se uso da integragao Gaussiana, o formato dicretizando da eq.(5.29) é dado por:

P I, 0w s N\ O L Ou L, Ouy
Jepr = ) Z{(Uz] By w612> oz, + pu; 0z, + heli oz, pdet (Jac), Wy,  (5.36)

NCells p=1

onde W), sao os pesos de integracao, m ¢ o nimero de pontos de Gauss utilizados por célula
e Jac é a matriz Jacobiana resultante da isoparametrizacao das células, dada por:
Ox/de Ox/0n

Jac = . (5.37)
dy/0de Oy/on

5.11 Obtencao das Derivadas de Deslocamentos

Existem duas maneiras de se obter os termos du;/0z; da eq.(5.36). Uma das formas possiveis
é através da derivacao isoparamétrica dos deslocamentos, e a outra é através da integragao
das solucoes fundamentais de derivadas de deslocamentos e forcas de superficie no contorno

do chapa.
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5.11.1 Integracgao das Solugoes Fundamentais de Derivadas de Deslo-
camento e Forcas de Superficie

Dada a equacao integral que governa o comportamento da chapa trincada reparada com ma-

terial composito [26]:

1 s s s .S
— [ U2 (2, 2)b; (x’)dQ+/Uij (2, x) piij () dQ (5.38)

a derivada de deslocamentos em relagao a um ponto interno da chapa, partilhado pelo reparo,

pode ser escrita como:

ou’
ww+/ﬁﬂamﬁumw=/%A )t (o) dT +

833k
T's I's
16/US(:1:’ LA )dQ+8/US(x’ 2) piid (2') (5.39)
WS o, ) 0 oz, J TN ' |
Qr Qg

Aplicando o método da dupla reciprocidade, tem-se que:

ou’
WM+/@A£@ (&) dT = /%ﬂx@ (') T +

al’k
I's I's
1 & 5
e dafftqen + /Tz}g}€ («', z) 4 (') dl — /ka («', 2) £ (/) dl p + (5.40)
d=1
I'r I'r

E
Dot iy [ T3 )i ()i [ Ul 0) i @

s I's

onde Uj; 1, € dado por:

1

m {6k j + 6jkr i — [(3 —4v) + 21, jr 4]}, (5.41)

Uijr = —
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T;j% ¢ dado por:

1 or
Ej,k = m {287], [(Sikﬁj + 5]'](;71,1‘ — ((]_ — 2V) (5@] + 47°7i7"7j> TJC] +
ng [(1 — 21/) 5@']’ + 27',,‘27”7]‘] + (1 - 2V> (5];5712 — 5zkn]) — (542)

2(1—2v)ry (nir; —ngr,) ,

e &, € dado por [29]::

o 1-2 1
€lij = m 037 + B (0pr j + Sir )|+
1
m [(4 —bv) (6 + 0157 i) — 457y — T ar 7 4] r2. (5.43)

As variaveis o™ e o™, sdo constantes de interpolagao provenientes da aplicacdo do método

de dupla reciprocidade, dadas pelas eq.(4.20) e eq.(4.21).

5.11.2 Derivacao Isoparamétrica

Tendo conhecido o campo de deslocamento u; em cada um dos nos que compoem as células

de integracao da integral Jgpy, e criando a variavel:

921 00y 9%3 004 O9P5 0% 07 0Pg  O9Dg
Oe Oe Oe Oe Oe Oe Oe Oe Oe
B,., = : (5.44)
0P 9Py 0P3 0Py 0P5 0D 9Dz OBy ODg
on on an on an on on an on

pode-se obter as derivadas direcionais de deslocamento através do produto:
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U2 U2

Qu;  OQui

19, 0. _ 5 5

[ 8x1 6m2 ‘| —_— BiSO Ul U2 9 (5.45)
ox1 Oxo

onde u* é o valor de deslocamento no k-ésimo n6 na célula em analise.

5.12 Obtencao de K; e Ky

Tendo que, para elasticidade plana, Jgp; pode ser escrito na forma:

2 . TIK12 UKI2I
JeEpr = n + 5 (5.46)

onde n = 1 para estado plano de tensdo e n = 1 — v? para estado plano de deformacao,

pode-se dizer que Jgp; pode ser dividido em duas componentes na forma:

Jepr = Jhpr + THpr, (5.47)

71 4 7 : 71 4
onde Jgp; é¢ a componente de Jgpy relacionada ao modo I de fratura e Jgp,; é a componente

de Jgpr relacionada ao modo 11 de fratura. Estes dois termos podem ser escritos na forma:

“ 1
Jepr = / (U;}I“ﬁf - wl%') qri AV + / pi AV + e / bl uidV
s
v i i
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(5.48)

7 * * ok * 1 * *
Ji, = / (o3t — w'6) gus dV + / pi il av - / bty
14 \% 1%

Assim sendo, acoplando as eq.(5.48) e eq.(5.47), os fatores de intensidade de tensao Kje Kj;

podem ser obtidos na forma [12]:

G .
K= Tl EDr
(5.49)
G -
K= Tl Eprs

onde k = (3 —v) /(14 v) para estado plano de tensdao e k = (3 — 4v) para estado plano de

deformacao.



Capitulo 6

Resultados e Discussoes

6.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar resultados obtidos através da formulagao apresentada
neste trabalho. Inicialmente é abordado o caso de uma chapa com trinca central reta sob
carga dinamica, em que ¢ feita uma analise das diferentes formas de se avaliar a Integragao
de Energia de Dominio (EDI). E abordado um caso de chapa com trinca inclinada central
sob carga dinamica, em que é feita uma anélise sobre a influéncia do niimero de células e de
comprimento de trinca integrado. E abordado um caso de chapa isotropica com reforcador
composito, em que é feita uma anélise sobre a influéncia das propriedades do adesivo sobre
o comportamento dindmico da chapa. Por tdltimo é abordado um caso de chapa com trinca

central reparada com material compdsito sob carga dinamica.

6.2 Chapa Trincada sem Reparo

6.2.1 Trinca Central Reta

Uma chapa isotropica trincada retangular é analisada sem o uso de reparo de material com-
posito (Fig.6.1). A chapa é submetida a uma carga dinadmica que passa a atuar no instante
de tempo 7 = 0 e permanece constante apos a contagem. E utilizado o método dual de ele-
mentos de contorno para simulacao da trinca e o método de dupla reciprocidade de elementos
de contorno para simulacao dos efeitos de inércia. A determinacao dos fatores de intensidade
de tensao é feita utilizando a integral de energia de dominio (EDI) e o crack tip opening
displacement (CTOD). A solugao realizada no dominio do tempo ¢ feita através do método

de Houbolt utilizando um time step de 7 = 0,2us e 75 instantes de tempo. A discretizagao
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da chapa é feita utilizando 24 elementos quadraticos descontinuos para a discretizacao do
contorno, e 56 elementos para discretizacao da trinca. A distribuicao dos elementos na trinca
é feita colocando 24 elementos para discretizacao de cada ponta da trinca, e 8 elementos para

o resto do comprimento da trinca que nao é utilizado na aplicacao da EDI.

01
2t 0.0sf . -
15} o oo = | 0.06 * ) ) ;
1k 004} . 8 ;
- .02} - i T
] .Ill. ']
- I. ’\
D' D‘ ] L] = .. ..
05} - g ni=r R NS W W
il 004t ] " ]
006} g .
A5t . . =
oost i £
2 n
01t
1 | | 1 1 1
2 i 1 Z 035 03 0325 02 015

Figura 6.1: Chapa com trinca central.

Sao utilizados 75 nos internos em cada extremidade da trinca para avaliacao da EDI, e 96
noés internos distribuidos pelo resto do dominio da chapa, sendo que, para a analise dos
efeitos de inércia atuantes na chapa sao utilizados todos os 246 nos internos. Para a anélise
da EDI dois casos sao analisados. O primeiro utilizando os termos Ou;/0z; da eq.(5.36)
obtidos através da derivada isoparamétrica dos deslocamentos dos n6s na ponta da trinca. O
segundo caso analisado é utilizando a integracao das solugoes fundamentais de derivada de
deslocamento. Sao utilizadas 24 células isoparamétricas em cada ponta da trinca, compostas
respectivamente por 75 nés de dominio e 10 nés do contorno da trinca. Os resultados de
fatores de intensidade de tensdo K1/K0 para o primeiro caso sdo dados pela Fig.(6.2) e os

fatores de intensidade de tensdo KI/KO0 para o segundo caso sao dados pela Fig.(6.3).
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Figura 6.2: KI/KO chapa com trinca central, utilizando isoparametrizagdo das derivadas de
deslocamento.

O tempo de anélise para o primeiro caso, foi de 295 segundos, enquanto para o segundo caso foi
de 313 segundos. E possivel perceber que os resultados do segundo caso apresentam pequenas
interferéncias na curva. Essas interferéncias sao decorrentes de lixo numérico absorvido pela
computacao das derivadas direcionais de deslocamento Ou;/0x;, uma vez que a ordem de
grandeza delas é muito pequena. No primeiro caso, esses termos sao obtidos diretamente dos
resultados de deslocamento, eliminando assim o risco de absorcao de lixo numérico durante o
processo de computacao. Outro fator a ser levado em consideracao é a diferenca de tempo de
computagao. Utilizando-se a derivada isoparamétrica dos termos de deslocamento, elimina-se
a computagao desnecesséaria da equagao integral dada pela eq.(5.40), que é a equacao integral

mais cara computacionalmente a ser discretizada.
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Tempo (us)

Figura 6.3: KI/K0 chapa com trinca central, utilizando integragao das solu¢oes fundamentais
de derivadas de deslocamento e forcas de superficie.

A normalizacao do fator de intesidade de tensao é feita através de Ky = o0g+/ma, onde a, para
o caso analisado é dado pela metade do comprimento da trinca, e gy é a tensao aplicada nas

extremidades da chapa.

6.2.2 Trinca Central Inclinada

Uma chapa isotrépica com uma trinca inclinada ¢ analisada sem uso de reparo de material
composito (Fig.6.4). A chapa é submetida a uma carga dinamica que passa a atuar no
instante de tempo 7 = 0 e permanece constante apds a contagem. Assim como no caso da
trinca central reta, o método dual de elementos de contorno é utilizado para simular a trinca,
e o método de dupla reciprocidade de elementos de contorno é utilizado para simulacao dos
efeitos de inércia sobre a chapa. Os métodos de obtencao de fatores de intensidade de tensao
sao 0 CTOD e a EDI. Neste caso, apenas a derivacao isoparamétrica é utilizada para obtencgao
dos termos de derivada direcional de deslocamento Ju;/Jz;. A solu¢ao no dominio do tempo
é feita através do método de Houbolt, com espaco de tepo 7 = 0,2us e 100 instantes de

tempo.
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Figura 6.4: Chapa com trinca inclinada.
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A discretizacao da chapa é feita de maneira similar ao da chapa com trinca reta, utilizando
24 elementos quadraticos descontinuos para a discretizacao do contorno, e 56 elementos
quadraticos descontinuos para discretizacao da trinca. A distribuicao dos elementos na trinca
é feita colocando 24 elementos para discretizacao de cada ponta da trinca, e 8 elementos para
o resto do comprimento da trinca que nao é utilizado na aplicacao da EDI. Sao utilizados
75 no6s internos em cada extremidade da trinca para avaliacao da EDI e 94 no6s internos
distribuidos pelo resto do dominio da chapa, sendo que, para a analise dos efeitos de inércia
atuantes na chapa sao utilizados todos os 244 nés internos. Para este caso, os resultados de

K1/KO0 sao dados pela Fig.(6.5) e os resultados de K1I1/K0 sao dados pela Fig.(6.6)

05+ —q0.5
=]
X
x
0] qd
CTOD ——
JEDI -a-ee
_DS 1 1 1 1 1 1 1 1 1 _05
] B 4 ] g 10 12 14 16 18 20

Tempo (us)

Figura 6.5: KI/K0 chapa com trinca central inclinada, utilizando isoparametrizagao das
derivadas de deslocamento e 16 células.
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Figura 6.6: KII/KO chapa com trinca central inclinada, utilizando isoparametrizacao das
derivadas de deslocamento e 16 células.

O erro relativo maximo para K1/KO0 foi de 22,5% para um tempo de anélise de 425 segun-
dos. De forma a se verificar a influéncia do ntimero de células e de comprimento de trinca
utilizado na avaliacdo da EDI, um segundo caso foi testado. A discretizacao foi feita de
maneira semelhante, porém, utilizando desta vez 72 elementos quadréticos descontinuos para
discretizacao da trinca, sendo 32 elementos utilizados para discretizacao de cada ponta da
trinca, e 8 elementos para o resto do comprimento da trinca que nao é utilizado na aplicacao
da EDI. Sao utilizados 105 nés internos em cada extremidade da trinca para avaliacao da
EDI e 94 nos internos distribuidos pelo resto do dominio da chapa, sendo que, para a anélise
dos efeitos de inércia atuantes na chapa sdo utilizados todos os 304 nés internos. Para este
caso, os resultados de K'I/K0 sao dados pela Fig.(6.7) e os resultados de K1I/K0 sdo dados
pela Fig.(6.8)

76



Dar 0.5

X
x“-
0] qd
CTOD ——
Jm1 -eee
_DS 1 1 1 1 1 1 1 1 1 _05
] B 4 ] g 10 12 14 16 18 20

Tempo (us)

Figura 6.7: KI/KO chapa com trinca central inclinada, utilizando isoparametrizagao das
derivadas de deslocamento e 24 células.
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Figura 6.8: KII/KO chapa com trinca central inclinada, utilizando isoparametrizacio das
derivadas de deslocamento e 24 células.
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O erro relativo méaximo para K1 /KO0 foi de 13,4% para um tempo de analise de 473 segundos.
Um terceiro caso foi analisado, utilizando desta vez 165 nés internos para avaliacao da EDI
em cada ponta da trinca, gerando assim, 40 células de integracao para cada ponta da trinca,
e aumentando a discretizacao de cada ponta da trinca para 60 elementos. Para este caso, os

resultados de K'I/K0 sao dados pela Fig.(6.9).
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Figura 6.9: KII/KO chapa com trinca central inclinada, utilizando isoparametriza¢ao das
derivadas de deslocamento e 40 células.

O erro relativo maximo deste caso para KI1/KO0 foi de 9, 7% para um tempo de anélise de 574
segundos. Os resultados de EDI deveriam ser iguais para os trés casos, porém para que isso
aconteca, deve-se satisfazer a condigao dada pela eq.(6.20), o que significa que o raio interno
da area de integracao deve tender & 0. Uma vez que, para essa formulacao, se utiliza ele-
mentos quadrilateros bilineares, nao é apropriado colapsar trés nos em um tinico ponto, logo
esta condicao nao é satisfeita. Uma forma de se contornar o problema é tentar tornar o raio

interno da area de integragao r;,erno 0 Mmenor possivel em relagao a area de integragao, ou seja:

0 = Tinterno. — 0, (6.1)

Textrerno
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n° de células © erro relativo (%) tempo de computacao (seg)

16 0,1167 22,5 425
24 0,0857 13,4 473
40 0,0502 9,7 574

Tabela 6.1: Erro relativo da avaliagao de EDI em relacao a ©

onde © é a relacao entre o raio interno e exterior da area de integracao. A relacao entre
© e o erro relativo de K1/KO0 entre o método da EDI e o método de CTOD ¢é dado pela
tabela(6.1). A comparacao entre valores de © e o erro relativo de K11/K0 para os trés casos

nao é abordada nesta discussao, uma vez que a variacao entre eles é desprezivel.

6.3 Chapa com Reforcador Compoésito

Uma chapa de aco isotropica com reforcador composito sob carregamento dinamico é anal-
isada (Fig.6.10). As dimensoes da chapa sao 200mm de largura e 400mm de altura. As
dimensoes do reforcador sao 140mm de largura e 140mm de altura, localizado no centro
da chapa. A chapa é submetida a uma carga dinamica de 100M Pa, que passa a atuar no
instante de tempo 7 = 0 e permanece constante apds a contagem. O modulo de elasticidade
da chapa é de F = 220G Pa, o médulo de Poisson é v = 0, 3, a espessura é hy = lmm e den-
sidade ¢ de p, = 5000K g/m?3. Os modulos de elasticidade do refor¢gador sao E; = 220G Pa e
FEy = 430G Pa, o médulo de cisalhamento é G = 77, GPa, o médulo de Poisson é v, = 0, 4286,
a espessura & h, = Imm e densidade ¢ de p, = 5000Kg/m?. O método da dupla reciproci-
dade de elementos de contorno é utilizado tanto para simular os efeitos de inércia da chapa
e do reforcador quanto para simular a interacao entre chapa e reforcador. A solucao

realizada no dominio do tempo é feita através do método de Houbolt utilizando um time step

de 7 =0,2us e 75 instantes de tempo.
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Figura 6.10: Chapa com reforcador.

A discretizacao da chapa é feita utilizando 24 elementos quadraticos descontinuos para a
discretizacao do seu contorno e a discretizacao do reforcador é feita utilizando 40 elementos
quadraticos continuos para discretizacao de seu contorno. Sao utilizados 139 nos internos
ao reforcador para avaliacao dos efeitos de inércia atuantes sobre ele e da interacao entre
chapa e reforcador. Sao utilizados também 48 nés internos a chapa, nao compartilhados ao
reforcador, que em conjunto com os outros 139 nos, sao utilizados para avaliar os efeitos de

inércia atuantes sobre a chapa. Sendo a tensao de cisalhamento atuante no adesivo dada por:

b= i‘: {us — uR} : (6.2)

onde b é a tensao cisalhante atuante na camada adesiva, G4 ¢ o mddulo de elasticidade
transversal da camada adesiva, e h4 é a espessura da camada adesiva, pode-se assumir que o

comportamento dindmico da chapa com refor¢ador compoésito varia de acordo com a variavel

A = Gy/ha.
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Figura 6.11: Distorcao relativa da chapa.

Fazendo a andlise para 4 casos, onde respectivamente A = 0, A = 5,50M Pa/mm, A =
55M Pa/mm e A = 550M Pa/mm, e considerando que a distor¢ao relativa da chapa, mostrada

na Fig.(6.11), é dada por:

== (’U/TQ — url) /u'rh (63)

o deslocamento dindmico maximo da extremidade superior da chapa e sua distor¢ao rela-
tiva sao dados pela tabela(6.2). Um outro comportamento que varia com a variavel A, é a
distribuigao de tensoes ao longo da camada adesiva (Fig.6.12). E possivel perceber que a
medida que se aumenta A, a rigidez da juncao aumenta e as tensoes tendem a se concentrar

nas bordas do refor¢ador.
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A(MPa/mm) Deslocamento max.(10~*mm) =(%)

0 1,6807 0
5,5 1,578 1,343
55 1,430 4,926
550 1,363 5,968

Tabela 6.2: Valores de deslocamento e distor¢ao para diferentes A

A(MPa/mm) refor¢o din. (10~*mm) reforco sta. (10~*mm) Erro relativo (%)

5,5 1,578 1,573 0.31
55 1,430 1,426 0.21
550 1,363 1,303 44

Tabela 6.3: Deslocamento maximo da extremidade superior da chapa com ou sem efeitos de
inércia atuando sobre o reforcador.

|

Figura 6.12: Distribui¢ao de tensoes no adesivo.

Considerando a eq.(4.14), e fazendo a mesma avalia¢ao dos deslocamentos dindmicos maximos
da extremidade superior chapa, sem considerar os efeitos de inércia atuantes do reforcador,
percebe-se que os efeitos de inércia atuantes no reforcador nao influenciam o comportamento
dindmico da chapa de maneira significativa se A for relativamente pequeno, como se pode

ver na tabela (6.3).
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6.4 Chapa Trincada com Reparo Compdsito

Uma chapa de aco isotropica trincada com reparo compdsito sob carregamento dinamico é
analisada (Fig.6.13). As dimensoes da chapa sao 200mm de largura e 400mm de altura.
A trinca é localizada no centro da chapa, com dimensao 2a = 48mm. As dimensoes do
reparo sao 140mm de largura e 140mm de altura, localizado no centro da chapa. A chapa é
submetida a uma carga dinamica de 100M Pa, que passa a atuar no instante de tempo 7 =0e
permanece constante apés a contagem. O modulo de elasticidade da chapa é de E = 220G Pa,
o modulo de Poisson ¢ v = 0,3, a espessura é hy, = 1lmm e densidade ¢ de p, = 5000K g/m?.
Os modulos de elasticidade do reforcador sao E; = 220G Pa e Fy = 430G Pa, o modulo de
cisalhamento é G = 77, GPa, o moédulo de Poisson é v, = 0,4286, a espessura é h, = lmm e
densidade ¢ de p, = 5000K g/m?. O método dual de elementos de contorno ¢ utilizado para
simular a trinca, e método da dupla reciprocidade de elementos de contorno é utilizado, tanto
para simular os efeitos de inércia da chapa e do reforcador, quanto para simular a interacao
entre chapa e reforcador. A solucao realizada no dominio do tempo ¢é feita através do método

de Houbolt, utilizando um time step de 7 = 2us e 6 instantes de tempo.
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Figura 6.13: Chapa com trinca central e reparo composito.

A discretizacao da chapa e da trinca é semelhante ao do caso de chapa com trinca reta sem

reparo, bem como a distribuicao de nés e células utilizados na avaliacao da EDI e dos nés
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internos para avaliacao dos efeitos de inércia e interacao entre chapa e reparo.

|:| 1 1 1 1 1 El

Tempo (us)

Figura 6.14: KI/KO chapa com trinca central e reparo compésito utilizando 24 células.

A relagao A = 22(M Pa/mm) é utilizada para este caso, e os resultados de fatores de intensi-
dade de tensao dinamicos K7 utilizando os métodos de CTOD e EDI sdo dados pela Fig(6.14).
E possivel observar que as tensdes atuantes na camada adesiva desta vez se concentram ao

longo da borda do reparo e da trinca, como se pode ver na Fig.(6.15).

P

Figura 6.15: Distribuicoes de tensoes na camada adesiva.
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O motivo de se utilizar espacos de tempo consideravelmente maiores para este caso, é a
pouca compatibilidade entre o método dual de elementos de contorno e o método de dupla
reciprocidade de elementos de contorno. Como discutido anteriormente, trincas simuladas
através do método dual de elementos de contorno apresentam muita sensibilidade aceleracoes
espurias decorrentes da aplicacao método de Houbolt e a problemas de mal condicionamento
decorrentes da diferenca de ordem de grandeza dos termos referentes a chapa e dos termos
referentes ao acoplamento entre chapa e reparo. No caso da analise de efeitos de inércia, este
problema pode ser superado aplicando a formulacdo anisotrépica a chapa, utilizando o caso
particular isotrépico. Porém, o mesmo procedimento nao pode ser aplicado com sucesso no

caso da anélise de efeitos de acoplamento entre chapa e reparo.

85



Capitulo 7

Conclusoes

7.1 Conclusoes Finais

Foi apresentado neste trabalho, uma formulacao de elementos de contorno para anélise de
chapas isotropicas trincadas com reparos de material compésito colado.

Foi apresentada uma revisao da teoria da elasticidade plana para chapas isotropicas, bem
como a obtencao das solucoes fundamentais de deslocamentos e forcas de superficie para este
caso.

Foi apresentada uma revisao da teoria de elasticidade plana para chapas anisotropicas. A
teoria de laminados simétricos foi utilizada afim de se obter as equacoes de propriedades
elasticas equivalentes a partir de cada lamina ortotropica pertencente ao laminado simétrico.
A partir dessas equacoes, foram apresentadas as solugoes fundamentais de deslocamento e
forcas de superficie para chapas anisotropicas.

Foi apresentada a equacao integral de contorno que governa o comportamento dinamico da
chapa trincada com reparo de material compésito. Foi apresentada também uma breve re-
visao do método de elementos de contorno. As equacdes que governam o comportamento
dinamico da chapa e do reparo foram obtidas através da teoria da elastoestatica, sofrendo
adicao dos termos de inércia.

Foi apresentado o método dual de elementos de contorno (DMEC), utilizado para o mode-
lagem da trinca. Foi apresentado também o método de dupla reciprocidade de elementos de
contorno (DRMEC), utilizado para o modelagem dos efeitos de inércia da chapa isotropica
e do reparo anisotréopico. O método de dupla reciprocidade de elementos de contorno se
mostrou eficaz para modelar problemas de forcas de corpo, porém existem restricoes quanto

ao seu uso combinado com o método dual de elementos de contorno. No caso da modelagem
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de efeitos de inércia, a solucao fundamental de deslocamentos da elasticidade plana isotropica
nao é adequada para ser usada com a combinacao DMEC e DRMEC. Este problema pode
ser superado modelando a chapa trincada através da solucao fundamental de deslocamentos
da elasticidade plana anisotropica para o caso particular de quase-isotropia (F; = Es). No
caso da modelagem dos efeitos de acoplamento entre chapa e reparo, mesmo fazendo-se uso
das solucoes fundamentais de deslocamento anisotropicas, a trinca mostrou-se muito sensivel
a variagoes da relacdo A e a variacoes de passos de tempo. Isso torna o método apresentado
somente aplicavel a problemas com baixa relacdo A e a valores de passo de tempo relativa-
mente altos.

Para os casos em que se fez a andlise de trincas combinadas com o DRMEC, nao considera-se
os efeitos de forcas de corpo atuando sobre a trinca, uma vez que a aplicacao do DRMEC
sobre pontos coincidentes da trinca gera problemas de singularidade. Outro ponto a ser
considerado é que, pelo fato da trinca nao ser modelada sob o efeito de forcas de corpo,
necessita-se utilizar mais nos internos préximos a trinca, sendo assim, a discretizacao da
trinca deve ser feita levando-se em consideracao a proximidade dos nés.

Através do DRMEC, foi mostrada a transformacao das integrais de dominio em um somatorio
de contorno, bem como a discretizagao das equacgoes integrais de contorno resultantes em el-
ementos de contorno.

Um método de solugdo no dominio do tempo (Método de Houbolt) foi apresentado. Este
método possui um amortecimento numeérico inerente a ele, que pode ser reduzindo diminuindo-
se o passo de tempo utilizado. Porém, reduzindo excessivamente os espacos de tempo,
instabilidades tendem a surgir, principalmente para o caso de trincas combinadas com reparo.
Foi apresentado também o sistema de matrizes a ser resolvido a cada instante de tempo, re-
sultante da aplicacao do método de Houbolt.

Dois métodos de avaliacao de fatores de intensidade de tensao foram apresentados. Foi
apresentada a formulagdo do método Crack Tip Opening Displacement (CTOD), que avalia
a diferenca de deslocamento de um ou mais pontos coincidentes da trinca. Foi apresentada
também a formulagao do método de integral de energia de dominio (EDI), que avalia a ener-
gia de deformacao presente na regiao proxima a ponta da trinca e é obtida através da integral
J. O método de CTOD é 0 mais simples de se implementar computacionalmente, e apresenta
resultados bastante satisfatérios, mesmo utilizando apenas um par de nés coincidentes, sem

a necessidade de se considerar efeitos de inércia e acoplamento em sua formulacao. O método
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de EDI apresenta resultados bastante satisfatorios para os casos analisados, e permite futu-
ramente a implementacao de efeitos de plasticidade e propagacao de trinca.

Uma desvantagem do método de EDI é que, pelo fato de ser uma integral de area, cria-se a
necessidade de se criar pontos de andlise muito proximos a a ponta da trinca, e conseqiien-
temente exige um refino muito maior da trinca perto da regiao de anéalise. Outro problema
inerente a aplicacao da EDI utilizando elementos isoparamétricos biquadraticos, é a criagao
uma zona nao integravel de raio maior que zero na ponta da trinca, fazendo que a condigao
dada pela eq.(5.22) nao seja cumprida. Para se superar esse problema, define-se o raio ex-
terno a area de integracao, de forma que o raio interno seja desprezivel.

Um ponto importante a ser ressaltado é que, os termos referentes a inércia e acoplamento
da EDI sao muito pequenos, e isso se deve ao fato de serem usados no primeiro termo da
equacao, valores de tensao, deformacao e derivadas de deslocamento obtidos através de for-
mulacao dinamica. Isso cria uma vantagem para o uso da integral j, que por nao ser uma
integral de area, nao cria a necessidade pontos de avaliacao muito proximos a ponta da trinca,
e consequentemente reduz o custo computacional da andlise. Outra vantagem é que, pelo
fato dos termos de inércia e de acoplamento da integral j, tambem partilhados pela EDI, nao
possuirem a func¢ao de integracao quadratica ¢, nao ha a necessidade de se utilizar elementos
biquadraticos, podendo-se utilizar entao elementos bilineares.

Uma vantagem importante do método da EDI em relacao a integral j, é que, fazendo-se uso
de células isoparamétricas biquadraticas, pode-se obter mais facilmente, e com maior pre-
cisao, os valores das derivadas direcionais de deslocamento da equacao através da derivacao
isoparamétrica dos valores de deslocamento dos nés de analise. Uma vez que a ordem de
grandeza desses valores de derivadas direcionais de deslocamento podem vir a ser muito pe-
quenos, os valores de fatores de intensidade de tensao obtidos através da integragao podem
apresentar ruido numérico. Fazendo a derivacao isoparamétrica dos valores de deslocamento
se garante que os ruidos sao inexistentes. Outra vantagem é que elimina-se a necessidade da
avaliagdo da equacdo integral de deformagoes, dada pela eq.(5.40), que é a mais cara com-
putacionalmente das equacoes integrais apresentadas neste trabalho.

Para o caso da formulacao da integral j, e para o caso da EDI, foram apresentados os
procedimentos de obtencao dos fatores de intensidade de tensao KI e KII, bem como os
procedimentos de desacoplamento das varidveis utilizadas nas integracoes.

Foi apresentado um caso de chapa com trinca central reta sem reparo e um caso de chapa
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com trinca central inclinada sem reparo. Também foi apresentado um caso de chapa sem
trinca com reforcador composito colado. Por tltimo, foi apresentado um caso de chapa com

trinca central reta e reparo compoasito colado.

7.2 Propostas para Trabalhos Futuros
Ficam como sugestoes para trabalhos futuros:

e Implementacao dos efeitos de flexao da chapa devido a diferenca de posicao fora do

plano entre a chapa e o reparo.

e Anélise por meio alternativo do problema apresentado, de forma que se elimine a sen-

sibilidade da trinca a forcas de corpo presente na aplicacaio do DRBEM.

e Verificacao da possibilidade da aplicacao do DRBEM aos nés da trinca por meios al-

ternativos.

e Implementacao de formulacdo mais elaborada para o acoplamento entre a chapa e o

reparo, considerando nao linearidade e tensdes normais atuantes no adesivo.
e Implementacao de efeitos de plasticidade na ponta da trinca na equacao da EDI.

e Implementacao de analises de propagacao de trinca combinada com a aplicacao do

reparo.
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