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RESUMO

Este trabalho apresenta uma andlise do surgimento de instabilidades em escoamentos de filmes
liquidos conduzidos pela gravidade sobre um plano inclinado. Essas instabilidades podem evo-
luir para ondas de superficie, que geralmente surgem nesse tipo de escoamento. A reologia do
fluido € dada pelo modelo de Carreau-Yasuda, uma descricdo mais geral na classe de fluidos
Newtonianos generalizados, que se aplica a diferentes tipos de fluidos. Esse conhecimento é
util na inddstria, uma vez que os filmes liquidos ajudam a remover o calor de superficies s6-
lidas ou reduzir o atrito entre fluidos de alta viscosidade e paredes de tubos, mas geralmente
aparecem na natureza como escoamentos de rios, lamas, geleiras e lava, por exemplo. Solugdes
analiticas e numéricas sdo apresentadas para o problema do escoamento base e da estabilidade
temporal. Para obter o estado base e as condicdes criticas para o inicio das instabilidades, dois
conjuntos de expansdes assintdticas sdo propostos na abordagem analitica, tornando possivel
encontrar quatro novas equagdes que descrevem o escoamento base, a velocidade de fase e a
taxa de crescimento de instabilidades. Essas equacdes surgem como solu¢des do desenvolvi-
mento assinttico no ambiente de programacao Wolfram Mathematica. Esses resultados levam
a uma equacdo para o ndmero critico de Reynolds, que determina as condicdes para o inicio
das instabilidades do escoamento. As solucdes numéricas foram implementadas no ambiente
MATLAB, sendo o problema do estado base resolvido utilizando-se a funcdo interna bvp4c do
MATLAB. Quanto ao problema de estabilidade temporal, foram utilizadas expansdes de po-
lindmios de Chebyshev para discretiza¢des da equacao de Orr-Sommerfeld e das condi¢des de
contorno, e um método de Galerkin para resolver o problema de autovalor generalizado. Tam-
bém foi implementado um método de Iterac@o Inversa, com o objetivo de aumentar a precisao
e melhorar o tempo computacional quando vdrias solu¢cdes eram necessarias. Os resultados
sdo comparados com trabalhos anteriores para validagdo, com uma comparacio direta entre os

resultados apresentados nas abordagens analitica e numérica.

Palavras-chave: Ondas de superficie, Fluido de Carreau-Yasuda, Solucao assintética, Polind-

mios de Chebyshev, Método de Galerkin.



ABSTRACT

This work presents an analysis of the onset of instabilities in liquid films driven by gravity over
an inclined plane. These instabilities may evolve to surface-waves, that usually appear in film
flows. The fluid rheology is given by the Carreau-Yasuda model, a more general description
in the class of generalized Newotnian fluid, that applies to different types of fluids. Such kno-
wledge is helpful in industry, once liquid films help to remove the heat from solid surfaces
or reduce friction between high viscosity fluids and pipe walls, but often appears in nature as
river, mud, glacier and lava flows for example. Analytical and numerical solutions are pre-
sented for the base flow and temporal stability problem. In order to obtain the base state and
critical conditions for the onset of instabilities, two sets of asymptotic expansions are proposed
in the analytical approach, from which it is possible to find four new equations describing the
reference flow, phase speed and growth rate of instabilities. These equations were obtained
as solutions from the asymptotic development in the Wolfram Mathematica workspace. These
results lead to an equation for the critical Reynolds number, which dictates the conditions for
the onset of the instabilities in a falling liquid film. The numerical solutions were implemen-
ted in the MATLAB environment, were the base state was solved using the MATLAB built-in
function bvp4c. As for the temporal stability problem it was used Chebyshev polynomials ex-
pansions for discretizations of the Orr-Sommerfeld equation and the boundary conditions, and
a Galerkin method for solving the generalized eigenvalue problem. It was also implemented an
Inverse Iteration method, in order to increase accuracy and improve computational time whem
several solutions were necessary. Results are compared with previous works for validation, a
direct comparison between analytical and numerical approach was made for accuracy test of the

asymptotic solutions.

Keywords: Surface waves, Carreau-Yasuda fluid, Asymptotic solution, Chebyshev polynomi-

als, Galerkin method.



LISTA DE ILUSTRACOES

Figura 3.1 — Esboco do problema fisico de um escoamento gravitacional de um filme
liquido. . . . . . . . .
Figura 6.1 — Resultado de h em Eq. (4.35) para fluidos shear-thinning (faixa de n < 1)
com L =0,4. . . . . e
Figura 6.2 — Resultado de U(O) (velocidade superficial) em Eq. (4.35) para fluidos shear-
thinning (faixaden < 1)com L =0,4. . ... .. ... ... ... ....
Figura 6.3 — Resultados para o perfil de velocidades normalizado e a viscosidade para
dois fluidos shear-thinning com L = 0,4en =20,02. . ... ... .. ...
Figura 6.4 — Resultado de i em Eq. (4.35) para fluidos shear-thickening (faixa de n > 1)
com L =0,4. . . . .. e
Figura 6.5 — Resultado de U(O) (velocidade superficial) em Eq. (4.35) para fluidos shear-
thickening (faixaden > 1)com L =0,4. . .. ... ... ... ......
Figura 6.6 — Resultados para o perfil de velocidades normalizado e a viscosidade para um
fluido shear-thickeningcom L =0,den=2. . . . . ... .. ... ....

Figura 6.7 — Resultado numérico de h para fluidos shear-thinning (faixa de n < 1) com

Figura 6.8 — Resultado numérico de U(0) (velocidade superficial) para fluidos shear-
thinning (faixaden < 1)com L =0,4. . .. . .. ... ... ... ....
Figura 6.9 — Resultado numérico para o perfil de velocidades normalizados, e viscosi-
dade, de dois fluidos shear-thinning com L = 0,4en =10,02. . ... ...

Figura 6.10-Resultado numérico de h para fluidos shear-thickening (faixa de n > 1) com

Figura 6.11-Resultado numérico de U(0) (velocidade superficial) para fluidos shear-
thickening (faixaden > 1)com L =0,4. . . ... .. ... ... .....

Figura 6.12—Resultado numérico para o perfil de velocidades normalizados, e viscosi-
dade, de dois fluidos shear-thickening com L = 0,4den=2. ... .. ...

Figura 6.13—Teste numérico para o a viscosidade de dois fluidos shear-thinning com L =

0,4em =002 . o

128



Figura 6.14—Teste numérico para o a viscosidade de dois fluidos shear-thickening com
L=0,4en=2. .. .. . e
Figura 6.15-Espectro dos autovalores para N = 10,30, 50,70 para um fluido shear-
thinning, com parametros a = 1,88, n =0,02, L=0,4. . .. .. ... ..
Figura 6.16—Espectro dos autovalores para N = 10,30, 50,70 para um fluido shear-
thickening, com parametros a = 0,81, n =2, L =0,4. . .. ... ... ..
Figura 6.17-Taxa de crescimento o para um fluido shear-thinning, com parametros a =
1,88,n=0,02,L=0,4,0 =20°e We=0,001. . . ... .........
Figura 6.18-Taxa de crescimento ¢ para um fluido newtoniano, com pardmetros 6 = 20°
eWe=0,001. . ... ..
Figura 6.19-Taxa de crescimento o para um fluido shear-thickening, com parametros
a=1,8,n=2,L=0,40=200eWe=0,001. . ............
Figura 6.20-Diagrama de estabilidade neutra em fun¢do do nimero de Reynolds com
parAmetros a = 2, n = 0,5, L = 0,4, We = 0,001 e § = 25°. Curvas com
valores de o positivos e negativos representam regides instaveis e estaveis
TEeSPECtiVamente. . . . . . . . . . e e e e e e e e e e e e
Figura 6.21-Comparagdo das curvas de estabilidade neutra (c = 0) entre as solugdes
assintética e numérica. Os pardmetros utilizados sio a = 2, n = 0,5, L =
0,4, We=10,001e0 =25 . . . ... ... ..
Figura 6.22—-Diagrama de estabilidade para os casos shear-thinning, newtoniano e shear-

thickening com parametros a = 1,88, L = 0,4, § = 20°e We = 0,001.

142



LISTA DE TABELAS

Tabela 6.1 — Resultados numéricos para o autovalor convergido variando o nimero de
polindmios de Chebyshev. Todos os valores foram obtidos com a funcao
interna ezg com o software MATLAB. Os parametros utilizados foram a =
2,n=205,L =040 = 1° We = 0,001, « = 0,001l e Re = 1.
Resultado assintético possui valor ¢ = ¢y + ac; = 2.183925792114037 —
0.0614876683449007. . . . . . . . .. e

Tabela 6.2 — Resultados numéricos para o autovalor convergido variando o nimero de
polindmios de Chebyshev. Todos os valores foram obtidos com o método
de iteracdo inversa implementado com o software MATLAB. Os parime-
tros utilizados foram a = 2, n = 0,5, L = 0,4, 60 = 1°, We = 0,001,
a = 0,001 e Re = 1. Resultado assintético possui valor ¢ = ¢y + ac; =
2.183925792114037 — 0.061487668344900z. . . . . . . . . ... ...

Tabela 6.3 — Resultados numéricos para o autovalor convergido variando o nimero de
polindmios de Chebyshev. Todos os valores foram obtidos com a funcao
interna eig com o software MATLAB. Os parametros utilizados foram a =
I,n =0,5,L =0,4,0 = 1°, We = 0,001, « = 0,001 e Re = 1.
Resultado assintético possui valor ¢ = ¢y + ac; = 1.780083823051904 —
0.0445325029998047. . . . . . .o



>

LISTA DE SIMBOLOS

Densidade do fluido

Vetor velocidade total

Tempo

Angulo de inclinagio do plano

Tensao total

Gravidade

Operador derivada parcial

Operador nabla

Pressao

Matriz identidade

Tensdo extra

viscosidade de cisalhamento
viscosidade aparente

curvatura da interface

Componente espacial

Componente espacial

Componente espacial

Componente de velocidade na direc¢do x
Componente de velocidade na dire¢do y
Componente de velocidade na dire¢ado z

Versor de dire¢ao



Mo

UES

=g}

>

Taxa de cisalhamento

Funcao viscosidade (modelo Carreau-Yasuda)

Espessura do filme liquido

Posicdo da interface

Limite inferior da funcdo viscosidade (superficie)

Limite superior da fun¢ao viscosidade (parede)

Parametro que define a regido de lei-de-poténcia de n
Parametro que controla a curvatura entre 7, € a regido de lei-de-poténcia
Tempo de relaxacdo do material

Escala caracteristica do problema (espessura do filme liquido)
Vazao

Numero de Reynolds

Numero de Froude

Perfil de velocidades (estado base)

Pressdo (estado base)

Perturbagdo para a componente v do campo de velocidades
Perturbagdo para a componente v do campo de velocidades
Perturbacgao para a pressao

Somatorio

Coeficiente binomial (nimero de combinacdes de a elementos tomados k a

k)
Termo viscoso (linearizado)

Funcao corrente (perturbacdo)



=N

o

Sx

L

Amplitude das perturbacdes

Funcdo exponencial

Numero de onda adimensional
Velocidade complexa da onda (também representa o autovalor)
Representagdo geral da interface
Amplitude das perturbacdes na interface
Tensor de tensdes

Tensao superficial

Raio de curvatura da interface

Numero de Weber

Notacdo para derivada parcial

Taxa de crescimento

Polindmio de Chebyshev de grau n
Produtério

Produto interno

Autovetor

Coeficiente de Chebyshev



SUMARIO

1 Introduclo . . . . . o v i i i i it it i e e it ettt e e e e e 17
2 Revisaobibliografica. . . . . . . . . . . i e e e e e e e e 19
3 Formulacdodoproblema .. ... ... .. ...ttt 41
3.1 Estadobase . . . .. .. ... 41

3.2 Estabilidade temporal . . . . . . ... ... Lo 54

4 Solucoes assintoticas . . . . . . . v v i it it e e e e e e e e e e e e 71
4.1 Solugdodoestadobase . .. ... ... ... .. ... 71
4.2 Solugdoparaondaslongas . . . ... ... ... ... L . 79

5 MétodonumeriCo . . . v v v v v v v v v v v e e e e e 89
5.1 Polindbmios de Chebyshev . . . . . . . . ... ... ... .. ... .. ... 89
5.2 Métodode Galerkin . . . . . . . ... Lo 93

5.3 Formulagdodoestadobase . . . . . ... ... ... .. ... ... ... 95
5.4 Formulagdo do problema de estabilidade . . . . . ... ... ... ....... 97

5.5 Produtos internos para o método de Galerkin . . . . . . . ... ... ... ... 105
5.6 O problema de autovalor generalizado . . . . ... ... ... ......... 119
5.7 Método de 1terac@o INVErsa . . . . . . . . . o it e i e e e 120

6 Andlisedassoluches . . . . . . . . i i i ittt e e e e e e e e e 122
T Conclusao . . . . v v i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e 143
Referéncias . . . . . . . 0 o i i i i i it i i e e e e e e e e 145
Apéndices 155
APENDICE A Cédigo fonte para o solver simbélico (Wolfram Mathematica 11.0.1.0)156
A.0.1 Cdbdigo para as solugdes assintticas . . . . . . . . . . ... ... ... 156
APENDICE B Cédigo fonte para a solucio numérica (MATLAB R2017a) . . . . . 162

B.0.1 Cddigo para a solugdo do estado base e transformacao para o espaco de
Chebyshev . . . . . . . .. 162
B.0.2 Cdédigo para a solugdo da equacdo de Orr-Sommerfeld (Carreau-Yasuda) 175



17

1 INTRODUCAO

Escoamentos de filmes liquidos sdao fendmenos recorrentes em nosso dia-a-dia e
estdo presentes tanto na natureza quanto na industria, seja a dgua escoando pelo para-brisa de
um carro em um dia de chuva, ou uma camada de tinta sendo aplicada em uma superficie. Esta
classe de escoamentos € principalmente induzida pela a¢do da gravidade, apresentando baixo
nimero de Reynolds, com a presenca de uma superficie liquida. Portanto, escoamentos de fil-
mes liquidos possuem regime laminar em sua maioria porém, a medida que efeitos inerciais
acentuam-se o surgimento de instabilidades superficiais torna-se possivel. E sobre esta tiltima
caracteristica que trataremos neste trabalho, realizando uma andlise de estabilidade marginal,
buscaremos por condi¢des criticas para o surgimento dos primeiros modos instaveis em um
escoamento gravitacional sobre um plano inclinado. O fluido considerado pertence a classe
dos fluidos ndo-Newtonianos generalizados e obedece ao modelo reoldgico de Carreau-Yasuda.
Este trabalho € dividido em sete capitulos incluindo esta introdu¢do. No capitulo 2 o leitor pode
encontrar uma breve revisao de alguns dos principais trabalhos dentro dos campos da reologia
e da instabilidade hidrodinamica. No capitulo 3, dividido em duas se¢des, encontram-se todas
as principais equacdes para a formulagcdo do estado base (ndo-perturbado) e para a estabilidade
temporal (formulacao temporal do estado perturbado). O capitulo 4 € dedicado as solucdes as-
sintdticas para ambos os estados do fluido. A solucdo do estado base foi desenvolvida com a
manipulagdo algébrica das equagdes porém, a solu¢do da estabilidade temporal (solug¢do para
ondas longas) envolve equagdes muito mais complexas e extensas, dessa forma um solver sim-
bélico foi desenvolvido utilizando o software Wolfram Mathematica (versao 11.0.1.0), com o
objetivo de facilitar o processo de obtengdo destas equacdes. O codigo fonte e seus resultados
encontram-se no apéndice A deste trabalho. O capitulo 5 comeca com uma breve revisao sobre
os principais resultados sobre polindmios de Chebysehv, assim como uma breve descri¢ao do
método de Galerkin. Em seguida sdo desenvolvidas todas as discretiza¢Oes das equagdes dos es-
tados base e perturbado, com isso torna-se possivel prosseguir para a implementa¢io numérica
das equagdes. Para as solu¢des numéricas foi desenvolvido um solver de duas etapas (estados
base e perturbado) utilizando o software MATLAB (versao R2017a). Todos os cédigos fon-
tes das fungOes utilizadas no solver numérico encontram-se no apéndice B. No capitulo 6 sdo

discutidos todos os resultados apresentados ao longo do trabalho e também onde encontramos
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os resultados do método numérico, assim como a interpretagdo fisica dos resultados obtidos.
Fechando o trabalho temos a conclusao presente no capitulo 7, com os comentarios finais sobre
os resultados obtidos e possiveis extensdes para futuros trabalhos.

Este texto foi redigido na tentativa de tratar, da forma mais didatica possivel, todas
as etapas necessdrias a fim de se obter os resultados que permitem a realizacdo de uma andlise
da estabilidade do escoamento de um filme liquido. As principais passagens algébricas foram
mantidas assim como algumas demonstragdes. Mesmo assim, recomenda-se ao leitor uma in-
vestigacdo mais profunda das referéncias utilizadas, principalmente as fornecidas no capitulo 5.
A escolha de manter tantos desenvolvimentos neste texto é uma tentativa de trazer mais clareza
aos assuntos aqui tratados, e talvez fornecer ao leitor um primeiro contato com alguns conceitos

que possam futuramente se tornar a base para o estudo de sistemas mais complexos.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O objeto de estudo deste trabalho, em esséncia, € a estabilidade do escoamento
de um fluido ndo-Newtoniano. Porém, a juncdo do estudo da estabilidade hidrodindmica e da
reologia ndo surgiram de forma simultanea, € muito menos foram incorporados um ao outro
rapidamente. Para entendermos esse processo devemos primeiro olhar separadamente a histéria
do desenvolvimento destas dreas, assim como para os motivos que levaram a combinacao de
ambas.

Podemos dizer de maneira simples, assim como em Morrison (2001), que reologia
"... € o estudo do escoamento de fluidos complexos, como polimeros, pastas, suspensoes e ali-
mentos ..."; porém, em seu inicio, a reologia era bem mais dificil de distinguir dentre outras
areas. Talvez possamos dizer que as primeiras ideias estdao presentes no estudo dos sélidos rigi-
dos, desta maneira, a origem da mecanica geral deve ser trazida a tona. A abordagem Euclidiana
dos solidos, em que apenas a densidade era relevante e deformacdes de qualquer natureza eram
desconsideradas, foi o principio desta drea do conhecimento, e em muito se misturava com a
filosofia. Suas origens talvez datem de Euclides e Arquimedes, mas foi com Newton (1687) que
ela tomou a forma que conhecemos atualmente.

No mesmo periodo de Newton varios estudos foram conduzidos, porém com en-
foque no comportamento eldstico dos sélidos. Os trabalhos de Boyle (1660) e Hooke (2007)
trouxeram um novo entendimento para este campo ao identificarem que a tensao € proporcional
a deformacdo em um dado material. Tal constante de proporcionalidade ficou posteriormente
conhecida como mdédulo eldstico (ou mdédulo de Young) ao ser estudada por Young (1807), mos-
trando que esta era uma propriedade intrinseca do material. Vinte anos depois Cauchy (1827)
estabeleceria as equagdes fundamentais da elasticidade clédssica (pequenas deformacdes) em
seus trabalhos, incluindo também o conhecido tensor de tensdes de Cauchy.

No campo dos fluidos inviscidos (fluidos que ndo apresentam resisténcia ao escoa-
mento) Pascal (1663) estabeleceu em 1663 o principio de que, para um liquido em equilibrio, as
variagOes de pressdo transmitem-se igualmente sem perdas para todos os pontos de sua massa,
no entanto, o principio de fluido ideal foi concebido primeiramente por Arquimedes. Podemos
ainda dizer que, dentro do campo da hidrodindmica em que a viscosidade de um fluido € des-

considerada, os trabalhos de Bernoulli (1940) e Euler (1755) estdo entre os mais memoraveis
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desta época. Bernoulli também estabeleceu em seu trabalho as bases para o que futuramente
tonaria-se a teoria cinética dos gases.

Um dos trabalhos mais importantes da histéria da ci€éncia também foi um dos mais
relevantes para a histéria da hidrodindmica. Em seu trabalho, Newton definiu a viscosidade (o
que ele chamou de resisténcia de um fluido ideal) como "... a resisténcia que surge da falta de
escorregamento origindrio do fluido € proporcional a velocidade pela qual as partes do fluido
estdo sendo separadas umas das outras ..."; estabelecendo os fundamentos para o que viria a ser
chamada de classe dos fluidos Newtonianos. Porém, um dos primeiros estudos sobre o efeito
da viscosidade de um liquido é devido a Hagen (1839) que, em 1839, realizou uma série de
experimentos em tubos estreitos, permitindo formular uma relacdo entre a queda de pressao e
o didmetro do tubo em condi¢des de escoamento capilar de fluidos homogéneos. No mesmo
periodo, e de maneira independente, Poiseuille (1841) também chegou na relagdo de Hagen
(atualmente & conhecemos como equagio de Hagen-Poiseuille ou lei de Poiseuille). E impor-
tante ressaltar que ambos os trabalhos foram executados de forma totalmente empirica. Nesse
periodo a mecanica dos fluidos estava sendo estabelecida, principalmente com os trabalhos de
Navier (1823) e Stokes (1845) com fluidos reais. A combinacdo destes trabalho resultou nas
chamadas equagdes de Navier-Stokes, que surgem da aplicagdo da segunda lei de Newton ao
movimento de um fluido, juntamente com a suposi¢cdo de que a tens@o no fluido € a soma de
um termo de difusdo viscoso (proporcional ao gradiente de velocidade) e um termo de pressao.
Com estas equacgdes foi possivel predizer as distribui¢des de velocidade e o escoamento entre
tubos cilindricos. Em 1856 Wiedemann (1856) mostrou pela primeira vez boa concordancia
entre os dados de Hagen-Poiseuille e as predicdes das equacdes de Navier-Stokes (embora ele
seja mais conhecido pela sua contribuicdo com os estudos de tor¢des em hastes ferromagné-
ticas estabelecendo o "efeito Wiedemann"). Por fim, foi com o trabalho de Maurice Couette
que chegamos ao entendimento de que a viscosidade € uma propriedade intrinseca dos materi-
ais. Ao comparar os resultados dos valores de viscosidade em um cilindro concéntrico com o
escoamento de um tubo vertical, ele observou que seus valores eram idénticos (ver Piau et al.
(1994)).

O século XIX foi um campo fértil para o surgimento da viscoelasticidade linear. Os
primeiro estudos de materiais que nao exibiam comportamento Newtoniano, e nem Hookeano,
foram realizados por Weber (1835) que buscava compreender o comportamento eldstico dos

fios de seda, tal pesquisa devia-se ao seu interesse por instrumentos eletromagnéticos. Em seus
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estudos ele foi capaz de identificar o fendmeno de relaxacdo de tensdo (fendmeno observado
quando existe uma queda na tensdo em resposta a uma deformacgao gerada no material), captu-
rando qualitativamente o fendmeno de viscoelasticidade. Embora seja mais conhecido por atuar
na drea de eletroquimica, o fisico alemdo, Kohlrausch (1863) também estabeleceu experimen-
talmente a linearidade do fendmeno de viscoelasticidade com seus estudos sobre vidros. No
mesmo periodo Maxwell (1867) proporcionou uma grandiosa contribui¢ao para o que futura-
mente seria o campo da reologia. Ao postular sua equacao diferencial de primeira ordem (que
futuramente seria o modelo que levaria seu nome) Maxwell conseguiu incorporar alguns efeitos
eldsticos em seu modelo, enquanto este ainda era capaz de predizer efeitos viscosos no escoa-
mento. Baseado nos trabalhos de Weber e Kohlrausch, Boltzmann (1878) foi capaz de enunciar
o "principio da superposi¢do”. Boltzmann propds que "o valor de uma funcdo caracteristica de
um sistema € igual a soma de todas as altera¢des induzidas no sistema pelas func¢des de dire¢ao
que lhe foram aplicadas ao longo de sua historia"enunciado este que possui aplicagdes em diver-
sas areas da fisica e quimica. Outra grande contribui¢do é devida a Thomson (1888) e Wiechert
(1893) que de forma quase simultanea, e independente, produziram o conceito de "distribui¢ao
de tempos de relaxacao", ampliando ainda mais a abrangé€ncia desse novo conceito.

Entre os anos de 1890 e 1926 uma série de trabalhos foram essenciais para a cons-
tru¢do do conceito de fluido Newtoniano generalizado. Essa classe de fluidos é caracterizada
pelo fato da tensdo de cisalhamento ser uma funcao da taxa de cisalhamento para um dado
tempo, no entanto, ndo depende do histérico de deformacdo (sem efeito de memoéria). E im-
portante também esclarecer que apesar de ser chamada de "Newtoniano" essa classe de fluidos
possui comportamento ndo-Newtoniano (acentuadas caracteristicas ndao-lineares). Os primeiros
dados experimentais acerca da ndo-linearidade para esses fluidos foram obtidos por Schwedoff
(1890) ao trabalhar com gelatina coloidal. Resultados analogos ao de Schwedoff foram obtidos
duas décadas depois com os trabalhos independentes de Hess (1910) e Hatschek (1913) que
também foram capazes de identificar que a viscosidade, nesses casos, € uma fun¢do da taxa de
cisalhamento. Em 1922, para descrever o comportamento do escoamento de tintas, Bingham
(1922) introduziu o termo "limite de tensdo" (yield stress), que indica o limiar entre comporta-
mento eléstico e plastico para um dado material. Enquanto que nos anos seguintes os trabalhos
de Ostwald (1925) e Waele (1923) iriam dar origem ao que hoje é conhecido como modelo
de lei-de-poténcia. Este modelo é simples porém, consegue capturar de maneira aproximada

comportamentos pseudopldsicos e dilatantes (menos comum) de determinados materiais, além
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de ser capaz recuperar comportamentos Newtonianos em determinados casos. Um modelo mais
complexo de trés parametros, que também é capaz de capturar tais comportamentos, € devido a
Herschel e Bulkley (1926).

Dentro do ambito da viscoelasticidade uma das grandes contribui¢cdes ao tema é
devida a Zaremba (1903), que conseguiu estender este conceito do campo linear para o nao-
linear, ao introduzir derivadas corrotacionais quando o sistema de coordenadas estd sob rotacao
juntamente com o material. Dois anos depois o fisico austriaco Jaumann (1911) desenvolveu
também um trabalho semelhante ao utilizar um tensor de tensdo para materiais sob efeito de
rotacdo. Proposta parecida também foi sugerida por Hencky (1929), embora este seja mais
conhecido pela contribuicdo com a deformacao logaritmica, que fornece a medida correta da
deformacdo final quando esta ocorre em uma série de incrementos, levando em consideracdo a
influéncia do caminho da deformacdo. No campo experimental Poynting (1913) produziu uma
série de estudos envolvendo elasticidade, prevendo efeitos ndo-lineares ainda em uma época
na qual apenas comportamentos lineares estavam estabelecidos. Poynting também descobriu o
acoplamento de tor¢do-extensao na elasticidade de deformacao finita. Isso agora € conhecido
como "efeito Poynting" na torcao, e € observado quando um cubo eléstico € cisalhado entre duas
placas e a tensdo € desenvolvida na dire¢do normal as faces cisalhadas, ou quando um cilindro
€ sujeito a tor¢cdo e o comprimento axial € alterado.

Os primeiros anos do século XX seriam os anos finais de preparacdo para o sur-
gimento do campo da reologia. Alguns materiais, e seus comportamentos, foram amplamente
discutidos nesse periodo como: suspensdes, polimeros e também efeitos viscosos extensionais.
Einstein (1906) foi o primeiro a desenvolver uma equacgdo que descrevia o comportamento da
viscosidade efetiva em suspensdes diluidas. Na década seguinte Jeffery (1922) estudou o mo-
vimento de particulas elipsoidais em um fluido viscoso e definiu o que futuramente seriam as
equagdes de Jeffery. No entanto, o surgimento dos estudos de polimeros nesse periodo estava
mais associado a industria. Neste mesmo periodo Staudinger (1920) propds que borracha e
outros polimeros, como amido, celulose e proteinas, seriam como longas cadeias de unidades
moleculares de repeti¢do curta, unidas por ligagdes covalentes. Considerando uma analogia
simples, os polimeros seriam como cadeias de clipes de papel, feitos de pequenas partes consti-
tuintes ligadas de ponta a ponta. No mesmo ano ele também formulou as estruturas moleculares
das piretrinas I e II (um par de compostos naturais derivados de crisantemo), permitindo o de-

senvolvimento de inseticidas piretréides entre 1960 e 1970. Carothers (1929), inventor do neo-
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prene e do nylon, comecou a sintetizar poliéster e poliamidas na companhia DuPont na década
de 1930 provocando um impulso na producdo e pesquisa de polimeros na industria norte ame-
ricana. Conhecido por seus trabalhos com pldsticos, Baekeland (1909) comecou a investigar
as reacoes dos fendis e formaldeidos. Ele abordou o problema de maneira sistemdtica, con-
trolando e examinando cuidadosamente os efeitos da temperatura, pressao, tipos e proporcoes
de materiais utilizados. Ao controlar pressdo e temperatura aplicadas ao fenol e formaldeido,
ele foi capaz de produzir um plédstico duro molddvel chamado baquelite. No ambito dos esco-
amentos elongacionais (marcados pela presenca de efeitos viscosos extensionais), suas origens
estdo associadas aos trabalhos do fisico Irlandés Trouton (1906), que realizou medi¢des sobre
o alongamento uniaxial do piche. A proxima contribui¢do significativa foi devida a Tammann e
Jenckel (1930), com os estudos sobre escoamento elongacional de filamentos de vidro fundido.
Treze anos depois Merrington (1943) apresentaria um trabalho sobre o efeito de "esticamento"
em escoamentos capilares de fluidos visco-elasticos. No entanto, Barus (1893) ja havia identi-
ficado um fendmeno similar porém, atribuiu esse efeito a recuperagdo de cisalhamento. Certos
polimeros podem escoar para dentro de dutos mesmo estes estando acima da superficie do ma-
terial, devido a alta viscosidade extensional. Este fendmeno é chamado escoamento de Fanno
(1908), que foi o primeiro a realizar estudo acerca desse comportamento. Por defini¢do, o "es-
coamento de Fanno" € um escoamento adiabético, através de um duto de drea constante em que
o efeito do atrito é considerado. Efeitos de compressibilidade podem ser levados em considera-
¢do, no entanto, este modelo também pode ser aplicado a escoamentos incompressiveis.

Todos os trabalhos realizados, até 1929, culminariam para o surgimento do campo
da ciéncia chamado Reologia. No terceiro simpdsio de plasticidade de 1929 foi estabelecido
um comité oficial para o desenvolvimento desta nova drea, cuja reunido foi realizada em 19
de abril do mesmo ano (ver Bingham (1944) e Blair (1949)). Este comité estabeleceu as di-
retrizes da Sociedade de Reologia, no qual o primeiro encontro oficial foi em 19 de dezembro
daquele ano, para tratar de definicdes e estabelecer os padrdes de viscosidade absoluta. Apds
esses eventos, as proximas décadas seriam extremamente frutiferas para a consolidacdo e de-
senvolvimento da Reologia, para a ciéncia e inddstria. Muitos trabalhos foram caracterizados
pela elaboracdo e validacdo de equacdes constitutivas. Varios modelos foram desenvolvidos,
cada um tentando contemplar uma determinada caracteristica para um dado material, outros
buscando compreender um comportamento especifico de uma dada classe de materiais. Muitos

desses desenvolvimentos tedricos buscavam predizer o comportamento do escoamento de dife-
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rentes materiais, principalmente para aplica¢des industriais.

Um grande avango para o entendimento de alguns escoamentos devem-se aos mo-
delos diferenciais. Oldroyd (1950) estabeleceu as bases para o desenvolvimento de modelos
matematicos em reologia, ao propor regras para a construcao de equagdes constitutivas de forma
admissivel, assim como na utilizacdo de derivadas convectivas. Dois trabalhos notdveis nesse
periodo devem-se as pesquisas de Rivlin e Ericksen (1955), assim como as de Giesekus (1962).
Nestes trabalhos a tensdo € definida como uma expansdo em série de poténcias, envolvendo
poténcias superiores do tensor taxa de deformacdo, assim como derivadas de ordem superior.
Truesdell (1952) realizou um trabalho cuidadoso de revisido sobre os fundamentos da teoria da
elasticidade e dinamica dos fluidos em sua aplicacdo. Onze anos depois White e Metzner (1963)
propuseram uma variacao no modelo convectivo superior de Maxwell, conseguindo assim cons-
truir um modelo nao-linear que contém efeito de memoria, ainda predizendo tensdes normais
em um escoamento cisalhante (substituindo o parametro de viscosidade por uma fungdo de vis-
cosidade); a equagdo resultante recebeu o nome de modelo de White-Metzner.

E importante mencionar as contribui¢cdes de Green e Rivlin (1957), assim como as
de Coleman e Noll (1961), no desenvolvimento de modelos integrais. Suas formulagdes leva-
vam em conta o fato de que a tensdo no material, em qualquer ponto e tempo, dependia de todo
o histérico de deformacdo naquele dado local onde a tensdo estd sendo aplicada. Este topico foi
abordado de maneira cuidadosa e extensiva no trabalho de Tanner e Walters (1998).

No estudo dos polimeros surgiu o conceito de "Polimeros de rede", estes sdo mate-
riais altamente reticulados, nos quais algumas valéncias de d&tomos sdo satisfeitas por ligacoes
que resultam em uma estrutura tridimensional (Mohler, 2003). Estes materiais possuem propri-
edades interessantes para a industria como: aumento do mddulo e da elasticidade, taxas mais
baixas de fluéncia, resisténcia a solventes, estabilidade a altas temperaturas entre outras. As
aplicagdes de polimeros de rede sdo das mais variadas. Resinas termo-endureciveis sdo am-
plamente utilizadas em aplicac¢des estruturais. As poliolefinas reticuladas estdo presentes em
diversos setores como: pneus automotivos, componentes do asfalto e também em roupas e cal-
cados. Os primeiros trabalhos em teoria de redes sdo devidos a Green e Tobolsky (1946), na
tentativa de explicar o processo de relaxacdo desses polimeros. Em 1956 dois trabalhos foram
realizados de forma independente por Yamamoto (1956) e Lodge (1956), que buscavam aplicar
a teoria de redes em fluidos com comportamento semelhante aos da borracha. Lodge foi ca-

paz de desenvolver um novo modelo para estes materiais, incorporando o tensor de Finger no
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modelo de Maxwell. Este trabalho serviu como influéncia para muitos trabalhos futuros. Kaye
(1962) e Bernstein ef al. (1963) continuaram estes estudos e formularam o modelo K-BKZ, de
maior complexidade porém, mais geral que seu antecessor. Vale ressaltar que este modelo ndo
produz boas predi¢des para escoamentos que envolvem escoamento reverso.

Outro desenvolvimento importante foi o surgimento da teoria da Reptacdo (repta-
tion theory). Tomemos como exemplo o movimento de uma cadeia em um sistema polimérico
denso, ou seja, com alto grau de restricdo. Devido a emaranhados com outras correntes, mo-
vimentos laterais de correntes em muitos pontos sdo extremamente improvaveis. No entanto,
podemos imaginar que uma dada corrente tenha disponivel um tubo no qual possa se mover com
certo grau de liberdade. Para se deslocar por grandes distancias, a corrente deve sair do tubo
por meio de movimentos longitudinais. O conceito de tubo introduzido acima tem claramente
apenas um significado estatistico e € devido a Edwards (1967). O tubo pode mudar por meio de
dois mecanismos. O primeiro € a partir do movimento da prépria corrente central, pela qual a
corrente deixa partes de seu tubo original e gera novas. O segundo mecanismo € quando o tubo
flutua devido aos movimentos das correntes que o formaram. As situagdes em que a segunda
causa de flutuagcdes no tubo € reduzida ao minimo sdo as de uma cadeia longa, em um derreti-
mento de cadeias ainda mais longas, e de uma cadeia em gel. Também no caso de uma corrente
em seu proprio derretimento, as flutuacdes do tubo devido aos movimentos das cadeias ao redor
podem ser consideradas despreziveis. Isso € equivalente a um tratamento de campo médio, que
ndo serd capaz de descrever certos movimentos coletivos do sistema. A cadeia flutua em torno
da cadeia antiga. Dada uma flutuacio, pode ocorrer um acimulo de massa em parte da cadeia,
essa massa por sua vez, pode se difundir ao longo da cadeia antiga e finalmente sair do tubo. A
corrente cria assim um novo pedago de tubo e simultaneamente destréi parte do tubo no outro
lado. Esse tipo de movimento é chamado de reptacdo. O fisico Gennes (1971) propuseram
esse conceito na fisica de polimeros, a fim de explicar a dependéncia da mobilidade de uma
macromolécula e seu comprimento. A reptacdo € usada como um mecanismo para explicar o
fluxo viscoso em um polimero amorfo. Significativo avanco foi conquistado anos depois em
uma série de trés trabalhos realizados por Doi e Edwards (1978a) (Doi e Edwards (1978b), Doi
e Edwards (1978c¢)), que buscaram expandir, baseados na teoria de reptacdo, o modelo de tubo
para solugdes de polimeros concentrados e fundidos.

Seria muito improvéavel acreditar no progresso da modelagem constitutiva apenas

através da pesquisa aleatéria de todos os modelos diferenciais possiveis, ou validando equagdes
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empiricas por tentativa e erro. Para seguir através de um caminho que ainda guarda uma va-
riedade ampla de equacdes, somos forcados a recorrer para técnicas que nos permitam extrair
informacdes da estrutura do fluido, ou seja, devemos buscar modelos moleculares que captu-
rem o comportamento reoldgico. No caso de polimeros, a abordagem molecular é dada pela
constru¢cdo da imagem estrutural do polimero, em seguida deve-se construir equacdes que des-
crevam as tensdes macroscopicas, com base no modelo proposto. A vantagem da modelagem
molecular € a capacidade de predi¢do, ndo somente da forma das equagdes constitutivas, mas
também os efeitos, no escoamento, de pardmetros moleculares, como peso e tempo de relaxa-
cdo. Uma de suas maiores desvantagens é a complexidade das descricdes macromoleculares e
imprecisdes, que ocorrem devido a alguma suposi¢do simplificadora. As primeiras tentativas
de caracterizagdo de materiais por meio dessa abordagem sdo devidas a Kuhn (1934). Apds
essa producdo uma série de trabalhos comegaram a mostrar o apelo que tal método possuia,
uma vez que se passou a entender que existiam certas vantagens em construir equagdes mate-
riais que refletissem a estrutura do polimero, e que esse processo facilitava o desenvolvimento
de novos materiais. E importante mencionar os trabalhos pioneiros de Kramers (1944), Rouse
(1953), Zimm (1956) e Kirkwood (1967), todos focados nessa nova perspectiva de modelagem.
Todas estas contribui¢des culminaram no trabalho de Bird ez al. (1987b), que buscou compilar
os conhecimentos desse campo de maneira detalhada e compreensiva. No ambito dos traba-
lhos experimentais, em especial de caracterizacao reoldgica de materiais, muitos avangos foram
conquistados durante todo o século XX. Serdo comentadas a seguir algumas contribui¢des e em
quais dreas elas ocorreram.

Escoamentos cisalhantes estdo entre os mais estudados na literatura, porém muitos
leitores assumem certas condi¢des de escoamentos sem refletir sobre suas implicacdes fisicas.
O caso da condi¢do de nao deslizamento na parede é um exemplo disso. A justificativa fisica,
considerando fluidos viscosos, e vélida a hipétese do meio continuo, € de que particulas proxi-
mas a uma superficie sélida ndo transportadas junto com o escoamento, quando a adesio € mais
forte que a coesdo. A forga de atracdo entre as particulas do fluido e do sélido (forcas adesivas)
¢ maior do que aquela existente entre as particulas do fluido (forgcas coesivas). A existéncia
desse desequilibrio reduz a velocidade do fluido a zero na superficie sélida. Stokes (1845) foi
o primeiro a estabelecer uma hipétese de nao-deslizamento em condi¢des de contorno sélidas.
Porém, o "problema do deslizamento" foi abordado por alguns autores ao perceberem que o

escoamento de determinados materiais apresentava um gradiente de velocidade préximo a pa-
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rede Mooney (1931) (ver também Schofield e Blair (1937)). Anos mais tarde Pearson e Petrie
(1968) mostraram que o deslizamento préximo a condicdes de contorno sélidas tem relacao
com o tamanho molecular do material utilizado. Para este efeito ocorrer a escala de rugosidade
da parede s6lida deve ser menor que o tamanho das moléculas presentes no escoamento. Muitos
processos industriais podem apresentar caracteristicas favoraveis ao surgimento desse efeito. O
processo de extrusdo, por exemplo, consiste na fabrica¢ao de produtos longos com se¢des trans-
versais constantes (tubos, chapas e barras), estes sdo obtidos ao for¢car um dado material através
de uma matriz com uma abertura. Ao final do século XX Ramamurthy (1986) concluiu que
deslizamentos podem ocorrer durante a extrusao de polimeros fundidos. Muitos trabalhos em
escoamentos cisalhantes foram impulsionados pelas questdes tratadas até aqui, como Mooney
(1936) (ver também Eisenschitz er al. (1929)) ao obter dados experimentais do comportamento
da tensdo cisalhante e da taxa de cisalhamento em diferentes materiais. Muitos destes resulta-
dos e questionamentos podem ser encontrados em Bird et al. (1987a).

Um aspecto de fundamental importincia em reologia, e também na dinamica dos
fluidos em geral, € a presenca de tensdes normais no escoamento. A tensdo normal é muito
comum em vdrios problemas fisicos, porém na histéria do desenvolvimento da reologia vale
mencionar um caso em especifico: o de um bastdo em rotacdo no interior de um recipiente,
na presen¢a de um fluido. No caso Newtoniano pode-se observar uma diminuicao no nivel do
fluido na regido mais préxima do bastdo, devido a acdo da for¢a centrifuga. Porém, para alguns
polimeros em solu¢do ou fundidos, ocorre um descolamento do material no sentido do centro do
recipiente, regido adjacente ao bastio, esse efeito continua até o fluido comecar gradualmente a
subir pela superficie do bastdo. O primeiro pesquisador a relacionar esse comportamento com
a tensdo normal foi Weissenberg (1947). Este fendmeno ficou conhecido como efeito Weis-
senberg em sua homenagem. Este que inspirou outros trabalhos, como no caso de Markovitz
(1952) que estudou escoamentos com presenca de tor¢des. Contribuicdes acerca da segunda
diferenca de tensdo normal foram dadas por Ginn e Metzner (1969). Uma revisdo cuidadosa
sobre diferencas de tensdes normais e também sobre erros devido a "buracos de pressdo” em
experimentos € apresentada por Tanner e Walters (1998).

Na mecéanica do continuo, a teoria da deformacao infinitesimal é dada pela descri¢do
matematica das deformagdes atuando em corpo sélido, na qual se supde que os deslocamentos
das particulas do material sejam infinitesimalmente menores do que qualquer dimensao rele-

vante do corpo; de modo que sua geometria e as propriedades constitutivas do material (como
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rigidez e densidade), em cada ponto do espaco, possam ser assumidas como inalteradas pela
deformacdo. Alguns dos trabalhos pioneiros neste campo sdo devidos aos estudos de Philip-
poft (1934) e Leaderman (1943) com solu¢des poliméricas. Da mesma forma, Schofield e Blair
(1937) também contribuiram para os primeiros estudos acerca da tensdo de relaxagdo (o decai-
mento observado da tensdo devido a uma pequena deformacao gerada na estrutura do material)
no qual o material estudado foi uma amostra de massa de farinha de trigo.

Propriedade interessante, e muito util na industria, € a tixotropia (afinamento por
cisalhamento dependente do tempo). Alguns géis ou fluidos espessos, sob uma condi¢do esta-
tica, irdo fluir (tornando-se mais finos € menos viscosos) ao longo do tempo quando agitados,
cisalhados, ou tensionados de alguma forma. Estes materiais levam um determinado tempo
para retornarem a um estado mais viscoso. Alguns fluidos ndo-newtonianos demonstram uma
mudanga na viscosidade dependente do tempo; quanto mais tempo o fluido sofre uma tensao de
cisalhamento, menor sua viscosidade. Um fluido tixotrépico leva um tempo finito para atingir a
viscosidade de equilibrio quando introduzida uma mudanga acentuada na taxa de cisalhamento.
Alguns fluidos tixotrépicos retornam quase instantaneamente ao estado de gel; o exemplo mais
conhecido € o do ketchup. A primeira men¢do de uma propriedade dessa natureza foi dada por
Kiihne (1863) ao observar o caminho percorrido por um Nematoda através de células muscula-
res sem demonstrar dificuldade: "O movimento parecia liquefazer as estrias, mas elas voltavam
ao estado original depois que o Nematoda passava". No entanto, o termo foi formalmente in-
troduzido por Freundlich e Bircumshaw (1926), ao trabalharem com suspensoes.

Um grande salto para a industria, em termos de custo energético, foram os estu-
dos envolvendo redugdo do arrasto turbulento na presenga de fluidos nao-Newtonianos, Toms
(1949) e Agoston et al. (1954) foram os primeiros a estudar este efeito. Ao adicionar uma
pequena quantidade de polimero a um solvente newtoniano (resultando em uma solucao nao-
newtoniana), pode-se notar uma redu¢do no atrito entre o fluido e a superficie estaciondria.
Atualmente os materiais utilizados nesse processo sdo variados: polimeros, suspensdes de par-
ticulas sélidas, aditivos bioldgicos e surfactantes. Esses compostos sdo feitos de polimeros de
alto peso molecular ou sistemas micelares. Essa tecnologia hoje € utilizada com sucesso para
reduzir o custo de bombeamento em oleodutos, aumentar a vazao em equipamentos, além de
ajudar na irrigacao e drenagem.

Outro topico de grande relevancia desenvolvido em meados do anos cinquenta foi

o principio de superposi¢do do tempo-temperatura. Este principio € utilizado para determinar
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propriedades mecanicas dependentes da temperatura de materiais viscoeldsticos lineares a par-
tir de propriedades conhecidas, dada uma temperatura de referéncia. Os médulos eldsticos dos
polimeros amorfos tipicos aumentam com a taxa de carregamento, mas diminuem quando ha
um incremento na temperatura. As curvas de médulo instantaneo em funcdo do tempo ndo
apresentam alteracdo em seu comportamento com uma variacao na temperatura porém, tendem
a descolar-se a esquerda ou direita. Desta forma, pode-se inferir que uma dada curva principal,
a uma determinada temperatura, pode ser utilizada como referéncia para prever outras curvas
em diferentes temperaturas aplicando uma transformacio. Os primeiros estudos acerca desse
assuntos sao devidos a Williams et al. (1955) (ver também Ferry (1980)) que desenvolveram
uma equacao empirica (equacdo WLF) para este tipo de predicao.

Como mencionado anteriormente, escoamentos extensionais possuem um impor-
tante papel em aplicacdes industriais como: fabricagdo de fios e fibras, revestimentos, formacao
de filamentos em tintas, formagdo de gotas (impressdo jato de tinta) e escoamento em meios
porosos (reservatorios de 6leo). Por definicdo um escoamento extensional é aquele em que o
material utilizado ndo possui qualquer tipo de rotacdo em relacdo a direcdo do alongamento que
estd sendo aplicado. Alguns trabalhos que impulsionaram o assunto no campo experimental
sdo devidos a Merrington (1943), Meissner (1969) e Cogswell (1969). Os trabalhos sdo dos
mais variados, desde estudos envolvendo borrachas e polimeros fundidos até comportamentos
extensionais em tintas escoando por orificios.

Como foi possivel observar até aqui, o século XX foi de grande expansao no campo
da reologia, com contribui¢des significativas e diversas. Foi nesse periodo que o estudo da
instabilidade em escoamentos de materiais complexos também teve seu advento. No entanto
traremos primeiro um pequeno histérico do desenvolvimento da instabilidade hidrodinamica,
que em muito partilha do mesmo passado da reologia. Em seguida retomaremos para uma
breve revisdo dos trabalhos dos quais este texto busca discutir. E importante lembrar que o
objeto de estudos dos préximos trabalhos aqui citados foram fluidos com caracteristicas newto-
nianas, a menos que seja mencionado o contrario.

Podemos tragar o surgimento da estabilidade hidrodinamica por volta da segunda
metade so século XIX. Com os estudos de Helmholtz (1868) e Thomson (1871), ambos dedica-
dos a entender os mecanismos fisicos envolvendo o surgimento de instabilidades em escoamen-
tos. Embora os sistemas estudados fossem diferentes (o primeiro era relacionado a vibracdes

em tubos enquanto o segundo tratava do efeitos dos ventos na superficie da 4gua) os autores
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chegaram a uma conclusdo parecida. De modo geral, podemos dizer que certas condicdes nes-
ses sistemas promovem o surgimento dessas ondas, ou seja, existem condi¢des criticas para que
tais ondas se formem. Esse aspecto de escoamentos veio a ser estudado com mais cuidado por
Reynolds (1883) (ver também Reynolds (1894)). Em seus experimentos, Reynolds foi capaz
de mostrar que o escoamento de um liquido dentro de um tubo torna-se instdvel quando sua
velocidade média excede um dado limite, sendo este dependente de alguns parametros como,
o raio do tubo e propriedades do liquido. Dessa forma comegaria a se estabelecer essa nova
area dentro da mecanica dos fluidos. Outras grandes contribui¢cdes nesse mesmo periodo sdao
dignas de atencdo. Estudos acerca de escoamentos de fluidos ideais foram realizados por Ray-
leigh (1880). Este trabalho seria retomado por Taylor (1950), que estudaria os efeitos de uma
aceleracdo vertical na interface de um sistema bifdsico. Suas observagdes seriam a origem das
chamadas "instabilidades de Rayleigh-Taylor".

Duas das contribui¢des mais memoraveis no campo da estabilidade hidrodinamica
foram os trabalhos simultdneos de Orr (1907) e Sommerfeld (1908). Ambos estudaram os
resultados anteriormente mencionados, porém considerando o efeito da viscosidade em suas
equagdes. Ao utilizarem o conceito de perturbagdes infinitesimais, juntamente com uma ana-
lise de primeira ordem, chegaram ao desenvolvimento de uma equacao diferencial de quarta
ordem capaz de representar as perturbacdes do sistema. A principal diferenca entre os traba-
lhos reside na escolha do perfil de velocidades médio; Orr considerou um escoamento plano de
Couette, enquanto Sommerfeld utilizou o de Poiseuille para seu desenvolvimento. Suas contri-
bui¢des simultaneas resultariam na equagdo de Orr-Sommerfeld.

As primeiras tentativas de solugdo para este problema surgiram algumas décadas de-
pois com os trabalhos de Tollmien (1929) (ver também Tollmien (1935)) e Schlichting (1932).
Por meios de tentativas analiticas de resoluc@o, Tollmien foi capaz de obter os primeiros re-
sultados na forma de autovalores e por fim, produzir um nimero de Reynolds critico para um
escoamento de Poiseuille. Estes resultados para escoamentos paralelos foram revisitados por
Schilichting, que por sua vez promoveu a compreensdo do surgimento de ondas formadas sob
condigdes criticas. Seus esforcos neste tema resultariam no melhor entendimento das oscilagdes
formadas no interior destes escoamentos que viriam a ser denominadas "ondas de Tollmien-
Schilichting".

E importante notar que muitos trabalhos trataram de sistemas bidimensionais e tri-

dimensionais de maneria distinta, buscando entender o surgimento de condi¢des criticas nesses
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sistemas, mas nao relacionando-os entre si. Foi com o trabalho pioneiro de Squire (1933) que se
entendeu melhor as relagdes de ambos, € como 0s modos instdveis estavam associados entre si.
Squire mostrou, dentro do ambito de escoamentos paralelos, que para todo modo tridimensio-
nal instdvel existe um modo bidimensional mais instdvel, ou seja, o nimero de Reynolds critico
associado ao modo bidimensional € menor que o tridimensional. Dessa forma problemas tridi-
mensionais poderiam ser tratados de forma mais facil em seus correspondentes bidimensionais,
desde que obedecam as condicdes de validade para tais transformacdes. Este resultado ficou
conhecido como "teorema de Squire". Essas condi¢des de validade s6 seriam ampliadas, muito
posteriormente, com os trabalhos de Hesla ef al. (1986), que por sua vez expandiram as ideias
de Squire para escoamentos estratificados. As condi¢des de contorno podem ser variadas nesse
caso, desde placas capazes de possuir uma velocidade associada até escoamentos de superficie
livre. Em todos estes casos as fases sdo, necessariamente, consideradas imisciveis. E impor-
tante mencionar aqui o brilhante trabalho empirico (e teérico) de Kapitza (1948) (ver também
Kapitza (1949)) que ocorreu ao final dos anos quarenta. Ele foi o primeiro autor a expor a re-
levancia de escoamentos gravitacionais envolvendo filmes liquidos na presenca de uma parede
vertical. Kaptiza mostrou, pela primeira vez, uma possivel relacdo entre as forcas inerciais do
escoamento e a tensdo superficial, que viria a ser chamada de "numero de Kaptiza". Suas con-
tribui¢des trouxeram nova luz ao tema e contribuiram como base para trabalhos que estariam
por Vir.

Nas décadas seguintes aos trabalhos de Squire, muitos autores buscaram estudar
problemas envolvendo o conceito de estabilidade hidrodinamica. Alguns autores produziram
trabalhos notdveis no campo tedrico ao abordarem este tépico. Lin (1946) produziu uma ané-
lise cuidadosa em um trabalho dividido em trés partes, revisando toda a formulacdo da equacado
de Orr-Sommerfeld e esclarecendo as escolhas, e dificuldades, envolvidas no processo. Ele
também buscou tratar da instabilidade inicial para fluidos viscosos e nao-viscosos de maneira
abrangente, assim como entender os mecanismos fisicos que geravam tais instabilidades. Lin
deixou claro em seu trabalho que, para nimeros de Reynolds suficientemente grandes, todos
os escoamentos estudados tornavam-se instdveis. Sua producdo foi marcada pela busca por
generalidade e foi uma importante contribui¢do para os trabalhos que estariam por vir. Uma
década depois Benjamin (1957) reformulou o problema para tratar de um escoamento aberto
na presenc¢a de uma parede vertical. Estes escoamentos sdo marcados por um baixo nimero de

Reynolds e sofrem efeitos significativos da tensdo superficial. Ao mostrar o nimero de onda



32

como uma fun¢do do nimero de Reynolds Benjamin foi capaz de produzir um mapeamento dos
modos estdveis e instdveis através de uma curva de estabilidade neutra. Alguns anos depois Yih
(1963) expandiu os estudos de Benjamin ao introduzir, no mesmo trabalho, analises de ondas
longas e curtas. Yih também abordou a formulacdo do problema utilizando funcdes corrente, o
que até entdo nao tinha sido utilizado. Fechando um ciclo de contribuicdes cldssicas na area de
solugdes algébricas podemos mencionar os esfor¢os de Benney (1966). O sistema abordado por
Benney foi de um escoamento gravitacional de um filme liquido em um plano inclinado. Ele
trouxe uma andlise assintdtica para a obtencio da velocidade de fase e da taxa de crescimento,
assim como corre¢des para ambas quando solu¢des de mais alta ordem sdo obtidas.

Com o avanco da computacao cientifica no século XX, principalmente em sua se-
gunda metade, muitos pesquisadores comegaram a abordar estes problemas através de métodos
numéricos. As maiores vantagens da abordagem numérica sdo: a precisdo dos resultados, nor-
malmente muito superior até ao melhor dos métodos assintéticos, e a simplicidade dos mesmos.
Se tomarmos como comparagdo uma solucio assintética de ondas longas para um problema de
filmes liquidos é conhecido que, a solucdo da ordem da unidade e a de primeira ordem geram
respectivamente, a velocidade de fase e a taxa de crescimento das ondas, no entanto, essas ex-
pressoes sao menos acuradas dependendo do valor dos parametros utilizados. Para ocorrer um
refinamento nessas solucdes ordens maiores precisam ser obtidas. A segunda ordem de solugdo
gera uma correcdo para a velocidade de fase, enquanto a terceira corrige a taxa de crescimento,
porém o esfor¢co necessario para obter estas expressdes aumenta significativamente a cada or-
dem. Em uma solu¢@o numérica os resultados sdo facilmente obtidos (apds uma cuidadosa
implementacdo do método escolhido) com precisdo de mdquina e sem expressdes complexas
envolvidas. Isso ndo significa um descrédito total quanto as solugdes assintéticas, uma vez que
tais expressoes, quando obtidas, mostram como parametros importantes presentes no problema
contribuem para a solugdo final, assim como quais assumem papeis mais, ou menos, significa-
tivos no surgimento das instabilidades.

Muitos trabalhos foram produzidos envolvendo solu¢des numéricas, porém destaca-
remos 0s que mais contribuiram para o desenvolvimento e popularizagdo desse campo. Thomas
(1953) produziu um trabalho pioneiro ao abordar a solu¢do do problema de Orr-Sommerfeld
utilizando um método de diferencas finitas juntamente com um de eliminacdo Gaussiana, este
ultimo para resolver o sistema gerado pelo primeiro. Considerando um escoamento de Poi-

seuille ele obteve o valor de 5780 para o nimero de Reynolds critico. Ainda considerando um
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escoamento de Poiseuille trés trabalhos tiveram grande impacto nessa drea de solu¢des numéri-
cas. Dolph e Lewis (1958) introduziram a utilizac@o de funcdes ortogonais para a discretizacao
do problema, obtendo um valor critico para o nimero de Reynolds igual a 5800. Embora apre-
sentasse uma pequena discordancia com os resultados de Thomas ainda se mostrava um valor
bem préximo do que era esperado para esse tipo de escoamento. Grosch e Salwen (1968)
também utilizaram um conjunto de fun¢des ortogonais para a discretizacdo do problema. No
entanto, inovaram ao implementar um algoritmo QR para a resolu¢@o do problema de autova-
lor. A ideia central do algoritmo QR € escrever a matriz como um produto entre uma matriz
ortogonal e uma triangular superior, em seguida multiplicar os fatores na ordem inversa e iterar.
Este algoritmo é numericamente estdvel uma vez que utiliza transformacdes de similaridade
ortogonal. Alguns anos depois Orszag (1971) publicou seu trabalho sobre o tema. Neste artigo
Orzag utilizou expansdes em série de polindmios de Chebyshev para a discretizacdo e cons-
trucdo do problema de autovalor generalizado. Para a resolug¢io do sistema ele utilizou-se da
implementagdo do algoritmo QR. Com essa combinacdo de métodos ele obteve o resultado de
5772,22 para o nimero de Reynolds critico. A abordagem utilizada por Orzag mostrou-se uma
das mais bem sucedidas para a resolucao de problemas de estabilidade hidrodinamica, devido a
grande acuricia e baixo custo computacional se comparado com outros métodos.

Alguns trabalhos publicados nesse periodo tiveram como foco outros padroes de
escoamento. Kurtz e Crandall (1962) utilizaram diferencas finitas para a resolu¢do da camada
limite de Blasius em um sistema de escoamento vertical sobre um placa sofrendo transferéncia
de calor. Osborne (1967) também utilizou diferencas finitas para a discretizacdo do problema
de Orr-Sommerfeld para a camada limite em um escoamento sobre uma placa plana. No en-
tanto, para resolver a matriz de autovalores ele utilizou o método de Newton. Clenshaw e Elliott
(1960) também promoveram um importante trabalho ao abordarem a estabilidade em um jato
laminar. Foram utilizados polindmios de Chebyshev para a constru¢do do problema de auto-
valor, porém a transformagdo ¢ = tanh(y) foi requerida para tal implementagéo, um vez que
ortogonalidades precisavam ser preservadas. Seus resultados se mostraram pouco precisos para
baixos valores do nimero de onda, no entanto 6timos resultados foram obtidos para altos valo-
res do mesmo.

Com todos esses desenvolvimentos brevemente revisitados, tanto da reologia quanto
da estabilidade hidrodinamica, podemos finalmente comegar a olhar para o processo de interse-

cdo dessas dreas. A partir deste ponto os trabalhos, de alguma forma, se apropriam de conceitos
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reoldgicos e de estabilidade, e muitos desse serviram como base para o desenvolvimento da
parte tedrica deste texto. Estas duas dreas comecgaram a ser utilizadas conjuntamente em mea-
dos do século XX. O primeiro trabalho que podemos citar € de Nason (1945), que apesar de nao
tratar necessariamente de estabilidade notou certos comportamentos interessantes. Ele trouxe
um estudo realizado em um redmetro do tipo de Bingham, porém modificado. Em seu estudo
ele percebeu que, para baixas taxas de cisalhamento, o polimero utilizado saia pelo orificio em
um filamento suave. Porém, para nimeros de Reynolds muito acima de 800 e 1000 o filamento
tornava-se rugoso e comecava e apresentar ondulagdes. Também foi notado pelo autor que esse
comportamento tornava-se acentuado a medida que a pressao no sistema era aumentada. Esse
foi um dos primeiros trabalho experimentais a apresentar um comportamento instavel em um
sistema envolvendo um fluido de caracteristicas nao-Newtonianas. Metzner e Reed (1955) pro-
duziram um trabalho no qual eles estudam uma possivel correlagdo entre as regides laminar, de
transicao, e turbulenta de um escoamento. Esta por sua vez, poderia ser utilizada tanto para flui-
dos newtonianos quanto ndo-newtonianos. Metzner esclarece que, apesar de muito trabalhos na
época tivessem abordado o assunto, ainda eram necessarios mais estudos para as regides de tran-
sicdo e turbulenta. Alguns anos depois Tordella (1958) estudou as instabilidades que surgiam
em escoamentos de polimeros fundidos através de capilaridades. Ele levantou trés possiveis
causas para o surgimento desse comportamento: Efeitos turbulentos associados ao nimero de
Reynolds, a hipdtese de "buckling" e a hipétese de fratura. Segundo os dados obtidos pelo autor,
e sua andlise sobre as consideracoes reoldgicas do material, ele concluiu que tais instabilidades
eram devidas a ocorréncia de fraturas.

Em 1976 dois trabalhos de revisdo sobre problemas envolvendo estabilidade de flui-
dos nao-Newtonianos foram realizados. O primeiro é devido a Pearson (1976) que buscou mos-
trar de maneira mais qualitativa todos os desenvolvimentos mais significativos, assim como
dificuldades, encontrados nesse campo até aquele presente momento. Suas observacgdes en-
volviam escoamentos confinados, semiconfinados, abertos, leitos fluidizados e instabilidades
devido a troca de calor. O segundo € de Petrie e Denn (1976) com um trabalho de revisdo expe-
rimental (e tedrica) sobre instabilidades em processamento de polimeros, focando seus esforcos
em escoamentos extensionais e cisalhantes. Uma das conclusdes mais interessantes é sobre o
surgimento de fraturas em extrusdes através de uma matriz (assunto relativamente préximo ao
de Tordella). Os autores notaram que para alguns casos, efeitos inerciais associados ao nimero

de Reynolds podiam induzir instabilidades no escoamento e provocar fraturas. Caminhando
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para o final da década de 80 temos os trabalhos de Bousfield et al. (1986) e Waters e Keeley
(1987). Bousfield realizou um estudo sobre efeitos da tensdo superficial em quebra de filamen-
tos viscoeldsticos. Utilizando-se de uma abordagem assintética ele foi capaz de mostrar que a
quebra desses filamentos em gotas tinha cardter nio-linear; predizendo também que a taxa de
crescimento das deformagdes era maior para materiais viscoeldsticos do que para o caso newto-
niano. No entanto, Waters abordou o problema de um escoamento estratificado de dois fluidos
de Oldroyd, considerando um perfil de velocidades de Couette. Neste trabalho foi utilizada uma
abordagem de estabilidade linear com fung¢des corrente, assim como uma abordagem assintética
(para o numero de onda) de ordem zero e um. Com estes resultados foi possivel tracar curvas de
estabilidade com regides estdveis e instaveis de varias combinacdes desse fluidos (casos New-
tonianos e ndo-Newtonianos simultaneamente).

Entrando na década de 90 temos o trabalho de Khomami (1990a), sendo este divi-
dido em duas partes (segunda parte em Khomami (1990b)). Ele aborda o problema da estabili-
dade interfacial de um escoamento estratificado para dois fluidos de lei de poténcia. A primeira
parte € sobre a andlise de estabilidade do escoamento considerando um perfil de velocidades
de Poiseuille. E interessante notar que na primeira parte de seu estudo ele segue uma aborda-
gem similar a de Waters: realiza uma andlise de estabilidade linear, utiliza solu¢des assintdticas
de ordem zero e um, assim como apresenta diagramas de estabilidade para diferentes confi-
guracdes de fluidos newtonianos e nao-newtonianos. Foi notado que a presenca de um fluido
com cardter shear-thinning na camada menos viscosa desempenha um papel mais dominante
na estabilidade da interface, confirmando alguns resultados de Waters. Na segunda parte, foi
realizada uma andlise numérica via método de elementos finitos. O sistema de dois fluidos
imisciveis foi novamente estudado, no entanto em uma geometria de formacgao de leitos de co-
extrusdo com escoamento em um canal direto, ou convergente a jusante. Em suas conclusoes
ele enfatiza o fato de que, o fluidos de maior viscosidade tendem a empurrar o de menor, assim
como o papel estabilizador da tensdo superficial, que € acentuado na configuracdo que possui
um canal convergente a jusante. Ainda no mesmo ano Weinstein (1990) publicou seus estudos
sobre propagacdo de ondas em um escoamento gravitacional com fluidos de comportamento
shear-thinning. De fato o sistema trata de um escoamento multicamada de fluidos de Carreau
na presenca de um plano inclinado, com a tltima camada acima em contato com a superficie li-
vre. Em seu estudo ele demonstra que ondas geradas na superficie possuem um comportamento

similar as de um sistema Newtoniano, porém ondas interfaciais entre duas camadas adjacen-
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tes de fluidos dependem fortemente da viscosidade interfacial local. Uma das caracteristicas
mais interessantes de seu trabalho foi a aplicacdo de uma expansao assintdtica para solucionar
o problema do perfil de velocidades. Apesar da solucdo ser vélida apenas para fluidos com
fraco comportamento shear-thinning, ela foi utilizada como base de comparacao para a solugao
numérica do estado base.

Em 1994 Ng e Mei (1994) publicou um artigo sobre formagdo de ondas em um
plano inclinado. O material estudado em seu sistema foi lama, com comportamento reolégico
de um fluido de lei de poténcia. Os autores realizaram uma aproximac¢do de ondas longas e
um método integral de Karmén para a construcdo das equagdes de momento e continuidade.
Em suas conclusdes ele estabelece um valor para o indice de lei de poténcia como um possivel
critério de separacio entre comportamentos estdveis e instdveis. Para n > 1/+/2 ndo existe for-
macio de ondas se o escoamento uniforme ¢ estivel. No entanto, para valores de n < 1//2 é
possivel o surgimento de ondas longas com grande amplitude mesmo para um escoamento uni-
forme. No mesmo ano, Hwang et al. (1994) também estudaram os efeitos de um escoamento
em um plano inclinado para um fluido de lei de poténcia. Um método integral foi utilizado
para resolver o problema do estado base, assim como uma método de modos normais para o
estudo da estabilidade linear do sistema. Seus resultados indicaram que, para um dado valor
do indice de lei de poténcia n, a variacdo do nimero de Reynolds e de Weber provocam vari-
acoes previstas em um escoamento de cardter Newtoniano. No entanto, uma reducdo no valor
de n torna o escoamento mais instdvel aumentando a velocidade da onda. Um ano depois Pi-
narbasi e Liakopoulos (1995) apresentaram um trabalho sobre a estabilidade linear da interface
entre dois fluidos ndo-Newtonianos escoando em um canal fechado. Os modelos envolvidos no
problema foram os de Carreau-Yasuda e Bingham. Eles utilizaram um método pseudospectral
baseado em polindmios de Chebyshev para a discretizacdo do problema, assim como um algo-
ritmo QZ para a solucdo do problema de autovalor generalizado. Seus resultados mostraram
que, para o sistema de dois fluidos Newtonianos, substituir o fluido que estd abaixo por um de
comportamento viscopldstico gera um efeito estabilizante na interface para comprimentos de
onda grandes e intermedidrios. Outro resultado interessante ocorreu na configuragdo de dois
fluidos de caracteristica shear-thinning, onde variacdes da constante de Yasuda a pode estabili-
zar ou desestabilizar a interface dependendo do comprimento de onda e da espessura da camada
de fluido. Fechando a década de 90 temos o trabalho de Wilson e Rallison (1999) que consi-

deraram o escoamento de um fluido de White-Metzner em um canal fechado. Seus resultados
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mostram que para este tipo de fluido, com forte comportamento shear-thinning, a instabilidade
no canal é puramente eldstica e a0 menos um modo instdvel se encontra na camada limite pro-
xima a parede.

Considerando nimeros de Reynolds moderados temos o trabalho de Dandapat e
Mukhopadhyay (2001), no qual considerou o escoamento de um filme liquido em um plano in-
clinado segundo um modelo de lei de poténcia. Neste trabalho os autores buscaram identificar
quais mecanismos eram mais relevantes para o surgimento de ondas na superficie e como elas
se comportavam. Com base em diferentes valores de parametros eles identificaram trés tipo de
ondas surgindo na superficie: ondas cinemadticas, inerciais e gravitacionais. Dessa forma foi
possivel analisar como trocas de energia e dissipacdes ocorriam. Por exemplo, os autores iden-
tificaram que, para baixas vazdes, ondas cinemdticas mostravam-se dominantes. No entanto,
para altos valores de vazdo ondas inercias dominavam o escoamento.

Alguns anos depois Rousset et al. (2007) estudariam a estabilidade temporal de um
fluido de Carreau escoando em um plano inclinado definido por um angulo 3. O modelo de Car-
reau é adequado para fluidos cuja viscosidade varia sob um incremento da taxa de deformacao.
Com este modelo, € possivel prever uma regido de lei de poténcia e uma relagao linear entre taxa
de cisalhamento e viscosidade. No entanto, uma das vantagens desse modelo em comparagdo
com a lei de poténcia € que ele prevé uma viscosidade que ainda permanece finita enquanto a
taxa de cisalhamento se aproxima de zero, tornando-o adequado para escoamentos envolvendo
superficies livres. Os autores usaram uma abordagem de estabilidade linear padrao para o pro-
blema fisico. Dois métodos foram utilizados para resolver a equacdo de Orr-Sommerfeld e as
condi¢des de contorno. O primeiro foi um método assintético, no qual estudaram a estabilidade
analiticamente, expandindo o autovalor e autovetor em relacdo ao nimero de onda, este dltimo
considerado muito maior que a profundidade do filme liquido. Eles consideraram as solucdes
até a primeira ordem. Para o caso shear-thinning (n < 1), o nimero de Reynolds critico é
menor que no caso Newtoniano, porém permanece proporcional a cot 3, com uma velocidade
da fase maior. O segundo método foi numérico, especificamente um método de colocagdo es-
pectral, baseado em polindmios de Chebyshev para a discretiza¢io, usando pontos de colocacio
de Gauss-Lobatto. Os autores compararam as solu¢des assintdticas e numéricas para os casos
shear-thinning e Newtoniano, encontrando excelente precisdo em ambos para a solu¢do numé-
rica. Seu estudo mostrou que o fluido shear-thinning € influenciado pela distribuicao viscosa,

dependendo do angulo da inclinagdo.
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O trabalho de Ruyer-Quil C.; Chakraborty e Dandapat (2012) apresenta uma ten-
tativa de modelar o escoamento de filmes liquidos utilizando o modelo de lei-de-poténcia e
incluindo termos de difusdo viscosa de segunda ordem. Para explicar a difusdo viscosa os auto-
res computaram na superficie livre a viscosidade efetiva e sua derivada onde, para uma interface
imperturbdvel, a taxa de deformacao tende a zero. Para lidar com a divergéncia da viscosidade,
os autores introduziram um platd Newtoniano para uma pequena taxa de deformagdo e uma
fronteira para a viscosidade efetiva, dividindo o escoamento em uma camada Newtoniana na
superficie livre e um volume nao-Newtoniano separado por uma interface falsa. Eles utilizaram
um modelo de duas equagdes dentro da teoria de lubrificagdo. Foi demonstrada boa concordan-
cia entre a andlise de estabilidade e a simulacdo numérica direta (DNS) para regimes lineares
e ndo lineares. Eles compararam a equagdo de Orr-Sommerfeld com e sem tensdo superficial,
para a taxa de crescimento espacial e as curvas de estabilidade marginal, e para diferentes va-
lores do expoente n presente na equagdo constitutiva da lei-de-poténcia. Percebeu-se que a
diferenca entre os resultados é quase imperceptivel para n = 2 ou n = 3, mas extremamente
importante para n = 1. O estudo de Noble e Vila (2013) também trata do problema fisico
de filme liquido. Assumindo um fluido incompressivel, que respeite a equacao constitutiva de
lei-de-poténcia. Os autores consideraram o caso bidimensional do problema, sob a considera-
cdo de que a maioria das instabilidades de superficie livre sdo essencialmente bidimensionais.
Foram deduzidos modelos de lubrificacao para estudar a estabilidade dos estados constantes da
equacao completa do momento de Cauchy, e em seguida derivar um modelo de dguas rasas de
segunda ordem para o fluido. Para lidar com a divergéncia da viscosidade aparente na super-
ficie livre, que introduz uma singularidade na formulacdo de Orr-Sommerfeld e na derivacdo
dos modelos de dguas rasas, os autores introduziram uma formulag¢do mais fraca das equagdes
do momento de Cauchy. Esse procedimento possibilitou o desenvolvimento de um problema
linear que generaliza as equagdes de Orr-Sommerfeld para fluidos Newtonianos, mostrando que
as expansdes ndo-lineares do campo de velocidade, na escala de 4guas rasas, propiciam uma ex-
pansdo natural das autofungdes e autovalores das equacgdes de Orr-Sommerfeld generalizadas.
No mesmo ano Millet ef al. (2013) realizaram uma abordagem temporal para um problema de
estabilidade linear. O sistema fisico € constituido por dois fluidos shear-thinning, seguindo o
modelo de quatro parametros Carreau, escoando em um plano inclinado com a presenca de uma
superficie livre. Um método de colocagdo espectral baseado em polindmios de Chebyshev foi

utilizado para resolver o problema de estabilidade. Para a discretiza¢ao das equagdes, os autores
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utilizaram pontos de colocacdo de Gauss-Lobatto. Eles descobriram que a estratificacdo da vis-
cosidade tem grande influéncia na estabilidade do sistema. Quando o fluido no fundo € menos
viscoso, a instabilidade da interface € amplificada, pois pode crescer sem a presenga de inércia.
A instabilidade de ondas longas na interface é geralmente dominante, a menos que o valor da
razdo de densidade do fluido superior seja proxima de 1, neste caso a instabilidade de ondas
curtas na interface pode ter maiores taxas de crescimento e se tornar dominante. Além disso,
eles descobriram que a reologia dos fluidos tem grande influéncia na estabilidade do sistema.
Quando a camada inferior possui um fluido menos viscoso, a reologia deste fluido determina
completamente a estabilidade do escoamento, e a camada superior quase nao tem influéncia na
estabilidade. No entanto, quando o fluido superior € menos viscoso, uma alteracdo da reologia
dessa camada influencia a estabilidade, mas ndo € tnica nesse caso. Esse tipo de alteracdo afe-
tard mais a instabilidade da superficie e a instabilidade interfacial, para ondas curtas, enquanto
uma alterac@o na reologia da camada inferior desestabilizard o sistema para ondas longas. Os
autores mencionaram que escolheram o modelo de Carreau em suas andlises por capturar com
boa precisao as caracteristicas de um grande nimero de fluidos.

Neste trabalho, consideramos o caso bidimensional da estabilidade de um escoa-
mento gravitacional de um filme liquido. Para fluidos Newtonianos, podemos considerar do
teorema de Squire (1933), mesmo para escoamentos com superficie livre como proposto por
Yih (1955), ou escoamentos estratificados como demonstrado por Hesla et al. (1986) onde os
fluidos envolvidos respeitam a equacao constitutiva Newtoniana. No trabalho de Gupta e Rai
(1968), foi utilizada uma andlise de estabilidade linear padrdo para o caso tridimensional de
um fluido viscoeldstico respeitando o modelo de Rivlin-Ericksen. Uma vez que as condicdes
de contorno do problema nao degeneram a medida que o nimero da onda « tende a zero, €
possivel resolver o sistema utilizando um procedimento de perturbagdo padrao, como feito por
Yih (1963). Sua andlise mostra o resultado de que, sob certas circunstancias, um fluido de
Reiner-Rivlin ndo respeita o Teorema de Squire. No estudo de Sahu e Matar (2010), € analisada
a estabilidade linear tridimensional de um escoamento de dois fluidos imisciveis. A camada
superior contém um fluido Newtoniano e um viscopldstico na inferior, este respeitando um mo-
delo de Herschel-Bulkley. Eles concentram suas andlises no intervalo de parametros em que o
teorema de Squire nao € vélido. Os autores resolveram o problema de autovalor resultante da
combinacao da equagdo de Orr-Sommerfeld e das condi¢des de contorno usando o cédigo-fonte

aberto LAPACK utilizando um método de colocagao espectral Canuto ef al. (2012). Nos casos
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em que a raiz quadrada da razdo de viscosidade é maior que a razdo de espessura, o resultado
mostrou a presenga de instabilidades tridimensionais. E para o modo de cisalhamento, com al-
tos niumeros de Reynolds, os modos bidimensionais sdo mais instdveis que os tridimensionais.
No entanto, no trabalho Nouar C.; Bottaro e Brancher (2007) foi considerada a estabilidade
temporal de um fluido shear-thinning modelado pela lei de Carreau. A motivacdo dos autores
para este estudo veio da possibilidade de atrasar a transi¢ao para a turbuléncia, através da cria-
cdo de um contraste de viscosidade no canal. Para resolver o problema, foi utilizado o método
de colocag@o de Chebyshev. O principal resultado dos autores é que as estabilidades bidimen-
sionais parecem dominantes em compara¢ao com as tridimensionais. Porém, eles apontam que
nao podem fazer uso do teorema de Squire, uma vez que este s6 € valido para um problema
reduzido quando os termos relacionados a perturbacdo da viscosidade sao negligenciados.

O principal objetivo dessa revisdo foi deixar para o leitor uma impressao geral dos
campos tratados neste trabalho. Tenta-se trazer apenas um breve resumo dos principais estudos
e conclusdes de problemas cldssicos, assim como as obras que mais inspiraram a constru¢ao
deste texto. Alguns trabalhos nio foram inclusos nesta revisao porém, recomenda-se ao leitor
as brilhantes obras de Tanner e Walters (1998) e Drazin e Reid (2004) para mais referéncias so-
bre esses assuntos, assim como os excelentes artigos de Doraiswamy (2002) e Darrigol (2002),
sendo estes dois ultimos a maior fonte de inspiragdo para a ordem cronoldgica utilizada nesta

revisao.
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3 FORMULACAO DO PROBLEMA

3.1 Estado base

Serd exposto neste capitulo todas as principais equacdes, € manipulacdes algébricas,
necessdrias para a obtencao do estado base e do problema de estabilidade temporal que virdo
a ser resolvidos mais adiante. Muitas das escolhas de notacdes e formatos estdo associados ao
estilo adotado em Morrison (2001). Algumas suposi¢des e explicacdes serdo apresentadas no
decorrer do desenvolvimento do problema. De maneira geral podemos escrever a equagao do

momento para escoamentos compressfveis na forma:

P %—?+7-?7 A 3.1)

onde ﬁ é o tensor de tensdes total, U é o campo de velocidades, ? o vetor gravidade e p a
densidade. As duas principais contribui¢des para este termo sdo: a pressdo termodindmica e
as deformagdes do fluido. Como a pressao termodinamica € uma forga isotrdpica, e que atua
perpendicularmente em qualquer superficie, podemos expressa-la matematicamente escrevendo
a parte de pressdo do tensor de tensdes, como um tensor proporcional ao tensor identidade na
forma p?. A parte ndo termodinamica do tensor de tensdes € representada por ? e ¢ chamado
de tensor de tensdes extra, ou tensor desvio de tensdes. Como ﬁ e p? sao ambos tensores
simétricos o tensor ? também € simétrico e contém as contribui¢des oriundas das deformacdes
que ocorrem no fluido. Para um fluido em repouso temos que ? torna-se p? , caracterizando
assim a pressao hidrostdtica. Dessa forma podemos definir os tensores de tensdes total e extra

como,

Topl+7 (3.2)
SR (3.3)

Outra equacgdo que necessitamos para o desenvolvimento do problema é a equacao

da continuidade, oriunda da lei de conservagao da massa. A equacdo da continuidade para um
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fluido compressivel é dada por,

ap B
a5t V- (p7) =0 (3.4)

Para fluidos compressiveis a equagdo constitutiva Newtoniana para o tensor de ten-

soes extra é dada por,

7 = UV + (V)] + (%u - 0) (V- 7)? (3.5)

onde p € a viscosidade de cisalhamento e ¢ é a viscosidade aparente. A primeira € referente
a resisténcia do fluido ao movimento de deslizamento, enquanto a segunda trata-se de uma
contribui¢do isotrépica a tensdo, gerada quando a densidade do fluido se altera sob efeito de uma
deformacdo. Se considerarmos um fluido incompressivel, ou seja, um fluido cuja densidade ndo

¢ uma funcdo do tempo ou do espaco, a Eq. (3.4) torna-se apenas,

V.7 =0 (3.6)

substituindo a Eq. (3.6) na equacdo constitutiva Newtoniana, temos o caso incompressivel da

mesma, dada por,

F o T+ ()

na qual o tensor entre colchetes € chamado tensor taxa de deformagao e € definido como,

F oYU+ (V)T 3.7)

Com esta ultima nota¢do podemos escrever a equagdo constitutiva Newtoniana para

fluidos incompressiveis na forma,

7o (3.8)

sendo esta ultima aplicdvel para todo tipo de escoamento de fluidos com caracteristicas Newto-
nianas. Substituindo a Eq. (3.2) na Eq. (3.1) e utilizando a identidade ? . p? = Vp, podemos

escrever a equacdo do momento na forma,

p<87 7-??):—%—?3+p7 3.9)

o T
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Para desenvolvermos as equagdes comecaremos a expandir suas componentes es-
paciais, dessa forma, trabalharemos a Eq. (3.9) termo a termo. A notacdo utilizada para as

S = (x,y,2) e

componentes de velocidade serd v = (u,v,w); j& para as espaciais teremos
os versores utilizados para essas dimensdes serdo ¢, ¢, e ¢.. Portanto, partindo da Eq. (3.9)
temos as seguintes igualdades,

ov  Ou, v, Ow

9V _Ous Vs 4 W, 3.10
o ot Tt (3.10)

7.9 =

u%+va—u+wa—w € + u@+v@+w@ €, + ua—erva—erwa—w e,(3.11)
Ox oy 0z | Ox oy oz ] Ox oy oz | =7

7€z (3.12)

Assumindo que o problema a ser tratado apresenta apenas um angulo de inclinagdo

6, no qual é independente da componente ¢, podemos escrever,

0 d = pgsinbé, + pgcos ve, + 0e, (3.13)

Nosso préximo termo trata-se do tensor de tensoes ? e por isso faremos algumas
suposi¢des sobre as caracteristicas do fluido, assim como apresentaremos algumas escolhas para
o mesmo. O fluido do qual este texto busca analisar pertence a um grupo de fluidos chamados de
"Newtonianos generalizados". Esta classe de fluidos tem como caracteristica principal o fato de
que a viscosidade é uma func¢do da taxa de cisalhamento + (que serd devidamente apresentada
mais adiante no texto). Portanto, se considerarmos um escoamento incompressivel podemos

alterar a equacao constitutiva Newtoniana para,

7 = )7 (3.14)

obtendo assim uma equacao constitutiva para fluidos Newtonianos generalizados incompressi-
veis. Tomando como base este dltimo resultado assumiremos também que 7(%) é uma fungéo

escalar. Utilizando a Eq. (3.7) obtemos,

V-7 = —[Vn0)- V2 =) (- V) = [Tn(3)- (V)T =03V - (F2)7] G.15)
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Em relacdo a Eq. (3.15), realizaremos o mesmo procedimento dado para a Eq.
(3.9) abrindo termo a termo nas componentes espaciais. Dessa maneira podemos escrever as

igualdades,

7) Ou | On(§) Ou | On() du |,
—[?n 67 [ ox 8:U+ oy 8y+ 0z %]%

_| o) ov  9n(§) v | On(d) Ov : _ [9ny)ow | on(3) Ow | 9n() Ow
Jx Oz dy Oy 0z 0z Oxr Oz dy Oy 0z 0z

] A3.16)

G = o S+ o+ )

ox?  0y*> 0z

0% v 0%\ . [ Pw  Pw DPw) .
—n(7) (@ + o + @) ey —n(7) <8x2 + Iy 5 ) é. (3.17)

—[Va) - (V)] = - lag@g_z N 822 1) g; N 8g<z )g:]e

_|9n() Ou  on(3) v On(¥) Ow . | On(¥) Ou  On(¥) Qv On(%) Ow
oxr Oy dy 0Oy 0z oy|"? or 0z dy 0z 0z 0z

] €,(3.18)
NV - (VB = —n(3) [V (V- 7)) =0 (3.19)

onde esta ultima identidade pode ser obtida uma vez que a Eq. (3.6) € utilizada. Substituindo

as Egs.(3.16) - (3.19) na Eq. (3.15) temos,
v.F =
[ on(y)ou o) {Ou v\ ) [ou Ow [ Pu Pu P\ |.
_ 192 T ALY e Wi
or ox " oy \ay T ) o: \a: T )TNzt o )|

an@) (o0 ou\ ot ov oty (v dw [P0 9w o]
ox <8x+8y>+2 dy 8y+ 0z 8z+8y (%) 8w2+8y2+822 “
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o) [Oow Ou\ onE) [ow v on(%) Ow [ OPw  Pw  Pw)|.
[ or \ar T0: ) Tay \ay Ta2 )2 0s o TN G T Ta )|
(320)

Substituindo Egs.(3.10) - (3.13) na Eq. (3.20) teremos a equa¢do do movimento nas

coordenadas espacias na forma,

omy) (Ou v\ () [ou Ow [ Pu  O*u  O%u A
* oy 8y+8:c * 0z 8z+ Ox () 8x2+8y2+8z2 Fpgsind| e.(3.21)

ov  ov ov. ovY_ _Op On(y)(0Ov  Ou
P\ar " %ar "oy T2 )T Tay T or \or oy

L0101 v, () (@ . 8_w> ) (a% o O

— 22
+2 oy Dy 95 92 + = Oy 8 2>+pg cos@] e, (3.22)

ow ow Ow Ow)_ _Op on(d)(0w Ou
P\ar " Yar " Yay TV )T Ta: T ox \ar | oz

) (ow o) o ow o (Pw Pu Pw)],
oy \ay "oz 2= ()| g+ o oz ) | (3.23)

Neste trabalho estamos considerando como sistema fisico um filme liquido esco-

ando em um plano inclinado sob o efeito da gravidade, como o apresentado em Fig. (3.1).
Nesta figura h representa a espessura do filme liquido, 6 o dngulo de inclinacio da superficie
sélida, 7 o vetor gravidade e £(x,t) a posi¢do da interface. Para modelar o comportamento da
viscosidade optamos pelo modelo de Carreau-Yasuda. Esta escolha deve-se ao fato que, além
de ser um dos mais gerais dentro do grupo de fluidos Newtonianos generalizados, ele também
prevé uma taxa de cisalhamento finita na superficie, tornando-o adequado para o sistema que

estamos considerando. O modelo de Carreau-Yasuda € dado por,

(%) = Too + (10 — Too)[1 + (41)%] = (3.24)
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Figura 3.1 — Esboc¢o do problema fisico de um escoamento gravitacional de um filme liquido.

onde a prevé a forma da regido de transi¢do entre o platd da taxa de cisalhamento zero e a
porcao decrescente (semelhante a lei de poténcia) da curvatura da viscosidade versus taxa de
cisalhamento. A\ determina a taxa de cisalhamento na qual ocorre a transi¢do do plato da taxa
de cisalhamento zero para a por¢do de lei de poténcia. Ele também descreve a transicdo entre a
regido de lei de poténcia para n = 71,.. O expoente n governa a inclinacdo da parte decrescente
da curva n. Neste modelo, a viscosidade tende a 7., conforme a taxa de cisalhamento 7 se torna
maior. Quando a taxa de cisalhamento fica menor, a viscosidade tende a 779. A fim de avaliarmos
a taxa de cisalhamento + presente na Eq. (3.24) devemos calcular a segunda invariante do tensor

% dado pelo produto escalar tensorial % % Dessa forma temos,
. . 2 r 2 2 2
? : ? =242 Ou + Ou +2%@ + ov + Ou
S Ox oy Oy Ox Ox 0z
ouow (ow\] (o0) [(ov\ ovow (ow\] . [ow)
u Ow w v v v Ow w w
e (0] 2] (&) s (22) ] f22) )

portanto, considerando a Eq. (3.25),a taxa de cisalhamento + pode ser escrita como,

. . . 2 2 2 2
lﬁ_._‘/??_ () (o) ouae  (90)], [ (on
LA R Tl W dy By d0x ' \ oz 82

2 2 2 1
ou dw ow ov ov ov Ow ow ow :
QU (T o &Y Sl I 2 2
oror T <8x> * <8y> * (82) iyt <8y> * <8z> } (3.26)
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Para descrevermos completamente a Eq. (3.23) devemos calcular as derivadas de

n(%). Considerando a Eq. (3.24) as derivadas sdo dadas por,

P9 — (y~ mo)a (”—”) (%A) ()" L+ (A5 (3.27)
8g—<j> = (M0 — 7o) (”—”) (%A) (N L+ (G (3.28)
8g—<j> = (110 — Mc)a (”—”) (?A) (TN L+ (BN (3.29)

porém, para as Eq. (3.26)-Eq. (3.29) precisamos ainda considerar 21,23 e 91 na forma,

ox’ dy 0z
2 2 2 2
0i _[y(on\" [ (o0 pouon , (20)] [ (on
or ox dy Oy Ox ox 0z
2 2 2 2 2y —
+28_u8_w+ 8_w +2 @ + @ _’_2@(9_711_’_ a—w +2 a—w
dy 0z 0z Oy y 0z

oot [ou ot (0w on ouorn) ovore] fou 0%
Oy 0x0y OxQy 0x Oy 0x? | Ox 0x? 0z 0x0z

D=

[ Fuow o) owre] ov v Jou o
0x0z Ox 0z 0x? Ox O0x? Oy 0xdy 0z 0x0z

2 2 2 2
<8vaw @v@w) 8w8w]+6w8w} (3.30)

(‘h@zﬁ_y + aﬁmﬁy (‘Ty@x@y 0z 0x02
2 2 2 2
@ =<2 @ + % +2@@ + @ + %
oy ox dy Oy Ox ox 0z
2 2 2 2 2y —
pQulw (0w o (00 (00 p000w  [Ow) |, (0w
dy 0z 0z 0y dy 0z

ox
{Qau 0%u [(‘9u82u (32u ov  Ou 0% ) ov 0%v ] [814 0%u

D=

oz 0yor oy \ o or T oyoyor ) oz oyor | |0z 002
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0%u 8_w+8_u 0w +8_w 0%w +@8_2v dv v
Oyoz 0x 0z 0yox Ox 0yox dy 0y? 0z Oyoz

2 2 2 2
<81} ow 82}810) 8w0w] 28w8w} (3.31)

0y 0y "oz 007 ) Ty a2 | 20 yo-

ol

ou ow (811})2
+2——+ | —
ox

dy 0z 0z Oy dy 0z

ou 0*u ou 0*u Pu Ov  Ou 0% ov 0% ou 0%u
2 — + | + — = +— + o
Ox 0z0x Oy 020y 0z0ydx 0y 0z0x | Ox 0z0x 0z 022

Pudw  Ou O*w ow O*w ov v ov 0%v
et =— AR P2 [
0z2 0x 0z 0z0x | Ox 0z0x Jy 020y 0z 022

(3.32)

Puou ovow ) ow ] owdu
022 0y 0z 0z0y dy 0z0y 0z 022

Podemos agora fazer algumas consideracdes sobre a adimensionalizacdo das equa-

coes até aqui desenvolvidas. Consideraremos primeiro os seguintes grupos adimensionais:

_____ - r y =z uhs vhy why tQ ph® n
x,y,z,u,v,w,t,p, =\ 77 7 T AT A YA P19 o (333)
( 77) (hs hs hs Q Q Q hg pQ2 o
onde a escala caracteristica € a espessura do filme liquido /4 dada por,
3
hy = | 09 (3.34)
pgsin(0)

Considerando a Eq. (3.33) a conservacdo da massa dada pela Eq. (3.6) assume a

forma,

o v O
?-7_0@%+a—y+%_0 (3.35)
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onde a linha acima das componentes representa uma componente adimensionalizada. Pode-
mos demonstrar de maneira direta que substituindo Eq. (3.33) na Eq. (3.26) temos a forma

adimensional da taxa de cisalhamento dada por,
2 2 2 2
e Q 2 @ + @ +2@@ + @ + @ _|_2@a_w
7= h2 0T oy 0y 0T 0T 0z 0z 0T
2 2 2 2
ox Jy 0z 0z Jy dy

. Q- R
Y= ﬁ7@7:75 (3.36)

Aplicando a Eq. (3.33) em Eq. (3.21), Eq. (3.22) e Eq. (3.23) obtemos,

ou _Ou _Ou _ou  Op 1 |,00(%)0u
o Tty e T o T Re|”

oz 0%

+82—(;) (Z—; - %) +8z_(§) (g—z + g—§> +1(%) (gz + g;g + ZZ) +F17~§ (3.37)
+8Zg) (g—g + %) +2 82(;) g—z +7(3) (g;? + a;g + g;?)] (3.39)

onde o adimensional Re representa o nimero de Reynolds, que € o quociente entres forcgas

inerciais e viscosas, enquanto F'r, e I'r, representam o nimero de Froude para as componentes
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x e y, sendo o quociente entre as forgas inerciais e gravitacionais (de forma mais geral pode ser

representado pela razao entre forcas inerciais e o campo externo). Dados por,

_ (9 Q? Q?
(Re, Fry, Frry) = (%’ \/ghg )’ \/ghg cos(e)) (3.40)

Aplicando Eq. (3.33) na Eq. (3.24) obtemos a equacdo de Carreau-Yasuda adimen-

sionalizada na forma,

n—1

() =1+ (1= 1)1+ (L7)"] =

(3.41)

onde [ = 17% e L = 2—? Notemos que, em Eq. (3.41) se considerarmos / < len < 1
temos um fluido shear-thinning, enquanto que para I > 1 e n > 1 temos um fluido shear-
thickening. Quando n = 1 ou L = 0 temos 7] igual a uma constante, caracterizando assim o
fluido como Newtoniano. Para obtermos as equacdes adimensionais do movimento precisamos

também aplicar as adimensionalizacdes em Eq. (3.27), Eq. (3.28) e Eq. (3.29). Com isso,

pOdeOS €SCrever,

MO - m(” - 1) <L§—§> G e
= ”“(n f 1) (LZ_;> CL T 6y

D _ 1 - I)a<n - 1) (%) A+ R G4

Neste trabalho estamos considerando o problema de um escoamento bidimensio-
nal, dessa maneira, devemos aplicar algumas consideracdes para as equagdes utilizadas até o
momento. Consideraremos que w = 0 e % = 0 onde ¢ € quaisquer propriedades, vetores ou

tensores associados ao fluido. Dessa forma a equacio da continuidade dada por Eq. (3.35),

?-7:0@%+g—;=0 (3.45)

As equacdes da conservagdo do momento serdo baseadas em Eq. (3.37) e Eq.

(3.38). Quanto a Eq. (3.39) ao aplicarmos as consideracdes de um escoamento bidimensio-
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nal ela torna-se identicamente nula, portanto serd desconsiderada neste caso. Dessa forma, as

equacdes do momento sdo dadas por,

@—i—ﬂ@-l—v@——@ﬁLi 2
o o 0y 0T Re

oz oz oy \og oz 7 o )| T Ee
(3.46)

on(y) du , on(3) (8@ . aa) oG) (8% 0% 1

o 00 G0 0p, L 0n) (v Ou\ GOn(3) 00 L (00 O |
ot oz 'oy 9y Re| oz \oT oy oy oy "\ oz o2 || T
47)

ainda seguindo as mesmas consideracdes, podemos escrever a taxa de cisalhamento y dada em

Eq. (3.36) como,
ow\’) ?
+2 <—f) } (3.48)
Jdy

< Lofom\ L[ (o pomor  (on)]
7= 0T Iy 0y 0T 0T

Quanto ao modelo de Carreau-Yasuda e suas derivadas temos que, Eq. (3.41), Eq.

(3.42) e Eq. (3.43) permanecem inalteradas em suas descri¢cdes apresentadas até aqui. No
entanto, a Eq. (3.44) torna-se igual a zero, uma vez que apresenta derivadas em z. Considerando
as Eq. (3.30), Eq. (3.31) e Eq. (3.32) e levando em conta o resultado da Eq. (3.36) as derivadas

da taxa de cisalhamento assumem a forma de,

o7 _ [, (om\  [(oa) ,,0mon  (ov)
T 0T Iy oy 0T 0T

2@@ + @ 82ﬂ + 82ﬂ @—f‘ @@ +@@ _|_2@ 826 (3 49)
0T 07* oy 0Toy oxoyox Oy 0x* | 07 072 oy 0Ty '

_ 2 2 2 9\ 1
7 ou ot Ju v v 0] ’
L ={2 = — | 2=+ | — 2| =

{2% ’u [aga2g+ (a?aav L0 9 >+a@ 0°v ]JFQ(%‘?%} (3.50)

grogor  |ogoy: ' \ oy oz Oydyor ) oz dyoT| Iy Iy’
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() e

0 (3.51)

o7 [,(om\ " [(on) ,,omem, (v
0z 0T oy 0y 0T 0T

9y _
0z

A partir deste ponto assumiremos que o escoamento € paralelo e totalmente desen-
volvido, ndo havendo qualquer presenca de perturbacdes no escoamento. O perfil de velocidade
do estado base, dado por u, € uma funcdo de i apenas. A componente de velocidade v € igual
a zero e o gradiente de pressdo na direcdo x também € zero, ou seja, deste ponto em diante a
formulag@o € especifica para escoamentos externos sem gradiente de pressdo. Com base nestas
consideragdes a equacdo da continuidade Eq. (3.45) € identicamente nula, enquanto as equacdes
do momento Eq. (3.46) e Eq. (3.47) tornam-se,

n(y)ou - 0%
%8—@ +ﬁ(7)8—g2 =-1 (3.52)

op 1 0m(y)u  coth
0y Re 0T §  Re (3.53)

enquanto a taxa de cisalhamento e suas derivadas dadas em Eq. (3.48), Eq. (3.49) e Eq. (3.50)

podem ser escritas como,

_ ou
5 = a_; (3.54)
8T
a—; - (3.55)
o5 o
8—; - 8—; (3.56)

Substituindo Eq. (3.54) na Eq. (3.41) obtemos o modelo de Carreau-Yasuda na

au\' | *
1+ (La_y) ] (3.57)

forma,
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no entanto, para as derivadas do modelo de Carreau-Yasuda devemos substituir as Eq. (3.54) e

Eq. (3.55) na Eq. (3.42), assim como as Eq. (3.54) e Eq. (3.56) na Eq. (3.43). A Eq. (3.44)

torna-se igual a zero devido a derivada na direcdo 2. Dessa forma, obtemos respectivamente,

omn(y)

0T =0
o) n—1 0% AN
{255

omn(y)

0z =0

Substituindo Eq. (3.58) na Eq. (3.53) temos que,

@ B cot 0
0y  Re

(3.58)

(3.59)

(3.60)

(3.61)

A partir deste ponto consideraremos, apenas para o estado base, que @ = U. Tam-

bém utilizaremos a espessura do filme liquido adimensionalizada como h = h/h,. Levando

em conta as condicdes de contorno de ndo-deslizamento na parede e de cisalhamento nulo na

superficie do fluido podemos escrever respectivamente,

Integrando a Eq. (3.52) e Eq. (3.54) temos,

—dU

W(V)d—y =y

_cotd

pP=y Re
substituindo a Eq. (3.57) na Eq. (3.64) encontramos,

ar\"
1+ (1%

n—1

{1+(1—1)

dy

Y dT
} = —yparay € [0;h]

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)
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a ultima relacdo necessdria para fechar a formulacio do estado base € obtida considerando que

a vazdo adimensional igual a unidade . Dessa maneira podemos escrever a integral,

h
/ Udj = 1 (3.67)
0

Dessa forma as Eq. (3.62), Eq. (3.66) e Eq. (3.67) constituem um problema nao-
linear para determinar o perfil de velocidades e a espessura do filme liquido. Nao existe solugcao
analitica para o caso geral, no entanto, podemos encontrar solu¢gdes aproximadas. Neste tra-
balho iremos propor duas solu¢des para este problema. A primeira € uma solugdo assintdtica
utilizando métodos de perturbagdo, e a segunda serd através da implementacdo de um método

numeérico.

3.2 Estabilidade temporal

Nesta se¢do utilizaremos uma pequena variagao ao representar as equagoes do mo-
mento. Esta mudanga em nada afeta os resultados apresentados na Eq. (3.46) na Eq. (3.47)
(que sao equivalentes aos resultados apresentados abaixo), no entanto, uma pequena contra-
¢do de notacdo ajudard a introduzir termos de perturbagdo nestas equagdes. A conservagao do
momento é dada por,
ou ou ou dp 1 |OTps  OTyy 1

o Yo Ty T Tor " Re|l oz oy | Fe (3-68)

o _ov v 0p 1 |om, om,| 1
ot "oz "oy oy Re| oz oy | Fr2 (3-69)

onde as tensdes normais sdo dadas por 7., = 277 € Tyy = ” ;> Enquanto as tensoes tan-

genciais, ou de cisalhamento, sdo dadas por 7,, = 7, = ( . Afim de estudarmos

a estabilidade temporal do sistema em questdo devemos partir novamente das equagdes funda-
mentais do problema. Introduzindo perturbagdes nas equagdes de conservacao da massa e do
momento, assim como nas condi¢des de contorno do problema, vamos obter um conjunto de
equagdes que representa o estado perturbado do sistema fisico. E importante ressaltar que esta

¢ uma analise linear da estabilidade, para um dado escoamento base, dessa forma produtos de
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perturbacdes serdo sempre descartados. As perturbagdes serdo consideradas na seguinte forma,

p(,7,1) = P() + p(7,7,)
substituindo Eq. (3.70) na Eq. (3.45) temos,
0 — o ou  0v

_ . v ou ov
%[U(y)+u]+a—g—0®af+ay

Considerando a Eq. (3.48) podemos reescreve-la na forma,

2 2 25 &
— ou ou 0v v :
=) 55 () o

substituindo Eq. (3.70) na Eq. (3.72) encontramos que,

=0 (3.71)

. oU 0u 00
Yy = — 4+ — + — 3.73
gl @+@+% (3.73)
aplicando Eq. (3.70) no modelo de Carreau-Yasuda dado por Eq. (3.41) temos,

— ay =1

- ou ou  0v ¢
() =1+ (1—-1)<X1 Ll —+—+ — 3.74
() =1+ ( ){ + (ay+ay+af>]} (3.74)

Dessa maneira podemos introduzir Eq. (3.70) e Eq. (3.74) na tensdo normal 7,

n—1

obtendo assim,
. 0T ou on\']) " | oa
rm_2{1+(1 I){1+ L (ay +ay+%> ]} }az (3.75)

9

para resolvermos a exponenciagao (%—g + g—g + 52)% na Eq. (3.75) devemos utilizar o teorema

binomial. Assim, podemos mostrar que,
__ a a —__\ a—k k
ou , o 00\ _ = (@ (a0 (00 o0 _
oy 0Oy 0] \k) \ 9y oy o0z )
1 —__\ a—k . . k a —__\ a—k . . k
S () () (2, ) s (e (0) T (20, 00
— k Jy oy O P k Yy Jdy O
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— a —\ a —_\ a—1
ou ou 00 ou ou ou  0v
(a_y Topt %) = <a_y> +<a_y> (8_g * ?) (9.76)

utilizando a Eq. (3.76) na Eq. (3.75) obtemos,

—\ a —\ a—1 n=1
oU NE) ou  ov\| © | oa

aplicando o teorema binomial para a expressdo [1+(L2Z)* 4 q Lo (20 )e~1 (22 4. 9] "o presente

%mzz{l+(1—f)

na Eq. (3.77) temos,

a

_\N a2 —__\ a1-1 —_\N a _\ —1
oU oUu 0 oUu ou 0v

substituindo Eq. (3.78) na Eq. (3.77) encontramos,
o

o\ "

“oar\ (T foa 060
L— e— — t = | = =
ay Jy Jy 07|07

{1+(n—1)

%m:2{1+(1—1)

au\"
1 L—
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2{I+(1—I) 1+(Lg—g> ] }g—;@

note-se que na Eq. (3.79) definimos que 7 = I + (1 — I)[1 + (L%)a]%l. Introduzindo a Eq.
(3.70) e Eq. (3.74) na tensdo normal 7, obtemos,

n—1

(oU ou ov\']) “ oo
(wwm) ]} ) om

Tyy = 2{I+ (1 —I){1+

substituindo a Eq. (3.76) na Eq. (3.80) podemos escrever,

—\ a —\ a—1 n=1
oU (oT on  ov\] “ | o

substituindo a Eq. (3.78) na Eq. (3.81) teremos,

v\
(o)

Ry = 2{1+ (1-1)

%yy:2{1+(1—1)

FAY
- <La_y>

2{I+(1—])

) 0
Tyy = Q%_y (3.82)

Aplicando a Eq. (3.70) e Eq. (3.74) nas tensdes de cisalhamento 7, e T,, iremos

obter,

n—1

ou oa oo\| ) “)[oU oa 0o
(2 Y2

Ty

Py = Fya = {I+(1—]){1+
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utilizando Eq. (3.76) na Eq. (3.83) temos,
—\ a __\ a—1 h—2 1
1+ (229 sare (%Y o, 0% oU | 94 86
Jy oy Jdy 0T Jdy OJy 0T
(3.84)
substituindo Eq. (3.78) na Eq. (3.84) encontramos que,

CAY
1 L—

n—1

' {1+(n—1)

%my—{IJr(l—I)

S AN N AN AN AN T A
oy oy oy oy 0T oy 0y 0T)

au  9u o or\ "] ! ou ou  9u 0

u v u v

](ay a—y—f-%)ﬂ—(l—f) 1+<L8_y) { 1+<L8_y> <a—y+a—g+%>
AN AN ov\ (0i , o5 oo\ (aT\ (o0 0\

u v u v

TR (e I s v [ E) () (L

o\l o
{I+(1—I) 1+ <L6_y> }8_y

_\N a _\ aq 211
oU ou ¢ ou  0v
+{]+(1—]) 1—|—n( ay) 1+<L8_y> }(8_@—'_%)_

(3.85)

nota-se que o resultado obtido no desenvolvimento da Eq. (3.85) também ¢é vilido para 7,

Com estes resultados podemos reescrever as equagdes do momento. Aplicando Eq. (3.70), Eq

(3.79), Eq. (3.85) em Eq. (3.68) obtemos,

ot —0u oU Jp 1 (0T  OTyy 1 (onoU _0°U 1
COCANEY N

G VE T T o T e\ o T oy



substituindo Eq. (3.52) em Eq. (3.86) temos que,

ou U@u OU op
ot oz 63/ oz
onde, 7, = 27](T, Toy = E(gz + gg’;) e € é dado por,

€ =

I—i—(l—[){l—i—n(

n 1 [ 07z .
Re T

0T

0%,
oy
au\ o\ !
w) 1 (%) ]
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(3.87)

(3.88)

Agora, substituindo Eq. (3.70), Eq. (3.82) e Eq. (3.85) na Eq. (3.69) podemos

€SCrever,

8v+
ot

— 00

T

ap 1
63/ " e Re

05, 0%,
( 7 oy )

utilizando a Eq. (3.53) na Eq.

ov  —0v op
§+U%__8_y+

[ol)]

— _ o
onde, 7, = 272 77 © novamente 7., = €(5 + 5

oP
Iy

(3.89) encontramos que,

d

£4), assim como € é dado por Eq. (3.88). Para

0Ty

ox

Re

OTyy

dy

1 87) ou
g oy

)

+ Fr?

Y

(3.89)

(3.90)

continuarmos o desenvolvimento das equacgdes de conservacdo do momento tomaremos as de-

rivadas de Eq. (3.87) em relacdo a y e Eq. (3.90) em relacdo a &, obtendo respectivamente,

?u  oU[ou ov\ — 0*u  0°U 0%p 1 | 0o
——+ — | =t = |tV st =+ 5 2025
oyot oy \ 0 Oy 0yoT Yy 0yoT 0y 0T
Lo P 0% (00 00\ ok (0% 0%\ (0% 9% ]
Togorz "o\ oy T oz | TPog\ o T agaz | T\ o T avtom
0% 0% % L[ om0 (0% o)
oTot oz 0Ty Re| 0y0x0y 778@852 ‘ oz?oy o073
subtraindo Eq. (3.92) de Eq. (3.91) podemos escrever,
ofon_ov\ go (o0 on), T _
ot\ oy oz ox\oy oz oy
1| |8 [on 0? [ 00 on o (ou 0Ov
=7z = | 5= 0= | | 24 = A=
Re oz \ 0y | Oy~ \ox Jy oz \ o Yy

(3.91)

(3.92)
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_|_a_2€ @4_@ +2§2 @4_@ _|_—a_2 @4_@ _a_z @4_@ 393)
o\ oy oz oyoy\ oy Ox ‘ oyp*\oy oz ) o0x*\oy Oz '

Como estamos considerando um sistema bidimensional podemos utilizar funcoes

corrente ¥ na forma,

9y (3.94)
A
T T o

substituindo Eq. (3.94) na Eq. (3.71) a equacdo da continuidade € identicamente nula, como

demonstrado abaixo,

oz toy ozoy Tog\ om :c‘ﬁ@y_aI&y:O (393)

aplicando também Eq. (3.94) em Eq. (3.93) iremos encontrar,
o (0> +a2¢; g0 a?@+82\if PUov _ 1), |0 (o0
ot\ oy = ox? oz \ oy = 0z oy 0r  ke) o2\ o2
L (PN 070\ P P 0% (0P 5P
oy* \ 072 oy oz | 0zoy  0xoy | Oy \ oy Oz

LOEo (Y v\ T (Y U\ (Y 0% (3.96)
Vo \ o ~ 022 | o\ o7 ~ o '

oyoy\ oy*  ox?
Uma vez que as derivadas sao independentes e o sistema € linear podemos conside-

ou  0b 0 0 a(a@) AR

rar as funcdes corrente como modos normais adimensionalizados e escrever,

U(z,7,7) = U(g)e (3.97)
onde o = kh, € R, k corresponde ao nimero de onda, e c = wh,k™1Q~! € C, w é a frequéncia

complexa. Da Eq. (3.96) podemos escrever,

oo OV
oT?y? Oy ozT20y

00 0PV 00 oW\ U _ 1|
0y* 0T Re g

gior oo " N\amar T o

Lo (0P P O (0P o (ot ot ot
o\ oy o7? oy\ oy oT*y ‘ oyt oz2oy? ozt

(3.98)
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substituindo Eq. (3.97) em Eq. (3.98) obtemos,

- U - - e 1 . -
[—iacD*V + ia*c¥ + U(iaD*¥ — ia®¥) — D*Uia¥]e@=t) = R—[—4ﬁa2D2\I/ — 40 D7DV
(&

+D*(D*T + ?0) 4 2DE(D*T + o2DT) + & DT + 202 D*T + o1 1))e =D o

(D* 4 a*)[D% + 2DeD + &(D? + )|V — 40’ D (DY) =

iaRe[(U — ¢)(D?* — o®) — D*U|¥ (3.99)

onde D’ = % e ¥ é uma fun¢do de y como definido na Eq. (3.97). A Eq. (3.99) é a equacdo
de Orr-Sommerfeld para um fluido definido pelo modelo de Carreau-Yasuda. Dessa forma

podemos comegar a desenvolver as equacdes de condi¢do de contorno para o problema.

U=0paraj=h
B (3.100)
v=0paray =nh

utilizando Eq. (3.70), Eq. (3.94), Eq. (3.97) e Eq. (3.100) podemos escrever,

U
U+ —¢@—) — (3.101)

substituindo Eq. (3.62) na Eq. (3.101) encontramos que,

OV(R) suirc
(h) ela(mfct) -0
dy

DV (y) =0paray =h (3.102)

Considerando o mesmo procedimento para v em Eq. (3.100) temos,

—iaTe@D = ) = U(h) =0

U(y) =0paray = h (3.103)

onde as ultimas igualdades em Eq. (3.102) e Eq. (3.103) formam as condicdes de ndo desli-

zamento do problema fisico. Agora faremos uma breve descricdo matematica da interface do
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fluido, para logo em seguida apresentarmos a condi¢@o cinemadtica na superficie livre. Conside-

rando a representacdo geral da interface como H(T,¥,t) = 0 temos que,

dHE 5. = 0o @D o OHE@ G - OH(E 5,

YY) g 104
0% g Yt 0 (3.104)

porém, uma vez que VH(Z, y, 7)) =2 gﬂy e, + (gﬂ% éy e d7 = dzé, + dy yé, podemos

escrever, VH(T,7,1) - d@ = ”’t) dT + %dy, portanto podemos escrever Eq. (3.104)

como,

dH(z,7,7) = VH(z,5.7) - d7 + %%y’t)dz =0 (3.105)

O vetor normal unitdrio 77 da superficie é obtido pelo fato de que o diferencial de
H é zero. Dado um deslocamento d 2’ para um ¢ fixo ao longo da linha de superficie podemos

escrever,

dH(z,75,1) = VH(zZ,5,1) -d2’ =0 (3.106)
uma vez que 7 ¢ paralelo a VH (7,7, ) encontramos,

_ _ VH(z,7,%
VH(Z,7,1) = |VHZ,7,0)|| 7 < 7 = % (3.107)

considerando que dZ = Wdt sendo W é o vetor velocidade para um dado ponto na superficie.

Utilizando a identidade da Eq. (3.105) nés encontramos,

dH(7,7,7) = VH(Z,5.7) - d7 + %ﬁy’)d = VH(Z,75,7) - Tdi + %di@
dH (7,7,7) — aH(gty’ D = VHE.3.7) Wi o
LOHE@TD p \\HE | (7 D) e

ot
_OH(@gt)
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Como trata-se de um caso bidimensional podemos reescrever a definicdo geral da

interface dada por H(T,,t) = 0 como,

H(z,y,t)=y—£&@.1) =0 (3.109)

dessa maneira, considerando Eq. (3.107), Eq. (3.108) e Eq. (3.109) obtemos,

85(90 t) 1
W= Et, + -, (3.110)
O&(T,t) IE(z,1)
9€(@,1)
W = 9 (3.111)

onde %?) € a inclinagdo interfacial. A condic@o cinematica na interface estabelece que a
velocidade interfacial @ - 77 deve ser igual a velocidade da superficie - 7. Portanto, podemos

considerar que,

U =07 emy = (T, 1) (3.112)

uma vez que U =Té, + ve, e e 7 ¢ definido por Eq. (3.110) teremos que,

_OE(@,E) | —
—u—=3>*+0
U = oz (3.113)

2

dessa forma, tomando Eq. (3.111), Eq. (3.112) e Eq. (3.113) podemos escrever,

U= e — = i

@D o %@y (3.114)

substituindo Eq. (3.70), Eq. (3.94) em Eq. (3.114) temos que,

G 0&( 1)\ oV  0&(z.1)
<U+8_y> (‘ oz ) w0 (.113)
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Consideraremos a perturbagdo, juntamente com o modo normal adimensional, de &

como,

@, 1) = £(T,1) = e (3.116)
substituindo Eq. (3.97) e Eq. (3.116) em Eq. (3.115), e eliminando produtos de perturbagdes,

encontramos que,

Uag ovaE v o

(—iaW + iock — ialU€)e ) = ) o

U—(c—0U)=0em7 =0 (3.117)

onde Eq. (3.117) é a condi¢@o cinematica da interface. Dando sequéncia ao desenvolvimento
matemadtico na superficie do fluido iremos tratar das condi¢des dindmicas na interface, que sao
dadas pela continuidade das tensdes tangenciais e normais da interface. Primeiro lidaremos com
as tensdes tangenciais, que sdo associadas com os efeitos viscosos do fluido. Consideremos um
T

— L . -, . -
vetor t tangente a superficie, dessa forma ¢ ¢ perpendicular a 77, entdo podemos escrever

— . . —
£ = 0, para esta relacdo ser satisfeita devemos ter ¢ dado por,
IE(z,t)
— 1 . = .
t = r + oz &y (3.118)

2 2
\ 1+ (—355”;”) 1+ (—8 gg”)

A continuidade da tensao tangencial € dada por,

?-(?-ﬁ):o (3.119)

onde § ¢ o tensor de tensdes dado por,

Toz Toy Taz P 0 0
Y Te Ty Ty- | — | 0 P O (3.120)

Tew Tay Taz 0o 0 P



65

Para o problema bidimensional a Eq. (3.120) torna-se,

Y= (Txm — P)e_g;e; + Tyme_g;e_;ﬁ + Tmye_;cezl + (Tyy - P)e;;e_l; (3.121)

utilizando Eq. (3.110), Eq. (3.118) e Eq. (3.121) em Eq. (3.119) obtemos,

9€ _ 9 85
(9_Tm + Toy — P Tyz + 7= o = 0 (3.122)
Aplicando Eq. (3.79), Eq. (3.82) e Eq. (3.85) em Eq. (3.122) e lembrando que

Try = Tyz (€MOS,

o€ . _ R O _ . o€ .
a_sz + (T:):y + Txy) - %(Tw + Tyx) + %Tyy =0«

0€, 00 LoU | (04 00 0€) oU (04 00 +%2—8U—0@
‘ ay \Nog "oz || "oz oy

2 _
"oz lor Ty T\ oy Tz ) oz
oU ou  0v\ 06_oU
[ el — _— | —-——7— = 12
oy +€<ay+az) o7 oy 0 (3.123)

Aplicando a série de Taylor para 7,, = ﬁ% podemos representar esta igualdade

como uma série de poténcia de £ no entorno de i = (0. Dessa forma, utilizando um truncamento

de primeira ordem, podemos escrever,

ou _oU 0 (_0U \=
o _"8_y+a_y< —)5 (3.124)

OT oy = =2
Toy = Ta — @ =
Tay = Tay t 8§§+ (&) nay
dessa forma, utilizando Eq. (3.63) e Eq. (3.64) em Eq. (3.124) temos,

naU —£ (3.125)
Jy

substituindo Eq. (3.125) em Eq. (3.123) obtemos,
- on 0\ 0 ou 00\ =
_ o 42 = —+—|-€=0 3.126
E+e<a_+a_>+ 13 =€ (8_+8x> 13 ( )
Aplicando Eq. (3.94), Eq. (3.97) e Eq. (3.116) em Eq. (3.126) nds escrevemos,
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ou 90\ - 5 L A
|l =t=|<€=0¢l szt | ¢=0&
6<8y+af) ¢ 6<8y2 +(%2> ¢
PV - N 920 2\
€ Weza(xfct) _Z-2062\Ijewz(xfct) _geza(xfct) —0e¢€ a_y2+a2\p =0
ED?*+o )T —E=0emy =0 (3.127)

onde Eq. (3.127) é a continuidade das tensdes tangenciais na interface. Podemos simplifi-
car as condi¢des de contorno acoplando a condicdo cinemadtica com as condi¢des dinamicas.
Ao realizarmos esse procedimento a condi¢@o cinemdtica torna-se dispensdvel na resolugdo do

problema. Substituindo Eq. (3.127) em Eq. (3.117) temos que,

[1+&U —c)(D*+a®)|¥ =0emy = (3.128)

Antes de considerarmos a continuidade das tensdes normais devemos representar a

curvatura da interface matematicamente. Para isso, deve-se calcular o divergente de 7 dado

pela Eq. (3.110),
.o o)
x?
}+8_§{[1+< P ) ] }<:)(3.129)

V.= o (3.130)

Consideremos uma circunferéncia de raio R dada por, 72 + 3> = R*e H(T,7,t) =
7—&@,1) = C =7 = C+&7,1). Derivando a equacio da circunferéncia em relacio a =

teremos,
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d2y 1 EQ ng f2 + 52

A S A 3.131
dz? y oy d7? 7 ( )
notemos que, paray = C' + 3 (T,t) temos % = aég,f)% + aég,z)% & % = aé(%,i) & % =
i 5(”” Y com este ultimo resultado e a Eq. (3.131) podemos escrever,
Pu PEE I =2 | 2
y_ 0%t T +Y (3.132)

az ot P
substituindo Eq. (3.132) em Eq. (3.130) obtemos,

f2+ 3 1
- Y~ RARY)7E = 7 (3.133)

B 2>3 (@* +7°)

Com o desenvolvimento acima fica provado que 6 T = % para uma interface
cilindrica. Uma vez que a curvatura da interface tratada neste problema nao € constante, ela sera
representada de maneira mais geral pelo simbolo x. Dessa forma podemos escrever a igualdade
anterior como ? .7 = k. Com este resultado podemos proceder para a formulagdo da dltima
condi¢do de contorno. A continuidade das tensdes normais € dada pela lei de Laplace-Young
que, ao desconsiderarmos quaisquer efeitos gerados pelo ar logo acima da interface, pode ser

reescrita na forma,

W~(§~ﬁ>):7ﬁ<:>

9
_QTxya_i t1y—p=AY ) (3.134)

onde ~y € a tensdo superficial e R o raio de curvatura da interface. Procedimento similar, assim
como uma figura ilustrando as tensdes aplicadas na interface, pode ser encontrados em Chimetta

(2016). Substituindo Eq. (3.33) nesta ultima igualdade temos,

_m&?% —pRe = —(F . 7) (3.135)
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onde We = % ¢ o ndmero de Weber, que representa o quociente entre forcas inerciais e a

tensdo superficial. Aplicando Eq. (3.82) e Eq. (3.85) em Eq. (3.135) e assumindo a primeira

igualdade em Eq. (3.116)

_ .06 — 1
2Ty + )+ Py — (P4 p)Re = (V- 70) &
¢ _ ) 1
25270y + 7y — (P+ ) Re = m(? ) (3.136)

Consideraremos o produto ? T J4 em sua forma adimensionalizada. Dessa ma-

neira, substituindo Eq. (3.130) e Eq. (3.133) em Eq. (3.136) obtemos,

oE_oU b o _
2= 8—y+2n§—(P+p)Re—W€(€ ) o
06_oU o0 NS —%ﬁ
2y gy~ W PRe= 5o nt 7
¢ _ U o0 X 1 9%
ooy T Mgy~ (A PRe =g (3.137)
substituindo Eq. (3.125) em Eq. (3.137) temos que,
ag o 1 0%
oo gy (P D=~
oo — 1 9%
M— — (P+p)Re = —— —
g~ C PR = g o

L
2772” ~ PRe —pRe + o g_i 0 (3.138)

utilizando Eq. (3.64) e Eq. (3.65) em Eq. (3.138) podemos escrever,

aU 1 825

00
om—
n a7
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substituindo Eq. (3.125) em Eq. (3.139) obtemos a equagdo que descreve continuidade das
tensdes normais, dada por,

oo 1 0%
dy Wedz? oy ( )
A partir de Eq. (3.87) podemos escrever,

ﬁRe+§cot9—2ﬁ

op ot —ou _oU ?u  Oe(ou O o*u 0%
P Re = — T =g |4 | = = |y - —— 141
%Re Re<8t+UaT+vay>+ ”az2+ay<ay+af>+€<ay2+afay (3.141)

substituindo Eq. (3.97) em Eq. (3.141) encontraremos,

% g . 02 T o2 U oU or PP +az PV PV (BT BT
R e = — e — - [ —_
oT otoy ~ 0zdy 0T Oy 77652(‘)@ oy

o2 o2 ) \ o ooy
(3.142)
Consideraremos o modo normal da pressdo como,
(T, 7,1) = py)e (3.143)
juntamente com a Eq. (3.143), aplicaremos Eq. (3.97) em Eq. (3.142) para obtermos,
(T OV oreety - OV g OU = i
iaReﬁe'La(mfct) — _Re _iac__eza(zfct) + Z-O[U__eza(xfct) . ,ioé__\Ileza(xfct)
Jy Jy Jy
. —a\ij ia(T—ct Je | 0*W ia(T—ct T, ic(T—c
+2@20427]a—y6 ( t)+8_y o7 @=ch) _ 202 Peil t)]
Py ov . -
+e ayg eza(a:—ct) . iQQQa_yeza(m—ct)] =
—_ 0¥ oU - o 0e | 0*T - Y o
aRep = iaR —U)— + —V|-2a"7 — | = 2| 4e | — 2
iaRep = iaRe|(c )8§+3§ Oznay—i-&y 8y2+a +€ a_g—i-aay
(3.144)

substituindo Eq. (3.97), Eq. (3.116), Eq. (3.143) e Eq. (3.94) em Eq. (3.140) teremos,

o I o . - 1 I
Reﬁeza(r—ct) + cot eé-eza(x—ct) + 22~aﬁ__€za(m—ct) o _i2a2§6w¢(1—ct) =0 (3145)
Jy We
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aplicando um derivada em relagdo a * em Eq. (3.145) podemos escrever,

o L ov . - 1 L
iaReﬁeza(a:fct) +iacot eé-ela(mfct) + 2Z~2a27—] _6za(xfct) . Z~3a3£eza(xfct) =0 =
Yy We
: ov 1 -
iaRep + i cot O — 20— + —ia’E =0 (3.146)
oy We

utilizando Eq. (3.144) em Eq. (3.146) obtemos,

— 00U 9U - oU 9 [ 92U -
—U)— + —VU | —da’7— 2y
PV , OV a? \ -
= 2= el ; S = 3.147
+€<8y3 + a a@)—l—za(cotG—l— We>£ 0 ( )

Acoplando Eq. (3.127) em Eq. (3.147) obteremos a ultima condi¢do de contorno

do problema, dada por,

— 0V  IU -
(C—U)a—y—f‘a—g\l/

P00 2 \_ (020 -
el =— il B — el =— Ul=0
+6<8y3 + « 8§>+ZQ<COt9+We)E<8y2 + « =

iaRe

oy o0y \ o0y?

_ 0¥ OU - o
; L+ | 4
iaRe|(c )(9@ + o a’n ;

% "oy We

9 Ok ,_( a2>
€— + — +iae| cot O + —

iaRe[(c—U)D+DUV —40*TDV +(D*+a?)

2 ~
€D+ Detiae (Cot 9+a—) J=0emy=0
We
(3.148)
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4 SOLUCOES ASSINTOTICAS

4.1 Solucao do estado base

Este capitulo é dedicado as solugdes assintéticas do estado base e do problema de
estabilidade. Utilizando as equagdes Eq. (3.62), Eq. (3.66) e Eq. (3.67) podemos escrever o

sistema que define a velocidade e a espessura do filme liquido, dado por,

U(y) =0paray = h 4.1)

{]+(1—I) 1+ (L%) }%z—@paraye [0; ) 4.2)
E_

Udy = (4.3)

0

dessa maneira, assumiremos que a solu¢@o do sistema constituido por Eq. (4.1), Eq. (4.2) e Eq.

(4.3), € dada pela expansio assintética na forma,

U(@m) = Us(u) + U (5)L* + O(L™ > L) comm > a 9

h=hy+hL"+OL™> L comm > a (4.5)

Iremos considerar para as expansdes acima que L tende a zero (L — 0), ou seja, as
solucdes serdo aproximadas para baixos valores do tempo de relaxacdo. Tomando a primeira
aproximacio com O(L°) temos U(7) = U (%) e h = hy. Substituindo estas aproximagdes em

Eq. (4.1), Eq. (4.2) e Eq. (4.3) nds temos,

Uy=0em7y = hg (4.6)

a d_
W, )

o
/ Uody = (4.8)
0
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para O(L") devemos descartar qualquer ordem maior, ou igual, a O(L®). Portanto, Eq. (4.7)

torna-se,

dU,\' | “ ) dU,
IT+(1-D|1+1o =2 =0 _
{” |t (dy) }d@ <
n—1 dUO
dUo dUO_
- v — —d
7 y@/dydy /( y)dy <
_ y2
Uy = —5+ K, (4.9)

aplicando a condicdo presente na Eq. (4.6) em Eq. (4.9) temos que,

-2 -2

h h
0:5°+K0<:>K0:70 (4.10)

substituindo Eq. (4.10) em Eq. (4.9) encontramos,

=—(hy—79%) & Uy = =(hg — 7°) (4.11)

utilizando Eq. (4.11) em Eq. (4.8) podemos encontrar o valor de ko da seguinte forma,

ho
0

ho = V3 (4.12)

Com base nas igualdades presentes em Eq. (4.11) e Eq. (4.12) temos a solu¢do para

O(L") dada por,

__ 2 (4.13)
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Considerando a segunda aproximagdo O(L?) nés temos que U(y) = Uy(y) +
U,(5)L* e h = hy + hyL°. Substituindo estas aproximacdes em Eq. (4.1), Eq. (4.2) e Eq.

(4.3) nés temos,

Up+U;L*=0em7 = hg+ h L° (4.14)
__ __ n—1 _ __
{1+(1—1) 1+ (L%+L“+l%> a }<%+%L“>:—g (4.15)
hot+hiL® o
/0 (Uo+ U LYdy =1 (4.16)

para O(L*) devemos descartar qualquer ordem maior que L“. Portanto, Eq. (4.15) torna-se,

“N\ (dU, 40, ~
b T ST
}<dy+d@> '

"N (dU, 4T, -

— 4+ — 1% = —

}<dy+dy> v

dU, \ "
1 L—
n—1

1+ (L‘%’) ] na Eq. (4.17) temos,

dy

d, \*
1+ [ L%

{1+(1—1)

1+ <Ld_[{° + La+1@>
dy

{[+(1—I)

dy dy dy dy dy dy

aplicando o teorema binomial em




dUO e n—1 dUQ ‘
1 L—— =1 L— 4.18

n—1 n—1 7T
Lembrando que em Eq. (4.18) qualquer termo presente na soma » . °, (?) (L%)“’C

¢ maior que O(L®). Substituindo Eq. (4.18) em Eq. (4.17) podemos escrever,

AU, dU, (dU, AU, _dU, AU, n—1 AU, \ ~
[— 4L — 4 | — 4+ L' — - — —JL*— | |1 L =—
@ dy*(dy+ dy dy d@) (a)( d@) Y

AU, AU,  dU, AU, U, AU,

[— 4L — 4 — 4 ["— - — — L —

dy —+ dy —+ dg -+ dy dy 7

dy dy dy dy a dy
dUO dUl dU() dUO n—1 dU() ‘
L -1 L*

AU, dUL\ g (n—1)\[dU,\" _
T (P (o) 4.19

descartando os termos L?* em Eq. (4.19) obtemos,

dU() dUl dUo dU() n—1 dUO ‘ _
L — L° — ] = - 4.20
a dy+<dy dy) <a><dy> v (4.20)

Sabemos por Eq. (4.13) que,

dU(7)
;_( ) g
Yy
substituindo Eq. (4.21) em Eq. (4.20) encontramos que,

_ dUl dUO dUo n—1 dUO ‘ _
—y+L° —1 L = -

_ __ a+1
dU1 n—1 dUo

"~ ira-nrL =0} =0
mrn-on (22 () o

(4.21)
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Integrando Eq. (4.22) e aplicando Eq. (4.21) podemos escrever,

/@dy—/ 1—I><1;”> <dd—g‘)>a+ldy— (1—I)<1;n>/(—§)““d@<:>

+ K,

a+2
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(4.22)

(4.23)

da Eq. (4.14) sabemos que em i = hg + hy L temos que U + U,1® = 0. Portanto, utilizando

Eq. (4.13), podemos escrever,

o _ U
U+ UL =00, =2 o

La
Tim e (- ) & T = — @ —To) &
LT TopaVh L= opa 0
77 1 7 1 -2 T T ra , 72720 T2 7
U1 5La [(h0+h1L) —ho]:ﬁ[h0+2h0h1L +h1L —ho]: 0h1<:>

Ul = Eoﬁl em@ = h(] +ElLa

substituindo Eq. (4.24) na Eq. (4.23) obtemos,

(Eo 4 El La)a+2
a+2

T(ho+ L) = (~1)* (1 - 1) (1 . n)

Bro = (—1)*'(1 — 1) (1 - ”)

a

a+2

hohy  (ho + hyL7)"*?
(D1 -0 a+2

a

+ K| <

E ELaa+2
(o + P L") +K1]@

(4.24)
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T T 7. Ta)at+2
K, = L (ho & 1 L) (4.25)
(=11 = D)(") a+2

a

substituindo Eq. (4.25) em Eq. (4.23) temos,

o ayatlq 1—n\|yet? hohy B (ho + Ty L?)a+2
U= (=1)""(1 I)( . ) a+2+(—1)a+1(1—1)(177”) 12 &
— 1-NH(1-— - = - —
Ul — (_1)a+l< a(Q)_(i_ 2) n) [ya+2 - (ho + hlLa)a+2] + hohl (4.26)

Integrando Eq. (4.16) encontramos que,

ho+-hy L® o o ho+-hy L® o ho+-hy L® o
/ (Ug+ U L)dy = 1@/ Uody+/ ULy =1<%
0 0

0

Eo+ﬁlL0‘ 1 . Eo+ﬁlLa o
/ 5(ho —7)dy + / UL'dy =1«
0 0

l-—3 —2— ., 1-3 -2 . — 2 5. =34 ho+hi Lo o
Sl + hohn L = 2 (g + 3hoha L + Bhohy L + 1y L*)] + T, Lodg = 1 <
0

—3 -—3 ol ha T Q
1(3hg—h fothL®
- =2 +/ UiL'dy =1«
2 3 0

ES ho+hi L* o ho+h1L* o
§0+/ UlL“dg:M:)lJr/ ULy =1«
0 0

Eo-‘y—ElLa o
/ U, Loy = 0 4.27)
0

substituindo Eq. (4.26) em Eq. (4.27) temos,

ho+h1 L® 1—1)(1— _ S
/ {(—1)““( a((l) (+ 2) " gt (R B L] 4 Ty { L = 0
0

hoth L (1—-1)(1—n) - T T 7
—1)*+t Lg**t? — (ho + hi L") 2] + hoh  L® pdy = 0 <
/ {( ot L — (o + L)+ R ey
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(EO + ElLa)a+3
a+3

1-Di-n),,

a+1(
(=1) ala+2)

— (ho + hi L*)*"2(ho + ElL“)]

+hohi L(hg + b L") = 0 <

1-NH(1-n),,
ala +2) L

(EO + El La)a-i—S
a+3

(_1>a+1( — (ho + Ry L%)o*? —1—53511}“ + EOETL% —0

(4.28)

Aplicando o teorema binomial em Eq. (4.28) para (ho+h; L*)**3 podemos escrever,

_ _ a+3 a+3\ — _
(ho + ha L) => ( 1 )(ho)a+3_k(h1La)k =
k=0
3 2 &2 fa+3 3 2
o +(a+3)hy ML +> < . )(Eo)a”—’f(ﬁlL“)’f =h 4 (a+3)hy Wy L® <

k=2

—a+3

(ho + 7 L) = 7y 4 (a + 3)hg Ry L (4.29)

utilizando Eq. (4.29) em Eq. (4.28) encontramos,

a1 I=D1=n) ] 1 a3 a2+ g,
(—1) (@ +2) L{a+3[h0 + (a+3)hy “hi L]

—a+3

~[ho " + (a +3)hy T LY }+E§EL“ + ol L2 =0 <

ar1(I=1)(1=n) I a3, Fa+23 1og
(—1) ) {a—i—S[hO L+ (a+3)hy “hiL™]

AL 4 (a+ 3)he PRy L2 }+E§ElLa LR L =0 =

—a+3

w1 =01 =n) [ h —a+3\ T2+ o,
] Cian
1-D)(1=n)  |—(@+2h" | —
_pyend L C— | +hohiL* =0
(=1) ala+2) a+3 Thon <
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(1—=1)(1—n)—a+s

_2_
hy L%+ hohiL* =0
ala+3) 0 oM <

(=1*

1 =1)(1 —n)ra+1
ala + 3) 0

hy = (—1)a+1( (4.30)

Devemos notar que, utilizando Eq. (4.16) com limites de integragio de 0 e hg iremos

obter o mesmo resultado de Eq. (4.30). Dessa forma podemos reescrever Eq. (4.24) na forma,

U, = hohy paray = hy 4.31)

substituindo Eq. (4.31) em Eq. (4.23) teremos,

By = (—1) (1 — 1) 12" Eg+2+K &
o a a+ 2 !
- = —a+2
hohi By
K = — 4.32
T - (D) a+e (332
utilizando Eq. (4.32) em Eq. (4.23) temos finalmente
Tk ol ot

U@ = (-1 (1-1) (1 — n)

av2 ()T A-D(EE) a2

a

() = (-1 ;(?(j 2_) M) (Fatt — ) 4 Ty (4.33)

Considerando Eq. (4.30) e Eq. (4.33) a solug@o para O(L*) é dada por,
— (1—])(1—n) —a—+2

= (=1)* h

Ul(y> ( ) CL(CL + 2) ( 0

= a1 =D = n)rar
b= (=1)* a(a + 3) g

Combinando Eq. (4.13) e Eq. (4.34) nas expansdes U(y) = Uq(y) + U, (y)L° e

. ya+2) 4 EOEI
(4.34)

h = hg + hyL® temos como solugio final o perfil de velocidades e a espessura do filme liquido

dados por,

_3%_y2 (_1)a(1_[)(1—n) a2 —a+2]7a
¥ P P 3 (a+3)7"|L

()35 (1 -1 -n) |,
* a(a+ 3) L

U(®)
(4.35)

ol

h=3
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4.2 Solucao para ondas longas

Nesta se¢do traremos a solucdo assintdtica para o problema de estabilidade dado
pela equacdo de Orr-Sommerfeld. Para comecarmos com o processo de solu¢do devemos ex-

pandir ¥ e c em séries de poténcias do ndmero de onda «, obtendo assim,

\if = \i’() + Oé\ifl —|— 0((12)
(4.36)
c=co+ ac; + O(a?)

Para encontrarmos a solugio de ordem O () devemos simplificar as equagdes para

todos os termos maiores ou iguais a O(a?!). Substituindo Eq. (4.36) em Eq. (3.99) temos,

(D* + o®)[D% + 2DeD + €(D* + )|V, — 4a°D (DY) =

iaRe|(U — ¢)(D? — o®) — D*U|¥, =

D*[D% + 2DeD +eD*|¥, = 0 &

eD*U, + 2DeD*Vy + D*D*V, = 0 (4.37)

Para as condic¢des de ndo-deslizamento na parede devemos substituir Eq. (4.36) em

Eq. (3.102) e Eq. (3.103) encontramos,

DUy =0paray =h (4.38)
Uy =0paray = h (4.39)

Para o acoplamento entre a condi¢do cinematica e a continuidade das tensodes tan-

genciais podemos substituir Eq. (4.36) em Eq. (3.128), dessa forma temos,

(14 €T — co)(D? + )Py = 0 =

Uy + €U — cg)D¥y =0 paraj =0 (4.40)
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no entanto, para o acoplamento entre a condi¢io cinemadtica e a continuidade das tensdes nor-

mais, devemos substituir Eq. (4.36) em Eq. (3.148), obtendo assim,

iaRe[(co — U)D + DU|¥, — 4a°TD T,

+(D? +a?) Uy =0=

a2
€D + De + e t0 + —
e+ De + e (co + We)

€eD3Wo + DeD*¥y = O paray = 0 (4.41)

Para continuarmos com a solucdo precisamos encontrar a expressao de €, para isso
€ necessdrio calcular a derivada do perfil de velocidade U. Tomando a derivada em relacdo a

da U (7) presente na Eq. (4.35) podemos escrever,

(DA -Dn( - n)L“gaH

DU(y) = -y + - 4.42)
substituindo Eq. (4.42) em Eq. (3.88) encontramos que,
—D)e (1 = 1) (1 —n)Le ¢
€:I+(1—]){1+nL“ N Gl Gl DGl ya+1] }
a
e —na-mre, ] "
{1 s o] gy GO0 ) y] } was)
a

aplicando o teorema binomial em Eq. (4.43) temos que,
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(1 + (CD* (= D =)L =

(—1)a+1(1 - I)(l - n)Laya+1] _ (_Da?a + (_1>2a(1 N [)(1 _ n)LaEQa (4.44)

a

Dessa forma podemos utilizar Eq. (4.44) em Eq. (4.43) obtendo,

=1+ (1 —D{l+nL(-1)F" + (=1)**(1 = I)(1 — n)L*F*]}

{1+ L°[(=1)"F" + (=1)**(1 = (1 = n) L7} =

e=I1+ (- D+ (=1)F"nL"+ (=1)*(1 = I)(1 — n)nL*7*

[+ (=1 LG + (=1)%(1 = I)(1 — n) Lg% =

n—a—1

I+ =D+ (=)"Lg|1+ (=)' Ly = =

=1+ (1— DL+ (—1)"nLF[1 + (—1)°L°g*" o (4.45)

aplicando o teorema binomial no fator de ordem "=2=L presente em Eq. (4.45) podemos escre-

a

ver,

1+ (-1 L) = (H_ )(1)’%‘1—’6[(_1)%@@‘1]’@ -
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S (o e (T )0 e -
1+ ez =30 (T )y o
’ é;(k:) 7
n-a-1 (-1)*(n—a—1)L"

1+ (=D)L = =1+ 78 (4.46)

substituindo Eq. (4.46) em Eq. (4.45) temos,

e=1+1-1)|1+(-1)*nLly"| |1+

<—n%n—a—nﬂg1

—1)*n—a—1)L°

I+(1-1)

e=1+(1-0)|14(=1)*nLy"* +

a

<—m%n—a—nng1

I+(1-1)|1+

a

(=) an+n—a— l)Laya]

T+(1-1)+ (=D —I)[(azl)n— (a+ 1)]Laya -

(=D)*A =N —-1)(a+ 1)Laya

eE=1+ (4.47)

Aplicando derivadas de primeira e segunda ordem em Eq. (4.47) obtemos, respec-

tivamente,

Dé= (1)1 —I)(n—1)(a+ 1)Lz (4.48)

D¥% = (-1)*(1=I)(n—1)(a+1)(a— 1)Ly > (4.49)

Para solucionarmos o problema consideraremos a adi¢do de uma condic@o de nor-

malizacdo arbitraria dada por U =1lem7=0 para a ordem O(a"). Substituindo Eq. (4.47) e
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Eq. (4.48) nas condi¢des de contorno dadas por Eq. (4.40) e Eq. (4.41), assim como conside-
rando Eq. (4.37), Eq. (4.38) e Eq. (4.39) podemos escrever o sistema para a primeira solu¢ao

na forma,

€D, + 2DeD3W, + D%D*V, = 0 (4.50)
DUy=0emy=h (4.51)
Jo=0emy=h (4.52)

D3y =0emy =0 (4.53)
Uy=1lemy=0 (4.54)

Uy + (U — o) D*Ty=0em 7 =0 (4.55)

substituindo Eq. (4.47), Eq. (4.48) e Eq. (4.49) em Eq. (4.50) temos,

(—D)*(1—=1)(n—1)(a+1)L"

74| DYy 4+ 2(—=1)%(1 — I)(n — 1)(a + 1) L5 D*¥,
a

1+

+(=1)*(1 = I)(n —1)(a+ 1)(a — 1)LG*2D?*¥y = 0 (4.56)

A partir da Eq. (4.56) utilizamos o software Wolfram Mathematica como ferramenta
para encontrar e simplificar as solugdes das equagdes que serdo apresentadas. O codigo fonte
utilizado para a solucdo assintética encontra-se no apéndice A. Considerando o sistema formado

por Eq. (4.51), Eq. (4.52), Eq. (4.53), Eq. (4.54) e Eq. (4.56) obtemos \ifg na forma,

~ 1
U, —
*7 32Ba(a+2)(a+ 3)

{a®(35 —y)? + a*(35 — y){y[2(~1)"35(1 — 1)L%(n — 1) — 5]

4533} + 2a{y{(=1)*(I — 1)L*(n — 1)[y** +35(233 — 3y)] + 3y — 6 33}
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+333) —2(=1)%(I — 1)L%n — y[35(y + 2 33) — 3y} (4.57)

para obtermos ¢y precisamos calcular a segunda derivada de Eq. (4.57) dessa forma devemos

€SCrever,

{(=1)°( = D)(n — 1)L*{(a +2)(a + 3)y™+!

~ 2 1
DUy = {35 +y+
’ 35{ Y a(a+ 2)(a+ 3)

+35{33[a(a+2) — 2] — 2a(a + 3) + 1y} }}} (4.58)

D*W, = 3%{1 + {(=D*U =1)(n = DL (a+ D)(a+2)(a+3)y"

a(a+2)(a+ 3)

—235[a(a +3) + 1]}}} (4.59)

substituindo Eq. (4.35), Eq. (4.57) e Eq. (4.59) em Eq. (4.55) encontramos a velocidade de

fase cy dada por,

(—=1)*3%5" (a+ 1)({ — 1)(n — 1)L®

2
=33
@ i a(a+ 3)

(4.60)

Com estes ultimos resultados podemos prosseguir para a solu¢do de ordem O(«).
Para isso devemos simplificar todos termos de ordem superior ou igual a O(a?) nas proximas

equagdes. Substituindo Eq. (4.36) em Eq. (3.99) podemos escrever,

(D? + a?)[D% + 2DeD + €(D? + o®)](Vy + a¥y) — 402 D[FD(Vy + aly)] =
iaRe{[U — (co + ac))|(D? — a2) — DU} (¥o + aly) &
(D? 4+ o?)[D% 4 2DeD + €(D? + o®)](¥y + a¥) — 4’ D[[FD (Vo 4 a¥,)] =
iRe{[aT — (aco + a%c))]|(D? — a2) — aD*T}(¥g + aly) =
(D*)[D% + 2DeD +eD* (¥ + a¥,) =

iaRe[(U — ¢o)D* — D*U)(Vy + a¥,) &
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D*(D% + 2DeD + €D*) U, 4+ aD*(D?% + 2DeD +eD*)¥, =
iRe[(U — ¢o)D?* — D*U(aVy + o*V;) =
€D, + 2DeD* U + D*eD*V, + a(eD* Wy + 2DeD*V, + D?*eD*V,) =

iaRe|(U — ¢o)D* — D*U|¥, < (4.61)

aplicando Eq. (4.37) em Eq. (4.61) temos,

€D, + 2DeD3V, + D% D*¥, = iRe|(U — ¢o)D* — D*U]¥, (4.62)

Considerando as condi¢des de ndo-deslizamento na parede devemos substituir no-
vamente Eq. (4.36) em Eq. (3.102) e utilizar os resultados de Eq. (4.38) e Eq. (4.39) e com isso

iremos obter,

D(Wy+a¥,)=0= DV, =0paraj=h (4.63)

\ifo—i—oz\ill :0:>\i/1 :Oparayzﬁ (4.64)

Novamente para o acoplamento entre a condi¢ao cinematica e a continuidade das

tensoes tangenciais devemos utilizar Eq. (4.36) em Eq. (3.128) obtendo assim,

{14+ €U — (co + ac))|(D* + o)} Ty + a¥)) = 0 &
[1 4 (€U — cy + e, )(D* + o) Wo + [1 + (€U — co + ey ) (D? + 2)]a¥, =0 <
[1 4 (€U — &co + ey )(D? + o)W + [a + (el — aécy + ey )(D? + a?)]a¥; = 0 =

[]_ -+ E(U — C())D2 — &501D2]\i’0 + a[l + E(U — Co)DQ]\ill =0«

(14 €U — ¢)) D ¥y — aec; D*Vy = —all + €U — o) DV, (4.65)
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substituindo o resultado de Eq. (4.40) em Eq. (4.65) e aplicando i = 0 em € encontramos que,

[]_ + E(U - Co)D2]\I~/1 - EClquJO =0 paray =0

(4.66)

Quanto ao acoplamento entre a condicdo cinemdtica e a continuidade das tensdes

normais, devemos substituir Eq. (4.36) em Eq. (3.148). Também consideraremos que Ij‘{,—i ~ 1,

dessa forma ndo cancelaremos esse termo quando considerarmos as simplificacdes de ordem

O(«). Sendo assim podemos escrever,

iaRe|(co + acy — U)D + DU|(¥y + a¥y) — 40*7D(V + aly)

+(D? + o?) (U +aly) =04

o?
€D + De + i€ t0 + —
e+ De + 1€ (co + We)

iaRe|(co + acy — U)D 4 DU, + ia’Re|(co + acy — U)D + DU,

~ ~ 2 ~
—40*D (Vo + aVy) + (D? + o®) |€D + De + iae (cot 0+ %) Uy
€
a? ~
+(D? + )| aeD + aDe + ia’e| cot § + e | [Yi=0=
€
— — ~ az ~
iaRe[(co — U)D + DUW, + D?|€D + De + iae| cot § + We 0,
€

+aD*eD + Del¥, =0 <

aeD*V, + aDeD*¥, + iaRe[(co — U)D + DU]\PO

2
+a(eD¥Wy + DeD*W) + i (cot 0+ Ij‘/—) D>V, =0
€

utilizando o resultado de Eq. (4.41) em Eq. (4.67) podemos escrever,

~ ~ — — 2 ~
EDS\Ifl + DEDz\Ijl + i{Re[(CO - U)D + DU] +E(C0t9 + %) DZ}\IJO =0

(4.67)

(4.68)
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Para encontrarmos a solugdo de ordem O(«) devemos incorporar a condi¢do de
normalizacio ¥ = 0 em § = 0 para o novo sistema, dado pelas Eq. (4.62), Eq. (4.63), Eq.
(4.64), Eq. (4.66) e Eq. (4.68). Com isso podemos escrever,

€Dy + 2DeDV, + D?*eD*V, = iRe[(U — ¢y)D? — D*U|¥, (4.69)
DU, =0paray = h (4.70)
U, =0 paray = h 4.71)

~ — — a2 ~
D*W, +i{ Re[(co — U)D + DU| + | cot 6 + e D? 3y =0 (4.72)

(&

Uy =0paray =0 (4.73)
1+ (U — co)DQ]\ill — e, D*Vy =0 paray = 0 4.74)

Considerando o sistema Eq. (4.69), Eq. (4.70), Eq. (4.71, Eq. (4.72) e Eq. (4.73)
juntamente com as solucdes dadas por Eq. (4.57), Eq. (4.58), Eq. (4.59) e Eq. (4.60) podemos
encontrar a solucdo para ordem O(«v) com o software Wolfram Mathematica. A solucdo de 0,
nao foi incorporada ao corpo do texto devido sua extensdo, porém pode ser obtida através do
solver presente no apéndice A. Utilizando as solucdes dadas por Eq. (4.59), Eq. (4.60) e ¥, em

Eq. (4.74) temos c; na forma,

6Re a?
20 ot() — =
5 cot(6) We

Ci =1

Hi(—1)*3% (I = 1)(n — 1)L°

(4.75)

—5a(a +5)a? + 2[15 + a(6a + 37)|ReWe — ba(a + 5)We cot(6)
S5a(a+ 3)(a+5)We

pela Eq. (4.75) podemos encontrar o numero de Reynolds critico considerando ¢; = 0 para

« = 0 obtendo assim,

Recr =

5 cot (6) {1 ) (=1)**135[15 + a(3a + 22)](1 — 1)(n — 1)L“} (4.76)

6 a(a+3)(a+5)
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a fim de encontrar a taxa de crescimento das ondas devemos considerar ¢ = a?cy;. Com isso

temos que,

4.77)

—5a(a + 5)a? + 2[15 + a(6a + 37)|ReWe — ba(a + 5)We cot(6)
S5a(a+ 3)(a+ 5)We

Para encontrarmos a curva de estabilidade neutra devemos considerar a taxa de
crescimento igual a zero (o = 0), dessa maneira teremos uma expressao para o nimero de onda

critico a. dado por,

VIWVe(—=1)23"5"[15 + a(3a + 22)](I — 1)(n — 1)L°Re
Vba(a + 3)(a +5)y/6Re — 5cot(f)

Qe =

We

Wel6  cot(6)
Re

4.78
5 Re ( )

.. 2 , ~
E importante notar que a escolha de yj~. ~ 1 torna possivel a obten¢do de uma
equacgdo que define a taxa de crescimento em fun¢ido do nimero de onda, e consequentemente

uma relacio para o nimero de onda critico, este capaz de gerar a curva de estabilidade neutra.

o

No entanto, caso decida-se incorporar o termo e

no processo de linearizacdo da Eq. (4.67)

encontramos um equacdo equivalente a Eq. (4.68) na forma,

€Dy + DeD*W, + i{Re[(co — U)D + DU] + €cot §D*} Wy = 0 (4.79)

a Eq. (4.79) gera o mesmo resultado para Reynolds critico dado por Eq. (4.76) tomando ¢; = 0.
Na capitulo 6 iremos analisar o que cada um dessas ultimas expressdes proporcionam para a
analise da instabilidade do escoamento. Ressaltamos que no cédigo utilizado para obter as
solucgdes deste capitulo considerou-se a > 1, uma vez que no processo de solu¢do condicdes de
existéncia como a = 0 e a = 1 precisam ser respeitadas. No entanto, como notamos em todos
os resultados, a unica condi¢do de existéncia presente nas solugdes € de a = 0 (uma vez que
estamos considerando ¢ um nimero real ndo-negativo), dessa forma no capitulo 6 estendemos

a analise dos resultados assintéticos para a > 0.
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5 METODO NUMERICO

Este capitulo é dedicado ao desenvolvimento dos métodos numéricos necessarios
para a obtenc¢do das solugdes dos problemas do estado base e de instabilidade. Devido ao fato de
que utilizaremos polindmios de Chebyshev para a discretizaciao da equagao de Orr-Sommerfeld
e suas condi¢des de contorno, comegaremos este capitulo descrevendo as principais defini¢des
e caracteristicas dessa classe de polindmios para a futura utilizacio da mesma. Muitos dos
resultados e desenvolvimentos aqui descritos podem ser encontrados nas obras de Fox e Par-
ker (1968), Rivlin (1974), Fletcher (1984), Boyd (1989), Mason e Handscomb (2002), Peyret
(2013). Recomendamos também ao leitor os trabalhos de Hossain (2011), Mohammadi (2013)
e Abtahi et al. (2016).

5.1 Polinomios de Chebyshev

Polindmios de Chebyshev 7, de primeira espécie sao polindmios em z de grau n,

definidos pela relacao,

T, (z) = cos(nf) onde x = cos(0) (5.1)

onde z € [—1,1] e 6 possui o intervalo correspondente de [0, 7], sendo que para x = —1 temos
0 =mex =1para = 0. Com base no Teorema de DeMoivre sabemos que cos(nf) é um

polindmio de grau n em cos(6), dado pela relag@o,

N

cos(nx) = Z (Z) costx sin" ¥ x cos B(n — k’)?T:| (5.2)

k=0
No entanto, muitas vezes ndo € eficiente trabalharmos com a forma analitica de

T, (z) porém, podemos encontrar uma relagio de recorréncia para os polindémios 7},(x) a partir

da identidade trigonométrica,

cos(nf) + cos[(n — 2)0] = 2cos(f)cos|[(n — 1)0] (5.3)

tomando em conjunto Eq. (5.1) temos que,

cos(nB) + cos[(n — 2)0] = 2cos(0)cos|(n — 1)0] <
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To(z) + Tho(x) = 22T, (z) &

T, (z) = 22T, 1(x) — T,_2(x) (5.4)

onde Eq. (5.4) € vélida paran = 2, 3, ..., considerando as condicdes iniciais dadas por,

Dessa maneira a relacdo de recorréncia dada por Eq. (5.4) e suas condicdes, ini-
ciais presentes em Eq. (5.5), geram todos os polindmios 7, (x) de forma mais eficiente se
comparado com sua formulacao analitica. A seguir trataremos do produto de polindmios de
Chebyshev, operacao de extrema importincia para a utilizacdo da propriedade de ortogonali-
dade desta classe de polindmios. Além do produto, mostraremos também como obter relacdes
de recorréncia para a derivada e integral deses polindmios. A partir de Eq. (5.1) podemos

encontrar o produto de dois polindmios de Chebyshev na forma,

T (2) T, (x) = cos(mb)cos(nb) =
1
é{cos[(m +n)0] + cos[|m — n|d|} =
1
i[TrrH—n(x) + Tlm—n\(x)] g

To(2)To(x) = 5 [T () + Ty ()] (5.6)

Através de um diferenciagdo direta da forma analitica de 7,,(z), dado por Eq. (5.1),

torna-se possivel encontrar a relacdo de recorréncia para sua derivada da seguinte forma,

d
iT (2) = @cos(ne) _ —nsen(nd)
dr " T d  —sen(f)
d_9608(9>
n {cos[(n — 1)0] — cos[(n + 1)0]} _n {cos[(n — 1)0] — cos[(n + 1)0]}
2 sen?(6) 2 1 — cos?(0)

n [T\n—ll(x) — Toia ()]
2 1—22 : <
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d o n [T\n—1|(x) - Tn+1('r)]
@) =g

(5.7)

onde Eq. (5.7) é vdlida para |x| # 1. Derivadas de ordens superiores podem ser encontradas de

forma andloga. Nos extremos do dominio [—1; 1] pode-se utilizar a equagao,

p—1

= (=)™ []

r==+1 m=0

TL2 —m2

T, o
() om + 1

parap > 1. (5.8)

dap

Para a integral indefinida podemos encontra a relagdo de recorréncia através do

procedimento a seguir,

/Tn(x)dx = — /cos(n@)sen(&)dQ = —% /{sen[(n + 1)0] — sen[(n — 1)0]}df <

2 n+1 n—1

/Tn(:v)dx _ l{cos[(n +1)0]  cos[(n —1)6] }+ %

onde K representa uma constante de integrac@o arbitraria. Utilizando a defini¢do = = cos(0)
temos que dr = —sen(f)df. Na equacdo (5.9) deve-se omitir a segunda parcela dentro das

chaves quando n = 1, portanto,

l Tn-l—l(x) . T\”*H(IE) , sen 1
(/ﬂ@ﬂx— 2 n+a n—1 (5.9)
ZTQ(m), sen = 1.

Uma vez estabelecidos os conceitos acima podemos enunciar o critério de ortogo-
nalidade entre polindmios de Chebyshev. Considerando o intervalo [—1; 1] juntamente com a
fungdo peso w(z) = (1 — :UQ)‘% pode-se escrever o produto interno entre dois polindmios de

Chebyshev na forma,

_ [ L@ T ()
<T;,T; >= /_1 N dx (5.10)

uma vez que = = cos(f) podemos escrever dz como,

x = cos(0) = dx = —sen(0)df = —/1 — cos?(6)db =

dr = —v1 — 22d6 (5.11)
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utilizando Eq. (5.11) em Eq. (5.10) temos,

L Ty(2)Ty(x) 0 —cos(if)cos(56)
<T,T; >= Ly = V1 —2%2df &
/ /1 \/1—$2 ‘ T \/1—33’2 *

<T,1T; >:/ cos(i6)cos(76)dé (5.12)
0

tomando 7 # j obtemos,

/07r cos(if)cos(j6)dl = %/Oﬂ{cos[(i + 7)0] + cos[(i — 7)0]}db =

™

1 sen[.(i +.j)6] N sen[.(i —.j)H] _0 (5.13)
2 1+ 11— .
portanto, podemos concluir que,
<T;,T; >= 0 parai # j (5.14)

Com este resultado podemos dizer que o conjunto dos polindmios 7;(x), com i =
{0,1,2,...}, formam uma familia de polindmios ortogonais dentro do intervalo [—1,1] com
uma fungfio peso associada w(x) = (1 — 22)~2. Calculando a norma de um destes polindmios

temos,
™ 1 s
T3> =< T, T; >= / [cos(i6)]2d0 = 5/ 1+ cos(2i6)]d6 =
0 0

1 sen(2i0) ﬂ_ 7r
- [Q 4+ — ]0_ B (5.15)

no entanto se considerarmos a norma de 7 temos,

IOl = <To,To> =<1,1>= 7 (5.16)

Por Eq. (5.14), Eq. (5.15) e Eq. (5.16) podemos enunciar o produto interno entre

dois polindmios de Chebyshev na forma,

set=7=0

, sei=jcomi#0ej#0 (5.17)

<T;T; >=

(=R

sei # J
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notemos que, apesar da ortogonalidade no intervalo [—1, 1], a familia de polindmios 7}, (x)
ndo é ortonormal no mesmo, uma vez que ||7;|| # 1 para todo i. Para o préximo resultado
existe a necessidade de enunciarmos brevemente o conceito de continuidade de Lipschitz; para
uma defini¢do formal o leitor pode consultar Searcéid (2006). Uma fungdo arbitraria f € dita
continua no sentido de Lipschitz se existe um nimero real KX > 0 que, para todo par de pontos
no grafico desta funcdo, o valor absoluto da inclinagcdo da linha ndo excede o valor K. Dessa
maneira podemos estabelecer o proximo enunciado sobre séries de Chebyshev.

Dada uma fung¢do f que é continua no sentido de Lipschitz no intervalo [—1; 1], tal

fungdo possui uma tnica representacdo como uma série de Chebyshev dada por,

x) = Zaka(:v) (5.18)
k=0

onde esta série € absoluta e uniformemente convergente. Seus coeficientes sdo dados pela rela-

cdo abaixo, para k > 1,

/ f 1—x2 (5.19)

onde para k = 0 calculamos a;, na forma,

/ f 1—x2 (5.20)

Para uma demonstracdo completa do teorema acima, o leitor pode recorrer a obra
de Trefethen (2019). Para mais resultados sobre esta classe de polindmios recomenda-se as
obras de Fox e Parker (1968), Rivlin (1974) e Mason e Handscomb (2002). Com isso temos
os principios fundamentais utilizados na implementacdo dos polindmios de Chebyshev. Par-
tiremos agora para a descricdo do método numérico utilizado para a solucdo do problema de

estabilidade.

5.2 Método de Galerkin

O método de Galerkin é um caso particular de uma classe de métodos numéricos
chamada pesos ponderados. Para ilustrarmos o desenvolvimento desta classe consideremos um

problema governado por uma equacdo diferencial linear e condi¢des de contorno dadas por,

L(u) =0 (521
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S(u) =0 (5.22)
Assumindo que existe uma solug¢do aproximada u, na forma,

N

ua(Z,t) = ug(Z,1) + Y _ a;(t);(Z) (5.23)

j=1
onde a equagdo acima € comumente chamada de solucdo base. Os termos ¢; sdo fung¢des ana-
liticas conhecidas chamadas de fungdes de base, com coeficientes a; que serdo determinados.
Sendo uy (7, t) escolhido para satisfazer as condi¢des de contorno de Eq. (5.22), assim como as
condicdes iniciais quando necessario. A Eq. (5.23) reduz Eq. (5.21) a uma equacdo diferencial
ordindria em ¢. Caso tenhamos ¢; = ¢,(t) e a; = a;(Z), entdo Eq. (5.21) torna-se uma equagdo
diferencial parcial em Z. Porém, se tivermos ¢; = ¢;(Z,t) o problema é considerado estaci-
ondrio, dessa maneira os coeficientes a; sdo constantes e Eq. (5.21) se reduz a um sistema de
equagoes algébricas, sendo este o caso tratado neste texto. Substituindo a equacdo Eq. (5.23)

em Eq. (5.21) é gerado um residuo R ndo-nulo igual a,

N
R(ag, a1, ...,an, T) = L(u,) = L(ug) + Z a;L(¢;) (5.24)
j=1

uma vez assumido u, como uma solucao para o problema, desejamos que,

N
R(ag, a1, ...an, &) = L(ua) = L(ug) + Y _a;L(¢;) =0 (5.25)
j=1

com isso podemos escrever,

/Dkadf = /D{L(uo) + i ajL(¢j)}wkdf =0

j=1

Jj=1

N

J=1

N
< Rowp > = < Llug),wp >+ Y _a; < L), wp, > = 0 (5.26)

J=1
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onde Eq. (5.26) € satisfeita para qualquer wy. Portanto, quando consideramos o método de pesos
ponderados os coeficientes a; apresentados em Eq. (5.23) serdo determinados ao resolvermos o

sistema de equacgdes dado por,

< R,w, > = Oparak=0,1,..., N. (5.27)

onde a funcdo wy, € geralmente chamada de funcdo teste. Por Eq. (5.26) podemos expressar Eq.

(5.27) na forma,

N
Zaj < L(¢;), w,, >= — < L(ug), wy, > (5.28)

j=1
utilizando os coeficientes a; obtidos na solucdo de Eq. (5.28) em Eq. (5.23) teremos a solugio
aproximada u,. Como dito anteriormente, o método de Galerkin € um caso particular do método
dos pesos ponderados, uma vez que podemos obté-lo ao escolhermos fungdes teste pertencentes

a mesma familia das funcdes base, ou seja,

wg(Z) = ¢p(Z) parak =0,1,..., N. (5.29)

sendo o procedimento deste método o mesmo descrito acima. Para mais resultados sobre este
métodos o leitor pode contar com as obras de Fletcher (1984), Boyd (1989), Kanschat (2007)
e Peyret (2013). Nas proximas secOes trataremos das formulacdes para o estado base e do

problema de estabilidade.

5.3 Formulacao do estado base

Para utilizarmos as solucdes do estado base introduziremos uma transformagao de
varidveis. Esta mudanca serd utilizada com a finalidade de transformarmos o dominio y €
[0; h] para j € [—1; 1], dessa forma poderemos utilizar as propriedades de ortogonalidade dos
polindmios de Chebyshev neste novo intervalo. Utilizaremos a transformacao de variaveis de y

para z definida como,

Z==—-1 (5.30)
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onde obtemos a transformagio de dominio 7 € [0; k] para 7 € [—1; 1] sendo % = % Conside-

rando o sistema dado por Eq. (4.1), Eq. (4.2) e Eq. (4.3) podemos reescrevé-lo na forma,

UZ)=0paraz =1 (5.31)

. oLdU \"
h dz

n—1
24U —h(z+1)
hdz 2

{I+(1—]) paray € [—1;1] (5.32)

"—h
/ Ugdz =1 (5.33)

—1

Para resolver o sistema dado por Eq. (5.31), Eq. (5.32) e Eq. (5.33) foi escrito
um c6digo no ambiente de programagdo MATLAB utilizando a funcdo integrada bvp4c. Esta
funcdo € a implementacdo de um cddigo de diferencas finitas que utiliza a formula de Lobatto
de trés estdgios. Para mais detalhes o leitor pode consultar Kierzenka J.; Shampine (2001) e
Shampine et al. (2000). O sistema acima corresponde a um problema ndo-linear com parametro
indeterminado (%) e condigdo de contorno integral. Para utilizarmos a funcdo bvp4c devemos
escrever dentro do cédigo trés fungdes distintas: uma que represente um sistema de equagdes
de primeira ordem, uma para as condi¢des de contorno, € uma para o palpite inicial. Portanto,
consideremos % = U; sendo %2 = %. Reescrevendo Eq. (5.33) como f_ll d—gdi = % =

g(1) —g(-1) = %, podemos escrever um novo sistema na forma,

dm_l) =0 (5.34)
dz
oL 7\l " Y2 Bzl -
{I+(1—]) 1+ (761—;) ] }ﬁd—;:%paraye [—1;1] (5.35)
B B 2
g(1) —g(=1) = - (5.36)
G(—1) =0 (5.37)

d2G —h”(z+1)
g _ i (5.38)

dz? a1 "5
d%g
{[+(1—I) 1+<%g§) ] }
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Utilizando uma substitui¢do de varidveis como y; = ge y, = j—g podemos escrever

um novo sistema a partir de Eq. (5.34), Eq. (5.36), Eq. (5.37) e Eq. (5.38) na forma,

Y2(1) =0 (5.39)
2,
dy —h"(z+1)
-2 = 1 - (5.40)

(5.41)

y1(=1)=0 (5.42)

com o sistema compostos por Eq. (5.39), Eq. (5.40), Eq. (5.41) e Eq. (5.42) foi implementado
o codigo base flowchebdomain_gradient_version.m. Este cdigo permite a solu¢do do pro-
blema de estado base através da implementacdo das funcdes internas bvp fcn, befen e guess.
Utilizando bup4c junto com as trés tltimas fungdes citadas temos o perfil de velocidades U e
suas derivadas, assim como o valor da espessura do filme liquido /. O cédigo também calcula
7] € € e suas derivadas. Todos os resultados sdo exportados em arquivos.txt juntamente com 0s
valores utilizados de a, n, I e L distribuidos em vetores colunas.

No entanto, resolver o estado base numericamente ainda ndo se faz suficiente para
que os dados sejam utilizados como entrada para o problema de estabilidade. Para isso, preci-
samos calcular os coeficientes de Chebyshev das solugdes do estado base, sendo estas U, 7, €€
suas derivadas. Para isso implementamos o c6digo base flow_chebyshev_coef f.m. Com ele
somos capazes de extrair os coeficientes de Chebyshev e obtermos a representacdo em séries
destes polindmios, conceitos apresentados em Eq. (5.18), Eq. (5.19) e Eq. (5.20). Para facilitar-
mos este procedimento utilizamos algumas fungdes do software livre Chebfun (projeto iniciado
em 2002 por Lloyd N. Trefethen e Zachary Battles) cujos principios tedricos e exemplos de

implementacdo podem ser encontrados em Trefethen (2019).

5.4 Formulacio do problema de estabilidade

Assim como feito em 5.3 devemos transformar o o intervalo do problema para

[—1;1]. Para isso utilizaremos novamente Eq. (5.30) para expressar as derivadas de \TI(E) na
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forma,

0fz) 0f(2)d:  20/()

dy 0z Oy h 0z

PIE) _ g(af@)): g(gaf@): z[g(aﬂz))@]:
Oy? oy \ Oy oy\ h 0z hl0z\ 0z |0y

_ % Df() (5.43)

4 9%f(z) 4 _

= (9,2(22) :?D%f(z) (5.44)
Pfz) 0 [f(Z) o [ 40%f(z) 410 [0°f(z)\0z]|
o oy\ o2 dy ? 022 ? 0z\ 022 Joy|

8 PFZE) 8 .

= &fk=§DW@> (5.45)

0'f() _ 0 (63f(2)>: 9 (ga?’f(z)): g[ 2 (a?’f(z))@]:
oy* dy \ oy3 oy\ 75> 023 73102\ 022 oy

160°f(z) 16

4 p/—
S = D (5.46)

onde D’ = % e f pode ser qualquer uma das funcdes U, 7, € e U. Portanto, substituindo em

Eq. (5.43), Eq. (5.44), Eq. (5.45) e Eq. (5.46) em Eq. (3.99) podemos escrever,

4
_—2D2 + O{Q
h

4 8 4
—D*€+ —DeD + €| D* + o’
h h h

~ 16 ~
U — —a’D(MDV) =
h

1aRe \\J (5.47)

— 4 4 —
(U—-co)| D*—a* | -5 DU
h h

onde Eq. (5.47) é a equagdo de Orr-Sommerfeld no intervalo [—1; 1]. Aplicando as mesmas

substituicdes acima para Eq. (3.57) e Eq. (3.88) temos que,

n—1

n3) =I+1—1) [1 + (%%) ] ) (5.48)
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T dy oy

as condic¢des de contorno dadas por Eq. (3.102) e Eq. (3.103), que compdem as condi¢gdes de

e 10 nfien(Z0Y] i (W)Tf* (5.49)

nao-deslizamento na parede, tornam-se,

DU =(0paraz =1 (5.50)

U=0paraz =1 (5.51)

da mesma maneira as condi¢des de contorno de superficie (acopladas) dadas por Eq. (3.128) e

Eq. (3.148) tornam-se,

U =0paraz = —1 (5.52)

— 4
1+€U —c¢) (_—2D2 + a2)
h

2 2 _|. 8 5
iaRe|=(c —U)D + =DU |V — —a*7DV
h( ) - 0]

4
h

Podemos reescrever Eq. (5.47) na forma,

U =0paraz = —1 (5.53)

2 2 2
EED + EDE + j0€ (COt 0+ %)

16 8 32 8 16 4
_—4ED4 + _—20[23D2 + 044E + _—4D€D3 + _—2(IQD€D + _—4DQED2 + _—20[2D2E
h h h h h h

16 16 4_ R
—| Za’DnD+= oD | —iaRe | UD*~a*U——D*U
h h h h

. 4 .

U = —jacRe (_—2D2—a2) U
h

(5.54)

Utilizando a aproximacao em série dada por Eq. (5.18) para \iJ(E) podemos escrever,

N
U(z) =) &T}(2). com k € {Z|k > 0} (5.55)
k=0

substituindo Eq. (5.55) em Eq. (5.54) obtemos,

16 8 32 8 16 4
—eD* + a%D? + a'e |+ | = DeD? + —a’DeD | +| — D*eD* + o’ D%
h h h h h h
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1 1 4 — 4
SaQDnD + 204 nD? | —iaRe _—2UD2 —a®U — _—2D2U
h h h h

D 0 Ti(z) =

—iacRe (h -« > Z O Ty (Z (5.56)

aplicando um produto a direita por 7;(Z) e w = (1 — 72)72 temos que,

1 2 1 4
_feD4 %OBEDQ +a'e |+ 2—40503 + _%@2DED + _—§D2ED2 + —a’D%
h h h h h h

1 1 4 — 4
— (_—SoﬁDﬁD + _—SaQﬁD2> —taRe <_—2UD2 — U — _—2D2U>
h h h

16
+( = D*D* + —a*D? T;(Z)w
I h
6 16 al
— <—a2DﬁD + 17D2> Z O, T, (2)T;(Z)w
7=0 k=0

N N
4
= —iacRe (_—2D2 - a2> Y BT (2)T;(z)d (5.57)
h ,
integrando Eq. (5.57) no intervalo [—1; 1] temos,
h

16 8 Al
/ { ( —eD' 4 Sa%D? + a4€> Y T (2)T;(z)d
-1 h -

32 8 Al
+ (_—4DED3 + _—QOPDED> Y T(2)T;(z)d
h h :



+ _%ozZDED
h

> O T, (z)Tj(z)wdz]

101
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+ Z > [ /_ 1 (1602 D%+ :2 a2D2E> @ka(z)Tj(z)wdz]

- Z Z [/1 iacRe (%DQ - a2> @ka(z)Tj(z)wﬁ] &

YN[ | g
ZZ[/_ §<€D Tk(Z)Tj(Z))wdz—l—/l = o?(eD*Ty(2)Ty(2))wdz

+/_ a4(ETk(z)Tj(z))wdz+/li (DeD?Ty,(2)Ty())wdz

+/ % 2(DeDTy(2)T;(z ))wdz—i—/l 16(D26D2Tk( )T;(2))wdz

flh
+/Ei (DT (2)T) (2) ) iodz — / 8 2 DRDT )Ty (3)) iz

1E_6 ADTAT ()idz — | himRe(UDQTk< )T (2) iz

—_
—_

+/ i Re(UTy(2)T;(Z))wdz + g —iaRe(D*UT,(2)T;(z ))wdz] dy

—1h

1

ia’cRe(Ty(2)T;(Z ))wdz] oy (5.58)

:ii[ / 2 iacRe(D*TH(2)T) (2 ))wd_—i—/

j=0 k=0 - -1
Podemos definir o produto interno entres duas fun¢des f e g de maneira simples

como,

/_ i@ h@yids =< fule)igy(e) > (5.59)
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substituindo Eq. (5.59) em Eq. (5.58) iremos obter,
Y X |16 8
Y Y | = < Ti(2):eD'Ti(2) > + =0 < T;(2);eD*Ti(3) >
: h h
4 N 32 _ S
+a* < T;(Z); €T (Z) > += < T;(Z); DeD T}, (Z) >
h
8 _ B -~ 16 _ 9 9 —
+=0° < T;(2); DeDTy(Z) > += < T;(Z); D*€DTy(Z) >
h h
4 —\. 2= (= 16 , =\. = -
+=a° < T;(2); D€l(Z) > —=a” < T;(2); DnDTy(Z) >
h h
16

4 —
—?oﬂ < T;(z);7D°Ty,(z) > —?mRe < T;(2); UD*T},(2) >

_ 4 _
+iaPRe < Ty(2); UT,(2) > +oyiaRe < T:(2); D°UT}(2) > ] o,

Para as condicdes de contorno devemos aplicar as substitui¢des diretamente, sem
a necessidade de produtos internos uma vez que estamos tratando de valores conhecidos de
Z € [—1;1]. Portanto podemos escrever as condi¢des de parede dadas por Eq. (5.50) e Eq.
(5.51) na forma,

N
> & DTi(1) =0 (5.61)
k=0
N
D B T(1) =0 (5.62)
k=0

para a condi¢d@o de superficie dada por Eq. (5.52) podemos escrever,

U(—1) =0

_ 4
1+€U —¢) (_—2D2 + a2>
h
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4 _ —
1+ —eUD? + U
h

(I)ka( }: Z{ [:26D2+04 €

N
4

Z{Tk 2€UD2Tk( )—i—Oé GUTk }q)k = CZ{ QEDZTk )—I—Ozngk(—l)}q)k
h

(5.63)

Para a dltima condi¢@o de contorno de superficie dada por Eq. (5.53) obtemos,

2, 2 |- 8 -
iaRe|=(c—U)D + =DU |V — =a’7DV
h h h

4 2 2 a? -
—D?>+a?||2eD + =D t04+ — | | =0=
+<EQ + « > he + = h € + 106 (co + We>
9 8 al
iaRe|=(c—U)D + DU O, T ( — | =a®*1D &, T (—1
e }ZM P
+ 4D2+042 2D+2D + i€ cot9—|— E . Th( =0=
— =€ € € —_— =
E2 h h k k
9 9 2 N 8 al
iaRe|=cD — ZUD + =DU E &, T.(—1) — | =a?*7D § O, T (—1
{la h h h }k:o ’ k( ) h n k=0 ’ k( )
2 2
+ _%DED2 + =a’De + _%ED?’ + Za’eD
h h h
o 4 N
+ia€<cot9+ m) <?D2 +a2) ,;0 ¢, T (—1) =0=
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Y2 2 2
Z ZiacReD — ZiaReUD + ZiaReDU »®,Tj(—1)
— | h h h

N
2 8 2 4
Z —@ ND @, Ty (— Z DeD2 + Za?De+ 3€D3 + Za%eD + —5 Q€ cot 6D?
— h ) h h

A
+z'043 cot 0¢ + _21 ED2 + m%}@ka<_1) =0=

N
8 8 2 8 2
§ ——a*1DT},(—1) + = DeD*T},(—1) + =a*DeT},(—1) + eD*Ti(—1) + =a’eDTy(—1)
k=0 h h h h h

+1i

2 — 2 — 4
—ﬁaReUDTk(—l) + zaReDUTk(—l) + —a€cot §D*Tj,(—1) + a® cot Ty (—1)
h

403 o’

+———€D*Ti(—1) + —€T,(—1)
We We

N
}cbk = CZ{—%MR@DTk(—n}@k (5.64)

k=0
é importante observar que U, 7, € e suas derivadas sdo fungdes de Z portanto em Eq. (5.63) e

Eq. (5.64) estas funcdes também devem ser avaliadas no ponto z = —1.

5.5 Produtos internos para o método de Galerkin

Nesta secdo construiremos detalhadamente os produtos internos necessarios para a
implementa¢do do método de Galerkin. Neste produtos estamos considerando a presenga de
uma funcdo genérica f que multiplica os termos de 7}. Portanto, devemos expressar a funcio

f utilizando uma série de Chebyshev na forma,

N
=Y FuTu(z) (5.65)
m=0

dessa maneira podemos escrever o produto interno como,

1

1
substituindo Eq. (5.65) em Eq. (5.66) temos,

T;; fTx >—/ ZTF T Tewdz = ZF (/ T,T, Tkwdz) (5.67)
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Considerando a propriedade,

1
T Ti = 5 (T + Tini) (5.68)

e substituindo Eq. (5.68) em Eq. (5.67) obtemos finalmente,

N 1 1
1
<Ty; [Ty >= 3 g F, (/ T Tt rwdz +/ TjT|m_k|wdz) =
m=0 -1 -1

N
1
T [T >= 5 Y F(< T Tt > + < T Ty >) (5.69)
m=0

onde < T}, T}, > € dado por,

sej=k=0

sej=kcomj>1lek>1 (5.70)
sej] £k

< Tj, Tk >= gckéj,k =

=

sendo ¢; o delta de Kronecker e ¢;, (ndo hd relagdo com o autovalor ¢ presente na equacdo de

Orr-Sommerfeld) dado por,

2, sek=0
Cp = (5.71)
1, sek>1

para a implementa¢do numérica podemos escrever < T7j; fT;, > como,

N
1
<Ti fT>= 5 ) Fn(< T Ty > + < T Ty >) (5.72)
m=0

onde, < Tj; T4 > e < Tj;T|,—j > sdo resolvidos utilizando Eq. (5.70) diretamente. A
expressdo dada por Eq. (5.70) € a mais importante dentre todas, uma vez que sempre sera
utilizada para resolver os produtos internos entre dois polindmios. Esta fungdo é necessaria
para resolver os produtos internos que apresentam derivada, aparecendo como uma fung¢ao a ser
utilizada dentro destes. Com isso podemos seguir para o produto interno da primeira derivada
de 7T}, dado por,

1

< T, fDT}, >= / T; f DTywdz (5.73)

-1



107

substituindo Eq. (5.65) em Eq. (5.73) encontramos,

1 N N 1
< Ty; fDT, >= / Z T;F Ty DTiwdz = Z F,, ( / TijDTkwdz> (5.74)
-1 m=0 m=0 -1

Considerando a propriedade,

1 1
Ty = 5 (Tsm + Ty o) = 5 (Tonss + Tin3) (5.75)

e substituindo Eq. (5.75) em Eq. (5.74) podemos escrever,

N 1 1
1
< Ty f DT, >= 5 > Fa (/ T+ DTwdz +/ T|mj|DTdeZ> =
m=0 -

-1 1

N
1
< T fDT >= 5 ) Fuu(< Ty DT > + < Tjeyjs DT >) (5.76)
m=0

onde, tomando separadamente os termos pares € impares, podemos escrever < 1j; DT}, >

como,

k—1
< Tj; DTy >=4k Y < Tj; Topyr > (5.77)
n=0
k
< Ty DTypyr >=202k +1) Y < Ty Ton > +(2k + 1) < Ty, Ty > (5.78)

n=1

Com isso podemos escrever as equacgdes acima em um formato conveniente para a

implementagdo do cédigo numérico. Dessa maneira, < T}; f D7}, > assume a forma de,

N
1
<T;; fDT; >= 5 > " Fou(< Tonsi; DTy > + < Ty DT >) (5.79)

m=0
Dividiremos a andlise da Eq. (5.79) em quatro etapas. Primeiro escreveremos <
Tr+i; DT > subdividido em termos pares e impares, e na sequencia realizaremos 0 mesmo
procedimento para < Tj,,_;; D'T; >. Considerando primeiramente < 7,,,,; DT > temos que,

para j = par, teremos 2k = j = k = % Portanto Eq. (5.77) torna-se,

11

2
< Ty DTy >= 25 ) < Tonis Tonia > (5.80)

n=0
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tomando j = impar, temos que 2k +1 = j = k = J%l Portanto, Eq. (5.78) € escrita na forma,

j—1
2

< Tosis DTy >= 2] ) < T Ton > +j < T To > (5.81)
n=1

Consideraremos agora o desenvolvimento de < T},,_;; DT} >. Para j = par, temos

2k=7=>k= % Com isso Eq. (5.77) assume a forma,

-1
< Tiif; DTy >= 25> < Timeif; Tonsr > (5.82)

n=0

para j = impar, teremos 2k +1 =75 = k = ]%1 Dessa forma, Eq. (5.78) € escrita como,

j—1
2
< Tjmif; DTy >= 25> < ity Ton > 45 < Timi; To > (5.83)

n=1

Tomando o produto interno da segunda derivada de 7} podemos escrever,

1

<T;, DT}, >= / T; f D*Trwdz (5.84)
-1

substituindo Eq. (5.65) em Eq. (5.84) resulta em,

1 N N 1
< Tj; fD*Ty, >= / > T,F,T,D°Tawdz = Y | F, ( / TijD2Tkwdz> (5.85)
—1m=0 m=0 -1

substituindo Eq. (5.75) em Eq. (5.85) temos,

1

1
Ty D*Towdz + /
1

-1

N
1
. 2 —
<Tj; fD7T}, >= §mE:0Fm</

T|m_j|D2Tkwdz> =

N
1
< Ty, fD*Ty >= 5 Z (< Ty D*Ty, > + < Tipyj; D°Ty >) (5.86)

m=0

onde < Tj; D*T}, > ¢ dado por,

Tk[k? — 52|, para(k—j)=2,4,6,..., par
< Ty DTy > sk[k* —j%], para (k — j) p (5.87)

0, para qualquer outro valor
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Para a implementag@io numérica de < Tj; f D*T}, > podemos escrever,

N
1
<Ty; fD°Tj >= 3 > " Fou(< Ty DTy > + < Tjpy; DT >) (5.88)
m=0

com base em Eq. (5.87) podemos escrever < T},,;; D*T; > e < Tj,,—;; D*T; > na forma,

%j[j2 —(m+14)?%, paralj— (m+1)] =2,4,6,...,par

< Tyyi; D*T; >= (5.89)

0, para qualquer outro valor

%j[]Q - (’m - ZDQL para (j - ‘m +Z|> = 274767 ..., par

< Tyesi); D°T; >= (5.90)

0, para qualquer outro valor

Portanto, podemos seguir para o produto interno da terceira derivada de 7}, escrita

como,

1
<T;, fD*T}, >= / T, f D*Twdz (5.91)

-1
substituindo Eq. (5.65) em Eq. (5.91) obtemos,

1 N N
< Tj; fD*Ty >= / > TF,T,D*Tawdz = Y F, (/
—1lm=0 m=0

1
TijD?’Tkwdz) (5.92)
1

substituindo Eq. (5.75) em Eq. (5.92) encontramos,

N 1 1
1
< T fD*Ty >= 5 > Fn ( / Ty D*Trwdz + / T|m_j|D3Tkwdz> =
m=0 -1

-1

N
1
< Tj; fD*Ty, >= 5 > Fu(< Tonaji DTy > + < Tjpuyy; DT >) (5.93)
m=0
com < Tj; D*T), > dado por,
=2
< Ty DTy >= ) " —k(k* — 2%)(72) (5.94)
=0 Ca
sendo ¢, escrito na forma,
2, parax =0
Cr = (5.95)

1, paraz >1
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onde kK —x =par, k > v+ 2, x — j = impar, e z > j + 1. Para a implementacdo numérica,

podemos escrever < Tj; f D*T}, > como,

N
1
< Ty; fD*T; >= 5 > " Fu(< Tonsi; DTy > + < Tpy; DT >) (5.96)

m=0

Para < T,,.;; D*T; > temos que,

r
< Tpyi; DTy >= ) —J (j2 — 22)(rz) (5.97)

onde j —x =par,j >z +2,x — (m+ i) =impar,r > m+i+ 1ec, édado por Eq. (5.95).

Agora, para < Tj,,_;; DSTj > iremos encontrar,

j—2
1
< Tiei; DTy >=) ~ §(5% — ) (rx) (5.98)
z=0 %

comj—x =par,j > xr+2,x—|m—i| =impar, z > |m—i|+ 1ec, é dado também por Eq.
(5.95). Sendo assim, podemos partir para a ultima discretizagdo dos produtos internos, com a

utilizacio da quarta derivada de 7} na forma,

1
<T;, fD'T}, >= / T; f D' Tywdz (5.99)

-1
substituindo Eq. (5.65) em Eq. (5.99) teremos,

1 N N 1
< Tj; fD*Ty >= / > T,F,T,.D'Tawdz = Y F, ( / J}TmD‘*Tkwdz) (5.100)
1 _

T+ m=0 m=0 1

substituindo Eq. (5.75) em Eq. (5.100) podemos escrever,

N 1 1
1
< Tj; fD'T, >= B > Fm ( / Ty D' Tywdz + / T|m—j|D4TkU’dZ> =
m=0 -1 N

1

N
1
< Ty, fD*T}, >= 5 Z (< Ty DTy, > + < Tipy; DT >) (5.101)

m=0

separando < Tj; D*T}, > em termos pares € impares podemos reescreve-lo como,

k—2
1
STy DTy = kSR )k 4 17 (1)~ < T T >

r=1
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8
+§k—n%%h+m<7%%> (5.102)

o

-2

8
< Tj; DTy iy >= §(2k+ DY (BE=r)[k+1)?=r*)(k+r+2)(k—r—1) < Tj; Toryy >

T

Il
=)

(5.103)
Para o c6digo numérico devemos escrever < T}; f D*T}, > como,
| XN
<ﬂjw@>:§Zp%gﬂmﬂﬁn>+<ﬂwmm@>) (5.104)
m=0

Considerando primeiramente o termo < 75,,;; D*T; > temos que, para j = par e

() Al -

2 2
+3 (% - 1) % (% + 1) < Tyii Ty > (5.105)

porém, para j =impare 2k +1=j =k = %1 teremos,

2k = j = k = % obtemos,

< Tm+i; T2r >

Jj—1

i=1_o 2
8 3 j—1 j—1
Tpyis DT >= —j | —? I~ |+1
) . ' 3j r=0 [( 2 > T]{[< 2 >+
j—1 j—1
__— 21| == |-r—1

Para < Tj,,_;; D*T; > com j =pare2k =j =k = % podemos escrever,
. 2 . 2
(o))~
J J ()

S—1) =({=z+1 Tim—il; Tt 5.107
(2 ) 3 (2 + ) < djm—ii Lo > ( )

2

< Tonyi; Torpr > (5.106)

< ﬂm—z|7 Ty >
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comj=impare2k+1=j=Fk= ]%1 iremos obter,

izl o 2
8 . < ) — 1 — 1
r=0
) — 1 ) — 1
[(‘77)+r+2 (‘77)—7»—1

Com este ultimo resultado temos todos os produtos internos prontos para serem

2
_Tz}

< D Tor g1 > (5.108)

implementados numericamente. Agora devemos considerar os polindmios de Chebyshev, e
suas derivadas, aplicadas nos pontos z = —1 e z = 1 para que estes possam ser implementados
em Eq. (5.61), Eq. (5.62), Eq. (5.63) e Eq. (5.64). Primeiramente podemos reescrever a
defini¢cdo dos polindmios de Chebyshev dada em Eq. (5.1) como,

Ty (2) = cos(kcos™'z) (5.109)

dessa forma a equacdo recursiva obtida em Eq. (5.4) pode ser reescrita como,

Tk+1(2) = ZZTk(Z) — kal(Z) (5110)

com isso, podemos escrever os cinco primeiros polindmios de Chebyshev na forma,

To(2) =1 (5.111)

Ti(z) =z (5.112)

Ty(z) =222 —1 (5.113)
Ts(z) = 42° — 32 (5.114)
Ty(z) = 82* — 822 + 1 (5.115)

Ts(z) = 162° — 202° + 52 (5.116)
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Considerando z = —1 para o sistema dado em Eq. (5.111)-Eq. (5.116) iremos

obter,

To(—=1) =1 (5.117)
Ti(—1) = -1 (5.118)
Ty(—1) =1 (5.119)
Ty(—1) = —1 (5.120)
Ty(—1) =1 (5.121)
Ty(—1) = —1 (5.122)

através das equacdes acima obtemos recursivamente,

Te(—1) = (—=1)*; com k € {Z|k > 0} (5.123)
sendo assim, podemos escrever \I/(—l) como,
N

V(1) =D &Ti(—1) =Y _(—1)"ex (5.124)

k=0
Tomando z = 1 para Eq. (5.111)-Eq. (5.116) temos,

To(1) =Ti(1) =Tx(1) = T3(1) = Tu(1) = T5(1) = 1 (5.125)

portanto por Eq. (5.125) temos que,

Ti(1) = (1)¥; com k € {Z|k > 0} (5.126)

dessa maneira W (1) é dado por,

U(1) =Y nTe(1) = > (1)Fex (5.127)

k=0
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Para a primeira derivada de T} (z) os polindmios dados por Eq. (5.111)-Eq. (5.116)

tornam-se,

DTy(2) =0 (5.128)
DTi(z) =1 (5.129)
DT5(z) = 4z (5.130)
DTy(z) = 122° — 3 (5.131)
DTy(z) = 322° — 162 (5.132)
DTs(z) = 802* — 602> + 5 (5.133)

Considerando z = —1 para sistema constituido por Eq. (5.128)-Eq. (5.133) obte-

mos,

DTy(—1) =0 (5.134)
DTy(~1) =1 (5.135)
DTy(—1) = —4 (5.136)
DTy(—1) =9 (5.137)
DTy(—1) = —16 (5.138)

DT5(—1) = 25 (5.139)



com base em Eq. (5.134)-Eq. (5.139) temos,

DTy (—1) = (=1)*"'k?; com k € {Z|k > 0}
com isso, podemos escrever DW(—1) como,

N

DU(-1) = ¢DTi(—1) =Y (—1)"'k*¢,

k=0
Substituindo z = 1 para Eq. (5.128)-Eq. (5.133) encontramos,

DTy(1) =0
DTy(1) =1
DTy(1) = 4
DTs(1) =9
DT,(1) = 16
DTs(1) = 25

sendo assim, com base em Eq. (5.142)-Eq. (5.147) teremos,

DTy (1) = k*; com k € {Z|k > 0}

dessa forma, encontramos DW(1) como,

N N
DU(1) =Y e DTi(1) = Y Ko
k=0 k=0
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(5.140)

(5.141)

(5.142)

(5.143)

(5.144)

(5.145)

(5.146)

(5.147)

(5.148)

(5.149)

Tomando a derivada dos polindomios dados em Eq. (5.128)-Eq. (5.133), podemos

escrever a segunda derivada de T} como,

D?*Ty(2) =0

(5.150)



Substituindo z = —1 em Eq. (5.150)-Eq. (5.155) podemos escrever,

considerando Eq. (5.156)-Eq. (5.161) temos que,

sendo assim, DQEJ(—

D?Ty(z)

D?Ty(z)

=0

=4

D?Ty(z) = 24z

DTy(z) = 962* — 16

D?Ty(2) = 3202° — 120z

D*Ty(—1)

DTy (—

1)

D?*Ty(—1)

D*T3(—1) =

DTy (—1)

=0

=0

=4

—24

= 80

D?Ty(—1) = —200

D*T;(—1) = (-1)

1) é dado por,

Z op D> Ty (—

k4— 2
F h ; comk € {Z|k > 0}

3

N

=2 (-1

k=0

kk4

k
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(5.151)

(5.152)

(5.153)

(5.154)

(5.155)

(5.156)

(5.157)

(5.158)

(5.159)

(5.160)

(5.161)

(5.162)

(5.163)



Para z = 1 temos que Eq. (5.150)-Eq. (5.155) resultam em,

D*Ty(1) =0

D2Ty(1) = 0

D?*Ty(1) = 4

D?Ty(1) = 24

D?*Ty(1) =80

D?Tx(1) = 200

dadas Eq. (5.164)-Eq. (5.169) podemos escrever,

k* — k2

DTy (1) = ; com k € {Z|k > 0}

dessa maneira, D?¥(1) pode ser escrito como,

DW(1) = g D°Ti(1) = -
k=0 k=0
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(5.164)

(5.165)

(5.166)

(5.167)

(5.168)

(5.169)

(5.170)

(5.171)

Afim de escrevermos a terceira derivada de 7} consideraremos a derivada de Eq.

(5.150)-Eq. (5.155) encontrando,

D*Ty(2) =0
D3T1 (Z) =0
D*Ty(2) = 0

D*Ty(z) = 24

(5.172)

(5.173)

(5.174)

(5.175)



D3Ty(z) = 1922

D3Ty(z) = 9602% — 120

Tomando z = —1 em Eq. (5.172)-Eq. (5.177) obtemos,

D3Ty(-1) =0
D*Ty(-1)=0
D*Ty(~1) =0
D3Ty(—1) = 24

D’Ty(—1) = —192

D3Ty(—1) = 840

com base em Eq. (5.178)-Eq. (5.183) temos,

(1)
15

DTy (—1) = k*(k* — 1)(k* — 4); com k € {Z|k > 0}

com isso, D3W(—1) € escrito na forma,

DYi(-1) =Y 6D T(—1) = 3

Substituindo z = 1 em Eq. (5.172)-Eq. (5.177) teremos,

D*Ty(1) =0

D*Ty(1) =0
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(5.176)

(5.177)

(5.178)

(5.179)

(5.180)

(5.181)

(5.182)

(5.183)

(5.184)

(5.185)

(5.186)

(5.187)
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D*Ty(1) =0 (5.188)
D3Ty(1) = 24 (5.189)
D3Ty(1) = 192 (5.190)
D3Ty(1) = 840 (5.191)

tomando os resultados de Eq. (5.186)-Eq. (5.191) iremos encontrar,

2

DTy (1) = %(kQ —1)(k* — 4); com k € {Z|k > 0} (5.192)

portanto, D3 (1) é dado por,

5
)

(K2 — 1)(k> — 4) (5.193)

N N
PRI = 3 D) = 3 5
k=0 k=0

ot

com a expressdo de Eq. (5.193) encontramos o ultimo resultado necessario para a discretiza-
¢do das condicdes de contorno do problema. E importante notar que alguns produtos internos
presentes na equacdo de Orr-Sommerfeld dada por Eq. (5.60) ndo acompanham uma fungdo
f. Estes produtos internos podem ser implementados diretamente utilizando Eq. (5.70) (sem
derivadas envolvidas), Eq. (5.77) e Eq. (5.78) (para produtos com primeira derivada), Eq.
(5.87) (para produtos com segunda derivada), Eq. (5.94) (para produtos com terceira derivada)

e finalmente, Eq. (5.102) e Eq. (5.103) (para produtos com quarta derivada).

5.6 O problema de autovalor generalizado

Com os resultados obtidos acima podemos ilustrar como serd resolvido numerica-
mente o problema. Levando em conta os produtos internos dos polinomios de Chebyshev, e as
fungdes a eles incorporadas, podemos construir matrizes de ordem Nx/N para cada um desses
produtos. Portanto, a equagdo de Orr-Sommerfeld discretizada em Eq. (5.60) representa um

problema de autovalor generalizado na forma,

[Alyxna = c[B]nxnd (5.194)
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onde N representa o nimero de polindmios de Chebyshev utilizados no processo de discre-
tizagdo, com a matriz A e B podendo conter partes reais e complexas. Porém ainda existe a
necessidade de incorporarmos as condicdes de contorno. Apods aplicada a discretizacdo de \I~/(z)
para os pontos z = —1 e z = 1 temos que Eq. (5.61) a Eq. (5.64) podem ser escritas como

vetores linha na forma,

[A]1xnd = c[B]ixnd (5.195)

As condicdes de contorno dadas na forma descrita em Eq. (5.195) devem ser subs-
tituidas nas ultimas quatro linhas das matrizes A e B em Eq. (5.194), com isso teremos o
sistema completo e pronto para ser resolvido. As discretizacdes e 0 método numérico foram
implementados no software MATLAB. Para encontrarmos a solu¢c@o do problema de autovalor
generalizado descrito por Eq. (5.194) utilizamos a fun¢@o interna eig presentes neste software.
Esta funcdo utiliza como método de solu¢do padrao um algoritmo QZ, fornecendo o espectro
dos autovalores. Portanto, podemos analisar o espectro gerado para varios valores de N, a fim
de encontrarmos o autovalor que converge para a solucdo do problema. Porém rastrear esse
valor mostra-se muitas vezes complicado, pois ele varia sua posicao no vetor solucdo da fun-
cdo eig, tornando dificil a producdo de dados sequenciais. Para contornarmos este problema

mostraremos abaixo o método de iteracao inversa.

5.7 Método de iteracao inversa

Para finalizarmos este capitulo consideraremos a parte final do processo de obten-
cdo dos resultados com o algoritmo para a implementacdo do método de iteragdo inversa. A
aplicacdo deste método, além de refinar a precisdo do autovalor obtido, torna a obtencdo do
mesmo mais rdpida para processamentos envolvendo variagdo de algum parametro, uma vez
que ele ndo necessita da solu¢do do problema de autovalor generalizado a cada iteracdo. Este
método € apresentado no algoritmo (1) abaixo.

Este método resolve o problema de rastreamento do resultado dentro do vetor so-
lucdo da funcdo eig, permitindo encontrarmos o autovalor convergido, e seu autovetor corres-
pondente, quando uma aproximacao inicial é fornecida. Como solug¢@o inicial selecionamos o
resultado obtido pela funcdo ezg. Com isso, o método retorna rapidamente apenas o resultado de
interesse e nao todo o espectro de autovalores. Este resultado € utilizado como aproximagdo no

proximo passo do processamento para algum incremento dos parametros de interesse, tornando
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Algoritmo 1: Método de iteracdo inversa

inicio

A,B - Matrizes presentes no problema de autovalor generalizado
09 - aproximacao inicial para o autovalor

Z - aproximacao inicial para o autovetor

po = 0 € - parametro teste

fim

enquanto £k = 0,1,2, 3, ... faca

1) Resolva (A — 0oB)wy 1 = Bzy;

2) Calcule py1 =< Wip1, 2 >0

3) se |pr+1 — px| > € entdo

normalizar Zy 1 = Wy1/||[Wiki1]|2;

volte para o passo 1;

senao

calcule o autovalor 0 = 0 + pri1;

calcule o autovetor normalizado zx1 = Wi 1/||Wk11|2;
PARE

e X N N R W N =

R e < T =
A B AW N =D

fim

[y
=

18 fim

dispensavel a obtencdo de todo o espectro de autovalores e mantendo a rdpida convergéncia.
Utilizamos como referéncia o algoritmo apresentado no trabalho de Hossain (2011) presente no

apéndice D.2.
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6 ANALISE DAS SOLUCOES

Neste capitulo discutiremos os resultados obtidos para os estados base e perturbado,
tanto do ponto de vista analitico quanto numérico. Primeiramente iremos abordar a solu¢do do
escoamento base para ambos os métodos.

Solucdes numéricas para o escoamento base envolvendo o modelo de Carreau-
Yasuda ndo necessitam de intrincados métodos numéricos e podem ser obtidas com certa fa-
cilidade, porém solucdes algébricas mostram-se como um desafio bem maior. A primeira solu-
cdo analitica (no sentido assintético) para este modelo foi obtida com o trabalho de Chimetta e
Franklin (2020), que também é apresentada na secdo 4.1 deste texto. E importante notar que os
resultados obtidos em Eq. (4.35) sdo generalizacdes dos encontrados por Weinstein (1990). Isso
€ decorréncia do fato de que o modelo reoldgico de Carreau-Yasuda, utilizado neste trabalho, é
uma generalizacdo do modelo de Carreau abordado por Weinstein. A presenga do expoente a
torna alguns processos de solu¢do um pouco mais complexos, como por exemplo a utilizagdo
recorrente do teorema binomial no processo de solucio para obtermos Eq. (4.35). A validag¢ao
matematica deste tltimo resultado € direta e pode ser obtida ao comparar-se com os resultados
encontrados no apéndice do trabalho de Weinstein (1990). Podemos notar que as solugdes ob-
tidas em Eq. (4.12) e Eq. (4.13) para a ordem O(L°) sdo equivalentes ao caso newtoniano do
mesmo escoamento, a menos de uma normalizacdo para a espessura do filme, um caso similar
¢ o apresentado em Chimetta et al. (2018) para o desenvolvimento do estado base, este ultimo
sendo analitico. No entanto quando olhamos para as solu¢do de ordem O(L®), dada por Eq.
(4.34) podemos notar a inclusdo de fatores nao-Newtonianos no escoamento. Tratando apenas
do ponto de vista matemadtico, é importante notar que estas duas solu¢des possuem condi¢des
de existéncia para a = 0, @ = —2 ¢ a = —3. Combinando as solu¢des de ordem O(L) e
O(L") obtemos a solugdo assintdtica dada por Eq. (4.35). Destacamos aqui que os resulta-
dos apresentados através da solucdo assintdtica foram obtidos juntamente com a utilizagdo da
func¢ao interna real do MATLAB, uma vez que variagcdes no parametro a podem vir a apre-
sentar resultados complexos. Dessa maneira focamos nossas andlises apenas na parte real das
solugdes, uma vez que ndo obtivemos nenhum resultado fisico relevante de suas partes com-
plexas. Outra escolha que destacaremos foi a de considerarmos o pardmetro / como zero em

todos os processamento. Esta escolha se deve pelo fato de que a viscosidade para o cisalha-
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mento infinito 7)., nd@o se mostra relevante para a grande maioria dos casos ((Macosko, 1994) e
(Bird et al., 1987a)), uma vez que estd mais associada a escoamentos inviscidos (Kudenatti et
al., 2020). Dessa forma, o que determina se uma classe de fluidos apresentam comportamento
shear-thinning ou shear-thickening para este modelo serd a condi¢dao de quando escolhemos
n < 1oun > 1respectivamente.

Primeiramente faremos nossa andlise com base apenas nos resultados obtidos pela
solugdo assintdtica, para depois compararmos com os encontrados via implementa¢do numé-
rica. A superficie dada na Fig. (6.1) apresenta a espessura do filme liquido A obtida através de
Eq. (4.35) em fun¢do dos parametros 0 < a < 10,0 < n < 1e L = 0,4, caracterizando o
fluido como shear-thinning. Pontos de interesse foram destacados para melhor compreensao do
comportamento dos fluidos a medida que os pardmetros variam. Podemos notar que a espessura
¢ maxima para (n;a) = (0,02;0,81) e minima para (n;a) = (0,02;1,88), ou seja, a faixa
proxima a a = 2, caracterizada pelo modelo de Carreau de quatro parametros, € a que apresenta
a menor espessura dentre todas as outras para o mesmo valor de n. De modo geral, podemos
notar que a espessura varia monotonicamente com 7 e nio-monotonicamente com a. A medida
que n tende a zero o fluido apresenta caracteristicas ndo-Newtonianas mais acentuadas, porém
o que define se haverd um aumento, ou uma diminui¢do, no valor da espessura é o parametro
a. Como mencionado na se¢do 3.1 podemos notar que o fluido comeca a apresenta comporta-
mento Newtoniano quando n tende a 1, sendo necessariamente Newtoniano para n = 1. Porém
mostra-se interessante o fato de que, a medida que o valor de a aumenta o fluido tende cada
vez mais a apresentar um comportamento Newtoniano, independentemente do valor de n. Se
levarmos em conta uma ordem de aproximagio de 10~ podemos considerar o fluido no ponto
(n;a) = (0,02; 10) como Newtoniano, uma vez que h = 1,4422, sendo este o mesmo valor da
espessura para qualquer ponto na linha de n = 1. Este resultado newtoniano também € obtido
por Rousset et al. (2007). Todos os comportamento até aqui descritos para esse conjunto de
parametros podem ser também observados na Fig. (6.2). Esta figura mostra a solu¢do de Eq.
(4.35) para ﬁ(O) (velocidade superficial) com os mesmo valores de parametros destacados an-
teriormente. Como € de se esperar os mesmos pontos em ambas as figuras irdo apresentar um
comportamento inverso. Tomando (n;a) = (0,02;0,81) temos a menor velocidade registrada
de toda a superficie, o que condiz com o fato deste ponto apresentar o maior valor de h, en-
quanto que, para (n;a) = (0,02; 1, 88) registra-se a maior velocidade para o menor valor de .

Dessa forma podemos interpretar que, conforme o filme liquido € mais espesso sua velocidade
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na superficie tende a ser menor, em contra partida, filmes liquidos de menor espessura possuem
maior velocidade superficial. Também € importante destacar que valores préximos de a = 1

apresentam fortes caracteristicas ndo-Newtonianas se comparados com os demais.

,”/?.nO.UZ
N\
AN

1.7

1.65 —

1.6 | n 0.02

az29 n0.02 n 0.02
h1.4582 | .4 a4.88 n 0.02

h 14364 h1.4446

Figura 6.1 — Resultado de h em Eq. (4.35) para fluidos shear-thinning (faixa de n < 1) com
L=0,4.

Ainda considerando n = 0, 02, os pontos de maior € menor espessura, a = 0,81 e
a = 1, 88 respectivamente, podemos construir o perfil de velocidades, normalizado pela velo-
cidade superficial, e a viscosidade apresentados na Fig. (6.3). O grafico a esquerda mostra a
comparacao do perfil de velocidades para trés casos distintos. Nota-se aqui que para a = 1, 88
a curva do perfil de velocidades encontra-se acima da curva Newtoniana. Olhando para os da-
dos da viscosidade deste mesmo fluido percebemos que suas caracteristicas, menor espessura
do filme liquido e maior velocidade superficial, decorrem do comportamento da funcdo vis-
cosidade para o mesmo, que apresenta-se totalmente abaixo da curva Newtoniana. Portanto
o escoamento do filme liquido nestas condi¢cdes apresentard maior velocidade média e menor
espessura de modo geral. Outro comportamento interessante decorre do fato de que a funcédo
viscosidade apresenta valores cada vez menores a medida que aproxima-se da superficie so-
lida, porém a condi¢do de nao-deslizamento na parede mantem-se preservada. Considerando
o fluido com a = 0,81 nota-se o comportamento inverso. Ele apresenta menor velocidade

média, assim como um possivel erro por volta de h/hy = 0,7, que resulta em uma violagdo
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Figura 6.2 — Resultado de U(0) (velocidade superficial) em Eq. (4.35) para fluidos shear-
thinning (faixade n < 1) com L = 0, 4.

da condicdo de nio-deslizamento em h/hy = 1. A provével causa desse comportamento é a
forte presenca de termos complexos que foram suprimidos ao calcularmos essa curva, uma vez
que precisamos utilizar a de maneira continua no dominio, gerando assim erros de aproxima-
¢do ao calcularmos a velocidade do escoamento préximo da parede. Quanto a viscosidade, os
resultados encontram-se totalmente acima da curva Newtoniana, porém com comportamento e
taxas de crescimento claramente diferentes do caso anterior. Notemos que a taxa de decaimento
de 77 para a = 1,88 & basicamente constante a partir de h/hy = 0,5, tal comportamento nio
ocorre para a = 0, 81. Podemos observar para este ultimo caso que um ponto de méximo ocorre
préximo a h/hy = 0, 7.

Considerando um caso shear-thickening com 0 < a < 10,1 <n <2e L = 0,4,
podemos notar uma inversio completa nos comportamentos das superficies de 7 e U apresen-
tadas em Fig. (6.4) e Fig. (6.5) respectivamente. Considerando os mesmos pontos anteriores,
podemos perceber que a regido no entorno do ponto (n;a) = (0,02;0,81) apresenta a menor
espessura e maior velocidade para esta classe de fluidos, enquanto (n; a) = (0, 02; 1, 88) possui
espessura maxima e velocidade minima. As variacio monotdnica em n e ndo-monotonica em
a sdo preservadas, assim como a tendéncia ao comportamento Newtoniano conforme a assume

valores cada vez maiores.
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Figura 6.3 — Resultados para o perfil de velocidades normalizado e a viscosidade para dois flui-
dos shear-thinning com L = 0,4en = 0,02.

ni n1
a0.81 a21.88
n2 h 1.4422 | |4 1.4422

Figura 6.4 — Resultado de hem Eq. (4.35) para fluidos shear-thickening (faixa de n > 1) com
L=04.

Como podemos observar em Fig. (6.6) também ocorre uma inversao de comporta-

mentos no perfil de velocidades para os dois fluidos destacados, a = 0,81 e a = 1,88, com
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Figura 6.5 — Resultado de U(0) (velocidade superficial) em Eq. (4.35) para fluidos shear-
thickening (faixade n > 1) com L = 0, 4.

n = 2. Porém a combina¢do dos parametros a e n gera resultados melhores neste conjuntos
de dados. Notemos que, o perfil de velocidades do fluido de maior velocidade média, agora
a = 0, 81, ndo cruza o resultado Newtoniano, o mesmo vale para a = 1, 88. Porém, ainda apre-
senta um erro proximo a parede, uma vez que este fluido apresenta um resultado de U > 0 para
h/hy = 1. As curvas das fun¢des densidade também nio apresentam nenhum ponto de ma-
Ximo, ou minimo, e suas taxas de crescimento, para a = 1, 88, e decrescimento, para a = 0, 81,
sofrem pouca variacdo. Vale notar que esta taxa é quase constante a partir de h/hy = 0,1
para a = 0,81. Ambos os resultados reforcam a hipétese de que determinadas combinacdes
dos expoentes a e n podem gerar erros de aproximacao para resultados préximos da parede,
principalmente para valores na vizinhanga de a = 1.

Até aqui podemos perceber que para valores proximos de a = 2,4, ... os fluidos
apresentam comportamento shear-thinning (para n < 1) e shear thickening (para n > 1) como
esperado. No entanto, para valores de a = 1, 3,5, ... esses fluidos encontram-se com com-
portamento invertido, com uma acentuada diferenga para a ~ 1. Somente com a abordagem
numérica para o estado base, apresentada na sec¢do 5.3, podemos gerar os resultados necessarios
para finalmente estabelecer um critério de confiabilidade para a solugdo assintética em relagao

as variacoes do parametro a. Para a solu¢do numérica apresentada a seguir utilizamos o domi-
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Figura 6.6 — Resultados para o perfil de velocidades normalizado e a viscosidade para um fluido
shear-thickening com L = 0,4 en = 2.

nio fisico, 7 € [0; h], uma vez que as solucdes para essa andlise niio serdo transferidas para o
espaco de Chebyshev. Para fluidos shear-thinning (n < 1) obtivemos como solu¢do numérica
os dados apresentados em Fig. (6.7) e Fig. (6.8), que representam a espessura do filme liquido
h e a velocidade superficial U (0) respectivamente. E evidente a diferenga destes resultados se
comparados com os apresentados em Fig. (6.1) e Fig. (6.2). O resultado numérico mostra um
comportamento monotonico para ambos os parametros a e n, no qual a medida que a ou n ten-
dem a zero os efeitos ndo-newtonianos (shear-thinning) acentuam-se, com clara diminui¢ao na
espessura do filme liquido. De forma equivalente, podemos observar o aumento da velocidade
superficial U (0) na Fig. (6.8) para a e n tendendo a zero, com ambos 0s parimetros novamente
apresentando comportamento monotdnico.

Na Fig. (6.9) temos os resultados numéricos para dois fluidos shear-thinning,
a =0,8lea = 1,8 comn = 0,02. No grifico a esquerda vemos que ambos os perfis
de velocidade encontram-se abaixo da curva newtoniana, porém com a = 0, 81 mais afastado
desta. Podemos notar também que ambas as viscosidades diminuem conforme ocorre um au-
mento do cisalhamento, sendo a curva ¢ = 0,81 muito mais acentuada, uma vez que possui
um comportamento nao-newtoniano mais forte, reafirmando assim o resultado do perfil de ve-

locidades. Comparando esses dois resultados com os da Fig. (6.3) fica evidente a limitacdo do
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Figura 6.7 — Resultado numérico de h para fluidos shear-thinning (faixa de n < 1) com L =
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Figura 6.8 — Resultado numérico de U(0) (velocidade superficial) para fluidos shear-thinning
(faixaden < 1) com L = 0, 4.

método assintético ao tentar analisar fluidos com forte comportamento nao-newtoniano.

Considerando a faixa de fluidos shear-thickening (n > 1), o resultado numérico
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Figura 6.9 — Resultado numérico para o perfil de velocidades normalizados, e viscosidade, de
dois fluidos shear-thinning com L = 0,4en = 0, 02.

para a espessura do filme liquido e velocidade superficial é encontrado em Fig. (6.10) e Fig.
(6.11). Novamente ambos os comportamentos dos parametros a € n apresentam-se monoto-
nicos. Como esperado, as caracteristicas invertem-se em relacdo a Fig. (6.7) e Fig. (6.8). A
medida que a tende a zero e n para dois, os fluidos apresentam comportamento shear-thickening
mais acentuado, resultando em maiores espessuras e menores velocidades superficiais. Ao com-
pararmos o resultados numéricos (Fig. (6.10) e Fig. (6.11)) e assintéticos (Fig. (6.4) e Fig.
(6.5)) podemos ver novamente grande discrepancia entre as solucdes, principalmente para bai-
xos valores de a.

Com Fig. (6.12) temos os resultados numéricos para dois fluidos shear-thickening,
a=0,8lea=1,88comn = 2. Como € esperado, os perfis de velocidade agora encontram-se
acima da curva newtoniana, com a = 0, 81 mais afastado desta. Ambas as fun¢des viscosidade
aumentam seus valores a medida que o cisalhamento € mais forte, com curvas totalmente acima
do resultado newtoniano. Note-se que a = 0, 81 possui forte comportamento shear-thickening
préximo a parede, como esperado. Ao compararmos este resultado com os apresentados em Fig.
(6.6) observamos novamente como a solugdo assintética € incapaz de capturar o comportamento
real para a faixa de valores proximos a a = 1.

Sendo assim, concluimos que o pardmetro a desempenha um papel fundamental no
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Figura 6.11 — Resultado numérico de U(0) (velocidade superficial) para fluidos shear-
thickening (faixaden > 1) com L = 0, 4.

comportamento nao-newtoniano para o modelo de Carreau-Yasuda. A medida que seu valor

aproxima-se de zero sdo registrados comportamento shear-thinning (n < 1) e shear-thickening
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Figura 6.12 — Resultado numérico para o perfil de velocidades normalizados, e viscosidade, de
dois fluidos shear-thickening com L = 0,4 e n = 2.

(n > 1) cada vez mais acentuados, para n tendendo a zero ou dois respectivamente. Porém ao
aumentarmos o valor deste parametro come¢amos a recuperar o comportamento newtoniano,
sendo que para valores proximos de a = 5 podemos dizer que os fluidos possuem comporta-
mentos newtonianos de modo geral. A solugdo assinttica mostra coerente apenas para valores
proximos de a = 2,4 e a > 5. Uma vez que o expoente a gera muitos erros de aproximagao
para os demais valores, sendo que para a ~ 1 a natureza dos fluidos fica completamente inver-
tida em relacdo ao que € fisicamente esperado. Dessa forma reforcamos o critério apresentado
na se¢do 4.1, sendo a solucao assintética vidvel apenas para L tendendo a zero (L — 0). Para
valores proximos de a = 1 tal consideracdo se faz insuficiente a menos que L ~ 0, o que
degeneraria qualquer comportamento ndo-newtoniano. Antes de tratarmos dos resultados sobre
a estabilidade de um fluido de Carreau-Yasuda devemos ressaltar o cuidado necessdrio com as
derivadas de U para as solucdes numéricas apresentadas na discussio acima.

Ao produzirmos os resultados numéricos listados acima, notamos que para valores
proximos de a = 1, 3, apenas a viscosidade dos fluidos apresentava um comportamento inver-
tido do esperado para sua faixa de n. Uma investigacdo mais detalhada no c6digo numérico
mostrou que esse erro deve-se aos valores de DU. Todas as entradas do vetor DU sio nega-

tivas e devemos utiliza-lo em Eq. (3.57) e Eq. (3.88), na presenca de uma poténcia de a. Ao
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aplicarmos uma poténcia de a para esse vetor, com a sendo um nimero impar ou em sua vi-
zinhanca, € gerado erro numérico, alterando o resultado esperado para aquela faixa de valores.
Podemos ver claramente isto acontecendo em Fig. (6.13) e Fig. (6.14). Para contornarmos esse
problema utilizamos a funcio interna abs presente no MATLAB. Dessa maneira calculamos o
valor absoluto de cada entrada do vetor DU para utilizd-lo nas funcdes 77 e €. Apresentamos
nestes dois gréficos, os efeitos de DU e abs(DU) para dois casos shear-thinning comn = 0, 02,
Fig. (6.13), e para outros dois casos shear-thickening com n = 2, Fig. (6.14). Podemos notar
que para ambos o0s casos com a = 0, 81 o erro apresentado ao utilizarmos o vetor DU é muito
acentuado e altera drasticamente o que deveria ser esperado, representado por abs(DU). Para
a = 1,88 vemos uma grande concordancia nos resultados, uma vez que nesta faixa estamos nos
aproximando de um valor par para o expoente a. Com base neste comportamento, foi tomada
a medida de utilizar apenas o vetor abs(DU) em todos os resultados numéricos, evitando erros

de aproximacao para o estado base.

a=0,81 a =188

1.6

—DU —DU
¢ abs(DU)|. ¢ abs(DU)
0.95 1

0.9 1

0.75[ 1

0.65

Figura 6.13 — Teste numérico para o a viscosidade de dois fluidos shear-thinning com L = 0,4
en = 0.02.

Com os resultados acima podemos prosseguir para a discussao do problema de es-
tabilidade. Como foi mostrado na se¢do 5.4, resolveremos as equacdes de Orr-Sommerfeld e
suas condi¢des de contorno no espaco de Chebyshev. Para obtermos estas solu¢des utilizamos

a abordagem descrita na secdo 5.6, juntamente com um método de iteracdo inversa abordado
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Figura 6.14 — Teste numérico para o a viscosidade de dois fluidos shear-thickening com L =
0,4en=2.

na secdo 5.7. O interesse em encontrarmos essas solucdes reside no fato de estarmos buscando
as condig0es criticas do escoamento, através de uma andlise de estabilidade marginal. Dessa
maneira, procuramos por condi¢des que irdo proporcionar o surgimento de uma deflexdo na
superficie, que eventualmente evoluird para uma onda. Afim de encontrarmos tais condig¢des
devemos olhar para os autovalores onde ¢; = 0, os quais representam uma perturbagdo neu-
tra. Para ¢; < 0 temos pertubacdes amortecidas e com ¢; > ( perturbagdes amplificadas,
representando escoamentos estdveis e instdveis respectivamente. E importante ressaltar que a
confiabilidade do comportamento de ¢; > 0 € prejudicada pelo fato de estarmos lidando com
uma andlise linear, uma vez que escoamentos perturbados apresentam muitas vezes fortes efei-
tos nao-lineares. Comecaremos no entanto discutindo um pouco acerca dos métodos utilizados
para obtencao dos resultados. Considerando a combinagdo de Eq. (4.60) e Eq. (4.75) com Eq.
(4.36) temos o resultado assintético ¢ = ¢y + ac; porém, seu equivalente numérico € na forma
¢ = ¢ + ¢; uma vez que « ja se encontra incorporado a solugio do autovalor. E importante
mencionar que as equacdes apresentadas em Eq. (4.60) e Eq. (4.75) sdo generalizacdes das
expressoes obtidas por Rousset ef al. (2007), verifica-se igualdade diretamente quando a = 2.
Nas tabelas 6.1 e 6.2 temos os resultados de um mesmo processamento para um fluido shear-

thinning com parametros a = 2, n = 0,5, L = 0,4, 0 = 1°, We = 0,001, o = 0,001 e
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Re = 1. A tabela 6.1 apresenta os valores obtidos com a funcdo interna ezg do MATLAB,
enquanto que tabela 6.2 traz os resultados obtidos com o método de iteracdo inversa, ambos 0s
resultados encontram-se em fun¢do do nimero de polindmios N. Podemos notar que a preci-
sdo do método de Galerkin € muito satisfatéria mesmo para baixos valores de N sendo que,
para a taxa de crescimento c; obtemos convergéncia, para a ordem de 1073, com apenas oito
polindmios (N = 8). Ao compararmos estas duas tabelas percebemos que para N = 90 a
func¢do eig apresentou um pequeno erro numérico, porém isso ndao € observado para o método
de iteracdo inversa, que se mostra menos suscetivel a instabilidade numérica, além de pos-
suir menor custo computacional. Para esse sistema a solug¢do assintética tem como resultado
c = ¢y + acp = 2.183925792114037 — 0.061487668344900¢, caracterizando um escoamento
estavel (¢; < 0). Podemos notar que a solu¢do numérica e assintdtica estdo proximas, sendo
que esta ultima mostra-se aceitdvel até a ordem de 10~2. Devemos notar que as condi¢des de
comparagao sao quase ideais, uma vez que estamos considerando parametros com aspecto nao-
newtoniano moderado e a = 2. Para a tabela 6.3 consideramos ¢ = 1 e mantivemos os demais
parametros iguais, com isso nota-se que a solu¢do numérica se mantém estdvel e coerente, desta
vez ndo apresentando oscilagcdo numérica. No entanto a solucdo assintética tem como resultado
c = cy+ ac; = 1.780083823051904 — 0.0445325029998047, mostrando-se longe do resultado

esperado e incapaz de capturar os aspectos fisicos do problema.

N Cy G

5 | 2.150878159062661 | - 0.063199893451491

8 | 2.206370303540105 | - 0.064492170608591
10 | 2.206992892593944 | - 0.064764772353437
15 | 2.203487233822588 | - 0.064808201854938
20 | 2.201295170647084 | - 0.064812510590682
30 | 2.198767988367764 | - 0.064804526018478
40 | 2.197440006963681 | - 0.064797630148181
60 | 2.196076953288475 | - 0.064791696407136
70 | 2.195711459469904 | - 0.064771679236665
80 | 2.195340150189963 | - 0.064771889004474
90 | 2.194650456946679 | - 0.065154828948032
100 | 2.195038550046627 | - 0.064603514800168

Tabela 6.1 — Resultados numéricos para o autovalor convergido variando o nimero de polind-
mios de Chebyshev. Todos os valores foram obtidos com a funcdo interna ezg com
o software MATLAB. Os parametros utilizados foram a = 2, n = 0,5, L = 0,4,
0 =1° We = 0,001, a = 0,001 e Re = 1. Resultado assintético possui valor
c=cp+ acp = 2.183925792114037 — 0.061487668344900s.



N Cy C;

5 | 2.150878159062660 | - 0.063199893451492

8 | 2.206370303540135 | - 0.064492170608210
10 | 2.206992892594566 | - 0.064764772351857
15 | 2.203487233821170 | - 0.064808201862439
20 | 2.201295170592749 | - 0.064812510648945
30 | 2.198767987142409 | - 0.064804536805275
40 | 2.197441318113467 | - 0.064799531093343
60 | 2.196077761779442 | - 0.064794139115120
70 | 2.195693066916004 | - 0.064792855701625
80 | 2.195385018398672 | - 0.064791253239264
90 | 2.195158587871620 | - 0.064790426475288
100 | 2.194973035102523 | - 0.064789743191225
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Tabela 6.2 — Resultados numéricos para o autovalor convergido variando o nimero de polind-
mios de Chebyshev. Todos os valores foram obtidos com o método de itera-
¢do inversa implementado com o software MATLAB. Os parametros utilizados
foram a = 2, n = 0,5, L = 0,4, 0§ = 1°, We = 0,001, « = 0,001 e
Re = 1. Resultado assintético possui valor ¢ = ¢y + acy; = 2.183925792114037 —
0.061487668344900z.

Os resultados obtidos nas tabelas descritas no ultimo pardgrafo sdo pontuais e in-
dicam apenas os autovalores convergidos, ou seja, aqueles que representam o comportamento
fisico do escoamento indicado. Em Fig. (6.15) e Fig. (6.16) sdo apresentados os espectros de
autovalores obtidos através da Eq. (5.195) para fluidos com comportamento shear-thinning e
um shear-thickening respectivamente. Os parametros a € n foram escolhidos a fim de obser-
varmos o padrdao dos autovalores para dois sistemas relativamente distantes em seus compor-
tamentos fisicos. Consideramos quatro processamentos para ambos os casos, com valores de
N =10, 30, 50e70. Podemos notar comportamento semelhante para os dois escoamentos com
evidente convergéncia, dentro do espectro, para a velocidade de fase ¢, a partir de N = 50. Es-
tes resultados sdo consistentes com o espectro de autovalores encontrado para um escoamento
gravitacional de um fluido newtoniano com presenca de uma superficie livre como em Chimetta
(2016).

Como visto ao final da secdo 4.2 a Eq. (4.77) representa a taxa de crescimento em
fun¢do do nimero de onda . Com este resultado podemos tracar a taxa de crescimento para
diferentes valores do niimero de Reynolds. Estes resultados encontram-se em Fig. (6.17), Fig.
(6.18) e Fig. (6.19) para os casos shear-thinning, newtoniano e shear-thickening respectiva-

mente. Ao variarmos o nimero de Reynolds podemos identificar para quais valores da taxa de



N Cr C;

7 | 2.368962379950071 | - 0.072130442869673
10 | 2.320390488280350 | - 0.072833780138316
15 | 2.260562417428151 | - 0.072412672536993
20 | 2.228345856315183 | - 0.072184745527753
30 | 2.195930197972547 | - 0.071929300165888
40 | 2.179982065539510 | - 0.071786538042291
60 | 2.164329287705833 | - 0.071634426950263
70 | 2.159976263042181 | - 0.071643404256213
80 | 2.156640142192151 | - 0.071549899337387
90 | 2.154096644323192 | - 0.071545868587693

100 | 2.151652740815308 | - 0.071859604005805
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Tabela 6.3 — Resultados numéricos para o autovalor convergido variando o nimero de polind-

mios de Chebyshev. Todos os valores foram obtidos com a fun¢ao interna ezg com
o software MATLAB. Os parametros utilizados foram a = 1, n = 0,5, L = 0,4,
0 =1° We = 0,001, a = 0,001 e Re = 1. Resultado assintético possui valor
c=co+ ac; = 1.780083823051904 — 0.044532502999804:.
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Figura 6.15 — Espectro dos autovalores para N = 10, 30, 50, 70 para um fluido shear-thinning,
com parametros a = 1,88, n = 0,02, L = 0, 4.

crescimento estdo no limite de o = 0, ou apresentam resultados um pouco maiores que zero, €

com isso estabelecer um valor critico para o surgimento de modos perturbados. Os resultados

numéricos indicam que 3 < Re. < 4 para o caso shear-thinning, 5 < Re. < 6 para o newtoni-

anoe 7 < Re. < 8 para shear-thickening. Como primeiro comportamento evidente nota-se que

o resultado assintético € superestimado em todas as comparagdes. O intervalo 0 < o < 0,02
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Figura 6.16 — Espectro dos autovalores para N = 10,30,50,70 para um fluido shear-

thickening, com parametros a = 0,81, n = 2, L = 0, 4.

€ o que apresenta resultados proximos aos obtidos numericamente apenas para valores abaixo
do nimero de Reynolds critico. A medida que aumentamos este adimensional o distanciamento
dos resultados acentua-se, até mesmo para valores menores do que o = 0, 02, tornando invi-
vel qualquer andlise através da solugdo assintdtica. Quanto aos valores criticos para o nimero
de Reynolds é imediato identificar que o fluido shear-thinning apresenta o menor valor entre
todos os casos, com shear-thickening sendo o maior, e possuindo um comportamento interme-
didrio o sistema newtoniano (Respear—thinning < Renewtoniano < R€shear—thickening). O €aso
shear-thinning, por apresentar maior velocidade média devido a baixa viscosidade, € mais sus-
cetivel ao surgimento de perturbagdes, por isso apresenta o menor nimero de Reynolds critico.
Ja o sistema composto pelo fluido shear-thickening € mais estdvel, uma vez que sua viscosi-
dade apresenta valores acima da faixa newtoniana e consequentemente possuird menor veloci-
dade média e maior valor de Reynolds para a condicao critica, enquanto o sistema newtoniano
apresenta-se como um caso intermediario. Esses resultados concordam com o comportamento
fisico esperado desses escoamentos, uma vez que perturbacdes sdo atenuadas devido aos efeitos
combinados da viscosidade e tensdo superficial.

A anélise da taxa de crescimento o ¢ ttil e indica como serd o comportamento
do numero de onda para um dado valor de Reynolds. No entanto, a andlise das condi¢des
criticas € invidvel, uma vez que requer processamentos sucessivos com variagdes pequenas para

a e Re. Para produzir resultados sobre a estabilidade do sistema opta-se por um diagrama de
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Figura 6.17 — Taxa de crescimento ¢ para um fluido shear-thinning, com parametros a = 1, 88,
n=0,02,L=0,4,0 =20°e We = 0,001.
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Figura 6.18 — Taxa de crescimento ¢ para um fluido newtoniano, com pardmetros § = 20° e
We = 0,001.

estabilidade neutra. Nesse diagrama obtemos todos os valores de ¢ em curvas de nivel, em
fun¢do dos nimeros de onda e Reynolds. Na Fig. (6.20) temos um diagrama de estabilidade
para um fluido shear-thinning com parametros a = 2 (modelo cldssico de Carreau), n = 0, 5,
L = 0,4, We = 0,001 e 0 = 25°. Como podemos observar a faixa para ¢ = 0 representa

a curva de estabilidade neutra, que separa as bandas estdveis (o < 0) e instdveis (¢ > 0). O
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Figura 6.19 — Taxa de crescimento o para um fluido shear-thickening, com parametros a =
1,88,n=2,L=0,4,0 =20°e We = 0,001.

nimero de Reynolds critico € dado pelo ponto onde ocorre o descolamento da curva do eixo
a = 0, para este escoamento em questao o valor critico de Reynolds € dado por Re. = 3,28. A
banda estdvel (a esquerda) é dada por valores de o menores que zero, enquanto a banda instivel
(a direita) apresenta valores para o maiores do que zero. Os resultados de o para a faixa instdvel
do diagrama possui menor confiabilidade, uma vez que trata-se de uma faixa onde efeitos nao-
lineares sao relevantes e podem ser amplificados.

Para a comparacao entre os resultados assintotico e numérico temos Fig. (6.21). As
condicdes deste escoamento sdo as mesmos considerados no primeiro diagrama apresentado.
Para a curva neutra assintética temos Re. = 1,78 com uma banda instavel mais larga, indicando
um escoamento mais instavel do que o observado pela solu¢do numérica. A descontinuidade
apresentada proxima a Re = 1, 78 é devida ao termo /6Re — 5cot(6), presente em Eq. (4.78),
sendo uma limitacdo da ordem de aproximacgdo da solucdo. Um meio para suavizar, ou até
mesmo corrigir este comportamento, é obtido com solugdes de ordem superiores como O(a?) e
O(a?). A discrepancia entre ambos os resultados € esperada, uma vez que a solugdo assintGtica
requer simplificagdes de ordem O(a?) e também de ordens superiores a O( L), necessérias para
o estado base. No entanto a solug@o assintdtica ainda consegue capturar o comportamento geral
curva o = (. O formato da curva neutra é devido ao termo o* em Eq. (4.77). Ao considerarmos
o = 0 em Eq. (4.77) reduzimos o problema a uma equagdo quadratica em «, definindo assim a

comportamento da curva neutra em Eq. (4.78).
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Figura 6.20 — Diagrama de estabilidade neutra em funcdo do nimero de Reynolds com parame-
trosa =2,n=0,5,L=0,4, We = 0,001 e § = 25°. Curvas com valores de o
positivos e negativos representam regides instaveis e estaveis respectivamente.

0.1
0.09 .
0.08 |
0.07+ i
0.06 o

3 0.05

\

0.04 -

\

0.03 -

0.02 -

Numeérico 7]
--- Assintético | |

0.01-

o

Figura 6.21 — Comparacao das curvas de estabilidade neutra (¢ = 0) entre as solucdes assin-
totica e numérica. Os parametros utilizados sdo a = 2, n = 0,5, L = 0,4,
We =0,001e6 = 25°

O diagrama de estabilidade dado em Fig. (6.22) monstra o comportamento da curva
de estabilidade marginal para os casos shear-thinning, newtoniano e shear-thickening. Como
podemos notar a faixa para o valor critico de Reynolds é condizente com os resultados obser-

vados em Fig. (6.17), Fig. (6.18) e Fig. (6.19). As curvas de estabilidade neutra ocorrem em
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Re. = 3,52, Re. = 5,20 e Re. = 7,76 para os casos shear-thinning, newtoniano e shear-
thickening respectivamente. Esse resultado é consistente com todos os outros dados discutidos
na solucdo do estado base. A ac¢do da viscosidade torna-se um fator decisivo ao comparamos
estes trés resultados em um mesmo diagrama de estabilidade. Como esperado, a curva mais
instavel, e com menor nimero de Reynolds critico, é dada pelo fluido shear-thinning (a es-
querda), enquanto o caso shear-thickening apresenta o maior nimero de Reynolds critico e a
menor banda instdvel (a direita). O caso newtoniano possui um comportamento intermedid-
rio entre os demais. A abrangéncias das bandas estdveis e instdveis, assim como a posicao do
nimero de Reynolds critico podem variar com uma série de fatores. Caso alteremos apenas o
angulo de inclina¢do da superficie solida a posi¢do do niimero de Reynolds critico serd desco-
lado para direita (menor valor para #) ou para a esquerda (maior valor de #), no entanto a ordem
dos sistemas serd preservada. Caso aumente-se o valor de a as curvas dos casos shear-thinning
e shear-thickening irdo se aproximar da curva intermedidria newtoniana, em contrapartida um
afastamento € esperado para valores mais baixos de a, onde efeitos ndo-newtonianos sdo ampli-

ficados. A aproximacao para o caso newtoniano também pode ocorre com n — 1 ou L — 0.

0.1
0.09- 2 Shear-thinning |
0.08 - Newtoniano |
0.07 - Shear-thickening ]
0.06 - 0*
3 0.05|- e

0.04 | | ’ 0
0.03+ | ” 7.
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Figura 6.22 — Diagrama de estabilidade para os casos shear-thinning, newtoniano e shear-
thickening com parametros a = 1,88, L = 0,4, § = 20°e We = 0,001.
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7 CONCLUSAO

Neste texto buscou-se mostrar de maneira detalhada o desenvolvimento matemético
do escoamento gravitacional de um filme liquido em um plano inclinado segundo o modelo de
Carreau-Yasuda. O objeto de estudo deste texto foram as solugdes do estado base e do pro-
blema de estabilidade deste tipo de escoamento. Para encontrarmos o perfil de velocidades e
a espessura do filme liquido foram utilizados dois métodos, um assintético e outro numérico.
O primeiro consistiu em expandirmos as possiveis solu¢des em séries do tempo de relaxagao
adimensional L, enquanto o segundo utilizamos de uma implementac¢do direta da fun¢do interna
bup4c do software MATLAB. Ao encontrarmos os resultados desejados para o estado base pas-
samos para a obten¢ao das solugdes do problema de estabilidade. Novamente utilizou-se uma
abordagem assintética, porém dessa vez foram realizadas expansdes em série de poténcias para
o nimero de onda a. Quanto a solu¢do numérica, foi implementada uma discretizacdo utili-
zando polindmios de Chebyshev, juntamente com os métodos de Galerkin, para a constru¢cdo
do problema de autovalor generalizado, e de iterag¢do inversa, para otimizar a obten¢do do auto-
valor fisico dentro do espectro gerado pela funcao e:ig.

Considerando o estado base, nota-se com base comparativa em resultados newto-
nianos que, fluidos shear-thinning apresentam maior velocidade média e menor espessura, en-
quanto fluidos shear-thickening possuem menor velocidade e uma maior espessura. Este com-
portamento € condizente com os resultados da viscosidade para cada um dos casos, enquanto
fluidos shear-thinning apresentam uma diminui¢ao no valor de suas viscosidades, fluidos shear-
thickening possuem um incremento nestes valores. Nota-se que esta variagdo € acentuada com
uma diminui¢do no valor do parametro a. A medida que diminui-se seu valor, as caracteristicas
ndo-newtonianas de ambas as classe de fluidos acentuam-se. Em contrapartida, um aumento
no valor de a provoca uma tendéncia ao comportamento newtoniano, onde para valores acima
de a = 5 obtemos basicamente um escoamento de caracteristicas newtonianas. Para valores de
n — 1 e L — 0 comportamentos newtonianos também sao previstos pelo modelo. O comporta-
mento monotonico de n para a solucao assintética € esperado, e a medida que n afasta-se de 1 as
caracteristicas ndo-newtonianas também acentuam-se, tanto para fluidos shear-thinning como
shear-thickening. No entanto a0 comparar as solugdes assintdtica e numérica notou-se grande

divergéncia com o comportamento do pardmetro a. Para as aproximagdes assintéticas a possui
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comportamento ndo-monotdnico cada vez mais acentuado a medida que seu valor aproxima-se
de 0. Esse fendmeno ndo € apresentado pelas solu¢des numéricas. O motivo dessa discrepan-
cia encontra-se na viscosidade em regides de a com valor pr6ximo a um natural impar, sendo
este efeito ainda mais acentuado para a ~ 1. Notou-se uma inversdo no comportamento da
viscosidade; onde deveria ocorrer uma acentuacio do efeito shear-thinning o fluido apresentava
um comportamento shear-thickening e vice-versa. Este erro nos valores da viscosidade para o
caso assintético sdo um limita¢do da solu¢do uma vez que essa efeito de inversdo aparece em
ambas as solugdes do estado base (U e h). No entanto, para a solucio numérica esse efeito do
expoente a sobre DU é facilmente evitado ao utilizar-se o valor absoluto do vetor DU para a
funcgdo viscosidade.

O problema de estabilidade temporal apresentou solu¢des numéricas coerentes com
as obtidas no comportamento fisico do estado base. Ao avaliarmos trés possiveis casos para o
mesmo valor de a, nota-se com clareza que o fluido shear-thinning € o mais suscetivel ao surgi-
mento de instabilidades superficiais, seguido dos sistemas newtoniano e shear-thickening, este
ultimo o mais estdvel dos trés. O comportamento da curva de estabilidade neutra ¢ 0 mesmo
em todas as situacdes estudadas uma vez que € determinada pelo termo ‘j’[‘,—i na condic¢ao de con-
torno dinamica da interface. Como esperado, a comparacdo com a solugdo assintdtica apresenta
grande discrepancia, isso ocorre principalmente devido ao erro associado a viscosidade e as su-
cessivas simplificacdes necessdrias uma vez que, além da aproximagdo em série para o nimero
de onda o também € necessdria manter simplificacdes para o tempo de relaxacdo adimensional
L, presente no estado base. A curva de estabilidade neutra assint6tica também apresentou uma
descontinuidade préxima ao valo critico do ndmero de Reynolds, esse efeito € devido ao termo

\/6Re — 5 cot(0) presente em Eq.(4.78).

Ressaltamos que, para o problema de estabilidade, os resultados assintéticos e nu-
méricos apresentam boa concordancia para baixos valores de 6 e Re, assim como para efeitos
nao-newtonianos moderados, controlados pelo pardmetros a, n e L, como os observados nos re-
sultados em Tab.(6.1) e Tab.(6.2). Quando muda-se o valor de a como feito nos processamentos
apresentados em Tab.(6.3) podemos notar um grande distanciamento do resultado assintotico
para o esperado pela solucdo numérica. E importante mencionar que ainda existe espaco para
futuras anélises sobre diferentes combinac¢des de parametros, especialmente para valores onde

a ~ 1, para os casos shear-thinning e shear-thickening.
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APENDICE A - CODIGO FONTE PARA O SOLVER SIMBOLICO
(WOLFRAM MATHEMATICA 11.0.1.0)

A.0.1 Cddigo para as solucdes assintdticas

O codigo fonte abaixo produz as solugdes assintdticas para o estado base (perfil de

velocidade e espessura do filme liquido), assim como para o problema de estabilidade.

(h——————mmmmmm - ASYMPTOTIC SOLVER ——————————————————
ClearAll

(k=—mmmm Assumptions (Considering a>1) ————————————
SAssumptions =

Element [alpha, Reals] && Element[i, Reals] && Element[n, Reals]
&& Element[Ll, Reals] && Element|[y, Reals] && Element[Rey, Reals]

&& Element [We, Reals] && Element[a, Reals] && a > 1

(h———————— Film thickness --—-———————------————
hO = (37(1/3));
hl = ((((-1)"(a + 1))*x(1 — 1)*(1 - n)x(3"((a + 1)/3)))

/(ax(a + 3)));
h = h0O + hlx(L1l);

u = (1/2)x(3%(2/3) -

y*2) + (((=1)"a) *(1 = 1) (1 -

n)*x(L1)*x(3"((a + 2)/3) — (a + 3)*x(y*(a + 2))))/(a*x(a +
2)x(a + 3));
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Du = Simplify[D[u, v]];

D2u = Simplify[D[Du, v]];

Uly_1 = (1/2)%(37(2/3) -
y*2) + (((=1)7a) *(1 - 1)*(1 -
n)*(L1)* (3% ((a + 2)/3) - (a + 3)x(y"(a + 2))))/(ax(a +

2)*(a + 3));
DU[y_] = Simplify[D[U[y], yIlIl;
D2U[y_] = Simplify[D[DU[y], vIl;

(x— Differential equation for the zeroth order approximation -
epsilon = 1 + ((((-1)%a)x(1 — i)*(n — 1)*(a + 1)) /a)*(L1l)=*(y*a);
Depsilon = D[epsilon, Vy];

D2epsilon = D[Depsilon, vi;

diffeq = epsilonxf’’’’ [y] + 2«Depsilonxf’’’[y] + D2epsilon*f’’ [y]

fSol = Simplify[DSolve[{diffeq == 0}, flyl, vyIl]

(x— Declaring the solution and derivatives as a functions of y -

fly_] = Simplify[Normal [Series[f[y] /. f£Sol[[11]1, {L1, O, 1}111;

Df[y_] = Simplify[Normal [Series[D[fly], v], {L1, O, 1}111];

D2f[y_] Simplify[Normal [Series[D[Df[y], vI, {L1, O, 1}111;

D3f[y_] = Simplify[Normal [Series[D[D2f([y], vIl, {L1, O, 1}111;

(¥x— Solving the system in order to find the integration constants

C[1], C[2], C[3] and C[4] (together with the boundary conditions) -

SystSol =

Solvel[{f[y] == FsSOL, f£[0] == 1 , f[h] == 0, Df[h] == 0,



D3f[0] == 0 }, {FSOL, C[1l], CI[2]1, CI[31, Cl41}1;

fSolution = SystSol[[1l, 11];

fSolution = Simplify[FSOL /. fSolution];

fO0 = FullSimplify[Normal [Series[fSolution, {L1, 0, 1}111;

Df0 = FullSimplify[Normal [Series[D[f0, vyI1, {L1, O, 1}111;

D2f0 = FullSimplify[Normal [Series[D[DfO, vy], {L1, 0, 13}111;

FO[y_]l = f0;
DFO[y_] = DfO0;
D2F0[y_] = D2£f0;

cO0 = FullSimplify[
Chop [Normal [Series[(FO[0] + (U[0]*D2FO0[0]))/D2F0[O0],
{1, 0, 1}1111
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(x— Differential equation for the first order approximation -

Diffeq = epsilonxg’’’’ [y] + 2xDepsilonxg’’’ [y] + D2epsilonx*xg’’ [y];

express = ((u — c0)xD2f0 - (£0xD2u));

express = Chop[FullSimplify[Normal [Series[express, {L1, 0, 1}1111;
(k————————= Solving the first order approximation - —————--—————-
gSol = Simplify[DSolve[{Diffeq - IxRey*express == 0 }, glyl, vyl]

(#x— Declaring the solution and derivatives as a functions of y -

Gly_] = FullSimplify[Normal[Series[gl[y] /. gSol[[1l]],
{L1, O, 1}111;

DG[y_] = FullSimplify[Normal [Series[D[G[y], vy], {L1l, O, 1}111;

D2G[y_] = FullSimplify[Normal [Series[D[DGI[Yy], vI, {L1, O,

11115
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D3G[y_] = Simplify[Normal[Series[D[D2G[y], v], {L1, 0, 1}111;

(x— Declaring the last boundary condition of the system -

bcd = Ix(Reyx((cO — U[0])=«DFO[O0] +

FO[0]*DU[0]) + (Cot[BETA] + (((alpha”n2))/We))*D2F0[0]);

bcd4d = FullSimplify[Chop[Normal [Series[bc4, {L1, 0, 1}]111]1

(#— Solving the system in order to find the integration constants

C[1l], C[2], C[3] and C[4] (together with the boundary conditions) -

SystSoll =

Simplify[Solve[{G[y] == GSOL, G[0] == 0 , G[h] == 0, DG[h] == 0,
D3G[0] == -bc4 '}, {GSOL, C[1l], CI[2], CI[31, CIl41}]11;

gsolution = SystSoll[[1, 11];

gsolution = Simplify[GSOL /. gsolution];

gl = FullSimplify[Cancel[Normal [Series[gsolution, {L1, O, 1}1111;
Dgl = FullSimplify[Cancel [Normal [Series[D[gl, vI], {L1, 0, 1}1111];
D2gl = FullSimplify[Cancel [Normal[Series[D[Dgl, vy], {L1, 0, 1}1111;
Glly_] = gl;

DGl[y_] = Dgl;

D2G1l[y_] = D2gl;

(k—mmm—— Finding ¢l - ————————""—————————
cl = (G1[0] 4+ (U[0] - c0)*D2G1[0])/D2F0[0];
cl = FullSimplify[Cancel [Normal[Series[cl, {L1, 0, 1}]111]

(% ————— In order to collect the image of cl it 1is

necessary to calculate c¢l1/I —————————————————

clalphacrit = cl/1
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(¥ —————— Sigma growth rate -—-————---------———-
sigma = (alpha”2)x*clalphacrit;
sigma = FullSimplify[sigma]

(¥ === Critical Reynolds number -—————-——————————-
ReyCrit = Solve[cl == 0, {Rey}];

Reycritical = ReyCrit[[1, 111];

Reycritical = Simplify[Rey /. Reycriticall;

Reycritical = FullSimplify[Normal[Series[ Reycritical,

{L1, 0, 1}11]

(= Critical wave number (alpha) positive and negative solutions -

alphaCrit = Solve[clalphacrit == 0, {alpha}ll;

alphacriticall = alphaCrit[[1, 11];

alphacriticall Simplify[alpha /. alphacriticall];

alphacriticall
FullSimplify[Normal [Series[alphacriticall, {L1, 0, 1}1]]
alphacritical2 = alphaCrit[[2, 11];

alphacritical2 = Simplifylalpha /. alphacritical2];

alphacritical?

FullSimplify[Normal [Series[alphacritical2, {L1, 0, 1}1]]



cO

cl

sigma
Reycritical
alphacriticall

alphacritical?2
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APENDICE B - CODIGO FONTE PARA A SOLUCAO NUMERICA
(MATLAB R2017A)

B.0.1 Cddigo para a solucao do estado base e transformacdo para o espaco de Chebyshev

Nesta secao encontram-se todos os codigos fontes necessarios para a solugdo do es-
tado base (perfil de velocidades e espessura do filme liquido), além das transformagdes de cada
resultado para o espaco de Chebyshev. E também necessdria a utilizagio conjunta do software

livre Chebfun (Trefethen, 2019).

Cdédigo base para estabelecer os parametros do fluido e chamar as demais funcdes.

g Base flow main code ————————————————————————

%A1l base flow data necessary for the stability problem.
clc; clear all; close all; %Clear all the data
%$Basic parameters and inputs:

$starting point of the domain (baseflow_chebyshev_coeff.m input)
X_min = -1;

%ending point of the domain (baseflow_chebyshev_coeff.m input)
X_max = 1;

%$Spacing between mesh points (baseflowdatachebdomain.m input)
x_step = 70;

%initial guess for the film thickness

h =1;

3Carreau—-yasuda parameter

a = 0.81;

%governs the inclination of the rapidly decreasing portion of eta
n = 0.02;

$ratio between the largest and smallest viscosities
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I = 0;
$dimensionless relaxation time

L = 0.4;

%$Generates all base flow data

baseflowdatachebdomain_gradient_version(x_step,h,a,n, I, L)

%Chebshev transformation of all base

$flow data (Input for the stability problem)
baseflow_chebyshev_coeff (x_min, x_max,’u_data.txt’)
baseflow_chebyshev_coeff (x_min,x_max,’du_data.txt’)
baseflow_chebyshev_coeff (x_min,x_max,’d2u_data.txt’)
baseflow_chebyshev_coeff (x_min,x_max,’d3u_data.txt’)
baseflow_chebyshev_coeff (x_min, x_max,’'eta_data.txt’)
baseflow_chebyshev_coeff (x_min, x_max,’deta_data.txt’)
baseflow_chebyshev_coeff (x_min,x_max,’d2eta_data.txt’)
baseflow_chebyshev_coeff (x_min, x_max,’'epsilon_data.txt’)
baseflow_chebyshev_coeff (x_min,x_max,’depsilon_data.txt’)

baseflow_chebyshev_coeff (x_min,x_max,’d2epsilon_data.txt’)
Cédigo que produz a solugdo do estado base para o intervalo z € [—1; 1].

5 —————— Code for the Velocity profile and film thickness —-——————
$ ——————————— Carreau-Yasuda liquid film - ——————-------------———
%Code that produces the data for the velocity profile U.

%The order of data is:

%$x_step (the spacing between the points), h(initial guess

$for the film thickness solution);

%a,n,I,L(dimensionless Carreau-Yasuda parameters)

function[] = baseflowdatachebdomain_gradient_version (x_step,

h,a,n,I,L)
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%$Non—-dimensional parameters vector
p=[lhanilIl];

p = p’; %Transpose of p

%Create/Open the file u_data.txt

fileID = fopen('u_data.txt’,’'wt’);

%y = linspace (x1,x2,n) generates n points.
$The spacing between the points is (x2-x1)/(n-1).

xmesh = linspace(-1,1,x_step); %Physical interval [-1,1]

%$Initial guess of solution, specified as a structure. Use bvpinit
%$to create solinit. Unlike initial value problems, a boundary
%value problem can have no solution, a finite number of
%$solutions, or infinitely many solutions.

%$solinit = bvpinit (___ ,parameters) specifies a vector of initial
¥guesses for parameters with unknown values in the boundary
%$value problem. You can use this syntax with either of the

%$previous input argument combinations.

solinit = bvpinit (xmesh, @guess,h);

$ ———————————————— Solve equation —————————————-—————~
%$sol = bvp4dc (odefun,bcfun,solinit) integrates a system of
¥differential equations of the form y = f(x,y) specified

%$by odefun, subject to the boundary conditions described

by bcfun and the initial solution guess solinit. Use

%$the bvpinit function to create the initial guess

%solinit, which also defines the points at which the boundary
%conditions in bcfun are enforced. bvp4d4c is a finite
$difference code that implements the three-stage Lobatto
$IITa formula. This is a collocation formula and the

%collocation polynomial provides a Cl-continuous solution



%$that is fourth-order accurate uniformly in the interval
%$0f integration. Mesh selection and error control are

%$based on the residual of the continuous solution.

options = [];

sol = bvp4c(@bvpfcn, @bcfcn,solinit,options,a,n,I,L);

soly = sol.y(2,:); %sol.y has two solutions

soly = soly’; %Transpose of soly

U = soly; %Base flow solution U

%$sz = size(A) returns a row vector whose elements are the

%$lengths of the corresponding dimensions of A. For example,

%A is a 3-by-4 matrix, then size(A) returns the vector [3 4].

$If A is a table or timetable, then size(A) returns a
$two—-element row vector consisting of the number of
$rows and the number of table variables.

[mO,n0] = size (U);

%$Mesh dimensions for the derivative_step

[m_mesh, n_mesh] = size (xmesh);
solh = sol.parameters; %Film thickness solution
$figure

%plot (xmesh,U,’-0’); %plot test

for 1i=1:1:m0
%$Saving data inside the file called "u_data.txt"

%$Data sequence:

$a\\\D\\\NI\\\L\\\solh\\\U

fprintf (£ilelID,’ %12.4e $12.4e $12.4e $12.4e $12.4e

%$12.4e \n’,a,n,I,L,s0lh,U(i,1));

end
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fclose(filelID); %Close the file u_data.txt

S——————— Numerical differentiation of the data U —————————-
%Y = gradient (F,h)returns the one-dimensional numerical

$gradient of vector F. The output FX corresponds to dF/dx, which
%are the differences in the x (horizontal) direction. Uses h

%as a uniform spacing between points in each direction.

%$spacing for the derivatives

derivative_step = xmesh(l,n_mesh)-xmesh(l,n_mesh-1);

$First derivative of U (n-1 elements compared to U)

DU = gradient (U(:,1),derivative_step);
g ————— Important - -----———7———"—"—"—"""—""————
%$In order to avoid numerical erro for eta and epsilon it is
%¥necessary to consider DU = abs (DU).

%Y = abs(X) returns the absolute value of each element in

%array X. If X is complex, abs(X) returns the complex magnitude.

%$second derivative of U
D2U = gradient (DU(:,1),derivative_step);
$third derivative of U

D3U = gradient (D2U(:,1),derivative_step);

[ml,nl] = size (DU);
%$Create/Open the file du_data.txt

fileID = fopen('du_data.txt’,’wt’);

for i=1:1:ml



%$Saving data inside the file called "du_data.txt"

%¥Data sequence:

$a\\\n\\\I\\\L\\\solh\\\DU

fprintf (£filelD,’ %12.4e $12.4e $12.4e $12.4e
%$12.4e \n’,a,n,I,L,solh,DU(i,1));

end

fclose (fileID); %Close the file du_data.txt

[m2,n2] = size(D2U);

%Create/Open the file d2u_data.txt

fileID = fopen(’d2u_data.txt’,’'wt’);

for i=1:1:m2

%$Saving data inside the file called "d2u_data.txt"

%¥Data sequence:

$a\\\n\\\I\\\L\\\solh\\\D2U

fprintf (filelID,’%12.4e %12.4e %12.4e %12.4e
%$12.4e \n’,a,n,I,L,solh,D2U0(1,1));

end

fclose(filelID); %Close the file d2u_data.txt

[m3,n3] = size(D3U);

%$Create/Open the file d3u_data.txt

fileID = fopen(’d3u_data.txt’,’wt’);

for 1i=1:1:m3

%¥Saving data inside the file called "d3u_data.txt"

$Data sequence:

5 —mm— - Numerical data for D3U —-——————————-

$12.4e

$12.4e
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a\\\N\\\NI\\\L\\\solh\\\D3U
fprintf (filelID,’%12.4e $12.4e $12.4e $12.4e $12.4e
%$12.4e \n’,a,n,I,L,so0lh,D3U(i,1));

end

fclose (fileID); %Close the file d3u_data.txt

5 ————— eta and numerical differentiation of eta ——————-
%$Numerical solution of viscosity eta

eta = I 4+ (1 — I).*(1 + (((2.%L)./solh).x(DU(:,1)))."a)
N ((n = 1) ./a);

$First derivative of eta (n-1 elements compared to eta)
Deta = gradient (eta(:,1),derivative_step);

%Second derivative of eta (n-2 elements compared to eta)

D2eta = gradient (Deta(:,1),derivative_step);
5 —mm— - Numerical data for eta —————————""-—-———-
[md4,nd] = size(eta);

%$Create/Open the file eta_data.txt

fileID = fopen(’'eta_data.txt’,’'wt’);

for i=1:1:m4
%$Saving data inside the file called "eta_data.txt"

%Data sequence:

$a\\\n\\\I\\\L\\\solh\\\eta

fprintf (£filelID,’%12.4e %12.4e %12.4e %12.4e %12.4e
%$12.4e \n’,a,n,I,L,solh,eta(i,1));

end

fclose(filelID); %Close the file eta_data.txt
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[m5,n5] = size (Deta);
$Create/Open the file Deta_data.txt

fileID = fopen(’deta_data.txt’,’'wt’);

for i=1:1:mb

%$Saving data inside the file called "Deta_data.txt"

%Data sequence:

$a\\\n\\\I\\\L\\\solh\\\Deta

fprintf (£ilelID,’ %12.4e $12.4e $12.4e $12.4e $12.4e
%$12.4e \n’,a,n,I,L,solh,Deta(i,1));

end

fclose(fileID); %Close the file Deta_data.txt

§ —mm——————————— Numerical data for D2eta —-———————————————-
[m6,n6] = size(D2eta);
$Create/Open the file D2eta_data.txt

fileID = fopen(’d2eta_data.txt’,’wt’);

for i=1:1:m6

%$Saving data inside the file called "D2eta_data.txt"

%$Data sequence:

$a\\\n\\\I\\\L\\\solh\\\D2eta

fprintf (filelID,’ %12.4e %$12.4e %$12.4e %$12.4e %$12.4e
%$12.4e \n’,a,n,I,L,solh,D2eta(i,1));

end

fclose(filelID); %Close the file D2eta_data.txt
% ———— epsilon and numerical differentiation of epsilon ————-
¥Numerical solution for epsilon

epsilon = T + (1L — I).*(1 + n.x(((2.+xL)./solh).+«DU(:,1))."%(a))
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.+ (1 + (((2.%L)./solh).xDU(:,1))."(a))."((n — a — 1)./a);
$First derivative of epsilon (n-1 elements compared to epsilon)
Depsilon = gradient (epsilon(:,1),derivative_step);

%Second derivative of epsilon (n-2 elements compared to epsilon)

D2epsilon = gradient (Depsilon(:,1l),derivative_step);
5 —mm— - Numerical data for epsilon —-—————————————-
[m7,n7] = size(epsilon);

%Create/Open the file epsilon_data.txt

fileID = fopen(’'epsilon_data.txt’,’'wt’);

for i=1:1:m7

%$Saving data inside the file called "epsilon_data.txt"

%Data sequence:

$a\\\n\\\I\\\L\\\solh\\\epsilon

fprintf (£filelID,’ %12.4e $12.4e $12.4e $12.4e $12.4e
%$12.4e \n’,a,n,I,L,solh,epsilon(i,1));

end

fclose(fileID); %Close the file epsilon_data.txt

§ —mm— - Numerical data for Depsilon —————————————-—
[m8,n8] = size(Depsilon);

$Create/Open the file Depsilon_data.txt

fileID = fopen('depsilon_data.txt’,’wt’);

for i=1:1:m8

%Saving data inside the file called "Depsilon_data.txt"
%Data sequence:

$a\\\n\\\I\\\IL\\\solh\\\Depsilon

fprintf (filelID,’ %12.4e %$12.4e %$12.4e $12.4e $12.4e

%$12.4e \n’,a,n,I,L,solh,Depsilon(i,1));
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end

fclose(fileID); %Close the file Depsilon_data.txt
 ——————————— Numerical data for D2epsilon —-————————————-
[m9,n9] = size(D2epsilon);

$Create/Open the file D2epsilon_data.txt

fileID = fopen(’'d2epsilon_data.txt’,’'wt’);

for i=1:1:m9

%$Saving data inside the file called "D2epsilon_data.txt"

%¥Data sequence:

$a\\\n\\\I\\\L\\\solh\\\D2epsilon

fprintf (£filelID, ' %12.4e %12.4e %12.4e %12.4e %12.4e
%$12.4e \n’,a,n,I,L,solh,D2epsilon(i,1));

end

fclose(fileID); %Close the file D2epsilon_data.txt

end

5 ——mmmmm—— Code equation for base flow —-—————————————-

function dydx = bvpfcn(x,y,h,a,n,I,L)

dydx = [y (2)

(= (x+1) .x((h."2)./4)) ./ (I+(1-1I) .* ((L+((2.%L./h) .xy (2)) ."a)
~((n=1)./a)))1;

end

§ —mm——————————— Code boundary conditions —-———————————————-—

%(a,n,I,L) are necesseray to avoid "Too

%$many input arguments" ERROR
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function res = bcfcn(ya,yb,h,a,n,I,L)
res = [yb(2)
yva(l)

yb (1) -ya(l)-(2/h)]1;

end

§ —mm— Create initial guess ————————————————————
function g = guess(x)

g = [sin(x)

cos (x)];

end

Cédigo para expansdes em séries de Chebyshev (transformagao das solugdes para o

espaco de Chebyshev utilizando a fun¢do chebfun).

(o)

%— Base flow Chebyshev approximation (Carreau-Yasuda problem) -
%$In order to dlmread accept the file name as an input it is
%necessary to type ’ at the beginning and the end of the

% complete file name (even the extension) as an

¥exemple: ’"u_data.txt’

function[] = baseflow_chebyshev_coeff (x_min, x_max, filename)
e Vector data for G ———————————————————

G_aux = dlmread(filename); %Auxiliary vector for data

G = G_aux(:,6); %Column vector of the raw data
[mO,n0] = size(G); %Dimensions of the data vector
y0 = linspace (x_min,x_max,m0); %$Domain

y0 = y0’; %Transpose of the domain

%$Constructs a chebfun object representing the function G
%on the interval [-1,1]

g = chebfun (G);
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format long

%Chebyshev polynomial coefficients
disp(’Cheb coeffs of G:')

phi0 = chebpoly(g)’; phi0 = phiO(end:-1:1)

%$size control of the matrix F
[m,n] = size(phi0);

N = m-1;

%Auxiliary function F_aux fot the Chebysehv polynomials of
$the first kind T_n where F_aux{k} = T_k

=1

for k=0:1:N

%poly (chebpoly (N)) is the Chebyshev polynomial of the
$first kind T_n

F_aux{j} = poly(chebpoly(k));

%size of each cell from F_aux

[p,g] = size(F_aux{3j});

$horizontal concatanation in order to build the vectors
F_aux{j} = horzcat (zeros(l,m-q),F_aux{j});

%$loop step

J o= J+L;

end

$Matrix of the Chebyshev polynomials of the first kind T_n,
$where F(k,:) = T_k

F = vertcat (F_aux{:});

$Matrix of the product between the Chebyshev coefficients
%and polynomials, where f(k,:) = phi_k*T_k

[p,g] = size(F);
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f = zeros(p,q);
for j=1:1:m
£(J,:) = phi0(3,n)*F(J,:);

end

%$Sum of the Chebyshev coefficients as per definition

$f(x) = a_ 0 + a1 T 1(x) + a_2 T 2(x)
$+ a3 T 3(x) + ... + a N T N(x)

¥Sum of the Chebyshev coefficients
f.G = sum(f(:,:));
$Polynomial evaluation at the interval y

f_G_at_y = polyval (f_G,y0);

FnewStr = strrep(str,old,new) replaces all occurrences of
%0ld in str with new.
filename_new = strrep(filename,’.’,’_cheb_coeff.’);

fileID = fopen(filename_new,’wt’); %Create/Open the file

for i=1:1:m0

%Saving data inside the file

%$Data sequence:

$phi0 (coefficients) \\\y0 (domain) \\\g\\\f_G_at_y
fprintf (filelID,’ %12.4e $12.4e %$12.4e $12.4e
\n’,phi0(i,1),vy0(i,1),g9(i,1),f_G at_y (i, 1));

end

fclose (filelID); %Close the file

end
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B.0.2 Cédigo para a solucao da equacdo de Orr-Sommerfeld (Carreau-Yasuda)

Abaixo estdo listados todas as fun¢des necessdrias para a resolucao do problema
de estabilidade. Para os casos em que a funcdo ¢ uma implementacdo direta de uma equagdo

apresentaremos a referéncia logo acima do cédigo.

Eq.(5.17) (fun¢do base para todos os demais produtos internos)

%$Inner Product of two Chebyshev Polynomials for MF functions

function [T] = IP_F (i, J)
T = 0;

if i ==0 && 7 ==20

T = pi;

else if 1 == j && 1 ~= 0 && j ~= 0
T = pi/2;

else 1if 1 ~=

T = 0;

end

end

end

end

Chama diretamente a funcdo acima para produzir um produto interno entre dois polindmios de

Chebyshev Eq.(5.70)

%Matrix for the Inner Product of two Chebyshev Polynomials

function [D] = MO_F (N)

D = zeros (N-1);

$Matrix calculation



for i=0:N-1

for j=0:N-1

[T] = IP_F(i,3);
D(i+1,J+1) = T;
end

end

end

Eq.(5.72)

$Matrix for the function F with the

%$inner product (Chebyshev Polynomials)

function [D] = MFO (filename)

F_aux = dlmread(filename); %Auxiliary vector for data

F = F_aux(:,1); %Column vector of the CHebyshev coefficients
[N,M] = size(F); %Dimensions of the data vector

D = zeros(N-1);

$Matrix calculation
for i=0:N-1

for 3=0:N-1

S = 0;

for m = 0:N-1 %F has N elements so k must end in N-1
[T1] = IP_F (i, (m+3));

[T2] = IP_F (i,abs(m—73));

P = F(m+l).x(TL + T2);

S =S + P;

end

D(i+1,3+1) = (1/2).%S;

end

end

end
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Eq.(5.77) e Eq.(5.78)

$Matrix for the first derivative (Chebyshev Polynomials)

function [D] = M1_F (N)

D = zeros (N-1);

$Matrix calculation

for i=0:N-1

for j=0:N-1

if rem(j,2) == 0 %$even numbers for the column
Tl = 0;

for n = 0:3/2-1

[Tl _aux] = IP_F (i, (2xn)+1);

Tl = T1 + Tl_aux;

end

Tl = 2x3%x(T1);

D(i+1, j+1) = T1;
else if rem(3j,2) == $odd numbers for the column
Tl = 0;

for n = 1:(3-1)/2

[Tl _aux] = IP_F(i,2%n);

Tl = T1 + Tl_aux;

end

Tl = 2% (j)*(T1) + (3)*IP_F (i, 0);
D(i+1,j+1) = T1;

end

end

end

end

end
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Eq.(5.79)

$Matrix for the function F with the

$first derivative (Chebyshev Polynomials)

function [D] = MF1l(filename)

F_aux = dlmread(filename); %Auxiliary vector for data

F = F_aux(:,1); %Column vector of the CHebyshev coefficients
[N,M] = size(F); %Dimensions of the data vector

D = zeros(N-1);

$Matrix calculation

for i=0:N-1

for 3j=0:N-1

if rem(j,2) == %even numbers for the column
S = 0;

for m = 0:N-1 %F has N elements so k must end in N-1
Tl = 0;

T2 = 0;

for n = 0:3/2-1

[Tl _aux] = IP_F (m+i, (2+«n)+1);

[T2_aux] = IP_F (abs(m—-1i), (2*n)+1);

Tl = T1 + Tl_aux;

T2 = T2 + T2_aux;

end

Tl = 2+3*(T1);

T2 = 2%3%x(T2);

P =F((m+l)*=(T1 + T2);
S =S + P;

end

D(i+1,3j+1) = (1/2).%*S;

else if rem(j,2) == $odd numbers for the column
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S = 0;
for m = 0:N-1 %F has N elements so k must end in N-1
Tl = 0;
T2 = 0;

for n = 1:(3-1)/2

[Tl _aux] IP_F (m+1i,2*n);
[T2_aux] = IP_F (abs(m—1i),2*n);

T1

Tl + Tl_aux;

T2

T2 + T2_aux;
end
Tl = 2« (J)*«(T1l) + (J)*IP_F (m+1i,0);

T2

2% (J3)*(T2) + (J)+*IP_F (abs(m-1),0);

P F(m+1l) .+ (T1 + T2);
S =S + P;

end

D(i+1,j+1) = (1/2).%S;
end

end

end

end

end

Eq.(5.87)

$Matrix for the second derivative (Chebyshev Polynomials)

function [D] = M2_F (N)

D = zeros (N-1);

$Matrix calculation

for i=0: (N-1)

for j=0:(N-1)



if j >= 2 %Entries of the third column up to the last column

Tl = 0;

if rem(j-1i,2) == 0 && Jj—1i >0

Tl = (pi/2)*3x(((J)"2) — ((1)"2));
end

D(i+1,j+1) = T1;

end

end

end

end

Eq.(5.88)

$Matrix for the function F with the

%¥second derivative (Chebyshev Polynomials)

function [D] = MF2(filename)

F_aux = dlmread(filename); %Auxiliary vector for data

F = F_aux(:,1); %Column vector of the CHebyshev coefficients
[N,M] = size(F); %Dimensions of the data vector

D = zeros(N-1);

$Matrix calculation
for i=0: (N-1)

for j=0:(N-1)

if j >= 2 %$Entries of the third column up to the last column

S = 0;

for m = 0:N-1 %F has N elements so k must end in N-1

Tl = 0;
T2 = 0;
if rem(j-(m+i),2) == 0 && Jj—(m+i) >0

Tl = (pi/2)*Jx(((J)"2) = ((m+i)"2));
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end

if rem(j-abs(m-i),2) == 0 && j—-(abs(m-i)) >0
T2 = (pi/2)*J*(((3)"2) - (abs(m-1))"2);

end

P

(F(m+1))*(T1 + T2);
S =S + P;

end

D(i+1,3+1) = (1/2)=*S;
end

end

end

end

Eq.(5.94)

$Matrix for the third derivative (Chebyshev Polynomials)

function [D] = M3_F (N)

D = zeros(N-1);

for i=0:N-1

for j=0:N-1

Tl = 0;

for k = 0:(3-2)

if rem(j - k,2) == 0 && (j — k) >= 2 && rem(k - i,2) == 1
&& (k — 1) >= 1

c = k;

if ¢ ==

Tl_aux = (1/2)*3x((37°2)—(k"2)) * (pixk);

Tl = T1 + Tl_aux;

end



if ¢ >=1

Tl_aux = (1/1)x3*x((372)—(k"2)) * (pixk);
Tl = T1 + Tl _aux;

end

end

end

D(i+1, J+1) = T1;

end

end

end

Eq.(5.96)

$Matrix for the function F with the

%third derivative (Chebyshev Polynomials)

function [D] = MF3(filename)

F_aux = dlmread(filename); %Auxiliary vector for data

F = F_aux(:,1); %Column vector of the CHebyshev coefficients
[N,M] = size(F); %Dimensions of the data vector

D = zeros(N-1);

for 1=0:N-1

for j=0:N-1

S = 0;

for m = 0:N-1 %F has N elements so k must end in N-1
Tl = 0;

T2 = 0;

for k = 0:(3-2)

if rem(j - k,2) == 0 && (j — k) >= 2 && rem(k - (m+i),2) ==
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& (k — (m+i)) >=

c = k;

if ¢c==0

Tl_aux = (1/2)*3*((3"

Tl = T1 + Tl_aux;

end

if ¢ >=1

2) = (k"2)) x (pixk);

T1_aux = (1/1)+3* ((3°2) ~(k"2)) = (pi<k);

Tl = T1 + Tl_aux;
end

end

if rem(j - k,2) ==

&& rem(k - abs(m-i),2) == 1

&& (k — abs(m-1)) 1

c = k;

if ¢ == 0

T2_aux = (1/2)x3x((37°2)—=(k"2)) * (pixk);
T2 = T2 + T2_aux;

end

if ¢ >=1

T2_aux = (1/1)*x3x((3"2)—(k"2)) * (pixk);

T2 = T2 + T2_aux;

0 && (jJ — k) >= 2

end

end

end

P = (F(m+l)) = (Tl + T2);
S =S + P;

end
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D(i+1, J+1) = (1/2)=*S;
end
end

end

Eq.(5.102) e Eq.(5.103)

$Matrix for the fourth derivative (Chebyshev Polynomials)

function [D] = M4_F (N)

D = zeros (N-1);

for 1=0: (N-1)

for j=0:(N-1)

if rem(3j,2) == %$even numbers for the column

Tl = 0;

for r = 1:(3/2) - 2

[T1I_IP_F] = IP_F(i,2*r);

Tl _aux = (((372)/4)-(x"2))»(((3/2)+1)"2 = (xr"2))=(((3/2)-1)"2

— (r*2))*T1_IP_F;

Tl = T1 + Tl_aux;

end
[T1_IP_F] = IP_F(i,0);
Pl = ((16/3)x((3/2)*T1)) + ((8/3)*(((3/2) — 1)"2)*((3"3)/8)

*(((3/2) + 1)"2)*T1_TIP_F);

D(i+1, j+1) = P1;

end

if rem(j,2) == 1 %odd numbers for the column
Tl = 0;

for r = 0:((3-1)/2)-2

[T1_IP_F] = IP_F (i, (2xxr)+1);

Tl _aux = ((((3=1)/2)"2) = (r"2))=(((((J-1)/2)+1)"2)
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- (r"2))*x(((F3-1)/2)+r+2) *x (((J-1)/2)-r—-1)«T1_IP_F;
Tl = Tl + Tl_aux;

end

PL = (8/3)(J)*T1;

D(i+1, §+1) = P1;

end

end

end

Eq.(5.104)

$Matrix for the fourth derivative (Chebyshev Polynomials)

function [D] = MF4 (filename)

F_aux = dlmread(filename); %Auxiliary vector for data
F=F_aux(:,1); %Column vector of the CHebyshev coefficients
[N,M] = size(F); %Dimensions of the data vector

D = zeros (N-1);

for i=0:(N-1)

for j=0: (N-1)

if rem(j,2) == %even numbers for the column
S = 0;

for m = 0:N-1

Tl = 0;

T2 = 0;

for r = 1:(3/2) - 2

[TI_TIP_F] = IP_F (m+i,2%r);

[T2_IP_F] = IP_F(abs(m-i),2xr);

Tl _aux = (((372)/4)-(x"2))»(((3/2)+1)"2 = (x"2))=(((3/2)-1)"2

- (r"2))*T1_IP_F;

T2_aux = (((372)/4)-(r"2))»(((3/2)+1)"2 = (r"2))=(((3/2)-1)"2
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- (r"2))*T2_IP_F;
Tl = T1 + Tl_aux;

T2 = T2 + T2_aux;

end
[T1_IP_F] = IP F(m+i,0);
[T2_IP_F] = IP_F (abs(m-1),0);

PL = ((16/3)x((3/2)*T1)) + ((8/3)x(((J3/2) = 1)72)=((3"3)/8)

*(((3/2) + 1)72)+T1_IP_F);

P2 = ((16/3)x((3/2)xT2)) + ((8/3)*(((3/2) — 1)"2)*((373)/8)

*(((3/2) + 1)72)*T2_IP_F);
P = F(m+l)*(PL + P2);

S =3 + P;

end

D(i+1,3+1) = (1/2).%S;

end
if rem(3j,2) == 1 %$odd numbers for the column
S = 0;

for m = 0:N-1
Tl = 0;

T2 = 0;
for r = 0:((3-1)/2)-2

[T1_IP_F] = IP_F (m+i, (2*xr)+1);

[T2_IP_F] = IP_F (abs(m-1), (2+r)+1);

Tl_aux = ((((3-1)/2)72) - (r"2))*=(((((J-1)/2)+1)"2)
— (272))* (((5=1)/2)+1+2) * (((F-1) /2)-r—1) +T1_IP F;
T2_aux = ((((3-1)/2)72) = (r"2))*(((((J-1)/2)+1)"2)
— (272))* (((5=1)/2)+r+2) * (((3-1) /2)-r—1) +T2_IP_F;

Tl = T1 + Tl_aux;

T2 = T2 + T2_aux;
end

P1 = (8/3)*(3)«T1;
P2 = (8/3)*(3)+*T2;
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P = F((m+l)*x(P1 + P2);
S =S + P;
end
D(i+1,3+1) = (1/2).%S;
end
end
end
Para as condic¢des de contorno temos os cddigos listados abaixo.
Eq.(5.123)
%Boundary condition (for z = -1)
function [D] = BCO_F (N)

D= (0:1:N-1);

for k = 0:1:N-1

D(k+1) = (-1)"(k);

end

Eq.(5.126)

%$Boundary condition (for z = 1)
function [D] = BCI1_F (N)

D= (0:1:N-1);

for k = 0:1:N-1
D(k+1) = 1;

end

Eq.(5.140)



%$Boundary condition first derivative (for z = -1)
function [D] = BC2_F (N)

D= (0:1:N-1);

for k = 0:1:N-1

D(k+1) = ((-1)"(k+1))*((k)"2);

end

Eq.(5.148)

%Boundary condition first derivative (for z = 1)
function [D] = BC3_F (N)

D= (0:1:N-1);

for k = 0:1:N-1

D (k+1) = ((k)"2);

end

Eq.(5.162)

%Boundary condition second derivative (for z = -1)
function [D] = BC4_F (N)

D= (0:1:N-1);

for k = 0:1:N-1
D(k+1l) = ((-L)"(k))*((((k)"4)—-((k)"2))/3);

end

Eq.(5.170)
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%$Boundary condition second derivative (for z = 1)
function [D] = BCS5_F (N)

D= (0:1:N-1);

for k = 0:1:N-1
D(k+1) = ((((k)™4)-((k)"2))/3); % K-1 the index stars

$from 1 on Matlab

end

Eq.(5.184)

%Boundary condition third derivative (for z = -1)
function [D] = BC6_F (N)

D= (0:1:N-1);

for k = 0:1:N-1

D(k+1l) = ((=1)"(k+3))+« ((((k)"2)+x(((k)"2) = 1)*(((k)"2)
- 4))/15);

end

Eq.(5.192)

%$Boundary condition third derivative (for z = 1)
function [D] = BC7_F (N)

D= (0:1:N-1);

for k = 0:1:N-1
D(k+1l) = ((((k)"2)*(((k)"2) — 1)*(((k)"2) — 4))/15);

end
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Abaixo encontra-se o c6digo para a constru¢do do problema de autovalor generali-

zado dado por Eq.(5.194).

$Function which compute the the Orr-Sommerfeld equation with the
%$boundary conditions and solve the eigenvalue problem and
%$gives a column vector with the eigenvalues and the

¥matrix of all eigenvectors.

%Generalized Eigenvalue Problem

function [E,F] = GEP_F(A,B,C,D,E,F,G,H4,I,J,K,L,M,N,0,P,Q,R,S,T)

$Data files

filenamel = E; %u_data_cheb_coeff.txt
filename?2 = F; %du_data_cheb_coeff.txt
filename3 = G; %d2u_data_cheb_ coeff.txt
filenamed4 = H; %eta_data_cheb_coeff.txt
filename5 = I; %deta_data_cheb_coeff.txt
filename6 = J; %epsilon_data_cheb_coeff.txt
filename7 = K; %depsilon_data_cheb_coeff.txt
filename8 = L; %d2epsilon_data_cheb_coeff.txt
filename9 = M; %u_data.txt

filenamelO = N; %du_data.txt

filenamell = O; %d2u_data.txt

filenamel2 = P; %eta_data.txt

filenamel3 = Q; %deta_data.txt

filenamel4 = R; %epsilon_data.txt

filenamelb = S; %depsilon_data.txt

filenamel6 = T; %dZ2epsilon_data.txt

$Vectors for the boundary conditions
u_aux = dlmread(filename9); %Auxiliary vector for data

u = u_aux(:,6); %Column vector of the raw data
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du_aux = dlmread(filenamelO); $%Auxiliary vector for data

du = du_aux(:,6); %Column vector of the raw data
d2u_aux = dlmread(filenamell); %Auxiliary vector for data
d2u = d2u_aux(:,6); %Column vector of the raw data

eta_aux = dlmread(filenamel?); %Auxiliary vector for data

eta = eta_aux(:,06); %Column vector of the raw data

deta_aux = dlmread(filenamel3); S%Auxiliary vector for data

deta = deta_aux(:,6); %Column vector of the raw data

epsilon_aux = dlmread(filenameld); %Auxiliary vector for data

epsilon = epsilon_aux(:,6); %Column vector of the raw data

depsilon_aux = dlmread(filenamel5); %Auxiliary vector for data

depsilon = depsilon_aux(:,6); %Column vector of the raw data

d2epsilon_aux = dlmread(filenamel6); %Auxiliary vector for data
d2epsilon = d2epsilon_aux(:,6); %Column vector of the raw data
%$Parameters

alpha = A; %Characteristic wave number

angle = B;

Re = C; %Reynolds Number

We = D; %Weber Number
h = u_aux(1l,5); %film thickness solution

%size control of the eigenvalue problem

size_aux = dlmread(filenamel); %Auxiliary vector for data
S = size_aux(:,2); %Column vector of the raw data

[m,n] = size(S); %Dimensions of the data vector
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N = m; %Number of points

%$The Orr-Sommerfeld equation (N+1xN+1 matrix)
A = (16/(h"4))«MF4 (filenameb6)

+ ((8*(alpha”2))/(h"2))*«MF2 (filenameb)

+ (alpha”4) «MFO (filenameb)

+ (32/(h"4))*«MF3 (filename7)

+ (8/(h"2))* (alpha”2)+MF1 (filename7)

+ (16/(h"4))*MF2 (filename8)

+ ((4x(alpha”~2))/ (h"2))*MFO (filename8)

- ((l6% (alpha”2))/ (h"2))+MF1 (filenameb)

- ((1l6* (alpha”2))/(h"2))*«MF2 (filenamed)

- ((4*1lixalpha+*Re)/ (h"2))+MF2 (filenamel)
+ (lix (alpha”3)+xRe) *MFO (filenamel)

+ ((4xlixalphaxRe)/ (h"2))+MFO (filename3);
B = (-(4xlixalphaxRe)/ (h"2))*M2_F (N)

+ (lix (alpha”3) xRe) *MO_F (N) ;

%$Boundary condition at the wall (z = 1)

%Row N-3 of A ——— Line N-3 inside of B is equal O
C = BC1_F(N);

$Row N-2 of A —-—— Line N-2 inside of B is equal O

D = (2/h)*BC3_F (N);

%$Boundary condition at the interface (z = -1)xepsilon(l,1)
E = BCO_F(N) + (4/(h"2))+*epsilon(1l,1)+*u(l,1)*«BC4_F (N)

+ (alpha”2)xepsilon(l,1)*u(l,1)*«BCO_F (N); %Row N-1 of A
E_1 = (4/(h"2))*epsilon(l,1)*BC4_F (N)

+ (alpha”2)*epsilon(l,1)*«BCO_F (N); %$Row N-1 of B

F = ((-8)/(h))=*(alpha”2)*eta(l,1)*BC2_F (N)

+ (8/(h"3))*depsilon(l,1)+BC4_F (N)
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+ ((2% (alpha”2))/h) *depsilon (1, 1) *BCO_F (N)

+ (8/(h"3))*epsilon(1l,1)*BC6_F (N)

+ ((2* (alpha”2))/(h))*epsilon(l,1)*BC2_F (N)

+ 1lix ((((=2)* (alpha)*Re) /h)*u(l, 1) *BC2_F (N)

+ (((2)* (alpha)*Re) /h)*du(l,1) «BCO_F (N)

+ (((4)* (alpha) xcot (angle))/ (h"2)) «epsilon (1, 1) «BC4_F (N)
+ (alpha”3) xcot (angle) xepsilon(1l,1)*BCO_F (N)

+ ((4)*(alpha”3)/((h"2)*We)) xepsilon(l, 1) *BC4_F (N)

+ ((alpha”b)/ (We))+*epsilon(1l,1)*BCO_F(N) ); %$Row N of A
F_1 = ((-2+1i* (alpha)*Re)/h)*BC2_F(N); %Row N of B
- Eigenvalue Problem—-——--——-———-———-—"——————-—

%$Applying the Boundary Conditions

A(N=3,:) = C(1,:);
A(N-2,:) = D(1,:);
A(N-1,:) = E(1,:);
A(N,:) = F(1,:);
B(N-3,:) = 0;
B(N-2,:) = 0;
B(N-1,:) = E_1(1,:);
B(N,:) = F_1(1,:);

%3Eigenvalue problem
E = A; %Left matrix

F

B; %Right Matrix

end

Fungdo para resolver o problema de autovalor generalizado.

%Function which solver the eigenvalue problem generated by the

%0rr—-Sommerfeld equation and the boundary condition. The program



%generates the spectrum of the eigenvalues (which contains

$the physical eigenvalue) and the physical eigenvector.

%Generalized Eigenvalue Problem (N+1)

function [eigenv,eigvector] = SolveGEP_F (A, B)

%Solving the eigenvalue problem
[eigvector,eigenv] = eig(A,B);

eigenv = diag(eigenv);

%$Sort spectrum by imag part

$Sort the eigenvalue and the eigenvector

eigs = imag(eigenv); [eigs,nn] = sort (-eigs);
%Set the correct eigenvalue

eigenv = eigenv(nn);

%$Set the correspond eigenvector of the eigenvalue
eigvector = eigvector (:,nn);

end

Implementacdo do método de iteragao inversa.
$Function to implement the Inverse Iteration Method
%to track the eigenvalues and the eigenvectors

function [sigma_new,efun_new] = IIM_F(C,D,E,F)

$Inital parameters
A = C; %Left matrix of the eigenvalue problem

B = D; %Right matrix of the eigenvalue problem

sigma_old = E; %$Inital approximaton of an eigenvalue
z_0 = F; %Inital approximaton of an eigenvector

p_0 = 0; %Start parameter

epsilon = 10" (-10); %Test parameter
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efun_old = z_0; %Set Inital approximaton of the eigenvector

pk = p_0; %Set the start parameter

%¥Stay in the loop until converge

while(1l); %Infinite Loop

%Linear System
ML = A - (sigma_old*B); $%Left matrix of the linear system
MR = Bxefun_old; %Right matrix of the linear system

efun_new = ML\MR; $%Solve the linear system

zk = conj(efun_old);

wk

efun_new;

pkl = 1/ (sum(wk.=xzk));

if abs(pkl - pk) > epsilon; %Convergence Test

pk = pkl; %Set a new parameter for the convergence test
wkc = conj(wk) ;

$Normalization of the eigenvector

efun_new = wk./sqrt (sum(wk.*wkc));

efun_old efun_new;

else

$Final result for the eigenvalue

sigma_new = sigma_old + pkl;

wkc = conj(wk) ;

$Final result for the eigenvector
wk_norm = wk./sqrt (sum(wk.*wkc)) ;
efun_new = wk_norm;

break %Stop the loop

end

end

Cédigo principal do problema de estabilidade.
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%Main Code for the Orr-Sommerfeld equation with

%$the boundary conditions

clc; clear all; close all; %Clear all the data

filenamel
filename?2
filename3
filename4
filenameb
filenameé6
filename?7
filename8
filename9
filenamelO
filenamell
filenamel?
filenamel3
filenamel4
filenamel5b

filenamelo6

"u_data_cheb_coeff.txt’;
"du_data_cheb_coeff.txt’;
"d2u_data_cheb_coeff.txt’;
"eta_data_cheb_coeff.txt’;
"deta_data_cheb_coeff.txt’;
"epsilon_data_cheb_coeff.txt’;
"depsilon_data_cheb_coeff.txt’;
"d2epsilon_data_cheb_coeff.txt’;
"u_data.txt’;

"du_data.txt’;

"d2u_data.txt’;

"eta_data.txt’;

"deta_data.txt’;

"epsilon_data.txt’;

"depsilon_data.txt’;

"d2epsilon_data.txt’;

$Vectors for the boundary conditions

u_aux = dlmread(filename9); S%Auxiliary vector for data

u = u aux(:,6); %Column vector of the raw data

h = u_aux(1l,5); %film thickness solution

a = u_aux(1l,1); %Carreau parameter

I = u_aux(l,3); %Ratio between the viscosity limit wvalues
n = u_aux(l,2); %Power-law exponent

L = wu_aux(l,4); %Dimensionless relaxation time
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alpha = 0.001; %characteristic wave number
angle = 10; %angle in degrees

angle = (anglexpi)/180; $%$convertion to rad
Re = 3;%; %Reynolds number

We = 0.001; %Weber number

%Generalized Eigenvalue Problem (N+1)

%A 1is the left matrix of the eigenvalue problem

%$B is the right matrix of the eigenvalue problem

[A,B] = GEP_F (alpha,angle,Re,We, filenamel, filename?2,
filename3, filenamed4, filenameb5, filename6, filename7, filenames§,
filename9, filenamelO, filenamell, filenamel2, filenamel3,

filenameld4, filenamel5, filenamel6); %Call function GEP

%$Solve the Generalized Eigenvalue Problem

%eigval is the spectrum of all eigenvalues

%eigvec is the matrix which the columns corresponds

%to each eigenvalue of the spectrum

[eigval,eigvec] = SolveGEP_F (A,B); %Call the SolveGEP function
e —— Eigenvalue Spectrum -—————-———-——————————
eigenv = eig(A,B);

plot (eigenv,’ .’ , 'markersize’,10)

grid on, axis([-4.5 4.5 —-1%x(10"7) 1%x(1076)]), axis sqgquare

drawnow

—————————————- Analitical and Numerical Solutions —-————————-
analit_solution_c0 = 37(2/3) + (((=1)%a)* (3" ((a+t2)/3))*(atl)
*(I-1)*(n-1)*(L*a))/ (ax(a+3));

analit_solution_cl = ((li*(6xRe — 5%cot (angle)))/5

+ ((11)*((-1) a)*x (3" ((a+3)/3))*(I-1)*(n-1)* (L™a)* (2* (15+ax* ((6+*a)

+ 37))*Re — ((5%a)=* (a+5)+cot (angle))))/ (5+ax (a+3)* (a+5))) alpha;
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analit_solution_sol = analit_solution_cO0 + analit_solution_cl

numeric_solution_sol = eigval (4,1)

$Inverse Iteration Method

%eigvec(:,1) 1s the inital approximaton of an eigenvector

%a will be the final eigenvalue

%b will be the final eigenvector

F——— IMPORTANT ————————————

$Every time that the physcial condition change the position
%0f the physical eigenvalue may change, so it’s necessary to
%check every time for the correct eigenvalue and the
%$corresponding eigenvector. The row position of the eigenvalue
% 1is equal to the column position of the eigenvector
G——————————— IMPORTANT ————————————

$Initial approximation of the eigenvalue?2
appr_eigval = eigval (4,1);

%Initial approximation of the eigenvector2
appr_eigvec = eigvec(:,4);

%$Call the IIM function

[a,b] = IIM_F (A,B,appr_eigval, appr_eigvec);



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Lista de ilustrações
	Lista de tabelas
	Lista de símbolos
	Sumário
	Introdução
	Revisão bibliográfica
	Formulação do problema
	Estado base
	Estabilidade temporal

	Soluções assintóticas
	Solução do estado base
	Solução para ondas longas

	Método numérico
	Polinômios de Chebyshev
	Método de Galerkin
	Formulação do estado base
	Formulação do problema de estabilidade
	Produtos internos para o método de Galerkin
	O problema de autovalor generalizado
	Método de iteração inversa

	Análise das soluções
	Conclusão
	Referências
	Apêndices
	Código fonte para o solver simbólico (Wolfram Mathematica 11.0.1.0)
	Código para as soluções assintóticas

	Código fonte para a solução numérica (MATLAB R2017a)
	Código para a solução do estado base e transformação para o espaço de Chebyshev
	Código para a solução da equação de Orr-Sommerfeld (Carreau-Yasuda)



