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Resumo

RAFIKOVA, Elvira, Controle de um Robdé Movel Através de Realimentacdo de Estados
Utilizando Visdo Estereoscopica. 2010. 183 p.
Tese (Doutorado) - Faculdade de Engenharia Mecanica, Universidade Estadual de

Campinas, Campinas.

O enfoque principal desse trabalho € o controle de trajetéria e navegacdo no ambiente
através da visdo estereoscopica de um robd moével de duas rodas de acionamento diferencial.
Para o controle de posicionamento, sdo utilizadas: uma estratégia de controle 6tima linear e
uma estratégia subotima, nao linear, em tempo continuo, chamada de SDRE (State Dependent
Riccati Equation), e por fim, uma estratégia de controle SDRE em tempo discreto. Todas essas
estratégias sdo baseadas em funcdes de Lyapunov e aplicadas ao problema de regulacdo do
robd a uma referéncia. Para a navegacdo do robd no ambiente é considerado um modelo
navegacdo por odometria € um mecanismo de visdo estereoscopica. A estimacdo do estado é
realizada através do filtro de Kalman cldssico. Sdo apresentadas duas estratégias para a
navegacdo do robd no ambiente. Uma delas, totalmente discreta com a utilizacdo do métodos
de controle SDRE discreto, observacdo de estado disreta através das cameras e estimacdo de
estado através do filtro de Kalman discreto. Outra, com a abordagem de horizonte recudvel,

utilizando controle SDRE continuo e, observacio e estimagdo de estado discretas. A eficacia

dos métodos de controle e das estratégias de navegacdo do robd € verificada através de

Vil



simulacdes computacionais, nas quais a estratégia de navegacdo com horizonte recudvel se

mostra eficaz para a navegacao precisa no ambiente.

Palavras Chave:

- Robds Moveis, Sistemas de Controle por Realimentagdo de Estados, Navegacao de Robos

Mbéveis, Visao Estereoscopica.
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Abstract

RAFIKOVA, Elvira, Feedback Control of a Mobile Robot Using Stereo Vision., 2010. 164 p.
Thesis (PhD in Mechanical Engineering): Faculty of Mechanical Engineering, State
University of Campinas, Campinas.

The main approach of this thesis is the trajectory control and navigation of a
differential steering mobile robot in the environment.
For the position control problem are used? A continuous-time , linear feedback control; a
suboptimal, nonlinear , continuous-time feedback called SDRE (StateDependent Riccati
Equation) control and a discrete — time SDRE control method. All of these methods are
Lyapunov functions based and appplied to the reference tracking problem oh the
nonholonomic robot.
For the purpose of the environmental navigation a model of odometry-stereo vision state
observation system is considered. Meanwhile, the state estimation is given by classic Kalman
filter.
Futhermore, two different navigation strategies are presented. The discret-time one, using both
discret SDRE control method and state estimation. Another one, is a receding horizon strategy,
using continuous-time SDRE controler and sicret-time state estimation. The control method
and navigation strategies eficaccy is verified through numerical simulations. Both navigation
stategies demostrate good results, although the receding horizon one provides more precise
navigation.
Key Words
Mobile Robot, Feedback Control Systems, Mobile Robt Navigation, Stereo Vision System
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Capitulo 1

Introducao e Revisao Bibliografica

Este é o capitulo introdutério que tem o objetivo de expor as idéias iniciais sobre o
controle de robds mdéveis contidas na literatura. O primeiro topico apresenta as motivagoes
para o trabalho em controle de robos méveis. Em seguida, sdo apresentados alguns pontos
importantes sobre o controle 6timo através de realimentacdo de estados e navegacdo através
de odometria e visdo estereoscOpica. Além disso, nesse capitulo, sdo apresentados os

objetivos do presente trabalho e, por fim, a estrutura da tese.
1.1. Motivacao em Controle de Robds Méveis

Robds mdveis com rodas, assim como os satélites, os submarinos € outros sao sistemas
robdticos especiais que cada vez mais sdo motivo de pesquisas por pertencerem a uma
classe de sistemas mecanicos denominada de sistemas ndao-holonémicos. Os sistemas nao-
holondmicos s@o caracterizados por restricdes cinematicas, dificultando assim a utilizacio
de métodos de controle classicos, bem-estudados e tradicionalmente empregados para a
solucdo de problemas ligados a sistemas roboticos. Ao contrario dos manipuladores
mecanicos que sdo sistemas holondmicos e podem ser estabilizados para uma configuracio
desejavel através de leis suaves de controle com realimentacdo de estados, os sistemas
robdticos mdveis sdo sujeitos a restricoes ndo-holomicas o que dificulta o projeto de um
controlador por realimentagdo de estado unico, com leis suaves de estabilizacdo, para
atingir uma postura desejada , ou até mesmo uma trajetéria de referéncia (Dixon et al.

2000).



Esse € um problema exaustivamente mencionado em controle de sistemas nao-
holondmicos, conhecido como condi¢do de suficiéncia de Brockett (1983). Tal condi¢do
afirma que os sistemas ndo-holondmicos ndo podem ser estabilizados para uma
configuragdo de repouso através de leis suaves de controle com realimentacdo de estados.
Isto significa que, embora a propriedade de controlabilidade indique que qualquer
configuracdo pode ser obtida em um tempo finito a partir de qualquer outra configuragao,
aplicando entradas de controle adequadas, nenhuma lei de controle continua pode assegurar

convergéncia assintética do veiculo para a configuragdo em repouso.

Outra abordagem é o controle hibrido proposto para esse tipo de sistema, nas
referencias, de Aguiar e Pascoal (2000) e Hespanha (1996). Uma visao geral sobre os
avangos em controle de sistemas ndo-holonémicos pode ser encontrada em Kolmanovski e
McClamroch (1995). J4 em Dixon et al. (2000) € apresentada uma abordagem global para a
estabilizacao exponencial de robds mdveis a um dado conjunto de objetivos desejado. Em
Walsh et al.(1994) um controle estabilizador local exponencial € proposto. Em Canudas de
Wit e Sordalen (1992) € apresentado um método de linearizacdo por realimentacdo de
estados dinamica para robds méveis. Leis de controle de convergéncia global sdo propostas
em Jiang e Niejmeijer (1999), Jiang (2000), Qu (2006). Bloch e Drakunov (1996) que
utilizam o método de controle sliding modes para controlar o sistema integrador de
Brockett. Outra técnica de controle que foi aplicada a robd méveis € o backstepping (Jiang
e Nijmeijer, 1997), cujo principal problema € dificuldade de aplicacdo desse método para

controle on line.

Outro problema ndo menos importante que o mencionado acima que, no entanto, recebe
menos atencdo académica € o de realizagao de um controlador que leve um robd mével a
uma trajetéria de referéncia, conhecido como ftracking. Esse problema consiste em
determinar uma postura, ou trajetéria de referéncia a qual o robd deverd ser estabilizado
através da minimizagao do erro entre essa referéncia e a trajetéria atual do sistema. Para
solucdo desse problema um mecanismo de controle bastante adequado é o por
realimentacdo de estado, ou realimentacdo de estados, pelo qual, sistemas mecanicos,

elétricos, ou bioldgicos, mantém seu equilibrio. Aplica-se o controle, através de sinais de



diferenca, determinados pela comparagao dos valores atuais dos estados do sistema com 0s

valores desejados, de forma a corrigir o desvio entre a saida e o sinal de referéncia.

No contexto desse problema encontramos os trabalhos de Godhavn e Egeland (1997) e
Samson (1995). Outra abordagem € a utilizagdo da politica de horizonte recudvel
(receeding horizon), também conhecido como Nonlinear Model Predictive Control-NMPC.
Essa abordagem pode ser encontrada em Klancar (2007) que propde controladores

continuos dependentes do tempo para o controle do robd nao holonémico.

Ainda em dire¢do a solu¢do desse problema, um método de controle se destaca:
linearizacdo por realimentagdo de estados (state feedback linearization), que pode ser
estitico ou dindmico. Essa abordagem se tornou popular nos anos de 1990 como uma
ferramenta adequada para o problema por permitir o controle através da linearizacao de um
sistema ndo-linear. Quando se obtém a linearizacdo total e desacoplada do sistema ndo-
linear consegue-se que o erro convirja a zero. Isso € obtido no método de linearizagdao por
realimentacdo estdtica (Isidori (1989), Neijmejer(1990), Slotine (1991)). Mas isso ndo se
aplica a sistemas ndo-holonomicos (Thuilot (1996)). O método de linearizacdo Dindmico
(Pomet (1995), Thuilot(1996), D”Andrea-Novel e Aranda (1994)) proporciona linearizagao
completa para uma grande classe de robds novéis desde que a velocidade linear seja
diferente de zero. Apesar disso, 0 método ndo exibe resultados absolutamente satisfatorios
no caso do robd moével nao-holondmico. Por ser um sistema subatuado, a coordenada de
posicionamento angular pode ndo ser estabilizada completamente. Introduzem-se, entdo,
compensadores dindmicos que ndo funcionam quando a velocidade linear do robd € nula.
Em Oriolo et al. (2002) foi proposto um controlador do rob6 moével de rodas com
acionamento diferencial, baseado no método de linearizagao por realimentacdo de estados

dinamica que lida com essa problematica.

1.2.  Pontos Importantes em Controle Otimo com realimentacao de estados

Para sistemas dindmicos em geral, destacam-se trés abordagens mais comuns para

formulacdo do controle por realimentacio de estado: (Khalil, 1996): estabilizagao,



rastreamento (fracking), e rejeicao ou atenuacdo de distirbios. No caso da estabilizagdo,
procuram-se leis de realimentacdo (varidveis ou invariantes no tempo) que estabilizem um
sistema para um determinado regime desejado. Para o rastreamento, a meta bdsica é
projetar o controle de forma que a saida controlada siga um sinal de referéncia. Para
sistemas nao-lineares, existem varios métodos de controle com realimentacao, baseados na
teoria de fungdes de Lyapunov. Embora o método direto de Lyapunov originalmente
surgisse para o estudo de estabilidade de sistemas, atualmente, € usado para a resolucdo de
problemas em controle de sistemas nado-lineares. Existem varios trabalhos que exploram
funcdes de Lyapunov para encontrar estratégias de controle que estabilizem sistemas

conforme um critério considerado (por exemplo, Sontag (1989); Freeman e Primbs (1996)).

Desde as primeiras publicagdes na década 1960 (Krassovskii (1959); Kalman (1960),
Letov (1961)), funcdes de Lyapunov sdo utilizadas para estudo de problemas do controle
otimo. Sabe-se que um problema do controle 6timo pode ser reduzido a resolucdo da
equacdo diferencial parcial de Hamilton-Jacobi-Bellman. Num caso geral, existem muitas
dificuldades na sua resolu¢do. Em caso particular, para um sistema linear, com controle
6timo minimizando um funcional quadratico, a fun¢do quadratica de Lyapunov € a solugcao
da equagdo de Hamilton-Jacobi-Bellman. Essa abordagem da funcio de Lyapunov de um
sistema ndo-linear pode ser a solu¢do da equacdo de Hamilton-Jacobi-Bellman tornou-se
popular. Em (Bernstein, 1993) esta idéia foi apresentada de uma maneira construtiva para
sistemas ndo-lineares de tempo continuo com controle nao-linear por realimentacdo de
estado minimizando um funcional ndo-quadratico. A solucdo da equacdo de Hamilton-
Jacobi-Bellman através da funcdo de Lyapunov garante tanto a estabilidade como a
otimalidade da solu¢ao. Em Haddad et al. (1998) este enfoque foi aplicado a resolucdo de
um problema de controle nao-linear robusto. O trabalho de Haddad e Chellaboina (1996)

utilizou a mesma abordagem para sistemas ndo-lineares discretos no tempo.

De fato, ndo existem técnicas sistematicas para obter funcdes de Lyapunov para um
caso geral em sistemas nao-lineares, mas o enfoque em considera¢io pode ser aplicado para
aqueles sistemas ndo-lineares cuja fun¢do de Lyapunov € conhecida. Como exemplo, em
Rafikov e Bathazar, 2004 foi proposta a fun¢do quadrética para resolver o problema do

controle 6timo nao-linear do sistema de Rossler e em Rafikov e Balthazar (2005) foi
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proposto o controle por realimentagdo de estado linear que minimiza o funcional nao-

quadratico para sistemas nao-lineares.

Uma técnica de controle 6timo, bastante promissora, que na ultima década ganha forca
€ chamada controle por equacdo de Riccati Dependente de Estado (State Dependent Riccati
Equation SDRE). Ela € similar ao tradicional Regulador Linear Quadraitico- LQR, contudo
¢ um método nao-linear onde o controle € obtido da solucdo da equagdo de Riccati na forma
dependente de estado. No entanto, diferentemente de métodos de controle ndo-lineares, o
SDRE ¢ de elementar implementacdo e altamente adequado a implementagao on line . A
idéia de utilizacao de controle por realimentacio de estado baseado em SDRE para sistemas
ndo lineares remonta a 1962 por Pearson. Nessa referéncia, a estabilizacdo do sistema ao
equilibrio e a resolucdo da equacdo diferencial de Riccatti dependente do tempo € obtida
analiticamente para um exemplo de baixa ordem. Mais tarde a idéia foi expandida por
Wernli & Cook (1975). Porém, a maior parte do desenvolvimento dessa estratégia
aconteceu na década de 90 e na ultima década, com os trabalhos de Banks em 1992,
Mracek & Cloutier (1998), Cloutier, et al. 1998, Cloutier, Stansbery & Sznaier (1999), que
derivaram a condicdo necessdria para existéncia de qualquer matriz de ganho de um
controlador SDRE. Mracek e Cloutier (1998) provaram estabilidade assintética local para

um caso de sistema de ordem n >1 com um controlador SDRE por realimentacdo de estado.

O método SDRE tem demonstrado sua eficicia em diversos sistemas: design de
autopiloto (Mracek e Cloutier, 1996), desenvolvimento de leis de guiamento avancadas
(Cloutier e Zipfel, 1999), controle de satélites e espaconaves (Hammet et al. 1998), robdtica
(Erdem e Alleyne, 2001), problema de benchmark (Mracek e Cloutier, 1998), controle de
ventilacao de dutos (Yu et al. (2001)), controle de veiculo autdnomo subaquético (Naik e
Singh, 2007), sincronizacao de sistemas caéticos (Jayaram e Tadi, 2006). Uma visdo geral
dos avancos em técnica SDRE pode ser encontrada em (Cimen, 2008). Entre suas
vantagens estdo a ndo-necessidade de linearizacdo do sistema, possibilidade de otimizagao
de um critério, simples e imediata implementagcdo dos algoritmos, e aplicagao do controle

“on line”.



1.3. Navegacao Autonoma do Robo Através de Visao Estereoscopica e Odometria

Navegacao autonoma € uma tarefa de grande desafio para um robé moével. O sucesso
nessa tarefa depende de quatro competéncias essenciais: percepg¢ao, localizag¢do, cognicao e
controle de movimento. A percep¢do diz respeito ao sensoriamento do ambiente e
interpretacdo desses dados. Um robé mével autdbnomo € equipado com sensores de posi¢ao
que podem ser do tipo encoders, sonar, lazer, radar, monovisdo, visdo estéreo. Estes
sensores promovem a percep¢do do robdo do meio ambiente parcial ou totalmente
desconhecido provendo informacdo a respeito da localizagdo espacial deste que serd
utilizada para a tomada de decisdo autdbnoma na navegagdo. Ruidos induzem limitagdes a
consisténcia de leitura dos sensores. Outro problema dos sensores € a ambigiiidade
resultante de informagdes semelhantes sobre locais ou objetos de naturezas diferentes o que

dificulta realizacdo de tarefas, a cogni¢do e sua localizacao.

A localizacao responde a pergunta: “onde estou?” Ou seja, tem a funcdo de
proporcionar o calculo da coordenada absoluta ou relativa a uma referéncia de navegacao
do robd no ambiente. Isso envolve fusdo de informagdo de multiplos sensores e estimagao
de posicdo a partir de estratégias. O problema de localizacdo depende diretamente da
qualidade da informagdo proveniente dos sensores, por isso € completamente limitada pelos
erros, imprecisdes e ruidos. Existem estratégias de navegacao baseadas na localizagdo em
relacdo a um referencial apenas, outras no mapeamento do ambiente, envolvendo tanto
localizacdo quanto mapeamento do ambiente. Encontra-se também uma abordagem
behavorista que basicamente defende uma solucdo para a navegacdo baseada em um
conjunto de comportamentos programados de reacdes diante de situagdes que o robo
encontra. Por exemplo, virar a esquerda ou a direita diante de um obsticulo, seguir sempre
pelo lado esquerdo da parede etc. Essa abordagem € interessante por dispensar os métodos
de localizacdo e incertezas relacionadas a medi¢do de posi¢cdo pelos sensores. No entanto,

sO € valida para alguns ambientes especificos.

A solucao de navegacdo , seja pela localizacdo, seja pelo mapeamento € diferente para
cada aplicac¢do. Cada sensor possui limitagdes e indicagdes. Para ambientes externos e de

longa navegacdo os métodos mais indicados sdo navegagcdo GPS, visdo estereoscdpica,



lazeres. Para ambientes internos com circulagdo de pessoas e espacos pequenos, a

odometria, a visdo, sonares € navegacoes inerciais sdo mais indicados.

O método classico de localizacdo por odometria envolve dados de encoders em cada
roda proporcionando informagdes do deslocamento de cada roda. Através de um modelo é
prevista uma posicao de localizacdo do robd. Uma referencia com sintese interessante desse

método encontra-se em Borenstein et al. (1993).

Outra abordagem para a percep¢do, mas ndo somente, € a visdo estereoscopica que € o
estado da arte em percepcdo e localizacdo. Métodos de monovisdo ja sdo comuns em

navegacao de robos.

Um método cléssico, porém poderoso, que pode ser aplicado a localizacao € o filtro de
Kalman (1960), pois proporciona a fusdo de informacdo de sensores diferentes e estimacao
6tima do estado do robd. A abordagem probabilistica atribui uma fun¢ao de probabilidade
ao estado estimado do robd e aos estados provenientes de sensores. A introducdo sobre
filtro de Kalman pode ser encontrada em Maybeck em Cox e Wilfong (1990). e um

tratamento mais detalhado em Kwakernaak e Sivan (1972); Bar-Shalom (1993).

1.4. Objetivos do Presente Trabalho

O objetivo geral desse trabalho é controlar um rob6 mével de rodas de forma eficaz,
simples, em tempo real, minimizando algum critério de custo e fazé-lo navegar em um

ambiente desconhecido através de informacdes de encoders e visdo de duas cameras.

Para esse propésito estuda-se, primeiramente, o modelo do robd mével de duas rodas
com acionamento diferencial. Propde-se uma estratégia de controle 6timo linear com
realimentacdo de estados, baseada no enfoque de Lyapunov para o sistema ndo-linear do
robd movel de acionamento diferencial. Aplica-se a abordagem de controle ndo-linear
SDRE, com enfoque em fun¢des de Lyapunov que resulta um controlador subdtimo para o
modelo ndo linear do robé6 mdvel de acionamento diferencial. Ambos os controles lidam
com o problema de regulacio a uma trajetdria de referéncia em uma aplicagdo online. Os

resultados desse desenvolvimento foram publicados em: 6* Conferencia em Dindmica



Controle e Aplicacdoes-DINCON 2007, 9th Biennial ASME Conference on Engineering
Systems Design and Analysis- ESDA e 3rd IEEE Multi-Conference on Systems and
Control- MSC 2009. Estes trabalhos sdo encontrados na secdo de anexos no final da

presente tese.

Estuda-se ainda, a integracdo do rob6 com o ambiente proporcionando a navegacio
através de sensores de odometria (encoders) e mecanismos da visdo estereoscopica e
processamento de imagens, desenvolvidas no ambito do projeto PILGRIM, do grupo de
pesquisa da UNICAMP — FEM/DPM. Por fim, verificam-se as estratégias de controle e

navegacao propostas para o rob0, através de simulagdes.

1.5. Estrutura da Tese

No capitulo 2 sdao apresentados os modelos de rob6 mével relevantes para esse
trabalho. Na primeira secdo desse capitulo € apresentado o modelo cinemético do robo
movel de rodas. Na segunda secdo do capitulo 2 disserta-se sobre o integrador de Brockett,
sistema ao qual as equacdes cinemdticas do robd podem ser reduzidas. Na terceira se¢do do
capitulo apresenta-se um modelo do robd mével em coordenadas de desvios que € utilizado

no decorrer de toda a tese como o modelo de robd modvel a ser controlado.

O assunto de localiza¢do do rob6 € abordado no capitulo 3 no qual estio descritos os
métodos de medi¢do de estado através da odometria e estimacido de posi¢cdo com uso de

visdo de duas cimeras.

O capitulo quatro é dedicado a uma introdugdo tedrica sobre controle 6timo de
sistemas através do principio de Bellman. A primeira secdo apresenta as idéias bésicas de
programacdo linear e principio de otimalidade de Bellman. A segunda e a terceira sec¢do
descrevem o controle de sistemas continuos com programacao dindmica. A quarta se¢ao
apresenta a idéia do regulador linear quadratico com a equacdo de HJB. Por fim, na dltima
secdo é formulado o problema geral de controle 6timo ndo-linear de sistemas, utilizando a

equacao de HJB.



O Capitulo 5 apresenta os métodos de controle propostos e aplicados nesse trabalho
para o controle de trajetéria do rob6 mdvel. Na primeira secdo tem-se a formulagdo do
controle 6timo por realimenta¢do de estado linear. Na segunda se¢do esta descrito o método
SDRE. J4 na terceira se¢ao é proposto um método de controle dependente de estados

discreto no tempo e aplicado para controle de trajetéria do robd mével.

No capitulo 6 é proposta uma aplicag¢io para a unido de métodos de medigdo de estado,
tratamento de erros e controle de trajetéria do robo, proporcionando a sua navegacao no
ambiente. Duas estratégias de navegagao sio propostas: uma discreta no tempo, que utiliza
o modelo de robd e controle discreto, e, uma estratégia mista de navegacdo na qual as
medicdes de estado sdo realizadas de forma discreta no tempo e o controle de trajetéria em

intervalos continuos no tempo entre cada medicao.

Os resultados obtidos nesse trabalho sdo apresentados no capitulo 7, dividido em
trés partes principais. A primeira apresenta simulagdes numéricas dos métodos de controle
propostos no capitulo 6 para diferentes parametros e trajetérias de referéncia. A segunda
parte do capitulo apresenta simulagdes para métodos de medicdo de estado odometria e
visdo estereoscOpica para verificacdo de erros envolvidos. A terceira parte contém
simulacdes das duas estratégias de navegacdo descritas no capitulo 7 que integram a

estimacao de estado e controle de trajetéria do robd mével.

O anexo A contém tdpicos sobre reconstrucio de estado através do filtro de Kalman.
Tais como o problema do observador de estado, observador de estado 6timo com

abordagem estocéstica e o filtro de Kalman discreto no tempo.



Capitulo 2
Modelo de Robo Movel

Um dos modelos mais simples e comumente utilizados para representar um robd
movel de rodas, € o modelo de direcdo diferencial (differential steering). Considera-se que
o veiculo moével possui duas rodas idénticas, paralelas, ndo deformdveis, montadas num
mesmo eixo e que sdo controladas independentemente por motores. Isto significa que
quando as rodas giram com a mesma velocidade o robd segue uma trajetoria reta e quando
as rodas giram com velocidades diferentes o rob6é faz uma curva. Pode haver ainda uma
roda frontal ou traseira para garantir o apoio com o piso e promover a estabilidade do robd.
Assume-se que o plano de cada roda € perpendicular ao solo e esta pode rolar apenas no
eixo de montagem. Este fato, juntamente com o fato de haver apenas rolamento das rodas
sem deslizamento no solo, faz com que haja restricio ao conjunto de vetores velocidade
inicial do sistema, ou seja, ndo € possivel, em um instante inicial, promover um movimento
do sistema em qualquer direcdo, caracterizando esse sistema como ndo-holondmico. As
caracteristicas de movimento, descritas para o robd, permitem a sua classificacdo na

categoria de ndo-holondmicos.

A figura 2.1 representa o esquema de vista do topo de um robé de duas rodas. O
movimento do robd se dd no plano xy sendo essas as suas coordenadas de posicdo e a

direcdo do robo € dada pela coordenada de rotagdo 6.
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Figura 2. 1. Modelo Cinemdtico de Rob6 Moével

2.1. Equacdes Cinematicas do Robo

Para descrever o deslocamento nas coordenadas x e y considera-se que o movimento
depende da velocidade linear do ponto central do eixo das rodas, ou seja, o ponto médio. E

a velocidade do robd nesse ponto é dada por:

V= @ (2.1)

onde V,; e V, sdo a velocidades lineares da roda direita e esquerda do robd respectivamente.

A variacdo no tempo das coordenadas x e y pode ser descrita pela velocidade linear V
projetada nas dire¢cdes x e y, respectivamente, resultando nas seguintes equacdes

diferenciais:

dx _ Va+Ve)

" > 0s(0)
d Va+Ve) .
= = == sin(6) (2.2)
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Para descrever a variacdo da coordenada angular 8 considera-se um referencial fixado no
ponto central roda esquerda do robd, ponto que faz contato com o solo. A roda direita
descreve um arco com o raio que corresponde a distancia entre as rodas, como mostrado na
figura 2.2. O rob6 em si € tratado como um corpo rigido, e cada ponto seu submete-se as
mesmas mudangas de direcdo. A velocidade angular da roda € a variagdo do angulo a no

tempo e é dada por:
Wroga = V[T, (2.3)

onde V é a velocidade linear e r é o raio do movimento. Da mesma forma, a variagdo geral

do angulo 6 no tempo de toda plataforma é:

ae _ Va-Ve)

il - (2.4)
Figura 2. 2 Variacdo da Coordenada 8 no Robo
As equagdes cinematicas do robd podem ser reescritas mais sinteticamente como:
6=w
x = vcosf (2.5)
y = vsinf

onde x e y denotam a posi¢do do centro do eixo das rodas e 8 € a orientagao do robo. A
velocidade linear do robd € v e a velocidade angular é w. Este modelo também é chamado

de modelo de robd uniciclo pois reduz a cinemdtica diferencial das rodas descrevendo-a
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como cinemadtica de uma unica roda central de controle. Tal modelo € encontrado
comumente na literatura em Canudas de Wit e Sordalen (1992), Hespanha (1996),
Kolmanovski e McClamroch (1995), Oriolo et. al. (2002), Alekander e Maddocks (1989).

2.2. O Modelo de Brockett para Robo Mével

As equacOes cinematicas do robé movel (2.5) sdo submetidas a uma transformacao
que os leva a um sistema equivalente descrito na literatura e conhecido como integrador de
Brockett (1983). A transformacao visa facilitar o projeto de um controlador, ja que propicia

o fato do sistema poder ser escrito na forma linear matricial:
x =Ax + Bu (2.6)

O sistema (3.5), portanto, € submetido a uma transformagdo 7 que resulta em um novo

sistema nas coordenadas transformadas ;1) = [z,1) z,(0) z,(1)] € R°.

0
z=T|x|, 2.7
y
onde T e R*>° é a matriz de transformagio definida por:
1 0 0
T= [0 cos(0) sin(0) (2.8)
0 2sin(B) —0cos(0) —2cos(0) — Osin(0)
Como resultado tem-se:
Zy = 0
Z, = xcos(0) + ysin(0) (2.9)

z3 = —2(xsin(0) — ycos(8) + 0 (xcos(0) + ysin(8))

Derivando z obtém-se o sistema
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22 = Uz s (210)

onde:

Ul =W

U, =v — w(xsinf — ycos) (2.11)

O modelo (2.10) € o integrador de Brockett, um modelo simples com restricdes ndo-
holondmicas. U € R? é o vetor de controle e w e v sdo as velocidades angular e tangencial,

respectivamente.

Um dos objetivos do controle da trajetéria de um robd moével € leva-lo a uma
trajetéria de referéncia minimizando o erro de desvio dessa trajetoria. Esse problema de
controle € também chamado de tracking a uma trajetéria. Para realizar esse tipo de controle
em um robd mével um controlador linear por realimentacdo de estado 6timo foi proposto

no capitulo 5.
2.3. Um Modelo de Alternativo de Robo

Esse modelo pode ser encontrado na literatura em Kanayama et al. (1990) e Klancar
(2007). Ele € utilizado no presente trabalho para o controle através de realimentacdo de
estados do robd como uma alternativa ao modelo de Brockett. Nesse caso, um sistema em
desvios € obtido diretamente do modelo (2.5) sem passar por transformacdes que o levem
primeiramente ao modelo de Brockett. Isso facilita a implementac¢do do controle do sistema

€, a0 mesmo tempo, auxilia a interpretacdo de resultados.

Considera-se um robo6 virtual que segue idealmente a trajetdria de referéncia :

¥ = v,.cos@
y = v,.sinf | (2.12)
0 = w,

onde as velocidades de referéncia angular e linear sdo, respectivamente, w, € v, € contém a

informacdo essencial sobre a trajetéria de referéncia. A forma do robd de referéncia é
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semelhante a do préprio modelo cinematico com varidveis de estado de referéncia que sdo

dependentes do tipo de trajetdria de referéncia.

A diferenca entre a trajetéria do robo real e o robd de referéncia € considerada um

erro ou desvio ( que deve ser minizado pelo controle) dada por:

e cos® sinf@ O0O][X—x
e[ =|-sin® cosd Of|y—vy|, (2.13)
€3 0 0 11lg -0

onde e = (é1 €2 €3)T ¢ o vetor de coordenadas em desvio, (x y N)Te(®x 3y )T

sdo , respectivamente, os vetores de estado do robd e do estado de referéncia do robd.

No problema de tracking por realimentacdo de estados do robd moével, esse modelo
representa nao diretamente o problema de estabilizacdo a uma trajetéria de referéncia, mas
sim a um robo de referéncia. Este, por sua vez, € influenciado pela trajetéria de referéncia
através das velocidades desejadas: angular e linear. Isso pode ser tornar vantajoso em

termos de controle.

Em resumo, esse capitulo apresenta o modelamento do robd6 mdvel considerado.
Primeiramente mostrando as equacdes cinemadticas do robd e em seguida mostrando dois
modelos que representam o sistema a ser controlado na forma de coordenadas de desvios.

Dessa maneira, torna-se possivel controlar sistema do robd nao-holonémico.
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Capitulo 3

Medicao de estado através de Odometria e Visao de duas
Cameras

Nesse capitulo sdo apresentados os métodos de localizagdo e medicdo de estado
utilizados para realizar a navegacdo do robo que sio a odometria e a visdao de duas cameras.
Na primeira se¢cdo o processo de localizacdo odométrico € descrito bem como a
quantificac@o de erros sistemdticos. Na segunda se¢ao € mostrado o cdlculo de posicdo com

utilizacdo de duas cAmeras através de dois pontos de referéncia.

3.1. Navegacao por Odometria

A determinacdo do estado de um corpo navegando no espaco, por um processo
odométrico, remonta a Grécia Antiga. A palavra odometria vem do grego hodos (viagem) e
metron (medida) significando literalmente medida do caminho percorrido. Odometria é o
processo de obtencdo da variacdo do estado no tempo através de informagdes do
movimento dos atuadores das rodas. Esse processo, em geral, requer um sensor ou
odometro que capta o movimento das rodas e traduz em distancia percorrida. Com base
nisso, um modelo com as equacdes de odometria estima a variacdo do estado do sistema no
tempo. No que diz respeito a navegacdao do robdo movel, essa técnica foi amplamente
utilizada e € conhecida como dead-reckoning (ou na tradugdo livre: navegacdo as cegas),

pois possibilita a navegacdo do robd sem uma visao ativa.
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Considerando-se o modelo cinematico do robd:

dx
=V cos(8)

d_)t/ = v.sin(0)

Z_z - w (3.1)
Onde

p =Tt ) = Uit (3.2)
O sistema (3.1 ) pode ser discretizado através do método de Euler levando a :

x(t + At) = x(t) + v.At.cos(0) ,

y(t + At) = y(t) + v.At.sin(6),

0(t+At) =0(t) + w.At . (3.3)
As velocidades no deslocamento infinitesimal sdo dadas por:

p ==t (3.4)

Considerando que os encoders utilizados possuem uma resolu¢do Nres e que as leituras do
nimero de passos nas rodas direita e esquerda respectivamente sdo dadas por N; e N,,

entdo os deslocamentos sdo dados por :

N
Ald = 27‘[7‘d NTZS
Ne
Al =2mr, e (3.5)
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As velocidades da roda esquerda e direita t€ém a forma:

2nrg Ng
Vg=—"">"T—
At Nres
2ntre Ne
= —— 3.5
e At Nres ( )

As coordenadas (3.3) do rob6 do momento t; ao tp,; sdo acrescidas as coordenadas
anteriores através das seguintes equagdes, conhecidas as leituras dos encoders:

x(t + At) = x(t) + (Ng. 74 + N,1,) —. cos(6)

Nres'
y(t+At) =y(t) + (Ng.1rqg + Nere)?.sin(e)

b4
Nr

O(t + At) = 0(t) + (N1 — Nerp) o 3.7)

Considerado o incremento de deslocamento do robd, equagdo (3.5), pode-se reescrever o
modelo (3.7) substituindo as velocidades em (3.2). Além disso, At é considerado um

nudmero inteiro. O modelo na forma matricial € :

X1 — fka + Euk (38)
1 0 0]  [cos(6) O -
ondeA=]0 1 Of,B=|sin(8) O0]econtroleu, = ]
0 0 1 1

Na navegacdo através da odometria o sistema estd sujeito a erros sistemdticos € ndo
sistemdticos (Valgas e Borenstein, 1993). Os erros sistemdticos sdo causados por
imperfei¢cdes no modelo cinemético tais como medidas incorretas dos raios das rodas ou
comprimento do eixo que as separa, bem como pelo intrinseco de quantizacio de encoders.
Esse erro € cumulativo durante a navegacao gerando distor¢des na determinagdo do estado

do robd, no entanto ele € modelavel e previsivel. J4 os erros ndo sistemdticos sdo situacoes
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inesperadas que surgem durante a evolucdo da trajetéria do rob6 como imperfeicdes do

terreno e deslizamento das rodas.

A navegacdo por odometria, considerando-se o erro sistemdtico, pode ser dada pelo

sistema:
Xk41 = fok + Euk + W, (39)

k] . . . .
onde wy, = [6 ] € o erro em velocidades linear e angular do robd. O erro em velocidade
k

Uy, de acordo com as equagdes de navegacao pela odometria pode ser dado como somatdério

do erro das duas rodas, direita e esquerda:

7, = 2L (3.10)
e o erro do deslocamento angular:
D = (3.11)

onde b € a distancia entre as rodas: direita e esquerda.

No modelo de deslocamento pela odometria, considera-se que o erro da velocidade é fruto

do deslocamento realizado pela roda direita e esquerda individualmente num intervalo de

tempo:

_ A

Vg = A_:’

_ AL

Ve = (3.12)
sendo que quando At = 1 esse deslocamento ¢ dado por:

AL = Na_

Ald = 27‘[Td Nres®

- Ne

Al, = 2nr, (3.13)

Nres’
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onde N, e N, representam o erro em niimero de passos para cada roda, Nres é a resolucio
do sensor de odometria de cada roda e r; e 1, sdo os raios das rodas direita e esquerda,
respectivamente, que podem ser por finalidade de simplificagio modelados como sendo

ambos iguais e de valor r.

Substituindo (3.13) e (3.12) em (3.10) obtém-se a expressao do erro em velocidade

7= (Ng + N,) ~ (3.14)
Pelo processo andlogo obtemos a expressao do erro para a variagdao angular:
— = = 2nr
w=(Ng;—N,) PN (3.15)
Reescrevendo obtém-se a expressao para o erro de odometria:
ﬁk (Nd + Ne) Nt:s
Wy = [5 ] =| _  _ o | (3.16)
k (Nd - Ne) b.Nyes

3.2. Medicao de posicao do rob6 movel através de duas cameras.

Existem diversas formas de obten¢ao da localiza¢do de um rob6 mével em um ambiente.
Entre os sensores e métodos de observagao de estado estdo o radar, o sonar, o encoders, 0s
métodos de visdo mono e estereoscopica, o GPS. Uma das mais promissoras € a localizacdo
através de visdo robdtica. A localizagdo do robé no mundo pode ser efetuada através de um
par de cameras, fixando-se no mundo pontos de orientacdo com coordenadas absolutas.
Considerando-se um caso mais realistico, sdo introduzidos erros de projecdo nas telas das
cameras, fazendo com que a posi¢cdo dos objetos no mundo seja diferentes do que o
encontrado pelas cameras. A informacgdo da localizacdo dos objetos no referencial do robo,

juntamente com suas posicoes absolutas, resulta na informacao de sua possivel localizacao.
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3.2.1. -Posicionamento do Rob6 Baseado em Dois Pontos da Imagem

A determinagdo da posicdo espacial de um rob6 pode ser feita a partir da projecao
conhecida de pelo menos dois pontos em duas cameras, presentes no referencial préprio do

robo.

Consideram-se os referenciais usados no modelo de um rob6 navegando num
ambiente bidimensional, como ilustrado na Figura 3.1. As referéncias do mundo sdo
representadas por (X,Y), as do robd como (x,y), a de duas cameras como a (Xc¢a,Yea) € b
(Xcb,Yeb) além de referenciais r e s de posicdo de imagem na camera. As cameras estao
afastadas de uma distancia ¢ e seus referenciais encontram-se rotacionados de um angulo &
em relagdo ao mundo, assim como o referencial do robd. A rotacdo do robd @ (valor do
angulo da posicao real) é definida como o angulo entre o eixo z do robd e o eixo X do

mundo.

3 X

[
»

Figura 3. 1- Angulos e Coordenadas de um Sistema de Duas CAmeras no Mundo.
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O vetor de coordenadas (X q,, Yeq,) descreve a posi¢do do ponto P em relagio aos

eixos de referéncias da camera a. Os elementos de x4 sdo calculados a partir da equagao

abaixo:

xcak t Tk
Xeay = ycak] T (re-sk) f] (3.17)

A projecdo e o mapeamento em uma tela linear de nimero de pixels limitado fazem

com que a ela seja associada uma incerteza quanto a posicdo dos pontos, calculados pela

equacao (3.17), que pode ser obtida derivando-se a equagdo (3.17):

dx.,
dXeq, = k. 3.18
ik Idycakl G189
resultando em :
t Tkt Tkt
dr, — + d
dxeq;, = |7 Zi Gas? * (s | (3.19)
 (rg—sp)? dric + (re—sk)? dsk
Reescrevendo (3.19), temos
t(r s)-rt
(rr=si)? d
dxcak = k—Sk (re— Sk)z“ [d;'i (3.20)
_(Tk Sk)z (r—sk)?

Desta forma, o erro de estimacao do vetor x., pode ser representado através de uma matriz

Bki
dXcq), = Bidry, (3.21)

onde a matriz By € o vetor dr; sdo definidos como:

_ YCzak —k Tk
B, = 2 (3.22)
-1 1
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dr, = [dr"]. (3.23)

O vetor de estado Z, ou pose do robd, obtida por imagens, pode ser definido a partir
de dois pontos fixos P ¢ A no mundo, conforme mostrado na figura (3.19). Nessa figura

também se utiliza a nomenclatura de Zy, Zy, Zg, para indicar as coordenadas de posicao do

rob6 no mundo, bem como a sua coordenada de rotagdo Z,.

A Figura (3.2) traz outra representacdo das relacdes geométricas existentes entre o
robo e dois pontos P e A na regiao planar de movimento do robd. Nela encontramos os

angulos «a, 5,y que sdo necessarios para a obten¢do da localizacao espacial do robd.

Posi¢ao
do Rob6 Z

Figura 3. 2 —Célculo de Coordenadas para Localiza¢cdo do Robd Através dos
Pontos P e A.
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A equacdo (3.24) mostra como a pose do robd Z estd relacionada com as

coordenadas dos pontos P € A no mundo e com as coordenadas desses pontos, vistos das

cameras:
L 2P+ A = RT (Xeap + Xoqa + 2%4)]
7 = Zy — IZ aciPy caA a , (3'24)
Zg

onde a matriz de rotagdo R ¢ definida pelo dngulo Z, estimado pelas cimeras:

B [Sin(Za) —COS(ZG)]. (3.25)

"~ lcos(Zg)  sin(Zy)

A posicdo angular Z, do robo € calculada a partir dos angulos & e ¥, como mostra
a Figura 4.2. O angulo entre a direcdo X e PA é dado por ¥. O angulo & € a inclinacao

entre o eixo y do robd segmento PA dado por:
T
a=-+ B, (3.26)
onde:
f = arctan (— M) = arctan (M) , (3.27)

XrP—XrA XrA—Xrp

com P,=(X;p,Zp) € A,=(X;a,Z:a) sendo as coordenadas dos pontos P e A respectivamente no

referencial do robd. Assim, pode-se reescrever:

P = Xcap + Xq (3.28)

Ay = Xoga + Xa (3.29)
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3.2.2. Modelo de Erro de Estimacao de Posicao através de duas cAmeras
Considera-se um processo de medicao de estado dado por zj,
Zgr1 = HipXe + v (3.30)

onde Hj é uma matriz de observacdo e X € o estado estimado por um estimador associado
(como por exemplo o filtro de Kalman). O processo de medi¢do do estado envolve um erro
Y- Essa € uma varidvel aleatoria e € assumida com distribui¢do normal e possui um desvio

padrio 4.

Esse erro é uma combinacdo de vérios erros que ocorrem durante o processo de
medicdo de estado através de visdo estereoscopica. Entre esses estd o erro sistemético de

discretizacdo pela projecdo dos pontos em uma tela com ntimero limitado de pixels.

O modelamento e a covariancia desses erros considerados para a medicao do estado
do robd através de duas cameras serd desenvolvida a seguir. O seu uso serd feito
posteriormente na introdu¢do no sistema de um estimador de estado como o filtro de

Kalman.

As incertezas associadas ao vetor de estado do rob6 calculado pelas cameras sdo

dadas pelas derivadas de cada um dos termos da equacgdo (3.24):

dz,
dz = |dz,|. (3.31)
dZ

A derivada da equacao (3.24) é:

1( oRT

a7 = |3 (755> (eap + Xcan + 222)dZg — RT (dcap + dxXcqn + 2dxq) +dP + dA)

dZg

(3.32)
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e os vetores dA e dP estdo relacionados aos erros de variacdo de posicao dos pontos P e A,
respectivamente, no mundo. No entanto, os valores desses pontos sdo absolutos e
conhecidos por isso ndo possuem erros associados. O vetor x, também é absoluto e,

portanto seu erro dx,é nulo também.
A derivada de dZg4 € dada por :
dZg =da+dy =dp +dy (3.33)

sendo dy =0 pois ¥ é um angulo conhecido. Para o cdlculo de dZ, basta a derivada de S

conforme a deducdo abaixo:

1

dzy = df - d(tan(B)) = 5

dp (3.34)

Derivando-se a equagdo (3.26), tem-se:

L _dg=—2dzp— dz,, +

cos?(B) XrA=Xrp XrA—Xrp (xra—xrp)?

Ll i — ﬁdxm. (3.35)

Isolando-se df :

cos?(B)
dp = — = (tan(B)dx,p + dyyp — tan(B)dx, 4 — dyra),

XrA—Xrp
ou
der
2
g =<2 (ranpy 1 —tan(®) —1]|%"| = Cdrp, (3.36)
XrA—Xrp dx"'A
dyrA

A equacdo (3.37) pode também ser representada através de uma matriz C e um vetor drpy.

A matriz C e o vetor drp, que sdo definidos como:

c =28 (o) 1 —tan(g) —1] (3.37)

XrA—Xrp
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e sendo dx, = 0:

der dxcaP
dYTP — dYCaP
dxrA dxcaA
dyrA dYCaA

Substituindo dZ,em (3.32), tem-se:

dZ =| 2\azg

Cdrp,

Finalmente dZ € reescrito como:

1 (9RT

dZ = [_E(E C(xcaP + Xcaa T Zxa) + RT[BP BA])l drpy
C

Da relacdo (3.40) define-se uma matriz D como:

1|aRT
D= —Ela (Xcap + Xcaa +2x4)C + RT[Bp BA]] ’

onde a matriz R tem a seguinte forma:

cos(Zg) sin(Zy)
[—sin(Zg) cos(Zy)

Reescrevendo-se dZ como:

47 = [g] drp,

27

1 (9RT T
——( (Xcap + Xcaa + 2x4)Cdrpy + R" (Bpdrp + BAdrA)]

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)



Assume-se que as incertezas das projecdes dos pontos nas cadmeras sao associadas

a um erro de discretizacdo p dado por:

l

= , 3.45
p ZNpL'x ( )
onde / € o comprimento da tela e N, € o nimero de pixels em ambas as cameras.
A matriz de covariancia V é dada pela incerteza g7 4a seguinte forma:
7 _ [P T T
v=|.]EDT ¢, (3.46)
onde a matriz E € dada por:
1 0 0 O
|0 1 0 O
_ =2
E=¢& 0 0 1 ol (3.47)
0 0 0 1

sendo O o desvio padrao de erro da cdmera.

Em sintese esse capitulo apresentou os dois principais métodos de medi¢do de

estado do robd necessdrios para o processo de localizacdo no ambiente. A navegacdo por

odometria , um método cldssico o estado do robo é calculado a partir do deslocamento que

cada roda desse percorre. O outro método, vis@o estereoscopica , embora utilizado nesse

trabalho de uma maneira simplificada, possibilita a localizac@o visual no ambiente com de

calculo de profundidade e consequentemente triangulacdo do robd a partir de pontos de

referéncia.

O capitulo seguinte inicia a abordagem de controle de robds mdveis com a

introdugdo de tépicos de controle 6timo de sistemas dinamicos sob a dtica do principio de

otimalidade de Bellman.
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Capitulo 4

Controle Otimo Baseado na Programacao Dinamica

Este capitulo é dedicado a formulagcdo de problemas gerais de controle 6timo linear e
nao-linear numa abordagem de Programagdo Dinamica de Bellman. Na primeira secdo €
exposta a idéia bésica da programacdo Dinamica e principio de Otimalidade através de
exemplos classicos. Na sec¢do seguinte aborda-se o controle 6timo de sistemas através da
programacgdo dindmica. Na se¢do 4.3 € formulado o problema geral de controle 6timo para
sistemas lineares com abordagem de programacdo dinadmica e equacdo HJB. E por dltimo,
na secao 4.4 é formulado um problema geral de controle 6timo ndo-linear nessa mesma

abordagem.
4.1. Idéia basica de Programacao dinamica e Principio de Otimalidade

Programacdo dindmica € uma técnica concebida por Bellman, que leva seu nome,
porque tem um fundo computacional e porque € adequada a resolucdo de controle 6timo
para sistemas dindmicos. Sua idéia bdsica é um problema de otimizagdo discreto, de vérios
estagios no qual a cada passo € escolhida uma decisdo, dentre um conjunto finito de
decisdes possiveis, a partir de um critério de otimizacdo associado a cada uma dessas

decisdes possiveis.

Uma das bases da programacao dinamica € o principio de otimalidade. Ele define que
cada por¢ao de um segmento 6timo € também o6timo (Bellman, 1957). Alternativamente
(Kirk, 1970) a politica (controle) 6tima tem a propriedade de independentemente de

decisdes anteriores devera continuar uma politica 6tima.
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4.2. Controle Otimo de Sistemas através de Programacao Dinimica

Seja uma planta descrita por

X1 = f (O, U, k) 4.1)

E o funcional de custo associado:

J =S5k k) + Zﬁ’: V(xp, ue) (4.2)

onde x; € o vetor de estado de ordem n e u; € o vetor de controle com r elementos. Para
encontrar um controle 6timo u* empregando o principio de otimalidade e obter o estado
6timo x* é preciso calcular todos os estados e custos admissiveis pelas restricdes da planta
em cada momento do tempo. Para isso, dado um conjunto de valores admissiveis para
controle u calcula-se a cada instante k do tempo os estados admissiveis pelo sistema e os
custos associados. Escolhe-se entdo o valor correspondente ao custo minimo como o

controle 6timo u,, para aquele trecho/instante k do tempo.

A cada momento k, o principio de otimalidade por ser utilizado para reescrever (Naydu,

2002):

]*k(xk) = minuk [V(xki U +]*k+1(x*k+1)] (43)

A relagdo (4.3) € uma forma do principio de otimalidade aplicada ao controle 6timo
de sistemas também chamado de equacdo da programacao dindmica. Ela significa que se
for possivel achar o controle,o estado e o custo 6timos de qualquer estdgio k+/ ao estagio

final k; entdo € pode-se encontrar valores 6timos para cada estdgio tnico do k ao k+1.

(Naydu 2002)
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4.3. Controle Otimo de Sistemas de tempo continuo através da equacao de
Hamilton Jacobi Bellman
Ja foi dito anteriormente que a técnica de programacdo dindmica de Bellman é de
natureza discreta, no entanto ela pode ser aplicada para o controle 6timo de sistemas
continuos. H4 duas maneiras de tornar isso possivel seja através de uma discretizagao
valendo-se de métodos como método de Euler, seja aplicando a programacdo dinamica
diretamente ao sistema de tempo continuo. Neste dltimo caso, isso resultard na equacgdo de

Hamilton —Jacobi —Bellman (HJB) como explicado a seguir:
Considerando um sistema de tempo continuo
x=f(x(®),u(t),t) , 4.4)

e um funcional de performance:
Jx(to), to) = [T Vx(0), u(®), Dt (4.5)

deseja-se encontrar um controle 6timo u* que conduz o sistema (4.4) ao estado 6timo
minimizando o funcional (4.5). Aplicando —se o principio de otimalidade, na trajetdria
6tima o indice de performance J* € minimo e calculado ao longo dessa trajetéria (do tempo

t a0 ty) pode ser definido como :

J .0 = [TV @u@,0de . (4.6)

Deseja-se obter o controle u* para qualquer condicdo inicial, portanto deve-se

expressar ] (x(to), ty) como uma fungio de x, e to.

ar ey (0@ ., I ("D,
dt _( Ax* ) x(6) + ot -
a1 (" ()T . . 8" (x*(0),1)
= (L) £ (),u (1), 1) + LELD (5.7)

Da equagao (4.6) temos que:
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TEOD = v (0,0 (1),0) (438)

Utilizando (4.7) e (4.8) resultaem :

DD 4y (o), u (6), ) + (M)T O (), u (),t) = 0 (4.9)

dax* dax*

Introduzindo-se o Hamiltoniano como:

H = V(@) u (b),t) + (M)T FO (), u (), 0) 4.10)

ax*

Substituindo a expressdo do Hamiltoniano na equacgao (4.9) resulta:

O | gy (x*(t),w,u*(t)'t) = 0;V t € [t ty) (4.11)

dx*
Tendo como condi¢do de contorno de (4.6) a restri¢do:
J(x () t) = 0 (4.12)

Caso o funcional de custo, no momento terminal, contenha uma funcao de custo S, a

condicd@o de contorno seré:

I (x*(tr). ) = S(x* (), ty) (5.13)

A equagdo (4.11) € a equagdo de Hamilton-Jacobi e por ser andloga ao processo discreto de

programacdo dinamica, é denominada de Hamilton —Jacobi —Bellman HJB.

4.4. Regulador Linear Quadratico com a Equacio HJB

Considerando um sistema linear:
x =At)x(t) + B(t)u(t)
x(0) = x, (4.14)
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Onde x € R™, é o vetor de estado, u € R™ é o vetor de controle, A € R™" ¢ B € R™™

sa0 matrizes positivo-semidefinidas.

Um problema de controle 6timo minimizando o indice de performance dado por:
= [T T(t)R d 4.15
Jlu] =[] Ix"(0Q0x(6) + u (DR(Du(D)]dt (4.15)

€ um problema chamado de regulador linear 6timo com funcional quadrético, no qual as

2z

matrizes : Q € R™" é simétrica semidefinida positiva e R € R™™ ¢ simétrica positivo-

definida.

Se tf € finito entdo o problema (4.14)-(4.15) € chamado de problema linear

quadratico de controle 6timo com horizonte finito. Nesse caso todas as matrizes dependem

do tempo. Se t; = o entdo todas as matrizes sdo constantes € o problema mencionado €

denominado de problema de controle 6timo linear quadratico com horizonte infinito ou

regulador linear quadratico.

Esse problema pode ser resolvido através da abordagem da programacgdo dinamica

onde a equacdo HJB tem a seguinte forma:

miny (5 + (gradV)T (A(6)x + B(O)u) +

: (4.16)
xT()Q®)x(t) + u" (OR®)u(t)] =0,

v v av]T
dx; 0x, = Oxp

onde o vetor gradV = [
A solucao para equacdo HJB (5.16) sera procurada em forma de func¢ao de Lyapunov:
V(x,t) =xTP(t)x (5.17)

Onde P(t) € uma matriz a ser determinada.

Admitindo que gradV = 2P(t)x, da condi¢do de minimo de (4.16) obtemos o controle

otimo:
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u= —RY(OBT()P(D)x. (4.18)

Substituindo u, dado por (4.18) na equacdo HIB (4.16) e admitindo que P(t) é simétrica,

obtém-se:

x7 ["’P“) +24(t) — 2P(O)B(OR)B()TP() + Q(t) +

ot

+P(t)B(t)R(t)-lB(t)TP(t)] x=0, (4.19)

Essa equagdo é satisfeita para quaisquer valores de x se, e somente se, P(t) satisfaz a

seguinte equacdo diferencial de Riccati:

dap(t)
dt

+ P(H)A(t) + A()TP(t) — P(t)B(t)R(t) 1 B()TP(t) + Q(t) =0 (4.20)
Por definicao V(x, tf) = 0, assim a condi¢do final para a equacao (4.20) sera:

P(t;)=0 4.21)

Para sistemas autdonomos,as matrizes A, B, Q e R sdo constantes. A seguir é utilizada

a mesma formulagdo para o sistema auténomo:

x = Ax(t) + Bu(t) (4.22)
com
Jid = [T (OQ®)x () + uT (HR(Du(b)]dt (4.23)

Para t; = oo a fungdo V(x) ndo depende do tempo e a equagdo de Riccati se torna algébrica:
PA+ATP —PBRIBTP+Q =0 (4.24)
Ja a lei de controle 6timo na forma

u= —RBTpPx (4.25)
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Fornece um valor minimo ao funcional (4.23) calculado nas trajetérias 6timas do sistema

(4.22).

A estabilidade assintética do sistema (4.14) é assegurada através da propriedade
positivo definida das matrizes Q e R. A condi¢do suficiente para que o valor de J, seja
finito é a controlabilidade completa para matrizes A e B ,ou seja, a matriz de

controlabilidade:

[B AB .. A"1B] (4.26)

deve ser nao —singular, i.e.,conter n colunas linearmente independentes. Nesse caso:

rank[B AB .. A"'B]=n (4.27)

4.5. Formulaciao Geral de um Problema de Controle Otimo NZo-Linear

Consideraremos o problema do controle 6timo com horizonte infinito para um sistema

autdbnomo nao-linear na seguinte forma:

x=f(x)+B(x)u (4.28)

HO)=x, (4.29)

onde xe R" € vetor de estado, ue R™ € vetor de controle, e re [0,0), com fungdes

fiR" >R" e B:R" > R" que pertencem ao espaco C', e B(x)# 0 para todos 0s x.

Assume-se que a origem x =0 é ponto de equilibrio do sistema sem controle, ou seja,

7

f(©0)=0. O problema do regulador ndo-linear com horizonte infinito € definido,

minimizando o seguinte funcional, que é ndo-quadrético em relagdo a x, mas quadratico em

relacdo a u:

Vix] :m(ir)nT[xTQ(x)x+uTR(x)u]dt, (4.30)
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onde as matrizes de coeficientes de peso de varidveis de estado e de controle dependem de

7z

varidveis de estado tal que a matriz Q:R" > R™ € semidefinida positiva e a matriz
R:R" — R™" € definida positiva para todos os x. Assumimos que as funcdes f{x), B(x),
QO(x) e R(x) sao suficientemente suaves tal que a fun¢do valor, definida pela equacao (4.30)
¢ continuamente diferencidvel. Sabe-se que o controlador ndo-linear 6timo para sistema
(4.28) pode ser proposto na seguinte forma:

s o
u= 2R (x)B (x)ax, (4.32)

onde Vv satisfaz a equacao de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB):
X

1ovV”

v’
Cofuj—z-ax

0x

uﬂme*uﬂfco%K+x%xmx=0. (4.32)
X

Em um caso geral, a equacdo de Hamilton-Jacobi-Bellman (4.32) providencia a
solucdo do problema do controle 6timo para sistema ndo-linear (4.28); mas na maioria dos
casos € impossivel resolver (4.32) analiticamente. Existem vérios trabalhos na literatura que
tentam resolver a equacdo diferencial parcial ndo-linear numericamente, mas isto leva a
célculos que dificilmente podem ser realizados on line. Outros métodos tentam evitar a
resolucdo da equacdo (4.32). Um desses métodos € SDRE (State Dependent Riccati
Equation) , que permite encontrar o controle sub6timo do sistema (4.28) serd apresentado

na secdo 5.2 dessa tese.
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Capitulo 5

Métodos de Controle Aplicados ao Rob6é Mével

Nesse capitulo sdo apresentados os métodos de controle propostos e aplicados para o
controle de trajetoria de um rob6 mével. O primeiro deles é o método por realimentacdo de
estado linear proposto neste trabalho para o problema de controle de sistemas nao-
holondmicos. O segundo método € controle SDRE, baseado na equacdo de Riccati

dependente de estado e o terceiro é 0 método SDRE aplicado para sistemas discretos.

5.1. Formulaciio do Controle linear por Realimentaciio de Estado Otimo.

Considerando o sistema de Brockett, equivalente ao modelo cinemdtico do rob6 na forma :

21 = Ul
Z; = Uy ; (5.1
z3 = zU; — 21U,
onde:
=
Ur (5.2)

U, =v — w(xsind — ycosH)
que € obtido através da transformacao:
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6
z=T lx , (5.3)
y
onde T e R*° € a matriz de transformagio definida por:
1 0 0
T=|0 cos(0) sin(0) (5.4)
0 2sin(0) —0cos(B) —2cos(0) — Osin(0)

Em seguida, apresentam-se as coordenadas transformadas em termos de desvio, definindo

uma trajetéria de referéncia como:

%1 (1)

X = |X,(t) (5.5)
X3(t)

O fato do controle ndo ser aplicado ao sistema original Xx,y, 8, mas ao sistema de Brockett

(5.1) descrito em coordenadas z, transformadas, demanda a transformacgdo a trajetéria de

referencia em coordenadas Z para viabilizar a sua utilizacdo:

n@® ] [6®
=50 |=Tlzo| (5.6)
Z3(1) y(t)
onde:
1 0 0
T=10 cos(0) sin(0) , (5.7)
0 2sin(®) — 0cos(d) —2cos(B) — Bsin(d)

Deste modo o desvio do robo da trajetéria de referéncia pode ser definido como um erro

e(t) € R3:

e=z7—3 (5.8)
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Ao mesmo tempo, o vetor de controle [fi; i,]” representa o controle feedforward que

mantém o sistema na trajetéria desejada (5.5) e satisfaz as seguintes condi¢des:
Z;Z = ﬁz (5.9)
O controle U € pode ser visto como a soma dos controles feedforward (em malha aberta)
e realimentacdo de estados (feedback):

U=u+u (5.10)

Conseqlientemente, o controle por realimentacdo de estado u que realiza o tracking do

sistema a trajetéria (5.5) € dado por :
u=U-1 (6.11)

Tendo —se em conta que as relacdes (5.4),(5.8) equivalem também para as derivadas
temporais daquelas expressdes, segue entdo que o sistema (5.5),(5.9) pode ser expresso

através da diferenca (5.8) e (5.11):
él =X1_x’;1 = Ul_ﬁ'l
6y =%y — X, = Uy, — i : (5.12)
é3 = x1U2 - szl - flaz + fzﬁl

O sistema (5.9) em coordenadas de desvio é dado por:

él = U,
€3 = lpey —lyey + (Z1 +eu; — (Z2 + ex)uy

O sistema (5.13) pode ser reescrito na seguinte forma matricial:
é =A(t)e + h(e,u) + B(t)u,

com
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e(0) = ey, (5.14)

onde os valores das matrizes siao:

0 0 0 0 1 0
A(t)=[0 0 Ol,h(e,u)z[ 0 ,B(t)=[0 1], (5.15)

i, -—-t; 0 ey — ey

Na equacéo (5.14), e € R™ é o vetor de estado, A(t) € R™" e B(t) € R™™ sdo
matrizes cujos elementos sdo dependentes do tempo, u € R™ é o vetor de controle e
h(e,u) € R™ é um vetor que agrega como elementos fungdes nao-lineares continuas com
h(0,0) = 0 . E importante notar que uma representacio cldssica de sistema controlado
contém apenas as matrizes A(t) e B(t) o que significa que o sistema encontra-se na forma

linear. O teorema a seguir assegura a estabilidade local assintética do controlador.

Teorema 5.1 . Caso existam matrizes Q(t) e R(t) positivas definidas, sendo Q(¢) simétrica,

tal que a fungao

I(e,u) = eTQ.e — hT(e,u)P.e — eT.P.h(e, ), (5.16)
€ positiva definida, entdo o controle por realimentacio de estado linear u:

u= —R7IBTP(t)e (5.17)
€ 6timo para levar o sistema (5.13) da condicao inicial ao estado final:

e(ty) =0, (5.18)
minimizando o funcional:

J = [, Tie,w) + uR(t)ul dt. (5.19)
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A matriz P(t) na equacdo (5.17) é simétrica, positiva definida (para todo t € [O, tf]) eéa

solucdo da equacdo diferencial matricial de Riccati:

P(t) + P(DA() + A(D)TP(t) — P()B(OR(t)IB(t)TP(t) + Q(t) = 0, (5.20)
satisfazendo a condig¢do final:

P(t;) =0 . (5.21)

Além disto, existe uma vizinhanga [, € I' , [, € R™, da origem , tal que se eg €[ , a
solugdo e(t) = 0,t = 0 do sistema controlado (5.9)(5.14) € local e assintoticamente estavel

» € Jmin = egP(O)eO .

Finalmente, se I' = R™ entdo a solucdo e(t) = 0,t = 0 do sistema controlado (5.14) é

global e assintoticamente estivel.

Prova: Consideremos um controle linear por realimentacio de estado (5.17) com a matriz
P determinada pela equagdo (5.20) que transfere o sistema ndo linear (5.14) do estado
inicial ao estado final (5.18) minimizando o funcional (5.19), onde a funcao /(e,u) deve ser

determinada.

De acordo com as regras da Programagdo Dinamica (Bryson e Ho, 1975) sabe-se que se o
minimo de funcional (5.19) existe e se V € uma fun¢do suave das condi¢des iniciais, entao

ela satisfaz a equacdo de Hamilton-Jacobi —Bellman a seguir:
miny (-, +e'Qe+u Ru) =0 . (5.22)
Considerando uma funcdo de Lyapunov:

V=eTP(b)e, (5.23)

onde P(t) € uma matriz simétrica positiva definida que satisfaz a equagdo de Riccati (5.20).

A derivada da funcdo V, calculada na trajetdria 6tima com controle dado por (5.17) é :
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V=2¢TPe+eTPe+e™Pé=[eTAT +
+hT(e,u) — eTPB(R"Y)"BT]|Pe + eTPe + e"P[Ae +

+h(e,u) — BR™1BTPe]. (5.24)
Substituindo V na equagio de Hamilton-Jacobi-Bellman obtém-se:

eT[P + ATP + PA— PBR™'BTPle + h'(e,u)Pe +

+eTPh(e,u) + l(e,u) =0 (5.25)
Dai decorre que:

l(e,u) = eTQe — hT(e,u)Pe — eT"Ph(e, y) (5.26)

Note que para condicdes onde a funcdo I(e,u)é positiva definida e a matriz R é positiva
definida , a derivada da fun¢do (5.26), calculada na trajetéria 6tima do sistema (5.14), é

dada por:
V =-l(e,u) —u'Ru, (5.27)

Sendo que esta € negativa definida. A func¢do (5.26), entdo, é uma fung¢do de Lyapunov e o
sistema controlado (5.14) € local e assintoticamente estdvel. Integrando a derivada da

funcdo de Lyapunov (5.26) dada por
V=—e"0e—uTRu (5.28)
ao longo da trajetéria 6tima, obtém-se que:

= —egP(O)eOT (5.29)

]min

Finalmente se I' = R™, a estabilidade assintética global segue como uma conseqiiéncia
direta da condicdo de ndo-limitacdo para a funcdo de Lyapunov (5.26) : V(e) >« e

llell = .
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Destaca-se que, de acordo com a teoria de controle 6timo de sistemas lineares com
funcional quadrético (Anderson e Moor, 1990), a solucdo da equacdo ndo-linear diferencial
matricial de Riccati (5.20) € uma matriz positivo definida e simétrica para todo t € [0, tf].

Quando a funcdo h(e,u) = h(e) esse teorema € equivalente ao postulado em (Rafikov e

Balthazar, 2004)

5.2. Controle SDRE- State Dependent Riccatti Equation- Equacao de Riccatti
Dependente do Estado

Desde o surgimento do Regulador Linear Quadritico (LQR), vérios pesquisadores,
motivados pela idéia desse método, propuseram um enfoque similar para resolver o
problema do regulador nao-linear (Pearson, 1962; Garrard et al., 1967, Burghart , 1969;
Werli e Cook, 1975). Na ultima década, vérios trabalhos foram publicados aplicando uma
técnica de controle chamado de State-Dependent Riccati Equation (SDRE) para uma
variedade de problemas de controle. Destacam-se o projeto de autopiloto (Mracek e
Cloutier, 1996), desenvolvimento de leis de guiamento avancadas (Cloutier e Zipfel, 1999),
controle de satélites e espaconaves (Hammet et al. ,1998), controle de braco robético
(Erdem e Alleyne, 2001), problema de benchmark (Mracek e Cloutier, 1998), controle de
ventilacao de dutos (Yu et al. (2001)), controle de veiculo autdénomo subaquético (Naik e
Singh, 2007), sincronizacao de sistemas cadticos (Jayaram e Tadi, 2006), entre outras. Uma

visdo geral dos avancos em técnica SDRE pode ser encontrada em (Cimen, 2008).

Diferentemente de métodos de controle nao-lineares, o SDRE ¢ de implementacao
elementar e altamente adequado o uso on line . A idéia de utilizacdo de controle por
realimentacdo de estado baseado em SDRE para sistemas ndo lineares remonta a 1962 por
Pearson. Nessa referéncia, a estabilizacdo do sistema ao equilibrio e a resolu¢do da equagao
diferencial de Riccatti dependente do tempo € obtida analiticamente para um exemplo de
baixa ordem. Mais tarde a idéia foi expandida por Wernli & Cook (1975). A maior parte do
desenvolvimento dessa estratégia aconteceu, porém, nas décadas de 90 e na ultima década

com os trabalhos de Banks em 1992 , Mracek & Cloutier (1998), Cloutier, et al. em 1998,
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Cloutier, Stansbery & Sznaier (1999), que derivaram o condi¢do necessdria para existéncia
de qualquer matriz de ganho de um controlador SDRE. Mracek e Cloutier (1998) provaram
a estabilidade assintética local para um caso de sistema de ordem n >1 com um controlador

SDRE por realimentacao de estado.

A seguir serd exposto um enfoque geral do problema de controle 6timo nao-linear sendo
proposta uma solucdo de controlador dependente de estados e serd também explicado o

método SDRE.

Considera-se o problema do controle 6timo com horizonte infinito para um sistema

autonomo nao-linear :

X = f(x)+B(x)u (5.30)

x(0) = x, (5.31)

2z

onde xe R" € vetor de estado, ue R™ é vetor de controle, e ¢e[0,0), com fungdes

fiR" >R e B:R" > R" que pertencem ao espaco C', e B(x) # 0 para todos os x.

Assume-se que a origem x =0 é ponto de equilibrio do sistema sem controle, ou seja,

f(0)=0. O problema do regulador nao-linear com horizonte infinito é definido, através da

minimizacdo do seguinte funcional ndo-quadritico em relacdo a x, mas quadritico em

relacdo a u:

=

Vix] :m(ir)nj[xTQ(x)x+uTR(x)u]dt, (5.32)

As matrizes de coeficientes de peso de varidveis de estado e de controle, nesse funcional,
dependem de varidveis de estado tal que a matriz Q : R" — R™ € positiva semidefinida e a

matriz R:R" — R™™ € positiva definida para todo o x. Assume-se que as fungdes f(x),
B(x), Q(x) e R(x) sdo suficientemente suaves e a funcdo valor definida pela (5.32) €

continuamente diferenciavel.
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O controlador ndo-linear 6timo para sistema (5.32) pode ser proposto na forma (5.33):

uz—%R_l(x)BT(x)%

(5.33)

De acordo com Mracek e Cloutier (1998) o método SDRE para encontrar a solucio

sub6tima do problema (5.30)-(5.32) consiste das seguintes etapas:

1) Uso direto da parametrizacdo para apresentar o sistema nao-linear em forma similar

a linear, com matrizes dependentes de varidveis do estado:

X=AX)x+ B(x)u (5.34)
onde:
f(x)=Ax)x ; (5.35)

2) Solucao da equagdo de Riccati com matrizes dependentes do estado para valores

iniciais do sistema:

P(x)A(x)+ A" (x)P(x) — P(x)B(x)R™' (x)B" (x)P(x) + Q(x) =0 (5.36)

onde as fungdes P(x) sdo positivas definidas para todos os valores de x;

3) Projeto do controlador por realimentagdo de estado nao-linear:

u=—R'B"P(x)x (5.37)

4) Integracdo de (5.34) com o controle (5.37), encontrando o estado do sistema no

proximo momento do tempo. Repeticdo do processo a partir da etapa 2.
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Sob as hipéteses f(0)=0 e feC'(R"), sempre existe, pelo menos, uma fungio

continua matricial A(x) que satisfaz (5.35). A matrizA: R" — R™, encontrada por meio

da parametrizagdo, ndo € unica para n > 1.

Foram consideradas as seguintes propriedades do método SDRE, associadas com a forma
(5.33) com coeficientes dependentes do estado em Mracek e Cloutier (1998), Cimen

(2008), Cloutier et al. (1999)

Definigcao 5.1. A representacdo dependente do estado (5.34) é uma parametrizagdo do
sistema (5.30) estabilizavel (controldvel) na regido Qe R" se o par {A(x),B(x)} é

estabilizavel (controldvel) ponto a ponto (pointwise) no sentido linear para todos os valores

de xe Q.

Definicao 5.2. A representacdo dependente do estado (5.34) é uma parametrizagdo do
sistema (5.29) detectdvel (observdvel) na regido Qe R", se o par {A(x),Q“ 2()c)} é

detectdvel (observdavel) ponto a ponto (pointwise) no sentido linear para todos os valores de

xe Q.

Definicao 5.3. A representacdo dependente do estado (5.34) é de Hurwitz na regido
Qe N , se 08 autovalores da matriz A(x) estdo na parte esquerda do plano aberto Re(s) < 0,

ou seja, tém as partes reais negativas para todos os valores de xe Q.

Definigdo 5.4. Diz-se que o controle (5.33) é recuperavel pelo controle SDRE na regiao Q
se existe a parametrizacdo dependente de estado (5.35) estabilizdvel ponto a ponto, uma
matriz de peso Q(x) positiva semidefinida ponto a ponto, € uma matriz de peso R(x)
positiva definida tais que o controlador resultante (5.37), dependente do estado satisfaz

(5.33) para todos os valores de x.

Teorema 5.2 (Cloutier et al. (1999)). O controle (5.33) é recuperdvel pelo controle SDRE

(5.37) na regido €, se existe a parametrizacdo dependente de estado (5.35) tal que a matriz
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de dindmica de malha fechada A, = A(x)—B(x)K(x) € de Hurwitz ponto a ponto em Q ,
e o ganho K(x) satisfaz a propriedade de fase minima em cada ponto em € . Ou seja, 0s
zeros de malha de ganho K(x)[sI —A(x)]" B(x) encontram-se na parte esquerda do plano

fechado, ponto a ponto.

O teorema 5.2 fornece as condicdes necessdrias e suficientes para a recuperabilidade dos
controles SDRE, mas € de dificil aplicacdo devido ao fato que ha um nimero infinito de

parametrizacdes dependentes de estado.

Teorema 5.3 (Mracek e Cloutier,1998 ).

Assumindo que (x), B(x), O(x) € R(x) sdo fun¢des-valor de matrizes C'(R") que os
respectivos pares sdo estabilizdveis e detectdveis ponto-a-ponto no sentido linear para todo
xe Q. Entao o regulador ndo linear (5.37) produz uma solu¢do em malha fechada que ¢

assintoticamente estavel localmente.

Teorema 5.4 (Cloutier et al , 1996). Se a matriz coeficiente de malha fechada

Ay = A(x)—B(x)K(x) € simétrica para todo x, entdo sob as condi¢Oes dadas por teorema

5.2, a solu¢ao em malha fechada SDRE € global e assintoticamente estdvel.
Teorema 5.5 (Mracek e Cloutier, 1998 )

Num caso geral, multivaridvel (n > 1), a solu¢do com realimentacdo de estados SDRE e
suas trajetdrias de estado e coestado associados satisfazem a primeira condi¢do necessdria

para a otimalidade (dH /du =0) do problema de regulador ndo linear 6timo (5.30) e (5.32):
Alem disso, se as fun¢des matriciais (x), B(x), Q(x) e R(x), bem como seus gradientes
0A(x)/0dx, 0B(x)/0dx, OP(x)/0dx, dQ(x)/0dx e dR(x)/dx sdo limitados na vizinhanga Q
da origem, sob estabilidade assintética, o estado x € levado ao zero. A segunda condi¢dao
necessdria para a otimalidade (/izaH /0x) & satisfeita assintoticamente a uma taxa

quadratica.
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Teorema 5.6 (Mracek e Cloutier, 1998 )

Para sistemas escalares xe R', a solu¢do SDRE assintoticamente estabilizdvel do

problema de regulador néo linear 6timo é sempre (globalmente) 6tima em R' .

O teorema 5.6 mostra que a solu¢do com realimentacdo de estado SDRE (5.34) proporciona
a solucao global 6tima para o problema ndo linear quando n=1. Para um caso geraln > [ , a
escolha apropriada para A(x) possui um papel importante para obtencdo de boas solucdes
para o problema de controle. Os resultados a seguir apresentam as condi¢des do problema

de regulador nao linear 6timo, para o caso de sistema multivaridvel, com n > 1.
Teorema 5.7 (Huang e Lu, 1996)

Caso ambos f{x) e B(x) em (5.30) s@o suaves o suficiente com f{0)=0 e a funcdo de custo

6timo V(x) tem uma derivada na seguinte forma:

B_V =2P(x)x (5.38)
0x

Para uma fun¢do matricial positivo-definida, se P:R" —R"™™ entdo, existe sempre
uma parametrizacao (5.35) tal que P(x) € a solucdo da equacdo de Riccatti dependente de

estado (5.36) que proporciona o controlador 6timo com realimentagao de estado.
Teorema 5.8 (Huang e Lu, 1996)

Se V é a solucdo positivo definida da equacao HIB (5.33), entdo existe no maximo uma

funcdo positivo definida matricial P (x) tal que a condigao (5.38) € satisfeita.

Lema 5.1 (Huang e Lu, 1996) Suponha que uma funcio vetorial p: X — R" seja da classe

C'R") e p(x)=[p,(x),..., p, (x)]" para xe X . Entdo existe V : X — R" tal que:

1%
o p(x)
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se, € somente se:

p, p,
Pi ()= Zf x), (5.39)

ox . 0

para todo xe X e i,j=12,...,n. Além disso, se (5.39) ¢ satisfeita, entdo uma fungao

V:X —>R" com V(0) = 0 é dada por
1
vV =x"{ pexyar (5.40)
0

A condicdo de otimalidade segue diretamente do lema 5.2.
Teorema 5.9 (Huang e Lu, 1996).

Considerando o sistema (5.34) e supondo que SDRE (5.36) possui uma solucao
matricial positivo-definida P:R" — R™ . Se o a fungdo vetorial p(x)=2P(x)x satisfaz

(5.39) entdo (5.37) € o controlador com realimentacdo de estados para o problema (5.30)

com indice de performance (5.32). A funcao valor € definida por:
1
vV =2x" [tP(x)drx. (5.41)
0

Os resultados acima obtidos sdo tteis para casos particulares quando, por exemplo, a
funcdo P pode ser expressa analiticamente. Em geral, a funcdo matricial P é obtida

numericamente.

Ainda no caso n>1, por causa da liberdade que se tem na escolha de A(x), a matriz
parametrizada, o controle obtido ndo é mais 6timo mas sim sub6timo € ndao minimiza o
indice de performance (5.32). Por isso é importante saber qual a forma do funcional que €
minimizado pelo controle sub6timo (5.37) e o teorema 5.10 a esse respeito. Nesse sentido,

consideramos o problema de controle (5.34) — (5.37).
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Teorema 5.10.(Rafikov e Balthazar, 2009)

Se, para qualquer parametrizacdo (5.34) controldvel e observavel, com matrizes de
ponderacdo assumidas como dependentes de estado tal que Q:R" - R™ € positiva

semidefinidae R:R" — R™™ € positiva definida para todo x, a fungao:
L(x)=x"Q(x)x— xTP(x)x (5.42)

€ positiva definida, entdo o controle por realimentacdo de estado (5.36) e (5.37) é 6timo

para transferir o sistema nao linear (5.26)-(5.34) do estado inicial ao estado final :
x(00)=0 (5.43)

minimizando o funcional
J= j [L(x)+u” R(x)uldt (5.44)
0

Prova: Consideremos um problema o6timo inverso, assumindo que o controle por
realimentacdo de estado (5.37) € conhecido com uma matriz P determinada por SDRE
(5.36), para uma dada parametriza¢do (5.35) controldvel e observavel. De acordo com a
formulacdo do teorema 5.9 , esse controle proporciona performance Otima para a
parametrizacdo do sistema (5.34), minimizando o funcional (5.44) com a func¢do L(x) a ser

determinada.

De acordo com as regras de programacio dinamica (Bryson, e Ho, 1975), sabe-se
que se o minimo do funcional (5.44) existe e se V é uma funcdo suave das condi¢Oes

iniciais, entao, ela satisfaz a equacdo de Hamilton-Jacobi-Bellman:
min(c;—v+L(x)+uTR(x) uj =0 (5.45)
u t
Considerando uma funcdo de Lyapunov:
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V=x"Px)x, (5.46)
onde P(x) € uma matriz simétrica positivo definida que satisfaz a equagdo de Riccati (5.36).

Note que a derivada da funcdo V calculada ao longo da trajetéria com controle dado por

(5.36) ¢ (5.37) é:
V=x"P(x)x+x"P(x)x+x"Pi=
=[x" A" (x) = x" P(x)B(x)(R™ (x))" B" (x)]P(x)x + x" P(x)x +
+x" P(x)[A(x) x—B(x) R™' (x)B” P(x) x] (5.47)

Substituindo V na equacio de HIB (5.43) obtém-se:

L(x) +[x" A" (x) = x" P(x) B(x)(R™" (x))" B (x)]P(x)x + x" P(x)x +

+x" P(x)[A(x) x—B(x) R (x)B" P(x) x]+

+x" P(x)B(x)(R™" (x))" R(x)R™ (x)B" (x)P(x)x=0 (5.48)
ou,

L(x) + x"[A” (x)P(x) = P(x) B(x)(R"'(x))" B (x)P(x) + P(x) +

+ P(x)A(x)— P(x)B(x) R™' (x)B" P(x)+

+P(x)B(x)(R™' (x))" B" (x)P(x)]x=0 (5.49)
ou

L(x)+x"[AT (x)P(x)+ P(x)+

+ P(x)A(x)— P(x)B(x) R"' (x)B" P(x)]x=0 . (5.50)
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Admitindo que :

P(x)A(x)+ A" (x)P(x)— P(x)B(x)R'(x)B" (x)P(x)+ Q(x) =0 ’ (5.51)
obtém-se:

L(x)+x" [P(x)—Q(x)]x=0 . (5.52)
Entao:

L(x)=x"Q(x)x—x" P(x)x (5.53)

Com isso se conclui a prova do teorema 5.10.

5.2.1. Aplicaciao do Controle SDRE ao Robd Mével

7z

O primeiro procedimento para aplicacio da técnica de controle SDRE € a
parametrizacdo do sistema considerado. No caso do sistema Brockett, retomamos os

sistema (5.13) que representa o integrador de Brockett em coordenada de desvios:

él = ul
€2 = Up (5.54)
é3 = lize; —Uye, + (Z; +e)u; — (Z + ex)uy

O sistema (5.54) pode ser reescrito na forma matricial. Devido a transformagdes para
levar o sistema de Brockett a coordenadas de desvio, a parametrizacdo para a forma
dependente do estado € escolhida agrupando-se os termos dependentes de u na matriz B e 0

restante na matriz A conforme segue:

é = A(e)e + B(e)u, (5.55)
0 0 0 1 0
Onde A(e) = | 0 0 O0]eB(e)= ’ 0 1
i, —t; 0 —Y2—Z; Y1t+7;
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No caso do modelo alternativo encontrado em Kanayama et al. , 1990, para realizar

a parametrizagdo considera-se que o sistema segue um robd de referéncia:

X = v,cosf
j = v,sinf (5.56)
0 =w,

e o erro em relacdo ao robo de referéncia € dado por uma transformacao:

€ cos@ sinf O][X—x
€| =|—sinf cos@ O||V—y (5.57)
és 0 0 11l -0

Desenvolvendo :

€, = (¥ — x).cos(8) — (% — x).0.sin(0) + (§ — y).sin(0)+6.cos(0).([F — y)
€, = —(¥ — %).sin(0) — (¥ — x).60.cos(8) + ( — y).cos(8) — (§ — y).0.sin(0)  (5.58)
€3 = g-0

Substituindo 6 por w:

€, = (V080 — vcosh).cosf — (% — x). w.sin(8) + (v,.sinf — v.sind).sin(0) +
+w.cos(0).(¥ —y)

€, = —(v,.c0s0 — vcosh).sin(0) — (¥ — x).w.cos(0) +
+(v,sinf — vsin®).cos(8) — (J — y). w.sin(0)

€;=06—0 (5.59)
O sistema toma, entdo, a seguinte forma:

€, = v.cos(6 — 0) — v + we,
€, = v,.sin(f — 0) — we, (5.60)

€3 =W, — W

Definindo um vetor de controle como:
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(5.61)

ul (Ur —w
)

~ |v.cos(6—6)—v
e considerando (5.61), o sistema (5.60) se torna:

él - uz + eza)r - u1€2
€, = v,.sine; — w,e; + equ;. (5.62)
€3 = U

Este pode ser reescrito na forma matricial:

0 o, 0
vysin(ez) +

€3

0 0 0

e —e; 114
er|+] e, o] ] (5.63)
es] 11 0

O sistema (5.63) ja se encontra na forma parametrizada dependente do estado.

A equacdo algébrica de Riccati, dependente de estado, apresentada abaixo, é

resolvida numericamente:
P(e)A(e) + AT(e)P(e) — P(e)B(e)R™(e)BT(e)P(e) + Q(e) =0, (5.64)
onde as func¢des P(e) sdo definidas positivas para todos os valores de e.
O controlador ndo-linear por realimentagdo de estado € dado por:
u=—R"1(e)BT(e)P(e)e (5.65)

Em seguida, integra-se (5.63) e (5.65) para calcular o estado do sistema no préximo

passo e assim repete-se 0 processo recursivamente.

5.3. Método de Controle SDRE para Sistemas Discretos Nao Lineares

5.3.1. Método SDRE discreto

Considera-se um sistema nao-linear, discreto, descrito por:
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X = f(x)+B(x; )u, (5.66)

e o funcional de custo associado:

1 o
J =52 % Q)%+ R(x)u,] (5.67)
k=0
onde x(k) € o vetor de estado de ordem n, u(k) é o vetor de controle de ordem r ¢ onde

Q(x(k)) ¢ uma matriz positiva semidefinida para cada valor de k e R(x(k)) é matriz positiva

definida para cada valor de k.

O método SDRE para encontrar a solu¢cdo subdtima do problema (5.37)-(5.38) consiste nas

seguintes etapas:

1) Uso direto da parametrizacdo para apresentar o sistema ndo-linear (5.66) em forma

similar a linear, com matrizes dependentes de varidveis do estado:

x, =A(x,)x, +B(x,)u, , (5.68)
onde
Jf(x) =Ax) x, (5.69)

€ uma parametrizacdo (nfo-unica) que pode ser realizada se f(0) = 0;

2) Solucdo da equacdo de Riccati com matrizes dependentes do estado para valores

x(k) do sistema:

P(x,)=A" (x )P(x,_ ) +B(x,)R"'(x,)B" (x,)P(x,_ )] " A(x,)+0Q(x) (5.70)

ou em forma:

P(x,,) = A" (x){P(x, ) = P(x,)B(x,)[B" (x,)P(x,_,)B+R]" B" (x,)P(x,_)}A(x,) + Q(x)
(5.71)
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3) Projeto do controlador por realimentagdo de estado discreto ndo-linear:

u=—L(x,)x, (5.72)
ou

u=-L,(x)x, (5.73)
onde

L(x,) =R (x,)B" (x, )A™ (x, )[P(x,_)) = Q(x,)] (5.74)
e

L,(x,)=[B" (x,)P(x,_)B(x,)+ R(x,)]" B(x, )P(x,_,)A(x,) (5.75)

4) Encontrar o estado 6timo do sistema x(k+/) no préximo momento do tempo.

Repetir o processo a partir da etapa 2.

5.3.2. Aplicacao do Método SDRE discreto para o robé mével

Considerando um modelo de rob6 mével discreto no tempo na forma:

Xp41 = X + ViCOSOy,
Vi+1 = Vi tvSinby (5.76)
Or+1 = Ot wyi

Objetiva-se com que o robd siga um robd de referéncia na forma:

ik+1 = ik + ﬁkCOS§k
Frr1 = Pt xsingy, (5.77)
Or+1 = O+
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As velocidades de referéncia angular e linear sdo, respectivamente, w, € v, €
contém a informacao essencial sobre a trajetéria de referéncia que o robd deve seguir. Por

isso definimos um desvio, subtraindo (5.76) de (5.77):

X411 — Xpa1 = X — X + V€050, — v ,cos0y,
Yk+1 = Y1 = Vi — Vi + Uy Sinby — vy sinby, (5.78)
Ok+1 = Og41 = Ok =0 — W —wy

Introduzindo-se designacgdes:

€1 =fk—xk

k
€2, = Yk — Yk (5.79)
e3, = O — Ok

Assim como para controle:

u, =V =V
Ve ke Tk (5.80)
uzk = Wy — Wg
Entdo, as equacdes descritas em (5.78) se tornam:
€1,4, = €1), T UxC0SO) — v),cOS6y
€2p41 = €2, + TSinGy, — vy siny (5.81)
€341 = €3, T Uz

Na primeira equacio do sistema (5.81) adiciona-se e subtrai-se ¥,cosf),. Na segunda

equacio de (5.81) adiciona-se e subtrai-se o termo ¥,sinf,, obtendo assim:

€1j41 = €1, T UkCcosO, — vicosty + Uy cosby, — Uycosby

5 cind ; s 7 L (5.82)
€541 = €25, T Ui SinOy — vy sinby, + Uy sinby, — Uy siny,
Reorganizando temos, para as duas primeiras equagdes de (5.74),(5.82):
€141 = €1), T Tr(cosby — cosby) + (T, — vy )cosby 589
62k+1 = eZk + 17k(Sin‘ék - ainek) + (ﬁk - Uk)SinHk )
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Levando em conta das relagdes ez, = 0, — 6, e uy = Vi, — V, e inserindo-as em (5.83)

temos:
€11 = €1 T Uk [cosék - Cos(ék - egk)] + ulkcosé?k 5.8
€241 = €2 T Uk [sinB, — sin(6; — e3k)] + ulksinek :

Dividindo-se e multiplicando —se por ez, alguns termos de (5.84) chega-se a forma

dependente de estado:

Ui [cosOr—cos(Bx—es ;)]

— €3k
€11 = €1 T + Uy, cosOy

e3k
Dy [sinO—sin(Ox—es,)].e . 5.85
€2,01 = €2, -~ =2k 4y, sing), (5.85)
€341 = €3, TU
O sistema (5.85) pode ser reescrito na forma:
Ck+1 — Aek + Buk, (586)

Dy[cosOy—cos(Bx—esz;)].e3 k]

1 0

€3k

onde A =

[

Il() 1 ﬁk[sin@k—sin(§k—e3k)].e3kJ
€3k

0 0 1

O sistema (5.86) representa uma possivel parametriza¢io do sistema (5.76) em coordenadas

cosf, 0 €1y Uy
, B= ’Sinek 0], ex = [ezk] e Uy = [uzk]-
0o 1 €3y "

de desvio e.

Em seguida, para obter o controlador SDRE discreto é preciso prosseguir com a

resolucao numérica da equagao de Riccati na forma:

P(ey) = A" (ex). P(ex—1)[I + B(ex )R (ex) BT (ex)P(ex—1)1" " A(er) + Q(ex) (5.87)

ou na forma:

P(e) = AT (ex){P(ex-1) — P(ex-1)B(ex[B" (ex)P(ex-1)B(ex) + RI7'B" (ex)P}A(ex) +
+Q(ex) (5.88)
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O controlador discreto SDRE é dado por

u = —L(eg)ex (5.89)
ou

u = —Lg(ex)ex (5.90)
onde

L(ex) = R™'(er)B" (er)A™" (er)[P(ex) — Q(ey)] (5.91)
e

Lq(er) = [B" (ex)P(ex)B(ex) + R(ex)] " B(ex)P(er)Alex) (5.92)

Minimizamos, assim, um funcional na forma :
1
J =3 Xk=o er’ Qex)er + ur " R(ex)uy (5.93)

Onde e, = [€ky ©ky €k3]”T , u,=[Ur—vx @ —wi]" e Q(e,)Q e R(ex) sdo
matrizes dependentes do estado positivo-semidefinida e positiva definida , respectivamente,

para cada valor de k.

As simula¢des numéricas dos métodos apresentados nesse capitulo sdo mostradas
no capitulo 7, ja o capitulo seguinte descreve o sistema simplificado para a realizacdo de
simulacdes numéricas da navegacao do robd no ambiente , com a utilizacdo de medi¢des de

estado , métodos de controle e estimagdo de estado através do filtro de Kalman.
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Capitulo 6

Proposta de Aplicacao do Controle Dependente de Estado em
um Sistema de Navegacao de Robo Mével

O problema de navegacdo de um robé mével pode ser desmembrado em diversos
problemas menores cujas solugdes em si sdo objeto de continuadas pesquisas. A navegacao
autdbnoma de um robo6 engloba problemas de planejamento de trajetoria, localizacao através
da medicdo de estado e estimagdo, controle de trajetdria, identificacio e desvio de
obstaculos, comunica¢do do rob6 com o controle e eventualmente outros robds, execugao
de tarefas especificas ou missdes. No caso de uma arquitetura de varios robods é necessario
um sistema de planejamento, gerenciamento e execugdo de tarefas em colaboracdo e uma

rede de comunicacdo entre os elementos envolvidos.

Neste trabalho a proposta é realizar uma aplicacdo de navegacao robdtica simples
para demonstrar a aplicabilidade e a eficdcia de algoritmos de controle propostos nas segoes
anteriores. O objetivo deste capitulo € integrar as ferramentas de visdo de duas cameras, a
estimacdo de estado através da odometria e o controle da trajetéria do robd para a
constru¢do de uma plataforma de navegacdo autonoma. Para isso é desenvolvido um

sistema que possui diversos médulos descritos a seguir.
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6.1. Visao geral do sistema de navegaciao

No sistema de navegacdo as medi¢des de estado sdo provenientes de odometria e de
estimacdo de estado através de visdo de duas cameras. Essas medi¢Oes sdo integradas no
estimador de estado que utiliza filtro de Kalman para dar maior confiabilidade a estimacao.
O sistema de navegacao € representado de maneira esquematica pela figura 6.1 abaixo. O
moédulo de cdlculo de referéncia define os parametros de uma determinada trajetéria de
referéncia escolhida pelo moédulo de controle que também tem como entrada uma
estimativa de seu estado. O mddulo de controle € responsavel pelo cédlculo do controle u e

pela simulacdo da trajetdria real controlada do robo.

\y
A
|

it

i
N
<

AN

feedback

Figura 6. 1- Esquema do Sistema de Navegacao
Cada uma das funcionalidades desses médulos, mostrados na figura acima, sdo descritos a

seguir detalhadamente.

6.2. Definicao de trajetoria:

O robd encontra-se numa localizacao genérica. Sdo dados dois pontos de localizacdo A
(alvo genérico) e P no espaco cujas coordenadas sdo absolutas. O robd inicia seu
movimento no ponto X, € deseja-se que siga uma trajetoria de referéncia até o alvo ponto

A.

No momento =0 o estado préprio de localiza¢do é desconhecido pelo robd. Por isso

€ preciso que se estime o estado pela medicdo das cameras. Logo apds € invocado o médulo
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que decide a trajetéria de referéncia a ser seguida que pode ser reta ou curva. Caso haja
informacdo de algum obstaculo, determinada pela visdo, escolhe-se um arco circular seguro
em torno desse obstidculo para contornd-lo. Caso ndo haja informacdo sobre obstaculos

determina —se uma trajetéria linear até um alvo.

O controle do robd pode ser realizado a através de dois métodos: um discreto € um
continuo. Para implementar o controle discreto é preciso a defini¢do de uma trajetéria de
referéncia na forma discreta. Como ja foi descrito no Capitulo 5 devido a formulacdo de

controle o robd deve seguir um rob6 de referéncia na seguinte forma discreta:
fk+1 = fk + ﬁkcosek
Vi+1 = Vet Ugsingy (6.1)
Ox+1 = Op+ Wy

onde U, e @ sdo constantes.

Para a formulacio do controle continuo a forma da trajetdria de referéncia escolhida
€ parametrizada pelo tempo, o que possibilita ao controle ndo somente levar o robd a uma
referéncia, mas realizd-lo controlando a velocidade inicial e terminal. E possivel, portanto

levar o robd desde uma posi¢ao inicial até uma postura de repouso desejado.

Considerando uma trajetéria de referéncia para coordenadas X(t) e J(t), na forma

parametrizada por um parametro ¢, representando o tempo:

%(t) = a.t3 + byt? + ¢t +d;

J(t) = a,t3 + bt? + ¢t + d, (6.2)
Derivando-se (6.2) no tempo tem-se:

v, (t) = 3a,t% + 2bst + ¢4

vy(t) = 3a2t2 + szt + CZ (6.3)
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Considerando-se que a trajetéria de referéncia evolui de um ponto inicial (X, y,) até um
ponto final (ff,}”/f), e, considerando a equacdo (6.2) para a coordenada x, no momento

t =ty tem-se que :
art® + bit? + et +dy = X¢
3a,t% + 2byt + ¢; = X;. (6.4)
Similarmente a (6.4), para coordenada y, obtém-se:
Ayt + bote? + cotp +dy = %
3ayte? + 2byty + ¢, = Y5 . (6.5)

Considerando que no instante =0 tem-se que X, = d; , Jo = d, e que a velocidade inicial
em x da trajetéria de referéncia € dada por Uy, = Xy = ¢; € U y = Yo = Temos entio

um sistema para x, na forma:

(6.6)

altf3 + bltfz = if - io - fotf
3a1tf2 + Zbltf == xf - .X.'O

Resolvendo o sistema com incdgnitas a; e by através do método de Cramer, o determinante

principal é dado por:

gt

6.7
3t 2t ©.7)

E os dois determinantes secunddrios sdo dados por:

Ayi=

Xr — %o 2t,
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A= . 6.8
2T 32 & — % (©8)

Os parametros a,; e b, obtidos de:
ay =2 b =2 (6.9)

Realizando o mesmo processo de (6.6) a (6.9) para a coordenada y , resolve-se o sistema:

ate + byte? = — Yo — Yoty (6.10)
3a1tf2 + Zbltf = j:;f - yo '
Os parametros a, e b, sdo determinados por:
_ A Ay
ay =-=, b ==5, (6.11)
onde os determinantes principal e secundérios sdo dados por:
Z =
3t2 2t
_ ‘yf — Yo — f’otf tf
Ayl_ 2 .
Yr—Yo 2ty
e
t3  Jr— Jo — Vot
o=l o (6.12)
3tq Y= Yo

Uma vez determinados os parametros a e b para x e y, € possivel calcular, tanto as
coordenadas de referéncia xy a cada instante ¢, quanto a velocidade de referéncia v, do robd

atrav€s das suas componentes v, € vy, que € dada por
v = /0% + 1) (6.13)
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Ja a velocidade angular de referéncia w, depende do tipo da trajetéria. E nula para uma reta
e constante para curva. Determinadas essas velocidades, a referéncia é dada, em um caso

geral,em forma de um robd de referéncia (Kanayama et. al., 1990 ):

X = v,cosf
j = v,sinf (6.14)
0 =w,

Para estabelecer um trajetéria de referéncia em forma de curva consideramos que
essa trajetoria possui uma forma circular de raio r. Define-se que o robo deva seguir um
movimento de arco circular uniforme, com velocidade angular de referéncia w, constante.
Assim, as coordenadas da trajetéria de referéncia sdo dadas pela integracao do robd de

referéncia (6.14).
%= [v.cosfdt
§ = [v.sinfdt (6.15)
0 =[w,dt

A coordenada de referéncia 6 tem a seguinte expressio

0 =[w=wt+0, (6.16)

Inserindo o valor de 6 nas duas primeiras equacdes de (6.15) obtém-se as seguintes

integracdes:

% = [ w,rcos(wpt + 0) dt = rsin(wpt + ) + ¢,

y = [ wrsin(w,;t + 0) dt = —rcos(w,t + 8) + ¢, (6.17)

Um ponto importante é a determinacdao do sentido da trajetéria de arco circular e da

coordenada do centro de movimento. O centro de movimento pode ser determinado através
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da relagdo (6.18) no momento inicial =0 da trajetéria de referéncia, de acordo com as

condigdes iniciais Xy J, 0, dessa referéncia, ou seja,

cx = %o — rsin(8)

¢y = o +1cos(fy) . (6.18)

Ao determinar essa trajetéria depara-se com, no minimo, quatro situacdes de direcao
e sentido do movimento desejado. Primeiramente, uma curva de retorno do robd. Esse
retorno pode significar uma circunferéncia para trds, no sentido horario ou anti-horario. No
primeiro caso, como mostra a figura 6.2 deseja-se que o robd realize um movimento
circular de retorno para esquerda no sentido anti-hordrio. Nesse caso, a velocidade angular
serd positiva e o Angulo inicial da trajetéria de referéncia 8, , em relacdo as coordenadas no
mundo, serd perpendicular ao deslocamento angular inicial do rob6 6, e poderd ser

expresso em fun¢do deste, como demonstra a figura 6.2, como:

G, = 0, +§ (6.19)

Figura 6. 2- Curva de Retorno no Sentido Anti-horario
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No segundo caso, deseja-se um movimento de retorno para direita do robd, no sentido

horério, como ilustra a figura 6.3:
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Figura 6. 3 - Curva de Retorno no Sentido Horério

Os angulos 6, e 6, na Figura 6.3, representam, respectivamente, o deslocamento angular
inicial do robd em relagdo ao sistema de coordenadas no mundo e o angulo inicial da
trajetoria de referéncia A velocidade angular, nesse caso é negativa e o angulo inicial da

trajetdria de referéncia pode ser calculado de (6.20), conforme ilustrado na figura 6.3:

(6.20)

Uma vez calculado o angulo inicial da trajetéria de referencia 6, calcula-se o centro do
movimento através da expressao (6.18).

Outra situacdo pode ser considerada, na qual o robd necessita realizar uma trajetéria
circular deslocando-se para a sua frente, chamada aqui de curva de desvio, que pode ser no

sentido hordrio ou anti-horario. No caso curva de desvio pela direta, no sentido anti-horério,
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conforme grafico 6.4, a velocidade angular é positiva e o angulo inicial da trajetéria serd

perpendicular ao do robd e é dado por:

B, =0, 6.21)

Figura 6. 4- Curva de Desvio no Sentido Anti-horério

No caso da curva de desvio, pela esquerda no sentido horério, a velocidade angular
€ negativa e o angulo inicial da trajetéria de referéncia € dado por, como se pode ver na

figura 6.5:

G, = 0, += (6.22)
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Figura 6. 5- Curva de Desvio no Sentido Horario

O centro do movimento também € calculado através de (6.18). Em cada um desses
casos, uma vez determinado o centro do movimento, a trajetéria de referéncia a cada passo
€ dada pelo robd de referéncia. Os tultimos dois casos representados pelas Figuras 6.4 e 6.5
sdo especialmente tteis no caso de desvio de um obsticulo interposto no caminho. Nesse
caso, pode-se tracar uma trajetéria de referéncia com um raio de seguranca cujo arco de

trajetéria envolva o obstaculo.

6.3. Localizacao do Robo
6.3.1. Visao
Para se localizar no ambiente € necessario que o robd conheca sua posi¢do. Para isso
¢ implementado um algoritmo de visdo de duas cameras que localiza o robd no ambiente

através de dois pontos de referéncia cujas coordenadas s@o absolutas. O processo detalhado

de obtenc¢do desses angulos € descrito no capitulo 3.
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6.3.2. Estimacao de estado do robo através da odometria

A estimagao da coordenada do robo através da odometria € um processo comumente
utilizado, no qual uma leitura de encoder € inserida no modelo de odometria estimando-se ,

dessa forma, a posic¢ao corrente do robd.

A utilizacdo da odometria nessa aplicag¢do € descrita no capitulo 3 bem como o calculo
de erros associados a esse processo. Como resultado, obtém-se o estado estimado a priori
do robd com uma covaridncia W associada ao erro. Esses parametros sdo utilizados
posteriormente no filtro de Kalman para otimizar as estimativas de posi¢do obtidas pelas

medi¢cdes de cameras e odometria.

6.4. Navegacio do robo

6.4.1. Navegacao com Filtro de Kalman

As estimacdes do estado do robd sejam através das cameras, seja por odometria,
carregam uma informacdo com ruido e/ou erros sistematicos. Os erros da odometria, por
exemplo, se tornam cumulativos com o avango do robd no ambiente, ja a visdo robdtica
produz medi¢des com grande erro quanto mais se afasta das referéncias de orientagao
(landmarks). Para assegurar a confiabilidade as medi¢des em todos os momentos da
navegacdo torna-se necessdria a implementagdo de um estimador de estado. Nesse caso €
utilizado o filtro de Kalman que possibilita tratamento estocéstico do processo de estimagao

de estados.

O filtro de Kalman, como ja visto, divide o processo de estimacdo em duas fases a
predi¢cdo e a correcdo. No processo de predi¢do estima-se um estado a priori € na corre¢ao
atualiza-se o estado estimado através de uma ponderagdo entre as covariancias do processo
estimado e da medi¢do proveniente das cameras. A seguir detalha-se a implementacdo do

filtro de Kalman.
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Deseja-se realizar o estimador para um sistema discreto controlado:

2k+1 = fk+§uk+gwk
Zy = ka + Yk > (623)

onde £ é o vetor de estado £, = [X; X, X3]7 de coordenadas estimadas. A dindmica do
sistema estd sujeita a perturbacdes aleatérias wy e as medicdes z; estdo sujeitas a ruido
aleatério y,. Consideram-se ambos os erros como estatisticamente independentes. O
controle u, = [U1  U2]T provém do sistema de controle de trajetéria e as matrizes A e B

tém os valores:

1 0 0]  [cos(®) O 1.0 0
A=10 1 0[,B=|sin(d) 0l eH=|[0 1 0 (6.24)
0 0 1 0 1 0 0 1

Na formulacdo tradicional do filtro de Kalman a covariancia do erro € constante. No
caso atual considera-se a covaridncia do erro wj varidvel com a matriz B, matriz de

controle do sistema de estimacao e definida como:

W = E[B.wy. (B.w)7], (6.25)
17 . o . .
onde wy, = [ak] representa o erro sistematico devido ao deslocamento na odometria.
K

De acordo com o processo descrito na secao 3.1 consideramos o erro wy, como proveniente

do processo de estimagdo de estado através da odometria:

r

ﬁk (Nd + Ne) N
Wy = [5 ] I (6.26)
k (Nd - Ne) b.Nyes

A covariancia W desse erro (6.26) € dada por:

W = E[E.Wk.(E.Wk)T] =
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Uy.cos(6y)

=F ﬁk' Sin(ek) . (ﬁk COS(Qk) ﬁk' Sin(Hk) Gk) s (627)
W
ou seja :
D2 cos?(6y) D, 2. sin(0y).cos(0y)  @y. Vy. cos(6y)
W = E |7,2. sin(6y).cos(6y) 7,2 sin%(6;) Wy. V. sin(6y) |. (6.28)
(T)k.'ljk.COS(ek) ak.ﬁk.Sin(ek) Ekz

Os valores V)2, @,* e . @, podem ser definidos como:

]2 = (= )2 (W + 2NN, +R,*), (6.29)

vy’ = [(Nd + N,) —

nr
Nres

0" = (M=o 7] = () (W - 20 + ) -

D 0 = %( s )2 . (Nd2 - Nez) (6.30)

A hipétese essencial é que os erros em nimero de passos no encoder Nye N, sdo

independentes entre si e possuem distribui¢do normal, de forma que :
E [Ndz] =F [Nd.NdT] = 0'2 ,

E [Nez] =E [Ne.NeT] = o2

E[N,. N,]=0 6.31)

Tendo —se em mente (6.31) e substituindo (6.30) em (6.28) tem-se:
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I[ 2.02. (NT;S)Z .cos?(6y) 2.02. (ﬁ)z .sin(8y).cos(8y,) 0 ]|

W = |2.02. (Nm )2 .sin(8y).cos(8y) 2.0 (;—r)z .sin?(6y) 0 (6.32)
| res res 27TT ) |
| 0 0 2.0% () |

que pode ser reescrito finalmente como:

cos?(6y) sin(8;).cos(8;) 0
W = 2. 0.2. (T’:_r)z Sin(ek). COS(Qk) Sinz(ek) 0 . (633)

L )

Com relacdo ao ruido y, oriundo da medicdo do estado z, através da visdo, a sua
covariancia V é dada através da equacgdo (6.34) calculada pelo processo explicado na se¢ao

3.2. A matriz V tem a forma:

7 _ [P T T
v=|.]EDT ¢, (6.34)
onde:
100 0
L0 1 0 0 1 [arT
E =% 0 0 1 0,D=—E a(xcap+xcaA+2xa)C+RT[Bp B4]
000 1
€
2
c=2® 1tan) 1 —tan(p) -1]. (6.35)

XrA—Xrp

Yrp—YVrA

O angulo B é calculado por f = arctan (x " ) onde X,4,Yra © Xpp,Yrp SA0 as
rA=ATrP

coordenadas dos pontos P e A vistos pelo robo.

A estimacdo do estado pelo do filtro de Kalman € realizada através de dois estagios

distintos: a predi¢do (prediction) e correcdo (update).
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Na predicdo acontece a estimacdo a priori do estado X realizada através de

medicdes de encoder e equacdes de odometria

Riy1 = A%, + Buy, (6.36)
onde A e B sio matrizes dadas por (6.24), e u; o controle.
A covariancia do estado estimado a priori € calculada por :

Pryn =APAT+W (6.37)
onde W foi definido anteriormente e é dado por (6.33).

A fase de correc¢do inicia com o cdlculo da matriz de ganho de Kalman K; que
depende das covaridncias do estado a priori e da covaridncia do estado medido pelas

cameras:
K, = P,(_HT(HP,;HT + 17)‘1 (6.38)

Introduzindo (6.38) na equagdo seguinte tem-se o célculo de estado estimado a posteriori

que corresponde ao estado 6timo estimado pelo filtro de Kalman.
X =X + Ki(z — He X)) (6.39)
onde z;, é o estado disponibilizado pela medi¢do através da visdo.

A covariancia desse estado estimado a posteriori pode ser calculada como

P, = (- KHPr +W (6.40)

6.4.2. - Estratégias de Navegacao

Esse € o modulo do sistema de navegacdo que lida propriamente com a regulagcdo da

trajetéria que o robd executa. Nesse sistema sdo consideradas duas situacdes diferentes que
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requerem dois tipos de controle diferentes. E considerado um modelo de robd discreto e
para o controle de tal modelo é considerado um controle discreto e outro modelo continuo
para qual é aplicado um controle de tempo continuo. Em ambas as situagdes, assim como
na pratica, as medicoes de estado do robo sdo disponibilizadas para o sistema de forma
discreta no tempo. Além disso, devido ao tempo que € necessdario para a captura e
processamento dessa informacao de estado, o tempo de espera entre as capturas pode ser

bastante elevado (superior a 10 segundos).

A integracdo entre o controle de trajetéria do robd e as medi¢des de estado
realizadas pela odometria e pela visdo de duas cameras € realizado pelo filtro de Kalman

que lida com os erros sistematicos das medi¢des, otimizando a estimagdo de estado.

6.4.2.1. [Estratégia Mista

Nessa abordagem considera-se que o robd e o controle sdo calculados de forma
continua através do controle SDRE continuo descrito na secdo 5.2. Porém, as medic¢des
sobre a localizacao do robd sao disponiveis de forma discreta. Isso resulta que em pequenos
intervalos do tempo o robd € estabilizado a uma trajetéria estimada através do controle
continuo, reiniciando uma nova estabilizacdo a cada momento discreto no qual se

disponibiliza uma estimacao de estado.
O modelo do robd utilizado € continuo no tempo e tem a seguinte forma:

él =U, + e,y — U165
€, = V,.Sine; — w,eq + equUy (6.41)
Uq

.
w
I

A estimativa definitiva de estado é dada pelo filtro de Kalman. A trajetéria do robo,
portanto, consiste de vdrias trajetdrias continuas em trechos discretos. Os pontos de unido

desses trechos sdo aqueles onde hé disponibilidade de medicoes.

O robo, portanto, inicia sua trajetéria num ponto x, e utiliza a visdo para a
estimacdo de sua localizacdo. Uma vez que os pontos A e P que servem de referéncia para a

localizagdo encontram-se mais ao final da trajetdria essa estimacdo do estado do robd
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inicial é dotada de um grande erro. Define-se, posteriormente, o ponto final do trecho da
trajetéria de referéncia, com base na orientagdo dessa ao alvo A, e o mddulo de controle
entdo calcula uma estimacdo a priori do quanto o robd se deslocaria do ponto inicial
estimado ao longo dessa trajetéria de referéncia estimada. Ao final desse calculo, é

estimado um estado a priori x~ , ao qual se adiciona um erro calculado por (6.26):

r

ﬁk (Nd + Ne) N
Wy = [5 ] o (6.26)
k| (Ng = Ne)

que representa o erro no deslocamento do robé da posi¢do X, a posicdo x; devido a

imprecisdo da traducido do comando de controle u nos atuadores das rodas.

Ao mesmo tempo, 0 mesmo controle u é aplicado a coordenada real do robd para
simular a sua movimentacao efetiva no espaco. Além disso, uma medic¢ao de coordenadas é

obtida pelas cameras.

O estado estimado a priori, com covaridncia W associada € comparado com a medic¢ao pela
visdo Z com covariancia associada V. A equacdo do filtro do Kalman, dada pela equagdo

(6.39):
2, =2 + Ke(zi — Hexy) (6.39)

E usada para se encontrar o estado estimado pelo filtro (a posteriori) e a covariancia P

desse estado, dado anteriormente na equagao:
P.={—-KH)P, +W (6.40)

O estado (6.39) € considerado como a estimativa de posicao atual do robd e o inicio de uma
nova trajetéria de referéncia para préximo intervalo de controle e assim o processo €

repetido sucessivamente.
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6.4.2.2. Estratégia Discreta

O modelo na forma discreta foi descrito no capitulo 5 e tem a forma:

Xp41 = X + Vi COSOy,
Ye+1 = Yt vpsinfy (6.42)
Ok+1 = Ok twi

Essa abordagem utiliza-se de um método de controle discreto descrito na secdo 5.3 do
capitulo 5 e o robd de referéncia é determinada através da equagdo (5.76). O robo inicia o
calculo de sua trajetéria no ponto estimado pela visdo que possui um erro associado de
covariancia V. O estado do robd é medido pela camera e estimado pelas informacdes da
odometria. A fusdo dessas informacdes para a determinacdo de estimativa do estado do
robo € realizada através do filtro de Kalman. O processo ocorre recursivamente segundo o

algoritmo seguinte:

- Calculo da referéncia do robd

- Realizacdo do controle do sistema

- Estimacao de posicao do robd pelas cameras e pela odometria.

- Célculo do ganho de Kalman com a pondera¢do de covariancias das duas medi¢des. Com
base nisso calcula-se o estado estimado a posteriori que é considerado como o estado de

localizagao do robd. Repete-se sucessivamente esse processo.

As simulagdes das estratégias descritas nesse capitulo sdo encontrados na terceira
parte do capitulo seguinte . Este proximo capitulo € dedicado a todas as simulacdes
numéricas relevantes desse trabalho como as trajetérias controladas com os métodos de
controle apresentados no capitulo 5 e as medi¢des de estado através de visdo de duas

cameras e odometria, apresentados no capitulo 4.
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Capitulo 7
Simulacoes Computacionais

Nesse capitulo sdo apresentadas as simulagdes numéricas desse trabalho. O capitulo se
divide em trés partes principais: simula¢des dos métodos de controle para o modelo
matematico do robé mével, simulacdes da estimagao de estado pela visdo estereoscopica e
odometria, bem como a influéncia das imprecisdes dessa estimagdo na trajetdria do robo e,
por fim, a ultima parte é dedicada as simulacdes de navegagdo do robd integrando todos os

modulos acima citados.

7.1. Simulacoes para métodos de controle

Esta secdo € dedicada a apresentacdo de simulagdes numéricas obtidas para
diferentes modelos descritos no capitulo 2 e métodos de controle descritos no capitulo 5. O
problema de controle considerado € o de tracking a uma trajetéria de referéncia. As
trajetorias de referéncia consideradas sdo a reta e o circulo. As simula¢des sdo efetuadas no
ambiente MATLAB™. Para resolucdo de equagdes diferenciais € utilizado o método de

Runge Kutta de quarta ordem.

7.1.1. Simulacoes para o método de controle 6timo por realimentacio de

estado linear

No capitulo 5 € formulado o problema de controle 6timo por realimentacdo de

estado linear 6timo para o sistema de Brockett:
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le Ul

Z; = Uy ; (7.1)
Z'3 = ZZUl - ZlUZ
onde:
U, =w
1 (7.2)

U, =v — w(xsinf — ycosH)

Esse sistema € levado a coordenadas em desvios através do processo descrito na se¢do 4.1 e

sua forma torna-se:

él = U4,
é; = Uy, (7.3)
é3 == ﬁzel - alez + (Zl + 61)u2 - (ZZ + ez)ul.

O sistema (7.3) pode ser reescrito na seguinte forma matricial:
é =A(t)e + h(e,u) + B(t)u, (7.4)

onde os valores das matrizes siao:

—Z; Z

0 0O O 0
A(t) = [0 0 0], h(e,u) = [ 0
az —ﬁl O eluz - ezul

1 0
,B(t)=[0 1], (1.5)

e a trajetoria de referéncia em coordenada de desvios tem a forma:

[ 5]

0) =l NT ‘ (7.6)
m/Et

4
obtida através da transformacao :

1 0 ~ 0 ~
5=T=1|0 cos(9) sin(0) . (7.7)
0 2sin(®) — Ocos(d) —2cos(d) — Bsin(P)
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A trajetoria de referéncia em coordenadas de posicao e orientagdo é:

(7.8)

=N
~
~+
—/
I
~ 4+

A figura 7.1 representa uma trajetdria de deslocamento xy do robd, para condicdes iniciais:

00 == —7'[/4,)60 = 1,y0 = 0.

55 T T T T T

y coordinate

Il
0.5 1 15 2 255 3 35 4 45 5
x coordinate

Figura 7. 1 -Trajetéria do Robd, Referéncia Reta, Método: Linear Por realimentagao
de estado Otimo

A figura 7.2 mostra a evolucdo das coordenadas em erro do sistema para os

parametros acima mencionados.
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Figura 7. 2- Trajet6ria em Desvios , Referéncia reta, Método : Linear Por
realimentacdo de estado Otimo.

Dessas figuras € possivel observar que o sistema leva cerca de 1,5 segundos para

convergir a trajetoria desejada o que é um tempo bastante rapido.

Considerando agora uma trajetdria de referéncia circular, define-se uma referéncia

na forma (7.9) de raio r = 2:

0 = ait, (7.9)
% = rcos0,
y = rsin8,

onde @ = 0.5 rad/s e é a velocidade angular da trajetéria de referéncia.

Na simulacdo, ilustrada pela figura 7.3, para as condig¢des iniciais 0y =

0,x9 =1,y, =0, a trajetéria do sistema (linha sélida) estabiliza em torno da trajetdria

desejada (linha em hachuras).
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Figura 7. 3-Trajetoria Circular para Parametros 6y = 0,xy = 1,y, = 0, raio=2

As simulagdes representadas pelas figuras de 7.1 a 7.3 demonstram a eficacia do
método de controle linear aplicado a um sistema nao-linear e subatuado. No entanto esse
método é ndo € adequado para aplicacdes online. Por isso, a seguir, sdo realizadas

simulacdes usando o método SDRE.

7.1.2. Resultados com o método de controle SDRE-State Dependent Riccatti

Equation

Uma das principais vantagens desse método € a possibilidade de sua
implementagdo online, permitindo dessa forma, o calculo do controle u# a cada iteracdo ou

passo do robd.

Dois exemplos de simulacdes com esse método estdo descritos a seguir, ambos
para o modelo de Brockett em coordenadas de desvio mostrados na se¢do anterior

(equacdo 7.3). Na primeira simulagao a trajetéria de referéncia € um circulo de raio 7 = 3,
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a velocidade desejada com a qual o robd deve percorrer a trajetéria é @ = 0.5 rad/s, em um

intervalo de tempo de 0 a 10 segundos.

As condig¢des iniciais do sistema sdo: 8y = —mt/4,x, = 0,y, = 0.

A figura 7.4 representa a trajetoria de fase do sistema. A linha sélida representa a
trajetéria de referéncia e a linha pontilhada, a trajetéria do robd mével. Nota-se que, para
essas condigdes iniciais, a trajetéria do robd converge perfeitamente para a trajetdria
desejada. A figura 7.5 que demonstra a trajetéria em desvios do sistema e confirma a
rdpida convergéncia, onde apdés menos de 2 segundos todas as trajetorias em desvios

tendem a zero.

Figura 7. 4-Trajetéria do Sistema para uma Trajetéria de Referéncia Circular,
Controle SDRE
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Figura 7. 5-Trajetoria em Desvios, Controle SDRE

No segundo exemplo da simulacdo a trajetéria de referéncia € uma reta na forma

(7.10):

x(t) = (7.10)

~ &+

O sistema parte de condi¢des iniciais 8y = 0,xy = —2,y, = 1 e evolui no tempo de 0 a 10
segundos. O gréafico da figura 7.6 mostra a trajetoria de fase do sistema, sendo a curva de
linha sélida a prépria trajetéria do sistema e a reta pontilhada, trajetéria de referéncia.

Novamente o sistema estabiliza rapidamente em torno da trajetéria desejada.
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Figura 7. 6- Trajetoria do Sistema Evoluindo para Trajetéria de Referéncia Reta,
Controle SDRE
A figura 7.7 demonstra a evolucao temporal das coordenadas em desvio do sistema
que representam as diferencas entre a trajetoria do sistema e a trajetoria de referéncia. O
grafico abaixo mostra a minimizagao desses desvios com tendéncia a zero apds 2

segundos.

05 T T T T T T T T T

05 4

15F .

Figura 7. 7- Trajetoria em Desvios, Controle SDRE
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7.1.3. Comparacao dos dois métodos

Para apresentar a comparacdo do funcionamento dos dois métodos escolhe-se a

trajetoria de referéncia como:

/4
Z(t) = [ t ] (7.11)
t/4
Os valores das matrizes Q e R sdo, para ambos os métodos:
100 O 0
Q=[0 100 0 ,R=[(1) 2] (7.12)
0 0 100
-1 /2
A trajetodria inicia nas simulac¢des nas condic¢des iniciais: x, = [—371/ 4-1/ 2]
3

Na figura 7.8 tem-se o grifico de coordenadas em desvio para o método de por

realimentacdo de estado 6timo, para os quais as matrizes do sistema tém os seguintes

valores.

0 0 O 0

At)=10 0 O0]|,h(e,u)= 0
1 0 O eiUy; — exuUq

e
1 0

B)=|0 1} (7.13)
_t —_—

4
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Figura 7. 8- Evolugdo Temporal das Coordenadas em Desvio, Controle por
Realimentagdo de Estado Linear Otimo

Para o método SDRE as matrizes do sistema t€m os seguintes valores:

0 0 0 1 0
A =10 0 0 eB(y)zl 0 1| (7.14)
10 0 —e,—t e +1/4

A figura 7.9 mostra a evolugdo temporal das coordenadas em desvio para o método de

controle SDRE.
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Figura 7. 9- Evolucao Temporal das Coordenadas em Desvio, Controle por SDRE

A figura 7.10 mostra trajetérias xy que o sistema segue controlado pelos dois
métodos diferentes. A linha sélida representa a trajetéria obtida com o método de por
realimentacdo de estado linear 6timo, enquanto a linha pontilhada representa a trajetoria

obtida pelo método SDRE.

———-SDRE method
optimal linear feedback

-4 -2 0 2 4 6 8

Figura 7. 10- Trajetéria do Robd Obtida pelos Dois Métodos
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Os dois métodos funcionam adequadamente para o sistema, levando o robd a
trajetdria de referencia, como € ilustrado na figura 7.10. O método de por realimentagcdo de
estado 6timo apresenta, nesse caso, uma leve vantagem em relacdo ao SDRE, em termos de

desempenho.

7.1.4. Simulacio para o Controle SDRE Discreto

Quando se considera um sistema de localizagdo do robo, as medicdes de estado
proveniente de sensores sdo disponibilizados de forma discreta no tempo e por vezes com
um intervalo significativo entre cada medicdo. Por isso, é considerado um modelo de robd
discreto e um problema de controle ndo- linear discreto no tempo na se¢ao 5.3, com base na

idéia do controle SDRE. A simulacdo desse problema € descrita a seguir.
O modelo considerado é dado pela equacao :

Xp41 = Xx+Vv,€050;
Yi+1 = Yk T UpSinty. (7.15)
Ok+1 = O + @y

A trajetéria de referéncia inicia no ponto x,.(0) = [0; 1; 7T/ 4] e tem a forma :

K41 = Xpt+v,.cos0;
Fr+1 = Vi + vrsinby, (7.16)
Ok+1 = O + @y

onde v, =1 e w, = 0; o intervalo de simulagdo é de 40 segundos. J4 a condi¢do inicial da

trajetdria controlada € de x, = [2; 5; 0]

Na figura 7.11 a trajetéria controlada é mostrada em azul e a trajetéria de referéncia
em verde. A trajetéria controlada converge para trajetéria de referéncia, na totalidade,
embora ndo se obtenha convergéncia imediata em cada a cada iteracdo, como mostra a
figura 7.12. Esta figura ilustra a evolug¢do temporal de cada coordenada em desvio
controlado. Percebe-se que a estabilizagao completa do erro ocorre por volta do instante 30,

embora a estabilizacdo da coordenada angular dada por e3 seja mais répida.
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7.1.5. Controle SDRE Continuo no Tempo

Realizam-se, nessa se¢do, as simulacdes para o modelo de rob6 alternativo para o qual é
formulado um problema de controle SDRE na secdo 5.2. Esse modelo, continuo no tempo,

tem a forma:

0 ow, 0
vysin(ez) +

es3

0 0 0

€
e,
€3

_efz (1)] [zﬂ : (7.17)
1 0

que € obtido pela transformacao (7.18) do modelo cinematico (2.4) dado no capitulo 2:

e, cos@ sinf O0O][X —x
2| =T|—sin® cosO® O||V—y (7.18)
€3 0 0 11lg—0

A trajetéria de referéncia (¥ 7 6)7 aqui considerada tem a forma cubica, parametrizada
pelo tempo e obtida na secdo 6.2. Essa trajetdria calcula as coordenadas de posi¢do x e y de

referéncia, a cada instante de ¢, como:
i(t) = a1t3 + bltz + Clt + dl’
y(t) = a2t3 + bztz + Czt + dz, (7.19)

onde ¢; e ¢, sdo as velocidades iniciais componentes de v,., em x € y , respectivamente. Ja
d, e d, sao as coordenadas x e y do ponto inicial da trajetéria de referencia. As velocidades

Uy € U, componentes de v, a cada instante de ¢ como:
Uy = .’X'L(t) = 3a1t2 + Zblt + Cqi,
vy, = J(t) = 3a,t? + 2b,t + c,. (7.20)

Essas velocidades sdo utilizadas no calculo do rob6 de referéncia na forma:
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y = v,sinb, (7.21)
0 = w,.
onde

v =/l +1? ew, =0. (7.22)

O método de controle SDRE ¢ aplicado ao modelo (7.17). A importancia dessas
simulacdes deve-se ao fato de que tanto o método SDRE, utilizado para realizar as

simulacdes dessa se¢do, quanto o modelo (7.17), é escolhidos para a realizacdo de

simulacdes da aplicag¢do do controle para a navegacao do robd.

Escolhem-se quatro conjuntos de parametros nos quais os valores de x e y de
posic¢do inicial do robo sdo fixos e uma orientacdo inicial do rob6 variada, para demonstrar
a eficdcia do controle para todos os angulos iniciais de posicionamento. Isso porque a
estabilizacdo da postura é um ponto critico de alguns métodos de controle de robd, como a
linearizag@o por realimentacdo de estados. Os parametros da simula¢do encontram-se na

tabela abaixo:

Parametros Xo (ponto inicial da | X (ponto final da traj. | g (ponto inicial da
traj. de referéncia ) de referéncia) traj. do sistema)
P1 [0; 1; /4] [5; 6; /4] [0:=2; 0]
P2 [0;1; /4] [5;6; m/4] [0:—2; m/2]
P3 [0;1; /4] [5; 6; m/4] [0:=2; m]
P4 [0; 1; /4] [5; 6; /4] [0:=2; —r/2]

Tabela 7. 1- Valores de Conjuntos de Parametros para Simulacdo Controle SDRE

A trajetéria de referéncia tem a forma linear. Inicia no ponto X, = [0;1; /4] e
termina no ponto X = [5;6; m/4]. O robd parte do repouso o que significa que a
velocidade inicial € nula e a velocidade de chegada ao final da trajetoria deve ter nas suas
componentes x € y os seguintes valores: fcf = 0,001 e f/f = 0,001. A trajetéria do robd

inicia no ponto x, indicados pela tabela 7.1.
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Na figura 7.13 a ) estd representada a trajetéria controlada em linha sélida e em
hachura a trajetéria de referéncia para os parametros P1, ou seja, o angulo inicial 8, = 0.
Na figura 7.13 b) estd representada a evolucdo das coordenadas em desvios
correspondentes as trés coordenadas de estado do rob6. Dessas figuras € possivel verificar

que em menos de 4 segundos a trajetoria € estabilizada a referéncia.

gl e2 a3

Figura 7. 13- Parametros P1 a) Trajetéria Controlada SDRE b)Coordenadas em
Desvios .
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As figuras 7.14 refletem os parametros P2, ou seja, quando a coordenada angular
inicial do robd é 8, = "/2. Na figura 7.14 a), estd a trajetoria controlada que converge para
a trajetoria de referéncia em hachuras. A figura 7.14 b ) mostra as coordenadas em desvios

que sdo levadas a zero em 2 segundos. A convergéncia € rapida devido a posi¢do benéfica

em relacdo a referéncia.

e, e? a3

Figura 7. 14- Parametros P2 a) Trajetéria Controlada SDRE b)Coordenadas em
Desvios
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As figuras 7.15 representam os parametros P3 da tabela , onde o angulo inicial do
sistema é 6, = m. Devido a condicdo inicial angular a postura inicial do robo estd voltado

de costas para o sentido da trajetoria de referéncia. Por isso, a estabilizacdo a trajetoria

demora mais tempo (em torno de 3 segundos).

el ez a3

Figura 7. 15- Parametros P3 a) Trajetéria Controlada SDRE b)Coordenadas em
Desvios

As curvas da figura 7.16 sdo construidas utilizando os parametros P4 da tabela 7.1.

Na figura 7.16 a) o angulo inicial é 6, = _”/2 , ou seja o robo estd rotacionado de um

angulo grande e por isso a estabilizacdo a trajetéria de referéncia leva em torno de 3

95



segundos (mais do que na figura 7.14) . Entretanto, os desvios na figura 7.16 b) sdo levados

a zero e a trajetdria controlada converge impecavelmente para a referéncia.

el g2 a3

Figura 7. 16- Parametros P4 a) Trajetéria Controlada SDRE b) Coordenadas em
Desvios
Nas proximas simulagdes é considerada uma trajetéria de referéncia circular, com
velocidade angular constante. Tém-se, no minimo, quatro situacdes de determinacdo dessa
trajetdria e do seu centro. No primeiro caso, como mostra a figura 7.17 deseja-se que o robo
realize um movimento circular para esquerda no sentido anti-horario. Nesse caso fixa-se

uma velocidade angular positiva e o centro do movimento € dado por :
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Cy = %, —r.sin (@
x ~O ( ~O) (7.23)
¢y = Jo +1.cos (6)

A figura 7.17 ilustra a convergéncia da trajetéria controlada (em azul) a referéncia (em

vermelho). A evolug@o temporal das coordenadas em desvio € mostrada na figura 7.18

traj.controlada
62 s traJ referénc|a ......................................................... i
6 '] iz 3 Centro da referénC|a ................. .................... ....................
: ponto inicial x0 5 :
6 i i L
42 44 46 43 5 52
K
Figura 7. 17- Trajetoria Controlada SDRE
005 U -, .. . -
0
o -005
G')_
L]
G')_
° 0 :
015
02 §
7025 | | | 1
0 2 4

10

Figura 7. 18-Coordenadas em Desvios Trajetéria Circular
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No segundo caso, deseja-se um movimento para direita no sentido horario, como
mostra a figura 7.18, na qual também se observa uma convergéncia desejada a trajetoria de

referéncia, que demora porém cerca de 8 segundos, como € observado na figura 7.20.

0.1

005k ................... ................... ................... i

2182 ed

025 i

g 10

Figura 7. 20- Coordenadas em Desvios Trajetoria Circular
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No terceiro caso, deseja-se uma curva para frente, pela direta, no sentido anti-
horério, conforme ilustrado na figura 7.21. Nesse caso a velocidade angular € positiva. As
figuras 7.21 e 7.22 mostram a convergéncia da trajetdria controlada a referéncia , processo

que leva cerca de 8 segundos.

5.8 T !
O - o s smsnsesonssstenss |
o —— (T, S—
) I __________________________________ ______________________________
7| _______________________________
T SRS R, R |
) I T [— - |
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o e :
S PSR o Pl
| i
45 5 5% B
X

Figura 7. 21- Trajetdria Controlada SDRE
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Figura 7. 22- Coordenadas em Desvios Trajetoria Circular
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No ultimo dos quatro casos, deseja-se uma curva para frente, pela esquerda no
sentido hordrio. Nesse caso, a velocidade angular é negativa. Na figura 7.23 estd
representado o ultimo caso de trajetéria de referéncia considerada, juntamente com a
trajetéria controlada obtida pelo controle SDRE. A figura 7.24 demonstra a evolug¢do das
coordenadas em desvio para esse caso. Conforme a figura 7.24 nota-se que a regulacdo

demora cerca de 10 segundos.

> B5|
620

Figura 7. 23- Trajetéria Controlada SDRE

03

02t : 3 : : .

ele?eld

Figura 7. 24- Coordenadas em Desvios Trajetoria Circular
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7.1.6. Simulacio de Unido de Trajetorias Reta e Circulo

Nessa simulagdo € mostrado o controle de robd para a unido de duas trajetdria de

referéncia diferentes. A trajetdria controlada inicia no ponto xy = [0, -2, %] A trajetdria de

n . .. ~ T T . e e 2
referéncia reta inicia em X, = [0,1,2—;], com velocidades iniciais Xy =y, =0 e

. ~ Y . L, . N . . .
termina em X, = [5,6, Z]’ onde comeca uma nova trajetéria de referéncia circular cujo
centro € dado por :

. s A
¢, =5 —0.5.51n(———),
4 2

(7.24)
cy =6+ 0.5.cos(%—§),

com velocidade angular w,. = 0.3 rad/s e raio de trajetéria r=0.5.

A figura 7.25 mostra essa simulacdo. Em azul encontra-se a trajetdria circular
controlada, em vermelho, a trajetéria reta. A linha preta representa a trajetéria de

referéncia.

Figura 7. 25-Trajet6ria Controlada Reta e Circulo
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7.2. Simulacoes de Estimaciao de Estado Através da Odometria e da Visao

Esta secdo tem o objetivo de aplicar os métodos de medicdo de estado utilizados na
localizagdo do robd. Sdo testados separadamente os esquemas de visdo e odometria com
parametros distintos, a fim de demonstrar a influéncia de erros gerados por cada um dos

métodos.

7.2.1. Simulacio de Observacao de Estado pela Visao

O objetivo dessas simulagdes é demonstrar o processo de observacdo de estado e os
erros envolvidos. A simulacdo consiste em fixar dois pontos : P e A de orientacdo para a
triangulagcdo pelas cameras e fixar uma trajetéria de referéncia cujo estado é observado e

suas coordenadas estimadas pela visdo estereoscopica.

. A trajetéria de referéncia evolui do ponto X, = [0; —2], com velocidade linear v, =

10. As coordenadas dos pontos A e P sdo: A=[350; 250] e P=[200 ; 260].

A respeito aos parametros das cameras, as telas de projecdo dos sensores Oticos dessas
sdo considerados com uma unica linha de comprimento igual a 3,2 mm e resolugdo em
pixels varidvel conforme o caso (320 ou 640 pixels). A resolu¢do de cameras disponiveis
no mercado é varidvel ( a resolu¢do mais comum € de 320 pixels), com o custo diretamente
proporcional ao aumento dessa resolu¢do. A distancia focal das cameras é 0,27mm. O
intervalo de tempo considerado para a simulacdo é de 44 segundos. As cdmeras sdo

alocadas a uma distancia entre si de 0,292 m.

Na figura 7.26 estd representada a primeira simulagdo, para uma resolu¢ao do sensor das
cameras de 320 pixels. E possivel perceber que, principalmente, no inicio da trajetéria ha
um erro grande na observacdo da referéncia, que este diminui com a aproximacdo do

sistema ao alvo.
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Figura 7. 26- Trajetdria Estimada pela Visdo. Resolucdo de 320 pixels.

No outro caso, ilustrado pela figura 7.27 considera-se uma resolu¢do maior (640
pixels) dos sensores das cameras. O erro, nas observagdes iniciais, € menor do que no caso

anterior e as observagdes convergem para a trajetéria de referéncia mais rapido
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Figura 7. 27- Trajetoria Estimada pela Visao . Resolu¢ao de 640 pixels.
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Conclui-se que a distancia do veiculo em movimento ao ponto de orientacdo
influencia na qualidade da estimacdo do seu estado. Quanto mais longe robd estiver dos
pontos A e P maior serd este erro. O erro diminui a medida que o robd se aproxima do
ponto alvo A. Além disso, a resolucdo do sensor das cameras tem um papel muito
importante nessa estimag¢do de coordenadas. O aumento da resolucdo reduz o erro de

quantiza¢do diminuindo sensivelmente o erro de medi¢do de coordenadas.

7.2.2. Simulacao de Estimacao de Estado pela Odometria

Essas simulacdes tém a finalidade de demonstrar a influéncia de alguns parametros
no erro de estimagcdo de estado pela odometria. Considera-se duas trajetérias , uma
calculada pelo modelo de odometria e outra de referéncia, ambas iniciam no ponto X, =
[0; —2]. Testam-se dois valores para o parametro de erro pra ilustrar a repercussdo desse

erro na estimacao de coordenada de localizacao do veiculo.

O erro de odometria tem o desvio padrio 6 = 0.02 para primeira simulagdo. O
grifico da figura 7.28 demonstra este caso. Devido ao erro pequeno a trajetdria estimada

tem erro minimo.

Na figura 7.31 o desvio padrdao aumenta para § = 0.2 o que causa um desvio da
estimagdo que ocorre a partir do meio da trajetéria estimada se torna maior com o tempo.
Isso ocorre porque os erros de odometria sdo cumulativos, isto é, ao estado anterior com
erro adiciona-se um novo estado com erro, fazendo com que este erro se propague com a

distancia percorrida.

Por isso, a estimagdo pela odometria pode ser critica, mesmo para erro pequeno
porque a acumulagdo desse erro pode levar a desvios significativos quando utilizado esse

métodos para percorrer longas distancias.
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Figura 7. 28- Trajetdria Estimada pela Odometria, erro menor.
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Figura 7. 29- Trajetdria Estimada pela Odometria, erro maior.
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7.3. - Simulacoes de Navegacio do Robo através do controle e filtro de Kalman

Essa secdo ¢ dedicada a apresentacdo de resultados para a navegacdo de robd através de
estratégias de controle descritas no capitulo 6 que utilizam informagdes de odometria, visao

de duas cameras e controle de trajetéria do robo, de formas distintas.

7.3.1. Estratégia de navegacao discreta no tempo

Esse conjunto de quatro simulagdes € realizado para a estratégia de navegacao
discreta no tempo, descrita detalhadamente na se¢io 6.4.2.2. O objetivo do robo é realizar
uma trajetoria retilinea até o alvo A, utilizando a estimagdo de estado discreta através da
fusdo de informagdes da odometria e da visdo de duas cameras, realizada pelo filtro de
Kalman. Os pontos de referéncia A e P utilizados pelas cameras para a orientacdo sao
localizados nas coordenadas do mundo como A=[3,50; 2,5] e P=[2; 2,6]. A unidade de
distancia ¢ m. O robd tem o seguinte estado inicial em coordenada do mundo: x, =

[0 —0.02 T/,].

Simulagao Xo- inicio da & - odomentria Resolugdo das
trajetria de cameras(pixels)
referéncia
D1 estimado 0,02 320
D2 estimado 0,2 320
D3 estimado 0,02 570
D4 estimado 0,2 570

Tabela 7. 2-Parametros para Navegacao Discreta

A tabela 7.2 representa quatro conjuntos de parametros utilizados para a simulacdo
da estratégia de navegacdo discreta. O pardmetro X, diz respeito ao ponto inicial da
trajetéria de referéncia estimado pelas cameras. O parametro § é desvio padrdo do erro de
odometria e o ultimo parametro € a resolucdo em pixels do sensor das cdmeras que €

considerado como uma linha de n pixels de comprimento.
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Nas simulagdes a seguir sdo mostradas quatr curvas que representam
respectivamente: em vermelho- trajetoria de referéncia, em preto- a observagao de posi¢ao
do rob6 pelas cameras, em verde — as estimagdes de estado pelo filtro de Kalman e, por fim,
em azul — a trajetdria verdadeira simulada do robd, ou seja, quela que ele de fato seguiria se

posicionado no ambiente.

A simulacdo ilustrada na figura 7.30 leva em conta os pardmetros D1 com um erro
pequeno de odometria. O inicio da trajetdria de referéncia € estimado apenas pela visdo das
cameras , assim como o inicio da trajetéria estimada. Isso provoca um erro inicial na
trajetéria estimada. Nesse grafico a vis@o apresenta erros grande na observagao do estado

(devido a baixa resolucdo das cameras), principalmente no inicio da trajetdria

A simulagdo, dada pela figura 7.31 se refere aos parametros D2 . Em rela¢do aos
parametros D1, os erros de odometria sao maiores. O erro de visdo provoca erro inicial ,que
€ , aos poucos, minimizado convergindo para um valor pequeno , possibilitando , dessa
forma chegar préximo ao alvo e manter uma trajetéria regular. Da figura 7.33 percebe-se
também que a estimagdo de estado € uma trajetoria regular que corresponde a trajetdria

verdadeira do robd.
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Figura 7. 30- Trajetdria de Navegacdo do Rob6 com Parametros D1
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Figura 7. 31- Trajetdria de Navegacdo do Rob6é com Parametros D2
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A simulacdo da figura 7.32, para os parametros D3 tem por objetivo testar um erro
menor das cameras aumentando sua resolucdo. No grafico dessa figura é possivel perceber
que hd um erro significativamente menor no inicio da trajetéria estimada e também que as
observacdes representadas pelos pontos em preto apresentam mais precisdo do que nas
simulacdes anteriores. A trajetdria estimada converge a trajetéria de referéncia e ao alvo A.

No entanto a trajetdria real do robd converge a trajetoria de referéncia com pequeno erro.
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Figura 7. 32-Trajetoria de Navegacao do Robé com Parametros D3

Na simulagdo D4 , representada pela figura 7.35 aumenta-se o erro de odometria.
Assim como na simulacdo anterior, a trajetdria inicial estimada inicia com um erro em
relacdo a trajetéria verdadeira do robd, mas convergindo a essa ao longo do percurso.
Ambas as trajetorias convergem a trajetéria de referéncia, aproximadamente, a partir do

ponto ,5memxe 1l memy.
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Figura 7. 33- Trajetdria de Navegacdo do Robd com Parametros D4

As simulagdes da estratégia de navegacao discreta demonstram a navegabilidade do
sistema nessa configuracdo. No entanto, demonstram , também, que o fator essencial na
navegacdo do robd é determinado pela qualidade inicial de observagdes pela visao
estereoscopica, ja que, pela formulagdo do problema, o ponto inicial de localizacdo do
sistema € determinado tdo somente pelas cameras. Erros de observagdo inicial grandes
podem dificultar, como na figura 7.32, a convergéncia da estimacao de estado e até mesmo

impossibilitar a navegacao.
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7.3.2. Estratégia de navegacio de horizonte recuavel (MPC)

Neste conjunto de simulagdes € utilizada uma estratégia de navegacdo que une
controle continuo com medicdes de estado discretas. Por utilizar o controle SDRE que
resolve o problema de controle no tempo infinito e utilizar estimagdes de estados discretas
no tempo essa estratégia se enquadra no esquema conhecido como Model Predictive
Control ou também como Receding Horizon (Horizonte Recuavel). O desenvolvimento

desse controle é detalhado no capitulo 5.

Assim como na se¢do anterior, o objetivo do robd € realizar uma trajetdria retilinea
até o alvo A, utilizando estimagdo de estado discreta no tempo e o controlador SDRE
continuo nos intervalos entre as medicdes. As simulacdes para essa estratégia t€ém quatro
conjuntos de pardmetros para uma mesma resolucdo de sensor das cameras, simulando
diferentes erros de deslocamento, de visdo e com condig¢ao inicial da referéncia sendo fixa
ou estimada. O robd tem a coordenada inicial verdadeira no mundo x, = [0; 0.02; /4] em
todas as simulagdes dessa estratégia. As medi¢des sdo disponiveis em 35 momentos
discretos. Além disso sdo apresentados mais quatro conjuntos de parametros com as

mesmas variacdes para uma resolugdo maior do sensor visual das cameras.

Nos graficos, linha azul representa a trajetdria verdadeira do deslocamento do robo,
a linha verde - a trajetdria estimada pelo filtro de Kalman e a trajetéria em preto representa
as medigdes do estado do robd realizadas pelas cameras. O simbolo X em azul representa o
ponto P utilizado para a orientacdo visual e o quadrado em vermelho representa a

coordenada do ponto A que € o alvo do robd nessa simulacao.

Simulacdo [X0, Vol o erro de d entre as Resolugdo
deslocamento cameras(m) cameras(pixels)

Cl estimada 0.02 0.146 280

C2 [0,-2] 0.02 0.146 280

C3 estimada 0.2 0.146 280

C4 [0,-2] 0.2 0.146 280

Tabela 7. 3- Parametros de Navegacdao com Estratégia de Horizonte Recudvel
(MPC) de C1 a C4.
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A figura 7.36 retrata o conjunto C1 de parametros. Dela percebe-se que
inicialmente o erro de medi¢cdo do estado do robo pelas cameras é muito grande levando o
filtro de Kalman, no momento inicial, a estimar a posi¢dao do robo longe da localizacdo real.
No entanto, com a evolugdo da trajetéria, as medi¢des das cameras passam as ser mais
confidveis fazendo com que a trajetéria estimada convirja para a real e ambas tendam ao
alvo. Isso significa que o robd consegue estimar a sua localizagdo no espago e portanto

navegar com segurancga.

Na figura 7.35 € simulado o conjunto de parametros C2 que sdo essencialmente os
mesmos da simulacio anterior exceto pelo inicio da trajetdria que é conhecido, ao invés de
estimado. Essa simulacdo tem a func¢do de demonstrar que uma localizacdo precisa no
inicio da trajetdria do robd proporciona também a estimacao mais precisa do seu estado ao
longo de toda a trajetéria. Devido as imprecisdes de medi¢ao do estado pelas cameras, a
trajetéria estimada ndo coincide com trajetéria verdadeira do rob6 em um intervalo

aproximado entre os pontos xy (1; 0,3) m e (2,5; 1,7)m.

30 ! ! ) T .r ! 1 !

——— traj. real do robd

O— i traj. estimada -
j i ] : —#— dados visédo
: RN : O ponto A
T ........... S g e i -
A i i i | | i j i
-05 0] 05 1.0 g 20 25 30 35 4.0

Figura 7. 34- Trajetdria de Navega¢do do Robd com Parametros C1
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30 ! ! ! ! ! * ! !

2] VRPN U SO SO SN SO SR S-S
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05 L AN R ‘ HE : ........... dados visdo
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-5 0 0.5 10 15 20 20 30 a5 4.0

Figura 7. 36- Trajetdria de Navegacdao do Robd com Parametros C3
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Na simulagdo da figura 7.36 sdo utilizados os pardmetros C3 que demonstram a
situacdo com erro de odometria maior que nas simulagdes anteriores € com o inicio da
trajetéria desconhecido e estimado pela visdo estereoscOpica. Devido a isso a trajetdria
estimada possui um grande erro caracterizado pelo desvio da trajetéria verdadeira. No
entanto, quando os erros da visdo diminuem a trajetéria estimada converge para a

verdadeira e a navegacgdo se torna precisa, atingindo o alvo A.

Na figura seguinte ( figura 7.38) que representa o conjunto de parametros C4, o erro
de deslocamento e de camera é o mesmo da simulacdo C3, no entanto, a posicao do ponto
inicial da trajetdria de referéncia € fixa, ao invés de estimada. Isso reduz o deslocamento da
trajetéria real do robd da trajetéria ideal no momento inicial, na figura 7.39. Erros
aleatdrios da visdo perturbam a trajetéria estimada, provocando erros aproximadamente na
metade da trajetdéria estimada. Porém, esse erro na trajetéria estimada nao € significativo e

ha no sistema convergéncia ao alvo.

3.0 ! ! ! ! ! * ! !
sEl — — — — O S—— Sosnahbnonss
0k ........... ........... ........... ........... .........
g e— — o o e : - ........... maR I
= : : E
o] RO R R .
e e s I | ——traj realdorobs |
: < : * traj. estimada
. £ g : : —#— dados viséo
[l L — = R [EREEERRRS [EEERRREEE (i} ponto A -
: : : : : % ponto P
-05 a 05 140 18 20 25 30 35 40

Figura 7. 37- Trajetdria de Navegacao do Robd com Parametros C4
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Das quatros simulacdes anteriores fica claro que a visdo estereoscopica € fonte de
grandes erros, no inicio da trajetdria, e isso € um ponto critico da navegacdo ji que o
posicionamento inicial € realizado apenas pela visdo. Assim hd possibilidade de grandes
desvios durante a trajetoria com risco de ndo convergéncia da estimac¢ao de estado. Por isso
sdo realizadas quatro simulacdes correspondentes ao aumentando o parametro de
resolucdo do sensor das cadmeras. Uma maior resolucio significa aumento na precisdo de

mapeamento das coordenadas do mundo nas cameras, diminuindo assim o erro de

quantizagdo envolvido. A tabela 7.4 apresenta os novos conjuntos de parametros.

Simulacao [X0, Yol o erro de d entre as Resolugdo
deslocamento cameras(m) cameras(pixels)

G5 estimada 0.02 0.146 570

C6 [0,-2] 0.02 0.146 570

C7 estimada 0.2 0.146 570

C8 [0,-2] 0.2 0.146 570

Tabela 7. 4- Parametros de Navegacdo com Estratégia de Horizonte Recudvel
(MPC) de C5 a C8

Na figura 7.38 estd representada a simulacdo do conjunto C5 de parametros. Em
azul estd a trajetdria de navegacao real do robd , em verde a trajetoria estimada pelo filtro
de Kalman, em preto as medi¢des de coordenada realizadas pela visdo. Observa-se que o
erro da visdo € sensivelmente menor do que nas simulacdes anteriores e, especialmente,

para esse conjunto de parametros a estimagao apresenta poucos erros e desvios.
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Figura 7. 39- Trajetéria de Navegagcdo do Robd com Parametros C6
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A figura 7.39 representa o conjunto de parametros C6 que é equivalente ao conjunto
C5 mas com o inicio da trajetéria conhecido ao invés de estimado. Devido ao erro de
camera menor do que nos conjuntos C1-C4 e ao erro de odometria pequeno a trajetdria real

do robo e a estimada apresentam poucos desvios.

A simulagdo C7 € representada pela figura 7.40. Nela, sdo testados: uma resolucao
mais alta, e maior erro de deslocamento. Embora haja um erro inicial significativo, a
estimagdo converge a trajetoria verdadeira. J4 a trajetéria do robd € regular e atinge com

sucesso o alvo A.
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Figura 7. 40- Trajetdria de Navegacdo do Robd com Parametros C7
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Por dltimo, a figura 7.41 representa o conjunto C8 que difere de C7 pelo ponto
inicial da trajetoria que € fixo e ndo estimado pelas cameras. Devido ao erro maior de
deslocamento considerado nesses dois udltimos conjuntos de parametros, a trajetdria
estimada sofre pequenos desvios ao longo da primeira metade da trajetdria, restabelecendo

a estimagao precisa na segunda metade do trajeto.

30 ! ! ! ! ! * ! !
g5l -~ —_— — - S — Lo .
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2 : 1 ' *  ponto P
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Figura 7. 41- Trajetéria de Navegacdo do Rob6d com Parametros C8

7.4. Discussao dos Resultados

Neste capitulo foram apresentadas simulacdes realizadas para: métodos de controle,
localizagdo através de odometria e visdo e estratégias de navegacdo do robo. Na primeira
secdo sdo demonstrados primeiramente simulagdes de métodos de controle para o modelo
de robo na forma de integrador de Brockett. O problema considerado leva o sistema a uma
trajetoria de referéncia minimizando um funcional de custo. As figuras 7.1-7.3 mostram

simulacdes desse problema. O método linear por realimentacdo de estado, formulado na
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secdo 6.1 demonstra eficdcia, porem a sua implementac¢do nao é possivel on-line, porque é
preciso calcular a solu¢do da equacgdo diferencial de Riccati para todo um intervalo de
tempo e somente apos, calcular os valores de controle. Isso é adequado em uma aplicacio
onde as trajetérias de movimento sdo programadas. Porém para a aplicacdo de navegacdo
do sistema onde a cada instante do tempo recebe-se update de medicdes de estado, ou seja,
uma aplicacdo on-line, isso se torna invidvel. Por esse motivo, sdo apresentadas simulacoes
com controle de SDRE, formulado na se¢do 5.3, para o modelo de Brockett. As figuras 7.3-
7.7 mostram esta situagdo. O método SDRE apresenta bons resultados, o controle faz o
sistema convergir para uma trajetéria de referéncia de forma ripida. Além disso, a
comparacdo de dois métodos, apresentada nas figuras 7.8-7.10 demonstra o funcionamento

do controlador linear por realimentagdo de estado e do controlador SDRE lado ao lado.

O sistema ndo-holondmico de Brockett, que € equivalente ao modelo cinemdtico do
rob0, tem sua relevancia por ter sido amplamente estudado, porém para realizar controle
deste sistema € preciso transformar o modelo cinemético do rob6é em sistema de Brockett
para depois levar o sistema resultante as coordenadas de desvio. Essas transformacoes
dificultam o controle e a interpretacdo de resultados. Por isso o modelo dado na secdo 2.3 e
mostrado neste capitulo nas equacdes (7.17) € uma alternativa que simplifica o controle do
rob60 movel. Portanto a partir da secdo 7.1.5 esse modelo é considerado em todas as

simulacdes de controle continuo no tempo.

O fato de que as medi¢des sdao disponiveis de forma discreta no tempo motiva a
formulacdo do problema do controle discreta na se¢do 6.4 e as simulacdes da secdo 7.1.4
demonstram o funcionamento desse controle. De uma forma geral, esse funcionamento €
adequado. Ja as simulacdes para controlador SDRE, problema de controle ndo-linear
continuo no tempo e dependente de estado, formulado na se¢do 6.3, foram apresentadas na
secdo 7.1.5. As trajetorias de referéncia consideradas sdo reta e circulo. Para trajetdria de
referéncia linear, foram considerado quatro conjuntos de pardmetros nos quais a
coordenada de orientacdo € variada. As figuras 7.13-7.16 mostram essas simulacdes. Para
trajetdria circular apresentam-se também simulacdes para quatro conjuntos de pardmetros.
As figuras 7.17-7.24 demonstram essas simulagdes. O funcionamento deste método se

mostrou bastante eficaz, conduzindo o sistema as trajetérias de referéncia em pouco tempo.
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Na secdo 7.2 sdo realizadas simulacdes para os métodos de localizagao odometria e
visdo de duas cameras a fim de demonstrar a influéncia do erro de cada método na
estimacdo de coordenadas de localizacdo. Na secdo 7.2.1 os testes de localizacao simulam o
processo de obtencdo de coordenadas de uma trajetéria de referéncia através de duas
cameras. Os resultados sdo mostrados nas figuras 7.26 e 7.27. Constata-se que o erro de
estimacdo € maior quanto mais longe o robd estiver dos pontos de orientagdo e diminui a
medida que este se aproxima destes pontos . Outro parametro de influéncia, é a resolucdo
do sensor das cameras. Quando utilizada uma resolugao tipica compativel com a de uma
webcam, 320 pixels, o erro de estimagdo de coordenada € grande. Ja quando a resolucdo €
dobrada o erro se torna bem menos significativo. Isso ocorre porque hd mais precisdo na
quantiza¢do, mapeamento de uma coordenada do mundo real na tela do sensor de cada

camera.

Na secdo 7.2.2 os testes de odometria demonstram que quando erro € pequeno a
localizagdo ocorre sem grandes desvios (figura 7.28), mas quando o parametro de erro €
aumentado ocorrem desvios de estimagdo de trajetdria ideal a partir da metade da trajetéria

(figura 7.29) e tém a tendéncia de aumentar porque o erro é cumulativo.

O passo seguinte € a elabora¢do de um sistema simplificado de navegacao de robd
que une a localizacdo através de odometria , visdo de duas cameras e filtro de Kalman com
algoritmos de controle de trajetéria. A existéncia de dois controladores propostos A € uma
motivacdo para se pensar em duas estratégias de navegacdo do robd. Uma totalmente
discreta no tempo e outra mista com controle continuo e medi¢des discretas, que funciona
do esquema de horizonte recudvel. As simulagdes para estratégia discreta sdo apresentadas
na se¢ao 7.3.1, na qual quatro conjuntos de parametros simulam o comportamento da
navegacdo do rob6 diante de valores de erros de medicdo de estado. As figuras 7.30 a 7.34
demonstram essas simula¢des. De uma forma geral, a estratégia de navegacao € eficaz, mas
imprecisdes causadas pela visdo podem causar desvios dificultando a navegagcdo. O
desempenho dessa estratégia € significativamente melhor com resolu¢do maior das

cameras.
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A estratégia de horizonte recudvel é apresentada na sec@o 7.3.2 e se mostra bastante
adequada para a navegacdo gerando trajetérias que sempre atingem o alvo, como €
mostrado nas figuras 7.35 a 7.42. A leitura da posi¢do inicial pelas cameras pode provocar
grandes erros e tornar imprecisa a estimagdo do estado do robd. Por esse motivo
apresentam-se mais quatro simulacdes com os mesmos parametros de odometria, alterando-
se apenas a resolucdo das cameras para 570 pixels. Os graficos 7.39 a 7.42 mostram essas
simulagdes, nas quais independentemente de erros impostos de deslocamento e de camera a

trajetéria do robod converge e atinge o alvo.

Em termos de simulacdes computacionais, as principais contribuicdes desse
trabalho residem nas simula¢des dos métodos de controle da secdo 7.1 e na elaboragdo e
simulacdo do sistema de navegacdo, com as simulacdes da se¢do 7.3. As simulagdes da
secdo 7.2 sdo auxiliares para demonstrar a influencia dos erros de medi¢do de estado

através da odometria e das cameras nas estratégias de navegacao do robd.
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Conclusoes e Trabalho Futuro

Nesse trabalho foi realizada, primeiramente uma pesquisa bibliografica na area de
controle de robds e controle com realimentacdo de estados. Foi estudado o modelo
cinematico do robd de duas rodas com acionamento diferencial e métodos de medi¢do de

estado como a odometria e estimacao de posic¢ao através de visdo estereoscopica.

Foram formulados problemas de controle linear 6timo para modelo ndo-linear , um
problema de controle ndo —linear com o método SDRE- State Dependent Riccati Equation
e um problema de controle SDRE para sistemas discretos. Por isso, as contribui¢des
principais desse trabalho consistem em propor e aplicar, no caso do método por
realimentacdo de estado linear 6timo e método SDRE e aplicar, no caso do método SDRE,
métodos de controle para um sistema nao holondémico de robd movel . Além disso,
demonstrar a navegacdo do rob6é numa aplicacdo utilizando visdo de duas cadmeras e o filtro

de Kalman para estimacao de estado.

O primeiro método, por realimentacdo de estado linear 6timo de tempo continuo, é
baseado na abordagem semelhante a proposta em Rafikov e Balthazar (2004) e resulta em
um controlador que pode ser utilizado para sistemas lineares e também ndo lineares. Os
resultados numéricos foram obtidos para o modelo de Brockett (1983) e sdo mostrados no
capitulo 7 demonstraram. Eles revelam que o controlador é eficaz e eficiente para o

problema de regulacdo a uma trajetdria do robé6 mével nao holonémico.

O método SDRE € uma abordagem atribuida a Cloutier et al. (1996), e tem como

base reescrever o sistema na forma dependente de estado, e encontrar a solu¢do da equagao
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de Riccati dependente de estado o que dd nome ao método. Esse método foi aplicado tanto
ao modelo de rob6 na forma de integrador de Brockett, quanto a um modelo alternativo
dado em Kanayama et al. (1990). As simulacdes demonstraram a eficicia e robustez desse
método para o problema e ainda a possibilidade da implementacdo on line desse método

determinou a sua escolha para a utiliza¢ao no sistema de navegacao.

Duas estratégias de navegacdo através da localizacio e controle de trajetdria em um
ambiente desconhecido foram apresentadas. Elas unem medi¢do de estado através de
odometria, visdo estereoscdpica e controle de trajetéria. Uma delas € a estratégia na qual as
medicoes e o controle sdo discretos no tempo. As simulagdes computacionais
demonstraram que em geral para erros pequenos de medicao de estado como acontece em
ambientes pequenos a estratégia € eficaz, porém, em certos casos de erros grandes de
medic¢do de estado, a trajetoria do robd pode sofrer desvios. Outra estratégia é mista, ou
seja, as medicdes de estado sdo disponiveis de forma discreta e nos intervalos de tempo

entre essas medi¢cdes € realizado um controle continuo da trajetéria do robo. Essa estratégia

se mostrou bastante eficaz para a navegacao em um ambiente desconhecido.

Em suma, esse trabalho alcancou os objetivos propostos de controlar a trajetéria do
robo através do controle de realimentacdo de estado utilizando a visdo estereoscdpica e a
odometria para a estimagao de posi¢ao. As principais contribui¢des desse trabalho residem
tanto na aplicacdo dos métodos de controle: linear 6timo por realimentagdo de estados e
nao-linear SDRE (State Dependent Riccati Equation), quanto na integracdo desse controle
com informacdes sobre o posicionamento provenientes da odometria e da visdo

estereoscopica efetuada através de estratégias propostas de navegacao.

No ambito de trabalhos futuros é preciso destacar a necessidade de utilizacdo de
mecanismos de localizacdo no ambiente mais elaborados como correlacio de imagens de
duas cameras e outros. Em termos de navegacdo, € possivel programar estratégias mais
complexas como localizacdo e mapeamento simultaneo no ambiente. Isso tornara o sistema

de navegacdo do robd mais realistico e mais completo.

E por fim, um trabalho experimental em robd moével real poderia demonstrar na

prética a aplicagdo do controle e navegagdo apresentados nesse trabalho.
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Anexo A :Reconstrucio de Estado Linear Otima através do
Filtro de Kalman

Nos problemas de regulacido e de tracking da trajetéria do robd assume-se que o
estado atual do robd € exato, ou que a medi¢do desse estado € exata e precisa. Isso, na
maioria das vezes ndo é verdadeiro e a medi¢cdo do estado do robd € imprecisa e dotada de
ruido. Nesse sentido € preciso realizar uma reconstrucdo do estado, que é uma aproximagao

do estado real do robd em um dado instante de tempo de modo que um estado reconstruido:
Ris1 = ARy + Buy + wy, (1)

onde X1 € o estado reconstruido e A e B sdo matrizes do sistema Uma vez reconstruido o
estado € possivel utiliza-lo no problema de controle para a determinagdo do vetor de estado

controlado.

Para a reconstrucao do estado, o primeiro problema que surge € a introdu¢ao de um
observador que nao leva em conta explicitamente de ruido, mas procura reconstru¢do de
estado que implicitamente envolvem um certo grau de filtragem (Kwakernaak e Sivan,

1972).

Num segundo momento uma abordagem estocdstica do problema leva a um observador
6timo que lida explicitamente e quantitativamente com o0s erros sistemdticos e ruido de
aquisicdo de medigdes. Tal observador 6timo € um estimador de estado conhecido como

Filtro de Kalman.
1. Observadores de estado

Para um dado sistema:
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x(t) = A(Dx(t) + B(Ou(®). )

Uma combinagdo linear do estado y(t) pode ser medida , sendo um vetor I-dimensional com

[ <=n, com n dimensao do estado x, na forma:

y(t) = C([O)x (D). 3)
Em seguida introduzem-se as defini¢des de Luenberger ( 1966) para um observador:
Definicao 1

O sistema:

q() = F(©)q(t) + G(0)y(t) + H(®)u(t)

z(t) = K(®)q(@®) + Ly () + M(Ou(t) “4)
€ um observador para o sistema:

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t)

y() = C(O)x(t) o)

Se para cada estado inicial x(t,) do sistema (5) existe um estado inicial q, para o sistema

(4) tal que

q(to) = qo (6)
Isso implica que, para todo u(z) :

z(t) = x(t), t = to, (7)

quando o estado observado tem a mesma dimensdo que o estado x o observador é pleno
(full-order) quando observa-se menos vardveis que a ordem do sistema (1) o observador é

de ordem reduzida.
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Definicao 2

O sistema n-dimensional;

2(t) = F(OR(6) + 6Oy (®) + H(Ou(®) ®)
E um observador de ordem plena para o sistema n-dimensional (5) se:

X(to) = x(to) ©)
Isso implica em, para todo u(t) :

x(t) = x(v), t=>t, (10)
Teorema 1 (Kwaakernak e Sivan , 1972)

O sistema (8) € observador para (5) se e somente se:

F(t) = A@®) — K@©C(0),

G@) =K(@) ,

H(t) = B(b), (11)

onde K(t) é uma matriz arbitrdria varidvel no tempo. Como resultado, observadores de

ordem plena tem a forma:

x(t) = A% + B@®)u(t) + K@)[y(t) — C(®)x(D)]. (12)
A prova desse teorema pode ser encontrada em Kwaakernak e Sivan (1972).

A forma (12) do observador também pode ser escrita como:

2(®) = [A@®) = KO CD]R + BOu(®) + K@)y (b) (13)
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A expressdo acima mostra que a estabilidade do observador é determinada pelo
comportamento do termo A(t) — K(t)C(t) e que essa estabilidade implica na propriedade

do erro de reconstrucio segundo o teorema a seguir.

Teorema 2: Considerando o observador (12) para o sistema (5), o erro de reconstru¢do de

estado € dado por:
é(t) = x(t) — 2(t) (14)

e este satisfaz a equacao diferencial:

é(t) = [A(1) — K(OC(@®)]e(®). (15)
O erro de reconstrucdo (14) tem a propriedade de

é(t) >0 quando t — oo, (16)

7z

Para todo e(t;), se e somente se, o observador é assintoticamente estdvel. Portanto, a

escolha da matriz de ganho K(t) € essencial no projeto do observador.

2. Observador de estado 6timo com abordagem estocastica.

Um problema de constru¢do de estimador 6timo pode ser formulado como a construcao
de um observador de estado pleno que minimiza o efeito combinado de perturbacdes que
atingem a dindmica do sistema que o ruido que estd contido nas medi¢des, obtendo a
estimagdo 6tima do estado observado. Kalman em seu trabalho cldssico (Kalman, 1960)
analisou esse problema para o caso discreto, ja para um sistema continuo no tempo o estudo
foi realizado também por Bucy, dando ao filtro resultante o nome de Filtro de Kalman —
Bucy. Outras variantes do filtro de Kalman sdo utilizados atualmente tais como: Filtro de
Kalman Extendido (para o sistema discreto no tempo e ndo-linear), Filtro de Kalman-Bucy

extendido (para o sistema continuo no tempo e nao -linear).
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A resolucdo deste problema exige o conhecimento sobre a natureza dos processos
estocésticos envolvidos. Quando se trata de um processo estocdstico com ruido Gaussiano,
o problema de estimagdo 6tima se torna andlogo ao Regulador Linear Quadréitico (LQOR-
Linear Quadratic Regulator). Esse problema é também chamado na literatura de LQE-

Linear Quadratic Estimation.

Consideremos um sistema linear, continuo no tempo, controlado e observédvel na seguinte

forma:
x(t) = A(t)x(t) + B(t)u + w(t)
y(@) = C(@)x(t) +v(t), 17

onde a dindmica do sistema estd sujeita a perturbacdes aleatérias w(t) e as medig¢des estao
sujeitas a ruido aleatério y(t). Eles caracterizam um processo com ruido branco de

intensidade:

(18)
Além disso, o estado inicial x(t,) ndo é correlacionado com w(t) e y(t)
O sistema de observador de estado tem a forma:
2(t) = A()% + BOu®) + K(©)[y(®) - CORD)]. (19)
O erro de reconstrucao € definido por:
é(t) = x(t) — () . (20)
A expectancia desse erro €:
E{eT(OL(t)e(®)}, 21
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onde L(¢) € uma matriz simétrica positivo-definida que é uma medida de qudo bem o

observador reconstréi o estado do sistema no tempo .

O problema de estimagdo de estado 6timo, entdo, trata de encontrar fungdo matricial

K(7),ty < 7 <t eacondigio inicial X(t,) a fim de minimizar (21).
Caso em que:
V() >0, t>t (22)

o problema de observador 6timo € ndo singular. Consideramos aqui um problema onde as
perturbacdes do estado e ruidos de observacdo sdo processos ndo correlacionados e assim
temos o problema de estimagdo 6tima, ou, filtro de Kalman-Bucy dado pelo seguinte

teorema:
Teorema 3

Considere um problema de observador 6timo (17)-(22). Supondo esse problema como nao
singular e as perturbacgdes do estado e ruidos de observacdo como ndo sdo correlacionados,

a solucdo € obtida escolhendo-se uma matriz de ganho:

K@) =P)CT(OV (), (23)
onde P é a solucdo da equaciio de Riccati:

P(t) = A()P(t) + P(OAT(t) — P(OOCTV LHC)P() + W(D) (24)
com condi¢do inicial:

P(ty) = Py (23)
A matriz covariancia do erro de reconstrucao é dada por:

E{eT(OL(De(n)} = P(0) 24)

138



3. Filtro de Kalman Discreto

A seguir serd explicado o filtro de Kalman clédssico, ou discreto no tempo que
considera um processo de estimacgdo estdtico, ou seja, ndo hd movimento do robd entre os
instantes k e k+/ de estimagdo. Portanto, os passos de estimacao e de deslocamento do robo

segundo um modelo discreto sao os mesmos.

Considera-se um sistema linear discreto controlado e observdvel na seguinte forma:

fk+1 = _fk + Euk + Wi (25)
Zys1 = HE + v ;

onde a dindmica do sistema estd sujeita a perturbacdes aleatérias w e as medi¢cdes estao
sujeitas a ruido aleatério y. Essas varidveis aleatdrias sdo assumidas como independentes

entre si e de distribuicdo normal:

p(wW)~N(0, W)

p(¥)~N(0,V) (26)

As matrizes W e V sdo matrizes de covariincia das perturbacdes do sistema e do ruido de
medi¢des, respectivamente. No filtro de Kalman classico essas matrizes sdo dadas como
constantes, ou seja, o processo estocdstico € estaciondrio. Nesse trabalho, no entanto, essas

matrizes sao consideradas como varidveis dependentes do deslocamento do robd mével.

z

Define-se X, € R™ como estimagdo de estado a priori no instante k, e X, €R" € a
estimacdo de estado a posteriori da medicdo z,. Pode-se definir o erro de estimativa a

priori e a posteriori em relacdo a um estado x;, verdadeiro como:
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ék = xk _fk . (27)

Levando —se em conta o que foi descrito anteriormente para o filtro de Kalman-Bucy, no

teorema 3 tem-se que a covariancia do erro a priori é:

P; =E[6;¢;" (28)
e a covariancia do erro a posteriori é:

P, = E[ééx] . (29)

z

O objetivo principal do filtro € relacionar o estado estimado a priori com uma

diferenca ponderada entre a medi¢do zj, e a predi¢do da medi¢ao H X, :
X, =X, +K(z, — HeXp). (30)

A diferenca é conhecida como inovacdo de medicao ou residual. O residuo refere-se
a discrepancia entre a estimativa HpX), e a estimacdo real z;. Quanto mais o residuo se

aproxima do zero, mais préximas sdo a estimagao tedrica e a medicao pratica.

A matriz K,,,, € uma matriz de ganho que minimiza o erro de covariancia a

posteriori (30) . Essa minimizac¢do pode ser obtida substituindo:
K, =P;HT(HP HT + R)"1 . 31

Observando a equacdo acima é possivel ver que se R se aproxima de zero o ganho K

pondera o residual mais pesadamente.Ou seja:

limg, oK = H™* (32)
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Por outro lado, se a covariancia do estado a priori se aproxima de zero, o ganho K

influencia menos o residual:
limp- o Ky = 0 (33)

Os passos do algoritmo computacional do filtro de Kalman podem ser agrupados
dois grupos distintos de equacdes: as de predi¢do e de corre¢do. Enquanto as equagdes de
predi¢cdo projetam estimativas do estado a priori pelo modelo do sistema, o estado estimado
a posteriori € obtido no estdgio da corre¢cao levando em conta as medi¢des ponderadas pelo

ganho K.

As equacdes de predi¢do estimativa no tempo projetam o a estimagdo do estado para o

tempo seguinte:
Rioy = A%, +Buy (34)

onde A e B sdo matrizes do sistema (5) e u; o controle. A covariancia do estado estimado a

priori deve ser calculada por :

Pig  =APRAT+W . (35)
A fase de correcdo inicia com o cdlculo da matriz de ganho de Kalman K, :

K, =P HT(HP HT + R)™1. (36)

Introduzindo (36) na equagao seguinte tem-se o cdlculo de estado estimado a posteriori que

corresponde ao estado estimado pelo filtro de Kalman.
X =X + K(zx — HeXy) (37)
A covariancia do estado estimado a posteriori (37) pode ser calculada de:

P, = (I — K H)P, + W. (38)
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On Linear and Nonlinear Tracking of the Wheeled Mobile Robot

E. Rafikova, Student Member IEEE, P.R.G. Kurka, F.L. Pereira, M.Rafikov, Member IEEE

Abstract—This paper presents two different trajectory
tracking control strategies for wheeled mobile robot. The first
strategy presents a time-varying linear feedback control law
and the second strategy is based on State Dependent Ricatti
Equation (SDRE) method. Numerical simulation results
indicated that both methods can be successfully used for
control of the robot system.

1. INTRODUCTION

VER the past two decades the importance of the
wheeled mobile robots control has received
considerable attention due the growing interest of the
robotics use in industry, transportation, exploration. Systems
such as mobile robots, robot manipulators, space and
underwater robots ([1], [2]), have non integrable constraints
and are called nonholonomic systems. As pointed out by
Brockett’s theorem [3], nonholonomic system cannot be
asymptotically stabilized around a fixed point under any
smooth (or even continuous) time-independent state
feedback control law. Therefore, the growing interest in the
investigation of the nonholomic system control (like
wheeled mobile robot).

There are several controllers proposed for wheeled mobile
robot, most of them based on two main approaches which
are posture stabilization and trajectory tracking. The
problem of regulation control (or posture stabilization) is to
stabilize a robot system at any given point in the state space;
while the aim of trajectory tracking is to have the robot
system following a reference trajectory.

The stabilization problem has received considerable
attention in last decade. (See, for example, paper of
Kolmanovsky and McClamroch [4]) The research efforts
have been made to develop controllers based on either
smooth dynamic feedback or nonsmooth feedback. Astolfi
[5], [6], Canudas de Wit and Sordalen [7], Kolmanovsky and
McClamroch [4], Morgansen and Brockett [8] and others
used discontinuous approaches. In [9] Bloch and Drakunov
it is considered a sliding mode approach. Posture
stabilization can also be achieved under time-varying
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continuous controls. (See, for example, Samson [10], Teel et
al. [11], Pomet [12],).

The tracking problem has received less attention. In

Walsh et al. [13] a locally exponentially stabilizing control
was proposed. A dynamic feedback linearization technique
for wheeled mobile robot was presented in Canudas de Wit
and Sordalen [7]. Global tracking control laws were
proposed in Jiang and Nijmeijer [14], Jiang [15] and Qu
[16]. Bloch and Drakunov [9] used sliding mode control for
trajectory tracking of Brockett integrator.
In this work two different kinds of trajectory tracking control
strategies are presented for the mobile robot system. The
first strategy is a time-varying linear feedback control law
[17] and the second strategy is based on State Dependent
Ricatti Equation (SDRE) method [18]. The wheeled mobile
robot considered is the simplest one, of unicycle type. The
description of the system and control problem statement is
presented in the section 2. The optimal control problem
formulation and the description of the optimal linear
feedback control method is presented in section 3. The
section 4 contains a description of the State Dependent
Riccatti Equation control method and a suboptimal control
problem formulation for robot system. The section 5 is
dedicated to the results obtained by numerical simulations of
the controlled system for both control strategies. Finally, the
concluding remarks follow in the section 6.

II. MODEL OF THE WHEELED MOBILE ROBOT AND CONTROL
PROBLEM FORMULATION

Considering a wheeled mobile robot of the unicycle type,
shown in figure 1. The vehicle is equipped with two
identical, parallel, nondeformable rear wheels and a front
free wheel that have pure rolling and nonslipping contact
with the ground contact. This way, the velocity v of the
center of mass of the robot is orthogonal to the rear wheel
axis and this center of mass is located in the middle of the
axis connecting the rear wheels. It is also assumed that the
masses and inertias of the wheels are negligible.
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Figure 1. Uni%/cle mobile robot representation

»
»

The kinematics of mobile robot is given by equations:

0=w
x* = vcoso (1)
y = vsinf

where x and y denote the position of the wheel axis center,
and @ is the robot orientation with respect to the x-axis. The
symbols v and @ are the linear and angular mobile robot
velocities, respectively. A detailed analytical study of the
kinematics of wheeled mobile robots is found in [24].

A coordinate change is considered:

0
z=T H 2)
y

where T € R is the transformation matrix defined as:

1 0 0
T= [0 cos(0) sin(0) 3)
0 2sin(B) — Ocos(0) —2cos(0) — Bsin(6)

Leading to the transformed system expressed in coordinates
Z(t) = [ZI([) Z,(1) Zj,(t)]T € R’ with following form:

21 == Ul

4= U, “)
Z'3 - Z2U1 - Z1U2

where:

Ul =W 5
U, =v — w(xsinf — ycos0) ®)

Where z € R3 is a state vector, z € R is a time derivative
of the state vector and U € R? is a control vector. The model
(4) is the Brocket integrator [3], one of the simplest systems
with nonholonomic constraint, which is more suitable to
subsequent control design. The main goal is to realize the
tracking control of this system, by minimizing its deviation
from the reference trajectory:

X = azz(t) (6)

Applying a transformation similar to (3):

OGN [9’ (t)]

7=|%0 | =Tz )
Z3(t) y(t)

Where :
1 0 0

T=|0 cos(0) sin(®) (8)
0 2sin(8) —Bcos(@) —2cos(®) — Bsin(B)

Then, the system (4) can be described by error coordinates
e(t) € R3 expressing the difference between the system and
a desired trajectory:

e=z—172 ©)]

Meanwhile the control vector [fl; i;]T represents a
feedforward control which maintains the system at the
desired trajectory (7) and satisfies the following equation:

(10)
Z3 = Zlﬁz - Zzﬁl

The feedback control u that realizes the tracking control
of the system (4) to a trajectory (7) can be expressed as:

u=U-1 (1r)
Therefore, error coordinate system is given by

él = U,

é; =u, 12)

€3 = tyey —Uyey + (Zy + eu, — (Z; + ex)uy

III. OPTIMAL LINEAR STATE FEEDBACK CONTROL PROBLEM
FORMULATION

Considering the system :

é =A(t)e + h(e,u) + B(t)u
e(0) = e (13)
where e € R" is a state vector, A(t) € R™™ and B(t) €

R™™M  are bounded matrices, whose elements are time
dependent, u € R™ is a control vector, and h(e,u) € R" is a
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vector, whose elements are continuous nonlinear functions,
with h(0,0) = 0.

Next, it is presented an important result, concerning a
control law that guarantees stability for a nonlinear system
and minimizes a nonquadratic performance functional.
Theorem : If there exist matrices Q(t) and R(t) , both positive
definite being Q symmetric such that there will be a function
in form:

l(e,u) =eTQ.e — hT(e,u)P.e —eT.P.h(e,u), (14)

that is positive definite, then the linear feedback control u :
u= —R'BTP(t)e (15)

is optimal to transfer the system (13) from the initial
condition to a final state:

e(ty) =0, (16)
minimizing the functional :
J = J, [l(e,w) + u"R(E)ul dt (17)

P(t) in eq. (15) is a positive definite symmetric matrix (for
all t € [0, t¢]) which is the solution of the matrix differential
Ricatti equation :

P(t) + P()A(t) + A()TP(t) —

POBMORMTBE®TP() +Q(t) =0, (18)
satisfying the final condition:
P(t;) =0 (19)

Remark 2: 1f h(e,u) = h(e) then the theorem above become
the theorem formulated in [17] and their proofs are similar.
In the case of Brocket integrator, the system (12) can also be
expressed in the form (13), with following matrices values:

[0 0 0 0
At)=1|0 0 0], h(e,u) = [ 0 ],
11,

_ﬁl 0 eluz - ezul
1 0
B)y=|0 1 (20)
__22 Zl

IV. SDRE CONTROL PROBLEM FORMULATION

The State-Dependent Riccati Equation (SDRE)
strategy has become very popular within the control
community over the last decade, providing a very effective
algorithm for synthesizing nonlinear feedback controls by
allowing nonlinearities in the system states while

additionally offering great design flexibility through state-
dependent weighting matrices [19]

This method, first proposed by Pearson [20] and
later expanded by Wernli & Cook [21], was independently
studied by Mracek & Cloutier [22]. Cloutier, Stansbery &
Sznaier [23] derived the necessary condition for existence of
any gain matrix of SDRE feedback controller. Mracek e
Cloutier [22] proved local asymptotic stability for a
multivariable case (n> 1) system with SDRE feedback
controller.

The explanation of the main idea of the method
follows ahead.

Consider the general infinite-horizon, input-affine,
autonomous, nonlinear regulator problem of the form:
Minimize:

] = lfooo[eTQ(e)e + uTR(e)u] dt 1)

2

with respect to the state e and control u# subject to the
nonlinear system constraints

é=f(e) +g(e)u (22)
where e € R" is a state vector, f(e), g(e), u € R"* and
matrices Q(e) and R(e) are positive definite for all e. We
assume that f(0) = 0 and that g(e) # 0 in a neighborhood
of the origin. The SDRE method requires following steps to
obtain the suboptimal solution for the control problem (21)-
(22) [22]:

1) Transformation of model (6) to a state dependent
coefficient form so it become linear with state
dependent coefficients:

é = A(e)e + B(e)u, (23)
where f(e) = A(e)e and B(e) = g(e).
i) Solution of the state dependent Riccati equation

P(e)A(e) + AT(e)P(e) —
P(e)B(e)R™'(e)BT(e)P(e) + Q(e) = 0 (24)

to obtain P > 0, where P is a function of e.
iii) Construction the nonlinear feedback controller
u=—R"1(e)BT(e)P(e)e (25)

The system (4) placed in the state dependent coefficient
form yields:

é =A(e)e+ B(e)u, (26)
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0 0 0
where A(e) = [0 0 0] and
ﬁz _ﬁl 0
1 0
B(e) = [ 0 1
Y, —Z, Yy t7Z;
V. NUMERICAL SIMULATION RESULTS
Numerical simulations were made in order to

demonstrate the results of both linear and nonlinear
trajectory tracking, first, using the optimal time varying
control formulation described in section 3 and then, using
SDRE control formulation described in section 4. The
numerical simulations were performed using the Runge-
Kutta fourth order integration method with variable step to
solve the system differential equations.

The desired trajectory was chosen as (27) for simulation of
both control methods:

=]t
mt/4

/4
] (27)

Also the values for matrices Q and R were constant for both
methods:

100 O

0 10
Q=0 100 0 |R=] (28)
0 1
0 0 100
The trajectory started in all simulations from initial
—m/2
conditions : xq = [—371/4 - 1/2]
3

In figure 2 the there is a time evolution of the error
coordinates for the optimal linear regulator method. The
system matrices have following values:

[0 0 O 0
A®)=10 0 0] ,hie,u) = [ 0 l,
1 0 O U — ey

(29)

1 0
B(t)=1(0 1 l
|-t m/4

2F 4
el
2.5; .......... el ol

=gl
3 L
0 2 4 6 8 10

Figure 2. Time evolution of the error system controlled by Optimal Linear
Feedback

The figure 3 shows the time evolution of the error system
for the second presented method, the nonlinear regulator
(SDRE control), where the system matrices have following
values:

0 0 O 1 0
A(y) = [0 0 0f,B(y) = [ 0 1 30)
1 0 O —e,—t e +m/4
05
2k
‘ el
a5 e e2
—==-¢3
a3 L
0 2 4 6 8 10

Figure 3. Time evolution of the error system controlled by SDRE method

The figure 4 presents a trajectory of the robot for both
presented methods. The dashed line represents the robot
trajectory controlled with SDRE method while the solid line
in the graphic represents the optimal linear feedback
controlled trajectory.
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Figure 4. Robot trajectory controlled by different methods

VI. CONCLUSION

This paper has presented two tracking control strategies
for the wheeled mobile robot. The first strategy is an optimal
time-varying linear feedback control and the second strategy
is based on State Dependent Ricatti Equation (SDRE), the
suboptimal method. Numerical simulation results have
demonstrated that both methods track the system to a chosen
reference trajectory in the small amount of time, therefore,
both can be successfully applied for trajectory tracking
control of the robot system considered. However, the SDRE
method has an advantage of an online implementation.
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ABSTRACT

This paper proposes an optimal time-varying linear state
feedback control for wheeled mobile robot of the unicycle type.
The control law that stabilizes exponentially the motion of the
robot to a given desired trajectory is found, after transformation
of the cinematic model of the robot into a well-known Brocket
integrator [1]. Numerical simulations are presented in order to
demonstrate the effectiveness of the proposed control design.

INTRODUCTION

Over the past twenty years the importance of wheeled mobile
robots increased significantly due the growing interest of its use
in industry, transportation, exploration etc... A large number of
mechanical systems such as mobile robots, robot manipulators
and underwater robots, are of the nonholonomic type, having
non-integrable constraints. Despite Brockets postulation [1]
that "nonholonomic systems cannot be stabilized by
continuously differentiable time invariant state feedback control
laws", efforts are made in order to find a control laws that may
work properly with this kind of dynamic systems, in order to
bring them to a desired regime. A review on the control of
nonholomic systems is found in [2]. References [3] and [4]
present an approach to an exponent stabilization of a wheeled
mobile robot to a desired set point. Reference [5] suggests that
in nonholonomic systems, regulation to a trajectory is a more
appropriate problem to consider than that of stabilization to a
point. The linear time-varying feedback law that stabilizes the
nonholonomic system locally, in a uniform and asymptotic way,
is considered in reference [5].

This paper proposes an optimal time-varying linear
state feedback control of a nonholonomic, unicycle wheeled
mobile robot. The fact that the wheeled mobile robot can be
globally stabilized by a time-varying linear-state feedback
controller is a novelty of such an approach.

The organization of the paper is as follows. Section 2
presents a linear design for nonlinear system, as well as a
generalization of the control theorem which is found originally
in reference [6]. A description of the first-order cinematic model
of the wheeled mobile robot, used by many researchers (see
references [7], [4], [3], [8], [9]), is presented in section 3. In the
same section, the model is transformed into the Brocket
integrator (reference [1]), which is suitable to subsequent
control design. Section 4 presents the formulation of a linear
feedback control problem. Section 5 presents numerical
simulation where the system is tracked to a desired trajectory in
order to verify the effectiveness of the control design.
Concluding remarks are presented in section 6.

LINEAR DESIGN FOR NON LINEAR SYSTEM

The nonlinear controlled system considered is given by
y=A@®y+h(yw)+B@u, yO)=y,, O

where y€R” is a state vector, A(2)eR™ and
B(l‘ ) e R are bounded matrices, whose elements are time

dependent, u € R” is a control vector, and h('y,u) e R" is

a vector, whose elements are continuous nonlinear functions,
with h(0,0)=0.

In many problems of physics and engineering, a
control law that leads the perturbed system to a desired regimen
is sought. These kinds of regimes may be an equilibrium point,
a periodic or a non-periodic orbit. Vector y described in eq.(1)
can be considered as the deviation of the actual trajectory of the
system from the desired one.
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Next, a control law is presented, that guarantees
stability for a nonlinear system and minimizes a non quadratic
performance functional.

Theorem 1. If there exist matrices Q(?), and R(?), both
positive definite, being Q symmetric, such that the function

I(yw)=y'Qy-h"(yuPy-y'Ph(yu),
is positive definite, then the linear feedback control
u=-R7'B"P@)y 3)

is optimal, in order to transfer the nonlinear system Eq.(1) from
an initial to a final state

vl )=o, o)

minimizing the functional

J= jj[l(y)JruTR u]dz, (5)
0

where P(?), the positive definite symmetric matrix (for all
te lO, t fJ), is the solution of the matrix differential Ricatti

equation:
P+PA+A’P-PBR'B'P+Q=0, (6)

satisfying the final condition
P, )=0. (7

Further to the feedback control Eq.(3), there exists a
neighborhood I') < I', I' © R" , of the origin, such that if

y, € '), then the solution y(?) = 0, ¢ > 0, of the controlled

system (1) is

S inin = Y(T)P(O) Yo-
Finally, if ' =R" then the solution y(?)=0,¢> 0, of

the controlled system Eq.(1) is globally asymptotically stable.
Proof. Consider the linear feedback control Eq.(3) with

matrix P determined by equation (6) which transfers the

nonlinear system Eq.(1) from an initial to a final state Eq.(4),

locally  asymptotically stable, and

minimizing the functional Eq.(5) where the function /('y,u)

needs to be determined.

It is known, according to Dynamic Programming rules [10],
that if the minimum of functional (5) exists, and if V" is a smooth
function of the initial conditions, then it satisfies the following
Hamilton — Jacobi — Bellman equation:

. (dV ~
min,| —+y ' Qy+u'Ru [=0. (8)
dt
Considering a Lyapunov function

V=y'P@W)y, ©)

where P(t) is a symmetric positive definite matrix that satisfies
the differential Riccati equation (6).

Note that the derivative of function V, evaluated in the
optimal trajectory with control given by Eq.(3) is :

V=y"Py+y Py+y Py=[y A" +
+h"(y,u)-y"PB(R”)'B"IPy+y Py+
+y"P|Ay+h(y,u)~BR'B'Py| (10

Substituting V  in the Hamilton — Jacobi — Bellman
equation (8) leads to:

y'|[P+A"P+PA-PBR'B’Ply+h’(y,u)Py+

+y Ph(y,u)+I(y,u)=0. (11)

Then ,

I(yu)=y'Qy-h"(y,u)Py—y Ph(yu). (12)

Note that for the positive definite function /(y,u) and
positive definite matrix R, the derivative of function (9),
evaluated in optimal trajectories of system Eq. (1), is given by

V=-I(yu)-u'Ru, (13)

which is negative definite. This way, expression (9) is a
Lyapunov function, and the controlled system Eq.(1) is locally
asymptotically stable. Integrating the derivative of the
Lyapunov function (9) given by

V=-y'Qy-u'Ru

along the optimal trajectory, leadsto J_. =y, P(0)y,.
Finally, if I' = R" , the global asymptotic stability follows

as a direct consequence of the radial unboundness condition for

the Lyapunov function (9), thatis, V(y)— o as ||y|| — 0,

According to the optimal control theory of linear systems
with quadratic functional [11], it can be remarked that the
solution of the nonlinear differential Riccati equation (6) is a

positive definite symmetric matrix for all 7 € |0, ¢ 1 given the

positive definite matrix R and the positive semidefinite matrix
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Q. This concludes the Theorem proof. When the function
h(y,u)=h(y), is not dependent on u, then, theorem 1 is
equivalent to the theorem presented in reference[6].

A MODEL OF WHEELED MOBILE ROBOT

Consider the wheeled mobile robot of the unicycle type, shown
in Fig. 1. The vehicle is equipped with two identical, parallel,
and nondeformable rear wheels which are controlled
independently by motors, and a front free wheel. It is assumed
that the plane of each wheel is perpendicular to the ground and
that the contact between wheels and ground is pure rolling and
nonslipping. This way, the velocity v of the center of mass of
the robot is orthogonal to the rear wheel axis and this center of
mass is located in the middle of the axis connecting the rear
wheels. It is also assumed that the masses and inertias of the
wheels are negligible.

1IN

X

v

Fig 1.- A wheeled mobile robot of unicycle type

The kinematics of the mobile robot is given by the
equations

X =vcosél
y=vsinf (14)
0=0w

where x and y denote the position of the wheel axis center, and
€ is the robot orientation with respect to the x-axis. The
symbols v and @ are the linear and angular mobile robot
velocities, respectively. This model is the first-order kinematics
model of the wheeled mobile robot, used by many researchers
(see references [7], [4], [3], [8], [9]). A detailed analytical study
of the kinematics of wheeled mobile robots is found in [12].

A coordinate change is considered, where:

z=T|y (15)
o

with T € R being the transformation matrix defined as:

0 0 1
cosd sin @ 0. (16)
—f@cos@+2sinf@ —-0Osin@—-2cosf 0O

-
|

It follows that Eq.(15) and Eq. (16) can be transformed from
the coordinate system described in (14), to a new one,

expressed in Z(1) = [Z,(t) Z,(1) Z3(t)]T eR’.

Transformations lead to a chained form system defined by:

Z; U,
Z, | = U, (17)
zZ; z,U,-z,U,
Where
U =w
and
U,=v—- (xsin 6 — ycos 6) (18)

The model described by Eq. (17) is the Brocket
integrator [1] which is more suitable to subsequent control
design.

CONTROL PROBLEM STATEMENT

In this section, we consider an optimal control problem of the
system described in Eq.(17) in order to reach a desired
trajectory given by the generic state vector

%(e)
X=| () (19)
o(7)
In terms of the system Eq.(17) the desired trajectory is:
0] [%0)

%0 |=T| 3() (20)
Z,() o)

N2
|

where:
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0 0 1
T= cos(g) sin(g) 0
—§COS(§)+ ZSin(HN) —gsin(g)— 2005(5) 0

~ [~ ~T o
The control vector ll:{q Lé] which maintains the system

described by Eq.(17) at the desired steady state given at
Eq.(20), satisfies the following equation:

Z) U
2 |= u, (21)
z, Z,U, — z,U,

The error vector € (¢) € R is given as a difference between

the transformed system Z(?) € R’ and a desired trajectory
Z() e R’ thatis,

e=z-7%7 (22)

and
u=U-u (23)

The error system can be also expressed by subtracting Eq.(21)
from Eq.(17) and taking into consideration Eq.(22) and Eq.
(23), yielding

e=A(e+h(eu)+B)u (24)
where:
0 0 O 0
A®=|0 0 O0|,h(eu)= 0
u, —u, 0 e, —e,u,
and
1 0
By=| 0 1] (25)
_32 Zz

withé € R’ being the time derivative of e R’ and

u e R’ the control vector. An optimal control problem can
be established as follows.

Find the optimal control

u=-R7'B@®)" P@t)e (26)

that leads the system Eq.(24) from an initial to the final state
e (1, )= 0, minimizing the functional

t

s
J= ﬂl(e,u)JruTRu]dt. 7)
0

where P(#) the symmetric positive definite matrix is the solution
of the matrix differential Ricatti equation:

P+PA+A’P-PBR 'B'P+Q=0
(28)

This way, applying Theorem 1, the control vector (Eq.(26)) is
obtained from the solution of Eq.(28).

NUMERICAL SIMULATIONS

Numerical simulations are performed using the Runge-Kutta
fourth order integration method with variable step. The desired
trajectory of the system (Eq.(12)) is defined as:

29

SRS
I
Ay~ ~

Such a choice is inspired by the work of Reeds and
Shepp [13], that shows that time-optimal paths for this types of
robot consist of straight-line segments and arcs of circles.

The correspondent desired trajectory of the system
given by Eq.(17) is

T
4
0= 2t . (30)
a2
4

-

Besides, it can be said that

u= L/OE} (€2))

Matrix Q and R were chosen as:
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10 0 O

10
Q=|0 10 0|adR=| = |
0 0 10

Firstly the numerical solution for differential Riccatti
equation is found. The time-varying Riccati coefficients are
present in Fig. 2.

.

"
& ",
' r T

' i i T 3 73 3 3 i i s

Fig. 2. Time-varying Riccati coefficients

Next, application of control Eq. (25) yields the error
trajectory shown in Fig. 3, for the initial conditions

0,=-nl4x,=1y,=0

|

28 i 15 1 T 3 18 i 5 !

Fig. 3. Time traces of the controlled error system

The error converges to zero after 2 units of time, as
seen in Fig. 3.

Integration of the system given by Eq. (17), which is
controlled by the relation

U=u+tu, (32)
and admitting the following transformations

0=z,

1 .
X =2z,cos 0 +3(2122 —z,)sin 0
and
. 1
Y =z,sln 9—3(2122 —z;)cos 0 (33)
leads to the time trajectories and phase portrait of the original
controlled system, shown in Fig.4 and 5, respectively.
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Fig. 4. Time trajectories of the wheeled mobile robot

In the above figure, orientation of the vehicle is represented by
the dash-dotted line. The dotted and dashed lines represent the x
and y coordinates, respectively. It can be seen from this figure
that x and y coordinate converge to a desired trajectory, and the
angular orientation of the robot () remains constant.

Ly

. Fig. 5. Phase portrait of the wheeled mobile robot
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This control method also presents a satisfactory result in the
difficult case when robots orientation is set backwards which
correspond to the following initial conditions:

0, =mnx,=0,y,=1.Figure 6 illustrates such a situation.

5

4.5+

3.5

Fig. 6. Phase portrait of the wheeled mobile robot

CONCLUSIONS

In this paper, an optimal linear feedback control approach
to a nonholonomic wheeled mobile robot is considered. the
wheeled mobile robot model is reduced to a well-known
Brocket problem [1], by the transformation given by Eq. (15),
for which no stabilizing static state-feedbacks exists. Reference
[8] remarks that the time varying controllers proposed in [14]
have typically slow rates of convergence. The proposed optimal
linear time-varying feedback control, however, shows through
the numerical results, fast rates of convergence of the system to
a desired trajectory. This is observed even in a case where the
robot orientation is set backwards. The control law presented in
this paper is robust to initial conditions because the Lyapunov
function (9) provides asymptotic stability when the condition of
theorem 1 is satisfied.

According to Walsh et.al. [5], the procedure to establish a
composite controller for mobile robots has at least three steps
which are: the use of path planners to generate a nominal open-
loop trajectory; stabilization of the system to this nominal
trajectory; the use of sensor data to avoid collisions and to plan
new feasible nominal trajectory during operation of the robot.
This way, the control law presented in this paper can be applied
in second step of controller described above which is the
stabilization the mobile robot system to a nominal trajectory.
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NOMENCLATURE

A(?) — system matrix

B(?) - control matrix

J — cost functional

P(2)- symmetric positive definite matrix of differential Riccati
equation solutions

V(y)- Lyapunov function

e(?) - error signal

h(y,u) - vector of continuous nonlinear functions
r- radius of robot

¢t —time

u- control vector,

X- position coordinate

X - desired trajectory position coordinate

y - a state vector

i - desired trajectory position coordinate

Z - desired trajectory in transformed coordinates
w - angular velocity of the robot
@ - robot’s orientation coordinate

Vv - linear velocity of the robot
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1. INTRODUCTION

Over the past twenty years the importance of
wheeled mobile robot (WMR) increased significantly due its
intense the growing interest of its use in industry,
transportation, exploration. However large number of
mechanical systems such as mobile robots, robot
manipulators, underwater robots have non-integrable
constraints, so called nonholonomic systems.

Great efforts are made on the research on control of
non-holonomic systems due their challenging nature: non-
integrable constraints, non-transformable into linear control
problem systems and Brocket limitation [5]: nonholonomic
systems cannot be stabilized by continuously differentiable
time invariant state feedback control laws. To overcome this
limitation there are several approaches for stabilization of
nonholonomic control systems to an equilibrium points,
among them are smooth time-varying controllers [9], [16] ,
discontinuous or piewise smooth control laws [4], [7] and
hybrid controllers [1], [10]. A review if achievements on
control of nonholomic systems can be found in [12]. In [7],
[8] is presented a global approach to an exponent
stabilization of WMR to a desired set point. In [1] an
exponential stabilization is done by time-varying state-
feedback controls which have oscillatory functions in its
forms. However this control does not provide robustness to
data noise and model uncertainties which may prevent the
system from converging.

In this paper it is proposed an optimal time-varying
linear state feedback control of the nonholonomic system
consisting of unicycle wheeled mobile robot. The fact that
the wheeled mobile robot can be stabilized by time-varying
linear state feedback controller is a novelty of this approach.

The organization of this paper is as follows. It is
presented, in section 2 a linear design for nonlinear system
as well as a generalization of the control theorem which can
be originally found in [15]. Then, in section 3, there is a
description of the so-called first-order kinematic model of
the wheeled mobile robot, which was used by many
researcher (see, for example, papers [4], [7], [8], [11], [14]).
In same section, this model was transformed to famous
Brocket integrator [5] that is more comfortable to
subsequent control design. In section 4, there is a
formulation of a linear feedback control problem. Section 5
presents numerical simulation where the system is tracked to

a desired trajectory in order to verify the effectiveness of the
control design. Finally concluding remarks are given in 6.

2. LINEAR DESIGN FOR NONLINEAR SYSTEM

We consider the nonlinear controlled system

y=At)y+h(yu)+Btyu, y0)=y, 1)

where y € R” is a state vector, A(f)e R and B e R
are bounded matrices, which elements are time dependent,
u € R" is a control vector, and A( y,u) e R" is a vector,

which elements are
h(0,0)=0.

We know that in several problems of physics and
engineering science the goal is to find a control law u that
leads the perturbed system to a desired one. These kinds of
regimes may be an equilibrium point or a periodic or non-
periodic orbit. The vector y of the system (1) can be
considered as the deviation of the perturbed trajectory of
system from the desired one.

Next, we present an important result, concerning a
control law that guarantees stability for a nonlinear system
and minimizes a nonquadratic performance functional.

continuous nonlinear functions,

Theorem 1. If there exist matrices Q(?), and R(t), positive
definite, being Q symmetric, such that the function

[(yu)=y"Qy~h"(yu)Py—y " Ph(y,u),  (2)
is positive definite then the linear feedback control
u=-R"'B"P@t)y 3)

is optimal, in order to transfer the nonlinear system (1) from
an initial to final state

;) =0 “4)

minimizing the functional

!

i ®)



where P () the symmetric, positive definite matrix (for all
1 €[0, ¢,1), is the solution of the matrix differential Ricatti
equation

P+PA+A"P-PBR'B"P+Q=0 (©6)
satistying the final condition
P(t;)=0 @)

In addition, with the feedback control (3), there exists a
neighborhoodl’'y = I', T' <= R”", of the origin such that if
v, €L, the solution y(1)=0, =0, of the controlled

system (1) is locally asymptotically stable, and

J win = Yo P(0) 5.

Finally, if T = %% then the solution y(f)=0, >0, of
the controlled system (1) is globally asymptotically stable.
Proof. Let us consider the linear feedback control (3) with

matrix P determined by equation (6) which transfers the
nonlinear system (1) from an initial to a final state (4),

minimizing the functional (5) where the function/(y,u)

need to be determined.

According to the Dynamic Programming rules [6] one
knows that if the minimum of functional (5) exists and if )/’
is a smooth function of the initial conditions, then it satisfies
the following Hamilton — Jacobi — Bellman equation:

av ~
min(7+yTQy+uTRu]:0 ®)
Considering a Lyapunov function

V=y"P0)y, ©

where P(t) is a symmetric positive definite matrix and it
satisfies the differential Riccati equation (6).

Note that the derivative of the function V, evaluated in
the optimal trajectory with control given by (3) is

V=3"Py+y Py+y Pj=[y 4"+
+hT(y,u)—yTPB(Rfl)TBT]Py+ yTPy+
+y"P[Ay+h(y,u)-BR'B"Py]

(10)

Then substituting 7 in the Hamilton — Jacobi — Bellman
equation (8) one obtains,

y'[P+A"P+PA-PBR'B"Ply+h" (y,u)P y+

+y' Ph(y,u)+1(y,u)=0 (11)
Then
I(yu)=y"Qy—h"(y,u)Py—y" Ph(y,u) (12)

Note that for positive definite function /(y,u) and positive
definite matrix R, the derivative of the function (9),
evaluated in optimal trajectories of system (1), is given by

Vz—l(y,u)—uTRu, (13)
and, it is negative definite. Then, the function (9) is
Lyapunov function, and the controlled system (1) is locally
asymptotically stable. Integrating the derivative of the
Lyapunov function (9) given by

14 =—yT§y—uTRu
along the optimal trajectory, we obtain J , = y! P(0)y,.
Finally, if " = R”, global asymptotic stability follows as a
direct consequence of the radial unboundedness condition
for the Lyapunov function (9) V' (y) = o as "y" — .

We remark that according to the optimal control theory
of linear systems with quadratic functional [3] the solution
of the nonlinear differential Riccati equation (6) is positive
definite and symmetric matrix for all 7€[0,7,] and
positive definite matrix R and positive semidefinite matrix
O given, one can conclude the Theorem proof. When the
function A(y,u)=h(y), i.e. it is not depend ony, the
Theorem 1 is equivalent to the Theorem related in [15].

3. AMODEL OF WHEELED MOBILE ROBOT

Consider the wheeled mobile robot of unicycle
type, shown in Figure 1. The vehicle is equipped with two
identical, parallel, and nondeformable rear wheels which are
controlled independently by motors, and a front free wheel.
It is assumed that the plane of each wheel is perpendicular to
the ground and that the contact between the wheels and
ground is pure rolling and nonslipping, i.e., the velocity of
the center of mass of the robot V is orthogonal to the rear
wheel axis. It is also assumed that the masses and inertias of
the wheels are negligible and that the center of mass of the
mobile robot is located in the middle of the axis connecting
the rear wheels.

A

o)

>
X

Fig 1.- A wheeled mobile robot of unicycle type

The kinematics of the mobile robot is modeled by the
equations



X =vcos6
y =vsin@ (14)

6=0

where x and y denote the position of the wheel axis center,
and 6 is the robot orientation with respect to the x-axis. The
symbols vV and @ are the linear and angular mobile robot
velocities, respectively. This model is so-called first-order
kinematics model of the wheeled mobile robot, which was
used by many researcher (see, for example, papers [4], [7],
[8], [11], [14]). A detailed analytical study of the kinematics
of wheeled mobile robots is found in [2].

Consider transformation

(15)

where 7 < R>*® is the transformation matrix defined as:

0 0 1
T= cos@ sin@ 0 (16)
—60cos@+2sinf —0Osinf—2cosf 0

We relate, via transformation (15), (16), the system (14) to a
new one expressed in coordinates
0=l 20 m@] ew more
comfortable for a posterior control design. After
transformations we have a system in so called chained form:

and which is

%= U, (17)

3 U, —2\U,
where U (1) = [U,(1) U,(#H)] e R* is defined as:

U =0

~ ~ 18
U, =v-o(xsinf —y cosb) (18)

The model (17) is famous Brocket integrator [5]
that is more comfortable to subsequent control design.

4. CONTROL PROBLEM STATEMENT

In this section, we consider an optimal control problem of
the system (17) in order to reach the desired trajectory:

7 (1)
z= Ez(t)

Z(0)

(19)

The control vector ' which maintains the system (17) at
the desired steady state (19) satisfies the following equation:

l
l

2 (20)

Ny N N
8]
Il

w

Defining error signal e (¢) € R’ as a difference between
transformed system z(r)e R’ and a desired trajectory

Z(t) e R* we have:
e=z—-7% @2n

and

u=U—7 (22)

Subtracting (20) from (17) and admitting (21) and (22), we
get the error system in following form:

e=A(t)e+h(e,u)+B(t)u (23)
where:
[0 0 0
A(H) =| 0 0 Of he,u)= 0 ;
i, i e\, —e,
- 24
10 24
B(H)=| 0 1 |u
__Ez 51
and ¢ cR® i a time derivative of e e R* and 4 e R? is

control vector. Then we can formulate an optimal control
problem as:

Find the optimal control
u=-R'B({t)" P(t)e (25)
that leads the system (23) from initial to final state

e(7;) =0 minimizing functional

J = j[l(e,u)+uTRu]it

(26)

where P(?) the symmetric positive definite matrix is the
solution of the matrix differential Ricatti equation:



P+PA+A"P-PBR'B"P+Q=0 @7
This way, applying the Theorem (if the condition (2) hold)
and finding a solution to (27) we obtain control vector (25).

5. NUMERICAL SIMULATIONS

Numerical simulations were performed using Runge-Kutta
fourth order integration method with variable step. We set
the desired trajectory of the system (12) as follows:

t

(28)

D=l =1

t
b
4

The correspondent desired trajectory of the system (17) is

@Llﬁ

Z(= (29)
mal2 )
4
It is clear that
- 0
u= { \/ﬂ (30)

Matrix Q was chosen as:

10 0 O
0o=0 10 0 dR—l 0
N an =l 1
0 0 10

First we have found the numerical solution for differential
Riccatti equation. The time-varying Riccati coefficients are
present in Fig. 2. Then applying control (25) we obtain error
trajectory (Fig. 3) for initial conditions

0,=—n/4,x,=1,y,=0.

40 1 3 3 3

Fig. 2. Time-varying Riccati coefficients
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Fig. 3. Time traces of the controlled error system

and admitting the following transformations

As we see in Fig.3, the error converges to zero after 2 units 0=z

of time. x=z,c080+z,sin0 (32)

Integrating the system (17) controlled by control Y =z,sin6 —z;cos6

U=u+1i (31) we obtain the time trajectories of the original controlled
system shown in Fig.4.

Fig. 4. Time trajectories of the wheeled mobile robot

In the figure above are represented in blue the orientation of  coordinate converge to a desired trajectory and 6
the vehicle, in red thex coordinate and in green the y orientation of the robot remains constant.
coordinate. As it’s clear from this figure thatx and y
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Fig. 5. Phase portrait of the wheeled mobile robot

7. CONCLUSIONS

In this paper we considered a nonholonomic
wheeled mobile robot from the optimal linear feedback
control approach. By transformation (15) the wheeled
mobile robot control problem was reduced to a well-known
Brocket problem [5] for which no stabilizing static state-

feedbacks exist. In [11] it is remarked that time varying
controllers proposed in [16] have typically

slow rates of convergence. We applied the optimal linear
time-varying feedback control for nonlinear system
proposed in [15]. Numerical simulations of this control
applied to wheeled mobile robot show rapid rates of
convergence to desired motion. One of these simulations of
a difficult case 8, =7,x, =0, y, =1 is shown in Fig. 6.

3.5f

Fig. 6. Phase portrait of the wheeled mobile robot

for initial conditions 6, =7, x, =0, y, =1
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