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Resumo

King, D. M. Controle H,/ H,, via Desigualdades Matriciais Lineares para Atenuacdo de Vibracées
em Estruturas Flexiveis. Faculdade de Engenharia Mecanica, UNICAMP, Campinas, 2004, 147p.
Dissertagdo (Mestrado).

Este trabalho tem como objetivo verificar a a¢io de uma formulagiio obtida para o controle
misto He/H,, via realimentaciio de saida de uma estrutura modelada por elementos finitos. Para
isso, também se verificaram as respectivas formulagdes via realimentacio de saida dos controles
H; ¢ Hy isoladamente, para que os resultados obtidos em cada um deles pudessem validar o
equacionamento descrito neste trabalho para o controle misto e servissem de parametro para balizar
0s seus resultados esperados.

Os equacionamentos dos controladores seguiram a formulagfo da programagio semi-defini-
da, isto ¢, minimizam um objetivo linear sujeito a restricdes em forma de LMI. Estas LMI repre-
sentam as condigOes de estabilidade a que o sistema esta sujeito, e as caracteristicas da interagdo
entre o modelo e a a¢fo do controlador. Uma vez definidas todas estas condigdes, o problema de
minimizagio, que € convexo, foi implementado para ser resolvido através do Matlab. Os resultados
obtidos pela formulagio para o controle misto também foram comparados com resultados produ-
zidos pelas formulagdes classicas do préprio Matlab, para que este tltimo também servisse como
um aferidor dos resultados da formulagio apresentada neste trabalho.

O modelo da estrutura, definida para uma viga engastada em balanco, também foi calculado
atraves do Matlab, discretizada nos elementos finitos apropriados. As determinagdes das matrizes
de massa, de rigidez elastica e de amortecimento, esta determinada pelo modelo de amortecimento
proporcional, fazem a ligago com as matrizes de estado que representam o sistema na formulagio
utilizada para os controladores.

Os resultados do controle misto mostram que a formulagio convexa do controle via realimen-
tagio de saida € viavel. Os valores apresentados pelas normas H, e H,, minimizadas do sistema,
€ as respostas deste a uma entrada aleatéria exOgena, exibem a capacidade do controlador misto.
Mesmo para um controle ndo-colocado, as vibragdes da estrutura sio atenuadas junto com a mini-
miza¢do do sinal de controle, e os picos da resposta em freqiiéncia, vistos nas fungdes de resposta
em freqiiéncia, sdo reduzidos.

Palavras-chave: Controle H,/H,., Controle de Estruturas Flexiveis, LMI, Otimizacio Convexa.



Abstract

King, D. M. Mixed H,/H,, Control through Linear Matrix Inequalities Jor Flexible Structures
Vibration Reduction. Faculdade de Engenharia MecAnica, UNICAMP, Campinas, 2004, 147p.
Dissertagdo (Master Degree).

This work has the goal to verify the action of a mixed H, /Hs control formulation through
output feedback for a structure modelled in finite elements. Therefore, the pure H, and H., control
formulations through output feedback are also verified to validate the described equations in this
work for the mixed control and show a reference to their expected results.

These formulations are based on the semi-definite programming formulation, and consist
of minimizing a linear objective subjected to LMI constraints. These LMI represent the system
stability conditions and interaction characteristics between the model and the controller. Once all
these conditions are settled, the minimization problem, which is convex, was solved through the
Matlab software. The results obtained for the mixed control formulation were compared to the
classical results obtained with the Matlab. The purpose is to validate the results of the formulation
obtained in this work.

The structure model, defined for a cantilever beam, was also obtained through the Matlab
using the finite elements technique. The mass, stiffness and damping matrices, this last one obtai-
ned by the proportional damping model, make the connections to the state-space matrices repre-
senting the system for the controller formulation.

The results obtained for the mixed control show the convex formulation to output feedback
may offer good results. The minimized values of H, and H,, norms and the behaviour of the
controlled system for the external random input show the capability of mixed control. Even for a
noncollocated control problem the structure vibrations are reduced together with the control signal
minimization, and the frequency response peaks, visible in the frequency response graphs, are also
reduced.

Keywords: Mixed (H,/H,,) Control, Flexible Structures Control, LMI, Convex Optimization.
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And you re rushing headlong, you gotta a new goal,
And you're rushing headlong out of control,

And you think you re so strong,

But there ain’t no stopping,

And there’s nothing you can do about it (...)

Queen - Headlong.
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Capitulo 1

Introducao

Existem vérios problemas da engenharia cujos sistemas formados por elementos que ndo podem ser
considerados corpos rigidos necessitam de algum tipo de controle operacional. O comportamento
de tais sistemas pode, por exemplo, ser afetado por fontes externas causadoras de ruidos, vibragbes
ou deformagdes. Para que a funcionalidade e a eficiéncia dos mesmos seja mantida durante a ag¢do
destas fontes, € usual o emprego de algum atuador que minimize tais efeitos.

Hoje em dia existem prédios que sio projetados para suportar fortes terremotos com o auxilio
de tais sistemas. Ha também torres para antenas de transmissdo, que por serem muito elevadas e
perturbadas por ventos, necessitam do controle da posi¢io dos emissores, a fim de manter constante
a eficiéncia do sinal. Além disso, nas estruturas presentes em autormnacio industrial ou na inddstria
aeroespacial, bragos robéticos sofrem solicitagdes que poderiam alterar a precisdo do seu funciona-
mento. Desta forma, o projeto de controladores robustos a estes distiirbios externos tm se tornado
cada vez mais importantes em diversas aplicagbes praticas.

No exemplo supracitado dos bragos robéticos, a precisdo de deslocamento e de parada pode
ser crucial para o correto funcionamento de todo o maquinario envolvido, ou da qualidade de um
produto em processo. As estruturas de maquinas mecatrénicas tém sofrido constantes redugoes
na sua massa no intuito de permitir movimentos mais rapidos, aumentando a produtividade, sem
que haja aumento na poténcia elétrica de alimentagio. Nos componentes da indistria aeroespacial,
a redugdo de massa também est relacionada com a economia, seja reduzindo a necessidade de
combustivel no veiculo langador, seja permitindo o transporte de uma maior quantidade de pecas
em uma so viagem [1].

A redugfio da massa dos componentes provoca uma menor resisténcia a vibragdes e uma



maior susceptibilidade a deslocamentos além do desejado. Para uma mesma forga aplicada, uma
haste robética flexivel de menor massa sofrerd maiores aceleragdes, provocando uma redugdo no
tempo disponivel de deslocamento, € uma maior propagacao de vibragdes na estrutura nas situagdes
de arranque e de parada. Neste caso, a precisdo de parada pode ficar comprometida, ou até mesmo
uma falha em servigo por excesso de vibragbes poderia ocorrer. Torna-se vital, entdio, a existéncia
de um controle robusto para suportar tais condigdes e salvaguardar a estrutura das suas vibragdes.

Para atingir este nivel de capacidade atual, os sistemas de controle vém sendo desenvolvidos
hi mais de um século. Este desenvolvimento sera apresentado a seguir, através de uma breve
revisdo histérica e bibliografica sobre o assunto.

1.1 Revisdo Historica sobre LMI na Teoria de Controle

O proposito do controle de um sistema € prover uma resposta desejada a partir do conhecimento
do seu funcionamento, seja através da sua resposta no tempo ou nas fregiiéncias. As primeiras
tentativas de controle eram feitas de forma aberta, isto €, nio havia como mudar o comportamento
de um sistema apés o inicio do seu movimento no tempo. Como consegiiéncia, o controle implicava
em séries de tentativas-e-erro até que o resultado desejado fosse atingido. O desenvolvimento
industrial provocou o surgimento de sistemas com a realimentagio dos seus valores de resposta na
entrada. Assim, o sistema poderia estar em pleno curso enquanto agdes corretivas eram tomadas
para minimizar a diferenga entre a entrada e a saida, até a obtengfio da resposta requerida [2].

At o século XIX, os sistemas de controle eram projetados por artesdos ou inventores, em
aplicagdo direta s suas necessidades especificas. Com o desenvolvimento da modelagem mate-~
matica dos componentes de um sistema e de suas interconexdes, a engenharia passou a fazer parte
deste processo. A Teoria Classica de Controle se desenvolveu entdo, de forma a sintetizar matema-
ticamente um fendmeno fisico controlavel. A unido entre a engenharia e os modelos matematicos
para os fendmenos fisicos impulsionou a capacidade de previsio e o aumento de sofisticagio dos
projetos de controle. Durante todo o século passado, esta 4rea de pesquisa viu suas fronteiras e sua
aplicabilidade crescer de forma exponencial, auxiliada pelos avangos computacionais [3].

Neste avango, varios problemas complexos relacionados com engenharia de controle passa-
ram a ser representados como problemas de otimizagio convexa. Estas representagdes possibilitam
a utilizagdo de sistemas de equagdes e inequagdes algébricas como forma de impor restrigdes ou
descrever matematicamente as condigdes do problema fisico. Uma das maneiras de fazé-la era atra-



vés do auxilio de computadores utilizando a representagiio matemética das agora conhecidas LMI
(Desigualdades Matriciais Lineares). A conseqiiéncia mais importante deste avango foi portanto a
possibilidade de resolver conjuntos descritos por LMI, que seriam representagdes das restriges no
dominio a que pertence o problema, onde anteriormente havia grandes dificuldades para encontrar

solucbes analiticamente.

A historia do desenvolvimento das LMI comega no final do século XIX, quando o matema-
tico russo Aleksandr Mikhailovich Lyapunov [4] introduziu as condigdes analiticas para que uma
equacdo diferencial de primeira ordem representasse um sistema dindmico estivel na forma matri-
cial. Esta estabilidade passou entdo a ser resolvida explicitamente pela desigualdade de Lyapunov,
através da solugdo de um problema de autovalor. Ela foi a primeira LM escrita matematicamente
para a resolugfio ou analise de um problema especifico.

Na década de 40, dois engenheiros russos, A. 1. Lur’e e V. N. Postnikov [5], usaram os mé-
todos desenvolvidos por Lyapunov para encontrar solugdes de problemas especificos e préaticos em
engenharia de controle, especialmente na estabilidade de sistemas com n#o-linearidades. As LMI
encontradas eram reduzidas a inequages polinomiais e verificadas manualmente. Obviamente, as
aplicagdes destas solugdes eram limitadas a sistemas cujas equacbes dindmicas que os descrevem
seriam de pequena ordem. Porém, o resultado de todo este esforgo entusiasmou Lur’e, por perceber
que a teoria de Lyapunov poderia ser aplicada em problemas importantes ¢ dificeis desta 4rea, de
tal forma que, em seu livro de 1951 [6], encontra-se na introdugiio o seguinte:

“Este livro representa a primeira tentativa em demonstrar que as idéias expres-
sadas por Lyapunov had 60 anos, que até recentemente pareciam longe de aplicagbes
praticas, estdo prestes a se tornarem o meio real para examinar os problemas da en-
genharia atual.!

O proximo grande avango nesta drea foi no principio da década de 60 quando um grupo
de pesquisadores, entre eles o russo V. A. Yakubovich [7], representou os resultados propostos
por Lur’e, de forma reduzida, em critérios grificos simples. Este método é chamado de Lema
da Positividade Real (Positive-Real Lemma), e d4 uma interpretagio no dominio da freqiiéncia
para um problema descrito com LMI. Estes critérios podem ser aplicados a sistemas de ordem
superior, porém ¢ limitado a apenas uma nio-linearidade inerente. Do ponto de vista da teoria de
controle, esta contribui¢fio possibilitou a visualizagdo de como resolver um problema com LMI,
que representaria o controle de um sistema, através de métodos gréficos. Outro trabalho importante

Traduzido pelo autor deste trabalho



da época foi o artigo de Bellman e Fan [8], onde sdo apresentadas teorias associadas aos problemas
de autovalor, e problemas com LMI oriundas das equagdes de Lyapunov.

No final desta mesma década, como conseqiiéncia da difusio do Lema Positivo-Real, foram
desenvolvidas novas idéias como a de passividade; o teorema do ganho pequeno introduzido por
Zames [9] ¢ Sandberg [10]; e controle dtimo quadratico. J4 em 1971, J. C. Willems observou
em seu trabatho [11] que o Lema Positivo-Real, sob certas condicdes adicionais, também prové
um procedimento para solugio numérica através das equacdes algébricas de Riccati, que também
eram chamadas de equacées da solucdo de Lur'e.

Na esteira do desenvolvimento computacional e tecnologico, durante a década de 1980 foram
feitos varios avangos na solugio de problemas em controle. Foi possivel observar que o problema
original de Lur’e, quando estendido para multiplas ndo-linearidades, poderia ser reduzido 2 um
problema de otimizagdo convexa, envolvendo LMI. Este agora tinha total viabilidade de solugdo
computacional, ¢ foram desenvolvidos algoritmos visando sua solu¢do, confirmando a suspeita
anterior de J. C. Willems [11] de que “seria interessante verificar se as LMI s@o ou néo sdo  factivels

em algoritmos computacionais”.

Os pesquisadores russos E. S. Pyatnitskii e V. 1. Skorodinskii [12] esclareceram este ponto
completamente com seu trabalho alguns anos mais tarde. Eles aplicaram um algoritmo conhe-
cido e garantido para resolver o problema de Lur’e reduzido supracitado. Obviamente, a idéia de
usar computadores para resolver as equacdes de Lyapunov e as conseqiientes evolucdes algébricas
matriciais da mesma, ndo era nova: ja aparecia num artigo publicado em 1965 por Schultz, entre
outros [13]. Porém a maior capacidade numérica de computacdo da década de 80 permitiu aos
russos uma major profundidade nesta determinagio. Por conseqiiéncia, foi concluido que os pro-
blemas envolvendo as LMI que surgem na teoria de controle dos sistemas podem ser formulados
como problemas de otimizagdo convexa, factiveis para solucio por computadores.

De fato, os precursores Horisberger ¢ Bélanger, em seu artigo [14], ja haviam citado que a
existéncia da funcio quadratica de Lyapunov que prove, simultaneamente, a estabilidade de uma
colegdo de sistemas lineares, € um problema convexo envolvendo LMI. A estabilidade de um sis-
tema linear pode ser assim provada, como sera visto neste trabalho.

O ultimo grande e recente avanco no desenvolvimento de LMI aplicado na teoria de controle
se deu no final da década de 1980 com o desenvolvimento de algoritmos de ponto interior. Primeira-
mente, Kamarkar [15] introduziu em 1984 um novo algoritmo de programagcio linear em tempo po-
linomial. Este trabatho impulsionou um enorme avango na area dos métodos de ponto interior para



programagfo linear. Depois, em 1988, Nesterov e Nemiroskii aperfeicoaram-no, apresentando-o
num relatorio téenico [16] e aplicando-o diretamente em problemas convexos envolvendo LMI.
Mais tarde, este relatério foi publicado num livro [17].

Hoje, as LMI tém uma finalidade pratica e um uso bastante difundido na comunidade cien-
tifica, especialmente voltada para a 4rea de engenharia de controle [18]. Nestas aplicagbes, elas
podem representar matematicamente as equacdes de estabilidade de um sistema cuja FT (funcdo
de transferéncia) estaria escrita em fun¢fo das matrizes de estado. Além disso, diversos problemas
de otimizacdo podem ser transformados para a forma convexa com suas restrigdes transformadas
em LMI, facilitando a obtengdo das suas solugdes do ponto de vista computacional. As princi-
pais formas de resolver estes problemas dentro da engenharia de controle foram desenvolvidas na
segunda metade do século XX.

A area de engenharia de controle voltada para o controle 6timo atingiu sua maturidade durante
a década de 60, com o que se chama hoje de Linear Quadratic Gaussian Control, ou controle
LQG. Este tipo de controle ¢ um caso especial do controle 6timo Hs, e seu desenvolvimento esté
atrelado ao advento da corrida espacial, quando uma grande quantidade de programas de pesquisa e
investimentos feitos pelos Estados Unidos e pela ex-Unidio Soviética eram voltados para problemas
relacionados com a conquista espacial [19].

Problemas como a manobrabilidade de foguetes tripulados usando o minimo de combusti-
vel podiam ser facilmente formulados ¢ bem definidos como problemas de otimizacdo. Porém,
enquanto engenheiros aeroespaciais eram particularmente bem sucedidos na aplicagdo do con-
trole LQG, outros engenheiros de controle ndo tinham os mesmos resultados na aplicagdio para
problemas do dia-a-dia numa indastria. Os modelos das plantas industriais eram imprecisos, e a
consideragio feita pelo LQG de ruido branco nos distirbios de entrada niio eram relevantes ou
significativos para estes engenheiros. Como resultado, o controle LQG foi dito néo ser robusto o
suficiente para uso pratico em algumas aplica¢des industriais [2, 19].

A aplica¢do da norma H; num problema de controle objetiva minimizar todo o ganho que a
FT objetivo transfere para a saida. Em outras palavras, o projeto de um controlador no dominio das
freqiiéncias, usando a norma H, para minimizar esta FT, provoca a redugdo geral das amplitudes
de resposta do sistema, dentro da faixa de freqiiéncias operacional. Isso pode ser interpretado como
um controlador que minimiza a energia total de saida do sistema.

Motivada pelos avangos obtidos pelo controle LQG, na década de 80 houve uma significante
mudanea na dire¢io do uso da otimizagfio H,, para controle robusto. Este desenvolvimento origi-



nou-se no trabalho de Zames [20], apesar de haver um uso anterior da otimizagio H, na engenha-
ria, exposto por Helton [21]. Zames argumentou que as propriedades de baixa robustez do controle
LQG poderiam ser atribuidas ao critério da integragdio em termos da norma H., e também criticou
arepresentagdo dos distirbios incertos feita por um ruido branco, como sendo algo freqlientemente
surrealista [19]. Na medida em que a teoria H, se desenvolveu, as duas técnicas de controle, Fs e
Ho, foram vistas como sendo mais proximamente relacionadas do que se pensava originalmente;
como pode ser visto, por exemplo, em [22].

A utilizacdo direta da norma H,, num problema de controle provoca um resultado diferente
do apresentado para o controle através da norma H,. Devido is caracteristicas matematicas da
norma H., um controlador projetado através dela provocars a reducio do maior valor de resposta
existente dentro da faixa de freqiiéncias operacional. Isto ¢, ele provoca a reduciio do pico da
resposta em freqiiéncia da FT objetivo.

Esta FT objetivo & normalmente determinada através de um modelo de ordem reduzida em
comparaciio com a realidade da estrutura. Essa redugfio estabelece um miimero de modos ¢ graus
de liberdade finitos, quando para a estrutura real eles s3o infinitos. Um controlador para tal modelo
deve ser capaz de suprimir as vibragSes causadas pelo fenémeno de spillover [23], que equivale 3
dinimica nfio-modelada do sistemna. Se este controlador nio fosse capaz de atenuar as vibragdes
causadas pelo spillover, entdo o modelo adotado para a estratura flexivel niio seria adequado. Po-
rém, em muitos casos ¢ possivel projetar um controlador H, usando LMI e baseado num modelo
de ordem reduzida, se comparado ao real [24]. Assim, as vibragdes existentes associadas com os
modos ni3o-modelados também podem ser controladas, pois podem ser incluidas nas incertezas
dindmicas do sistema.

Como serd visto na apresentagdo dos objetivos do trabalho a seguir, esta capacidade do con-
trole H, foi complementada através do uso do controle Ho, proporcionando um controle misto
(Ha/ Hy,) restrito via LMI.

1.2 Objetivos e Estrutura do Trabalho

A representacio matemadtica da estrutura escolhida foi realizada através do método dos elemen-
tos finitos. Ele permite uma excelente aproximacio das respostas do modelo com as da estrutura
real, através da obtengo computacional das matrizes de massa e rigidez que definem a sua equa-
¢do dindmica. A partir destas matrizes, é possivel definir também uma representacio matematica



para o amortecimento da estrutura, construindo um modelo de amortecimento proporcional. Este
modelo € assim chamado por estabelecer uma matriz de amortecimento através de constantes de
proporcionalidade associadas as matrizes de massa e de rigidez da estrutura.

Uma vez obtida a equacio dindmica completa a partir das trés matrizes mencionadas, as suas
n equagdes diferenciais, equivalentes aos » graus de liberdade do modelo criado, sio separadas. Sdo
definidas entdo as varidveis de estado do sistema, aquelas onde o seu conhecimento num tempo g
mais a informagdo do sinal de entrada aplicado subseqiientemente, sdo suficientes para descrever
dinamicamente o estado do sistema em qualquer tempo ¢ > £, [3]. As matrizes que descrevem as
equacdes diferenciais obtidas pelas varidveis de estado, sdo as matrizes de estado. Elas formam
0 modelo de estado do sistema, que representa matematicamente o seu comportamento fisico em
funcdo das variaveis de estado definidas.

O modelo da estrutura escolhida para este trabalho € caracterizado por um nimero finito de
graus de liberdade. Assim, a este truncamento estdo associadas incertezas dinimicas, j& que o
comportamento da estrutura esta baseado num niimero de graus de liberdade finito. Além disto,
também existe a incerteza oriunda da aproximacio das matrizes determinantes do sistema flexivel:
massa, rigidez e amortecimento. O objetivo das incertezas dentro da formulagio do problema
¢ considerar as diferencas inerentes entre o modelo estabelecido e o sistema real. Porém, como o
enfoque do trabalho est4 voltado a formulagfo do problema de controle, a determinagéo dos valores
das incertezas ndo sera feita de maneira direta. Somente apés definido o comportamento robusto
do sistema controlado, sera verificada a regido de valores aceitaveis para a mesma.

A figura abaixo apresenta a viga considerada para este trabalho, identificando como o con-
trolador atuaria sobre ela:
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Figura 1.1: Representagdo esquematica do controle da viga engastada
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Desta forma, o controlador recebe como sinal de entrada (y,,) o deslocamento vertical da
extremidade da viga (y) sujeito ao ruido de medigio (r), e determina uma forga de controle u,
situada no centro do seu comprimento. Esta viga sofre 2 agio de um distirbio aleatério d também
vertical e na sua extremidade.



Neste trabalho, o problema de controle para estruturas flexiveis é desenvolvido a fim de es-
tabelecer um controlador adequado usando as normas H, e H,, simultaneamente, o que se chama
de controle misto. Deste modo, espera-se unificar as caracteristicas de ambos os problemas de
controle, para que a solugio apresentada pelo controle misto disponha das melhores propriedades
de cada uma das normas: H; ¢ H,,. Logo, deseja-se minimizar a respectiva FT entre o vetor de
entradas exégenas (W) e o vetor de saidas (z) do sistema.

O conhecimento obtido do comportamento dindmico desta estrutura, através do seu modelo
de estado, permite projetar este controlador misto através da programacfo convexa com restrigdes
na forma de LML A escolha deste tipo de controle aplicado como sendo o objetivo se deve a varios
motivos, abaixo relacionados:

» Capacidade de tolerar certas incertezas do sistema, permitindo o desenvolvimento de um
controlador robusto mesmo diante das imprecisdes existentes na criago do modelo.

¢ A programagio computacional assume a forma canénica da minimizagdo convexa, cujas va-
ridveis de decisfo do problema, ou varidveis da fungio objetivo, estio associadas is restri¢gbes
em forma de LMI.

¢ A formulagdo de um controlador, mesmo que sub-6timo, através de uma minimizacdo con-
vexa com restrigdes em LMI, possibilita a estabilizagio do sistema.

e Este tipo de técnica de projeto de controle apresenta uma maior complexidade matematica
para se atingir a solugdo, devido as suas caracteristicas iterativas. Fntretanto, este problema
que ja foi limitador no passado, est4 hoje parcialmente superado gragas a uma maior facili-
dade de implementag3o e aos recursos computacionais disponiveis.

¢ Ele também possui a vantagem de permitir a inclusio de novas restrigdes, como por exemplo,
regides para a alocacgio de polos.

Resumindo, a escolha do controle H,/H.,, esta atrelada ao tipo de solugio, determinada pelo
equilibrio entre robustez e desempenho; e também 3 forma de solugiio requerida, a minimizacéo
no dominio das freqiiéncias, que pode ser obtida pela programacio semi-definida. A garantia de
estabilidade do sistema controlado mesmo na presenga das incertezas, fica a cargo da minimizagfo
da norma H,,. J4 a redu¢io da norma H, responde pela melhoria da performance transiente do
sistema [25], ou a redugfo global da resposta em freqiiéncia de um sinal entre o vetor de entradas e
o vetor de saidas [26].



O software computacional utilizado para encontrar o controlador ¢ simular as respostas do
sistema controlado é o Matlab®?, que j4 dispde de uma série de ferramentas conhecidas para pro-
gramagio semi-definida e LMI [27, 28]. Também foi utilizado este software para a modelagem
por elementos finitos da estrutura. A utiliza¢io da mesma linguagem computacional, tanto para o
modelo como para a integragdo do controlador com a estrutura, possibilitard a obtencgo da solugdo
mais facilmente neste trabalho [29].

O trabalho foi organizado da seguinte forma: primeiramente, é determinado o modelo mate-
matico da estrutura. Depois, € apresentado o tratamento dado 4s incertezas para determinar a regido
de valores aceitaveis definida pelo teorema do ganho pequeno. Sdo introduzidos entiio os conceitos
das LMI e sua utilizag@io dentro da programagio semi-definida convexa, seguido dos conceitos das
normas H; e H, para sistema lineares. Com todas estas informacdes descritas, é apresentada a

formulacao para os controladores Hy, H,, € misto, ¢ sua implementacio no Matlab.

Finalmente, tém-se os resultados da aplicaciio dos controladores, enfocando principalmente
no resultado do controle misto ¢ sua factibilidade, comparando-o diretamente com o resultado
obtido por um controlador Hy/H,, definido pelos comandos do proprio Matlab. Depois, é feita
a conclusio do trabalho, apresentando as perspectivas, dificuldades e potenciais dos controladores
vistos.

*Matlab é marca registrada da Mathworks Inc.




Capitulo 2

Modelo Matematico da Estrutura

2.1 Introducéo

As estruturas mecinicas sio consideradas flexiveis quando os efeitos das agdes sobre ela trans-
cendem uma mera analise para corpos rigidos. Nestes casos, sua elasticidade e deformaces nio
podem ser desprezadas, devendo ter uma adequada modelagem estrutural para que a descricdo
fisica destes efeitos seja completa. O tratamento matematico para este problema sera realizado
neste trabalho através da discretizagio em elementos finitos para uma viga considerada em duas
dimensfes. Assume-se portanto, que ndo hd ag¢io de forgas ou quaisquer distirbios na dimensdo de
profundidade da viga, e o material constituinte da mesma ¢ isotropico.

O método dos elementos finitos permite encontrar uma solugio para o comportamento dini-
mico de uma estrutura complexa, através da divisio do problema original em vérios sub-dominios,
chamados de elementos finitos (EF). Sua grande vantagem reside justamente na redugdo da comple-
xidade da estrutura, a partir da qual a obten¢do de um resultado analitico direto seria muito dificil.
A unido entre os elementos representa toda a estrutura, e 0s seus pontos em comum s30 0s #6s. Os
elementos de viga formadores do modelo deste trabalho apresentam dois nés cada um, sendo que
cada nb possui trés graus de liberdade (GDL): deslocamento axial (u) e transversal (v), e rotagdo
(6), conforme Figura 2.1 a seguir. A utilizagio em termos de notagdo da varidvel u como desloca-
mento axial de um GDL, ao invés do esforgo de controle apresentado pela Figura 1.2, estara restrita
apenas a este capitulo.

Na Figura 2.1 tem-se que I, é o comprimento do elemento finito, e o é o angulo existente
entre o sistema de coordenadas local (%,9), ou do elemento, e o global (x,y), ou da estrutura.
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Figura 2.1: Representagio do elemento de viga

A abordagem de determinagdo das matrizes de massa e rigidez, apresentadas na seqiiéncia,

usa o método da energia potencial total do sistema baseado nos deslocamentos nodais.

2.2 Matriz de Rigidez Elastica

O processo de calculo desta matriz € iniciado com a determinaco das fungdes de forma que ajus-
tariam, por interpolagdo, a distribui¢fo interna do campo de deslocamentos existente no elemento.
Este campo, para o caso bidimensional em estudo, ¢ gerado pelos efeitos de tragdo somados com a
flexdo da viga.

Assim, adotou-se uma interpolago polinomial cujas fun¢es de forma sdo chamadas de Her-
mitianas. Elas servem para aproximar os deslocamentos de flexdo do elemento da viga a partir
dos GDL de deslocamento vertical, 7; € 7, € de rotacio nos nés, 8, e #,. Os valores de § sfo na
verdade iguais a 07/0%. Com isso, a equago de interpolagdo para o deslocamento vertical 7(z),
sendo x a posi¢do ao longo do comprimento do elemento, constitui-se num polindmio que deve ser
continuo até a ordem n — 1, onde n = 4 ¢ o mimero de GDL envolvidos. Aplicando as condigSes
de contomo e resolvendo o sistema de quatro equagdes e quatro incdgnitas, obtém-se as funcdes de
forma dos deslocamentos de flexdo [30].

Para os GDL de deslocamento axial 4, e i, foi considerada uma interpolag3o linear tal qual
¢ feita no tratamento de trelicas.

Através da defini¢Bo do Teorema de Clayperon [31], o célculo da energia de deformagdo, U,
para vigas modeladas bidimensionalmente e consideradas linearmente elasticas é feito da seguinte

forma:
Dado o, = Fe, , entio:

U=1f,éo.dV=2£[ [ dAdz =

ke
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= U=~ [ &dz (2.13
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A deformagdo total € obtida pela soma das parcelas de tragdo e de flexdo sofridas pela viga, ja
que esta foi modelada apenas nas duas dimensdes do plano representado na F igura 2.1. A parcela

de tracdo, definida para o caso linear, € dada por [32]:
=22 22)
A parcela de deformagdo axial devido & flexdo, ocasionada pelo momento fietor resultante na

viga, € definida através das relagBes entre as equagdes da elasticidade plana [33]. Seja a equaco
da flecha:

v M(x)
o2 = BT 23)
Seja também a tensdo axial devido ao momento fletor dada abaixo:
I
oy = —M (z) 7 (2.4)

Substituindo o momento de (2.4) na equagio (2.3), e comparando com a definicdo da tensio
axial apresentada em (2.1), conclui-se que:

_ 9 .
U$=E( azv'g) S G av'§2 (2.5)

oz - oz?

Logo, o valor da deformagio a ser substituido na equacio (2.1) é dado por:

i 8% _)°
2 frsnsid IRY N dd— 4 7]
Desmembrando os componentes de eﬁ, obtém-se:
duN?  [8%\*® o1 8%
2 _— s —— - mv-2 — da— W ———— & Tl
&= (5‘2‘:) + (afz) V- m Y (2.7)

Donde § tem origem na linha neutra no calculo do momento fletor sobre a viga. Isto resulta na
anulagéo do termo que o multiplica quando substituido em (2.1), pois:

fﬁdA:D
A
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Entdo, substituindo os termos restantes de (2.7) dentro da equacio (2.1), ¢ resolvendo as
integragdes diretamente em dx para as fungdes de forma obtidas para as derivadas de 7 e de i,
chega-se & seguinte expressdo para a energia de deformacio de um elemento finito:

1

U, = 3 a’K’a

O vetor a representa os GDL do elemento nas coordenadas locais:

(2.8)

ﬁ=[u1 ﬁl 51 ﬁg 172 éz]t

A determinagio da matriz de rigidez elastica de cada elemento ¢ feita através da integracio
dos termos de (2.7), apos substitui-los em (2.1), o que resulta em:

E [ da\* [&\*
= — — 1} ¥ 2.9
i, K%) () 0| e @9
Considerando que o momento de inércia I é dado por:
A
I m f 7°dA (2.10)
0
Entdo, o resultado da matriz de rigidez elastica K sera o seguinte [34]:
[ A2 0 0 —AP 0 0 ]
0 125 611 0 =121 61l
- K 0 611 412 0 -6l 2]
K=%l-a2 0 o a2 o o .11)
0 12 -6Il O 121 —611
0 6/l 22 0 -6Il 4IP |

A implementagio computacional em Marlab que montou esta matriz esti apresentada no Anexo
I

2.3 Matriz de Massa

A obtengdo da matriz de massa de cada elemento é feita de forma andloga. S3o usadas as mesmas
fungdes de interpolagdo: lineares para os graus de liberdade em @, ¢ Hermitianas no calculo da
deflexio da viga envolvendo 7 ¢ 6.

O Principio de D’Alembert afirma que as equagdes de movimento de um corpo sio obtidas a
partir da sua condi¢do de equilibrio quando as forcas de inércia sfo levadas em consideracdo. As

14



forgas de inércia de translag8o e rotagio podem ser consideradas como forgas de corpo [31]. Desta
forma, num problema dindmico, sfo as forgas de corpo que estdo associadas com sua inércia, ou
massa.

Através do método da energia potencial total e usando o principio de D’ Alembert, a inércia
do elemento finito que define sua matriz de massa ¢ obtida através do calculo do trabalho exercido
pelas forgas de corpo. Conseqiientemente, chega-se 4 seguinte expressdo [31]:

W = / ufdV = / a'N'fdV = f a'NtpNadV 2.12)
1% v v

O vetor u € 0 campo de deslocamentos no elemento; o vetor f s30 as forgas aplicadas nos respectivos
GDL do elemento; e a matriz N sio as fungbes de forma adequadamente posicionadas de acordo
com a representacio de seus GDL pelo vetor a. A substituigio do vetor de forgas foi feita mantendo
os valores de massa por unidade de volume dentro da integragdo, levando ao surgimento do vetor
de aceleragdo nodal 4.

Partindo de (2.12), tem-se que:
—Qﬁ/«=prtNdV-ii=:meﬁ
Oa v
E assim chega-se a seguinte equacfo para a matriz de massa do elemento de viga:

!
M=prtNdV=pAf N’Ndz (2.13)
v 0

Resolvendo a integragio acima diretamente em dz para as mesmas funcdes de forma usadas
no calculo da matriz de rigidez, chega-se a matriz de massa consistente do elemento de viga [34]:

[ 140 0 0O 70 0 0
0 156 220 0 54 -13
. pAll 0 o a2 0 13 32
M=%|m0 o o 140 0 o 2.14)
0 54 13 0 156 -20
0 138l -3% 0 -2 4 |

A implementacio no Matlab desta matriz também ests dada no Anexo II1.

2.4 Transformacio de Coordenadas

Conforme visto na Figura 2.1, existe um 4ngulo o entre os eixos das coordenadas locais e os
eixos (x,y) das coordenadas globais. Para que possa ser encontrada a solugio do problema nas
coordenadas globais, faz-se necessaria uma transformagdo de coordenadas, descrita a seguir [30]:
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Uy [ cosa sena 0 0 0 07 ( v )
Ty —sena cosa 0 0 0 0 7
6 | _ 0 0o 1 0 0 0 6: .
) Ty (= 0 0 0 cosa sena 0| ) Uy ( = a=Ta 215
Ty 0 0 0 —sena cosa O U
[ 62 ) .0 0 0 0 0 1] {6 )

Aplicando esta transformacdo diretamente na equacdo (2.8), chega-se a:

U, = %a*'rtﬁe"ra (2.16)

Conclui-se desta forma que as matrizes de massa e rigidez dos elementos sio escritas no

sistema global realizando uma transformagio de coordenadas da seguinte forma:
M*® = T'M°T

K¢ = TK'T @17)

Dentro do Anexo 111, ja citado anteriormente, duas das trés variaveis de saida finais sdo as matrizes

K® e M*, depois desta transformag8o de coordenadas. A terceira é a matriz de amortecimento,

descrita a seguir.

2.5 Matriz de Amortecimento

Apos a obteng@o das matrizes globais de massa e rigidez elastica de um elemento, pode ser estimada
uma matriz de amortecimento proporcional & estas caracteristicas do sistema. Esta abordagem é
muito usada nas estruturas simples, e sua principal vantagem consiste na manutengio dos modos de
vibragdo do modelo nfo-amortecido na sua versdo amortecida determinada por este método [35].

Também chamado de amortecimento de Rayleigh, o método consiste em definir a matriz de
amortecimento de cada elemento G®, a partir de valores, por exemplo, experimentalmente deter-
minados € proporcionais as matrizes globais calculadas nas formulas de (2.17), que depois serfio
montadas conforme apresentado adiante em (2.19).

G® = kK* + nM*® (2.18)
Ja que este trabalho niio tem como objetivo determinar os coeficientes de proporcionalidade
x € 11 experimentalmente, para fins de simplifica¢do preferiu-se adotar valores que gerassem um
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determinado fator de amortecimento (¢) maximo para cada modo apresentado pelo modelo [35].
Considerou-se que o maior valor de ¢ deveria ser da ordem de 101 para todos os modos presentes
no modelo calculado.

Estimando valores iniciais para & ¢ 7, e prosseguindo através de um pequeno processo de
tentativa e erro, foram adotados x = 1- 1073 e p = 1 - 10~2. Com estes nameros, obtém-se o fator
de amortecimento préximo do valor proposto acima para as discretizacBes realizadas na viga deste
. trabalho.

O célculo de G € feito dentro da rotina ja apresentada do Anexo I, apds a obtengio das
matrizes K e M, usando os valores de « e 7 acima.

2.6 Montagem das Matrizes Globais do Modelo

Uma vez obtidas as matrizes de massa ¢ rigidez de cada elemento, é possivel gerar as respectivas
matrizes globais da estrutura modelada através do procedimento de montagem, usualmente conhe-
cido como assembly na irea de elementos finitos.

Para a Figura a seguir, representando uma viga discretizada em dois elementos finitos como
exemplo, cada uma das matrizes sera descrita em fungo dos GDL dos seus respectivos nés:

; 3 3

uy,v1, 0 uz, vz, By u3, s, s

Figura 2.2: Disposigdo dos nds e GDL contiguos de uma estrutura discretizada

Esquematizando as respectivas matrizes individuais de cada elemento, denotadas por (®) e
(+) a seguir e ja transformadas para as coordenadas globais, podem-se identificar as influéncias de
cada elemento finito na matriz que representara a estrutura inteira:

Uy v G uy v G us vy Yo uz vz b
wfe 0 0 0 © 6 w/+ + + + + +\
nfo © 0 0 & 6 i+ + + + 4+ +
Hle © 0 0 6 6 o b + + + + + +
wl© © 0 © 60 © usl + + + 4+ + +
nr|lO® 0 6 © © © nli+ + + 4+ + +
\® @ © 0 0 ©/ G\+ + + + + +/
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A matriz global do sistema seria entio montada conforme apresentado a seguir, sendo que a unifio
dos elementos em comum (&) ¢ a soma algébrica entre seus respectivos componentes, € 0s €spagos
vazios sdo nulos. Esta configuragdo seria andloga para a montagem de n EF de uma viga, cuja
matriz global assumiria entio a forma bloco diagonal.

uz vz Oy

F
N

Uy v 81 Uy

w

U1
&y

Uz

)

Vo (2.19)
62

U3

006060
OO OCINORONO
(OB OBNORNORNONIO]

Vs

63 \ )

Montadas as matrizes globais, a tltima etapa consiste na aplicacfio das condigSes de contorno

+++ DO OO0
+++ DB DO O
+++ D000
+ 4+
+ + + + +
+ 4+ + + 4+ 4

do problema. Na determinacio das matrizes globais M, K e G, faz-se necessario eliminar as linhas
e colunas associadas aos GDL do engaste, para que ela tenha a ordem final igual ao real niimero
de graus de liberdade incégnitos. No exemplo dado em (2.19), supondo que o primeiro n6 esteja
bloqueado no engaste, ¢ necessério eliminar as trés primeiras linhas ¢ as trés primeiras colunas da
matriz.

A geragdo das matrizes do sistema flexivel modelado em elementos finitos ¢ feita neste tra-
balho por rotinas e fungdes implementadas no Matlab, baseadas nos programas apresentados pela
referéncia [30]. A rotina principal geradora das matrizes estd descrita no Anexo I as sub-rotinas
E;ue participam deste processo estdo destacadas em negrito, e sdo listadas do Anexo II ao Anexo
V1. Com estas informagdes, parte-se para a determinagdo das matrizes de estado, essenciais para a
adequacdo do projeto do controlador ao sistema modelado.

2.7 Determinacido das Matrizes de Estado do Sistema

Para que a determmacio das matrizes de estado do problema estudado neste trabalho possa ser
compreendida integralmente, partiu-se de um sisterna mais simples como exemplo, composto por
massa-mola-amortecedor com dois GDL. Ilustrado na Figura 2.3 a seguir, o sistema est4 exposto a
uma forga externa distinta em cada uma das massas.
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Figura 2.3: Exemplo de sistema massa-mola-amortecedor com 2 GDL

As varidveis linearmente independentes do sistema, g; e g2, s30 chamadas de Coordenadas
Generalizadas [36], e sdo escolhidas para representar os n GDL de um sistema; que neste caso
sdo os deslocamentos verticais das massas m; e m, respectivamente. As equagdes do movimento
para este sistema s80 equag3es diferenciais em termos das variaveis g,,, obtidas aplicando as Leis de
Newton. Uma descri¢do detalhada deste procedimento pode ser encontrada nas referéncias [36, 37].
Obtém-se deste modo as equacgdes:

mydy + ci{gy — do) + k(@ — g2) = f (2.20)
MG + Codo + kage +c1(ge — ¢1) + ki{ga — q1) = fa

Construindo a partir das igualdades acima uma equagao matricial equivalente, obtém-se:

[ml 0 ]{dl}+{61+02 —Cz}{dl}_*_{h‘%kz 4472}{@1}:{]”1}
0 mp do —C2 go ~ks ko o fa
= Mg+Gq+Kq=f
2.21)

Para descrever o sistema da Figura 2.3 usando as varidveis de estado foi realizada uma trans-
formagdo de varidveis partindo das coordenadas generalizadas, de modo a se obter o vefor de
estado, X. As transformagdes e as consegiientes equacBes do sistema sio:

h=I
ga = T2 { mMyZg + C1x3 ~ 1T + k121 ~ kyxo = fi (2.22)
G = T3 = Iy Moty + (€1 + Co)zy + (k1 + ka)To — 123 — kyzy = fa )

Go = T4 = Ty
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Agrupando as equagfes (2.22) acima na forma matricial sempre em fungio da respectiva
variavel de estado, tem-se:

& 0 0 1 0 - 0
Sr=l b B _a oo PrHs A (2.23)
I3 7y ™y ma my T3 my
Fq B k) e (ade) T4 f2
mg mg ma ma ma

Considerando ¢; € g, como as saidas desejadas, escreve-se a igualdade a seguir:

T

a1 _[1000 T f
{q;}—{()loo] xz +0{f;} (2.24)

Ty

A equagdo (2.23) pode ser escrita finalmente sob a 6tica das matrizes de estado, assumindo a
forma dada abaixo {3, 38]:
X = Ax + Bf (2.25)

Ja a equaglo (2.24) compde as outras matrizes de estado, formando a equagdo de saida do
sistema dada por:

y = Cx + Df (2.26)

Deste modo, as equagdes (2.25) e (2.26) formam a representagio do espaco de estados (state-space
realization).

Nota-se que a matriz A, chamada de Matriz de Estado [3], descreve todo o comportamento
natural do sistema linear equivalente representado, e pode ser desmembrada em quatro sub-matrizes
de ordem 2x 2. Sua estrutura permite concluir que seu calculo pode ser generalizado para quaisquer
sistemas dindmicos com # GDL que puderem ser reduzidos sob a forma de varidveis de estado,
seguindo o equacionamento de (2.22) e (2.23). Desta forma, comparando as matrizes A e B da
equacdo (2.23) com as definigbes intrinsecas de (2.21), tem-se [37]:

A= { MMO“IK —MI-E«G] e B= [Mﬂml } (2.27)

Conseqlientemente, a determinagio de A e B depende apenas da determinagio das matrizes
de massa, rigidez ¢ amortecimento da estrutura considerada. Uma vez que estas matrizes J4 estdo
definidas através das rotinas apresentadas anteriormente, é possivel calcular computacionalmente a
equagio (2.27) dentro de rotinas que também determinam as demais matrizes de estado.
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Ja a matriz C associa diretamente as coordenadas generalizadas com os estados existentes na
saida do sistema. Deste modo, ela é determinada diretamente pelo usuario, através das condi¢des
operacionais desejadas para o controle.

2.8 Forma Genérica do Sistema de Controle

Um sistema 'genérico pode ser apresentado da seguinte forma [39, 40], sendo que as FT da planta
G(s) e do controlador K(s) abaixo nada tém em comum, em termos de notagfio, com as matrizes
de amortecimento G e rigidez K expostas pelas equagdes (2.21) e (2.27):

d

€4 Y Kes)

G(s)

Von r

Figura 2.4: Exemplo de sistema de controle

As demais varidveis deste sistema representam o seguinte:
¢ O vetor w representa as entradas exOgenas ao sistema; e é composto por trés variaveis, a
seguir descritas: d, r e ¢;
e 0 sinal d ¢ um disturbio aleatério;
e o sinal r representa o ruido de medicio;
e o sinal e € a referéncia de entrada a ser acompanhada pelo sistema;
® v ¢ a saida real do sistema, de dificil obtengao pratica devido aos ruidos que se soman;
® V., € a saida do sistema realmente medida;
e y ¢ o vetor contendo o sinal de entrada do controlador; e
® u ¢ o vetor de controle.
Usando a defini¢io de que o desempenho de um sistema pode ser medido através da diferenga,
ou erro, entre a saida real ¢ a entrada de referéncia, tem-se [2]:
Z:=V—e (2.28)
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As relagOes apresentadas pela Figura 2.4 séo:

Vi =TV (2.29)
v=Gu-+d (2.30)

u = Ky (2.31)
y=e-—vp (2.32)

Define-se o vetor w como [19]:

d W:
W e o Wa (233)
r W3 '
Entdo, substituindo a equaco (2.30) em (2.29) e esta em (2.32), obtém-se uma nova confi-

guracdo para y onde € possivel substituir a definigio de w acima, resultando finalmente em:

y=e~F—V=-—GlU - w +W; — W3 (2.34)

Substituindo (2.30) em (2.28), seguido da comparagio com (2.33), temn-se:

Z=Gu+w; — Wy (2.35)

Organizando (2.34) e (2.35) na forma matricial, resulta em:
2z} |1 -1 0 G w | | Pn Py w
B e I R R e R PR

A equag#o para y acima, apos substituicdo da equagdo (2.31), resulta em:

¥ = PpW + PpKy — y = (I~ PuK) ™' Ppw (2.37)

Analogamente para z, substituindo também o resultado acima de y, obtém-se:
2=PuW+PuK(I— PpK) ' Ppw — z= [Py + P K(I ~ Py K) Py ]w  (238)
A parcela entre colchetes € chamada de Transformagdo Linear Fracional [2, 19, 41}, iden-

tificada como G (s), € representa a FT de malha fechada entre o sinal de desempenho (z) e as
entradas exogenas (w).
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Reorganizando o sistema da Figura 2.4, pode ser obtido o seguinte diagrama de blocos gené-

rico [19]: N
.+—

{w} e
SP

K(s)

Figura 2.5: Sistema equivalente ao apresentado na figura 2.4

Usando as relagbes (2.29) 4 (2.32), tem-se que:

v=GKy+d — v=GK(e~v,) +d —
— v=GKe-GKr—-GKv+d — (I+GK)v=GK(e—r)+d

O sinal real de saida serd, entfio, dado por [19]:
v={I+GK)'d+ (I+GK)"'GK(e ~1) — v=8d +T(e — r)
L8 =(0+GK)!', T:=(I+GK)"'GK — T+S=I (2.39)

As grandezas S e T sdo chamadas, respectivamente, de fungdo de transferéncia de sensiti-
vidade e fungdo de transferéncia complementar. Vale ressaltar que aqui também a FT T niio estd
correlacionada em temos de notagio com a matriz de transformacio de coordenadas, apresentada
na equagéo (2.15). Nota-se claramente que a determinacio do controlador afetara diretamente os
valores destas fungdes ¢ que elas se complementam. Desta forma, nio é possivel atender simul-
taneamente ao bom acompanhamento da entrada e seguido do bloqueio dos ruidos em r, com a
reducio da influéncia dos distirbios d na saida. Como normalmente os ruidos se encontram na alta
freqiiéncia e os distirbios na baixa, o problema de determinacio do controlador é um problema
de otimizagdo no dominio das freqiiéncias [19]; onde se deseja performance mesmo nas baixas
freqiiéncias, equilibrado com bom acompanhamento do sinal e nas altas freqiiéncias.

Como toda esta formulagio é genérica, a presenca destas trés entradas ndo precisa necessa-
riamente existir para que um controlador seja eficaz diante de um sistema perturbado. A forma com
que a FT objetivo foi obtida indica que um controlador adequado pode ser capaz de estabilizd-la
no dominio das freqiiéncias, para quaisquer situagdes de entradas externas. Assim, a minimizacdo
adequada da FT vista na equagdo (2.38), feita no dominio das freqiiéncias, possibilita uma boa
performance ao sistema mesmo com a presenga de distirbios e/ou ruidos estocasticos.
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2.9 Funcio de Transferéncia via Matrizes de Estado

Apos a determinagiio da matriz A e do sistema de controle visto na Figura 2.5, o proximo passo
¢ identificar as demais matrizes de estado necessarias para montar uma FT que descreva comple-
tamente o sistema. Dada a configuragio genérica da planta controlada na Figura 2.6 a seguir, as
equacgOes que a descrevem podem ser escritas em funcio das suas matrizes de estado, usando como
referéncia as equagdes (2.25) e (2.26); obtendo-se [2]:

X = Ax + B;w + Bou

P(S) ¥ Z = Clx +Duw+ Diou (2.40)
y = Cox + Doy w + Dosu

A Figura 2.5 pode ser simplificada para a representagio abaixo:

_......__g.z

P(s)

K(s)

Figura 2.6: Representacio simplificada de uma planta controlada

Deste modo, com A conhecida, a determinacio das demais matrizes de estado apresentadas
em (2.40) dependera da forma com que o controlador se integra com o sistema, que é definido pelo
objetivo de projeto. Este objetivo sera atingido somente com a correta associacio dos elementos
das matrizes com as variaveis do sistema. Em outras palavras, deve-se conhecer a dindmica do
sistema, o proposito do controlador e as interagdes existentes entre ambos.

Por defini¢do, a matriz de estado B, indica qual(is) estado(s) sdo afetados pelos distirbios
externos; € a matriz B, contém elementos que definem em qual(is) estado(s) do sistema o contro-
lador esté atuando. As matrizes C;, Dy; e Dy, montam o sinal de saida z que deve ser controlado,
seguindo o equacionamento dado em (2.38). A matriz C, indica qual(is) componente(s) do vetor
de estado estio na saida; a matriz D;; mostra qual(is) distirbios externos afetam esta saida; € a
matriz I}y, mostra se ha ou ndo influéncia direta do sinal de controle em z.

Para determinar a FT entre as entradas w e as saidas z, é aplicada a transformada de Laplace
nas equagdes (2.40), obtendo-se [3]:

X(s) = (sI— A)"1x(0) + (sI — A)~} [B;W(s) + B,U(s)]
Z(s) = C1X(s) + D11 W(s) + D, U{s)
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Substituindo a equagdo de X(s) em Z(s), obtém-se:
Z(s) = Cy(sI — A)7'x(0) + [Ca(sI ~ A)™"By + D13 ] W(s) + [Cy(sI  A)" B + Dyy] U(s)
Para a condi¢do inicial nula (x(0) = 0), a FT de malha aberta entre Z(s) ¢ W(s), é dada em
funcdo das matrizes de estado por: '

Tow(s) = C1(sI — A)~1B; + Dyy (2.41)

Esta FT pode ser representada na forma compacta, como [22]:

A | B
Tow(s) < [ c 1}111} (2.42)

A planta P(s) pode representar um sistema MIMO de n GDL, com m entradas e g saidas,
traduzidas na FT Ty (s) acima descrita. Dai, tem-se que A € R***%* B, € R2vxm ¢ C; € Rax2,
implicando em Dy; € R9*™, para manter a compatibilidade da matriz (2.42) acima. Tal representa-
¢&o matricial de uma FT, chamada de notagdo compacta, sera Gtil mais adiante nas determinacdes
das suas normas, que s3o calculadas matricialmente.

Portanto, a equaglo (2.40) na forma matricial resultaria em [42]:

X A Bl Bg X
V/ = C]_ Dn Dlg w (243)
y C; Doy Dy u

Na pratica, raramente os sinais exogenos de w sdo conhecidos integralmente. Em funcio
deste desconhecimento, para os othos de um espectador externo, um sistema qualquer pode ser
considerado ndo-deterministico, pois uma unica entrada pode promover saidas diferentes em mo-
mentos diferentes no tempo [39). Para fins de simplificaco, o sistema deste trabalho é continuo,
linear e invariante no tempo (CTLTI) [3].

Entretanto, as incertezas oriundas da deficiéncia na modelagem do sistema, onde na prética
as néo-linearidades e a variagdo de parimetros estdo presentes, afetam toda a previsibilidade da sua
resposta. A maneira com que as incertezas do sistema estudado foram tratadas neste trabalho é o
préximo topico abordado.
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Capitulo 3

Incertezas do Sistema

3.1 Introducio

E possivel considerar trés principais tipos de incertezas associadas aos problemas envolvendo con-
trole de estruturas flexiveis: incertezas dindmicas, paramétricas e concentradas [19].

As incertezas dindmicas decorrem da dindmica da estrutura modelada. A discretizagfio em
elementos finitos, por exemplo, provoca uma redugdo da mesma, ja que o niimero real de GDL de
uma estrutura continua € infinito. Limitando o ntimero de GDL, esta se inserindo um erro natural da
modelagem dindmica. Este erro pode causar o fendmeno de spillover [23]. Dessa forma, a resposta
do sisterna depende do niimero de elementos em que a estrutura é fragmentada, sem que seja
possivel determinar exatamente o erro existente no processo. Logo, o controlador deve ser testado
para diversos graus de discretizagdo, para fins de comparagio e determinacio da confiabilidade dos
resultados do mesmo perante ao sistema real e 3 faixa de freqiiéncia de opera¢do de interesse.

As incertezas paramétricas se aplicam quando a estrutura do modelo é conhecida, mas al-
guns de seus pardmetros ndo o s3o [19]. Elas podem representar as variacBes destes parametros
em fungio das varidveis do ambiente ou das condigdes operacionais nio uniformes, tais como dis-
turbios estocasticos e variagSes ndo previstas de carga. Elas sio presentes porqué os modelos sdo
feitos seguindo hipoteses simplificadoras, como as abstragdes fisicas de continuidade e isotropia
dos materiais, criando diferengas com a estrutura real existente. Neste trabalho, a consideracio de
que o sistema é um CTLTI faz parte destas abstracdes, e desta forma, as matrizes de rigidez K e de
amortecimento G poderiam sofrer variagio sob operago. O projeto do controlador deve levar em
consideragdo tais abstra¢es.
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Na matriz de amortecimento, a incerteza pode estar associada com a imprecisio das determi-
nagdes dos coeficientes de proporcionalidade vistos na equagio (2.18), quando se adota o modelo
de amortecimento proporcional. Os coeficientes & ¢ 7 poderiam ser obtidos experimentalmente
quando € possivel realizar medi¢des na estrutura em estudo. Porém, a proposta deste trabalho é
tedrica, ¢ partiu do principio de que um projeto inicial numa estrutura nio conhecida normalmente
implica que estas constantes sejam estimadas de forma a gerar uma matriz G conveniente. J4 a
matriz de rigidez elastica foi calculada desprezando os termos ndo-lineares. Fica evidente, assim,
que as matrizes K e G nfo sio representacBes exatas do comportamento do sistema, fazendo-se
NeCessario parametrizar a incerteza internamente,

Nota-se que as caracteristicas da estrutura deste trabalho sdo tais que as mesmas incertezas
podem ser consideradas tanto paramétricas como dindmicas. Isso significa que sua melbor re-
presentacdo serd feita através da incerteza concentrada, que responde pela combinacio das outras
duas [19]. Esta foi a representago adotada para o trabalho, e esta apresentada a seguir. Tendo estes
cuidados com a modelagem da estrutura flexivel, pode ser projetado um controlador que suporte
tais incertezas e traga confiabilidade aos resultados obtidos.

3.2 Presenca das Incertezas no Sistema

O modelo matematico representativo da presenga da incerteza concentrada pode ser obtido de vérias
formas. Entre os mais comuns estio os modelos via incerteza aditiva, multiplicativa de saida ou
multiplicativa de entrada [19]. Estas incertezas sdo formuladas de modo que todo o sistema seja
composto por uma FT ¢ um controlador totalmente conhecidos, enquanto as suas influéncias sio
todas consideradas como externas ao sistema controlado. Assim é possivel estabelecer uma matriz
de incertezas A que concentra os valores incertos do mesmo, enquanto uma FT nominal, sem
nenhuma incerteza, pode ser facilmente obtida através dos procedimentos apresentados no capitulo
anterior.

Quando as matrizes constituintes do modelo de estado sio conhecidas por variar entre faixas
determinadas, a incerteza existente no sistema é modelada de forma estruturada. Entretanto, se ha
imprecisGes no modelo, seja devido & alguns fendmenos fisicos (histerese, ndo-linearidades, etc.),
ou seja devido ao desconhecimento da dindmica do sistema real modelado, entiio a incerteza serd
ndo-estruturada [41]. Este modelo ¢ mais adequado quando ndo se pode na pratica descrever a
incerteza em detalhes, bastando que seja especificada uma fungo limitante para ela [23, 26].
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Ja que o objetivo deste trabalho ndo é identificar as incertezas do sistema, entio o modelo
da incerteza ndo-estruturada serd utilizado por ser o mais adequado. Mais adiante no texto sera
apresentada a fungdo limitante adotada para a mesma.

O diagrama seguinte mostra uma representagio tipica de um sistema incerto e controlado,
composto por uma FT nominal H(s), um controlador K(s) e as incertezas representadas por A:

A
w z
H(s)
u y
K(s)

Figura 3.1: Representacio de um sistema real incerto controlado

E possivel reorganizar as equacdes dindmicas que descrevem o comportamento do sistema
para incluir as incertezas presentes em A. O modo de formular o modelo com tal objetivo leva o
nome de incerteza linear fracional [43). Para as condigles estabelecidas neste trabalho, apenas a
matriz dindmica sofre influéncia das incertezas, apesar de ser possivel estabelecer um equaciona-
mento para todas as matrizes de estado do sistema, conforme pode ser visto nos artigos [44, 45].

Dado o sistema;

X = AX + B;w+ Bou (3.1)
z = C;x+ Dpw (3.2)
w= Az 3.3)

Substituindo (3.2) em (3.3) e reorganizando em fungdo de w, obtém-se [43]:
W — ADL‘EW = ACIX -

W= (i - ADli)—1AC1X (34)

Substituindo por sua vez (3.4) em (3.1) e reorganizando as varidveis em evidéncia:

X = [A+ By(I - ADy;) 'AC;]x + Bou (3.5)

Definindo a nova matriz de estado afetada pelas incertezas a partir da equacfio acima, tem-se:

AA = A+ Bl(I — AD]_]_)”IAC]. (36)
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A presenca das incertezas no sistema exige que este seja estavel de forma robusta, a fim
de que o controle seja capaz de tolerar as imprecisdes de modelagem, representadas por A, Este
conceito € introduzido pelo teorema a seguir.

Teorema 3.1 (Ganho Pequeno) [2] Sejam conhecidas uma SJungdo de transferéncia nominal G,, e
sua incerteza A. Tomando-se M como a planta que representa a FT G,, controlada por K e vista
pela incerteza A, entdo a FT real G, serd robustamente estével se:

Al [M] <1 = JA] < "l"l\}/ffl“ 3.7

Pela Figura 3.2 a seguir, define-se a planta M através da lei de controle como sendo o sis-
tema visto pela incerteza A. Para identificar os sinais de entrada e saida desta planta, nela estdo
localizados os respectivos vetores i € o:

Ee L

K M

Figura 3.2: Representacio esquematica do Teorema do Ganho Pequeno

A formulacio de M ¢ feita neste caso baseada na modelagem da incerteza multiplicativa de
saida [19, 23], ja que A localiza-se ap6s a saida de G,,. A FT real, obtida através desta modelagem
incluindo as incertezas na FT nominal, seré entfio dada pela seguinte equagdo [41]):

Gr(s) = Gn(s) - (I+A) (3.8)

Através da Figura 3.2, tem-se as seguintes relagdes:

0=G, k (3.9)
k=e—K-(i+o0) (3.10)
0=M-i (3.11)

A entrada e pode ser considerada nula sem que haja perda de generalidade, uma vez que a
prova deste teorema independe dos seus valores, desde que estes nio sejam ilimitados. Substituindo
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(3.10) em (3.9), tem-se:
0=-G, K- (i+0) — I+G, - K)-0=-G, - Ki —

- 0=~(1+G, - K)'G, K-i

Comparando-se o resultado acima com a relacio de (3.1 1), resulta em:

M=—(1+G, K)'G,K (3.12)

Aplicando o teorema do ganho pequeno neste resultado, substituindo (3.12) na equacio (3.7),

implicard em:
|A‘ < _..};_ o 1 p— _%._
M| |T+G.K)'GK| [T

A grandeza T foi definida na equagio (2.39).

— A < g"%[ (3.13)

A relagiio (3.8) identifica as incertezas que nio foram modeladas pela planta nominal mas
fazem parte do sistema real. Evidentemente, para um determinado valor de A a planta real G, (s)
s torara instdvel. Para determinar este valor, é necessério definir a margem de estabilidade mul-
tiplicativa (Multiplicative Stability Margin, MSM) {2], dada em funcdo da variavel M,, ambas

apresentadas a seguir:
M, := sup,, [T{jw)|
MSM = 1/M,

A variavel M, representa o méximo ganho que a funcio de transferéncia complementar,
T, proporciona 20 sistema na faixa de freqiiéncias operacional. Desta forma, MSM é a menor
incerteza capaz de desestabilizar o sistema, haja visto a definicio de A na conclusio de (3.13).
Em outras palavras, esta definigdo quer dizer que as incertezas de valor maior que o enconirado
em MSM podem desestabilizar o sistema, e este é 0 menor valor em que isso acontece. Valores
menores que M.SM mantém o sistema estavel.

Verifica-se com isso que o Teorema do Ganho Pequeno permite na pratica, estabelecer um
limite superior associado a T, tratada no dominio das freqiiéncias, para o qual a incerteza do sis-
tema ndo o desestabilizard. Assim estd estabelecido o conceito de estabilidade robusta, que sig-
nifica justamente identificar o maximo de incertezas que uma planta nominal pode absorver sem
desestabilizar-se. Portanto, um sistema ¢ dito robustamente estivel quando, uma vez garantida a
estabilidade da FT nominal, também se garante estabilidade de malha fechada para a FT real [2],
conforme dado no teorema 3.1,
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Quando esta situagio se verifica na presenca de um controlador formulado com as incerte-
zas, tem-se o controle robusto deste sistema. Este conceito pdde ser visualizado diretamente na
equaco (3.8), onde a planta real ¢ obtida pela incerteza multiplicativa na saida da planta nominal
e controlada por K. Ele serd adaptado para a notagdo utilizada nas defini¢des dos controladores
apresentados no capitulo 5.

Com as determinagSes das matrizes de estado do sistema e da formulac8o das incertezas,
- parte-se agora para a defini¢io das LMI, essenciais para o estabelecimento dos conceitos de conve-
xidade e estabilidade, bases para um projeto de controle segundo o ponto de vista deste trabalho.



Capitulo 4

Desigualdades Matriciais Lineares

4.1 Definicoes

Para o entendimento das Desigualdades Matriciais Lineares propriamente ditas, é necessario citar
antes algumas definigdes preliminares. Estes conceitos sio apenas brevemente introduzidos neste
trabalho, para que a nomenclatura utilizada adiante fique clara e padronizada.

Um espago vetorial real ¢ aquele que contém vetores cujos elementos sio niimeros reais.
Quando este espago possui uma norma, ¢ dito que ele € normalizado. Caso um espago vetorial
normalizado seja finito em suas dimensdes, entdo ele & denominado de espago completo.

Um conjunto ¢ chamado de convexo se e somente se, para qualquer par de pontos pertencente
a ele, o segmento de reta que 0s une também pertenga inteiramente ao conjunto. Uma fungdo é dita
convexa se todos os elementos do seu dominio pertencem a um conjunto convexo e satisfazem a
seguinte relagéo [43, 46}

flazy + (1= a)z)) < af (21) + (1 - 0) f (z2); Vo, 2 € Qe € [0, 1.

Logo, 2 C T, onde I' ¢ um conjunto convexo. Uma fungdo que seja exatamente o oposto da
defini¢do de convexidade dada acima é chamada de céncava.

Seja a fungo matricial F(x) definida num espago vetorial real e completo, e pertencente ao
conjunto das matrizes simétricas S™. SejaF;, i = 1,2,....m um conjunto de fun¢les matriciais
do tipo afim, isto ¢, fungGes simultaneamente convexas e concavas [46]. A funcdio F(x) é chamada
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de Desigualdade Matricial Linear, doravante LM, se for escrita da seguinte forma genérica:
™m
x)=Fo+ > F; 20 (4.1)
i=1

Onde o sinal comparativo de desigualdade (3-) significa dizer que F(x) é uma LMI semi-positivo
definida, e conseqiientemente todos os autovalores da matriz resultante sio positivos ou nulos.
Caso a comparagio fosse feita com o sinal (>), entfio os autovalores de F(x) seriam estritamente
positivos. Os demais sinais e suas nomenclaturas estio apresentados na notagdo adotada para o
trabalho.

A equagdo (4.1) € a forma canénica [18] de uma LMI, que representa por definigdo um
conjunto convexo. Este conjunto ¢ um semi-espaco vetorial [46] contido no espaco vetorial onde
F(x) foi definida. O exemplo abaixo mostra como uma LMI pode ser escrita na forma candnica:

o= 2]

Iy
10 01
[2 22}:[0 0}$1+[1 U}M»{h{ }3:3 Fi2) + Foxg + Fyz3 —

— F(x) = Z Fiz; =0, xe R (4.2)

i=1

Analogamente, pode-se definir um conjunto poliedral [46] através da intersec¢do de n semi-
espacos vetoriais descritos em n LMI. Caso seja mais conveniente, também ¢ possivel fazé-lo atra-
vés de uma tinica LMI na forma de uma matriz bloco diagonal [18]. Assim, ¢ possivel representar
restrigbes para que uma determinada varidvel apresente o valor da sua solugdo contido exclusiva-
mente neste conjunto. Esta forma matematica de usar as LMI serve aos problemas da engenharia
de controle, assim como a uma série de outros problemas de origem matematica, conforme apre-
sentado a seguir.

4.2 Programacio Semi-Definida

A forma candnica de programagio semi-definida, também chamada de problema de autovalor
(EVP), representa um problema de Minimizacdo Convexa de uma funcfio em x. Seu objetivo é
minimizar o autovalor méximo de uma matriz que depende, de forma afim [46], de uma variavel
sujeita & restricio LMI. A convexidade do problema é proporcionada por esta restrigio, que por
defini¢fo, estabelece o semi-espaco vetorial convexo onde a solugdo do problema deve ocorrer
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matematicamente [18]. Este EVP também aparece na forma equivalente da minimizagio de uma
funcho linear sujeita a LMI, sendo denominada de Programacédo Semi-Definida (SDP); dada por:
minimizar cfx
x € }m (4.3)
sujeitoa: F(x) =0

Ha casos em que um EVP pode estar apresentado de outra forma, cabendo o uso de algumas
propriedades matriciais a fim de adequa-lo para a forma candnica apresentada. O Complemento
de Schur ¢ uma delas, pois permite realizar uma série de transformagdes em 4lgebra matricial, no
intuito de converter desigualdades nio-lineares em LMI.

O Complemento de Schur estabelece as seguintes relagdes [18, 47]:

£ trp—]
{xy]yoﬁ{zwoex»yz Y (4.4)

Y Z X>~0eZ> YX 'Y

A equagdo (4.4) mostra que certas desigualdades matriciais ndo-lineares podem assumir a
forma de LMI e vice-versa. Além disso, caso seja conveniente, podem ser feitas mudangas de
ordem numa LMI, usando como base a equagdo (4.4), conforme apresentado neste exemplo [48]:

t t
AP+PA PB C AP + PA+C'RC  PB+ C'RD
BP —¥*R D < 0 & <0 (4.5)
C D | __R_,l Bt? + DtRC "‘-')’ZR "" DtRD )

E com base nesta formulagfio que o controlador misto sera projetado sobre a FT objetivo. O
tipo de controlador escolhido para este trabalho utiliza a minimizagéo das respostas em freqiiéncia
do sistema dentro de um conjunto convexo, o que faz da forma candnica apresentada em (43)a
ideal para sua resolugdo. Para que este controlador seja corretamente implementado, € necessirio
antes compreender quando um sistema CTLTI pode ser considerado estivel.

4.3 Estabilidade dos Sistemas

A estabilidade de um sistema CTLTI pode ser definida de vérias formas. Seguindo as definigdes das
LMI, uma destas formas foi desenvolvida por Lyapunov hd mais de um século [4]. Outra forma,
de grande utilidade para este trabalho, inclui as incertezas associadas ao modelo, conforme apre-
sentado pelo teorema 3.1 da se¢fo 3.2. Uma terceira maneira consiste em determinar a estabilidade
graficamente, através do lugar das raizes do sistema no plano R x .
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Teorema 4.1 (Estabilidade de Lyapunov) 4 estabilidade de acordo com Lyapunov afirma que
um dado sistema CTLTI em sua forma homogénea [3], x = Ax, é estdvel no tempo se e somente se

existir uma matriz P simétrica, tal que satisfaca:

A'P+PA<0: P>0 4.6)

A solugdo desta inequacdo, chamada de desigualdade de Lyapunov, permite a determinacgio
do nivel de energia contido no sistema, através da fungido quadratica de Lyapunov [38]:

V(x)=xPx >0

Teorema 4.2 Se o sistema homogéneo é estdvel, entdo existe uma matriz Q, simétrica e positivo-
definida, tal que AP + PA + Q = 0.

Prova: .
Dado x = Ax, entio: V(x) = x'Px + x'Px —
— V(x) = x!A"Px + x'PAx —
—V(x)=x(A'P+PA)x <0
Para o sistema homogéneo ¢ usando a defini¢do de (4.6), tem-se V (x) < 0, que também pode ser
escrita como:

V(x)=-x'Qx<0; Q=Q >0, vx(0) #0eV¥x € R .7

Como a matriz P, solugdo da equagio (4.6), representa o nivel de energia de um sistema para
condi¢Bes iniciais ndo-nulas, o teorema 4.2 prova que este sistema é dissipativo, por promover o
decréscimo da energia total no tempo [26, 36}, quando Q > 0.

A matriz Q pode indicar o caso limite de igualdade onde o sistema é assintoticamente estavel,
segundo Lyapunov, j4 que foi provado que um sistema ¢ dissipativo em condi¢des iniciais nfo-nulas
¢ estavel se respeitar a desigualdade de Lyapunov. Esta afirmacio provoca a dedu¢fio da Equagio
de Lyapunov da estabilidade:

A'P+PA+ Q=0 4.8)

Outro método para se definir a estabilidade assint6tica é o seguinte: a FT definida pelas
matrizes de estado em (2.41), ser4 considerada assintoticamente estivel se:

det(sI —A) =0 — R{s} <0 4.9

LS



Isso significa dizer que T,u(s) é ndo-analitica em R {s} < 0. Ou sgja, todos os pontos
singulares da FT em questdo estdo contidos neste dominio. Os tinicos pontos singulares que uma
FT racional t€m so os seus polos; desta forma, a equacio (4.9) indica que todos os pdlos da FT
estio do lado esquerdo do plano R x & [26], ou todos os autovalores de A terio parte real negativa.

Apresentados os conceitos basicos sobre LMI e critérios de estabilidade, serfio definidas a
seguir as normas para as FT no dominio das freqiiéncias; de onde serfio formulados os problemas
de minimizag¢3o convexa.
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Capitulo 5

Normas das Funcoes de Transferéncia

5.1 Definicées Preliminares

E sabido que o objetivo de controle neste trabalho é minimizar a funcdio de transferéncia, no domi-
nio das freqiiéncias, entre o sinal de saida ou desempenho z e os sinais de entrada w. Para que isto
seja possivel € preciso estabelecer de alguma forma o tamanho desta FT que representa o sistema
linear através das matrizes de estado. Uma norma definida no espectro das freqiiéncias pode cal-
cular uma dimensio especifica da mesma, ¢ o objetivo entéio passaria a ser determinado através da
minimizagio desta norma. Para o controle de sistemas, existem dois métodos bastante utilizados
na obtengao do tamanho de uma fung¢io de transferéncia, abaixo relacionados.

¢ Método 1: aplicar um sinal conhecido na entrada e medir a amplitude da resposta do sistema
na saida, avaliando a sua performance. Este procedimento visa medir a norma H, daFT, e o
controle baseado nesta norma busca uma reducfo geral da amplitude de resposta medida em
toda a faixa de freqiiéncias [43].

» Método 2: impor 4 FT entradas em toda a faixa de freqiiéncias, medir a amplitude de resposta
de todas as saidas geradas e entdo selecionar o maior valor como sendo a norma Hy, deste
sistema. Esta medigfio avaliard a robustez do sistema, e o controle baseado nesta norma
promovera a redugdo do pico da amplitude de resposta em freqiiéncia [43].

Durante a realizacfio de tais otimizagGes ¢ essencial que a FT objetivo permanega estvel, tal
como descrito no capitulo anterior. A nomenclatura definida para estas normas segue esta necessi-
dade, onde a letra H representa o Espaco de Hardy [41], que define o conjunto de todas as fungdes
de transferéncia proprias e assintoticamente estaveis conforme definido em 4.9).
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Para a FT objetivo dada em (2.41), a condigiio entre ser ou ndo ser estritamente propria esta
associada com o seu valor limite quando a variavel de Laplace s tender ao infinito, ou seja:
lim Tow(s) =Dy, (5.1)
{sl—00
O resultado deste limite d4 o termo independente Dy;. Se ele for nulo, entdo:

Tow(s) = Cy (s — A)~'B, (5.2)

Neste caso T,y (s) € estritamente propria. Se Dy # 0, entdio T,y (s) & propria, pois o valor do limite
em (3.1) também sera ndo-nulo [49].

Para a determinagdo da norma H,, o sub-indice 2 presente nesta representacdo indica que seu
calculo ¢ feito pela norma matricial base 2, ou Euclidiana. Ela representa neste caso o somatorio
de todas as contribui¢des na saida do sistema devido as perturbagdes em todas as entradas, e em
todas as freqiiéncias [23].

No caso da norma H.,, o sub-indice oo indica que o calculo se dara pelo valor equivalente ao
pico da magnitude da resposta em freqiiéncia [19]. Entretanto, esta afirmagdo ¢ mais adequada para
os sistemas SISO, Para facilitar esta determinacio nos sistemas MIMO, que € o caso em estudo,
faz-se necessaria a defini¢do do valor singular de uma FT.

Seja H(s) uma fungdo genérica descrita no espago de estados com m entradas e 7 sajdas re-
presentando um sistema dinmico. Para uma determinada freqiiéncia w, a funco H(jw) € C™*" ¢
uma matriz constante representando o ganho do sistema naquela freqiiéncia [19]. A forma matricial
de uma FT ja foi apresentada na equacio (2.36). Desta forma, os valores singulares de H(jw) sdo
dados por: :

H{jw)] = /X [H H{jw)] . i=1,...k; k = min {m,n} (5.3)

A seguir sdo apresentadas em maiores detathes as duas normas, bem como as condicGes.
necessarias para a resolugdo do problema de controle estudado.

5.2 Norma H; e Espaco RH,

Seja a fungdo de transferéncia T,w(s) dada na equacfio (2.41); a sua norma H, é definida por [26]:

o0 1/2
o @l o= |52 [ iy ) o 5:4)

oo
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Para que o valor da norma H; exista, a fung8o T,w(s) deve pertencer ao espago RHs, que é
um sub-espago de Hardy. Assim, além de ser racional e analitica em R {s} = 0, ela deve ser estri-
tamente propria [50], conforme dado em (5.2). Os teoremas a seguir efetuario uma reformulagio
matemética desta norma, adaptando-a para as matrizes de estado ja definidas.

Teorema 5.1 (Parseval) Seja H(t) a transformada inversa de Laplace de uma fungéo de transfe-
réncia estritamente propria representada por H(s). E possivel provar que [2, 26]:

;7; [ZH[H*UW)H(]W)] dw == Awﬁ [Ht(t)ﬂ(t)} dt (5.5)

Usando a representacfio das matrizes de estado, a transformada inversa de Laplace de H(s) é
dada por:
-1
H(s) := C(sI~ A)"'B 5 H(f) := Ce@9B (5.6)

Conseqiientemente, usando as definigdes de (5.5) e (5.6), pode-se escrever a norma H, de
T.w(s) de outra forma:

I T2 = f tr(BieA)CECeA)B, )dt (5.7)
g

Teorema 5.2 (Plancherel) Seja H(s) uma funcdo estritamente prépria, cuja condicdo de estabili-
dade é determinada pela equacao de Lyapunov dada em (4.8). A matriz P, solucdo desta equacdo,
€ chamada de Grammiano de Observabilidade [2), definida por:

P:= /D ~ e@iQedt Q= Cigy (5.8)
Desta forma, substituindo (5.8) em (5.7), chega-se a expressio:
ITow(s)lly = tr(BLPBy) (59
5.2.1 Formula¢io Convexa do Problema H,
Uma vez que a matriz P foi definida no teorema 5.2 através da condigiio de estabilidade de Lya-
punov, a igualdade dada em (5.9) deve incluir a equago de Lyapunov (4.8) como restrigdo a fim

de assegurar a estabilidade do sistema. E sabido que ela pode expressar o caso limite de igualdade
para 0 qual o sistema sera estdvel. Assim, transformé-la em uma LMI negativo-definida fard com
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que o sistema tenha uma maior garantia de estabilidade. Substituindo Q dado em (5.8) na equacio
(4.8) assim modificada, tem-se uma restrigio para a minimizacgo de (5.9):

AP+PA4+CIC; <0 (5.10)

Finalmente, o problema H, descrito na forma convexa definida por (4.3) na variavel P, e
aplicando o complemento de Schur na restricdo (5.10), sera dado por [47]:
min tr(B}PB;)

min | Tow(s)]l3

s.a. estabilidade (5.11)

A'P+PA C

sujeito a: [ C I

}<O;P>0

Mais adiante serdo apresentadas as formas de otimiza¢io usando esta norma, onde a realimen-
tagdo da planta através do controlador K, ilustrado na Figura 2.6, pode ser feita de muitas maneiras.
A depender desta configuragio, o projeto do controlador serd executado de formas diferentes.

5.3 Norma H, e Espaco RH

Para que seja obtida a norma H, de uma fungio, é necessario que ela pertenca ao espago RH,.
Ele € constituido pelas FT racionais, analiticas no conjunto R(s) > 0 e proprias [50]. Ou seja,
a estabilidade assintotica também ¢é essencial para que a fungdio tenha sua norma H,, calculada,
mas ela ndo precisa ter necessariamente o termo independente nulo, conforme apresentado ap6s a
definicio dada em (5.1).

Para que seja possivel descrever o problema de controle baseado na norma H,, por minimiza-
¢80 convexa, para um sistema representado por uma FT pertencente ao espago RH,, € dado o
teorema abaixo. A notagio das variaveis nele definidas deve ser considerada como exclusiva para
uso do teorema, sem relagiio com quaisquer outras ja definidas anteriormente.

Teorema 5.3 Seja uma FT H(s) = C(sl — A)"'B + D € RH,, com a matriz da equagdo ho-
mogénea A assintoticamente estivel; e seja a matriz Hamiltoniana Z(-y), sem autovalores no eixo
imaginario dada abaixo [19]:
_ A + BR™IDIC BRB .
Z(y) = [ —C'I+DR™'D))C —~(A +BR™!D'C)? eR
sendoR:=yI-D'D >0 = (D) < /%

Entao as seguintes sentengas sdo validas e equivalentes [23, 51, 52, 53]:

(5.12)
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L H(s)|2, <7

2. Existe uma solucdio P, simétrica e semi-positivo definida, estabilizadora da equacdo algé-
brica de Riccati associada com a matriz Z{v):

(A +BR'D'C)'P + P(A + BRT'D'C) + C*(I + DR™!D!)C + PBR™IBP = 0 (5.13)

3. (Bounded-Real Lemma) Para um sistema linear descrito pela FT H(s) = C(s1—A)"'B+D,
a LMT

i t t
A'P + PA + CiC PB+CD}=\<0, (5,14

B‘P + D'C D'D — A1
serd factivel se e somente se:
()%, <

Aplicando o complemento de Schur na LMI (5.14), resultars em:
A'P +PA + C'C + (PB + CD) (71 — D'D)~(B'P + D'C) < 0
Usando a definigdo de R vista em (5.12) e desmembrando os produtos em parénteses:
AP +PA + C'C + PBR™'BP + PBR'D'C + C'DR'B'P - C'DR™'DC < 0

Esta inequagdo matricial permite, portanto, a condig@o de igualdade 4 matriz nula. Reagrupando-a
convenientemente e considerando apenas a condigdo limite de igualdade, obtém-se exatamente a
equagdo algebrica de Riccati dada em (5.13). Conseqiientemente, a factibilidade de (5.14) através
da sentenga /, verifica a sentenca 2 no limite de estabilidade. Maiores detalhes e provas algébricas
destas sentencas podem ser encontradas nas referéncias citadas no enunciado do teorema.

Com as afirmagdes do teorema 5.3, € possivel descrever um problema de otimizagio pela
norma He, j& que a FT objetivo preenche todos os requisitos necessarios para pertencer ao £5paco
RH: as matrizes de estado que a compdem sdo reais, tornando a FT racional; ela é estavel,
tornando-a analitica em R(s) > 0; e também ¢ prépria pois D s 0. Conforme visto anteriormente,
a norma H,, ¢ dada pelo pico do diagrama de valores singulares de uma FT, isto é [53]:

[H(s)|l := sup & [H(jw)] (5.15)

w
Logo, a norma H,, significa num sistema MIMO o maior valor no diagrama de valores sin-
gulares da sua FT. Otimizar a fungo T,.(s) no espago RH.,, significa minimizar a sua norma H_,
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que por sua vez representa minimizar o escalar -y, limitador deste valor, conforme sentenca [. O
resultado fard com que o grfico de valores singulares de T, (s) no dominio das freqliéncias tenha
a sua amplitude méaxima de resposta reduzida ao minimo possivel.

Para construir a forma convexa do problema H,, utilizada para definir o controlador neste tra-
balho, serd necessario introduzir os conceitos de estabilidade robusta aplicado aos sistemas MIMO.

3.3.1 Norma H, e Estabilidade Robusta

Conforme definido anteriormente, a estabilidade robusta de um sistema & garantida quando um
controlador que estabiliza a sua planta nominal também garante g estabilidade para a planta real.
Para esta definig3o ser aplicada ao sistema em estudo, sio dadas as defini¢des a seguir.

Como a norma H,, é uma norma induzida, de acordo com o apresentado no Apéndice A em
(A.1), ela respeita a seguinte propriedade, aqui apresentada para A e B quaisquer:

la - Bll, < lA], - Bl (5.16)

A norma H,, de um sistema real com sua incerteza concentrada modelada de forma multi-
plicativa, representada pela Figura 3.2, pode ser apresentada através da propriedade (5.16), uma
vez que esta permite o tratamento de A no dominio das freqiiéncias [19]. Usando o teorema 3.1 da
se¢do 3.2, ¢ a mesma nomenclatura para as varidveis 14 apresentada, obtém-se {11

M- Al < Ml - A, < 1 (5.17)

A matriz M representa a FT nominal controlada por K(s), vista pela incerteza A, de acordo
com a Figura 3.2. Assim, do teorema 5.3, pode-se escrever:

M2, <~

e de (5.17) tem-se que: )

2
Al < = (5.18)
v
Isto significa que, uma vez encontrado o valor -y que minimiza a norma H, de uma FT, existe
um valor méximo de incertezas admissiveis tal que o sistema mantenha-se estavel, representado

pelo inverso de «y. Este valor méaximo para sistemas MIMO é dado aqui em funcdo dos valores



singulares [2]. Comparando as defini¢Bes de (5.15) com (5.18), observa-se que maximo valor
singular de T(jw) relaciona-se com a varidvel +, obtendo-se enfim:

a1
U[A(Jw)]—ma, J

Esta relacio indica que o maximo valor singular das incertezas no dominio das freqiiéncias
equivale ao inverso do méximo valor singular da FT complementar, T(jw). Estas incertezas deter-
minam a faixa de estabilidade robusta do sistema, através do teorema do ganho pequeno dado em
3.1. Em outras palavras, o teorema 3.1 garante a estabilidade do sistema, mas a reciproca ndo é
verdadeira. Pode haver um sistema estdvel que nfio respeite as fronteiras impostas pelo teorema do
ganho pequeno, o que sera visto mais adiante.

3.3.2 Formulacdo Convexa do Problema H_,

Conforme apresentado na equagio (5.18), as incertezas ndo-estruturadas do sistema receberam um
valor limitante, dado pela norma H,, da mesma. Pelo conceito de estabilidade robusta introdu-
zido anteriormente, ao se minimizar a norma H,, de uma FT, estara se promovendo uma maior
capacidade do sistema representado por esta FT de absorver tais incertezas. E exatamente isto
que a varidvel escalar -y representa. Dada pela sentenga / do teorema 5.3, ela serve de limitante
para a norma f; da FT objetivo. Assim, ao ser minimizada, possibilita uma maior capacidade de
absor¢do de incertezas por parte do sistema modelado.

Usando as definigdes do Bounded-Real Lemma, introduzido na senten¢a 3 do teorema 5.3,
tem-se que a LMI (5.14) é factivel dentro do contexto de estabilidade robusta de uma FT, quando
limitada pela norma H, através do valor de «y. Assim, esta LMI servira de restri¢do para o problema
H,, na forma convexa almejada.

Conclui-se que o problema H,, que minimiza a FT objetivo de (2.41), respeitando as condi-
¢Oes de estabilidade robusta, pode ser colocado na forma convexa apresentada em (4.3). Aplicando
o complemento de Schur na LMI (5.14), restri¢io deste problema, obtém-se [43, 48]:

[ min~y
sujeito a:
min || Tpu(s)[1%, AP +PA PB, C!
sa cstabilidade ) | BP  —1 D, | <0, (5.19)
C1 D11 —~I
| P>0
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As formas de otimizag&o usando a norma H,, também dependem do tipo de realimentagio da
planta através do controlador K. Antes deste esclarecimento, serd apresentado a seguir o problema
que reune as duas formulagbes de otimiza¢o da FT objetivo até aqui estudadas.

3.4 Apresentacio do Problema Misto

Os problemas de controle em normas H, € H, apresentados anteriormente, foram estudados teo-
ricamente € experimentalmente por diversos autores [22, 26, 50]. Neste trabalho eles sio descritos
com 0 proposito de servirem ao objetivo de atenuar as vibragdes de uma viga engastada.

O problema de controle em H,, pode manter uma boa performance robusta, ou seja, garantir
estabilidade mesmo para uma planta nominal onde as incertezas ndo foram descritas diretamente,
desde que estas néio superem o limite obtido pelo controlador. Por outro lado, este tipo de projeto
preocupa-se principalmente com a robustez no dominio da freqiiéncia, e geralmente nfo garante um
bom comportamento transiente para o sistema em malha fechada. J4 o controle H, d4 um resultado
de performance muito mais adequado para os comportamentos transientes [25].

Desta forma, pode-se observar que estes dois modos de solugfio para um problema de controle
podem nfo ser compativeis diretamente, pois apresentam objetivos conflitantes. O ponto chave é
que a minimizacio das normas Hy e H,, nfo pode ser feito de forma independente no controle
misto, pois elas dependem do mesmo controlador a ser determinado. De fato, quando a restrigio
7y para o problema de minimizagio em H,/H,, tende ao infinito, o controle misto se aproxima
do controlador otimo em RH, [26]. Isto significa que, num nivel v < oc existe um custo de
performance a ser pago pelo controle misto.

Logo, combinar os objetivos de controle de H, com H,, em um tnico controlador dini-
mico € considerado um passo a favor da evolugio na teoria de controle robusto [25]. O principal
objetivo nos problemas de controle misto é agrupar as principais caracteristicas destas duas formu-
lagBes para projetar um sistema de controle cuja medida de performance robusta [51] seja a mais
adequada.

Este projeto torna-se efetivo quando se otimiza a performance do sistema, garantindo simul-
taneamente a sua robustez perante s incertezas. Isto significa dizer que o problema restrito de
controle misto 6timo consiste em encontrar um controlador que minimiza a norma H, da FT obje-
tivo, sujeita a uma restricdo que é a norma H., de outra FT, associada com o sinal influenciado pelas
incertezas [54]. Sua representacdo usual em diagrama de blocos, considerando a possibilidade da
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presenca das incertezas, € a seguinte [47]:

e -
1 1
Fommmt A hm-een
) ! i [
1 b 2
t :
1 P
) 1
Woo I

Wi ——  H(s) | 2y

wl y
K(s)

Figura 5.1: Representacio genérica de um sistema para o problema misto

Escrevendo este problema matematicamente, tem-se [26]:

ming {[Beyw, ()13 [Hapwo (5)]2 <75 v > 0} (5.20)

O controlador K que resolve este sistema impde 4 sua malha fechada a melhor performance
contra todas as perturbaces externas, medidas pela FT entre w; e 3, sujeita a condicdo de estabili-
dade robusta da planta. Esta estabilidade € garantida para as incertezas eventualmente existentes do
modelo, expressas por wy = Az, tais que, pelo teorema 3.1 e equacdo (5.18), respeitem a seguinte
desigualdade [54]: A}, < y1.

Este problema poderia ser resolvido adicionando um objetivo de controle - ou restricdo - em
H, para um projeto de controle conhecido em H,, [25, 26]. Mas este procedimento, chamado
de controle misto inverso, é mais dificil e pouco pratico. Um dos motivos estd no fato da fungédo
objetivo pertencer, neste caso, ao espago RH.,,,; enquanto que no caso a ser tratado neste trabalho
ela pertencera ao espago R H,, mais restrito que o anterior pelas definicdes ja vistas de ambos.

A solugio de (5.20) serd obtida através da unido entre as formulagdes convexas de (5.11)
com (5.19), mas aplicadas em FT diferentes, conforme supracitado. Ela serd apresentada apds a
explicagdo dos métodos de realimentacio para os controles H, ¢ H, a seguir, que permitirfio a
descrigio das formulagdes convexas finais do sistema de controle misto.
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Capitulo 6

Controle via Realimentacio de Saida

6.1 Defini¢cées Preliminares

Existem dois métodos principais para o controle de sistemas dinimicos, através da realimentagdo
de um sinal u, visto nas figuras 2.4 e 2.5, que podem ser tratados por otimizagio convexa pelas
normas H e H,. Denominados de Realimentacio de Estado e Realimentagdo de Saida, estes
métodos determinam como o sinal de controle ¢ construido para a obtengio do objetivo de projeto:
a minimiza¢do da resposta em freqiiéncia da FT H,,., (s), definida em (5.20). As diferengas de
formulacio ¢ implementagéo entre estes métodos s3o muito grandes, e os resultados que seriam
obtidos na minimizagio das normas da FT objetivo podem ser bastante distintos.

O método da realimentagio de estado considera que os valores das varidveis de estado, des-
critas pelo vetor x em (2.40), alimentam diretamente o controlador. Isso implicara que ele atuard
diretamente nas varidveis do sistema modelado, possibilitando uma maior redugio da resposta em
freqiiéncia da FT entre a saida e a entrada. O problema deste método est4 na sua pouca praticidade.
Obter as varidveis de estado para um sistema complexo, com muitos graus de liberdade, é muito
dispendioso, além da possibilidade de nfo haver condi¢des de medir estas variaveis [23].

Apesar desta dificuldade ndo se fazer presente no sistema escolhido como exemplo para este
trabalho, optou-se por usar o método da realimentagfo de saida, pois este é mais pratico e pode ser
estendido para sistemas mais complexos. O método usa as varidveis disponibilizadas pela prépria
resposta do sisterna para controlar a planta modelada. Este método tem a desvantagem de ser
mais complexo para implementar e resolver computacionalmente, pois as matrizes de estado do
controlador também entram nas restri¢des em LMI do problema [25], conforme sera visto adiante.
Na realimentagéo de estado, apenas as matrizes de estado da FT objetivo € o ganho do controlador
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estdo nas restri¢des.

A estrutura do controlador misto com realimentagio de saida, descrito na forma convexa
apresentada na equagio (4.3), sera apresentada a seguir. Antes, serdo impostas as condi¢des admis-
siveis ¢ as respectivas formulagbes para o controle H, e H 0

6.2 Controlador Admissivel em RH, ¢ em RH,,

Um controlador admissivel para uma determinada planta ¢ aquele que estabiliza internamente esta
planta [54]. Estabilidade interna significa dizer que todos os estados do sistema em malha fechada
vdo a zero a partir de quaisquer condigGes iniciais caso o vetor de entradas w seja nulo [55]. Este
controlador est4 representado pela Figura 2.6, e pode ser descrito pelas seguintes equages [26]:

—_ Ac Bc ic = Acxc + ch
K(s) [ & DJ - { P ©.1)

A conexfio de realimentagio entre H(s) ¢ K(s) permite determinar qual deve ser a capacidade
de estabilizacdo que o controlador deve ter para ser admissivel ao sistema. A fim de determinar
estas condigdes de operagiio, é feita a substituicio do termo y de (2.40) na equagiio de u em (6.1),
pondo depois os termos de u, que ¢ o sinal de controle, em evidéncia:

U= Cov+ D(CoX + Dyyw + Dogu) — 1 — D, Dosu = C,x,, + D (Cox + Dyyw) —
— Tk = (I - DcDgg)"I(chc o DCCQX e DcDmW)

(6.2)

Para que o sinal de controle exista, a equacfio resultante de u exposta acima tem que ser
resolvida. Assim, fica claro que o controlador é bem definido, em ambos os espagos RH, ¢ RH.,,
se e somente se ele for tal que [26]:

det{l — D_Dyy] # 0 (6.3)

Agora, uma vez que a FT objetivo deve ser estritamente propria por pertencer ao espago RH.,
entao o termo independente das matrizes de estado deve ser nulo. Observando a equagdo (2.41), que
descreve a FT objetivo, este termo independente equivale & matriz Dy;. Porém, é preciso manipular
o sistema de equagdes para obté-lo em fungio das matrizes da planta e do controlador. Substitui-se
o resultado de w obtido em (6.2) na equagio de z em (2.40), e organizando os termos comuns as
varidveis X, v ¢ w, obtém-se:
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= Clx -+ D]_]_W + D12(I — DCDQQJ-E (CCXC e DCCQX -+ DCDQ;.W) —

— L= [Cl ~+ Dlg(l — DCD22)~1DCC2]X + [Dlz(l - DCDgg)chc]Xc”E‘“
+{D11 + Dy2(I — D.Dy2) "' DDy Jw

A equagdo de z em (2.40) apresenta o termo independente, D;;, multiplicado por w. Desta
forma, na equagio acima o termo independente também equivale ao termo que multiplica w, Para
que o controlador seja admissivel no espago RH,, é preciso que a FT objetivo seja estritamente
propria, conforme defini¢do dada em (5.1) e (5.2). Logo, tem-se que [26]:

[Du -+ Dlg(l — Dcl)gg)‘chDm] =10 (64)

Uma das formas de obter esta igualdade é fazer a matriz Dy, ser nula, para simplificar, e con-
sequientemente pelo menos uma das matrizes Dy, Do; ou D, também deve ser nula. Esta definicdo
vird com a estrutura estabelecida para o controlador na realimentacio de saida. Vale ressaltar que
para o controlador ser admissivel no espaco RH ,, esta condicio ndo é necessria, uma vez quea

FT objetivo neste caso é propria.

Por ultimo, para que H(s) seja estavel, deve-se garantir que K(s) a estabilizara internamente.
Isso significa dizer que a matriz dindmica resultante do sistema em malha fechada deve possuir
autovalores cuja parte real seja estritamente negativa. Agrupando as variaveis de estado da FT
H(s), dadas pelas equagdes de (2.40), e do controlador K(s), dadas por (6.1), tem-se:

% iz { : } (6.5)

Substituindo a equagdo resultante de (6.2) na equacio de X vista em (2.40), obtém-se:
X = AX + Ba(I - DcD2y) "' DCox + By(1 — D.Dop) "' Cox, + Bo(I — D,Dyy) DDy w + Byw
Para se obter a equacio de X, vista em (6.1) para a malha fechada, realizam-se duas operagdes:

substitui-se a equagdo resultante de (6.2) na equaglio de y vista em (2.40), seguido da substituicio
deste resultado na equagio de X, resultando em:

Xe = AcXc + B [CoX + Doy w + Doy (I — DDag) " (C,x, + D,Cox ~ D.Dy; w))

Em seguida, reorganiza-se as duas equag@es anteriores para se obter a configuragio abaixo:
X= Ak X+ Bk "W
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Com isso, a matriz dinfmica resultante para a malha fechada, cujos autovalores devem ter parte
real negativa para que o controle seja admissivel nos espagos RH, e RH ., sera dada por [26]:
A -+ B2(I — DCDQQ)_}"DCCQ B> (I —_ DCB22)M1CC

B[l +Dgo(I~ D.Ds)"'DJC; A, + B.Do{l — D.D;o) "1, (6.6)

Ak =

Uma vez determinada as condigdes de operacio do controlador, ja podem ser descritos os
problemas de minimizagdo convexa em cada uma das normas estudadas via realimentagdo de saida.

6.3 Controle por Norma H;

Para fins de simplificagdo na defini¢do deste controlador, adotou-se que as matrizes Dy;, Do e D,
sdo nulas, respeitando as condi¢des (6.3), (6.4) e (6.6) para um sistema controlado pertencer ao
espago fH,. Assim, construindo as equagBes da planta e do controlador dinmico baseados na
descricdo matricial feita em (2.43), obtém-se:

A B, B )-I:AX-PB;W“{*BQ!!
P(S) - C1 0 Dlg Aand Z= C;X -+ Dlgll
i C, Dg; 0 Y= CQX + D21W

(6.7)

K(s) —

[ Ac Bc - ic = Acxc “t ch
C. 0 u = C_x,

As formulagdes apresentadas neste trabalho, para todos os problemas a seguir, sdo conhecidas
e descritas apenas para controladores que possuam ordem completa. A determinagio de controla-
dores de ordem reduzida implicaria na utilizagio de uma formulagio diferente, que nfo estd no
escopo deste trabalho. Um controlador de ordem completa é aquele cuja dimensdo do vetor de
estados da planta x é igual a dimens3o do vetor de estados do controlador, x, [47]. Agrupando estas
varidveis em um sé vetor de estado, tem-se a equagio (6.5).

O equacionamento do problema de controle por realimentagio de saida consiste em determi-
nar o sistema (6.7) em malha fechada e determinar as matrizes do controlador. Para isso, efetuam-
se operagOes analogas as utilizadas na obtengfo da matriz Ay, do controlador admissivel, dada em
(6.6). Primeiro, substitui-se a equacio do sinal de controle u dentro das equagtes das variaveisx e
z. ¢ depois substitui-se a equagdo de y dentro da equacdio de x,.. Assim é obtida a FT Gyw(s) para
controle em malha fechada, objetivo do problema, apresentada a seguir:
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X = Ax + Byw + B,C, x,
GZW(S) - X = Ax. + B.Cox + B.Dyyw
z = C1X + D5 Cex.

Unindo estas equagdes com a defini¢o de (6.5), é possivel escrever:
X = A% + Bw
G P
zw(S)H { Z=CX~ = (6.8)
= Gow(s) = C(sl — A)"'B

Desta forma, sio obtidas as seguintes matrizes de estado [48]:

o[ A BC]l o [ B ] - [ o)
A"‘[BCCB A }’B‘[BcnzzJ’c‘[Dmccl 69

Nota-se claramente que a matriz A é exatamente a mesma que seria obtida a partir de (6.6),
caso fossem 14 substituidas as matrizes consideradas nulas para esta formulacio: Dy, e D,. Esta
evidente que esta matriz respeita a condi¢io determinada naquela equagiio para o controlador ser

admissivel.

Observe que (6.8) € uma fungfo estritamente propria, caracteristica dos espagos RH,. Con-
seqiientemente, usando a mesma algebra que formou o problema H, convexo apresentado em
(5.11), chega-se & seguinte configuragdo para o sistema controlado [47]:

min tr(B'PB)
min |G (5) sujeito 6.10)
1 - cto o~ i .
s.a. estabilidade AP é— PA CI <0: P»0

Para encontrar a solugdo deste problema, vinculada a existéncia de uma matriz f’, simétrica
e positivo-definida como visto no teorema 5.2, é necessario realizar algumas transformacées con-
gruentes convenientes ao espago R H- [47]. Elas sio necessarias para que o problema (6.10) acima
possa ser escrito na forma de SDP. Primeiramente, sera introduzida esta propriedade no seguinte
teorema [18]:

Teorema 6.1 (Congruéncia) Dada uma matriz X, simétrica e positivo-definida, a sua transforma-

¢do congruente feita por uma matriz T ndo-singular, também serd positivo-definida e dada por:
TXT >~ 0
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Caso X seja simétrica e negativo-definida, entéo a transformacéo terd a seguinte forma:

T'XT < 0

As transformagdes que serdo realizadas para a obtengiio do problema convexo, estario em
funcdo de duas matrizes simétricas e invertiveis X ¢ Y, associadas com a solugiio de Lyapunov P
de acordo com as defini¢des a seguir [47, 56);

~ X U -1 Y V¢
P (X U e [V Yo

)

Deste modo, o problema de controle H, consiste em encontrar um conjunto de matrizes

(6.11)

factiveis X, Y, F, M ¢ L, tais que minimizem a norma Hs da FT de malha fechada do sistema,
G.w(s). Elas ir3o compor as matrizes de estado da FT do controlador do sistema, com o auxilio de
transformacdes convenientes que serdo apresentadas para moldar as restricoes em LMI na forma

COnvexa.

Sendo U e V inversiveis, as seguintes ignaldades sfio obtidas a partir da identidade gerada
pela multiplicacéio de P com P~ {56, 57]:

XY + UV =1 — V= (U)"1(I - XY)

XV 4+ UY = 0 — ¥ = (U)-14(XY'X — X)U ™!
UY +XV =0 — X=-U(Y™ - X)"'Ut
UVi+ XY =1

(6.12)

Assim, as matrizes Pe T podem ser escritas somente em funcio de X e Y. A partir dai, foram
construidas transformac¢des matriciais convenientes, usando P e T sobre as matrizes de estado dadas
em (6.9). Isto modificard as restrigdes de (6.10) para que seja obtido o problema H, em funcio das
matrizes de estado dadas em (6.7). Deste modo, tem-se que a transformacao para P & [47, 56, 57]:

Y 1

— »--t-»—v
I’>~I)+—~>TPT>«0—>[I X}»ﬂ (6.13)

A transformagio utilizada para C, necessaria para a obtengio da matriz de estado do contro-
lador C,, é dada a seguir [47, 57}:

CT=[ (C;Y+DyF) C; ], sendoF:=C.V (6.14)
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Abaixo ¢ apresentada a transformagfio utilizada para B, necessaria para a obten¢do da matriz
de estado do controlador B, {47, 571

BPT =[B! (BIX+DLLY ], sendoL :=U'B, (6.15)

Finalmente, a transformagfo abaixo apresentada envolve A, necessaria para a obtencio da
matriz de estado do controlador A [47, 57]:

AY + BoF A

,it
M XA + LG,

AT = { S M= XAY + XB,F + LC,Y + USA,V  (6.16)

Para que o problema H, passe para a forma convexa desejada, as transformacdes matriciais
convenientes devem ser aplicadas 4s suas duas restricbes e também ao seu argumento, vistos em
(6.10). Estas transformagdes usardo as defini¢des descritas acima para que o problema se apre-
sente em fungdo das matrizes de estado apresentadas em (6.7), ¢ das matrizes X e Y apresentadas
como componentes da solugdo de Lyapunov em (6.13), que € uma das restrigdes do problema final

descrito adiante.

O argumento original do problema, ﬁtf’ﬁ, serd redefinido com este propdsito. Ele sera com-
parado por uma desigualdade com uma matriz Z de forma tal que, quando esta for minimizada no
lugar do argumento original, este também seja minimo. Apresentando esta desigualdade e apli-
cando nela o complemento de Schur, obtém-se:

= §
Z > B'PB — [ z B;’} -0 (6.17)

Efetuando uma transformacio congruente, pré e pos-multiplicando a matriz resultante acima

o lelod)

respectivamente por [18, 56]:

E obtida a primeira restri¢o:

Z B, B!X+DiL!
B, Y I >0 (6.18)
XB; + LDy 1 X

Executando a mesma seqiiéncia para a primeira restrigio em (6.10), mas fazendo apré e a

pos-multiplicagdo respectivamente por [18, 56]:



Obtém-se a segunda restricio:

AY +B,F + YA' + F'B}, A+M YC, + F'Di,
A+ M XA +LCs +A'X + CLL ci <0 (6.19)
C,Y + Dy F C, ~I

Portanto, o problema H, na sua forma convexa final para a realimentagio de saida, aplicado
em G,y (s), ¢ dado por [47, 57]:

[ mintr(Z)
sujeito a:
i Z B! BIX+Di L’
min |Gy (s)]2 ) L XBi+LDy I X
s.a. estabilidade [ N, A+M' YC] +FDi, (6.20)
Al M N, C <0; '
CY+DpF G -1
Y I 0
11 x]|”

onde N; := AY + BoF + YA + F'B}; Ny := XA +LC; + A'X + CiL

O resultado se apresentara nas matrizes X, Y, M, F e L; construtoras das matrizes do contro-
lador, A., B, ¢ C,, conforme apresentado em (6.16), (6.15) e {6.14) respectivamente. Logo:
A, = (U")~1(M — XAY — XB,F — LC,Y)V™!
B, = (U)"'L (6.21)
C.=Fv!
A matriz V ¢ obtida pela matriz arbitréria U através da primeira equagio apresentada em (6.12).
Esta arbitrariedade de U n#o influenciard no resultado do controlador obtido, uma caracteristica

oriunda das transformagdes matriciais utilizadas. No Apéndice B é provada esta sentenca, apre-
sentando a FT final do controlador na equagio (B.2).

Concluindo, a formulacio de (6.20) trara a melhor performance da saida medida em z com
relagdo aos sinais de entrada w. Ela seréd obtida pela minimizacdo da norma H, dentro das restrigdes
que condicionam a estabilidade de G, (s) ¢ garantem a existéncia de um controlador admissivel
para tal feito.
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6.4 Controle por Norma H_

A formulagdio deste problema de controle segue a mesma légica utilizada para a norma H,. A
diferenca reside no fato de G,«(s) ndo precisar ser estritamente propria, tornando a condicdo (6.4)
desnecessdria e permitindo uma maior generalizagio para as variaveis do sisterna. Aqui, a tmica
matriz a ser considerada nula sera a matriz do controlador D, para que a condigio de existéneia do
controlador no espago R H.,, dada em (6.3) seja satisfeita.

Dada a planta e o controlador dindmico abaixo:

r A Bl Bg X=AX+31W”‘}“‘BQU

P(S) o C1 Dll D12 > = CIX -+ D;}W -+ Dlgu
| C2 D, Dgg y= CzX + Doyw < ngu (6.22)
[ A, B, X. = A.X. + By

Kis) — C. 0 ] { u == C X,

A funcdo de malha fechada para o controle H,, via realimentagio de saida pode ser escrita da
mesma forma com que foi obtida para o controle Ho, substituindo a equacio de u dentro das

equagbes das variaveis X ¢ z, € também a equagdo de y dentro da equacdo de x,, resultando em:
X = Ax + Byw + B,C.x,

sz(s) = Xc = Acxc + BcCQX + BCD21W + BcD22chc
= C1X + Duw -+ DmCCXC

Unindo as equagdes resultantes com o agrupamento dado em (6.5), obtém-se:

X = AX -+ Bw
sz(S) — { Zméi+ﬁw =
= Gm(s) e C(SI — A)'IB +D

As matrizes de estado em malha fechada desta FT sdo dadas por [58]:
T A BZCC e B1 A Ci ¢ e
A= BCC2 Ac +B¢D22Cc :{ k B= { BCD21 } ! C = [ D12Cc :l ¥ D= {Dllj (623)

Aqui, assim como em (6.9), a matriz A poderia ser obtida diretamente de (6.6), fazendo esta
formulagdo também ser coerente com a condicio de existéncia 13 deserita para um controlador
estabilizador do sistema.

O préximo passo ¢ usar estas defini¢des no problema H,, ja demonstrado e apresentado em
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(5.19), obtendo a seguinte formulagio:

( min~y
. 9 sujeito a:
ez —{ [AB+PA BB € (6.24)
4. ot -, .
B P -yl D | <0; P>0
C - D -

\

A seguir sera efetuada a transformag3o congruente que seja conveniente para transformar
a primeira restri¢Ao numa LMI que contenha as matrizes de estado dadas em (6.22). Note que
a segunda restrigdo ¢ idéntica A ultima do problema H,, com a transformagio j4 apresentada em
(6.13).

Resta, portanto, a transformacdo da primeira restricdo do problema. Ela é dada pela pré e
pos-multiplicacdo, respectivamente, por [18}:

™ 0o T oo
0 1 06}je¢| 010
0 01 0 01
Esta operagfo resulta na matriz abaixo:
T'AP+PAT | T'PB T'C’
BPT 1 D | =0 (6:25)
CT b -1

Efetuando o desmembramento do primeiro termo desta matriz, nota-se que existe a mesma
transformag3o definida em (6.16), porém a diferenca entre as matrizes A de (6.9) € (6.23) resultara
numa configuragio distinta daquela 14 apresentada, para a resolu¢io do problema na norma H,. A

transformagdo tera a seguinte forma:

FPAT = [ AY+BF A } (6.26)

M + LD F XA + LG,
Com os valores de F, L e M sendo os mesmos impostos em (6.14), (6.15) € (6.16), respectivamente.
O primeiro termo da restrigio do problema, escrito em (6.25), é o somatorio da matriz de

(6.26) e sua simétrica. Os demais termos sofrem as mesmas transformag&es congruentes ja apre-
sentadas na norma //,. Desta forma chega-se a seguinte inequacio matricial:

bt e B, YC: + F'Di,
TAPT + T'PAT l {XB1+L1)21] { e ¥

|B] BIX+ D L] -1 D},
[C1Y +DF G D -1

{0



Finalmente, o problema H,, via realimentagio de saida, incluindo as restri¢cOes com as ma-
trizes de estado pode ser escrito por:

-

min -y
sujeito a:
I S So l B, YC; + F'D},
min |Glly, _ ) Ss S, XB; + LDy Ct <0
s.a. estab. B: BiX + D}, L’ Y D},
| C.Y +DyoF C, Dy . |
Y 1
[ 1 x } =0
(6.27)
Com as matrizes 8; definidas abaixo, somente para facilitar a escrita do equacionamento:
S; := AY + BoF + YA" + F'B} ;
o Mt iyt t,
82 A";‘” +FD22L 3 (6’28)

S3 = Sg = At+M+LD22F,
S; =XA+LCy + A'X + CIL!

Nota-se que este problema possui dois termos nio-lineares, S, e 83, pois neles ha o produto
entre duas varidveis a serem calculadas na minimizagio: F e L. Com isso, a restri¢do onde estas
varidveis estdo presentes se torna ndo-linear, invalidando-a como uma LMIL. Para que se possa efe-
tuar a minimizac¢do no escopo do trabalho, fez-se necessério impor Dy, := 0, tornando a restricio
em questdo uma LMI e o problema dado em (6.27) um problema de minimizagio convexa. Como
estas formulagdes servirio na montagem do problema misto, descrito mais adiante, a matriz Doy
também deve ser considerada nula para este problema.

Analogamente ao problema H,, as incognitas também sdo as matrizes simétricas X ¢ Y. Elas
serdo obtidas juntamente com o calculo de V em (6.12) a partir de um U arbitrario; e com o calculo
de L, F e M, relacionadas em (6.21) com as matrizes de estado do controlador. Maiores detalhes
da implementagdo computacional utilizada para encontrar a solugio através do Matlab, para os
problemas H, e H,,, sdo apresentados no Apéndice C.

6.5 Controle Misto H,/H,

Em virtude da maior dificuldade para o calculo computacional existente na formulago para re-
alimentacdo de saida, podem ser obtidos controladores mistos sub-6timos projetados para serem
muito préximos dos 6timos no intuito de minorar o esforgo computacional. Este tipo de projeto
simplifica as restri¢Oes deste problema, que s3o mais numerosas que nos controles H, e H,.,como
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sera apresentado nesta secfio. A solugfo obtida através da programacio semi-definida convexa,
combina as restri¢des de ambos os controladores anteriormente apresentados.

A partir do esquema apresentado na Figura 5.1, uma representagdo algébrica genérica do
sistema, incluindo um controlador dindmico, é dada por:

A B(} B, Bg X = AX + Bywy + Bl\V; + Bsnt
H(s) — Cy Dy Do Dgp o, J 7o = Cox + Dgowy + Do; Wy + Dgau
C;, Dy Dy Dye z; = C )X + Digwy + Dy wy + Dyou (6.29)
C: Dy Dy Dy ¥ = Cox + Dyyw + Doy wy + Dosue '
A, B, Xe = AX. + By
K(s) = { C. D, } - { u=C.x. + Dy

A FT de malha fechada, que engloba o sistema e o controlador, pertenceri ao espago RH,.
Isso se deve ao fato de que o problema, definido em (5.20), é dado pela minimizacio da norma H,
da FT H,,w, (s}, restrita pela norma H, da FT H,w,(s). Além disso, para respeitar as condigtes
do controlador admissivel dadas em (6.3), (6.4) e (6.6), as matrizes Dy;, Dyg e D, devem ser nulas.

Usando a mesma definigdo do vetor X vista em (6.5), fecha-se a malha do sistema para que
sejam obtidas as duas FT apresentadas na formulagfo do problema visto em (5.20). Substituindo
a equago do sinal de controle u nas equacdes de X € de y da FT H(s), e substituindo o resultado
desta ultima na equagio de %, do controlador, obtém-se:

X = AX + Byw; + Byw; + BoC.x,
X = AX, + B.Cox + B.Dyows + B.Dgyw; + B Do Cox,.

Agrupando na forma matricial:
- . A Bgcc ~ Bg Bl
re { B.C; A,+BDxC, ] o [ B.Dy } Wor [ B.D; |

Reescrevendo as equagdes de z, e 2, obtém-se:

Iy = CgX -+ D{]QCCXC 4 D(}{)Wg -+ D()lwl = Zp = [CO Dozcc]i e [DUO]WO -+ mel
Z; = Clx +D12CCXC = Iy = [C; DmCC]i

Redefinindo as matrizes destacadas entre colchetes acima, tem-se:

' A B,C, 5 . B; 5 B,
A= B.C: A+ BDxnC, }  Bo = [Bcho ] » By = [ B.D;y |’

CO T [CG DO2CC] . C1 P [Cl DlgCC] [+ f)g = Dgo.
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A partir das matrizes acima, sio construidas as FT de malha fechada de onde ser estruturado
o problema de controle misto:
f‘i = Ai -+ égWo -+ ﬁlwl
Zo = CpX + Dywy + Dg{Wl =
i = Cli

Howo(s) = Co(sI — A)By -+ Dy
H (6.30)

2w (8) = Cy(s1 — A)By

Nota-se que H,,w, (5) relaciona-se com o sinal de performance, sendo tratada no espago R H,,
€ por isso ¢ estritamente propria. Enquanto que H,,,, (s) associa-se com a robustez, pertence ao
espago RH, e portanto ¢ propria. A formulagdo do problema geral misto para um sistema com
realimentagio de saida, sera dada pela unifio das restricbes de ambos os problemas, vistos em (6.10)
€ (6.24), ou seja:

[ min tr(ﬁiﬁﬁl)
sujeito a:
min By, 9) APHPA G| g5y,
s.a. | Hyyw, (S)I5, <7 — 4 C, -1 (6.31)
s.a. estabilidade AW WA WHB, s
BW o B | <0; W0
Co Dy -1

\

A necessidade por duas matrizes determinantes da condigio de estabilidade por Lyapunov,
P ¢ W, reside no fato das formulages terem sido obtidas independentemente. Da forma que foi
exposto, este problema possui duas condigdes de estabilidade distintas, sendo que a matriz W esta
desvinculada dele. Por conseqiiéncia, sua solugio numérica com estas restrigdes em LMI se torna
dificil. Portanto, uma alternativa vidvel consiste em impor uma restrigiio adicional [59], que é
a de uma matriz de Lyapunov comum: W = P. Em funcfio desta imposicdo, estabelece-se um
controlador misto sub-6timo.

Para as matrizes B, e C; serfio usadas as mesmas transformacdes de (6.15) e (6.14) respecti-
vamente; ja que estas s3o matrizes associadas com H,,y, (5), a ser minimizada pela norma H,. Da
mesima forma, a matriz de Lyapunov P tem sua transformagcao definida em (6.13). Entretanto, a ma-
triz A ¢ igual a dada no problema H, € sua transformago foi determinada em (6.26). Falta apenas
determinar as transformacdes para By e Cy, definidas de forma semelhante as ja apresentadas:

CoT =[ CoY +DyF Cp ] ,sendo F:=C.V (6.32)
B,PT = [ B) BIX+DiL!],sendo L:=U'B, (6.33)

Nota-se que as defini¢bes de F e L sdo exatamente as mesmas ja praticadas para as transfor-
magdes de B, ¢ C,. A partir de agora, todos os passos algébricos ja foram direta ou indiretamente
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desenvolvidos nas determinagdes das restrigdes convexas em LMI para Hs ¢ H,.

Partindo de (6.31) j& com a matriz de Lyapunov unificada para as restrigdes, modifica-se o

argumento do problema gerando uma nova restricio, que sera idéntica a (6.17), obtendo-se:

min ”Hzlw; (S) Ug
5.2, || Hzgw, (3)”;?)0

s.a. estabilidade

([ mintr(Z)
sujeitoa
Z Bp
>0
PB P }
~ £
<7y =4 AP—;—PA C, <0
C -1
A'P+PA PB, C )
L Co Dy, I

E possivel efetuar 2 mesma transformago congruente que levou a primeira restri¢io do pro-

blema H;, a equagio (6.18). A mesma transformagio também ¢é efetuada para a segunda restricio
acima, e seu resultado serd andlogo a segunda restricio do problema H,, dada em (6.19). A ter-
ceira e a quarta restrigio do problema misto sio idénticas as restrigdes do problema H_, dadas em
(6.27). Transformando-as da mesma forma apresentada anteriormente, através de (6.26) ¢ de (6.13)

respectivamente, serdo obtidas as duas ultimas restrigées do problema misto escritas em funcio das

matrizes de estado do sistema.

Logo, a forma final para o problema de otimizagio misto sera:

min || Hy,w, ()]

s, || Haow, (8)]I7,
s.a. estabilidade

<7y oA

\

( min tr{Z)

sujeito a:
i Z
B,
X'B; + LDy,
L s,
S3
C,Y" + DyoF
" S,
S;
B;
CoY' + DyoF

Y I
WIX}%G

B BiX+ DLt
Y I -0
I X
S YC!+F'Dl, "
54 Ci ~ D
G ~1 |
S, B, YC + F'D},
Sy XtBo 4+ LDag Cg 0
BiX +DiL! ol D¢, =
Co Doo ~I
(6.34)

As matrizes §; sdo as mesmas definidas no problema H,, em (6.28). Vale lembrar que aqui também
a matriz Dy, foi considerada nula, para linearizar as restrigbes acima onde ela se faz presente,
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tornando assim o problema na forma convexa. Os detathes da implementagio computacional feita
no Matlab para resolver este problema sfio dados no Apéndice D.

6.6 Alguns Detalhes da Implementa¢io Computacional

Estes trés problemas apresentados podem ser resolvidos através de uma implementagio computa-
cional no Matlab. Este software apresenta muitas formas de fazé-lo, e algumas delas foram utiliza-
das neste trabalho, buscando comparar os resultados obtidos.

A primeira delas ¢ a minimizaco direta, usando as formulagdes finais apresentadas em (6.20)
para o controle Hy, (6.27) para o H,, e (6.34) para o misto. Para isto ser feito, é usado o comando
mincx, que minimiza iterativamente um objetivo linear sujeito & restricbes em LMI dadas nas res-
pectivas formulagdes. As caracteristicas de tolerincia e precisiio que a solugfo por este comando
pode apresentar depende de uma série de valores de entrada, impostos pelo usuario. Estas defi-
ni¢des sio dadas no Apéndice C.5 para os controles H, e H,,, € no Apéndice D.1 para o misto.
Maiores detalhes da implementagio computacional s3o apresentados no Apéndice C.1 para o con-
trole Hy,, no Apéndice C.3 para o controle H,., ¢ no Apéndice D.2 para o misto.

A outra forma € através do comando hinfmix, que estabelece um controlador para realimen-
tagdo de saida de acordo com as necessidades requeridas do usudrio, introduzidas através das va-
riaveis de entrada. Ele permite otimizar um projeto de varias formas: minimizagdo apenas de wma
das normas; minimizar uma norma tornando a outra parte das restri¢des; ou ainda minimizar a
ambas as normas simultaneamente de forma sub-étima. Este comando pode portanto estabelecer
qualquer um dos trés tipos de controle estudados. ’

A formulagdo usada pela fungio Ainfimix para qualquer um dos casos ¢ escrita da seguinte

forma: ) )
mi'n'(a [ Hzpwg (3)”00 + 8 |Hzyw, (3)“2)
Su_]elto a.
HHZOWO(‘S)HQQ <@g
Hzw, (8], < v

Considera-se que Hyow, () € By, (5) denotam as FT entre os sinais de entrada w; e as suas respec-

(6.35)

tivas saidas z;, medidoras de robustez e desempenho, conforme visto na Figura 5.1 e na equagao
(5.20). As variaveis escalares o e 3 definem exatamente qual serd a proporgdo destas FT a serem
minimizadas, onde o + § = 1. As variaveis escalares ¢ e v determinam valores méximos que as

normas das FT podem assumir na minimizagfio, sendo portanto as restri¢cdes do problema.
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A formulacio de (6.35) foi utilizada para comparar os resultados obtidos pela formulacio
de (6.20) para o controle H,. Para isso, foram eliminadas as suas duas restri¢des ¢ fez-se § = 1.
No Apéndice C.2 ¢ explicado em maiores detalhes como a implementacfo de (6.35) foi feita para
servir de comparagdo ao problema H, dado em (6.20).

Além disso, uma vez que o principal objetivo deste trabatho é verificar a factibilidade da
formulacio obtida em LMI para o problema misto, optou-se por também comparar os resultados
de (6.35) com a formulagdo de (6.34). Nota-se que estas formulagdes sio significativamente di-
ferentes entre si. Mesmo assim, é possivel estabelecer uma otimizagio através de (6.35), similar
ao problema (6.34), assumindo determinados valores para as varidveis escalares. Estas definicdes
também sdo dadas no Apéndice D.1.

Para comparar os resultados obtidos pela formulag8o de (6.27) para o controle H,,, optou-se
por utilizar o comando Ainflmi do Matlab. Este comando resolve sistemas CTLTI também baseado
em SDF, ou seja, usa LMI como restri¢des. A forma com que o comando kinflmi foi usado para
servir corretamente ao proposito de certificar os resultados obtidos via mincx é apresentada em
detalhes no Apéndice C.4.

As caracteristicas do sistema a ser controlado, bem como os resultados dos controladores
estudados para este sistema serdo apresentados a seguir.



Capitulo 7

Resultados

7.1 Configuraciio para o Controle da Viga com 2 EF

A viga a ser controlada, ilustrada a seguir, foi configurada de modo a exemplificar casos comuns
em controle de estruturas. Ela estd engastada em uma de suas extremidades e livre na outra, onde
ha um distarbio externo atuando, indicado por d. Conforme apresentado na Figura 2.2, cada né
dos elementos finitos (EF) dispGe de trés GDL. As caracteristicas fisicas da viga, essenciais para
o calculo das suas matrizes de massa, rigidez e amortecimento, assim como as posicdes de saida e
a¢do de controle, estido dadas na figura abaixo.

FA
2 | ' I E = 69- 10°N/m?

b= 32mm ; h=3mm
& S -
4 L l=Llm; d=[-01 01N
p=27-10°Kg/m?3
d] I =bh3/12

LALLM ALY

Figura 7.1: Representacdo esquematica da viga engastada para controle com 2 EF

O problema proposto para controle levou em consideracio uma fonte de excitagfio externa
para ser atenuada, vista na apresentacio do trabatho na Figura 1.2. E um distiirbio externo aleatério
(d), aplicado na extremidade da estrutura, provocando sua vibragdo. Os controladores devem ser
capazes de atenuar a vibragio da viga perante esta entrada. Entretanto, o vetor de entradas w,
apresentado em (2.33), deve representar matematicamente as duas entradas exbgenas, d e r, pois
estas estarfio presentes na formulagdo das matrizes de estado do sistema.
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Vale ressaltar que o distiirbio aleatorio d foi gerado automaticamente e armazenado num
arquivo a ser carregado nos algoritmos dos trés problemas resolvidos a seguir. Ele foi construido
por uma fungdo de geracdo de valores randémicos entre -1 e 1, dados por uma distribuicio normal.
O resultado foi entdo multiplicado por 0, 1N para gerar um distérbio com amplitude 0, 1, conforme
visto na Figura 7.1, e promover uma vibragio visivel na viga. Com isso, objetiva-se comparar a
resposta dos diversos sistemas controlados & mesma forca externa.

Existem inlimeras maneiras de se controlar a viga ilustrada, uma vez que fica a critério do
projetista selecionar qual GDL serd diretamente controlado e qual servira de saida para suprir o
sistema de controle com a informagfo da vibracdo do sistema. Na pratica, um GDL controlado
¢ aquele onde estd um atuador e um GDL de saida é aquele onde esti um sensor. Dependendo
das caracteristicas dos sensores, pode-se projetar um controle baseado na saida de deslocamento
ou de velocidade dos GDL. Isto pode ser identificado através do vetor de estados do sistema, onde
para a estrutura da Figura 7.1, ele deve conter as posi¢des e velocidades dos trés GDL de cada né,
assumindo a seguinte forma [37]:

. . . . . i3t
Xﬁ[ul (] 93 Ug Us 92 Uy 91 Uy Vs 92] (71)

Esta determinaco ¢ feita através da escolha da matriz de estado C, componente da equacio
da saida y, dada em (2.26). Logo, a matriz C do sistema original representa em qual GDL esta
atrelada a medi¢do da saida do sistema. Optou-se por medir o GDL de deslocamento vertical da
extremidade da viga, pois é neste GDL que acontecem as maiores vibragdes ¢ deflexdes da mesma,
além de ser este o GDL aonde estaria aplicado o distirbio a ser atenuado. O algoritmo das opgdes
de discretizagdo da viga e a determinaciio dos GDL de saida e de controle, estdo dentro do programa
apresentado no Anexe 1. No caso da viga discretizada em 2 EF, define-se a seguinte matriz C:

C=[{000010000000]

A matriz dindmica A, definida pela equagio (2.27), ja foi dita possuir ordem 2n x 2n, na
construcdo da FT objetivo na forma compacta, exposta em (2.42). Assim, para a viga com 2 EF,
tem-se um total de 6 GDL, resultando que A terd tamanho 12 x 12. Esta ordem é devido ao formato
do vetor de estado, mostrado em (7.1). Calculada para a viga com as propriedades dadas na Figura
7.1, esta matriz A estd dada abaixo:

- s} o 0 ] 0 0 0.001 0 0 0 0 a b
4 ¢ 0 0 ¢ o 0 000 0 G [} a
o 0 o 0 0 0 0 0 0.001 o ¢ 0
0 1] 0 4] 0 ] 0 o 4 0.001 [ 4]
G 0 Q o 0 0 0 o] 0 ] 0.001 [
A — 103_ 5] 0 0 0 o o o [ o 4] [ ©.001
- — 362062 0 o 217237 ] [ —3.6206 [+ 1} 2.1724 G 4
¢ -25.314  -6.198 [ 25.605  —8.3891 0 ~3.00026  —0.00006 0 0.00026  ~0.00008
0 ~293.51 ~186.91 0 47235  ~140.04 o —~3.00284  ~0.00188 0 0.00472 ~0.0014
434474 s} ] - 362062 0 0 4.3447 0 il —3.6206 0 o
0 -B1.683  -20.281 0 91.564 —34.021 0 =-0.00082  —0.0002 o} 0.00091 -0.00034
L ¥ ~1425.5  -423.7 0 1661.1  -—5B2.84 il ~0.01426  ~0.00424 0 0.01661  ~0.00584
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Ja a matriz B indica as entradas no sistema néo controlado, ou original, e foi apresentada
na equacdo (2.27). Entretanto, como havera a inclusdo de um distirbio a ser controlado é preciso
que a representacdo de estados do sistema original também receba a sua influéneia. Caso contrario
a comparag¢do dos comportamentos dos sistemas sem e com controle seriam diferentes, sendo o
primeiro sem ag¢do do distirbio d e o segundo com ele. Para que o parimetro de comparagio
seja 0 mesmo e se possa verificar exclusivamente a agéio do controlador sobre o sistema, é feita a
identificagdo do GDL onde d age no sistema.

Assim, para d adotado na extremidade da viga com sentido para cima, tem-se que a matriz
B' deste modelo sera dada pela multiplicagio da matriz B definida em (2.27) pelo vetor localizador

$ [37], neste caso definido como:
s:=[000010]
pois o distlrbio esta situado no 5° GDL.
O resultado deste produto da a seguinte matriz:

B :=B.s=10°-[00 0 00 00 0008 01336 0 00060 1.1123]° (72)

Ja que a FT do sistema original ¢ estritamente propria, entio, de acordo com a defini¢io dada

em {5.1), a matriz D é nula.

Uma vez definidas as matrizes de estado para o sistema original, parte-se para a definico
dos valores das demais matrizes, permitindo a identificagio da FT dada na equacio (2.40). Tem-se
como referéncia que as entradas foram estabelecidas através do vetor w, dado em (2.33). Portanto,
deduz-se que a matriz B; possui duas colunas, associadas com as entradas externas representadas
por d e r. A primeira coluna. de B; ¢ determinada pela matriz B', pois esta representa uma entrada
no 5° GDL da viga. Entretanto, considerou-se que nio ha ruidos na entrada, e com isso a segunda
coluna de B; ¢ inteiramente nula. Assim:

B,=[B 0] (7.3)
A matriz B, associa-se com o vetor de controle u, conforme visto em (2.40). Como este vetor
também equivale 3 uma forga aplicada, mas desta vez no GDL de deslocamento vertical do centro

da viga, entdo B, sera dada por:
B,:=B-c (7.4)
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sendo ¢ o vetor localizador do GDL de controle, que é o 2¢:

¢c:=[010000]

Assim, os valores encontrados para a matriz B, foram:

B;=[0 0000 0 0 124567 432331 0 8.8812 1985944 ]'

Como foi apresentado na Figura 1.2, os problemas de controle neste trabalho foram estabele-
cidos para minimizar simultaneamente as vibragdes vistas no GDL vertical da extremidade da viga,
representados através da variavel z;, com o sinal de controle indicado por z;. Deste modo nota-se
que os problemas estudados podem ser considerados como controle nio-colocado [24], pois 0 GDL
controlado através de u ¢ diferente do que apresenta a saida z; do sistema.

Conforme indicado no texto da segdo 2.9, a matriz C; indica qual(is) GDL estd(do) na saida
medida do sistema, que no caso ji apresentado restringe-se apenas i saida z;. Entretanto, como
o vetor de saidas objetivo é composto por dois elementos, a matriz C; deve portanto possuir duas
linhas, sendo a segunda associada com o sinal z,. Usando a definiciio do sistema linear dada pela
equacdo (2.40), e sabendo-se que u = zy; entdo tem-se que:

ZZ{Zl}mC1X+D§1W+[§):|H (75)

Z3

Deste modo, a segunda linha de C, deve ser nula, ¢ a definicdo do sinal 2, € feita pela matriz
Dy, acima apresentada entre colchetes. Ela indica se o sinal de controle ests ou nfio estd presente
diretamente no vetor de saidas z, que ¢ a medida de desempenho que se deseja minimizar.

Poreém, a saida z; deve conter o mesmo GDL da saida do sistema original, descrito pela matriz
C, para fins de comparagio direta dos comportamentos de antes e depois da aplicagio do controle.
Reunindo estas informagdes, isto resulta em:

000010000000
Ci‘c‘oooooooooooe] (76)

A matriz C, indica 0 GDL medido pelo sensor, gerando a saida y que alimenta o controlador,
como se pode ver em (2.40) e nas figuras 1.2 e 2.6. Com isso, obtém-se:

c2=[000010000000] (1.1
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Para o controle Hy ser admissivel sobre a FT G, (s), é sabido que as matrizes Dy; € Dy
devem ser nulas. No caso do controle H,, a matriz Dy, deve ser nula devido a necessidade apre-
sentada pela definiio das varidveis dadas em (6.28), pois a LMI que as contém s6 pode ser valida
com Dy = 0. Ja a matriz Dy;, devido 4 estrutura fisica do sistema apresentado, indica que nem
os distiirbios aleatorios e nem os ruidos de medigdo poderiam influenciar diretamente as saidas
medidas. Conseqlientemente, para o controle H,,, também tem-se que:

00
Dll:[o 0]

A matriz Dy € composta por dois elementos que se associam, respectivamente, com o dis-
turbio externo d e com o ruido de medigdo r; componentes do vetor w. Sabe-se que o distarbio
aleatorio nio afeta diretamente o sinal y,, que entra no controlador. Assim, resta apenas a influén-
cia dos ruidos de medigio na saida, conforme a representagéio vista na Figura 1.2. Isto resulta,
para ambos os controles Hy e H,,, em Dy = [ 01 ] Esta consideracdo é normalmente feita
para respeitar os critérios de rank desta matriz, vistos nas referéncias [2, 55], e para garantir um
controlador préprio no caso H,.

Para finalizar, as matrizes By ¢ Cy, presentes exclusivamente no controle misto, serdo dadas
no respectivo topico subseqiiente com suas escolhas justificadas, juntamente com os resultados do
controlador Hy/H,.. Devido & possibilidade da presenca de mais uma entrada (w,) ¢ mais uma
saida (z,) na representacio de estados do sistema, todas as matrizes D presentes na estrutura dada

et (6.29) terdo seus valores redefinidos para o controle misto.

7.2 Resultados para o Controle H5 na viga com 2 EF

Com as matrizes de estado todas definidas, foi executada a rotina do Marlab dada no Anexo VI,
para a viga com 2 EF. Foram ento obtidas as solugdes de minimizacio dos problemas de controle
H,, apresentados em (6.20) € (6.35), cujos gréficos comparativos da sua FRF (Funcdo de Resposta
em Freqiiéncia) com a do sistema original estdo na Figura 7.2 a seguir.

Através deste grafico observa-se que as duas formas de resolucio exerceram praticamente o
mesmo efeito na reducdo da amplitude de resposta do sistema original (tracejado). A soluglo da
SDP de (6.20) via mincx pode ser considerada como adequada, haja visto que ela e a solugo de
(6.35) via hinfmix ficaram indistinguiveis. Salienta-se que neste grafico aparecem apenas os quatro
primeiros modos, pois os dois GDL associados com os movimentos axiais nfo foram excitados
diretamente ¢ apresentaram amplitudes pequenas demais para serem consideradas,
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Figura 7.2: FRF dos sistemas sem controle e com controle H, para 2 EF

Os resultados da norma H» em ambos os casos estio dados na tabela 7.1 abaixo. Em primeiro
¢ apresentado o resultado do sistema original, seguido do controlado obtido pela minimizagdo via

mincx, ¢ por ltimo o valor obtido pela minimizagio através do comando kinfimix sobre a FT de
malha fechada.

Sistema Valor da Norma H,
|H(s}|l, (ndo controlado) 7,2594
|Gaw(8) ], (via mincx)y | \/tr(Z) = +/T,0714=3,0119
| Gow(8) 1, (via hinfinix) 3,0045

Tabela 7.1: Resultados das Normas H, para 2 EF

Verifica-se a proximidade entre os valores obtidos pelas duas minimizages, como era es-
perado. A seguir ¢ dado o grafico que compara as amplitudes de vibrago da viga com e sem o
controle Hy, perante ao sinal aleatério d, aplicado no 5° GDL.

Observa-se uma pequena reducio nas vibragbes em virtude da aplica¢do do controle obtido
por ambas as minimizag¢des. Os dois controladores, tanto via comando mincx, coOmo via comando
hinfmix, apresentam respostas que se superpdem. Este tipo de sinal de distirbio excita vérias

freqii€ncias num intervalo de tempo bem curto, caracterizando-se por uma entrada transiente si-
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Figura 7.3: Respostas a0 sinal aleatorio dos sistemas original e com controle H, para 2 EF

milar ao ruido branco. A pequena ateniua¢io neste caso se deve a uma maior redugfio do sinal de
controle (u), que também ¢ objetivo do controlador, determinado pela variavel z;. O controlador
visa, portanto, reduzir as vibragdes da extremidade da viga através do minimo esfor¢o de controle
possivel. Com uma menor forga agindo no controle da viga, as amplitudes de vibragio ndo foram

reduzidas com uma maior intensidade.

Para comroborar o que foi dito, na Figura 7.4 a seguir sfo apresentados os esforcos de con-
trole. Este grafico apresenta a amplitude destes esforgos, comparando novamente as acdes dos
controladores obtidos via mincx € via hinfinix. Observa-se mais uma vez a superposicio entre os
resultados de u nos dois controladores, e a 6bvia auséncia de sinal de controle quando o sistema
nio esta submetido a tal condigio.

Assim, verifica-se que a formulagdo vista na equagio (6.20) para o controle Ho, utilizada
para 0 modelo da viga adotado, foi adequada e capaz, j& que os resultados praticamente coinci-
diram com os determinados através do comando dado pelo préprio Matlab. No grafico da Figura
7.5 em sequéncia, verifica-se esta capacidade através da resposta do sistema perante a excitagdo
tipo impulso, aplicada no mesmo GDL onde estava o distirbio d, cuja atenuacio ocorre apos 15

segundos. Apds estes graficos, estio apresentados os resultados para o controle H.
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Figura 7.4: Esforgo de controle perante os sistemas original e com controle H, para 2 EF
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Figura 7.5: Resposta ao impulso dos sistemas sem e com o controle H, para 2 EF
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7.3 Resultados para o Controle A, na viga com 2 EF

Os resultados para este controlador foram obtidos também através de dois comandos distintos do
Matlab. Além do uso do mincx, para executar a resolugdo da SDP descrita pela formulagio de
(6.27), foi feita a resolugdo do problema de otimizagio definido em (6.27) através do comando

hinflmi, apresentado no capitulo anterior, que também faz uso de LMI nas restrigées do problema.

Conforme visto na equagio (6.22), hd a necessidade de zerar somente a matriz D, a fim de
tornar o controlador H, admissivel. Executando o programa implementado no Matlab para estas
matrizes, apresentado no Anexo IX, é obtida a FRF dada na Figura 7.6 a seguir. Nela verifica-se a

redugio do maior pico de resposta do sistema controlado versus o sem controle (linha tracej ada).
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Figura 7.6: FRF da viga original sem controle e com controle H, para 2 EF

Verifica-se de forma imediata que a FRF do controle executado pelo comando mincx, esta
novamente indistinguivel em relagio ao obtido via inflmi. Observa-se também, numa comparacio
entre esta figura com a Figura 7.2, a piora na resposta controlada via H,, para as freqiiéncias mais
elevadas em relagdo ao controle H,. O principal objetivo do controlador H., ¢ minimizar o maior
pico da FRF. Entretanto, para a estrutura proposta por este trabalho, houve um custo a ser pago na
resposta das maiores freqiiéncias do sistema controlado.

3 gNICAMP
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Uma vez que os valores da norma H,, representam diretamente os valores de pico apresenta-
dos na Figura 7.6, ¢ preciso identificar estes valores. A formula abaixo transforma o valor da norma
calculada pelo Matlab, dada por H,,, para dB [27]:

Heoqp = 20log) Hoo
Os valores transformados para decibéis podem ser visualizados diretamente nos picos dos

graficos das FRF. O resultado das normas H,, calculadas e transformadas em d.B dados abaixo sio
visiveis no grafico da Figura 7.6.

Sisterna Valor da Norma H.,, Valorem dB
IH(s)[[.. (ndo controlado) 94,9364 39, 5487dB
|Gow(s)]l,., (via mincx) VY =v/9,.5611=3,0921 | 9,8051dB
|G (5) ], (Via hinflmi) 3,0041 9,8106dB

Tabela 7.2: Resultados das Normas H, para 2 EF

Verifica-se a grande proximidade entre os valores obtidos através de mincx e de hinflmi, o que
era esperado. Também pode ser verificado que os dois (iltimos valores em decibéis na tabela 7.2,
correspondem ao maior valor da FRF dos sistemas controlados, vistos na Figura 7.6. Igualmente,
vé-se o primeiro valor em dB na mesma tabela sendo compativel com o maior valor da FRF do
sistema original daquela mesma figura.

Nas figuras 7.7 e 7.8 adiante, sdo apresentados os resultados da atenuagio do controle H,,

para o distirbio aleatério d e os sinais de esforgo de controle u, para os controles via mincx e
hinfimi.

Comparando-se o grafico das respostas do controle H.,, dado na Figura 7.7, com as respos-
tas do controlador H,, verificado na Figura 7.3, nota-se uma melhor atenuacdo das vibragles da
extremidade da viga efetuada pelo controle H,. Entretanto, observa-se que esta melhor atenuagdo
na extremidade da viga foi obtida a custo de um maior esforgo de controle, se forem comparadas
as amplitudes existentes nos graficos das figuras 7.8 ¢ 7.4.

Logo, pode-se deduzir que o controle H,, para o modelo descrito neste trabatho, foi mais
eficiente na redugdo dos esforcos de agdo de controle (25), enquanto o controle H,, priorizou a
atenuacdo da vibragiio da extremidade da viga (z;). Est4 assim configurada a caracteristica de
contraste que estes controles estabeleceram para o sistema proposto neste trabalho. A determinacio
de um controlador misto (Hy/ H..), a ser apresentado mais adiante, buscara mesclar estes potenciais
num s6 controlador.
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Linear Simulation Results

Y Sem controle i ,
1 e Controle LMI ' ' !
-= - Via hinflmi :
: : p
[+ 17 | R R . . . {._..:. o .

0.02

Amplitude
o)

~0.02

-0.04

-0.08 ! 1 ) L ; c 1 ! L
4] 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5 5

Time (sec)

Figura 7.7: Respostas ao sinal aleatorio dos sistemas original e com controle H,, para 2 EF
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Figura 7.8: Esforgo de controle perante os sistemas original e com controle H,, para 2 EF

Verificando-se através dos gréficos na Figura 7.7 que as respostas dos dois controladores
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H, propostos ficaram quase iguais, conclui-se que a minimizagio via mincx para o problema
Hy, também garante resultados de acordo com o esperado. O comando hinflmi, referéncia para
os resultados, ¢ proprio para resolugdo de controle H., baseado em restrigdes LMI [27]. Com
1580, pode-se considerar que a formulagio apresentada no texto é adequada para a resolugio de

problemas deste tipo, ¢ igualmente capaz & formulacio utilizada pelo Matlab através do comando
hinflmi.

Outra forma de verificar esta capacidade também foi feita, analisando a resposta ao impulso
dos sistemas original e controlado, dado abaixo. Nota-se que a atenuacdo se deu com menos de 2
segundos, sendo muito mais ripida que no caso do controle Ho.
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Figura 7.9: Resposta ao impulso dos sistemas sem e com o controle H,, para 2 EF

Antes de apresentar os resultados do controle misto, no préximo item serd apresentado o
resultado simulado de um sistema exposto s incertezas maximas admitidas para a viga. Usando as
definigdes apresentadas no capitulo 3 do texto, e os resultados até aqui apresentados para o controle
H,,, foram obtidas novas FT representando um sistema incerto, a fim de verificar a validade da
formulagio perante o teorema do ganho pequeno, dado em (3.1).
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7.3.1 Resultados do Controle H,, para o Sistema Incerto

A avaliacdo da ag8o das incertezas, corroborando com o que ja fora dito, foi realizada de maneira
indireta. Isto quer dizer que apds a aglio do controle H,, foi determinado um méximo valor de
A para o qual o sistema deveria permanecer estavel, respeitando a equagdo obtida do conceito de
estabilidade robusta, apresentada em (5.18) [60].

Obtido este valor, calculou-se a nova matriz dinimica do sistema incerto. Com isso, pbde-se
calcular uma nova FT, controlada em malha fechada pelo mesmo controlador obtido pela resolugdo
do problema convexo apresentado em (6.27). Estes calculos foram implementados no Matlab, e
estdo listados também no Anexo IX.

Como a matriz Dy, foi considerada nula na formulagdo do problema H,, aplicado a viga
deste trabalho, entfio a matriz dinfimica incerta foi calculada pela seguinte equacgio, oriunda da
simplificacdo de (3.6):

Ap = A+ BAC (7.8)

Pode-se dizer que a presenga das incertezas na matriz do sistema original A, afetara o com-
portamento do sistema de acordo com a existéncia de valores nfo-nulos no prodito B;AC,. Em
outras palavras, as posi¢Ges onde as matrizes B; ¢ C; néio possuem zeros irfio determinar em que
regido de A as incertezas se fardo presentes. Conforme ja fora dito anteriormente, ndo é o objetivo
deste trabalho identificar com precisdo como as incertezas se localizam no modelo. Assim, a matriz
Ap foi simplesmente calculada conforme os valores definidos para B,, C; ¢ A, que foi considerado

um escalar.

Apos o célculo da matriz A, é fechada a malha com o mesmo controlador obtido como
solugio para o sistema sem as incertezas. Desta forma, obtém-se o sistema incerto e controlado,
que deve ser estavel devido ao teorema 3.1 (ganho pequeno).

Aplicando-se a equagio (5.18) no valor calculado para «v apresentado na tabela 7.2, tem-se o
valor de A miximo, apresentado a seguir. Foi este valor escalar que foi substituido no calculo de
A na equacdo (7.8) para a determinagio do sistema incerto:

AL, = 0,3234 (7.9)

Para fins de verificac@io do teorema do ganho pequeno, foram identificados os pélos mais
proximos do eixo imaginario no plano & x < do sistema contendo as incertezas, para os valores
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extremos de A. Além destes, foram identificados valores de A para os quais os sistema estaria
marginalmente estdvel, ou seja, préoximo de se tornar instavel. Eles estdo apresentados na tabela
abaixo, e como parmetro de referéncia tem-se que a maxima parte real de um pélo do sistema

controlado via mincx sem as incertezas resultouem -12,11.

Valorde A | Parte real maxima dos Polos
A = 0,3234 -12,0927
A= —0,3234 —12,1267
A =10 -0, 01185
A=-0,5 —0,0031

Tabela 7.3: Valores maximos dos Polos dos sistemas controlados com e sem as incertezas

Conclui-se portanto, que a presenca das incertezas dentro do limite estabelecido pelo teorema
3.1 praticamente ndo afetou a estabilidade do sisterna. Isto valida a formulacdo utilizada para o
controle H,,, bem como o modelo adotado de incertezas. Assim, ambos foram confirmados como
sendo adequados para o modelo estudado neste trabalho. Vale ressaltar que o teorema do ganho
pequeno nfo prevé uma margem de estabilidade tdo ampla como a relatada na tabela 7.3. Isto
significa dizer que a estabilidade do sistema, para valores de A maiores que 1/, ndo é garantido
pelo teorema do ganho pequeno, conforme apresentado na secfio 5.3.1. A formulacio do teorema
do ganho pequeno ¢, portanto, conservadora para este sistema (CTLTI), pois permitiria a presenga
de incertezas que fossem variantes no tempo.

Finalizadas as verificagOes para as formulages apresentadas no texto, dos controladores H,
¢ H., parte-se para a apresentagdo da solucio do problema misto. A unificacdo destes dois contro-
ladores, objetivo final deste trabalho, permitira mostrar que as caracteristicas de competicio exis-
tentes entre os efeitos da minimizagfo das duas normas sobre o sistema [26] podem ser benéficos
as suas respostas dindmicas, através da potencialidade de cada controle.

7.4 Resultados para o Controle H;/H,, na viga com 2 EF

A apresentacio do sistema de controle, feita pela equacdo (6.29), trouxe uma configuragio bastante
diferente das utilizadas para os controles H; ¢ H,,, que eram similares. Agora existem dois sinais
de saida distintos ¢ bem definidos, z, e z,. Estas varidveis sfo observadas na Figura 5.1, que define

o diagrama de blocos para o sistema controlado simultaneamente pelas normas Hy ¢ H,.
A primeira saida pode estar associada com a presenga das incertezas descritas por A. Con-
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forme explicado anteriormente, a presenga de A serviu para corroborar a formulacio apresentada
pelo teorema 3.7 do ganho pequeno perante o controle H,,. Agora no problema misto, a condi¢do
de estabilidade robusta ¢ imposta através da entrada wy. Restringir a FT entre w, e 7, significa
ampliar a capacidade da planta de suportar as incertezas. Como fora dado na equagdo (5.20), o ar-
gumento principal do problema misto é a minimizagio da FT entre w; ¢ 2, sujeito a esta restri¢do
de robustez. Isto quer dizer que se deseja minimizar H,,,,, mantendo a FT H,,., robusta perante
as suas incertezas dadas por A, Neste caso, serd o vetor de desempenho (z;) que ira conter dois

elementos: a vibragdo vertical da extremidade da viga e o sinal de controle, dados na Figura 1.2.

Por esta definicdo, a equagdo diferencial que define os estados do sistema no tempo apresenta
uma entrada em Wy, 4 qual estd associada uma matriz Bg. Esta matriz pode indicar onde estaria
a agio das incertezas nos estados do sistema, caso houvessem, afetando o seu comportamento.
Usando um tratamento andlogo ao feito na determinacéo das matrizes de estado nos controles Hye
H., adotou-se que By :== B'. Isto corresponde a uma influéncia semelhante aos distirbios externos
nos estados, executada pelo vetor wy.

A forma como esta influéncia poderia agir na saida z, do sistema ¢ identificada através da
matriz Cp. Ela indica quais GDL est3o presentes na saida 2z, e poderiam sofrer diretamente a acdo
da entrada w; associada com A. Novamente, seguindo o mesmo raciocinio usado nos controles & 9
e Ho,, considerou-se que a saida z, tem as mesmas caracteristicas da saida z,, exceto pelo fato de
n&o haver uma segunda linha associada ao ruido de medigdo. Deste modo, tem-se:

Co=Co={000010000000]

A determinag8o das matrizes de estado D presentes na representacio dada em (6.29), usou as
mesmas informagdes apresentadas para os dois controladores j4 resolvidos separadamente. Sabe-
se que a formulagio do problema misto ¢ obtida através de uma fusio das formulagBes entre os
controles Hy ¢ H,,. Deste modo, foram consideradas as mesmas condicdes impostas nestes dois
controles para a descrigfio dos valores destas matrizes no controle H, J Hos.

Assim, tem-se que as matrizes D;; € Dqs sd0 nulas e idénticas em ordem is apresentadas para
os controles H, e H,,. O motivo ¢ exatamente 0 mesmo apresentado naquele caso: a primeira é nula
devido as condigdes de admissibilidade do controle misto, e a segunda € nula devido a condicfio de
validade da LMI que contém os termos dados em (6.28).

A matriz Dy, relaciona o sinal de controle com a saida z;. Como o controlador nio atuz no
mesmo GDL onde esta saida se faz presente, entfo Dy, := 0.
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A matriz Dy; responde pela ligagio direta entre as entradas externas, dados pelo vetor w;,
com a saida zy. Da mesma forma como fora determinado nos controles anteriores, esta ligacio nio
existe em virtude das caracteristicas fisicas do sistema. Portanto, como a matriz B, foi definida
com tendo duas colunas vistas na equagdo (7.3), entdo Dy, := [00].

As matrizes Doy ¢ Doy associam a entrada wy, com os sinais de saida 2y ¢ de entrada no
controlador y, respectivamente. J4 que as incertezas do sistema atuariam diretamente em algum
dos sinais de zj ou de y, entdo definem-se Dyp := 0 e Doy := 0. Por sua vez, a matriz Dy ja fora
determinada como nula na se¢dio 6.5 para que o controle misto do sistema seja admissivel. Logo,
define-se aqui também Dy := [0 0]%.

A matriz Dy, € definida de forma analoga aos controladores anteriores, j4 que existe o objetivo
de se minimizar o esforgo de controle u através da saida definida por z, na Figura 1.2. Ou seja,
considera-se Dyo = [0 1]%.

Para concluir, a matriz Dy, também é definida de modo analogo ao que ja fora determinado
anteriormente. Ela possui elemento n3o-nulo apenas na posicio equivalente ao ruido de medigio
que esta presente na saida de controle e constitui o vetor y, resultando em Dy := [0 1]. A imple-

menta¢ao no Matlab de todas as matrizes de estado para o controle misto é dada no Anexo X.

Com todas as matrizes de estado definidas, a solugdo do controle misto foi obtida para as
formulagdes de (6.35) e (6.34), usando os comandos hinfmix e mincx do Matlab, respectivamente.
Esta implementacdo ¢ apresentada no Anexo XI. Para isto, foram utilizados certos critérios de
toleréncia e de parada, apresentados no Apéndice D, para que estas duas formulagdes pudessem
ser resolvidas de forma andloga. Além destes critérios, & necessario identificar um valor de entrada
para a restri¢do dada 4 norma H, identificado como +y na formulagio vista em (6.34) e como ¢
nos pardmetros do comando hinfimix.

Foram feitas algumas tentativas para valores de v = ¢, anotando os valores da norma H,
obtidas pelas sucessivas minimizag3es de ambas as formulagdes para controle. Com os resultados
obtidos, pdde-se identificar que para um valor aproximado de v = ¢ = 8,5, as soluctes das
duas minimizag3es seriam praticamente iguais. A partir disso, foram obtidos os graficos da FRF
para ambas as solu¢des encontradas, que est3o dados juntamente com o gréfico do sistema original
(linha tracejada) na Figura 7.10 a seguir.

Nele observa-se outra vez a superposicio entre a FRF encontrada na minimizacdo via mincx
com a FRF do controle via kinfinix. Nota-se que o controle misto reduziu de um modo geral a FRF

nas freqiiéncias mais aitas, comparando estes graficos com os resultados do controle H 0, dados da

{0



Figura 7.6. Isto acontece por influéncia da norma H, no problema misto.
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Figura 7.10: FRF da viga original sem controle e com controle misto para 2 EF

Nota-se que o controle misto apresenta um certo custo na sua performance perante ao con-
trole H, puro, assim como também hd uma piora no valor de pico quando comparado diretamente
com o controle He, puro. Isto pode ser observado na tabela 7.4 a seguir, comparando-a com as

tabelas 7.1 e 7.2 dadas anteriormente. Vale ressaltar que os

valores das normas H; e H,, para o

sistema no controlado sfo exatamente os mesmos ja apresentados nos resultados destes respecti-

vos controladores, pois o sistema original é o mesmo. Os valores da norma H, calculados pelas

minimizagdes de mincx e hinfinix ficaram bastante préximos:

Minimizagio via: 1Gaw (3)ll, |Gzw(s)ll (pico do grafico)
mincx V(Z) = /9,0714 = 3,0119 12,9dB
hinfinix 3, 0045 14, 5dB

Tabela 7.4: Resultados das minimizagdes no controle misto para 2 EF

Estes dados apresentados acima reforcam o que € visto no grafico da Figura 7.10. A mini-
mizagd0 via mincx encontra resultados compativeis aos encontrados pela aplicagio do comando

hinfmix. O mesmo pode ser visto para as respostas ao distirbio aleatério vistos na Figura 7.11 a
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seguir. Observa-se que hé uma diferenga entre os graficos muito sutil, apesar da quase sobreposico

vista nos graficos das FRF na Figura 7.10.
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Figura 7.11: Respostas ao sinal aleatério dos sistemas original e controlado para 2 EF

O mesmo pode ser dito para a solugio dos sinais de controle, ou seja, os resultados da acio
dos controladores obtidos sobre a FT do sistema original. As duas formas de resoluciio propostas

atingiram uma agdo de atenuagdo muito semelhante, como pode ser visto na Figura 7.12 a seguir.

Para encerrar a anélise do controle Hy/H,, é dado na Figura 7.13 na seqiiéncia, a resposta
dos sistemas original e controlado ao impulso. Note que o tempo de estabilizagio foi um pouco

maior do que 10 segundos.

Um detalhe importante ¢ a constatagdo de que os graficos das figuras 7.11, 7.12 e 7.13, apre-
sentam resultados que podem ser considerados intermediarios aos apresentados pelos resultados
dos controles H, ¢ H,,. Para isto, basta compara-los com os gréaficos dados nas figuras 7.3, 7.4,
7.5,77,78e7.9.

Deste modo, ja € possivel visualizar a capacidade que o controle Hy/H,, possui, a0 unificar
as propriedades destas normas no projeto de controle. Para certificar esta capacidade de forma mais

clara, foi feita uma simulagio para a viga discretizada em 4 EF, cuja determinacdo das matrizes de
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estado para tal modelo ¢ feita a seguir, apés os graficos.
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Figura 7.12: Esforgo de controle para os sistemas original e com controle H, /H para 2 EF

Response to Initial Conditions
01 ! -~ Sem controle |
. T
: f : ' ' — Com conirole
i Ly . I e . .:f.. ) e . e
0.06: : noa f My l&i L S B | P ’
Hoon Iﬂl £ 4i I ! ”‘ Hoaon ;‘i R :i l
0.04 ™ 1..” i J} " “:: :% T “__,1. B (U
e L0 { i Fvop oI '
L H P, ot ot
‘ i L vty I i
i e i : [
0ok RN ,1i Ao i [ Li"l*'i'f " 4:.,,1 xfl":if“
£ AN AL B T T I i
5 N by AN ; P al
[=3 Tk TR
£ , Y : ] POV
<< by iii1:‘#!!:‘11 by
-0.07 t'li"'if " l.E‘.!!‘l_i,lkl..‘i”:'.;,!.g‘i:.l..'...a.I_
Ei if;!l1 i;ig|E1i“ i‘E'ii {1
: A "‘“ ISR I_tF (i a
-0.04 - [P I O 1 T (! 'I..(!..I.J HEE R R T RE Vi !.E R
I S L S N I TR R IR TR ’,! N
O e T T vy l:
-0.06 - B B RN FER RS S ¥ g ST m
0.1 5 : i L 1 p E i 1
0 1 2 3 4 5 [ 7 8 g 10
Time (sec)

Figura 7.13: Resposta ao impulso dos sistemas sem e com o controle Hy/H,, para 2 EF

83



7.5 Configuracio para o Controle da Viga com 4 EF

Na Figura 7.14 a seguir a mesma viga j4 apresentada estd agora divida em 4 EF, apresentando a
numeragio dos GDL neste caso ¢ a localizagio da atuacio do controlador e da saida para controle,
objetivos para a minimizac¢io pelo controlador misto estudado.

] 2 | zl{ E =69 10°N/m?

ot b=232mm; h=3mm

= k}i é“‘i A 5’?-10 l=1,1m; d=[-0,1 0,1]N
] 3 ] 1 f 4 9| 7 1 pm2,7‘103Kg/m3

= d] I =bh3/12

Figura 7.14: Representago esquemaética da viga engastada para controle com 4 EF

Pode-se ver que para a viga com 4 EF tem-se¢ um modelo com um total de 12 GDL. Assim, o
seu vetor de estados devera ter todos os GDL representados pela posigéo ¢ pela velocidade, anilogo
ao apresentado em (7.1), sendo entdo composto por 24 elementos. Consegiientemente, sua matriz
dindmica teré ordem 24 x 24, ¢ também foi calculada para as mesmas propriedades dadas acima,
sendo apresentada no Anexo XII.

Como este modelo também sera exposto as mesmas forcas apresentadas do caso com 2 EF,
entdo as matrizes By ¢ B’ foram obtidas de forma anéloga as apresentadas pelas equagdes (7.3) e
(7.2) respectivamente. Porém, como a matriz B ¢ diferente em virtude do aumento de ordem do
sistema, ent3o obtém-se de (7.2):

B'=10°-[0 00000000000 0 0.0013 0.0412 0
0.0040 0.1730 0 0.0160 0.6518 0 0.1943 4.5631 |°

Da mesma forma que no caso com 2 EF, deseja-se que a saida esteja no deslocamento vertical
da extremidade da viga, ¢ no modelo com 4 EF, isto é definido pela matriz:

000 0000O0D0DO0COTO
0 00 000C00O0O0O0O

o O

0001
0000

A matriz By por sua vez, terd a seguinte configuracdo, obtida de forma andloga 4 apresentada
na equacgio (7.4):

Bgm[ﬂ 0000O0O00CO0O0O00 0 —39417 —134.8367 0
23.8408 16.1090 0 -2.7764 196.1559 0 4.0061 194.4:258}t
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A matriz C, assume a forma dada abaixo, cuja justificativa é a mesma apresentada para o
modelo com 2 EF:

Co=[000000000010060000000000O0 0]

Finalmente, considerou-se que By := B’ ¢ C; := C,. Logo, elas possuem a mesma forma
dada no caso da viga com 2 EF.

As demais matrizes D do modelo com 4 EF ndo sofrem alteracdes em relagio as que ja
foram apresentadas na se¢do de resultados anterior. A seguir sio apresentados os resultados dos
controladores mistos via mincx e hinfmix para este modelo aqui apresentado.

7.6 Resultados para o Controle H,/H_, na viga com 4 EF

O mesmo tipo de andlise feita nos resultados para a viga com 2 EF foi realizada no sistema dis-
cretizado em 4 EF. Foram considerados os mesmos valores das restrigdes das normas H_, nas

formulagdes feitas para o caso com 2 EF, ou seja, v = ¢ = &, 5.

Entretanto, uma diferenca a ser ressaltada na forma de resoluciio deste sistema se deu através
do equacionamento para a formulag3o de (6.34), resolvida pelo comando mincx. Como este método
exige uma solugdo computacionalmente mais dificil de ser obtida para o modelo com 4 EF, optou-
se por utilizar o controlador obtido na solucéo do problema dado em (6.34) para a viga com 2 EF,
¢ aplicd-lo no sistema linear descrito para a viga com 4 EF. Deste modo, a solugfio seria obtida
de forma imediata, ¢ ainda se poderia verificar a capacidade de um controlador misto de ordem

reduzida em relagio ao modelo do sistema.

Assim, para o valor supracitado das restricdes da norma H.., o grafico da FRF foi obtido
e ¢ dado na Figura 7.15 adiante. Nela estfo os grificos para os controladores encontrados pelas
formulacSes de (6.34) e (6.35) versus o sistema original.

Observa-se que apesar do controlador do problema em SDP ter sido determinado pela solugio
dada 4 estrutura com 2 EF, a sua FRF ficou praticamente idéntica & determinada pela solugio tracada
via hinfmix, obtida por (6.35). Esta diltima usou o controlador determinado pela solugdo ao préprio

modelo com 4 EF, isto ¢, um controlador com a mesma ordem da planta.

85



Singular Values
40 e gt - = Sem controle

Tt

s Com controle HINFMIX |]
| »we  Com controle LMI

20 -

————

.
T

Singular Vatues {dB}
1
8
i

P

=100

T

N S NS 1 A A A UL R N S 1

Frequency (rad/sec)

Figura 7.15: FRF da viga original sem controle e com controle H,/H,, para 4 EF

Na Figura 7.16 adiante sio apresentados os graficos de resposta ao sinal aleat6rio para os
dois tipos de controle. Nele se pode ver que as solugdes quase nio diferem das apresentadas pela
Figura 7.11, mantendo a melhor atenuagio das vibragdes da extremidade da viga através do con-
trole determinado pela formulago (6.34), via minex, apesar do controlador ser de ordem reduzida.
O controle misto obtém uma boa atenuagio as vibragSes provocadas pelo sinal aleatério d, com
comportamentos intermedidrios aos resultados obtidos para os sistemas controlados via H, ¢ H..,
separadamente.

Ja os gréaficos da Figura 7.17 contém resultados da minimizagio dos sinais de esforgo de
controle u para os dois controladores ja descritos. Uma comparag3o entre estes graficos e os apre-

sentados para a viga com 2 EF, dado pela Figura 7.12, apenas reforga o que ja fora 14 comentado.

O esforgo de controle foi considerado como uma condig¢fo limitadora para uma agdo de con-
trole mais intensa sobre z;. Considerou-se que um esforgo de controle ilimitado poderia ser pre-
judicial a integridade estrutural da viga, pois este poderia alcancar valores bastante elevados a fim
de estabelecer uma atenuagdo mais veloz das vibragdes da viga. Além disso, esta condicio pode

provocar a saturagio do atuador numa aplicagfo real, ou seja, sua capacidade de atuacdo seria
ultrapassada.
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Linear Simulation Results
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Figura 7.16: Respostas ao sinal aleatdrio dos sistemas original e com controle H, /Heo para 4 EF
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Figura 7.17: Esforgo de controle para os sistemas original e com controle H, /Ho, para 4 EF
Para ilustrar as diferengas vistas entre os resultados dos dois controladores nos trés ultimos
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graficos, a tabela abaixo apresenta os resultados da norma Hj obtidos pelas minimizagdes via
(6.34) e (6.35), bem como as normas H,, vistas nos picos dos grificos das FRF apresentados na
Figura 7.15. Eles sfio acompanhados pelos valores das duas normas do sistema sem controle, para
o modelo com 4 EF.

Resultados do: 1Gew(s)l; | [Gaw(5) |l (pico do grafico)
Controle via mincx | ndo calculado 13,048
Controle via hinfmix 3,0013 14,5dB
Sistema original 7,2500 38,5dB

Tabela 7.5: Resultados das minimizag3es no controle misto para 4 EF

Verifica-se, como era esperado, que ha pouca diferenca entre os valores obtidos pela mini-
mizagdo via hinfmix para 2 EF, mostrados na tabela 7.4, e para 4 EF mostrado acima. Observa-se,
tambem na tabela acima, que ndo foi caleulado um valor de solucio do problema de controle via
mincx para 0 modelo com 4 EF através da minimizacdo. Isto aconteceu porque houve apenas o
fechamento de matha do sistema discretizado em 4 EF com o controlador obtido pela solugdo do
sistema com 2 EF, sem a execugdo do problema de minimizac3o.

Um dos elos para o uso do controle Hy,/H,, reside, portanto, na escolha de v =, que
¢ um dado de entrada desassociado das equagbes do problema. A seguir estdo apresentadas as
conclusdes deste trabalho e as propostas para trabalhos futuros na mesma area, que podemn usar
outras potencialidades néio exploradas aqui; numa eventual aplicaciio das formulagdes e algoritmos
aqui apresentados em sistemas mais complexos.
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Capitulo 8

Conclusées e Perspectivas Futuras

8.1 Revisdo e Conclusdes

Este trabalho mostrou nos seus resultados a capacidade dos controladores baseados na estrutura de
programacdo semi-definida com restrigdes convexas. As estruturas destas restrigdes eram construi-
das pelas desigualdades matriciais lineares, capazes de linearizar, na forma de matrizes, inequacgdes
nio-lineares. Os problemas de controle eram baseados nas normas H, e H,. e nas suas condictes
de admissibilidade e estabilidade para o sistema envolvido. Reunindo as informagdes dindmicas do
sistema em matrizes de estado, montaram-se as LMI que agrupavam as informagdes de estabilidade
do sistema com a existéncia do argumento de minimizacio através de uma das normas.

Estes controladores mostraram ter a sua eficiéncia na redugio das vibragdes do modelo pro-
posto amarradas com a minimizacio do esforco de controle u. Desta forma, um controlador que
ndo pode atuar com forgas “ilimitadas”, ndio possui uma capacidade igualmente “ilimitada” na ate-
nuaclo de vibragdes da estrutura. A necessidade de se limitar u, fazendo-o presente na equacio da
saida a ser minimizada z, se deu em fungfio de uma necessidade fisica. Um controlador que atuasse
com um esforgo fisico sem limita¢Ses poderia atingir forgas cujos valores comprometeriam a inte-
gridade da estrutura, seja diretamente ou através de fadiga mecanica causada pelo esforgo ciclico

sucessivo imposto a ela.

E evidente que um controlador, atuando com o sinal u irrestrito, poderia atingir resultados
melhores na atenuagio da vibragiio da extremidade da viga, mas esta constatacdo nio fez parte
do escopo deste trabatho. Vale ressaltar também que o custo de um atuador cuja carga maxima

aplicada atingisse valores elevados pode ser bem maior do que um atuador pequeno e limitado.
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Apesar disso, pode-se verificar nas formulagdes apresentadas que o controle H,/ H,, possui
flexibilidade suficiente nos equacionamentos, permitindo a adaptagio para a aplicacio em proble-
mas mais complexos. Como o foco do trabalho ndo era a modelagem dindmica de uma estrutura
complexa, mas sim a compreensao e obtencio da formulagio do controle misto para a realimenta-
¢do de saida, optou-se por uma simplificagdo na modelagem por elementos finitos, € na escolha de
uma estrutura também bastante simples, porém ilustrativa,

O trabalho também verificou o conceito de estabilidade robusta, aplicado ao controle H,,,
perante as incertezas do sistema. Esta constatagfo permitiu verificar que a formulagdo obtida para
este controlador garante a estabilidade robusta do sistema controlado para quaisquer entradas fi-
nitas. Evidentemente que uma methor representagio das incertezas dentro do modelo, permitiria
a obtencdo de resultados mais expressivos nas comparagdes feitas entre os sistemas controlados
com e sem incertezas. Este assunto pode ser tratado independentemente, tamanha a vastidio das
possibilidades de interacdo entre o modelo incerto e o seu projeto de controle. Nos trabathos das
referéncias [45, 55, 60] podem ser obtidas algumas nogdes a respeito deste assunto.

O grafico da FRF do controle implementado diretamente pelo comando Ainfinix do Matlab,
mostrou-se muito semelhante ao respectivo grafico obtido pela minimizagio implementada a partir
da formulagdo via LMI. Isso significa que a formulagio apresentada no trabalho para o controle
misto, via realimentacio de saida, ¢ vidvel para a resolugdo de problemas que estejam descritos na
forma de SDP. O mesmo pode se dizer quanto aos problemas de controle H, e H,,, que de certa

forma geraram a formulagfo do problema misto.

As respostas dos sistemas controlados ao impulso, por quaisquer dos controles H,, Hy, ou
misto, demonstram também a capacidade das formulagdes feitas em L.MI para estes controladores.
E importante salientar que mesmo diante de um esfor¢o externo restrito no tempo (impulso), a
formulagdo mantém o objetivo de controlar a viga limitando o sinal do esforco de controle. Cer-
tamente, poderiam ser obtidas atenuacdes ainda mais drasticas caso este sinal fosse “ilimitado”,
conforme citado anteriormente.

Evidentemente que, para a estrutura considerada neste trabalho, nio ha como tragar um pa-
ralelo direto relacionando as capacidades dos controladores e tempos gastos computacionalmente
perante problemas mais complexos. As questdes relativas as dificuldades que esta formulagio pode
encontrar na resolugio de problemas mais usuais, estdo apresentadas no t6pico a seguir.

Apos a apresentagdo da bibliografia utilizada sdo listados os programas feitos no Matiab nos
Anexos. A apresentacio das listagens dos programas tem como proposito expor maiores detalhes
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sobre a forma com que os calculos foram efetuados, permitindo a reprodutibilidade dos resultados

aqui presentes, bem como um eventual avango nos mesmos para aplicacdes futuras.

8.2 Propostas e Paradigmas para Trabalhos Futuros

A realizacgio de trabalhos futuros com modelagens dindmicas mais completas, incluindo uma maior
precisdo na determinagio da influéncia das incertezas é uma possibilidade. Como fora dito ao longo
desta dissertacio, tal determinagdo ndo estava entre os objetivos do trabalho. O tratamento através
de incertezas paramétricas, por exemplo, possibilita a identificacio dos pardmetros do sistema que
estéo sujeitos A variagdes ndo previstas na modelagem, dando & varidvel A uma caracteristica que
permite associar o modelo dindmico com os parAmetros incertos.

Além disso, pode-se também tratar a otimizagdo de wm sistema, através do seu controle,
agregada com a otimizagdo da prépria estrutura a ser controlada. Os trabalhos [61, 62, 63] ddo uma
ideia de como fazé-lo para projetos de controladores envolvendo LMI. Esta possibilidade tem um
potencial ainda maior do que “apenas” projetar um controle robusto, porque leva em conta otimizar
a propria estrutura onde o controle serd aplicado para tornar todo o sistema ainda mais eficiente.
Este potencial pode ser constatado ao se verificar a grande influéncia que o proprio modelo exerce
sobre a solugdo de controle. Variando certos parmetros fisicos da estrutura, o comportamento do
sistema controlado pode ser bastante diferente.

Em virtude dos resultados obtidos, existe a possibilidade de se efetuar um tratamento de
ponderagdo sobre os sinais 21 € 2. Através de alteragBes nos valores adotados para as matrizes
C: e Dy por exemplo, dadas na equagio (7.5), pode-se modificar as caracteristicas do controlador
de modo a promover uma maior atenuacio na vibragio da viga (z;), atentando para os valores
maximos do esforgo de controle (z;). Com isso, espera-se atingir resultados que possuam maior

significado pratico, uma vez que estes podem ser modelados em fungfo da capacidade do atuador,

Outra grande possibilidade futura ¢ a aplicagfo direta 4 robdtica. Grande parte destes re-
sultados podem ser reproduzidos com alguma precisio em laboratérios devidamente equipados.
Experimentos que visem estabelecer o controle para servo-mecanismos ou estruturas robotizadas
podem ser desenvolvidos, no intuite de pdr em pratica um controlador Hy, H., ou misto, formu-
lado para a estrutura em experimentagdo. Outras 4reas do conhecimento, como a instrumentacio
aplicada ¢ a aquisi¢do de dados, devem ser exploradas para executar a interface entre a formulagio

matematica e a atuagio fisica do controlador.
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O grande problema da formulago de controle aqui apresentada estd no tempo de resolugdo
para modelos mais detalhados. Quanto maior o numero de elementos finitos, maior é a ordem
do sistema. Ao se utilizar um controlador de ordem completa, as ordens das LMI de restricdo
podem passar de 50 x 50, o que ainda ¢ demasiado pequeno para modelos de estruturas usuais. De
qualquer forma, esta ordem ja provoca um grande aumento no tempo gasto computacionalmente
para a resolucio através do comando mincx do Matlab. O aumento em si acontece por causa
da maior dificuldade computacional de se encontrar factibilidade para um conjunto de restricdes
impostas ao sistema, com ordens da magnitude apresentada.

Uma melhoria no tempo computacional para a resolucio de SDP poderia ser obtida através
da melhoria no algoritmo computacional ou nos recursos de software e hardware. Assim, caso haja
um aumento significativo de complexidade e da ordem do sistema de controle, nio ocorreria um

aumento exponencial de dificuidade e custo computacional para a obtengio da solugdo.

Uma outra forma de usar melhor os recursos computacionais ¢ investir num projeto de con-
trole de ordem reduzida, que faria a ordem das LMI das restricdes serem menores. Isto tornaria
viavel o controle de estruturas com um maior niimero de GDL, aproximando os modelos com os

sistemas reais.

Como exemplo, 0 uso de um controlador de ordem reduzida, descrito pela solucio do modelo
com 2 EF, na resolugdo via mincx para a viga com 4 EF, nfio afetou negativamente os resultados
apresentados neste trabalho. Porém, em sistemas mais usuais, torna-se necessario um conheci-
mento mais aprofundado das capacidades do controlador perante um niimero muito grande de
GDL. Contudo, reafirma-se que para a busca do objetivo deste trabaltho, as condicBes utilizadas
foram bastante satisfatorias.

Concluindo, os resultados apresentados pelo trabalho podem ser estendidos para outras apli-
cagbes ou projetos experimentais; ou ainda, obtidos para modelagens mais complexas e mais com-
pletas, no que diz respeito a0 modelo dinfmico e &s incertezas; desde que seja observada a restri¢do
de capacidade computacional disponivel e tempo de calculo perante 4 ordem do sistema.

Esta dissertagdio foi totalmente escrita através da programacio KTEX, usando os editores de texto TeXnicCenter Beta
6.01 ¢ WinEdt 5 para Windows®!, e o pacote de recursos MikTeX 2.4.1461. Todas as figuras apresentadas no texto,
excegdo feita aos graficos originados no Matlab, foram obtidas em codigo ISTEX através do editor de figuras jPicEd?

Jor Latex 1.3.2. O auxilio das referéncias {64, 65, 66], foram fundamentais para este trabalho.

'Windows ¢ marca registrada da Microsoft Corporation.
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Anexos

Anexo I: Determinacfio das Matrizes Globais do Sistema Flexivel
function [M,G K, gdlc,gdls] = sistflex(nel)

Y%efunction [M,G,K,gdlc,gdls] = sistfiex(nel)

% FUNCAQ DEFINIDORA DA ESTRUTURA FLEXIVEL PARA CONTROLE
% k = Matriz de rigidez do elemento

% kk / K = Matriz de rigidez do sistema

% m = Matriz de massa do elemento

% mm / M = Matriz de massa do sistema

% d = Matriz de amortecimento do elemento

% dd / G = Matriz de amortecimento do sistema

% index = Vetor com os GDL associados a cada elemento

% geoord = Matriz de coordenadas globais

% disp = Vetor de posicao nodal

% stress = Vetor de tensoes de cada elemento

% nodes = Matriz de conectividade nodal

% bedof = Vetor com os GDL associados as cond. contorno

% beval = Valores das cond. de contorno apresentadas no vetor *bedof”

%
help sistflex.m

%Dados da viga {material aluminio):

E=69E9; Y%Modulo de elasticidade das barras, ern N/m?

base=0.032;

altura=0.003;

area=base*altura; %Area da seccao tranversal das barras, em m?

=1.1; %Comprimento da viga, em m (letra "L "minuscula)

In=base*altura®/12; “eMomento de inercia da segao transversal da viga (letra "i"maiuscula seguida de n)
tho=2.7E3; %Massa especifica (massa por volume) da viga em Kg/m?®

Y%Elementos e GDL:

nel=input(’ Defina o numnero de elementos na viga: 2,4 ou 6 7 *);
%Condicional para definir a Matriz de conectividade e as Coordenadas iniciais x{1) e y(2) dos nos
if nel ==
nos={12:;2 3};
geoord(1,13=0; geoord(1,2)=0;
geoord(2,1)=1/2; geoord(2,2)=0;
geoord(3,1)=1; gecoord(3,2) =0;
gdis=5; %Definicdo do GDL desejado como sinal de saida (Desl. da extremidade da viga)
gdle=2; %Definigio do GDL desejado como sinal de controle (Desl. do centro da viga)
elseif nel==4
nos=[1 2;2 3;34;4 5],
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geoord(1,1)=0; geoord(],2)=(;
geoord(2,1)=1/4; gcoord(2,2)=0;
geoord(3,1)=1/2; geoord(3,2)=0;
geoord(4,1)=3*1/4; geoord(4,2)=0;
geoord(5, 1=, geoord(5,2)=0;

gdls=11; %Defini¢io do GDL desejado como sinal de saida (Desl. da extremidade da viga}
gdlc=5; %Defini¢io do GDL desejado como sinal de controle (Desl. do centro da viga)
elseif nel==

nos={12:23;3 4,4 5,56:67);
geoord(1,1)=0; geoord(1,2)=0;
geoord(2,1)=1/6; gooord(2,2)=(0;
geoord(3,1)=1/3; geoord(3,2)=0;
geoord(4,1)=1/2; geoord(4,2)=0;
geoord(5,1)=2*1/3; geoord(5,2)=0;
geoord(6,1)=5*1/6; gcoord(6,2)=0:
geoord(7,1)=1; geoord(7,2)=0;

gdis=17; %Definicdo do GDL desejado como sinal de saida (Desl. da extrernidade da viga)
gdic=8; %Definiclo do GDL desejado como sinal de controle (Desl. do centro da viga)
else
fprintf("Numero de elementos da viga somente 2, 4 ou 6. Abortar!"}
break
end
nnel=2; %Nbs por elemento
ndof=3; %GDL por n6
nnode=(nnel-1)*nel+1; %Num. de nos do sistema
sdof=nnode*ndof; YNurn. total de GDL do sistema

%Restricoes e condigoes de contorno (viga engastada):

bedof(1=1; YoPrimeiro GDL ¢horizontal n6 1) e restrito
beval(1)=0; %E o seu valor = zero

bedof(2)=2; %Segundo GDL (vertical né 1) e restrito
beval(2)=0; %E o seu valor = zero

bedof(3)=3; YTerceiro GDL {rotagao né 1) e restrito
beval{3)=0; %E o seu valor = zero

Yalmicializacao das matrizes e vetores do sistema:

fi=zeros(sdof,1);

fi{sdof-1)=0.1; %Forca aplicada no ULTIMO né, direcio vertical para cima em Newtons
kk=zeros(sdof,sdo);

mm=zeros(sdof,sdof);

dd=zeros(sdof,sdof);

index~zeros{(nnel*ndof,1);

YoMontagem das matrizes do sistema flexivel;
for iel=]:nel
nd=nos(iel,:);
index=elgdl(nd,nnel,ndof); %Rotina para extracao dos GDL do sistema para o elemento
xI=gcoord(nd(1},1);
vl=gcoord(nd(1},2);
x2=gcoord(nd(2),1);

y2=geoord(nd(2),2); %Coodenadas dos nos de “iel

leng(ieD=sqrt{(x2-x 1 *+(y2-y1¥%); %Comprimento do elemento

if (x2-x1)== %Calculo do angulo entre os eixos local ¢ global em radianos
ify2=yl
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beta(iel)=pi/2;
else
beta(iel)=-pi/2;
end
else
beta(iel)=atan({y2-y1}/(x2-x1)); % Angulo entre eixos local e global
end
%Obtém as matrizes de rigidez (Ko}, massa (consistente) e amortecimento {proporcional) dos elementos
[k m d]=eltrel(E,In,leng(icl),area rho,beta(iel), 1);

kk=mentagl{kk k,index); %Monta na matriz do sistema global usando a [Ko] assim obtida
mm=moentagl(mm m,index); %Monta na matriz do sistema global usando a [M] assim obtida
dd=montagl{dd,d,index); %eMonta na matriz do sistema global usando a [D] assim obtida

end

%Solugao Elastica:

{kk1,ff1]=aplicacc(kk,ff,bcdof,beval); %Aplica as cond. de contorno
disp=inv(kk 1)1, %Solucao dos deslocamentos nodais
fprintf(’ SOLUCAO ELASTICA INICIAL:")

num=1:1:sdof;

fprintf{ "Nos x Deslocamento(mm):”)

displ=[pum’ le3*disp]

%eEliminador das linhas e colunas das matrizes globais relaionadas aos GDIL nulos
Ke=eliminale(kk,bedof);

M=eliminale(mm,bcdof);

G=eliminaic(dd bedof);

Anexo IT: Indices dos GDL de um EF

function {index]=elgdi(nd,nnel,ndof)

Yofunction [index]=elgdli{nd,nnel,ndof)
%0bjetivo:
%Calcular o5 gdls do sistema que estao associados com cada elemento
%Descricao das variaveis:
Yindex - Vetor dos gdls do sistema associado com o elemento “iel”
%iel - Numero do elemento cujo gdl do sistema sera determinado
%nnel - Numero de nos por elemento
Yondof - Numero de gdls por no

0,
o

edof = nnel*ndof
k=0;
for i=1:nnel
start = (nd(i)-1Y*ndof;
for j=1:ndof
k=k+1;
index(k)=start+j;
end
end
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Anexo III: Determinac¢io das Matrizes Locais de um EF
function {k,m,d}=eltrel{el xi,leng, area,rho,beta)

%function [k,m,d}=eltrel(el,xi,leng,area,rho,beta)
%Obtecio das matrizes de massa, rigidez e amortecimento para elemento de viga 2D
%GDL nodais por elemento: ul v1 tl u2 v2 12
%
% Variaveis:
%ek - matriz de rigidez do elemento (6x6)
%m - matriz de massa do elemento (6x6)
%d - matriz de amortecimento proporcional do elemento (6x6)
%eel - modulo de elasticidade
%ixi - momento de inércia da area da secgio transversal
%leng - comprimeno do elemento
%area - arez da segcao transversal do elemento
%rho - densidade (massa por unidade de volume)
%obeta - ngulo entre 0s eixos local € global

% * positivo se o eixo Jocal girou no sentido anti-horario partindo do eixo global
%

% Matriz de rigidez no eixo global (k)
a=el*area/leng;
p=el*xi/leng?;

kl={a 0 0 -a 0 0;
0 12%p 6*leng*p 0 -12%p 6*leng*p;
0 6*leng*p 4*leng?*p 0 -6*leng*p  2*leng®*p;
-a 0] ¢ a 0 0;
0 -12%p -6*leng*p 0 12*%p -6*leng*p;
0 6*leng*p 2*lengZ*p 0 -6*leng*p  4*leng?*p];
c=cos(beta); s=sin(beta);
={cs 0000
-sc0000
001000
000cs O
000 -sc¢0
6 00 00 1} %Rotation (coordinate transformation) matrix

%Matriz de Massa (m)

ma=tho*area*leng/6;

mm=rho*area*leng/420);

ml=[2*ma 0 ] ma 0 0;
0 156*mm 22*¥leng*mm O 34*mm -13*leng*mm;
0 22%leng*mm  4*leng®*mm 0 13*leng*mm -3*leng®*mm;
ma O 0 2*ma 0 G;
0 54*mm 13*leng*mm 0 [56*mm -22%leng*mm;
0 -13*leng*mm -3*leng®*mm 0 -22*leng*mm 4*leng*mm];

m=r’*ml*r;

%Matriz de amortecimento proporcional no sistema global (d)
neta=Je-2;

kappa=le-5;

d=neta*m+kappa*k;
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Anexo IV: Montagem das Matrizes Globais do Sistema
function [kk] = montagl(kk k index)

%function [kkJ=montagl(kk k.index)

%  Objetivo:

%  Realizar a montagem (“assembly”) das matrizes dos elementos nas matrizes do sistemna
%  Descricao das variaveis:

%  kk - matriz do sistema

% k- matriz do elemento

%  index - Vetor dos g.d.l. associados com o respectivo elemento

0,
L

edof = length(index);

for i=1:edof
ii=index(i);
for j=1:edof
Ji=index(j);
kki1,jiy=kk(itjjrk(i);
end
end

Anexo V: Condig¢des de Contorno para a Solucio Elastica
function [kk,ff] = aplicace(kk,ff,bcdof,bcval)

%function [kk,ff] = aplicacce(kk, ff,bedof, beval)

%Funcao que aplica as restricoes a equacao matricial [kk]*x=ff

%

Y% Variaveis:

% kk - Matriz do sistema na entrada (antes de aplicar as restricoes)
% ff - Vetor do sistema na entrada (antes de aplicar as restricoes)
% bedof - Vetor contendo GDLs restritos

% beval - Vetor contendo valores restritos

%  Por exemplo: temos restricoes no GDL 2 e no 10

% e seus valores de restricao sao 1.0 e 2.5 respectivamente

%  Entao: bedof={2 10]; beval={1.02.5;

%

n=length(bcdof);
sdof=size(kk,1);
for i=1:11
c=bedof(i);
for j=1:sdof
kk(c.j)=0;
end
kk{c,c)=1;
ff{cy=beval(i);
end

103



Anexo VI: Elimina linhas e colunas das Matrizes nas Restricoes
function {K] = eliminale(k,bcdof)

“function [K] = eliminale(k,bedof)

“Funcio que aplica as restrigdes das condi¢es de contorno na matriz
%[k], através da eliminagdo das suas respectivas linhas e colunas

Y%

% Variaveis:

% kk - Matriz do sistema na entrada (antes de aplicar as restrigfes)

% bedof - Vetor contendo GDLs restritos

%

d=1:length(k);
v=setdiff(d,bedof);
n=length{u);
ordem=size(k,1)*size{k,2);
if sqrt(ordem)==length(k)
for i=1'n
forj=Im
K(Ljy=k(u(i)u(j));
end
end
else
for =1m
K(1, P=ku(i));
end
end

Anexo VH: Matrizes de Estado do Sistema nos Problemas Hs e
Hy,

function [A,B,B1,B2,C,C1,C2,D,D11,D12,D2 1,D22] = estadoh2hi(M,G K gdkc,gdls)

Yefunction {A,B,B1,B2,C,C1,C2,D.D1 1,D12,D21,D22] = estadoh2hi(M,G,K, gdle,gdls)

YeDefinicdo do modelo de estado do sisterma mecinico para conirole via norma H-, e para a realizacfo linear das
% equagdes de estado via notagdo compacta
[+]

o

%Matrizes de estado do sistema:
fhin,col}=size(M);  %Determina o mimero de GDL do sistema modelado (i)
Fi=zeros(lin,1);

F2=F1,

Fl(gdls)y=1;

F2(gdlcy=1;

A=[zeros(lin) eye(lin);-inv(M)*K -inv(M)*G]; %Matriz quadrada: tamanho = 2xGDL livres
B=[zeros(lin,col);inv(M)}}*F1; YeVetor coluna com 2xGDL livres em nimero de linhas

C=zeros(2,2*lin);  %Matriz de 2 linhas e com 2xGDL livres em ntimero de colunas
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C(1,gdls)=1; %Definigio do GDL que se deseja controlar (atenuagio real da viga)
D=0; %FT original é estritamente propria

%Defini¢io do Sistema Linear para controle:

B1=B; % Vetor da forga externa, no equacionamento (distirbio)

CB1(,2)=0; %Nulo por ndo haver influéncia do ruido de medigio (vetor r) na entrada do sistema (w)
B2=[zeros(lin,col);inv(M)]*F2; %Vetor B2 equivale ao GDL onde esta presente a medigao para controle
C1=C; YoRefere-se ao GDL presente na saida da performance (z)

C2=C(1,:); “eRefere-se a0 GDL afetado pela forga perturbadora, medido através de (y)

D11=[0 ;0 0 %Ndo ha influéncia direta de (w) nas saidas (z); NULO para o contolador ser admissivel
D12=[0;1]; %Sinal de controle contém apenas a saida do controlador

D21=[01]; %0 sinal que ¢ enviado para o controlador (feedback) recebe influéncias de (r)

D22={0%; %Sinal de controle ausente na saida para o controlador; NULO para o controlador ser admissivel

Anexo VIII: Implementacio do Controle H,

%PROBLEMA DE MINIMIZACAO DE VIBRACAQ (distirbios aleatérios) VIA NORMA H-2

%PARA UMA VIGA ENGASTADA 2D COM MODELAGEM POR ELEMENTOS FINITOS DE BARRA
%SOLUCAO ATRAVES DE LMI VIA REALIMENTACAO DE SAIDA

0,

&

limpa

help RSh2viga.m

%Obtendo as informagoes do sistema flexivel:

nel=input(’ Defina o numero de elementos na viga: 2,4 ou 6 ? °);
{M,G K, gdic,gdls]=sistflex(nel);

s=length(M});  %auxiliar

%Modelo de Estados e Notagao compacta do sistema CTLTI:
[A.B.B1.B2,C,C1,C2.D,D11.D12,D21,D22] = estadeh2hi(M,G,K gdlc,gdls);
P=ltisys(A,[BI B21,[C1;C21,[D11 D12;D21 D22]);

%Diagrama do Valor singular do sisterna ndio-controlado

figure(1)

sys=ss(A,B,C.D);

sigma(sys,’g—"},grid on

axis{f1 5e3 -120 40]);

fprintf{ "\ nAutovalores de [A]; fatores de amortecimento e freqiiéncias naturais dos modos do sistema original:’);
damp(sys)

[A0,B0o,Col=OBALREAL(A B.C); %Gera a realizagio de estado balanceada do sistema CTETI
syshal=ss{Ao,Bo,Co,D};

fprintf("Norma H2 do sistema nio controlado:\n’)

H2mfne=normh2(sysbal),pause

%Definicio do 6timo pela descricao do controlador do sistema em LMI:

s2=length(A);  %Ordem equivalente a 2 vezes o numero de GDL livres do sistema
cotb=size(B1,2}; %Auxiliar para definigac do numero de colunas de B1, que vale o tamanho de Z
setimis({])

Z=Imivar(1,[colb 1]}; % Var. matricial quadrada, simétrica e bloco-diagonal, do tamanho de *colb’, completa
X=lmivar(l,[s2 1]); %eVariavel matricial quadrada, simétrica e bloco-diagonal, do tamanho de A, completa
Y=lmivar(1,[s2 1]); Yeidem X

L=lmivar(2,[s2 11} % Var. matricial retangular genérica completa, do tamanho de B
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F=hmivar(2,[1 s2]);
N=Imivar(2,[s2 s2]%
H=eye(l);

%Primeira LMI, positivo~definida:

Imiterm({-1 1 1 Z3,1,1);
lmiterm([-12 1 0],B1Y;
Imiterm([-1 2 2 Y],1,1);
Imiterm{[-1 3 1 -X],1,B1);
Imiterm([-13 1 L),1,D21);
 Imiterm([-1 3 2 0),11);
Imiterm([-1 3 3 X],1,1};

%Segunda LMI, negativo-definida:

Imiterm({2 1 1 YLA,1,'s');
Imiterm([2 1 1 F},B2,1,5");
Imiterm(i2 2 1 N1,1,1);
Imiterm({2 2 1 01,A’);
Imiterm{{2 2 2 X],1,A,’s’);
Imiterm{f2 2 2 1.},1,C2,’s");
Imiterm([2 3 1 Y],C1,1);
Imiterm({2 3 1 F},D12,1);
Imiterm([2 3 2 0],C1);
Imiterm([2 3 3 0],-11);
%Terceira LMI, positivo-definida;
Imiterm([-3 1 1 Y],1,1);
Imiterm([-3 2 1 0},11);
Imiterm({-3 2 2 X],1,1);
RS=getlmis;

%Solucio do sistema:

%eVar. matricial retangular genérica completz, do tamanho de C
%Var. matricial retangular genérica completa, (quadrada nio-simétrica) do tamanho de A
%Matriz identidade de ordem 1, contida nas LM}

%Pos(l,l)=Z
%Pos(2,1) = Bl
%Pos(2,2)=Y
%Pos(3,1) = X"*B1
%Pos(3,1)=L*D21
%Pos(3,2) =11
%P0s(3,3)=X

%Pos(1,1)= A*Y+Y*A’ (Pois Y=Y")
%Pos(1,1) = B2*F+F *B2’
%Pos(2,1)=N

%Pos(2,1)= A’

%Pos(2,2) = X* A+A"*X (Pois X=X"
%Pos(2,2) = L*C2+C2*1.;
%Pos(3,1) = CI*Y (Pois Y=Y")
%Pos(3,1} = D12*F

%Pos(3,2) =C1

%Pos(3,3)=-I1

%Pos(1,1)=Y
Y%Pos(2,1) =11
%Pos(2,2) =X

nvd=decnbr(RS); %Namero das variaveis de decisio

c=zeros(nvd,1); %Vetor com o mesmo tamanho de nvd

decx |=diag(decinfo(RS,Z)); %Quer se minimizar o Trago da Matriz Z: diagonal das varidveis contidas em Z

for k=1:length(decx1) Y%Associa-se os valores das varidveis da diagonal de Z com a var. de minimizagio (c)
c(decx1{k))=1;

end

opt=zeros(1,3);

opt{1)=1e-53;

feotim,xotim]=mincx(RS,c,opt);

Xotim=dec2mat{RS, xotim,X);

Yotim=decZmat(RS xotim,Y);

Lotim=decZmat(RS xotim,L);

Fotim=decZmat(RS xotim,F);

Notim=decZmat{RS,xotim, N},

fprintf(*Valor 6timo do Trago de Z:\n")

Trz=cotim

fprintf{”Valor Norma H2 obtida pela minimizagio:\n’)

H2min=sqrt(Trz}

%Encontra os valores &timos de ¢ e x (varidvel de decisio)

%Definigio do modelo de estados do Controlador:

Us=eye(s2); % Varidvet U arbitraria: identidade de ordem ’s2"!
V=inv(U"y*(U-Xotim* Yotim);

%Matrizes de estado do Controlador Misto
Ac=inv(U"y*(Notim-Xotim* A* Yotim-Xotim*B2*Fotim-Lotim*C2* Yotim)*inv(V);
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Be=inv(1" }*Lotim;
Ce=Fotim*inv(V);
D=, YoAssim admitida para a existéncia do controlador admissivel

%Defini¢do do controlador H2, seguido da malha fechada do sistema:
Krs=ltisys{Ac,Be,Cc,De);

consysrsLMI=slft(P,Krs);

{Ag,Bg,Cg,Dgl=ltiss(consysrsEMI);
{Ago,Bgo,Cgo]=OBALREAL(AgBg.Ce);
consysrsEMIb=ss(Ago,Bgo,Cgo,Dg);

fprintf("Norma H2 do sistema em malha fechada:\n’)
H2ZmfLMI=normh2(consysrsL.MIb)

%SVD controlado LMI

figure(1),hold on

sigmalconsysrsLMIb(;,1),’b-");

legend(’g~’,” Sem controle’,’b-",” Com controle LMI")
axis([1 5e3 -120 407);

grid on;pause

%“Controle via “hinfmix™:

=[2 11}
alfa={}; %Define a propor¢ao dos controles no misto: o valor (I-alfa) sera a proporcao do H2.
obj=[0 0 alfa 1-alfa] %Dois primeiros valores sao nulos para o controle ser apenas H2.

[g.H20t Kmix] = hinfmix(P,r,obj,[1,0);

fprintf(” Valor otimo da norma H2 por “Hinfmix™:\n")

Hiot

consysmix=slf{(P, Kmix);

[Ak,Bk,Ck,Dk]=Itiss{Kmix);

[Am,Bm,Cm,Dm]=ltiss{consysmix);
[Amb,Bmb,Cmb]=OBALREAL(Am,Bm,Cm);

consysmixb=ss( Amb,Bmb,Cmb,Dm);

fprintf(’Norma H2 do sistema controlado em malha fechada:\n’)
HZmix=normb2(consysmixb)

%Diagrama do Valor singular do sistema controlade HINFMIX
figure(1),hold on,

sigma(consysmixb(:,1),’r-.");

axis([I 5e3 -120 40,

legend(’g—",” Sem controle’,’b-",” Controle LMI"’r-" Via hinfmix "y, grid on,
fprintf(’ Autovalores de [A}; fatores de amortecimento e freqiiéncias naturais dos modos do sistema controlado:’);
damp(consysmixb},pause

%Respostas dos sistemas original e controlado a um sinal aleatério com distrubuicio NORMAL (pré-gravado):
load -ascii sinal.mat

N=norm(sinal,inf);

sinal=sinal/N;

sinal=0.1*sinal;

t=0:0.05:5;

sysaux=ss(Ag,Bg(:,1),Cg(1,:),Dg(1));

fipure(2)

Isim(sys(1},’g-",sinal,t);hold on

Isim(sysaux,’b-",sinal,t);

Isim(consysmixb(1,1),’r-." sinal,t); grid on

legend(’g—",’ Sem controle’,’b-’,” Controle LMI’ 't~ Via hinfmix");

107



axis([0 max(t) -0.06 0.06]), pause
sysaux2=ss(Ag,Be(:,1),Ce(2,:),Dg(2));
figure(3)
Isim(sys(2}, g~ sinal,t},hold on
Isim(sysaux2,’b-’ sinal,t};
Isim{consysmixb(2,1},’r-." sinal,t)
axis([0 max(t) -0.06 0.06]), grid on
legend(’g—"," Sem controle’,’b-",” Controle LMI’ /1~ Via hinfmix™), pause,

%Resposta dos sistemas original ¢ controlado a uma dada condig#o inicial na posi¢io da extremidade da viga:
xiorig=zeros(size(C2)); xicont=[xiorig xiorig];

xiorig(s2-1y=1; %condicio inictal para o sistema nio-controlado
xicont(s2-1)=1; %condicdo inicial para o sistema controlado
ts=0:0.05:15;

figure(4)

initial(sys(1),’g-",xiorig,1s), hold on,
inttial(sysaux,’b-’ xicont,ts}, grid on,

axis([0 max(ts) -0.1 0.11);

legend(’g-’,” Sem controle’,’b-’,” Com controle’)

Anexo IX: Implementacio do Controle H .

%PROBLEMA DE MINIMIZACAOQ DE VIBRACAO (distirbios aleatérios) EM NORMA H-infinito
%PARA UMA VIGA ENGASTADA 2D COM MODELAGEM POR ELEMENTOS FINITOS DE BARRA
%SOLUGCAO ATRAVES DE LMI via REALIMENTACAO DE SAIDA

%

limpa

help RShiviga.m

%O0btendo as informagdes do sistema flexivel:
nel=input(*Defina o mimero de elementos na viga: 2,4 ou 6 7 *);
IM,G K gdlc,gdls]=sistflex(nel);

s=length(M); Y%auxiliar

%Modelo de Estados e Notagdo compacta do sistema CTLTT:
[A.B.B1,B2,C,C1,C2,D,D11,D12,D21,D22] = estadoh2hi(M,G,K gdlc,edls);
P=ltisys(A,[B1 B2][C1;C2]{D11 D12;D21 D22});

%eDiagrama do Valor singular do sistema

figure(l}

sys=ss(A,B,C,D);

sigma(sys,’g~"), grid on

axis([1 5e3 -120 40]),

fprintf{” Autovalores de [A]; fatores de amortecimento e freqiiéncias naturais dos modos do sistema original:™);
damp(sys)

[A0,B0,Col=OBALREAL(A,B,C); %Gera a realizacio de estado balanceada do sisterna CTLTI
sysbal=ss(Ao,Bo,Co,D);

Tprintf("Norma H-inf. do sistema ndo controlado e seu valor em dB:\n")
Hinfmfne=normhinf(sysbal)

HinfmfdBne=20*log13(Hinfimfnc)

defcon~input(*Deseja carregar o controtador para 2 EF (1=sim)? *);

s2=length{ A); Yeauxiliar
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if defcon==
load conthi2ef mat Krs
else

%Definicio do sisterna LMI:

setimis([})

mi=imivar(1,{1 1]); %Varidvel escalar em forma de matriz 1x1

X=lmivar(1,[s2 1]); %Variavel matricial quadrada, simétrica e bloco-diagonal, do tamanho de A, completa
Y=lmivar(l,[s2 1]); %idem X

L=lmivar(2,[s2 1]); %Var. matricial retangular genérica completa, do tamanho de B

F=lmivar(2,[1 s2});  %Var. matricial retangular genérica corpleta, do taranho de C

N=lImivar(2,[s2 s2}); %Var. matricial retangular {quadrada ndio-simétrica) genérica, do tamanho de A, completa
II=eye(l);

%oPrimeira LM, negativo-definida:

Imiterm([1 1 1 Y],A,1,’8°); %Pos(1,1) = A*Y+Y*A’
Imiterm({1 1 1 F],B2,1,’s’); %Pos(1,1} = B2*F+F*B2’
Imiterm(f! 2 1 N},1,1); Y%Pos(2,1) =N

Imiterm(f1 2 1 0},A°); %Pos(2,1) = A

Imiterm([1 2 2 X),1,A,5"); %Pos(2,2) = X*A+A*X
Imitermn{[1 2 2 L},1,C2,’s™); %Pos(2,2) = L*C2+C2°*L
Imiterm([1 3 { Y1,C1,1}; %Pos(3,1) = C1*Y (Pois Y=Y")
Imiterm({13 1 F],D12,1}; %Pos(3,1) = DI2*F
Imiterm({1 3 2 6],C1); %Pos(3,2)=Cl

Imiterm(f¥ 3 3 0},-I1); %Pos(3,3) = -11

Imiterm{{1 4 1 0},BI"); %Pos(4,1) =B’
Imiterm([1 4 2 X],B1",1); %Pos(4,2) = BI'*X
Imiterm([1 4 2 -L],021°,1); %Pos(4,2) = D21’*’
Imiterm([1 4 4 mi],-mi,I1); %Pos(d4.4) = -mi2*[1
Imiterm([1 4 4 mi],2,D11); Y%Pos(4,4) = 2*mi*D11

Imiterm({1 4 4 0],-D117*D11); %Pos(4,4) = .DI1"*D11
%Segunda LMI, positivo-definida:

Imiterm([-2 1 1 Y],1,1); %Pos(1,13=Y
Imiterm({[-2 2 1 03,11}; YePos(2,1)=11
Imiterm([-2 2 2 X],1,1); %Pos(2,2y =X
RS=getlmis;

%Solucio do sistema:
nvd=decnbr(RS); %eNimero das varidveis de decisio

c=zeros(nvd,1); %Vetor com 0 mesmo tamanho de nvd

c{1)=1; YePrimeiro valor nao-nulo: minimizagao de mi (gamma), a primeira variavel da LMI.
opt=zeros(1,5);

opt(I)=le-5

[cotim,xotim]=mincx(RS,c,opt);  %Encontra os valores otimos de ¢ e x {var. de decisdo)
Xotim=dec2Zmat(RS, xotim,X);

Yotim=decZmat{R S, xotim,Y);

Lotim=dec2mat(RS,xotim,L);

Fotim=decZmat(RS,xotim,F);

Notim=decZmat{RS xotim,N});

fprintf{* Valor 6timo de gamma:\n”)

gamma=cotim

fprintf(”Valor Norma H-inf obtida pela minimizagio, seguido do valor em dB:\n’)
Hinfmin=sqrt(gamma)

HinfmindB=20*log10(Hinfmin)
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%Definicdo do modelo de estados do Controlador:

U=eye{s2); %Variavel U arbitraria!

V=inw(U7y*(U-Xotim* Yotim);

%Matrizes do Controlador H-infinito

Ac=inv(U"}*(Notim-Xotim* A* Yotim-Xotim* B2 *Fotim-Lotim*C2* Yotim)*inv(V);
Be=inv(1")*].otim;

Ce=Fotim*inv(V);

De=0; %eAssim admitida para a existéncia do controlador admissivel

%Defini¢ao do controlador H-inf.:
Krs=ltisys{Ac;Bc,Cc,De);

save conthiZef.mat Krs;

end %Fim da determinacao do controlador
consysrs=sit(P,Krs);

iAg,Bg,Ce Degl=ltiss(consysrs);
{Ago,Bgo,Ceol=OBALREAL(Ag,Bg,Cg),
consysrsb=ss(Ago,Bgo,Cgo,Dg);
consysrsonb=ss(Ag,Bg,Cg,.Dg);

Tprintf("Norma H-inf. do sistema controlado, seguido pelo valor em dB:\n")
Hinfeon=normhinf{consysrsb)

HinfcondB=20*log 10(Hinfcon}

%Diagrama do Valor singular do sistema controlado

figure(1),hold on

sigma(consysrsb(:,1),'b-")

axis([1 5e3 -120 40});

legend(Cg-’,” Sem controle’,’b-";” Controle LMI”)

fprintf(’ Autovalores de [A]; fatores de amortecimento e frequencias naturais dos modos do sisterma controlado por hinfimi:*);
damp(consysrsh)

r=[1;1];

%Controle via “hinfimi™:

fprintf"SERA INICTADO O CONTROLE VIA COMANDO “HINFLMI”:\n"),pause

[goptimi, Kimi] = hinfimi{P,r);

fprintf(” Valor Norma H-inf obtida via hinflmi, seguido do valor em dB:\n")

Hinfimi=goptimi

HinflmidB=20*log10(Hinfimi}

consystmi=slft(P,Klmi);

[ALBLCLDI]=ltiss{consyslmi);

[Alo,Blo,Clo}=OBALREAL(ALBLC;

consystmib=ss{Alo,Blo,Clo,Dl1);

fprintf("Norma H-inf. calculada do sistema controlado via "hinfimi”, seguido pelo valor em dB:\n")
Hinfimic=normhinf(consyslmib}

HinflmidB=20*log16(Hinfimic)

“Diagrama do Valor singular do sistema controlado

figure(1), hold on,

sigma(consyslmib(:,1),’r-."), grid on

axis([1 5e3 -120 40]);

legend(’g—"," Sem controle’,’b-"” Controle LMI’,’r-".” Via hinflmi*)

fprintf” Autovalores de [A]; fatores de amortecimento e freqiiéncias naturais dos modos do sistema controlado por hinfimi:”);
damp(consyshnib),pause

“sRespostas dos sistemas original e controlado a um sinal aleatorio com distrubiigac NORMAL (pré-gravado):
load -ascii sinal.mat
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N=norm(sinal,inf);

sinal=sinal/N;

sinal={.1*sinal;

t=(:0.05:5;

figure(2)

Isim{sys(1), g~ ,sinal,t}; hold on,
Isim(consysrsunb(l,1),’b-",sinal,t)
Isim(consyslmib(1,1),’r-,sinal.t)
axis({0 max(t) -0.06 0.06));
legend("g—’,” Sem controle’,’b-",’ Controle LMI",’r-.",’ Via hinfimi’); grid on
_ title(” Sinal medido y=z1°),pause

figure(3)

Isim(sys{2),’ g sinal,t}, hold on

Isim(consysrsunb(2,1),’b-> sinak t)

Isim(consyskmib(2,1),’r- sinal,t), grid on,

axis({0 max(1) -0.06 0.06]);

legend(’g~’,” Sem controle’,’b~",” Controle LMI’ -’ Via hinfimi’,2)
title(’Sinal do atuador u=z2),pause

YeResposta dos sistemas original e controlado a uma dada condicao inicial na posicao da extremidade da viga:

xiorig=zeros(size(C2));
=length{ssdata(consysrsb))-length(C2);

xicont=[Xiorig zeros(1,z)];

xiorig(s2-1)=1%%condicdo inicial para o sistema nio-controlado

xicont{s2-1)=Escondicio inicial para o sisterna controlado

15=0:0.01:2;

figure(4)

initial(sys(1),’g-" xiorig,ts), hold on,

initial(consysrsb(1,1),’b-",xicont,ts), grid on,

axis(f0 max(ts) -0.1 0.1]),

legend(’g—’",’ Sem controle’,’b-"," Com controle”)

%Anilise do controle e da robustez pela incerteza:
fprintf(’SERA INICIADA A ANALISE DO SISTEMA INCERTO:\n"),pause
fprintf{"Maximo valor da incerteza concentrada admitida pelo controlador para a estabilidade:\n’)
delta=1/Hinfmin
Ad=A+Bl*inv(eye(2)-delta*D11 Y delta*C1;
Pd=ltisys(Ad,[B] B2],[C1;C2],[D11 D12;D21 D22]);
consysinc=sifi(Pd,Krs);
[Adel Bdel,Cdel,Ddel]=ltiss(consysinc);
[Ado,Bdo,Cdo]=OBALREAL{Adel,Bdel,Cdel);
sysinc=ss{Ado,Bdo,Cde,Ddel);
fprintf(” Autovalores de [A] do sistema incerto:\n");
polos=pole(sysinc)
if sum(real(polos)>=0)==0
fprintf("Norma H-inf. do sistema incerto controlado, seguido pelo valor em dB:\n")
Hinfinc=normhinf(sysinc)
HinfincdB=20*log 10(Hinfinc)
fprintf(’ Valores das incertezas estio dentro do limite de robustez do sistema. Sisterna ESTAVEL \n’)
else
fprintf{” Sistema possui p6los com parte real positiva. INSTABILIDADEN\n")
end
% Diagrama de Valor singular do sistema incerto:
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figure{4),hold on

sigmaf(consysrsb(:,1),b-");

sigma(sysinc(:,1),’r-.)

axis(f1 5e3 -120 407);

legend("b-",” Original controlado’,’'r-."." Incerto controlado’), grid on, pause
YeRespostas do sistema normal e incerto ao sinal aleatdrio:
[Aie,Bie,Cie]=OBALREAL{Adel, Bdel,Cdel(1,:));
sysince=ss(Aie,Bie,Cie,Ddel(1));

figure(3)

lsim(consysrsb(1,1),’b-",sinal,t); hold on
Isim(sysince(1,1),'r-. sinal,t), grid on,

axis({0 max(t) -0.06 0.06]);

legend(*b-’, Original controlade’,’r-", Incerto controlado’)

Anexo X: Matrizes de Estado do Sistema no Problema Misto
function [A,B,B0,B1,B2,C,C0,C1,C2,D,D000,D01,D02,D10,D11,D12,D20,D21,D22] = estado(M,G K, gdlc,gdls)

“%function [A,B,B0,B1,82,C,C0,C1,C2,D,D00,D01,002,010,D11,D12,D20,D21,D22] = estado(M,G.K,gdlc,gdls)
YDefinigdo do modelo de estado do sistema mecénico para controle misto e para a realizacdo linear das

% equagdes de estado via notagdo compacta

%

%Matrizes de estado do sistema:
[lin,colj=size(M);  %Determina o numero de GDL livres (irrestritos) do sistema modelado {lin)
Fl=zeros(lin,1);

F2=F1;

Fl{gdlsy=1;

F2{gdlc)=1;

A={zeros(lin) eye(lin);-inv(My*K -inv(M)*G]; %Matriz quadrada: tamanho = 2xGDL livres
B={zeros(lin,col);inv(M)}*F1; %Vetor coluna com 2xGDL livres em mimero de linhas
C=zeros(2,2*lin};  %Matriz de 2 linhas e com 2xGDL livres em nimero de colunas

Clgdls)y=1; %Definicdo do GDL que se deseja controlar

D=0, %FT original é estritamente propria

%Definig8o do Sistema Linear para controte:

B0=B; “%indica que as incertezas do sistema afetam os mesmos GDL afetados pelas forgas

Bl=B; Y% Vetor da forga externa, no equacionamento é um distirbio

B1(:,2)=0; %Nuio por ndo haver influgncia do ruido de medigao (vetor r) na resposta do sistema
B2={zeros(lin,col);inv(M)]*F2; %eVetor B2 equivale a0 GDL onde esta presente a medicao para controle
CO=C(i,:); %Refere-se ao GDL que influi na saida de robustez (z0)

Cl=C; %Refere-se ao GDL que influi na saida de performance (z1)

C2=C0; %oRefere-se ao GDL afetado pela forga perturbadora, o qual serd controlado

B00=[0]; YIncertezas nao influenciam na saida de robustez (ADOTADQ) — Essencial para HINFMIX
Bo1={00]; %Nio hi influéncia direta das entradas ex6genas (w1) na saida z0 (ADOTADO) — HINFMIX
D02={0}; %Sinal de controle nfo estd presente na saida de robustez (ADOTADO)

D10=f0;0; %NULOQ para o controlador ser admissivel

D11=10;0 0]; %NULO para o controlador ser admissivel

Di12="317; %eSinal de controle contem apenas a saida do controlador

D20=0% %lIncertezas ndo influenciam na saida para o controlader (ADOTADO)

D21=[01]; %0 sinal que ¢é enviado para o controlador (feedback) recebe influéneias do ruido externo
D22=[0]; %3inal de controle ansente na safda para o controlador: NULO para LMI ser valida
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Anexo XI: Implementa¢io do Controle Misto

%PROBLEMA DE MINIMIZACAO DE VIBRACAQ (disturbios aleatorios) EM NORMA MISTA (H2/H-infinito)
%PARA UMA VIGA ENGASTADA 2D COM MODELAGEM POR ELEMENTOS FINITOS DE BARRA
%SOLUCAO ATRAVES DO COMANDO "HINFMIX’ E DA MINIMIZACAQ VIA RESTRICOES EM LMI

% POR REALIMENTACAO DE SAIDA.

0,

(s

limpa

help RSmixviga.m

%0Obtendo as informacSes do sistema flexivel:

nel=input(’Defina o numero de elementos na viga: 2,4 ou 6 2 °);

[M,G, K, gdlc.gdls]=sistflex(nel);

s=length(M); %Ordemn eguivalente ao niimero de GDL Hvres do sistema

%Modelo de Estados e Notagio compacta do sisterna CTLTT:
[A,B.B0,B1,B2,C,C0,C1,C2,D,D00,01,D02,D10,D11,D12,D020,D21,D22] = estado(M,G. K, gdlc,adls);
P=ltisys(A,[BO B1 B2L{C0;C1;C2],[D00 DOT D02;D10 D11 DI2;D20 D21 D22));

%Diagrama do Valor singular do sistema nio-controiado

figure{1)

sys=ss(A,B,C.D);

sigma(sys,’g—"),grid on

axis([1 53 -120 401);

forintf("\nAutovalores de [A]; fatores de amortecimento e freqiiéncias naturais dos modos do sistema original:";
damp(sys)

[A0.B0,Col=OBALREAL(AB.C);  %Gera 4 realizacio de estado balanceada do sisterna CTLTI
syshal=ss(Ao,Bo,Co.D);

fprintf(’Norma H-inf. do sistema néo controlado e seu valor em dB:\n")
Hinfifne=normhinf{sysbal)

Hinfmf{dBne=20*log 1 0{Hinfmfnc)

fprintf("Norma H2 do sistema nio controlado:\n")

H2mfne=normh2(sysbal},pause

%Otimo pelo comando HINFMIX

r=[211]; %Cornprimento dos vetores 22, y € u no equacionamento

alfa=0; %Define a proporgao dos controles no misto: o valor (1-alfa) sera a proporgao do H2
maxg=_8.5;

obj=[maxg 0 alfa 1-alfa]; %Dots primeiros valores sao o limite maximo de gamma ¢ Tr(z).

[gammaot,H2ot Kot] = hinfmix(P,r,0bj,[1,0);

fprintf{’ Valores otimos de gamma e da norma H2 por Hinfmix.m:\n’)

gammaot

HZot

consysmix=sii(P,Kot);

fAclBel CelDel]=ltiss{consysmix};

[Aclb,Belb,Celb}=OBALREAL(AcLBcl,Cel); %Continuous order balanced realization
consysmixb=ss(Aclb,Bclb,Celb,Del);

fprintf{"Norma H-inf. do sistema controlado em malha fechada e seu valor em dB:\n")
Hinfmf=normhinf(consysmixb)

HinfmfdB=20*log 1 6(Hinfmf)

fprintf(’Norma H2 do sistema controlado em matha fechada:\n’")
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H2mf=normh2(consysmixb)

YeDiagrama do Valer singular do sistema controlado HINFMIX

figure(1),hold on
sigma({consysmixb(:, D), r-.”);
axis([1 5e3 -120 40));

legend(” Sem controle’,” Com controle HINFMIX), grid on
[Acld,Beld,Celd[=OBALREAL(AcLBcl(:,1),Cel(1,:));

consysmixd=ss(Acld,Bcld,Ccld,Del(1));

fprintf{” Autovalores de [A]; fatores de amortecimento ¢ freqiiéncias naturais dos modos do sistemna controlado: ¥

damp(consysmixd)

defcon=input(’Deseja carregar o controlador para 2 EF (1=sim)? ");

sZ=length(A);
if defcon==1

toad contmix2ef mat Krs
else

%

%0rdem equivalente a 2 vezes o numero de GDL livres do sistema

YDefini¢do do dtimo pela descrigio do controlador do sistema em LME:

mi=maxg;
colb=size(B1,2);
setlmis([D

%Determinagio da entrada da restrigio da norma H-infinito
YeAuxiliar para definigao do numero de colunas de B1, que vale o tamanho de Z

Z=lmivar(l,[colb 1]); %Var. matricial quadrada, simetrica ¢ bloco-diagonal, do tamanho das colunas de B1, completa
X=tmivar(l,[s2 1]); % Variavel matricial quadrada, simetrica e bloco-diagonal, do tamanho de A, completa

Y=tmivar(1,[s2 1]);
E=lmivar(2.[s2 1]);
F=lmivar(2,[1 521}

Y%idem X

% Var. matricial retangular generica completa, do tamanho de B
%Var. matricial retangular generica completa, do tamanho de C

N=lmivar(2,[s2 s2]); %Var. matricial retangular generica completa, (quadrada nao-simefrica) do tamanho de A,

H=eye(1);

%Primeira LMI, positivo-definida:
Imiterm([-1 1 1 Z],1,1};
Imiterm([-1 2 1 01,B1);
Imiterm({-1 2 2 Y],1,1);
Imiterm({-1 3 I -X1,1,B1};
Imiterm(]-1 3 1 1.],1,D21);
Imiterm({~1 3 2 01,11);
Imiterm([-1 3 3 X],1,1};

%Segunda LMI, negativo-definida:

Imiterm([2 1 1 Y],A,1,’8);
Imiterm([2 1  F1,B2,1,’s");
Imiterm([2 2 I N1,1,1);
Imiterm([2 2 1 0],A™);
Yolmiterm([2 2 1 L],1,F);
Imiterm([2 2 2 X],1,A,’5");
tmiterm({2 2 2 L.],1,£2,s7);
Imiterm(f2 3 1 Y],C1,1);
Imiterm(f2 3 1 F1,D12,1);
Imiterm([2 3 2 0],C1);
Imiterm([2 3 3 01,-11);
%Terceira LMI, negativo-definida;
Imiterm([3 1 1 YL,A,1,’8°Y;
Imiterm([3 1 1 F],B2,1,8’);
Imiterm{[3 2 1 N},1,1};

Y%Matrizes identidade de ordem adequada para cada LMI

%Pos(1,1} = Z
%Pos(2,1) = Bl
%Pos(2,2) =Y
%Pos(3,1) = X'*B1
%Pos(3,1) = L*D21
%Pos(3,2) =11
%Pos(3,3)=X

%Pos(1,1) = A*Y+Y*A’ (Pois Y=Y")
%Pos(1,1) = B2*F+F"*B2’
%Pos(Z,1)=N

%Pos(2,1)= A

%Pos(2,1) = L*D22*F —> sendo D22=[0] definido em estado.m
%Pos(2,2) = X*A+A™*X (Pois X=X")
%Pos(2,2) = L*C2+C27*L)
%Pos(3,1)= C1*¥Y (Pois Y=Y
%Pos(3,1) = DI2*F

%Pos(3,2) = Cl

%Pos(3,3) = -1

%Pos(1,1) = A¥Y+Y*A’

%Pos(1,1} = B2*F+F’*B2°
%Pos(2,1)=N
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Imiterm([3 2 1 0],A%);
Yelmiterm([2 2 1 L],1,F);
Imiterm({3 2 2 X1,1,A,8");
Imiterm([3 2 2 1.],1,C2,’s7);
Imiterm([3 3 1 0],BO";
Imiterm([3 3 2 X],B0",1);
lmiterm([3 3 2 -L1,D20°,1);
Imiterm{[3 3 3 0),-mi);
Imiterm({3 4 1 Y1,C0,1);
Imiterm({3 4 1 ¥],D02,1};
Imiterm([3 4 2 0],C0);
Imiterm([3 4 3 0],D00);
Imiterm([3 4 4 0],-11);

%Quarta LML, positivo-definida:

Imiterm({-4 1 1 Y1,1,1);
Imiterm({-4 2 1 0),11});
Imiterm([-4 2 2 X},1,1;
RS=getlmis;

%Solugio do sistema:

nvd=decnbr(RS);

c=zeros(nvd,1};

decx 1=diag(decinfo(RS,Z)});

for k=1:length{decx1}
c{decx 1{k))=1;

%Pos(2,1)= A
%Pos(2,1)=L*D22*F —> o D22=0 definido em estado.m
%Pos(2,2) = X*A+A"*X
%Pos(2,2) = L*C2+C2"*]’
%Pos(3,1) = B0’
%Pos(3,2) = BO’*X
%Pos(3,2) = D207*L’
%P0s(3,3) = -mi
%Pos(4,1) = CO*Y
%Pos(4,1) = DO2*F
%Pos(4,2) = CO

%Pos(4,3) = DGO
Y%oPos(4,4) = -11

%Pos(1,1}=Y
%Pos(2,1) =11
%Pos(2,2) =X

% Numero das varidveis de decisio
% Vetor com 0 mesmo tamanho de nvd
%Quer se minimizar o Trago da Matriz Z: diagonal das varidveis de decisio

%Associa-se os valores das varidveis da diagonal de Z com a var. de minimizacio {(c)

end %Fim da determinagdo do controlador

opt=zeros(1,5);

opt(1)=1le-5;

opt{2)=150;

opt(3=let2

{cotim, xotim]=mincx(RS,c,opt);
Xotim=dec2mat(RS xotim,X);
Yotim=decZmat{RS,xotim,Y);
Lotim=dec2mat(RS,xotim,L);
Fotim=dec2mat(RS,xotim,F);
Notim=dec2mat(RS xotim,N};

“Encontra os valores 6timos de ¢ e x (variavel de decisio)

fprintf(* Valor otimo do Trago de Z ¢ da Norma H2 via LMI:\n’)

Trz=cotim
H2otLMI=sqrt(Trz)

%Definigfo do medelo de estados do Controlador:

U=eye(s2),
Ve=inv(U”y*(U-Xotim* Yotim);

% Variavel U arbitraria: identidade de ordem 52’

%Matrizes de estado do Controlador Misto
Acwinv(U’)*(Notim—Xotim*A*Yotim~Xotim*B2*Fotim—Lotim*CB*Yotim)*inv(V);

Be=inv{1F*)*Lotim;
Ce=Fotim*inv(V);

De=0; Y%Assim admitida para a existéncia do controlador admissivel

%Defini¢ao do controlador Misto, seguido da malha fechada do sistema:

Krs=ltisys(Ac,Be,Ce,De);
save contmix2ef.mat Krs;
end

consysrsEMI=slft(P Krs);
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[Ag.Bg,Cg.Dgl=ltiss(consystsL.MI);
[Agb,Bgb,Cab]=OBALREAL(Ag,Bg,Cg);
consysrsLMIb=ss(Agb.Bgb,Cgh,Dg);

fprintf("Norma H-inf. do sistema em malha fechada e seu valor em dB:\n")
Hinfmfl MI=normhinf{consysrsLMIb)

HinfmfdBLMI=20*log 1 )(Hinfm{LMI)

fprintf("Norma H2 do sistema em malha fechada:\n")

H2mfL MI=normh2(consysrsLMIb)
[Agd,Bgd,Cgd]=OBALRFAL(Ag,Bg,Cg);
consysrsLMId=ss{Agd,Bgd,Cgd,Dg);

fprintf(’ Autovalores de [A]; fatores de amortecimento e fregiiéncias naturais dos modos do sistema controlado:”);
damp(consysrsL.MId)

%SVD controlado LMI

figure(1),hold on

sigma(consysrsL.MIb(:,),’b-");

axis({1 5e3 -120 40});grid on;pause

legend(’g~",” Sem controle’,’r-.",;” Com controle HINFMIX’,’b-",” Com controle LMI")

%Respostas dos sistemas original e controlado ao sinal aleatoric com distrubuigao NORMAL (pre-gravado):
load -ascit sinal.mat

N=norm(sinal,inf);

sinal=sinal/N;

sinal=0.1*sinal;

=0:0.05:5;

figure(2})

Isim(sys(1),’ g~ ,sinal,t); hold on,

Isim(consysmixd(2.2),r-.’ sinal,t);
sysaux=ss{Ag,Bg(:,2),Cg(2,,De(2,2));

Isim{sysaux,’b-" sinal,t);

axis([0 max(t) -0.06 0.061), grid on;

legend(’g—")" Sem controle’,’r-",” Via hinfinix’,’b-",” Controle LMI" 2},
title("Sinal medido y=z1"),pause

figure(3)

lsim{sys(2),’g—",sinal,t}; hold on,

Isim(consysmixb(3,2),’r-" sinal,t);
sysaux2=ss(Ag.Bg(:,2),Cg(3,:2,De(3,2));

Isim(sysaux2,’b-" sinal,t);

axis([0 max(t) -0.06 0.06]); grid on;

legend("g—",” Sem controle’,’r-.",” Via hinfmix’,’b-"," Controle LMI’,2),
title(’Sinal do atuador u=z2"), pause

%Resposta dos sistemas original e controlado a uma dada condigao inicial na posigao da extremidade da viga:
xiorig=zeros(size(C2));

z=length(ssdata(consysrsLMId))-length(C2);

xicont=fxiorig zeros(1,z)};

xiorig(s2-1y=1; Ycondiclo inicial para 0 sistema ndo-controlado
xicont(s2-1)=1; Yecondicdo inicial para o sistema controlado
t5=0:0.05:10;

figure(4)

initial(sys(1),’ g~ xiorig,ts), hold on,
imitial(sysaux,’b-* xicont,1s), grid on,

axis([0 max(ts) -0.05 0.05]);

legend(’g’,’ Sem controle”,’d-",” Com controle™)
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Anexo XII: Matriz Dindmica para Viga com 4 EF

r o ¢ 0 o 0 o o o o 0 o 0
0 0 o o o ¢ ) o G 0 0 o
i 0 a 0 0 @ o g o o a 0
o o o 0 i @ o o o 0 0 0
o 0 ) 0 o o o o 0 0 0 b
0 0 ¢ 0 o 0 G b h 0 0 o
0 o o 0 G 0 o 0 0 0 o o
o 0 o 0 o 0 0 0 0 0 o o
a 0 0 0 o 0 o 0 0 o o o
a o G 0 a 0 0 0 0 o 0 0
0 o 0 0 0 o 0 o ¢ o 0 0
As G o 0 b o o 0 o o 0 0 0
=1 —1,23328 o 0 8, T791e8 0 0 — 2, 5083¢8 o ¢ 6, 2708e7 o 0
0 —2,138%ef -2, 2672e4 o 8, 414e4 —4,333e4 0 5,1217e4 -1, 6904e4 o 4,4183e4  —6,0123e3
0 —3,4762¢6  —32, 1565e8 o 5, 2181e6  ~1,5253¢6 o 1,67¢6 ~5, 42515 0 1,4131e6 -1, 0225e5
8, 77918 0 0 ~1, 48419 [ o 1, 003329 0 ¢ -2, 50838 a o
0 8,450le4 2, 8302ed ¢ 2, 86405  —4, 0843e3 o 2,5450e4 -4, 3774ed 0 1,3461e5  —1, 8463ed
o ~7,037¢6  —1,5512e6 o —B,34B7e5 -3, 1035e6 G 4,8544e6  ~2, 136506 o 5,8877e6  ~8,036e5
-2, 5083e8 0 0 1, 003329 [ 0 -1, 734968 0 0 9, 4062e8 [ 0
¢ 5, 16e4 8, 7748e3 o 3,365564 2, 7852ed 6 —4,4517e5  -2,520¢4 0 3,4943e5  ~5,8961ed
a —3,2693e6  ~5, 4604¢5 0 —§,3876e6  ~2,1156e6 o 6, 783566 —4, 3958¢6 o 1,9007e7 2, T85¢6
1, 2542e8 o o -5, 016668 4 0 1, B812e% 0 0 -1, 48419 o o
0 ~8, 41064 =31, 0629e4 [ ~2,141e5  —4, 4262e4 O —1,2537e6  ~1,9033e5 o 1,5444e6  —2, 83028
L 0 ~3,1243¢6  —5, 184e5 0 —1,0182e7  —2,1425e8 o ~4,31e7 -8, 1415¢6 ¢ 5,7019e7  —9, 8535e6
1 0 6 0 o o 0 o ¢ 0 0 o
0 1 0 ¢ 0 0 0 0 8 0 0 o
0 0 1 o @ B 0 o o ¢ o o
0 o 0 1 0 ¢ o 0 0 o o G
0 o 0 6 1 o 0 a 0 o o @
0 ¢ 0 0 0 1 o 0 0 o g o
0 o 0 G 0 o 1 O a 0 o G
@ 0 0 0 0 o o 1 o o 0 0
o o 0 0 0 o o o x 8 0 a
o G 0 0 0 0 0 o 0 1 0 o
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 a
0 a 0 0 0 0 0 0 a 0 o 1
—1,2333e4 0 o &, 7791e3 o 0 ~2, 508323 ) 0 6, 270862 0 0
o 2, 1486 —2,26T2e—1 0 9,4lde—1 4, 3329e—1 0 5,1217e—1 —1,6904e~1 0 4,4183e—1 -6, 0123a—2
0 -3, 4762e1 2, 1575¢1 0 5, 2181cl ~1,5253¢l o 1,671 5, 4251 0 1,4131e} —1,9225
8, TT91les 0 G ~1, 4841ed @ 0 1,0033e4 0 o 2, 50833 b 0
a 8, 4501e—1 2, 8302¢—1 o —2,874  —4,084d4e—2 o 2,5450e—1  —4, 3T74e~1 0 1, 3481 1, 846461
0 T, 087el ~1, 551261 o —8, 3487 —3, 10481 o 4, 854del ~2, 1365l 0 5, B87Tal ~8,036
2, 508363 ) a 1,003364 a [ ~1,7349¢4 a o 9, 406263 g o
0 &, 16e~1 8, TT48e—2 o 3,3658e—1  2,7852e~1 o —4,4617 -3 §29e—1 0 3, 4943 ~5,8061e~1
o -3, 2693¢] —5, 4604 a —8,3075el  —2, 1155et a -6, 783561  —~4, 3968el o 1,909Te2 —2, 785e1
1, 25423 o o -5, 01663 0 J 1,8812e4 0 0 1, 4841e4 0 0
o —6,4308e~1%  ~1,0620e~1 0 ~2,143  —4, 4252e~] 0 ~1, 253%el ~1,9033 ¢ 1, 543461 ~2, 8302
g —3,1243¢} —5, 184 0 —1,0182e2 -2, 1425el o 4, 31e2 ~8, 1415el o 5, 7019¢2 -9, 8545e1

Sendo ¢ a representagdo da poténcia de 10. Assim, tem-se por exemplo: ed = 10%,
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Apéndice A

Definicao de Norma Induzida

Para um dado sistema genérico onde z = Aw, a matriz de transferéncia A pode ser interpretada
como a amplificadora do sinal w ou o seu ganho com relagio & saida z. O valor méaximo deste
ganbo para todas as entradas w; possiveis é dado pela norma induzida [19] de A, definida por:

Il = sz e, = /3 P

onde [|wl|, = (37, lwif’ )"/? define a norma-p do vetor w. Em outras palavras, esta se buscando a

direcdo do vetor w onde a taxa |z]|,, / ||w]| p S€ja maxima.

Entre os tipos p da norma induzida, tem-se que o tipo 2 é definido por:

“A“z'Z = G(A) = /p(A"- A) (A1)

Verifica-se assim que a norma-2 induzida equivale ao valor singular de uma FT, apresentado em
(5.3).
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Apéndice B

Independéncia entre a FT K(s) e U

Seja a FT estritamente propria do controlador, dada abaixo conforme as suas condigdes de admis-
sibilidade para as normas Hj e H, expostas em (6.3), (6.4) e (6.6):

K(s) = C.(sI - Ac)_ch

Sejam as igualdades admitidas para as matrizes do controlador na solucio pela realimentacio
de saida, apresentada para ambos os controles na equagdo (6.21):

A; = (U™ (M — XAY — XB,F — LC,Y)V~!
B. = (UYL
C.=Fv~!

Efetuando a substituigio destes resultados diretamente na FT, tem-se:

K(s) = FV~ {sI ~ [(U) (M — XAY — XB,F — LC YY)V} (Ut 1L (B.1)

Simplificando a representacio de uma matriz inversa e transposta simultaneamente, conforme
apresentado para a matriz U abaixo:
( Ut ) -1 — U—t

A equagdo (B.1), ap6s a execugio dos produtos dentro dos colchetes, ficard na seguinte forma:

K(s) = FV7}(sI - UMV~ + U™XAYV™! 4+ UXB,FV~! + ULC,YV~1)- 1yt

Considere a seguinte propriedade matricial quanto & inversdo do produto de matrizes, apre-
sentada a seguir de forma genérica:

(AB)%] — B-—lA—l
(ABC)™! = C"'B71A™!
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A FT do controlador, ao se substituir adequadamente suas matrizes de modo a usufruir da

propriedade apresentada, ficard da seguinte forma:
K(s) = (VF )7 (sI~ UMV + UTXAYV™ + UTXB,FV !+ UTLC,Y V1) " H(L U
Executando os produtos para todos os termos e simplificando onde hd a multiplicacio de uma

matriz pela sua inversa, tem-se:

K(s) = [L7'UY(sl - UMV + UTXAYV™! + U™XB,FV~! + ULC, YV ) VF~1] 7 =
= Ho(s) = (LT'U'SIVF ™ — L7'MF ™' 4+ L™IXAYF~! + L7'XB, + C,YF 1)

Dada a relagdo apresentada em (6.12) para a transformagao de variaveis via realimentagio de
saida em ambos os controles, H, e H,,, tem-se que:

UV =~ XY
Assim, usando esta igualdade para substituir o primeiro termo de H,(s) encontrado acima, e

sabendo-se que o produto das matrizes por sl neste termo ndo ¢ alterado com a mudanga de ordem,
obtém-se a forma final da FT do controlador:

K(s) = [SILH{I - XY)F' = L7'MF™' + L"'XAYF™ + L7'XB, + C,YF!|™!

Simplificando:
K(s) = L{s(f ~ XY) — M + XAY + XB,F + LC,Y|"'F (B.2)

Pode-se observar claramente que esta FT nfio possui termos com U. Assim, fica provado que
ela ¢ independente da arbitrariedade imposta nesta matriz para a solu¢io encontrada nos controla-
dores.
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Apéndice C

Solu¢io dos Problemas H5 e H,, via Matlab

A solugdo dos problemas apresentados no capitulo 6 na forma convexa com restricdes em LMI foi
executada através de implementacio no Matlab. Considerou-se necessério corroborar a formulacdo
encontrada para ambos os problemas obtendo-se resultados numéricos.

Agora serd introduzida a forma de resolugio dos problemas H, e H. - Tespectivamente, atra-
vés das ferramentas disponiveis no LM/ Toolbox do Matlab [27).

C.1 Implementacio do Controle H, via LMI

O problema H, programado no Matlab, usando os comandos disponiveis nas referéncias {27, 28],
utilizon as LMI obtidas em (6.20) para as restrigdes do problema na forma convexa. De acordo
com o apresentado na se¢fio 7.3, a FT do controlador e solugdo do problema, H.(s), & determinada
pelas matrizes A, B, ¢ C,, descritas em (6.21). O algoritmo, apresentado no Anexo VIII, tem
como objetivo final obter estas matrizes. A seguir sera dada sua descrigio Passo a passo.

¢ 530 chamadas as fungdes de montagem do sistema, apresentadas no Anexo I, e de determi-
nagdo das matrizes de estado, dada no Anexo VII. Estas rotinas irio aplicar o método dos
elementos finitos para a determinacdo das matrizes de massa, rigidez ¢ amortecimento. Em
seguida serdo determinadas as respectivas matrizes de estado do sistema modelado, dadas
por A, B, C e D, introduzidas na se¢io 3.1.

¢ Na seqiéncia, sfo definidas as demais matrizes de estado para o problema H,, que estdo

contidas na equagdo (6.7), respondendo pela FT objetivo, T, {s). Esta etapa se deu de forma

123



a satisfazer o proposito do controlador perante a FT objetivo, conforme citado no texto da
secdo 3.3. La estdio apresentadas as matrizes By, By, C;, Dy; e Dy, € seus valores adotados
no problema H, estdo apresentados no capitulo 7.

Obtidas as informagdes completas do sistema, parte-se para a resolugdo do problema. Para
iss0, faz-se 0 uso do comando mincx do Matlab, que minimiza iterativamente um objetivo
linear sujeito 4 restri¢des em LMI. Logo, ele resolve um problema SDP convexo, conforme
apresentado em (4.3). A execugio deste comando permite a obtengdo das varidveis matriciais
componentes da solugio, e que fazem parte das LMI.

As matrizes resultantes da minimizacio permitem, junto com a matrizes U e V mostradas
em (6.12), calcular o controlador do sistema. Adotou-se que U vale a matriz identidade de
ordem adequada para simplificagdo dos calculos, ja que sua arbitrariedade ndo influenciard

no resultado, conforme provado pelo Apéndice A.

Obtido o controlador, monta-se a FT controlada em malha fechada através do comando sift,
que € o objetivo final do problema. Dela serfio calculados os novos valores da norma H. 2, 08
diagramas de valores singulares e os graficos de resposta as excitacdes externas. Estes dados
também estdo apresentados no capitulo 7, com os resultados.

C.2 Implementacio do Controle H- via hinfmix

Foi efetuada a resolugio do mesmo sistema obtido através do comando hinfmix direcionado para o

controle Hy, Para isso, as varidveis apresentadas no equacionamento de {6.35) precisavam ter seus

valores considerados da forma correta para a obtengio deste controlador [27].

Consideraram-se 3 = 1, p = O e v = 0. Com as varidveis ¢ e v nulas, o comando Ainfmix au-

tomaticamente eliminou as duas restrigSes opcionais que poderiam ser langadas pelo usuario. Com

{3 unitério, o argumento do problema constitui-se apenas da minimizagio da norma H,, assumindo

assim a forma desejada. A determinagio do sistema controlado é descrita abaixo:

¢ Com a solugdo do controlador obtido via hinfmix, é obtida a malha fechada do sistema através
do comando sift.

* Esta FT pode agora ser trabalhada de modo a gerar os gréficos apropriados para comparacgio
aos resultados oriundos de mincx.
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C.3 Implementagio do Controle 4, via LMI

As rotinas criadas para o problema H,, seguiram a mesma légica que as rotinas apresentadas
acima, para o problema H,. Um algoritmo foi programado no Matlab para calcular o resultado
do problema apresentado em (6.27). Este algoritmo est4 listado no Anexo IX, com suas principais

passagens apresentadas passo a passo a seguir.

e S&o0 obtidas as matrizes de massa, rigidez e amortecimento do sistema modelado em ele-
mentos finitos. Depois, destas matrizes sdo obtidas as matrizes de estado do sistema, cuja
implementagio esta listada no Anexo VIIL Os dados adotados para as matrizes de estado que

integram o controle H,,, com o sistema estio apresentados na se¢io 7.3.

¢ Assim como no controle H,, o método de célculo para a solucio foi 0 mesmo, utilizando o
comando mincx. A FT do controlador também foi determinada pelas matrizes A, B, e C,,

descritas em (6.21), adotando U = I para simplifica¢do da resolucio do problema H.

¢ Para finalizar, é montada pelo comando siff a FT controlada em malha fechada a partir da
qual s3o obtidos o novo valor da norma H,,, os diagramas de valores singulares e graficos de

resposta as excitagOes externas. Todos eles sdo apresentados no capitulo 7.

C.4 Implementacio do Controle H,, via hinflmi

A forma de obtencdo da solugdo de controle através deste comando é bastante simples e direta,

como pode ser visto a seguir.
e Aplicando o comando hinflmi, ¢ obtida a solugiio do controlador para o mesmo sistema de
onde se obteve a solucio via mincx.
» Com este controlador, € obtida a FT de malha fechada do sistema através do comando sifr.
e Esta Il pode agora ser trabalhada de modo a gerar os graficos apropriados para comparaco

aos resultados oriundos de mincx.

Com isso, estdo dados os parimetros de como foram confirmadas, através dos resultados
apresentados no capitulo 7, as factibilidades dos controles H; e H,, com restricdes na forma de
LMI. A seguir, discorre-se sobre os valores de tolerdncia e precisiio adotados nos algoritmos de
solucdo.
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C.5 Tolerancias e Precisio das Solucdes Encontradas

A obtengo das solugSes para os controles Hs e H,, através do Matlab, usando as formulacGes
convexas apresentadas foi feita pelo comando mincx. Ele minimiza um objetivo linear na forma do
produto entre dois vetores, sujeito a restricdes na forma de LML, tal como descrito abaixo.

min(c'x)
sujeito a: L(x) < R(x)

O vetor x possui o total das varidveis contidas no problema de otimizagio, mas a funcgfo
objetivo pode ser formada por apenas algum(ns) de seus elementos. No caso da minimizagio
pela norma H,, a fungdo objetivo é o menor trago da matriz Z. A obtenco deste valor dentro
da formulagio em LMI efetuada no Matlab, ¢é feita pelo comando decinfo, que extrai as posicles
equivalentes ao vetor X componentes da diagonal de Z. Estes valores irdio definir quais as posi¢des
de ¢ serdo consideradas unitarias, ¢ desta forma todos os outros serio nulos. Assim, as variaveis
objetivo de minimizacio sdo resumidas as posi¢Bes equivalentes desejadas de x.

O comando mincx do Matlab possui também ajustes de precisdo e de parada que podem ser
modificados de acordo com o desejo do usuario. Um destes ajustes é feito no raio de factibilidade

(£2) da solugdo, que ¢ definido de forma que a solugio x seja tal que:

N
Z:cf < R?

i==]

Isto quer dizer que a norma euclidiana do vetor x que contém a solucdo ndo deve exceder R.
Quanto maior for o raio de factibilidade, maiores s3o as chances de se encontrar uma soluclo para
0 problema restrito, pois esta ndo estaria sujeita 4 uma restri¢iio adicional de factibilidade. O uso
de um valor de /2 menor ¢ valido apenas para os casos em que se deseja restringir o tamanho de x,
que nao ¢ o caso neste trabalho.

Quando a solugo é atingida, 0 Matlab notifica se houve o uso desta restrigdo através da infor-
magdo dada pelo nimero percentual f-radius saturation. Ele diz o quanto a norma de x aproximou-
se de R, ¢ caso este valor esteja proximo de 100% significa que a restrigio pelo tamanho de x
assumiu a finalizagdo da solugéo do problema. Para que isto ndio acontecesse em nenhum dos
problemas apresentados acima, adotou-se K = 10° para ambos os problemas H; ¢ H.,.

Qutro ajuste efetuado no mincx foi o niimero méaximo de iteragdes a se realizar. Optou-se por
trabathar até 100 passos nos dois controles, H, ¢ H,,. Com este niimero de iteragdes, garantia-se
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a solugdo dos problemas somente apés o término da convergéncia, evitando algum truncamento
prejudicial & precisdo da resposta obtida pelo processo de minimizagdo. Em ambos o0s casos, a
convergencia ocorreu com menos de 100 passos.

Com relagfo aos critérios matematicos de parada, o mincx trabalha até atingir uma precisio
absoluta ou relativa. A preciséo absoluta é gerenciada pelo proprio Matlab, indicando qual valor foi
atingido em cada caso de minimizagfo. O processo iterativo pode parar devido a precisio relativa
quando houver um decréscimo menor que 10~° entre valores do objetivo ¢'x, em iteracdes vizinhas
ou dentro dos ultimos L = 10 passos. Estas condi¢Bes de precisio sfo comuns para ambos 08
controles, H; e H,.

A seguir € apresentada a implementacdio do controle misto pelo Matlab.
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Apéndice D

Soluc¢io do Problema H,/H, via Matlab

Para executar este tipo de controle, optou-se por usar o comando hinfinix, disponivel no LMI Tool-
box [27] do Matlab, além da formulago via LMI apresentada na equagio (6.34). A minimizacio
através do comando hinfmix, dada em (6.35), foi estabelecida de modo a criar um problema que se

aproximasse de (6.34).

O objetivo final do uso desta ferramenta nfo ¢ comparar diretamente os resultados de ambos
com o objetivo de identificar qual seria a melhor formulagdo. Mas sim mostrar que a formulago via
LMI descrita no texto resolve o problema dentro de valores esperados e encontrados pelo algoritmo
disponivel no software, caso as restrigdes estabelecidas nas suas entradas fossem adequadas para
este fim. Uma vez que o algoritmo disponivel no software possa ser descrito como eficiente, a pro-
ximidade dos resultados entre ambos os métodos serviria para corroborar a formulacdo de (6.34).
A seguir estdo apresentados detalhes da implementacio do problema misto destas duas maneiras
supracitadas.

D.1 TImplementacio do Controle Hs/H,, via hinfmix

A utilizagiio do comando hinfimix para o controle misto exigiu que as varidveis apresentadas no
equacionamento de (6.35) recebessem valores apropriados para este propésito.

Para os dois modelos da viga, com 2 EF e com 4 EF, adotou-se 4 = 1, p=85bev =0
Tornando a varidvel v nula, o comando Ainfmix automaticamente elimina a restricio onde ela esta
envolvida, e com § unitério, o argumento do problema constitui-se apenas da minimiza¢o da
norma Hy. Assim, o problema assume a forma desejada, equivalente a equagio (5.20), onde ha
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apenas uma restri¢do envolvendo a norma H,.

Entre os dados de entrada para que o comando hinfmix execute a minimizacdo, ests o valor
méximo da norma do ganho estatico do controlador, que equivale a matriz D.. Como ¢ sabido,
atraveés das condi¢es de admissibilidade para o controle misto, esta matriz é nula. Além disto,
o valor da precisio relativa de parada para o minimo segue o mesmo critério adotado nos demais
controladores, dado no Apéndice C.5.

Também ha a possibilidade entre os dados de entrada de hinfinix, de se determinar a regido
onde os pélos do sistema estariam alocados ap6s o controle. Como esta restrigio néo faz parte do
problema apresentado pela LMI de (6.34), entfio a entrada é um vetor vazio, ilustrando que os pdlos
podem estar em qualquer lugar do semi-plano esquerdo do plano £ x &.

Obtido o controlador para as condigdes consideradas, é fechada a malha do sistema e sio fei-
tos os diagramas de valores singulares e graficos de resposta s excitaches externas. Os resultados

da minimizacdo através de (6.35) estdo dados no capitulo 7, com os resultados.

D.2 Implementaciio do Controle H,/H,, via LMI

O algoritmo criado para executar o controle misto através da equagdo (6.34) esté apresentado no
Anexo X1 A logica de programacio seguiu a mesma ja apresentada tanto para o controle H, como
para o controle H, e seus principais passos sio dados a seguir.

* Depois de obtidas as matrizes do sistema flexivel pelo método dos elementos finitos, descrito
no Anexo I, sdo determinadas as matrizes de estado para o problema misto, listadas no Anexo

X. A determinacio de seus valores no problema misto foi apresentada no capitulo 7.

¢ Depois sio implementadas as LMI, restri¢des do problema (6.34), de onde sio obtidas as
matrizes da solugo através do comando mincx. Também ¢ adotada a matriz U = I, para
simplificacdo do calculo de resolucio.

¢ Finalmente, fecha-se a malha do sistema através do comando sift e € obtida a FT controlada,
objetivo final do problema, de onde sio extraidos os diagramas de valores singulares ¢ grafi-
cos de resposta as excitagdes externas. Estes estdo apresentados no capitulo dos resultados.

A restrigdo imposta pela norma H,, no problema misto foi adotada de forma semelhante

ao tratamento feito para o hinfimix. O valor da variavel escalar v foi considerado como igual a
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8,5 para a modelo com 2 EF. O controlador obtido pela solucio deste problema foi utilizado como
controlador de ordem reduzida no modelo com 4 EF. Assim, a influéncia das restricdes do problema
Ho, se fariam valer também no caso tratado pela formulago de (6.34), e os resultados poderiam
‘ser avaliados juntamente com os obtidos pelo hinfmix.

Para finalizar, o limite de passos iterativos admitidos para o controle misto via mincx foi de
150, em virtude de uma maior dificuldade de se encontrar a solugdo definitiva com menos que 100
passos. Também foi alterado o valor para o raio de factibilidade, R = 102, J4 a precisio relativa
de parada foi a mesma apresentada anteriormente nos controles H, e H,, valendo 1075.
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