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Resumo

Nonato de Paula, Fabio; Modelo Dinamico para o Contato em Mancais de Elementos Rolantes
sujeito a Lubrificagdo Elastohidrodinamica, Campinas: Faculdade de Engenharia

Mecanica, Universidade Estadual de Campinas, 2009. 113p., Dissertacao (Mestrado).

Com a necessidade da diminui¢do do tempo de projeto, a utilizagdo de modelos
computacionais para simulagao de componentes mecanicos se torna rota obrigatdria para se evitar
excessivos testes fisicos. Com base nesta premissa, se torna necessario estudar a dinamica de
componentes anteriormente considerados rigidos, como mancais de elementos rolantes, e assim
conhecer sua influéncia sobre o sistema completo. Assim, utilizando um modelo por diferencas
finitas em multiplos niveis, foi avaliada a condi¢do de lubrificagdo no contato em rolamentos
sujeitos a lubrificacdo Elastohidrodindimica (EHD) transiente. Desta forma foi possivel
caracterizar dinamicamente o contato, aproximando o filme de 6leo a um conjunto de mola e
amortecedor nao lineares. Portanto introduz-se um elo flexivel ao mancal, possibilitando a sua

analise dinamica como parte do sistema.

Palavras Chaves:

Tribologia, Mecanica do Contato, Mancais, Lubrificagao
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Abstract

Nonato de Paula, Fabio; Dynamic Model for the Contact in Rolling Element Bearings under
Elastohydrodynamic Lubrication, Campinas: Faculdade de Engenharia Mecanica,

Universidade Estadual de Campinas, 2009. 113p., Dissertacdo (Mestrado).

With the need of time reduction on mechanical projects, the use of computational models
for the analysis of mechanical components becomes mandatory in order to avoid excessive
physical tests. Based on this assumption, is necessary to study the dynamic of previously
assumed rigid components, as the rolling elements bearings, and thus knowing its influence on
the complete system. Utilizing a multi-level finite difference method, the lubrication condition on
the contact in bearings under Elastohydrodynamic (EHD) transient lubrication was evaluated.
Therefore the dynamic characterization of the contact was possible, adjusting the oil film to a
nonlinear spring-damper set. Hence a flexible joint is introduced in the bearing, making it

possible its dynamic analyses as part of the system.

Keywords:

Tribology, Contact mechanics, Bearings, Lubrication
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Capitulo 1

Introducéao

A diminui¢do de tempo entre atualiza¢des e desenvolvimento de novos produtos trouxe
novos desafios as equipes de projeto. Hoje, a reducdo de tempo de projeto de sistemas mecanicos
tornou-se fator crucial de sucesso em muitas aplicagdes. Pode-se dizer que a pressao do mercado
sobre tecnologias, tanto de producao quanto de desenvolvimento, se encontra em um patamar

nunca atingido.

Muitas sdo as solugdes viaveis para reducdo do tempo de projeto, porém com 0s avangos
computacionais, parte dos esforcos experimentais pode ser substituida por simulagdes
computacionais, evitando gastos desnecessarios na produgcdo e reduzindo tempo de

desenvolvimento de protdtipos e amostras.

Porém, muitos dos sistemas mecanicos ainda apresentam elementos de dificil simulagao
numérica, que por fim exigem varios testes praticos antes da conclusao do produto. Este € o caso
dos mancais de elementos rolantes. Muitas vezes seu comportamento dindmico € negligenciado,
introduzindo vinculos rigidos ao sistema. Contudo, quando se espera um comportamento
otimizado, principalmente quanto a vibragdes e ruidos, poucas sdo as maneiras de representar tais

mancais, sendo por meio de experimentos.

Os mancais de elementos rolantes, como o da Figura 1.1, normalmente sdo os elementos de
ligacdo entre eixos e carcacas em vdarias aplicagdes mecanicas, tais como automotiva ou
industrial, desenhados para suportar carga e velocidades rotacionais dos componentes. Neste

arranjo os mancais de rolamento se tornam os transmissores de vibragdes entre as partes.

1



Figura 1.1 — Exemplo de mancal de elemento rolante radial de esferas;

Alguns exemplos de aplicacdes automotivas sdo os trens de forcas, que devido aos grandes
esfor¢cos gerados em seus subsistemas, caixa de marchas e diferenciais, entre outros, necessitam
de mancais de elementos rolantes com maior capacidade de carga para suporte dos eixos. Em
aplicagdes menos intensas, como motores elétricos, sdo utilizados pequenos e médios mancais de
rolamento, normalmente aplicados em altas rotagdes. Os quesitos vibracoes e ruidos sdo de suma
importancia, principalmente nestes casos, onde o proprio motor se torna uma fonte de vibragdo

externa.

Desta forma, a qualidade de tais mancais ¢ medida, atualmente, quanto a seu desempenho
vibracional, ndo mais somente por sua vida nominal e capacidade de carga. Tais aspectos sdo
normalmente regidos por regulamentacdes governamentais bastante estritas e, principalmente,

pela demanda dos consumidores, como apontado em Wensing(1998) e Wijnant (1999).

Entender a dindmica dos mancais de elementos rolantes depende, entdo, do entendimento
dos elementos de ligacdo dentro do préprio mancal. Nos pontos de contato entre pista e

elementos rolantes estardo presentes as forcas de sustentagdo provenientes do sistema mecanico.



Os primeiros esfor¢os para a modelagem do contato mecanico de corpos geometricamente
ndo conforme, como mostrado na Figura 1.2 para mancais de esferas, ocorreram na segunda
metade do século XIX. Utilizando um modelo tensorial, Hertz em 1881 publicou seus estudos
que, até hoje, servem como base para o modelo de contato seco, cujos resultados carregam seu
nome. A abordagem deste problema, apesar de ndo direta, ¢ bem simples, principalmente com o
poder computacional moderno. Com estas equacdes, tornou-se possivel o estudo das deformagdes
envolvidas no contato e sua distribui¢ao de pressdo, trazendo uma nova visdo sobre contatos entre

elementos rolantes de um mancal ou dentes de engrenagem.

Deste modo, o comportamento dindmico do contato ¢ de suma importancia no estudo da
dinamica do sistema completo, o mancal de elementos rolantes. Portanto, para introduzir os
efeitos do contato, estes devem ser modelados como um sistema dinamico, introduzindo uma

ligacao flexivel ao mancal.

Carga Radial

et oxtona |

Figura 1.2 — Areas de contato em um mancal de elementos rolantes radial de esferas;

Desta forma, o filme de dleo existente nestas interfaces, provido, principalmente, para
aumentar a vida do mancal, tem papel primordial nas interagdes dindmicas. Parte da energia
transmitida serd absorvida por este filme, assim como pelas deformagdes elasticas presentes no

contato.



Devido, principalmente, a condi¢ao de deformacao causada pelas altas cargas nas areas de
contato de Hertz, torna-se possivel a formagao do filme lubrificante. As superficies deformadas,
que formam as areas de contato, provéem um espagamento entre os corpos para que um filme de
lubrificante em movimento se forme. Desta maneira, pela incorporagdo da parcela eléstica a
dinamica do filme, a lubrificagdo presente nesta aplicagdo ¢ conhecida como Lubrificagao

Elastohidrodinamica, EHD.

O filme de 6leo existente nestas interfaces, provido, principalmente, para aumentar a vida
do mancal, tem papel primordial nas interacdes dindmicas. Parte da energia transmitida sera
absorvida por este filme, assim como pelas deformagdes elasticas presentes no contato. Portanto,
para compreender a dindmica do contato, suas caracteristicas devem ser simuladas, tanto rigidez

como amortecimento, levando em conta um modelo EHD para a lubrificacao.

Conseqlientemente, ¢ necessaria uma abordagem transiente completa do contato
lubrificado, para que se possa obter uma aproximagdo para os coeficientes dindmicos. Cada
elemento do mancal tera, entdo, uma ligacdo flexivel com a pista interna € uma com a pista
externa, provenientes do modelo de lubrificagdo EHD. Este ¢ o primeiro passo para a modelagem

completa do mancal. A Figura 1.3 mostra, esquematicamente, esta modelagem.

Pista Interna

Pista Externa

Figura 1.3 — Simplificagdo do contato, entre pistas e elemento rolante, para o modelo

dindmico massa-mola-amortecedor;



Com o sistema agora modelado como dois anéis concéntricos, ligados por massas
suspensas pelos elementos dindmicos providos pelo filme, o mancal nao mais ¢ um elemento
rigido do sistema. Desta forma, os mancais passam a ndo ser mais vinculos rigidos e, sim,

elementos flexiveis da estrutura, e sua influéncia sobre a dindmica ndo € mais desprezada.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

Em 1886, o aumento de pressdo presente em mancais hidrodinamicos, observado
experimentalmente por Tower, foi descrito por Reynolds nas equagdes que constituem a base
para a teoria de lubrificagdo hidrodindmica atual. Complementando estes dois trabalhos, em
1893, Barus publicou um estudo sobre o efeito da pressdo sobre a viscosidade e, destes primeiros

resultados, originou-se o que se chama hoje teoria da lubrificagdo Elastohidrodinamica, ou EHD.

Os primeiros resultados teoéricos aplicados da teoria de lubrificacdo Elastohidrodinamica
remetem aos anos 50 quando, pela primeira vez, foi analisada a lubrificagdo sob condicdes
especiais em elementos de maquinas, com niveis de solicitacdo acima da média, e geometrias nao

conformes, como presente em mancais de elementos rolantes e engrenagens.

Nestes casos, a teoria hidrodinamica, até entdo tida como valida para todos os casos de
lubrificacdo, ndo conseguia prever um filme de oOleo plausivel, devido, principalmente, aos
grandes esforgos envolvidos e a geometria pouco conforme, que nao prové uma area de contato
suficientemente extensa para formacdo de uma camada de lubrificante. Martin (1916) ja havia
descrito que a discrepancia entre as espessuras de filme de Oleo nestas aplicagdes, quando
avaliadas pela teoria Hidrodindmica, e as medidas experimentais, jogava por terra qualquer

aplicacao pratica dos modelos.

Durante a década de 40, Lundberg e Palmgren publicaram estudos sobre vida de mancais
de rolamento, até¢ hoje utilizados como base no dimensionamento destes componentes. Neste

caso, os efeitos do lubrificante sdo contabilizados como um fator multiplicador da vida nominal,
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podendo esta ser aumentada ou diminuida. Estes efeitos provéem nitidamente da inclusdao de um

filme de oleo capaz de separar as superficies metalicas, evitando o contato metal-metal.

Segundo Dowson e Higginson (1966) para os casos de mancais de elementos rolantes, a

estimagao do filme de 6leo hidrodindmico previa uma espessura de 0,011 um, quando, na época,
a rugosidade de componentes de mancais de elementos rolantes normalmente chegava a 0,25 pum .

Sendo assim, ndo era possivel garantir que um filme continuo de 6leo se formaria no contato para
suportar as forcas e, conseqiientemente, o fato de contatos desse tipo terem sua vida em fadiga

aumentada com a presenca de oleo lubrificante ndo era explicado.

Portanto, outros efeitos, principalmente de varidveis do contato alheias a dinamica dos
fluidos, deveriam ser estudados de forma a ajustar os modelos teéricos para obtencao do filme de

0leo, assim como o comportamento do proprio lubrificante, quando sob altas pressoes.

A teoria de Lubrificacdo Elastohidrodindmica (EHD) propde-se a estudar a influéncia da
elasticidade dos corpos, quando em contato, sobre o filme de 6leo existente entre os mesmos.
Grande parte da andlise inicia-se da propria teoria de contato de Hertz. O modelo tensorial de
Hertz prevé deformacdes dentro do limite elastico do material de forma a distribuir a pressdao no
contato. Desta forma, quando relaxada a pressdo no contato, os corpos devem retornar a sua

forma original.

Como descrito em Changsen (1991), a Teoria de Contato de Hertz prevé, entdo, o
surgimento de uma area de contato. Esta area ¢ aproximada a uma elipse e, sobre a mesma, a
forca de contato se distribui de forma paraboldide. Devido as caracteristicas do contato, a area
formada apresenta dimensdes muito inferiores em relagdo a curvatura dos corpos, devido ao
carregamento, porem sua forma, ou seja, razdo da elipse, ¢ fun¢dao apenas da geometria. Tais
modelos s3o de facil tratamento numérico, devido a sua caracteristica iterativa, e de simples
abordagem, conforme descrito por muitos na literatura [Harris (1991), Eschman (1985) e Wijnat

(1998), entre outros].



A deformacao elastica dos corpos influencia diretamente as condigdes de lubrificagdo dos
mesmos, quando em contato. Ao se deformarem, devido a pressao de contato, ocorre uma maior
coesdao geométrica entre os corpos e, intuitivamente, conclui-se que parte da espessura do filme
deve-se a nova condicdo de distanciamento entre os corpos, devido a deformagdo. Para o contato
seco, tal superficie de contato consiste em um plano, como previsto em Venner (1991), e

confirmado em Nonato (2008).

Em uma anélise puramente hidrodinamica, pelo fato dos corpos ndo possuirem uma coesao
geométrica expressiva, pode ocorrer muita imprecisdo em relagdo as aproximagdes geométricas
da curvatura do filme de oleo. Tal influéncia ¢ explicita quando se compara um mancal
hidrodinamico simples a um rolamento de esferas. No primeiro caso, o espacamento entre os
corpos cilindricos, preenchido por 6leo, pode ser facilmente aproximado por planos proximos. Ja
para o mancal de esferas, o filme de 6leo se forma entre o contato de uma esfera sobre a pista de

um rolamento, sendo que estes dois corpos possuem geometrias muito pouco conformes.

Aliado aos efeitos geométricos e de deformacgao, o proprio filme de dleo se sujeita a niveis
maiores de pressdo, € suas caracteristicas basicas, viscosidade e densidade, ndo se comportam
mais como em condi¢des ambientes, ndo permitindo serem assumidos constantes por todo o

contato.

Todos estes efeitos devem, entdo, ser considerados na avaliagdo do comportamento
dindmico do filme. Assim, como para a teoria hidrodinadmica, as caracteristicas dindmicas do
filme de 6leo sao modeladas pela equagdo de Reynolds, que alia o comportamento cinematico do

filme as equagdes de continuidade.

Para efeito de comparagdo, podem-se citar os pontos que diferem a teoria de lubrificagao
hidrodinamica da EHD:
1. Na defini¢do do filme de 6leo, a deformacgao dos corpos ndo ¢ desconsiderada;

2. A viscosidade ndo ¢ mais independente da pressdo, assim como a densidade;



3. A lubrificagdo hidrodinamica se caracteriza em superficies com alto grau de
conformidade geométrica, mas a EHD normalmente ocorre em corpos de geometrias

ndo conforme.

A principal caracteristica da aplicagdo da lubrificagdo EHD ¢, por fim, gerar uma espessura
minima de filme sobre tais condi¢des de alta pressdo e baixa conformidade geométrica. A atual
situacdo tecnoldgica e econdmica de busca de aumento de eficiéncia e redugdo de custos resulta
em uma diminui¢do da camada de filme lubrificante frente a rugosidade das superficies. Nestes
casos, pode-se citar o aumento de carga, aumento da temperatura de operagdo, custos elevados
devido a diminui¢do das margens de seguranga sobre peso, tamanho e consumo de energia pela

viscosidade dos lubrificantes em operagao, como fatores cruciais de projeto.

Portanto, as caracteristicas de um contato lubrificado sdo dados de suma importancia
quando a maxima eficiéncia e o minimo custo estdo em pauta em qualquer projeto de elementos
mecanicos. Neste ponto, a teoria de lubrificagdo Elastohidrodindmica resulta em uma modelagem

mais precisa que a teoria Hidrodinadmica, para os casos citados.

As primeiras solugdes para o caso se basearam, principalmente, em analises algébricas para
0s casos mais simples, unidimensionais, de lubrificacdo em contatos lineares, apresentadas em
Dowson e Higginson (1966), onde se esbo¢avam os primeiros caminhos para a solu¢cdo numérica

dos casos bidimensionais.

Virios resultados anteriores, mesmo sem nenhuma solu¢do completa para o problema,
trouxeram as principais variaveis do equacionamento a tona. Os efeitos eldsticos de deformagao
foram primeiramente estudados por Peppler (1936), onde a pressdo méaxima no filme de 6leo em
um contato de dentes de engrenagem foi estudada, para um fluido isoviscoso, sendo esta superior

a pressao de contato de Hertz, resultado até entdo desconhecido.

Block (1950) propds que nao somente os efeitos elasticos seriam a causa das diferencas

encontradas em filmes de 6leo medidos e calculados, propondo uma relagdo exponencial para a



viscosidade. Porém, nem todos os pontos do equacionamento eram satisfeitos e as principais

condicdes de contorno ainda eram desconhecidas.

Alguns resultados muito satisfatorios, porém nao para a resolugdo completa, ja haviam sido
apresentados por Grubin (1949) na Russia. Seus estudos sobre a influéncia combinada da
elasticidade e da viscosidade sobre o contato na regiao de entrada do filme foram muito tuteis para
os desenvolvimentos posteriores. Grubin assumiu que os corpos deformados teriam a forma do
contato seco, determinando, desta forma, o comportamento da pressdo sobre esta regido e a
separacao necessaria entre os corpos dentro da area de contato de Hertz. Sua principal

contribuicao foi a equagdo para a espessura do filme em contatos altamente carregados.

Durante toda a década de 50, grande esfor¢o se deu entre os pesquisadores para obtencao de
métodos de medigdo de filme de 6leo sobre contatos altamente carregados, até entdo, utilizando
experimentos de discos sobre superficie para determinar o comportamento aproximado de
contatos em dentes e engrenagem e para testes de compatibilidade de materiais. Os primeiros
bons resultados foram obtidos por Crook (1958) com a medida de filme de 6leo em maquinas de

discos por métodos de capacitancia e fluxo de 6leo.

Os resultados de Dowson e Higginson foram primeiramente apresentados em 1961, onde
uma relacdo adimensional para a espessura minima do filme de 6leo em func¢do da carga, da

geometria e das velocidades, foi apresentada. A expressao proposta era:

};Lin = 2.65-U" .G o3 21

X

Sendo que 4,,;, € a espessura minima de filme, R, um somatdrio das curvaturas dos corpos e
U, G e W sao parametros adimensionais de velocidade, material e carregamento, como definidos
em Dowson e Higgins(1966). A convergéncia entre os valores apresentados e os obtidos
experimentalmente por Crook demonstrava que os modelos utilizados estavam se tornando mais

precisos.
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Este trabalho confirmou as principais caracteristicas da lubrificagdo EHD: uma redugao
na espessura do filme na saida do contato da ordem de 30%, que para altas cargas apresenta
distribuicdo de pressdo proxima a de Hertz, porém com um pico de pressdo que precede o ponto

de diminuicdo da espessura, como apresentado na figura 2.1, onde U, e U, sdo as velocidades

dos corpos em contato.

Porém, estes trabalhos ainda baseavam-se, principalmente, na analise de contatos lineares,
mais ajustados a modelagem de dentes de engrenagem. Durante toda a década de 1960, varios
estudos transcorreram sobre os efeitos da temperatura, do comportamento dos lubrificantes e dos
efeitos de vazamento lateral, que em lubrificacdo hidrodindmica comum causa uma perda na
capacidade de carga do filme. Até que, em meados da década de 1970, as primeiras analises
numéricas para o equacionamento bidimensional surgiram, principalmente, devido aos avangos

na area computacional.

Figura 2.1 — Perfil de pressao p e espessura 4 para o contato com lubrificagdo EHD

Em 1970, Ranger et al publicou a primeira solu¢do para contato pontual que, mais tarde, foi
estendida para o contato eliptico por Dowson e Hamrock, para produzir uma aproximag¢ao para a

espessura minima de filme e espessura central, /4., em termos dos parametros adimensionais

mencionados, além da representacdo da elipsidade, K, (Spikes, 2006). As relagdes sdo:

h . 0,64
% — 3,63 . U0,68 X G0,49W—0,073 (1 —K —0,70(Ry / Rx) ) 22

X
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h 0,64
RC — 2,69 . U0,67 . G0,53W—0,067 (1 _ O,61K —0,70(Ry/ Rx) ) 23

X

Hamrock (1975) publicou uma série de artigos sobre lubrificacdo elastohidrodinamica em
contatos pontuais, partindo de um primeiro desenvolvimento numérico para o problema
completo, descrito posteriormente em sua tese de doutorado em 1976. Neste trabalho, o0 método
de diferencas finitas foi utilizado para solucionar o sistema de equagdes que modelam as
caracteristicas da lubrificagdo EHD, tornando-se o principal método de resolucdo para tais

problemas.

Durante a década de 70, as principais areas de interesse sobre a lubrificacio EHD eram a
modelagem da espessura de filme, para contatos com insuficiéncia de lubrificante, e a influéncia
da rugosidade das superficies. Foi também classificada a lubrificagdo EHD, perante os quatro

regimes de lubrificacdo, como piezoviscosa-elastica.

Desde entdo, as bases para o equacionamento EHD estavam solidamente implementadas,
sendo que, parte dos esforcos agora se concentrava em aumentar a eficiéncia numérica dos

algoritmos de solugao.

Em meados da década de 1980, novas técnicas numéricas surgiram para solugcdo de
equagdes diferenciais, sendo uma delas apresentada por Ludbrecht et al (1986) para lubrificacao
EHD em contatos lineares. Conhecida como método Multi-Grid, ou Multi-Niveis, de
multiplicagdo de matrizes, foi proposta uma pressdo reduzida quando derivando a equacdo de

Reynolds, o que, porém, adicionou muita complexidade ao equacionamento.

Em 1991, Venner propos uma alteragao nos modelos de Ludbrecht, descartando a pressao
reduzida e diminuindo drasticamente a complexidade do equacionamento Multi-Niveis, para a
lubrificacdo EHD isotérmica. Com uma série de trabalhos sobre o tema, Venner ainda melhorou
o método de relaxagao proposto primeiramente por Hamrock (1975), aumentando incrivelmente a

potencialidade do equacionamento.
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Até este momento, os modelos de solugdo por iteragcdes diretas sofriam ou pelo enorme
tempo computacional para avaliar malhas suficientemente finas ou pela grande dependéncia das
equagdes elasticas em toda area sujeita a pressdo de contato, o que também prejudica o
desempenho. Desta forma, como propds Venner, trabalhando em varias malhas de diferentes
discretizagdes, parte dos calculos se d4 em malhas grosseiras, acelerando a convergéncia,
enquanto outra parte se d4 em malhas mais refinas, onde cada detalhe do filme pode ser

observado sem perda de precisao.

Com tais avangos, as rotinas para solucao de modelos EHD se tornaram mais palpaveis, em
termos de tempo computacional. Este passo foi crucial para modelagem nao estatica do problema,
contemplando novas abordagens, como a de disturbios moveis no filme de o6leo, garantindo a
modelagem de descontinuidades dos corpos rolantes em Venner (1994), e fluxos nio estaveis de

0leo em Venner (1996).

Outras areas de aplicacdo do modelo de lubrificacio EHD também se beneficiam com o
estudo da solug¢ao do problema. O contato EHD também pode ser estudado para casos de tragdo,
como por exemplo, em transmissoes automaticas tipo CVT com correia metélica, onde a tracao ¢
garantida pelo contato pino-polia. Neste caso, observa-se que altas velocidades de entrada, isto €,
altas velocidades de movimento relativo entre os corpos, aliadas a elevados niveis de pressdo,
levam o filme de 6leo a sofrer altas tensdes de cisalhamento, comportando-se como visco-
elastico. Desta forma, além de muito boa precisdo no equacionamento, necessita-se modelar

suficientemente a reologia do lubrificante (Spikes, 2006).

Até os tempos atuais, muito foi feito em relagdo as aplicagdes do equacionamento proposto
por Venner para multiplas varia¢cdes do problema da lubrificagio EHD. Wang, et al/, (2000)
publicou um artigo com simplificacdes no equacionamento Muli-Niveis que reduzem a

complexidade numérica sem perder em precisao para o caso de contato linear.

As principais modelagens dos Ultimos anos, comego do século XXI, focaram-se em filmes
finos, superficies rugosas, com possiveis descontinuidades. Parte dos algoritmos de solugdo,

propostos no final da década de 1990, tem sua aplicagdo garantida em sistemas transientes, como
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para partida em sistemas lubrificados e movimentos sobre descontinuidades e asperezas. Tais
situagdes necessitam algoritmos poderosos, para que, em conjunto com a solugdo acoplada do
problema EHD, ocorra a solu¢do, no dominio do tempo, das vardveis dinamicas do

equacionamento.

Muitos dos modelos transientes do problema vém sendo aplicados em solucdes onde a
parcela dindmica se posiciona como influéncia sobre a dinamica do filme de Odleo,
descontinuidades moveis e ondulagdes, porém, como proposto em Wijnant et al (1999), a
presenca do filme de 6leo pode influenciar a dinamica do contato em elementos de maquinas. A
aproximacao dos corpos, como parte da espessura do filme, tem grande influéncia sobre a

dindmica vibracional do sistema.

Durante suas investigacdes para o problema transiente, Wijnant propde uma equacgao de
movimento que representa o contato esfera pista, que posteriormente também foi utilizada por
Goodyear (2001), em seus estudos de otimizacdo do algoritmo Multi-Niveis. Em sua tese,
Goodyear define varios potenciais pontos de otimizac¢do para solucdo, incluindo transferéncias de
resultados entre ciclos de malhas e, principalmente, na introdu¢ao da solugdo transiente por
incremento de tempo variavel. Porém, seus resultados se baseiam em uma prévia adaptagdao do
modelo Multi-Niveis feita por Nugart (1997) e alguns problemas de convergéncia encontrados

ndo se replicam no algoritmo de Venner (1991).

Com base nas avaliagcdes do problema transiente feito por Wijnant (1998), Wensing propoe,
também em 1999, a utilizacdo das equagdes ajustadas de amortecimento e aproximacgdo dos
corpos para modelar o contato como um sistema linear massa-mola-amortecedor, apresentando

seus resultados como influéncia em um rotor suportado por dois mancais de rolamento.

Tanto o modelo linear para o contato proposto por Wijnant ¢ Wensing (1999), quanto o
processo de obtencao dos coeficientes dindmicos do contato, podem ainda ser melhorados. Como
apontado por Wijnant (1998) o contato seco possui uma rigidez ndo linear caracteristica, que nao
pode ser desconsiderada. Um modelo ndo linear para as forgas no contato pode ser utilizado,

aumentando a precisdo do ajuste de tais coeficientes.
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E crucial, portanto, a analise transiente do filme em mancais de elementos rolantes, onde os
niveis de vibragdes devem ser reduzidos. Pode-se, entdo, considerar o filme de 6leo no contato
como elemento dindmico de ligacdo entre os corpos do sistema e, assim, com influéncia direta no

comportamento dindmico total.

Modelado o contato existente entre as partes moveis e as caracteristicas dinamicas do filme
de o6leo presente, pode-se estimar o comportamento do mancal sobre certas condi¢des de
carregamento, como por exemplo, a resposta em freqliiéncia do mancal quando sobre
carregamento harmonico, outra caracteristica intrinseca a estes mancais, mesmo quando sob
forcas constantes. O estudo da interagdo de tais mancais com rotores, como apresentado em Villa
(2007) e Liew (2002), motiva a obten¢do de um modelo confidvel para dindmica do mancal como

um todo.

A distribuicdo de carga no mancal completo, para o caso estatico, pode ser descrita de
varias maneiras. Porém, o método apresentado por Harris (1973) pode ser utilizado para obtenc¢ao
do carregamento em cada elemento rolante. Desta forma, os valores obtidos por este modelo

definem os contatos nos elementos, possibilitando a analise da condicao de lubrificagao.

Em ambito nacional, a abordagem do problema de contato ¢ voltada principalmente para as
areas de estudo do atrito tribologico e desgaste, como nos trabalhos de Marcelo Braga do Santos

(2005) e Francisco Lepore (2006), Padovese e Maru (2007).

Este trabalho tem por objetivo desenvolver e implementar uma representacdo matematica
consistente para o modelo dindmico do contato em mancal de elementos rolantes sob lubrificacao
EHD, contemplando a dependéncia temporal. Desta forma, ¢ possivel estimar coeficientes
equivalentes de rigidez e amortecimento, através de um modelo ndo linear para a forca do

contato.
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Capitulo 3

Desenvolvimento Teorico

O equacionamento proposto para o modelo de Lubrificagdo EHD transiente incorpora
varias caracteristicas da mecanica dos solidos, através da equacdo de deformagdo eléastica dos
corpos, e propriedades reoldgicas do fluido, viscosidade e densidade, ao estudo da dindmica do
filme, pela Equagdo de Reynolds. Aliado a tal equacionamento deve-se avaliar também o

comportamento dindmico do sistema como um todo, através da equagdo de movimento.

Neste capitulo, sera delineado o equacionamento EHD teorico para um contato eliptico, isto
¢, um contato onde a area de distribuicdo de pressdo pode ser representada por uma elipse.
Fisicamente, este tipo de contato estd presente em mancais de elementos rolantes esféricos e em

polias de transmissdes toroidais, entre outros.

As caracteristicas transientes serdo analisadas levando em conta um modelo dinamico para
o sistema, a fim de obter uma equacao de movimento que represente a dindmica dos corpos

rolantes, tendo como varidvel principal seu deslocamento relativo a pista.

Deformacao Elastica e Balan¢o de Forgas Estatico

A proposta principal da analise EHD ¢ incorporar a deformagdo elastica dos corpos em
contato ao equacionamento. Para tanto, tais deformagdes devem ser analisadas com cuidado para

garantir que seu efeito no filme de 6leo seja considerado.
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Duas principais hipoteses sobre os corpos devem ser feitas para garantir confianca ao
equacionamento:
e A deformacdo ¢ linear elastica e os dois corpos possuem propriedades uniformes e
isotropicas;
e As dimensdes do contato, garantidas pela hipdtese supra-citada, sdo muito menores
que as dimensdes dos corpos, possibilitando a aproximag¢ao dos mesmos por dois

corpos semi-infinitos.

Tomando como base estas aproximagoes, a deformagdo pontual para dois corpos elésticos

em contato, como em Venner(2000), pode ser escrita como:

w(x,y) = 3.1

2 r r p(x’, y")dx’dy’
mE" = =)+ (=)

Esta equag¢do relaciona, portanto, a deformacdo pontual w(x,y) com a pressio p(x’,y")

sobre toda a area de contato entre os corpos. Sendo:

o modulo de elasticidade reduzido, para os corpos em contato, que relaciona os coeficientes de
Poisson, v, e os modulos de elasticidade, E. Incorpora-se, entdo, a equacdo de deformacdo
elastica a parcela de separacdo geométrica dos corpos, obtendo-se, assim, uma equacao que

define a espessura do filme de 6leo, /(x,y).
Como em um contato Hertziano, os corpos em contato devem ser aproximados por um

elipsdide préximo a um plano. Este elipsoide é descrito por duas razdes de curvatura, uma

longitudinal, Rx, e uma transversal, Ry, como esquematizado na figura 3.1:
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Figura 3.1 - Geometria de dois corpos em contato;

Desta forma, obtém-se a seguinte relacdo para a espessura:

2
X

y: 2 e e p(XLY)A
2R, " 2R, +7tE’L°L° J

y=y) +(x—-x")

h(x,y)=hy +

3.5

onde A, representa a aproximagdo dos corpos rigidos. Os dois seguintes termos sdo a

aproximagao geométrica para a diferenca de altura entre os corpos

Hertz propde que, para dois corpos de curvaturas conhecidas, como os da figura 3.1,

quando pressionados um contra o outro, uma area de contato deve surgir de modo a suportar toda

a pressdo dentro do limite elastico do material. Desta forma, as deformagdes sofridas serdo

posteriormente desfeitas, assim que a forga for removida.
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A area de contato formada durante o encontro dos corpos foi assumida por Hertz como
sendo eliptica. Em seu equacionamento, os corpos sao descritos por elipsoides de raio conhecido,
sendo esta aproximagdo muito concisa. Partindo, entdo, da equag¢do de deformacdo pontual
devido a um campo de pressoes, como apresentada no Capitulo 3, chega-se a uma expressao para

o semieixo desta elipse, em fun¢do de sua elipsidade k¥ , como a seguir:

a:(ﬁjm(%jﬂ 36
E T

x . -1 _ p-l -1 oy
Nesta equagdo f ¢ a for¢a no contato e R~ =R+ R, . A varidvel € representa a

integral eliptica de segunda ordem, para a respectiva elipsidade. Deve-se definir também a

integral eliptica de primeira ordem,\ :

¢ =["i-a-x*)sin’e  dg 3.7
/2 1
Y = do 3.8
I"n J1-(—x?)*sin’ ¢

I

Figura 3.2 — Representagdo da elipse de contato;

O segundo semieixo da elipse ¢ dado, entdo, pela razdo de elipsidade, ou somente

elipsidade do contato:

b=alx 3.9
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Muitas sdo as fontes bibliograficas para o equacionamento completo e sua resolucao.
Porém, a mais comum delas deve ser a apresentada tanto em Changsen (1991), quanto em Harris
(1973) e Eschmann (1985), que substitui o equacionamento integral, por tabelas de fatores de
deformacdao previamente calculados. De tal modo, evitam-se os processos iterativos para
obtencdo de tais valores. Esta abordagem era mais eficiente quando os recursos computacionais
eram mais escassos. Agora, porém, at¢ mesmo calculadoras cientificas sdo capazes de executar

rotinas de célculos, tornando o método ultrapassado.

Portanto, dando mais aten¢do ao equacionamento, como o apresentado em Wijnant(1998),
observa-se que existe uma relagdo puramente geométrica para a elipsidade. Empregando os raios

de curvatura reduzidos dos sdlidos e as integrais elipticas de primeira e segunda ordem, obtém-se:

Rx :KZ \I‘I_C

RS Toxy

3.10

Utilizando esta expressdo, aliada a avaliagdo numérica das integrais elipticas, e uma rotina
iterativa simples, torna-se facil calcular a forma basica do contato. E interessante notar que para
caracterizacdo do equacionamento EHD, as reais dimensdes do contato ndo sao necessarias,
bastando a elipsidade. Desta forma, a obtencdo dos resultados adimensionais pode ocorrer sem a

utilizagdo do equacionamento completo de Hertz.

A pressao suportada pelo contato deve, entdo, ser aproximada por um paraboldide sobre a
area de pressdo. A pressdo maxima de Hertz, que ocorre no centro do contato, pode ser obtida

pela relagao:

3f

= 3.11
2mab

Py

O carregamento de cada ponto de contato em um mancal de elementos rolantes depende da

distribuicdo de carga. Desta forma, o conjunto de elementos carregados deve dividir pelos
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contatos a forca total aplicada ao mancal, de modo a balancea-la. No Apéndice A, esta presente o
equacionamento de Harris (1973), implementado por Vischi (2008), para obtencao de tal
distribui¢do para um mancal radial de esferas. Os resultados desta distribuicdo serdo

posteriormente utilizados como pardmetros para o modelo do contato lubrificado.

Provém também do trabalho de Hertz a expressdo para a aproximagao de dois pontos nao
deformados dos corpos em contato, ou seja, a aproximagdo dos corpos na dire¢do perpendicular

ao contato, ¢, diretamente relacionada a 4, porém sem a presenga de 6leo lubrificante:

c:ﬁ(‘l}:(ij/s 3.12
2R\ ¢ K

A introducdo do termo de rigidez K na equacdo deixa claro, como demonstrado em
Wijnant (1998), que o contato de Hertz, ou contato seco, possui uma caracteristica de rigidez ndo
linear. Este comportamento foi estudado substituindo o termo de integral da pressdo na equacao
de movimento para corpos em contato. Valendo-se, entdo, da relagio f = Kz*'?, para representar

a forca eléstica do contato na dire¢do z, ¢ obtida a equagdo de movimento do sistema:

d*z

dt*

+Kz2* = f(0) 3.13

m

Onde m ¢ a massa suspensa no contato ¢ f(#) uma forcga aplicada ao sistema.

Linearizando a expressao obtida e, portanto, assumindo pequenos deslocamentos em torno
do equilibrio estatico, ¢ possivel chegar ao periodo de oscilagdao, como explicitado em Wijnant
(1998), de 5,13 adimensional . Deve-se notar que este valor adimensionalizado corresponde a
uma adimensionaliza¢@o similar aquela utilizada para o contato lubrificado. Desta maneira, este

valor pode ser utilizado para balizar a escolha dos valores para as simulacdes de vibragdes livres.
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A andlise da equacdo de movimento para o contato seco também pode ser feita através das
fungdes elipticas de Weierstrasse. O resultado para a aproximacao adimensional dos corpos para

trés condicdes iniciais desta func¢do pode ser vista na Figura 3.3.

O valor da constante /, dentro do equacionamento tem papel crucial no balango de forcas
envolvido. E a aproximagdo %, que garante uma espessura de filme compativel com o nivel de

carregamento ao qual o mancal esta sujeito.

1.84

|
0 0.13 10.26

T=t\ f/mc

Figura 3.3 — Solugdo de Weierstrasse para a equacao de movimento no contato seco,

condigdes iniciais de posicao 1.1, 1.5 e 1.84, Wijnant (1998);

O balango de for¢a deve ser garantido durante a andlise do problema, o que ¢ obtido

igualando-se a integral da pressdo sobre a area analisada com o valor da carga aplicada.

f@ =] [ p(y nyax’ dy’ 3.14
Durante o processo de célculo, a diferenca entre os dois lados da equagdo acima pode servir

de controle para o valor de /4,, garantindo o equilibrio de forgas. Para o caso transiente, a variavel

h, torna-se a variavel principal do sistema, avaliada pela equagdo de movimento.
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Lubrificantes

Aliada a analise da deformacgao elastica dos corpos, faz-se necessaria a analise do efeito das
altas pressoes no lubrificante, muito maiores que em aplicagdes puramente hidrodindmicas, como
explicitado em Dowson e Higginson (1977). A auséncia de conformidade geométrica do contato
¢ o principal motivo para esta caracteristica, pois toda a carga de apoio do contato ¢ suportada

pela area de contato de Hertz, de varias ordens de grandeza a menos que os raios de curvatura dos

COrpos.

Sob alta pressdo, o lubrificante ndo pode mais ser considerado um meio incompressivel.

Desta forma, Dowson e Higginson (1977) propdem a seguinte formulacdo adimensional para a

relagdo densidade pressao:

/ E’
— + o(p/p,) : 315
1+B(p/ph)E

sendo o ¢ [ constantes dependentes do fluido. Esta aproximagao ¢ considerada valida até hoje e

¢ utilizada como referéncia nos trabalhos desta area.

)
T

\
]

Relative density p/pg
&
N

PAQ B-Extrapol. from Eq. (9)

1.05F B . T ‘== Dowson-Higginson el
Naphthenic - Lindqvist

=R PAO - Lindqvist

> Napht.—Extrapol. from Eq. (9)
o

%’ 0?5 1 15

Pressure [GPa]

Figura 3.4 - Densidade relativa (p / p,,) obtida para varios lubrificantes utilizando a relacdo

proposta por Dowson e Higginson (Larsson, 2000)
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Para efeito de aproximacao, a relacdo de densidade-pressdo pode ser negligenciada, como
em Venner (2000), pois sua variagdo para a maioria dos fluidos ndo passa de 30%, frente a
variagdes de at¢é 5 ordens de grandeza da viscosidade. Porém, efeitos importantes de
compressibilidade sdo observados principalmente durante a analise transiente do fenomeno.

Desta forma, para um estudo aplicado, o valor de densidade relativa deve ser observado.

As relagdes exponenciais de Barus para viscosidade, como funcdo da pressdo, sdo
referenciadas na maioria dos trabalhos sobre o tema EHD (Dowson e Higginson (1977),
Hamrock (1976), Venner (2000)). Esta relacao tem boa representacdo, para uma faixa menor de
pressdo, para o comportamento do 6leo. Porém, com o aumento gradual da pressdo, seu valor

tende a prever viscosidades muito acima da real. A equacgdo ¢ dada por:

n(p) =m, exp(op) 3.16

Portanto, para casos onde o mancal suporta cargas extremas, a relagdo de Barus ndo deve
ser utilizada. Como uma alternativa aos problemas de super estimacdo dos valores de
viscosidade, ¢ apresentada também a relagdo de Roelands para viscosidade-pressdo. Como em

Larson (2000), para uma aproximagao da condi¢ao isotérmica, deriva-se uma relacao da forma:

N(p) =N, exp((In@,) +9,67)(~1+ (1 + £)%)) 3.17

Dy

Sendo que m, ¢ a viscosidade a pressdo atmosférica pj, p € a pressdo manométrica em

kgf/em® ¢ Z & o indice de pressdo da viscosidade, segundo Roelands. Hamrock et al (1994)
disponibiliza um equacionamento completo sobre como obter os valores das constantes 1, ¢ Z e,
assim, avaliar a formulacdo completa. Porém, ¢ suficiente ressaltar que tais coeficientes sdo

normalmente adotados como p0=],96.108 e Z=0,67, pois o comportamento das curvas de

viscosidade ¢ muito similar, representando, assim, um caso intermediario.
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Figura 3.5 - Viscosidade relativa (1 /1, ) obtida para varios lubrificantes utilizando a relagido

exponencial de Roelands (Larsson, 2000);

As relagdes apresentadas representam muito bem a maioria dos casos de aplicacao pratica
da lubrificagio EHD. Porém, alguns estudos mais aprofundados do comportamento dos
lubrificantes quando solicitados em altas pressdes devem ser incorporados para casos especiais,

como filmes extremamente finos ou escassez de lubrificante.

A propria relacdo da viscosidade e de temperatura do lubrificante deve ser incorporada
quando a geracao de calor ¢ levada em consideracdo. Para o modelo estudado neste trabalho, a
geracdo de calor pelo cisalhamento do fluido foi desconsiderada. Desta forma, ¢ suficiente tomar
a viscosidade de referéncia a temperatura média de operacdo do fluido lubrificante. Com isso,

fica suficiente utilizar a forma isotérmica da expressao de Roelands.

Equacionamento de Reynolds

A equacdo de Reynolds resulta das equacdes de movimento e continuidade de Navier-
Stokes, com o objetivo de descrever o comportamento dinamico do filme de 6leo através do
acoplamento da distribuicdo de velocidades com a equagdo da continuidade, para o escoamento

do lubrificante.
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Para tanto, sdo feitas algumas hipodteses.
 Niao existem forgas externas atuando no filme de 6leo e sua inércia pode ser
desconsiderada em comparacao as taxas de cisalhamento a que esté sujeito.
e Nao existe variagdo de pressdo através do filme, levando a ndo variagdo das
propriedades do lubrificante nesta mesma diregao.

e A curvatura dos corpos ¢ muito maior que a espessura do filme.

O tamanho da area de contato e, por conseqiiéncia, a area do filme afetada pela pressao, sao
definidos pelas caracteristicas do contato hertziano. Para esses tipos de corpos, com geometria
ndo conforme, estas areas sdo muito pequenas, pois estdo dentro do limite elastico, e ndo devem
gerar deformagdes plasticas no material. Esta caracteristica garante que as dimensdes do contato

sejam muito menores que as dimensdes dos corpos.

Devido a espessura do filme de 6leo ser muito pequena, a quantidade de lubrificante
sujeito as condicdes de pressdo no contato ¢ muito pequena, e, conseqiientemente, sua massa, ou
seja, sua inércia, pode ser desconsiderada. Também por esse motivo, na dire¢do perpendicular ao
plano de contato, as propriedades do filme ndo devem se alterar, assim como a pressdao. Tal
simplificagdo possibilita tratar o problema da lubrificagdo EHD como um sistema de duas

dimensdes, x e y, enquanto na dire¢do normal temos a espessura do filme, A(x,y).

Desta forma Reynolds, em 1886, propos a seguinte relacdo para o escoamento entre
superficies proximas, ja tomando como base um escoamento unidimensional, sem efeitos de

variagOes de velocidade através do dominio, ou seja, sem deslizamento:

3 3
a((ph ), 0K ) Aph) , Aph)

ox| 12n ox | dy| 12n 9y "oox ot

Onde u,, ¢ a soma das velocidades superficiais dos corpos 1 e 2, quando constantes em x.
Assim, o eixo x esta alinhado com a velocidade de entrada do fluido, isto é, com a dire¢ao de

rotacao dos corpos.
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Nesta equacgdo, os dois primeiros termos sdo conhecidos como termos de Poiseuille e
descrevem o fluxo de lubrificante devido ao gradiente de pressdo. O terceiro termo descreve o
fluxo devido as velocidades médias entre as superficies de contato e ¢ conhecido como termo de
Couette. O ultimo termo ¢ conhecido como termo de Squeeze, que representa o fluxo devido a

efeitos de transientes da variacao de espessura (Venner, 2000).

Deve-se observar que, nesta forma, a equacdo de Reynolds assume comportamentos
diferentes entre areas de alta e baixa pressdo. Quando sob alta pressao, devido ao aumento
exponencial da viscosidade, o fluido deve comportar-se apenas pelos ultimos dois termos, pois o
termo de Poiseuille se torna muito pequeno. O problema se torna um problema de Advecgao,
mais comumente tratado na area térmica para descrever fendmenos de transporte em um fluido
em movimento. As influéncias de tal comportamento serdo melhor entendidas durante o

desenvolvimento numérico do equacionamento.

Por fim, a equacdo representa um problema diferencial de segunda ordem e ndo linear,
devido aos termos dependentes da pressao. Muitas sao as formas de trabalhar com tais problemas,
como por exemplo pelo método dos volumes finitos ou diferengas finitas. Historicamente, a
tratativa dada a equag@o de Reynolds se da através do Método das Diferencas Finitas, tanto no
caso hidrodindmico quanto no EHD. Desde as primeiras avaliagdes computacionais do problema,
como visto em Hamrock (1975) até atualmente em Goodyer (2001) e Wijnat (1998), os esforcos

seconcentram em otimizar a solu¢cao da mesma.

Fisicamente, o lubrificante, quando atinge a pressdo de vaporizag¢do, cria um vazio,
preenchido por vapor do lubrificante a mesma pressdo. A pressdo somente retornard a pressao
ambiente se 0 meio externo ocupar o espaco criado. A este efeito dad-se o nome de Cavitagdo.
Seguindo as premissas utilizadas para descrever o modelo, o equacionamento de Reynolds nao
leva em conta tal efeito e tais valores podem ser encontrados pela equag¢do se ndo tratada
corretamente (Wijnat,1998). Assumindo que pressdes abaixo da pressio ambiente sdo

suficientemente baixas ao ponto de cavitar o lubrificante, deve-se assumir pressao positiva para
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todos os pontos do dominio, garantindo sempre a presenca de um filme de dleo e a lubrificagao

do contato.

E necessario garantir também uma condi¢do de contorno para a equagdo de Reynolds.
Neste caso, as bordas do dominio t€ém sua pressao assumida igual a zero, ou seja, a pressao
ambiente. Sendo o dominio analisado suficientemente grande, para que nao ocorra influéncia da

pressdo do contato na pressdo das bordas, esta condicao ¢ verdadeira.

Equacgao de Movimento

O modelo transiente EHD demanda a incorporagdo de termos transientes nas equacoes
basicas do problema. Em alguns casos tratados durante as primeiras investigacdes deste
problema, as descontinuidades nas superficies, além da adi¢do do termo de Squeeze na equagao
de Reynolds, era acrescido um fator transiente na equacdo da espessura de filme. Neste trabalho,
porém, como o objetivo ¢ avaliar a dindmica do contato, ¢ necessario definir a varidvel principal,

que governa 0s corpos.

A constante de integragdo /9, que no caso ndo transiente garante o balango de forcas
estatico no contato, se transforma na varidvel principal dindmica, pois fisicamente representa a
aproximacao de dois pontos nao deformados nos corpos em contato, ou seja, a aproximacao dos

mesSmos.

Utilizando, entdo, uma abordagem newtoniana do sistema, considerando a pista como

r

elemento fixo e, desta forma, o elemento rolante ¢ o componente que se encontra livre para

vibrar. A equacdo de movimento do sistema se torna:

d’h,
dt®

m +| L p(x, v, )dxdy = £(t) 3.19

Onde m representa a massa do elemento rolante e f(?) ¢ o carregamento aplicado sobre o

contato. Este carregamento pode ser variante no tempo ou ndo, como para o caso de vibragdes
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livres. Como toda equagdo diferencial de movimento, duas condi¢des iniciais devem ser
utilizadas para avaliagdo da mesma: uma para posi¢ao inicial dos corpos e uma para velocidade

de aproximagao.

Fisicamente, a introdu¢do de uma condicao inicial de posicdo em um sistema esfera pista
em movimento ¢ complexa, devido, basicamente, a rotagdo dos corpos apoiados um contra o
outro. A aplicacdo direta do carregamento harmonico ¢ mais simples, porém a variagdo do
carregamento em adicdo aos efeitos dindmicos se torna computacionalmente custosa, € somente
alguns casos especificos podem ser avaliados. Entretanto, ¢ suficiente obter a resposta em

vibragao livre do sistema para poder caracterizar o contato dinamicamente.

O segundo termo da equagdo de movimento representa a integral da pressdo sobre o
dominio, ou seja, a forca no contato entre os corpos. Este termo, posteriormente, deve ser
aproximado por um conjunto dinamico de rigidez e amortecimento, de forma a caracterizar
dinamicamente o contato. A priori, este termo ¢ obtido pela integral da pressdo obtida pela

equacdo de Reynolds aplicada ao filme de lubrificante.

O modelo, como aqui apresentado, ndo possui uma tratativa direta, sendo necessaria a
aplicacdo de um método numérico para obter a solucdo do sistema de equagdes. No proéximo
capitulo serd introduzida a modelagem numérica do equacionamento e os métodos utilizados na

solugao.
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Capitulo 4

Equacionamento Numérico

Para obter os perfis de pressdao e espessura de filme lubrificante no contato EHD, uma
tratativa numérica deve ser dada ao equacionamento. Em sua forma atual, muitas sdo as varidveis
do problema e a descricdo do mesmo se apresenta complexa. Neste capitulo, serdo abordados os
métodos numeéricos utilizados para solucionar o sistema de equagdes que modelam o contato

EHD, de forma a reduzir sua complexidade.

Primeiramente, serd apresentada a adimensionalizacdo do equacionamento, que, como
previsto para um equacionamento numérico, tem por objetivo diminuir o nimero de varidveis do
sistema, facilitando sua avaliagao. O modelo ja consolidado de Moes (1992) sera utilizado para
descrever o contato, porém as adimensionalizacdes geométricas serdo estudadas com o objetivo

de obter um modelo mais adequado para o equacionamento dindmico.

Posteriormente, sera apresentado o Método Multi-Niveis para solugdo de problemas de
diferencas finitas. Este método se baseia no modelo proposto por Venner e Ludbrecht em 1991
(Venner, 2000), que foi estendido para o modelo dindmico. Aplica¢des similares podem ser vistas
em Wijnant (1998). Por fim, serd apresentada a adequagdo do equacionamento nao dimensional

ao método numérico, de modo a obter um algoritmo funcional para avaliacao do problema.
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Adimensionalizagdo do Equacionamento

De posse do sistema de equagdes descritas no capitulo anterior, 3.5 e 3.14 a 3.19, pode-se
obter, entdo, o perfil de pressio e a espessura de filme lubrificante como fun¢dao das
caracteristicas do contato EHD. Algumas caracteristicas do filme de 6leo podem ser interessantes
para o projeto de sistema mecanicos que possuem esse tipo de contato. Por exemplo, a espessura
minima de filme, que garante uma continuidade do filme de 6leo por todo o contato, evitando

falhas por falta de lubrificagao.

Pode-se verificar que, nesta forma, sdo 9 os parametros necessarios para descrever as

caracteristicas do contato EHD, u,, p,, N,, &, Ry, R,, E’, f, conforme tabela 4.1. Desta forma,

a espessura minima do filme ou a espessura central, em (x,))=(0,0), sao funcdes desses

parametros nao independentes.

Tabela 4.1 — Parametros de caracterizagdo do contato EHD;

Parametros
u, Velocidade relativa
Po Densidade a pressdo ambiente
Mo Viscosidade a pressdo ambiente
o fndice pressao-viscosidade.
R, Razdo de curvatura longitudinal
R y Razdo de curvatura transversal
E’ Mobdulo de elasticidade reduzido
f Carga aplicada

Para reduzir o nimero de parametros, facilitando uma andlise paramétrica, as equagdes
podem ser adimensionalizadas. As variaveis principais como pressao € espessura podem ser
adimensionalizadas de forma a ter seu valor dentro de uma faixa de interesse, como de zero a um.
Desta maneira, utilizando os parametros do contato seco de Hertz e as propriedades do filme de

6leo a pressdo ambiente se tem:
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5=§-H:h%
0 4 4.1
Mo Py

Porém, a adimensionalizacao das coordenadas gerais espaciais do poblema pode ser feita de
duas maneiras. A primeira, como apresentado em Nijenbanning(1994), onde, seguindo a proposta
de Venner, tanto a dimensdo transversal quanto a dimensdao longitudinal do contato sao

adimensionalizadas pelo semi-eixo menor da elipse de contato.
X
x=% y=2% 42
a a

Sao duas as implicagdes maiores desta abordagem. O eixo Y se torna maior que a unidade
em sua extensdo dentro do contato. O que implica em maior numero de pontos para a mesma
discretizagdo do outro eixo. Entretanto, desta maneira, o equacionamento discreto difere muito
pouco do equacionamento ja previsto para o contato circular, deduzido em Venner (2000) e
presente em Nonato (2008), porém o numero de pontos no dominio fica dependente da

elipsidade. Quanto menor a elipsidade, maior o nimero de pontos na direc¢ao Y.

A segunda forma de adimensionalizacdo ¢ a utilizada por Wijnant (1998), onde cada

direcdo ¢ adimensionalizada por seu respectivo semi-eixo. Desta forma:
X
x=2 y=2 43
a b

Com estas novas relagdes o nimero de pontos em ambas as dire¢des € 0 mesmo, pois cada
uma varia agora apenas de uma unidade dentro da area de contato. Esta abordagem tem maior
impacto na equacao de espessura de filme. Quando sdo substituidos os grupos adimensionais na

equacdo proposta no Capitulo 3, obtém-se:
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| =~  PX.,Y)dXdY’
_J-—wj—w N2 2 N2 4'4
yn JT=Y) +x* (X - X))

H(x,y)=H,+SX*+(1-S)Y* +

Sendo:

4.5

A presenca do termo de elipsidade dentro da integral de deformagdo altera o
comportamento da mesma em relacao as suas diregdes. Como serd demonstrado posteriormente,
o modelo utilizado para avaliagdo desta integral utiliza ciclos de correcdo em cada direcao da
somatoéria. Com a influéncia da elipsidade, o desacoplamento dos eixos ¢ maior € um maior

numero de corregdes ¢ necessario.

Para comparar qual das duas formas ¢ mais propicia para a simulagdo dinamica do contato
EHD, foi utilizado o modelo de contato seco para avaliar apenas a integral de deformacdo. O
equacionamento utilizado foi 0 mesmo proposto em Nonato (2008). Na tabela a seguir, com os
valores de tempo computacional e residuo para varios casos de elipsidade. Pode-se observar que
para a adimensionalizacdo de Wijnant e elipsidade até 0,085, os tempos sdo sempre maiores,
porém o residuo apresenta um comportamento muito melhor. Para o caso extremo de elipsidade
0,050 o tempo computacional se manteve para o modelo de Wijnant, enquanto que para o de

Nijenbanning aumentou consideravelmente.

Tabela 4.2 — Residuo numérico e tempo computacional para avaliagao da integral de deformacao
no contato seco eliptico;

Modelo Wijnant Modelo Nijenbanning
K Residuo T(s) Residuo T(s)
0,500  4,47x107 17,71 1,22x10™ 4,92
0,100  7,33x10” 25,39 9,96x10 20,60
0,085  7,64x10” 26,26 1,52x107 24,46
0,050  1,92x10° 27,14 5,75x107 49,67
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Desta forma, a adimensionalizagao de Wijnant foi a escolhida para ser utilizada durante a
avaliacdo dinamica do problema, pois mesmo com o tempo de integragdao superior o residuo €

bem menor devido ao menor nimeros de pontos a integrar.

Desta forma, a equacao de Reynolds, na forma ndo dimensional, torna-se:

O (PH' 0P\ . 0 [PH 3P| O(pH) o(pH)_, 4.6
aX| A ax | ay| @A oy | ax AT '
Sendo:
P 2
7= 8o 2R) (€ 4.7
a p, v

As relagdes para as propriedades dos fluidos também devem ser adimensionalizadas,

apresentando-se na forma:

59-10° +1,34p, P

5 = 4.8
P T59.10 4 p, P
= exp((ln(no)+9,67)(—1+(1+%P)Z)) 4.9
0
N =exp(@P) @ =0p, 4.10

A equacdo da espessura de filme utilizada sera, entdo, a apresentada na Equac¢ao 4.4. Sendo
que a constante H, serd, agora, determinada pela relacdo adimensional de balanco de forca,

quando em situagdo estatica:

j‘: j"; P(X,Y)dXdY = 27“ 4.11
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Ja quando sob solicitagdo dinamica, a constante H, ¢ determinada pela equacdo de
movimento do sistema. Com a introducdo da varidvel tempo ao equacionamento estatico, faz-se
necessario adimensionaliza-la como todas as outras coordenadas. Para isso, utiliza-se a relacdo

T =tu, /(2a). Por fim, a forma ndo dimensional da equagdo de movimento se torna:

1 d°H, 3 (= (= B :
o L j_mP(X,Y)dXdY—HAh sin(Q,7) 4.12

Neste caso, ¢ interessante definir duas freqiiéncias inerentes a equagdo. A primeira delas,
Q_, pode ser considerada a freqiiéncia natural adimensional do sistema, pois incorpora a massa
suspensa, ou seja, a massa do elemento rolante. Este fator surge do processo de
adimensionalizacdo da equacdo do movimento. A segunda, por sua vez, ¢ a freqiiéncia

adimensional de excitacdo, Q, .

8
Q= RE 413
mu,,
2a0
Q,=— 4.14
u

Nesta forma, o equacionamento estatico apresenta um nimero bem menor de variaveis

independentes. Tomando p, = 1,96-10% e n, = 40,0-107°, o total de 9 variaveis foi substituido

por apenas trés, 0, A e K. Desta forma, caracteristicas obtidas através dos calculos como a
espessura minima adimensional, H,,, ou a espessura central adimensional, H,, sdo apenas fungdes

destas trés variaveis.

Historicamente, outros pardmetros adimensionais sdo utilizados para caracterizar o contato
EHD, porém, devido ao fato de seus valores ndo estarem dentro de um intervalo especifico, como
os apresentados acima, sua utilizagdo, as vezes, ndo ¢ muito clara. Para fins de comparagao, estes

parametros serdo introduzidos apenas para caracterizar os estudos de caso durante o trabalho.

Tanto & quanto A sdo fungdes destes novos pardmetros, como apresentado em Wijnant (1999).
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Os parametros utilizados serdao os propostos por Moes (1992):

3/4
M =2 | Moty 4.15
ER:| ER,
1/4
L=q£| s 4.16
ER,

Para contatos EHD diferentes regimes sdo definidos com base nestes parametros, sendo M
relacionado a carga imposta e L, as caracteristicas do lubrificante, os quais sdo apresentados na

Tabela 4.3:

Tabela 4.3 - Diferentes regimes da Lubrificagdo EHD (Venner, 2000)
Regime M L

Rigido / Isoviscoso Pequeno 0
Rigido / Piezoviscoso | Pequeno | Grande
Elastico / Isoviscoso Grande 0

Elastico / Piezoviscoso | Grande | Grande

Modelo Numérico Multi-Niveis

Nesta dissertacao duas técnicas multi-niveis serdo abordadas. O primeiro caso apresenta o
modelo Multi-Niveis para solucdo de equagdes diferencias, lineares ou ndo, referido aqui
simplesmente por Método Multi-Niveis. O segundo caso ¢ o da integracdo em multiplos niveis,
que se baseia nas mesmas premissas do Método Multi-Niveis, porém, ¢ adaptado a

equacionamentos integrais, garantindo maior eficiéncia dos mesmos.
Como a base de problemas de equagdes diferencias ¢ resolver um sistema discreto de

equagdes para cada passo de relaxagdo, o objetivo do método Multi-Niveis ¢ obter uma resolugao

mais eficiente possivel para esse sistema em uma malha desejada.
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Pode-se, entdo, denominar tal malha como uma malha alvo, com um refinamento suficiente
para a solu¢do e uma hierarquia de malhas, partindo de uma malha fina no nivel 4, para uma

malha mais grossa, no nivel k-7, como na figura 4.1.

Figura 4.1 - Hierarquia de malhas; malha fina (hx,4y) nivel k, malha grossa (Hx,Hy) nivel k-1;

Como conseqiiéncia deste tipo de discretizacdo, a malha fina possui pontos coincidentes
com a malha grossa, além de pontos intermediarios no valor médio entre os pontos precedentes.

Desta forma, a operagao entre as malhas se torna mais simples.

Esquema de Corregdo e Légica Multi-Niveis

Considerando, entdo, um caso linear mais simples, o sistema gerado pela equagdo

diferencial a ser resolvida, ¢ dado por:

Onde L ¢ o operador diferencial que define a forma do sistema, u o vetor solu¢cdo com os

valores em cada ponto e /¢ a fun¢do do lado direito do sistema de equagdes. Portanto, para cada
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malha, deve-se solucionar o sistema para x, com um numero fixo de pontos N em uma diregao,

sendo N=2"+1 para o nivel 4. Desta forma, o problema ¢ representado por:
L'u" =" 4.18

sendo que a cada passo de solugdo, isto ¢, a cada relaxagdo sobre a malha, um novo vetor

~h
resultado # " ¢ encontrado.

Vérios métodos de relaxacdo podem ser utilizados. Os mais comumente citados pela
literatura sdo Gauss-Sidel e Jacobi, cada um com seus beneficios para diferentes condi¢des do
sistema a ser resolvido. Como a formagdo do sistema a ser resolvido depende do operador
diferencial do mesmo, cada caso necessita de uma abordagem diferenciada para o método de
relaxagdo. Portanto, estes serdo explorados quando oportuno no texto. Neste capitulo, esta parte

da solugdo sera denominada somente por relaxagdo do sistema.

O novo vetor encontrado ¢ uma aproximagao da solucdo da Equagdo 4.18 e possui um

’ R h ’ .
residuo numérico, r, que ¢ definido por:

rh= -t 4.19
desta forma:
Y LTIy S 4.20
sendo L" um operador linear:
r'=1 " -u") 421

Agora o operador L aplica-se a uma diferenca, o erro da solucdo, definido como:
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e =u"-u" 4.22

O processo de relaxacao deve ser repetido tantas vezes quanto necessario, para reduzir este

erro abaixo de um valor especificado de precisdo do resultado.  Substituindo, entdo, a Equacao

4.22 em 4.21, obtém-se:

I'e" =¢" 4.23

onde o erro ¢ a solugao do mesmo problema aplicado, porém com o lado direito sendo o vetor

residual. Desta forma, para tratar o erro, utiliza-se 0 mesmo processo de solu¢ao do problema.

Como descrito em Wijnant (1998), a fungao erro encontrada ¢ dependente dos seus valores
prévios e posteriores a relaxacao, e pode ser interpretada como uma funcao periodica. Desta
forma, uma abordagem, onde o erro ¢ tratado pelas suas componentes em freqiiéncia, torna-se til
para o entendimento da divisdo em malhas de diferentes tamanhos do modelo Multi-Niveis.
Sendo, entdo, o erro composto de componentes em diferentes freqii€ncias, como na Figura 4.2,

seu comportamento em malhas de diferentes refinamentos também sera diferente.

27X

/™ \
\\h// \\\//// \\\// \\‘@

S

(b)
f\\ /\\ /\\. f,-"\\ [‘ \'.I al,"’\“‘ ’/\. ;"\\ f.-'n\ ..r"“\"“ ’3’\ ff\ [\\ I."' f/ \ ,.'[\‘
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AV [NV \I‘\ -'fr\/ \ v \'\ (c)
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Il" flr\j I\\ ’(—\_r"H Il'ﬂ .:fr\'x"ll I'\ f.'f \\/}
/

\
¥ '\, AV \

Figura 4.2 - Funcao periddica de baixa freqiiéncia (a); alta freqiiéncia (b) ; Combinag¢ao linear das
fungdes (c), como na fungao erro (Goodyear, 2001);
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Os métodos de relaxacao normalmente utilizados tém alto poder de reducao dos erros de
alta freqliéncia, ou seja, casos onde a freqiiéncia tem a mesma ordem de grandeza dos intervalos
de discretizagdo da malha. Com o aumento do dominio computacional, ou seja, aumento do
nimero de pontos, estes métodos se tornam ineficientes para reduzir os erros de baixa freqiiéncia.
Desta forma, apds um certo numero de relaxagdes, a redu¢ao da funcao erro se torna lenta e,

conseqiientemente, a taxa de convergéncia do processo diminui (Wijnant, 1998).

Com o intuito de acelerar a taxa de convergéncia, pode-se operar com a fung¢do erro apds
certo nimero de relaxacdes em uma malha mais grosseira. O comportamento do erro ¢ mais
suave, isto ¢, sem a influéncia de componentes de altas freqiiéncias. Com isso, a taxa de
convergéncia voltaria a subir devido a esta malha ter intervalos maiores, mais proximos das
freqliéncias do erro. Trabalhando na malha mais grosseira somente com o erro, apds um certo
numero de relaxagdes, as correcdes devem ser trazidas para a malha mais fina, por um processo

de interpolacao entre os pontos de origem.

O processo iterativo na malha mais grosseira ¢ idéntico ao utilizado para as malhas mais
finas. De fato, o sistema resolvido ¢ o mesmo, porém, os valores do lado direito sdo alterados
pela introdugdo do erro vindo da malha mais fina. Desta forma, o sistema ¢ resolvido para o erro
e ndo para a varidvel principal. Com isso, o nimero de relaxa¢des para convergéncia diminui, e

os valores da variavel principal sdo tratados nas malhas mais finas.
Esse processo pode ser repetido até se atingir uma malha tdo grossa que um certo niimero
pré-determinado de equacdes resolva, com a precisdo desejada, o sistema. Este processo ¢

denominado Esquema de Corregdo (CS, do inglés Correction Scheme).

O caso onde um ciclo de correcao na malha grosseira ¢ aplicado por nivel ¢ chamado de

ciclo em V. Um fluxograma esquematico do mesmo esta representado na figura 4.3.
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Nivel & @ @

Nivel h-1 G G

Nivel 4-2

Nivel 4-3

Figura 4.3 - Esquema Ciclo em V;

Para cada nivel, partindo do mais refinado 4, sdo executados v, pré-relaxagdes e
transferéncias até a malha mais grosseira. Nesta malha, ocorrem v, relaxagdes, resultando em

uma primeira aproximagao das correcdes para malhas mais finas. Estes valores sdo transpostos

para as malhas mais finas, partindo agora de /-3, e executando v, pds-relaxagdes por malha, até

atingir a malha alvo 4.

Da mesma forma, mais de um ciclo de correcdo por nivel pode ser aplicado, como
esquematizado na Figura 4.4. Neste caso, dois ciclos de correcio por malha grossa sdo
executados, sendo denominado Ciclo em W. A grande vantagem do ciclo em W ¢ que, para cada

nivel, existe o dobro de relaxacdes, em comparagdo ao ciclo em V.

Apesar dos ciclos aceitarem com qualquer condi¢do inicial, para se reduzir os erros nas
malhas mais finas, uma primeira aproximacao obtida pela interpolacao dos resultados provindos
de malhas mais grossas, ja com certo grau de convergéncia, elimina grande parte dos ciclos
necessarios para chegada a convergéncia final. Para tanto, o algoritmo Multi-Niveis Completo
(FMG, do inglés Full Multi-Grid) se baseia em ciclos iniciados na malha mais grosseira. Nos

valendo dos exemplos para quatro niveis acima, a Figura 4.5 esquematiza tal operacao:
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Nivelh &) ®

Nivel A-1 @ QO @

\ /
ERVAVARVAYS

Nivel A-3

Figura 4.4 — Esquema Ciclo em W;

Nivel 2 @_,@ @

[\ /

Nivel A-1 @ @ @ @

Nivel /-2 ¢ ®/\ ®/ \ ®/
N\ /

Nivel /-3 @——-
Figura 4.5 - Esquema Ciclo FMG;
Neste processo, um ciclo V € utilizado por nivel, porém tal procedimento pode ser utilizado

com ciclos W. Tais ciclos s3o a base do funcionamento dos algoritmos de relaxagdo pelo método

Multi-Niveis.

Esquema de Aproximag¢ao Completo

O Esquema de Corregao descrito se comporta bem para problemas lineares, porém, muitas

vezes, as equacdes envolvidas no sistema sdo nao lineares, como ¢ o caso do problema da
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lubrificagdo Elastohidrodinamia. Neste caso, o operador do sistema, L, ndo sé ¢ aplicado sobre a

variavel u, como também depende dela.

Para que o sistema seja resolvido, o Esquema de Correcdo, utilizado nos ciclos do
algoritmo, deve ser substituido por um método mais robusto, pois o0 comportamento do erro agora
também nao ¢ linear e depende da solucdo. Tal método ¢ conhecido por Esquema de

Aproximagdo Completo (FAS, do inglés Full Approximation Scheme).

Tomando como base a Equagdao 4.20, o operador L ndo pode ser diretamente fatorado.

Desta maneira, deve-se utilizar a defini¢do do erro, Equacgao 4.22, de forma que:
Y S (TR Wy Sy 4.24
rearranjando:
'@ +e=r'u"+r" 4.25
Sendo um nivel de malha mais grossa, H, representado pelo sistema:

=" 426

.oy . . ~H , . .
Seu vetor variavel principal, # , serd definido como o erro nesta malha mais a

A . ~H
transferéncia dos valores de u .
~H ~h H
Wt =1"u" +e 4.27

Desta maneira, os valores convergidos da malha / sdo a primeira aproximag¢ao na malha H.
Nesta equagdo, o primeiro operador entre malhas, I/, que serd definido posteriormente, ¢

utilizado dentro do esquema de solugdo. Diferentemente do CS, os valores ndo sdo somente
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transpostos, mas também ponderados pelo operador. Este operador transfere e pondera os valores

da vizinhanga do ponto em questao na malha 4 para a malha H.

O termo z ! ¢ o lado direito do sistema FAS e ¢ definido por:

Jleraraty o 4.28

Utilizando este sistema, depois de um certo nimero de relaxa¢des, uma aproximagdo para a
~ It r ~H g . .
solugdo no nivel H é encontrada, © " , e utilizada para atualizar os valores na malha mais fina 4.

A atualizagdo se da seguindo a relagao:

—h ~h ~H H
uo=u @ =1 ) 4.29

Os novos valores corrigidos na malha 4 servirdo de valor inicial para mais relaxagdes sobre
a malha, porém com o beneficio de um erro sem grande influéncia das altas freqii€éncias. Numa
malha grossa, esta aproximacao também ¢ valida, o que torna a logica Multi-Niveis recursiva,

podendo ser aplicada a mais niveis com discretizagdes menos finas.

Com a possibilidade de resolver os problemas lineares e nao-lineares, sao requeridas apenas
as fungdes para transposicao entre malhas para que a base numérica do equacionamento Multi-

Niveis seja implementada.

Fungébes de Operagao entre Malhas

Sdo véarias as maneiras de se operar entre as malhas no método Multi-Niveis. Contudo, a
maneira mais eficiente e menos custosa ¢ utilizar algum tipo de ponderagdo dos pontos da

vizinhanga, tanto para uma expansdo quanto para uma restri¢do.

Um operador de expansdo, denotado por I}, , deve injetar diretamente os pontos da malha

mais grossa H na malha fina 4 e, através de uma interpolagao dos pontos vizinhos, prover os
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resultados para os pontos ndo coincidentes da malha mais fina, como esquematizado na figura

4.6.

Figura 4.6- Descrigao esquematica do operador de expansao (Goodyer,2001);
A fim de simplificar a notacdo, os operadores serdo descritos matricialmente, sendo que, o
elemento central da matriz ¢ o fator que multiplica o elemento sendo transposto, € os outros

elementos sdo os fatores de ponderacdo para os pontos da vizinhanca. Este tipo de notagdo ¢

comumente denominada Stencil.

Para o operador de expansao teremos:

I

Il
N
i A B
[\ JEEN SN\
e\ I
S
(U8
(e

Desta maneira, o valor do ponto de interesse tera peso 0,5 no valor dos pontos diretamente

vizinhos e 0,25 para os pontos vizinhos pela diagonal.
No caso do operador de restri¢do, duas sdo as possibilidades. Pode-se usar a inje¢do direta

dos pontos, com o custo de perda da influéncia dos pontos da vizinhanga. Para tanto, somente os

pontos coincidentes sdo transpostos da malha fina /4 para a malha grossa H.
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Uma segunda opgao ¢ a ponderacao completa dos pontos da vizinhanga, como segue o

Stencil:

1121
I"=—|2 4 2 431
h 16 3
1 2 1

E interessante notar que o operador de expansdo na Equagdo 4.30 é o transposto do
operador de expansdao na Equagao 4.31, uma caracteristica importante para problemas lineares.
Da mesma forma que para o operador de expansdo, os ponto vizinhos serdo ponderados
diferentemente. Neste caso, o ponto de interesse terd seu valor formado por metade do valor do
ponto correspondente na malha grossa, um quarto do valor dos pontos diretamente vizinhos e
1/16 do valor dos pontos vizinhos pela diagonal. A figura 4.7 apresenta uma descri¢ao

esquematica do procedimento.

Figura 4.7 - Descri¢ao esquematica do operador de restricao (Goodyer,2001);

MLMI — Integracao Multipla Multi-Niveis

Parte dos problemas de integracdo em engenharia, fisica ou matematica, possuem a distinta
caracteristica de se aplicarem sobre um dominio € e serem avaliados para cada ponto deste

dominio. Esta condicao ¢ conhecida por Integracao Multipla ou Transformagdo Integral.
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O problema da deformacao elastica, descrito como parte integrante da lubrificagdo
Elastohidrodindmica ¢ um deles, como observado na Equagdo 3.5. A integral da deformacdo sera
tomada aqui como exemplo, para o desenvolvimento numérico do método MLMI, que consiste

em aplicar um modelo Multi-Niveis para um problema integral.

Um problema geral, de integracdo multipla, pode ser lido como:

w(x) = [ K (x,y)u(y)dy 432

onde K ¢ a fun¢do kernel ou nucleo dependente dos dois espagos definidos pelos grupos de

variaveis x(xj, x,...), € y(vi, y2...). Esta funcdo pode ser discretizada como uma matriz, K a0

custo de um erro de discretizacao controlado, chamada matriz ntiicleo. Assim, como a fung¢ao
dessa matriz deve ser suave e densa, o problema dado pela Equacao 4.32 se transforma em uma
multiplicagdo matriz-vetor, quando a fun¢do u também ¢ discretizada. O procedimento da
transformada ¢ aplicavel a casos de mais de uma dimensao, separando as variaveis nos espacos e

aplicando a transformada uma a uma.

Parte das vantagens de se trabalhar com um modelo multi-nivel ¢ poder operar em uma
malha mais grossa, e corrigir os valores da malha fina, poupando tempo de processamento.
Porém, a eficiéncia do algoritmo s6 esta garantida ao se trabalhar com uma funcao suave.
Portanto, deve-se procurar uma maneira de se operar com a matriz nucleo na malha grossa e
utilizar os valores calculados para corrigir o valor da transformada na malha fina. Para descrever

esta relacdo se utilizard a descrigdo do equacionamento presente em Goodyer (2001).

Discretizando, entdo, a Equagdo 4.32 em uma malha regular de n, pontos, para um nivel 4,

tem-se:

h
n\f
h _ _hyohy _ N hh . h
w! =w'(x;])= E K, u; 4.33
J=1
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Deve-se escrever a transformada w' como fungdo dos valores da matriz nicleo K" no

nivel mais grosso. Para facilitar a notagdo, o nivel 4-/ sera denominado por H e os pontos / ¢ J
serdo os pontos coincidentes a i e j da malha fina. Para primeiro entendimento, deve-se tomar o

exemplo por unidimensional.

Utilizando uma interpolagcdo de ordem suficientemente alta, uma aproximacao para matriz

nucleo no nivel mais fino pode ser encontrada, a partir de uma matriz discretizada em uma malha

mais grosseira. Sendo Kff esta discretizagdo, e o operador de interpolagio dado por [}, , obtém-

Se:
Kl = [IZKZT? ; 434

Onde o sinal (®) se refere a interpolacdo na direcdo y, variavel muda da Equacao 4.32, tendo

como resultado o indice ;.

A Equagao 4.33 pode ser escrita levando-se em conta esta aproximacgao e o erro pontual:
wi =Y R+ Y (K - R 4.35

Deve-se lembrar que somente pontos coincidentes da malha foram usados para obter a
expressao da Equacdo 4.34, pois K ,”7 sdo os pontos de malha fina injetados diretamente sobre os
pontos de malha grossa. Desta forma, o erro (K "-K f‘j’) deve ser nulo nos pontos coincidentes.

Fora destes pontos, o erro ¢ da ordem do erro introduzido pela interpolacdo. Sendo a fungao
suave sobre o dominio, ou parte dele, esse erro ¢ pequeno, e pode ser desconsiderado, o que torna

a Equagdo 4.35 em:
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S W TS 3 (1S PP et (| 136

Onde a operagdo inversa a interpolagdo ¢ dada por (I i )T, a transposta da matriz de

interpolagdo. Consecutivamente, defini-se o vetor solucao na malha grossa:

a
u =\ Y ], 437
Apos tais transformagdes, a integracao na malha grossa se transforma em:

W o~h _ hH o H
w =w, =) K u, 4.38

Agora, 0 mesmo processo pode ser aplicado para x. Analogamente, a aproximagdo na

malha fina da matriz ntcleo sera dada por:
R =k 439

Aplicando, desta vez, a aproximag¢do da Equagao 4.39 na malha fina, tem-se:

wh =l |+ Y (k- R b 440
=l
onde:
wi =Y K" 4.41
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Utilizando as mesmas premissas do caso em y, onde K IHf deve ser uma injecao direta dos

pontos coincidentes de malha fina na mais grossa, e K ¢ suficientemente suave para o grau do

polindmio utilizado, a Equagado 4.41 torna-se:
= 1w 4.42

Desta forma, fica definida a integracao para uma fun¢do K suave na malha fina, depois de

combinar os resultados em x e y, como:
n! n!
h WH, H | _ HH_ H
Iy § ,K-,J u, | = E ,K1,J u, 4.43
J=1 . J=1

Entretanto, no caso da deformagdo elastica, envolvido no problema de lubrificacio
elastohidrodindmia, a funcdo nucleo possui uma regido de singularidade nas proximidades de
x=y. Faz-se necessaria uma corre¢do da fungdo encontrada para a integral na malha fina.

Primeiramente, deve-se considerar os pontos coincidentes das malhas grossa e fina, isto é, 4 ¢ H.

wi=Y Ko+ Y(KE-RiW+ Y (KSRl 444

(,/)€ Qi ¢ @, /)Eﬂsmg

A Equagdo 4.44 aplica, entdo, a correcao do erro de aproximacao aos pontos pertencentes

ou nao a zona da singularidade, Q_ . Deve-se notar que na zona suave, ou seja, fora da

sing

singularidade, o erro de aproximagdo tende a zero, pois somente os pontos coincidentes siao

considerados, desta forma:

ZK "+ Z(K”” Ryt =w!' + Z(K”” % 4.45

(1,)E Q0 ¢ (1)) Q40 ¢

E para os pontos ndo coincidentes, retomando a Equacao 4.40, tem-se:
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wh=[rwi ]+ YK R 446

(iyj)EQsin g

Portanto, na solucdo para malha fina da equacdo de deformacdo, utilizando a multi-
integracdo, deve-se primeiro calcular a somatoria na malha grossa e, posteriormente, utilizar a
equacdo 4.45 para corrigir ao entorno da singularidade. Em seguida, interpolam-se os valores da
malha grossa para obter os valores dos pontos nao coincidentes, corrigindo-os na singularidade,

de acordo com a Equacgao 4.46 (Goodyer,2001).

Parte do problema estd em obter uma drea suficientemente grande, ao redor da
singularidade, para que a corre¢cdo imposta seja suficiente para garantir a influéncia destes pontos.

Portanto, (i, j)e Q. , deve ser estipulado com cuidado. Para cada dimensao i serd definido um

sin g

raio de singularidade m, tal que Q. g = {/ eQ: |z' - j| < m}

Este raio de singularidade, no caso do contato circular, deve prover area suficiente para
correcao, porém ndo deve comprometer a convergéncia do algoritmo. Segundo Venner (1994), m
deve ser da ordem de In(1//4) para uma direg¢do e, garantida a suavidade da funcdo em todas as
dimensdes, sua operacao independente garante que para as outras dire¢des uma constante

pequena ¢ suficiente.

Para o caso do contato eliptico, tais raios de correcdo devem ser corrigidos pelo fator de
elipsidade. Assim, pode-se garantir qualquer anomalia da singularidade devido ao

comportamento, agora diferente, de ambos as dire¢cdes de integragao.

Discretizacdao do Modelo Elastohidrodinamico - EHD

O conjunto de equagdes discretas utilizado pelo método Multi-Niveis ¢ o mesmo utilizado
para outros métodos de solucdo, que utilizam apenas uma malha. Estas equacdes sao
discretizadas sobre uma malha uniforme, com espagamentos de # em duas diregdes, X e ¥, num

dominio X, < X <X, e =Y, <Y<Y,.
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Utilizando uma discretizagao tipo Poiseuille para a equagao de Reynolds obtém-se, para um

ponto (i,j), a relagdo:

i— 1/2/ (E.U 1/2/+E.>1+1/2/ +§1+1/2/ i+l,j +
2
: ) 4.47
K2 &l] 1/2 i,j—1 (&11 1/2 h&l]-%—l/Z)P §1]+1/2 i,j+1 (6H)ﬁ —(FTH);i —

onde P ;=0 para todos os pontos da borda do dominio. Os coeficientes &, , ;€ &i’fjﬂ ,, S30 0s

valores médios de &” entre os pontos da diferenca, como na figura 4.8.

Y
(i,j+1) @
X j+12
i-12 i+12 X
© ¥ P—¢ ©
Gi-1,j) (i,j) (i+1,j)
j-12 X
O @,j-1)

Figura 4.8 - Estrutura de discretizagdo dos pontos da malha;

Sendo £", no ponto (i,j), dado por:

gho=—0 4.48

A forma discreta do termo de Couette, (pH)", deve ser avaliada com cautela. Uma

aproximacao por diferenga central de segunda ordem, apesar de simples e aplicavel a quase todo
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o dominio, pode apresentar problemas de instabilidade quando a pressdo ¢ elevada. Esta
caracteristica se deve ao fato de a espessura do filme de 6leo depender da pressao e, com este tipo
de operagdo, o ponto central desconsiderado introduz muita incerteza na aproximagao, o que

aumenta o tempo computacional.

Como proposto por Venner (1994), uma discretizacdo de segunda ordem, porém a frente,

aumenta a precisao da operagao:

15551'],’[]' 2pl leh +05p
h

2t 4.49

(PH); =

Esta operacdo s6 pode ser usada para i>2 e deve ser substituida para os pontos proximos a

fronteira da malha.

p _pzl] zl] 450

(PH); =

Seguindo por similaridade, o termo de Squeeze, deve ser analisado da mesma maneira.
Porém agora se adicionam as direcdoes X e Y o eixo do tempo nao dimensional 7, com sua
discretizagdao hr. O tamanho de /7 deve ser o dobro do tamanho da discretizagdo na diregao de
rolamento, como descrito em Wijnant (1998) e Goodyer (2001), garantindo uma redugdo mais

eficaz do erro também durante a integragao.

Utilizando o terceiro indice, w, para representar o passo temporal, a discretizagdo do termo

de Squeeze se torna:

h

=h
lasp sz pz]wl +05p1]w— i,j,w=2 451

—Hh: i,j,w ]w z]wl
(PH)7 hT
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Utilizando o modelo desenvolvido para o MLMI, a equacao de espessura de filme pode ser
escrita como:

H)' = Hy+SX? +(1- S)Y2+ZZK,,,, i 452

Para uma aproximagdo da pressdo sobre um elemento da malha, Ax#%, em torno de um

ponto (X 5Y ), a matriz nicleo para o problema bi-dimensional ¢ obtida de:

K Y+h/2J-X +h2 axdy’ 453
Lisgs! Y,~h/2 h/z\/Kz(X.—X’)2+(YA—Y')2 .
i Jj

que pode ser obtido analiticamente, como descrito em Wijnant (1998), por:

K" = {‘Xp ‘ arcsin(;—ij+ ‘Yp ‘ arcsin[);—:]

—|Xm|arcsin Y—J ‘Y ‘arcsm[X ]

X
4.54

| Y

—‘Xp‘arcsm ’”j |Y |arc51 J
X

+|Xm|arcsin Y’”j |Y |arcsm( )}
X

sendo:

X,=X,-X,+h/2

X,=X,-X,-h/2 .
55

Y,=(,-Y, +h/2)/x

Y,=,-Y,-h/2)/x

54



Para uma malha uniforme, a matriz nucleo ¢ fungdo apenas de |z' —1i '| e , desta forma,

pode-se estima-la previamente e guardd-la em uma matriz n, por n,. Os indices da matriz serdo,
entdo, substituidos de forma que |i—i|=k e |j— j|=1/,tornando-se K. . =K.

ll//

Por fim, tem-se a equagdo de balango de forcas e a equacdo de movimento. Para o caso

estatico, o balango de for¢as toma a forma de somatério das pressdes adimensionais.
2YY ph ="
LYP =7 4.56
i

Porém, como a constante H, esta presente diretamente no calculo da equagdo de
movimento, esta deve ser avaliada por um integrador, a fim de obter seu valor corretamente a
cada intervalo de tempo. Como delineado em Goodyer (2001) e em Wijnant (1998), um
integrador implicito de segunda ordem tipo Newmark-B pode ser utilizado. Este tipo de

integrador ¢ comumente utilizado no método de elementos finitos.

Representando por u a varidvel principal de integracdo e isolando sua segunda derivada em

relacdo ao tempo, ou seja, sua aceleragdo, da Equagao 4.12, na forma somatoéria tem-se:

ii=|1+4,sin(Q,T)- - ZZ }z 4.57

A relagdes de Newmark para avaliar a velocidade e posicdo permitem isolar a variavel
principal, a aproximagdo dos corpos. Desta forma, obtém-se uma expressao para esta variavel
como funcdo de sua velocidade, aceleracdo e si mesma no passo anterior de integragdo. Ja

substituindo a forma da aceleragdao da Equacao 4.57, sendo » a iteragdo presente, tem-se:
. 1, 5. .
u, =u,  +hai_ + Zhﬁun_l +E+EA,sin(Q,T) Eh2 ZZ 4.58

Onde:
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E= ihﬁg 2 4.59

Pode-se definir a for¢a dindmica:
F, =u,_ +hu_ + %hﬁﬁn_l +E+EA,sin(Q,T) 4.60

Desta forma, a equagao se torna:
u, =de—Eh2%Zi,;B,’} 4.61

A este equacionamento discreto pode-se aplicar o método Multi-Niveis, utilizando um
processo de relaxagdo para obtencdo das distribuigdes de pressdo e espessura de filme. O

processo empregado na relaxagdo sera descrito na proxima secao.

Relaxag¢do do Equacionamento Discreto

De forma a obter um processo de relaxacdo que seja eficaz na redugao das componentes de

alta freqiiéncia, a natureza das equagdes deve ser entendida. O comportamento geral da equacao

de Reynolds ¢ guiado principalmente pela grandeza de &”J Como a viscosidade relativa do

1

lubrificante varia em varias ordens de grandeza pelo dominio, o valor de & , também varia, sendo

muito pequeno nas areas de alta pressao, e elevado nas areas de baixa pressao.

Esta caracteristica leva a uma mudan¢a do comportamento das equacdes do modelo
elastohidrodindmico quando sobre altas cargas ou baixas cargas. Portanto, o método de relaxagado
a ser aplicado deve contemplar tais mudancas no problema e ser suficientemente robusto,

garantindo a convergéncia em todos os casos.
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O problema deve ser dividido em duas partes, para areas com valores altos de £”. e areas

ij
com valores baixos. Para o primeiro caso, a equagcdo de Reynolds passa a ser dominada pelos
termos de Puiseuille € uma técnica de relaxacdo menos complexa, como Gauss-Siedel ponto a

ponto.

Utilizando a Equagdo 4.47 pode-se calcular um valor de pressao aproximado, Flj , partindo

1

de um valor inicial, P/’i , € ponderando-se os valores vizinhos:

Sh _ Bh h
P =P+ w5i,j 4.62

Sendo w o fator de relaxagdo e & ; amudanca a ser aplicada sobre o ponto, que pondera os
valores vizinhos sobre o ponto central. Neste tipo de relaxacdo, os valores previamente
calculados para um ponto sdo utilizados para corrigir os novos pontos calculados. Porém, como

os valores de &i”j variam muito dentro do dominio, a utilizagdo de um valor fixo do coeficiente

de relaxa¢do pode reduzir muito a velocidade de convergéncia, principalmente com o fato de que,

com a diminui¢do gradativa de & > as componentes do erro em alta freqiiéncia passam a ser

amplificadas. Assim, um modelo mais robusto deve ser utilizado (Venner, 2000).

Como proposto por Venner (2000), uma relaxacdo em linha deve estabilizar o sistema, ao
aplicar a corre¢cdo dos pontos ndo somente para cada elemento (7,j) da malha, mas atualizando os
valores no comprimento total em uma dire¢do da malha. Desta forma, a relaxa¢do passa a ser
composta da solugdo de n, sistemas lineares de n, equagdes, sendo n, e n, 0 nimero de pontos em
x e y respectivamente. Este modelo deve ser também pouco custoso computacionalmente, pelo
fato da matriz do sistema poder ser considerada uma matriz banda. Isso se deve aos pontos mais

distantes do ponto alvo influenciar muito pouco o ponto calculado.

Desta forma, o sistema para uma linha i qualquer ¢ dado por:
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A8 =1 4.63

h /. . h
onde & ¢ o vetor com as mudangas Si”j para cada ponto da linha sendo relaxada € r; € o vetor
dos atuais residuos r,.hj na linha. Os dois vetores possuem 7, elementos € os elementos da matriz

A’ sdo obtidos por:

4.64

Nesta ultima equagio aparece o operador do sistema L ;» que representa a equagdo de

Reynolds e ¢ aplicado a um vetor de pressoes P" da linha a ser relaxada. Este operador descreve

a discretizacdo da equacdao de Reynolds no ponto, levando em conta o lado direito da mesma

equagao quando avaliada pelo esquema de aproximacao completo, de acordo com:

Lh Ph _ i— 1/2/ i— 1/ (E.U -1/2,j E.>1+1/2/ &1+1/2,/ i+l,j
1,j \— - h
h
+ 2 i, j— 1/2 i,j—1 (&1/ 1/2 E.>,j+1/2 lj+1/2P,j+1
K h2
h h h — h 4.65
ple _2pi—l,jH[—l,j +O’5pi—2,_/H—
h
h h h
15p1ij 2p11w1H11w1+05p1]w2 i,j,w=2 _ h
- A _Pfi,j
T

Suas derivadas parciais devem ser avaliadas para os casos onde somente os principais

termos estdo presentes. Desta forma, tem-se:

K =h hh
1, P,j \z k\o 2P, -L,j \z —k-1/,0 +0 sz -2,J \z k-2[,0 l’Spi,_/,wK\i—k\,o,w

h h,

4.66

i—k|>1 Al =—
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= h =h yp-hh = hh =h hh = hh
Z{; _ l’spi,_/KO,() - Zpi—l,jKl,O + Oaspi—z,_/Kz,o _ l’spi,_/,wKO,O,w

i=k J=—= 4.67
’ h h h,
Sendo:
Y& =€, +E),, +x ( +E" ) 4.68
T Nitl/2,) i—i/2,j i,j+1/2 i,j-1/2 .
Dois outros casos sao:
& h hh hh hh hh
, R 15p K —2p K +05p K 15p K
. i-1/2, s 1,0 i-1, 0,0 -2 1,0 H i,j,w T 1,0,w
P>l A =T . E— 4.69
T
= h =p oy hh =p hh =~p hh =~p hh
e L3P K —2p. Ky, +0,5p,, K L5p.. K
. _ Jj _ i+1/2,j H i,j" 1,0 i-1,77°%2,0 H i-2,77%3,0 H i,j,w"r1,0,w
i<n,—1 Al = O p - p 4.70
T
O lado direito deste sistema ¢ definido pelo vetor residuo dado por:
h h
r, = P -
i— 1/2] (&z 1/2]+§z+1/2] +&z+1/2] i+1,j
h*
Sh Sh
—K2 i,j— 1/2 i,j—1 (gz/ 1/2 gl /+1/2)Pi,_/ + 1/+1/2P Jj+l
h’ 4.71
=h 77h =n I7h =n  Irh
n 175pi,jHi,_/ _2pi—1,jHi—1,_/ +0’5pi—2,jHi—2,/
h
~n 3 Nh
+1’5pi,j,wH11w pljwl l]w1+05pl]w2 i,j,w=2
hT

(IR
~

Onde as variaveis assinaladas com sdo as aproximagdes para os valores principais € o valor

de Ph _, é 0 inico ja calculado pela relaxacio, por se tratar de valores da linha j-/. E interessante

notar que na derivada do termo de Squeeze apenas o primeiro termo discretizado esta em fungao
da pressao no ponto avaliado, os outros termos sdao fun¢do da pressdo em passos de integracao

anteriores e, portanto, iguais a zero quando derivados.
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Para proceder com o processo de relaxagao, o sistema montado deve ser resolvido para as
atualiza¢des. Como dito anteriormente, apesar da matriz do sistema ser cheia, a mesma pode ser

aproximada por uma matriz hexa-diagonal, formada pelos pontos onde i-3 < k < i+2. Desta

forma, pela distdncia em relagio ao ponto calculado para cada linha, os coeficientes K se

tornam muito pequenos, ndo influenciando no valor final. Utilizando a Equagdo 4.62, para cada

linha, os valores de P devem ser atualizados.

Porém, dentro da propria linha calculada, o valor de &i”j varia significativamente e um

processo hibrido de relaxagdo pode melhorar o comportamento em relagdo ao grau de
convergéncia do equacionamento. Isso se deve, principalmente, por ser a equagao de Reynolds
dominada pelo valor do termo de Couette e de Squeeze, o que implica em aciimulo de erros por

parte da aproximagao calculada da espessura do filme a partir do novo valor de pressao.

O termo de Couette expressa uma equacao na direcdo X somente, desta forma a dire¢ao Y ¢
acoplada somente pela deformagao elastica, isto €, componentes oscilatdrias em Y ndo serdo tao
eficientemente reduzidas pela relaxagdo. Entretanto, como o termo de Squeeze trabalha na
coordenada tempo, seus efeitos serdo sentidos como uma propagacao de variagdes de espessura

durante a integragao.

Para tanto, uma técnica de relaxacdo tipo Jacobi pode ser utilizada, em conjunto com a
relaxagdo em linha. Os procedimentos quanto a solucdo do sistema linear gerado pela relaxagdo

da linha s3o os mesmos, porém a matriz 4, que gera o sistema, ¢ dada por:

oLy, (P") (oLl (P") oLl (P") Ll (P") L (P")
or, 4| op, 9P,  op,., | 0B,

k+1,j k,j+l1

j =

ik

4.72

Onde as derivadas para os termos principais sdo:
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—2p" AK, +0,5p", AK/" 1L,5p" AK/™
|l_k| >1 Al,jk __ pl/ ‘l k‘ 0 pl_l,_/ ‘z —k-1],0 pl -2, ‘l k-2/,0 _ p,’j,w |i—k|,0,w 473
’ h h,
. i 5 Zgh 1’551},’/AK(;1,}(1) _Zﬁ}il,‘/AKl}Tg +0’551}12,/AK;,}6 l’spl s WAK(?}:) w
=k A, === T - 4.74
’ 4 h h hy
) i 1 &.,l -1/2,) 155{@“% _ZFT[}il,_/AKI}:g +O,5§i}12,_/AKé"}(') 159; ,Athlg 4.75
i 2T h T '
T
. i _ NZI/Z/ 1 Za 1 Sﬁtththg _zpt l/AK(?IZ) +0 Spt ZJAthg l’Sﬁi},lj,wAth,g,w
i>1 Al =" > - 4.76
’ h 4 h h h,
1< n)r _1 Aiji+1 — E"ifl/zz’f l Z% ! _ 1,5§:le1{1}:€ - Zﬁiﬁl,jAK;,}E) + Oasﬁi}iz,jAKSh,}(l) _ lasﬁi},lj,wAKI},lg,w 477
’ h 4 h h h,
. L5p/ AK" —2p" AKY +0,5p", AKM 15p" AK"
l-<nx_2 AZ{H_Z iéz;/;]_ p 1,0 pzl]h 2,0 psz 30_ pzj];/ 1,0,w 478
T
Nestas equagdes, o operador AK,", ¢ dado por:
1
AK:]; :K:,hl _Z(Kﬁu + Klfjl—l,l +K:,hl—1 +K1f,l;+1) 4.79

Da mesma forma, para a relaxagao por Gauss-Sidel, o sistema deve ser resolvido para as
atualizagdes e o valor de pressdo atualizado, porém, seguindo a Equacao 4.80:

Dh Bh h h h
R.,_/zPi,j+w(8,.,_/—( +9 +98, |+

i+1,j i,j

)/ 4) 4.80

i-1,j 1/+1
Combinados, os métodos de relaxagdo por Jacobi e por Gauss-Sidel, formam um modelo
suficientemente preciso para a relaxacdo do sistema de equagdes gerado para o problema EHD.

Desta forma, o dominio sera dividido em areas onde & é maior que um valor limite, e areas onde

esta constante ¢ menor que este valor limite. Esse procedimento ¢ tomado ponto a ponto quando
montando a matriz do sistema para a relaxa¢do em linha. Assim, tem-se:

e Pontos onde § >§_ . usa-se relaxagdo por Gauss-Sidel;

min

e Pontos onde § <&_. usa-se relaxagdo por Jacobi;

min
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Conforme Nonato e Cavalca (2008), um valor eficiente para & . ¢ 0,005; obtido por testes
praticos de convergéncia do algoritmo. Os fatores de relaxa¢do usados devem estar entre os

intervalos 0,2<w, <0,6 ¢ 0,4<w,,, <0.8.

O esquema de relaxagdo pode, entdo, ser descrito como: - Para uma aproximacdo da
pressio P” e uma aproximacado da espessura do filme A" uma nova aproximagio ¢ obtida, P”,

construindo para cada linha j um sistema linear da forma da Equacao 4.63, onde os elementos da

coluna i sdo dados pelas Equagdes 4.64 ou 4.72, de acordo com a condigdo do valor de & ser
maior ou menor que o valor limite. O sistema ¢ truncado para um sistema hexa-diagonal e

resolvido para os valores de alteragio & ;> que sdo utilizados para atualizar o valor da pressao de

acordo com as Equagdes 4.62 ou 4.80, também conforme a condi¢ao do valor limite.

Nos pontos de alta pressdo, ou seja, onde § <&_. , o problema se aproxima ao problema de

min ?
advecgdao. Desta forma, dentro da area de contato, qualquer perturbacdo na espessura sera
transportada com o tempo. Este comportamento leva ao j& observado fendmeno de ondula¢des na

area de contato, como em Venner (1994) e Venner (1996).

Para finalizar o processo de relaxagdo das equacdes discretizadas, deve-se levar em conta a
condicdo de cavita¢do, que ndo deve prever pontos de pressdo negativa. Se isso ocorrer, alguns
pontos ao entorno da zona cavitada ficariam alternando valores cavitados e ndo durante o
processo, diminuindo a convergéncia. Para corrigir esse erro, quando algum dos pontos na
vizinhanga do ponto analisado possui valor nulo, somente o valor central ¢ tomado para os
calculos, como se somente para aquele ponto a relaxacdo passasse a ser pontual e ndo mais em

linha.
A cada passo de relaxacdo os valores da espessura de filme de 6leo devem ser atualizados.

Utilizando a discretizagdo proposta, em conjunto com o esquema de aproximagdo completo, a

equagdo 4.52 se torna:
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2 2 hh _rh
H, —H,-SX] -(1-9)Y, +ZZK =l 4.81

ll]]

Por fim, a equagcdo de movimento deve ser considerada. Apds um certo numero de

relaxagdes na malha, a constante H, da equacdo de espessura de filme deve ser atualizada como:

~ ~ 3
H,=H,+w,| F, —| Hy+Eh* EZZPf/ 4.82
i

Onde w,, € uma constante pequena de relaxagdo. Esta expressdo ¢ valida para uma Unica

malha, porém para o algoritmo completo Multi-grid, seu valor ¢ avaliado utilizando o esquema de

aproximacao completo (FAS), atualizando o residuo transportado.

Com o modelo descrito acima, acrescido da logica de operagao entre niveis do modelo
Multi-Niveis, um algoritmo para o calculo das caracteristicas do filme de lubrificante no contato
EHD pode ser desenvolvido. N6 préximo capitulo, as aplicagdes deste algoritmo transiente a
casos especificos de contato, assim como sua aplicagdo na caracterizacdo dindmica do contato

sdo apresentados e discutidos.
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Capitulo 5

Resultados e Discussoes

O modelo descrito nos capitulos anteriores pode agora ser aplicado a casos de contato
EHD. Tanto seu comportamento estatico, no contato eliptico, quanto o comportamento transiente

do contato, devem ser observados.

Neste capitulo, serdo apresentados os primeiros resultados para o contato eliptico numa
variagdo do algoritmo apresentado em Nonato (2008). Deste mesmo equacionamento, derivam-
se ainda dois algoritmos para andlise temporal do contato. O primeiro sendo uma adaptagdo para
o carregamento harmonico sem a influéncia da inércia, como a utilizada por Wijnant (1998) para

obter os parametros dinamicos do contato.

A segunda aplicacdo ¢ o equacionamento transiente completo, que contempla as influéncias
da inércia no contato aplicado ao caso das vibracdes livres. As respostas deste modelo serdo
entdo avaliadas para obten¢ao das caracteristicas dindmicas do contato, através de um ajuste nao

linear das forgas.

Contato Eliptico

Utilizando-se como base o algoritmo descrito em Nonato e Cavalca (2008) para o contato
circular, o contato EHD eliptico foi implementado utilizando o modelo matematico descrito para
0 caso estatico no capitulo anterior. Poucas variacdes a logica do algoritmo base foram

introduzidas, além do novo tratamento da fronteira de relaxacao.
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Este novo modelo, como descrito anteriormente, possui uma fronteira fixa entre os métodos

de relaxagdo, tomando como base um valor minimo de & . Porém, o algoritmo anterior se baseava
na fronteira corrigida pela espessura da malha, como em Venner (2000). Desta forma o valor
minimo era o da razio &/h>. Em seu trabalho, Nonato e Cavalca (1998) foi avaliado o

comportamento da convergéncia global do equacionamento em malhas muito finas. Esta claro,
pelos perfis de pressao e espessuras a seguir, obtidos deste trabalho, que os pontos onde a pressao

¢ alta, em malhas muito finas, sdo pouco representados, € o processo de relaxacao ¢ prejudicado.

21| —Presséo : : J
-——Espessura :

1.5

—Presséo
——-Espessura

b)

Figura 5.1 —Perfis de pressao e espessura de filme para caso de baixa carga em malha de

1024x1024 pontos, a) com fronteira de relaxacdo varidvel e b) fronteira fixa, (Nonato e Cavalca,

2008);
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Notou-se que, para malhas acima de 512x512 pontos, o fator 1/h° faz com que a razio
€ /h* se torne muito pequena, excluindo pontos de alta pressdo da relaxagdo por Jacobi. Com

1sso0, a convergéncia ¢ prejudicada ou até mesmo ndo atingida.

Os primeiros resultados para o equacionamento eliptico foram obtidos analisando os casos
de contato simples como propostos em varios trabalhos, Wijnant (1998), Nijenbanning (1994) e
Goodyer (2001). Trés foram os casos analisados, assim como para o caso circular. Os casos estao
descritos na Tabela 5.1. Para os trés casos de carregamento foram utilizados 3 valores de
elipsidade, x =1,0; 0,5 e 0,1. Os graficos dos contornos de espessura, assim como a distribuicao
de pressdo e espessura na linha central do contato se encontram na seqiiéncia. Em todas as

simulagdes foram usadas malhas de até¢ 512x512 pontos, sendo esta a malha objetivo.

Tabela 5.1 — Parametros para os casos de alta, média e baixa carga elipticos;

Parimetro Caso 1 Caso 2 Caso 3
Baixa Carga Media Carga Alta Carga
M 100 500 1000
L 5 5 5

E interessante notar como a distribui¢do de pressdo e espessura de filme se alteram com a
variagdo da elipsidade. Conforme descrito em Wijnant (1998), com a diminui¢do drastica da
elipsidade, chegando a valores de 0,1, para casos de baixa carga, tais distribuicdes desviam-se
completamente dos perfis esperados. O pico de Petruschev desaparece e a solugdo se distancia da

distribuicao paraboloide de Hertz para a pressao.

Para o caso de média e alta carga, observa-se um crescimento no pico de pressdo e a
simetria dos contornos de espessura comeg¢a a sumir, dando lugar a uma dominancia em X.
Numericamente, tal comportamento deve-se ao proprio fator K na equagdo de Reynolds.
Fisicamente, a diminui¢do da elipsidade, mantendo-se os outros pardmetros constantes, implica
em um aumento da area total de contato, pois a dimensdo a se mantém inalterada, aumentando a

elipse de contato na diregao Y.

66



Baixa Carga

T T
\ Pressao
12 — Espessura
1t \
\
\
i . ]
\
\
05- \
\
| 0.8 \ f
[ \
d
| T \\
> oy = \
f 206
i \
L A\
\ /
3 \ /
05 0.4 \ 7
\\\ //
\ /
0.2 ; N —
At J‘/Z
0 i L
-2 1.5 - 0.5 0 0.5 1 15
X

Baixa Carga

08 \
1
06l \
04} \
0.8F -\
\
02}
T \
= \ \
> 0 2 06 .
02} \ \
\ \
04} 04 N y
N\ ///
\
o N/ /
0.2 = y
08l S "
e A
N 0//_/ i 1
. L L L L L . L L L L 2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1 X
X

b)

Baixa Carga

PIH
P
o
/

- 06 N \
S \
L \ /
04 o .
/ T —_— e
Y - \\,,/
0.2 s
e
T \\
\
° N\
-2 1.5 4 05 0o 05 1 15
A 08 06 04 02 0 02 04 056 08 1 X
X

c)
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com elipsidades a) 1,0 b) 0,5 e ¢) 0,1
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elipsidades a) 1,0 b) 0,5 e ¢) 0,1
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Desta maneira, com a diminuicao da elipsidade, a distribui¢do se torna mais proxima a
solucao de baixa carga. Para ambos os casos, com elipsidade menor que 7,0, devido a dominancia
da dinamica do filme em X, o pico de pressdo se desloca das laterais do contato para o centro da

saida do filme, devido claramente a menor influéncia dos termos diferenciais em Y.

Para efeito de comparacao, as aproximagdes dos corpos em contatos estdo listadas na
. . A . * .
Tabela 5.2, juntamente aos valores ajustados de referéncia, H,. Estes valores foram obtidos

utilizando a equacao proposta por Wijnan (1998) para a aproximagao dos corpos em funcdo dos

parametros do contato. Este ajuste serd apresentado na Equacao 5.3.

Tabela 5.2 — Valores de aproximagao dos corpos em carregamento estatico para os casos de

Baixa, Média e Alta carga;

*

Baixa Carga H, H,
k=10 0,8980 0,9033
K=0,5 0,8288 0,8522
K=0,1 0,5757 0,5830

Média Carga H, H,
k=10 0,9715 0,9738
k=05 0,9524 0,9600
k=01 0,8772 0,8872

Alta Carga H, H,
k=10 0,9838 0,9851
K=0,5 0,9728 0,9772
K=0,1 0,9290 0,9357

Os valores observados possuiram uma correlacdo suficiente com o valor ajustado por
Wijnant (1998). Esta tendéncia pode ser vista também nos valores ajustados da Figura 5.9. Desta

forma, a expressao de ajuste de Wijnant pode ser utilizada como chute inicial para o valor de H,.

Outro fato importante a ser observado ¢ a convergéncia do algoritmo. A Tabela 5.3 mostra,

para os mesmos casos, os valores do residuo geral da pressdo r, e o residuo do balango de forca,

conforme a Equagdo 4.56. O residuo da pressdo ¢ calculado pela média absoluta das diferengas

dos valores em cada ponto da malha para pressao, entre os passos de relaxacao.
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Um dos problemas encontrados por Goodyer (2001) em seu algoritmo Multi-Niveis, onde,
apesar da convergéncia do residuo da pressdo em um nivel satisfatorio, mas a contemplando uma
convergéncia iluséria do balango de forca, ndo foi observado aqui. Em seu caso, Goodyer atesta
que a operagdo com um valor de aproximacgdo para todas as malhas pode atrapalhar na
convergéncia do balanco de forca, fazendo com que a somatoria de pressao adimensional seja
diferente de 2w /3. Na tabela 5.3 observam-se valores de desvio do somatorio de pressao da

ordem de grandeza de 10™'°, muito abaixo do proprio residuo geral da pressao.

Tabela 5.3 — Valores de aproximagdo dos corpos em carregamento estatico para os casos de

Baixa, Média e Alta carga;

Baixa Carga r, Balancgo de For¢a
k=10 3,3510E-05 2,1620E-07
k=05 7,7600E-06 9,6970E-08
K=0,1 6,9110E-06 9,6850E-10

Média Carga r, Balanco de Forca
k=10 9,5730E-06 6,9490E-10
Kk=0,5 4,8200E-06 1,6660E-09
K=0,1 6,7570E-06 2,9260E-08

Alta Carga r, Balancgo de For¢a
k=10 7,63E-06 1,0660E-06
Kk=0,5 7,35E-06 2,4170E-06
Kk=0,1 9,46E-06 1,1720E-05

Porém, ¢ interessante notar que, dentre os niveis, o valor de H, realmente varia, pois o

valor da pressdao em um nivel menos refinado ¢ uma aproximagao mais grosseira da distribuicao
na malha alvo do algoritmo. Esse comportamento se deve a convergéncia de segunda ordem do

algoritmo, que pode ser ilustrada pela Tabela 5.4.

Como também observado em Wijnant (1998), a quarta coluna da Tabela 5.4 mostra a razao
entre as diferencas das aproximagdes em trés niveis consecutivos, 4, h—1 e h—2. A reducdo
nesta razdo ¢ de aproximadamente 1/4 a cada redu¢do da malha pela metade, confirmando a

convergéncia de segunda ordem.

De posse do algoritmo funcional para andlise do contato EHD eliptico, alguns casos de

mancais de elementos rolantes podem ser analisados. Como exemplo sera utilizado um mancal
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radial de esferas FAG 6005, similar a constru¢do mostrada na Figura 1.1. Deste mancal, os

contatos mais solicitados serdo analisados pelo algoritmo. A Tabela 5.5 traz alguns dados

necessarios para a caracteriza¢cdo do mesmo.

Tabela 5.4 — Teste de convergéncia de segunda ordem para o caso de Baixa Carga ¥ = 1,0;

. H'—HM
Malha H, H}-H" ﬁ
32x32 0943788 : ;
64x64 0909481  -0,034307 -
128x128  0,900278  -0,009203 0,268
256x256 0.897995  -0,002283 0,248
512x512  0,897423  -0,000572 0,250

Tabela 5.5 — Dados para avaliagdo do contato EHD do mancal FAG 6005;

=~ N T o

S

S

I

Mancal FAG 6005
Diametro primitivo 36,00 [mm]
Osculacao 104,00 [%]
Diiametro do elemento 6,35 [mm]
Numero de Elementos 10 [-1
Carga Radial 1500 [N]
Rotacgio Anel Interno 2000 [RPM]
Rotacao Anel Externo 0 [RPM]
Indice Pressdo-Viscosidade 22x10°  [N'm?]
Viscosidade a P. Ambiente 40,0x10°  [Nm’s]

Como os valores para as reais propriedades do fluido aplicado na lubrificagdo do mancal

nao eram disponiveis, foi utilizado o mesmo fluido de caracteristicas amplas empregado em

outros trabalhos. Para o mancal, foi assumida uma condic¢do de folga zero, o que implica em um

carregamento distribuido a 180° da extensdo circunferencial do mancal. Desta forma, o elemento

mais carregado se encontra exatamente alinhado com a carga radial e outros dois elementos de

cada lado recebem também parte da carga, isto €, 90° no sentido horéario e 90° no sentido anti-

horario.

Com uma adapta¢ao do modelo implementado por Vischi (2008), tanto a distribui¢do de

carga nos contatos do mancal, quanto seus respectivos parametros EHD, foram calculados. A

Tabela 5.6 lista esta distribuicdo por elemento.
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Devido a agdo da resultante centripeta do carregamento se dar apenas no contato externo,
ocorrem valores de carregamento nio nulos para os elementos entre 108° ¢ 252°. Tais valores sdo
desconsiderados para o contato interno gerando valores nulos do parametro M . Para efeitos de

comparag¢do, os parametros do contato, como o semi-eixo menor, a pressao maxima de Hertz e a

aproximacao dimensional segundo Hertz, estao listados na Tabela 5.7.

Tabela 5.6 — Distribui¢do de carregamento e parametros EHD em um mancal FAG 6005;

Elemento Carga M L M L

[] [N] (Pista Interna)  (Pista Interna) (Pista Externa) (Pista Externa)

0 0,6557E+03 0,9912E+04 0,1175E+02 0,1337E+05 0,8385E+01
36 0,4771E+03 0,7213E+04 0,1175E+02 0,9733E+04 0,8385E+01
72 0,1127E+03 0,1703E+04 0,1175E+02 0,2300E+04 0,8385E+01
108 0,1402E+00 0,0000E+00 0,1175E+02 0,2860E+01 0,8385E+01
144 0,1402E+00 0,0000E+00 0,1175E+02 0,2860E+01 0,8385E+01
180 0,1402E+00 0,0000E+00 0,1175E+02 0,2860E+01 0,8385E+01
216 0,1402E+00 0,0000E+00 0,1175E+02 0,2860E+01 0,8385E+01
252 0,1402E+00 0,0000E+00 0,1175E+02 0,2860E+01 0,8385E+01
288 0,1127E+03 0,1703E+04 0,1175E+02 0,2300E+04 0,8385E+01
324 0,4771E+03 0,7213E+04 0,1175E+02 0,9733E+04 0,8385E+01

Tabela 5.7 — Distribui¢do de carregamento e parametros EHD em um mancal FAG 6005;

Elemento a; a, Phi Pho C

[’] [m] [m] [Pa] [Pa] [m]

0 0,1158E-03 0,1400E-03 0,2550E+10 0,2169E+10 0,1843E-04
36 0,1041E-03 0,1259E-03 0,2294E+10 0,1951E+10 0,1491E-04
72 0,6436E-04 0,7783E-04 0,1418E+10 0,1206E+10 0,5697E-05
108 0,0000E+00 0,8369E-05 - 0,1297E+09 0,3240E-07

144 0,0000E+00 0,8369E-05 - 0,1297E+09 0,3240E-07
180 0,0000E+00 0,8369E-05 - 0,1297E+09 0,3240E-07
216 0,0000E+00 0,8369E-05 - 0,1297E+09 0,3240E-07
252 0,0000E+00 0,8369E-05 - 0,1297E+09 0,3240E-07
288 0,6436E-04 0,7783E-04 0,1418E+10 0,1206E+10 0,5697E-05
324 0,1041E-03 0,1259E-03 0,2294E+10 0,1951E+10 0,1491E-04

Tendo definido tais parametros, ¢ possivel simular o contato EHD para o mancal de
elementos rolantes. Devido as variagdes extremas dos parametros do contato dentro do mancal,
dois casos serao observados. Estes casos serdo o contato elemento-pista interna e elemento-pista
externa na posigdo 0°, representando, desta forma, os casos de extrema carga no mancal. Devido
a caracteristica de maior carregamento, esses sao os casos de maior custo computacional, pois a

variacao dos parametros da equacao de Reynolds se torna ainda mais significante.
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Utilizando os valores de entrada fornecidos como nas tabelas anteriores, foi simulado
primeiramente o contato com a pista interna. Este contato pode ser caracterizado por: M =9912,
L=1175 e «=0,1092. A funcdo ajuste para a aproximagdo dos corpos resulta para esses

valores em H, =0,9897 e o valor retornado pelo algoritmo foi H, =0,9848. A Figura 5.5

mostra a distribuicdo de pressdao no contato, assim como os contornos de espessura para este

caso.

Presséo
Espessura

05}

05+

Figura 5.5 — a) Contornos de Espessura, b) Perfil de pressdo e espessura na linha central do

contato e ¢) Distribuicao de pressao no dominio para contato Elemento-Pista Interna

Deve-se notar que, devido a alta carga no contato, a distribuicdo de pressdao se assemelha

muito a distribuicdo de pressdo paraboldide de Hertz, sendo que o pico de Petruschev
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praticamente desaparece. Porém, sua influencia no filme continua sendo notada na Figura 5.5 a),
onde percebe-se um constricdo na saida do escoamento. Observa-se também que a pressao

maxima ocorre muito proxima a (X,Y) =(0,0), ou seja, o centro do contato, como esperado.

O mesmo comportamento foi observado para o contato com a pista externa, onde

K =0,1357, porém com maior evidencia da alta carga, com pico de pressdo bem menos
perceptivel. Neste caso, o valor de aproximagdo dos corpos, avaliado pelo algoritmo, foi

H, =0,9915contra H, =0,9942 (ajustado). Os resultados graficos se encontram na Figura 5.6.

Presséo
Espessura

051

Figura 5.6 — a) Contornos de Espessura, b) Perfil de pressdo e espessura na linha central do

contato e c¢) Distribuicdo de pressdo no dominio para contato Elemento-Pista Externa
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Carregamento Harménico

O algoritmo para analise do carregamento harmdnico, como feito por Wijnant (1998) e por
Goodyer (2001) difere do algoritmo para contato eliptico em duas maneiras. A primeira, mais
evidente, ¢ a introdugdo da coordenada temporal, que leva, principalmente, ao aumento do tempo

computacional, pois a cada passo o contato deve ser calculado inteiramente.

Desta forma, a primeira alteracdo ¢ a repeti¢do do calculo estatico para passos de tempo
como estipulado anteriormente, ja contemplando o efeito de propagagdo, como previsto pela

analise do termo de Squeeze dentro da area de contato.

Como a andlise de Wijnant (1998) propde, a analise harmonica para um carregamento
senoidal ¢ procedida de forma quasi-estatica. Assim, a derivada de segunda ordem na equacao de
movimento ¢ feita zero e, desta maneira, a cada passo de iteragdo deve ocorrer uma adaptagao
rapida do filme a condicdo imposta de carga, sendo as acelera¢des dos corpos despreziveis. A
condi¢do descrita deve valer para casos onde a freqiiéncia de vibragdo ndo ultrapasse em muito a

velocidade dos corpos em rotacao.

Desta maneira, a equagdo de movimento em sua forma ndo dimensional se torna:
£l [ ] Pex,vyaxay =1+ 4,sin(@,T) 5.1
2 Joeo e

Utilizando, entdo, um contato geral de caracteristicas M =200, L =10, k¥ =0,5, foi obtido
o comportamento da aproximacgdo entre os corpos, H,(7), em funcdo do tempo. A resposta
harmonica do contato para duas freqiiéncias de excitagdo diferentes, Q, =21 e Q, 6 =41 estd

representada na Figura 5.7.

Como esperado, a resposta do contato também se comporta de forma harmonica. E
interessante observar um fendmeno comum no contato EHD, j& observado anteriormente, tanto

experimentalmente quanto numericamente, a ondulagao do filme.

76



096L Do ST ...... Ohm_=2pi f

094_ ................. ................. ..... ___Ohme=4p|_

082k fi..
09

=
T pss
0.86
0.84

082

0g

Figura 5.7 — Resposta harmonica do contato para duas freqiiéncias de excitagao;

Devido as caracteristicas de transporte da equacdo de Advecgdo, sendo esta uma
aproximagao para a equagao de Reynolds quando a pressdo ¢ muito alta, qualquer perturbacao do
filme de 6leo dentro do contato ird se propagar pelo contato com a velocidade adimensional de
uma unidade de comprimento por uma unidade de tempo, ou seja, a velocidade do filme.

Olhando mais de perto esta condigdo, pode-se observar que Reynolds torna-se, entao:

ApH) , APH) _,

o o ar 32

Uma possivel solu¢do para a mesma, sendo a densidade relativa limitada, ¢ H = H(X —T),
que se comporta como um deslocamento da funcdo espessura de 7 na direcio X . Como as
elevadas densidade e viscosidade do centro do contato impedem que a espessura se altere muito
com a aproximagao dos corpos, quando o carregamento harmdnico imprime uma for¢a maior que

a do equilibrio, somente as bordas do contato serdo afetadas.

As variagdes de espessura da borda serdo transportadas pelo contato, como observado
anteriormente em Venner e Ludbrecht (1996) e discutido em Wijnan (1998). A Figura 5.8 mostra
esse efeito sob a pressdo e a espessura de filme. Partindo do tempo zero até 1,25, com passos de

0,25, as figuras demonstram a evolucdo das ondulagdes pelo contato. Do lado esquerdo estdo os
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contornos de espessura e, do direito, o perfil de pressdo e espessura. E importante notar que por
volta do tempo 1,0 as primeiras ondulagdes introduzidas na entrada do contato chegam ao centro

do contato, confirmando a velocidade adimensional.
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Figura 5.8 — Representacdo das ondulagdes na espessura de filme e pressao para instantes de

tempo T=0,0 a T=1,25, (M =200, L=10,xk =0,5¢ Q, =21 );
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Assim, a espessura de filme central deve se alterar somente a partir de T=1,0, devido a
velocidade de propagacdo da onda. Até este instante, seu valor deve ser pouco alterado pela
movimentagdo total do filme, isto ¢ pela aproximacdo dos corpos. Este comportamento esta

ilustrado na Figura 5.9.
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Figura 5.9 — Comportamento da espessura minima, H, , e espessura central, H_, do filme para o

caso M =200, L=10,x=0,5¢ Q, =27 ;

Antes da entrada da primeira oscilagdo, a espessura central, /_, varia muito pouco, porém

a espessura minima ja comeca a variar devido ao posicionamento na fronteira posterior do
contato. Outro efeito interessante ¢ a forma da curva, que tende a um dente de serra. Este
diferente comportamento se deve ao fato da espessura minima ndo ocorrer em um ponto
especifico, mas sim, movendo-se pela borda de saida e ¢ principalmente afetada a partir de

T=0,5.
Todos estes comportamentos serdo, mais uma vez, observados para o caso de vibragdes

livres. Uma descrigdo mais aprofundada, tanto nas condigdes de convergéncia como no

comportamento geral do contato, presente em Wijnant(1998).
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Das respostas em carregamento harmonico, Wijnant obtém, através de um procedimento de
ajuste, os coeficientes dinamicos do filme. Até o presente momento ¢ de nosso conhecimento
apenas este trabalho versando sobre a caracterizacdo dinamica do contato eliptico. Sua
abordagem, que ja assume a linearidade da resposta, se baseia na obtencdo de uma rigidez
diretamente da resposta estatica do equacionamento. Assim, ¢ importante obter uma correlagao
da aproximag¢ao dos corpos com o carregamento imposto. Para uma ampla gama de valores de
M e L, Wijnant (1998) apresenta um grafico desta correlacdo e ajusta uma fungdo para o caso,

reproduzido parcialmente na Figura 5.10.

Na Figura 5.10 os pontos representados por pequenos quadrados foram obtidos pelo
algoritmo implementado nesta dissertacdo. Ja as linhas tracejadas foram obtidas utilizando a

relacdo ajustada de Wijnant, dada pela Equacao 5.3

Figura 5.10 — Ajuste da aproximacdo dos corpos, H,, em fungdode M e L;

H,=1-p(L)M """ , onde:
pL)=(4-02L) +B.5+0.1L) )" 5.3

g(L)=-(0.6+0.6(L+3)"?)
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Esta mesma equagdo adequa-se ao caso eliptico, onde um fator multiplicador do

adimensional de carga deve ser usado. Como mostrado em Wijnant (1998), a razdo das

somatodrias parciais de curvatura pode ser aplicada, substituindo M por (Rx /R, )l/zM .

Para obtengao do amortecimento viscoso, Wijnant faz a correlagdo da forca no contato com
a posicao obtida pela integracao numérica. Quando esta presente um amortecimento, o grafico de
tal funcdo ¢ uma elipse de eixo maior alinhado com a reta da rigidez do contato e a area descrita

por essa elipse ¢ proporcional a energia despendida com o amortecimento viscoso.

O modelo adotado por Wijnant (1998) condiz perfeitamente com as hipoteses adotadas,
porém nao ficam claros alguns procedimentos adotados em seu trabalho. Como exemplo, em um
trabalho posterior de Wijnant e Wensing(1999) ¢ apresentada uma nova forma da equagdo de
movimento, ja com a influéncia do amortecimento, porém a rigidez ¢ obtida através da propria
equagdao de ajuste estatico, como na Equacdo 5.3, de forma implicita, pois M ¢ funcdo do

carregamento.

Assim, julgou-se adequado utilizar uma relagao mais direta para o ajuste. Com uma técnica
ndo linear, comumente aplicada a mancais hidrodindmicos, presente em Zhao (2005), Zhou
(2004) e Castro (2009), a for¢a no contato ¢ ajustada como um todo as constantes dinamicas. Para
poder apreciar melhor a influéncia da inércia esta técnica serd aplicada ao caso de vibragdes

livres e apresentada na proxima se¢ao.

Vibracéao Livre

Utilizando o integrador tipo Newmark- para trabalhar com a equag¢do de movimento,
como apresentado no Capitulo 4, a resposta do sistema em contato pode ser obtida para o caso
das vibragoes livres. Para a obtencdo da resposta, uma condi¢do inicial deve ser imposta, de

posi¢do ou velocidade, que incite o0 movimento do sistema.

Optou-se pela utilizagdo de uma condi¢do inicial de posi¢do, pois ¢ de mais facil

interpretagdo fisica, além de mais simples implementagdao. Como observado anteriormente, a
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presenca de elipsidade tem o comportamento apenas de diminuir o carregamento sob a area de
contato, além de desacoplar as direcdes da equagdao de Reynolds. Assim, na maioria dos casos

estudados foi empregado a elipsidade 1,0.

De modo a confirmar o comportamento transiente da resposta a vibracgao livre um caso de
contato geral foi simulado. Apresentando um carregamento mediano, aliado a uma elipsidade de
Kk =0,5, o caso analisado foi: M =200, L=10 ¢ Q, 6 =10,26. O grafico da Figura 5.11

apresenta tanto a resposta transiente do contato, como o comportamento das espessuras minima e

central do filme.

Como previsto, tanto espessura minima quanto central apresentam um comportamento
distinto até atingirem regime ao entorno de T=1,0, sendo que ocorre na espessura central o
mesmo que no carregamento harmonico, fato que pode ser visto na Figura 5.12. O deslocamento

tende, entdo, para o valor de equilibrio estatico, que neste caso ¢ H, =0,8710. A fun¢do de

ajuste de Wijnant prevé, para este caso, H, = 0,8841.

Para validar os resultados do equacionamento transiente, alguns casos especificos de
contato foram analisados para confirmar alguns pontos observados por Wijnant (1998).
Primeiramente, como Wijnant descreve em seu trabalho, o periodo de oscilagdo no caso EHD
transiente ¢ diretamente ligado a freqiiéncia adimensional do contato seco. Se para o caso da
oscilagio do contato seco o periodo ¢ de 5,13, no caso da lubrificagio EHD, com a

adimensionalizacdo prevista no Capitulo 4, o periodo sera 7, =5,13/Q .

Este comportamento pode ser observado tanto na Figura 5.11 a), onde o periodo esperado ¢

de T, =1/2, assim como na Figura 5.13, onde sdo observadas trés respostas transientes para o
caso M =100, L=15 e k =1,0, com as freqiiéncias adimensionais  =2,56, 5,13 e 10,26.
Neste caso, os respectivos periodos de oscilagdo sdo 7, =2, 1 e 1/2. A variagdo de freqiiéncias

adimensionais pode ser obtida, fisicamente, através da variagdo da massa do elemento rolante,

sem influenciar as condigdes de contato.
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Figura 5.11 — Resposta transiente, a) deslocamento H ,,b) espessura centra /_ e c) minima H ;

A Figura 5.13 também mostra que o decremento por oscilagdo ¢ proximo entre 0s casos
avaliados. Apds uma oscilagdo, o valor de posicdo ¢ proximo, porém, com o aumento da
freqii€éncia, esses valores tendem a se distanciar. Tal fato decorre principalmente da diferente

discretizacdo das curvas, com um menor periodo e o0 mesmo passo incremental no tempo, a
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discretizagdo passa a ser menos precisa. Tal comportamento também esta presente nos resultados

de Wijnant (1998) .

T=0.25

E] o5 05 1 K] Fra ] o8 1

T=1:.0 T="f:]_5 T=x2.0
Figura 5.12 —Contornos de espessura para o caso M =200, L=10¢ Q =10,26;
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085
- .o
081
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Figura 5.13 —Resposta transiente a trés freqiiéncias adimensionais Q, = 2,56, 5,13 e 10,26;
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Nos casos apresentados, a condi¢do inicial da posi¢ao foi dada como uma porcentagem do
valor do equilibrio, sendo que para a Figura 5.13 foi de 85%, isto €, o elemento ¢ levantado 15%
do seu valor de aproximacao da pista e solto para comecar o movimento livre. A influéncia desta

condig¢do inicial no comportamento do sistema pode ser observada no grafico da Figura 5.14.

; 5 : : ——40%
b 1) S L S o S e ~—-20% ||

oglb ... 'Lf ......... \;.j ......... V ............ .............. ............. |
o7kl ............ ............ .............. ............. il

0B oo .............. .............. .............. .............. ..............

0 1 2 3 4 5 6

Figura 5.14 —Resposta transiente pra trés desvios do equilibrio estatico, 10%, 20%, 40%;

Para o caso de contato EHD M =100, L =5 e ¥ =1,0, foram utilizados trés valores de

desvio da posi¢do inicial, 10%, 20% e 40%. Apesar da grande diferenca nas trés condi¢des
quanto a amplitude de oscilagdo, o periodo se manteve o mesmo, garantindo assim a coeréncia

das caracteristicas dinamicas. O equilibrio estatico para este caso ¢ H, = 0,8980.

Para confirmar a hipotese de linearidade imposta por Wijnant em seus trabalhos, foi
simulado o caso citado em Wijnant e Wensing (1999), onde ¢ apresentado um grafico de posicao

em fun¢do do tempo, H, X7, com o resultado do ajuste linear, sendo a notagdo adotada no

trabalho AxTempo . O caso indicado ¢ M =200, L=10,k=10e Q, =25.

O grafico da Figura 5.15 a) apresenta a resposta transiente tendendo a um valor diferente do

equilibrio estatico esperado. O valor obtido para o equilibrio pelo algoritmo implementado foi
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H, =0,9208, muito perto do valor ajustado de H; =0,9239, como mostrado na figura 5.15b).
Com a divergéncia nas respostas, um método de ajuste mais robusto para obter os coeficientes
dinamicos do contato deve ser utilizado, evitando assim qualquer desacordo entre simulacdo e
ajuste. Wijnan e Wensing (1999) apresentam um ajuste linear a resposta, como aqui reproduzido
na Figura 5.15 a) pela linha tracejada ajustada a resposta simulada, dada pela linha solida. Nao foi
apresentado nenhum valor numérico para a rigidez no contato neste caso. O amortecimento
viscoso adimensional, porém, foi indicado como D = 0,005

Ajuste posicéo Hn

1.00 098

0.90 —

0.80
=

0.70

0.60 —

0.50 ‘ ‘ 086

0 2 4 6 0 1 2 3 4 5
T
Time (s)
a) b)

Figura 5.15 —Resposta transiente pra M =200, L=10, k =10 e Q =2,5, a) segundo Wijnant
e Wensing (1999), b) simulado

Como anteriormente destacado, um método mais eficaz para o ajuste dos coeficientes do
contato ¢ o ajuste direto da forca no contato para um sistema dindmico, linear ou ndo. Desta
forma a forca no contato, expressa neste modelo pela integral da pressdo sobre a area de contato,
deve se ajustar sobre um conjunto mola e amortecedor. O desenvolvimento numérico completo se

encontra em Zhao (2005), porém, na seqiiencia, serao descritos os principais pontos.

A priori, para o caso linear, a equacdo do movimento como apresentada na Equagdo 4.12,

deve ser ajustada pelo método dos minimos quadrados a:
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d*H d H
b ¢+ D, C+KH, =1 5.4

Q> dr’ dr

Sendo D, e K, respectivamente o amortecimento e a rigidez lineares adimensionais. Para
simplificagdo de notagdo, a varidvel H, serd substituida por u nas proximas equagdes. Desta

forma, definindo uma variavel para forgas dindmicas no filme, f,, tem-se:
3 e e
fi=Ku+Dp=—=["[" P(X,y,T)dXdY 5.5
27 Joeo e

Pelo método dos minimos quadrados, pode-se aproximar a forga calculada pelo método ao
ajuste dindmico linear. Desta maneira, definindo o minimo quadratico da diferenga como ¢~,

obtém-se:

2

q* =Y ((f,), —Ku, —Du,) 5.6

w=0

Minimizando a expressdo para K, e D, tem-se:

aqz N N 5 N
= o) K Y () =D, Y ui, =0
1 =0 w=0 w=0
5.7
an u . ol N2 at .
a?zz(fd)wuw_l)lz(uw) _Klzuwuw:()
1 w=0 w=0 w=0
E por fim, montar o sistema linear resultante implica em:
N N
(uw) WZ:()uqu |:K1i| B ;(fd Wuw 5 8

'Dl

>

2
N 5 | N
uwuw Z(uw) Z(fd Wuw
w=0 w=0

w=0
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Da simula¢do numérica resultam posi¢ao e velocidade, dadas respectivamente por u,, e u,,

para cada passo w da integracdo temporal. O valor da for¢a dindmica também ¢ obtido a cada
passo da integracdo pela simples integracdo da pressdo resultante sobre o dominio. Desta forma,
de posse do sistema linear da Equacao 5.8, sdo obtidos os valores da matriz de coeficientes

dindmicos, composta, neste caso, por K, € D,.

Para obtengao do primeiro ajuste linear foi utilizado o mesmo caso presente na Figura 5.13,

M =100, L=15 e k¥ =1,0, pois, como apresentado, o comportamento das respostas, mesmo

para os trés valores de freqiiéncia adimensional, devem ser parecidas. Para o caso com maior

periodo, ou seja, Q =2,65, a Figura 5.16 mostra o ajuste linear da for¢a como a linha

pontilhada e a resposta simulada em uma linha solida.

Ajuste Forga

0.85

09

0.85

08
0

Figura 5.16 —Ajuste linear da for¢a dinamica no contato para M =100, L =15,k =1,0 e

Q =2,65;

Apesar de proximo, o ajuste por minimos quadrados linear ndo se mostrou suficientemente
preciso para a for¢a no contato. De modo a quantificar as discrepancias e possibilitar uma

comparagdo dos resultados, sera introduzido o conceito do erro de aproximagdo da forga, e,
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como sendo a média absoluta das diferencas pontuais entre valores simulados e valores ajustados.

Neste caso o erro ¢ de e, = 2,1364x107. Para este ajuste, os valores obtidos para as constantes

dindmicas do contato foram: D, = 0,00594 ¢ K, =1,2073.

Para verificar, entdo, a resposta dinamica do sistema, agora caracterizado pelas constantes
D, e K,, a Equagdo 5.4 deve ser avaliada com as mesmas condi¢des iniciais, de forma a obter a
mesma resposta gerada pelo modelo EHD. Utilizando dois integradores implicitos tipo Runge-
Kutta, um de quarta e quinta ordens e outro de segunda e terceira ordens adaptado para problemas
mais rigidos, ambos com incremento de tempo variavel. Estes integradores sdo parte integrante
do pacote computacional comercial MATLAB®, e serdo denominados ode45 e ode23

respectivamente.

Ambas as repostas estdo presentes no grafico da Figura 5.17. Da mesma forma, uma média

dos desvios pontuais entre ajuste e resposta simulada pode ser avaliada. Para o caso da posicao

tém-se €, oppys = L,2173%107 € €, 0y =1,2305%107°.

Como indicado pelo valor do erro de posi¢ao, utilizando o ajuste linear, ndo foi possivel
obter uma concordancia suficiente para o resultado. Para os outros dois casos de periodo menor,

onde Q =513 e Q =10,26, foi utilizado o0 mesmo procedimento, estando os valores de ajuste

listados na Tabela 5.8.

Apesar da proximidade nos valores obtidos, que confirma a independéncia das
caracteristicas da freqiiéncia adimensional, estes ainda sdo distantes de resultados satisfatorios
para a resposta transiente do sistema, ainda apresentando o desvio de freqiiéncia, como observado

na Figura 5.17, para todos os casos, Figura 5.18.

Desta maneira, apesar do residuo pequeno para a posi¢do, para o caso Q =10,26, ainda

existe um erro grande no processo de ajuste para o caso linear. De modo a quantificar melhor este
erro, serd introduzida uma quarta medida de erro. Desta vez, porém, os coeficientes calculados

serdo utilizados para obtencdo da curva de aceleragdo, que também pode ser comparada com a
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aceleragdo calculada pelo integrador Newmark-B. A equacdo utilizada para esta avaliagdo ¢ a
mesma apresentada na Equacao 5.4, entretanto isolando-se o termo i . Neste caso a média dos
desvios pontuais das aceleragdes para os trés casos esta apresentada na sétima coluna da Tabela

5.8, designada por e; .

0.95

059+

085

08

0.75

0.70 1 2 3 4 5 5

Figura 5.17 —Ajuste linear da posi¢do para o contato: M =100, L=15, k=10 e Q =2,65;

Tabela 5.8 — Dados do ajuste Linear para o contato M =100, L =15, k =1,0;

Q K, D, €, €,.0DE4s €, opE23 e;

n u

2,65 1,2073 0,0059 2,1079E-03 1,2173E-02 1,2305E-02 3,1248E-01
5,13 1,2070  0,0089 1,4607E-03 1,3843E-03 1,5299E-03 1,2551E+00
10,26 1,2052  0,0078 5,6474E-04 4,5841E-04 4,2394E-04 2,6578E+00

Com os resultados obtidos, o modelo linear para o contato, aqui ajustado pelo método dos
minimos quadrados, apresente baixa correlacdo de seus resultados com os valores simulados pelo
algoritmo EHD eliptico transiente implementado. Assim sendo, um método de ajuste mais

sofisticado e robusto deve ser utilizado.

Da mesma maneira que a matriz linear dos coeficientes foi introduzida no sistema linear
presente na Equacdo 5.8, uma matriz ndo linear pode ser derivada de uma aproximag¢ao nao linear

para a forca dinamica no contato. Adicionando a Equagao 5.5 os termos quadrados, cubicos e
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mistos de rigidez e amortecimento para a for¢ca dindmica, obtém-se um conjunto total de sete

coeficientes, conforme a Equagdo 5.9.

f,=Ku+Dui+Ku*+D,u’+Ku’ + Dy’ + B,uii 5.9
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Figura 5.18 —Ajuste linear da posicdo para o contato: M =100, L=15,k=1,0a) Q =513 e

b) Q, =10,26;
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Analogamente, aplica-se a Equagdo 5.9 o método dos minimos quadrados para obter um
sistema linear, agora de sete equacdes e sete incognitas, onde as varidveis desconhecidas sdo os

coeficientes dindmicos ndo lineares do contato.

Porém, como todo método de ajuste, alguns dos coeficientes dindmicos ndo tém grande
influéncia sobre a qualidade do ajuste. Para observar a sensibilidade do equacionamento uma
resposta padrao, com todos os coeficientes, ¢ utilizada como referéncia, para fins de comparacgao

com outras respostas excluindo alguns coeficientes. Os resultados estdo listados na Tabela 5.9.

Tabela 5.9 —Anélise de sensibilidade do modelo de ajuste ndo linear;

Coef. Todos -K, -D, -K, -D, -K, -D, -B,
e, 4,0598E-08  3,1971E-05 4,4172E-08  6,8039E-07 59783E-08 1,9215E-06 4,3791E-08  4,6021E-08
e, 2,7114E-05  1,6217E-02  2,9566E-05 4,4901E-04  3,8068E-05 1,2183E-03  2,9376E-05  3,1213E-05

As unicas variagdes importantes dos residuos, tanto para forca quando para aceleragdo, se
deram na retirada dos coeficientes de rigidez de primeira, segunda e terceira ordem. Desta forma,
um modelo com estes coeficientes de rigidez e com apenas o amortecimento viscoso linear ¢
suficiente para ajustar a resposta. A hipotese de amortecimento viscoso ja havia sido apresentada
por Wijnant (1998), quando previu que as curvas que descrevem a resposta transiente fossem

exponenciais, porém apenas graficamente.

Com os quatros coeficientes mais relevantes, reduz-se o sistema linear do ajuste para

apenas quatro equacdes e quatro incognitas, sendo estas K,, D,, K, e K, . Reproduzindo, entdo,

os ajustes da Tabela 5.8, porém para o novo modelo ndo linear foram, obtidos os resultados da

Tabela 5.10.

Os dados ajustados para o caso de menor periodo, ou seja, com Q =10,26 foram obtidos

com o0 mesmo numero de pontos que os outros dois casos, porém para um periodo total de tempo
adimensional menor, o que aumenta a precisao da resposta simulada. Apesar do indicado em

prévios estudos de convergéncia por Wijnant (1998), uma discretizagdo menor da resposta no
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tempo € necessdria para uma maior coeréncia do resultado. Um processo com incrementos de

tempo varidvel, como introduzido por Goodyer (2001), deve gerar resultados mais precisos.

Para o caso Q, =5,13, os graficos da Figura 5.19 a) e b) mostram, respectivamente, o

ajuste da forca dindmica no contato e o ajuste da aceleragcdo do sistema. Ambos os casos, agora,
apresentam coeréncia do ajuste aos resultados de baixo residuo. Nao somente aceleragdo e forca
se mostraram mais coerentes, mas também o ajuste de posi¢ao, ndo mais apresentou a tendéncia a
alongamento do periodo, como pode ser visto no grafico da Figura 5.20, também para o caso

Q =265.

Tabela 5.10 — Dados do ajuste Nao Linear para o contato M =100, L =15, x =1,0;

Q, K, D, K, K, e €;
2,65 0,9108 0,0112 0,3330 0,0169 3,2120E-08 9,7913E-06
5,13 0,9293 0,0093 0,2858 0,0514 5,9053E-08 3,8751E-05
10,26 0,8933 0,0081 0,3396 0,0377 5,3282E-09 5,0883E-06

De forma a comparar também o efeito da aproximagdo inicial sobre a caracteriza¢do do
contato, os casos apresentados na Figura 5.14 foram ajustados para o caso ndo linear. A Tabela
5.11 apresenta os resultados de tal ajuste. Observa-se que apesar das diferentes condigdes iniciais
impostas os valores dos coeficientes estdo proximos. Mais uma vez, a discretizacdo no tempo ¢
um fator crucial, o caso de maior desvio apresenta maiores gradientes e, com isso, necessita de
maior discretizagdo para garantir uma adequagao da simulagdo. Mesmo desta forma ocorre um

maior desvio do valor esperado.

Tabela 5.11 — Dados do ajuste Ndo Linear para o contato trés casos de desvio da condi¢do

estatica como condi¢ao inicial;

Desvio do

Equilibrio K, Dy K, K €r Ci
10% 0,6694 0,0132 0,5387  -0,0475 8,7696E-09 6,6995E-06
20% 0,6833 0,0136 0,5200  -0,0393 1,1525E-07 4,6498E-05
40% 0,7311 0,0138 0,4568 -0,0119 3,9656E-07 1,2609E-04
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Figura 5.19 —Ajuste ndo linear a) da for¢a dinamica no contato e b) da acelerag¢do do sistema, de

acordo com Tabela 5.10, caso , =5,13;

Apesar de o valor de amortecimento para os trés casos se mostrar bastante estavel, os
valores dos coeficientes de rigidez apresentaram certo desvio. Tal comportamento pode ser
esperado, pois como indicado anteriormente, a rigidez no contato ndo necessariamente se
comporta como o polindmio de terceiro grau utilizado nas analises. Esta rigidez ndo linear foi
descrita para o contato seco e utilizado por Fukata (1985) para descrever a orbita dos mancais de

elementos rolantes no tempo.
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Figura 5.20 —Ajuste nao linear do deslocamento do sistema, de acordo com Tabela 5.10, caso
Q =2,65;

Depois de encontrado um método confidvel para o ajuste das forcas no contato e,
consecutivamente, para os coeficientes dindmicos do filme de 6leo, o contato no mancal de
elemento rolante pode ser estudado. Como previsto anteriormente, dois casos do mancal serdo
estudados. Ambos representam o contato na esfera de posi¢do angular mais carregada, sendo

estes o contato interno e externo, com suas caracteristicas presentes na Tabela 5.6.

Os valores calculados para os coeficientes dindmicos do contato esfera-pista interna no
mancal de elementos rolantes, assim como os valores dos residuos do ajuste estdo listados na
Tabela 5.12. Mais uma vez, devido a alta freqiiéncia adimensional, a discretizacdo da resposta €
baixa, sendo assim os resultados devem ser olhados com cautela. Os graficos da Figura 5.21

mostram os ajustes da for¢a dindmica no contato e posi¢ao.

Tabela 5.12 — Dados do ajuste Nao Linear para o contato Elemento-Pista Interna no Mancal

FAG6005, M =9912, L=1175, x =0,1092;

Q K, D, K, K, e, e,

n u

12,14 0,3652  0,0017  0,8098 -0,1509 1,1208E-10 9,2454E-07
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Figura 5.21 —Ajuste ndo linear a) da forca dinamica no contato e b) da aceleracdo do sistema para

o contato Elemento-Pista Interna no Mancal FAG6005, M =9912, L =11,75, « =0,1092;

O mesmo ocorre para o contato Elemento-Pista Externa, que foi simulado para um periodo

menor de tempo, porém com maior numero de pontos. Como a freqiiéncia adimensional, neste

caso, € quase quatro vezes maior que a do contato com a pista interna, o ajuste também fica

prejudicado. A Tabela 5.13 e os graficos da Figura 5.22 apresentam os resultados do ajuste para

este contato.
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Figura 5.22 —Ajuste nao linear a) da forca dindmica no contato e b) da aceleragao do sistema para

o contato Elemento-Pista Externa no Mancal FAG6005, M =13373, L =8,38, k =0,1357;



Tabela 5.13 — Dados do ajuste Nao Linear para o contato Elemento-Pista Externa no Mancal

FAG6005, M =13373, L =8,38, k =0,1357;

Q K, D, K, K, e, e,

n u

40,29 0,5103 0,0009 04787  0,0255 4,1041E-10  5,8939E-07

Para ambos os casos, o residuo do ajuste ficou muito baixo, mostrando uma boa coeréncia
entre resposta transiente obtida pelas simulacdes e os valores dos coeficientes dinamicos do
contato ajustados. Porém, o comportamento da resposta transiente da posicdo deve ficar
prejudicado devido a discretizagdo, € ndo ao método de ajuste, quando se leva em conta os

coeficientes obtidos. Este efeito pode ser visto na Figura 5.23

Com estes resultados, se valida o modelo de ajuste ndo linear para as forgas do contato
EHD, e assim, torna-se possivel a obtengdo dos coeficientes dinamicos do contato. Uma possivel
solucdo para o problema da discretizagdao para contatos com parametros muito variantes ¢ definir
o tamanho da malha temporal associado ao periodo de oscilagdo, obtendo, assim, uma

discretiza¢do mais coerente para cada caso.

Ajuste Forga Ajuste posigéo Hn
1.04

096

084

092
T T

¢) d)
Figura 5.23 —Detalhe do ajuste ndo linear a) da for¢a dinamica no contato e b) da posi¢ao do

sistema para o contato Elemento-Pista Interna no Mancal FAG6005;

A simulagdo transiente do contato EHD em mancais de elementos rolantes ainda ¢ muito

custosa computacionalmente, principalmente pelo calculo da integral de deformagdo. Uma
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melhora no desempenho deste procedimento em particular pode acelerar o processo completo,
tornando, assim, a obtengao destes coeficientes dinamicos mais amigavel. O método introduzido
por Liu (2000) deve diminuir o custo computacional, pois utiliza uma Transformada de Fourier

para calcular a integral, devido a sua forma se assemelhar a uma integral de convolucao.

O modelo de ajuste ndo linear, na forma apresentada, também pode ser aplicado a resposta
harmdnica do contato. Porém, deve-se sempre levar em conta a for¢ca no contato e ndo o
carregamento harmodnico aplicado. Neste caso, a velocidade dos corpos deve ser obtida através da

diferenciagdo da resposta transiente de posi¢ao no tempo.

A aproximagdo do contato dinamico EHD a um sistema massa-mola-amortecedor facilita a
analise dindmica de sistemas mecanicos, sujeitos a tal forma de lubrificacdo. Um modelo nado
linear para tais sistemas ¢ de grande valia na simulagdo de conjuntos maiores, sendo possivel a
visualizagao da influéncia dinamica destes componentes no comportamento geral do sistema

completo.
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Capitulo 6

Conclusao

Com a introducdo do modelo transiente ao equacionamento Elastohidrodinamico, como
apresentado em Nonato (2008), o modelo geral para o contato se torna mais preciso e robusto,
com a possibilidade de ampliar a gama de andlises destes sistemas. Como explorado neste
trabalho, na area da dinamica do contato, torna-se possivel a observagdo do comportamento

destes contatos em casos especiais, como carregamentos harmodnicos e vibragoes livres.

Os primeiros resultados, obtidos para o caso estaticos, com o objetivo de validar o
equacionamento eliptico, foram bem satisfatorios, possibilitando a aplicagdo do mesmo aos casos
mecanicos reais, como aqui apresentado para mancais de elementos rolantes. Principalmente,
levando em conta os possiveis problemas ressaltados por Goodyer (2001), o residuo apresentou

uma boa convergéncia tanto para a pressdo quanto para o balanco de forgas, como na Tabela 5.3.

Parte dos efeitos observados sobre a convergéncia devem-se as melhorias no processo

hibrido de relaxamento. A utilizagdo de uma fronteira fixa para o pardmetro & da equagdo de

Reynolds facilita a convergéncia, principalmente em casos de altas cargas, como observados no
mancal simulado. A implementacdo, como descrita em Nonato e Cavalca (2008), leva em conta

entdo o valor § invariante entre as malhas, possibilitando um maior controle das zonas onde

ocorrem as relaxagdes por cada método.

Como observado em trabalhos anteriores, Wijnant (1998) e Nijenbanning (1994), a

influéncia principal da elipsidade sobre o contato se dd na forma de amenizador das pressdes
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sobre a area, exatamente por aumentar esta mantendo a carga. Com a redugdo deste fator, a elipse
torna-se mais estreita na direcao transversal a direcao do fluxo, o que fisicamente produz uma
predominancia dos efeitos do gradiente de pressdo na dire¢cdo do fluxo. Numericamente, fica

explicito a redugdo do segundo termo de Poiseuille pelo fator de elipsidade « .

Os resultados mais importantes deste modelo, porém, sdao aqueles para o valor
adimensional da aproximacdo dos corpos. Utilizando o ajuste proposto por Wijnant (1998) para
validar o algoritmo, os resultados obtidos ficaram satisfatoriamente proximos aos valores de
comparacao. Estes valores, diretamente relacionados com o balango de forgas no contato, sao de
suma importancia tanto para o caso estatico quanto para o dinamico, uma vez que se tornam a

varidvel principal do sistema.

A convergéncia dos valores da aproximacao apresentou um comportamento de segunda
ordem, segundo a Tabela 5.4, como esperado. Este efeito deve-se basicamente ao fato de, a cada
nivel, a distribui¢do de pressdo estar representada por mais ou menos pontos. Como em um nivel
inferior de malha, com menos pontos, a pressdo assume uma representacdo mais grosseira da
distribuicao final, o fator de aproximagao, derivado diretamente do balango de forgas, se torna
diferente, pois a integral numérica sobre tal dominio também ¢ diferente. Este comportamento

também pode ser esperado para variaveis como espessura central e minima do filme.

O equacionamento estatico, por fim, aplicado ao caso de mancais de elementos rolantes,
retornou uma curva de pressao onde os efeitos dindmicos previstos na equacdo de Reynolds sao
superados pela influéncia da parcela eldstica do contato, retornando curvas mais proximas ao
contato hertziano. Desta forma, os valores da aproximacao dos corpos ficam mais préximos a 1,0

assintoticamente, valor este que representa o caso do contato seco.

Ao introduzir, entdo, a forca harmoénica como apresentada, o modelo quase estatico
apresentou também uma reposta harmonica, conforme previamente observada tanto em Wijnant
(1998) quanto em Goodyer (2001). As alteragdes impostas ao cddigo serviram principalmente
para validar a introdugdo do termo de Squeeze a equagdao de Reynolds. Desta maneira, os efeitos

de propagacdo de onda no filme de lubrificante foram perfeitamente observados. Varios sao os
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trabalhos propostos que sumarizam os resultados devido ao transporte previsto pelo termo de
advecgdao, como Venner e Ludbrecht (1994,1996). Neste trabalho, a influéncia da propagacao
sobre as espessuras do filme de o6leo ¢ tratada nas Figuras 5.8 e 5.9, confirmando a hipotese de
velocidade adimensional 1,0 para frente de onda, ou seja, qualquer perturbacdo introduzida na

entrada do contato leva cerca de 1,0 segundo adimensional para atingir o centro do contato.

Nesta forma, o algoritmo ¢ funcional para gerar resultados tanto estaticos quanto dindmicos
para o contato EHD. Porém, optou-se, neste trabalho, por utilizar a resposta da vibragao livre para
caracterizar o contato em detrimento a resposta harmonica, apenas pelo fato de ser possivel

observar a influéncia da inércia nos procedimentos de ajuste.

A introducdo dos termos de inércia se deu pela utilizacdo da equagdo de movimento
aplicada ao sistema do contato, onde o elemento rolante se torna a massa suspensa por
componentes dindmicos sobre as pistas, tanto interna quanto externa. Neste caso, fica evidente
que as forcas dinamicas geradas no contato, isto €, agindo sobre o filme de lubrificante, sdo
diretamente relacionadas as constantes dinadmicas, que foram obtidas pelo ajuste por minimos

quadrados.

Com a utilizag@o do integrador Newmark-8, esta equacdo de movimento foi avaliada como
parte do sistema de equacdes do problema, gerando tanto as curvas da resposta transiente da
aproximacao dos corpos, assim como a velocidade e aceleracdo, necessarias ao processo de

ajuste.

Para este caso transiente, a introdu¢do da freqiiéncia adimensional Q , como o fator

definido pela massa suspensa, determina o periodo de oscilacdao da resposta. Diretamente ligado

ao contato seco, tal periodo de oscilagdo foi observado como 7, =5,13/€Q , assim como em

Wijnant (1998), diferentemente do caso harménico em que a freqiiéncia era diretamente

proporcional a freqiiéncia da excitagao.

Nestas respostas, porém, a varidvel posicao tem sua amplitude de oscilagdao balizada pelo

amortecimento viscoso gerado no filme, tendendo, assim, ao valor do equilibrio estatico, imposto
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pelas caracteristicas do contato. Este comportamento pode ser visto na Figura 5.11, que também
mostra o comportamento das variaveis espessura minima e espessura central do filme. Estas duas
variaveis, assim como no caso harménico, sdo afetadas pela propagacao dos disturbios através do

contato.

Variando a freqiiéncia adimensional, o filme apresentou caracteristicas muito similares de
amortecimento, como visto na Figura 5.13. Também variou-se a condic¢do inicial de posi¢do,
imposta de maneira a gerar o0 movimento transiente. Neste caso, observa-se que o periodo de

oscilagdo ¢ indiferente a tais condigdes, mantendo-se constante para o mesmo contato.

Utilizando o ajuste linear por minimos quadrados sobre as respostas obtidas, os resultados
de Wijnant (1998) e Wijnant (1999) nao foram obtidos. Porém, a utilizacdo do mesmo método de

ajuste para o caso nao linear se mostrou bastante precisa e robusta.

Tanto para o caso de variagdo de freqiiéncia adimensional, quanto para as variagdes da
condi¢do inicial de posi¢do, o ajuste por minimos quadrados prevé resultados similares para os
coeficientes dinamicos do contato. Desta forma, confirma-se tanto a validade dos resultados do
algoritmo utilizado, quanto os valores ajustados. A Tabela 5.9 ¢ 5.10, assim como as Figuras 5.19

e 5.20, mostram estes resultados.

De posse do algoritmo transiente para vibragdes livres, aqui indicado, juntamente ao
modelo nao linear de ajuste da for¢a dindmica, o contato no mancal de elementos rolantes pdde
ser estudado. O ajuste ndo linear para ambos os casos simulados foi coerente, indicando um alto
grau de precisdo no ajuste. Porém, a utilizagdo das condi¢des de contato previstas nas Tabelas 5.6

e 5.7 geram periodos de oscilagdo muito curtos, necessitando uma maior discretizagdo no tempo.

Portanto, o objetivo principal deste trabalho foi alcancado satisfatoriamente, sendo
apresentado um método para andlise dinamica de contatos EHD. Sua aplicagdo em casos reais ¢é
aceitavel, feitas algumas correcdes quanto a precisdo numérica, reduzindo o passo temporal.

Desta forma, ¢ possivel, através do método dos minimos quadrados, ajustar coeficientes
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dindmicos ndo lineares ao contato, de forma a caracteriza-lo e possibilitar sua posterior simulagao

em aplicacdes diversas.

Sugestoes para Trabalhos Futuros

Tendo em vista os avancos obtidos neste trabalho, surgem as sugestdes para futuros
trabalhos sobre o tema. O préprio algoritmo utilizado para as simulagdes transientes do contato
EHD possui pontos onde ha espago para otimizacdo dos métodos numéricos. Um destes pontos ¢
a custosa integral de deformacdo que apresenta uma caracteristica muito especifica de

singularidade. Métodos alternativos para sua avaliagdo sdo pontos de interesse nesta area.

O proprio método de ajuste pode ser estendido para mais casos reais de contatos EHD,
como por exemplo o contato em CVT toroidal. A simulagdo numérica deve levar em conta todos
os fatores que implicarem em melhor representagdo dos resultados, porém o ajuste pode ser
executado, caracterizando e comparando diferentes fluidos ou contatos. Da mesma forma, os
métodos de ajuste podem ser estendidos para outros padrdoes ndo lineares de coeficientes

dindmicos, buscando um ajuste ainda melhor das for¢as no filme lubrificante.

Com a caracteriza¢do do contato em mancais de elementos rolantes, o sistema como um
todo passa a ser passivel de solugdo, com a introducao do amortecimento provido pelo filme de
6leo. Desta maneira, os vinculos rigidos, ou ndo amortecidos, como anteriormente modelados,
passam a ser elementos dindmicos no conjunto mecanico. Desta maneira, outras aplicagdes de
contato EHD podem ser simuladas, por exemplo, para casos unidimensionais ou Termo-EHD,

com a adaptacao do algoritmo.
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Apéndice A

Distribuicao de Carregamento em Mancais Radiais de Esfera

Nesta secdo, serda apresentado de forma sucinta o equacionamento para obtencdo da
distribui¢do de carregamento em mancais de elementos rolantes de esferas radiais. O
desenvolvimento completo deste equacionamento se encontra em Harris (1973), e € aqui utilizado

seguindo a implementacao computacional de Vischi (2008).

Conforme esperado, a distribuicdo de carregamento em um mancal ¢ fortemente
dependente do nimero de esferas, sua posi¢ao angular e, principalmente, da folga radial, pois esta

define o comprimento angular da zona carregada.

De acordo com a teoria de Hertz, o carregamento da zona de contato est4 relacionado a uma
deformagdo dos corpos, de modo a obter uma area de contato suficiente para absorver as pressoes

do contato, dentro da zona elastica do material. Como mostrado, a relagdo entre a aproximacgao

dos corpos em contato seco e a for¢a aplicada ao contato ¢ da forma f = Kc*'”.

Para cada elemento rolante, entdo, serdo associadas duas deformacgdes, uma para o anel

interno, c¢,, € uma para o anel externo, c¢,. A soma destas duas deformagdes resulta na

deformacao total do elemento, ou seja, no valor total de aproximagdo entre as pistas do mancal.

Desta forma:

cn :ci+co (Al)
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Como apresentado em Harris (1973), o valor da rigidez em contato para a aproximacgao c,

pode ser obtido utilizando:

3/2

= 1
K, = 5 % (A.2)
VAR RN VAR &
(%) (%)
Sendo que, para cada elemento, K, e K, podem ser aproximados pela expressao:
" 1
K, =215x10°—(c")™"?
R (c) (A.3)
. 2f P 1/3
==L A4
T (ZKZEJ (a4)

Onde ¢* é um coeficiente adimensional de aproximagdo dos corpos .Entéo, para o mancal

rigido com um carregamento puramente radial, a deflexdo ¢ dada por:
1
¢, =c, cosy —EPd (A.5)

7

Neste caso, ¢, ¢ o deslocamento radial dos anéis, P, ¢ a folga diametral e y ¢ o angulo de

Azimuth ou de posicao do elemento. De acordo com Harris (1973), a expressao A.5 pode ser

reescrita em funcao da deflexdo maxima, na forma:
¢, =Cp | 1- 1 (1-cosy) (A.6)
v 2,Y

Onde:
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1(. P,
v=—( ——J (A7)

A expressao A.6 pode ser reescrita para o carregamento maximo. De forma similar, tem-se

a carga maxima nos elementos, f,,. , ¢ a carga por elemento, f, , para cada angulo y .

1 3/2
fo = S [1—E(1—cosw )} (A.8)

A Figura A.1 representa, esquematicamente, a condicao de deflexdo em um mancal radial

antes e depois da aplicagdo do carregamento.

Figura A.1 — Condicao de deformacao em um mancal radial de esferas;
A extensdo da zona solicitada pelo carregamento ¢ definida pela folga diametral no mancal.
Quando em folga zero, somente os elementos da metade inferior do mancal estardo carregados,

ou seja, uma extensio de 180° do carregamento ao longo da pista. A expressdo para o angulo de

carregamento ¢ obtido a partir da equagdo A.5.

_l[ P, J
Y, =cos | — (A.9)
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Tendo em maos uma equagdo para o carregamento de cada elemento, a equacao A.8, pode-

se fazer o equilibrio estatico no mancal. Os elementos contidos na zona 2y, de carregamento

devem estar solicitados por um carregamento que equilibre a for¢a aplicada ao mancal. Tem-se,

portanto, para a for¢a resultante no mancal, a expressao:

Y,

3/2
fo=fim Z [1 — % (1- cosy )} cosy (A.10)
v
Que na forma integral, torna-se:
P 3/2
f, =Zl?n(c, —70’) J, @) (A.11)

Sendo:

3/2
J ()= E,Vll[l—%(l—cosw )} cosy dy (A.12)

Nota-se que o equacionamento torna-se dependente do valor de 7y, sendo este o parametro
de entrada para um equacionamento iterativo. O fator y €, por sua vez, dependente de c,, que
deve ser obtido pelo equacionamento. Este procedimento deve ser seguido até um desvio
suficientemente pequeno entre os passos. Com a convergéncia do valor de c, pode-se, entdo,

obter o carregamento distribuido entre os elementos rolantes pela equacao A.8.
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