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RESUMO 

Este trabalho tem como objetivo analisar a influência das condições de lubrificação de 

mancais hidrodinâmicos no comportamento estático e dinâmico do rotor. À vista disso, 

desenvolveu-se um modelo para solução da equação de lubrificação de Reynolds com 

conservação de massa e condição de cavitação baseado na abordagem p-𝜃. O modelo 

implicitamente considera a condição de cavitação de acordo com a teoria de Jakobsson-Floberg-

Olsson, localizando as fronteiras de ruptura e reformação do filme de maneira automática, e 

considera as condições de entrada de lubrificante como condições de contorno aplicadas à 

região do groove. Para a implementação numérica do modelo foi utilizado o Método dos 

Volumes Finitos, por se tratar de um esquema localmente conservativo e que, portanto, favorece 

a representação correta dos fluxos. A solução do problema fornece o campo de pressão e de 

fração volumétrica ao longo de todo mancal, a partir dos quais é possível determinar as forças 

hidrodinâmicas e a posição de equilíbrio estático do eixo no mancal. Além disso, considerando 

que as forças hidrodinâmicas têm comportamento linear em torno da posição de equilíbrio, 

calcula-se os coeficientes equivalentes de rigidez e amortecimento do mancal. Por fim, a análise 

dinâmica do sistema é realizada aplicando o Método dos Elementos Finitos para modelar a 

equação de movimento do conjunto rotor-mancais. Essa análise permite definir as velocidades 

críticas, o limiar de instabilidade e a resposta dinâmica no domínio do tempo. Deste modo, é 

possível impor diferentes condições de entrada de lubrificante e observar seus efeitos na 

resposta estática e dinâmica do rotor. Diante disso, foram realizadas análises da influência da 

posição de entrada de óleo no mancal, da influência da pressão de alimentação e, por fim, da 

influência da vazão de entrada considerando cenários de falta de lubrificação (starvation) e com 

lubrificação plena (flooded). Os resultados mostraram que a condição de lubrificação é decisiva 

no desempenho do mancal, podendo mudar consideravelmente a capacidade de carga, os 

coeficientes equivalentes e, inclusive, o comportamento estável do sistema. É notável a relação 

do desempenho do mancal principalmente com a posição do groove e a evidente transição do 

comportamento entre lubrificação em starvation e flooded. 

 

Palavras Chave:  Condições de lubrificação; Starvation; Dinâmica de rotores; Mancais 
Hidrodinâmicos; Coeficientes Dinâmicos; Modelo de cavitação com conservação de massa;



  

ABSTRACT 

This work aims to analyze the influence of lubricant supply conditions of hydrodynamic 

bearings on the static and dynamic behavior of the rotor. Therefore, a mass-conservative 

cavitation model based on p-θ formulation of the Reynolds equation is developed. This 

approach implicitly considers Jakobsson-Floberg-Olsson cavitation conditions, leading to the 

automatic localization of the film reformation and rupture boundaries, and also considers the 

lubricant supply conditions as boundary conditions applied to the groove region. The Finite 

Volume Method is applied to numerically implement the model because it is a locally 

conservative scheme and therefore aids in the accurate representation of the flows. The problem 

solution provides the pressure and liquid fraction fields throughout the bearing domain, from 

which it is possible to determine the hydrodynamic forces and the equilibrium position of the 

shaft in the bearing. In addition, considering that the hydrodynamic forces have a linear 

behavior close to the equilibrium position, the equivalent stiffness and damping coefficients of 

the bearing are calculated. Finally, the dynamic analysis of the system is carried out by applying 

the Finite Element Method to model the equation of motion of the rotor-bearing assembly. This 

analysis allows to define the critical velocities, the instability threshold and the dynamic 

response in time domain of the rotating system. Thus, it is possible to apply different lubricant 

supply conditions and investigate their effects on the static and dynamic rotor response. 

Therefore, analyses of the influence of the oil inlet position on the bearing, the influence of the 

feed pressure and, finally, the influence of the inlet flow considering starvation and flooded 

bearing conditions were performed. The results showed that the lubricant supply condition is 

decisive in the performance of the bearing because it can considerably change the load capacity, 

the equivalent coefficients and even the instability threshold of the rotor system. There is a 

remarkable relationship between bearing performance and groove position as well as an evident 

behavior transition between starvation and flooded lubrication. 

 

Key Word: Supply Conditions; Starvation; Rotordynamics; Hydrodynamic Bearings; 
Dynamic Coefficients; Mass-conservative cavitation model.
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1. INTRODUÇÃO 

As máquinas rotativas são caracterizadas pela presença de um eixo rotativo apoiado 

sobre mancais. Desta forma, o conceito abrange turbinas, compressores, redutores, 

bombas e motores, possuindo aplicação em praticamente todos setores da mecânica. 

Além disso, o funcionamento das máquinas rotativas envolve princípios de diversas áreas 

de estudo, como mecânica dos sólidos, mecânica dos fluidos, transferência de calor, 

dinâmica, vibrações e controle de sistemas mecânicos. Por conseguinte, diversas 

pesquisas têm sido conduzidas no tema, levando ao desenvolvimento de sistemas 

rotativos mais confiáveis e eficientes, assim como a modelos matemáticos cada vez mais 

representativos. 

Um dos elementos fundamentais no progresso das máquinas rotativas foram os 

mancais hidrodinâmicos, pois são capazes de operar sustentando rotores com altas cargas 

e/ou com altas velocidades de rotação e ainda possuem boas propriedades de 

amortecimento. Nos mancais hidrodinâmicos radiais, as superfícies do mancal e do eixo 

são separadas por um filme de fluido lubrificante que, devido ao próprio movimento das 

partes, gera um campo de pressão hidrodinâmica capaz de suportar os carregamentos 

radiais do eixo. Além da excelente capacidade de carga, os mancais hidrodinâmicos 

possuem uma vida útil extensa quando projetados e utilizados corretamente, uma vez que 

o lubrificante reduz consideravelmente o atrito, o desgaste e o aquecimento dos 

componentes do sistema. À vista disso, os mancais hidrodinâmicos são comumente 

utilizados em plantas industriais, usinas elétricas, veículos, indústrias petrolíferas, entre 

outros. 

Devido a ampla aplicabilidade dos mancais hidrodinâmicos em rotores, assim como 

a grande quantidade de fenômenos e parâmetros envolvidos no seu projeto, fica evidente 

a necessidade de desenvolver estudos focados em compreender e modelar melhor o 

comportamento desses componentes. Esse conhecimento é necessário para o projeto de 

máquinas capazes de suportar cargas e velocidades mais elevadas, com maior 

estabilidade, confiabilidade e eficiência. 

Resultados já obtidos em pesquisas sobre dinâmica de rotores mostram que, de fato, 

os mancais hidrodinâmicos desempenham grande influência no comportamento dinâmico 

do rotor. Assim sendo, a flexibilidade dos mancais deve ser considerada durante a análise 

dinâmica, como realizado primeiramente por Smith (1933). Machado (2011) destaca que 

o filme de lubrificante que separa as superfícies tem papel essencial nas interações 



20 

 

  

dinâmicas entre as partes fixas e móveis, uma vez que o filme lubrificante possui rigidez 

e amortecimento inerentes, comportando-se como um sistema mola-amortecedor. 

Diante disso, infere-se que é mandatório modelar o filme de lubrificante. Para tal, 

o desenvolvimento desse modelo é realizado utilizando a teoria de lubrificação de 

Reynolds, que deduz uma equação para o cálculo do campo de pressão hidrodinâmica no 

filme, e o método de linearização proposto por Lund (1964), que aborda o filme 

lubrificante como um conjunto mola-amortecedor que pode ser facilmente acoplado às 

equações de movimento do sistema rotativo. 

Contudo, Vijayaraghavan e Keith (1992), Pierre e Fillon (2000), Tanaka (2000), 

Brito et al. (2014) e outros muitos trabalhos mostraram que o filme lubrificante e, 

consequentemente, a distribuição de pressão, são notoriamente influenciados pelas 

condições de entrada de óleo lubrificante no mancal. Dessa forma, o projeto inadequado 

dos parâmetros de entrada de óleo piora o desempenho do rotor como um todo e pode 

inclusive levar a falhas no conjunto, como ilustrado na Figura 1 e na Figura 2, que 

mostram mancais excessivamente desgastados devido ao contato metal-metal resultante 

da lubrificação insuficiente de óleo (starvation). Apesar disso, boa parte dos estudos não 

levam em conta a entrada de lubrificante no modelo do mancal, sendo raros os modelos 

que o fazem juntamente com a análise dinâmica do rotor. 

 

Figura 1: Bronzinas com falha prematura devido à insuficiência ou diluição do óleo 
lubrificante. Fonte: Mahle, 2016.  
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Diversos modelos para analisar o comportamento estático e dinâmico dos mancais 

e dos rotores já foram desenvolvidos no Laboratório de Máquinas Rotativas (LAMAR) 

da Universidade Estadual de Campinas (Unicamp) considerando diversos aspectos e 

fenômenos destes componentes, contudo ainda havia a necessidade de um modelo 

conservativo que considerasse a influência do efeito da condição de entrada de óleo. Tal 

necessidade foi satisfeita com o modelo implementado neste trabalho, possibilitando a 

análise do fornecimento de óleo e, futuramente, das falhas relacionadas a falta de 

lubrificação. 

 

O presente trabalho encontra-se dividido em 6 capítulos, sendo que o Capítulo 2 

contextualiza historicamente o presente trabalho entre os estudos sobre a influência das 

condições de entrada de lubrificante no comportamento de mancais hidrodinâmicos e 

rotores. O Capítulo 3 mostra os conceitos básicos de mancais hidrodinâmicos e apresenta 

a modelagem teórica utilizada para desenvolver o modelo de lubrificação considerando 

as condições de entrada do óleo, garantindo a conservação de massa e englobando 

abordagens com condição de lubrificação insuficiente (starvation). A implementação 

numérica do modelo é mostrada no Capítulo 4, descrevendo os métodos de volumes 

finitos e elementos finitos utilizados, assim como as condições de contorno aplicadas ao 

problema. 

O Capítulo 5 apresenta a comparação do modelo de lubrificação utilizado com 

trabalhos precedentes assim como resultados mostrando a influência da posição do 

groove, da pressão de alimentação do lubrificante e da vazão de entrada de lubrificante 

no comportamento estático e dinâmico do rotor. Destaca-se que a variação da vazão de 

alimentação do lubrificante permite analisar tanto o comportamento de mancais 

inundados (flooded) como o de mancais com lubrificação insuficiente (starved). Por fim, 

as conclusões e sugestões de trabalhos futuros estão descritas no Capítulo 6. 

O trabalho também possui três apêndices, sendo que o Apêndice I apresenta uma 

comparação entre o modelo de lubrificação clássico de Reynolds e o modelo conservativo 

p-θ, mostrando quando se diferem e quando se assemelham, o Apêndice II mostra a 

comparação entre os modelos de lubrificação com conservação de massa estudados, 

indicando uma equivalência entre eles, e o Apêndice III mostra as matrizes utilizadas no 

MEF. 
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Diante disso, este trabalho contribui com o atual estado da arte fornecendo 

resultados relevantes relacionados a influência das condições de entrada de lubrificante 

do mancal hidrodinâmico no comportamento dinâmico do rotor. 
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2. CONTEXTO HISTÓRICO 

No decorrer da Revolução Industrial, ocorreu um grande avanço tecnológico com 

o surgimento e ampla utilização de diversas máquinas. Logo notou-se que o atrito era um 

problema a ser estudado e minimizado a fim de evitar problemas de superaquecimento, 

desgaste e aumentar a eficiência das máquinas. 

Nesse contexto, surgiu um novo campo de estudos da engenharia, a tribologia, 

responsável pelos estudos referentes à interação de superfícies com movimento relativo 

em todos seus aspectos, incluindo atrito, desgaste e lubrificação (Czichos, 2009). Embora 

estudos anteriores tenham ocorrido, o estabelecimento da tribologia como ciência é 

atribuído a três cientistas, Nikolai Petrov (1883), Beauchamp Tower (1883) e Osborne 

Reynolds (1886), que, de forma independente, concentraram suas pesquisas na 

lubrificação hidrodinâmica. 

Em 1883, Petrov realizou experimentos sobre os efeitos do lubrificante no atrito 

dos mancais, concluindo que a principal propriedade de um lubrificante é sua viscosidade 

e não a densidade, divergindo do pensamento contemporâneo (Williams, 2005). A partir 

de seus experimentos, foi possível formular uma equação para o coeficiente de atrito em 

mancais com eixo concêntrico bem como definir grupos de parâmetros adimensionais 

cruciais na teoria de lubrificação. Com isso, pode-se compreender que na lubrificação 

hidrodinâmica o atrito se deve ao cisalhamento viscoso do fluido e não às interações entre 

as asperezas das superfícies, como se pensava até então (Persson, 2013). 

Durante o mesmo período, Tower também realizou experimentos com mancais 

lubrificados hidrodinamicamente e percebeu que o coeficiente de atrito era muito menor 

do que o esperado. Em um dos seus experimentos, Tower fez um furo radial no mancal 

através do qual adicionaria óleo lubrificante e se surpreendeu ao verificar que o óleo 

jorrava pelo furo quando o eixo era rotacionado, mesmo com o furo vedado por cortiça. 

Assim, Tower (1883) pode concluir que a pressão no fluido era bem maior que a esperada 

e, através de medidas de pressão ao longo da superfície do mancal, revelou também a 

distribuição de pressão tal como conhecemos hoje (Norton, 2013; Ferreira, 2009). 

Através dos experimentos de Petrov e Tower concluiu-se que o fluido lubrificante 

entre as superfícies em movimento forma um filme no qual desenvolve-se o campo de 



25 

 

  

pressão hidrodinâmica que sustenta o eixo e evita o contato mecânico entre as partes, 

surgindo então o conceito de lubrificação hidrodinâmica (Williams, 2005). 

Apesar da relevância e contribuições desses experimentos, era preciso ainda uma 

base teórica que as sustentassem. Essa base foi apresentada por Osborne Reynolds em 

1886. Em seu clássico artigo para a Royal Society, Reynolds utilizou uma forma reduzida 

da equação de Navier-Stokes e a equação da continuidade para deduzir uma equação 

diferencial de segunda ordem que modela o comportamento da pressão no filme de 

lubrificante, o que permitiu comparar suas hipóteses teóricas com os resultados 

experimentais obtidos por Tower (Hamrock et al., 1999). Esse artigo é considerado a base 

para toda teoria de lubrificação hidrodinâmica, sendo a equação de Reynolds utilizada até 

hoje. 

Por se tratar de uma equação diferencial parcial não homogênea de termos não 

lineares, não há solução analítica da equação de Reynolds com conservação de massa ao 

longo de todo mancal, assim, os estudos se concentraram na solução analítica para casos 

simplificados ou na solução numérica da equação. 

Em 1904, Sommerfeld resolveu analiticamente a equação de Reynolds para 

mancais longos (L/D>4, Frene et al, 1997), admitindo como hipótese que o fluxo do 

lubrificante na direção axial pode ser ignorado. Logo, o termo da equação referente ao 

gradiente de pressão na direção axial também pode ser negligenciado. Sommerfeld 

também derivou uma equação para a carga total em um mancal longo, cujos termos 

podem ser rearranjados na forma adimensional, resultando em um número conhecido 

como Número de Sommerfeld, que caracteriza o mancal (Norton, 2013). 

A solução analítica da Equação de Reynolds para mancais curtos (L/D<0,5, Frene 

et al, 1997) foi desenvolvida por Ocvirk (1952) e DuBois e Ocvirk (1953), considerando 

que o fluxo circunferencial de lubrificante em mancais infinitamente curtos pode ser 

negligenciado quando comparado ao fluxo axial. 

Apesar da relevância dessas soluções analíticas para mancais curtos e longos, a 

sua aplicação é restrita para casos específicos. Com o advento dos computadores, a 

solução numérica da equação de Reynolds se tornou praticável. Em 1956, Pinkus foi o 

primeiro a encontrar uma solução numérica para a equação de Reynolds, utilizando o 

método das diferenças finitas para obter a distribuição de pressão hidrodinâmica em 
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mancais circulares, elípticos e trilobulares, sem necessidade de se restringir a mancais 

curtos ou longos. 

Os avanços computacionais alavancaram o desenvolvimento de modelos de 

mancais hidrodinâmicos mais completos, que permitiram um grande progresso na 

compreensão do funcionamento desses componentes de máquina. Pode-se citar estudos 

não só envolvendo mancais de diferentes geometrias (Pinkus, 1956, 1958 e 1959), mas 

também considerando o fenômeno da cavitação (Jakobsson, 1957; Olsson, 1965;  

Floberg, 1973), os efeitos térmicos (Dowson, 1962; Han e Paranjpe, 1990; Paranjpe e 

Han, 1995), análise termohidrodinâmica (THD) (Cameron, 1951; Bouard et Al., 1996), 

interferência da rugosidade nas superfícies (Patir e Cheng, 1978; 1979), consideração das 

elasticidades dos corpos no mancal (Dowson e Higginson, 1977; Zhang, 1987), a 

influência dos tratamentos e acabamentos superficiais (Etsion, 2005; Etsion, 2013; Wang, 

2014), entre outros. 

Dessa forma, os modelos numéricos de mancais hidrodinâmicos estão cada vez 

mais completos e complexos, a fim de envolver os diversos fenômenos e parâmetros que 

influenciam a operação do mancal hidrodinâmico. É evidente que a condição de 

lubrificação é um destes parâmetros, mas apesar disso, os modelos de lubrificação 

comumente não consideram a influência do groove e admitem que a formação de filme 

completo ocorre sempre na região de máxima espessura de filme. Os resultados mostrados 

por Vijayaraghavan e Keith (1992) indicam que essa consideração resulta em erros de, 

em média, 8% na capacidade de carga e de até 150% na vazão lateral para os casos 

simulados. Devido à evidente importância dos efeitos da condição de entrada de 

lubrificante, diversos estudos têm se dedicado a modelar e compreender esses efeitos no 

comportamento do mancal. 

Os pioneiros foram Etsion e Pinkus (1974 e 1975) que calcularam a posição 

angular da formação do filme completo, onde o filme de óleo se estende por toda largura 

do mancal, assim como a largura efetiva de filme a montante desse ponto em função da 

geometria do furo de alimentação. Outros diversos estudos utilizaram a equação de 

Reynolds para estudar a influência dos parâmetros de entrada do lubrificante no 

desempenho do mancal, como Dowson et al. (1984), Knight et al. (1985), Artiles e 

Heshmat (1985), Chun e Lalas (1993), Mistry et al. (1997), Tanaka (2000), He et al. 

(2005), Roy e Majumdar (2005), Roy e Lala (2009) e Wang et al. (2018). 
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Contudo, a fim de reproduzir os fluxos no mancal com acurácia, requer-se um 

modelo que atenda ao princípio da conservação de massa, como o proposto por Elrod e 

Adams (1974) e aperfeiçoado por Elrod (1981). O algoritmo de cavitação de Elrod não 

só garante a conservação de massa ao longo de todo mancal, como também localiza 

implicitamente as fronteiras de reformação e ruptura do filme de óleo, em conformidade 

com a teoria de cavitação de Jakobsson-Floberg-Olsson (JFO). Vijayaraghavan e Keith 

(1989) apresentaram uma abordagem matemática para a implementação do algoritmo de 

Elrod e propuseram uma técnica de diferenciação distinta para o termo do fluxo 

convectivo, a fim de melhorar a convergência do algoritmo. Ausas et al. (2009) 

desenvolveu outra abordagem baseada no algoritmo de Elrod, conhecida como 

abordagem 𝑝 − 𝜃, na qual resolve tanto o campo de pressão quanto o campo de fração 

volumétrica de lubrificante no mancal, sendo que o comportamento de ambas variáveis 

está atrelado através das condições de cavitação. 

Estes algoritmos de cavitação com conservação de massa são amplamente 

utilizados nos modelos de mancais hidrodinâmicos, sobretudo em análises que exigem 

uma modelagem realista dos fluxos de lubrificante e das fronteiras de reformação e 

ruptura. Paranjpe e Goenka (1990) destacam que os modelos conservativos representam 

bem os fluxos de entrada e de saída do lubrificante, enquanto o modelo clássico de 

Reynolds resulta em uma discrepância considerável entre esses fluxos, principalmente 

nos casos em que o mancal não possui fornecimento abundante de lubrificante. 

Por conseguinte, diversos autores têm utilizado algoritmos conservativos para 

avaliar as condições de lubrificação do mancal. Downson et al. (1985a e 1985b) estudou 

a influência da pressão de alimentação e da geometria de um groove axial localizado na 

região de espessura máxima de filme de óleo, mostrando boa correlação entre o modelo 

teórico utilizando o algoritmo de Elrod e os resultados experimentais. Claro e Miranda 

(1993) utilizaram o mesmo algoritmo para analisar diferentes posições do groove e 

obtiveram boa correspondência com resultados experimentais, mostrando melhoras 

significativas quando comparado com as abordagens clássicas, principalmente quanto à 

estimativa da vazão lateral. Vijayaraghavan e Keith (1992) simularam a performance de 

mancais com grooves axiais e circunferenciais, com um ou dois grooves localizados em 

diversas posições com pressão de alimentação igual a pressão ambiente e mostraram que, 

em geral, grooves localizados na região cavitada interferem menos na distribuição de 
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pressão e, portanto, garantem uma performance melhor quanto à capacidade de carga, 

apesar de resultarem em mais vazão lateral de lubrificante. 

Análises com conservação de massa incluindo os efeitos termohidrodinâmicos 

foram realizados por Vijayaraghavan et al. (1996), Pierre e Fillon (2000), Costa et al. 

(2003) e Brito et al. (2014) que mostraram que parâmetros de performance do mancal, 

como a excentricidade, a temperatura máxima atingida e a perda de potência estão 

diretamente ligados à temperatura de entrada e a vazão de lubrificante, sendo que essa 

última depende substancialmente da pressão de alimentação, da posição e da geometria 

do groove. 

Esses estudos também indicam que uma redução da pressão ou da vazão de 

alimentação pode ser benéfica, pois além de diminuir o consumo de lubrificante, também 

reduz a perda de potência por atrito devido à diminuição da área de filme completo, como 

apontado por Mansoor e Shayler (2018). Contudo, essa redução leva ao aumento da 

pressão e da temperatura máxima, logo, deve ser aplicada cautelosamente e não é 

recomendada para mancais operando com altas cargas. Baseado nesse conceito, Hirani 

(2005) aplicou um algoritmo genético de otimização a fim de minimizar simultaneamente 

a perda de potência e a vazão de lubrificante, com restrições na espessura de filme, no 

aumento de temperatura e na pressão hidrodinâmica máxima, encontrando assim uma 

configuração ótima do mancal e das condições de lubrificação para cada condição de 

operação. 

A literatura também é extensiva em trabalhos experimentais que atestam que os 

efeitos das condições de lubrificação são significativos na performance do mancal (Costa 

et al., 2003; Brito et al., 2008, 2012, 2014; Ahmad et al., 2013a, 2013b, 2014a, 2014b). 

Lijesh et al. (2016) ainda indica teórica e experimentalmente que a configuração do 

groove é um aspecto essencial na determinação do nível de desgaste de um mancal 

operando em regime de lubrificação mista. 

Contudo, a maioria dos estudos sobre as influências das condições de lubrificação 

analisam o comportamento estático do mancal e não investigam as influências no 

comportamento dinâmico. A análise dos efeitos dinâmicos dos mancais é de grande 

importância, uma vez que estes devem ser levados em consideração no projeto de um 

rotor para determinação das frequências naturais e limiares de instabilidade do sistema. 
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Essa análise pode ser feita através da inclusão da flexibilidade dos mancais no modelo do 

sistema rotativo, como sugerido por Newkirk e Taylor em 1925. 

Stodola (1925) e Hummel (1926) foram os primeiros a modelar os efeitos 

dinâmicos dos mancais, representando-os como um simples suporte de mola e, a partir de 

então, muitas análises de rotodinâmica acoplaram o filme lubrificante dos mancais como 

elementos de mola e amortecedores na solução do sistema (Tiwari et al., 2004). Porém, 

foi somente em 1964 que Lund sugeriu o método das perturbações infinitesimais para 

linearização da força hidrodinâmica em torno da posição de equilíbrio, facilitando o 

acoplamento dos modelos e a solução do sistema. O método proposto por Lund é testado 

e aceito para a maioria das condições de operação (Alves, 2018), porém ele é usualmente 

empregado no modelo de lubrificação clássico de Reynolds, sendo de desconhecimento 

da autora a aplicação do método de perturbações em um modelo de lubrificação com 

conservação de massa e condição de cavitação. 

Diante disso, a maioria das análises dinâmicas que consideram os efeitos das 

condições de lubrificação foram feitas utilizando o modelo clássico de Reynolds, que, 

como visto anteriormente, não é o mais recomendado para considerar tais efeitos pois não 

aplica condições de cavitação que garantam conservação de massa ao longo de todo 

mancal. Apesar disso, conclusões importantes foram feitas por tais estudos: Akkok e 

Ettles (1980) observa que grooves estreitos melhoram a estabilidade do sistema rotativo; 

Knight et al. (1985) analisa os efeitos da pressão de alimentação em mancais com dois 

grooves axiais e conclui que o aumento da pressão de entrada leva à diminuição do limiar 

de instabilidades destes mancais; Morton et al. (1987) constata que grooves 

circunferenciais possuem efeito estabilizador e que o comprimento do arco desses 

grooves também influencia o limiar de instabilidade; Roy e Majumdar (2005) mostraram 

que tanto a capacidade de carga quanto a estabilidade melhoram quando o groove é 

localizado na região superior do mancal em comparação com groove na região inferior, 

além de mostrarem as influências da geometria do groove; Roy e Laha (2009) analisaram 

a influência da posição do groove e verificaram que a posição de 12° em relação ao topo 

do mancal apresenta a melhor capacidade de carga e a maior vazão de óleo e também 

indicaram que a redução do comprimento do groove melhora a estabilidade do sistema. 

Wang e Khonsari (2008a, 2008b) realizaram a análise não linear da equação de 

movimento do eixo em um mancal longo solucionado analiticamente utilizando condição 

de cavitação de Reynolds-Floberg-Jakobsson e concluíram que o limiar de instabilidade 



30 

 

  

varia com a posição do groove, sendo que o mancal com groove em 0º é mais instável 

para altas excentricidades e mais estável para baixas excentricidades quando comparado 

com grooves em 45° ou 90°. Além disso, o trabalho mostra que o aumento da pressão de 

entrada leva a diminuição do limiar de instabilidade para mancais com groove em 0º. 

Nota-se que, apesar da extensa quantidade de estudos e modelos de mancais 

hidrodinâmicos considerando as condições de entrada de óleo, há uma carência de estudos 

que utilizem os modelos de cavitação com conservação de massa para análise dos efeitos 

destes parâmetros no comportamento dinâmico do rotor. Além disso, os estudos de 

instabilidade mencionados acima são aplicados para rotores rígidos, porém, para uma 

análise completa do sistema rotativo, deve-se considerar a flexibilidade tanto do mancal 

quanto do rotor. Diante disso, o presente trabalho se propõe a empregar um algoritmo 

com conservação de massa para realizar a análise dinâmica de um rotor flexível com 

diferentes condições de entrada de lubrificante, variando posição do groove, pressão de 

alimentação e vazão de alimentação. 

As análises variando a vazão de alimentação foram incluídas para abranger 

também condições de lubrificação insuficiente, denominadas como condição de 

starvation. Em um mancal operando sob starvation, a região de reformação do filme de 

óleo ocorre mais a jusante, tornando a extensão do filme completo menor do que em um 

mancal que opera com vazão suficiente (mancal inundado ou flooded). Parte dos estudos 

de starvation utilizam o modelo clássico de Reynolds com um método iterativo dos fluxos 

para definir onde o filme se forma, tanto em mancais circulares (Artiles e Heshmat, 1985; 

Gethin e Medwell, 1985; Tanaka, 2000) quanto em mancais tilting-pad (He et al., 2005; 

Nichols et al., 2018). Entretanto, essa análise pode ser feita de forma automática e mais 

apurada utilizando os modelos com conservação de massa, como realizado por Vincent e 

Frene (1995) e Vijayaraghavan et al. (1996). 

De modo geral, os estudos do fenômeno mostram que mancais operando com 

starvation resultam em temperaturas do filme mais elevadas, excentricidades maiores e 

menor perda de potência, sendo que os efeitos se ampliam para altas velocidades de 

rotação. A diminuição da perda de potência com o aumento do nível de starvation está 

relacionado não somente à diminuição da área de filme completo, onde ocorrem as perdas 

devido ao atrito viscoso, como também à elevação da temperatura e, consequentemente, 

à diminuição da viscosidade do lubrificante. Os dados experimentais dos estudos 
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mencionados acima, assim como os obtidos por Heshmat e Gorski (1987), Heshmat e 

Pinkus (1985) e Nicholas et al. (2008) concordam com essas observações. 

Análises do comportamento dinâmicos de mancais com starvation foram 

realizadas pelo método dos coeficientes equivalentes obtidos com a equação clássica de 

Reynolds por Artiles e Heshmat (1985), He et al. (2005) e Nichols et al. (2018) e pelo 

método de mobilidade aplicado ao modelo de Elrod por Vincent e Frene (1995). Esses 

estudos indicam que, como esperado, a lubrificação insuficiente influencia 

significativamente o comportamento dinâmico do mancal. No entanto, ainda se faz 

necessário mais análises para melhorar o entendimento desses efeitos, não só devido a 

maior adequação de fazê-lo com o emprego de modelos conservativos, mas também para 

avaliar a órbita e o comportamento estável do rotor sob condições de starvation. 

Dessa forma, o presente trabalho realizará a análise dos efeitos das condições de 

lubrificação no comportamento estático e dinâmico do mancal de um rotor flexível, 

incorporando inclusive casos de mancais em starvation, através de um modelo de 

lubrificação com conservação de massa.
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3.2.1 Componentes da Velocidade do Fluido Lubrificante 

Para deduzir a equação de Reynolds é preciso definir as componentes da 

velocidade do fluido lubrificante nas direções circunferencial (𝑣𝑥), axial (𝑣𝑧) e através da 

espessura do filme de óleo (𝑣𝑦). 

A velocidade do fluxo através da espessura (𝑣𝑦) ocorre apenas em consequência 

da velocidade normal da superfície do eixo (𝑉), uma vez que não há variação da pressão 

nessa direção (hipótese 6). Dessa forma, 𝑣𝑦 possui duas componentes: uma devido à 

mudança temporal da espessura de filme (𝜕ℎ/𝜕𝑡) e outra devido à mudança espacial da 

espessura, causada pela velocidade da superfície na direção circunferencial (𝑈) que 

provoca um fluxo de advecção (San Andres, 2009): 

  𝑣𝑦 = 𝑉 = 𝑑ℎ(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝜕ℎ𝜕𝑡 + 𝜕ℎ𝜕𝑥 𝜕𝑥𝜕𝑡 = 𝜕ℎ𝜕𝑡 + 𝜕ℎ𝜕𝑥 𝑈 (4) 

O cálculo da velocidade do fluxo nas direções circunferencial e axial é realizado 

através do balanço de forças. Como as forças inerciais são desprezadas (hipótese 2), as 

forças atuantes no fluido são devido às pressões e às tensões de cisalhamento (Figura 6.a). 

Dessa forma, o equilíbrio das forças na direção 𝑥 para um volume infinitesimal de fluido 

pode ser descrito pela Equação (5): 

−𝜕𝑃𝜕𝑥 ∆𝑥∆𝑧∆𝑦 + 𝜕𝜏𝜕𝑥 ∆𝑥∆𝑧∆𝑦 = 0 (5) 

Por se tratar de um fluido newtoniano (hipótese 1), a tensão de cisalhamento é 

proporcional à taxa de deformação (Figura 6.b), isto é: 

𝜏 = 𝜇 𝜕𝑣𝑥𝜕𝑦  (6) 

Substituindo a Equação (6) na Equação (5) e simplificando, tem-se: 

−𝜕𝑃𝜕𝑥 + 𝜇 𝜕2𝑣𝑥𝜕𝑦2 = 0 → 𝑣𝑥 = ∬ 1𝜇 𝜕𝑃𝜕𝑥 𝑑𝑦𝑑𝑦 = 12𝜇 𝜕𝑃𝜕𝑥 𝑦2 + 𝐴𝑦 + 𝐵 (7) 

Onde as constantes de integração 𝐴 e 𝐵 podem ser encontradas aplicando-se as 

condições de contorno decorrentes da hipótese 5. Assim, como a superfície do mancal é 

estacionária, a superfície do eixo se move com velocidade 𝑈 na direção 𝑥 e o fluido adere 

às superfícies (Figura 6.b), depreende-se então as condições de contorno: 
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Em que 𝜌 é a densidade do fluido. A fim de obter os fluxos mássicos por unidade 

de comprimento, integra-se a Equação (11) ao longo da espessura de filme: 

∫ 𝜕𝜌𝜕𝑡ℎ(𝑥,𝑡)
0 𝑑𝑦 + ∫ 𝜕(𝜌𝑣𝑥)𝜕𝑥ℎ(𝑥,𝑡)

0 𝑑𝑦 + ∫ 𝜕(𝜌𝑣𝑦)𝜕𝑦ℎ(𝑥,𝑡)
0 𝑑𝑦

+ ∫ 𝜕(𝜌𝑣𝑧)𝜕𝑧 𝑑𝑦ℎ(𝑥,𝑡)
0 = 0 

(12) 

Como os parâmetros das diferenciais parciais são também parâmetros dos limites 

de integração, aplica-se a Regra de Leibniz (Equação (13)) nas integrais (San Andres, 

2009). 

∫ 𝜕𝑓𝜕𝑥 𝑑𝑦𝑏(𝑥)
𝑎(𝑥) = 𝜕𝜕𝑥 ∫ 𝑓𝑑𝑦𝑏(𝑥)

𝑎(𝑥) − {𝑓|𝑦=𝑏 𝑑𝑏𝑑𝑥 − 𝑓|𝑦=𝑎 𝑑𝑎𝑑𝑥} (13) 

Dessa forma, utilizando a Equação (13) e as condições de contorno das 

velocidades, cada termo da Equação (12) pode ser reescrito como: 

∫ 𝜕𝜌𝜕𝑡ℎ(𝑥,𝑡)
0 𝑑𝑦 = 𝜕𝜕𝑡 ∫ 𝜌𝑑𝑦ℎ(𝑥,𝑡)

0 − 𝜌 𝜕ℎ𝜕𝑡 = 𝜕(𝜌ℎ)𝜕𝑡 − 𝜌 𝜕ℎ𝜕𝑡∫ 𝜕(𝜌𝑣𝑥)𝜕𝑥ℎ(𝑥,𝑡)
0 𝑑𝑦 = 𝜕𝜕𝑥 ∫ 𝜌𝑣𝑥𝑑𝑦ℎ(𝑥,𝑡)

0 − 𝜌𝑈 𝜕ℎ𝜕𝑥∫ 𝜕(𝜌𝑣𝑦)𝜕𝑦ℎ(𝑥,𝑡)
0 𝑑𝑦 = 𝜌𝑣𝑦|𝑦=ℎ(𝑥,𝑡) − 𝜌𝑣𝑦|𝑦=0 = 𝜌 (𝜕ℎ𝜕𝑡 + 𝜕ℎ𝜕𝑥 𝑈)

∫ 𝜕(𝜌𝑣𝑧)𝜕𝑧 𝑑𝑦ℎ(𝑥,𝑡)
0 = 𝜕𝜕𝑧 ∫ 𝜌𝑣𝑧𝑑𝑦ℎ(𝑥,𝑡)

0 − 0
 (14) 

Substituindo na Equação (12) e simplificando, obtém-se: 𝜕(𝜌ℎ)𝜕𝑡 + 𝜕𝜕𝑥 ∫ 𝜌𝑣𝑥𝑑𝑦ℎ(𝑥,𝑡)
0 + 𝜕𝜕𝑧 ∫ 𝜌𝑣𝑧𝑑𝑦ℎ(𝑥,𝑡)

0 = 0 (15) 

Dessa forma, substituindo as expressões das velocidades 𝑣𝑥 e 𝑣𝑧 (Equações (9) e 

(10)) na Equação (15): 𝜕(𝜌ℎ)𝜕𝑡 + 𝜕𝜕𝑥 ∫ 𝜌 (𝑈ℎ 𝑦 + 12𝜇 𝜕𝑃𝜕𝑥 (𝑦2 − ℎ𝑦))𝑑𝑦ℎ(𝑥,𝑡)
0+ 𝜕𝜕𝑧 ∫ 𝜌 12𝜇 𝜕𝑃𝜕𝑧 (𝑦2 − ℎ𝑦)𝑑𝑦ℎ(𝑥,𝑡)

0 = 0 

(16) 
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𝛽 = 𝜌 𝜕𝑃𝜕𝜌 = 𝜌 𝜕𝑃𝜕𝜃 𝜕𝜃𝜕𝜌 = 𝜃 𝜕𝑃𝜕𝜃 (22) 

No modelo de Elrod, a definição de 𝜃 como densidade relativa do fluido só é 

válida na região de filme completo, ou seja, quando 𝜌 ≥ 𝜌𝑟𝑢𝑝 e 𝜃 ≥ 1. Na região cavitada, 

o significado de 𝜃 se mantém como definido na teoria de JFO, ou seja, a fração de 

lubrificante na fase líquida. 

A fim de construir uma equação válida ao longo de todo o mancal, define-se uma 

função switch, responsável por automaticamente mudar a forma da equação de acordo 

com a região e o significado de 𝜃. 

𝑔 = {1  𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜  𝜃 ≥ 1  (𝑓𝑖𝑙𝑚𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑜)0  𝑞𝑢𝑎𝑛𝑑𝑜  𝜃 < 1   (𝑓𝑖𝑙𝑚𝑒 𝑐𝑎𝑣𝑖𝑡𝑎𝑑𝑜) (23) 

Através das Equações (22) e (23) é possível reescrever as derivadas parciais da 

pressão como derivadas parciais de θ: 𝜕𝑃𝜕𝑥𝑖 = 𝑔 𝜕𝑃𝜕𝜃 𝜕𝜃𝜕𝑥𝑖 = 𝑔 𝛽𝜃 𝜕𝜃𝜕𝑥𝑖 (24) 

Dessa forma, a equação clássica de Reynolds (Equação (17)) pode ser reformulada 

em função de θ como: 𝜕(ℎ𝜃)𝜕𝑡 + 𝜕𝜕𝑥 (𝑈2 ℎ𝜃) − 𝜕𝜕𝑥 ( ℎ312𝜇 𝑔𝛽 𝜕𝜃𝜕𝑥) − 𝜕𝜕𝑧 ( ℎ312𝜇 𝑔𝛽 𝜕𝜃𝜕𝑧) = 0 (25) 

Além disso, a obtenção do campo de pressão a partir de 𝜃 é facilmente realizada 

através da integração da Equação (22) em conjunto com a definição da função switch 

(Equação (23)): 𝑃 = 𝑃𝑟𝑢𝑝 + 𝑔𝛽 𝑙𝑛(𝜃) ≅ 𝑃𝑟𝑢𝑝 + 𝑔𝛽(𝜃 − 1) (26) 

Vale destacar que a aproximação feita na Equação (26) é válida uma vez que a 

densidade relativa do fluido assume valores ligeiramente maiores que a unidade. 

É necessário observar que o modelo proposto por Elrod (1981) foi deduzido para 

mancais operando em regime permanente, ou seja, desconsiderando o primeiro termo da 

Equação (25). No entanto, como o presente trabalho visa analisar tanto o comportamento 

estático como o comportamento dinâmico do rotor no mancal, uma abordagem mais 

abrangente foi desenvolvida. Além disso, ressalta-se que, apesar do artifício da 
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A modelagem dos mancais hidrodinâmicos em condições de starvation pode ser 

baseada na abordagem de Reynolds ou nas abordagens com conservação de massa para 

resolver a distribuição de pressão. 

Os trabalhos de Etsion e Pinkus (1974 e 1975) foram os primeiros a propor uma 

abordagem para analisar mancais operando com filmes incompletos na região de entrada 

do lubrificante através da solução conjunta da Equação de Reynolds e das equações das 

vazões de lubrificante. Para a obtenção das equações das vazões volumétricas em cada 

direção, basta integrar a equação da velocidade do fluido na área normal à sua direção. 

Dessa forma, para obter a vazão na direção circunferencial em uma dada seção de 𝑥, 𝑞𝑥(𝑥), integra-se a Equação (9) ao longo da espessura do filme lubrificante, em y, e ao 

longo da largura do mancal, em z: 

𝑞𝑥(𝑥) = ∫ ∫ 𝑣𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧ℎ
0

𝐿
0 = ∫ 𝑈ℎ2 𝑑𝑧 − ℎ312𝜇 ∫ 𝜕𝑃𝜕𝑥 𝑑𝑧𝐿

0
𝐿

0  (31) 

A vazão na direção axial é calculada de forma análoga, ou seja, integrando a 

Equação (10) ao longo do plano 𝑥𝑦. Considerando a simetria do mancal e o fato que o 

fluxo axial deve ser constante em qualquer seção de z para respeitar a conservação de 

massa, tem-se que a análise do fluxo axial em uma borda do mancal equivale à metade da 

vazão lateral total: 

𝑄𝑜𝑢𝑡 = 2𝑞𝑧|𝑧=𝐿 =  2∫ ∫ 𝑣𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥ℎ
0

𝜋𝐷
0 = −∫ ℎ36𝜇 𝜕𝑃𝜕𝑥|𝑧=𝐿

𝜋𝐷
0  (32) 

Etsion e Pinkus (1974 e 1975) e Gethin e Medwell (1985 e 1987) calcularam a 

largura efetiva do filme de óleo logo após o groove e analisaram sua influência no 

comportamento estático do mancal. Para isso, eles utilizaram a Equação de Reynolds e as 

equações de vazão apresentadas, considerando que o fluxo do filme de entrada deve ser 

equivalente ao fluxo prescrito somado ao fluxo de recirculação para que haja equilíbrio 

mássico. 

Os trabalhos de Artiles e Heshmat (1985) e Tanaka (2000) também resolveram a 

equação de Reynolds em conjunto com as equações de vazão para analisar diferentes 

graus de starvation. Para isso, eles consideraram que a formação de pressão só pode 

ocorrer após a seção circunferencial (𝛼1) em que a vazão de entrada é maior que a vazão 

necessária calculada, análise que exige um dispendioso processo iterativo. Estes estudos 
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uma solução muito mais rápida e direta que na análise não linear. A acurácia dessa 

aproximação quando aplicada à abordagem clássica de Reynolds foi testada e aprovada 

para grande parte das aplicações usuais dos mancais hidrodinâmicos (Alves, 2018). 
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é discretizado na direção 𝑦, uma vez que, segundo uma das premissas de Reynolds, o 

gradiente de pressão é nulo ao longo da espessura de filme. 

∆𝑥 = 2𝜋𝑅𝑚𝑁𝑥 − 1 ; ∆𝑧 = 𝐿𝑁𝑧 − 1 ; (36) 

 

Figura 10: Representação do domínio discretizado para solução pelo método dos volumes 
finitos. Adaptado de Daniel (2012).  

Observe na Figura 10 que os pontos representam os centros de cada volume de 

controle (cell-centered volume) e que cada volume interior possui quatro volumes 

vizinhos (W,E,S,N) limitados por quatro fronteiras (w, e, s, n). As notações W, E, S, N 

indicam as direções oeste, leste, sul e norte, respectivamente. 

O MVF pode ser empregado para solução da equação de lubrificação utilizando-

se qualquer abordagem mencionada no Capítulo 3, a saber, abordagem clássica de 

Reynolds (1886), de Elrod (1981), de Vijayaraghavan e Keith (1989) e p-𝜃 (Ausas et al., 

2009). Contudo, será demonstrada a sua aplicação com a formulação 𝑝 − 𝜃, que foi a 

abordagem escolhida para obter os resultados deste trabalho, conforme justificado no 

Apêndice II. 

Dessa forma, empregando o MVF na formulação 𝑝 − 𝜃 do modelo de 

lubrificação, calcula-se os valores da pressão e da fração de lubrificante no centroide de 

cada volume de controle através da integração numérica da Equação (29) ao longo do 

volume, que resulta em uma equação algébrica dependente dos valores nodais vizinhos 

para cada volume de controle (Schäfer, 2006): 
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∬[𝜕(ℎ𝜃)𝜕𝑡 + 𝜕𝜕𝑥 (𝑈2 ℎ𝜃) − 𝜕𝜕𝑥 ( ℎ312𝜇 𝜕𝑃𝜕𝑥) − 𝜕𝜕𝑧 ( ℎ312𝜇 𝜕𝑃𝜕𝑧)] 𝑑𝐴 = 0 → 

∬𝜕(ℎ𝜃)𝜕𝑡 𝑑𝐴 + ∬ 𝜕𝜕𝑥 (𝑈2 ℎ𝜃)𝑑𝐴 − ∬ 𝜕𝜕𝑥 ( ℎ312𝜇 𝜕𝑃𝜕𝑥)𝑑𝐴
− ∬ 𝜕𝜕𝑧 ( ℎ312𝜇 𝜕𝑃𝜕𝑧)𝑑𝐴 = 0 → 𝑄𝑠𝑞 + 𝑄𝐶𝑜𝑢 − 𝑄𝑃𝑜𝑖𝑥 − 𝑄𝑃𝑜𝑖𝑍 = 0 

(37) 

A integração da Equação (37) representa o balanço de fluxo volumétrico do 

volume de controle, que é equivalente ao balanço de massa, uma vez que o fluído é 

considerado incompressível. Para facilitar o equacionamento, cada termo de fluxo será 

analisado separadamente e posteriormente adicionado ao balanço de fluxo. 

4.1.1 Termo de Squeeze 

O termo de squeeze é um termo fonte da equação devido ao comportamento 

transiente do fluido, associado com a velocidade do eixo e sua mudança de posição em 

cada instante. A integral do termo de squeeze na área do volume é avaliada explicitamente 

no centroide do volume, isto é (Profito e Zachariadis, 2015): 

𝑄𝑆𝑞 = ∬𝜕(ℎ𝜃)𝜕𝑡 𝑑𝐴 = 𝜕(ℎ𝜃)𝜕𝑡 |𝑃 ∆𝑥∆𝑧 (38) 

Empregando a regra do produto na derivada: 

𝑄𝑆𝑞 = ℎ𝑃 𝜕𝜃𝑃𝜕𝑡 ∆𝑥∆𝑧 + 𝜃𝑃 𝜕ℎ𝑃𝜕𝑡 ∆𝑥∆𝑧 = 𝑄𝑒𝑥𝑝𝑎𝑛𝑠𝑎𝑜 + 𝑄𝑒𝑠𝑚𝑎𝑔𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 (39) 

O primeiro termo, ou termo de expansão local, ocorre devido aos efeitos 

transientes associados com a variação da fração volumétrica e da área com filme cavitado 

(Profito e Zachariadis, 2015). Durante este trabalho desconsidera-se os efeitos transientes 

da fração volumétrica abrangidos por esse termo, uma vez que se assume que sua 

influência no fluxo total é ínfima. Essa abordagem possibilita a utilização dos coeficientes 

equivalentes para descrever o comportamento dinâmico do mancal com a aproximação 

linear proposta por Lund (1964, 1987). 

O fluxo do segundo termo é provocado pela variação da espessura de filme no 

tempo, ou seja, devido à velocidade normal da superfície do eixo, 𝑉, que causa o 
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esmagamento do filme de óleo, e é modelado em função das velocidades de translação do 

centro do eixo (𝑒̇𝑥 e 𝑒̇𝑦). 

4.1.2 Termo de Couette 

A integração do termo de Couette no volume de controle representa o fluxo que 

entra no volume devido à convecção: 

𝑄𝐶𝑜𝑢 = ∫ ∫ 𝜕𝜕𝑥 (𝑈2 ℎ𝜃) 𝑑𝑥𝑑𝑧𝑒
𝑤

𝑛
𝑠 = 𝑈∆𝑧2 ℎ𝑒𝜃𝑒 − 𝑈∆𝑧2 ℎ𝑤𝜃𝑤= 𝑄𝐶𝑜𝑢𝑒 − 𝑄𝐶𝑜𝑢𝑤 

(40) 

Portanto, o fluxo total de Couette saindo do volume é igual ao fluxo de Couette 

na fronteira leste menos o fluxo de Couette na fronteira oeste. Como os valores de 𝜃 não 

são avaliados nas fronteiras, eles devem ser aproximados para o valor de 𝜃 do volume à 

montante da fronteira considerada, esquema conhecido como upwind e indicado para o 

tratamento de termos convectivos. 

4.1.3 Termos de Poiseuille 

O fluxo volumétrico de lubrificante devido ao gradiente de pressão na direção 𝑥 é 

dado por: 

𝑄𝑃𝑜𝑖𝑥 = ∫ ∫ 𝜕𝜕𝑥 ( ℎ312𝜇 𝜕𝑃𝜕𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑧𝑒
𝑤

𝑛
𝑠 = ∆𝑧 ( ℎ312𝜇 𝜕𝑃𝜕𝑥)|𝑒 − ∆𝑧 ( ℎ312𝜇 𝜕𝑃𝜕𝑥)|𝑤 = 𝑄𝑃𝑜𝑖𝑒 − 𝑄𝑃𝑜𝑖𝑤 

(41) 

Novamente, o fluxo total de Poiseuille na direção 𝑥 é igual a diferença dos fluxos 

nas fronteiras leste e oeste. Como o fluxo de Poiseuille é difusivo, as derivadas parciais 

da pressão na expressão do fluxo são aproximadas pelo método da diferença central em 

torno de cada fronteira.  

O cálculo do fluxo de Poiseuille na direção 𝑧 é realizado de maneira análoga, ou 

seja, pela diferença dos fluxos entre as fronteiras norte e sul do volume. 
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𝐹𝑋 = ∫ ∫ 𝑃(𝑥, 𝑧) cos(𝛼) 𝑑𝑧𝑑𝑥𝐿
0

2𝜋𝑅
0 = ∑ ∑𝑃𝑖,𝑗 cos(𝛼𝑖) ∆𝑥∆𝑧𝑁𝑧

𝑗=1
𝑁𝑥
𝑖=1  

𝐹𝑌 = ∫ ∫ −𝑃(𝑥, 𝑧) sen(𝛼) 𝑑𝑧𝑑𝑥𝐿
0

2𝜋𝑅
0 = ∑∑−𝑃𝑖,𝑗 sen(𝛼𝑖) ∆𝑥∆𝑧𝑁𝑧

𝑗=1
𝑁𝑥
𝑖=1  

(43) 

 

Figura 12: Fluxograma do processo iterativo da formulação p -𝜃.  

4.1.5 Condições de Contorno 

Para que o sistema tenha solução, é necessário especificar as condições de 

contorno do problema. Primeiramente, considera-se que as laterais do mancal estão à 
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pressão atmosférica, o que equivale a aplicar condições de contorno de pressão igual a 

zero nos volumes de controle da borda. Além disso, determina-se que a primeira e a última 

coluna de volumes da direção 𝑥 são iguais, a fim de impor a condição de circularidade do 

mancal, assegurando a continuidade da malha. 

Uma vez que o modelo é conservativo e há vazão de saída de lubrificante pelas 

laterais do mancal, também deve haver entrada de lubrificante para que seja garantido o 

equilíbrio mássico do sistema. Essa entrada de lubrificante ocorre através dos grooves, 

conjunto de furos e ranhuras por onde o óleo é fornecido. Os grooves são modelados 

como um conjunto de volumes de controle nos quais é imposta a condição de contorno 

de entrada de óleo, que pode ser tanto a pressão de alimentação como a taxa de admissão 

de lubrificante. 

Usualmente impõe-se uma pressão de alimentação, 𝑃𝑓, como condição de 

contorno de Dirichlet nos volumes do groove, resultando em uma vazão de entrada que 

também será dependente de outros fatores. A pressão de alimentação imposta pode ser 

positiva, indicando que o lubrificando é injetado com a pressão fixada, ou pode ser nula, 

o que corresponde a preencher a folga do mancal na região do groove com lubrificante, 

fornecendo-o com pressão atmosférica. 

 {𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 𝑛𝑜 𝑔𝑟𝑜𝑜𝑣𝑒: 𝑃𝑃 = 𝑃𝑓   𝑒   𝜃𝑃 = 1𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 𝑓𝑜𝑟𝑎 𝑑𝑜 𝑔𝑟𝑜𝑜𝑣𝑒: 𝑃𝑃 𝑒 𝜃𝑃  𝑑𝑒𝑡𝑒𝑟𝑚𝑖𝑛𝑎𝑑𝑜𝑠 𝑝𝑒𝑙𝑜 𝑀𝑉𝐹  (44) 

Contudo, essa abordagem não garante um controle preciso da vazão de entrada e 

nem permite que o lubrificante seja admitido a uma taxa insuficiente para preencher a 

folga do mancal, condição necessária para avaliar starvation. Em vista disso, 

desenvolveu-se um modelo de condição de contorno no qual a vazão de entrada é definida 

através do acréscimo de um termo fonte na equação do balanço de fluxo dos volumes 

contidos no groove. 

 𝑄𝑠𝑞 + 𝑄𝐶𝑜𝑢𝑒 − 𝑄𝐶𝑜𝑢𝑤 − 𝑄𝑃𝑜𝑖𝑒 + 𝑄𝑃𝑜𝑖𝑤 − 𝑄𝑃𝑜𝑖𝑛 + 𝑄𝑃𝑜𝑖𝑒 − 𝑄𝑓𝑜𝑛𝑡𝑒 = 0 (45) 

Salienta-se que os grooves simulados apresentam geometria retangular 

especificada por seu comprimento 𝑏 e sua largura 𝑎, como representado na Figura 13. 

Portanto, a geometria do groove é aproximada pela união de 𝑁𝑔 volumes de controle, de 

forma que: 
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4.1.8 Cálculo dos Coeficientes Equivalentes 

Após encontrar a posição de equilíbrio estático, calcula-se os coeficientes 

dinâmicos do mancal a fim de considerar sua contribuição na rigidez e no amortecimento 

do sistema. A hipótese da linearidade das forças hidrodinâmicas para pequenas 

perturbações em torno da condição de equilíbrio é admitida, como modelado pelas 

Equações (33) e (34). 

A obtenção dos coeficientes é realizada pela solução numérica da Equação (35) 

pelo método das diferenças finitas centradas em relação a posição de equilíbrio. Assim, 

aplica-se perturbações isoladamente em cada direção e também em cada sentido da 

posição de equilíbrio, obtendo as forças hidrodinâmicas resultantes, que são usadas para 

calcular os coeficientes de rigidez: 

 

𝐾𝑥𝑥 = (𝜕𝐹𝑥𝜕𝑥 )0 ≈ 𝐹𝑥𝑒𝑥0+∆𝑒𝑥,𝑒𝑦0 − 𝐹𝑥𝑒𝑥0−∆𝑒𝑥,𝑒𝑦02∆𝑒𝑥  

𝐾𝑥𝑦 = (𝜕𝐹𝑥𝜕𝑦 )0 ≈ 𝐹𝑥𝑒𝑥0,𝑒𝑦0+∆𝑒𝑦 − 𝐹𝑥𝑒𝑥0,𝑒𝑦0−∆𝑒𝑦2∆𝑒𝑦  

𝐾𝑦𝑥 = (𝜕𝐹𝑦𝜕𝑥 )0 ≈ 𝐹𝑦𝑒𝑥0+∆𝑒𝑥,𝑒𝑦0 − 𝐹𝑦𝑒𝑥0−∆𝑒𝑥,𝑒𝑦02∆𝑒𝑥  

𝐾𝑦𝑦 = (𝜕𝐹𝑦𝜕𝑦 )0 ≈ 𝐹𝑦𝑒𝑥0,𝑒𝑦0+∆𝑒𝑦 − 𝐹𝑦𝑒𝑥0,𝑒𝑦0−∆𝑒𝑦2∆𝑒𝑦  

(50) 

Onde o sobrescrito de 𝐹 indica a posição do eixo para qual a força foi calculada, 

o subscrito de 𝐹 indica a direção da força resultante e ∆𝑒𝑥 e ∆𝑒𝑦 são as perturbações 

aplicadas nas direções 𝑥 e 𝑦, respectivamente. 

De maneira análoga, obtém-se os coeficientes de amortecimento através de 

perturbações na velocidade (∆𝑒𝑥̇ e ∆𝑒𝑦̇), lembrando que no equilíbrio estático as 

velocidades eram nulas, logo: 

 

𝐶𝑥𝑥 = (𝜕𝐹𝑥𝜕𝑥̇ )0 ≈ 𝐹𝑥∆𝑒𝑥̇ − 𝐹𝑥−∆𝑒𝑥̇2∆𝑒𝑥̇  

𝐶𝑥𝑦 = (𝜕𝐹𝑥𝜕𝑦̇ )0 ≈ 𝐹𝑥∆𝑒𝑦̇ − 𝐹𝑥−∆𝑒𝑦̇2∆𝑒𝑦̇  

(51) 
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de um elemento (Pedreira e Weber, 2006; Bittencourt, 2014). Cada grau de liberdade do 

sistema, 𝑞𝑖, possui uma equação de movimento que pode ser obtida pela equação de 

Lagrange: 

 
𝑑𝑑𝑡 (𝜕𝑇𝜕𝑞𝑖̇) − 𝜕𝑇𝜕𝑞𝑖 + 𝜕𝑈𝜕𝑞𝑖 + 𝜕𝑅𝜕𝑞𝑖̇ = 𝐹𝑖 (52) 

Onde 𝑇 representa a energia cinética do sistema, 𝑈 é a energia de deformação, 𝑅 

a dissipação de energia e 𝐹𝑖 é a força generalizada atuando sobre o grau de liberdade 𝑖. 
Segundo Nelson e McVaugh (1976), os termos de energia do sistema podem ser escritos 

como: 

 𝑇 = 12 {𝑞̇}𝑇[𝑀]{𝑞̇} − Ω{𝑞̇}𝑇[𝐺]{𝑞̇} + 12 𝐼𝑝Ω2 (53) 

 𝑈 =  12 {𝑞}𝑇[𝐾]{𝑞} (54) 

 𝑅 =  12 {𝑞̇}𝑇[𝐶]{𝑞̇} (55) 

Onde [𝑀], [𝐾], [𝐺] e [𝐶] são as matrizes de massa, rigidez, giroscópica e de 

amortecimento do sistema global e 𝐼𝑝 é o momento polar de inércia. Substituindo as 

Equações (53) a (55) na equação de movimento (Equação (52)) para todos graus de 

liberdade, obtém-se um sistema de equações que determina a resposta dinâmica do 

sistema: 

 [𝑀]{𝑞̈} + [𝐶 + Ω𝐺]{𝑞̇} + [𝐾]{𝑞} = {𝐹} (56) 

A construção das matrizes e vetores globais [𝑀], [𝐾],  [𝐺], [𝐶] e {𝐹} é realizada 

pela sobreposição das matrizes e vetores dos elementos de eixos, de discos e de mancais 

nos respectivos graus de liberdade, como ilustrado na Figura 16. As matrizes dos 

elementos são mostradas no Apêndice III, porém o procedimento de dedução pode ser 

consultado no trabalho de Nelson e McVaugh (1976). 
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Figura 16: Esquema da montagem de uma matriz global do sistema rotativo.  Adaptado de 
Daniel (2012).  

4.2.1 Solução da Equação de Movimento 

A equação de movimento do rotor, Equação (56), construída segundo a 

metodologia de elementos finitos é: 

 

[𝑀]{𝑞̈(𝑡)} + [𝐶 + Ω𝐺]{𝑞̇(𝑡)} + [𝐾]{𝑞(𝑡)} = {𝐹(𝑡)} [𝑀] = [𝑀𝑅] + [𝑀𝑇] + [𝑀𝐷] [𝐶] = [𝐶𝐸] + [𝐶𝑀] [𝐺] = [𝐺𝐸] + [𝐺𝐷] [𝐾] = [𝐾𝐸] + [𝐾𝑀] {𝐹(𝑡)} = {𝑓𝐸} + {𝑓𝐷} + {𝑓𝜉(𝑡)} 
(57) 

Onde as matrizes e vetores globais, [𝑀], [𝐾],  [𝐺], [𝐶] e {𝐹} são formados pelas 

matrizes e vetores dos elementos de eixo, disco e mancal descritos no Apêndice III. A 

força que excita o sistema na sua frequência de operação Ω é a força de desbalanceamento 𝑓𝜉  dependente da massa desbalanceada 𝑚, da excentricidade de desbalanceamento 𝜉 e da 

fase do desbalanceamento 𝛾, conforme descrito na Equação (58), sendo que a força atua 

no nó onde ocorre o desbalanceamento. 
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{𝑓𝜉(𝑡)} = {𝑚𝜉Ω2 cos( Ω𝑡 + 𝛾)𝑚𝜉Ω2 sen( Ω𝑡 + 𝛾)00 } (58) 

Dessa forma, a Equação (57) resulta em um sistema com 𝑁𝐺𝐷𝐿 equações, cada 

uma associada a um grau de liberdade do sistema.  

A solução da equação de movimento do rotor é realizada utilizando uma 

transformação das coordenadas generalizadas para o espaço de estado, diminuindo a 

ordem da equação diferencial, como descrito por Silva (2004): 

 

{𝑤̇} = [𝐴]{𝑤} + {{0}𝑁𝐺𝐷𝐿 𝑥 1[𝑀]−1𝐹(𝑡)} 𝑂𝑛𝑑𝑒, {𝑤}2𝑁𝐺𝐷𝐿 𝑥 1 = {{𝑞̇(𝑡)}{𝑞(𝑡)}} 

[𝐴]2𝑁𝐺𝐷𝐿 𝑥 2𝑁𝐺𝐷𝐿 = [[0]𝑁𝐺𝐷𝐿 𝑥 𝑁𝐺𝐷𝐿 [𝐼]𝑁𝐺𝐷𝐿 𝑥 𝑁𝐺𝐷𝐿−[𝑀]−1[𝐾] −[𝑀]−1[𝐶 + Ω𝐺]] 
(59) 

O cálculo dos autovalores e autovetores associados ao problema é realizado pela 

solução da equação característica do problema homogêneo, considerando 𝑤(𝑡) =𝑤0𝑒𝑗𝜆𝑡: det(λ[𝐼] − [𝐴]) = 0 (60) 

Dessa forma, obtém-se 2𝑁𝐺𝐷𝐿 autovalores (𝜆) e autovetores na forma de pares de 

complexos conjugados: 

𝜆𝑖,𝑖∗ = −𝜁𝑖𝜔𝑖 ± 𝑗𝜔𝑖√(1 − 𝜁𝑖2) (61) 

Onde 𝜔𝑖 é uma frequência natural do sistema e 𝜁 é o fator de amortecimento 

definidos respectivamente como: 𝜔𝑖 = |𝜆𝑖|    (62) 

𝜁𝑖 = −𝑅𝑒(𝜆𝑖)|𝜆𝑖|     (63) 

Note que, como a resposta é da forma 𝑤(𝑡) = 𝑤0𝑒𝑗𝜆𝑡, temos que o primeiro termo 

da Equação (61) será responsável pela componente exponencial da resposta e o segundo 

termo pela componente oscilatória (Figura 17). Portanto, um valor negativo do fator de 
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amortecimento resulta em uma componente exponencial positiva na resposta, indicando 

que o sistema é instável. 

 

Figura 17: Solução geral de EDO linear composta por uma componente exponencial (a) e 
uma senoidal (b), resultando na função resposta na forma de uma senoidal amo rtecida 

(c). Fonte: Chapra e Canale (2015).  

Devido ao efeito giroscópico e aos mancais hidrodinâmicos, o sistema e suas 

frequências naturais serão função da própria velocidade de rotação do rotor, relação 

costumeiramente representada pelo diagrama de Campbell. 

Para encontrar a resposta no tempo, soluciona-se a equação de movimento do 

problema, Equação (57), no espaço de estado utilizando o método de Runge-Kutta 

implementado na função ode45 do software Matlab®. No entanto, na solução no domínio 

do tempo a contribuição dos mancais é incorporada na equação de movimento do sistema 

como forças elásticas e de amortecimento, conforme descrito no Apêndice III. 
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com a abordagem p-𝜃 considerando as mesmas condições de operação utilizadas por 

Brito na Figura 19, para os três valores de viscosidade dinâmica adotados. 

 

Figura 19: Resultado do lócus do eixo variando a carga específica e a pressão de entrada 
(𝑃𝑓:50, 100, 150, 200, 250, e 350kPa), conforme apresentado por Brito (2009).  

A análise da Figura 20 mostra que o valor adotado na viscosidade possui efeitos 

significativos no resultado, uma vez que o lócus do mancal varia consideravelmente para 

cada viscosidade. Os resultados obtidos por Brito (2009) (Figura 19) se assemelham 

satisfatoriamente aos resultados obtidos com viscosidade mínima (Figura 20.a). A Figura 

18 indica que, de fato, a temperatura do lubrificante se aproxima, em média, mais de 70ºC 

do que de 40ºC, logo, a semelhança do resultado com viscosidade mínima é coerente. 

Analisando o efeito da pressão de entrada nota-se que a capacidade de carga aumenta com 

o aumento da pressão de entrada, porém essa influência é mais visível no resultado do 

Brito (2009) (Figura 19), no qual as posições de equilíbrio estão mais espaçadas para 

diferentes pressões de entrada em comparação com os resultados obtidos neste trabalho 

(Figura 20). É coerente que esses efeitos realmente sejam mais notáveis em um modelo 

termohidrodinâmico, como o implementado por Brito (2009), pois nesse caso a pressão 

de entrada influencia não somente o campo de pressão, mas também o campo de 

temperatura e, consequentemente, a viscosidade do fluido. 

 











73 

 

  

 

Figura 26: Teste de seleção de malha na direção z.  

A Figura 27 mostra as dimensões do rotor e a malha de elementos finitos utilizada 

para obtenção dos resultados de rotodinâmica. Note que o modelo possui 10 elementos 

de viga, um elemento de disco e 2 elementos de mancais (conjunto de molas e 

amortecedores) simetricamente dispostos. Dessa forma, a malha possui 11 nós, logo, 44 

graus de liberdade (GDL) no total. As características do rotor estão listadas na Tabela 3. 

 

Figura 27: Rotor discretizado em elementos finitos (unidade em milimetros).  Fonte: 
Ramos, 2019.  

Tabela 3: Características do Rotor  

Característica Unidade Valor 

Módulo de elasticidade (𝐸) GPa 200,0 

Densidade (𝜌) Kg/m3 7850,0 

Constante de proporcionalidade (𝛽𝐶) s 10-4 

Excentricidade do desbalanceamento (𝜉) mm 37,0 

Massa desbalanceada (𝑚) g 1,7 

Constante gravitacional (𝑔) m/s2 9,81 

1ª frequência crítica do sistema Hz 22,5 
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em 270°, pois, mesmo operando inundados, eles estão sujeitos a altas excentricidades de 

operação e vazões de lubrificante reduzidas. 
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6. CONCLUSÕES E SUGESTÕES DE TRABALHOS FUTUROS 

Este trabalho apresenta uma contribuição à modelagem de mancais 

hidrodinâmicos considerando as condições de entrada do lubrificante e a inclusão deste 

modelo na avaliação do comportamento dinâmico do rotor. Assim, foi possível realizar 

um estudo da influência dos parâmetros de entrada de lubrificante no desempenho do 

mancal e do sistema rotativo. 

À vista disso, foram analisados e implementados diferentes modelos de 

lubrificação com conservação de massa que incluem as condições de cavitação e as 

condições de contorno que ditam a entrada de lubrificante no modelo do mancal. Deste 

modo, utilizou-se o método dos volumes finitos para implementar o modelo clássico de 

lubrificação de Reynolds (1886), assim como os modelos de cavitação propostos por 

Elrod (1981), Vijayaraghavan e Keith (1989) e Ausas et al. (2009). Constatou-se que tais 

modelos de cavitação apresentam resultados equivalentes e são apropriados para a análise 

das condições de lubrificação, já o modelo clássico apresenta resultados semelhantes 

somente nos casos em que é imposta lubrificação completamente inundada. Dessa forma, 

as análises deste trabalho foram conduzidas com o modelo proposto por Ausas et al. 

(2009), conhecido como modelo p-𝜃, devido a melhor robustez na convergência. 

É importante ressaltar que a implementação da condição de contorno da entrada 

do lubrificante foi executada com duas abordagens distintas, sendo elas a imposição da 

pressão de alimentação ou a imposição da vazão de alimentação. A análise realizada com 

condição de entrada por vazão de alimentação é a mais adequada para tratar cenários com 

lubrificação insuficiente, também conhecida como condição de starvation. 

O presente trabalho realizou análises para diferentes condições de entrada de 

lubrificante, obtendo os efeitos da posição do groove, da pressão de alimentação e da 

vazão de alimentação no comportamento estático e dinâmico do sistema rotativo. Os 

resultados obtidos mostraram uma grande influência dos parâmetros de entrada em 

muitos aspectos do comportamento do rotor. 

A posição do groove no mancal se revelou muito importante para determinar 

desde a capacidade de carga do mancal até o limiar de instabilidade do rotor. Observa-se 

que o desempenho de um mancal com um groove em 90° ou dois grooves em 90 e 270° 

é praticamente equivalente. Além disso, destaca-se que a performance do mancal com um 
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só groove em 270° é completamente distinta das demais configurações de groove, 

apresentando desempenho estático inferior, uma vez que possui vazão de entrada, área 

lubrificada e capacidade de carga bastante reduzidas, contudo indica comportamento 

estável do rotor mesmo após rotações superiores ao dobro da primeira frequência natural 

do mesmo. 

Já o aumento da pressão de alimentação provoca, em geral, uma melhora na 

capacidade de carga e o aumento do volume de vazão de entrada. Quanto à influência da 

pressão de alimentação no comportamento dinâmico do mancal, observa-se que há uma 

grande relação com a posição do groove, de forma que o aumento da pressão de 

alimentação para o groove em 0° causou uma diminuição do limiar de instabilidade, 

enquanto para o groove em 270° não houve instabilidades para as condições testadas. 

A influência da vazão de entrada também se mostrou muito dependente da posição 

do groove. De maneira geral, observa-se que há uma mudança expressiva do 

comportamento do rotor quando a vazão de entrada passa de uma condição inundada para 

uma condição starved, em que a folga do mancal não é completamente preenchida pelo 

lubrificante na região do groove. O mancal com groove posicionado em 270° mostrou 

comportamento instável para condições de lubrificação starved e comportamento estável 

com lubrificação inundada para ambas as velocidades de rotação testadas (30Hz e 60Hz). 

Por outro lado, o mancal com groove posicionado em 0° está estável para rotação de 30Hz 

em ambas condições de lubrificação testadas (starved e flooded) e fica instável em 60Hz 

apenas para lubrificação inundada. Portanto, a lubrificação insuficiente pode afetar de 

diferentes formas o comportamento do mancal, logo torna-se mandatório investigar os 

efeitos da vazão de lubrificante para cada condição de lubrificação da máquina. 

Dessa forma, conclui-se que as condições de alimentação do mancal são 

extremamente importantes e influentes no comportamento da máquina rotativa, sendo que 

a posição do groove se mostrou um parâmetro de relevância em especial. Portanto, para 

uma análise criteriosa e acurada do mancal e do conjunto do rotor, faz-se necessário a 

utilização de modelos de lubrificação conservativos nos quais a condição de entrada de 

lubrificante é modelada e seus efeitos são considerados nos resultados estáticos e 

dinâmicos do sistema. 
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condição de lubrificação imposta no modelo de cavitação com conservação de massa 

reproduzir a condição de mancal completamente inundado encontrada com o modelo de 

Reynolds, os resultados obtidos são equivalentes. Ou seja, de fato a diferença dos modelos 

se deve às diferentes condições de lubrificação adotadas. 

Contudo, mancais com lubrificação completamente inundada como a modelada 

na última abordagem apresentada, dificilmente representam os mancais utilizados na 

prática. A conclusão é coerente com as observações feitas por Paranjpe e Goenka (1990) 

de que as discrepâncias nos fluxos do modelo de Reynolds sempre existem, porém são 

maiores nos casos em que o fornecimento de lubrificante não é abundante (fornecimento 

por furo ou com baixas pressões de alimentação). 

Em vista disso, é fundamental analisar em quais condições o modelo com 

cavitação de Reynolds é uma boa representação do problema e pode ser aplicado sem 

prejuízo à análise. 
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APÊNDICE II - COMPARAÇÃO ENTRE OS MODELOS DE 

LUBRIFICAÇÃO 

O desenvolvimento de um modelo de lubrificação com conservação de massa e 

condições de cavitação e de entrada de lubrificante foi essencial para a realização do 

presente trabalho. Desta forma, o Capítulo 3 apresentou diferentes modelos que atendem 

esses critérios, a saber, o modelo de Elrod (1981) (Capítulo 3.4), o modelo de 

Vijayaraghavan e Keith (1989) (Capítulo 3.5) e o modelo 𝑝 − 𝜃 (Ausas et al., 2009) 

(Capítulo 3.6). 

Portanto, realizou-se uma comparação dos resultados obtidos com esses modelos 

a fim de selecionar o mais adequado. As simulações foram realizadas para o mancal da 

Tabela 2 com pressão de alimentação de 0 kPa e com o groove localizado em 0°. No caso 

dos modelos de Elrod (1981) e de Vijayaraghavan e Keith (1989), as análises foram feitas 

com dois valores do módulo volumétrico 𝛽 para evidenciar os efeitos de 

compressibilidade de cada modelo.  

A Figura 63 mostra a distribuição de pressão hidrodinâmica para a rotação de 30 

Hz, evidenciando que os modelos apresentam resultados equivalentes, exceto para o caso 

do modelo de Vijayaraghavan e Keith (1989) com o menor valor do módulo volumétrico. 

Esse resultado é coerente, uma vez que todos três modelos são baseados na equação 

modificada de Reynolds e adotam as condições de cavitação da teoria JFO, porém 

somente o modelo de Vijayaraghavan e Keith (1989) considera os efeitos de 

compressibilidade no fluxo de Couette e, portanto, o resultado desse modelo se distância 

dos demais quando o fluido não pode mais ser considerado incompressível. 
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apresentou maior facilidade e robustez na convergência, isto é, além de convergir mais 

rápido, convergiu sem problemas em casos em que os demais apresentaram dificuldade, 

sendo necessário aplicar uma sub-relaxação no método de Gauss-Seidel. 
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[𝑁1𝑒] = [𝜙1(𝑧) 0 0 𝜙2(𝑧) 𝜙3(𝑧) 0 0 𝜙4(𝑧)0 𝜙1(𝑧) 𝜙2(𝑧) 0 0 𝜙3(𝑧) −𝜙4(𝑧) 0 ] 

[𝑁2𝑒] = 𝜕𝜕𝑧 [𝑁1𝑒] [𝐵1𝑒] = 𝜕𝜕𝑧 [𝑁2𝑒] [𝐶1𝑒] = 𝜕𝜕𝑧 [𝐵1𝑒] 
(66) 

Utilizando esses vetores é possível calcular as matrizes de rigidez, [𝐾𝐸𝑒], de massa 

de translação, [𝑀𝑇𝑒], de massa de rotação, [𝑀𝑅𝑒] e do efeito giroscópico, [𝐺𝐸𝑒], do elemento 

do eixo (Bittencourt, 2010): 

 

[𝐾𝐸𝑒] = ∫ [𝐵1𝑒]𝑇EI[𝐵1𝑒]𝑑𝑧ℎ𝑒0  

[𝑀𝑇𝑒] = ∫ [𝑁1𝑒]𝑇𝜌𝐴[𝑁1𝑒]𝑑𝑧ℎ𝑒0  

[𝑀𝑅𝑒] = ∫ 𝐼𝐷𝑒[𝑁2𝑒]𝑇[𝑁2𝑒]𝑑𝑧ℎ𝑒0  

[𝐺𝐸𝑒] = ∫ 𝐼𝑃𝑒[𝑁2𝑒(1, : )]𝑇[𝑁2𝑒(2, : )]𝑑𝑧ℎ𝑒0  

(67) 

Onde 𝐼 é o momento de inércia de área do eixo, 𝐴 é sua seção transversal, 𝐼𝐷𝑒  é o 

momento de inércia diametral do elemento e 𝐼𝑃𝑒 é o momento de inércia polar do elemento. 

A matriz de amortecimento [𝐶𝐸𝑒] é calculada considerando amortecimento estrutural 

proporcional às matrizes de massa e rigidez, também conhecida como matriz de 

amortecimento de Rayleigh, de acordo com a Equação (68). Considera-se que o 

amortecimento estrutural independe da massa, logo 𝛼 é igual a zero, como usualmente 

adotado para materiais metálicos, e estima-se que a constante de proporcionalidade 𝛽𝐶 é 10−4𝑠 (Machado et al., 2018). 

 [𝐶𝐸𝑒] = 𝛼[𝑀𝑒] + 𝛽𝐶[𝐾𝐸𝑒] (68) 

O vetor de esforços devido ao carregamento no elemento de eixo será apenas 

devido ao próprio peso do elemento de eixo: 

 {𝑓𝐸𝑒} = {0 −𝑔𝜌𝐴ℎ2 −𝑔𝜌𝐴ℎ312 0 0 −𝑔𝜌𝐴ℎ2 𝑔𝜌𝐴ℎ312 0}𝑇 (69) 
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ii. Elemento de Disco 

Os elementos de disco foram modelados como corpos rígidos atrelados a um nó, 

logo, possuem 2 graus de liberdade de translação e 2 de rotação. Portanto, a montagem 

da matriz de massa do disco, contendo as inércias de translação e rotação, é feita de 

maneira direta: 

 [𝑀𝐷] = [  
 𝑚𝐷 0 0 00 𝑚𝐷 0 00 0 𝐼𝑑𝐷 00 0 0 𝐼𝑑𝐷]  

 
 (70) 

Onde 𝑚𝐷 é a massa do disco e 𝐼𝑑𝐷 é o momento de inércia diametral do disco. A 

matriz contendo o efeito giroscópico do disco será: 

 [𝐺𝐷] = [  
 0 0 0 00 0 0 00 0 0 −𝐼𝑝𝐷0 0 𝐼𝑝𝐷 0 ]  

 
 (71) 

Onde 𝐼𝑝𝐷 é momento de inércia polar do disco. O vetor de forças associadas ao 

elemento do disco contém a força peso do disco, 𝑊𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜: 

{𝑓𝐷} = { 0−𝑊𝑑𝑖𝑠𝑐𝑜00 } (72) 

iii. Sistema mola-amortecedor do mancal 

Como já mencionado, para pequenas perturbações em torno da posição de 

equilíbrio, considera-se que a relação da posição e da velocidade do centro do eixo com 

a força hidrodinâmica nos mancais é linear. Dessa forma, os mancais podem ser 

modelados como um conjunto de molas e amortecedores lineares, assim, o vetor da força 

hidrodinâmica no nó do mancal será: 

{𝐹𝑋𝐹𝑌}𝑖 = {𝐹𝑋0𝐹𝑌0 } − [𝐾𝑥𝑥 𝐾𝑥𝑦𝐾𝑦𝑥 𝐾𝑦𝑦] {𝑣𝑥 − 𝑒𝑥0𝑣𝑦 − 𝑒𝑦0}𝑖 − [𝐶𝑥𝑥 𝐶𝑥𝑦𝐶𝑦𝑥 𝐶𝑦𝑦] {𝑣̇𝑥𝑣̇𝑦}𝑖= {𝐹𝑋0𝐹𝑌0 } − [𝐾𝑀] {𝑣𝑥 − 𝑒𝑥0𝑣𝑦 − 𝑒𝑦0}𝑖 − [𝐶𝑀] {𝑣̇𝑥𝑣̇𝑦}𝑖 (73) 

Logo, a matriz de rigidez e amortecimento do mancal, [𝐾𝑀] e [𝐶𝑀], são formadas 

pelos coeficientes dinâmicos, calculados segundo o procedimento apresentado no 
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Capítulo 4.1.8. Destaca-se que o modelo dos mancais apresentado não possui rigidez ou 

amortecimento em relação aos graus de liberdade de rotação. 

Para solução da equação característica do problema homogêneo, as matrizes de 

rigidez [𝐾𝑀] e amortecimento [𝐶𝑀] são somadas as matrizes globais do sistema nos 

respectivos nós de liberdade, alterando a rigidez e o amortecimento do conjunto. Contudo, 

para solução do problema no tempo, a contribuição dos mancais é inserida no sistema 

pela adição do vetor de forças da Equação (73) no lado direito da Equação (57) nos graus 

de liberdade dos mancais. Dessa forma considera-se as forças de restauração do sistema 

em função da posição e da velocidade do eixo em relação a posição de equilíbrio. 
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