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HIPERELASTICIDADE NÃO-LINEAR
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Resumo

PEREIRA, Carlos Eduardo Leite, Análise de Sensibilidade Topológica em Problemas de Não-Linearidade

Geométrica e Hiperelasticidade Não-Linear Quasi-Incompresśıvel, Campinas, Faculdade de En-

genharia Mecânica, Universidade Estadual de Campinas, 2006, 115p., Tese (Doutorado).

No presente trabalho, tem-se como objetivo realizar a otimização topológica em problemas de elas-

ticidade envolvendo não-linearidade geométrica (grandes deslocamentos e rotações) e não-linearidade de

material, no caso, hiperelasticidade não-linear quasi-incompresśıvel, aplicando o conceito de Análise de

Sensibilidade Topológica (AST) através de uma formulação Lagrangiana total. A AST é caracterizada

por uma função escalar, denominada Derivada Topológica, que fornece para cada ponto do domı́nio de

definição do problema a sensibilidade de uma determinada função quando um pequeno furo é criado no

domı́nio. Assim, considerando a impossibilidade em se obter uma solução anaĺıtica para os problemas

considerados no presente trabalho, uma expressão aproximada da Derivada Topológica é obtida através

de uma análise assintótica numérica para o problema envolvendo somente não-linearidade geométrica

e posteriormente para o problema envolvendo hiperelasticidade não-linear quasi-incompresśıvel. Resul-

tados numéricos para ambos os tipos de problema e as limitações quanto à aplicabilidade da Derivada

Topológica aproximada obtida para tais problemas são apresentados.

Palavras-chave

Otimização Topológica, Elementos Finitos, Elasticidade Linear e Não-Linear, Análise de Sensibilidade

Topológica, Derivada Topológica



Abstract

PEREIRA, Carlos Eduardo Leite, Topological Sensitivity Analysis in Problems with Geometric Non-

Linearities and Nonlinear Nearly-Incompressible Hiperelasticity, Campinas: Faculdade de Enge-

nharia Mecânica, Universidade Estadual de Campinas, 2006, 115p., Tese (Doutorado).

The aim of the present work is to optimize the topology of elasticity problems with geometric

nonlinearities (large displacement and rotation) and material nonlinearities, in this case, nonlinear

nearly-incompressible hyperelasticity applying the concept of Topological Sensitivity Analysis (TSA)

and a total Lagrangian formulation. The TSA results in a scalar function, denominated Topological

Derivative, that gives for each point of the domain the sensitivity of a given cost function when a

small hole is created. As an analytical solution is impossible for the considered problems in the present

work, an approximated expression for the Topological Derivative is obtained by numerical asymptotic

analysis first for geometric nonlinearities and after for nonlinear nearly-incompressible hyperelasticity.

Numerical results for both problems and the limitations of the approximated Topological Derivative

are presented.

Keywords

Topological Optimization, Finite Elements, Linear and Nonlinear Elasticity, Sensitivity Analysis, To-

pological Derivative
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′

(ε) em relação ao raio ε na tração no problema

com não-linearidade geométrica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.7 Comportamento assintótico de dT (uε) f
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Nmm

mm3
na iteração j = 99. . . . . . . . . . . . . 85

iv



Lista de Tabelas
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Nomenclatura

Operadores

(·) - Derivação de um campo material em relação a um parâmetro escalar. Se aplicado a campo

espacial indica a derivada total do campo em relação ao parâmetro
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′

) - Derivação de um campo espacial em relação a um parâmetro escalar mantendo-se fixo x

∇ - Gradiente de um campo
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div - Divergente de campo na configuração espacial

Letras Latinas

a(·, ·) - Forma bilinear, limitada e coerciva para problemas lineares ou forma linear na segunda
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A10, A01 - Constantes do funcional de Mooney-Rivlin

b1(·, ·) - Forma linear na primeira entrada, utilizada em enunciado variacional misto

b2(·, ·) - Forma linear na segunda entrada, utilizada em enunciado variacional misto

B - Bola aberta na configuração espacial

B̄ - Fecho da bola B

B0 - Bola aberta na configuração de referência
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E - Tensor de deformação de Green-Lagrange
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F̃ - Parcela de dilatação do gradiente de deformação
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I3 - Terceiro invariante de C

I - Tensor unitário de segunda ordem

I - Tensor unitário de quarta ordem

J - Determinante de F

k̃ - Bulk modulus

K (u) - Matriz de rigidez tangente

l(·) - Funcional linear limitado

L - Função Lagrangiana

m1,m2 - Multiplicadores de Lagrange

n - Vetor normal ao contorno na configuração espacial
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NE - Número de elementos da malha

ne - Número de elementos em torno do furo B̄0
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p - Pressão hidrostática

P - Primeiro tensor de tensão de Piola-Kirchhoff

q - Multiplicador de Lagrange da equação constitutiva restrita

Q - Espaço de pressões admisśıveis
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R - Conjunto dos números reais

s - Variável do problema de hiperelasticidade incompresśıvel

S - Segundo tensor de tensão de Piola-Kirchhoff

S̃ - Parcela de dilatação de S

S̄ - Parcela de distorção de S

t - Tempo final

t0 - Tempo inicial

t - Força de superf́ıcie na configuração espacial

t0 - Força de superf́ıcie na configuração de referência

T - Tensor de tensão de Cauchy

u - Deslocamento, função vetorial do espaço U

ū - Valor de deslocamento prescrito no contorno de Dirichlet

uh - Aproximação de u no espaço de dimensão finita Uh

U - Espaço das funções admisśıveis
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V - Espaço das variações admisśıveis
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Vn - Módulo da componete normal do campo de velocidade material
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V̄ - Volume ou área final
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Vr - Volume ou área a ser retirada por iteração

x̂ - Ponto do domı́nio, centro da bola B̄

X̂ - Ponto do domı́nio de referência, centro da bola B̄

X (x, τ) - Mapeamento suave e inverśıvel entre um domı́nio perturbado e não-perturbado

W - Densidade de energia de deformação

W̄ - Densidade de energia de distorção

W̃ - Densidade de energia de dilatação

Wext - Trabalho das forças externas

Letras Gregas

ψ(Ω) - Função objetivo em função do domı́nio espacial

ψ(Ω0) - Função objetivo em função do domı́no de referência

Ψ (u) - Funcional de performance

Ω - Domı́nio aberto e limitado na configuração espacial

Ω0 - Domı́nio aberto e limitado na configuração de referência

ρ - Espessura

λ̄ - Coeficiente de Lamé

µ̄ - Coeficiente de Lamé

ν - Coeficiente de Poisson

ε - Raio da bola B̄

τ - Parãmetro escalar de modificação do domı́nio

ǫ - Parâmetro de incompressibilidade

θ - Elemento de Q

x



β - Elemento de V

ξ - Elemento de U

γ - Precisão no processo de Newton-Raphson

Π - Funcional energia potencial total

Σ - Tensor de Eshelby na configuração espacial

Σ0 - Tensor de Eshelby na configuração de referência

Γ - Contorno de um determinado domı́nio na configuração espacial

Γ0 - Contorno de um determinado domı́nio na configuração de referência

ΓD - Contorno na configuração espacial submetido a condições de contorno de Dirichlet

ΓN - Controno na configuração espacial submetido a condições de contorno de Neumann

Γ0
D - Contorno na configuração de referência submetido a condições de contorno de Dirichlet

Γ0
N - Controno na configuração de referência submetido a condições de contorno de Neumann
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Caṕıtulo 1

Introdução

1.1 Motivação

Em muitos projetos de engenharia é interesse do projetista conhecer a forma ótima da estrutura,

de tal modo que a mesma desempenhe, da melhor maneira posśıvel, a sua tarefa. Muitas técnicas

baseadas em métodos da programação matemática surgiram, principalmente nas décadas de 70 e 80, e

constituem atualmente uma área de intensa pesquisa.

As técnicas de otimização topológica1 permitem obter a forma ótima de uma determinada estru-

tura que minimize uma determinada função custo, de tal forma que respeite determinadas restrições

impostas ao problema f́ısico com pouca ou nenhuma informação sobre a morfologia inicial da estrutura,

ver Figura 1.1.

Figura 1.1: Otimização topológica.

1É importante mencionar que o presente trabalho não versa sobre otimização topológica no sentido estrito da termi-
nologia. Visto que não é apresentado nenhuma aplicação de algoritmos de programação matemática na obtenção dos
resultados. Para uma visão geral dos métodos de otimização topológica, ver (Eschenauer e Olhoff, 2001).
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Por sua vez, as técnicas que se baseiam em Análise de Sensibilidade à Mudança de Forma (ASMF)

requerem um conhecimento prévio da morfologia, sendo a forma ótima obtida através de mudanças na

geometria do contorno do domı́nio considerado, ver Figura 1.2. Contudo, a ASMF está atualmente em

um estágio bem avançado, sendo posśıvel encontrar um grande número de publicações visando o desen-

volvimento das expressões de análise de sensibilidade ou aplicações da otimização de forma em diversos

problemas de engenharia. Pode se citar problemas envolvendo não linearidade geométrica (grandes

deslocamentos, rotações e deformações), não linearidades de material (plasticidade, hiperelasticidade,

viscoplasticidade) e não linearidades de contorno (contato sem atrito e com atrito), etc.

Figura 1.2: Otimização de forma.

Várias técnicas de otimização topológica foram propostas ao longo dos anos. Recentemente, uma

nova aboradagem baseada na ASMF tem despertado o interesse de vários pesquisadores nos meios

acadêmicos em diversos páıses. Este novo conceito, se beneficia do arcabouço matemático desenvolvido

para a ASMF e têm sido citado pelos pesquisadores como Análise de Sensibilidade Topológica. É

caracterizada por um função escalar denominada Derivada Topológica que dá a sensibilidade de uma

determinada funcão custo quanto à criação de pequenos furos no domı́nio de definição do problema.

Portanto, esta nova metodologia abre caminho para aplicações de otimização topológica em uma vasta

gama de problemas lineares e não-lineares da engenharia e da f́ısica matemática.

1.2 Revisão Bibliográfica

A primeira tentativa de se procurar a forma ótima de elementos estruturais aparece no trabalho de

Galileo Galilei (Galilei, 1638). Neste livro, foi realizada a primeira investigação sistemática no processo

de fratura de corpos frágeis. Neste contexto, descreveu-se a influência da forma de um corpo em sua

resistência, propôs-se e respondeu-se questões atribúıda a “Teoria dos corpos com igual resistência”.
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Também pode-se citar os trabalhos do estudioso James Clerk Maxwell (1831-1879) dedicados a for-

mulações do problema de otimização estrutural apud (Timoshenko, 1953).

Visando o aumento de demanda por eficiência, confiabilidade e ciclos de desenvolvimento de

produtos mais curtos, têm-se tornado inevitável o uso de técnicas e procedimentos computacionais

para resolver os atuais problemas de Engenharia. Grandes progressos têm sido obtidos na análise

computacional de estruturas e componentes, especialmente por meio do versátil Método dos Elementos

Finitos (MEF).

Neste sentido, técnicas de otimização baseadas na Análise de Sensibilidade à Mudança de Forma

(ASMF) têm desempenhado um papel bastante importante desde a segunda metade da década de

70. Houve um grande desenvolvimento no sentido de fundamentar as bases matemáticas da ASMF,

principalmente pela publicação da peculiar tese de doutorado (Murat e Simon, 1976). Posteriormente,

grandes contribuições foram realizadas no sentido da fundamentação matemática e aplicações a proble-

mas de Engenharia, (ver por exemplo, os anais do Congresso Optimization of Distributed Parameters

Structures, realizado em Iowa no ano de 1981 (Haug e Céa, 1981)).

Atualmente a ASMF está com suas bases matemáticas bem postas (ver, por exemplo, (Sokolowski

e Zolésio, 1992) e (Pironneau, 1984)) e aplicações a diversos problemas lineares e não-lineares têm

sido desenvolvidos ao longo dos anos, (ver por exemplo, (Kim, 1999) e (Silva, 2003)). No entanto, o

inconveniente desta técnica é de apenas permitir mudanças na fronteira da configuração inicial, exigindo

hipóteses prévias sobre a topologia inicial do domı́nio de definição do problema, ver Figura 1.2. Para

uma revisão detalhada sobre técnicas de otimização e ASMF ver a Seção 1.2 da tese de doutorado

(Silva, 2003).

Em muitas aplicações, procedimentos de otimização de dimensões de componentes têm se tornado

de uso geral. Entretanto, o desenvolvimento de métodos e estratégias aplicáveis ainda estão em progresso

no sentido de gerar topologias iniciais melhores posśıveis para componentes estruturais. Uma revisão dos

diferentes procedimentos é dada em (Bergmann e (eds), 1989), (Eschenauer et al., 1982), (Eschenauer

et al., 1991), (Gallagher et al., 1973) e (Sobieszczanski-Sobieski, 1989).

Nos últimos anos, grandes esforços têm sido feito no desenvolvimento de procedimentos de oti-

mização topológica. Há várias diferentes estratégias cujo uso em muitos casos dependem altamente do

problema em questão. Tais estratégias visam determinar a topologia ótima de acordo com o problema

de otimização definido, independentemente do projetista. Este, no entanto, deve avaliar e controlar o
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trabalho iterativo do processo de projeto, pois um cálculo de otimização isolado freqüentemente não

leva à um resultado ótimo. Assim, é importante incluir a criatividade do projetista, especialmente

naqueles caso que não podem ser modelados suficientemente no processo de otimização.

Michell (Michell, 1904) desenvolveu uma teoria de projeto para a topologia de estruturas de barras

esbeltas que são ótimas em relação ao peso. As barras nestas estruturas são todas perpendiculares uma

em relação às outras e formam um sistema ótimo em termos de máxima tensão de tração e compressão.

Generalizações subseqüentes foram feitas por Prager (Prager, 1969), (Prager, 1974) e Rozvany e Prager

(Rozvany e Prager, 1976), que resolveu um grande número de problemas de otimização topológica por

processos anaĺıticos baseados em critérios de otimalidade. Para uma revisão geral, ver (Rozvany et al.,

1993) e (Rozvany et al., 1989).

Otimização topológica é freqüêntemente chamada de otimização de layout ou otimização de forma

generalizada na literatura, conforme (Olhoff e Taylor, 1983), (Kirsch, 1990), (Bendsφe et al., 1993),

(Rozvany et al., 1995), (Bendsφe e Soares, 1993), (Cherkaev, 2000) e (Rozvany e Olhoff, 2001). A

importância deste tipo de otimização está no fato que a escolha da topologia apropriada da estrutura

na fase conceitual é geralmente o fator mais decisivo para a eficiência do novo produto. Além do mais,

a otimização de parâmetros e forma não pode mudar a topologia da estrutura durante o processo de

otimização. Assim, uma solução obtida por meio de um destes métodos terá a mesma topologia que o

projeto inicial, (ver Figura 1.2). A otimização topológica é por isso mais valiosa como ferramenta de

pré-processamento para otimização de parâmetros e forma (Fleury, 1986), (Bremicker et al., 1991) e

(Olhoff et al., 1991).

Existem dois tipos de otimização topológica, discreta e cont́ınua, dependendo do tipo de estrutura.

Para estruturas inerentemente discretas, a topologia ótima consiste na determinação do número ótimo,

posição e conectividade dos membros estruturais. Esta área de pesquisa foi ativa por várias décadas e

intensamente desenvolvida por Prager e Rozvany. Uma revisão completa sobre otimização topológica

de estruturas discretas pode ser encontrada nos artigos de revisão (Rozvany et al., 1992) e (Rozvany

et al., 1995), na monografia de Bendsφe (Bendsφe, 1995) e nos trabalhos (Eschenauer et al., 1982),

(Olhoff e Rozvany, 1995), (Gutkowski e Mroz, 1997), (Rozvany, 1997).

Na otimização topológica de estruturas cont́ınuas, a forma dos contornos externos bem como

dos contornos internos e o número de furos internos são simultaneamente otimizados com respeito à

função objetivo pré-definida. É assumido que o carregamento é prescrito e que uma dada quantidade de
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material é especificada em um domı́nio 2D ou 3D com dadas condições de contorno. Há várias pesquisas

ativas concentrando-se nestes problemas e diferentes procedimentos de solução têm sido desenvolvidos,

desde a publicação dos artigos (Bendsφe e Kirkuchi, 1988) e (Bendsφe, 1989). Exemplos de publicações

mais recentes que oferecem uma revisão geral sobre o assunto são (Atrek, 1993), (Kirsch, 1990), (Maute

et al., 1999), (Novotny et al., 2003), (Labanowiski, 2004) e (Amstutz e Andrä, 2005).

Genericamente, a otimização topológica de estruturas cont́ınuas pode ser classificada em duas

classes de abordagem, a abordagem Material ou Micro e a abordagem Geométrica ou Macro. Como

exemplo de técnica pertencente à abordagem Material ou Micro, pode-se citar o método SIMP (Solid

Isotropic Microstructures with Penalization). Os métodos ESO (Evolutionary Structural Optimization)

e TSA (Topological Sensitivity Analysis) pertencem à classe da abordagem Geométrica ou Macro.

Na abordagem SIMP, um campo de densidade ρ(x) ∈ [0, 1] é definido como variável de projeto e

as derivadas totais são calculadas na forma tradicional. Já no método ESO é definida uma sensibilidade

aproximada baseada na diferença finita da função custo quando um elemento é removido da malha,

para maiores detalhes, ver (Labanowiski, 2004). Finalmente, o método TSA calcula a sensibilidade de

uma função custo quando um pequeno furo é criado em determinado ponto do domı́nio de definição do

problema (Novotny et al., 2003).

A primeira abordagem de otimização topológica, à partir da otimização de forma, foi proposta

por Céa et al. em 1973 (Céa et al., 1973; Céa et al., 1974), através da combinação de um método

de ponto fixo e a sensibilidade de forma para todo o domı́nio. A forma e a topologia ótima são

ambos obtidos em um único processo. Posteriormente, Schumacher introduziu a primeira definição

de gradiente topológico (Schumacher, 1995). O propósito de Schumacher era introduzir um pequeno

furo no domı́nio de definição do problema e aumentá-lo com as ferramentas de otimização de forma

clássicas, citada como método bolha. Sokolowski et al. deram as primeiras justificativas matemáticas

deste método (Sokolowski e Żochowski, 1997). Posteriormente, Masmoudi estendeu a definição de

gradiente topológico para o caso de condição de contorno de Dirichlet no contorno do furos (Masmoudi,

1998).

No entanto, este conceito, embora extremamente geral, mostra-se, de certa forma, restritivo,

devido à dificuldade matemática na obtenção da derivada topológica. Tentando superar tais dificul-

dades, Garreau et al. propôs o Método do Domı́nio Truncado para o cálculo da derivada topológica

(Garreau et al., 1998). Porém este método não se mostrou eficaz pelo fato de exigir várias hipóteses
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simplificadoras, sendo a mais severa, a limitação da teoria apenas para funções custo que não dependem

explicitamente do domı́nio de definição do problema. Por exemplo, se o funcional de energia poten-

cial total do sistema for escolhido como função custo, o Método do Domı́nio Truncado conduz a um

resultado absurdo, resultando a derivada topológica nula em todo o domı́nio do problema.

Seguindo o mesmo caminho, nos trabalhos (Sokolowski e Żochowski, 1999) e (Céa et al., 1998),

a derivada topológica foi calculada via Análise de Sensibilidade à Mudança de Forma. Porém, apenas

se mostrou correta para o caso particular de condição de contorno de Neumann homogênea nos furos.

Enquanto que para outros tipos de condição de contorno nos furos (Neumann não-homogênea, Dirichlet

e Robin) a abordagem resultou incorreta. Em conseqüência, nos trabalhos (Garreau et al., 1998)

e (Garreau et al., 2001) afirmou-se que a Análise de Sensibilidade à Mudança de Forma conduz a

resultados incorretos quando utilizada no cálculo da Derivada Topológica. Esta questão foi resolvida no

trabalho de doutorado de Novotny (Novotny, 2003), no qual se demonstrou formalmente a relação entre

a Derivada Topológica e Análise de Sensibilidade à Mudança de Forma. Tal relação foi formalmente

demonstrada através de um teorema, que conduz a uma nova metodologia que permite aplicar a Análise

de Sensibilidade Topológica para uma vasta classe de problemas da Engenharia e da F́ısica.

Partindo desta metodologia, a derivada topológica para problemas de condução de calor em regime

estacionário (Novotny et al., 2003) e elasticidade plana e 3D lineares (Novotny, 2003) foi determinada.

No caso de problemas não-lineares, a única publicação até o momento, é o trabalho de Novotny (Novotny

et al., 2005a), no qual a derivada topológica é obtida para o problema de torção não-linear de uma

barra prismática sujeita à fluência estacionária, caracterizada pela equação de p-Poisson. Portanto,

o conceito de Análise de Sensibilidade Topológica tem sido aplicado somente em problemas lineares

ou não-lineares no caso potencial. Até o presente trabalho, nenhuma aplicação à problemas vetoriais

não-lineares foi apresentada.

1.3 Objetivos

Baseando-se no atual estágio de pesquisa em Análise de Sensibilidade Topológica exposto na seção

anterior, o presente trabalho têm os seguintes objetivos:

• Aplicar o conceito de derivada topológica desenvolvido em (Novotny, 2003), para problemas ve-

toriais não-lineares, descritos por uma formulação Lagrangiana total;
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• Desenvolver uma expressão aproximada da derivada topológica para problemas de elasticidade

envolvendo não linearidade geométrica (grandes deslocamentos e grandes rotações), com material

linear, homogêneo e isotrópico (Lei de Hooke). Uma expressão anaĺıtica para a derivada topológica

para tal problema se mostra inviável, devido à não existência de uma solução anaĺıtica para as

equações não-lineares que descrevem o problema. Conseqüentemente, experimentações numéricas

é adotada com o objetivo de obter uma expressão aproximada para a derivada topológica, tal

como proposto em (Novotny, 2003);

• Mostrar a validade da expressão aproximada da derivada topológica para o problema envolvendo

não linearidade geométrica através de exemplos numéricos e discutir suas limitações;

• Desenvolver uma expressão aproximada da derivada topológica para problemas envolvendo não

linearidade geométrica e não linearidade material. Neste caso, o material a ser considerado apre-

senta um comportamento hiperelástico não-linear quase-incompresśıvel, caracterizado pelo fun-

cional densidade de energia de distorção de Mooney-Rivlin de dois parâmetros mais o termo da

densidade de energia dilatação do material, conforme descrito por (Silva, 2003). Seguindo o mesmo

procedimento para o problema envolvendo somente não linearidade geométrica, a expressão final

da derivada topológica aproximada será obtida por meio de experimentações numéricas;

• Mostrar a validade da expressão aproximada da derivada topológica para o problema de hiperelas-

ticidade não-linear quase-incompresśıvel através de exemplos numéricos e discutir suas limitações.

1.4 Organização do Texto

De acordo com Seção 1.3, o objetivo deste trabalho é realizar a otimização topológica em proble-

mas estruturais não-lineares de grandes deslocamentos e hiperelasticidade quase-incompresśıvel apli-

cando o conceito de Análise de Sensibilidade Topológica.

Assim sendo, no Caṕıtulo 2 é apresentado o conceito de Derivada Topológica e sua conexão com

a Análise de Sensibilidade à Mudança de Forma formalizada na tese de doutorado (Novotny, 2003).

Além disso, o conceito é aplicado ao problema de elasticidade plana linear, conforme (Novotny, 2003), e

uma expressão exata para a Derivada Topológica é obtida. Além do mais, é apresentado um algoritmo

para otimização topológica visando utilizar o conceito em questão. Por fim, exemplos numéricos são

apresentados.
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No Caṕıtulo 3, o conceito de Análise de Sensibilidade Topológica (AST) é aplicado ao problema de

deformação envolvendo não-linearidade geométrica, no caso, grandes deslocamentos, formulado através

de uma formulação Lagrangiana total. Para isso, a análise de sensibilidade à mudança de forma é de-

terminada para o problema e posteriormente, uma expressão aproximada para a Derivada Topológica é

obtida através de experimentos numéricos. Em seguida, uma análise em relação à Derivada Topológica

aproximada obtida é realizada e suas limitações discutidas. Por fim, é apresentado um exemplo ilus-

trando a aplicação do conceito de AST ao problema de uma viga longa sujeita à grandes deslocamentos,

porém, com material linear, homogêneo e isotrópico.

No Caṕıtulo 4, o conceito de AST é aplicado ao problema de deformação envolvendo não lineari-

dade de material, no caso, hiperelasticidade não-linear quase-incompresśıvel. Da mesma forma que no

Caṕıtulo 3, primeiramente é desenvolvida a análise de sensibilidade à mudança de forma para o pro-

blema com base em (Silva, 2003) e em seguida uma expressão aproximada para a Derivada Topológica

é obtida por meio de experimentos numéricos. De forma similar ao Caṕıtulo 3, uma análise sobre as

limitações da Derivada Topológica aproximada obtida é realizada. Por fim, exemplos numéricos ilus-

trando a aplicação de tal conceito em problemas de deformação plana envolvendo material hiperelastico

não-linear quase-incompresśıvel é apresentado.

No Caṕıtulo 5, apresentam-se as conclusões finais e as perspectivas de futuras pesquisas para o

assunto em questão.
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Caṕıtulo 2

Análise de Sensibilidade Topológica

(AST) em Elasticidade Linear

2.1 Definição de Derivada Topológica

De acordo com (Novotny, 2003), a derivada topológica é uma função escalar, estabelecida em

todo o domı́nio de definição do problema, que fornece a sensibilidade de uma determinada função custo

quando um pequeno furo é criado em determinado ponto.

Na definição original da derivada topológica (ver, por exemplo, (Garreau et al., 1998)), após o

furo ser criado no processo de otimização, não é mais posśıvel estabelecer um homeomorfismo entre o

domı́nio perturbado (com furo) e o não perturbado (sem furo), ou seja, não é mais posśıvel estabelecer

um mapeamento bijetivo cont́ınuo entre os domı́nios considerados de tal forma que o mapeamento tenha

uma inversa cont́ınua, (ver (Kreyszig, 1989)).

Considere os domı́nios Ω e Ωε ∈ ℜn, sendo Ωε = Ω − B̄ε. O contorno de Ωε é denotado por

Γε = Γ ∪ ∂Bε e B̄ε = Bε ∪ ∂Bε é uma bola de raio ε centrada em x̂ ∈ Ω, cuja medida tende à zero

quando ε → 0 (reduzindo-se praticamente à um ponto). Desta forma, Ω representa o domı́nio não

perturbado (sem furo) e Ωε representa o domı́nio perturbado (com um pequeno furo), conforme pode

ser visto na Figura 2.1. A definição original da derivada topológica para uma função custo ψ pode ser

escrita matematicamente da seguinte forma (Masmoudi, 1998)

D∗
T (x̂) = lim

ε→0

ψ (Ωε) − ψ (Ω)

f (ε)
, (2.1)
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sendo f (ε) uma função regularizadora negativa, monotônica e decrescente, de tal modo que f (ε) → 0

quando ε → 0 (0 ≤ ε < 1) e que dependerá do problema em análise. Essa definição está ilustrada na

Figura 2.1.

Figura 2.1: Definição original da derivada topológica, (Novotny, 2003).

Portanto, como pode ser observado, os domı́nios considerados não possuem a mesma topologia.

Sendo assim, a derivada (2.1) não pode ser calculada de forma convencional.

Novotny em seu trabalho de doutorado (Novotny, 2003) propôs uma nova definição para a derivada

topológica. A idéia é partir de um problema em que o furo Bε já existe, ou seja, definir um mapeamento

entre Ωε ∈ ℜn e um outro domı́nio Ωε+δε ∈ ℜn, sendo δε uma variação do raio ε de Bε, dando origem

ao furo Bε+δε em Ωε+δε. Assim, pode-se definir um novo domı́nio perturbado Ωε+δε = Ω− B̄ε+δε, sendo

o contorno escrito como Γε+δε = Γ∪∂Bε+δε, conforme ilustrado na Figura 2.2. Desta maneira, torna-se

posśıvel estabelecer um mapeamento bijetivo cont́ınuo entre Ωε e Ωε+δε que possua inversa cont́ınua.

Portanto, Ωε e Ωε+δε passam a ser homeomórficos, conforme (Kreyszig, 1989).

Desta forma, Novotny demonstrou que a Derivada Topológica pode ser redefinida da seguinte

forma

DT (x̂) = lim
ε→0

{

lim
δε→0

ψ (Ωε+δε) − ψ (Ωε)

f (ε+ δε) − f (ε)

}

= lim
ε→0
δε→0

ψ (Ωε+δε) − ψ (Ωε)

f (ε+ δε) − f (ε)
. (2.2)

Convêm observar que a nova definição da derivada topológica, dada em (2.2), fornece a sensibili-

dade da função custo ψ quando o furo Bε centrado no ponto x̂ e com ε→ 0 aumenta de tamanho e não

quando este é efetivamente criado, conforme a definição original da derivada topológica (2.1). Porém,

Novotny provou que expandir um furo de raio ε, quando ε → 0, é equivalente à criá-lo. Entretanto, a
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Figura 2.2: Definição modificada da derivada topológica, (Novotny, 2003).

ação de aumentar o furo Bε pode ser interpretada como uma seqüência de configurações, denotada pelo

parâmetro τ . Considerando que o domı́nio sofra uma perturbação (aumento do furo), esta pode ser

representada por um mapeamento suave e inverśıvel dependente do parâmetro τ , definido como X (x, τ)

com x ∈ Ωε ⊂ ℜn e τ ∈ ℜ. Assim, a seqüência de domı́nios perturbados Ωτ e contornos perturbados

Γτ pode ser definida como

Ωτ = {xτ ∈ ℜn| ∃ x ∈ Ωε, xτ = X (x, τ) , xτ |τ=0 = x e Ωτ |τ=0 = Ωε} ,

Γτ = {xτ ∈ ℜn| ∃ x ∈ Γε, xτ = X (x, τ) , xτ |τ=0 = x e Γτ |τ=0 = Γε} .

Desta forma, o domı́nio Ωε+δε, perturbado por uma expansão suave δε da bola Bε, e o seu

respectivo contorno Γε+δε podem ser escritos em relação à τ como

Ωε+δε = Ωτ =⇒ Ωε = Ωτ |τ=0 e Γε+δε = Γτ =⇒ Γε = Γτ |τ=0 . (2.3)

Através de uma expansão em série de Taylor até o termo de primeira ordem em torno de τ = 0,

o mapemanento X (x, τ) é escrito explicitamente como

X (x, τ) = X (x, 0) +
∂X (x, 0)

∂τ
τ + O (τ) .

Desprezando os termos de alta ordem O (τ) e lembrando que xτ = X (x, τ) e x = X (x, 0), para τ

suficientemente pequeno, a relação anterior torna-se

xτ = x + τv (x) , (2.4)

sendo v (x) =
∂X (x, 0)

∂τ
uma ação de mudança de forma, fazendo uma analogia com a Mecânica do
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Cont́ınuo (Gurtin, 1981). A expressão anterior pode ser entendida como a descrição material do campo

de velocidade.

De acordo com (Zolézio, 1981) somente a componente do campo de velocidade v na direção

normal ao contono Γε, denotada por vn, é significativa nos cálculos de sensibilidade. Portanto, o campo

de velocidade para produzir uma expansão uniforme na bola Bε é definido como










v = vnn com vn < 0 e constante sobre ∂Bε

v = 0 sobre Γ, considerando que Γε = Γ ∪ ∂Bε

. (2.5)

Considerando o campo de velocidade dado pelas equações (2.5) e (2.4), a seguinte relação é válida

xτ = x + τvnn, ∀ x ∈ ∂Bε. (2.6)

Através da equação (2.6) e das relações dadas em (2.3), é posśıvel associar a perturbação δε com

o parâmetro τ como

δε = ‖xτ − x‖ = ‖τvnn‖ = τ |vn| , ∀ x ∈ ∂Bε e ∀ xτ∈ ∂Bε+δε. (2.7)

Assim, com base nas definições dadas acima, a equivalência perfeita entre as definições de Derivada

Topológica dadas pelas equações (2.1) e (2.2) é formalizada através do seguinte teorema (Novotny, 2003).

Teorema 2.1 Seja f (ε) uma função regularizadora escolhida de modo que 0 < |D∗
T (x̂)| ≤ ∞. Logo,

ambas as definições de Derivada Topológica dadas pelas equações (2.1) e (2.2) são equivalentes, podendo

ainda ser escritas da seguinte forma

D∗
T (x̂) = DT (x̂) =

1

|vn|
lim
ε→0

1

f ′ (ε)

dψ (Ωτ )

dτ

∣

∣

∣

∣

τ=0
. (2.8)

Demonstração 2.1 Ver Seção 2.4 de (Novotny, 2003).

2.2 Derivada Topológica para Elasticidade Linear

Nesta seção, a derivada topológica para o funcional de energia potencial total será determinada

para o problema de elasticidade linear, conforme discutido em (Novotny, 2003).

Considere um domı́nio aberto, limitado e não perturbado Ωε ∈ ℜn, cujo contorno Γε é suficien-

temente regular. O seguinte problema variacional pode ser definido na configuração não perturbada

Ωε:
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Encontre uε ∈ Uε, tal que

aε (uε,ηε) = lε (ηε) , ∀ ηε ∈ Vε, (2.9)

sendo Uε =
{

uε ∈
[

H1 (Ωε)
]dim

| uε|ΓD
= ū

}

e Vε =
{

ηε ∈
[

H1 (Ωε)
]dim

| ηε|ΓD
= 0

}

, respectiva-

mente, os espaços dos deslocamentos cinematicamente admisśıveis e das variações admisśıveis em um

domı́nio de dimensão dim ≤ 3; H1 (Ωε) é o espaço de Sobolev das funções com derivada primeira qua-

drado integrável no sentido de Lebesgue; ū é o deslocamento prescrito sobre o contorno de Dirichlet ΓD.

Além do mais, aε (·, ·) : Uε×Vε → ℜ é uma forma bilinear simétrica, limitada e coerciva e lε (·) : Vε → ℜ

é uma forma linear e cont́ınua. Para o problema em questão, as formas abstratas aε (uε,ηε) e lε (ηε)

podem ser escritas como

aε (uε,ηε) =

∫

Ωε

C : ∇uS
ε · ∇ηS

ε dΩε , (2.10)

lε (ηε) =

∫

Ωε

b · ηε dΩε +

∫

ΓN

t · ηε dΓε , (2.11)

sendo C o tensor (de quarta ordem) constitutivo do material. Para o problema em questão, C é dado

por

C =
Eρ

(1 − ν2)
[(1 − ν) I + ν (I ⊗ I)] , (2.12)

com I e I os tensores identidade de segunda e quarta ordem, respectivamente; E o módulo de elasticidade

longitudinal; ν o coeficiente de Poisson; ρ a espessura do domı́nio. Além disso, b é o vetor de força de

corpo uniforme e sobre Ωε e t é o vetor de carregamento prescrito sobre o contorno de Neumann ΓN

com Γ = ΓD ∪ ΓN .

Também será considerado que, o módulo de Young E, a densidade ρ e o coeficiente de Poisson ν

são considerados constantes em relação à perturbação representada por τ .

A expressão (2.9) representa a equação de equiĺıbrio na configuração não perturbada Ωε. Porém,

após à perturbação δε sobre o furo Bε, a equação de equiĺıbrio também deve ser satisfeita para qualquer

configuração perturbada Ωτ , ou seja, para ∀τ ≥ 0, pois, é exigido que o corpo esteja em equiĺıbrio em

qualquer configuração Ωτ . Dessa maneira, um novo problema variacional equivalente ao descrito pela

equação (2.9) pode ser definido sobre Ωτ da seguinte forma:

Encontre uτ ∈ Uτ , tal que

aτ (uτ ,ητ ) = lτ (ητ ) , ∀ ητ ∈ Vτ e ∀ τ ≥ 0. (2.13)
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Adotando como função custo a energia potencial total definida para toda configuração τ , a se-

guinte relação pode ser escrita

ψ (Ωτ ) = Ψτ (uτ ) =
1

2

∫

Ωτ

C : ∇uS
τ · ∇uS

τ dΩτ −
∫

Ωτ

b · uτ dΩτ −
∫

ΓN

t · uτ dΓτ

=
1

2
aτ (uτ ,uτ ) − lτ (uτ ) . (2.14)

Através do conceito de Análise de Sensibilidade à Mudança de Forma, a sensibilidade da função

custo (2.14) em relação à perturbação criada pelo campo de velocidade definido em (2.5) é caracterizada

pela derivada total de Ψτ (uτ ) em relação à τ em τ = 0 da seguinte forma

dΨτ (uτ )

dτ

∣

∣

∣

∣

τ=0
= lim

τ→0

Ψτ (uτ ) − Ψ0 (u0)

τ
, (2.15)

sendo uτ uma função impĺıcita de τ através da equação de estado (2.13) e u0 = uτ |τ=0 = uε a solução

da equação de estado (2.9) definida na configuração não perturbada Ωε.

Formalmente, o cálculo da derivada total do funcional Ψτ (uτ ) em relação à τ em τ = 0, repre-

sentado pela equação (2.15), pode ser posto da seguinte forma (Novotny, 2003)














Calcule:
dΨτ (uτ )

dτ

∣

∣

∣

∣

τ=0

Sujeito à: aτ (uτ ,ητ ) = lτ (ητ ) ∀ ητ ∈ Vτ e ∀ τ ≥ 0

. (2.16)

Isto é, a derivada total de Ψτ (uτ ) em relação à τ em τ = 0 sobre o plano tangente à restrição dada

pela equação de estado.

O primeiro passo é montar a função lagrangiana associada à equação (2.16) na configuração

perturbada Ωτ . Logo,

Lτ (uτ ,λτ ) = Ψτ (uτ ) + aτ (uτ ,λτ ) − lτ (λτ ) , ∀ λτ ∈ Vτ . (2.17)

Considerando que a equação de equiĺıbrio (2.13) é satisfeita para todo τ , então a derivada total

da função lagrangiana (2.17) em relação ao parâmetro τ é

dLτ

dτ
=
dΨτ

dτ
=
∂Lτ

∂τ
+

〈

∂Lτ

∂uτ
, u̇τ

〉

+

〈

∂Lτ

∂λτ
, λ̇τ

〉

, (2.18)

com

u̇τ =
duτ

dτ
∈ Vτ e λ̇τ =

dλτ

dτ
∈ Vτ .
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De acordo com a equação (2.17), a derivada parcial
∂Lτ

∂τ
pode ser escrita como

∂Lτ

∂τ
=

〈

∂Ψτ

∂uτ
, u̇τ

〉

+ aτ (u̇τ ,λτ ) + aτ

(

uτ , λ̇τ

)

− lτ
(

λ̇τ

)

, (2.19)

onde se considerou a bilinearidade de aτ (uτ ,λτ ) e a linearidade de lτ (λτ ).

Através das equações (2.18) e (2.19), as derivadas direcionais

〈

∂Lτ

∂λτ
, λ̇τ

〉

e

〈

∂Lτ

∂uτ
, u̇τ

〉

dão origem

à seguintes condições:

1. Para uτ ∈ Uτ solução da equação de estado (2.9) e considerando que λ̇τ ∈ Vτ , então

〈

∂Lτ

∂λτ
, λ̇τ

〉

= aτ

(

uτ , λ̇τ

)

− lτ
(

λ̇τ

)

= 0. (2.20)

2. Para λτ ∈ Vτ solução da equação adjunta, tem-se

〈

∂Lτ

∂uτ
, u̇τ

〉

= aτ (u̇τ ,λτ ) +

〈

∂Ψτ

∂uτ
, u̇τ

〉

= 0,

ou considerando a simetria da forma bilinear

aτ (λτ , u̇τ ) = −

〈

∂Ψτ

∂uτ
, u̇τ

〉

, ∀ u̇τ ∈ Vτ . (2.21)

Portanto, se as equações de estado (2.20) e adjunta (2.21) são satisfeitas, a seguinte relação é

válida

dLτ (uτ ,λτ )

dτ
=
∂Lτ (uτ ,λτ )

∂τ
, (2.22)

pois neste caso uτ e λτ tornam-se fixos.

Assim, a sensibilidade do lagrangiano dada na equação (2.17) para o funcional energia potencial

total (2.14), considerando que uτ satisfaça a equação de estado do problema (2.20) e λτ a solução da

equação adjunta (2.21) (que para o funcional em questão, λτ = 0, ver (Novotny, 2003)), pode ser escrita

como

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

1

2

∂aτ (uτ ,uτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
−
∂lτ (uτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
. (2.23)

Como pode ser visto em (Novotny, 2003), as derivadas parciais das formas bilinear e linear da

equação (2.23), em relação à τ em Ωτ |τ=0 = Ωε, podem ser calculadas através do Teorema de Transporte

de Reynolds (Gurtin, 1981), respectivamente, como

∂aτ (uτ ,uτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ωε

[(

Tε · ∇uS
ε

)

I−2∇uT
ε Tε

]

· ∇v dΩε , (2.24)
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∂lτ (uτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ωε

(b · uε) I · ∇v dΩε , (2.25)

sendo Tε e ∇uS
ε , respectivamente, o tensor de tensão de Cauchy e o tensor de deformação de Green-

Lagrange linearizado definidos na configuração não perturbada Ωε.

Substituindo as equações (2.24) e (2.25) em (2.23), a derivada do langrangiano resulta em

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ωε

Σε · ∇v dΩε . (2.26)

Σε pode ser interpretado como o tensor momento energia de Eshelby (Eshelby, 1975) que para este

problema é escrito como

Σε =
1

2

(

Tε · ∇uS
ε − 2b · uε

)

I −∇uT
ε Tε. (2.27)

Através do Teorema da Divergência e da relação tensorial div
(

TT
ε uε

)

= div(Tε) · uε + Tε · ∇uε,

a equação (2.26) pode ser escrita como

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Γε

Σεn · v dΓε −
∫

Ωε

divΣε · v dΩε . (2.28)

Pode-se provar (ver Proposição 4.1 em (Novotny, 2003)), que se uτ e λτ , são, respectivamente,

soluções das equações de estado e adjunta, então,

divΣε = 0. (2.29)

Assim, considerando a condição de contorno de Neumann homogênea (Tεn = 0) sobre ∂Bε, o

campo de velocidade definido por (2.5), a relação (2.18) e a equação (2.8) do Teorema 2.1, a derivada

topológica, à menos do limite, resulta em

DT (x̂) = − lim
ε→0

1

f ′ (ε)

∫

∂Bε

(

1

2
Tε · ∇uS

ε − b · uε

)

d∂Bε . (2.30)

A equação (2.30) representa a derivada topológica, à menos de um limite, que deve ser calculada.

Para o problema em questão, é posśıvel calcular este limite através de uma análise assintótica do termo

integrando, (ver Apêndice A de (Novotny, 2003)). Assim, considerando a ausência de força de corpo

(b = 0), a derivada topológica para elasticidade linear em estado plano de tensão pode ser escrita como

DT (x̂) = D∗
T (x̂) =

2

(1 + ν)
T · ∇uS +

3ν − 1

2 (1 − ν2)
trT tr∇uS . (2.31)

Para o estado plano de deformação, tem-se

DT (x̂) = D∗
T (x̂) = 2 (1 − ν)T · ∇uS +

(1 − ν) (4ν − 1)

2 (1 − 2ν)
trT tr∇uS, (2.32)
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sendo T e ∇uS respectivamente, os tensores de tensão de Cauchy e deformação de Green-Lagrange

linearizado, definidos no domı́nio sem furo Ω.

Para os casos particulares de tensão e deformação planas, respectivamente, com ν = 1/3 e ν = 1/4,

ambas as equações (2.31) e (2.32) reduzem-se a

DT (x̂) =
3

2
T · ∇uS. (2.33)

2.3 Análise de Resposta

No presente trabalho, o problema variacional dado pela equação (2.13) foi discretizado e resolvido

pelo Método dos Elementos Finitos (MEF). Obter uma solução anaĺıtica para tal problema torna-se

impraticável devido à complexidades envolvidas no problema, tais como geometria complexa, condições

de contorno e carregamento.

Entre os vários métodos numéricos de resolução de resolução de equações diferenciais existentes

(tais como, Método dos Elementos de Contorno, Método das Diferenças Finitas, etc.), o MEF é o mais

difundido atualmente. Tal método pode ser entendido como uma maneira sistemática e geral de se

construir famı́lias de subespaços de dimensão finita Uhp ⊂ U . Assim, o problema dado pela equação

(2.13) pode ser reescrito da seguinte forma

Encontre uhpτ
∈ Uhpτ

, tal que

aτ

(

uhpτ
,ηhpτ

)

= lτ
(

ηhpτ

)

, ∀ ηhpτ
∈ Vhpτ

⊂ Vτ e ∀ τ ≥ 0, (2.34)

sendo Uhpτ
o espaço das funções admisśıveis discretizado; Vhpτ

o espaço das funções teste admisśıveis

discretizado; o ı́ndice h ∈ (0, 1] ⊂ ℜ o parâmetro de dependência da aproximação ao tamanho da malha;

o ı́ndice p ∈ ℜ o parâmetro de dependência da ordem polinomial das funções de base utilizadas para

gerar o espaço de elementos finitos.

Como pode ser visto em vasta literatura referente ao MEF, (por exemplo, (Becker et al., 1981),

(Carey e Oden, 1983), (Oden e Carey, 1983), (Szabó e Babuška, 1991), (Zienkiewicz e Taylor, 1989) e

(Reddy, 1986)), a equação (2.34) conduz a um sistema de equações lineares, escrito na seguinte forma

matricial

Khpūhpτ
= fhp, (2.35)
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sendo ūhpτ
, para o problema elástico linear em questão, um vetor representando os deslocamentos

nodais; fhp o vetor de carregamento externo equivalente; Khp a matrix de rigidez global do problema.

Além disso, é comum no MEF considerar que Uhpτ
e Vhpτ

sejam topologicamente equivalentes. Assim,

as mesmas funções de base são utilizadas para gerar ambos os espaços Uhpτ
e Vhpτ

, dando origem à uma

formulação variacional simétrica (Becker et al., 1981). Tal consideração é conhecida na literatura como

método de Bubnov-Galerkin e nos casos em que o operador diferencial do problema é auto-adjunto,

a matrix de rigidez do problema Khp resulta simétrica, facilitando, portanto, a resolução do sistema

representado pela equação (2.35).

2.4 Algoritmo de Otimização Topológica

A função derivada topológica fornece a sensibilidade de um determinado funcional quanto à

criação de pequenos furos no domı́nio de definição do problema. Além disso, a derivada topológica

pode ser utilizada como direção de descida em um processo de otimização topológica, (ver (Céa et al.,

1998), (Garreau et al., 2001) e (Eschenauer e Olhoff, 2001)). Portanto, um algoritmo de otimização

topológica que utilize a derivada topológica deve obedecer a um determinado procedimento de criação

de furos no domı́nio em questão. Além do mais, uma restrição adicional do tipo

∫

Ω
dΩ ≤ V̄ , (2.36)

sendo V̄ o volume ou a área mı́nima do domı́nio, é considerada afim de evitar que o algoritmo tente

levar à solução trivial do problema, ou seja, meas (Ω) = 0. Assim, a restrição (2.36) não é relaxada

na função lagrangiana (2.17), sendo imposta como um cŕıtério de parada do processo de otimização.

Sendo assim, no presente trabalho, o processo iterativo implementado pode ser esquematizado através

do seguinte algoritmo (Novotny, 2003).

Considere uma seqüência de domı́nios
{

Ωj
}

, sendo j a j-ésima iteração, então:

1. Fornecer o domı́nio inicial Ω e o Critério de Parada, caracterizado pela primeira restrição de

(2.16), sendo V̄ a área ou volume final desejado e V r valor da área ou volume a ser retirado por

iteração.

2. Enquanto o Critério de Parada não é satisfeito, ou seja, enquanto

∫

Ω
dΩ ≤ V̄ , faça:

(a) Resolver os problemas (2.20) e (2.21) via MEF;
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(b) Calcular DT (x̂k)
j na forma discretizada em todos os nós x̂k da malha de elementos finitos;

(c) Criar os furos nos pontos x̂k da malha nos quais os valores da derivada topológica assumem

o menor valor, até que se atinja a área ou volume V r especificado a ser retirado por iteração;

(d) Definir o novo domı́nio Ωj+1;

(e) Fazer j = j + 1 e retornar ao ińıcio do passo 2.

3. Ponto onde se espera obter a topologia final satisfatória.

Em relação à criação dos furos no item (c) do algoritmo acima, adotou-se o mesmo procedimento

sugerido em (Novotny, 1998). Ao invés de adotar o ponto x̂k como sendo o baricentro do k-ésimo

elemento da malha, conhecida na literatura como método hard kill, (ver (Céa et al., 1998) e (Garreau

et al., 2001)), adotou-se o ponto x̂k como sendo o k-ésimo ponto nodal da malha1. Portanto, os

elementos a serem retirados são aqueles que pertencem a uma determinada célula na malha, ou seja,

a composição de todos os elementos que compartilham o mesmo nó da malha, conforme ilustrado na

Figura 2.3. Desta forma, segundo (Novotny, 1998), instabilidades numéricas são evitadas e a aparência

tipo dente de serra no domı́nio final é minimizada. Alguns resultados, utilizando tal medologia podem

ser encontrados em (Novotny et al., 1998).

Figura 2.3: Procedimento de geração de furos na malha.

1Os valores nodais da derivada topológica são obtidos, quando necessários, através de um processo de suavização
global dos campos de tensão e deformação, tal como proposto por (Hinton e Campbell, 1973). Ver também, Seção 3.2 de
(Bittencourt, 1996).
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2.5 Estudo de Casos

Para ilustrar o conceito de Análise de Sensibilidade Topológica para problemas de elasticidade

plana linear, serão apresentados nesta seção alguns exemplos de estruturas modeladas como estado

plano de tensões. Portanto, considere um componente estrutural plano, caracterizado por um domı́nio

Ω ∈ ℜ2 e por uma espessura ρ ∈ ℜ+ que nestes casos será considerada constante. Tais exemplos têm

sido utilizados na literatura para a convalidação do algoritmo de otimização (Novotny et al., 1998;

Driemeier, 2002).

2.5.1 Viga Curta Engastada

Neste exemplo, o modelo é representado por um domı́nio inicial retangular de dimensões L = 50

mm, espessura ρ = 5 mm, módulo de Young E = 210 × 103 N/mm2 e coeficiente de Poisson ν = 1/3.

A placa está engastada na região denotada por a = 5 mm e submetida a uma carga concentrada de

F = 5000 N , conforme ilustrado na Figura 2.4(a). Para discretizar o problema foi utilizada uma malha

com 3656 elementos finitos triangulares lineares (ver Figura 2.4(b)). Além disso, foi considerado como

critério de parada que a área final V̄ = 0, 40V0, sendo V0 a área inicial do domı́nio, retirando-se 1%

de área em cada iteração. A topologia final foi atingida após 86 iterações do algoritmo de otimização

topológica descrito na Seção 2.4. A Figura 2.4(d) ilustra o decaimento do valor do funcional de energia

potencial total em função da iteração j. A topologia final é a mesma obtida em (Novotny, 2003), porém

com um número maior de iterações devido à caracteŕıstica de retirada de elementos do algoritmo

empregado.
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(a) Modelo. (b) Malha inicial com 3656 elementos lineares.

(c) Topologia em j = 86.
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Figura 2.4: Viga engastada.
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2.5.2 Estrutura de Michell

Neste exemplo, o domı́nio inicial está ilustrado na Figura 2.5(a), sendo L = 50 mm, ρ = 5 mm,

E = 210 × 103 N/mm2 e ν = 1/3. A estrutura está submetida à uma força concentrada F = 5000 N .

Além disso, foi considerada a simetria do problema e uma malha com 3656 elementos finitos triangulares

lineares foi gerada, (ver Figura 2.5(b)). Como critério de parada, tomou-se a área final V̄ = 0, 22V0,

retirando-se 1% de área em cada iteração. A topologia final é obtida após 139 iterações do algoritmo

da Seção 2.4. A Figura 2.5(d) ilustra o comportamento decrescente do funcional energia potencial total

(a) Modelo. (b) Malha inicia com 3656 elementos lineares.

(c) Topologia em j = 139.
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Figura 2.5: Estrutura de Michell.

em função da iteração j. As mesmas observações feitas para o exemplo anterior relativas à topologia
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final são válidas para o presente exemplo.

2.5.3 Problema da Duas Barras

Neste exemplo, o domı́nio inicial, ilustrado na Figura 2.6(a), está submetido à uma força concen-

trada aplicada no meio da placa, sendo os demais dados idênticos ao problema da viga engastada, com

exceção que a área final é V̄ = 0, 20V0. Neste problema, a topologia final é obtida com 149 iterações e

o decréscimo do funcional de energia potencial total está ilustrado na Figura 2.6(d). A topologia final

é a mesma obtida em (Driemeier, 2002).

(a) Modelo. (b) Malha inicial com 3656 elementos lineares.

(c) Topologia em j = 149.
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Figura 2.6: Problema de duas barras.
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Uma observação interessante a ser feita, é a respeito da descontinuidade apresentada na Figura

2.6(d) em j = 115. Tal descontinuidade surge quando a barra comprimida presente na topologia em

j = 114 se rompe, conforme pode ser visto nas Figuras 2.7(a) e 2.7(b). Tal rompimento resulta em um

elevado decréscimo da energia potencial total do sistema.

(a) Topologia em j = 114. (b) Topologia em j = 115.

Figura 2.7: Rompimento de barra.
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Caṕıtulo 3

AST em Problemas com Não

Linearidade Geométrica

3.1 Definição do Problema

Neste caṕıtulo, o problema a ser considerado envolve não linearidade geométrica, no caso, grandes

deslocamentos. Neste tipo de problema a configuração final do corpo, caracterizada pelo domı́nio

deformado Ω ∈ ℜn, difere bastante em relação à configuração inicial, que neste trabalho será adotada

como configuração de referência, e é caracterizada pelo domı́nio Ω0 ∈ ℜn.

Matematicamente, um corpo é deformado via um mapeamento injetivo f que relaciona cada ponto

material X ∈ Ω0 a um ponto x ∈ Ω, ou seja,

x = f (X) ∈ Ω. (3.1)

O vetor u (X) = f (X)−X representa o deslocamento do ponto X, conforme ilustrado na Figura

3.1. Além do mais, é exigido que o corpo não penetre em si mesmo, o que resulta na hipótese de

f ser uma função injetora, ou seja, uma relação um para um entre os pontos X ∈ Ω0 e os pontos

x ∈ Ω. Como ∇f representa localmente o volume deformado por unidade de volume não-deformado

(ver (Gurtin, 1981)), a condição de f ser injetora é satisfeita quando

det∇f > 0. (3.2)

No presente caṕıtulo, considera-se a lei de Hooke generalizada para um material elástico, linear
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Figura 3.1: Mapeamento entre domı́nio de referência não-deformado Ω0 e o domı́nio deformado Ω.

(com a deformação), homogêneo e isotrópico. Portanto, para uma Formulação Lagrangiana Total, a

relação tensão-deformação pode ser escrita da seguinte forma

S = C : E, (3.3)

sendo S o segundo tensor de tensão de Piola-Kirchhoff; E o tensor de deformação finita de Green-

Lagrange escrito em relação à u da seguinte forma

E = ∇uS +
1

2
∇uT∇u; (3.4)

C é um tensor de quarta ordem com simetrias maior (Cijkl = Cklij) e menor (Cijkl = Cjilk). Representa

o tensor de elasticidade do material e é escrito da seguinte forma

C = 2µ̄I + λ̄ (I⊗ I) , (3.5)

com µ̄ e λ̄ as constantes de Lamé e I é o tensor unitário de quarta ordem.

Considera-se que o domı́nio de referência Ω0 ∈ ℜn seja aberto e limitado e seu contorno Γ0 =

Γ0
N ∪ Γ0

D,
(

Γ0
D ∩ Γ0

N = ∅
)

seja suficientemente regular, admitindo a existência de um vetor unitário

normal n em quase todos os pontos de Γ0, exceto possivelmente em um conjunto finito de medida nula,

conforme ilustrado na Figura 3.2. Nesse caso, o Problema de Valor de Contorno (PVC) de equiĺıbrio a

ser resolvido sobre Ω̄0 = Ω0 ∪ Γ0, no sentido clássico, pode ser escrito como:
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Encontre u ∈ C2, tal que























DivP (u) + b0 = 0 em Ω0

Pn0 = t0 em Γ0
N

u = ū em Γ0
D

, (3.6)

sendo C2 o espaço das funções com derivada segunda cont́ınua em Ω0; P é o primeiro tensor de Piola-

Kirchhoff; b0 é um vetor na configuração de referência Ω0, suficientemente suave e constante, repre-

sentando as forças de corpo; t0 é um vetor na configuração de referência representando o carregamento

prescrito no contorno Γ0
N ; e ū o deslocamento prescrito em Γ0

D.

Figura 3.2: Domı́nio de referência não-deformado do PVC.

Conforme (Bonet e Wood, 1997) e (Belytschko et al., 2001), o primeiro tensor de tensão de

Piola-Kirchhoff P pode ser relacionado com o segundo tensor de tensão de Piola-Kirchhoff da seguinte

forma

P = FS, (3.7)

sendo F = (I + ∇u) o tensor gradiente de deformação. Além disso, como F é não simétrico, P, ao

contrário de S, também é um tensor não simétrico. Portanto, devido à esta carência de simetria, o

segundo tensor de tensão de Piola-Kirchhoff S será utilizado para representar o estado de tensão na

configuração de referência Ω0 no presente trabalho.

O problema variacional correspondente à forma forte da equação (3.6) é:
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Encontre u ∈ U , tal que

a (u,δu) = l (δu) , ∀ δu ∈ V, (3.8)

sendo U =
{

u ∈
[

H1
(

Ω0
)]dim

| u|Γ0
D

= ū
}

e V =
{

δu ∈
[

H1
(

Ω0
)]dim

| δu|Γ0
D

= 0
}

e dim ≤ 3.

A equação (3.8) representa o Prinćıpio do Trabalho Virtual para o problema não linear em

questão, uma vez que, δu representa uma variação virtual da solução u. Cabe salientar ainda que a

forma abstrata a (u,δu) é limitada, linear em δu, porém não linear em u e l (δu) é uma forma linear e

limitada. Tais formas podem ser escritas da seguinte forma (Bonet e Wood, 1997)

a (u,δu) =

∫

Ω0

P · δF dΩ0 =

∫

Ω0

S · δE dΩ0 =

∫

Ω0

C : E · δE dΩ0 , (3.9)

l (δu) =

∫

Ω0

b0 · δu dΩ0 +

∫

Γ0
N

t0 · δu dΓ0 . (3.10)

O termo δE na equação (3.9) representa uma variação virtual do campo de deformação e se

relaciona à δu através da seguinte relação (Belytschko et al., 2001; Bonet e Wood, 1997)

δE =
1

2

(

FT δF + δFTF
)

= ∇δuS +
1

2
∇δuT∇u +

1

2
∇uT∇δu. (3.11)

3.2 Análise de Resposta para Problemas Não-Lineares

O problema variacional representado pela equação (3.8) é não-linear em relação ao vetor solução

u. Portanto, uma estratégia básica de solução consiste no particionamento do problema original numa

seqüência de subproblemas lineares consecutivos. Cada subproblema é então resolvido, sendo sua

solução o estado inicial do subproblema seguinte (Simo e Hughes, 1998).

Em problemas não-estacionários, esse particionamento corresponde à discretização do peŕıodo

pela qual o fenômeno ocorre em incrementos de tempo por algum método de integração. Em problemas

estacionários, ou seja, independentes da variável tempo, procedimento análogo é aplicado, porém, ao

invés de incrementos no tempo, o particionamento se traduz na aplicação de incrementos de carrega-

mentos e deslocamentos prescritos. Assim, numericamente, todos os problemas são tratados como se

ocorressem em um intervalo de tempo finito discretizado em incrementos.

De uma maneira formal, considera-se I =
[

0, t̂
]

⊂ ℜ o intervalo total de ocorrência do fenômeno,

sendo conhecido o estado do sistema em t = 0 e t̂ denotando o estado final do sistema. O processo de
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solução consiste em particionar o intervalo total do fenômeno I em N subintervalos de comprimento

∆tn+1 = tn+1 − tn, sendo n = 0, ..., N − 1, de tal forma que 0 = t0 < t1 < ... < tN = t̂.

De acordo com o problema estrutural definido pela equação (3.6), o processo de particionamento

dá origem a uma seqüência de problemas não-lineares






















DivPn+1+ b0n+1
= 0 em Ω0

Pn+1n0 = t0n+1
em Γ0

N

un+1= ūn+1 em Γ0
D

, (3.12)

sendo conhecida a solução anterior un, correspondente ao intervalo anterior.

Similarmente, um problema variacional correspondente à forma fraca (3.12), equivalente à equação

(3.8), pode ser definido para cada intervalo In+1:

Encontre un+1 ∈ Un+1, tal que

a (un+1,δu) = l (δu) , ∀ δu ∈ V, (3.13)

sendo

a (un+1,δu) =

∫

Ω0

Sn+1 · δE dΩ0 , (3.14)

l (δu) =

∫

Ω0

b0n+1
· δu dΩ0 +

∫

Γ0
N

t0n+1
· δu dΓ0 . (3.15)

Dessa forma, cada intervalo tn+1 está associado a um par de esforços externos b0n+1
e t0n+1

, bem como

aos espaços de deslocamentos cinematicamente admisśıveis Un+1=
{

un+1 ∈
[

H1
(

Ω0
)]dim

| un+1|Γ0
D

= ūn+1

}

e de variações admisśıveis V, para dim ≤ 3.

No presente trabalho, a solução do problema variacional não-linear (3.13) é obtida pelo MEF

(Belytschko et al., 2001). Similarmente à Seção 2.3, o problema variacional (3.13) é substitúıdo pelo

pelo seguinte problema:

Encontre uhpn+1
∈ Uhpn+1

⊂ Un+1, tal que

a
(

uhpn+1
,δuhp

)

= l (δuhp) , ∀δuhp ∈ Vhp, (3.16)

sendo Uhpn+1
e Vhp, respectivamente, os espaços de deslocamentos admisśıveis discretizado no intervalo

de solução n+ 1 e o espaço das variações discretizado, definidos da mesma forma que na Seção 2.3.

Em problemas lineares, a solução pelo MEF conduz a um sistema de equações lineares resolvido
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através de um único passo. Obviamente, a introdução de qualquer não-linearidade, seja geométrica,

de material ou de condição de contorno, altera essa situação, exigindo um procedimento de solução

diferente.

No presente trabalho, o problema variacional (3.16) no intervalo In+1 é resolvido através do

método de Newton-Raphson que consiste de uma seqüência de carregamento incremental, no qual

a estimativa inicial é refinada a cada iteração. Tal estratégia de solução é denominada solução em

passos de carregamento (Oden, 1972). Formalmente, o método de Newton-Raphson é um procedimento

iterativo de ponto fixo (Kreyszig, 1989) que aproxima a solução do problema original através de uma

seqüência de soluções de aproximações lineares.

A aplicação do método de Newton-Raphson à forma variacional (3.16), considerando que o car-

regamento no contorno seja independente da deformação e omitindo o subescrito hp em u da equação

(3.16), resulta no seguinte processo iterativo (Silva, 2003)

δa
(

(k)un+1;
(k+1) ∆u, δu

)

= ln+1 (δu) − a
(

(k)un+1, δu
)

,

(k+1)un+1 = (k)un+1+
(k+1)∆u,

k = k + 1 até que
∥

∥

∥

(k+1)∆un+1

∥

∥

∥ ≤ γ > 0,

(3.17)

sendo k o número da iteração de equiĺıbrio no intervalo n+ 1 e γ a precisão.

Omitindo os parâmetros k e n + 1 da equação acima, a forma abstrata δa (u;∆u, δu) é bilinear

e simétrica em ∆u e δu, que resulta da linearização da forma abstrata a (u, δu) em (3.16), conforme

(Silva, 2003), e pode ser escrita da seguinte forma

δa (u;∆u, δu) =

∫

Ω0

C :

〈

∂E

∂u
,∆u

〉

·

〈

∂E

∂u
, δu

〉

dΩ0 +

∫

Ω0

S (u) ·

[

1

2

(

∇ (∆u)T ∇δu + ∇δuT∇ (∆u)
)

]

dΩ0 , (3.18)

sendo

〈

∂E

∂u
,∆u

〉

= ∆E =

(

∇ (∆u)S +
1

2
∇uT∇ (∆u) +

1

2
∇ (∆u)T ∇u

)

, (3.19)

〈

∂E

∂u
, δu

〉

= δE =

(

∇δuS +
1

2
∇uT∇δu +

1

2
∇δuT∇u

)

. (3.20)

Como ln+1 (δu) − a
(

(k)un+1, δu
)

no processo iterativo (3.17) é linear em δu, a solução (k+1)∆u
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em cada passo k + 1 resulta em um sistema linear, que matricialmente assume a seguinte forma (ver

(Bonet e Wood, 1997; Belytschko et al., 2001))

K (u) ∆u = f̂ext − f̂int, (3.21)

sendo K a matriz de rigidez tangente do problema, f̂ext um vetor representando as forças externas e

f̂int um vetor representando as forças internas.

O critério de convergência indicado decorre da formulação usual de algoritmo de ponto fixo

(Kreyszig, 1989). Porém, devido à diversidade de problemas estruturais não-lineares, outros critérios

alternativos podem ser aplicados, tais como (Bathe, 1996)

∥

∥

∥

∥

[

f̂ext

]

n+1
−(k)

[

f̂int

]

n+1

∥

∥

∥

∥

/

∥

∥

∥

∥

[

f̂ext

]

n+1
−(0)

[

f̂int

]

n+1

∥

∥

∥

∥

≤ γ, (3.22)

ou

∣

∣

∣

∣

∥

∥

∥

∥

[

f̂ext

]

n+1
−(k)

[

f̂int

]

n+1

∥

∥

∥

∥

·(k+1) [∆u]

∣

∣

∣

∣

/

∣

∣

∣

∣

∥

∥

∥

∥

[

f̂ext

]

n+1
−(0)

[

f̂int

]

n+1

∥

∥

∥

∥

·(1) [∆u]

∣

∣

∣

∣

≤ γ, (3.23)

que monitoram o módulo relativo direcional do problema de minimização descrito por (3.17).

3.3 AST para a Formulação Lagrangiana Total

Seguindo o mesmo procedimento da Seção 2.1, o conceito de derivada topológica pode ser definido

para problemas envolvendo não-linearidade geométrica com formulação Lagrangiana total.

Considere um novo domı́nio Ω0
ε ∈ ℜn, Ω0

ε = Ω0 − B̄0
ε , cujo contorno é denotado Γ0

ε = Γ0 ∪ ∂B0
ε e

B̄0
ε = B0

ε ∪ ∂B0
ε uma bola de raio ε e centro no ponto material X̂ ∈ Ω0

ε, conforme ilustrado na Figura

3.3.

Considerando a redefinição da equação (2.2), uma descrição lagrangiana total para a derivada

topológica é posśıvel, e pode ser escrita da seguinte forma

DT

(

X̂
)

= lim
ε→0







lim
δε→0

ψ
(

Ω0
ε+δε

)

− ψ
(

Ω0
ε

)

f (ε+ δε) − f (ε)







= lim
ε→0
δε→0

ψ
(

Ω0
ε+δε

)

− ψ
(

Ω0
ε

)

f (ε+ δε) − f (ε)
. (3.24)

Da mesma forma como foi descrito na Seção 2.1, a equação (3.24) representa a sensibilidade da função

custo quando o furo B0
ε , centrado no ponto material X̂ ∈ Ω0

ε e com raio ε→ 0, aumenta de tamanho e

não quando este é efetivamente criado, como na definição original (2.1) da derivada topológica.
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Figura 3.3: Definição modificada da derivada topológica para formulação lagrangiana total.

A ação de aumentar o furo pode ser considerada como uma seqüência de configurações per-

turbadas, caracterizada pelo parâmetro τ e descrita por uma função suave e inverśıvel T (X, τ) com

X ∈ Ω0
ε ⊂ ℜn e τ ∈ ℜ. Assim, a seqüência de domı́nios e respectivos contornos de referência perturbados

Ω0
τ e Γ0

τ podem ser definidos como

Ω0
τ =

{

Xτ ∈ ℜn| ∃ X ∈ Ω0
ε, Xτ = T (X, τ) , Xτ |τ=0 = X e Ω0

τ

∣

∣

∣

τ=0
= Ω0

ε

}

,

Γ0
τ =

{

Xτ ∈ ℜn| ∃ X ∈ Γ0
ε, Xτ = T (X, τ) , Xτ |τ=0 = X e Γ0

τ

∣

∣

∣

τ=0
= Γ0

ε

}

.

Desta forma, o domı́nio Ω0
ε+δε, perturbado por uma expansão suave δε da bola B0

ε e o seu respectivo

contorno Γ0
ε+δε podem ser escritos em relação à τ como

Ω0
ε+δε = Ω0

τ =⇒ Ω0
ε = Ω0

τ

∣

∣

τ=0 e Γ0
ε+δε = Γ0

τ =⇒ Γ0
ε = Γ0

τ

∣

∣

τ=0 . (3.25)

Expandindo a função T (X, τ) em série de Taylor em torno de τ0 = 0, considerando apenas o

termo linear da expansão e T (X, τ) = Xτ e T (X, 0) = X, tem-se que para todo ponto material

Xτ , considerando τ suficientemente pequeno, a função de mapeamento entre as configurações pode ser

escrita da seguinte forma

Xτ (X) = X + τV (X) , (3.26)

sendo V (X) =
∂T (X, 0)

∂τ
a ação de mudança de forma definida no domı́nio de referência Ω0

ε.

Portanto, um campo de velocidade equivalente ao definido em (2.5) é definido sobre o furo B0
ε da
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seguinte forma










V = Vnn0 com Vn < 0 e constante sobre ∂B0
ε

V = 0 sobre Γ0, considerando que Γ0
ε = Γ0 ∪ ∂B0

ε

, (3.27)

sendo Vn a componente normal ao furo do campo de velocidade V, na configuração de referência.

Substituindo o campo de velocidade, definido em (3.27) na equação (3.26), o mapeamento entre

os domı́nios de referência não perturbado Ω0
ε e perturbado Ω0

τ pode ser escrito como

Xτ = X + τVnn0, ∀ X ∈ ∂B0
ε . (3.28)

Similarmente à equação (2.7), a perturbação δε é associado ao parâmetro τ da seguinte forma

δε = ‖Xτ −X‖ = ‖τVnn0‖ = τ |Vn| , ∀ X ∈ ∂B0
ε e ∀ Xτ ∈ ∂B0

ε+δε. (3.29)

Assim, o Teorema 2.1 pode ser aplicado para o problema não-linear descrito por uma formulação

lagrangiana total, considerando somente que o domı́nio usado na análise de sensibilidade à mudança de

forma é o domı́nio de referência Ω0. Portanto, a equação (2.8) pode ser reescrita como

D∗
T

(

X̂
)

= DT

(

X̂
)

=
1

|Vn|
lim
ε→0

1

f ′ (ε)

dψ
(

Ω0
τ

)

dτ

∣

∣

∣

∣

∣

τ=0

, (3.30)

sendo D∗
T

(

X̂
)

a derivada topológica original, definida entre o domı́nio de referência sem furo Ω0 e o

domı́nio de referência com furo Ω0
ε; DT

(

X̂
)

a derivada topológica modificada dada por (3.24); e f (ε)

é a função regularizadora escolhida de modo que 0 <
∣

∣

∣D∗
T

(

X̂
)
∣

∣

∣ ≤ ∞.

3.4 Derivada Topológica para Elasticidade com Não Linearidade Geo-

métrica

Análogo à Seção 2.2, a derivada topológica para o funcional de energia potencial total do sistema

será calculada para o problema de elasticidade sujeita a não linearidade geométrica, no caso, grandes

deslocamentos. Considerando que o domı́nio Ω0
ε é limitado e aberto e que Γ0

ε é suficientemente regular,

o problema variacional definido pela equação (3.8) em Ω0 pode ser redefinido no domı́nio de referência

não perturbado Ω0
ε da seguinte forma:

Encontre uε ∈ Uε, tal que

aε (uε,δuε) = lε (δuε) , ∀ δuε ∈ Vε, (3.31)
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sendo Uε e Vε, respectivamente, os espaços das funções e variações definidos da mesma maneira que na

Seção 2.2. Assim, de acordo com as equações (3.9) e (3.10), a forma abstrata da equação (3.31) pode

ser escrita da seguinte forma

∫

Ω0
ε

Sε · δEε dΩ
0
ε =

∫

Ω0
ε

b0·δuε dΩ
0
ε +

∫

Γ0
N

t0·δuε dΓ
0 . (3.32)

De maneira similar, um problema variacional para o PVC (3.6) pode ser definido no domı́nio de

referência perturbado Ω0
τ , ou seja,

Encontre uτ ∈ Uτ , tal que

aτ (uτ ,δuτ ) = lτ (δuτ ) , ∀ δuτ ∈ Vτ e ∀ τ ≥ 0, (3.33)

sendo Uτ e Vτ os espaços de funções e variações, respectivamente, definidos em Ω0
τ .

O funcional energia potencial total Ψτ (uτ ), definido na equação (2.14), é redefinido aqui como

Ψτ (uτ ) =
1

2

∫

Ω0
τ

Sτ ·Eτ dΩ
0
τ −

∫

Ωτ

b0 · uτ dΩ
0
τ −

∫

ΓN

t0 · uτ dΓ
0
τ =

1

2
aτ (uτ ,uτ ) − lτ (uτ ) . (3.34)

Portanto, afim de obter a sensibilidade da função custo (3.34), a função lagrangiana para o

problema não-linear na configuração perturbada Ω0
τ é escrita da seguinte forma

Lτ (uτ ,βτ ) = Ψτ (uτ ) + aτ (uτ ,βτ ) − lτ (βτ ) , ∀ βτ ∈ Vτ . (3.35)

Observa-se que a forma abstrata aτ (uτ , δuτ ) da equação (3.33) é não-linear em uτ , porém linear em

δuτ . Desse modo, βτ = m δuτ , sendo m ∈ ℜ o multiplicador de Lagrange para a restrição de igualdade

aτ (uτ ,δuτ ) − lτ (δuτ ) = 0 na função lagrangiana (3.35) e βτ ∈ Vτ .

Considerando que a equação (3.33) seja satisfeita para todo τ , a derivada total da função lagran-

giana (3.35) será igual à derivada total do funcional de energia potencial total, ou seja,

dLτ

dτ
=
dΨτ

dτ
=
∂Lτ

∂τ
+

〈

∂Lτ

∂uτ
, u̇τ

〉

+

〈

∂Lτ

∂βτ

, β̇τ

〉

(3.36)

com

u̇τ =
duτ

dτ
∈ Vτ e β̇τ =

dβτ

dτ
∈ Vτ .

Levando-se em conta que na equação (3.35) o funcional Ψτ (uτ ) e a forma abstrata aτ (uτ ,βτ )

dependem explicitamente de uτ , então a derivada direcional

〈

∂Lτ

∂uτ
, u̇τ

〉

na equação (3.36) pode ser
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escrita como

〈

∂Lτ

∂uτ
, u̇τ

〉

=

〈

∂Ψτ

∂uτ
, u̇τ

〉

+

〈

∂aτ

∂uτ
, u̇τ

〉

. (3.37)

Considerando a dependência de aτ (uτ ,βτ ) e lτ (βτ ) em relação à βτ , a derivada direcional
〈

∂Lτ

∂βτ

, β̇τ

〉

é escrita da seguinte forma

〈

∂Lτ

∂βτ

, β̇τ

〉

=

〈

∂aτ

∂βτ

, β̇τ

〉

−

〈

∂lτ
∂βτ

, β̇τ

〉

. (3.38)

A derivada direcional da forma abstrata aτ (uτ ,βτ ) em relação à uτ na direção u̇τ presente na

equação (3.37), considerando que para o problema em questão aτ (uτ ,βτ ) é definida de acordo com a

equação (3.9), torna-se

〈

∂aτ

∂uτ
, u̇τ

〉

=

∫

Ω0
τ

C :

〈

∂Eτ

∂uτ
, u̇τ

〉

· δEτ + Sτ ·

〈

∂δEτ

∂uτ
, u̇τ

〉

dΩ0
τ = δaτ (uτ ; u̇τ ,βτ ) . (3.39)

As derivadas do tensor de deformação de Green-Lagrange Eτ e de sua variação δEτ em relação à uτ

na direção u̇τ são expressas da seguinte forma

〈

∂Eτ

∂uτ
, u̇τ

〉

= ∇τ u̇
S
τ +

1

2
∇τu

T
τ ∇τ u̇τ +

1

2
∇τ u̇

T
τ ∇τuτ , (3.40)

〈

∂δEτ

∂uτ
, u̇τ

〉

=
1

2
∇τ u̇

T
τ ∇τβτ +

1

2
∇τβ

T
τ ∇τ u̇τ , (3.41)

e a variação do tensor de deformação de Gree-Lagrange é expressa em relação a uτ e δuτ como

δEτ = ∇τδu
S
τ +

1

2
∇τu

T
τ ∇τδuτ +

1

2
∇τδu

T
τ ∇τuτ . (3.42)

Por outro lado, a derivada direcional da forma abstrata aτ (uτ ,βτ ) em relação à βτ na direção

β̇τ presente na equação (3.38) é escrita da seguinte maneira

〈

∂aτ

∂βτ

, β̇τ

〉

=

∫

Ω0
τ

Sτ ·

[

∇τ β̇
S
τ +

1

2
∇τu

T
τ ∇τ β̇τ +

1

2
∇τ β̇

T
τ ∇τuτ

]

dΩ0
τ = aτ

(

uτ , β̇τ

)

. (3.43)

Similarmente, a derivada direcional do termo linear lτ (βτ ) em relação à βτ na direção β̇τ fica

〈

∂lτ
∂βτ

, β̇τ

〉

=

∫

Ω0
τ

b0 · β̇τ dΩ
0
τ +

∫

Γ0
N

t0 · β̇τ dΓ
0
τ = lτ

(

β̇τ

)

. (3.44)

Portanto, análogo à Seção 2.2, o cálculo da derivada parcial da função lagrangiana Lτ (uτ ,βτ )

em relação a τ coincidirá com o cálculo da derivada total em relação a τ se

〈

∂Lτ

∂uτ
, u̇τ

〉

=

〈

∂Ψτ

∂uτ
, u̇τ

〉

+ δaτ (uτ ; u̇τ ,βτ ) = 0, (3.45)
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e

〈

∂Lτ

∂βτ

, β̇τ

〉

= aτ

(

uτ , β̇τ

)

− lτ
(

β̇τ

)

= 0, (3.46)

levando-se em conta os resultados das equações (3.39), (3.43) e (3.44).

A equação (3.45) conduz ao seguinte problema adjunto:

Encontre βτ ∈ Vτ , tal que

δaτ (uτ ;βτ , u̇τ ) = −

〈

∂Ψτ

∂uτ
, u̇τ

〉

, ∀ u̇τ ∈ Vτ , (3.47)

onde considerou-se a simetria da forma bilinear δaτ (uτ ; u̇τ ,βτ ).

Da mesma maneira, a equação (3.46) conduz à equação de estado do problema:

Encontre uτ ∈ Uτ , tal que

aτ

(

uτ , β̇τ

)

= lτ
(

β̇τ

)

, ∀ β̇τ ∈ Vτ . (3.48)

Portanto, se uτ e βτ forem, respectivamente, a solução das equações de estado (3.48) e adjunta

(3.47), a seguinte relação é válida

∂Lτ (uτ ,βτ )

∂τ
=
dLτ (uτ ,βτ )

dτ

∣

∣

∣

∣

uτ e βτ fixos
. (3.49)

No presente trabalho, a função custo considerada é o funcional de energia potencial total do

sistema, que é escrito conforme a equação (3.34). Assim, tomando a derivada direcional do funcional

Ψτ (uτ ) em relação à uτ na direção u̇τ e considerando a simetria de aτ (uτ ,uτ ), conforme a equação

adjunta (3.47), tem-se

〈

∂Ψτ (uτ )

∂uτ
, u̇τ

〉

=
1

2

〈

∂aτ (uτ ,uτ )

∂uτ
, u̇τ

〉

−

〈

∂lτ (uτ )

∂uτ
, u̇τ

〉

= aτ (uτ , u̇τ ) − lτ (u̇τ ) , (3.50)

de tal forma que

aτ (uτ , u̇τ ) =

∫

Ω0
τ

C : Eτ ·

(

∇τ u̇
S
τ +

1

2
∇τu

T
τ ∇τ u̇τ +

1

2
∇τ u̇

T
τ ∇τuτ

)

dΩ0
τ , (3.51)

lτ (u̇τ ) =

∫

Ω0
τ

b0 · u̇τ dΩ
0
τ +

∫

Γ0
N

t0 · u̇τ dΓ
0
τ , (3.52)

considerando que o vetor das forças de corpo b0 e o vetor das forças de superf́ıcie t0 não dependem de

uτ .

Para u̇τ ∈ Vτ , as equações (3.51) e (3.52) são equivalentes às equações (3.9) e (3.10) escritas
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na configuração perturbada Ω0
τ e trocando δu por u̇τ . Conseqüentemente, as equações (3.51) e (3.52)

representam a equação de estado do problema de modo que a equação adjunta (3.47) pode ser reescrita

como

δaτ (uτ ;βτ , u̇τ ) = aτ (uτ , u̇τ ) − lτ (u̇τ ) = 0, ∀ u̇τ ∈ Vτ . (3.53)

Desta forma, a solução do problema adjunto para o funcional de energia potencial total para o problema

em questão é βτ = 0.

Assim, através da relação (3.49) e da definição do funcional de energia potencial total (3.34) e

considerando ainda o fato que a solução adjunta é βτ = 0, a derivada parcial do lagrangiano (3.35)

escrito na configuração não-perturbada Ω0
τ

∣

∣

τ=0 = Ω0
ε é

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

1

2

∂aτ (uτ ,uτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
−
∂lτ (uτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
. (3.54)

Aplicando o Teorema do Transporte de Reynolds, (Gurtin, 1981), a derivada parcial na confi-

guração não-perturbada Ω0
ε da forma abstrata aτ (uτ ,uτ ) fica

∂aτ (uτ ,uτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ω0
ε

[

∂ (Sτ ·Eτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
+ (Sε · Eε) DivV

]

dΩ0
ε ,

= 2

∫

Ω0
ε

[

C : Eτ ·
∂ (Eτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
+

1

2
(Sε ·Eε) I · ∇V

]

dΩ0
ε . (3.55)

A derivada do tensor de deformação de Green-Lagrange pode ser reescrita da seguinte forma

∂ (Eτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=
∂
(

∇τu
S
τ

)

∂τ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

τ=0

+
1

2

∂
(

∇τu
T
τ

)

∂τ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

τ=0

∇uτ +
1

2
∇uT

τ

∂ (∇τuτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
. (3.56)

Como pode ser visto no Apêndice B de (Novotny, 2003) e em (Fancello, 1993), a derivada parcial

de um gradiente de um campo vetorial uτ em relação à τ na configuração não-perturbada, considerando

que as equações de estado (3.48) e adjunta (3.47) são satisfeitas, ou seja, que uτ e βτ sejam fixos, pode

ser escrito da seguinte maneira

∂ (∇uτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
= −∇uε∇V, (3.57)

ou para o equivalente gradiente simétrico

∂
(

∇uS
τ

)

∂τ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

τ=0

= − (∇uε∇V)S . (3.58)
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Portanto, a derivada parcial do tensor de deformação Eτ na configuração não-perturbada fica

∂ (Eτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
= − (∇uε∇V)S −

1

2
(∇uε∇V)T ∇uε −

1

2
∇uT

ε ∇uε∇V. (3.59)

Substituindo (3.59) em (3.55) e após algumas manipulações algébricas, a derivada parcial de aτ

em relação à τ na configuração não-perturbada fica

∂aτ (uτ ,uτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
= 2

∫

Ω0
ε

[

1

2
(Sε ·Eε) I −∇uT

ε Sε −∇uT
ε ∇uεSε

]

· ∇V dΩ0
ε . (3.60)

De forma semelhante, a derivada parcial da forma linear lτ (uτ ) em relação à τ na configuração

não-perturbada τ = 0, para uτ e βτ fixo é

∂lτ (uτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ω0
ε

(b0 · uε) DivV dΩ0
ε +

∫

Γ0
N

(t0 · uε) DivΓV dΓ0 , (3.61)

sendo

DivΓ = (I − n0 ⊗ n0) · ∇V, (3.62)

o divergente superficial do campo de velocidade V (Fancello, 1993).

Lembrando da definição do campo de velocidade V dado por (3.27), V = 0 em Γ0. Portanto,

DivΓV = 0. Assim, a equação anterior fica

∂lτ (uτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ω0
ε

(b0 · uε) I · ∇V dΩ0
ε . (3.63)

Substituindo a derivada das formas abstrata dadas por (3.60) e (3.63) na equação (3.54) e após

algumas manipulações algébricas, a derivada parcial do lagrangiano em τ = 0 fica

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ω0
ε

[

1

2
(Sε · Eε − 2b0 · uε) I −∇uT

ε Sε −∇uT
ε ∇uεSε

]

· ∇V dΩ0
ε . (3.64)

Similarmente à Seção 2.2, a equação anterior pode ser escrita da seguinte forma

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ω0
ε

Σ0
ε · ∇V dΩ0

ε , (3.65)

sendo que Σ0
ε representa o tensor momento energia de Eshelby na configuração de referência para

formulação lagrangiana total, e é denotado da seguinte forma

Σ0
ε =

1

2
(Sε · Eε − 2b0 · uε) I −∇uT

ε Sε −∇uT
ε ∇uεSε. (3.66)

Através das relações, P = FS e F = I + ∇u, o tensor de Eshelby da equação anterior pode ser
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escrito de uma forma mais compacta, ou seja,

Σ0
ε =

1

2
(Sε ·Eε − 2b0 · uε) I −∇uT

ε Sε −∇uT
ε (Fε − I)Sε

=
1

2
(Sε ·Eε − 2b0 · uε) I −∇uT

ε Pε. (3.67)

Além do mais, através da relação Wε = 1
2Pε· Fε = 1

2Sε · Eε, que represnta a densidade de energia

na configuração de referência não perturbada Ω0
ε, (ver (Belytschko et al., 2001; Holzapfel, 2000)), a

equação (3.67) pode ser reescrita como

Σ0
ε =

1

2
(Pε ·Fε − 2b0 · uε) I −∇uT

ε Pε. (3.68)

Cabe observar a semelhança entre a expressão anterior e a equação (2.27) desenvolvida na Seção

2.2 para o caso linear. Na equação (3.68), o primeiro tensor de tensão de Piola-Kirchhoff Pε está no

lugar do tensor de tensão de Cauchy Tε da equação (2.27) e o gradiente de deformação Fε está no lugar

do tensor de deformação de Green-Lagrange linearizado ∇uS
ε .

Utilizando-se o Teorema da Divergência, (Gurtin, 1981) e a relação tensorial

Σ0
ε · ∇V = Div

[

(

Σ0
ε

)T
V

]

− Div
(

Σ0
ε

)

·V, (3.69)

a equação (3.65) pode ser reescrita como

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ω0
ε

Div
(

Σ0
ε

)

·V dΩ0
ε +

∫

Γ0
ε

Σ0
εn0 ·V dΓ0

ε . (3.70)

Proposição 3.1 Sejam uτ e βτ , respectivamente, as soluções das equações de estado (3.48) e adjunta

(3.47). Logo

DivΣ0
ε = 0. (3.71)

Demonstração 3.1 Por simplicidade considera-se o tensor de Eshelby Σ0
ε na forma da equação

(3.67). Além do mais, a derivada de uτ em relação a τ pode ser feita na própria configuração perturbada

Ω0
τ , para depois avaliar em τ = 0. Assim, através da regra da cadeia, tem-se

∂uτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
= u

′

τ

∣

∣

∣

τ=0
+ (∇uε)V com (·)

′

:=
∂ (·)

∂τ

∣

∣

∣

∣

xτ fixo

. (3.72)

Assim, através do Teorema do Transporte de Reynolds, da equação (3.72) e do Teorema da Divergência

(Novotny, 2003), as derivadas das formas abstrata aτ (uτ ,uτ ) e linear lτ (uτ ), em τ = 0, podem ser
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escritas, respectivamente, como

∂aτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ω0
ε

(C : Eτ ·Eτ )
′
∣

∣

∣

τ=0
dΩ0

ε +

∫

Γ0
ε

(Sε ·Eε)n0 ·V dΓ0
ε

= 2

∫

Ω0
ε

Sε ·E
′

ε dΩ
0
ε +

∫

Γ0
ε

(Sε ·Eε)n0 ·V dΓ0
ε , (3.73)

∂lτ
∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ω0
ε

b0 · u
′

ε dΩ
0
ε +

∫

Γ0
ε

(b0 · uε)n0 ·V dΓ0
ε +

∫

Γ0
N

t0 · u
′

ε + t0 · (∇uε)V dΓ0

=

∫

Ω0
ε

b0 · u
′

ε dΩ
0
ε +

∫

Γ0
N

t0 · u
′

ε dΓ
0 +

∫

Γ0
ε

[

(b0 · uε) I + ∇uT
ε Pε

]

n0 ·V dΓ0
ε , (3.74)

onde se considerou b0 e t0 constantes em relação a τ . Assim, substituindo (3.73) e (3.74) em (3.54),

tem-se

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ω0
ε

Sε · E
′

ε dΩ
0
ε −

∫

Ω0
ε

b0 · u
′

ε dΩ
0
ε −

∫

Γ0
N

t0 · u
′

ε dΓ
0 +

∫

Γ0
ε

Σ0
εn0 · V dΓ0

ε

= aε

(

uε,u
′

ε

)

− lε
(

u
′

ε

)

+

∫

Γ0
ε

Σ0
εn0 · V dΓ0

ε , (3.75)

sendo Σ0
ε dado pela equação (3.67). Portanto, comparando (3.75) com (3.70) e considerando que

u
′

ε ∈ Vε, e o Teorema Fundamental do Cálculo Variacional (ver por exemplo (Elsgoltz, 1969)), chega-

se a

∫

Ω0
ε

Div
(

Σ0
ε

)

·V dΩ0
ε = 0 ∀ V ⇐⇒ DivΣ0

ε = 0.

Assim, a proposição está demonstrada. ✷

Substituindo o resultado da Proposição 3.1, dado pela equação (3.71), em (3.70) e considerando

a definição do campo de velocidades (3.27), obtém-se

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
= −Vn

∫

∂B0
ε

Σ0
εn0 · n0 d∂B

0
ε . (3.76)

A partir de (3.67),

Σ0
εn0 · n0 =

1

2
Sε · Eε − b0 · uε − Pεn0 · (∇uε)n0.

Considerando condição de contorno de Neumann homogênea no furo, ou seja, Pεn0 = 0 sobre ∂B0
ε e

ausência de forças de corpo, b0 = 0, tem-se

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
= −Vn

∫

∂B0
ε

(

1

2
Sε ·Eε

)

d∂B0
ε . (3.77)
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A derivada topológica é obtida substituindo a equação (3.77) na expressão (3.30), ou seja

D∗
T

(

X̂
)

= DT

(

X̂
)

= − lim
ε→0

1

f ′ (ε)

∫

∂B0
ε

(

1

2
Sε ·Eε

)

d∂B0
ε . (3.78)

3.5 Análise Assintótica Numérica

A equação (3.78) representa a derivada topológica a menos do limite com ε→ 0 para o problema de

elasticidade envolvendo não-linearidade geométrica, e material linear, homogêneo e isotrópico. Portanto,

afim de se obter a derivada topológica propriamente dita, é necessário que o limite para ε→ 0 em (3.78)

seja calculado, de forma anaĺıtica ou aproximada.

No Caṕıtulo 2, a derivada topológica foi deduzida para problemas de elasticidade plana linear.

O limite com ε → 0 da definição de derivada topológica pode ser calculado através de uma análise

assintótica do termo integrando, conforme pode ser visto em detalhes em (Novotny, 2003). Para o

presente problema não-linear, uma análise assintótica da equação (3.78) torna-se inviável, pois neste

caso, não é posśıvel obter uma solução anaĺıtica para o problema como descrito nos trabalhos (Novotny,

2003; Novotny et al., 2003; Novotny et al., 2005b). Conseqüentemente, um procedimento alternativo

baseado em experimentos numéricos para o cálculo do limite com ε→ 0 em (3.78) é adotado, conforme

sugerido na Seção 3.5 da tese de doutorado (Novotny, 2003).

Considere portanto, uma função dT (uε) tal que

dT (uε) = −
1

f
′

(ε)

∫

∂B0
ε

(

1

2
Sε · Eε

)

d∂B0
ε , (3.79)

de modo que

DT

(

X̂
)

= lim
ε→0

dT (uε) . (3.80)

Será realizado um estudo numérico do comportamento assintótico da função dT (uε) em relação

ao raio ε. Para isso, considere um domı́nio retangular plano, denotado por Ω, com dimensões L = 2 mm

e com um furo de raio ε no centro do domı́nio, sujeito aos casos de carregamento com carga distribúıda

t0 ao longo das bordas laterais de Ω, conforme ilustrado nas Figuras 3.4.

A equação de estado (3.48), representando o problema de elasticidade não-linear em questão,

que será discretizada e resolvida pelo MEF, utilizando-se elementos triangulares quadráticos da famı́lia

Serendipty. Além do mais, as malhas são constrúıdas de modo a manter o mesmo número de elementos
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(a) Modelo do 1o caso. (b) Modelo do 2o caso.

(c) Modelo do 3o caso. (d) Modelo do 4o caso.

Figura 3.4: Modelos empregados na análise assintótica.
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(a) Malha com furo de ε = 0, 16 mm. (b) Malha sem furo.

Figura 3.5: Malhas de empregadas na análise assintótica.

no contorno do furo, independentemente do valor do raio ε. Conseqüentemente, é calculado o tamanho

aproximado dos elementos mediante a relação

he ≈
2πε

ne
, (3.81)

sendo ne o número de elementos requerido sobre o contorno do furo. A Tabela 3.1 mostra o número

total de elementos NE das malhas geradas no domı́nio Ω para diferentes valores do raio ε, considerando

ne = 60.

Tabela 3.1: Malhas empregadas na análise assintótica numérica.

ε(mm) 0, 01 0, 02 0, 03 0, 04 0, 05 0, 06 0, 07 0, 08 0, 10 0, 12 0, 16

NE 3876 1968 1846 1760 1672 1644 1592 1576 1480 1408 1296

Portanto, considerando modelo de estado plano de deformação, coeficiente de Poisson ν = 1/4

e módulo de Young E = 2100 N/mm2, pode-se construir os gráficos dT (uε) f
′

(ε) × ε para t0 =

±{12, 50; 25, 00; 37, 50; 150, 0; 450, 00} N/mm2 conforme mostrado nas Figuras 3.6 e 3.7, respectiva-

mente, para os casos de tração e compressão, sendo que neste último caso não foi posśıvel obter a

solução para compressão com carga de t0 = 450, 00 N/mm2 por causa da distorção excessiva da malha.

Mediante análise destes gráficos, é razoável supor a hipótese que estes se comportam como retas que
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passam pela origem, o que permite supor que o termo integrando da equação (3.79) se comporta como

uma constante em relação a ε. Uma função f (ε) que satisfaz a condição 0 ≤
∣

∣

∣DT

(

X̂
)
∣

∣

∣ <∞ do Teorema

2.1 é f (ε) = − |Bε| = −πε2.
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(a) Carga t0 = 25, 00N/mm2.
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(b) Carga t0 = 37, 50N/mm2.
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(c) Carga t0 = 150, 00N/mm2.
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(d) Carga t0 = 450, 00N/mm2.

Figura 3.6: Comportamento assintótico de dT (uε) f
′

(ε) em relação ao raio ε na tração no problema com
não-linearidade geométrica.

Conseqüentemente, as equações (3.80) e (3.79) conduzem a

DT

(

X̂
)

= lim
ε→0

dT (uε) = C
1

2
S · E, (3.82)

sendo C uma constante. Assim, a equação (3.82) é a expressão final da derivada topológica a menos

de uma constante.
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(a) Carga t0 = −12, 50N/mm2.
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(b) Carga t0 = −25, 00N/mm2.
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(c) Carga t0 = −37, 50N/mm2.
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(d) Carga t0 = −150, 00N/mm2.

Figura 3.7: Comportamento assintótico de dT (uε) f
′

(ε) em relação ao raio ε na compressão no problema com
não-linearidade geométrica.
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A análise da constante C é realizada mediante o comportamento assintótico da função dT (uε)

em relação ao raio ε. Tal análise é realizada tomando o quociente entre a função dT (uε) e o termo

integrando calculado no nó de uma malha sem furo, cujas coordenadas coincidem com as coordenadas

do centro do furo da malha com furo, já levando em conta a função f (ε) = −πε2, ou seja,
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(b) 2o caso de carregamento.
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(c) 3o caso de carregamento.
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(d) 4o caso de carregamento.

Figura 3.8: Comportamento assintótico do quociente
dT (uε)
1

2
S · E

em relação ao raio ε no problema com não-

linearidade geométrica.

1

2πε

∫

∂B0
ε

(

1

2
Sε · Eε

)

d∂B0
ε

1

2
S ·E

. (3.83)
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O resultado está ilustrado nos gráficos da Figura 3.8.

Mediante análise dos gráficos da Figura 3.8, observa-se um comportamento assintótico da equação

(3.83) quando ε diminui, em todos os valores de carga t0, tanto no caso da tração, quanto no caso da

compressão. No caso da tração, conforme o valor da carga t0 aumenta, o valor da constante C tende a

ser menor do que 3; no caso da compressão, conforme o valor da carga t0 aumenta, o valor da constante

C tende a ser maior do que 3.

A equação (2.30) representa a derivada topológica, a menos do limite com ε→ 0, para problemas

lineares de tensão plana (ν = 1/3) e deformação plana (ν = 1/4). Uma análise assintótica numérica

pode ser realizada afim de obter a expressão final da derivada topológica para o problema de elasticidade

plana linear do Caṕıtulo 2. Portanto, considere

dT (uε) = −
1

f ′ (ε)

∫

∂Bε

(

1

2
Tε · ∇uS

ε

)

d∂Bε . (3.84)
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Figura 3.9: Comportamento assintótico de dT (uε) f
′

(ε) em relação ao raio ε no problema de elasticidade plana
linear.

Da mesma forma que no caso não-linear, a Figura 3.9 mostra uma reta passando pela origem.

Conclui-se então que o termo integrando é uma constante em relação a ε e a função f (ε) = −πε2

satisfaz a condição do Teorema 2.1. Logo,

DT (x̂) = lim
ε→0

dT (uε) = C
1

2
T · ∇uS.
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(c) 3o caso de carregamento.
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Figura 3.10: Comportamento assintótico do quociente
dT (uε)

1

2
T · ∇uS

em relação ao raio ε para o problema de

elasticidade plana linear.
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Realizando o mesmo procedimento aplicado ao caso não-linear, a constante C para o caso linear

pode ser obtida via procedimento numérico conforme ilustrado nos gráficos das Figuras 3.9 e 3.10, o

que conduz ao valor de C = 3, o que está de acordo com a equação (2.33) deduzida analiticamente em

(Novotny, 2003) mediante análise assintótica

DT (x̂) =
3

2
T · ∇uS.

Portanto, para o caso especial onde ν = 1/3 para problemas de tensão plana e ν = 1/4 para pro-

blemas de deformação plana, conforme equações (2.31) e (2.32), respectivamente, foi posśıvel recuperar

a expressão exata da derivada topológica (2.33) por meio da análise assintótica numérica, conforme

ilustram os gráficos da Figura 3.10. Porém, cabe observar que para o problema não-linear em questão,

não é posśıvel recuperar a expressão exata da derivada topológica, uma vez que, ao contrário do pro-

blema linear, o valor da constante C se altera conforme o valor do carregamento aplicado é alterado,

como pode ser verificado no gráfico 3.8.

Cabe ainda observar que tanto os gráficos da Figura 3.8 quanto os da Figura 3.10, que represen-

tam, respectivamente, o comportamento assintótico das equações (3.79) e (3.84) sob os quatro casos

de carregamento, sofrem uma variação em seu valor quando ε = 0, 01

(

1

ε
= 100

)

. Exceto os gráficos

3.10(c) e 3.8(c) que representam, respectivamente, o comportamento assintótico das equações (3.79) e

(3.84) sob o 3o caso de carregamento. Tal variação se deve à distorção dos elementos que estão próximos

ao contorno do furo quando sujeitos ao 1o, 2o e 4o caso de carregamento. Por outro lado, o 3o caso de

carregamento é o que menos implica em distorção para os elementos da malha e portanto não apresenta

a variação existente nos demais casos de carregamentos.

Tabela 3.2: Análise da variação da constante C para o 1o caso de carregamento de tração para o problema de
não linearidade geométrica.

t0
(

N/mm2
)

12, 50 25, 00 37, 50 150, 00 450, 00 Máxima Variação (%)

W
(

Nmm/mm3
)

0, 03186 0, 12624 0, 28138 4, 16262 31, 69029 99367, 33

‖E‖F 0, 00559 0, 01112 0, 01661 0, 06394 0, 17667 3060, 47

C ≈ 3, 00 2, 97 2, 96 2, 88 2, 75 −8, 33

Tabela 3.3: Análise da variação da constante C para o 2o caso de carregamento de tração para o problema de
não linearidade geométrica.

t0
(

N/mm2
)

12, 50 25, 00 37, 50 150, 00 450, 00 Máxima Variação (%)

W
(

Nmm/mm3
)

0, 03186 0, 12621 0, 28133 4, 16171 31, 68205 99341, 46

‖E‖F 0, 00559 0, 01112 0, 01661 0, 06393 0, 17665 3060, 11

C ≈ 3, 00 2, 97 2, 96 2, 88 2, 75 −8, 33
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Tabela 3.4: Análise da variação da constante C para o 3o caso de carregamento de tração para o problema de
não linearidade geométrica.

t0
(

N/mm2
)

12, 50 25, 00 37, 50 150, 00 450, 00 Máxima Variação (%)

W
(

Nmm/mm3
)

0, 04534 0, 18005 0, 40227 6, 06545 47, 85283 105418, 94

‖E‖F 0, 00520 0, 01035 0, 01548 0, 06009 0, 16878 3145, 77

C ≈ 3, 00 2, 99 2, 98 2, 86 2, 70 −10, 00

Tabela 3.5: Análise da variação da constante C para o 4o caso de carregamento de tração para o problema de
não linearidade geométrica.

t0

(

N/mm2
)

12, 50 25, 00 37, 50 150, 00 450, 00 Máxima Variação (%)

W
(

Nmm/mm3
)

0, 12159 0, 47907 1, 06224 15, 14929 109, 83755 90234, 36

‖E‖F 0, 00919 0, 01822 0, 02711 0, 10172 0, 27091 2847, 88

C ≈ 2, 99 2, 97 2, 94 2, 80 2, 61 −12, 71

Assim, o procedimento da análise assintótica numérica, permite no máximo encontrar uma ex-

pressão aproximada da derivada topológica para o problema vetorial com não-linearidade geométrica

em questão. Resta no entanto, analisar a variação da constante C obtida através na Figura 3.8 em

relação à variação do ńıvel de deformação e densidade de energia de deformação no ponto sob o qual

a derivada topológica será calculada, ou seja, no caso o nó na malha sem furo cujas as coordenadas

coincidem com as coordenadas do centro do furo nas malhas com furo.

Nas Tabelas 3.2 à 3.5 a norma da matriz que representa o tensor de deformações de Green-

Lagrange é definida da seguinte forma, ver (Golub e Van Loan, 1989),

‖E‖F =

√

√

√

√

m
∑

i,j=1

|Eij|
2. (3.85)

Observa-se nas Tabelas 3.2 à 3.5, que a variação percentual dos valores da densidade de energia

de deformação W e da norma da matriz ‖E‖F do nó da malha sem furo, cuja coordenada coincide

com as coordenadas do centro dos furo, é muito superior em relação à variação percentual dos valores

obtidos para a constante C na Figura 3.8, para cada valor de carga de tração t0. Porém, como pode

ser observado na Figura 3.8, a constante C assume valores diferentes para cargas tração e compressão

de mesma intensidade.

Portanto, a derivada topológica para o problema em questão pode ser escrita da seguinte forma

DT

(

X̂
)

≈ C∗ 1

2
S ·E, (3.86)

sendo C∗ uma constante entre os valores obtidos para C.
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Uma vez que o algoritmo para otimização topológica de problemas não-lineares difere apenas no

cálculo da análise de resposta do problema, e o restante permanece o mesmo àquele apresentado na

Seção 2.4, o valor efetivo de C∗ torna-se de pouco interesse prático, pois a derivada topológica será

calculada para todos os nós da malha e os furos serão criados onde a derivada topológica assume o

menor valor.

3.6 Estudo de Caso

Seguindo o mesmo procedimento da Seção 2.5, para ilustrar o conceito de Análise de Sensibi-

lidade Topológica para problemas de elasticidade plana envolvendo não linearidade geométrica, será

apresentado nesta seção um exemplo de uma estruturas em estado plano de deformações. Portanto,

considere um componente estrutural plano, caracterizado por um domı́nio Ω ∈ ℜ2.

3.6.1 Viga Engastada

Neste exemplo, o objetivo é obter a topologia que minimiza o funcional de energia potencial total

de um modelo de viga sujeita a grandes deslocamentos, porém pequenas deformações em seus pontos

materiais. Para isso, toma-se um domı́nio inicial retangular Ω de dimensões L = 50 mm, engastado

nas regiões a = 5 mm e submetida a uma carga concentrada de valores F = {469, 1875, 3750, 7500} N ,

conforme ilustrado na Figura 3.11(a). O problema foi discretizado com uma malha de 11014 elementos

lineares (ver Figura 3.11(b)), com módulo de Young E = 210 × 103 N/mm2 e coeficiente de Poisson

ν = 1/4.

A área final V̄ adotada foi V̄ = 0, 32V0 e a porcentagem de área a ser retirada em cada iteração

foi 2%. Assim, as topologias finais foram atingidas após 56 iterações e estão mostradas nas Figuras

3.11(c) à 3.11(f). Observou-se um deslocamento máximo, respectivamente para cada valor de carga,

de {−0, 55;−2, 49;−4, 20;−10, 96} mm no ponto de aplicação da carga. Embora a viga sofra um

deslocamento máximo de aproximadamente 22% da altura da viga para o caso de F = 7500 N , a

densidade de energia de deformação W se mantém em um ńıvel razoável, tendo o valor máximo superior

à 35 Nmm apenas perto da região de engastamento e aplicação da carga, e valores inferiores à 5, 0 Nmm

em várias parte do domı́nio, conforme pode ser visto na Figura 3.12. Os gráficos da Figura 3.13 ilustram

o decaimento do funcional de energia potencial total em função do número de iteração.

51



(a) Modelo.

(b) Malha inicial com 11014 elementos lineares. (c) Topologia final j = 56 para carga F = 469 N .

(d) Topologia final j = 56 para carga F = 1875 N . (e) Topologia final j = 56 para carga F = 3750 N .

(f) Topologia final j = 56 para carga F = 7500 N .

Figura 3.11: Viga Engastada.
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Figura 3.13: Energia potencial total x Iteração.
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3.6.2 Viga Biengastada

Neste exemplo é realizado o projeto de uma viga biengastada sob estado plano de tensão. O

modelo é representado pelo domı́nio inicial Ω de dimensão L = 20 mm, engastado em suas extremidades

laterais e submetido a uma carga concentrada de F = 30 mm conforme mostrado na Figura 3.15(a) e

o exemplo apresentado em (Jung e Gea, 2004). O problema é discretizado com uma malha de 11014

elementos lineares, (ver Figura 3.15(b)), sendo que a simetria do ploblema foi utilizada. Adotou-se

módulo de Young E = 30 N/mm2 e coeficiente de Poisson ν = 1/3.

Como critério de parada, tomou-se a área final V̄ = 0, 20V0 e a porcentagem de área a ser retirado

em cada iteração foi 2%. Assim, a topologia final foi atingida após 64 iterações e está mostrada na

Figura 3.15(c). Observa-se um deslocamento máximo de −4, 38 mm no ponto de aplicação da carga que

corresponde aproximadamente à 22% da altura da viga. O valor da densidade de energia de deformação

W se mantém na faixa de 0, 02 Nmm à 0, 2 Nmm sendo que este último valor é assumido nas regiões

de aplicação das condições de contorno. Já a Figura 3.17 ilustra o decaimento do funcional de energia

potencial total em função do número de iteração.

A Figura 3.14 ilustra o resultado obtido por (Jung e Gea, 2004) através do método SIMP para o

funcional densidade de trabalho externo. Assim, pode-se observar a semelhança entre os resultados, a

menos do fato que no presente trabalho utilizou-se a simetria do problema, ou seja, apenas metade do

domı́nio inicial foi discretizado.

Figura 3.14: Modelo final de viga biengastada sujeita à não linearidade geométrica apresentada em (Jung e
Gea, 2004).
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(a) Modelo.

(b) Malha inicial com 11014 elementos lineares.

(c) Topologia final j = 64.

Figura 3.15: Viga Biengastada.
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Figura 3.16: Densidade de energia de deformação na viga em
Nmm

mm3
na iteração j = 64.
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Figura 3.17: Energia potencial total x Iteração.
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Caṕıtulo 4

AST em Problemas Não-Lineares de

Hiperelasticidade Quasi-Incompresśıvel

4.1 Definição do Problema

No Caṕıtulo 3 uma expressão aproximada para a derivada topológica foi encontrada para o pro-

blema de elasticidade envolvendo não-linearidade geométrica, no caso, grandes deslocamentos. Porém,

o comportamento do material foi considerado linear, isotrópico e homogêneo, sendo representado pela

lei de Hooke generalizada, conforme a equação (3.5).

No presente caṕıtulo, a Análise de Sensibilidade Topológica é desenvolvida para o problema en-

volvendo não-linearidade geométrica e de material. No caso, o material é considerado ser hiperelástico

não-linear incluindo a condição de quasi-incompressibilidade. Observa-se que a condição de incompres-

sibilidade é uma idealização matemática para a situação limite, na qual certas grandezas f́ısicas são

consideradas infinitas.

4.1.1 Definição de Material Hiperelástico

De uma forma geral, um material é dito ser hiperelástico se o trabalho interno realizado pelas

tensões durante um processo de deformação depende apenas do estado inicial no tempo t0 e a confi-

guração final no tempo t (Silva, 2003; Bonet e Wood, 1997). Nesse caso, o comportamento do material

é independente do caminho das ações externas.

58



Para um material que apresente comportamento hiperelástico sem restrições internas, pode-se

definir uma função escalar W , denominada densidade de energia de deformação, de modo que a seguinte

relação entre o primeiro tensor de tensão de Piola-Kirchhoff P e seu conjugado, a taxa de variação do

gradiente de deformação Ḟ, pode ser escrita da seguinte forma

W (F (X) ,X) =

∫ t

t0
P (F (X) ,X) · Ḟ dt , (4.1)

sendo que a dependência expĺıcita de X permite o tratamento de materiais não-homogêneos. Neste

trabalho, considera-se apenas o caso de materiais homogêneos. Portanto,

W (F (X)) =

∫ t

t0
P (F (X)) · Ḟ dt . (4.2)

Conseqüentemente, a taxa de variação da densidade de energia de deformação pode ser escrita da

seguinte forma

Ẇ = P · Ḟ. (4.3)

Assumindo que através de experimentos f́ısicos é posśıvel construir a função W (F), a qual define

um dado material homogêneo, então a taxa de variação de Ẇ (F) pode alternativamante ser expressa

como

Ẇ =
∂W (F)

∂F
· Ḟ. (4.4)

Comparando as equações (4.3) e (4.4), a seguinte relação é válida

P =
∂W (F)

∂F
. (4.5)

Similarmente, lembrando que o segundo tensor de tensão de Piola-Kirchhoff S é conjugado com

o tensor de deformação de Green-Lagrange E (Bonet e Wood, 1997), defini-se que uma equação cons-

titutiva totalmente lagrangiana análoga a (4.5), ou seja,

S =
∂W (E)

∂E
. (4.6)

As equações constitutivas (4.5) e (4.6) representam o comportamento de um material hiperelástico

geral, sem qualquer restrição interna. Uma hipótese clássica é a conservação de volume em sólidos,

uma vez que a maioria dos processos práticos de grandes deformações acontece sob incompressibilidade

ou mais precisamente sob quasi-incompressibilidade. Tal hipótese é feita através da inclusão de um

conjunto de equações de restrição no modelo constitutivo do material.
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A forma mais simples de restrição é um funcional suficientemente regular do tipo

h (F) = 0. (4.7)

No caso da incompressibilidade, a equação (4.7) é dada por

h (F) = detF − 1 = J − 1 = 0, (4.8)

pois J = detF representa localmente a variação de volume deformado por volume não-deformado.

Para derivar a equação constitutiva de um material hiperelástico homogêneo incompresśıvel, uma

nova função escalar W ∗ pode ser definida da seguinte forma (Holzapfel, 2000)

W ∗ (F, p) = W (F) − p (J − 1) , (4.9)

sendo p ∈ ℜ o multiplicador de Lagrange, que neste caso, corresponde à pressão hidrostática. Dife-

renciando a equação (4.9) em relação ao gradiente de deformação F e usando a seguinte identidade

(Holzapfel, 2000)

∂J

∂F
= JF−T ,

a equação constitutiva para um material hiperelástico homogêneo e incompresśıvel pode ser escrita

como

P =
∂W (F)

∂F
+ pJF−T . (4.10)

Para o segundo tensor de tensão de Piola-Kirchhoff, tem-se

S = F−1P = F−1∂W (F)

∂F
+ qJC−1, (4.11)

sendo C = F−TF o tensor de deformação direito de Cauchy-Green (Lai et al., 1996).

4.1.2 Modelo Hiperelástico de Mooney-Rivlin com Quasi-Incompressibilidade

A expressão (4.8) representa a equação constitutiva de um material hiperelástico incompresśıvel.

No entanto, verifica-se na prática que a condição de incompressibilidade é uma idealização matemática,

pois todos os materiais apresentam um certo grau de compressibilidade. Por isso, a condição de

incompressibilidade se mostra muito severa e não reproduz corretamente o comportamento real do

material. Considera-se então uma certa compressibilidade, e tais materiais são denominados quasi-

incompresśıveis. Um exemplo deste tipo de material são os elastômeros ou borrachas.
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Em problemas envolvendo incompressibilidade é interessante na maioria da vezes decompor o

tensor gradiente de deformação F em uma parcela distorcional F̄ e outra volumétrica F̃ de forma que

(Bonet e Wood, 1997)

F = F̄F̃,

sendo

F̃ = J1/3I e F̄ = J2/3F . (4.12)

De forma semelhante, decomposições similares podem ser efetuadas para outros tensores de deformação.

Por exemplo, para o tensor de Cauchy-Green C, a seguinte decomposição também é válida

C̃ = J1/3I e C̄ = J2/3FTF . (4.13)

Similarmente, segundo (Chen e Pan, 1996), o funcional densidade de energia de deformação W de

um material hiperelástico isotrópico pode ser decomposto na soma de uma parcela referente à densidade

de energia de distorção W̄ e outra volumétrica W̃ da seguinte forma

W
(

Ī1, Ī2, I3
)

= W̄
(

Ī1, Ī2
)

+ W̃ (I3) , (4.14)

sendo Ī1 e Ī2, respectivamente, o primeiro e o segundo invariante da componente distorcional C̄ do

tensor de deformação de Cauchy-Green dados por

Ī1 = I1I
−1/3
3 , Ī2 = I2I

−2/3
3 ;

I3 = detC é o terceiro invariante de C. Além do mais, a seguinte relação entre a pressão hidrostática

p e a parcela volumétrica da densidade de energia de deformação W̃ é válida (Silva, 2003; Chen e Pan,

1996)

p =
∂W̃ (I3)

∂J
. (4.15)

No presente trabalho, a parcela distorcional W̄ da densidade de energia de deformação é escrita,

segundo a forma de Mooney-Rivlin de 2 parâmetros, ou seja,

W̄
(

Ī1, Ī2
)

= A10

(

Ī1 − 3
)

+A01

(

Ī2 − 3
)

, (4.16)

sendo A10 e A01 constantes do material. Por sua vez, a parcela volumétrica da densidade de energia de

deformação W̃ pode ser escrita da seguinte forma (Chen et al., 1997)

W̃ (I3) =
1

ǫ
G (J) , (4.17)
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sendo ǫ um parâmetro pequeno indicando o grau de compressibilidade. Além do mais, G (J) → 0 mais

rapidamente do que ǫ→ 0, o que corresponde à incompressibilidade.

No presente trabalho, a parcela volumétrica W̃ é escrita da seguinte forma (Silva, 2003; Kim,

1999; Chen e Pan, 1996; Chen et al., 1996; Chen et al., 2000)

W̃ (I3) =
k̃

2
(J − 1)2 , (4.18)

sendo k̃ = 1/ǫ o módulo volumétrico (bulk modulus) e representa o grau de compressibilidade. Por sua

vez,

G (J) =
1

2
(J − 1)2 . (4.19)

Portanto, substituindo as equações (4.16) e (4.18) em (4.14), tem-se

W
(

Ī1, Ī2, J
)

= A10
(

Ī1 − 3
)

+A01
(

Ī2 − 3
)

+
k̃

2
(J − 1)2 , (4.20)

que é o funcional densidade de energia de deformação para um material hiperelástico homogêneo,

isotrópico e quasi-incompresśıvel, segundo à forma de Mooney-Rivlin de 2 parâmetros.

4.1.3 Formulação Variacional do Problema de Hiperelasticidade Não-Linear Quasi-

Incompresśıvel

No presente caṕıtulo, o problema considerado envolve tanto não-linearidade geométrica, carac-

terizada por grandes deslocamentos, quanto não-linearidade de material, caracterizada pelas grandes

deformações sofridas pelos pontos materiais do domı́nio. Portanto, para uma formulação lagrangiana

total, o PVC associado é escrito pela equação (3.6), a menos do fato que no presente caṕıtulo o material

é considerado se comportar de forma não-linear. O campo de tensão, caracterizado pelo primeiro tensor

de tensão de Piola-Kirchhoff P, é determinado por (4.10) ou (4.11) no caso do segundo tensor de Piola-

Kirchhoff S.

Além do mais, considerando o fato que o presente problema é conservativo, a solução de equiĺıbrio

em um domı́nio de referência Ω0 pode ser obtida através do seguinte problema variacional (Silva, 2003)

Encontre u ∈ U , tal que

Π (u) = inf
ξ∈U

Π(ξ) , (4.21)
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sendo U =
{

u ∈
[

H1
(

Ω0
)]dim

| u|Γ0
D

= ū
}

com dim ≤ 3 e o funcional Π representa a energia potencial

total do problema hiperelástico não-linear quasi-incompresśıvel, dada por

Π (ξ) =

∫

Ω0

[

W̄
(

Ī1 (ξ) , Ī2 (ξ)
)

+
1

ǫ
G (J (ξ))

]

dΩ0 −
∫

Ω0

b0 · ξ dΩ
0 +

∫

Γ0
N

t0 · ξ dΓ
0 . (4.22)

No caso limite, de incompressibilidade (ǫ = 0), o espaço U deve incorporar a restrição detF = 1 em sua

construção.

Embora teoremas demonstrem a existência da solução para a forma variacional de único campo

dada em (4.21) (Chen et al., 1997), os mesmos não indicam nenhum procedimento para a sua solução.

Além do mais, à medida que ǫ > 0 se torna pequeno, a dificuldade envolvida na solução do problema

discreto formulado a partir do enunciado variacional de único campo (4.21) torna-se grande, dando

origem ao fenômeno conhecido na literatura como travamento volumétrico (volumetric locking). Além

do mais, é dif́ıcil e desnecessário construir espaços U que satisfazem exatamente a restrição de incom-

pressibilidade detF = 1 para o caso limite de incompressibilidade.

Portanto, segundo (Silva, 2003), é mais eficiente obter o enunciado quasi-incompresśıvel através

da seguinte forma variacional, que corresponde a um problema de ponto de sela em (u, p),

Encontre u ∈ U e p ∈ Q, tal que

Π (u, p) = inf
ξ∈U

sup
q∈Q

Π(ξ, q) , (4.23)

sendo Q =
{

p ∈ L2
(

Ω0
)}

.

Além do mais, o funcional Π : U ×Q → ℜ é definido, conforme (Silva, 2003) da seguinte forma

Π (ξ, q) =

∫

Ω0

[

W̄
(

Ī1 (ξ) , Ī2 (ξ)
)

+ q (J (ξ) − 1) −G∗ (q)
]

dΩ0 −Wext (ξ) , (4.24)

sendo

Wext (ξ) =

∫

Ω0

b0 · ξ dΩ
0 +

∫

Γ0
N

t0 · ξ dΓ
0 , (4.25)

G∗ (q) =
1

2k̃
q2. (4.26)

O enunciado variacional (4.23) é denominado Formulação Lagrangiana Perturbada, pois relaxa a

condição de incompressibilidade através da adição do termo de penalização −G∗ (q). Nesse caso, q é o

multiplicador de Lagrange.

63



Afim de obter a solução (u, p) do problema variacional (4.23), a condição de ponto estacionário

de Π (ξ, q) deve ser satisfeita, ou seja, δΠ(u, p) = 0. Portanto,

∫

Ω0

[

∂W̄ (u)

∂Ī1
δĪ1 +

∂W̄ (u)

∂Ī2
δĪ2 + pδJ + (J (u) − 1) δp −G∗′ (p) δp

]

dΩ0 −

〈

∂Wext (u)

∂u
, δu

〉

= 0.

Como δu e δp são variáveis independentes, a equação acima pode ser reescrita da seguinte forma


















∫

Ω0

[

∂W̄ (u)

∂Ī1
δĪ1 +

∂W̄ (u)

∂Ī2
δĪ2 + pδJ

]

dΩ0 −

〈

∂Wext (u)

∂u
, δu

〉

= 0 ∀ δu ∈ V
∫

Ω0

(J (u) − 1) δp dΩ0 −
∫

Ω0

G∗′ (p) δp dΩ0 = 0 ∀ δp ∈ Q

, (4.27)

considerando V =
{

δu ∈
[

H1
(

Ω0
)]dim

| δu|Γ0
D

= 0
}

com dim ≤ 3.

Considerando a variação das equações (4.20) e (4.15), tem-se

∂W

∂Ī1
δĪ1 +

∂W

∂Ī2
δĪ2 +

∂W

∂J
δJ =

(

∂W̄

∂Ī1

∂Ī1
∂E

+
∂W̄

∂Ī2

∂Ī2
∂E

+ p
∂J

∂E

)

· δE = S · δE. (4.28)

A partir de (4.26) e (4.28), o sistema (4.27) pode ser reescrito na seguinte forma abstrata










a (u, δu) + b1 (δu, p) = l (δu) ∀ δu ∈ V

b2 (u, δp) − g (p, δp) = 0 ∀ δp ∈ Q
, (4.29)

sendo

a (u, δu) =

∫

Ω0

[

∂W̄

∂Ī1

∂Ī1
∂E

+
∂W̄

∂Ī2

∂Ī2
∂E

]

· δE dΩ0 =

∫

Ω0

S̄ · δE dΩ0 , (4.30)

b1 (δu, p) =

∫

Ω0

p
∂J

∂E
· δE dΩ0 =

∫

Ω0

S̃ · δE dΩ0 , (4.31)

b2 (u, δp) =

∫

Ω0

(J (u) − 1) δp dΩ0 , (4.32)

g (p, δp) =

∫

Ω0

p

k̃
δp dΩ0 , (4.33)

l (δu) =

∫

Ω0

b0 · δu dΩ0 +

∫

Γ0
N

t0 · δu dΓ0 . (4.34)

Através das equações (4.28),(4.30) e (4.31), pode-se escrever a seguinte relação

S = S̄ + S̃, (4.35)

sendo S̄ e S̃, respectivamente, as componentes de distorção e dilatação do segundo tensor de tensão de

Piola-Kirchhoff.
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4.2 Análise de Resposta

Seguindo a mesma metodologia da Seção 3.2, o problema estrutural é descrito através de uma

formulação lagrangiana total e a respectiva solução não-linear é obtida através do MEF. No entanto, o

enunciado variacional (4.23) conduz a uma formulação mista de elementos finitos.

Considerando o problema de ponto de sela (4.23) definido em um intervalo In+1, a solução é

obtida resolvendo a condição de ponto estacionário representado pelo sistemas de equações variacionais

não-lineares (4.29), da seguinte forma (Silva, 2003)

Encontre un+1 ∈ Un+1 e pn+1 ∈ Qn+1 tal que










a (un+1, δu) + b1 (δu, pn+1) = l (δu) ∀ δu ∈ V

b2 (un+1, δp) − g (pn+1, δp) = 0 ∀ δp ∈ Q
, (4.36)

sendo

a (un+1, δu) =

∫

Ω0

S̄n+1 · δE dΩ0 , (4.37)

b1 (δu, pn+1) =

∫

Ω0

S̃n+1 · δE dΩ0 , (4.38)

b2 (un+1, δp) =

∫

Ω0

(J (un+1) − 1) δp dΩ0 , (4.39)

g (pn+1, δp) =

∫

Ω0

pn+1

k̃
δp dΩ0 , (4.40)

l (δu) =

∫

Ω0

b0n+1
· δu dΩ0 +

∫

Γ0
N

t0n+1
· δu dΓ0 . (4.41)

Discretizando o sistema de equações variacionais (4.36) no intervalo In+1 através do MEF, tem-se

o problema variacional misto discretizado

Encontre uhpn+1
∈ Uhpn+1

e phpn+1
∈ Qhp tal que











a
(

uhpn+1
, δuhp

)

+ b1 (δuhp, pn+1) = l (δuhp) ∀ δuhp ∈ Vhp

b2
(

uhpn+1
, δphp

)

− g
(

phpn+1
, δphp

)

= 0 ∀ δphp ∈ Qhp

, (4.42)

sendo Uhpn+1
e Vhp, respectivamente, o espaço de deslocamentos admisśıveis discretizados no intervalo

n + 1 e o espaço das variações discretizadas definido da mesma forma que na Seção 3.2 e Qhp =
{

phpn+1
, δphp ∈ L2

(

Ω0
)}

.

Adotando a notação s = [u, p]T e ∆s = [∆u,∆p]T e considerando que o carregamento externo
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não depende da deformação, (Silva, 2003), o procedimento de Newton-Raphson aplicado ao sistema

discretizado (4.42), omitindo o subescrito hp, conduz ao seguinte processo iterativo

δa
(

(k)sn+1;
(k+1) ∆u, δu

)

+ δb1
(

(k)sn+1; δu,
(k+1)∆s

)

= ln+1 (δu) − a
(

(k)un+1, δu
)

,

−b1
(

δu,(k) pn+1

)

δb2
(

(k)sn+1;
(k+1) ∆u,δu,

)

− δg
(

(k)pn+1;
(k+1) ∆p,δp,

)

= g
(

(k)pn+1, δp
)

−b2
(

(k)un+1, δp
)

(k+1)sn+1 = (k)sn+1+
(k+1)∆s,

k = k + 1 até que
∥

∥

∥

(k+1)∆sn+1

∥

∥

∥ ≤ γ > 0.

. (4.43)

De forma similar ao processo iterativo (3.17), os critérios de convergência (3.22) e (3.23) podem

ser aplicados no processo iterativo (4.43). Os termos do processo iterativo (4.43) são dados, omitindo

os parâmetros k e n+ 1, por (Silva, 2003)

δa (s;∆u, δu) =

∫

Ω0

C (s) :

〈

∂E

∂u
,∆u

〉

·

〈

∂E

∂u
, δu

〉

dΩ0

+

∫

Ω0

S (s) ·
1

2

[

∇ (∆u)T ∇δu + ∇δuT∇ (∆u)
]

dΩ0 , (4.44)

δb1 (s; δu,∆s) =

∫

Ω0

〈

∂E

∂u
, δu

〉

·
∂J

∂E
∆p dΩ0 , (4.45)

δb2 (s;∆u,δu,) =

∫

Ω0

δp

[〈

∂E

∂u
,∆u

〉

·
∂J

∂E

]

dΩ0 , (4.46)

δg (p;∆p,δp,) =

∫

Ω0

δp

〈

∂G∗′ (p)

∂p
,∆p

〉

dΩ0 , (4.47)

sendo as derivadas direcionais

〈

∂E

∂u
,∆u

〉

e

〈

∂E

∂u
, δu

〉

definidas respectivamente pelas equações (3.19)

e (3.20).

A forma variacional mista representada pelo sistema de equações variacionais (4.42) conduz a uma

formulação mista de elementos finitos. Entretanto, as formas matriciais mistas são diferentes daquelas

decorrentes da formulação padrão de único campo (Silva, 2003; Brezzi e Fortin, 1991). Portanto, códigos

desenvolvidos para a formulação padrão não podem ser aplicados às formas mistas.

Com o objetivo de tornar as formas matriciais compat́ıveis com os códigos de elementos finitos de
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único campo já existentes, diversas técnicas alternativas foram propostas de modo que reproduzissem

a precisão na solução do problema da formulação mista. Entre as técnicas que foram desenvolvidas,

citam-se a integração reduzida e os métodos de projeção (Brezzi e Fortin, 1991; Chen e Pan, 1996;

Hughes, 1980).

No presente trabalho, a solução do problema variacional misto (4.42) é obtida pelo método de

projeção da pressão, (Chen e Pan, 1996; Silva, 2003). Este método é uma generalização para hi-

perelasticidade não-linear quasi-incompresśıvel do método B-bar proposto para a elasticidade linear

incompresśıvel, (Hughes, 1980; Simo e Hughes, 1998). Estas técnicas são denominadas método de de-

formação suposta, pois assumem funções de forma a priori para os campos de tensão e deformação de

forma independente à assumida para o campo de deslocamento. Assim, no presente contexto, a pressão

hidrostática p do problema variacional misto (4.42) é projetada no sentido de mı́nimos quadrados num

espaço funcional previamente escolhido e então reescrita em termos dos deslocamentos.

Formalmente, o método de projeção da pressão consiste no problema de aproximar por mı́nimos

quadrados uma função escalar quadrado-intergrável de Lebesgue pe (X) no domı́nio do elemento e.

Considere uma seqüência de funções representada pelo vetor Q (X) = {Q1 (X) , Q2 (X) , ..., Qn (X)}.

Logo, tem-se o seguinte problema:

Encontre o vetor pe = {p1, p2, ..., pn}
T que minimiza

‖pe (X) − Q (X)pe‖
2
L2(Ωe) , (4.48)

sendo ‖·‖L2(Ωe) a norma L2 no domı́nio do elemento e.

Em problemas de quasi-incompressibilidade, nos quais a deformação volumétrica é muito pequena,

é válido assumir a hipótese de que a relação pressão hidrostática/deformação volumétrica é linear, ou

seja, k̃ é considerado constante. Além do mais, a aplicação do método da projeção no problema

discretizado (4.43) permite realizar uma condensação estática em relação a variável p, tornando o

sistema (4.43) função apenas do deslocamento.

Através das condições de Babuška-Brezzi, o espaço funcional das pressões e dos deslocamentos

podem ser escolhidos de forma coerente, de maneira que se garanta a estabilidade numérica do pro-

blema (Szabó e Babuška, 1991; Brezzi e Fortin, 1991). Segundo (Silva, 2003; Kim, 1999; Chen et al.,

2000), a utilização de interpolação constante dentro de uma zona de integração para aplicações de

hiperelasticidade é satisfatória. Além do mais, os elementos com interpolação quadrática de Serendipty
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do campo de deslocamentos e pressão constante também respeitam as condições de estabilidade de

Babuška-Brezzi. Assim, esta escolha facilita a condensação da pressão dentro de cada elemento.

Considerando um domı́nio de integração Ω0
e ⊂ Ω0, a equação (4.19) e pressão constante p̂e, a

segunda equação do sistema (4.27) pode ser escrita como (Silva, 2003)

(k)pen+1
=

k̃
∫

Ω0
e

dΩ0

∫

Ω0
e

[

J
(

(k)un+1

)

− 1
]

dΩ0
e , (4.49)

que é a condensação estática da pressão hidrostática no domı́nio do elemento Ω0
e. No procedimento

iterativo (4.43), a variável (k)pen+1
é eliminada do sistema através da substituição do valor calculado

por (4.49).

Como pode ser observado na em (4.49), o método de projeção é uma técnica de suavização usada

para eliminar a oscilação pontual do valor da pressão. Portanto, é coerente com a formulação mista, a

qual trata a pressão como uma restrição a ser respeitada no sentido da média.

Partindo-se das mesma condições para o cálculo de (k)pen+1
, a variação ∆p pode ser eliminada do

sistema (4.27), pela expressão (Silva, 2003)

(k+1)∆p̂e =
k̃

∫

Ω0
e

dΩ0

∫

Ω0
e

{

〈

∂E

∂u
,(k+1) ∆u

〉

·
∂J

∂E

(

(k)un+1

)

+ J
(

(k)un+1

)

− 1 −
(k)pen+1

k̃

}

dΩ0
e .(4.50)

4.3 AST para Problema com Hiperelasticidade Não-Linear Quasi-

Incompresśıvel

Na Seção 3.3, o conceito de Análise de Sensibilidade Topológica, caracterizada pela função escalar

denominda derivada topológica, foi redefinida para problemas envolvendo não-linearidade geométrica

através da formulação lagrangiana total é adotada.

Seguindo a mesma metodologia do Caṕıtulo 3, na presente seção é desenvolvida a expressão apro-

ximada da derivada topológica para problemas envolvendo não-linearidades tanto geométrica quanto

material. No caso, o material é considerado ser hiperelástico não-linear, isotrópico, homogêneo e quasi-

incompresśıvel, conforme descrito na Seção 4.1.2. A definição da derivada topológica dada na Seção

3.3 não impõem qualquer condição quanto à natureza da resposta do material. A redefinição dada pela

equação (3.24) envolve apenas avaliar a sensibilidade de uma determinada função custo Ψ, definida

na configuração não-deformada Ω0
ε, quando um pequeno furo B0

ε , centrado em X ∈ Ω0
ε e com ε → 0,
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aumenta de tamanho. Assim, a mesma metodologia desenvolvida na Seção 3.3 é aqui adotada. A

derivada topológica para o presente problema pode ser relacionada com a Análise de Sensibilidade à

Mudança de Forma conforme a equação (3.30).

Para determinar a derivada topológica através da equação (3.30) para o presente problema resta

determinar a sensibilidade à mudança de forma de uma determinada função custo Ψ
(

Ω0
ε

)

, no caso a

energia potencial total do sistema, quando o furo B0
ε centrado em X ∈ Ω0

ε e com ε → 0, aumenta de

tamanho de acordo com o campo de velocidade definido em (3.27).

Assim, considere o problema de elasticidade sujeito a grandes deslocamentos e deformações com

material hiperelastico não-linear, isotrópico, homogêneo e quasi-incompresśıvel. Considerando que o

domı́nio Ω0
ε é limitado e aberto e que Γ0

ε é suficientemente regular, o problema variacional misto, definido

pelo sistema (4.36) em Ω0, pode ser redefinido no domı́nio de referência não perturbado Ω0
ε da seguinte

forma:

Encontre uε ∈ Uε e pε ∈ Qε, tal que










aε (uε, δuε) + b1ε (δuε, pε) = lε (δuε) ∀ δuε ∈ Vε

b2ε (uε, δpε) − gε (pε, δpε) = 0 ∀ δpε ∈ Qε

, (4.51)

sendo Uε, Vε e Qε, respectivamente, os espaços das funções cinematicamente admisśıveis, e das variações

e das pressões, definidos no domı́nio de referência com furo Bε não-perturbado.

Similar ao que foi feito no Caṕıtulo 3, um problema variacional misto equivalente ao definido pelo

sistema (4.51) no domı́nio de referência não perturbado Ω0
ε, pode ser definido numa famı́lia de domı́nios

de referência perturbados Ω0
τ , lembando-se que Ω0

τ

∣

∣

τ=0 = Ω0
ε, ou seja,

Encontre uτ ∈ Uτ e pτ ∈ Qτ , tal que










aτ (uτ , δuτ ) + b1τ (δuτ , pτ ) = lτ (δuτ ) ∀ δuτ ∈ Vτ e ∀ τ ≥ 0

b2τ (uτ , δpτ ) − gτ (pτ , δpτ ) = 0 ∀ δpτ ∈ Qτ e ∀ τ ≥ 0
, (4.52)

de modo que Uτ , Vτ e Qτ são os espaços de funções cinematicamente admisśıveis, variações e pressões

definidos em Ω0
τ , respectivamente.

Da mesma forma, considerando o funcional energia de deformação por unidade de volume não

deformado, definido pela equação (4.20), o funcional de energia potencial total Ψτ (uτ ) é escrito em Ω0
τ
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da seguinte forma

Ψτ (uτ ) =

∫

Ω0
τ

W
(

Ī1τ , Ī2τ , Jτ

)

dΩ0
τ −

∫

Ωτ

b0 · uτ dΩ
0
τ −

∫

ΓN

t0 · uτ dΓ
0
τ . (4.53)

Portanto, afim de obter a sensibilidade da função custo (4.53), a função lagrangiana para o

problema de hiperelasticidade na configuração pertubada Ω0
τ , é escrita como

Lτ (uτ ,βτ , pτ , θτ ) = Ψτ (uτ )+aτ (uτ ,βτ )+ b1τ (βτ , pτ )+ b2τ (uτ , θτ )− gτ (pτ , θτ )− lτ (βτ ) .(4.54)

Sendo βτ = m1 δuτ e θτ = m2 δpτ (m1 e m2 ∈ ℜ) os multiplicadores de Lagrange referentes, respecti-

vamente, à primeira e à segunda equações do sistema variacional misto (4.52). Portanto, considerando

que a equação (4.52) seja satisfeita para todo τ , a derivada da função lagrangiana (4.54) será igual à

derivada do funcional de energia potencial total, ou seja,

dLτ

dτ
=
dΨτ

dτ
=
∂Lτ

∂τ
+

〈

∂Lτ

∂uτ
, u̇τ

〉

+

〈

∂Lτ

∂βτ

, β̇τ

〉

+

〈

∂Lτ

∂pτ
, ṗτ

〉

+

〈

∂Lτ

∂θτ
, θ̇τ

〉

, (4.55)

sendo

u̇τ =
duτ

dτ
∈ Vτ , β̇τ =

dβτ

dτ
∈ Vτ , ṗτ =

dpτ

dτ
∈ Qτ , θ̇τ =

dθτ

dτ
∈ Qτ .

Seguindo o mesmo procedimento da Seção 3.4, as seguintes derivadas direcionais podem ser

calculadas

〈

∂Lτ

∂uτ
, u̇τ

〉

=

〈

∂Ψτ

∂uτ
, u̇τ

〉

+

〈

∂aτ

∂uτ
, u̇τ

〉

+

〈

∂b2τ

∂uτ
, u̇τ

〉

, (4.56)

〈

∂Lτ

∂βτ

, β̇τ

〉

=

〈

∂aτ

∂βτ

, β̇τ

〉

+

〈

∂b1τ

∂βτ

, β̇τ

〉

−

〈

∂lτ
∂βτ

, β̇τ

〉

, (4.57)

〈

∂Lτ

∂pτ
, ṗτ

〉

=

〈

∂b1τ

∂pτ
, ṗτ

〉

−

〈

∂gτ

∂pτ
, ṗτ

〉

, (4.58)

〈

∂Lτ

∂θτ
, θ̇τ

〉

=

〈

∂b2τ

∂θτ
, θ̇τ

〉

−

〈

∂gτ

∂θτ
, θ̇τ

〉

. (4.59)

As derivadas direcionais presentes nas equações (4.56) à (4.59) são escritas, da seguinte forma (Silva,

2003)

〈

∂aτ

∂uτ
, u̇τ

〉

=

∫

Ω0
τ

C (uτ ) :

〈

∂Eτ

∂uτ
, u̇τ

〉

· δEτ + Sτ ·

〈

∂δEτ

∂uτ
, u̇τ

〉

dΩ0
τ = δaτ (sτ ; u̇τ ,βτ ) , (4.60)

〈

∂aτ

∂βτ

, β̇τ

〉

=

∫

Ω0
τ

S̄τ ·

〈

∂Eτ

∂uτ
, β̇τ

〉

dΩ0
τ = aτ

(

uτ , β̇τ

)

, (4.61)

〈

∂b1τ

∂βτ

, β̇τ

〉

=

∫

Ω0
τ

pτ
∂J (uτ )

∂Eτ
·

〈

∂Eτ

∂uτ
, β̇τ

〉

dΩ0
τ =

∫

Ω0
τ

S̃τ ·

〈

∂Eτ

∂uτ
, β̇τ

〉

dΩ0
τ = b1τ

(

β̇τ , pτ

)

, (4.62)
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〈

∂b1τ

∂pτ
, ṗτ

〉

=

∫

Ω0
τ

ṗτ
∂J (uτ )

∂Eτ
·

〈

∂Eτ

∂uτ
,βτ

〉

dΩ0
τ = δb1τ (sτ ;βτ , ṗτ ) , (4.63)

〈

∂b2τ

∂uτ
, u̇τ

〉

=

∫

Ω0
τ

∂J (uτ )

∂Eτ
·

〈

∂Eτ

∂uτ
, u̇τ

〉

θτ dΩ
0
τ = δb2τ (sτ ; u̇τ , θτ ) , (4.64)

〈

∂b2τ

∂θτ
, θ̇τ

〉

=

∫

Ω0
τ

[J (uτ ) − 1] θ̇τ dΩ
0
τ = b2τ

(

uτ , θ̇τ

)

, (4.65)

〈

∂gτ

∂pτ
, ṗτ

〉

=

∫

Ω0
τ

〈

∂G∗′

∂pτ
, ṗτ

〉

θτ dΩ
0
τ =

∫

Ω0
τ

ṗτ

k̃
θτ dΩ

0
τ = δgτ (pτ ; ṗτ , θτ ) , (4.66)

〈

∂gτ

∂θτ
, θ̇τ

〉

=

∫

Ω0
τ

G∗′ θ̇τ dΩ
0
τ =

∫

Ω0
τ

pτ

k̃
θ̇τ dΩ

0
τ = gτ

(

pτ , θ̇τ

)

, (4.67)

〈

∂lτ
∂βτ

, β̇τ

〉

=

∫

Ωτ

b0 · β̇τ dΩ
0
τ −

∫

ΓN

t0 · β̇τ dΓ
0
τ = lτ

(

β̇τ

)

. (4.68)

Além do mais, as derivadas direcionais em relação a uτ nas direções u̇τ e β̇τ contidas nas ex-

pressões anteriores são escritas como

〈

∂Eτ

∂uτ
, u̇τ

〉

= ∇τ u̇
S
τ +

1

2
∇τu

T
τ ∇τ u̇τ +

1

2
∇τ u̇

T
τ ∇τuτ , (4.69)

〈

∂δEτ

∂uτ
, u̇τ

〉

=
1

2
∇τ u̇

T
τ ∇τβτ +

1

2
∇τβ

T
τ ∇τ u̇τ , (4.70)

〈

∂Eτ

∂uτ
, β̇τ

〉

= ∇τ β̇
S
τ +

1

2
∇τu

T
τ ∇τ β̇τ +

1

2
∇τ β̇

T
τ ∇τuτ . (4.71)

Similarmente à Seção 3.4, a derivada parcial da função lagrangiana (4.54) em relação à τ coincidirá

com a derivada total, conforme (3.49), se todas as equações (4.56) à (4.59) forem iguais a zero. Assim,

através de (4.60) à (4.68), tem-se o seguinte problema variacional:

Encontre uτ ∈ Uτ e pτ ∈ Qτ , tal que










aτ

(

uτ , β̇τ

)

+ b1τ

(

β̇τ , pτ

)

= lτ
(

β̇τ

)

∀ β̇τ ∈ Vτ e ∀ τ ≥ 0

b2τ

(

uτ , θ̇τ

)

− gτ

(

pτ , θ̇τ

)

= 0 ∀ θ̇τ ∈ Qτ e ∀ τ ≥ 0
, (4.72)

que corresponde à equação de estado do problema em questão. Para o problema adjunto:

Encontre βτ ∈ Vτ e θτ ∈ Qτ , tal que










δaτ (sτ ;βτ , u̇τ ) + δb2τ (sτ ; u̇τ , θτ ) = −

〈

∂Ψτ

∂uτ
, u̇τ

〉

∀ u̇τ ∈ Vτ e ∀ τ ≥ 0

δb1τ (sτ ;βτ , ṗτ ) − δgτ (pτ ; θτ , ṗτ ) = 0 ∀ ṗτ ∈ Qτ e ∀ τ ≥ 0
, (4.73)

onde se considerou a simetria das formas bilineares δaτ (sτ ; u̇τ ,βτ ) e δgτ (pτ ; ṗτ , θτ ).
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A derivada direcional do funcional de energia potencial total em relação à uτ na direção de u̇τ ,

de acordo com a (4.53), pode ser escrita da seguinte forma

〈

∂Ψτ

∂uτ
, u̇τ

〉

=

∫

Ω0
τ

(

∂Wτ

∂Ī1τ

∂Ī1τ

∂Eτ
+
∂Wτ

∂Ī2τ

∂Ī2τ

∂Eτ
+
∂Wτ

∂Jτ

∂Jτ

∂Eτ

)

·

〈

∂Eτ

∂uτ
, u̇τ

〉

dΩ0
τ

−
∫

Ωτ

b0 · u̇τ dΩ
0
τ −

∫

ΓN

t0 · u̇τ dΓ
0
τ ,

〈

∂Ψτ

∂uτ
, u̇τ

〉

= aτ (uτ , u̇τ ) + b1τ (u̇τ , pτ ) − lτ (u̇τ ) = 0 ∀u̇τ ∈ Vτ e ∀ τ ≥ 0, (4.74)

considerando que uτ e pτ satisfaça a equação de estado (4.52). Conseqüentemente, a solução da equação

adjunta (4.73) é (βτ , θτ ) = (0, 0) e a derivada parcial do lagrangiano (4.54) escrito na configuração

perturbada Ω0
τ torna-se

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=
∂Ψτ (uτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∂

∂τ

∫

Ω0
τ

W (Eτ ) dΩ
0
τ

∣

∣

∣

∣

∣

τ=0

−
∂lτ (uτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
. (4.75)

Substituindo a definição de energia potencial total para o problema de hiperelasticidade não-

linear quasi-incompresśıvel, dada pela equação (4.53), em (4.75) e aplicando o Teorema do Transporte

de Reynolds, a derivada parcial da função lagrangiana na configuração não-perturbada Ω0
τ

∣

∣

τ=0 = Ω0
ε é

escrita como

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ω0
ε

∂W (Eτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
+W (Eε) DivV dΩ0

ε −
∂lτ (uτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
, (4.76)

sendo
∂lτ (uτ )

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
dado pela equação (3.63) para uτ e βτ fixos e o campo de velocidade V definido

em (3.27). Portanto, a equação (4.76) é reescrita da seguinte maneira

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ω0
ε

∂W (Eτ )

∂Eτ
·
∂Eτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
+W (Eε) I · ∇V dΩ0

ε −
∫

Ω0
ε

(b0 · uε) I · ∇V dΩ0
ε ,

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ω0
ε

Sτ ·
∂Eτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
dΩ0

ε +

∫

Ω0
ε

[(W (Eε) − b0 · uε)] I · ∇V dΩ0
ε . (4.77)

Usando a definição da derivada parcial do tensor de deformação de Green-Lagrange Eτ na con-

figuração não-perturbada Ω0
ε, dada em (3.59), a equação (4.77), após algumas operações algébricas,

torna-se

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ω0
ε

{

[W (Eε) − b0 · uε] I −∇uT
ε Sε −∇uT

ε ∇uεSε

}

· ∇V dΩ0
ε . (4.78)

De forma similar ao que foi feito nos caṕıtulos anteriores, a equação (4.78) pode ser escrita da
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seguinte forma

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ω0
ε

Σ0
ε · ∇V dΩ0

ε , (4.79)

sendo Σ0
ε o tensor momento energia de Eshelby na configuração de referência não-perturbada Ω0

ε para

formulação lagrangiana total, que no presente problema é definido como

Σ0
ε = [W (Eε) − b0 · uε] I −∇uT

ε Sε −∇uT
ε ∇uεSε. (4.80)

De forma similar à Seção 3.4, tem-se

Σ0
ε = [W (Eε) − b0 · uε] I −∇uT

ε Pε. (4.81)

Através do Teorema da Divergência e da relação tensorial (3.69), a equação (4.79) é reescrita na

seguinte forma

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ω0
ε

Div
(

Σ0
ε

)

·V dΩ0
ε +

∫

Γ0
ε

Σ0
εn0 ·V dΓ0

ε . (4.82)

Proposição 4.1 Sejam (uτ , pτ ) e (βτ , θτ ), respectivamente, as soluções da equação de estado (4.72)

e adjunta (4.73). Logo,

DivΣ0
ε = 0. (4.83)

Demonstração 4.1 Seguindo o mesmo procedimento para provar a Proposição 3.1, considera-se o

tensor de Eshelby Σ0
ε escrito na forma dada pela equação (4.81) e a derivação de uτ em relação a

τ sendo feita na própria configuração perturbada Ω0
τ , para depois avaliar em τ = 0. Assim, através

do Teorema do Transporte de Reynolds, da regra de derivação (3.72) e do Teorema da Divergência

(Novotny, 2003), a derivada parcial do funcional de energia potencial total Ψτ (uτ ), dado pela equação

(4.53), em τ = 0 é calculado da seguinte forma

∂

∂τ

∫

Ω0
τ

W (Eτ ) dΩ
0
τ

∣

∣

∣

∣

∣

τ=0

=

∫

Ω0
ε

W (Eτ )
′
∣

∣

∣

τ=0
dΩ0

ε +

∫

Γ0
ε

W (Eε)n0 ·V dΓ0
ε

=

∫

Ω0
ε

∂W (Eτ )

∂Eτ
·E

′

τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
dΩ0

ε +

∫

Γ0
ε

W (Eε)n0 · V dΓ0
ε

=

∫

Ω0
ε

(

S̄τ + S̃τ

)

·E
′

τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
dΩ0

ε +

∫

Γ0
ε

W (Eε)n0 · V dΓ0
ε . (4.84)

∂lτ
∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ω0
ε

b0 · u
′

ε dΩ
0
ε +

∫

Γ0
ε

(b0 · uε)n0 ·V dΓ0
ε +

∫

Γ0
N

t0 · u
′

ε + t0 · (∇uε)V dΓ0
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=

∫

Ω0
ε

b0 · u
′

ε dΩ
0
ε +

∫

Γ0
N

t0 · u
′

ε dΓ
0 +

∫

Γ0
ε

[

(b0 · uε) I + ∇uT
ε Pε

]

n0 ·V dΓ0
ε , (4.85)

sendo b0 e t0 constantes em relação a τ . Portanto, substituindo as equações (4.84) e (4.85) em (4.75),

a derivada parcial da função lagrangiana torna-se

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
=

∫

Ω0
ε

(

S̄τ + S̃τ

)

·E
′

τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
dΩ0

ε +

∫

Γ0
ε

W (Eε)n0 ·V dΓ0
ε −

∫

Ω0
ε

b0 · u
′

ε dΩ
0
ε

−
∫

Γ0
N

t0 · u
′

ε dΓ
0 −

∫

Γ0
ε

[

(b0 · uε) I + ∇uT
ε Pε

]

n0 ·V dΓ0
ε .

Reescrevendo, a expressão acima, tem-se

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
= aε

(

uε,u
′

ε

)

+ b1ε

(

u
′

ε, pε

)

− lε
(

u
′

ε

)

+

∫

Γ0
ε

Σ0
εn0 ·V dΓ0

ε , (4.86)

sendo

aε

(

uε,u
′

ε

)

=

∫

Ω0
ε

S̄ε ·E
′

ε dΩ
0
ε =

∫

Ω0
ε

[

∂W̄ (uε)

∂Ī1ε

∂Ī1τ

∂Eτ
+
∂W̄ (uε)

∂Ī2ε

∂Ī2τ

∂Eτ

]

·
∂Eε

∂τ

∣

∣

∣

∣

xτ fixo

dΩ0
ε , (4.87)

b1ε

(

u
′

ε, pε

)

=

∫

Ω0
ε

S̃ε · E
′

ε dΩ
0
ε =

∫

Ω0

pε
∂J (uε)

∂Eε
·
∂Eε

∂τ

∣

∣

∣

∣

xτ fixo

dΩ0
ε , (4.88)

e Σ0
ε é dado pela equação (4.81). Portanto, comparando (4.86) com (4.82) e considerando a primeira

equação do sistema (4.72) para u
′

ε ∈ Vε, o Teorema Fundamental do Cálculo Variacional garante que

∫

Ω0
ε

Div
(

Σ0
ε

)

· V dΩ0
ε = 0, ∀V ⇐⇒ DivΣ0

ε = 0.

Assim, a proposição está demonstrada. ✷

Substituindo o resultado da Proposição 4.1, dado por (4.83), em (4.82) e considerando a definição

do campo de velocidade (3.27), obtém-se

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
= −Vn

∫

∂B0
ε

Σ0
εn0 · n0 d∂B

0
ε . (4.89)

Através da definição do tensor de Eshelby Σ0
ε (4.81), a seguinte relação é válida

Σ0
εn0 · n0 = W (Eε) − b0 · uε − Pεn0 · (∇uε)n0.

Considerando a condição de contorno de Neumann homogênea no furo, ou seja, Pεn0 = 0 sobre ∂B0
ε ,

e a ausência de forças de corpo, b0 = 0, a derivada parcial da função lagrangiana em τ = 0, torna-se

∂Lτ

∂τ

∣

∣

∣

∣

τ=0
= −Vn

∫

∂B0
ε

W (Eε) d∂B
0
ε . (4.90)

A derivada topológica, a menos do limite com ε → 0, é obtida substituindo (4.90) na expressão

74



da derivada topológica para formulação lagrangiana total, (3.30), ou seja

D∗
T

(

X̂
)

= DT

(

X̂
)

= − lim
ε→0

1

f ′ (ε)

∫

∂B0
ε

W (Eε) d∂B
0
ε . (4.91)

4.4 Análise Assintótica Numérica

A equação (4.91) representa a derivada topológica a menos do limite com ε→ 0 para o problema de

elasticidade envolvendo não-linearidade geométrica e hiperelasticidade não-linear quasi-incompresśıvel.

Portanto, afim de se obter a derivada topológica propriamente dita é necessário que o limite presente

na equação (4.91) com ε→ 0 seja calculado, de forma anaĺıtica ou aproximada.

Como não é posśıvel realizar uma análise assintótica no presente problema, emprega-se o mesmo

procedimento alternativo baseado em experimentos numéricos para o cálculo do limite com ε → 0

realizado na Seção 3.4.1. Dessa maneira, obtem-se uma expressão final aproximada para a derivada

topológica para o problema envolvendo hiperelasticidade não-linear quasi-incompresśıvel.

Por isso, seja a função dT (uε) dada por

dT (uε) = −
1

f ′ (ε)

∫

∂B0
ε

W (Eε) d∂B
0
ε , (4.92)

de modo que

DT

(

X̂
)

= lim
ε→0

dT (uε) . (4.93)

De forma análoga ao Caṕıtulo 3, considere um domı́nio retangular plano, denotado por Ω, com

dimensões L = 2 mm e com um furo de raio ε no centro do domı́nio, sujeito aos casos de carregamento

com carga distribúıda t0 ao longo das bordas laterais de Ω, conforme ilustrado nas Figuras 3.4. Será

realizado um estudo numérico do comportamento assintótico da função dT (uε) em relação ao raio ε

para vários valores de carga t0.

A equação de estado (4.72) representa o problema de hiperelasticidade não-linear quasi-incom-

presśıvel, o qual será resolvido pelo MEF na configuração de referência não-perturbada Ω0
ε, utilizando-se

elementos triangulares quadráticos da famı́lia de Serendipty para a interpolação do deslocamento uε, de

acordo com o procedimento descrito na Seção 4.2. As malhas são constrúıdas de modo a manter o mesmo

número de elementos no contorno do furo, independentemente do valor do raio ε. Conseqüentemente, o

tamanho aproximado dos elementos he é calculado, conforme sugerido em (Novotny, 2003), através da
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(a) Carga t0 = 6, 25 × 10−3N/mm2.
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(b) Carga t0 = 12, 50 × 10−3N/mm2.
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(c) Carga t0 = 25, 00 × 10−3N/mm2.
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(d) Carga t0 = 37, 50 × 10−3N/mm2.

Figura 4.1: Comportamento assintótico de dT (uε) f
′

(ε) em relação ao raio ε na tração no problema de hipe-
relasticidade não-linear.
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(a) Carga t0 = −6, 25 × 10−3N/mm2.
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(b) Carga t0 = −12, 50 × 10−3N/mm2.
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(c) Carga t0 = −25, 00 × 10−3N/mm2.

Figura 4.2: Comportamento assintótico de dT (uε) f
′

(ε) em relação ao raio ε na compressão no problema
hiperelasticidade não-linear.
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relação (3.81) e a Tabela 3.1 mostra o número total de elementos NE das malhas geradas no domı́nio

Ω para diferentes valores do raio ε e ne = 60.

Considera-se o modelo de estado plano de deformação e material de Mooney-Rivlin com (A10 =

0, 55 N/mm2, A01 = 0, 138 N/mm2 e k̃ = 666, 66 N/mm2). Constrõem-se os gráficos para as cargas de

tração t0 = {6, 25; 12, 50; 25, 00; 37, 50} × 10−3 N/mm2 e de compressão t0 = −{6, 25; 12, 50; 25, 00} ×

10−3 N/mm2, conforme mostrado nos gráficos das Figuras 4.1 e 4.2, respectivamente. Mediante análise

destes gráficos, é razoável supor a hipótese que estes se comportam como retas que passam pela origem,

o que permite concluir que o termo integrando da equação (4.92) se comporta como uma constante

em relação à ε. Novamente, devido à condição 0 ≤
∣

∣

∣DT

(

X̂
)∣

∣

∣ < ∞ do Teorema 2.1, torna-se f (ε) =

− |Bε| = −πε2.

Conseqüentemente, as equações (4.92) e (4.93) conduzem a

DT

(

X̂
)

= lim
ε→0

dT (uε) = CW (E) , (4.94)

ou seja, tem-se a expressão final da derivada topológica a menos de uma constante C.

Similarmente à Seção 3.4.1, a análise da constante C é realizada mediante o comportamento

assintótico da função dT (uε) em relação ao raio ε. Tal análise é realizada tomando o quociente entre

a função dT (uε), dada pela equação (4.92), e o termo integrando calculado no nó de uma malha sem

furo, cujas coordenadas coincidem com as coordenadas do centro do furo das malhas com furos. Assim,

levando em conta a função f (ε) = −πε2, tem-se o seguinte quociente

1

2πε

∫

∂B0
ε

W (Eε) d∂B
0
ε

W (E)
. (4.95)

Os gráficos da Figura 4.3 apresentam o comportamento desse quociente em função de 1/ε ilustrado

para cada valor de t0 sob os quatro casos de carregamento.

Análisando-se esses gráficos, observa-se um comportamento assintótico da equação (4.95), em

função de ε para os quatro casos de carregamentos, tanto para tração, quanto compressão. Porém,

no 1o, 2o e 4o caso de carregamento, os gráficos apresentam certa falta de suavidade além de um

acréscimo no valor do quociente em ε = 0, 01

(

1

ε
= 100

)

. Tal comportamento se deve à distorção dos

elementos em torno do furo, se acentuando quando o valor de t0 assume valores mais elevados. No caso

da compressão, o problema se mostrou mais acentuado, à ponto de não ser mais posśıvel observar o

comportamento assintótico do quociente para cargas t0 ≤ −25, 00 × 10−3 N/mm2. Já no 3o caso de
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(a) 1o caso de carregamento.
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(b) 2o caso de carregamento.
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(c) 3o caso de carregamento.
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(d) 4o caso de carregamento.

Figura 4.3: Comportamento assintótico do quociente
dT (uε)

W (E)
em relação ao raio ε no problema de hiperelasti-

cidade não-linear.
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carregamento não é observado tal falta de suavidade.

Tabela 4.1: Análise da variação da constante C para o 1o caso de carregamento de tração para o problema de
hiperelasticidade quasi-incompresśıvel.

t0

(

N/mm2
)

0, 00625 0, 0125 0, 025 0, 0375 Máxima Variação (%)

W
(

Nmm/mm3
)

0, 000327 0, 001353 0, 005696 0, 013592 4056, 57

‖E‖F 0, 015401 0, 031344 0, 064420 0, 099810 548, 07

C ≈ 2, 99 2, 87 2, 84 2, 80 −6, 35

Tabela 4.2: Análise da variação da constante C para o 2o caso de carregamento de tração para o problema de
hiperelasticidade quasi-incompresśıvel.

t0
(

N/mm2
)

0, 00625 0, 0125 0, 025 0, 0375 Máxima Variação (%)

W
(

Nmm/mm3
)

0, 000327 0, 001354 0, 005699 0, 013597 4058, 10

‖E‖F 0, 015405 0, 031352 0, 064434 0, 099830 548, 04

C ≈ 2, 99 2, 87 2, 84 2, 80 −6, 35

Tabela 4.3: Análise da variação da constante C para o 3o caso de carregamento de tração para o problema de
hiperelasticidade quasi-incompresśıvel.

t0
(

N/mm2
)

0, 00625 0, 0125 0, 025 0, 0375 Máxima Variação (%)

W
(

Nmm/mm3
)

0, 000003 0, 000012 0, 000046 0, 000104 3366, 67

‖E‖F 0, 000225 0, 000456 0, 000929 0, 001423 532, 44

C ≈ 495 515 530 555 12, 12

De forma similar ao Caṕıtulo 3, as Tabelas 4.1 à 4.2 comparam os valores de C com os valores

da densidade de energia de deformação W e da norma-F (3.85) da matriz que representa o tensor de

deformação E. Considera-se o nó da malha sem furo, com coordenadas coincidentes com o centro dos

furos. As Tabelas 4.1 à 4.2 mostram que a variação do ńıvel de deformação e da densidade de energia

de deformação W é muito superior à variação da constante C sob todos os casos de carregamentos

analisados.

A partir da análise anterior, verifica-se que a derivada topológica para o problema de elasticidade

envolvendo hiperelasticidade não-linear quasi-incompresśıvel pode ser escrita aproximadamente como

DT

(

X̂
)

≈ C∗W (E) , (4.96)

sendo C∗ uma constante qualquer entre os valores obtidos para C. Portanto, considerando o algo-

ritmo de otimização topológica apresentado na Seção 2.4, a função densidade de energia de deformação

W (E) torna-se a derivada topológica aproximada para o problema de hiperelasticidade não-linear quasi-

incompresśıvel, uma vez que o valor de C∗ não influência na seqüência de células a serem removidas.
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Tabela 4.4: Análise da variação da constante C para o 4o caso de carregamento de tração para o problema de
hiperelasticidade quasi-incompresśıvel.

t0
(

N/mm2
)

0, 00625 0, 0125 0, 025 0, 0375 Máxima Variação (%)

W
(

Nmm/mm3
)

0, 000353 0, 001522 0, 007251 0, 019504 5425, 21

‖E‖F 0, 015865 0, 033010 0, 072311 0, 119284 651, 87

C ≈ 11, 00 10, 70 9, 80 9, 00 −18, 18

4.5 Estudo de Casos

Para ilustrar o conceito de Análise de Sensibilidade Topológica para problemas de elasticidade en-

volvendo hiperelasticidade não-linear quasi-incompresśıvel, apresentam-se nesta seção alguns exemplos

de estruturas submetidas a estado plano de deformações. Portanto, considere componentes estruturais

planos caracterizados por domı́nios Ω ∈ ℜ2.

4.5.1 Viga Curta Engastada

Neste exemplo, tem-se um domı́nio inicial retangular Ω com dimensão L = 50 mm, constantes

do modelo de Mooney-Rivlin A10 = 0, 55 N/mm2, A01 = 0, 138 N/mm2 e k̃ = 666, 66 N/mm2. A viga

está engastada na região denotada por a = 5 mm e submetida a uma carga distribúıda t0 = −0, 4444

N/mm2 sobre a região denotada por b = 4, 5 mm, conforme ilustrado na Figura 4.4(a).

Neste exemplo foi utilizada uma malha com 3656 elementos finitos triangulares quadráticos ilus-

trada na Figura 4.4(b). Como Critério de Parada, adotou-se que a área final V̄ = 0, 40V0, sendo V0 a

área inicial do domı́nio, e foi retirado 1% de área em cada iteração. O resultado final é atingido após 89

iterações do algoritmo de otimização topológica e a deflexão máxima é de −7, 28 mm na borda superior

direita da viga.

A Figura 4.5 ilustra a distribuição final da densidade de energia de deformação W . Como é

posśıvel observar, W assume valores da ordem 1, 0×10−2 Nmm/mm3 nas regiões próximas às condições

de contorno. No entanto, caso o processo de otimização continuasse, a região a ser removida seria aquela

que apresenta o menor valor de W , a qual assume valores da ordem de 1, 5 × 10−3 Nmm/mm3, como

pode ser observado na Figura 4.5. A Figura 4.4(d) ilustra o decaimento do funcional de energia potencial

total do sistema em relação ao número de iteração.
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(a) Modelo. (b) Malha inicial com 3656 elementos quadráticos.

(c) Topologia em j = 89.
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Figura 4.4: Viga curta engastada envolvendo hiperelasticidade não-linear quasi-incompresśıvel.

82



1

2

3

4

5

6

7

8

9

x 10
−3

Figura 4.5: Densidade de energia de deformação para o problema de viga curta com hiperelasticidade não-linear

quasi-incompresśıvel em
Nmm

mm3
na iteração j = 89.

4.5.2 Problema das Duas Barras

Neste exemplo, o domı́nio inicial está submetido à uma força concentrada F = −1, 0 N , conforme

ilustrado na Figura 4.6(a), sendo os demais dados idênticos ao problema anterior. Somente a área final

é V̄ = 0, 36V0. O resultado final é obtido após 99 iterações do algoritmo de otimização topológica e a

deflexão máxima é de −3, 75 mm no ponto de aplicação da carga.

A Figura 4.7 ilustra o valor da densidade de energia de deformação W sobre o domı́nio obtido

após 99 iterações do algoritmo de otimização topológica. Como é posśıvel observar, W assume valores

superiores à 5, 0 × 10−3 Nmm/mm3 nas regiões próximas às condições de contorno. No entanto, caso

o processo de otimização continuasse, a região a ser removida seria aquela que apresenta o menor valor

de W , no qual assume valores da ordem de 1, 0×10−3 Nmm/mm3, como pode ser observado na Figura

4.7. A Figura 4.6(d) ilustra o decaimento do funcional de energia potencial total do sistema em relação

ao número de iteração.
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(a) Modelo. (b) Malha inicial com 3656 elementos quadráticos.

(c) Topologia em j = 99.
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Figura 4.6: Problema de duas barras envolvendo hiperelasticidade não-linear quasi-incompresśıvel.
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Figura 4.7: Densidade de energia de deformação para o problema de duas barras com hiperelasticidade não-

linear quasi-incompresśıvel em
Nmm

mm3
na iteração j = 99.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e Perspectivas Futuras

5.1 Conclusões

O presente trabalho apresentou a aplicação do conceito de Análise de Sensibilidade Topológica

para problemas de elasticidade envolvendo não-linearidade geométrica (grandes deslocamentos e rotações)

e não-linearidade de material (hiperelasticidade não-linear quase-incompresśıvel). O objetivo principal

do trabalho consistiu em obter expressões para a Derivada Topológica de cada um destes problemas

tratados através de uma formulação Lagrangiana Total.

Ao contrário dos problemas lineares tratados por Novotny em sua tese de doutorado (Novotny,

2003), nos problemas não-lineares do presente trabalho não é posśıvel realizar uma análise assintótica

anaĺıtica para o cálculo do limite presente na definição de Derivada Topológica, conforme a equação

(3.30), quando ε → 0, da mesma forma que foi realizada por Novotny. Conseqüentemente, uma

abordagem númerica experimental foi adotada para o cálculo aproximado do limite quando ε→ 0, afim

de obter uma expressão aproximada da Derivada Topológica para cada um dos problemas não-lineares

tratados no trabalho.

Embora seja posśıvel obter uma expressão aproximada da Derivada Topológica para os problemas

em questão, a técnica de análise assintótica numérica não se mostrou uma ferramenta totalmente

adequada para o cálculo do limite da equação (3.30) em problemas vetoriais não-lineares. De acordo

com as análises realizadas no presente trabalho, a constante C das equações (3.86) e (4.96) se mostrou

dependente de certa forma do estado de deformação do ponto considerado, sendo a variação maior no
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caso em que apenas o sentido do carregamento é alterado.

Por outro lado, através da análise assintótica numérica é posśıvel recuperar a expressão exata da

Derivada Topológica para o problema de elasticidade plana linear (ver Figuras 3.9 e 3.10), quando o

coeficiente de Poisson é ν = 1/3 para o caso de tensão plana ou ν = 1/4 para o caso de deformação plana.

Em ambos os casos, a densidade de energia de deformação (equação (2.33)) é multiplicada por uma

constante C = 3. No entanto, a recuperação da Derivada Topológica para elasticidade linear quando ν

é diferente de 1/3 ou 1/4 não parece ser posśıvel. Neste caso, as expressões da Derivada Topológica em

tensão e deformação plana são representadas pelas equações (2.31) e (2.32), respectivamente. Logo, a

expressão da Derivada Topológica assume uma forma mais complexa, que não é mais um múltiplo da

densidade de energia de deformação.

O algoritmo de otimização topológica se mostra severamente senśıvel em relação à quantidade

de material a ser retirada em cada iteração, resultando em diferente topologias conforme se altera o

valor a ser retirado por iteração, mesmo no caso linear em que a derivada topológica é exata. Além do

mais, não há até o momento, uma conexão clara entre Análise de Sensibilidade Topológica e a teoria

da programação matemática, da mesma forma que não há um critério formal que defina a quantidade

de material que deve ser retirado do domı́nio em cada iteração. Essa quantidade é definida de forma

totalmente heuŕıstica.

5.2 Perspectivas Futuras

Embora a Análise de Sensibilidade Topológica tenha se mostado uma ferramenta valiosa e inte-

ressante para a otimização topológica, algumas questões ainda permanecem em aberto e a aplicação

em certos tipos de problemas tem se mostrado dif́ıcil de ser realizada, embora expressões aproximadas

para a Derivada Topológica via experimentação numérica podem ser obtidas sob certas restrições para

outros tipos de problemas. Portanto, ficam como sugestões para futuros trabalhos:

• Formalizar a relação entre a Análise de Sensibilidade Topológica e a teoria da programação ma-

temática;

• Desenvolver uma técnica numérica mais geral para o cálculo da aproximado da Derivada To-

pológica;
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• Desenvolver expressões da Derivada Topológica para outros problemas não-lineares, tais, como,

plasticidade, viscoplasticidade, contato e em problemas transientes;

• Desenvolver um critério formal para a retirada de material em cada iteração.

Assim sendo, a Análise de Sensibilidade Topológica pode ser vista como uma área promissora

e de intensa pesquisa, tanto aos aspectos matemáticos envolvidos quanto ao aspecto de aplicação em

problemas de Engenharia, e F́ısica Matemática.
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Zolézio, J. P. (1981). The material derivative (or speed) method for shape optimization. In: Haug,
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