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Resumo

Esta dissertacao propde uma nova estratégia de projeto de controle por aproximacao de
modelos para sistemas lineares a tempo continuo com parametros incertos na forma po-
litopica. A lei de controle é por realimentacao dindmica de saida de ordem fixa e, como
métricas de desempenho para avaliar o descasamento entre o modelo de referéncia e o
sistema controlado, utilizam-se as normas Hy e Ho.. A novidade técnica em relagao aos
métodos disponiveis na literatura é que as matrizes do controlador e do modelo de refe-
réncia aparecem linearmente nas condigoes de projeto, podendo ser tratadas diretamente
como variaveis de otimizacao. Portanto, o método é particularmente adequado para o pro-
jeto de controladores estruturados (por exemplo, descentralizados), permitindo também
a busca pelos valores de pardmetros no modelo de referéncia que fornecem os menores
erros de aproximacao. As condigoes de sintese sao resolvidas iterativamente, um conjunto
de desigualdades matriciais lineares a cada iteracao. Exemplos baseados em modelos fi-
sicos e comparagoes com outros métodos da literatura ilustram as vantagens do método

proposto.

Palavras-chaves: controle por aproximacao de modelo; realimentacao dinamica de saida;
incertezas politopicas; desigualdades matriciais lineares; sistemas lineares continuos no

tempo.



Abstract

This dissertation proposes a new design strategy for model match control of linear continuous-
time systems with uncertain parameters in the polytopic form. A fixed order dynamic
output-feedback control law is used and, as performance metric to evaluate the mismatch
between the reference model and the controlled system, the Hy and H., norms are used.
The novelty of the technique with respect to the methods available in the literature is that
the controller and reference model matrices appear linearly in the design conditions, and
can be treated directly as optimization variables. Therefore, the method is particularly
suitable for designing structured controllers (for example, decentralized), also allowing the
search for the values of the parameters in the reference model that provide the smallest
approximation errors. The synthesis conditions are solved iteratively, a set of linear matrix
inequalities at each iteration. Examples based on physical models and comparisons with

other methods from the literature illustrate the advantages of the proposed method.

Keywords: model match control; dynamic output-feedback; polytopic uncertainties; lin-

ear matrix inequalities; continuous-time linear systems.
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1 Introducao

As técnicas classicas de controle para sistemas lineares invariantes no tempo
utilizam especificagoes de projeto tanto no dominio da frequéncia quanto no dominio
do tempo, como por exemplo, margens de ganho e fase, frequéncia de corte, tempo de
subida, maxima sobrelevacao, tempo de acomodagao, erro em regime estacionario, integral
do erro absoluto e integral do erro ao quadrado (OGATA, 1990). Em geral, esses critérios
de desempenho podem ser tratados satisfatoriamente por métodos de controle tradicionais
se o modelo linear nao for afetado por parametros incertos. Por outro lado, o tratamento
de modelos incertos com certificados de estabilidade e desempenho é uma area de pesquisa
dominada principalmente pelos métodos desenvolvidos a partir da teoria de Lyapunov.
Neste contexto, destaca-se a formulacao de condigoes de analise e projeto em termos de
desigualdades matriciais lineares (do inglés, Linear Matriz Inequalities — LMIs), e as
principais razoes para este fato sao a facilidade de programacao e a disponibilidade de
algoritmos baseados em programagao semidefinida (VANDENBERGHE; BOYD, 1996)
eficientes para resolver LMIs (BOYD et al., 1994).

Esforgos tém sido feitos para incorporar as especificagoes classicas de projeto de
controle mencionadas anteriormente em procedimentos de projeto baseados em LMIs, por
exemplo, impondo uma regiao de alocacdo de polos ao sistema em malha fechada (CHI-
LALI; GAHINET, 1996). No entanto, uma alternativa mais interessante para lidar com
especificagoes no dominio do tempo e outros critérios tradicionais de desempenho é cer-
tamente o controle por aproximagio de modelos (do inglés, model match control). Nessa
técnica, todas as caracteristicas desejadas para o sistema controlado sao dadas em termos
de um modelo de referéncia. O controle por aproximacao de modelos é um toépico rele-
vante em sistemas multivariaveis lineares tanto do ponto de vista teérico quanto pratico,
que pode beneficiar diretamente muitos problemas comuns de engenharia. De fato, as
técnicas de controle por aproximacao de modelos podem ser aplicadas para, por exemplo,
desacoplamento (PARASKEVOPOULOS, 1978; TORRES MUNOZ; MALABRE, 2003),
seguimento de modelo (ANTSAKLIS, 1986), rastreamento (HIKITA, 1981), sistemas in-
versos (WANG; DAVISON, 1973), observadores dindmicos (WOLOVICH et al., 1977),
controle adaptativo por modelo de referéncia (ICHIKAWA, 1985) e redugao de ordem de
modelos (MOORE, 1981).

Nas primeiras formulacoes, o problema era conhecido como controle por apro-
ximagao de modelo exato (ERZBERGER, 1968; WOLOVICH, 1972), e o objetivo era
projetar um controlador de forma que o sistema em malha fechada correspondesse pre-
cisamente ao modelo de referéncia. A partir da década de 1970, varias estratégias para

controle por aproximagao de modelo exato foram investigadas, explorando técnicas de es-

paco de estados (WANG; DESOER, 1972; MOORE; SILVERMAN, 1972; MORSE, 1973a;
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PARASKEVOPOULOS et al., 1993), fungdes de transferéncia (WOLOVICH, 2012; WO-
LOVICH et al., 1977; KUCERA, 1977; ASTROM, 1980), algebra polinomial (KUCERA,
1981; KUCERA, 1991) e técnicas geométricas (MORSE, 1973b; MORSE, 1973c; MALA-
BRE; KUCERA, 1984). Veja (KUCERA; TOLEDO, 2014) para um apanhado geral sobre
a aproximacao de modelo exata. Apesar das significativas conquistas nesta linha de in-
vestigacao, a aproximacao de modelo exata tem desvantagens pois a exatidao geralmente
exige controladores de alta ordem e, mais importante, os métodos nao sao adequados para
levar em consideragao a presenca de parametros incertos. Esses inconvenientes podem ser
tratados por meio de uma aproximagao de modelo nao exata (PARASKEVOPOULOS;
KING, 1978), na qual a especificagdo do projeto é encontrar um controlador tal que a
diferenca entre o sistema de malha fechada e o modelo de referéncia, de acordo com al-
gum critério, seja o menor possivel. Nesse contexto, destacam-se as abordagens baseadas
na otimizacao de critérios quadraticos (KREINDLER; ROTHSCHILD, 1976; PARAS-
KEVOPOULOS; KING, 1978; MORRIS et al., 1992; PELLANDA; APKARIAN, 2003),
e normas Ho, e Ho (FRANCIS; DOYLE, 1987; JONCKHEERE; YU, 1999), em geral as-
sociadas a um sinal de erro gerado a partir da diferenca das saidas de ambos os sistemas
(controlado e referéncia).

Em relacao as formulagoes de aproximagao de modelos resolvidas em termos
da teoria de estabilidade de Lyapunov, como as baseadas nas normas H., e Ho, pode-
se observar uma grande flexibilidade fornecida pelas condi¢oes de projeto expressas por
LMIs. Com efeito, uma das caracteristicas atraentes das condigoes baseadas em LMIs é
a possibilidade de lidar com parametros incertos, invariantes ou variantes no tempo, de
uma maneira imediata (BOYD et al., 1994). Nesse contexto, pode-se citar as estratégias
de aproximacao de modelo propostas em (PELLANDA; APKARIAN, 2003; COUTINHO
et al., 2009; RODRIGUES et al., 2009; GODINHO et al., 2012; BACHUR et al., 2011;
GONCALVES et al., 2011; BACHUR, 2011). No entanto, sabe-se que o projeto de con-
trole robusto para sistemas incertos é um problema desafiador, mesmo considerando as
leis de controle por realimentacao de estados. Ao lidar com parametros incertos, em geral,
as condicoes de sintese sao formuladas em termos de LMIs dependentes de parametros,
que sao problemas de otimizacao semi-infinitos (ou de dimenséo infinita). Solugoes aproxi-
madas em termos de relaxac¢oes polinomiais tém sido apresentadas como uma alternativa
efetiva para resolver esses problemas (BLIMAN, 2004; CHESI et al., 2009; OLIVEIRA;
PERES, 2007). No entanto, a principal fonte de conservadorismo das condigdes de sin-
tese provavelmente se deve as manipulagoes (mudanga de variaveis, restrigdes estruturais)
que transformam as condigbes de estabilidade em malha fechada (geralmente nao linea-
res) em desigualdades matriciais que sao lineares nas varidveis de otimizagao, resultando,
portanto, em apenas condicoes suficientes. Dito isso, certamente vale a pena investigar
o problema de aproximacao de modelos para sistemas incertos, especialmente conside-

rando leis de controle de realimentacao de saida, que sdo mais adequadas para aplicagoes
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praticas.

Esta dissertacao propoe uma nova estratégia de projeto de controle por apro-
ximacao de modelos para sistemas lineares a tempo continuo com parametros incertos na
forma politépica. Com o objetivo de obter uma técnica com maior apelo pratico, a planta
é controlada por uma lei de controle por realimentacao dindmica de saida de ordem fixa,
e como métricas de desempenho para avaliar o descasamento entre o modelo de referéncia
e o sistema controlado utilizam-se as normas Hs e Ho. A novidade técnica em relagao
aos métodos de controle por aproximacao de modelo disponiveis na literatura é que as
matrizes do controlador e do modelo de referéncia aparecem linearmente nas condigoes
de projeto (formuladas em termos de LMIs), sendo tratadas diretamente como variaveis
de otimizacao. Isso significa que, diferentemente da maioria dos métodos baseados em
LMIs, nenhuma mudanca de variavel é necessaria para recuperar o controlador. Portanto,
o método é particularmente adequado para o projeto de controladores estruturados (por
exemplo, descentralizados) e também pode considerar algumas entradas do modelo de
referéncia como varidveis extras restritas a intervalos, permitindo que o problema de oti-
mizagao encontre os valores que fornecem o menor erro de aproximacao. Assim como nos
trabalhos de (FELIPE, 2017; SPAGOLLA, 2019; LEMAIRE, 2019), as condigoes de sin-
tese sao resolvidas iterativamente, com um conjunto de LMIs resolvido a cada iteracao.
As vantagens da técnica proposta sao avaliadas por meio de modelos de plantas que re-
presentam sistemas fisicos, e por meio de comparagdes numéricas com uma outra técnica
da literatura.

Esta dissertagao estd organizada em 4 capitulos, descritos de forma resumida

a seguir.

o Capitulo 2: apresenta a definicdo do problema de controle por aproximagao de mo-
delos, definigoes e interpretagdes das normas Hs e Hoo, € informagoes sobre como as
condi¢oes de projeto propostas podem ser resolvidas computacionalmente e como

sao comparadas com técnicas da literatura.

e Capitulo 3: descreve a técnica de controle por aproximacao de modelo utilizando a
norma Hy como métrica de desempenho. O principal resultado é um algoritmo itera-
tivo em que LMIs sao resolvidas a cada iteragdo. Experimentos numéricos ilustram

os resultados.

» Capitulo 4: apresenta uma adaptacao do algoritmo apresentado no Capitulo 3, uti-
lizando a norma H., como métrica de desempenho. Como contribuicdo adicional
apresenta-se um procedimento para obter um controlador de ordem n. + 1 a partir
de um controlador de ordem n.. Uma extensao para tratar o problema de reducao de

ordem de modelos é apresentada e experimentos numéricos ilustram os resultados.
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e Conclusao: apresenta as consideracgoes finais desta dissertacdo de mestrado, bem
como perspectivas de trabalhos futuros e os artigos que foram publicados e subme-

tidos durante o periodo de pesquisa.
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2 Definicao do Problema e Fundamentos

Matematicos

Neste capitulo é apresentada a definicdo do problema de controle por aproxi-
macao de modelo para sistemas lineares incertos a tempo continuo na forma politopica.
As defini¢oes das normas Hs e H,, para sistemas incertos invariantes no tempo sao tam-
bém apresentadas, pois sao utilizadas como métricas de avaliacao do erro de aproximacao
entre o modelo de referéncia e o sistema controlado. Nesse contexto, também é fornecida
uma interpretagao do uso das normas Hsy e Ho, no problema de aproximacao de modelo.
Alguns resultados algébricos importantes no contexto de sistemas incertos tratados por
LMIs, uma metodologia de comparacao com outros métodos da literatura e uma breve

discussao sobre como resolver LMIs dependentes de parametros finalizam o capitulo.

2.1 Definicao do Problema

Considere o sistema linear incerto a tempo continuo

&= A(a)x + By(a)u + By(a)w
G:{z=C.a)r + Dy(a)u+ Dyp(a)w (2.1)
y = Cyla)z + Dyw(@jw

em que x € R™ u e R™ we R"™, z€ R" ey € R™, representam respectivamente os
estados do sistema, a entrada de controle, a entrada externa, a saida controlada e a saida
medida. As matrizes A(a) € R™*" B, (a) € R™*™ B, (a) € R™*™ (C,(a) € R**",
Cyla) € R D, () € R*=*™ D, (o) € R**™ D, (a) € R™*™ possuem estru-
tura politopica, isto ¢, sao descritas pela combinacao convexa de N vértices conhecidos

na forma

N
M(Oz) :ZaiMia OéGAN

=1

sendo a = (v, . .. ,ay) um vetor de pardmetros incertos que pertence ao simplex unitério

ANé{geRN:%Q:LQZO}
=1

E importante mencionar que os parametros incertos «; nao costumam repre-
sentar parametros fisicos, como massas, constantes de mola, capacitancias, resisténcias,
etc. Normalmente os parametros «; sao criados para representar um hiperretangulo em

termos da combinacao convexa de seus vértices. O hiperretangulo, por outro lado, é um
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modelo mais natural para representar um conjunto de parametros fisicos representados por
intervalos. A razao para utilizar os pardmetros «; (ndo negativos) na descri¢ao do modelo
¢ a maior facilidade de tratamento das condig¢oes de andlise e projeto, que normalmente
sao expressas em termos de desigualdades polinomiais nesses parametros.

O objetivo deste trabalho é projetar um controlador por realimentagao dina-

mica de saida de ordem fixa n. > 0, dado na forma

| &e = Acxe + Bey
Ge { u=Cer.+ D.y
com A, € R%*" B, € R**™ (C,c R"™ " e D, € R™*™  tal que o sistema em malha
fechada

L {i‘cl - Acl(a)xcl + Bcl(a)w (22)

z=Cy(a)xy + Dy(a)w

com

o) = [A(a) + By(a)D,Cy(@) By(a)C.
N B.C,(a) A |
Bu(a) = | Bu(0) DeDyu(0) + Bula)
) B.Dy,() ’

Cula) = :_C'z(oz) + Dou(@) DeCy(@)  Dau()Ce|
Dai(a) = [Dzu(@) DeDyu(@) + Dawy(a)],

seja assintoticamente estavel e apresente um comportamento o mais proximo possivel do

modelo de referéncia de ordem n, dado na forma

T, = Ayx, + Byw
G (2.3)

z, = Crx, + Dyw
com A, € R B, e RM>me (O, € R"*" e D, € R"*™ (O sinal de erro e = z — 2, é
definido para representar a diferenca entre o sistema em malha fechada (2.2) e o sistema

de referéncia (2.3). A dindmica do erro é representada por

jjcl _ Acl<a) 0 Lel Bcl(a)
jjT 0 Ar x’r‘ BT’
—_——
ge : Ae(a) Be(a)




CAPITULO 2. DEFINICAO DO PROBLEMA E FUNDAMENTOS MATEMATICOS 23

e a Figura 1 apresenta um diagrama de blocos ilustrando o problema de controle por

aproximacao de modelo.

G,

Figura 1 — Diagrama de blocos do sistema representando o problema de controle por apro-
ximacao de modelo, em que G ¢é a planta, G. o controlador e G, o modelo de
referéncia.

Como estratégias para buscar pelo menor sinal de erro, adotam-se as normas
Hs e Hoo, que sao medidas de desempenho amplamente utilizadas na literatura de sistemas

incertos tratados por LMIs. A proxima se¢ao apresenta a definicdo da norma H.,.

2.2 Definicao da Norma Hs

Considere o sistema (2.1) em malha aberta (u = 0) estavel e com D, () = 0,

cuja funcao de transferéncia da entrada w para a saida z é dada por
G(s,0) = C,(a)(s] — A(a)) ' By(a) (2.4)
Para um valor fixo de a, a norma H, (ZHOU; DOYLE, 1998) desse sistema é definida
como
2 1 o * (- .
IGs.a)llf = 5 [ traco(G" (ju.a)Gljw,a))d

ou

1G(s,0)[12 = /0 ~ traco(h* (1,0)h(r.0) )dr

em que h(t,«) é a matriz de resposta ao impulso do sistema (2.1), calculada por meio da

transformada inversa de Laplace de G(s,«) dada em (2.4).
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Um limitante superior (custo garantido) para a norma H,, valido para todo

a € Ay, pode ser computado pelo lema apresentado a seguir (BOYD et al., 1994).

Lema 2.1. Considere a fungdo de transferéncia dada em (2.4) com A(a) Hurwitz. As

sequintes condigoes sao equivalentes para todo o € Ay :
i) |G(s,@)|3 < p?

it) Ezistem matrizes P(a) = P(a)' = 0 e M(a) = M(«a)" de dimensdes apropriadas,

tais que

trago(M () — pu*> <0
By (a)'P(a)By(a) — M(a) <0
A(a)'P(a) + P(a)A(a) + C.(a)'C.(a) <0

itt) Ezistem matrizes P(a) = P(a)’ = 0 e M(a) = M(«a)" de dimensées apropriadas,

tais que

trago(M () — u®> <0
C=(a) Pa)C( (@)
A(a)P(a) + P(a)A'(a) + By(a)B

O valor da norma H, de pior caso, isto é, o menor valor que p pode assumir
para todo o € Ay, pode ser determinado por meio de um problema de otimizacao que

minimiza o valor de u sujeito as desigualdades dos itens i) ou i) do Lema 2.1.

2.3 Definicao da Norma H

Considere novamente o sistema (2.1), estavel e com funcao de transferéncia da

entrada w para a saida z dada por
G(s,a) = C:(a)(sI — A(a)) ™" Bu(a) + Dzw(@) (2.5)
Para um « fixo, a norma H,, (ZHOU; DOYLE, 1998) é definida como
|G(s,0) |00 = MaX Opaa(G(jw,cx))

em que 0,4, (G(jw,a)) é o maior valor singular de G(jw,«). Sendo assim, a norma H., é
o maior valor singular de G(s,a) para toda a faixa de frequéncia. Caso G(s,a) seja um
sistema de uma entrada e uma saida (do inglés, Single Input Single Output — SISO), a
norma H, corresponde & maior magnitude da resposta em frequéncia do sistema.

O céalculo de um limitante superior para a norma H., pode ser feito por meio

do lema apresentado a seguir.
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Lema 2.2. Considere a fungdo de transferéncia dada em (2.5) com A(a) Hurwitz. As

sequintes condigcoes sao equivalentes:
i) |G(s,0)[loc <

i) Eziste uma matriz P(a) = P(a) > 0 tal que

A(a)'P(a) + P(a)A() * *
By (o) P(«a) -1 *x | <0
Cz(a) Dzw(a) _’71

A norma H, de pior caso pode ser calculada minimizando o valor de 7 sujeito

a condicao do item i) do Lema 2.2 (conhecida como bounded real lemma).

Interpretacao das Normas Hy e H,, no Problema de Controle Por

Aproximacao de Modelos

Nesta se¢ao é apresentado um exemplo que ajuda na interpretagao do uso das
normas Hs e Ho no problema de controle por aproximacao de modelo. Considere uma

planta SISO G e um modelo de referéncia G, (gerados randomicamente) dados por

Z(s)  Z(s) —0,19815%—1,06315*—1,833853—0,77575240,19445—0,1547
W(s) U(s) $646,4947554+17,115554+21,821853+13,389852+4,95785+1,3879
G: Yi(s) Yi(s)| _— 0,0740s5+0,17615*—0,17535s3—0,479452—0,11575—0,0720
: W(s) Uls) $646,4947554+17,115554+21,821853+13,389852+4,95785+1,3879
Ya(s)  Ya(s) —0,0669s°—0,46645* —0,896253 —0,65975%—0,22505—0,0500
W(s) Uls) $646,4947554+17,115554+21,821853+13,389852+4,95785+1,3879

4,28905°4-23,01985%4-49,215753 4+44,50215%+12,49905—5,1188
5646,494755417,11555%+21,821853 +13,389852+4,95785+1,3879
—0,95835%—5,02775* —9,925753 —8,381052 —0,77465—0,9463
5646,4947554+17,11555%+21,82185313,389852+4,95785+1,3879
—1,7827s%—7,60545* —13,044653 —6,41755%2—0,02485—0,0623
$646,4947554+17,115554+21,82185313,389852+4,95785+1,3879

W(s) s34 6,8607s2 + 14,6752s + 8,8145

G {Zr(s) 0,001252 + 0,3837s + 0,4645 }

com respostas em frequéncia mostradas na Figura 2. Dois controladores foram projetados

por meio da técnica de aproximacao de modelo, resultando nos seguintes ganhos
Ky, = [0,8203 —0,5836] , K. = [0,7202 —0,4406]

Os sistemas em malha fechada com os controladores Ky, e Ky sao representados por
Gel, € G, obtidos com as normas Hy e Hoo como métricas do erro de aproximacao,
respectivamente.

A Figura 3 mostra os modulos das respostas em frequéncia das dindmicas dos
erros de aproximacao G, e G.__, permitindo a determinacao das normas H., por inspecao

(valores dos picos). A Figura 4 apresenta as respostas ao impulso ao quadrado de ambos
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Figura 2 — Mdédulo da resposta em frequéncia de G e G,.

os sistemas, podendo a norma Hs ser computada por meio das areas em azul ou vermelho.
Como estabelecido na Se¢ao 2.2, a norma H, também pode ser obtida a partir da resposta
em frequéncia, calculando-se a raiz quadrada da drea de |G(jw)[?/27, w € (—o0, +00).

Os valores das normas Hs e Ho, para os dois sistemas sao dados por

| Ge, |l2= 0,099, || Ge.. |l2= 0,104
| Gey lloo= 0,154, || G |loo= 0,109

0.16 T T T

7g€2
—Geo,
Y= 0.51 rad/s

0.14 +

0.06

0.04 -

0.02 -

1 1

0 1
1072 107" 100 10" 102

w

Figura 3 — Mdédulo da resposta em frequéncia de G., e G.__.

O valor da norma H,, de G.__ (pico da curva em vermelho na Figura 3) indica

a frequéncia em que ocorrerd o pior descasamento entre o sistema controlado e o modelo
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Figura 4 — Respostas ao impulso ao quadrado de G., (ha(t)) € Ge. (heo(t)).

de referéncia. Nesse caso em particular a maior amplitude, 0,109, acontece em uma faixa
de baixas frequéncias (w < 0,1 rad/s). Por outro lado, como mencionado anteriormente,
o valor da norma H, nao tem relagdo com a amplitude maxima da curva azul, mas sim
com a drea abaixo da curva (elevada ao quadrado e dividida por 27). Essa caracteristica
dificulta um comparativo imediato entre as duas estratégias de projeto apenas observando
os valores das normas. De fato, nesse exemplo os valores das normas sao muito proximos,
mas percebe-se claramente que o erro associado a G., ¢ maior para w < 0,51, e é menor
para w maior que 0,51 rad/s e menor que ~ 3 rad/s. Isso ilustra bem o cardter de
atenuacao “média” associado a norma H,, pois o procedimento de otimizagao prioriza a
diminuicao da area e nao do pico da curva. A otimizacao da norma H.., em contrapartida,
tenta minimizar o valor de pico, tendendo a deslocar toda a resposta em frequéncia para
baixo. Por essa razao, diante de incertezas no contetido frequencial dos sinais exdgenos
que agem na planta, o critério baseado na norma H., é considerado mais robusto (ZHOU;
DOYLE, 1998). Além disso, também é possivel otimizar a norma H., em apenas uma
faixa de frequéncias (IWASAKI; HARA, 2005).

2.4 |mplementacao Computacional

Assim como nas desigualdades presentes nos Lemas 2.1 e 2.2, todas as con-
dicoes propostas nesta dissertagdo sao formuladas em termos de LMIs dependentes de
parametros, com a vantagem de fornecer uma apresentagdo mais clara. Porém, LMIs

dependentes de parametros sao problemas de otimizagdo semi-infinitos, ndo admitindo
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um tratamento numérico antes que uma estrutura particular (aproximagao) seja imposta
para as variaveis de otimizacdo. Como tornou-se rotina na literatura de sistemas incer-
tos, aprorimacoes polinomiais de grau arbritario sdo as técnicas mais eficazes para resol-
ver LMIs dependentes de pardmetros, com amplo suporte tedrico (BLIMAN et al., 2006;
OLIVEIRA; PERES, 2007), de programacio (AGULHARI et al., 2019; LOFBERG, 2004;
GAHINET et al., 1995) e numérico (STURM, 1999; ANDERSEN; ANDERSEN, 2000)
disponivel. Nos exemplos apresentados nos préximos capitulos, as condig¢oes de projeto fo-
ram resolvidas empregando aproximacgoes polinomiais de grau um para todas as variaveis
(com excegao das matrizes do controlador) e as relaxagoes de Pélya para gerar as LMIs
(OLIVEIRA; PERES, 2007). A implementacao utiliza o parser ROLMIP (AGULHARI et
al., 2019), que trabalha em conjunto com o parser YALMIP (LOFBERG, 2004). As LMIs
resultantes sao resolvidas com o solver de programacao semidefinida Mosek (ANDERSEN;
ANDERSEN; 2000). Os experimentos foram realizados em um PC com as seguintes con-
figuragoes: Core i5-8265U (6MB Cache, 1,6 Ghz até 3,9 Ghz), 8 GB de RAM, Windows
10 Home (64bits), e Matlab version 2019b (win64).

2.5 Comparacdes com Outros Métodos

O sistema G, pode ser reestruturado na forma de um problema de realimenta-

¢ao estatica de saida, como apresentado a seguir

te = Ag(@)xy + Bua(@)u + Bye(a)w
Ga 4 2e = Coo(@) + Doya(@)u + Dya()w (2.6)
Yo = Cya(@) T4 + Dyya(a)u

comu= Ly, e

[Ala) 0 0 0 B, By
Aa(a) = 0 o 0], Bu.=11I 0 s Byo=10 ) Cza = {Cz 0 _Cr )
I 0 A, 0 O B,
_0 0 I Dzua = [0 Dzu} ) Ac Bc *
Cya = y L = s x‘a ey :L‘c
_0 Cy 0 Dzwa = {Dzw _Dr} ) Cc Dc T

Portanto, o problema de aproximacao de modelo pode ser resolvido por qual-
quer condicao de controle Hy ou H,, por realimentacao estatica de saida de um sistema
incerto com a estrutura acima. Entre diversas técnicas disponiveis na literatura, o método
proposto é comparado com o chamado método dos dois estdgios (PEAUCELLE; ARZE-
LIER, 2001a; ARZELIER et al., 2003; ARZELIER et al., 2009; MOREIRA et al., 2011;
AGULHARI et al., 2012), que fornece um bom compromisso entre conservadorismo e es-

for¢co computacional e é capaz de levar em consideracao incertezas em todas as matrizes
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do sistema. Como sera visto adiante, essa reestruturacao das matrizes do sistema nao é
necessaria na abordagem proposta, pois as matrizes do sistema G, aparecem linearmente

nas condigoes de sintese.

2.6 Resultados Algébricos Uteis

Os lemas apresentados a seguir sdo importantes para a construcao dos resul-
tados propostos nesta dissertagao (DE OLIVEIRA; SKELTON, 2001).

Lema 2.3. (Lema de Finsler) Considere w € R", Q = Q" € R™™ ¢ B € R™" com
posto(B) < n e B+ uma base para o espago nulo de B (isto é, BB = 0). As sequintes

condicoes sao equivalentes
i) WQw<0, V w#0 : Bw=0,
i) B OB* <0,
i) JpeR : Q—uBB <0,
w) X e R»*™ . Q+XB+BX <0.
Lema 2.4. (Complemento de Schur) Considere

A B
B C

As sequintes condigoes sao equivalentes
i) M = 0 se e somente se A= 0eC — B'A B >0
i) M = 0 se e somente se C =0 e A— BC™'B' ~0
iii) Se A =0, M =0 se e somente se C — B'A™'B = 0

iv) Se C =0, M =0 se e somente se A— BC~'B' =0
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3 Controle por Aproximacao de Modelo:

Norma Ho

Neste capitulo é proposta uma nova técnica de projeto por aproximacao de
modelo para sistemas lineares continuos no tempo com parametros incertos na forma
politopica. O sistema incerto é controlado por realimentacao dindmica de saida de ordem
fixa, e utiliza-se a norma H, como métrica de avaliacdo da diferenca entre o sistema
controlado e o sistema de referéncia. As condi¢oes de projeto sao formuladas em termos de
LMIs e o ganho de controle é computado por meio de um algoritmo iterativo inspirado nos
trabalhos de (FELIPE, 2017; SPAGOLLA, 2019; LEMAIRE, 2019). A principal novidade
em relagdo as técnicas existentes é que tanto os ganhos de controle quanto o modelo de
referéncia aparecem linearmente nas condigoes de projeto. Os resultados sao ilustrados

por meio de exemplos numéricos retirados da literatura.

3.1 Condicoes de Projeto

A sintese do controlador G, por realimentacao dinamica de saida de ordem fixa
para o sistema G, é realizada por meio das LMIs dependentes de parametros propostas
pelo teorema apresentado a seguir, que é uma condicao suficiente para a determinacao de

um limitante superior (custo garantido) para a norma H, do sistema G..

Teorema 3.1. Sejam By («), Ba(«), Bs(«) e By(a) matrizes incertas no parametro o com
coeficientes conhecidos e det(By(a)) # 0, Yo € Ay. Se existirem matrizes 0 < P(a) =
P(a) € Rnatnetno)xmatnetne) N(q) = M(a) € R™>*™ X (a), Xa(a), X4(a), Xe(a) €
R(anrnchnr)X(anrnchnr)’ Xg(a) c anX(anrnchnr)’ X5(0z) c Ran(anrnchnr); A., B., C., D.

e um escalar p > 0 tais que

p? > trago(M(«)) (3.1)
Qq(a) + He (Xy()By(a)) < 0 (3.2
Q.(a) + He (X.(a)B.()) < 0 (3.3)
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para todo o € Ay, com

Xy(0) = [Xi(a) Xa(a) Xs(a) Xi(a)]
[ 0 * Kk %
| Pla) 0 *
Ule) = Cela) 0 —I %|’
| Ae(a) =1 0 0
[ Bc<a) Be(OZ) —I}
—M(a)  *
« X.(«
|0 P A Xﬁ(g)]

entio A., B., C. e D, sdo as matrizes do controlador por realimentac¢do dinamica de saida

G, que estabiliza o sistema G, com p como custo garantido Hs.

Demonstragao. Como a desigualdade (3.2) estd na forma v do Lema de Finsler, tem-se
a condic¢ao equivalente
By(a)* Qy(a)By(a) <0,
com /
0 0 (=Bi(e)™'Bi(a))
I 0 (=By(a) 'By(a))] ,
0 0 I (=By(a) 'Bs(a))

que novamente pode ser reescrita na forma 7v. do Lema de Finsler, isto é,

I
Bg(O‘)L =10

Q(a) + He (X (a)B(a)) <0 (3.4)
0 * ok
Qo) = | P(a) * (3.5)
| Ce(a) —I
B(a) = [Aa) —I 0] (3.6)
(~Bi(a)™'Bi(a))
X(a) = |(—=Bs(a) ' By(a)) (3.7)
| (=Ba(a) ™' Bs(a))
Adotando
I 0
B()* = |Ac(a) 0
0 1
e aplicando novamente o Lema de Finsler em (3.4), tem-se a seguinte condi¢ao
Ae(a) P(a) + P(a)Ae(a) ~0 (3.8)

Ce(a) -1
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que pode ser reconhecida como uma extensao, em termos de LMI dependente de pa-
rdmetros, do gramiano de observabilidade (BOYD et al., 1994) associado ao sistema G,.

Computando uma base para o espago nulo de B.(«) definido no Teorema 3.1, por exemplo,

1

Bl =g (o)

1

tem-se, pelo Lema de Finsler, que (3.3) é equivalente a B,(a) Q.(a)B.(a)* < 0, que

fornece

M(a) > B.(a)' P(a)Be(c)

Essa ultima desigualdade, juntamente com (3.8) e (3.1), atendem as condigdes do Lema 2.1

e, como consequéncia, p é um custo garantido Hsy para o sistema G.. O

A principal novidade das condi¢oes de projeto do Teorema 3.1 é que todas as
matrizes dindmicas do sistema G, e, consequentemente, todas as matrizes do sistema G e
do controlador G, aparecem de forma afim nas desigualdades. O primeiro beneficio dessa
estrutura é que os ganhos do controlador podem ser tratados como variaveis de otimi-
zacao do problema, e nao recuperadas a posteriori por meio de mudancas de variaveis.
Nota-se que o uso de mudangas de variaveis é o paradigma vigente na literatura para a
sintese de controladores dindmicos por realimentacao de saida (SCHERER et al., 1997), o
que em geral dificulta a formulacao do problema em termos de LMIs sem a imposi¢ao de
restrigoes de estrutura nas variaveis de otimizagao (potenciais fontes de conservadorismo)
ou restrigoes nas matrizes do sistema, por exemplo, algumas matrizes nao poderem ser
incertas. Além disso, se os ganhos do controlador sdo varidaveis do problema, restrigoes
estruturais, como descentralizacao, podem ser levadas em conta sem nenhum conserva-
dorismo adicional. A segunda vantagem do fato das matrizes de G, aparecerem de forma
afim na desigualdade de sintese é que as matrizes do modelo de referéncia também nao
multiplicam nenhuma outra variavel e, como consequéncia, alguns dos elementos dessas
matrizes poderiam ser considerados como variaveis, fornecendo um grau extra de liberdade
na escolha do modelo de referéncia. Por exemplo, alguns parametros poderiam ser espe-
cificados por faixas. Assim, o problema de otimizacao determinaria o melhor valor dentro
da faixa para o qual o controlador é capaz de fornecer a menor “distancia” (considerando
o critério Hs) em relacao ao sistema controlado.

Como contraponto das interessantes vantagens oferecidas pelo Teorema 3.1,
nota-se que sao necessarias algumas matrizes de inicializacao para que o problema seja
linear nas variaveis de decisao, isto é, formulado em termos de LMIs dependentes de para-
metros. Como em principio nao existe uma regra geral para a escolha das matrizes B;(a)
de modo a produzir solugdes factiveis, espera-se que os resultados sejam conservadores.
Contudo, o problema da inicializacdo pode ser contornado por meio de algumas técnicas
propostas em (FELIPE et al., 2016; FELIPE, 2017; FELIPE; OLIVEIRA, 2021) e mais
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recentemente em (SPAGOLLA, 2019; LEMAIRE, 2019). Embora siga um caminho simi-
lar, nesta dissertacao é proposta uma estratégia diferente dos algoritmos iterativos dos
trabalhos citados quando ha um custo associado, como limitantes para as normas Hs ou
Hoo-

O primeiro passo para encontrar as matrizes B;(a) necesséarias para a iniciali-
zagao do Teorema 3.1 é o projeto de um controlador G, estabilizante, isto é, que apenas
estabiliza o sistema G.. Nessa etapa utiliza-se uma condicao de projeto proposta em (FE-

LIPE, 2017), como apresenta o proximo teorema.

Teorema 3.2. Seja Bs(a) = [le(oz) Bs,(a) By, (oz)} uma matriz incerta no parametro
a com coeficientes conhecidos e det(Bs,()) # 0, Va € Ayn. Se existirem matrizes 0 <
P(a) = P(a) € R " X;(«a) € R™*" =123, A., B, C. e D, tais que

Qs(a) + He (Xs(a)Bs(ar)) < 0 (3.9)
para todo o € A, com
0 *x ok X (@)
Qi(a) = | Pla) 0 x|, Xla) = |X3(a)
A(a) =1 0 X3(«)

entdo A., B., C. e D, sdo as matrizes do controlador por realimentac¢do dinamica de saida

G. que estabiliza o sistema G,.

Como provado em (FELIPE, 2017), a escolha B,(a) = [I I —I} garante que
as condigdes do Teorema 3.2 sempre fornecem uma solugao factivel se a matriz A.(«) for
substituida por A.(«)—r1, sendo r um escalar real a ser minimizado durante a otimizacao.
Caso r < 0, o controlador é estabilizante, pois os autovalores de A.(«) estao no semiplano
esquerdo do plano complexo. Caso r > 0, as matrizes X;(«) podem ser utilizadas como
uma nova condigao inicial Bg(«), isto é, Bs(a) = [Xi () Xa(a) X3()'], com a garantia
de que o préoximo valor de r é menor ou igual ao r anterior. Para mais detalhes sobre a
implementacao do algoritmo iterativo baseado no Teorema 3.2, com r minimizado a cada
iteragdo, recomenda-se a leitura da dissertagdo de (FELIPE, 2017). Como contribuicao
deste trabalho, o proximo teorema fornece uma condi¢ao inicial ligeiramente diferente

para o Teorema 3.2.
Teorema 3.3. A escolha
Bia)=|I oI 1|, peR" (3.10)
garante que a condicao (3.9) testada com
Aga) = A(a) —rl, r € RT (3.11)

sempre fornece uma solugdo factivel para um valor de r suficientemente grande.
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Demonstragao. Substituindo as escolhas dadas em (3.10) e (3.11), e fixando
Xy(a) = (=r/2)Bs(a)
na desigualdade (3.9), tem-se

—rl * *
Pla) —rol  —r¢*l *x | <0
Ae(@) (ro—1I —rl

Escolhendo P(a) = rel e aplicando um complemento de Schur, tem-se
Ac(a) Ac(a)
(@) () ] 0

(ro—1)1 (ro—1I
= —rl+1r 1A (a)Ac(a) + o 2r Her — 1)’ T <0

/
—r~ 0
—rl — [ "

0 —r~lp72]

Multiplicando a desigualdade por 0,5¢r > 0, obtém-se
rl = (1/2)pA(a)Ac(a) + (1/2p)1
que sempre pode ser satisfeita para um r suficientemente grande. ]

A escolha inicial Bg(a) e a relaxagao r introduzida pelo Teorema 3.3 garantem
que as condig¢oes do Teorema 3.2 sempre fornecem solugoes em termos de um valor finito
para r. Note que a existéncia de solucao independe da escolha de ¢ € RT.

Uma vez que um controlador estabilizante G, esta disponivel, o proximo passo é
produzir uma condigao inicial para o Teorema 3.1, de modo que o mesmo garantidamente
forneca um controlador estabilizante associado a um custo garantido Hs. Neste ponto,
a estratégia proposta neste trabalho diferencia-se das técnicas utilizadas em (FELIPE,
2017; SPAGOLLA, 2019; LEMAIRE, 2019). O teorema apresentado a seguir computa um
custo garantido para o sistema G. e, como subproduto, fornece condigoes iniciais para o

Teorema 3.1.

Teorema 3.4. Seja G. um controlador estabilizante conhecido para G.. Se existirem ma-
trizes 0 < P(a) = P(a)' € R(etnetnr)x(ne+netnr) Xi(a), Xy(a) € R (P +nctnn) X (no+nctnr)
X3(a) € Rr=x(atnetnn) o ym escalar pg > 0 tais que (3.1), (3.3) e (3.4) sdo verificadas
VaeAy, com

X(a) = [Xi(a) Xa(a) Xs(a)]

e Q(a) e B(a) dadas em (3.5) e (3.6) respectivamente, entdo i, € um custo garantido Hs

para o sistema G,.

A prova do Teorema 3.4 nao é apresentada pois trata-se de uma condi¢ao co-
nhecida para o computo de custos garantidos Hs para sistemas lineares incertos continuos
no tempo (OLIVEIRA; PERES, 2008). Como G, é estavel, as condi¢oes do Teorema 3.4
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sempre produzem uma solucao factivel, fornecendo um custo garantido dado por pu, e,

mais importante, o conjunto de variaveis X;(«), i = 1,2,3. Note que as escolhas
(3.12)

podem ser utilizadas para inicializar o Teorema 3.1 com garantia de solucao factivel. A
condigao (3.4), assegurada por uma solugao factivel do Teorema 3.4, é equivalente a (3.2),
garantindo que o Teorema 3.1 inicializado com as escolhas dadas em (3.12) fornece uma
solucao factivel com um valor de p (caso o mesmo esteja sendo minimizado) no minimo
igual ao valor de u, calculado pelo Teorema 3.4, podendo ser menor, pois as matrizes do
controlador voltam a ser variaveis do problema.

Resumindo a discussao apresentada até este ponto, sempre que um controlador
estabilizante esta disponivel, é possivel construir uma solugao factivel para o Teorema 3.1,
que fornece um novo controlador estabilizante e um custo garantido Hs associado. Além
disso, as varidveis X;(a), i = 1,...,4 podem ser utilizadas para construir uma nova
condigao inicial, e assim sucessivamente, com garantia de nao crescimento para p, como

prova o préoximo teorema.

Teorema 3.5. Sejam i, X,(a) e Q,(c) solugdes do Teorema 3.1 para uma determinada
matriz de inicializacio By(a). A escolha By(a) = X, ()" em um novo teste das condigoes

do Teorema 3.1 garante solugdo para p < ji.

Demonstragao. Como (3.1), (3.3) e
Q () + He (Xy(a)By(a)) < 0
estao satisfeitas com g, um novo teste

Qy(@) + He (Xy() Xy(a)) < 0

estd automaticamente satisfeito com Q,(«a) = Q () e p < fi pois X, () = By(a)’ é uma

solucao valida. O

O Algoritmo 1 é o resultado das propriedades e condigbes de andlise e sintese
apresentadas neste capitulo. Como entrada, devem ser fornecidos o niimero maximo de
iteragoes it,q., € (uma tolerdncia) e a inicializagido para a etapa de estabilizagdo (matriz
Bs(«)). O valor de ¢ deve ser dado e a matriz dindmica A.(«) é alterada para contemplar o
fator de relaxagao r. O algoritmo permanece na fase 1 até que um controlador estabilizante
seja encontrado e k < it,,q,. Se um controlador for encontrado, r é removido do problema
e, na linha 9, as condi¢oes do Teorema 3.4 sao testadas, de modo a produzir a condig¢ao
inicial B,(«) (de acordo com (3.12)) para o Teorema 3.1. Nesse ponto o algoritmo passa

para a fase 2, em que é produzida uma sequéncia de custos p; por meio das condigoes
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do Teorema 3.1 até que o nimero méaximo de iteragoes seja atingido ou o decrescimento
de p entre uma iteragdo e outra esteja dentro de uma certa tolerancia e especificada a
priori. Caso o algoritmo seja encerrado durante a fase 2, o procedimento fornece um ganho
estabilizante para o sistema em malha fechada e um custo garantido para a dinamica do
erro de aproximacao.

Se um controlador estabilizante estiver disponivel, a fase 1 do algoritmo pode
ser simplificada. Nesse caso apenas as linhas 7-11 precisam ser executadas, e logo em
seguida passa-se para a fase 2. Esse procedimento pode ser 1til quando as condigoes do
Teorema 3.2 falham, mas alguma outra condicao de sintese da literatura encontra um
controlador estabilizante. A Figura 5 ilustra as etapas realizadas pelo Algoritmo 1 em

termos de um fluxograma, facilitando compreensao do método.

j ‘ (A,B,C,D) ; Computa o custo E (m, B,) E E

Resolve o Resolve o
Teorema 3.2 Teorema 3.1

garantido #, do
sistema G,

| : N L ! condigao de sintese 7¢, |
e ! condi¢do de analise , | e !

Figura 5 — Diagrama esquematico do Algoritmo 1.
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Algoritmo 1

1: Inicializagao: it,,q., Bs(a) [[ ol —[}, o >0k + 0, fase « 1, A.(a) «
(Ae(a) — 1)
2: Enquanto k < it,,,, Resolva

3: k<+ k+1,;

4: Se fase = 1 Entao

5: Resolva minr s. a P(a) = 0 e (3.9)

6: Se r <0 Entao

7: G. + (A.,B.,C.,D.);

8: r < 0;

9: Resolva minp s. a P(a) > 0, (3.1), (3.3) e (3.4)
10: inicialize By(c) de acordo com (3.12)
11: fase < 2;

12: Senao

13: By(a) « Xs(a);

14: Fim Se

15: Senao Se fase = 2 Entao
16: Resolva minp s. a P(a) = 0 e (3.1)—(3.3)
17: Mk <= [

18: Se |k — pr—1] < € Entao
19: abandone;

20: Fim Se

21: By(a)  X,(a);

22: Fim Se

23: Fim Enquanto
24: Se fase = 2 Entao Retorna (A., B, C., D., )
25: Fim Se

Como um comentario final a respeito do Algoritmo 1, perceba que a fase 1
procura por um controlador estabilizante para a matriz dindmica modificada A.(«) — 1,
ou seja, que os todos os autovalores da matriz A.(«), Voo € Ay, tenham parte real menor do
que r a cada iteragdo. Numericamente, a estrutura da matriz A.(«) quando n. > 0 induz
solugoes numéricas com B, = C, = 0 e A, bloco diagonal. Embora tal propriedade nao
seja um problema para o processo de estabilizagao, a estrutura definida na fase 1 tende a se
manter na fase 2, potencialmente fornecendo solugoes conservadoras em termos da norma
H,. Com o objetivo de prevenir a ocorréncia de tais estruturas, a seguinte transformagao

de similaridade para o sistema G, pode ser usada

T I, 0 T
Te T —I,. | |2

Essa transformacao cria um acoplamento entre os estados do sistema e do controlador

o T =L, Onx(uon) (3.13)

(T'z—x.), evitando as escolhas triviais mencionadas acima. Nao foi observada a ocorréncia

das estruturas com blocos de zero em controladores estaticos.
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3.2 Experimentos Numéricos

Nos exemplos apresentados a seguir, o Algoritmo 1 é testado com it,,,, = 30 e
e = 1073. As variaveis de folga quadradas X;(a) nos Teoremas 3.1, 3.2 e 3.4 sdo conside-
radas simétricas e as retangulares arbitrarias. Outras estruturas (por exemplo, diagonal)
podem ser usadas, possivelmente fornecendo diferentes resultados com complexidades nu-
méricas distintas. A estrutura simétrica foi escolhida para as variaveis quadradas por ter
fornecido melhores resultados no geral, além de demandar um menor esforco computa-
cional do que a estrutura arbitraria. Valores distintos para o parametro de entrada ¢
permitem computar diferentes controladores estabilizantes na fase 1. Os seguintes valores
sao testados: p € {1073, 1072, 107!, 1}. Como uma medida da complexidade do método, é
apresentado o tempo computacional demando pela implementacao do algoritmo proposto
e de outras técnicas da literatura. Essa quantidade contempla tanto o tempo exigido na
resolugdo quanto o tempo necessario para definir as LMIs (tempo de parser). A transfor-

magao de similaridade proposta em (3.13) foi utilizada nas duas fases do Algoritmo 1.

3.2.1 Exemplo 1

Considere o problema de controle de nivel de dois tanques interligados proposto
em (BACHUR et al., 2011) e reproduzido na Figura 6.

tanque 1 tanque 2

Qu + qu(t) /

“"’T‘M Qa + qa(t) I,JJ/
k MNV\_T\A
Hy + h: (t) ' k2
@ Hz + ha(t) @
A ' Quta(n) |4 Q2+ (1)

Figura 6 — Sistema de tanques interligados.

Conforme sugerido em (BACHUR et al., 2011), os pontos de operagao, repre-
sentados por letras maitsculas, sao dados por: Q, = Q1 = 0,4 m3/s, Q4 = 0,1 m3/s,
Q:=05m?/s, HH=2me Hy=1m.

O sinal de controle da vazao de entrada no tanque 1 é dado por u = ¢,. O vetor
de variaveis exégenas ¢ dado por w = {wl Wo U}g}, (sinal de referéncia, wy, disttrbio
da segunda vazao de entrada no tanque 2, wy = qq, e ruido de medigao, ws). O vetor de

/
estados é definido por x = [hl ha y} , sendo h; o nivel do tanque ¢ e v uma variavel
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associada & acdo de controle integral dada por v = [(w; — hy — ws)dt. A saida controlada
é dada por z e y é a saida medida do sistema associada a hy. A representagdo linear da

dindmica é dada por

k k

L | 1 0 0 0

A Ay Ay 1
i=| k1 ki + ko T+ u+10 =— 0 |w

A 0 0 1

A, A, 2

0 B 0 1 0 -1
z—[010]a; _ |0 o,

Y0 01

As 4reas transversais dos tanques sao A; = 10 m? e Ay = 5 m?2. Os coeficientes
de vazao nos dutos sdo considerados incertos na forma 0,15 < k; < 0,25¢e 0,2 < ky < 0,3.
Na aplicacao do método proposto as matrizes D,, e D,,, do modelo de (BACHUR et al.,
2011) sao consideradas iguais a zero.

O objetivo é projetar um controlador dindmico de saida, voltado para as in-
fluéncias do sinal de referéncia w; sobre a saida z, sem levar em consideragao os efeitos
das entradas w, e ws, de forma que o comportamento do sistema em malha fechada se

aproxime do modelo de referéncia definido pela funcao de transferéncia

w2

- n 14
G (s) ¥ 2w L2 (3.14)

com 0,5 < ¢ < 1,5 e w, = 0,15 rad/s. Note que a possibilidade de considerar faixas
para os parametros é uma flexibilidade importante da abordagem proposta. Nesse ponto
¢ importante salientar que o erro de aproximacao pode variar com o valor de &, prin-
cipalmente pelo fato da condigdo de projeto ser apenas suficiente (subé6tima). Portanto,
realizar o projeto considerando uma faixa de valores (que atende os requisitos de projeto)
permite que o problema de otimizacao determine o valor de ¢ que produzirda o menor erro
de aproximagao utilizando a abordagem proposta. Como regra geral, todas as fungoes de
transferéncia associadas aos modelos de referéncia propostos nesta dissertagdo sao repre-
sentadas na forma de estados pela estrutura candnica controlavel. Outras representacoes
podem fornecer resultados diferentes.

A aplicacao do Algoritmo 1 (A1) produz os seguintes resultados (ganhos dos

controladores truncados com 4 casas decimais):

e n.=0,
D, = [—10,9567 0,2949}
[ ] TLC::[’
A | B. ] | ~1,0875] —1,3438 0,1438
c. b, | —5,7943\—9,3292 0,8261
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A.| B,
Cc D c

Os custos garantidos Hs, os valores de ¢ (determinados para n. = 2) e a

* N, =2,

~0,0133  3,4124 | —294554  1,2292
= | —0,0886 —1,6974| 12,5887 —0,5160 (3.15)
~2,1498 159268 | —189,2027  8,1382

complexidade computacional sao informados na Tabela 1, juntamente com os resultados
da abordagem de realimentacao de saida de (AGULHARI et al., 2010) adaptada para
tratar o problema de controle por aproximacao de modelo. A técnica, em dois estdgios
(2Est), oferece duas possibilidades tanto para o primeiro estagio (Teorema 1 e Corolario 2)
quanto para o segundo estagio (Corolédrio 4 e Corolario 5). Todas as quatro combinagoes
entre primeiro e segundo estagios foram testadas, e apenas o melhor resultado é reportado.

O controlador de segunda ordem computado por 2Est é dado por

e n. =2, u=0,0725,

AC BC
Ce | D,

O pardmetro it é o nimero total de iteragoes e s./it é o tempo médio em

—0,1780 —4,1126 | —8,6012  0,5465
— | 00147 —14,0204| 13,8093  0,0033 (3.16)
~1,5099 19,7009 | —146,8847 54562

segundos por iteracao. No método dos dois estagios, foram testados 13 valores para o
escalar do primeiro estagio (informados em termos de ¢ na tabela). Cada estagio conta
como uma itera¢ao (como o segundo estégio s é testado para valores de ¢ factiveis no
primeiro estdgio, o método pode realizar um méaximo de 26 iteragoes). O valor de £ foi
escolhido pela técnica proposta neste trabalho, uma vez que o método dos dois estagios nao
é capaz de tratar modelo de referéncia com variaveis de otimizacao. Na Tabela 1 também
sao mostrados os resultados obtidos para n. = 1 e n. = 2 pela técnica 2Est, denotada por
2Est*, sem a aplicacdo da transformagao de similaridade sugerida em (3.13). Como pode
ser visto, os custos garantidos variam marginalmente com o crescimento de n.. Além disso,
também observam-se estrutura diagonal para A. e matrizes nulas B, e C,. Esse resultado
mostra que a transformagao de similaridade proposta pode beneficiar outras condigoes
de realimentacao dindmica de saida baseadas na formulagao estatica. Como a aplicacao
da transformacao de similaridade sempre mostra-se vantajosa, a mesma é aplicada nos
experimentos numéricos apresentados a seguir e no proximo capitulo.

A Figura 7 mostra o Diagrama de Bode do sistema em malha fechada com
o controlador (3.15) e do modelo de referéncia (em vermelho). A Figura 8 apresenta o
Diagrama de Bode resultante do controlador fornecido por 2Est dado em (3.16). Percebe-

se que o controlador (3.15) apresenta uma melhor aproximagao que o controlador (3.16).
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Tabela 1 — Resultados do Algoritmo 1 (A1) e do método dos dois estagios (2Est) proposto
em (AGULHARI et al., 2010) para o Exemplo 1. 2Est* denota o método dos

dois estagios testado sem a transformacao de similaridade dada em (3.13).

método [ n. | ¢ | £ | | it | /it
2Est* 2 |10 1,4999 0,1333 | 25 2,28
2Est 2 110 1,4999 0,0725 | 25 1,65
Al 2 1107 05<E<K1,5(0,0176 | 28 1,48
2Est* 1 |107° 1,4999 0,1258 | 26 1,58
2Est 1|10 1,4999 0,0726 | 26 1,30
Al 1107t 1,4999 0,1012 8 1,62
2Fst | 0 | 1079 1,4999 | 01233 | 26 | 1.17
Al 0|10t 1,4999 0,1019 | 14 1,26

Diagrama de Bode
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Figura 7 — Diagrama de Bode do sistema G, (considerando toda a faixa de incerteza) com
o controlador dado em (3.15) e do modelo de referéncia para Exemplo 1.
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Diagrama de Bode
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Figura 8 — Diagrama de Bode do sistema G, (considerando toda a faixa de incerteza) com
o controlador calculado por 2Est dado em (3.16) (n. = 2, p = 0,0725) e do
modelo de referéncia para o Exemplo 1.

A resposta ao degrau do sistema em malha fechada com os controladores (3.15)
(em azul) e (3.16) (em verde) para toda a faixa de incerteza juntamente com a resposta do
sistema de referéncia (em vermelho) sdo mostradas na Figura 9. Como pode ser percebido,

o controlador (3.15) consegue garantir uma faixa de resposta mais préxima do modelo de
referéncia que o controlador (3.16).
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Resposta ao Degrau
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Figura 9 — Resposta ao degrau do sistema de dois tanques controlado G, (considerando
toda a faixa incerta) com os controladores dado em (3.15) (em azul), (3.16)
(em verde) e do modelo de referéncia (em vermelho) para o Exemplo 1.

A resposta ao impulso do sistema em malha fechada com o uso dos controla-
dores (3.15) (em azul) e (3.16) (em verde) para toda a faixa de incerteza é mostrada na
Figura 10 juntamente com a resposta do sistema de referéncia (em vermelho). Nota-se
que a resposta do modelo de referéncia encontra-se totalmente contida em toda a faixa
de resposta dada pelo o controlador (3.15). Por outro lado, até 20 segundos a resposta do
controlador (3.16) apresenta uma grande discrepancia em rela¢do a resposta do modelo
de referéncia, o que evidencia ainda a mais a vantagem do controlador calculado com a

técnica proposta.
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Resposta ao Impulso
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Figura 10 — Resposta ao impulso do sistema de dois tanques controlado G, (considerando
toda a faixa incerta) com os controladores dado em (3.15) (em azul), (3.16)
(em verde) e do modelo de referéncia (em vermelho) para o Exemplo 1.

Como um experimento adicional para esta planta, é projetado um controlador
com uma restricao estrutural, de modo que o sinal de controle seja gerado pela soma de

duas parcelas independentes associadas as duas saidas medidas, isto é
U(s) = G1(s)Y1(s) + Ga(s)Ya(s)
com
G1(s) = C. (I — A.))Beyy, + Doy, Go(s) = Cepy(sI — Aeyy)Beyy + Dy,

Essa restricio pode ser levada em conta de modo imediato pela abordagem proposta
apenas impondo a estrutura desejada nas matrizes do controlador. Foram necessarias
20 iteragoes com um esforco computacional médio de 2,23 s./it para obter o seguinte

controlador estruturado:

e ne=2, 1 =0,0589, ¢ =15
—0,3342 0 —0,8328 0
AC BC
= 0 —5,2587 0 ~0,1903 (3.17)
CC ‘DC

~5,3507 131,6049 | —31,7526  5,3037
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O Diagrama de Bode do sistema em malha fechada com o controlador (3.17)
é mostrado na Figura 11 juntamente com o modelo de referéncia (em vermelho). Nota-se

que ha uma boa aproximagcao entre os sistemas nas baixas frequéncias apenas em termos
de magnitude.
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Figura 11 — Diagrama de Bode do sistema G, (considerando toda a faixa incerta) com

controlador estruturado dado em (3.17) e do modelo de referéncia para o
Exemplo 1.

A Figura 12 apresenta a resposta ao degrau do sistema em malha fechada com
o controlador (3.17) para toda a faixa de incerteza juntamente com a resposta do sistema

de referéncia (¢ = 1,5). Nesse caso percebe-se um significativo impacto na qualidade da

aproximacao, embora o erro em regime permaneca nulo.
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Resposta ao Degrau
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Figura 12 — Resposta ao degrau do sistema de dois tanques controlado G.; (considerando
toda a faixa incerta) e do sistema de referéncia para o controlador estruturado
de ordem n, = 2.

3.2.2 Exemplo 2

Considere o modelo (instavel) do helicoptero VTOL proposto em (KEEL et

al., 1988) com a representacao de estados linearizada (e com a inclusdo de um integrador)

dada por
[0,0366  0,0271  0,0188 —0,4555 0] [ 0,4422 01761 | 0]
0,0482 —1,0100 0,0024 —4,0208 0 3.5446 —7,5922 0
i=101002  asm  —07070  asy 0| x4 [=5,5200 44900 |u+ |0|w
0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 1

01000
=0 100 0z y= z
00001

em que os parametros incertos sao estruturados na forma

agy = 0,3681 4= 0,05
Qg4 = 1,4200 + 0,01
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Tabela 2 — Resultados do Algoritmo 1 (A1) e do método dos dois estagios (2Est) proposto
em (AGULHARI et al., 2010) para o Exemplo 2.

método [ n. | ¢ | £ | | it | s./i6
2Bst | 2 | 1 17059 | 0,3273 | 20 | 3,22
Al 2 1107205 <E<3(0,0100| 18 | 2,71
2Est 1 1 1,7059 0,3783 | 20 1,20
Al 11072 1,7059 0,0225 | 30 1,97
st | 0| 1 17069 | 0,3802 | 20 | 1,10
Al 0 | 1072 1,7059 0,1266 | 30 1,47

levando a uma representacao politépica de N = 4 vértices. O objetivo é sintetizar uma
lei de controle por realimentacdo dindmica de saida de forma que o comportamento do
sistema controlado se aproxime do modelo de referéncia dado em (3.14) com 0,5 < & < 3,
wn = 0,5 rad/s. Aplicando o Algoritmo 1 obtém-se os seguintes controladores de ordens

n. € {0,1,2} (truncados com 4 digitos decimais):

[ ] TLCZO’
| 19127 —0,3882
| 76314 —1,5034
) TLC::[’
—1,5365\0,8385 0,3551
A, | B,
= | —0,0188 | 0,3489 —0,0543
CC DC
—0,8782 | 2,9374 —0,1932
) TLC:2’

0,3148 —2,3596 | 4,1565 —0,0849
] 0,0313 —0,3336 | —1,8179  0,3476 (318)
| 0,0540 —0,2887 | 0,6383 —0,0349 '

0,3030 —1,7135| 3,0731 —0,1011

A.| B,
CC D c

Os custos garantidos H, associados bem como informacgoes sobre o esforco

computacional sdo mostrados na Tabela 2. Para fins de comparacao, os resultados ob-
tidos com o método de (AGULHARI et al., 2010) também sao apresentados (a mesma
implementacao descrita no Exemplo 1 foi utilizada).

Os Diagramas de Bode do sistema em malha fechada com o controlador (3.18)
e do modelo de referéncia (em vermelho) sao apresentados na Figura 13. Para fins com-

parativos, o controlador computado por 2Est é dado por
e n.=2, u=0,3273,

—0,7556 —33,5687 | 34,3680 —0,0253
| 00024 54880 | 4,3600  0,6033 (319)
| 1,3836 63,4270 | —64,5818 —0,2099 '

—0,8062 —37,5094 | 38,3751 —0,0746
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e o diagrama de Bode do sistema controlado por (3.19) é mostrado na Figura 14. Nota-se

uma melhor aproximagao do controlador (3.18) em relagao a fornecida por (3.19)

Diagrama de Bode

0
o)
=
(]
k=
= -50r
)
o0
<
=
_100 N N M | N N M a e | N N bl N N M |
1072 107" 109 10" 102
W
0
-50

-150
-200 . | il ; Ll ; MR |
1072 107 10° 10’ 102
w

Figura 13 — Diagrama de Bode do sistema G, (considerando toda a faixa de incerteza)
com o controlador dado em (3.18) e do modelo de referéncia para Exemplo 2.
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Figura 14 — Diagrama de Bode do sistema G, (considerando toda a faixa de incerteza)
com o controlador dado por (3.19) (n. = 2, u = 0,3273) e do modelo de
referéncia para o Exemplo 2.

A Figura 15 mostra a resposta ao degrau do sistema em malha fechada com os
controladores (3.18) (em azul) e (3.19) (em verde) para toda a faixa de incerteza, sendo a
linha em vermelho a resposta do sistema de referéncia. Claramente, a melhor aproximagcao

do modelo de referéncia ocorre com o controlador (3.18).



CAPITULO 3. CONTROLE POR APROXIMACAO DE MODELO: NORMA M 50

Resposta ao Degrau

121
1 -
0.8 r
z 0.6
0.4
Gcl (s)
At
0.2 G, (s
2Est
G,(s)
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

t

Figura 15 — Resposta ao degrau do sistema VTOL controlado G, (considerando toda a
faixa incerta) com os controladores dado em (3.18) (em azul) e (3.19) (em
verde) e do sistema de referéncia (em vermelho).

A Figura 16 mostra a resposta ao impulso do sistema em malha fechada com
os controladores (3.18) (em azul) e (3.19) (em verde) para toda a faixa de incerteza, junta-
mente com a resposta do sistema de referéncia, mostrando que com o uso do controlador

(3.18) o sistema controlado se aproxima melhor da resposta ao impulso da referéncia.
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Resposta ao Impulso
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Figura 16 — Resposta ao impulso do sistema VTOL controlado G, (considerando toda a
faixa incerta) com com os controladores dado em (3.18) (em azul) e (3.19)
(em verde) e do sistema de referéncia (em vermelho).

Como experimento final para esta planta, é projetado um controlador descen-
tralizado, garantindo que o sinal de controle associado a entrada ¢ s6 depende da saida
medida ¢, ¢ = 1,2. Foram necessarias 30 iteragdbes com um esfor¢o computacional médio
de 2,61 s./it para obter um custo garantido p = 0,2103. Contudo, esse resultado pode ser
melhorado com o custo adicional de mais 20 iteragoes, sendo obtido o seguinte controlador

descentralizado:

e m.=2, u=0,1408, £ = 1,7059:

—11.5894 0 —42.6827 0
A. | B. 0 —1.2563 0 0.3873
_ (3.20)
C. | D, —1.4042 0 —5.6735 0
0 —0.2100 0 —0.0297

O Diagrama de Bode do sistema em malha fechada com o controlador (3.20) é
mostrado na Figura 17 juntamente com o modelo de referéncia (em vermelho). Percebe-se
que ha uma boa aproximagao entre os sistemas nas baixas frequéncias tanto em termos

de magnitude quanto de fase.
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Figura 17 — Diagrama de Bode do sistema G, (considerando toda a faixa incerta) com

controlador descentralizado dado em (3.20) e do modelo de referéncia para o
Exemplo 2.

A Figura 18 apresenta a resposta ao degrau do sistema em malha fechada com o
controlador (3.20) para toda a faixa de incerteza juntamente com a resposta do sistema de
referéncia (¢ = 1,7059). Embora existam significativas diferengas na resposta transitoria

(o sistema controlado apresentou sobressinal de 12,4%), o controlador descentralizado é

capaz de garantir erro em regime nulo.
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Resposta ao Degrau
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Figura 18 — Resposta ao degrau do sistema helicoptero VTOL controlado G.; (conside-
rando toda a faixa incerta) e do sistema de referéncia para o controlador
descentralizado dado em (3.20).

3.3 Conclusao

Novas condig¢oes de controle por aproximacao de modelo utilizando a norma
H, como métrica para avaliagdo da diferenca entre o sistema controlado e o modelo de
referéncia foram propostas neste capitulo. O fato das matrizes do controlador e modelo
de referéncia aparecerem linearmente nas condigoes de sintese fornece algumas facilida-
des interessantes, como por exemplo, atribuir um certo grau de liberdade ao modelo de
referéncia, e impor estruturas no controlador, como descentralizacdo. Exemplos numéri-
cos retirados da literatura ilustraram a eficacia da técnica e um menor conservadorismo
quando comparada a uma outra abordagem. Particularmente sobre a aproximacao em
termos da resposta em frequéncia, notam-se 6timas aproximacoes produzidas pela abor-
dagem proposta dentro da faixa de passagem dos sistemas em todos os exemplos tratados.
Finalmente, observa-se que a transformacao de similaridade proposta também pode be-

neficiar outras técnicas da literatura no projeto de controladores dinamicos.
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4 Controle por Aproximacao de Modelo:

Norma H~o

Este capitulo propoe resultados similares aos do capitulo anterior, adotando
a norma H, como métrica para a avaliacdo do erro de aproximacao. Em geral, esses
resultados apresentam as mesmas vantagens, como o projeto de controladores estrutura-
dos e a possibilidade introduzir ao modelo de referéncia variaveis de otimizacao. Como
contribui¢ao adicional, também é apresentado um procedimento que permite calcular um
controlador de ordem n. + 1 a partir de um controlador de ordem n., com a garantia
de que o custo garantido ndo aumenta. A extensao da técnica proposta para tratar o
problema de reducao de ordem de modelos incertos é discutida brevemente. Exemplos e
comparacoes com outros métodos da literatura ilustram os resultados.

Para facilitar a prova de um resultado apresentado na Se¢ao 4.3 (Teorema 4.4),
neste capitulo trabalha-se com vetor de estados do sistema G, com as posi¢oes das com-
ponentes x, e x, invertidas, isto é, [z]. z!;]’. Nesse caso as matrizes A.(«a), Be(a) e Ce(a)

do sistema G, sdo dadas por (D.(«) permanece igual)

A, 0
0 Acl (Oz)

B,

Ac(a) = Buy(a)

, Bo(a) = L Cela) = [0, Cula)]

4.1 Condicoes de Projeto

Uma condi¢ao de sintese por aproximacao de modelo baseada na existéncia
de um limitante para a norma H., do sistema G, é proposta no teorema a seguir. Ao
minimizar um limitante para a norma H., do sistema erro G., a resposta em frequéncia
do sistema incerto controlado tende a ser préxima a do modelo de referéncia, garantindo

uma boa aproximacao do modelo na frequéncia de pior caso.

Teorema 4.1. Sejam Bi(a), Ba(a), Bs(a), By(«) e Bs(«) matrizes politopicas com co-
eficientes conhecidos e det(Bs(a)) # 0, Yoo € Ay. Se existirem matrizes 0 < P(a) =
P(O{)I 6 R(anrnchnr)X(anrnchnr)’ Xl(a), XQ(Q), X5(O{) e R(anrnchnr)X(anrnchnr)’ Xg(a) e

R7w X (natnctns) Xy(a) € Rr=x(natnetne) A B C,, D, e um escalar v > 0 tais que

Q, () + He (Xy()By(a)) < 0 (4.1)
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para todo o € Ay, com

<a> [X1<a> Xofa) Xsla) Xifa) Xs(a)]
[0 * * *  x
P(a) 0 * *
Qua)=1] 0 0 —I x|,
Ce(a) 0 De(a) —yI *
Ad0) ~I Bo) 0 0

entio A., B, C., D, fomecem o controlador G. que estabiliza o sistema G, com um custo

garantido He limitado por .

Demonstragao. Considerando que (4.1) estd na forma ¢v. do Lema de Finsler, uma con-

di¢do equivalente pode ser obtida

By(a)* Qq(er)By(a)* <0,

I 000 (=Bs(a)'Bi(e))]
B,(a)t = 0 1 0 0 (=Bs(a)'Bsy(a))
g 00 I 0 (=Bs(a)'By(a))|’
0 0 0 I (—Bs(a) 'By(a))
que, usando a mesma propriedade novamente, produz
Q(a) + He (X (a)B(a)) < 0 (4.2)
[ 0 * * *
| Ple) 0 % *
Ce(a) 0 De(a) —I
B(a) =[Aa) —I B.(a) 0] (4.4)
(= Bs(a) ' By(a))
(=Bs(a) ' Ba(a))
Xla) — 4.5
= By(a) Byl )
_(—35(04)7134(04))/
Considerando
I 0 0
O I
0 0 1
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e aplicando o Lema de Finsler novamente em (4.2), a seguinte condi¢do equivalente é

obtida
Ac(a)'P(a) + P(a)Ac(a) % *

B.(a)'P(«a) —I x| <0,
Ce(a) De(a) =1
que satisfaz a condi¢do do Lema 2.2. Como consequéncia, v é um custo garantido H.,

para o sistema G,. O

Observe que na condigao de sintese dada pela desigualdade (4.1), as matrizes
do sistema G, aparecem linearmente (veja a matriz Qg(«)), assim como nas condicoes de
sintese apresentadas no capitulo anterior. Portanto, os mesmos comentarios feitos para o
Teorema 3.1 se aplicam ao Teorema 4.1.

De modo similar, o Teorema 4.1 possui a mesma desvantagem do Teorema 3.1,
isto é, a necessidade de fornecer as matrizes de entrada B;(a), 7 = 1,...,5. Na falta de uma
regra geral para a escolha destas matrizes, pode-se esperar por resultados conservadores
ou, no pior cenario, nenhuma solucgao factivel. A proxima se¢io apresenta o procedimento
sistematico para a construcdo das matrizes B;(«), ¢ = 1,...,5, tais que o Teorema 4.1

garanta a obten¢do de uma solugao factivel com um valor finito para ~.

4.2 Construindo B,(«)

A fim de produzir valores para B;(«) que assegurem uma solugao factivel para o
Teorema 4.1, o primeiro passo é computar um controlador que estabiliza G, sem considerar
qualquer especificacdo com respeito a norma H..,. Essa tarefa pode ser realizada utilizando
o Teorema 3.2, que pode ser resolvido por meio de um procedimento iterativo de modo a
obter um controlador estabilizante para o sistema G,.

Uma vez que o controlador estabilizante G, estd disponivel, as matrizes B;(«),
1 =1,...,5, de forma que as condigbes do Teorema 4.1 sempre fornecam uma solucao

factivel, podem ser computadas, como proposto a seguir.

Teorema 4.2. Seja G. um controlador estabilizante conhecido para G.. Se existirem ma-
trizes P(a) = P(a) = 0, X;(«), i = 1,2,3,4, de dimensées apropriadas e um escalar
Yo > 0 tais que (4.2) seja satisfeita Vo € Ay, com

/

X(a) = [Xi(a) Xa(a) Xs(a) Xia)]

e Q(a) e B(a) dadas em (4.3) e (4.4), respectivamente, entio v, é um custo garantido

para o sistema G.. Além disso, as escolhas

Bl(Oé) = Xl(oz)/, BQ(Oz) = XQ(O[),, Bg(Oz) = Xg(Oé),,

(4.6)
B4(0z) = X4(0z)/, B5(Oé) = —]
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sdo tais que as condicoes do Teorema 4.1 sao factiveis e, ao minimizar vy, fornecem um

custo garantido Hoo menor ou igual a ,.

Demonstragao. Primeiro note que a desigualdade em (4.2) pode ser vista como uma versao
do bounded real lemma com variaveis de folga. Consequentemente, a factibilidade de (4.2)
assegura que v, ¢ um custo garantido H., para o sistema G, como mostrado na prova
do Teorema 4.1. Usando o Lema de Finsler, pode ser observado que (4.2) é equivalente
a (4.1) e as escolhas propostas em (4.6) asseguram que (4.1) é garantidamente factivel.
Finalmente, ao testar o Teorema 4.1 minimizando o valor de v, temos que v < v, pois ao

resolver (4.1) as matrizes do controlador voltam a ser variaveis. O

Perceba que as condi¢oes do Teorema 4.2 nada mais sao do que uma maneira
de computar custos garantidos H., para sistemas lineares continuos no tempo, e que

sempre fornecem uma solucao factivel pois G. é um controlador estabilizante.

4.3 Procedimento lterativo
Devido a simetria
He(Xy(a)By(a)) = He(Bg(a)' Xy(a))

as solugoes das variaveis X;(«), i = 1,...,5 podem ser usadas novamente como valores
factiveis para B;(a) em um novo teste do Teorema 4.1. Tal estratégia dé origem a um
procedimento iterativo, proposto pelo Algoritmo 2, que realiza o controle por aproximacao
de modelo em duas fases, seguindo a mesma estratégia do Algoritmo 1, proposto no
capitulo anterior. Na fase 1, o procedimento procura por um controlador estabilizante,
resolvendo as condigoes do Teorema 3.2 com a inicializacao e a relaxacao proposta pelo
Teorema 3.3. Se um controlador estabilizante nao for encontrado, o algoritmo é encerrado.
Caso contrario, o controlador factivel é usado como entrada para resolver as condigoes
do Teorema 4.2 e o procedimento vai para a fase 2. Durante a fase 2, as condi¢oes do
Teorema 4.1 sdo resolvidas sequencialmente até uma tolerancia pré-especificada associada
a Yk+1 — Yk (& representando o valor de v na iteracao k) ou até que o niimero maximo de
iteragoes seja atingido. Se um controlador estabilizante esta disponivel, o algoritmo pode
ser iniciado diretamente na linha 7. O préximo teorema mostra que tal procedimento

iterativo produz valores de v que nao crescem ao longo das iteragoes.

Teorema 4.3. Dada uma matriz de inicializagio By(a), sejam Xy(a) e Q () solugdes
do Teorema 4.1 com 7 o custo garantido minimo alcancado. A escolha B,(a) = X,(a)

garante uma solugdo com v < 5 em um novo teste do Teorema 4.1.

Demonstracao. Como

Qy(ar) + He (X(a)By(a)) < 0
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estd satisfeito com 7, um novo teste

Q,(a) + He (Xy()Xy(a)) < 0

estd automaticamente satisfeito com Q,(a) = Qy(«), e v < 7 pois Xy(a) = By(a)' é uma

solucao valida. O

Conforme a discussao apresentada no Capitulo 3, no caso H,, o Algoritmo 2
também busca por um controlador estabilizante para a matriz dindmica modificada A.(«)—
rI na fase 1, em geral resultando em solugoes com B, = C. = 0 e A, bloco diagonal. Desta
forma, para evitar esse efeito, adota-se a transformagao de similaridade (3.13) para o sis-
tema G.

Uma vez que um controlador de ordem n, computado usando o Algoritmo 2
esta disponivel, uma importante questao a ser colocada é se um controlador de ordem
n. + 1 sempre fornece um custo garantido menor ou igual ao de ordem n.. A resposta
é sim, se for adotada uma inicializagdo adequada para as matrizes B;(«), com base nos
valores previamente obtidos para um controlador de ordem n., conforme proposto pelo

proximo teorema.

Teorema 4.4. Sejam v >0 e X;(a), 1 =1,...,5, solugées do Teorema 4.1 para um dado

valor de n. e matrizes de inicializacio Bi(a), i =1,...,5. As escolhas
By(a) = [Bs(a) 0]

) B5(a) =
Bi(a) = [Bi(a) 0]

0 —1
(4.7)

Bs(a) 0 ]

em um novo teste do Teorema 4.1 com n.+1 asseqguram a existéncia de um custo garantido

menor ou iqual a 7.
Demonstragio. Supondo que para um dado valor de n. a condicao!

Q, + He (X,B,) < 0

com
_O * * T —Xl_

P 0 * * % X5
By,=|By By By By Bs|,Q;=|0 0 —~I x|, Xy = [ X5],

cC. 0 D, —I % Xy

A. -1 B, 0 O X5

esta satisfeita com um certo valor de v e as matrizes do controlador sao dadas por A”<,

B, Cl'e e D7<. Seja a condigao para ordem n, + 1

Q, + He (X,B,) < 0 (4.8)

A dependéncia das matrizes do pardmetro « é omitida para encurtar as férmulas.

1
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com i

A0 0 B, —C!

Ac=10 Ay Ay|,Be=|By|.Cc=|C, | ,De=—D,+ Dg,
0 A A4, B, c
[ 0 * T _Xl_
P 0 * * % X,

Q=10 0 —I * «|,X =X,
C. 0 D. —~I * X,
A. -I B. 0 0 X;

Bg = [Bl BQ Bg B4 35}
e adotando as seguintes estruturas

P 0
0 P,

) 7

X=X 0],0 =34}

Observe que as matrizes P, B;, X;, que aparecem como blocos das matrizes P,
B; e X;, sao solugoes da ordem n.. Além disso, as estruturas das matrizes do controlador

de ordem n, + 1 sdo fixadas como
Ne
BC
ne+1 . ne+1 Ne ne+l _ ne
7Bc - . 7CC —Cc 0i|,Dc _DC
0

Ame

Nne+1
Al = 0
acnc+1

Essas escolhas particulares levam a

= acnc+17
. 0 0 B,
- A, 0O _ B,
Ae =10 Acl 0= - | > Be Bcl = >
_ 0 A, 0
0 A, 0

Além disso, (4.8) é dada por

[0« %« * x %]
0 0 % % * * ok x
P 0 0 * *  x x
o P, 0 O * * Xk 4 He(H) < 0,
0O 0 0 0 —/I *x * %
c. 0 0 0 D, —I * %
A. 0 -1 0 B, 0 0 =
0 A, 0 - 0 0 00
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com H = [Hl HQ} e

'X,B, 0 X\B, 0 'X,B; X,B, X,Bs 0
0 XiBia 0 XiuBy 0 0 0  Xi.Bsa
XoBy 0 XoBy, 0 XoBs XoBy, XoBs 0
| O XooBia 0 XouBo, = 0 0 0 XoubBsa
XsB, 0 X3B, 0 X3Bs X3B, X3Bs 0O
X,Bi 0 X4B, 0 X,Bs XuB, XuBs 0
XsBi 0  XsB, 0 XsBs XsBy, XsBs 0O
0 XsoBie 0 Xs.Ba 0 0 0 XsuBsa

Aplicando uma série de transformacoes de congruéncia para permutagao de

linhas e colunas, tem-se

com
w= X, X5, X
B, = {Bm By, 354
que é equivalente a
Q, + He (X,B,) <0 (4.9)

Qa + He (XiuBia) < 0 (4.10)
A condigao (4.9) é factivel por hipdtese. Adotando as escolhas dadas em (4.7),
isto é, Bia =1, Byy =1 e Bs, = —1, e Xjq = (—7/2) {Bia B, B, " tem-se

—rl  (P,—7I) AL +7l

(P,—7I) —rI  (fI—=1)| <0
Ag+7l  (FI-1) =71
Escolhendo P, = 7I > 0, A, = —7I, aplicando um complemento de Schur e

realizando algumas manipulacoes, obtém-se
—r ] = [(Ag+ 1) (=D)AL + 71) + (FI = T)(=F1) 7 (7T = 1)] < 0
7L + (=71 + 7I)(FI) " (=FL + 71) + (F1) " ((F1)* = 2F1 + 1) < 0
—r I+ 7l =21+ (7)1 <0
2l +(F1)"' <0 (4.11)
que, multiplicando ambos os lados por (1/2)7] > 0, produz
—rl+(1/2)I <0
rl = (1/2)I
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que é sempre verificada para um 7 > (1/2).
0

Embora a inicializacao proposta no Teorema 4.4 possa ser 1util para obter
controladores de ordem maior, nao existem garantias de que o valor de v serd menor do que
aquele fornecido por um controlador de determinada ordem projetado diretamente usando
as condigoes iniciais propostas pelo Teorema 4.2. Além disso, o resultado do Teorema 4.4

nao é valido se a transformagao de similaridade dada em (3.13) for aplicada ao sistema.

Algoritmo 2
1: Funcao (it Bs(ar) [I el —I} , 0> 0)

2: Inicialize: k < 0, fase <= 1, A.(a) < (Ac(a) — 71)
3: Enquanto k < it,,,, Resolva

4: k <+ k4 1;

5: Se fase = 1 Entao

6: miniminize r sujeito a P(«a) > 0 e (3.9)
7: Se r <0 Entao

8: gc A (AcchaccaDc);

9: r < 0;

10: miniminize vy sujeito a P(«a) > 0e (4.2)
11: inicialize B,(cv) de acordo com (4.6);

12: fase < 2;

13: Senao

14: Bs(a) « Xs(a);

15: Fim Se

16: Senao Se fase = 2 Entao

17: miniminize v sujeito a P(a) > 0 e (4.1)
18: Tk 3

19: Se [vx — Yk-1| < € Entao

20: abandone;

21: Fim Se

22: By(a)  Xy(a);

23: Fim Se

24: Fim Enquanto

25: Se fase = 2 Entao Retorna (A., B., C., D., V);

26: Fim Se
27: Fim Funcao

4.4 Reducao de Modelos

Uma outra vantagem da abordagem proposta é o tratamento do problema de
reducao de ordem de modelos lineares incertos, demandando apenas pequenos ajustes
na implementagdo do algoritmo iterativo. De fato, considerando o sistema G, em malha
aberta (desde que seja um sistema estével), isto é, fixando as escolhas Ay (a) = A(a),
Bu(a) = By(a), Cy(a) = C.(a) e Dy(a) = D,y(a), e adotando todas as matrizes do
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modelo de referéncia (precisamente conhecido ou politépico) como variaveis de otimizagao,
o Algoritmo 2 (assim como o Algoritmo 1 do capitulo anterior) pode produzir como
solucdo um modelo que mais se aproxima do sistema em malha aberta. Caso a ordem
escolhida para o modelo de referéncia seja menor do que a ordem da planta, entdao tem-se
como resultado um modelo de ordem reduzida. A estratégia requer, porém, um ajuste
do Algoritmo 2 na fase intermediaria. Como na primeira fase apenas a matriz A, do
modelo de referéncia é calculada, a fase intermediaria precisa de um valor fixo de B, (ndo
nulo) para computar um custo garantido para o sistema G.. Como B, nao interfere na
estabilidade do sistema, a aplicacdo do Teorema 4.3 garante uma solugao factivel para
qualquer valor de B,.. No experimento numérico apresentado na préxima secao, a seguinte

estrutura foi escolhida (inspirada na forma canoénica controldvel):

Ao iniciar-se a fase 2, B, volta a ser uma variavel de otimizacao.

Como comentario final, é importante salientar que a abordagem proposta,
assim como a maioria dos métodos de reducao de modelo baseados em LMIs, (WU,
1996; WU; JARAMILLO, 2002; TROFINO; COUTINHO, 2004; GONCALVES et al.,
2009; ADEGAS; STOUSTRUP, 2012; MAZZOCCANTE; OLIVEIRA, 2017; MAZZOC-
CANTE, 2017; MAZZOCCANTE et al., 2018), trata apenas sistemas estaveis.

4.5 Exemplos Numéricos

Nos exemplos apresentados a seguir, o Algoritmo 2 é testado com it,,., = 30
e ¢ = 1073, As varidveis de folga quadradas X;(a) nos teoremas 4.1 e 3.2 sdo considera-
das simétricas e as retangulares como arbitrarias. Os seguintes valores do parametro de
entrada ¢ sdo testados: ¢ € {1073, 1072, 1071, 1}.

45.1 Exemplo1

Considere o sistema de controle de nivel de dois tanques interligados apresen-
tado na Secao 3.2.1. O objetivo é projetar um controlador por realimentagao dindmica de
saida que considere apenas os efeitos da entrada w; (sinal de referéncia) sobre a saida z tal
que o comportamento do sistema em malha fechada se aproxime do modelo de referéncia

definido pela funcao de transferéncia

w2

G.(s) = n

82 4+ 28wy,s + w2
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com 0,5 <¢<1,5ew,=0,15rad/s.
As seguintes solugoes (truncadas em 4 cadas decimais) do Algoritmo 2 foram

obtidas para os controladores de ordem n. = {0,1,2}:

e n.=0,v=0,4101,
D, =[-139374 0,3179]

e n.=1,v=0,0714,

Ac
Ce

B
D,

[ —14316 | ~16,3300 0,8259
~12,9127 | ~156,0088 7,8673

e n.=2,v=0,0624,

A. | B
CC DC
Para avaliar a eficdcia do método proposto, os resultados do Algoritmo 2 (A2)

sao comparados com o método dos dois estagios de (AGULHARI et al., 2010) (2Est),

adaptado para lidar com o controle por aproximacao de modelo (basicamente reescrevendo

—53746 —0,7374 | —73,1711  3,6494
=1 01102 —0,0798| 1,1606 —0,0567 (4.12)
—47,1597 —7,2144 | —655,9424 32,6992

o sistema G, em uma estrutura de realimentacdo estitica de saida). Com duas opgoes
para o primeiro estdgio (Teorema 1 e Teorema 2) e duas para o segundo (Corolario 6
e Corolério 7), quatro condigoes de sintese sdao possiveis, e apenas o melhor resultado é
reportado. Como o método dos dois estagios ndo pode tratar os parametros do modelo
de referéncia como variaveis de otimizacao, o valor de £ = 1,5, definido pelo Algoritmo 2
como o melhor fator de amortecimento no caso de n. = 2, foi utilizado. O primeiro estagio
testa 13 valores de ¢ e os melhores resultados em termos de custo garantido H., para
n. = {0,1,2} sdo apresentados na Tabela 3, bem como a complexidade computacional
associada. Como pode ser visto, o Algoritmo 2 fornece valores menores de v com esforco
computacional similar.

Para fins comparativos, o controlador de segunda ordem computado por 2Est

¢é dado por

e n.=2,v=0,1681,

A. | Be

oD =1 0,0086 —11,5550 | 11,3807  0,0082 (4.13)

] —0,1911 —-2,0090 | —10,1654 0,5177
—1,9440  1,5383 ‘—127,2523 5,3572

A Figura 19 mostra o Diagrama de Bode do sistema em malha fechada com
o controlador (4.12) e do modelo de referéncia (em vermelho). Observe que hé uma boa

aproximacgao até 1 rad/s, tanto na magnitude quanto na fase. A mesma conclusdo, por
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Tabela 3 — Resultados do Algoritmo 2 (A2) e do método dos dois estagios (2Est) (AGU-
LHARI et al., 2010) para o Exemplo 1.

Método ‘ Ne ‘ © ‘ £ ‘ ¥ ‘ it ‘ s/it
2Bst | 2 |10 15 01681 | 26 | 1,70
A2 |2 |10 °|05<E<15 ] 0,0624 |30 | 1,14
2Est 1 [ 10%° 1,5 0,1846 | 26 | 1,65
A2 | 1102 15 0,0714 | 30 | 1,04
2Fst | 0 | 1070 15 0,7041 | 26 | 1,40
A2 0| 1072 1,5 0,4101 | 30 | 0,72

outro lado, ndo pode ser tirada em relacao ao controlador (4.13), uma vez que se pode
observar maiores discrepancias entre o sistema controlado e o modelo de referéncia para

w < 1 rad/s (veja a Figura 20).

Diagrama de Bode

Magnitude(dB)
g

o
1

_300 N N M | N N M a e | N N bl N N M |
1072 107! 10° 10’ 10°
w

Figura 19 — Diagrama de Bode do sistema G, (considerando toda a faixa de incerteza)
com o controlador dado em (4.12) e do modelo de referéncia para o Exemplo 1.
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Diagrama de Bode
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Figura 20 — Diagrama de Bode do sistema G (considerando toda a faixa de incerteza)

com o controlador dado por (4.13) (n. = 1, v = 0,1681) e do modelo de
referéncia para o Exemplo 1.

A Figura 21 mostra a resposta ao degrau do sistema em malha fechada com os
controladores (4.12) (em azul), (4.13) (em verde) e do modelo de referéncia (em vermelho),
que é apresentada para fornecer mais informagoes sobre a qualidade da aproximacao em
termos de resposta transitoria. Observe que a trajetéria com o controlador (4.12) encontra-
se mais proxima do modelo de referéncia quando comparada com a trajetoria fornecida

pelo controlador (4.13), com uma pequena diferenca entre 30 e 80 segundos.
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Resposta ao Degrau

12r1
1 -
0.8
zZ 06
04 r
GCI (s)
A2
0.2 r Gcl (s)
2Est
G (s)
O 1 1 1 1 1 1 1 ]
0 20 40 60 80 100 120 140 160

t

Figura 21 — Resposta ao degrau do sistema G, (considerando toda a faixa de incerteza)
com os controladores dado por (4.12) (em azul), (4.13) (em verde) e do modelo
de referéncia (em vermelho) para o Exemplo 1.

A Figura 22 apresenta a resposta ao impulso do sistema em malha fechada
com os controladores (4.12) (em azul), (4.13) (em verde) e do modelo de referéncia (em
vermelho). Claramente, a trajetéria fornecida pelo controlador (4.12) encontra-se mais

proxima do modelo de referéncia.
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Resposta ao Impulso

0.07 1
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z
0.03
0.02 j
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2Est
G,(s)
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Figura 22 — Resposta ao impulso do sistema G, (considerando toda a faixa de incerteza)
com os controladores dado por (4.12) (em azul), (4.13) (em verde) e do modelo
de referéncia (em vermelho) para o Exemplo 1.

Como um experimento adicional, o resultado do Teorema 4.4 foi usado para
projetar um controlador de ordem n. = 2, comegando por um controlador estatico. Per-
ceba que nesse caso o custo garantido nao pode aumentar conforme n, cresce. Os resultados
sao: (ne;it;y): (0;28;0,4066), (1;2;0,4042) e (2;2;0,4020). As matrizes do controlador de

ordem n. = 2 sao dadas por:

AC BC
Ce | D,

Os custos garantidos sdo nao crescentes a medida que n. cresce e também pode

—14,3847  0,0000 —0,0000  0,0000
= 0,0000 —14,0642 | —0,0000 —0,0000 (4.14)
0,0000 0,0000 ‘ —14,5862  0,3358

ser observado durante a execucao do algoritmo que o primeiro custo garantido apos o au-
mento da ordem é, de fato, menor que o de ordem inferior, conforme previsto teoricamente
pelo Teorema 4.4. No entanto, este controlador é equivalente a um estatico, uma vez que
os dois modos da matriz A, ndo sdo controlaveis e nem observaveis (as matrizes B, e C.
sdo praticamente nulas). Além disso, a melhoria em termos de v & medida que n, cresce

é marginal. O uso da transformagcao de similaridade (3.13) pode ajudar a atenuar este
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efeito indesejavel, mas sem as garantias tedricas estabelecidas pelo Teorema 4.4. Os re-
sultados com a aplicagdo da transformagao de similaridade sdo: (n.;it;v): (0;28;0,4066),
(1;30;0,1984) e (2;30;0,0531). As matrizes do controlador de ordem n. = 2 sao dadas

por:
A.| B
CC DC

A resposta ao degrau do sistema em malha fechada (para toda a faixa de

~0,0138 0,0004 | —0,1317 0,0064
= | 0,0007 —0,0413| 0,0351 0,0002 | -10° (4.15)
~0,1677  0,0220 | —1,6253 0,0783

incerteza) é mostrada na Figura 23. Apesar dos custos garantidos dos controladores (4.12)
e (4.15) serem muito préximos, percebe-se que para o controlador (4.15) a resposta ao

degrau é menos afetada pelas incertezas.

Resposta ao Degrau
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t
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Figura 23 — Resposta ao degrau do sistema G, (considerando toda a faixa de incerteza)
com o controlador dado por (4.15) e do modelo de referéncia para o Exem-
plo 1.

Para concluir este exemplo, o Algoritmo 2 é utilizado para projetar um con-
trolador com restrigao estrutural, garantindo que o sinal de controle possa ser computado

por meio de duas parcelas (que sdo somadas) independentes relacionadas as duas saidas
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medidas. Como resultado, foram necessarias 30 itera¢des com um esforco computacional

médio de 1,41 s./it para obter o seguinte controlador descentralizado:

e n.=2,v=0,1390, £ = 1,5:

AC BC
Ce | D.

O Diagrama de Bode do sistema em malha fechada com o controlador (4.16)

¢ mostrado na Figura 24 juntamente com o modelo de referéncia (em vermelho).

—2,6461 0 —6.3745 0
= 0 —2,2682 0 —0,1220 (4.16)
~52,8275 91,2838 | —145,8136  5,6443

Diagrama de Bode
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Figura 24 — Diagrama de Bode do sistema G, (considerando toda a faixa incerta) com

controlador estruturado dado em (4.16) e do modelo de referéncia para o
Exemplo 1.

Na Figura 25 é apresentada a resposta ao degrau do sistema em malha fechada
com o controlador (4.16) para toda a faixa de incerteza juntamente com a resposta do
sistema de referéncia (£ = 1,5). Em comparagao ao controlador H, estruturado projetado
na Secao 3.2.1, o controlador estruturado H., produziu uma resposta ao degrau mais fiel

a do modelo de referéncia. A mesma observacao se aplica aos diagramas de Bode.
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Resposta ao Degrau
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Figura 25 — Resposta ao degrau do sistema G, (considerando toda a faixa incerta) com
controlador descentralizado dado em (4.16) e do modelo de referéncia para o
Exemplo 2.

4.5.2 Exemplo 2

Considere o modelo do helicéptero VTOL apresentado na Secao 3.2.2. O ob-
jetivo é projetar uma lei de controle por realimentacao dindmica de saida de modo a
aproximar o comportamento do sistema em malha fechada ao seguinte modelo de referén-
cia

w?

G.(s) = L

$2 4 28wys + w2
com 0,5 < ¢ <3, w, = 0,5 rad/s. Considerando os controladores de ordem n, € {0,1,2},

as seguintes solugoes foram encontradas com o Algoritmo 2:

e n.=0,~=0,0805,
0,1446 —0,0146
| 2,1676 —0,2579
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Tabela 4 — Resultados do Algoritmo 2 (A2) e do método dos dois estagios (2Est) (AGU-
LHARI et al., 2010) para o Exemplo 2.

Método ‘ nc‘ © ‘ £ ‘ ¥ ‘ it ‘ s/it
2Bst | 2 |10 % | 10220 |0,1248 | 26 | 2,88
A2 |2 1 |05<€<3]0017520] 252
st | 1 | 1073 | 1,9229 | 0,1710 | 26 | 2,14
A2 1 1 1,9229 0,0533 | 30 | 1,16
2Bst | 0 | 102 | 1,9229 | 0,5565 | 26 | 1,54
A2 0 1 1,9229 0,0805 | 30 | 0,92

e n.=1,v=0,0533,

AC BC

=1 09296 | 7,7019 —0,6785
c. | D,

] 14,1534\116,1325 19,9475
31349 | 225221 —1,8432

e n.=2,v=0,0175,

0,5230 —2,9163 | 59143 —0,0080
| 0,7559  —3,0618 | 2,6588  0,4434 (4.17)
B —0,0430 0,2154 | —0,3146 —0,0234 '

0,3077 —1,7550 | 4,4156 —0,1339

B,
D,

Ce

Informagoes sobre os custos garantidos H, e esforco computacional associados
ao Algoritmo 2 e ao método dos dois estagios sao apresentados na Tabela 4. Claramente,
o Algoritmo 2 fornece melhores resultados em termos de custo garantido.

A Figura 26 mostra o Diagrama de Bode do sistema em malha fechada com
o controlador (4.17) e do modelo de referéncia (em vermelho). Para fins comparativos,

considere o controlador de segunda ordem sintetizado por 2Est, dado por
e n.=2,v=0,1248,

—0,2460 —0,7424 | 50342 —0,4516
] 07869 —3,5993 | —19,4074  2,4851 (418
| —0,1975  2,2126 | 0,9933  —0,3470 '

—0,2997 —0,9879 | 85941 —0,8187

que fornece o diagrama de Bode para o sistema em malha fechada apresentado na Fi-
gura 27. Como pode ser visto, a aproximacao fornecida pelo controlador (4.17) fornece
uma resposta em frequéncia mais proxima da resposta do sistema de referéncia quando

comparada com a do controlador (4.18).



CAPITULO 4. CONTROLE POR APROXIMACAO DE MODELO: NORMA H

72
0 Diagrama de Bode
o
=
)
E
= -50r
=i
o0
<
=
_100 L P R S S | L P R S R R | L P R S R | P T T R A |
102 107 10° 10’ 102
w

1072 107

10° 10" 10°
w
Figura 26 — Diagrama de Bode do sistema G (considerando toda a faixa de incerteza)
com o controlador dado em (4.17) e do modelo de referéncia para o Exemplo 2.
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Figura 27 — Diagrama de Bode do sistema G, (considerando toda a faixa de incerteza)

com o controlador dado por (4.18) (n. = 2, v = 0,1248) e do modelo de
referéncia para o Exemplo 2.

A Figura 28 mostra a resposta ao degrau do sistema em malha fechada (toda
a faixa de incerteza) com o controlador (4.17) (em azul), que é mais fiel & do modelo

de referéncia quando comparada com a trajetéria produzida pelo controlador (4.18) (em
verde).
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Resposta ao Degrau
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Figura 28 — Resposta ao degrau do sistema G, (considerando toda a faixa de incerteza)
com os controladores dado em (4.17) (em azul), (4.18) (em verde) e do modelo
de referéncia (em vermelho) para o Exemplo 2.

A Figura 29 mostra a resposta ao impulso do sistema em malha fechada com
os controladores (4.17) (em azul) e (4.18) (em verde) e do modelo de referéncia. E possivel
perceber que a trajetéria relativa ao modelo de referéncia (em vermelho) encontra-se to-
talmente dentro da faixa de incerteza da curva fornecida pelo controlador (4.17), diferente

da apresentada pelo controlador (4.18).
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Resposta ao Impulso

012
0.1
0.08
z 0.06
0.04
G, (s)
cIA2
0.02 G, (s)
cl
2Est
G,(s)
0 | | | : L 1l |
0 10 20 30 40 50 60 70

t

Figura 29 — Resposta ao impulso do sistema G, (considerando toda a faixa de incerteza)
com os controladores dado em (4.17) (em azul), (4.18) (em verde) e do modelo
de referéncia (em vermelho) para o Exemplo 2.

O proéximo experimento sobre o modelo VIOL é uma comparacao entre os
controladores Hy e Ho, dados em (3.18) e (4.17), respectivamente, em termos da resposta
em frequéncia. Para aumentar a precisao da comparagao, sao computados os diagramas
de Bode da dinamica do erro de aproximagao, isto é, do sistema G., como mostra a
Figura 30. Observa-se que os erros associados a G, ~(em ciano) e G, = (em amarelo)
estao bem préximos quando 3 rad/s < w < 10 rad/s e para valores de w fora dessa faixa
o erro associado a g% é menor. Sobre a grande faixa de incerteza observada na fase do
erro associado a g% para w < 1, percebe-se um fendmeno interessante, que é a existéncia

de zeros de fase ndo minima para alguns valores de «.
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Figura 30 — Diagrama de Bode do sistema G, (considerando toda a faixa incerta) com os

controladores Hy (em ciano) e Ho, (em amarelo) dados em (3.18) e (4.17),
respectivamente, para o sistema VTOL.

Para finalizar o experimento, é projetado um controlador descentralizado. Fo-

ram necessarias 30 iteragoes com um esforgo computacional médio de 3,28 s./it para obter
o seguinte controlador descentralizado:

o n.=2,v=02435, £ = 1,9229:

—37.6558 0 35.6373 0
A, | B. 0 —3.1714 0 5.6497
_ (4.19)
C. | D, 40.8626 0 |—38.9327 0
0 0.3172 0 —0.6192

O Diagrama de Bode do sistema em malha fechada com o controlador (4.19)

¢ mostrado na Figura 31 juntamente com o modelo de referéncia (em vermelho).
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Figura 31 — Diagrama de Bode do sistema G, (considerando toda a faixa incerta) com
controlador descentralizado dado em (4.19) e do modelo de referéncia para o
Exemplo 2.

Na Figura 32 ¢é apresentada a resposta ao degrau do sistema em malha fechada
com o controlador (4.19) para toda a faixa de incerteza juntamente com a resposta do
sistema de referéncia (¢ = 1,9229). Em comparagdo com o projeto do controlador des-
centralizado H, apresentado na Secao 3.2.2, observa-se que o projeto com a norma H,

forneceu uma melhor aproximacgao da resposta em frequéncia em relacao a do modelo de

referéncia.
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Resposta ao Degrau
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Figura 32 — Resposta ao degrau do sistema G, (considerando toda a faixa incerta) com
controlador descentralizado dado em (4.19) e do modelo de referéncia para o
Exemplo 2.

4.5.3 Exemplo 3

Considere o sistema amortecedor-massa-mola, com uma massa e uma mola,
descrito em (CAUN et al., 2018)

. 0 1
Tr =
-k —c

z=[1 0lz, y=[1 0]z

0 0

1

T + U+ w

em que k € [1,2;0,8] e ¢ € [2,2;1,8] sdo pardmetros incertos.
O sistema amortecedor-massa-mola deve ter o comportamento do seguinte

modelo de referéncia

2

G, (s) = .
(s) 82 + 28wy, s + w2

com 0,5 < ¢ <0,7, w, = 0,5 rad/s. As solugoes do Algortimo 2 (controladores de ordens

n. € {0,1,2}) sdo mostradas a seguir.
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Tabela 5 — Resultados do Algoritmo 2 (A2) e do método dos dois estagios (2Est) (AGU-
LHARI et al., 2010) para o Exemplo 3.

Método | n. | ¢ | £ |y [t ] s/i
2Est 2 1 0,7 0,3168 | 26 | 1,72
A2 2 110711056 <€<0,7(0,1982 |30 0,15
2Est 1 1 0,7 0,3836 | 26 | 1,96
A2 1 ]10°1 0,7 0,3695 | 17| 0,78
2Est 0 1 0,7 0,5839 | 26 | 1,27
A2 0|10t 0,7 0,5741 | 5 | 0,71
e n.=0,v=0,5741,
D.=0,1571

e n. =1, v=0,3695,

B.| [ —116,0714| 148,8573
D, 106,5827 | —136,6254

e ne=2,v=0,1982,

AC BC
CC DC

Os valores de @, £ e custos garantidos (solugdes do Algoritmo 2 e do método

—19,0765 —4,9439 | 18,8231
=1 51,9699 13,0659 | —51,2665 (4.20)
30,0947  7,6871 ‘ —29,7311

dos dois estagios), bem como o esforgo computacional, para n. = {0,1,2} sdo dados na
Tabela 5.

A resposta ao degrau do sistema em malha fechada (toda a faixa de incerteza)
com o controlador (4.20) e do modelo de referéncia sdo mostradas na Figura 33 e, apesar
da grande faixa de incerteza, a trajetoria do modelo de referéncia estd completamente

inserida na faixa de incerteza.
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Figura 33 — Resposta ao degrau do sistema G, (considerando toda a faixa de incerteza)
com o controlador dado em (4.20) e do modelo de referéncia para o Exemplo 3.

Uma das principais caracteristicas da técnica proposta nesta dissertagao, que é
o fato das matrizes do controlador serem varidaveis de otimizacao, garante a possibilidade
de se projetar um controlador de tal maneira que sejam atribuidos limitantes a todas
as componentes das matrizes A., B., C. e D.. Com esse propésito, os controladores de
ordens n, = 1 e n, = 2 foram reprojetados (com o mesmo modelo de referéncia) com as

seguintes restricoes
|Acij| S 57 |Bci1| S 5a ICc1i| S 57 |Dc| S 5a Za] = ]-72

Foram obtidos os seguintes resultados: (n;it;): (1;24;0,2035) e (2;24;0,3820); £ = 0,7:

e n.=1
A | B. | [ -38148] 48104
C. | D. _{ 4,0241 \—5,0000]
e nN.=2
Al B —0,9303 —0,2754 | 0,7724
“—| = 50000 02977 | —5,0000 (4.21)
CC DC

37402 0,2560 \—3,7564
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A resposta ao degrau do sistema em malha fechada (toda a faixa de incerteza)
com o controlador (4.21) e do modelo de referéncia sao mostradas na Figura 34. Como
pode ser observado, todas as entradas das matrizes do controlador atendem os limitan-
tes impostos. Além disso, a partir dos 2 segundos o sistema controlado apresenta um
comportamento semelhante ao assegurado pelo controlador (4.20) (livre de restrigoes).

Resposta ao Degrau
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02/ G (s)

cl
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0 | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30

t

Figura 34 — Resposta ao degrau do sistema G, (considerando toda a faixa de incerteza)
com o controlador dado em (4.21) e do modelo de referéncia para o Exemplo 3.

4.5.4 Exemplo 4

Considere o modelo amortecedor-massa-mola, com duas massas e duas molas,
proposto em (PEAUCELLE; ARZELIER, 2001b) com a representagdo em espagos de

estados dada por
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r 1 T . -
0 0 — 0 0
ma 0
1 0
0 0 0 — 0
r = c mo X —'— _L 0 u + w
—(k1+ k) ke —— 0 my 1
mi 1 0
2 T 0 -
| 2 2 m2 L m2_

0010]
e

z:[O 1 0 O}x, y:[o 00 1

em que o coeficiente de atrito viscoso é um parametro incerto dado por ¢ € [1, 3] e
ki =ky=1,my =1, my=0,5.

O objetivo deste experimento é ilustrar a capacidade da técnica proposta de
computar modelos de ordem reduzida. Em particular, é computado um modelo de 2
estados que melhor represente o sistema original de ordem 4.

Aplicando o Algoritmo 2 com os ajustes indicados na Secao 4.4, foi obtido o

seguinte modelo incerto de segunda ordem:

[1,3898 0,28222 1,7 1,0022
Ar(a) =y Qs
| 12767 —0,8562 0,92485 —0,73392
B.(a) [0,67818 0,83082
o) =« «
! 10,081932 ?1-0,21687 (4.22)

Cr(a) = a1 [~1,1057 1,4249] + a2 [~0,10579 0,7833]
Dy(a) = o1 [0,097183] + a2 [0.048901]

Com o objetivo de realizar uma avaliagdo mais rigorosa da adaptacao da téc-
nica proposta em termos de conservadorismo, os resultados produzidos pelo Algoritmo 2
sao comparados com a abordagem de (MAZZOCCANTE; OLIVEIRA, 2016) (MO16),
especializada em reducao de modelos por meio de LMIs utilizando a norma H.,. Essa
técnica também ¢é realizada em dois estagios, e no primeiro estagio existe a possibilidade
de realizar a busca em dois escalares [, e .. Os valores testados para os escalares 3 e (.
foram os mesmos do escalar ¢ utilizados no Algoritmo 2, permitindo um maximo de 32
(2 x4 x4) iteragoes. A técnica de MO16 oferece duas possibilidades tanto para o primeiro
estdgio (Teoremas 1 e 2) quanto para o segundo (Teoremas 3 e 4), e todas as combinagoes
foram testadas. A Tabela 6 apresenta os custos garantidos obtidos e informagoes sobre
a complexidade computacional. Como pode ser observado, A2 forneceu o menor custo

garantido, com esforco computacional semelhante ao de MO16.
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Tabela 6 — Resultados do Algoritmo 2 (A2), com os ajustes da Segao 4.4, e do método
de redugao de modelos (MO16) proposto em (MAZZOCCANTE; OLIVEIRA,

2016).
método [ n|n. | ¢ [B] Be | 7 | itiwa | s/it
MO1I6r1,75 | 4] 2 | - | 1 ]0001]02842] 32 | 1,48
MO16ri,74 | 4| 2 | - | 1] 001 |03114] 32 | 0,55
MO1679/73 | 4 | 2 - 1 1 0,2358 | 32 0,83
MO1679/74 | 4 | 2 - 1 1 0,2358 | 32 0,79
A2 412 10,01 - - 0,1917 | 24 0,63

O Diagrama de Bode do modelo amortecedor-massa-mola (n = 4) é mostrado

na Figura 35 juntamente com o do modelo reduzido de segunda ordem dado em (4.22)

(em vermelho). Como pode ser observado, o modelo reduzido aproxima bem o sistema

original até em torno de 2 rad/s.

Diagrama de Bode
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Figura 35 — Diagrama de Bode do modelo amortecedor-massa-mola (n = 4) (considerando
toda a faixa incerta) e do modelo reduzido (4.22).

A Figura 36 apresenta o Diagrama de Bode fornecido por MO1679/74 (v =

0,2358). Percebe-se que o modelo reduzido (4.22) apresenta uma melhor aproximagao na

fase e uma aproximacao similar na magnitude quando comparado ao modelo reduzido

obtido por MO1673,74.
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Figura 36 — Diagrama de Bode do modelo amortecedor-massa-mola (n = 4) (considerando

toda a faixa incerta) e do modelo reduzido (n, = 2) obtido por MO1672/74
(7 = 0,2358).

4.6 Conclusao

Neste capitulo foram apresentadas condi¢oes de controle por aproximagao de
modelo utilizando a norma H., como critério para o erro de aproximacgao. Novamente,
as matrizes do controlador e modelo de referéncia aparecerem linearmente nas condi-
¢oes de projeto, provendo as mesmas vantagens. Como contribui¢ao adicional, também
foi proposta uma estratégia para projetar um controlador de ordem n. + 1 a partir de
um controlador de ordem n., com garantia tedrica que o custo garantido nao aumenta.
Contudo, em termos préticos a técnica nao fornece bons resultados sem o uso da trans-
formagao de similaridade proposta, como foi ilustrado no exemplo dos tanques. De modo
geral, nos exemplos numéricos foram observados um bom éxito da técnica e excelentes
resultados quando comparados a uma outra abordagem da literatura. Assim como no
capitulo anterior, a abordagem proposta produziu excelentes aproximacoes em termos de
resposta em frequéncia dentro da faixa de passagem de todos os sistemas investigados.
Também foi apresentado um exemplo que ilustrou o potencial do método no problema de

reducao de ordem de modelos.
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5 Conclusao

Nesta dissertacao foram apresentadas novas técnicas para o problema de con-
trole por aproximac¢ao de modelo utilizando as normas Hs e H.,, como métricas de de-
sempenho. Em ambas as técnicas a vantagem principal é o fato de tanto as matrizes do
controlador quanto as matrizes do sistema de referéncia aparecerem linearmente nas con-
digoes de projeto, que sao formuladas em termos da resolucao iterativa de LMIs. Desta
forma, as matrizes do controlador sdo consideradas variaveis de otimizagao do problema
e as matrizes do sistema de referéncia podem oferecer graus de liberdade. Por exemplo,
em todos os exemplos investigados, o fator de amortecimento sempre foi tratado como
uma variavel de otimizacao, permitindo que a condicao de sintese determinasse o valor
que produz o menor erro de aproximacao. Com relacao a lei de controle utilizada para
realizar a aproximacao, ¢ importante mencionar o uso da realimentacao de saida de ordem
fixa. Embora essa estrutura seja a mais viavel para aplicagdes praticas, impoe um grande
desafio do ponto de vista tedrico na formulacao das condi¢bes de projeto em termos de
programacao convexa. De fato, realimentacao de saida de ordem fixa é um problema em
aberto na literatura, mesmo para modelos nao afetados por parametros incertos, existindo
apenas condigoes suficientes. Nesse contexto a abordagem proposta apresentou uma estra-
tégia diferente para abordar o problema, em termos de um algoritmo iterativo com duas
fases. Os exemplos e as comparacoes apresentadas a partir de modelos fisicos retirados
da literatura ilustram a eficacia da técnica, que apresenta melhores aproximacoes do que
outra técnica da literatura e fornece uma facilidade maior no projeto de controladores
estruturados. Também foi mostrado o potencial da técnica no problema de reducgao de

ordem de modelos incertos, sendo esse um tema promissor para pesquisas futuras.

5.1 Perspectivas de Trabalhos Futuros

No que se refere as perspectivas futuras do presente trabalho, propoem-se as

seguintes sugestoes:

1. A extensao dos resultados apresentados no tratamento de sistemas incertos a tempo

discreto;
2. O tratamento de sistemas com parametros variantes no tempo;

3. Estender a formulacao baseada na norma H., para tratar faixas limitadas de frequén-

cia;

4. Incluir algum critério de desempenho na primeira fase do algoritmo;
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5. Estender a técnica para tratar critérios multi-objetivos;

6. Investigar e explorar as particularidades da técnica proposta no problema de redugao

de ordem de modelos.
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