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. RESUMO

Keste trabalho apresentamos os resuliades de nosaass
atividades Jde pesguisa que i3 foram ou estze sende publicados
e que dizem respeito 4 Teoria de Controle Otime de Sistemas

P )
Binamicosg.,

Pretendemos apresentar nossa contribuicse dentro de
um contexto unificader. Iste & pessivel pois em Gltima andli-
se, os varios aspectos tedricos abordades {Estabilidade, Ras~
trigbes Estruturais, Rebustez, ete.) decorrem das condigoes

de primalidade dos problemas de contrele drime.

san considerados modelos dinBmieces sontinuos e disge
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oraton,
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nelacionames somente os trabalhos reenicos de nossa avtoria. Eles
contom extensa bikliografia relaclonsnde outros autores. 4 biblis
grafia agul spresentada permite rno soménte avidenciar noessa con-

rribuigac pessoal.




CAP, 1 : INTRODUCAD GERAL

A Teoriz de Controle Otims permite expressar wmatematicamente, em
forma fechada, um objerivo 3 partiv do qual ums determinada lei de contyole
pade ser caleoulada, Tal chietive deve ser escolhido de foxma 3 estabelecer
wms relagio de ordem com respeito & performance ideal do sistema, Em couse-
quéncia, guando winiwmizado {ou maximizado}, caracteriza a lei de controle

mais aceitfivel demtro das restrigOes existentes,

S nos vestringirmos & imporiante classe de sistemas éiwamiamg ST
peares, o teorema de Nygulst {desenvolvido mais de 20 anos anles qua o ?rznci
pio de Pontryagin) permite aste tipo de sintese, Aumentar a wargen de g&ahe
efou de fase de um determinado sistema de controle {p,ex. via compensagao) &
sem diivida um chietivo a ser fortemente considerado sobretudo sm face de pro~
oriedades tais como a Robustez gque hoje sabemos sao conseguencias desta deai~
$80 «

v¥ale entretanto leshrar que os modelos dinamicos pais simples re-
presentados no tempo podem Lornar-se gxtremamente copplicados ao serem vepre-

sentados em frequéncia. Este fato baseia-se na seguints ohservagao: 2 otimiza
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cao estd vinculada 3 propriedades tais cowo convexidade e diferenciabilidade
que podewm contribuir de forma decisiva em sua complexidade, HNeste contexto
uma equagac diferencial limear pode ser vista como uma restrigao convera a0
HASSO Que Sul representagac frequencial & uma fungao racional gue geralwente
nas apresenta esta propriedade, Por exemplo, considere um sistema cuja respos
£z ae impulso em malha aberta 2 ¥{ey, sendo y(t) sua variivel de szida e u{t)
sua varifvel de controle, Um problema tipico de controle Stimo pode ser escri

to na forma

T ' .
Hin 3; £ly, wddt s,a, ¥ = PLEY %1
well { 7p o

ac passo que em frequéncia teriamos,

Max
he Hyw

o, |Fyd] m 1

sends Fyl+) a resposta em frequencia do sistema em malha fechada gque depende
ga funcio de transfersncia de controlader H(s) a qual & completamente defini-

da pelo vetor de parametres h ¢ H.

Este fato nos 44 uwa forte indicagao, talvesz nao histdrica, porem
cortamente thcnica do motive da Teoria de Controle Utimo tex evoluido quase
gue exclusivamente baseada na representacao temporal de sistemas dinamicos.,
Adiciona-se ainda wm outro fato da maior lmportancias o estabelecimento por
¥alman do conceite de variaveds de estado com o qual tornou-se possivel a ve-
presentagds sistematica de sistemas dinfmicos complexos iste &, de grandes di

mengpes, nao Lineares, st

Nos anos 30 surge o Pzinaipim de Pontryagin (& interessante nobar
.quﬁ seu apareciwento se deu na mesma Epoca que as condiggas de Kuho~Tucker) o
gual estabelece as aondiggas necessavias de otimalidade para problemas de con
rrole Btimo, Tais condighes baseiamrse em upa fungao chamada Familtonione ja

) = » R
na epeca amplamente utilizada em MoCanica.

4 necessidade de operacionalizar o Principic do Minlmo fez com
que algumas tBenicas fossem desenvolvidas. & primeira chamada Quasi~lineari-

zopdo  fol proposta para a solugac pumsrica de sistemas de equagdes difeven-
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ciais nac lineares com condigoes de contormo inicial o final e que s3o fre~
guentes enm problemas de contyole Grimo por exemplo, squeles com estado finai
{ivre e horizonte de otimizagio fixo. A segunda nao pode ser earacterizada
como uma teconica mas sim'aama uma propriedade dos chemados Problemas Linear-
Quadraticos (PLQ). Para estes problemas o Principio de Pontryagin fornecs con
dicoes necessarias e suficientes de otimalidade e se traduzem em uma Tnica
equacic chamada equagas de ﬁiceaﬁi.qua ao ser resolvida permite deterwinar é

1pi de controle otima em malha Ffechads.

A equacas de Riceati apresenta um conjunto formidavel de proprieda
des o tormou-se nos bitimos 20 anos uma das wals importantes equagoes, objeto

de patudo dz teoris de contyrole,

Dentre deste esforge de explicitar os fatos mais importantes (na
cplnzaa do auior} que contribuiram da maneira éacxszva para o desenvolvimento
da Teoria de Coutrole Otime, na@ podemos ﬁu@ﬂﬁﬁﬁf dox Przntlpla de ﬁtxmaixdn&e
de Bellman, Este principic & a pega fundamental que permite estabelecer as
condigoes suficientes de otimalidade em uma Haica equagde ~ a equacao iterati

v

va de Programagac Dinamieca.

ral equacho nada mais 8 sende a versio discretizada da squagie de
Hamilton~Jacobi i3 entae conhecida, Entretanto a contribnigzo de Bellman foi
tao decisiva, seja svidenciando aspectos tedricos como tavhBm propondo wélo-
des numbricos de solugho, que justamente seu nome fol colovade ae lade dos

FY 5 n
putros dois 13 mencicnados,

A bem da werdade, a squacio de RJB 2 extremamente diffeil de ser
resolvida a nSo ser para problemas com estruturas especials (p.ox, P1Q) ouw de
pequenas dimenspes, Entretanto & metodologia introduzida @ ?ﬁ&@f@a& e contyie

buin paza abyir novas fFrentes de estudo {ver cap. ¥ie

heve-se notar que por algum tempo, 2 Teoria de Controls frimo  fol
obieto, por assim diéar, de Ymuite controle® e relativamente “pouca otimiza-
cao'’, Os usuarios potencials estavanm muito mais preccupados com a estrutura e
pr@pxz@daﬁe% da lei de controle obtida {p.ex, estrutura em malha aberta ou fe
shada & pyopriedades tais como estaﬁzlx&aﬁe§ sengibilidade & variagdo de parg

mebros, obo.) do gue com OB metodns a serem eupregados om sua determinacao,

Na década de 70 os aspectos relatives 3 otimizageo puderam sex de-

senvolvidos & partir scbretude da Teoria de Dualidade ew Programagac Matemati



ca introduzida por Rockafellar e dos métodos de Decomposigac shordades de wa-
neira notavel por Lasdon em seu conhecido livro. O desenvelvimento rvealmente
explosive desta Area deve-se, 20 BOSSO Ver, a um fato simples: uma  vestrigao
dinamica (equagac diferencial on % diferencas) guando dualizada forncce  uma

fungao dual aditivapente separavel no tempo e pertamia'dacampen%vale

' Devemds nobar que © 1nverso tarhem ocorre, Realmente, nos Bltimos
anos, algumas questoes levantadas oo Zuwbito de sistemas de controle estae con
rribuinde para o desenvolvimento da Programacac Matemitica, Neste sentido de-

vemos citar a otimizache de fungoes matriciais (ver cap. IV).

Atualnpente ﬁispem@s ﬁe metodos numéricos eficientes que permitem
resolver os mais variados problemas de controle Ftime comsiderands  inclusie
we restrigoes estruturais nas leis de controle. Dispomos parbém de uwa esbasa~
meate tesrico importante que permxtc caracterizar a lel de cantr&ie«gﬁimasaja
em malha aherta (PMP) ou em wmalbha fechada {(EBJB). Por conseguinte g posaivel
A207T4 ?xemﬂvﬁr & agizcagaa pratica de todo este desenvolvimento, O estudo da

Eﬂhusiez de sistemss dinimicos tem exatamente esta f;ﬁgizdﬁdaa

Rebustez ¢ upa propriedade altamente degeiivel em um  sistema de
controle e traduz-se no fato deste continuar estavel {numa vizivhanga do sen
ponte de operagao) meswo sujeito A @&raurbagges prea~especificadas. FPor exem
vlo, podemos assocliar % um determinade procssso um podelo simplificadeo a parﬁb
tiy do qual uma lei de controle & sintetizada. Tal controle, ac soy  yobusto
em relagao as sim@ixflcageas introdugidas tem sua visgbilidade @r&txca gavanti
daa '

| 8 possivel mostrar {ver ecap. V) quz a solugas da ERJB fornece uma
fungas de Lyapunov associada ac sistema de zontrole em walha fechada  sendo
ainda adequada aoc estude de sua robustez, Teto significa que a fnng 1w de Lya-
punov & obtida de maneira metodoldgica via um processo de otimizagac, (u seia,
resulta da solucae de um problema gue pale que foi dite podemos resolver de
maneiva eficaz,

4 Robustez de sistemas de controle j& wem sendo estudada ha algum
remppo 2 Lomos ferieRa, serh wm dos principais objetos de iﬁV?qtlg&%dﬁ nos pra
wimos AN0%.

fste trabalhe & dividide em B partes, a saber: apds este primefve

capltule intredutdrio, analisamos no cap. Tt g resultados de base da  Teoria
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de Controle Otimo. Os temas sao apresentados de forma suscinta por estarem
presentes na maioria das publicagoes especislizadas, Vale entretanto ressal-

tar que a maneira de apresentd-los veflete uma visio pessoal do autor,

¥o capitule IIT consideramos os rétodos numbrices que pudemos de-
senvolver pars & soluggﬁ em malba aberta, No cap. IV ums propriedade fundamen
tal de sistemas de controle em malha Fechada e estudada ~ sua Estabilidade,
Uma generalizagdo da equagdo de Riccati & apresentada a qual permite a deter—
minagio de controladores cow estruturas pré-especificadag, Este aspecto & tam

bém analisade via otimizagio de fungoes matriciais,

0 capitulo ¥ & inteiramente dedicado ao estudo de Robustez de Con-
troladores Otimos onde a equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman tem uma fmpoytEne

gia fundamental gue tentaremos explieitar.

tm seguida no cap. VI, descrevemos algumas aplicagoes praticas que
3% pudemos realizar com sucesse, Estas envolvem sistemas lineaves, nao linea=

ves, de grande porte, elétricos e mecinicos,

finalmente no cap. VII siao resumidas as mals importantes  conclu~

snes observadas bem cowmo alguns temas para fulura investigacao sao bravemente

discutidos, O cap, YIII mao constitue propriamente uma bibliografia mas sim
s wh * s . [

plesmente uma listagem das varias publicacoes que pudemos realizar  sobre os

“temas abordados.
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CAP, 1] : CONTROLE OTIMO ~ OS RESULTADOS DE BASE

Vamos inicialmente introduzir a motaghe utilizada meste espltuled’
Denctamos () como uma trajetdrig no g isto & uma fungao que leva os clemen
tps do ingervalo real ¢t a.[ﬁg ?] pars o % sendo T previamente especificado
podendo eventuaimentsa ser o0, Sempre gue ficar clare usavemos somenie X para

. . n
notar uma tyajetdria no K,

Sendo x e y duas trajetdrias gendricas definidas sobve o meswmo in-

reyyale yeal {tempo) L % (o, T], 0 produte gscalar pods ser emprasso pov

Y

< wy ¥ Vg : { %(1) 'y (DT . {1}
: o '

pnde €7} indica transposigac, Heste mesmo €Spago {1) induz 2 norvma

ixip & VIR % op ) (2

£ importante notay gue {1-2} nao sao validas para qualquer con}une



7.

1 - - 1% . . & oy - ’

to de trajetérias no K. For exerplo & trajetoria descontinua %x{0} = 1 e

wfty = 0 wte (0 T} 2 tal gue Py = % o que contradiz o fato de §X§T ey

upma norma induzida por {1). Seja I o conjunto de funcoes onde {1-2) se verifi

cam {por exemplo @ pode ser considerado o conjunte de todas ag funcons  con-
W E1) bl y @ - - &

siwyas noe B) entac surge como decorrsnolia imediata um importante resultade a

ser usade em seguida
<x, yPp=0 vVyef o x=0e8 ' (3)

ou seja, a unica ryajetéria ortogonal 3 todas as trajetorias em {1 & a trajetd
ria nuld. '

Consideraremos ainda funcoes do tipe J(x 1 8 + R as guals asso-
ciam a cada trajetoria de & um nhmero real dado por J{x}. Sempre assumirewos

we J{+) & duplamente diferencisvel em relagio 3 seu argumenie e denotaremos
g 5 A

por Jy{+) seu gradiente e por ﬁxx{v} sus matriz Hessziana.

Iz mesma forms %{£} indica a derivada temporal de ={t} ou seja
& o= dx/dt e J%(*} tndica a derivada primeira de J(+) em relagio 3 %. § clare

que vale a seguinte relagao difevencial

§3(x) = < I,00, bx >p - o - (&)

1T.1, Calesio Yarlned

. Nesta breve imtrodugae ao Cileulo yariacional, consideramos proble

mas do tipe
win J{x) _ g ' ' {3}

onde J{x) 1 8RB E uma funeional {assim chamada pov depender de uma Fungao.

zm 52y dada gar

T . -
J{x} = j £lx(t), x(r)ydr + gl=(T)) _ {6}

Ly



.

- - L . soa
onde £ e g sac fungoes de classe 0% e T (horizonte de otimizagao) 2 uwm real

cophecide, Diz-se gue x € 8 & um extremante global de £3) se x{t} satisfaz
J(xy € 3y) . vy e ' : %)

Praticamente, Sem 48 nipbteses usuais de convexidade e portante unicidade de
solugio com custo minime & muite 4i£7cil determinar uma trajetdria que verifl
gque (7). Defimimos entao uo extremante local de (5) & uma srajetoria de § ral

que
J{x} 53&5} 5 ¥ ¥ gi}gg_ﬁ{}'“ . ' {8}

onda £, define uma vizinhanga fechada de ¥, ou seja
Ao | | - - :
G, = {ye® Ly ~ 219 € 03 {9)

sendo clare que f, £ R

£ importante notay que sendo O um conjunto de fungoes ao qual podg
mos associar as nogoes de produto escalar # distincia dadas por {1=3} entde a
maneira <e determinarmos as condicoes de otimalidade sara o problema (5}
segue muilte de perto ¢ MESNO desenvolvimento gque ¢ feito enm pragramagga mate~

matica ¢ baseia-se scbretudo na primeira variagao do critérie {4).

voppema 1 2 Sexnedle a solugo btima de (5-6) com x{0) = x, e T £ixo pnbao

%#{%} sakisfaz
4 T |
| S S {3 : {10}
g ¥ '

sujeita & condigao de contornod

(g red| O | | (11

Prova : Tomando &x uma trajetdria arbitraris em § e © um 2scalar suficientes

mente pequeno de val forma ¥ = X+ £ dx € Hy entio podemos desenveolvey I}
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em seriz de Tavler cbtendo

T . '
Jlyy = I} ¢ € j {ﬁ; &x + Ei dx 1dt @+
T o
" 3 _
E gy 5x§ + 0(e™) {12)
P :
onde ﬁ{az} denota o5 termos de ordem superior ou igual a 2 em € & que davido
as hipdteses de diferenciabilidade assumidas e tal gue

iim 0eNe =0 | £13)
£} ' '

Por outro lado integrando por partes vems
T
¥ ® 2
E Ee 6:&% g = fe 5:‘{
% x

- j rvanse f& dx dt {14}
) & .

o 4t

tembrando gue x{0) P Hy entio &x(0) = 0. Consequentemente {1%) se vedur a
. T B , :
J{y} = J(x} + ¢ Exwmfai §x dt +
o ac * -
+ g {£. + gx}?ﬁxg & ﬁ{ag}. - {153
%
Dividindo ambos os lados de (15} per e e passando o limite obtemos a variacas’
de primeiza ordem do critivio na forma:
BI(x) = < By = < £2, 63 >q » (B ¥ g 6 | (16)
dt ) LS .5 ) .
Pntyetanto, por hipbtese x & a solugao dtima do problema em gquestas implican~
do que §3(x} = 0 pois caso contraric sempre sevia possivel determinar dx & 0
tal que J{v} < J{x} caracterizando um absurdo, |
T consequencia, assundnde §J{x) = 0 em {16) e iawbrapée que 8x € completamen
te arbitraric em 0, a propriedade (3) implica exatamente em {10y e {11} o que

prova o Leoramd proposlo.

¥a litevatura a equagao (107 & conhecida como 9qua§§o de Eulap
Lagravge ¢ 8 condicao de contorno (11} & conhecida como condigae de Tranaver-
salidade. Podemos concluir pelo teorema antevior que (10) e {11} sao condi-~

goes necegsarias de otimalidade para o problema (3) e constitusm porbante uma
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- + g e ) 3
maneira de caracterizar suaz solugao olima desde que um teste suplomentar seja
vaalizado de tal forma a verificar que a funcional J{x} assume o menoy valor

possivel em (g

isto pode ser feito facilmente determinando

g 1 T . HHE fx?{ 6}{, 1
E53{xy = w*j [ﬁx*@x*} . fdr =g (17}
| 2 g'. geol 8%l 2 gy
¢ *X P

o que wues permite comcluir que se as matrizes Yessianas das fungdes £ e
2 e s s : - o

g €0, csleuladas sobre uma trajerdria que satisfaz ¢ teorema 1, forem estyi
T - - 7 o . R -

comente definidas positivas entao §°J{x} > 0 entac x satisfaz as condigoes ne

cosshrias e suficientes para otimalidade e consequentemente resolve {5%,

Devemss entretanto notar que este resultade pode tornar-se extye-
) . = L4 U e .
mamente conservativo na medida que em (17} = dependbncia entre Sz e &z nae

foi explicitada,

Hotos

1, 0 teorema anterior fornace as condigoes necessirias de otimalidade
para wm tipo especifico de problemas isto &, agueles com estado final
1ivre ¢ horlzonte de otimizagae fixo. Para outros problemas classicos
de controle Btime (p.ex. cow estade final fixo ou horizonte de obimiza
pAo livre) a obtengao das condigOes necessarias de otimslidade segue o
mesmo raciceinio e sevh portanto omitido, Vale entretante lenbrar que
A equagao de Eulérmhagrmnga SEMPe estara pressute alterando Laoc somen

e sua ﬂQﬂdi@gﬂ de contorno (11},

9. Se eventualmente £ nao depender explicitamente de % sutio (10} se vew
duz a £, = 0, Este fate 33 podia ser previsto na medida que neste ca-
so, & funcional & aditivamente separavel no tempo € consequantenen-

re wvale a igualdade

T
Min 5 Flrle))dr = j {Min F{x{t¥)idt ' ' {183

it L&

T
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Ezerplo 1 3 Considere o seguinte problema de otimizacao

1 .
Min j {x{t}z + 8 %{z}z}ﬁm
£¥ .

com %{0) = 1 e x(i} tivre. O yarametrn ge R, sern fixzado posteriormente.
ﬁest case particular, as condigoes de atlmaiiéada fornecidas pelo teorama 1
230 necessarias @ suficientes pois a funcional & estricamente CONVEXA.

Ardemais e imediato caleular

1 B
i = [ (ed o 6?5 rae
. - 3 '

>0 ¥ éx & 8
pe {10) e {11} podemos imedistaemente calcular a saiugﬁa Srima nas forma
4~plEe0 3 x(1) =0

nu seja _ _ _
x{L} = Cﬁsfiﬁmzit*WE} fass%g&ml

Wa figura sepuinte representamos graficamenia gsta fuﬁg%@ para alguns valores

& Bt}

¥ig, 1 ~ Representagae grafica da trajetdria otima.
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de £, Um caso ioportanbe ocorre para 8 tendends a zero, guando entno a traje-

tSpia Btima tende para a fungao

- -t

sy =P e g

eujo CusSto associado J{x) tende para zeve. A4 fﬂﬁggﬁ %{ty & arbitravianents

o rdxima® da fungao '
1 pf =0

0 p/O<tgl

que obviamente =nao pertence a § mas 2'a selugio Stima do problema proposto

para B = 0, Isto evidencia que as condigoes (10-11) sao restritas ap conjunto

0 devido ao fato de termos usado na p?@?& do teorems 1 & relagae {33,

11,2, Primcipie do ¥niom de Pontryapin {FNF)

o principio do Minime (ou Mawime) de Pontryagin resultfa na verdade
ew um conjunto de equagous que estabelece uma condicao riecessaria de otimali~
dade para problemas de controle Stimo. Tais problemas apreseniam uma funeio-
. ’ ar - e » [ x : +* 3 Rind [ Ll
nal cowo oblsfivo a4 ser minimizade, respeitande a dinamica do sistema gue 58

desela controlar.

A dinSmica a que nos yeferimos Tyaduw—se matematicanenie por uma
equacap diferencial {case continuo} ou b diferengas (caso diserete) & devs
ser entendida como uma restrigao a ser satisfeita durante todo o horizonte da

primizagao.

O Principio do Minimo de Pontryagin se revelou no decorrar de anos
de utilizagga como uma ferramenta de real importincia nao somente por garache
rizar & solucde btima de problemas cono aqueles brevemente descrites acima,

o : v o o 2 et a’o‘, : .
mas Lambem por permiiliy O desenvolvimente de alguns matodos numericos {ver

cap. £113.

foy issn o PMP mevece ser analisade com fnfase, Neste capitule ini
cialmente estabelecenos as equagoes canonicas de forma henristica para em
seguida apresentarmos uma prova yigoresa, baseada oo conceitos do caleulo vae

riacional 13 introduzidos.
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consideramos inicialmente os sistemas continucs ne Lempe, para os

quais o seguinte problema de controle Srimo & abordado

T . N
vin j ey, u(E))dt + plx(T)

o _ '
%{ﬁ}.m F{x{t§§ w{tdy ¢ x{ﬁ} = Xy | | (1)
u{t§ v U

com T fize e x(T} livre. As varidveis de estado e de controle sho notadas pér
%Ly € 2% e ulg) € ge respeativ&maﬁte, Supomes q&e &  BQUAGAS diferencial

cima indicada admite umas 3 uma 58 solugao para todo u(&) s U dado ne intexva
1o de tempo Eﬁﬁ ?J, sssumimos ainda gue sua solucao x{t} X{xak u{t}} perten
ce B Q. Como uma BQUAGAT éifaranclai geralmente “suaviza' sua excitagac, a VA

e

iavel de comtrnie pﬁd? partencer 4 un ﬁcﬁgun&c da funcoes muito mais ampza-

" g

gue $H.

Como consegquencia direta da hipotese de unicidade de solugac da

ﬁqgagga difersncial, podemos reescrewvay {19} na forma compacts

Min 3w | S C(20)
wel

_Eafelizmantegabfunciﬂnal J{+} geralmente pao pode ser inteiramente eaplicita~

da ne medida que X{%g, uwlt)) nho pode ser obtids em forma fechada por envol-

ver a resclugho de uma aquagaw diferencial nic linear.

Vamns entao tﬂnslderar a squacao diferencial come uwa reoer§aa 4
gser sabisfeits para v L € [%5 T}¢ Neste caso o problema (19} apzesant& s
fungdo objetive gque deve sey minimizada sujeito a uvma restrigac de igualdade
i qual asscclamos um vetor plt} ¢ 2% de multiplicadmzeﬁ de Lagrange chawmado
co-entads.

fomo na teoria clissica de Programagao Matemitica podemos imedié;&

mente definir a funcio Lagrangeana na forma

. wo
oS {x, uy pl 4 ; £{x, uldt + plx(l}) + j pf(F{x, u} ~ )t £21%
o o ' )

E
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@ Ll =% -y 5wt ® . * o
que deve ser extremalizada em relagao as Lres variavels tomadas de rmnelya in

dependentes, Neste sentide escrevemos (21) na forma equivalente

o T |
G, 8, pY = E {H(x, u, p) = p'kldr + g(x(T)) (22
: 3 . .' '

onde H(+) & conhecida como fungac Hamiltoniana e & dada por

]

Hix, u, p} = £{x, u) + p'Fx, u} B ' (23

5 P T - wif wn [ Ty
Considerands inicialmente ¥ £ R obtemos apts aplicagao direta do

teoremd L1

% Fxtremalizapio em relopao vo estado

He+p =0 3 plD) =g, o | (24)
| - | o _

% Pripemglizacto em relagio oo co-estado
Hp om0 3 w{0) = Hy o . {233y

Note que a equagio acima nada mais & que a equagao dinimica do problema

en estudo,

% Emtremalizagao em velagdo wo controle
=0 | ' | ' o {26)

Coma #57(»)  em (22) nie depende de U entdo a aquache de Fuler-Lagrange

se reduz simplesmente a (26},

Estas sho as equagons que constituem o chamado Principio do Minde

wo de Pontryagin, Temos exatamwente Zn+um equacoes que devem permitiv (a menos
o ¥ it « i - Hom . i3

que ocorra degenerecéncia) o caleuls das Zn+w Tocognitas 2 saber x{t) & ¥,

plt) e B e ulr) & 2,



15.

. 3 = e + ) a 3

¥ claro que se as wvariavels de controle estiverem yestritas a

kit e il * 5 ¥ @ g e -

v B entae (26) nao mals se werifica, A generalizacao pava este Lasn 2 sime
ples e decorre da observagao que 5{*} nao deve ser extremalizado mas sin wi-

nimizado scbre Y. Lonssquentepente {263 torna-se

win Hix, u, p} o " @n
uell : : ' . .

sendn gque o estade & 0 co~estado continuam a satisfazerem {24} e (25). Como
comentado anbteriormente, se considerarmos outros tipos de problemas {gﬁéxa
com estado final fixo}, as aquagaeq anteriorss contimsam validas alterando
tap somenle Suas cendigﬁes de conbormn, A4S &qu&geﬁs {(24% e {25) sao conheci-

das na literatura come 2quagoes Canimions,

Teprema 2 3 Para que ult) € U seja solugao Stima de (18} & necessirio que exis

ta p{t} tal que

a) uft) resolve Min H(xz, u, p}
ugll

)

b) My P =0 P(E) = By | (28)

o §? w oy o= ®{0} = x,

e

Prova b Consideranos gue u{t) & uma saino “o mbima de {19) ou seja J{u) £ J{v)
¥ v % §v o ulp £ 8y sende € um sscalar arbitraviamente pequenc {positivo), Com
uma trajetoria de contvole w(L) satisfazende a relagas anterior, @ solugao da
enquag e difersncial & v{t} = X{XG§ w{t}) a gqual paée gL ﬁxpandxdaawasarie Au

§ﬁtemaia$: _ .
w(t) = x{t) + £ Gx(r) + @ig?) yre [0, 7] | B {293
Por outre lado, © custo associado &
7 _
Iy = ;{ fly{ny, v(e)ddr + gly{Th (30)

2
o que nes permite escrever
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T o
Jw) = Jlu} = 5 {§y, v} = £(n, u)}dt + ¢ g; &x T * ﬁ{gz}_ (31
a .
ssando & definigdo da fungae Hamiltooiana (233 2 variacaoe do critério acima
determinada fica
T ' ‘ T
{1y, v, p} ~ H{x, u, piidt ~ € j pléxn dr
L

(v} = Jlu) = j
o \ .
gy b o+ 0D T (32)

Entretante a fungao Hamiltoniana # diferenciivel em relagio ao estado, Este

fato nos permite desenvolve-lo em sgrie do porencias na forma

Hiw, v, p) = Hix, v, p) + & Helx, v, pldx + ﬁ{z )
w Hix, v, py + & B {xs w, pidx + ﬁ(&z} {33}

£ importante notar que a Gitims equacao acima decorrs do £ato da expansao de

Hoe{x v, p) se escrever Hye{x, v, p) = %, 8, p} * #{c) e conssquentewentie
.ﬁ ﬁxixg ¥y ?} m £ ﬂx{xy Wy ?} + E'l{}{i’::} o . o {3’&}

sendo que os termos & 0{¢) sac de ordem =% e estho vepresentados em 0%y,
AlBm disso a seguinte igualdade difevencial se verifica facilmente por inte~

gracan por partes

|

@

7 T
pfix dr = y‘ﬁﬂzg . g pfdx de ' . _ (33
£ - | -

@ §in3§ménte levandn £35) e {33) em (327 vewm

. T - .
o d{vy = J{uy = f fuix, v, p} ~ H{x, b, piidy ¢
. ‘o .

X S o,
v £ 4 Hot Py fx Dok g(pwvgxﬁ’ﬁx§t$?%~6(€ 3 {363

atritizande (28-bY em {36} obltemas a eqaaggﬂ

\ - ) _ _
J{wy ~ J{u) = j fuls, v, p) = H{x, u, o)t + ﬁ(ag}' {37
o
a qual permite concluir que reaimaﬁte uft) sarisfaz a cmnﬁagae {28~a). De fa
ta, por absurdo gunonhames QU2 gxista em U uma trajetoria vt} de ral for-

ma que H{x, v, p} < H{x, u, p) em um intervale de tempo 4t, £ clars que neste
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caso Ot pode ser tomado suficientemente pequenc de tal forma que fv-ul, e e

T .
{_ {H{x, v, p} ~ H{x, u, pylde < 0 {3R)
) ) . _

se verifiquem simultaneamente, Em vista de {47y tevemos J{v} < J{u} o gue a

um absurdo pois por hipdtese u(r) resolve (19). Consequentemente
Hix, u, py $ Hix, v§'p} Yvel . {39)

o gue prova o teorema proposio,

Devemos notar queé na prova do teorema anterior n3o & necessaria
penhuma hipatese referente 3 diferenciabilidade de H(-) em relagao 3 u. Eatre
panto no caso de Hy{+) existiruma propriedade wulto importante decorre da
(37). Con efeito, saja v{z} = u{r} + £ 8ufz) entao passande ac limite para ¢ .

tendendo 2 zere, anbos o$ merbros de (37} obtemes:

S1G) = < HyGx, w, ), Sudyp o | (40)

o que evidencia o fato de com H, ¥ O podermos alterar u{t) de tal forma a
obtey um menor valor do crit@ric (ver cap. IIL). A18m disse, no caso irrestri
to U 2 R™E clars que a otimalidade de u{r)} deve ser varificada quande

S3{u) = @ ou seja
B, (%, u, p) = 0 - | {61}
que & uma.éas condigoes de otimalidade 32 obtida {26),

Outra conseguéncia importante do PMP que permite multas simplifica
goes no  céleulo do valer Sripo do critbric ocorrs para problemas nog gquals a
* fungho Hamiltoniana ndo depende explicitamente do tempo. Temos, '

du

§ @ e t : : ' '
gwﬁxx»ﬂimuﬂ-z?gx (42)

que em vista de (Z8) e {28c) assume a forma
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LI
g | |
=0 o - _ : (43

sendo que a ultima igualdade & uma consequéncia imediata de (41), Concluimos
entao gue H(x, u, p) = b, = cte ¥ LE {Qﬁ T}, Com h, conhecido e supondo ape

nas por simplicidade que g{+} = 0, obtemos Airetamente da {Z1):

. T ' .
J{uy = 5 {n{x, u, p}'“-?*§}dt
I

=hy T~ < py X 7 . 3 : (44)

Como veremos mals adiante esta maneira de calcular o valer ptimo do critério
& muito importante no astude de robustez de controladores atxm&sa Para ilus~
rrar o que fol visto vam@s em seguida rasalvar um axempla s;mp}es poren impor

cantaes

Exepple 2 t Consideramos o chamado Problema Linear-Quadratico com

1

i
Flw, u) ™ = x'0Qx + - u'Ru
N > Q 7

‘?(K@;«J«} = Aw + Bu
gl{x{T)) = O

onde @ e R sao matrxzps simitricas tais que § 2 0 & R > 0, Aplicande direta~.

mente as condigoes de otimalidade estabelecidas no teovema 2 temos
ule}) = mﬁmlﬁﬁgﬁt} |
& as equagses aangniéas.
0% % Atp gm0 3 p(T) =0
Aw -~ Ba“iﬁép L 'x£ﬁ} L
Portanto, para ?adgrmﬁs determinar a trajetdria Srima de controle devemos yew

solwer © sx@tama de eguagoes éifar&ﬁcxazs lineares acima com Zn variaveis. De

fininde 27 £ [x s B } 2 ${1) ¢ ﬁzn % ﬁ como seade sua matriz ﬁa transigao
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de estado, temos imediatamente z{T} = #{I}z(0) que pode ser reeserita na fore

ma particionada

% (TY @,1(D) kzslzs:’r}' {0}

p(T) . @21{?’} {?*’22'{?} > {0}

Westa forma fica evidente gue podemos determinar pl(0} de tal maneira que a

eondigao terminal sobre o co-estade seis satizfeita, Temos entuo

p(0) = =y, (D)™ 2, (1)x(0)

o que permite definir completamente z{(0} e por consequéncia 2(t) Vvt & i§$

: Tﬁe Obtemos entao
atr) = [0 ~r7'Bt]a(e)
« [0 -r"inr]ece)a(e)

Finalmente, substituinde p(0) na igualdade anterior, @& lei de controle se ve~
duz 4 |
- alt) = -~o{x)x(0}
ende G(t) ¢ B° x B* & dada por

G(e) = B IR0, () = 0,y (£, (17 8y (M)

fsta maneira de expressar a solugao otima do PLQ & fundamental para coneluire
mos que embora G(t) nio dependa da condigao inicial x(0), seu covhecimento &
shsolutamente necessirio para a determinacao de u(t). ¢ mesmo problema ao sex '
resolvido pela BRJB fornmece vm resultade surpreendentemente diferente. E exa~
ramente dentro deste contexto que se deve astabelecer a discussic sobre a es-
erutura da lei Stima de controle {malha aberta ou matha fechada), isto no en~

ranto fica para um pouco mails tavdes

Em seguida passarvemos a snalisar alguns problemas de controle ari=
a I3 el - rl Eaad & Ll
mo envelvendo modelos a tempo-digoreto 180 €, agueles cula dinamica e yepre~
e b P b .
seatada por equagcces a2 diferengas finitas.
Como felbto anteriormente pars sistemas continucs, nosso objetive &

obter as condigoes necessdrias de otimalidade gue constituem o chamado Prin-
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eipio do Minimo Diserste.
Seja o seguinte problema de controle Stiwe a tempo-discreto

7-1
Min ) £(x{t), uw(t}) + g{x{I))
pwl}

X(E+T) = F(x(E), u(8)) 3 %(0) = - (45)

cufit) g ¥

com T fixo {iniairé} e x{T} livre, Por hipbtese x{g} £ ﬁﬂ, Q(ﬁ) e B0 e £,
g s3o fungoes de classe ¢t em relagio a x{t), Como antericrmente comentado,
com uftr e ¥, ©g {Qg T-1] fixo, a solugzo Galca da equagao A diferengas
x(L) = X{Xse u{t)) permite svaliar o valor da funﬁga cbjetive, Podamos entao

resscrever {45} na forma

Min  J{8(0), se., wlT-1)) DR . 48
ulryel : _ ' }

Sendo que infelizments a funcional J{*} geralmente nae pode ser intelramente
explicitada na medida que a equagao i diferengas nho adwmite uma golugao  em

fnrma fechada,

Em seguida usaremos couceitos similares aqueles definidos anteriex

mente para sistemas continues. Por exerplo, a versao discreta de {1) pars

-

={t), vi{t) € > [Q$ ?] 2

Lo

b

&

5% |
<wyy v B L w()y(e) o | (47)

fevemos entretauio notar gue no case de sistemas discretos, o oone
junte 8 pode ser romade como gqualguer conjunto de trajetbrias reals definidas
am ¢ £ {ﬂﬁ_Tla Aszim sende a propriedade (3} esth assegurada com o produto eg

calar definido am {473,

Foorema 3 1 Para que ult} € ¥ seja solugdo dtime de (45) £ necessario que
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exiata p{t) tal que

a) u{t) resolwe Min ﬁéxy Uy DF
ull

LA

p(T-1) = 5,] | (48)

b) Hy ~ plt = 1) = O
g

M

o3 Hp w wfe al} = { s x{0) = x4

Propa ¢ A prova deste teorema segue 2m linhas gerais a prova do teovema 2,
Sﬁ;a u{t) a solucao otima de (45), ou seja J{u) < J{v} ¥v fiv~ uly € €
{escalar positive arbitrarianente pequenn}. Com a trajetdria de controle v(t},
a solucan da equacae a diferengas nao linear & dada por y{t) = X{x,, vwit}}

que pode ser expandida em sarxa da ?mtencaass'
ey = x{t) + £ SxfL) + @{g YO¥t e{ﬁ ‘ﬂ : B (493
Temos entio o austo assoclado:

' Tl : . _
I = Z ECy(e), v(1)) + g{yifi} | S (50)

que nos permite estabelecer a diferenga

T .
2
J{vy - Jluy = E {ely, v}~ £(x, ul} *e gw &x + ey {51}
_ =) e}
wtilizande a definic3o da funcao Hamiltonlana (23}, podemos YeesUrever a  vas
rizgdo do critérie acloma estabelecida, na forma
-1

J{V} - Jlu} = E {H{y; v, P} E{xa u, pi} ~
Pt

T1
wg ) op(e)Téx(e+1)
=l
‘ P
b £ Ax + Ois 52
e 8%) oy ¥ 01D | (52)
Entretanto, a fﬁngga H{*Y & &1 ferenciavel om relagﬁa an estade, Desta maneira
s velacao {33} continua valida, ou sa2ia: h
iy, v, pd = Hix, v, p) + € Hy(x, u, pix s ﬁ(ezﬁ {33}

Por outre lade m condicio inieial fima x(0) = x4 impoe §x(0) = 0 e a condigao
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de contorno (48-bY permite estabelecer a igualdade

Tl Tl |
 ople-1)'8x(t) = p(8) 8x(t+1) ~ g, & 54
tzﬁ | t.gﬁ o e | - (4

levando (53 e (54) em (32} cbtemos imediatanente

Pk
vy - Iy = ] {8z, v, p} - H{x, u, p}} +
g}
+£<mep{twi}9_5‘x >Tv§-${az}_ : {55)

Novamente, utilizands a equagde que define a trajetbria Stima do co-estado
{48~1h) cemost
-1 | )
Jivy - Iy = § (8¢, v, p) - Hix, u, p}} + 0(eT) (563
g}
a qual nos permite concluiy que realmente u{t) satisfaz {48=a), Hste fato
pode ser mostrado facilmente por absurde e por seguir a mesma linha de vacio-

ctnie utilizada na prova do teorema 2 sers omitide. Concluimos entao que
H{x, u, p} £ H{x, v, p} V¥wvel _ {57}y

o que pProva o teovemd proposlo,

Da mesma forma, de (55) vem imediatamente que, sendo H{+} diferen~
cifvel em relagho & u{t) entao para w(t) = ult) + € Sufey a primeirs variagao

do critério 2 dada por
BJ{u) = « ﬁn(xg Wy Pl 6“'>? _ . . (583

e consequentemente 8(u) = 0 sempre que Hy = 0 que nada mals & gque a condicao

necessiria de otimalidade do problema indicade am (4f~a) para ¥ B ™,

tate encerra hosss estude schye o ¥MP., Hosso ghietivo foi tao
somente evidenciar o0s sspectos gque  achamos cssencials sobre esta tevria, E
obvio que muitos oniros 8 foram desenvolvidos mas entretanto foper: do escopo

deste trabalbo,

Neste sentido devemos notar gque consideramos até agora problemas
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com vestricoes sb nas varidveis de controle, A generalizagao do PMP para pro~
tlemas com restrigoes nas variaveis de estado pode ser feita (e ia o foi)
poYEm € aviﬁenté gue o co-estado a3 mais necessariamente satisfaz (28-b) ou
e caso discrete (68-b). Tals problemas {sobretude e caso disereto) pedem
ger trabados com o auxliin das condicoes de Kubhn~Tucker o que faz com que a

exiztencia de uma equagac dinAmica passe a ser totalmente secundaric,

nesta ainda netar uwm oulro aspecto  que ainda nace consideramos,

Pparaese de problemas com hovizonte de ptimizacio infinito (T = +=).

Nos proximes capitulos este caso sera analisado com Enfase, sobre-
rude no cap. ¥ por S8y fgndamental para o estude de ecatabilidade (robustez)

de sistemas dinamicos em malha fachada,

11,3, Hquagse de Hanilton-Jerebi-Hellmm

A equagao de Hamilton~Jacobi-Bellman {tamb®m covhecida, sobretude
no caso discreto, por equagao iterativa de programagao Dinfmica) tornouwse no
docorrer da Gltima dEcada de fundamental importineia no estudo de contyole
g :
arimo.

Heste capitulo farewos  seu desenvolvimento 4 partir do chamado
Prineipic de Otimslidade primeiramente enunciade por Bellman. Nao temws a pre
censhe de analisar fodos as aspectos tigados & EHIB pois come se sabe somente

gellman publicou mais de uma centena de artiges teenicos a seu respeito.

As hipGteses sob as quais a EMJB & valida szo extremamente Lracas,
fazendo com que pOSSa SET, (UASE SEMPTE, aplicada. Entvetanlo, em pontra pavs

rida sua soluglo 8 diffeil de ser determinada mesmo numericamente,

pesta citar mais dois aspectos da ERJS. © Primeive & que sus soly
cho permite determinar s lei Zrima de controle em malha fechoda @ porTtanta
com uma estrutura desejivel dentre do contexto da teoria de Contrplae. O Segun
dn igualmente importante & que sera obieto de estudo 0o Cap. ¥, & gue sua so-
1u§§o fornses uma Tungao de Lvapunov adeguada ac estudo de Robustez.

F

Por ser mais simples e natural, consideranos inicialwente oz siste

s - » i 1% t11
mas dindmicos a tempo~disereto. Seja a fungao w(f, 1) & x B B {cost Lo
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go) assim definida

wig, T & Min } £rx(e), w()) + glx(I))

el L=y
Cwfr+1) = Flx{ry, s(e)} _ : {39}
#{t} = §

£ clare que a solugio Otima de (45) corresponde A situagao definida por

(£, 1) = {x,, 0) ou seja

olxgy 0) = Min  J(u(0), veuy ulT-1D) o (60)
u{tield :

A determinagaoc desta fungao pode ser feita de maneira iterativa 3 partir do

Principio de Otimalidade enunciade em saguida,

Prinefpio de Otimalidode @ Sejs alty, te [0, T1] a solugio Otima de (39}
para (£, T3 = {%gs 0 & x{t) = X{xy, u{L}) & trajetdria covreaspondenta do es-
cado, Para VT € [0, 711, 2 trajetéria Stima do estado de {593 considevando
(£, 3 = {x{1), T} & exatamente x(t} e X{%y s uieh) com £ € E?» 1}

Em outras palaveas (veja a fig. 2) se uma trajetdria & Stima para
um dado problems entzo gualquer parte final desta mespa trajerdria gambin &
frima para o problems cujs orvigem dosg Lempos amxrh%yanda a Qﬁalqu&r agtade

Pl 5 @ I3 = A
inicial sobre esta mesma krajetorias

_ ﬁﬁsumxﬁéa como verdadeiroe © Principic de Otimalidade podemss ime-~
diatamente estabelecer a EHIB para elstomas discretos, neslie Caso tarb2m cha~

mada da ﬁqﬁﬁgaﬂ iterativa de ?ragfamagda Dinamica. Temos entaod

Uix, &) = Mia {£(x, w ¥ V(F(x, W), £+ 1)} 613
ugll

que obviamente deve satisfazer & sondicao de contornd germinal:
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wizd

y{gi{THLT}

i e e cnden ot it bt o O G i

L3

Pig. 2 ~ Representagao grhfica do prineipio de otimalidade,

wix, T =gl S (62)

A solugio desta equagsdo & obtida iterativamente & partiv de £ = T,
Neste instante (62) & valida, em seguida, fazendo r=T-1, T, wers U B usan

do {61) obtim-se vix, t) para tode ¢ E [{}s ﬂa

£ fAcil notar que a solucao otima do preblema de otimizagac indica
do po lade direite de (61} depende de cada valeoyr particulay de x € 2R, Consi~

derando a fungga

ulx, £y = arg Min {£(x, v} + v{Flx, w), £+ 13} (633
' uell .

B evidente que a solucan otima de (43) & dada por
a(r) = ulxle), £ ,  te o, -1 o (64)

oy saja, DOT ﬁﬂﬁstrﬁggw, obiomns ums saiuggo em malha fechada.
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# iarveressante verificar que esta propriedade nap @ perdida mesmo
que as variaveis de estado estejam sujeitas 3 algum tipo de restrigao. De fa-
to, pava x{t) € X g R® o mesmo procedimento pode ser adotado a wmenos de uma
paguena modificacac, Fara todo x € X devemos determinar u £ U(x) de tal forma

que necessariamente x{t+1} £ X, 0 conjunto Ufx} ¢ U & assim definido
D é {fue & tw, Aueld com ¥z, v} £ w3 ' {H65)

Embora (61) seja simples de ser analisada neo plane formal, o e amo
0ae scorre quands desejamos resolvé-la numericamente, Para se ter uma idaia
da difjeculdade assocciada 2 5ua'soiu§§o vamos supor yue as variavels de estado
s3o  rvepresentadas por valores discretos tomsdos em um conjunte X 2% a
priori fixado & que vepresenta a repido de inferssse no espago de estado, ou

geia

® g'{xi} . I21,2,00memy .' | . - {66}

Podemos entao estimar que o nimero de posigoes de mendria rvequeridas 2 da or-
dem de T{n, I8 que pode torpar-se enorme mEsmo rratando~se de problemas com di

mensoes reduzidas {para n=3 e T=10 seu valor 2 10 )w'

Tsto em grande parte & devido % generalidade com que (61} fol obti
da, Atualmente sabe-gse gue sua solugac pode ser determinada com puito mais
oficifneia se algumas hipoteses slmplificadovras fovem comsideradaz  como poy

o - i T
exemplo a eonvexidade de w{x, t} em velagac 3 X € B

- L * * i L] & e - P
Esta hipbtese em partisulax yiabiliza a aplicacao de metodos nume-
ricos possantes Jj& bem sstabelecidos e ao mesmn tempo nao parece resiringiven

demasia a ganma de problemas possiveis de serem vesolvidos (ver cap. Vi

Vamos agora considerar a varsae continoa da BRI defianindo a  fun~

cao "cost to go'

. ® :
3 é Win f £{x{r), uitddr + plx{I)}
usll

ey = Fiwlr), uit)) | (67)

®(1) = &
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wovamente & evidente que a solugio Otima de (19) corresponde & situagao

(£, 1) = (%> O} ou seja

v{x,» 0y = HMin J{u) S : _ - {ARY
328 ’

Considerando vilido o Principio de Otimalidade e aplicando {61} entre os ins~

rentes de tempo t e t+ &t cow dr arbitrariaments pequent Uemos:

wix, ty = Min {£{x, widt + vix + Flx, wde, t+ded} {69}
uell .

» ’ oo . }. - il Sea a ¥
supondo que v{., «} seja uma fungao de classe € em relagao as variaveis
% ¢ ©, podemos desenvolve~la em serie de Taylor e reter 56 03 termos em pri~

meira ordem em 6t pols em seguida 6t serd reduzido A zero. Temos portanto

vix + F{x, wit, t+3} = oulx, £y ¢ vt{x, L8t ¢ vx{kﬁ t§’¥{x§ urde {70}

que A0 Se¥ substirulda em {69), dividinde ambos os termos por 4§t e passando

a0 limite para 4t -+ 0, forneces

vt{xy £y + Min {£{x, u} + vx{x* Y F{x, wi} = 0 {71}
Cousl :

finalmente, com a definigio da fungao Yamiltoniana o lembrando que para © = T
em (67} temos wi{E, 1) = g(&) obtemss a ¢orma Final da ERLIB:

v (e, £ + Min Hx, u, Ve, £) =0 " (72)
el ' ' : : '

que tem COWMO condicio de contorne terminal wix, T} = g{x}; &,éﬁuagﬁa diferen~
oial 3 derivadas parciais acima geralmente nio admite solugae em forma fecha~
da {uma excessao Lwportante & o PLOY. Sua solugas numerica passa necessarias
mente pela diserstizagas do problema continuo o que nos remete A solugdo de

(613 com as diversas dificuldadas suteriormente conenbadss,

Pinalmente a salmggﬁ de {772) fornece natuvalmente uma lei de cone

rrole em malba fechada dada pov
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wlt) = u(x{e), ©

= grg Min H{x{z), 8, v, (2, L3} | | (713}
uell '

Evemplo 5§ 3 Considevarss novamente o mesmo problema Linear-Quadyitico i3 re-

solvido no exemplo 2. A fungdo Ramiltoniana & dada porv

Hix, By Vol = %'X§QK * E&u*ﬁm ¥ v;(Ax 4+ Buy
. 2 2

para simplificay a notagas, Sespre que possivel nro explicitaremcs o8 ATEUEEH
tos das Funcpes, Com (73} obtemos @ 1ei Stima de controle apds a minimizagao

da funcie H{+) acima, entao
wlx, £) = =K IBTu s, €
a_{?ﬁ} sp yeduz 8
RN
vy ¥ VAR - Ly e iﬁ‘v + Lo =0
% "% ® :
2 2
Esta A a forma final da EHIB qﬁa pode ser rveselvida pelo metodo do produte im
pondo~ge: wix, &} w‘% wirdeyn, thstiﬁﬁiﬂﬁe gata fnuggﬁ nH equagga acima de~

copminames a matriz P(r) € 2 % 87 que & solugas de

Beey + APP(e) + R(E)A = POBRBR(E) +Q = O

com a condi¢ie de contormo terminal p(1) = 0, A equagao acima & chameda ¥Equa
cao de Riecati” e embora sela nao linear pode ser resolvida numericamente de

forma muito eficiente. Pinalmente, a lei de controle & expressa na forma

wlty = ~K{e)x{1)

onde Xe) ¢ B x % 3 dada por K(T) 4 RWQB*?{K}Q

As coppararmos 8 tel de controle agqui satabelecida & partir da
£HIB e aguela determinada com auxilic do 8P {ver exemplo 1) potames wma A

Feranga fundamental gue 7 expressa graficamente na figura 3.
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Ha
#f)
-aitd = Fign] po—te
i}
' Txitd
~gigd iwEinul st .
£33

Fig. 3 - Estruturas das 1eis de controle obtidas wia

pyr {ay = BHIB (b}.

Ou seja, com o PHMP a lel de pontrole depende explicitamente da con
dicao ipicial =z, € #® que se n3o £0r exatamente conbecida implicard em perda
de otimalidade, Ao contrario, com a EHJE, 2 lei de controls determinada nao
depende explicitamente da condicae inicial & gqual nae precisa ser aéﬁheai&a'
para o caleulo da matriz de ganho x(t). A figura 3b indica clarvamente que mu-
dangas em ¥, refletem-se em  x{f} que 5 vealimentoda, sem gue ilsto acaryrate

qualquer perda de otimalidade.

_ ?nf&lixméﬁt&.ﬁ pregb: a3 sey pag@'péé psta propriedade  adicional g
alto, na medida que a EHJB & puito mais difieil de ser vesolvida gue as equa~
coes csndnicas do PMP, Podemos entretante faxer com que a solugao otima obti-
da por esta ultima s fenica de certa forma nso dependa explicitamente da condi

il w ow 1% o - -
gcao inicial Ky & ', Isto sera analisado em seguida,
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1.4, RBelscss entre PP ¢ HASB

Como vimes anteriormente a EHJB fornece a solugas de um dado pro-
blema de controle Stimo ao passo que o PMP somente caracterviza esta mesma so~
lucze impondo condigoes gque geralmente {(a wenos de convexidade) san somente
necessarias para otimalidade, £ portanto evidente que ao resolvernos a ERJB
devemes poder determinar o vetor co-estado plt) £ 2" de ral forma que as

equagbes candnicas do PMP sejam satisfeitas.

Teorema 4 1 Seja vix, t} a solugan da squacao de Hawilten-Jacobi-Bellman {723,
entao com pig) 4 v {x, £} as equagoes do Frinmcipio do Minime de Pontrvagin

sap sabtisfeitas.

Prope s Seado vix, £} a solucie da ERJB eatde por construgac (28-a e ¢} sao

satisfeitas, Para provarmes que (28-b) tamb@m B satisfeita, procedemos da se-

guinte forma:
plry = v x, ©)
d% :

w vk, B ¢ v (x, OF % {74}

Por outrs lado, derivando (72) ew velagae & x sebre a trajetdvia gtima do con
rrole wems

Vo %, £) + H(x, u, ) % v (%, ©F % = 0 _ o {753

-

Gue substituida em (74} fornece imediatamente p + H, = O, Ademais, no instan-

te Final p{i) = vx(xg T = gxgtmm & consequentemante {28-b)  satisfeita,

Tsto prova ¢ Lteorema proposio.

Corolério 4 1 Seja vwix, &} a solugne da aqnag%& de Hamilton-Jacobi~Bellman
{61}, entac com p{t«ml}-é vx{t}éx(t}$.t)"as equagoes do  Principio do Misimeo

de Pontryagin sno satisfeitas,
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Prova : Por construcac (48-c) sempre se verifica. Por outre lade counsiderando

em (613 a trajetoria otimas do controle e derivando-a am relacas 3 x obtemos
vlx, £) = £,0x, 0) + Vorray (R(EFLY, £+ 1)7F, ey w)
w Ho(x, u, p} o _ (76}
implicando om:

2 ek, £) - H(x, u, p)} = O v te [0, ™1) ‘ (79
o i L .
o que mostra claraments que na solug3o Stima a fungao Hamiltoniana e a fungao
vix, t} sao iguwais, a menos de ﬁm&.aﬁnstantéy am todoe o horizonte de otimiza~
¢3o. Consequentemente (48-a) € satisfeita, Utilizando novamente (76) pode~
mos  concluir com a definicde do co-estado que p{t - 1) =H e ainda

p{T~1) = gx%twf o que prova o corolarie proposte.

A18m de estabelscar a ligacac entre a EHIB e o FMP estes teoremas
380 lmportentes pols permitem determinar a variaczo de sritéric que ccorre
devido s wariagoes no estado. For exemple, em relagac ac estado inicial te~

L
mos NG CaBoe conlinus

dx, uel

e no casy discrete

p(=1) = ~2 {min J(u)} o (79
dx uell : '

o
Ademais & interessente notar gue {78) e {79) nao sac propriedades
da lei atima de nontyole. De fato, os teoremas anteriores permanecem validos
para gualquer trajetdria factivel ufg) £ U, Neste caso of valores de  p{0) ou
p{~1) se wodifican de tal forma que (78) e (¥9) permanecanm validas porfm nao
shs mais caleuladas eonsiderando o controle gque minimiza J{u) nas sim um Cou-

trole factivel qualquer.

Egtamos sgora em condigao de analisar um problema anteriormente oo
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mentade, Trata-se de obter uma solugio em malha aberta (via o PMPY que Lrade-
e M s s n .
penda da condigao inicial =z, & K, Supowos que X, pode variar dentro de um

o » ﬁ st &
conjunto K, & B" @ que {19) & reeserito na forma

win  J{u, X9§ ' {8y
uetd . -

a qual evidencia a dependsneia de J{u) em (20} com x, & X, £ clare que para
qualquer %, € X, podenos estabelacer as condicoes de otimalidade sssocladas
ao problema (80) que & de pouca walia pois devemos de aigﬁma forma fixar ¥,
para entiec determinar a solucae Otima em relagao ac controle. Neste sentido

propomos o seguinte problems

min  wmax  J{u, %,) . {81}
uell % ek, ' .

e

o qual admite a interpratacac: o controle atime ¢ obtide impondo-se que & CoB
P e k3 3 - * . k1
digao inicial seja aquela correspondente 80 proy CoBo possivel, Sendo %, £ Hy

a solugho do problema acima entao

L3 * ﬁ‘ . -
min J{u, x%,) < min Ju, xg} Cy 8 Xy {823
[ 43 .
uell - uell
# ¥ i i v n # . - *
implicande que qualguer mudanga em X, 50 fard o criterie diminuay

Nosso propésite agora ©.de estabelecer as eondigtes necessarias
de orimslidade do problema (81). Supondo gque a4 fnng%a iy, xﬁ} zdmite um pon-
ts de sela e lewbrande gque pelo teovsma 4 podemos caleular p{0) = 3I{u,
R /3%, entao as condigoes de Ruhn-Tuckey voden ser utilizadas para derermi-

nar a solugao de {81},

z & g s—' g bl 2
Pars simplificar vamos considerar X, ¥ {x& g R fixb % 1} 2 a wa

wimizacho indicada em (81) traduzvse em:

p{ﬁ} + 2A w, = O

{833

A{gx-ﬁgg - 1) = D
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que supondo p{0} # 0 admite 3 salugza unica
xy = p(0)/1p{0)1 _— (84

Podemss entse coneluir que as condicoes necessirias de otimalidade para o pro
. v =
Llema (81} sap exatamente aguelas estabelecidas pelo teorema 2 com x(0}) = =

Pe maneira similar podemes obter a versas discreta de {8&}.qﬁ¢ & dada por
%, = pl~13/1pl-138 {as)

que deve ser adicionada as condicoes estabelecidas pele teorsma 3,

¥m conclusio devemss netar gue estas condigoes (84} ou (83} nao
,. 4 B P " . . )
complicam em demasia as equagoes canonicas do PMP e associam a solugas em
malha aberts uma propriedade muito importante na pratica, Realwente, este
5 s s = . = :
mesmo tipe de raciocinic fol usado com muite sucesso pov exemplo enm lontro~

e descentralizado.



34,

CAP, T11 & soLUCAO EM MALHA ABERTA - METODOS HUMERICOS

Neste caplitulo apalissmos alguns marodos pumericos que fovam sspe-
cialmente desenvolvidos para ¢ratar problemas de controle Stime, Domente a
vorshe discreta sera apresentada pois os problemas envolvende sistemas conti-
nuos normalmente - sao discretizados de forma a viabilizar o uso de modernos

computadoras dipitais.

-

Mais especificamente, tais metodos podem ser carvacterizados Ccomo
Primate, ou seja & partir de wma solugde factivel inlcial cutras sao iterati-
vamente geradas ate que a solugdo otima seja obtida, Como teste de otimalida-

de as equacoes caenonicas de ?%?_sga nsadag,

# im@@réanta ressaltar gue gualguer problema de controle Stimo e
yolvendo sistemas dinamicos discretos com horizonte de otimizagao finite
(T < %) pode ser viste como um problena clfsnico de Programacac Matemitica o
qual, em principio, pode serx resolvido por métodos eficientes ja bem estabelg
cidos na literatura. Por axswplo, no capitule anterior nao considerames pro~

blemas com restricoes nas varidveis de estado per complicar em demasia o FHP,
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L _ _
so contrario dentro do presente contexto tal fato se terma absolutamente se-

cundario,

111.1. Toeraces oo Fspepe 3 Ceotwole

Este fob talvez o primeiro wmltodo desenvolvido especificamente

para tratar problemas de controle otime, Seu desenvolvimente & inkeivamente

: N .
baseado nas equagoes canonieas do PR,

Consideramos novamente o problema discreto (45) com horizonte de

otimizacho fixe e estade final liwre:

T
Min §  £{x(r), u(e}) + g{=(TP
=0

_'x(t ;1) = F(x(), u(e)); x(0) = x5 o (s&)
uft} £ U

supondo conhecida uma trajetdria factivel u(t), t £ o, T=1] entho o valer ds
eritfrio J{u} pode ser caloulade e além dissc comn consequencia imediata de

{58} temos

33 o g (), ult), pN: te [0, 1] * (7
duf{ry |

Esta igualdade & importante pois mostra que o gradiente de J{u) & muite sim-
plag de ser calculade, De fato, #n {87) as trajetdrias do estado e do co-esta
do deven satisfazer respectivamente (48c e b) que neste caso san complelsmens

te desavopladas.

Com a trajetdria ult} factivel, (48-c) permite determinar x{t} pov
cimples integracao a partir da condigao inielal x(0) = x,. Em geguida (48-b)
pode ser integrada a partiv da condicio terminal obtendo-se p{t) e finalmente

por simples diferenciagao (87) & calculada.

£ evidente gue (48-a) naos & sariszfeitas a menos que a iraﬁﬁtgxia_
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w g vk g P . R
factivel uf{t) seja etima. Esta condigac e usada no alporitmo dbaixo come Lese

te de otimalidade

Passo 1 3 Determine o £ U e faga k=0

Ppsge £: Com (87) determine 730 e a diregac factivel 4%, Sendo U um con-

junto de restri¢Oes lineares entdo

o projy TI(u®)

Posgo 3 3 Se 1a%1 < © com £ positive suficientemente pequenc entao o satie-
faz as equagees canonicas do PMP, Case contririo continue ae passo

seguinte,

Determine uma nova solugao factiwvel

EL]

Fuﬁsé 4

ot . arg min J{uk W{R€k§

b2y

faga kek+l e volte ao passo 2.

Um dos aspectos mals dmportante do mitods zcima & que, sob s hipo-
tese de diferenciabilidade de H{+} em relagan ao controle, sua convergencia
esth sempre assegurada, Entretanto sua taxa de couvergéncia & tipicamente
Iinagr e conseguentemente pode toraar-se ineficiente em problemas de grande
porhe, ._ | |

Dentre deste mesmo contexto de mbtodos primais, yéﬁamas ranhin con
o_sid@r&r o seguinte procedimente itevative '
nkéi w  ayrg win H(xk? Ty ?k} . {a8y

vel

gue & inicializado com qualquer u® © U, A grands ventagem de (88) & que a bus

a a * L g 2
ca unidimensional do passo 4 © complefaments desnecessaria. Fm coniva parti~



37,

kel

. ® k . : B .
da, embora qualquer pooto fiwo uw = u = 33 satisfaca as egquagoes canonicas

do PMP, sua convergéncia nao pode ser sempre gavantida.

111,23, Crofiente Projetads

el f - ¥ My e [
At agora consideramos problemas inclusive com dinamica uac line-
. . & o ,. - .
ar, porem sem restrigoes uas varifveis de estado, Vames agora considerar um
problema com restrigoes nas ¢ariiveis de estado mas com restri¢Ses dindmicas

lineqres:
i |
CMin § £(x(e), uw(©)) + glx(T))
gl
x{twél} w ﬁx{t? + Buie} @'yit}

uity g ¥

#{e+1} £ X

onde x{0) = x, e a enirada yig), ¢t € fo, T~1] sac supostas conhecidas. For
simplicidade os conjuntes Ue ¥ definem Limitantes infeviorss e SUDBTLOTES

regpectivanente en uwity & x{e+1) para todo L € Eﬁ$ ?wiﬁg_ﬁm saja

02 {ee @ t.q. ugnga}
. ' (90)
x 8 (xe & g, x$xs3

Coma a dinamica indicada em (85) & linear, podemos obter sua solu
QEQ em forma fechada x{t} = X{¥g. ult), vi{£)} = conseguentements definindo
=t & gniﬁ}ﬁx(l}g s u(Tmi}*x(T}g}s (89) se reduz a3 '

Min Pz}

g =y ' : {91}

% E &
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¥ importante nobar gue dim{z) = {(n+m)T & que devido 3 (90Y & A daflnigaw diy
veror 2 acima adetada, o conjunio Z 2 do mespo tipo gue U e X, Ademais 2 mam
tpiz © & simpias'&e seyr datermina&g apartir de AeB e 3 fungas ${z), bem
como seu gradiente V{z} podem ser imediatamente avaliados paras gqualquer z

factivel,

0 problems {91} pmﬁ& ser resolvido por um grands nimero de diferen
tes meta&as de pra?rawagaa ahe linear. O wetode gue serad apre@entaéﬂ em segul
da perpite levay em conta unma propriedade importanta, peralmente presente em

problemas de controle Gtime do tipo em sonsiderscao,

. . A o P
Proppiedmle t Seja Bg = {# t.q. Gzw=y} entdo para V z € Zp, 0 numero de de
sigualdades ativas em Z & muito menor que o nimero de restrigoes de  igualda-

de gque definem Zgs

Em ocutras palavras, sendo = wm  elementa gualquer de Zs entao
(g} = X{x,s uvlitd, v{t}} satisfaz a squacao a diferencas (8%}, & o numere de
YeEZes Que a trajetoria de controle » & do gstado correspondente Locam as res-
rricoes (90), em cada instante de tempo, 5 muito pequenc quando comparads com

a dimensae do vetor de sstado,

. Supondo que conhecemos 2° fact¥vel, nosso propésite & delerminar
. e N [£5] 3 -
ireratrivamente a sequencia {zk}a de tal forma que cada 25 gein factivel e
convargentes pars 2® que satisfaz as condigtes de Xuhun~Tucker quande aplica-
g o ¥ %{.@" o »
das & {91}, FPodewmos delerminar % 1 a partiy de mk resolvendo
2 31
2z o= arg win vi? - &dizk)}

a>ﬁ
{92}

D omodade 3 k»0,1,...

Qiﬁ%m)? e

onde d4{-)} € & wna direcdo usgvel a ser definida,

= ® = = - * x b
Nentre as varias maneiras possiveils de o se  deferminar a diregas

d{<} propowos a seguinte
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o 1 2 ' - -
d{z) = arg mg’n {E pVE(ey ~ EF s.a. GE=0 g s{2)f 0} ' {93}

g{a%m}f

ende 8{z) & R¥ x 7 uma mabtriz do tipe efmal assim definida

{S{z}i§§ b ol gB B ® %

57 (94)

§§ caso contrarie

¥ote gque a dimensdao r & igual ao nimere de restricoes ativas em Z, Ou seja se
alguma copponente zj naoc for igual a qualquer dos dois limitentes entao a Liw
mula e nao precisa ser considerada.

gha correspondente de ${z} e
A

pefininde ({2} = {£ t.q. ${z)¥ £ 0}, o problema (93) pode ser

réesszitn na Format
A . | - N
a(z) ® Projyconorgy ¥ S (953

cuia interpretagao & simples: d{+} # a projegao ortogonal do pradiente de’
B{*) sobre a interseccac do espacgo nulo de G com sy, ¥ elaro que se

y = ﬁ(n%m}T

g{z) = 0 entao {{z e {95} se reduz a

gz} = ?Yﬂjﬁ{@} Vi)

w PV Y(z) - o (96)

onde P o= I - G*{GG*}mlﬁ 2 o operador projecac ortogonal de Rosen.

A difieuldade mator que esta explicita em (85) g gue d(z) & obtida
apbs projecac de VP{z) em um sub-espago Tinear que se wodifica em cada iters~
gao de {92}, Entretanto a parte mals custosa em (95) diz respeito a projecdo

sohre o espago nulo de G que perpancce sempre constanbe.

el

Definipdo I 1 Um vetor ¥ @ % chamado gradiente modificads de ${+) com relagac
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P ﬁim&ﬂ§T se ale satisfaz

prog, Tub = ol T e

Yata éeiiniggg 2 jwportante pois comsiderando d%fg #{GY e §@gé-ﬁ{z}

enaga_iﬁﬁ} pode ser reeserita na forma
dézy = P ?m$(z} : {4983

ou seja, a matriz P s precisa ser calculada uma Unica vez, Nas iteragoes sub
sequentes somente o gradiente modi fleado deve ser recaleulade, Neste senti-

do, seja o problema dual associade a {93)

Max Min L{E, A, ) : | (43}
Aazd £ - _ .

onde L{*) & a fungas Lagrangeana dada por:
L{-} = §{§§¢(z} - EF + ATCE 4+ u's{z)f . {100}

? importante notar que {99) o (83} sao absolutamente gquivalentes na wmedida

gue (93} 5 um problema esiyitamente COnVexo,

Teopemd § t O gradiente modificade de ¥(+} & dade por

() = Wlz) - S(z)'u(z) | | o
onde u{*) & BY resolve o seguinte problema quadratice

ufz) = arg Max{~»v1-ﬁgﬁiz}ﬂ v {23 ul} _ {1023
' uzl

onde Q(z) B s(Ps(2)' e C(z) 2 s(zx)p V(e

Prova ¢ B sioples wverificar—se que 8 solugao 6tima de (99) pode sex obtida ve



1.

solvendo-se

M LEE Gy, AQW), 1) N (103)
ung ' .

onde Efu} ¢ A{p) satisfazem Lg = Ly = 0 pois estas variaveis sao ivrestritas,

Congequentemente
1 6 £ Ppizy ~ S${z)'y B |
w | _ , {104}
G o A . ¢

Por outro lado, como a equagac 4 difevengas em questio admite solugae inica,
enthe € & uma matriz de rank completo, Isto permite explicitaxr a solugde de

(104) “
£ P | _ S .
= (Wp{ey - 8(z37u) | {105)

X tee") "6
4 primeira equagao acima implica imediatamente que
Cdfzy = E(
RV - S T (108)
&aenteaé rambom que pela definigac 1, o webox gradie&ta modificado  satisfasz
{98} gue por simples camparagga com {108Y resulta (101).

Finalmente, substituinde (105) em (303), apds simples porfm trabalhosa manipu

lagae algébrica obtemos (102}, o que prova ¢ Leovema propesto,

- E importante notay que a dificuldade de obtencac do pradiente modi
ficado esthA inteiramente concentrada nz solugao do problema (102). Ocorrs
entretanto que sua dimensfo £ exatawente o nimero de restricoes ativas em Z e
portante sendo valida a propriedade anterior, sua solugae 2 muito mais sime

ples que a de problema origival (932,

Podemos resumir os passos do algoritme da seguinte forma:

Passo 1 @ Determine 2" ¢ 2ot % e faga k=0

Pusse £ @ Determine o operador projecac ortogenals P o= I - @*(86’}”26
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Pgsso 3 ¢ Caleule conm 2% as matrizes Q(zK) e C(z%) e resolva
u(z) = arg m&x{~w'§ w'Q(z s + oz "yl

w2l

Passe 4 : Determine o gradiente modificade e a &irégga usavel
7 () = WE) - (2R ()

a(zy = PV (")

Se ﬁﬁ{zk}§-¢ ¢ para £ positive suficientemente pequena, pare, 2 B

LLd

Pazso &

ol g W s
a solugao otima procurada, Case contraric va 8o passoe &,

E

. v k.‘é"}. ) . g P
Pango € 3 Determing Z resaivends {buscs unidimensional)

zk&i = arg min &(zk - ad{zk})_
gl

faca k=k+*l e volte ac passo 3e

Como foil comentade anteriormente, wsie algoritme permite iselay no
passo 2 o caleulo da matriz de projegac P que e realizade wma tnica wes duran
te todo o processe itervative. Podemes ainda simplificar considevavelmente sua

determinacho utilizando o mesmo Teorema 3.

Reste sentido vamos decompor a matriz G por livhas, isto &

81
¢ lg | 3 gE gt | (107
By

e definipos Jﬁfé ﬁ({g; cus gé}} ) §£‘§ ﬁ{g;$1}ﬁ Com (98) podenos. Lupoy
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4z} = P4 Tz}
= Py ?m¢(2}
= P (T0l2) = gy qu(e)) | (108)
onde ufz) satisfazx {(102) porém com uma diferengz importante. HNeste caso a

restricao de mao negatividade u 2 0 nao deve ser imposta peis &0 restrigdes

de igualdade estao sendo consideradas. Portanto

2 . .
B(2) = e Wplz) ‘ (109)
gk@i?k Sr el '

que conjuntamente com {108} fornece

¥
P 2 .
x Prsl Bral Tk : _ _
Piyp ® Py " | " (1L

¥
Bral Tr Brel

Esta equagao recursiva, ao ser injcializada com ¥, =1, permite determinar

s - o . N o .
ALas H iLervagoes a matriz de DEOyegal P,

¥ste vesultado 33 conhecids hi longo Eempo, permite evidenciay o

bl £ " .
processo de calculo de algoritmo anteriormente apresentado.

FPinalmente devemos enfatizar que sua eficitncia esta intimamente
iigada com uma propriedade gque na saloria das vezes se verifica, Realmente, em
infmerss aplicacoes praticas que foram realizadas ela sempre s& wostrou PEE

sente de forma marcanie.

TIT.3, wieme  SHm /e

Analisaremos agora um problema nio convencional de controle Stimo
mo sentide qua o PMP nan & diretamente aplicivel devide a pro difersnciabilie

dade de sua fungao objetive,

Tais problemss apavecem DA pratica quande dessjamos wudar o ponto
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de operagao de um determinado sistema de contrele e ao mesys Lewpo inibir in-
desejdveis amplitudes de sobre~sinal {overshool) que possam compromeler o seu
desempenhe. Como exenpleo podemos citar o sistema Posicqet desenvelvido em

P - i
1957 para sistemas coniinuos de 2= ordem.
ne maneira geral o seguinte problema deve sex considerado

min max  F{x{r), u{)}
u{r} Oftei~-1 '

W(e+1) = Flx(0), u(e)s x(0) =%y - am

ufey ¢ ¥

Come anteriormente, {111} pods sey resserito na forma (463, TorTlm mesmo aﬁsﬁw
minde que § £ £l, geralmente J(u) ndo & aiferoncifvel, Heste sentido, antes de
aplicarmos o PMP, alpuma manipulagao deve ser adotada de maneira a eliminar
esta dificuldade, Isto & feito tendo como base a Tooria de Dualidade, assu-

mindo gque (111} seja convene.

Paemoma § ¢ Supounha que {111} séja convexe & gue x{L) = X{xgﬁ uf{z}) seja a

solugdo da equagae 3 diferengas tndicada em (331}, Entae

, T '
min S0 = max min § y(R)E(x(E), ulE)) (112
ugld ' veh  ouweld pe=0

A T. \ ek,
onde KB ive® .. vt} 20 = ¥ oy(gy = 1},
. . _ . pwld

Prova 1 B facil netar que para qualquer ulr) £ U dado temos:

Jtu)y = min{o s.a. o3 £0x{8), afEd) , L E0,uee,51) mg}'
o _

Assuminds que {111} seia convexo, podemos determinar o dusl do lado divelto

da igualdade acima & obienos
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min J{ud = min {0 s.a0 o3 £(x{r), u()), pal),, .., T=1}

ugll uel
' T-1
w max  wmin {0+ § v(OE(), wlt)y -3} (114
veh  o,usl tal} ' '

Mpalmente notando que ¥ € A entao a contribuigac dewide a ¢ em (114 2 nula

e oblemds diretamente {112 que 2 o resulvade desejado.

Podemos concluir gue o problema {111) & eguivalente a

max B0y - - | | (115)
o _

onde 4{vy B uma fungio de variZvel real definida em A pa?

= R

$(v) | win § v()E(x(), u(t)) : _
gt e | o - o ' {116}
s.a,  x{e+l) = Flx{n), u{t}}; (0} = xa'

que apresenta as seguintes propricdades que sao fundamentais na solugac de

{115}
# ${3 S uma funcao cOncgva sobre o dominio comvexe A.

“ % Paya vy € A dade, o valor de ${y} pade sex determinade pela solugao

de um problema elassico de controle stime {116).

* Fohora 6(~3 nan seja necessaviasmente diferancizvel em todos os pon

tos de seu dominio, © wveter
o)t B TEx(0), u(0)) ven EC(T=1), ul(T-13}] a7

2 um de scus sub-gradientes ou seja 8(y} ¢ 3${y).

Estas propriedades nos permitem elabovar um algoritmo baseado em

1inearizacao externa para reselvermos o problema dual {115} e consequentemen~
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te o sew Primal {111},

De fato, sendo 8(y) um elemento do seu conjunto de 'subwgraﬁientes

entio por definigao
K
sl € 6 + 8y fy - ¥
<8y 3 VY, YT ER - (118)

ou seja, &{y) admite em rodos os ponbos de seu dominio, um hiperplano supoite

que passa por ®£¥k§ e tem "declividade® s{yk}&

Passgo E g Pars Yk g A, resolva {116) e determine @{yk} & @{yk}

Passo £ g.Regelwa o préhiam& ée §ragrama§§m Linesy
| Max ©
sa 0€BGDY  peLZienk
v e A |

seia ", yk} sua solugac otima,

% . e ® 2 %
Pagap 3 3 BSe g - @{yk) <€ £ com £ positive suficientemente pequenc pare, & S0

lucao correnta 2 otima. Caso sonbraris Faca k=% +1 e volte &0 pas”

. 80 L

Nevemos Finalmente daixar clarve gque o8 patodos aqui apresentados
foranm aplicados em inhmeros problemas de grande porte rais como: Controle ﬁg&

o de Usinas Hidraulicas e fnesminhamento Otime de Chamadas Talefonicas.

Sempre fovam observados desempenhos sensivelmente superiores &

autras metodologias existentes.

Fm particular em um problema real de controle stime de usinas hi-

driulicas com 96 variaveis de estado ® controle e 250 vestricoes, a proprie~
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dade anteriormente discutida se verificou de maneira surpreendente, De fato,
o numero maximo de r&sﬁrlgoes at1v3§ em % correspondem a 265 do potal enguane
ro ogue 0 ahmere wedic foi de zomente 3, 1% do total de restrigoes, Isto como
sabemos contribui de farma decisiva para aumentay a eficifneia da metodologia

proposia,

vay outro lade, o problema 1inear definide no passo 23 com LI wa~
rifveis, foi reselvido 18 wezes para se atinglr vma splugae com a precisac dg

sejada. Em todos oS gxemplos resolvides sempre a convergencia fol consepuida,
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CAP. IV ; SOLUCAO EM MALMA FECHADA - ESTABILIDADE

. e o o . L ok
Heste capitulo aznalisames varios aspectos rslativoes a getabilidads
* &= ® [ . - .
de sistewas lineares invariantes no tempo, Amboz os casus continue e discreto

sevas considerados tendo como hase o seguinte models em malha aberta

P(x, u} = Ax + Be | (1193

-

onde ={-} & §n§ wl+) ¢ B®, Assumimos que o par (A, B) 2 coppletaments con-
trolavel 2 gue a lei de conirols g dada por uma realimentacae linear do

gatads

w(e) 2 pgxien

w Kuft) . {120}

onde E e B® xw B® 2 a4 matriz de ganho s ser oporiumamente determinada,
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Definigae 2 + O ponto de equilibrio x = 0 de {119-120) % asaintoticanents es-

tovel se para qualquer £ > 0 exiatiz () > 0 tal que
ay gz, 1€ 8{e) + px{t)p € ¢

b) lim px(eyp =0
el

Esta definicao deixa claro que a estabilidade asgintética do ponte
de equilibric do sistema em estude depende do seu comportaments uo limite pa~

ra ¢ tendendo a infinito.

gendo ul{x{r)) em {120} determinada 3 partir de um problema de con-
tyole orime este necessariamente deve ser considerade com horizonte de otimi-
zagho infinito, Neste sentido, devemos assumir que & EHJB admita uma  solugao
cotarieniria, isto & v{x, t) na verdade independe do tempo e seri simplesmen=
te denotada por vi{x}. '

Com esta hipdtese, no caso discreto, (81) se veduz a

vixy = min {£(x, a} + v{¥{x, w}}
e tf .

o £, p() & w(Flx WD), Vxe R (121)

s no caso continuo, 1embran&a Ui vtﬁx} s 0, com {73} wem

0= omin H{x, u, ?x{x}}
utll T .
= H(x, wlx), V0, vxeR {122}

Para podermos definiyr completamenie estas duas ultimas equagoes, nos resta de

finir a fungao £(x, u), a qual serd tomada como wma fungao guadratica:

Flux, ul = iaﬁ*Qx %‘ﬁ uila {123
2 2
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onde (} e R sao duds vatrizes simotricas definidas positivas com dimensoes

apropriadas,

tY,1, He »m &

@ Fieceri Estocimesris

Comegando pelo caso continue para o qual a fungao Bamiltonlans 2

dada por

Hixy 4, Vi) = % Q- % wRa + v Ak + Bo) B ¢ .15

com (122} venm imediatamente ulx) = wﬁwiﬁgvx{x}ﬁ Com a qual ¢ Hamiltoniawo aci

It e
wa deve ser nulo para tode X € RY, Temos entaoc

1. =1 1 . : '

W A% - }f‘ w?{ RBE g*\;x + g x?Qx m 0 S | (125)
cuja solugao pode ser coleocada na forma vi{x) = % x'Px onde P & 2" x R satis-
faz - | | |

AP & PA - pBR T

B'P o+ = 0 ' ' ' {126}
que ao ser resolvida permite imediatamente a determinagao da matriz de ganho
em (120}, isto 8 ¥ = XIBP.

e

£ importante notar que a solugho da equagao de Riccati {126) &

fnica e definida positiva. De fato

i xé S w3ty

3
1 {7 -
= {x"0x + u'Buldt
7 ]
a3
?w .
- % «{Q + K'RK}xdE
. 50

>80 ¥ ox, £ R° o {127}
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Consequentemente v{x) se qualifica como uma possivel fungdo de Lyapunov asso-
L3 4 M x
ciada ap sistema em malha fechada: x = (A~-BK)x. Tomande sua derivada tempo—

ral em ?a?agga & uma trajgtﬁzia genérica vgm?l
w(x) - «% %*{gﬁ - m{}*'? 'sx Péé - BK) }x
= - %»x*{@ @_K‘Rx}x
%a '; :_.vxgszﬁ - o (128)

e portanto concluimos que a origen £ um ponto de equilibrio assint&ticamﬁnte
pathvel do sistema ew malba fechada. A12m disso, com a §uﬁ§§e wi{x} podemos
estimar o grau de estabilidade conseguido com o ganho K 3A caleulado, Neste

sentide, definindo

. .
G, = min L x9 .5
x#0 2 x'Px
{1293
62 & yrpgrten
a inequagao {(128) 9édﬂ.ser regeserita na f@rma v £ =205, & qual impon
-20 & | .
cxienleale © gx 0 V0 (130)

Wotames entae gque a definichs 2 se aplica completamente se considerarmos
a{e) = €/8, Alén disso, devide d (130}, nenhum wodo oroprie de {130} pode sex

4 oy R P o L. .
mais Yrapide" que e © ¢ povtanto, sendo Xj(e) os autovalores de {(+} wen

Re (35(a = BOY € ~og §21,25000m  (13D)

que & o resultado desejado,

Pinalmente, devemos salientar wum aspecto extremamente favordvel
da equagdo de Riccati, Comp podemos notar {126) £ uma equagao matricial ndo

Iineqr que 3 primeira vista pede sex difTeil de ser resolvida numericapenta.
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Felizmente, esta impressac inielal n@e & verdadeica, Podemos rees-

crever {1263 na forma equivalente
fA ~ BKI'P + P(A - BE)Y + Q + R'RK = O o {132}

e adotar o seguinte processo iterative

L : 3 . )
{A BKi} ?i % ?i(A BE:} + Q f KRRy 0

Y {133)
- 3
K@&i R B Pi

gque nada mais & que o metodo de Newton-Raphson aplicado divetamente em {132},
Fm cada iteragas uma equacao linear (eq, de Lyapunov} deve ser resolvida e

RN

(133) serpre counverge assintoticamente, iste &, By 2Py 2 s P2 P

desde que K, seja escolhido de tal forma que (A-~BK,) seja uma matriz com

t&éas autovalores com partes real ﬁagatxvasa
4 caso dxgareta pode pey analxaada de maneira similar. Can%ldaranm

do-se vz} = %»x Px a lei &tima de controle g obtida por

ulx) = arg min,{éfﬁ§Qx + % u*Ru'%ﬂé (Ax + Bu}'P{Ax + Bu}} - {1343
u o

on zela pixy = M(Rn$3??ﬁ}wiﬁ§?é‘xs Por sutre lade, {121} deve ger gakrisfelita
igpondn que P € 2% o ®%  deve satisfazer a chamada equagdo de Riccati dis-

crets

A'PA - P 4+ g - ATPB(R + B*?ﬁ}mlﬁg?ﬁ = : {135}

que apbs ser resolvida permite determinar imediatamente a matviz de ganho de

realimentagae ¥ = (R + 3*?3)“13¥?A&

Come ne case continuo, a solugas de {135) 5 tnica ¢ definida posi-

tiva pols
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*‘g XQ ¥ By ™ v(xo}
- % 2 {x(8) "Qx() + u(e) Rn{t}}_
£=0
- L Z s(e) ! {Q + R'RKIx(E)
2 =g
>0, ¥meeR (136)

e se qualifica c¢omo uma passxvei fungao de Lyapunov ass sociada ac sistema em
matha fechada s{t+1) = {A-BK)x{t}, A varlagaa de yis } sobre uma trajethria

genérica satisfaz

V(s 1)) = = x(£)*(A = BR)'P(A ~ BR)x(E)
_ , | .. |
e 1 . o
w3 TPxlE) w = x{ry T + KPRy}
2 : -2
<« wix(E)) ¥x(e) € B, ©=0,8,00s | (137
a qual nos yarﬁatw concluir gue a origem 2 um ponto de equilibrio assintotica

mente estavél., Seu grau de estabilidade tambEm yode ser Facilmente estimado

apos definirmos

- _ s 1142
7, 8 %1« pia 2 Qx% (138)
##3  w'Px '
com o gual {137} se veduz a vix{c+13} £ ﬁi w{x{t}} e portanto Lemos
g}y & @{ﬁdﬁ i%,1 ' _ {139)

Coms H() = £/6 a definicBo 2 € satisfelta ¢ concluimos ainda que os poles

do sistema em malha fechada satisfazem
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Pha - BEY ] ¢ oy §21,2,.0.,0 | {140)

ou seja, s& situam dentre do circulo ‘pnitarie wno plano complexo, pois
Gxo
P - PB{R + B'PR)Y "BP = {p ~ + BR "B') " gue levada a (135) fornece

< 1. Isto pode ser provade & partir da identidade matvicial

P e A*{?”z + ﬁﬁwiﬁ‘)miﬁ

{141}
>0 :
e consequentemente fica evidente que
f ’ S
min B¢ ' {1423

®#0  ='Px

o que com {138} justifica a afirmativa feita anima,

N Como no case continue, a solugae da equacao de Riccati discreta
pode ser obtida com o méteds de Newton-Raphscn o qual se resume na seguinte

recorrencia linear:

(A = BE;)TP (A = BE;) = By + Q + KiRK; = O :
* o (143)

- -l
" tys, P—
Kif?l {8 *_3* B ?13} B ?l_ﬁ.

que SEempre COnverge azsintoticamente, isto 2, ?1 b ?2 3 oees Py %°?i%i v s deg

de que inicializada com ¥, de tal forma gque a matriz {4 ~ ﬁKm} tepha todos

saus autovalores com wodulos menorss gue um,

IV, 2, Toewtwmole oo Mmﬁﬁ@% fe Wt

pesde o intelo da decada passads, com o desenvolvinente de metodos
sumericos cada vez wails eficientes para o tratamento de problemas de controls

Atimo, foil possivel intyoduzir restrigoes jque traduzen certas necessidades de
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Ed
ordem pratica.

Por exemplo seia y = hix) comy € QY as varizveis de salda associa
das a um determinado sistemz dinimies, Em cada instante de tempo somente
y{t} = hix{t)} & conhecida {mensuravell, o que permite de forma indireta co~
checsr-se as varidveis de estado z{g) ¢ R? porém pao exatamente a menos de si

ruacoes triviais que nac sersv consideradas,

Meste caso @ de interesse que & lei de controle pi{x) possa ser es-

crita na forma

u(xd = (hixd)

= (148)

gue tradﬁz . fato que as varifveis realimentadas sso ax&{amwnt& aguielas exata
mente conhecidas em todo Instante de tempo. Temos entao uma realimentapac de

safde que veguer que a seguinte restrigao estrutural seja satigfeita
. ) N m . .
A ug(") EF.g. (L) = u  (h{E}) 3 VEeR : {1453}

No caso linear hix) = Ox, com € € BY % B® de rank completo, a realimentagso
de estads ulx) = =Kz pode ser colocada na forma de realimentacho de saida
ugiy} = -Gy desde que J G € 2% x ®F tal que K = 60, Isto & possivel se e

somenle se

g7 (") = 29(C") | (1463
onde GF{+Y indica o espaco imagem (vange) de (+)., Entretanto, como o e5pago
aulo de © 2 ortogonal ao range de &?, concluimos com (1467 que as projecoes
de todas as colunas de X' no espago nulo de € devem ser nulss, ou seja & mas

triz K deve satisfaz a restvigao matricial:
R(L - €*(ce”)ie) = 0 (147)

Feta vestricao na verdade jmphe uma estrutura especial na matriz de gasho e

garante gue ao ser satisfeita a implementacac da lel de contrele pesss sew
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¥ " * il L4
realizada via realimentagaoc de salida,

Um outre exemplo multe importante de problemas com restrigoes es-
srururais & o chamado controle descentralizeds o qual analisaremos em segui-
da, ' '

Suponha que os vetores de estado e de contrple sao compostos por N

sub-vetores sssim definides

8 xl, xpp wevs %yl
{148}

ﬁg g Eﬁzg ﬁ%, ﬁ#.&g ‘%S

iz . M
: i iy . -
sade x; £ K e w3 R 1%L ... ¥, Esta situvacgac ocorre {requentements

quando se modela sistemas dinBmicos de grande porte compostos por um derermi-

i
peste caso representam respectivamente o estado e o controle {locais) de cada

nade nimerc (¥} de subsistemss interconectados entre 8i. As varizveis % @ ug

subsistema, Na figura 4 o caso § = 3 £ representade graficamente.

Fig. 4 - Estrutura descentvalizada de sontrole.
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he maneira a reduzir as trocas de informagoes entre subsistemas, a

estrutura da lei de controle deve apresentay a forma
ulx)® [211(}{1} w5dy uﬁ(x};} g] \ {i*’fbg}

De fato, neste caso, o controle em cada subsistema s6 depende das varizveis

de estado do mesmo subsistema.

Considerande u{x) = -Kx entac {149%) se verifica sempre que K seﬁa'

uma matriz bloco diagonal, isto &

K= : ' _ _ - o {150}

m&. e - ’ .
gnde naturalmente K; € R Pam Y i=l, Zy wues H. £ rlare que {150) pode ser

reeserita como uma restrigan sobre a matriz X

K ~ bloe diag (¥, X5y ves xﬁ} = : ' {151}

significando gue fodos os zous elementos fora da parte bloco diagonal deven

ger nulos.

-

Fetes dois exemplos sze dols casos partiaularés. impovtantes de
controls  com rastriggo de egtrutﬁraa pe forma geval, devemos impor que
e B8 4 {x ¢ B® % ﬁn t.q. F{X} = 0} onde F{*} & uma fungao matricial qual~
gquar. Neos deis exemplos snteriores esta fungao pode ser imediatamente ﬁatarmz

nada & partiv de (147} e £151%.

Em seguida snalisaremos alguns aspectos teoricos de problemas de
controle Stimo ecom restrigoes estruturais 3 partir do desenvolvimento do que
chamamos de equagac de Riceati gpeneralizada. No cap. VI varios exemplos ilus~

i A Fl
tratives serap resolvides e apresentados em detalhes.
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Yamos novamente considerar o seguinte problema linear—quadratico

P " - e
relativeo & sistemss conltinues;

min é»j {x'0x + w'Ruldt _ -
2 4 ' _ {1523

% = Ax + Bu : x{} = Xy

s P s ﬂ o & o
cuja solugao DLima & dada por uip) = wK*x{t}; ¥* = R 13*? sendo P¥ a solugao

&efznlda positiva da paUAGAD de Riccati estaclenarxﬁ {1263, Além disso o va~

1ot minime do eritérieo pode ser facilmente determinado por J w~% ¥ p* ¥y €
N :
sp(a - B O | (153)

onde Sp{*Y dencta o conjunto dos autovaloves de {3 e { representa o semi~
plane esquerdo complexe. Deve-se entretanto notar que estas propriedades so

foram conseguidas pols nenhuma restriczo sobre o ganbo K* foi imposta,

Sabemos qua com a lei de controle u(t) = ~Kx{ty, o valer do crite-
rio gquadratico de {132} pode ser determinado ¢ que nos permite defisir o pro-

blema de controle Stimo com vestrigao de estrutura na forma

win,  J{K) ' ' (1543
KE |

&

o qual infelizmente nao pode ser resolvido com  a equagaoc de HRiceati pols
¥ . A - s .
K™ ¢ g, EIm seguida apresentames uma generalizacao da equagao de Riccati que

permite tratar este tipo de problema.

Tecrema 7 @ Se a matriz K £ o Qﬁ satiafas
K + L = R 'ty | R {155)

bitd )£ - - * I il 2 %
onde L & R xR & uma mabriz arbitréria e P £ B x R & a solugao definida
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positiva da equagdo de Riccati wodificada

3

A'P + PA - PR CB'P + Q + LTRL = O | 158

entao Spla - BR) © e,

Provg 3 Sendn F simetyica e definida positiva podemos considerar a sepuinte

fungho de Lyapunov: v(x} = x'Px e portanto:
w(x) = x*{(a - BR)'P + P(A - BR)}x . | (157
com (155) = {1586} ven imediatanente

vix} = x'{~g - L'RL w'?%ﬁwi

B'p o+ LIB'P 4 PRLI%
w gt b R isrp - DR ~ Ly tx
» - (1 + EFRR) %

<o, vxefR (158)

o que prova © Lesrema proposto.

¢ resultade deste teorema deve ser entendido da seguinte forma.
Com uma matriz L gualquer, (136} & resolvida obtendo-se P, esias duas matyi-
zes permitem, com {155}, determinar £ sendo que o sistema em malha fochada B
assintoticamente estavel, Consegquentements o walor do criterio J{X} pode ser

caleulado.

. ] .,: ’ P . e
Teoremz & 3 Buponha que X € 2% B" gatisfaz as condigoes d6 teovema 7 entao

3K wa% P,
Ei

1 ' & ' o '
>3 x9?$x0 = J(K) - (159)

Prove : Com base ne teorema anterior e mna defimigac de I{X) temos imedistamen
Ce ' '
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&

E‘j x{G + KR = 4%
&

4

J{X}
2

# w}lj w{x{T}}d T
2 o

= L vexon
2

1 ¢ )
m e X PR, | {164}

2
pois o sistema em malha fechada # assintoticamente estivel, Para provarmos
que J{X) 2 J(K ¥, YLE 2 x Rn nrocedenss da seguinte maneira, Sajia a se-
guiaia pquagac de Riccati parametrizada em P € {? ij

CA'Wg + Wgh - WgBR 'B'Wg + Q ¥ BL'RL = 0 (161)

Poy aanstrngaa P o=ty e p* w Wy Utilizando o teovema da fungﬁé implicita a

derivada éwgféﬁ pode ser calculada para todo 8 € [? 1}5 ou sa;a

ﬁw
(awm%z@}‘m% ﬁ{&wﬁR}ﬁﬁ}%LﬁLWQ {162}
a8 4B | . B

peorre entretanto que LTRL 20, ¥ L€ e x % e spla - B8R lpe Wt © ¢
v B & Eﬁ, 1} implicando qus dwﬁfd % 0 sendo portanto Wg uma funcge crescenie

de B, Consequentemente eseolhendo 81 w L & 82 = {1 temes
Poatyy U, =P | (167

gue £ o resultado desejado.

¥ fundamental notar-sz que nestes dois fiitimos teoremas a matriz L
& completamente arbifrdria. Por exemplo, fazendo L = 0 os resultados oldssi- .

cos do problema 1inear-quadratico s ae eanseguidﬁsa

Por oubrs lado um gran de liberdade adicional foli criade {a esop-
iha de L1 o dave sey usado de tal forma a factibilizar a s@luga@ de {1%&}, nu

seia
K= Bis'p-Led (164)

Para um dado conjunio $, a matriz L que satisfaz {164} nac & ne~
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cessariamenta fnica. Assim sendo, temos intevesse em derermina-la de tal fore
ma 7 diminuir o grau de sub-otimalidade entre J{X) e Jx®y, X partiv do teors

ma 8, concluimos que isto pode ser conseguido reselvendo~se

i

min {fﬁ’i mg- s.d. R UBP~L e 8} | , {165

2

e _ m o gt
onde §+3 indica uma norma qualguer no B xR,

Fema & @ Suponha que a9 seia definido com F{K)} = ¥wly - C*{QC*}MEC} {réaiimanw
tacho de salda) e que §L§2 4 Te{L'L) entae a solughe drima de (163) & dada

julel 4 . .
L= P(EBR) | (166)

ettt

Propg + Como a funcao matricial que define 8 & iinear, o problema {165} @

convexo. Bua solugac otima & entas perfeitamente caracterizada por

W, . .o | S (sn
3?&‘ . 3& I :

- s o 0 %o . ' . . .
onde #5(»} B a fungho Lagrangeana e A € R© x 2% 2 a matriz de variivels duals

asseciada 3 restrigao F{R“lﬁg? - L} = {}, Porianiel

&8 Lopeiny » relA B - 1)) - . (1689)
2 '
COm A é?al podemos reescrever (167} na iﬁrma$
- S
-l {169}
B'PH = O

IH -}

pnde U &y cticety~le, Pag~muitiplicando a primeira equacac por H & usando

a propriedade #2 = f, com a segunda equacao ven imediatamente R ry - A = 0,

$ Em sequidn, neste mesmo capitulo, analisaremss problemas de otimisagao des~
te tipo, ou seja que envolvam fungoes matrieiois ¢ restripoes como em (188)
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Novamente com a primeira equagao temos

L o= B B'PH
= F(R13'P) (1703
que nada mals & que {166}, Isto prova o teorema proposto,
E importante nwtar.qua som (166} podemos dererminar KﬂmRMi§*?*~L =
=5 RMEE*M:*{QC?}‘“EQ 2 qual pede ser vreescrita na torma K = GC £ 5% com

G & RN}B’?Cgiﬁﬁ‘}mie

He caso de controle descentralizado, isto &, com 4 definide a paL

£1y de FLX) dada em (151) o resultado estabelecido no lema 4 continua valido.

A prova & similar aquela 34 apresentada e sera portanto omitida.

Em seguida apresentamos um procediments numérico simples para tra-

rar dentro deste contexto, problemas do tipo {1843,

Passo 1 ¢ Faga & = O e escolba P 2 O

Passo 2 @ Caloule a solugao Dtima de

1

Zagﬁ = oarg mia{if QL_%? ‘S.8. R B’Pg -t e H}

Posso 3 1 Faga Qﬁ,@mg é‘é g+ I‘g@-imﬁ*lf-l e resolva a equagas de Riceatd gstaniona-

#

ILa

# - "“"zg . -
ARy o By A= Py BRUBIP, . Q20

Passp 4 ¢ Se JPy 4 = F1 <€ onde £ @ wm nimeve positive suficientemente
pequenc va ap passo 5. Caso contraric faca L =L 4 1 e volte a0

passo 2,
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Passo § ¢ Determine o ganho de realimentagdo K € %

ko "*1 ¥ bl

Devemos notar alguns aspectos importantes deste algoritoe, a sa-

ber.

No passo 1 a matriz P, pode ser considerada como i?e = ¥*, Neste
rasp o algoritmo comega com um ganho infactivel (K ¢ ) mas com grau de sub~
otimalidade nulo, Apds a convergéncia o ganho serd factivel porém o grau
de sub-stimalidade ser3 certamente positive e pode ser caleulado pox
(1 - 353 /0% > 0. Este &€ o Yprego™ a ser pago para se ter um controle com a es

trutura desejada,

B varias situacoes praticas importantes, tais como: realimentagao
do salda e controle descentralizado, a sciugzg do problems indicado no passe

-

2 2 rrivial {ver lema 3) e claramente nao requer nenhum esforco computacional

adicional.

De maneira similar, o mesmo estude pode sey felito para sistemas di

nhmicos discretos, Seja o problema {inear-quadratico discreto

mi 1 E {x{t} Qx{t} * u{t} Rul{ty}
2 t=

_ : : ' {171}
w{t+1) = A x{t) + B ulr) 3 x{0} = x,

cu;a 3alu§aa orima & dada por uft) = ~K x{t} K w {R + E??&S}mlﬁ§?ﬁﬁ sendo

P* a solugac definida positiva da squagac de Riccati (135}, Além disso, o va~

a & - 3 ) 1 -
lor mﬁnxm@ do critirio & dade por J° = — xﬁP Xy & © sistems em malha fFechada

2 sesintoticaments estivel isto &
sp(a - 32" « | (172)

ande Q denota o eircule unitarie ne plano campiax@»

Tmponde & realimentagan linear do gatade uft)y = =¥ x(&} suieita A
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restricoes estruturaiz o problema (171) se reduz a

min, F{K} ' {(173)
e _

Como me caso continue, a pquagho de Riceati discreta pode sex seneralizada
para tratar problemas deste tipo. Antes porem, com o intuito de girmplificar a

nobagdo TEeSCYevemos {135) na forma
ey = q - | (178

& o ganhe orimo  v{P} 4 {® + B’Pﬁ}wlﬁ’Pﬁ,

Tanpema 10 3 Be a matriz K € 2% x " satistaz
K+ L = v(P) o S o (175)

%) o . I3 = g i e LI
onde 1 € B® x B" & uma matriz arbifraria e P € 2" x B" 2 a solugao definida

positiva da equagao de Riccati medificada
H(FY = ¢ + LY{(R + B'PBIL ' . ' {176}

entdo  Spla - BRY «= €.

Ppove : Como P & uma matriz definida positiva consideramos vi{x} = ®x'Px
como uma fungac de Lyapunov associada ao  sistema ewm wmalha fechada,
Entaa,

sls(e+ 1)) = x{E)T{(A ~ BOIP(A - BRIx(E) - amm

utilizande {1763 ven

vix(E + 1)) = x(£3'{pP = @ =~ L(R + B'PR)L + K'BIPEK +
v y(FY (R + B'FBYY(F) - RIB'PA ~ APuKixnit) {178}
Usando agora a eguacao {173} & lembrando que pela definigao de Y{(¥) 2 walida

s relagko B'PA = (R + B'PRIY(P), apos muitas tediosas manipulagoas algébricas

LRmzs -
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vix{t + 13} = w{x{e)} - x(e)* {0 + 'R Ix(L)

< ulx(e)) ,  ¥x(e) e RN o (179)

o que corresponde ao resultado desejado.

Coms no teorema 8, o waler do eritério para tods K que satisfaz

{1753, pode ser facilwente calculado, De fato, temos o seguinte resultado,

\ 111 L4 & T 4
Peorergs 11 ¢ Suponha gque X € 2% % B gzatisfaz as condigoes do teorema 10,

ﬁntga .
I
J{K} e *g XQ P Xﬁ
1o *I' - :
> S X B wy T JEh o (180)

Prova : A partir do teovema anterior onde estabelecemos a estabilidade asain-

rotica do sistema em malha fechada temas

J{K} = L §ox{eyt{o + K'RE}x(L)
' LS 2% I
w LT (v(a(e)) - vix(er1))}
. 2 n |
= w-V{xo}
m%g;?xé | | - (181)

Para provarmws gque J{K) > J{Kﬁ}§ v 1, ¢ B x B procedemos de forma analoga

ao case continuc definindo pava B £ Ebs 1} a equacac de Biccatl
fi(ig) = Q + BL'(R + B'PEIL (182)

cuja derivada em relagae 2 8 & dada por
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Codwy ' Y,
{4 - zsy(zng})‘ mg»« {A = B\;‘{Eé’g}) - ? + LR + BIPBIL = O (183
\ d d -

a qual nos permite conclulr, pele teovema de Lyapunov que, wgfﬂﬁ 2 0 ou geia,

ﬁg £ uma ﬁungga prescente em raiag%o a B, Escothendo 31 = 1 e ﬁz = 3 wam
PomWy B W, = PY | (134)

: - -
g a prova & concluida.

¥ f3cil verificar que a versap discreta do lema 9 estabelece,

no lugar de {168} a velagao
L o= F{y(P)} ' (185)

cuja prova sera omitida por envelver o mesmo ripe de manipulacae algebrica

que aguela ja apresentada.

Assim mendo, para tratar o caso discreto, o algoritse anterior pre
cisa ser muite poucs alterado, Realmente, o problema de otimizagse no passo 2
sdmite a solucie (185) e no passo 3 devemos resolver s equagac de Riceatd

L ) gt é * ¥
{176) isto e H€Fg§1} Qﬁ%i onds Q£$1 G+ Lg¢1(3 + 5 ?%E}Lﬂéia

Comn vimos énaariermﬁnteg fungees de wmatrizes san frequentes em
reoria de controle Htimo, De fate em (154), J{X) tﬁpfﬁ&%ﬁﬁa.o valer do critée
rio para uma dada matriz de realimentagdo. E necessBrio deternind-la de tal
Forma que apresenie uma esirutura pre-gspecificada (K € 83y e J{*} seia minde

mizZado.

f evidente gue J{K) expressa a dependencia de J{-} em relacho as
variavels Kij fwl, 2, cosy my J=i, 2, oo.p 1 2 portante arranii=las am ung
matriz fmzn) ou em um vetor de dimensio (m.n) & uma gquestiao absolutamente

-
secundaris.
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Ocorre entretanto que no presente caso, trafav divetamente com ma-

o e - ) . » # @ -
trizes & mais natural ¢ mals siwmples, Heste sentide, do ponto de vista estyi~-
=+ * - m hd &
tamente formal, devemos definiy wma mitrica no B° x 8 ¢ cowo desejamos anall
sar problemas de otimizagao neste espago devemos tanbin estabelecer a nogac

de gradiente matricial.

o u * K i1}
Seja ${+} um mapeamento biuniveen que a cada matriz X € 2% % B as

v S + 0 - o ¥ 8
socia um veter $K) € e assim definido

R
Kii woE R R Xiﬂ K!ﬁ}. .
% E 5 LR A * {186}
X Km‘i 'TEE: Km . KZ& ’
| S |

: . . n -
gSendo A, K duas matrizes qualsquer no ¥ x B definimos o produto

esealar de A por X na format

0 < pm, v >

§ %?

- A, Koo

im1 jwr 4

. = Tr{ATE) | | | (187)

Esta definicdo de produto escalar induz a chamada norma Fuclidiona de uma ma~

rriz qua & dada por
axr= (K, 04

TrﬂK’K}ljz {188)

pﬁﬁe“se mostrar facilmente gque (188} realmente gatisfar todos os axiomas de
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aoyma. & importante notar que {187} e {188} sao ewpressas diretamente om fun-
ggm das matrizes A & ¥ e conssquentemente nac & necessarie fazermos use do ma

peamente ¥{+) definido anteriormente.

a o A ® At} hing * i
Pefinigao 3 1 Seia J(+} 3 2" % B" » B uma fungho da watriz K e R x R%, seu

eradiente watricial & dade por

AI(K) 4 {3I(R)

=

20,2 0e0pm § 32 1,2,00.,0 {189}

Portants, o gradiente matricial nada mais & que o gradiente de
J€+% vearranjado en uma matriz de dimensao m X n. Sua determinagac & simples,
Suponha que J{K) pessa ser expandida em sBrie de potencias numa vizichanga de

g = para gqualquer AK€ By R“, ou seja

J{K_% € AX) %.Sﬁﬁ} + £ Tr{ﬁ{ﬁ)*&ﬁ} # ﬁ{sz}

@3 e < W), PR >+ 06D (190)

com o gue podemos concluly
¥y J(K) = PO “ | | (191)
e como %) & um mapeamento biunivoco, admite inversa, entas vem

B0 Wy, 300)
2114 :

= M{X} : | (132}
Tete nitimo resultade nos permite determinar facilmente o gradien~

te matricial da fungao objetive de {154). De fato, com o contyrnle u{e) = ~Kx{t}

temns
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{A=BK)T

J(E} = - % g+ L'RE}e

1 3 j' {&%BK} T e

) N - |
= Te{pi b - : (193}

. & '
onde ¥, ® % xﬁ e P Ea s&lugag definida positiva da ﬁqu&gao de Lyapunov. {no~
te que o sistema em malha fechada # assintoticamente eatawal pols casc eamtra

rie JI{X) ?anawsﬁ ilimicado):

{4 - 3" + P{A ~ BK) + Q } KPRK = O | | {1943
stilizando (1906) en aaniuﬁgge com o teorema da fungaoc implicita, obtemos:

M(K) = (BK - B'P)Y. - - | (195)
pade V£ 7 x.ﬁﬁ % a matriz simétrica smlugaﬁ da equdgaa matricial linear

(a ~ BRIV + v_(:; - BK)' N %o -%_s:} - N . o {1%}!'

£ importante notar que tomands K = 2l te entac M(X) = 0 e a condi
gac necessaria de otimalidade para a wminindzagho de J{K) & satisfeita, Real-
mente, com (1943, obtemos novamente & salugaﬁ do PLQ cliéssico. Alewm disse

esta solugac nao depende da matriz Ve consequentemente nao depende da condi-

~ e ul
cao inicial x, € R,

W

guando, como em {1543, existem restrigoes estrutuvais K € 8 asta

conclusao nao & necessariamente verdadeira. meescrevende {154) na forma
min {J(K) s.a. F(K) = 0} : {197}

podenos, & partir da definigge anterior de produfo escalat, gstabelecer as

condigdes necessirias de otimalidade de (197} con 2 fungao Lagrangeana
5 A
HLR, Ay = J(RY + (A, FOOD €198}

simplésmente derivando-a em relagho a seus argumentes. Obrewos entao
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MOK) # o TE{ATF(R)} = O

LS

F(K) = 0 - (199)

Se comsiderarmos o problema de realimentagio de salda entao
F(K} = ¥H, o que permiie reescrever as condigpes de otimalidade anteriores mna

forma

(WK - B'PIV + M = O

{260)
Ko = @
Supondo gque V seja definida positiva o panho otimo & determinado por
K = BB - RAEY T | (201)
que ac ser levado em (1894} foruece
. “1, S T | o |
A'P 4+ PA ~ PBR BT + G+ ¥ BAYE TAHY = {3 : {202

Este resultado merece algumas consideracoes, Bm primeiro lugar,
e . e £ .
fica evidente que K depende da condigae inicial xj £ E" escolhida. De fato o

ganhe K depende de ?”l a gqual, por sua vaz, depende explicitaments da X .

Note que com (196} temos

- ) . e - - ¥ .
Ve E LSBT JABRITT gy | (203)
A __

Por outre lado, ao cnmpar&rmas {201~202) com {ii%wlé&} nobanoes que
com L & R&l H?”E as resultados dos teoremas 7 e § imediatamente se verifi~
pam. f[sto moestya gue & solucae otima de {154) pode ser obtida pele algoritmo
anteriormente apresentado. Entvetanto o inverso pag & nacessariasmente verda-
deirn., Apbs a convergencia, com a matriz L obtida, nem sempre & pussivel de-

rerminar-se A de tal forma gue a igualdade acima seja wverificada,

Isto pode ser interpretado da seguinte forma. As condigoes necessa
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riaz de otimalidade (200} levam em conta o conhecimento do walor pavticular
da condigho imicial para fazer decrescer o valor da funcao objetivo J{K), ¥Wo
motede anteriormente spresentado, 3 matriz L € caleulada  iterativamente de

ral forma 3 minimizar ¢ grau de sub-otimalidade da solugao sem ¢ conhecimento

Lo

NI n
da condicao inieial x g R,

Coneideramos em seguida um problema de otimizagae envolvendo fun~
goes matriciais o qual, embora importante em teoria de confrole, sO ha pouco

tempo comegou a receber a atengzo devida,

min F{Q) . ' ' ' {2043
Qes ' .

onde £(+) ¢ § + R & uma fungdo matricial definida no conjunto S ou seja

a

s2 Qe xR tq. Q=0 <0} (205

gque vepresenta o conjunto das matrizes simetricas semi~definidas negativas de

dimensan D

Devemes imediatamente notar que (2043 naw & um problema convencio-
nal de programacao matematica, na medida que cada alemento de 5 & caracteri-

zado via um procssso de otimizagio. De fate

-

ges 4> max xXgx€0 : . £206)
el ' ' o

é . * ) . ’ @
onde I & {x g ®® t.q, fuxg = 1}, PFelizmente, fazendo uso das propriedades
das Fungoes matriciais anteriormente estabelecidas, 2 possivel estabelecer as
condictes de otimalidade de (204) de maneira simples & compacta sobrefudn

3 partir do seguinte resultade 218 certo ponts surpreendents.

Temg 12 1 % & um conjunte convexo
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Propa : Suponha @y, @Gy ed el gasg L. Befininde @ éequ % {1éaa}Q2 e usando
{2053 ven ' '

max 270x%x € o max X*Qix + {1 ~ a) max x’sz
zel =&l _ xel

£0 , vael[0,1] {207}

g portante £ 8, Isto prova o lema proposto.

e 'S ) oy Bl
Em consequéncia, se £{*) for comvexa entac o problema (204) & con-
vexo., Para caractevizarmos sua solugzo otima & precise generalizar as condi-

cons de otimalidade de Xuhn-Tucker o que & conseguide reescrevendo-o na forma
win £(Q)
Sed. %'0x £ 0 yx el _ : {208}

Coneluimos, tratar-se de um problema com infinitas restrigées ao

qual associamos a fungio Lagrangeansa

4

o £ @f u{€)£708 df ‘ (2093°

r

onde WE) £ B & uma warilvel dual assoclada 3 restrigiac x'0x £ U para

% = E ¢ T, As condicoes de otimalidade de (208) podem ser escritas na forma

AL f PEYE E* dE = O
46 g .

u{€y = 0

£'QE <0 | (210)

j U(EIETQE dE = O
P

0 fato mais importante que podemos extralr das condigoes acima &
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que elas podem ser escrita em fungao de uma matriz de variaveis duais dada

por

n b f WEE ' aE (211)

r

. . i oo » a L v a hind @
a qual evidentemsnte & simetrica e semi-definida poesitiva. Temos entao di~

retaments de (210}

4EQ) L 4 g
0
Az o
G40 ' | SNEITS

gﬁs Q) = 0

Estas condigoes generalizam av caso matricial as condigoes classi-
cas de Kuhn-Turker, Formalmente sio idénticas na medida que a matriz de varia
vels dusis associada 3 restricao semi-definida negativa @ semi-definida posi-

tiva. Ademais, seu produto escalar com a mesma restrigge & nule,

Como podemos notar, a determinagio do par A, 0 que satisfax {212}
apresenta sérias dificuldades sobretudo devido 3 relacio (2113, Meste sentido

& necesgaric considerar-se um procedimento iterative como aste apresentads 2

geguirsy

Fasso %‘: Estabeleca arbitrariamente aj gy =1 25 sees &

Passo 2 t Seja Qy a solug3o prima do problema relaxade

min £{0Q} .
(213
TR EieE;s0 551,200, K
Passo 3 : Determine Eray B selugao otima de
zk$i = max g?ng ' | £2143

EeT
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Passo 4 ¢ Se Ay, €0 parve, Q £ 3 solugie dtima procurada. Caso contrarie

faca k + k+1 & velte ao passo 2,

ApDs a comvergencia, a matriz dual definidaz em {211} pode ser ewa~
tomente calculada em funcg3e das variiveils duais associadas a cada restrigac

de {213}, ou seja

L

R
“ Y

{2153

imso
. Mr
Ma\

Uma pequena. consideragio, referente a convergéncia deste algoritmo,
deve sér feita, Supoundo que £{-) £ convexa e que existe p € §$ arbitrariamen~
te grande, porgm finite, tal que {Qui € p entaoc de fato gualquer elemento li-

mite da sequencia {Qk} converge para a solugao btima de {208),

Numa iteracac genBrica k =p a Gltima r&stfigae zn&roduzléa e

{233}, i; Qg < ¢ pode ser reescrita na forma

p max p

E Qf (Q PR € q, £ - . (218}
¥ P : o ‘
que deve sar satisfeita en qaalqﬁar'itaragge subsequente [ RN n, porbanio

(@) < & (Q - QE,

mzx P

Sq 21

ipplicando que para p e & tendendo a infinito o lade direte de (217) tende
para zere e consequentemente gualquer elemento limite da sequencia {0} & fac
tzb'v&ie

Uma aplicacac importante destes yesultados teoricos & na determina
gao de uma lei de controle descentralizado com porma minima para a sepuinte

classe de sistemas dindmicos interconectades
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o
x -

1,2, 000 £218)

i, s T

S 1 A ' .
onde x; e R 7y vy, e R 7, u; € R i=3, 2, su», N. Por hipotese todos os pa-
Te8 [Aig Bi] sae controlaveis e todos os paves Eﬁig Ci} s5a0 observaveis, @O

sistema global @ descrite pela equagac diferencial linear

%= (A +BLC)% + Bu - - £219)

onds A & bloc diag {ﬁp sy &N% B 4 Biloc &iag{ﬁls . Eﬁ}, L 4 bloe -
diag {iﬂ?z&”“s Cg} e & matviz L, chamada matyiz de interconecgac & formada

neios blocos Lis isto &

O Ly e Lyy

i, = : : . {22&?
LNI. BEER GG R E}

o problema que se coloca refere-se 3 determinagac da lei de contrele g = ~Kyxy

P =1, 2, seey B de tal forma que {219) sejls assintoticaments estavel,

-

Toprema 13 ¢ Sejam @ e R matrizes simftricas definidas positivas. Entao com
g o= ~Kw, onde

¥ = 3 iptp ,
. - (221)
A'P + PA - PBRB'P 4 €'QC = O

o sistema {219), em malha fechada, 2 assintoticamente estavel se

0 - L'RL » 0 . (222)
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P v 3 g o #
Prova 3 Com as hipbteses de controlabilidade e sghservabilidade consideradas,
v Z uma matriz sisftrica definida positiva com a qual podemos cobter a fung ao

de Lyapmov v{x) = x'Px. Entae
S0x) = x {(A *+ BLC = BK)'P + P(A + BLC - BO)}x

= x {-C'00 - PBR™IR'P ¢+ C'L'BP + PBLCIx (2233
somando e subtrainds a guantidade C'L'RLE, ven

vig)y = =y'{Q - LIRL)y ~ x'G'ROx
g -y'{g -~ L'RL)Y . o . : (224)

onde G Aye - r7le'p, pPortanto v(x) £ 0 V x € %%, 1sto prova a estabilidade
do sistema em malha fechada. For outyo lado, com u = «Kx a solucao de {219) 2
xft) = expl{(a + B ulx, nao existe x, # 0 € 2" tal que v{x{t}) =0 ¥ e 30

pois neste casq teriawos

3 ' .
x; B TE pipg ATBOYE %, = 0 | : R
: : . . ' {22%)
2 : _ .
x; ﬁ{A@B@) 2 CP g~ LIRLYC eiéﬁgg?t %, = 0 ' ‘

e consequentemente C cexp{at}x, =0 V £ 200 que g uma impossibilidade pois

o pAY fﬁy C} % shservivel, Iste encerra a4 prova do teorema proposto,.

¢ i{mediato wverificar-se que exigtem infinitos pares G, R que satis
fazem a restrigas matrieial (2221) e ademaiz garanten a astabilidade assintori
ca do distema em estudoe, Devemos entan escolher o melhor pay oom un eyitario
gualquer gque pode ser aquele gue fornega a matriz de ganho K com menoy norma
possivel, Isto sem dirvida facilita a implementagac pratica da lei de contro~

1z obrtida.

Pinalmente & jmportante nolarmes que se escolhermos Q ¢ R matrizes
bineco-diagonais entho em (221} sO intervirao matrizes com esta esirutura &

consequentemente teremos K com a estrutura deseiada.

ne {221} wem imediatamente
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PRE < 8RBy 19l
-} . '
£ §E "1 IBY wmax £ I %, (228}
XQQT

Porem, para todo x, € I' repos {ver o estudo sohre a EHIB)

" .
xé FR min j {y*Qy + u'Enlde

£3
£ B3 min j'ﬁ{wygy + ufulde
3 . :
< IRt __x; Px, 3 YV ET (227

onde ¥ 4 16I/8RY e P & a solugao definida positiva da eguaciio de Riceati
AP 4 Pa o~ BBB'P eycc=0 - (228)

aybstituinds (227} em {226) obtemos um limitante superior para @ norma da wa-
triz de ganho, na forma: |

KT € IR IRTNR 1BY EF | k (229}
Devemos escolher as watrizes ¢ 2 R de tal forma gque o Lado direito da desi-
gualdade acima seja minimizade, MNeste seantido, cbservamos dque P depends de Y
de forma particular, De fato, deternminande a derivada 4P Jdy para ¥ £ ﬁ CoTE
clulmos gue se trata de uma matriz semi~definida positiva e conseguentemente
g%g serk tanto mency guanio menoy £5r o parametro ¥ £ Q%g Este fato Torna apa
rente a escolha de R = I {identidade) e ¢ com a menor norma possivel sujeita
obviamente 3 restrigao matricial {222) a gual garante a estzbilidade assintoe-

t+ics do sisrema pm malha fechada.

A determina§§@ de tal matyiz § passa pela solucao do seguinte PO
blema de otimizagao
min _5{.}32

{230}
Balle I.&giﬁ - Q v;‘g Q
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sendo que ( deve apresentar uma estruiura bloco diagonal, ow seja O = bloe
&iag{Qz,_sz oo QN}“

Este problema & essencialmente do mesmo tipo gue (204} e partanta
pode ser resolvide pelo algoritmo ia apresentade o gual deve sofyer aigumas
nodificacbes para tratar a restrigio L'L ~ § £ 0 no lugar de 0 € 0,

vinalmente, devemos enfatizar que escolhendo a norma Fuclidiana ®

N .

) - 2 .
sendo § uma matriz bloco diagonal entao ﬁQEQ ] E iﬁgﬁ ¢ « problema a seyx
' : ' L=l

resolvido no passo 2 pode ser decomposto em N problemas totalmente desacopla~

dog.
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CAP. V : ROBUSTEZ - CONTROLADORES OTIMOS -

Rebustez & uma propriedade extremamente deseiavel em sistemas de
controle pois traduz sus capacidade de funcionar {no pressnte case, manter-se
esravel) mesmo quando a lei de controle seja determinada 3 parrir de um mode-
1o simplificado, isto &, que apresenta diferencas em relacdo ao sistema Flsi-

oo real.

o

Um grande numero de trabalhos foram produzidos sobre este tema,
considerande sobretudo, sistemas lineares com Indices quadritices ouw ainda
mais recentemente, sistemas nac lineaves., De maneira geral, os aspectos de ro
buster estudados, dizem respeito 3 variacoes nos ganhos de reaiimen&aggwy gue

tentam explicitar dificuldades de implementagao pratica.

3 i Lo * ’ g %
Muitas das condicoes de robustez s permitem uma anilise "3 pos-
teriori® das sventuais perturbagees pols dependem explicitamente da solugso

do problems de controle otime consideradoe.

Entretante, para ume classe particular de sistemas nio lineasres,

ohtemos uma condicao de robustez {relativa a estabilidade assintotica do sig~
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rema em malha fechada) que uwao depende  da solugac otima do problema proposio
e por conseguinte permite uma analise "a priori® das eventuais medificagoes

introduzidas durante s fase de modelamento.

pentro deste contexto, podemos deixar de coansideray, para sfsite
de caleulo de ganho de realimentacao, as paries epmplicantes do wodelo, eyi-
denciando se possivel, algum pipe de decomposigac que favorega e simplifique

sua determinagac.

V.1, Estabilidede e &

Seja o seguints problems de comtrole niimo, onde % € 2 & o vetor

de gatado 8 v € 78 2 5 yetor de contyole

Lo

win §' {ﬁ(x} + %-uiﬁu}&t-'_ o .
- iy | | . . (231)
Haits . . )

*

% u alx) + R{ﬁ§nf

Asgumimos que af{l) = 0 =2 que o ohietive 2 reguiar o sistema em oY
no da origem. Heste sentido, o indice de desempenho considerado em {2313 deve
satisfazer '

{0} = 0 3 qixy » 0 ¥ x ¢ O

' {232}

B gt B g
Aiam\dissmp assumimos que, pelo menos em  uma vizinhanca da origem do espage
de estade §1, a equagao de ﬁhmxitﬁﬁwjaaﬁbxwgailman associada a {(231) admite

una solugho sstacionaria, ou seja

min Hix, v, v, (21} = 0 ' . £233)
u .

tome vimos anteriormente, a lel de controle resultante da minimizacae indica-

da acima £ da forma uft) = u(x{t}} e dave satisfazer
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q{x}y + é-n€x§*ﬁu€x} v (0 alx) ¢ BQu)) =0 (2343

Georpe entretanto que devido a {232}, a funcao vi{x} & definida po-
sitiva e pode ser considerada, portaste, coms uma candidata a funcao de
Lyapunoy associada so sistema em malha fechada. Devivando-a en relagzo 20 tem

po e gsanéa £234% wem
() = v () T alx) + BEOu)
_ 1 ;
S A Bl Ru{x)
« 0 yvaef o - o | {235)

Esta desipnaldade nos permite concluir que & origenm & um ponto de equilibrie
sssintoticaments sstavel, Ademais, seu dominio de estabilidade pode ser ggbi~ -

mado com vi{x) resclvends

o (s e tug. vm <8 =min WO} (236)
_ Exdql S L

onde . 30 denots o contorno de {i.

A importdncia deste resultado & aparente. Sob bipGteses extremamen
e fracas, a solucao da FHJB estaciondria nac & fornece a lei frima de reall
mentagac mas tambem uma'fﬁngga de Lyapuncv que permite estudar z estabilidade
assintBrica do seu ponte de equilibrie. Quando £6r o caso, permite ainda de-~

terminar uma a&timaggo'dc sey dominis 42 sstabilidade.

R b . r N ik
Por sstas razoes esta fungasc parece S&r & mails natural e sers uwsa~

ds exaustivamente no estudo de robustez de reguladores otimos apresentade em

seguida.

Suponha que um determinade sistema fisico £ wmodelado segunde
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(231) que nos permite inclusive determinar a lei de controle realimentado

u{ey = w{x{t)’.

Ocorre entretanto gue no processo de modelamento algumas singplifi-
cacoes foram introduzidas de tal maneira que 2 possivel prever que a lel de
zontrole determinada nao poede ser exatamente implementada na pratica, Durante
o processo de otimizacae nao foram incluidas perturbagoes aditivas no contro-
le  as quais farao que © contyole, na realidade, assuma a seguinte forma, com

oy = .

uf{t) = p{x{L}) %.éx{x{t}} - : | 2A

o problema que sa coloca ¢ determinar a classe de perturbacees ${-)} que nan

destroem a estabilidade do sistema em malha fechada,.

Ueilizands a funcas V(x) coms uma fun we de Lvapunowv assceiada 3
& ¥ ap

uma trajetoria genérica do sistema perturbado temos:

900 = v (' (alx) + B (G + G0N

m%@ﬁﬁ@ﬁ@«q@)wéﬁwmgwi (238)

p conclufmos que a estabilidade assintBtica do sistems parturbado estara asse

gurada, inelusive ool O mESNO dominio de estabilidade ﬁ§ se Bi+} sarisfazer
v, (x) BLOP(x) < qlx) + @% u( 'R ulx} ¥ xe il {239}

Fica aparente que esta condicac de estabilidade i3 ha muits tempo
g G s 3 P
conhecida, sp pode ser testada "3 posteriori” ou seja, apbx a solugao da EHJB

estacioniria quands entis w{x) e consequentemente ¥V {x] sao disponiveis,
\ . o & :
No caso limear-quadritico, com alx) = &x} B{x) = 3 (constante} e

1 - ' - > '
glx) = = x'0x a fungao w{*} se reduz & uma forma quadrvatica, 1500 g
w{x} W'% 'Px onde P £ a solugap definida positiva da equacas de Riceatd,

Com algumas manipulagoes algfbricas em (239} obtemos uma eondicao
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suficiente sobre P{+) dada por

I o X Tmin - | (240)
g% § 2 hgatEl

Poopera 14 1 O ponto de equilibric (origem) do sistema em malha fechada, com

o controle perturbade {237) & assintoticamente estavel, com dominio f5 se

g (x) > ,%, $x) 'R H(x) vxel (28

Provg ¢ Considerando v{x) como uma fungac de Lyapunov e derivando-a em rela-

¢io 3 uma trajetdria genérica do sistema perturbado vem
Y = v () alx) + B0 (u(x) + W) |
VBV - a6 = 2R W (26D

que nada wais 2 que a condigao (238) ia obrida. Entretanto, levando em conta
a condicho necessiria de otimalidade da minimizagio do Hamiltoniane indicads

em (23332 ) _ : _
v (%) 'B(x) = -p() 'R _ {243}

podemos rRescrever {2%2}'na:§ormaz
U = ~qlx) ”““‘% xR u(x) ~ 'R Wx) 4
L CERCREE SRR . (244

que pode ser facilmente fatorada, ou saja

Wx) = ~q(x) %‘é B0 TR PO) ~«§ () + YOO ROKR) + ()

< *ﬁﬂ4§¢%NRWﬁ
< 8 ¥Yx € ¥ . S {24%)

sends gque a ultima desigusldade decorre imediatamente de {241%, 1Isto prova o
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reorema proposlo.

Hovamente, a titulo de comparagad, podemos particularizar este ye-

sultado para o problema 1inear-quadratico ja definido. Temos

gf{x) = 1 x'0x

3 -% A (@ 1xE (246)
¢ tasbem
| | ., |
PO TR Bx) € ﬁmaxik}<éiggﬁzé> B - (247)
1% . -

o que nos leva a8 sbter de (241} ama condigao suficiente sobre $(+} que & dada -

~ por

3 12
p¥(a g, _min

1% 1 142
Xmﬁxéa}

(@ -
(248)

Como vemps, esta condigao independe de P, solugan da squagac de
wiceati, De fato, (248} depende exclusivamente do critfrio adotado e deva sex
favada em conta para garantir a estabilidade assintbtica do sistema em nalhs

fechada quande submetide a perturbagges de amplitude limitada.

Ao desejarmos considerar perturbagoes raly gue .

Sup LiACI ) NP - o (249)
zeft Bxd

a a 2, W g 2 ¥ = .
basta definirmos o critérie (231) tal que Amin{Q) Y ﬁmaxiﬁ} e 4 estabilida
de sstara assegurada. # claro gue esie MEsHo raciocinio nau pode ser feito

com (240} devido sua dependencia explicita com & selugac da equacao de

Riccatbis
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Ademais, gevalmente a candigga {248) & menos restritiva gque {2403,

este fato & ilustrade no exemplo seguinte

Eremplo 4 : Conmsidere um problema linear-quadrdtico com

E"ﬁ 1] . Je - hoe
A w ; B = : Q=g 3 Ro= {1]
o o 1 o 1
ﬁnﬁa q & um escalar positivo a sex varxada‘ Heste case a aon&xgam (240) impoe
que 1};{}&3{{%?§a{2i§8} impoe que @()ES(% Y,) onde §.(«, ») indica
um s2bor  Bo planﬁ BELY, ®e. Da figura 3 abaize wnotames que  para  todo
q ¢ @&@WP
Yo < ¥
13 w 1f2
im ¥, H

o

1im ?r m e
%*Wm

Fip. & = Comparagso das condigoss de vobustez,

e
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o que mostra gue neste exemplo simples a nossa condican de estabilidade (248)

o - * * + # .
® menns restritiva que aquels ja bem estabelesida na literatuva, De fato

8.0, Y,) & 5,00, v) v e [0, +),

Vel

Wl s §ﬁmﬁ§ﬁiﬂm -

Bm muitas situacoes, sobretuds nagquelas que envolven sistemas dind
micos noo linearss, a soluchc numérica da EHJB estacioniria pode tornar-se

extremamente difTcil e cousequentemente onercsa do ponto de vista computacio-

nal.

Por esta razap {entre outras) tende-ge a simplificar os modelos ma
tematicos de tal forma a wigbilizar sua solugae wmesmo, que para isto, seja ne

cessBrio incorrer em perda de otimalidade.

£ preciso entretanto garantir algumas propriedades basicas de pro-

jeto, tais comol

# Eztabilidade sssintdtica do sistema em malha Fechada, o que  garaoie’
sen funcionsmento numa vizinhanga de um ponto de operagac pra-estabes

lecido.

% Uma estyutura desejavel da lei de contrele, de tal forma a posaibili=

tar sua implementagio com boa velagho custe/benefleio.

Os aspectos de yobustez estudados podem ser aplicados neste con
rextn, Deliberadamente, deixamos de lade certas partes "eomplicantes™ do mode
1o de tal maneira a simplificar sua solugao mmdrica e sp mesmo tempo garanti
wos a pressnga das propricdades bhsicas essenciais anteriormente descritas,

Seja um sistems dindmico interconectads, composto de N subsistemss

linsares

$ 1, 2,00000 £250%
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ende xg, ug denotam respectivamente as varidveis de estade e de controle de
cada subsistema, Assumimos que a watriz de interconatcao -L{x) 4 {&iéix}

i‘”}ag TEE H # img"? Ty N} satiasfaz

Sup fL{x}} <y <= (2313
%

como anteriormente comentado, ao fixarmos algum Indice de performance, a solu

¢3o da EHJB pode ser diffcil na medida o sistema global {250) & nao-linear,

Entretante, se deaprezarmos as interconecgoes . entve subsistewas,
isto & considevsrmos vy =uy iw=1, 2, vue, N, obtemos ¥ subsistemas desaco-
plades. Ao introduzirmes um Indice de performance aditivamente separival &
vossivel determinar-se simplesmente uma lei de controle estabilizante {para o

sistema real, com as interconecgoes) e com estrutura descentralizada.

Teovema 18 3 A origem & um ponto de equilibrio assintoticamente estavel de
{250% com o controle descentralizade

§

Ye{ma} » ~By Py o
i1
R * . 252y
3 3 . 2z

Ay Py v By Ap - Py By By Byey I3 =0

Provg : § uma consequéncia imediata do teorema anterior. De fato, defininde
| alx) & ploe diég{&l, Ags wavy Ayt
B{x} 4 bloc diag{By, oo Byl ' - R L %)
gm=qf 3 R=1 |

aotames que a solugio da BHIB € do tipo

% {2543

A N |

] 1 R
V(X}m }: ‘%‘”Ks?

i
Resta portanto determinarmos o parametyo g > 0. Com p{x) » L{x)x, a condigao
(248) impoe jL{x3y < Ygq que pode ser sempre satisfeita, tendo como base

ﬁﬁﬁi}g_asaeihan§e q ﬁ'ygw Conseguentemente 0 € ﬁﬁ = ﬁﬁs w qui prova o Ltesrems
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proposte, : .
Em sepuida passamos a descrever algumas apiic&§g&$ praticas deste

s de outros resulbados tebricos velatados anteriormente,
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CAP, VI : APLICACOES PRATICAS

Kosso principal objetivo neste capitulo & apresentar alpuwmas apli~
cacdes praticas, realizadas com sucesso, dos resultados tedricos anteriormen~

re obiidos,

Estes exemplos sac lmportantes pois evlocam em evidencia algumas
pavacteristicas fundamentais dos diversos metedos introduzidos neste traba~
1ho, De fato, quando 08 comparamos com oulres disponiveis na literatura, veri .
ficamos uma malor simplicidade e eficifncia numdrica na determinagae das leis
de controle bem come uma waior precisae na pstimagio de dominios de mstabili-
dade, Isto indica fue as fungoes de Lyapunov aqui adotadas spo maiz adequadas

a0 astudo dos sistemas dinamicos em consideragso,

Gem entrar em aspectos tedricos desnecessirios, 7 fmportante anall

sarmos este uitimo fate & luz dos exemplos numpyicos resolvidos,

¥m todas sles, o ganho de realimentagao @ a fungao de Lyapunov,
sssociada so sistema em malha fechada, sho ebtidos conjuntamente # partir da

solucao da EHJR que no caso 1inear~quadritice se reduz 3 equa ao de Riccari,
ig o &
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Desta maneira, ambos s3o resultantes de um mesmoe processe {de otimizagac) o

que parvece ser decisive para aumentar a qualidade do resultade finsl,

¥1.1, Sistemss o Esteeb
Consideramos dois sistemas dinBmicos nao lineares cujes wmodelos

950 deseritos por equagoss diferenciais que podenm ser eseritas da seguinte na

neira

im1§2$$asg§ ’ {zsa}

que foram objeto de estude no que diz respeito A suas propriedades de robus
tpz, guande sujeitos 3 perturbagSes aditivas na lel de contrele {intereo-
necgoes). '

¥m principio, o resultade fornecido pele Leovewms 1% & perfeitamen~
te aplicivel e pode ainda ser generalizade para levar em conta dois aspectos

adicionais.

¥e primeiro exemplo {Large Space Telescope), a matriz de inteyco~

: L s " i L b, % é& # ¥
necgio & Iinear em relagio # x* % [x; ... x] e copsequentemente

Sup JL{x}} = =+ {256}
-4

inviabilizando de imediato a determinacae de v g R, conforme {231%, Para eli~
minar esta dificuldade podemos definir o comjunto fechado {por hipﬁtesa) para

metrizado em ¢ 3
Pyl = {xsﬁ t.g. IL{x3I1 2 ¥} {257}

gue faz com que o beorama 13 aontznu& vhlide nao mais no B° {eﬁtahllxd&&e glo

bal) mas sim nmo seu interior ou seja 0 £ My} < 4, Alem disso, podemos esti-
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mar o dominic de estabilidade do ponto de equilibric resolvendo

0, % fxe R g, v g Temn WO} (258)
‘ Feal® '

onde 3T denotz o contorne de I'(y) para algum v £ B, fixado,

Hormalmente, a de%&:minaggm do dominio Q. definide em {258}, ?aﬁsa
nela solugao de um problema de otimizacao nap conveze que deve ser vesolvide
numeriaamnnae por gualquer mbtodo aplichvel. Entretanio, nos casos em que
L{xy & Linear ewm relaga@ 3xe % evix) & qnaﬁratxcas sua solucac @ aﬁaixtxw

ca, De fato, seja L{x) & {iljix} Qijx $.5%1, 2, cuey B} entao

Lot € Tr {100 LGt

1{2

{x*wx} vxeR | (259)

ands

gl

N : | |
§ 3 Q o : - {2603

i=1 3 : : .

C@nsequaaaemanteﬁ a minimizacao indicada em {258), que permite definir 7 & B,

g2 reduz a

27 - min{ «'Px s.8. x'Wx = ‘*?’2_} - | {261}
%

"

e 3 partir de suas condigoes de otimalidade vem imediatamente

2y = yPmia{} t.q. det(® - W) =0} (262)

Conclufmos entdo que para determinarmos T, basta calcularmos o menox valor
principal do feixe de matrizes simBtricas P, W, Como P 2 estritamente defini-
da positiva e W & sempre semi definida positiva entan este numero sera posi~

Tive.

0 segunde sspecto importante diz respeito 2 sscolha da matviz Q em

{253}, Nao & necessiric tomé~la come @ = gl. Supovha gue & matviz de intex
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conecgao £ de tipo

L{x) = bloc diag {ni{xé')! AL mL,2, ... ,0) ) (263)

entae podemos considerar % bloc diag{qi i=1, 2, s.0, N} onde q; € R, .

risfazen §Li€xj)§ £ ?EE = yi 5 que nos permite concluly que

H o
?i?{j} . 391, 2 000588 _ {26k
F ' _ :

reyy &

Ademais, sendo v{(x) aditivamente separavel entac o dominie de estabili-
dade @, pode ser determinado resolvendo-se N problemas desacoplades, lato

e

&3

v o= omin {v(x) s.a. xeg 3}

= min {7} (263)
onde T, Pml, 2y savs % sao dados por:
E 4 min {w: (%) 8.8, X; 8 ar. } - {266}
i i~ MR 4 i

tevando em conta que as dimensoes dos subsistemas sao mulfo menores que a di-
mensae do sistema global, a formulacas acima contribul para sloplificar o c%&

&u}a de Qt&

Exerplo 8§ {(Large Space Telescope) : Trata-se de um modelo desenvolvido por
8iliak e diz respeilo 3w case veal, Um corpo no espago, ralacionado & tres
pixos coprdenados (x, y, ), estd sujeito 3 sgao de forgas gravitacionais.
Tres atuadores de forga estnn s eles scoplados e podem exercer esforens nag
divecoes dos rr8s eizos (%, vy, 2}, O modelo dingmico de 82 prdem pode ser

escrite na forma {equagoes de Eulex):
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8, * bxaxﬁyez = bfx
. Ca L - | (267)
By * bya,0.0, = byiy | - |
g, * b,a,0.8, bofy

onde {8, § o 8.3 indicam os deslocamentos angulares e (£, fy§ £ indicam
as intensidades dos ssforgos nas &1re§aas dos eixos coordenados. 08 parame-

o o MM dependem da peomatria {momentes de inercis relabtives a cada

tros
gixey & dos atuadorves utilizados,

ns valores numéricos fornesidos por 5iljak 580 08 Sﬁgmlﬁtﬁﬁ

a, = 0.0026 by = 85,62
ay = ~0.064 by 13,69
ag = 0.061 b, = 13.21

0 abjativc_grinﬁipal # determinar vealimentagOes locaiz {controle deﬁceﬁtra%i
zado) de tal forma que o esforgo produzide em cada eixo so dependa do desloca
wento & velocidade angulares relatives aquele eixo. Com o 5i$tema“assim com
trolado detsrmpinamos o dominio de estabilidade asscociade ao poote de equiii-
bric (8, 8, 8;) = (0, 0, 03,

Defininde as varilveis de astada Xi & fﬁxﬁ ﬁx} xz & iﬁy$ ﬁyj§ Xg & {825 32}
e as variaveis de controls wy 4 Ef%}, iy & EE?]t gy W Ef ] as equacoes (267}

poden ser veescritas na forma {(255) vom H = 3 e

¢ 1]
&
Ay = A, ® A, S
1 pi 3 0 o0
0 R o
B, & . p, & 3 By w {2683
i ® Z ) 3
by . by by

£ racil verificar que a matriz de interconecgac acima definida savisfax



e

£263), A partiy do teorema 15, comyy = 0.8, v = 0.8 e yg = 1,01 ohiemoy Qé

controles descentralizados
wydng) = ~[0.894 0,906 ] x,
Bylxy) = ~[0.894 0.965]x,

;zaixsg = -[0.100 0.159 ] %,

~ _ . : .
e as fungoes de Lyapunov s () W’E’xi Py %y i=1, 3, 3 onde

" 010 0,010 ]
By =

| 0,010 0,010 |

_ [0.863 0,063 ]

}_32 o L

| 0,065 0.070

T 8,016 0,007
?3 >4

0,007 0.012 ]

Finalmente com {265) vem 27 = 1.64 = min{2.25, 96.92, 1.64} o gue nos permite

sserever o dominio de estabilidade na forma

' .
i P x&h "s inﬁé} {Zég}

' 3
Q2 4 {x e ﬁﬁ Eotla ’z ®
_ _ § o

1 *

Para efeits de cowparacdo com oubros resultados 32 existentes na literatuza,
na figura seguinite apreseniamas a int&rs&cgge de f, com o plano iﬁyﬁ'éy§ ou
seja Q'{x £ Qf' teqe Xy = Xy ® U},

O subeconjunte ﬁz f@i escolhide por ser aguele gue apresenta & menor area pos-
efvel, Mesmo assim sua Area © mais que duas vezes malor que aquela estima-
da pelo melhor método at@ entdo existente na literatura.

Ademais & impovtaste citar que denire O3 werodos analisades, este agui propos
to & o mals simples e pode ser intelvamente automatizade com o muxilio de

computadores digitals,
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Ezemplo 6 (Péndulo. Compoeto) @ Tratamse de um modelo niio linear de 4% ordem
desenvalvide por Lefevre, Richter e DeCarlo e diz vespeits a dois pendulos
acoplados entye si por um dispmgitivc iinear, As varizveis ﬁi # %2 medem o3
deslocamentos dos pendulos em relagae & vertical, O controle 8 exercide por
duas forgas externas Iy e £, que sas aplicadas nas massas. O wodelo global

pode ser escrito na forms
et m. 2 "
6y + 28w, + w” seny = £,

§2 ¢,2€wé1 * mﬁ senﬁz # fz

(270)

onde fica apacente que os dois péndulos sao identicos. Defininde as varia-
@fﬁ T * 5 .

veis de estado xy = [&1§ 31}§ x% 4 {82, 82] 2 as variaveis de controle

uy & Efzj& Uy 4 [fgj podemos reescrever as equagoes acima na forma (253) con

giderandn H = 2 =2

G I
: LU
A 0
B san o ' E
- w2 ! 4] & w28
A 81
};(K} = ’ . . 2 BeT @2
3 mZE T - W 4

0s valores numiricos utilizades foram © = lrd/s ¢ £ = 0,05, MNosso objetive 2
determinar wma lel de contrele descentralizada gque atue isoladamente e gque sb
dependa das varisveis de estado de cada péndule de tal forma que o sistema
global seja assintobicaments estavel.

Ao contriric do exemplo anterior, defininde v & 72 , a desiguaidade em {251)
estard satisfeita, o que nos leva a utilisar diretamente o rasultade do teore

ma 1%, Be fato.
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Sup 1L{x)} = (L{ON

x .
A
wzzi + Qgi é
i

= /1,01 (272)

1/2

o~y P e R o -
em consequencia a origem g um ponbo de equilibrio {imice) globalmente, asslm-

toticamente estavel, Os controladeres descentralizados sao tals que

B

ux) = - (L4 22]%

#1

Hyfxy) = = (1.4 zi,:z}xz.

Nas figuras segulntes mostramps ume simulagdo vealizada com o sistema em ma~
1ha fechada., © sistems inicis em £ = 0 com uma condigao inicial ég{@ﬁ # 0 e
evolul sem controle até t = 40s quando entho o5 controladores sac conscta
dog, Hos 3 éégnnéﬁs seguintes os dois pendulos atingem suas posigoes de equi-
ifbrio 8y = 63 = 0. | | |

| SR & VUHCEVIC

iz
Fein SABERE & WHALE

J ot e HEtodo aqui proposie

-85

Fig. & = Representagcao prafica de Qz considersndo tras

43 ferentes metodos,
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&y
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Pig. ¥ -~ Trajetorias de int} e 82{€§ {rad.d.

onsideramos o chamado problema de controle carvgal Frequencia (UCF)
senda a lei de controle restrita a duas estruturas distintas: descentralizada
¢/ou vealimentagdo de safda, O algovitmo utilizado & aquele apresentado no ca
pirulo IV, -

. Duas areas igueis de potdncia, interligadas entre si por weio de
uma linha de transmissBe, devem ser controladas de tal forma que os seguintes

vequisites sejam satisfeitos
% Em regime permanente a variagac da frequencia em cada arsa e a variagao
do fluxo de poteéncia na linha devem ser nulas,

% Como consequéncia, em regime permanente, cada Avea deve suprir sua proe

pria demanda.

% Cadg Ares 85 pode ser controlada 3 partiz de medidas Iocals efetuadas.
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Hao & permitida a troea de informacoes entre 3reas.

# 0 Ganho de realim@ntagﬁa dave ser independente da pertuxbagﬁn na deman-

da considerada uma funcao degrau.

0 modelo linearizade, propostoe’ primeiramente poy Elgerd e Fosha,

. * * * )
neste caso {areas iguals) pode ser escrito na forma

F

AR + AEg = be(hgg - Adp - Ady)

X

It g + gy = bz iw1,2 (273)
T Ab, ¢ 3. W AW, - ToF A,
TR 3 £ 3

onde, em relagde ao ponte de operagas considerade, éfis 88:, Ads e ﬁ@i
. . w # B & S & )
i=1, 2, representam respeciivanenie oS desvics de freguencia, potencia gera-
da ¢ demanda em cada 4rea e o desvio do fluxo de poténeia na linha, Temos

ainda

z&é,}; 2 “{1@2 a ?12 3; f}-f}‘ dt“‘f ﬁfz dt% i {2?&}

P x g . I3 o
Yma outra vavizvel imporlants e que sera usada para definirmos as estruturag

de eoptrale & o chamado erre de controle de Zrea assim definide

no; & ag, + B A iw1,2 (275)
oande gf & h;i + r;1* Em principic, o sistema acima pode s&r'cmmplatamﬁata des
crite por 7 variiveis de estado, entretanto, duas ocutryas sao necessarias {{a~
regradores) para podermos consegulr savisfazer os vequisitos hisicos anteri@g
mente descritos, Neste sentide, para efeite de chleulo da lei de controle, as
perturbascoes de demanda em cada area ﬁ&i iw=l, 2 nao precisam ser conside~

radag,

Ao definirmos as varibvels de estado & controle relativas a cada

subsistems (Breas)
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¢ A
Xi b {j &@6&’&3 j ﬁfiﬁtg éfi* ﬁg_i§ &ziE
A {=1,2 (276}
ﬁi {ﬂwij

) L) “n a L3
notamos, gue devido a (274}, uma das svas componentes pode ser eliminada @

tamos anias

x* & {j ﬂ@zdtg \g Afqde, Afy, Bgye &zig ;&fzétg

9. &fzy ﬂgzg &22} ’ . {2??}

ot B {mlg %}

Dests Sorma, as equagoes (273} podem  sex reescritas na forma padrdo
% w Ax + Bu onde A e B sdo matrizes de dimensces apropriadas determinadas ime

diatamente, a pavtir dos valores aumericos fornmecidos por Elgerd e Foshas

-

Tg =20 seg : T, 0.3 seg 3 1, = 0.08 seg
Ty = 2.4 Hz/puM by = 120 Haz/puMW
Tyg ™ 1,545 pudifiz 3 3§ = 0,425 pudllfiz
Em seguida, apresentamos varios resultades numericos relativos & este proble-

ma que foram obtidos com o método descrito no capitulo I¥ {equagas de Riceati

generalizada).

Exemplo 7 {(Conirole Carga/Frequéncia) @ Consideramos, para efeito de simula=
cao, somente uma perturbagac do tipn degrau na demanda da area 1 com inteasi-
dade Ady = 0.0L puy {20 ¥¥)}, Tr8s casos foram resolvidos

Cagos 1 - Reslimentacan de estade centralizada onde cada Area tem inf@rm&gga 8

respeito de todas as varifvels de estado do sistema global (ver fig,



8y ohtemos pix} = ~%*x onde

0.7%

$é

”e«?l

0. 30

0,70

0.93 1.30

0,06 0.03

0,36

0.

0.7

.30

106,

g.06  0.03 Q.

0.93% 1.30  0.30

& el @ il 3
# « Realimentagac de estado descentralizada onde cada ares s0 tem infor-

e " a a ol & . B
magae a respeite das suas proprias variaveis de sstade {ver fig. 93},

Obtemnes ui(xi) = =K%y onde

E

vetor de saida global, assim definido

U Mg dr, Agy, f&&zéﬁg -%ﬁ

Temos entdo y » Cx onde © & umg watriz de dimensao apropriada faeil~

A
..y =

tnza03)
o

. »2.49
~ 550

~% 8

=1L

~TRE g

1

" Bneiines B3

w358

e

{Sag.}

Fig. 8 - Desvio de frequéneia, caso 1.

p =Ky & [0.71 0.4 1,00 1.30 0.31]

Case 3 ~ Realimentac3o de saida onde cada rea tem informacao 3 respeito do
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mente determinada fver fig. 10}, Obtemos nsiy} w -Gy onda

1.40 2,80 0,93 0,11

]

6= _
‘ 0,93 0,11 1,40 2,00

£ {mportante adicionar gque foram utilizadas a5 mesmas matvizes § e R pro~
postas ne trabalho oviginal de Elgerd & Fosha e qua no passo &, o paranetro

£ ow 3,001 foi utilizado para detebar a convergéncia do metodo que sempre se

vert floog,

Consideranos um prabiema de controle otimo, envolvendo uma estruty
ra meeAnica delgada D que sofre agao de forgas externas de controle de manei-
va @ amortecer rapldamente eventuals vibragoes. Trata-se de wn sistems a paé%
metros distribuldes que 2 portanto descrito pox uma equagae diferencial a de-
rivadas parciais | | '

P

N X{p, £} + w2E o s, 0 (278}

'3&:2

que estd sujeita & condigbes de contorno e deve ser satisfeita para Lodos
p £ D (pontos do seu dominio) e ¥ t 2 0. Respectivamente denotamos X{p, £) o
deslocamento do ponto p €D ent 2 0, £{p, t) a forga distribelda externamen-
e aplicada, M{+) 2 massa distribuida ao longo da estrutura e N{+) um opera~
dor linear envolvendo diferenciais em relagao aos eixos coordenados asgocia-

dos 2 estruburd.

As infinitas autofuncdes éiia} i%1, 2, »e. oOYtonormals gue sa~
tisfazem N, = wiﬁ&i {w; % chamade de i-esimo modo de vibragae) permitem es-

erever a solugso de {278) na forms

X(p, €) % 6 (pxy(£) | (279)
L
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o conjunto de fungbes ortonormais {$;)} comstitue o chamado sistewa de coorde-
nadas modais. Hestas coordenadas, as fungoes x;{(t) sao solugoes de um conjute

ro infinito de equagoes diferenciais ordinarias
Xt{t} + ma X*(t} e f {t} imiyﬁyswe {28@}
onde n i~ésima forca modal & dada por

fiit} g f @ifg}fig§ tid g o  _ R ¢:73'
: 3] ' : '

Praticamente, a acso das forcas externas ¢ feita em posigbes pré-estsbelecis
das da estrutura, Assim sends, supondo que existem m atundores colocades nas
posigoes 23 jm3, Z, wesp m gue produzem forgas de intensidades ujig:}.

21y wso, Wy enLao

f{p, t} = E us {t) Alp ~ ?3} ’ ' ' {287}
P o

onds {3(4} dencta & fum;ges impulso de Dirac, Canséqumtemﬁameg de (281} o (282)
yem :

£4(t) = f 44 (E) §3, %{t} S(E - py)dE
B :

wa

. M : .
' ‘m E @y{pa} iiagg} iwi 239&@ o {2&3}
IERCRE ’

Por outre lade, assumindo que dispowos de w sensores de deslocamen

to tocalizados nas wesmas posigoes que o3 atuadorves entap
bty m Hipsy €
?n}i 3 {?3$ 3

RN T (284)
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2 b o E - . B ® )
Da mesma forma, em situagoes pralicas, Nao podemos levay ex conta os infini-
tos modes de wibragao da estrutura. Por algum eritério reteremos no modele os
o mais significatives. Com esta hipbtese sipplificadora, o modelo matematico

da estrutura pode ser escrito na forma convencional

| 500) + 0 x(e) = Bu(e)
% (285)

y(r) = Blar)

»& b . . ) & ' . -
onde 2! ® Exiﬁ Hre gaagéxg} & o wetor de estado, u’ = Eﬁl’ u2§ sy W £ o
vetor de controle e y' B {ylﬁ Yo eevs Yool & o vetor de saida, As matyizes

2, € xR e BeR® g completam a definigao do wmodelo,

. S 2 2 2
g? W&}.ag{mis ng LN {a}ﬂ}

1 (286)

A By ooy s o
B o= {bii = @i{pé} 3«“13»»&;}1 e }?i,eﬁegm}

Podemos imediatamente potar gus embora ﬂﬁ seja_&iag&aaip a matriz
B & completa fazendo cmm.que as n equagoes diferenciais sejam &ﬁﬂ?§&§ﬁ$ﬁ E
elare que praticamente devemos esperay m << B uma VeI queé devide acs tustes
snvolvides m deve ser peguenc & devido a precisae do modelo n deve ser graw
de, Entretanto, devemos nolar gue s sventualmente m = n entac & possivel es-
colhermos a8 gaaigee& {g } de tal forma que B seja nao singular. Este fate &

ssgencial pava & éatermlna§an de chamade contrele modal.

- Ao sistema dinBmico (285) associamos o seguinte criterio quadratico

L

min ,% j xtox + wRalde : - (287

onde O & R sao matrizes sim@tricas definidas pesitivas tale que

& s
G = ﬁl&g{i{iy Ggs voes fiﬁ}

B é Bt ﬁiiﬂg{rig X‘z; Y “rn}ﬁ

{288}
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Fm seguida veremes o wokivo pelo qual estas matrizes sas tomadas com estrubus

ras especiais,

Exenplo 8§ (Estrutura Flertpel}) 1 Consideramos um Caso hipotético com n=13 e
m =6, Tres casos de interesse forvam resolvidos com os dados numericos corras

pondentes & un sistema real.

ﬁhgm 1 - fontrole modal que implica numa realimentagso de todos os n = wm ™ &
modos de vibragao. Ds fato, definindo a varidvel v = Bu, o problemz
am queata& pode ser decomposio em n problemas de 22 srdem desacopia-

dos {ver 288}

]

. i 2 2
IT e SE. ¥ T.9.tdE
m - {qx LTy 1} |
K- ' Pmlyeea,nt
5.8 @».mgx " iy
e i i i

Temas #nkae v = wkpx " k x 2z consequentemente u ¥ wﬁmzik ® k_%};
Esta 5@1u§ae s serve para efeito de estabelecer campara§aa% pois 1m
' poa que o snmero de atuadores seja fgual ao nhmero de wodos de vibra
cao, Aldm disso nao realimentam as varidveis que sae efetivamente meg

didas, istoe & y{r}.

i

fnag & - Realimentagau de aa¥da onde cada atuador tem informagae a vespeito

dos deslocamentos wedidos por todos os outros sensores, Temod entan

1w » mﬁ?y s Gvy

Caso 3 - Realimentagao de safia descentralizada onde cada atuadox 50 tem in-
formagao a respeito do deslocamento medide pelo sensor z ele &c@plaw
do. A estrutura final de controis € & wmesma fque no Case anterier com

a restrigao adicional de G, e €, serem matrizes diagonais.

Nas deas figuras seguintes wostTamos uUMma simulacas do sistema em

malha fechada que fol submetido em t = ¢ a uma parturbagac de posigao {veloei
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dade nulal nes seis primeivos modoz de vibragdo, Como podemos notar, © contrg
je modal (caso 1) & o que amortece mals rapidamente as vibragoes, HNos outros
dois casgs © tempo de es%abiiizag%m aomenta permanccendo sinda aceitavel,

. s ] we P ® :
sebretudo no caso 3, & implementagac do controle & simples ¢ zaviamente de re

duzido ou3lto.

fek 3

k4

(e

- cAash 3
#7

with
. K:Nnv wﬂ?h%
- & o
m%““f iy

Pty

oty _ 1 2z 3 ) 5 &
{%end

Fig. 12 —~ Deslocamentos na posigac 2,
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CAP. VII : CONCLUSAO GERAL

8stw trebalho foi escrito com o intuite de ser um texto unificaderx
dos virios aspectos que compoe a chamada Teoria de Controle $rimo de Sistemas
Dinaniecos,

0 esforco nao fol pequeno pois tivemos que manipular um conjunto
enorme, de largo espectrs, de preccupageoes, problemas e wetodes que foram ob-

jeta de pesquisa, principalmente, nestas tltimas duas decadas.,

Dentyro deste enfoque incluimos varies vesultados fundamentais,
tais como o Principic do Minimo de Pontryagin e o Primcipic de Otimalidade de
Bellman & partir dos quals os conceltos wals recentemente introduzidos foram

devidaments abordades.

4 wmajieria dos coneeitos e propriedades, inclusive aqueles ha muite
tempo desenvolvidos, foram introduzidos segundo wma visdo pessoal do autor de
tal maneira a ser peossivel evidenciar, dentre deste enfoque unificador,

algumas contribuicoes em temas mais recentes,
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Nosss malor prescupagso fol deixar apavente nossa opinize de que
as mais wariadas técnicas de programacdo matemitica sao fundamentais para ex-
plicitar e vesolver as condigoes de otimalidade associadas aos problemas con
aiderados, Cowo exemplo devemos citary a otimizagao de fungoes matricials que

no memento, ven recebendo multa atemgas por pavie de inumeres pesquisadores.

Hesta oportunidade, nao podemes deixar de evidenciar alguns Zemas
- oy b » . w
de pesquisa que, sem direida alguma, seras multe desenvolvidos em um future
" &+ a w ) e @ @
proximo, Tals temas ja fazem parte de nossa preccupagan imediata e  constam,

de farma preliminar, de alguns trabalhos desenvelvidos reécentemente,

% obugtes de Controladores a Tewpo-Digoreto - Lmbora os sistemas dxstze
tos sejam essencisgis para o uso de computadores digitais, sua vobustez
m relag&a 3 estabilidade pzatlcamamte_axnda nao fol estudada. Podenos
prever maioras dificuldades do gue aguela encontrada no caso continug,
tatretants um farte importante e encorajador ainda persiste 1 & saiugﬁe
estacioniria da equagao vecursiva de Programagao Dindmica 2 una fungac

de Lyapunocv associsda ac sistema em malha fechada:

% Andiise de Robustez Via M3tedvs de Decomposigao - £ estudos prelimina
res que realizamos, pudemos concluir que o wetods de Decomposicae de
Benders Generalizado & uma fervamenta multo padaraza para o estudo de
robustes de Sistemas Dinamicos, Este fato baseia-se ua seguinte obser

vagap: este metodo permite caracterizar as condicons de otimalidade de
um dado problems mesme quande sua dindmica esti sujeita @ variagoes ar

bitririas nos pardmetros gue definem o modelo matemitico.
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