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Resumo

A busca de métodos e algoritmos eficientes para identificação de sistemas multivariáveis

LPV tem avançado sobretudo para o caso de identificação determinística, isto em parte

porque a complexidade na modelagem experimental de sistemas, a partir de dados LPV,

tende a aumentar quando se trata do caso estocástico. Neste trabalho propomos métodos

e algoritmos para identificação no espaço de estado de sistemas LPV multivariáveis es-

tocásticos, baseados em extensões da teoria de realização estocástica mínima de Akaike.

Nos métodos: método iterativo de identificação de sistemas MIMO LPV por análise de

correlações canônicas (ICCALPV) e iterativo de identificação de sistemas MIMO LPV

por análise de correlação canônica condicional (3C2ILPV) aqui propostos, estendemos

o método de identificação LTI por análise de correlação canônica condicional de Ka-

tayama/Larimore para sistemas LPV estocásticos e usamos aproximações sucessivas

para obter o modelo LPV afim aos parâmetros. Para os métodos: identificação de sis-

temas MIMO LPV via correlação canônica kernelizada de dois passos (K2SIDLPV) e

Método de identificação de sistemas MIMO LPV via correlação canônica condicional

kernelizada (3CKLPV) também aqui propostos, as kernelizações da análise de corre-

lação canônica (KCCA), e da análise de correlação canônica condicional K3CA são

também elaboradas. No método ICCALPV a KCCA é usada para estender a teoria de

realização de séries temporais estocásticas de Akaike e obter a identificação do modelo

LPV. No método 3CKLPV usamos a K3CA para identificar o modelo LPV com entra-

das exógenas. Um segundo objetivo alcançado, a partir dos conceitos de transformação

conforme e de transformação fracionária linear (LFT), permite uma estrutura generali-

zada de representação de sistemas lineares e não lineares, tais como: sistemas em malha

aberta, em malha fechada, variantes no tempo, não lineares, incertos e LPV. Explorando

a estrutura generalizada e a LFT apresentamos propostas de discretização de sistemas

LPV multivariáveis contínuos, salientando a discretização com períodos de amostra-

gem variantes no tempo ou incertos, acionados por eventos no controle em rede. Neste

trabalho validamos e comparamos nossas propostas para identificação no espaço de es-

tado de sistemas LPV multivariáveis estocásticos: ICCALPV, 3C2ILPV, K2SIDLPV e

3CKLPV com o método PSBID de identificação LPV, obtendo bons resultados, tanto

em tempos de processamento como em acuidade, conforme mostrado nos exemplos.



Palavras-chaves: Identificação Estocástica por Espaço de Estado de Sistemas LPV;

Análise de Correlação Canônica Kernelizada; Discretização de Sistemas LPV.



Abstract

The search for efficient algorithms and methods for multivariable LPV system identifi-

cation has advanced mainly for the case of deterministic identification, partially due to

the complexity increase tendency for modeling systems from LPV data for the stochastic

case. In this work, methods and algorithms for state space identification of multivariable

LPV stochastic systems based on extensions of the minimal stochastic realization the-

ory of Akaike are proposed. For the methods ICCALPV and 3C2ILPV here proposed,

we extend the conditional canonical correlation identification method for LTI systems

of Katayama/Larimore to stochastic LPV systems and use successive approximations

to obtain the LPV model with affine parameter dependence. For the K2SIDLPV and

3CKLPV methods, also here proposed, the kernelizations of the canonical correlation

analysis KCCA and of the conditional canonical correlation analysis K3CA are also

elaborated. For the K2SIDLPV algorithm, the KCCA is used to extend the Akaike’s

stochastic time series realization theory and to obtain the LPV model identification. For

the 3CKLPV algorithm the K3CA is used to identify the LPV model with exogenous

inputs. A second achieved objective, based on the conformal mapping and linear frac-

tional transformation (LFT) concepts, allows a generalized framework representation

(GFR) for linear and nonlinear systems such as open loop, closed loop, time varying,

nonlinear, uncertain, LPV. Exploring the GFR and the LFT representation, we present

proposals for the discretization of contínuous of LPV dynamic systems, specially for the

discretization of uncertain or time varying sampling period, event triggered in network

control.

In this work the comparisons and validations of our proposals for multivariable stochas-

tic state space LPV dynamic systems identification: ICCALPV, 3C2ILPV, K2SIDLPV

and 3CKLPV with the PSBID LPV model identification method, presented good results

both for elapsed time as for accuracy, as shown through examples.

Keywords: State Space Stochastic Identification of LPV systems; Kernelized Canonical

Correlation Analysis; LPV Continuous Systems Discretization.
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Figura 18 – EIV com ũ RBMZ e uso de Mínimos Quadrados. . . . . . . . . . . 83
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1 Introdução

1.1 Prefácio

Nas últimas décadas, no Laboratório de Controle e Sistemas Inteligentes -LCSI-

da Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computação da Universidade Estadual de

Campinas -FEEC/UNICAMP- contribuições significativas para identificação determi-

nística e estocástica no espaço de estado de sistemas dinâmicos e de séries temporais

multivariadas são realizadas. Trabalhos como [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10] explicitam os

fundamentos das teorias de realização determinística e estocástica nas quais são base-

ados os métodos de identificação linear e invariante no tempo (LTI) mais reconhecidos

pela comunidade de controle baseado no modelo. No LCSI, importantes trabalhos fun-

damentados nas bases conceituais da teoria de realização determinística [1] e da teoria

da realização estocástica LTI [4, 5, 6, 7, 8] foram elaborados. Contribuições para a re-

solução dos problemas de modelagem de sistemas não-lineares [11] e lineares variantes

no tempo (LTV) [12, 13] baseados em dados também resultaram das pesquisas no LCSI.

Nesta tese propomos contribuições à discretização, à teoria da realização esto-

cástica e aos métodos de identificação de sistemas lineares com parâmetros variantes

no tempo (LPV). Como no caso de alguns dos trabalhos do LCSI em que esta tese se

baseia, “a matemática aqui tratada e a forma utilizada para tanto não enfatiza o rigor

matemático, ela é feita para viabilizar o que consideramos objetivos importantes ” [1],

ou seja, nossa principal preocupação é a adequada aplicação dos conceitos de identifica-

ção por subespaços aos problemas de modelagem de sistemas lineares com parâmetros

variantes a partir de dados experimentais.

As motivações para pesquisar a identificação no espaço de estado de sistemas

LPV multivariáveis, estão diretamente associadas ao crescimento do interesse da co-

munidade científica por estes modelos, principalmente por que as características não

lineares de sistemas reais podem ser aproximadas de forma mais acurada mediante a

representação LPV.

A complexidade das aplicações em diferentes áreas como aeronáutica, automo-
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tiva, robótica, dentre outras, exige nos projetos de controle automático, modelagem ade-

quada dos sistemas dinâmicos subjacentes à aplicação. As modelagens LPV podem cap-

turar de melhor forma os efeitos das variações no tempo do que as modelagens LTI, e

podem ser consideradas mais gerais e menos complexas do que as representações não-

lineares, pois os modelos LPV podem ser considerados uma representação intermediária

entre os dois paradigmas: linear e não linear de modelagem.

De forma geral nosso objetivo principal se iniciou com a idéia de estender téc-

nicas de identificação LTI para sistemas lineares com parâmetros variantes, com o fim

de obter modelos estocásticos LPV eficientes. Este propósito foi se transformando e

ganhando um carácter mais complexo, o que permitiu propor um conjunto de novos

métodos de identificação de sistemas MIMO1 LPV, seus algoritmos e suas respectivas

aplicações. Além deste objetivo principal, conseguimos o objetivo secundário: uma pro-

posta de discretização de sistemas LPV com período de amostragem incerto2 usando as

transformações conformes LFT (Linear Fractional Transformations).

A tese está dividida em oito capítulos incluindo a introdução e as conclusões. Na

figura 1 apresentamos a relação entre os capítulos e os temas tratados, com o propósito

de facilitar a leitura do texto.

1 Multi Input Multi Output
2 ou variante no tempo
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Figura 1 – Relações entre os Capítulos e os Temas Tratados.
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1.2 Objetivo da Pesquisa

Desenvolver e/ou estender métodos de identificação no espaço de estado para

sistemas lineares discretos com parâmetros variantes, com a finalidade de obter mo-

delos multivariáveis estocásticos LPV eficazes a partir dos dados de entrada saída e

parâmetros de escalonamento (sequenciamento) do sistema.

1.3 Estado da Arte

Diferentes métodos de controle baseados no modelo, têm sido desenvolvidos nas

últimas décadas. Porém, o desempenho do sistema de controle depende da qualidade do

modelo. Isto é evidenciado de maior maneira nos processos que implicam sistemas não

lineares controlados ao redor de um conjunto de pontos de operação.

O método mais comumente usado para o controle destes sistemas não lineares

(linearizados) de amplo espectro de operação é o controle por escalonamento de ganhos

(GSC)3. Tal método foi desenvolvido para projetar um conjunto de controladores Li-

neares Invariantes no Tempo (LTI4) ao redor de diferentes pontos de operação. Cada

controlador associado ao seu respectivo ponto de operação, como é de se esperar, apre-

senta um desempenho suficientemente bom no entorno de dito ponto. Assim, os ganhos

associados aos controladores LTI nos pontos de operação escalonados são interpola-

dos para garantir o processo de controle automático dentro do espectro de operação da

planta não linear. Isto é feito atualizando o ganho do controlador interpolado através de

uma variável auxiliar chamada variável de escalonamento5 ver [14, 15, 16]. Na figura 2,

é apresentado o diagrama de controle por ganhos escalonados. O problema de controle

por ganhos escalonados, tem sido bastante pesquisado [17, 18] e junta um grande con-

junto de métodos e aplicações nas áreas de aeronáutica, automotiva, aviônica, mecânica,

mecatrônica, robótica, e computação como é exposto em [19, 20].

O processo de controle por ganho escalonado de uma planta não linear encontra-

se representado na Figura 2. Para isto, o controlador por ganho escalonado requer um

3 conhecido também como: Controle por ganhos escalonados ou em inglês como: “Gain Scheduling
Control”

4 do inglês “Linear Time Invariant ”
5 do inglês: “Scheduling Variable”
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modelo adequado tal que mantenha uma dependência congruente com os parâmetros

que variam (no diagrama as variáveis de escalonamento).

de Escalonamento
Variáveis

Condições

Referências

Controlador
Escalonado

Operação

Planta
Não linear

Medições
de saída

Saídas reguladas

Figura 2 – Diagrama de Controle por Ganho Escalonado.

Na década dos 1990’s os métodos LPV receberam grande atenção em aplica-

ções de controle e especialmente no desenvolvimento de uma teoria sistemática de con-

trole por escalonamento de ganhos. Alguns dos autores da área de controle LPV em

dita década são J. Shamma, M. Athans, A. Packard; posteriormente trabalhos que apre-

sentam abordagens por desigualdades matriciais e controle robusto podem ser vistos

em [21, 22] e nas referências destes trabalhos. Alguns dos primeiros desenvolvedores

de algoritmos de identificação de sistemas LPV são L. Lee, K. Poolla[23], M, Nemani,

R.Ravikanth [24], M. Lovera [25], V. Verdult [26], [27] dentre outros.

1.3.1 Modelagem do Sistema Linear com Parâmetros Variantes

A modelagem adequada da planta no problema de controle por ganho escalo-

nado, tem várias abordagens. Dentre essas, duas são frequentemente usadas. A primeira

é a abordagem analítica [17, 18, 28] baseada na descrição do modelo não linear em

função da dinâmica da planta através de equações não lineares. A outra é a abordagem

baseada na identificação a partir dos dados entrada saída medidos do sistema [29, 30].

As duas abordagens citadas para controle de ganho escalonado tratam da mode-

lagem em presença de uma dinâmica não linear, através de modelos com dependência de
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parâmetros variantes lineares (LPV6) conforme a denominação introduzida por Shamma

e Athans em 1988 [31]. Em [25] é proposto o modelo LPV discreto no tempo como um

conjunto de matrizes de estado que são funções de um vetor que varia de acordo com

um vetor de parâmetros mensurável. Informações aprofundadas sobre os modelos de

entrada-saída podem ser vistas em [29, 32].

O modelo discreto em espaço de estado de um sistema LPV no qual as matrizes

são funções de um vetor de parâmetros variantes é:

xk+1 = A(δk)xk +B(δk)uk

yk =C(δk)xk +D(δk)uk

(1.1)

onde δk ∈ Rs é o vetor de parâmetros, xk ∈ Rn o vetor de estado, uk ∈ Rm a entrada,

yk ∈ Rl a saída e k é o k-ésimo instante de amostragem. Algumas das formas mais

comuns associadas ao modelo em (1.1) [26, 25, 33, 34] são:

1. Dependência afim ao parâmetro (LPV-A)7:

Considere a matriz A(δk) expressa como:

A(δk) = A0 +A1δ1,k + . . .+Asδs,k (1.2)

e as matrizes B(δk), C(δk), D(δk) com o mesmo tipo de estrutura.

O modelo em (1.1) pode ser expresso como:

xk+1 = A0xk +A1δ1,kxk + · · ·+Asδs,kxk +B0uk +B1δ1,kuk + · · ·+Bsδs,kuk

yk =C0xk +C1δ1,kxk + · · ·+Csδs,kxk +D0uk +D1δ1,kuk + · · ·+Dsδs,kuk

(1.3)

ou de forma compacta como:

xk+1 = A0xk +
s

∑
i=1

Aiδi,kxk +B0uk +
s

∑
i=1

Biδi,kuk

yk =C0xk +
s

∑
i=1

Ciδi,kxk +D0uk +
s

∑
i=1

Diδi,kuk

(1.4)

Usando o produto de Kronecker dado por:
6 do inglês “Linear Parameter Varying”
7 “LPV-A” do inglês “Affine parameter dependence”
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Produto de Kronecker A⊗B =







a11B . . . a1nB

a21B
. . . a2nB

an1B . . . annB







o modelo em (1.4), pode ser expresso como:

xk+1 =
[

A0 Ap

]
[

xk

δk ⊗ xk

]

+
[

B0 Bp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

yk =
[

C0 Cp

]
[

xk

δk ⊗ xk

]

+
[

D0 Dp

]
[

uk

δk ⊗uk

] (1.5)

onde Ap =
[

A1 . . . As

]

e as matrizes Bp, Cp, Dp com o mesmo tipo estrutura.

2. Dependência I/O/S/ Afim ao Parâmetro

a) LPV-IA8: Apenas as matrizes B(δk), D(δk) são consideradas como depen-

dentes dos parâmetros variantes. E as matrizes A e C são supostas como

constantes. Ou seja: A = A0, C =C0.

b) LPV-OA9: Apenas as matrizes , C(δk) e D(δk) são consideradas como de-

pendentes dos parâmetros variantes. E as matrizes A e B são supostas como

constantes. Ou seja: A = A0, B = B0.

c) LPV-SA10: Apenas as matrizes , A(δk) e B(δk) são consideradas como de-

pendentes dos parâmetros variantes. E as matrizes C e D são supostas como

constantes. Ou seja: C =C0, D = D0.

3. Dependência de parâmetro LFT (LPV-LFT)11: Neste caso a planta é suposta como

sendo constituída como uma interligação por realimentação da forma:

xk+1 = Axk +B0wk +B1uk

zk =C0xk +D00wk +D01uk

yk =C1xk +D10wk +D11uk

(1.6)

8 “LPV-IA” do inglês “Input-Affine Parameter Dependence”
9 “LPV-OA” do inglês “Output-Affine Parameter Dependence”
10 “LPV-SA” do inglês “State-Affine Parameter Dependence”
11 “LPV-LFT” do inglês “LFT Parameter Dependence”
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com vetor de parâmetros :

wk =△k zk (1.7)

onde w e z ∈ Rr, r = r1 + . . .+ rs, e

△k= diagonal(δ1,kIr1, . . . ,δs,kIrs) (1.8)

Como exposto anteriormente, as duas abordagens diferentes para a modelagem

de sistemas lineares com parâmetros variantes, a analítica e a de identificação são deta-

lhadas a seguir (LPV):

1.3.2 Abordagem Analítica

A premissa subjacente, para o desenvolvimento de métodos analíticos, é que um

modelo de estado contínuo não linear para a planta está disponível [17, 18, 28].

Existem várias metodologias para obter o modelo analítico do sistema, dentre

elas a linearização Jacobiana, a transformação de estado [19] e a substituição de fun-

ção [28] (metodologias que não são abordadas neste texto dado que nosso interesse está

na abordagem por identificação).

1.3.3 Abordagem por Identificação

Comunmente os algoritmos desenvolvidos para a identificação de sistemas LPV

são divididos em dois conjuntos. O primeiro conjunto contém abordagens globais, para

os quais os dados de entrada-saída são adquiridos num único experimento, no qual são

excitados tanto o parâmetro como o sistema. Por outro lado o segundo conjunto con-

tém algoritmos para a abordagem local, a qual considera um conjunto de experimentos

ao redor de diferentes pontos de operação. Esta abordagem é de parâmetros constan-

tes. Cada parâmetro constante produz um modelo LTI. Os múltiplos modelos LTI são

interpolados com a finalidade de fornecer um modelo LPV.

a. Abordagem local

A ideia básica da abordagem consiste em obter um conjunto de modelos LTI que

serão interpolados para a obtenção de um modelo LPV. Esses modelos podem ser
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obtidos a partir da fixação do parâmetro δk em (1.1). Um conjunto de matrizes

A(δ ), B(δ ), C(δ ), D(δ ), na forma afim ou LFT (ver [33, 26, 23]) que permita

uma adequada aproximação ao modelo em (1.1), é obtido.

Em [19, 35], são apresentados os passos mais comumente empregados para a

obtenção dos modelos locais, que são listados a seguir:

1. Use um algoritmo de identificação LTI para obter um conjunto de modelos

LTI no entorno de pontos de operação desejados (exemplos: Métodos de

entrada-saída como: ARMAX, ARX, PEM [36], métodos no domínio da

frequência [37], métodos de subespaços [38, 39, 40]

2. Obtenha o modelo LPV por interpolação das matrizes de estado dos modelos

locais LTI.

Algumas das dificuldades apresentadas na interpolação direta das matrizes de es-

tado para a obtenção do modelo LPV residem na impossibilidade de fixar uma

base para a representação de estado. Isto implica em uma grande dificuldade para

impor a parametrização da matriz de estado neste tipo de modelos [19].

A interpolação dos modelos tem sido bastante estudada, e trabalhos recentes neste

sentido podem ser vistos em [41, 42, 43, 44].

b. Abordagem Global

Estes métodos foram propostos inicialmente por [45, 46], o primeiro usa uma

abordagem de LFT e programação não linear, o segundo uma proposta por subes-

paços. A ideia geral nesta abordagem é minimizar o erro de saída entre a saída

medida e a saída estimada a partir do modelo.

Algumas considerações em relação à função custo e à otimização não linear são

realizadas em [19, 23]. Algumas das técnicas de identificação por subespaço po-

dem ser vistas em [47, 26, 48].

c. Abordagem “GLocal”

Métodos de identificação LPV a partir de modelos locais têm limitações como

possíveis inclusões de instabilidade global ou no melhor dos casos de representar

o sistema linearizado dentro somente do espectro da linearização jacobiana. Os
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métodos globais por outra parte requerem fortes suposições em relação à persis-

tência da excitação, tanto no parâmetro quanto no sistema [49, 50].

A pesquisa atual está visando o desenvolvimento de técnicas de identificação de

modelos LPV que sejam menos exigentes em relação à variação do parâmetro de

escalonamento [51].

Propostas que misturam a modelagem analítica e a experimental (identificação)

estão sendo exploradas como é o caso apresentado em [52, 53], onde o conhe-

cimento analítico do sistema permite obter o modelo global do sistema, e então

usando experimentos locais obter o modelo sem uso de interpolação. Este pro-

cedimento é inspirado por S. Hara [54] e é nomeado como abordagem Glocal.

Trabalhos recentes na área podem ser vistos em [55, 56].

d. Abordagem Estocástica

Nas seções anteriores foram apresentadas as abordagens determinísticas usadas

para a identificação de sistemas LPV, no entanto também são encontradas na lite-

ratura algumas abordagens estocásticas ao problema de identificação LPV. Muitas

dessas soluções tratam o problema de identificação por métodos baseados em mo-

delos de entrada-saída LTI (I/O).

Em [57], é apresentada uma extensão do método de variável instrumental (IV)

baseada no modelo Box-Jenkins (BJ) [58] onde é considerada a perturbação à

saída do sistema LPV (BJ-LPV-para sistemas com ruído). A extensão é baseada

em [59, 60, 58], e nos avanços da teoria de modelagem por preditores de erro

(PEM12-LPV) introduzidos em [29].

Uma abordagem conjunta (determinística e estocástica) é apresentada em [61,

62] onde as entradas são consideradas gerais e o vetor de parâmetros variantes é

considerado como um ruído branco estacionário.

A abordagem feita pelos autores de [61] é baseada numa versão recursiva de iden-

tificação de sistemas bilineares apresentada em [63]. O propósito da identificação

LPV recursiva nesse trabalho é gerar uma entrada geral que permita tratar o sis-

tema LPV como um sistema bilinear, com base na suposição de que um sistema

12 do inglês “Prediction Error Model”
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bilinear é uma classe particular de sistema LPV, no qual as entradas são exata-

mente iguais aos parâmetros variantes no tempo [26].

Algumas abordagens de identificação de sistemas LPV são chamadas de total-

mente mensuráveis [24], [23] [25]. Isto quer dizer que é pressuposto que o sistema

a identificar permite a medida das variáveis de estado, entradas, saídas e parâmetros.

Recentemente Rizvi [64, 65] aplica a mesma suposição para obter uma identificação

não paramétrica usando quadrados mínimos através de máquina de vetor suporte (LS-

SVM)13 e Variável Instrumental (IV)14. A principal limitação destes métodos é requerer

conhecimento total sobre o vetor de estado, caso que não ocorre normalmente em pro-

cessos reais.

Em outros casos, algumas caraterísticas do modelo15 a ser identificado são co-

nhecidas e outras poucas precisam ser identificadas. Esses métodos em identificação

LTI são comumente conhecidos como modelos de caixa cinza. Em Angelis [66, 67, 68],

abordagens usando o filtro de Kalman são efetuadas. Nas abordagens por métodos de

erro de predição (PEM)16, as constantes do modelo são obtidas via minimização do erro

quadrático da predição. Em geral, para os métodos PEM são usadas duas metodologias:

i.) baseadas no gradiente (GB) [23, 26] e ii.) baseadas na maximização da esperança

(EM) [69]. Os métodos GB aplicam a minimização por gradiente, método de Newton,

Levenberg-Marquardt ou semelhantes [70, 23, 71, 72]. No caso EM, o vetor de estado é

tratado como desconhecido e a aproximação deste é feita através de um filtro de Kalman,

posteriormente o sistema de equações é atualizado repetidamente até se obter conver-

gência [72], porém, os métodos EM dependem fortemente dos modelos iniciais, e no

caso LPV podem ser de difícil acesso.

Outros métodos caraterizam os erros como ruídos brancos com distribuição uni-

forme17, e o modelo obtido é um sistema determinístico [73, 74, 69]. Por causa da

suposição feita na caraterização do ruído, o problema de identificação é resolvido via

13 do inglês: “Least Square Support Vector Machine”
14 do inglês: Instrumental Variable
15 a palavra “caraterísticas” faz referência aos parâmetros do modelo, não indica variável de escalona-

mento
16 do inglês: “Predictor Error Method”
17 Conhecidos em inglês como: “set-membership”
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desigualdades matriciais lineares (LMI18). Porém, estes métodos podem ser computaci-

onalmente custosos devido à quantidade de LMI a serem resolvidas.

Abordagens de identificação globais têm sido desenvolvidas. Os dados de en-

trada, saída e variáveis de escalonamento são capturados num único experimento. Mui-

tos destes métodos são baseados em métodos de identificação de sistemas LTI, portanto,

seus algoritmos podem ser caraterizados em um passo de tratamento dos dados de en-

trada, outro de decomposição ortogonal e finalmente uma decomposição em valores

singulares [75, 27, 62, 76, 59, 77, 78, 79, 10]. Uma das principais desvantagens destes

métodos é a chamada maldição da dimensionalidade, como pode ser visto em [75, 48].

Alguns dos métodos de identificação por espaço de estado (SID19) de sistemas LPV

baseados em métodos LTI são:

1. Realização de Ho-Kalman

O método de Ho-Kalman [80], baseado na representação a partir da resposta im-

pulsiva é estendido por Tóth [77] para sistemas LPV com o uso das matrizes

bloco de Hankel generalizadas. O principal problema desta abordagem se encon-

tra no crescimento exponencial das matrizes de observabilidade e controlabilidade

estendidas e no crescimento polinomial das dimensões das matrizes de parâme-

tros.

2. PO-MOESP

O método PO-MOESP para o caso LPV é uma extensão do método LTI feita

por Felici [51]. Neste caso a variável de escalonamento é considerada como pe-

riódica, com o propósito de reduzir os problemas de dimensão. O método PO-

MOESP usa a teoria da realização determinística de Kalman [81] para obter as

matrizes A(δk) e B(δk) e projeção para obter as matrizes restantes do modelo de

estado LPV-SA.

3. PBSIDopt

O método PSBID20, é baseado na proposta LTI de Chiuso [82] onde é tratada

a predição ótima do estimador de estado. Os métodos LPV associados são de-
18 do Inglês: “Linear Matrix Inequalities”
19 do inglês: “Subspace IDentification”
20 do inglês: “Predictor Based Subspace Identification”
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senvolvidos inicialmente por Verdult [75] e Verhaegen [26], e posteriormente por

W. van Wingerden [48, 76]. Os métodos aqui mencionados ainda estão submeti-

dos à maldição da dimensionalidade que acarreta propostas de mudanças nestes

métodos para tratar o problema da dimensão, seja usando kernel no cálculo da

SVD [76], regularização por norma nuclear [83], estimação esparsa [84] ou for-

mulações tensoriais [85].

4. CVA

O método CVA21 proposto por W. Larimore [86] para sistemas LTI é dado para

o caso LPV em [78]. Ele baseia-se na teoria da realização estocástica mínima de

Akaike [87, 88, 89].

1.4 Contribuições e Organização

Neste trabalho, um conjunto de algoritmos de identificação de sistemas lineares

variantes no tempo que estendem as técnicas de identificação por subespaços de séries

temporais e sistemas estocásticos de Akaike [87, 88, 89] e o método de identificação

estocástica CCA [90, 91, 40] é proposto.

Também, algoritmos de discretização de sistemas LPV para obter modelos lo-

cais LTI a partir do modelo contínuo global LPV na forma transformada fracionária

linear (LFT) e a discretização do modelo LPV para o controle em rede, com período de

amostragem variante no tempo/ou incerto são propostos.

As nossas propostas e contribuições estão apresentadas em 8 capítulos; no capí-

tulo 1, o estado da arte bem como uma abordagem geral dos diferentes métodos de iden-

tificação LPV são apresentadas. No capítulo 2, uma breve revisão sobre a transformação

conforme LFT e suas aplicações é apresentada. Neste capítulo ainda generalizamos a re-

presentação de sistemas LTI e não lineares via LFT. No capítulo 3, apresentamos uma

breve revisão de alguns dos métodos de identificação LTI determinísticos e estocásti-

cos que consideramos fundamentais no desenvolvimento da teoria de identificação por

subespaços nos anos recentes.

21 do inglês: “Canonical Variate Analysis
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Os primeiros capítulos podem ser considerados como básicos, de forma que o

leitor avançado e com interesse nos métodos de identificação LPV, pode ir diretamente

às nossas propostas de identificação no espaço de estado de sistemas LPV, nos capítu-

los 5, 6 e 7.

Nossas propostas de identificação são desenvolvidas inicialmente no capítulo 5,

com o método e o algoritmo que denominamos ICCALPV22. Neste capítulo, apresenta-

mos a estrutura básica das matrizes de dados e os modelos LTI com os quais os vetores

de estado do modelo LPV são aproximados. Na proposta, usamos as matrizes de Hankel

e o produto Khatri-Rhao para calcular de forma eficiente as matrizes de dados com as

quais é calculado o vetor de estado que posteriormente é refinado iterativamente.

No capítulo 6, o método 3C2ILPV 23 e seu respectivo algoritmo são propostos.

Este método constitui uma melhora ao ICCALPV em termos de variância e acuidade.

No 3C2ILPV , usamos o filtro de Kalman para refinar a estimativa do vetor de estado;

isto resulta em menor quantidade de iterações e maior acuidade, com um custo em

tempo ligeiramente superior ao do método ICCALPV.

No capítulo 7, propomos a realização kernelizada da análise de correlação canô-

nica (CCA) e a da análise de correlação canônica condicional (3CA). A primeira kerne-

lização dá origem ao método de identificação MIMO LPV K2SIDLPV24 e a seu respec-

tivo algoritmo. O K2SIDLPV é inspirado na teoria de identificação de séries temporais,

onde a projeção ortogonal das entradas do passado no espaço das saídas do futuro pro-

duzem o preditor ótimo das saídas com o qual são calculados o espaço de estado e o

vetor de estado. Posteriormente, de forma iterativa é melhorada a estimativa do vetor de

estado e a realização do modelo de Markov.

Na segunda kernelização, propomos a realização não linear baseada na corre-

lação canônica condicional que dá origem ao método 3CKLPV25 e a seu respectivo

algoritmo. No 3CKLPV, usamos o conceito de identificação de sistemas com entrada

exógena para obter uma estimativa do vetor de estado inicial. Posteriormente, usando

o vetor de estado inicial e as medições das entradas, saídas e parâmetros é obtida a

22 Iterative Canonical Correlation LPV System Identification
23 Conditional Canonical Correlation Iterative Identification of MIMO Linear Parameter Varying Sys-

tems method
24 Kernel Canonical Correlation Two Steps System Identification of LPV Systems
25 Conditional Canonical Correlation Kernelized for MIMO LPV System Identification
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realização do modelo LPV na forma inovativa.

No capítulo 7, as kernelizações dos métodos CCA e 3CA permitem reduzir o

tamanho das matrizes associadas ao cálculo da decomposição em valores singulares

(SVD), que constitui um problema para muitos dos métodos de identificação de siste-

mas LPV, devido ao crescimento exponencial das matrizes associadas aos cálculos das

decomposições SVD e LQ.
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Parte I

Fundamentos, Representações e

Identificação LTI
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2 Sobre Representações de Sistemas Di-

nâmicos

2.1 Introdução

Em sua tese de doutorado, John C. Doyle [92] tinha como um dos seus objeti-

vos propor uma abordagem mais geral para problemas de controle, com a intenção de

fornecer um novo paradigma para a teoria de controle, donde as teorias de identificação

e de estimação de estado com maior abrangência e conteúdo do que as permitidas pelas

teorias clássicas e modernas de controle.

Ele tinha como prioridade o tratamento de incertezas de modelagem, donde o

problema de controle robusto. Nesta tese, nossa prioridade é diferente: trata-se do pro-

blema de identificação de sistemas LPV multivariáveis. Contudo, o objetivo de Doyle de

um paradigma mais geral, também tem grande importância para este problema, como de

fato para toda a teoria pós-moderna de controle, estimação e identificação. Para este pa-

radigma geral, são fundamentais os conceitos de matriz de transferência, representação

de estado e transformações fracionarias lineares.

Dados estes interesses, neste capítulo apresentamos um texto que reúne alguns

conceitos básicos da teoria de sistemas dinâmicos priorizando nossos objetivos nesta

tese, de uma forma que pode ser considerada original.

2.2 Definições Básicas

2.2.1 Sistema

Inicialmente falaremos do sistema como um conceito geral. O ponto de vista de

sistema enfatiza o estabelecimento de relações de causa, efeito, ou seja, relações entrada

saída para a caracterização de um sistema geral. Um sistema é uma coleção de compo-

nentes interligados para desempenhar uma função. Cada sistema pode ser classificado

em decorrência das suas caraterísticas de funcionamento, gerando uma classe de sis-
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tema. Portanto, neste capítulo quando se faz referência a sistema geral, considera-se um

conjunto que interliga entradas com saídas; como é apresentado na figura 3. De forma

Entradas Saídas

Interligação

Figura 3 – Sistema Geral.

semelhante, quando é usado o termo sistema dinâmico, está sendo feita a referência a

uma classe particular de sistema onde algumas das suas caraterísticas variam com o

tempo (t). Na figura 4, representamos o sistema dinâmico com entrada u(t) e saída y(t).

u(t) y(t)

Interligação Dinâmica

Figura 4 – Sistema Dinâmico.

Para cada um dos casos ilustrados nas figuras 3 e 4, é possível obter uma descri-

ção matemática da interligação entre as múltiplas entradas e as múltiplas saídas, repre-

sentação que é denominada de forma geral como modelo. No caso de um sistema geral

pretende-se obter a relação matemática entre as múltiplas entradas e múltiplas saídas;

No caso do sistema dinâmico pretende-se capturar a dinâmica do processo em função

do tempo (t) ou da frequência complexa (s ou z)1,2.

A seguir, realizamos a descrição matemática de sistemas com múltiplas entra-

das e múltiplas saídas (MIMO), usando a transformação conforme conhecida como:

Transformação Fracionária Linear [93].

1 s frequência complexa contínua
2 z frequência complexa discreta
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2.2.2 Transformada Fracionária Linear

A Transformação Fracionária Linear (LFT) é conhecida na teoria de variáveis

complexas3 como um operador que mapeia a função F : C 7→ C, na forma

F(s) =
a+bs

c+ds
(2.1)

onde a,b,c,d ∈ C. A forma em (2.1) é chamada LFT escalar. Se c 6= 0 então F(s) pode

ser rescrita como

F(s) = α +β s(1− γs)−1 (2.2)

Supondo

α +β s(1− γs)−1 = (α −αγs+β s)(1− γs)−1

pode ser estabelecida a relação entre (2.1) e (2.2) a partir de: a=α, b= β −αγ, c=

1, d =−γ , para α,β ,γ ∈ C.

A Transformação Fracionária Linear em (2.1) pode ser generalizada para o caso

matricial com as matrizes complexas:

M =

[

M11 M12

M21 M22

]

∈ C
(p1+p2)×(q1+q2), (2.3)

△l∈ C(q2×p2) e △∈ C(q1×p1).

A Transformação Fracionária Linear, F (M,•) é dividida em dois tipos: inferior

e superior. A LFT inferior das matrizes M e △l ,

Fl(M,△l) : Cq2×p2 7→ C
q1×p1

pode ser definida como:

Fl(M,△l), M11 +M12 △l (I −M22 △l)
−1M21 (2.4)

supondo que (I −M22 △l)
−1 existe. E de forma semelhante a LFT superior é definida

como:

Fu(M,△u) : Cq1×p1 7→ C
q2×p2

3 O conjunto das variáveis complexas é denotado por: C
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sendo

Fu(M,△u), M22 +M21 △u (I −M11 △u)
−1M12 (2.5)

supondo que (I −M11 △u)
−1 existe.

A matriz M nas LFT inferior e superior é chamada matriz de coeficientes. Nas

figuras 5, 6 são representadas graficamente as LFT inferior e superior, respectivamente.

w1 z1

y1u1

M

△l

Figura 5 – Diagrama LFT Inferior.

w2 z2

y2u2

M

△u

Figura 6 – Diagrama LFT Superior.

A LFT inferior na figura 5, representa o seguinte conjunto de equações:
[

z1

y1

]

= M

[

w1

u1

]

=

[

M11 M12

M21 M22

][

w1

u1

]

u1 =△l y1

(2.6)

e a LFT superior na figura 6, representa o conjunto de equações:
[

y2

z2

]

= M

[

u2

w2

]

=

[

M11 M12

M21 M22

][

u2

w2

]

u2 =△ y2

(2.7)



Capítulo 2. Sobre Representações de Sistemas Dinâmicos 45

Então, o modelo matemático que descreve a interligação das múltiplas entradas

com as múltiplas saídas no sistema geral apresentado na figura 3 pode ser expresso

graficamente como:

Entradas Saídas

w1 z1

y1u1

M

△u

Figura 7 – Sistema Representado via LFT Superior.

e analiticamente como:

z1 = F•(M,△•)w1; com •= l ou u

O modelo matemático do sistema dinâmico da figura 4 requer considerações especiais

sobre à sua representação; portanto a seguinte seção é destinada à obtenção do modelo

matemático decorrente de cada consideração e é dividida em várias partes que embora

sejam consideradas independentes por muitos autores, as consideramos estreitamente

relacionadas como discutiremos a seguir.

2.3 Realizações LTI usando LFT

Na teoria de controle para sistemas contínuos e discretos lineares invariantes

no tempo (LTI), são usais duas abordagens. A primeira inclui os métodos de análise e

projeto no domínio da frequência, baseada nos conceitos de função de transferência e

resposta em frequência. A segunda envolve o conceito de espaço de estado [81, 94, 95]

e o uso de equações diferenciais ou a diferenças, para descrever um sistema dinâmico.
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Embora essas duas abordagens tenham sido inicialmente consideradas indepen-

dentes e mesmo incompatíveis, elas de fato são complementares [96], o que permite

criar análise e estratégias que combinem técnicas dos domínios da frequência e do es-

paço de estado.

As matrizes de transferência para sistemas contínuos baseiam-se nas equações

diferenciais que descrevem o comportamento de um determinado sistema dinâmico.

Considere a equação diferencial :

d2y(t)

dt2 +a
dy(t)

dt
+by(t) = c

du(t)

dt
−u(t) (2.8)

sendo y(t) a saída e u(t) a entrada. A resposta de (2.8) é excitada pela condição inicial

e pela entrada u(t). Se todas as condições iniciais são zero, a resposta é unicamente

excitada pela entrada e é conhecida como resposta de estado zero (ZSR) 4 [97, 98, 94,

95]. No caso de entrada e saída únicas (SISO)5, a resposta no domínio da frequência

descrita através da transformada de Laplace é denominada função de transferência (TF)

e no caso MIMO matriz de transferência (MTF). Então a ZSR da equação em (2.8) pode

ser expressa como:

G(s) =
cs−1

s2 +as+b

onde a função racional G(s) representa a função de transferência SISO. No caso de

múltiplas entradas e múltiplas saídas a MTF é expressa como:

G(s) =







G11(s) . . . G1n(s)
...

...
...

Gm1(s) . . . Gmn(s)







Existem outras representações associadas aos sistemas LTI que dependem da

frequência e um outro parâmetro (exemplo: tempo, incerteza, variáveis de escalona-

mento), esses sistemas podem ser mais difíceis de representar pela abordagem clássica

porque podem representar sistemas variantes no tempo e/ou não racionais no argumento

s [96]. Estes problemas podem ser evitados com o uso de funções/matrizes de transfe-

rência paramétricas as quais não são tratadas neste trabalho mas podem ser consultadas

em [96, 99, 100].
4 do inglês: “Zero-State Response”
5 do inglês: “Single Input Single Output”
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+

+

Entradas
SaídasA

B

C

D

u y

x

ẋ
△u

M

1
s

(a) Representação de Estado de G(s).

Entradas Saídas

w1 z1

y1u1

M

△u

(b) Representação LFT de G(s)

Figura 8 – Representações de um sistema LTI.

2.3.1 Realização Contínua

A LFT é usada para estabelecer a relação entre as matrizes de transferência e a

equação de estado contínua:

ẋ = Ax+Bu

y =Cx+Du
(2.9)

onde x é a variável de estado e A,B,C,D são as matrizes de estado e representam uma

realização da matriz de transferência do sistema. Usando a definição da LFT superior e

tomando M como

M =

[

A B

C D

]

, e
1
s

I =△

fazendo o produto s−1I com (I −As−1)−1 e reduzindo os termos semelhantes, tem-se a

matriz de transferência associada com (2.9) dada como

G(s) = D+C(sI −A)−1B = Fu

([

A B

C D

]

,
1
s

I

)

. (2.10)

A equação em (2.10) é uma LFT superior. Na Figura 8, é apresentada uma equi-

valência entre a representação de estado e a LFT superior que descrevem a matriz de

transferência a partir da realização em espaço de estado LTI da Figura 6.
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2.3.2 Realização Discreta

A equação de estado para sistema discreto é apresentada a seguir

xk+1 = Axk +Buk

yk =Cxk +Duk

(2.11)

onde xk é o estado no k-ésimo instante de amostragem. Ela pode ser representada como

uma LFT fazendo △= z−1I,

G(z) = D+C(zI −A)−1B =: Fu

([

A B

C D

]

,△

)

. (2.12)

2.4 Representações Generalizadas

Diferentes modelos de sistemas dinâmicos podem ser representados pela inter-

conexão de diferentes componentes com os sistemas LTI da seção 2.3. A LFT é uma

classe particular da transformada de Mobius, o que implica que é uma transformação

conforme [101, 102, 103] que permite representar um sistema em diferentes espaços

sem perder as características de estabilidade do sistema inicial, dentre outras. Desta

forma podemos construir uma representação de estrutura generalizada (GFR6) [92] que

permita descrever, analisar e projetar dinâmicas de sistemas embutindo e preservando

de forma pós-moderna as teorias de controle clássica e moderna. No caso particular

de identificação de sistemas dinâmicos multivariáveis a GFR permite o uso das ferra-

mentas LTI amplamente conhecidas e desenvolvidas para a modelagem experimental de

sistemas não lineares. Uma das formas amplamente usada em controle robusto [104] é

a representação de incertezas via LFT, porém esta constitui apenas uma das represen-

tações de estrutura generalizada (GFR) de sistemas para descrever, analisar e sintetizar

sistemas de controle robusto. Nesta seção apresentamos a representação LFT com uma

interface LTI, que permite a GFR de um amplo espectro de sistemas7, assim como vi-

abiliza uma ponte entre abordagens frequenciais e de espaço de estado. Além disso, a

LFT permite a representação equivalente entre representações no domínio da frequência

complexa contínua e da frequência complexa discreta ou seja a discretização de siste-

mas multivariáveis contínuos, tanto para sistemas sistemas LTI como para sistemas mais
6 General Framework Representation
7 sistemas LTI,LVT,LPV,Não lineares, dentre outros
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complexos como o de controle automático na rede, onde se tem processos contínuos e

controladores discretos interagindo em malha fechada [96, 105], assunto que abordare-

mos no capítulo 4. A seguir, com o propósito de explicitar nossa visão, apresentamos

alguns exemplos de GFR.

2.4.1 Representação Generalizada de Malha Fechada LTI

Considere o sistema contínuo de múltiplas entradas e múltiplas saídas (MIMO8)

em malha fechada, figura 9, que podemos abordar como um sistema aumentado cuja

saída é constituída pela saída do sistema de malha fechada original e pelo seu sinal de

controle e tendo como entrada o vetor de entrada exógeno do sistema original, o qual

-

+
+ +

H

PC
u(t)

v(t)

r1(t)

r2(t)

y(t)

Figura 9 – Sistema MIMO em Malha Fechada.

representaremos de forma generalizada via LFT.

2.4.2 Sistemas Aumentados Contínuos

O sistema em malha fechada apresentado na figura 9 pode ser representado como

um sistema aumentado [106, 107] com vetor de estado aumentado dado por:

x(t) =

[

xp(t)

xc(t)

]

,

onde xp(t) ∈ Rn é o vetor de estado associado à planta P, e xc(t) ∈ Rm é o vetor de

estado associado ao controlador C.
8 do inglês “Multi Input Multi Output”



Capítulo 2. Sobre Representações de Sistemas Dinâmicos 50

+

+

+

+

+
+

+

H

u(t)

v(t)

r1(t)

r2(t)

y(t)

Ac
C

Bc
C

Cc
C

Dc
C

Ac

Bc

Cc

Dc

xp(t)xc(t)

ẋp(t)ẋc(t)

1
s

1
s

Figura 10 – Sistema MIMO Continuo em Malha Fechada.

A planta do sistema na figura 10 é dada como:

ẋp(t) = Acxp(t)+Bcu(t)

y(t) =Ccxp(t)+Dcu(t)
(2.13)

e o controlador:

ẋc(t) = Ac
cxc(t)+Bc

c[r1(t)− y(t)]

u(t) = r2(t)+Cc
c(t)xc(t)+Dc

c[r1(t)− y(t)]
(2.14)

onde Ac, Bc, Cc, Dc, Ac
c, Bc

c, Cc
c , Dc

c, são as matrizes da planta e do controlador respecti-

vamente. Os sinais u(t) ∈ Rnu, y(t) ∈ Rmy, r1(t) ∈ Rnr1 e r2(t) ∈ Rnr2 , são controles,

saídas e entradas exógenas.

O sistema aumentado associado ao conjunto planta/controlador na figura 10,

pode ser representado como:

ẋ(t) = ĀTCx(t)+ B̄TCũ(t)

ỹ(t) = C̄TCx(t)+ D̄TCũ(t)
(2.15)

as matrizes ĀTC, B̄TC, C̄TC, D̄TC de forma compatível descrevem o sistema aumentado.

Os cálculos das matrizes aumentadas, são realizados de forma análoga aos apresentados

na seção 2.4.3. Os sinais

ũ(t) =

[

r1(t)

r2(t)

]

,
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ỹ(t) =

[

y(t)

u(t)

]

, x(t) =

[

xp(t)

xc(t)

]

no sistema aumentado (2.15) representam a entrada conjunta, a saída conjunta e o estado

aumentado respectivamente.

2.4.3 Sistema Discreto Aumentado via LFT

O sistema na figura 9 9 com planta e controlador dados por:

xpk+1 = Axpk +Buk

yk =Cxpk +Duk

(2.16)

e

xck+1 = Acxck +Bc[r1k − yk]

uk = r2k +Ccxck +Dc[r1k − yk]
(2.17)

pode ser representado como na figura 11, e o sistema aumentado correspondente tem a

+

+

+

+

+
+

+

Hk

uk

vk

r1k

r2k

yk

AC

BC

CC

DC

A

B

C

D

xpkxck

xck+1 xpk+1

1
z

1
z

Figura 11 – Sistema Discreto MIMO em Malha Fechada.

representação geral da figura 12.

9 Nas equações (2.16) e (2.17), A, B, C, D, Ac, Bc, Cc, Dc, são matrizes da planta e do controlador,
respectivamente. Os sinais uk ∈ Rnu, yk ∈ Rmy, r1k ∈ Rnr1 er2k ∈ Rnr2 , são as entradas, saídas e
entradas exógenas discretas.
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Supondo vk = 0 na figura 10, temos que o conjunto 10 controle-saída é dado por:











xpk+1

xck+1

usk

yk

uk











= M











xpk

xck

rsk

r2k

r1k











rsk = Duk

(2.18)

onde M é a matriz calculada a partir da topologia da figura 11, como uma GFR via LFT

dada por:

M =











A−BDcC BCc

−BcC Ac

−BDc

Bc

BDc B

Bc 0

−DcC Cc −Dc Dc I

C 0

−DcC Cc

I

−Dc

0 0

Dc I











(2.19)

ou

M =






A0 B0 B2

C0 D00 D01

C2 D10 D11




 (2.20)

Então o sistema de malha fechada da figura 10 tem representação geral de sistema au-

mentado via LFT:

G̃(z) = Fu

{
Fl(M,D),z−1} (2.21)

Para matriz de transferência direta D 6= 0 em (2.21), o sistema pode ser representado

pela figura 12. A LFT em (2.21), pode ser simplificada se D = 0; neste caso para o

sistema aumentado:

M =














Ā
︷ ︸︸ ︷

A−BDcC BCc

−BcC Ac

B̄
︷ ︸︸ ︷

BDc B

Bc 0

C 0

−DcC Cc
︸ ︷︷ ︸

C̄

0 0

Dc I
︸ ︷︷ ︸

D̄














(2.22)

10 Na figura 11 o sinal uk é dividido em duas partes: antes da caixa cinza é chamado uk, e depois da
caixa cinza é chamado usk



Capítulo 2. Sobre Representações de Sistemas Dinâmicos 53

A0 B0

C0 D00

B2

D01

D11D10C2

xk+1 xk

1
z

[
r2k

r1k

]

rsk

[
yk

uk

]

usk

D

Figura 12 – Sistema em Malha Fechada via LFT.

o sistema em (2.18), com D = 0 é expresso por:








xpk+1

xck+1

yk

uk









=

[

Ā B̄

C̄ D̄

]









xp

xc

r2k

r1k









(2.23)

Então o sistema discreto aumentado é dado por:

xk+1 = Āxk + B̄ũk

ỹk = C̄xk + D̄ũk

(2.24)

onde Ā, B̄, C̄, D̄ são as matrizes de estado compatíveis e os sinais discretos

ũk =

[

r2k

r1k

]

∈ R
nr1+nr2,

ỹk =

[

yk

uk

]

∈ R
my+nu

e

xk =

[

xpk

xck

]

∈ R
n+m
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representam a entrada conjunta, a saída conjunta e o estado conjunto respectivamente.

Finalmente, o controlador e a planta, calculados a partir da representação dis-

creta aumentada, são dados por:

Pk =

[

A0 −B2D−1
11 C2 B2D−1

11

C1 0

]

(2.25)

e

Ck =

[

A0 −B2D−1
11 C2 B0 −B2D−1

11 D10

D−1
11 C2 D−1

11 D10

]

(2.26)

O sistema discreto (contínuo) em malha fechada LTI, pode ser representado via

LFT como uma GFR como na figura 13. Na figura 13a, é apresentada a representa-

ção em espaço de estado do sistema em malha fechada. Na figura 13b, apresenta-se a

representação via LFT em forma de matriz de transferência.

2.4.4 Representação Generalizada Contínua LPV

Nesta seção, é considerado um caso especial dos modelos em espaço de estado

e a respectiva representação destes modelos via LFT em relação à matriz de parâme-

tros variantes, de forma que estas variações entrem no sistema em malha fechada. A

construção básica destes modelos é realizada inserindo nos componentes variações pa-

ramétricas como apresenta-se a seguir:

Considere o sistema linear com variações paramétricas δi e matriz de transfe-

rência

Gδ (s) =

[

A0 +∑
j
i=1 δiÂi B0 +∑

j
i=1 δiB̂i

C0 +∑
j
i=1 δiĈi D0 +∑

j
i=1 δiD̂i

]

(2.27)

onde A0, Âi ∈ Rn×n, B0, B̂i ∈ Rn×nu , C0, Ĉi ∈ Rny×n, D0, D̂i ∈ Rny×nu e δ ∈ R j.

Os termos A0,B0,C0,D0 em (2.27), são interpretados como o sistema nominal

G(s). As matrizes Âi, B̂i, Ĉi, D̂i são o conjunto consequência da i−ésima variação pa-

ramétrica δi na equação de estado. Dita variação, pode ser especificada dentro de um

intervalo de [−1 1].

A seguir, é apresentada a representação geral do sistema LPV via LFT. Nesta

abordagem as variações dos parâmetros podem ser representadas como um bloco de

ganhos de realimentação, como se mostra na Figura 14.
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+

Hk
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vk

r1k

r2k
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CC

DC
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C

D

xpk

xpk+1

xck

xck+1

1
z

1
z

(a) Representação de Estado de G̃(z).

[
r2k

r1k

] [
yk

uk

]

us,krs,k

P

C

1
z

(b) Representação LFT de G̃(z).

Figura 13 – Representações de um sistema LTI discreto em malha fechada
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x

A0 B0

C0 D00

B1

D01

D11D10C1

ẋ

1
s

u

u2

y

y2

δ1I

δ jI

. . .

Figura 14 – Representação Geral de Sistema LPV via LFT.

Para a realização da Figura 14, considere a matriz de transferência Gδ (s) =

Fu(Mδ ,
1
s
I) onde

Mδ ,

[

A0 +∑
j
i=1 δiÂi B0 +∑

j
i=1 δiB̂i

C0 +∑
j
i=1 δiĈi D0 +∑

j
i=1 δiD̂i

]

e a matriz11

△= diag{δ1I . . .δ jI}.

sendo que Mδ pode-se escrever também como:

Mδ =

[

A0 B0

C0 D0

]

+
j

∑
i=1

δi

[

Âi B̂i

Ĉi D̂i

]

Agora suponha a matriz Pi com posto qi

Pi ,

[

Âi B̂i

Ĉi D̂i

]

∈ R
(n+ny)×(n+nu)

assim δiPi, pode-se escrever como:

δiPi =

[

Li

Wi

]
[

δiIqi

]
[

Ri

Zi

]′

,

11 Com I de tamanho apropriado
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e Mδ como

Mδ =

M11
︷ ︸︸ ︷[

A0 B0

C0 D0

]

+

M12
︷ ︸︸ ︷[

L1 . . .L j

W1 . . .W j

]

△
︷ ︸︸ ︷





δ1Iqi

. . .

δ jIqi







M21
︷ ︸︸ ︷
[

R1 . . .R j

Z1 . . .Z j

]′

(2.28)

O bloco de parâmetros variantes em função da LFT inferior é expresso como:

Mδ = Fl

([

M11 M12

M21 0

]

,△

)

As matrizes M12 e M21 em (2.28), podem ser expressas como:
[

L1 . . .L j

]

= B1
[

W1 . . .W j

]

= D01
[

R1 . . .R j

]′
=C1

[

Z1 . . .Z j

]′
= D10

0 = D11

e portanto o sistema LPV contínuo pode ser representado pela LFT superior:

G(△) = Fu

(

Fl

([

M11 M12

M21 0

]

,△

)

,
1
s

I

)

.

2.4.5 Discretização de um sistema LTI

A relação entre a frequência complexa s e a frequência discreta z pode ser dada

pela transformação conforme:

s =
z+1
z−1

(2.29)

A representação de um sistema contínuo em espaço de estado é dada pela LFT Fu

(
M, 1

s
I
)
.

1/s pode ser expresso em função da inversa da equação (2.29), cuja representação LFT
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inferior é Fl(N,z−1I), com:

N =

[

I
√

2I

−
√

2I −I

]

e △= z−1I. Portanto

Fl(N,z−1I) =
1
s
= I −

√
2Iz−1I(I + z−1I)−1

√
2I.

Agora considere o sistema contínuo, com matriz de transferência G(s) e realização em

espaço de estado com matrizes A,B,C,D:

G(s) = Fu

(

M,
1
s

I

)

=

[

A B

C D

]

onde

M =

[

A B

C D

]

Fazendo Fu(M,Fl(N,z−1I)) tem-se o correspondente sistema discreto com matriz de

transferência G̃ e matriz de coeficientes M̃ :

G̃ = Fl(M,
z−1
z+1

I) = Fl(M̃,z−1I)

sendo que M̃ pode ser obtido usando a produto estrela [108] como:
[

z1

z

]

= M̃

[

w1

w

]

(2.30)

onde,

M̃ =

[

Fu(N,A) N21RB

CN11ARN12 +CN12 Fu(G,N11)

]

com R = (I −AN11)
−1

(2.31)

que pode ser reescrito como:

M̃ =

[

−(I −A)−1(I +A) −
√

2(I −A)−1B√
2C(I −A)−1 C(I −A)−1B+D

]

A matriz de blocos M̃ contém as matrizes da realização de estado discretizada.
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A seguir é apresentada a discretização de um sistema contínuo, dado pelas ma-

trizes de estado a seguir: A =

[

0 1

−185.7 −1.161

]

B =

[

0

−185.8

]

C = I2×2 D =

02×1 com

Fu

(

M,
1
s

I

)

=

[

185.8

−185.8s+3.3×10−13

]

s2 +1.161s+185.7

A matriz M̃ no domínio da frequência z, é obtida, de acordo com o procedimento

de conexão em estrela12:

Md =














Ad
︷ ︸︸ ︷

0.9970 −0,0106

1,9770 0,9894

Bd
︷ ︸︸ ︷

1,3987

1,3987

0,0163 0,0075

−1,3979 0,0075
︸ ︷︷ ︸

Cd

−09890

−09890
︸ ︷︷ ︸

Dd














(2.32)

O sistema discretizado, com período de amostragem de 1,05×10−2 segundos resultante

é:

xk+1 = Adxk +Bduk

yk =Cdxk +Dduk

e na figura 15 os diagramas de Bode discreto e contínuo são comparados:

2.5 Conclusões

Neste capítulo, apresentamos a transformação conforme LFT e a abordagem

GFR que permite múltiplas representações de sistemas LTI dinâmicos em malha aberta

e malha fechada. Também permite a representação de sistemas não lineares como: va-

riantes no tempo (LVT), LPV e outros sistemas não lineares. O modelo LPV da se-

ção 2.4.4 pode representar um modelo não linear se a matriz diagonal △ que realimenta

o sistema representar uma não linearidade, um sistema incerto se △ é uma incerteza,

12 “star product”
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Figura 15 – Diagramas de Bode Discreto e Continuo.

um sistema LPV se △ é um parâmetro de escalonamento, ou um sistema LVT, se △ é a

variável tempo.

A LFT devido à suas caraterísticas de transformação conforme permite uma re-

presentação equivalente entre sistemas contínuos e discretos mantendo as caraterísticas

de estabilidade do sistema original dentre outras.
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3 Identificação no Espaço de Estado de

Sistemas LTI em Malha Aberta

3.1 Introdução

A identificação por métodos de subespaços é muito importante nos processos

associados a controle baseado no modelo. Nas últimas décadas múltiplas, propostas

têm sido desenvolvidas e aprimoradas por muitos pesquisadores. Alguns dos méto-

dos e teorias mais conhecidos são os baseados na teoria da realização determinística

de Ho e Kalman [80], e na teoria da realização miníma estocástica de Akaike [87,

88, 89]. Para identificação determinística, destacam-se as propostas de Verhaegen et

all [38, 39, 109]. No caso estocástico, destacam-se os refinamentos e as extensões do

método de Akaike para identificação de sistemas propostos por Larimore [110, 86],

Katayama [111], Chiuso [112], Bart de Moor et all [113, 114] e pelos autores citados

nesses trabalhos.

Neste capítulo, são apresentadas breves revisões dos métodos de identificação

por subespaços LTI MOESP [38, 115] e CCA [91]. Assim, o capítulo é dividido em

uma breve exposição do problema de identificação LTI, seguido da apresentação do mé-

todo MOESP e de suas principais variações: PI, PO e EIV. Posteriormente, apresenta-se

o método de identificação estocástica CCA. Finalmente, aplicações são apresentadas. O

capítulo está baseado nas publicações [116, 2, 3, 9]. Recomenda-se ao leitor interessado

em aprofundar-se nas técnicas LTI determinísticas e estocásticas [1] e [4, 6] respectiva-

mente.

3.2 Problema de Identificação Determinística

Para um conjunto de dados de entrada-saída {u(t),y(t), | t = 0,1 . . . ,N − 1},

com N sendo o número de amostras, busca-se identificar o sistema Linear Invariante no
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Tempo (LTI) descrito por:

xk+1 = Axk +Buk

yk =Cxk +Duk, k = 0,1, . . .
(3.1)

onde xk é o vetor de estado, uk o vetor de entrada, yk o vetor de saída, e A,B,C,D matri-

zes constantes. O problema de identificação determinística por métodos de subespaços é

determinar a ordem n do sistema e as matrizes (A,B,C,D) através da teoria de sistemas

lineares no espaço de estado.

3.2.1 Método MOESP

O método MOESP1 [38, 39] é baseado na generalização da realização de Ho

e Kalman (1966)[80]. O método começa com a construção das matrizes de Hankel a

partir dos dados de entrada-saída do processo.

Mediante uma projeção ortogonal do espaço linha da matriz de Hankel dos da-

dos de saída sobre o espaço linha da matriz de Hankel dos dados de entrada, e de uma

decomposição em valores singulares SVD, são obtidas a matriz de observabilidade es-

tendida e a ordem do sistema. O passo a passo do algoritmo MOESP ordinário pode ser

resumido como segue:

• Constroem-se as matrizes de dados como:

U0|s−1 =









u0 · · · uN−1

u1 · · · uN

...
...

us−1 · · · us+N−2









∈ R
sm×N (3.2)

e

Y0|s−1 =









y0 · · · yN−1

y1 · · · yN

...
...

ys−1 · · · ys+N−2









∈ R
sp×N (3.3)

1 do inglês “Multivariable Output-Error State sPace”
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• Calcula-se a decomposição LQ das matrizes de Hankel de entrada e de saída:
[

U0|s−1

Y0|s−1

]

=

[

L11 0

L21 L22

][

QT
1

QT
2

]

= L̄QT (3.4)

• Projeta-se ortogonalmente Ê{•} o espaço linha de Y0|s−1 no espaço linha de

U0|s−1:

Ê{Y0|s−1|U0|s−1}= L21QT
1 = L21L−1

11 U0|k−1

onde Y0|s−1 pode ser expressa como:

Y0|s−1 = Γs +ΨU0|s−1 (3.5)

sendo a observabilidade estendida Γs

Γs =









C

CA
...

CAs−1









e a matriz de Toeplitz Ψ

Ψs =









D

CB D
...

. . .

CAs−2B . . . CB D









substituindo (3.5) em (3.4) temos:

ΓsX0 +ΨL11QT
1 = L21QT

1 +L22QT
2 (3.6)

onde pode-se ver que o segundo membro é uma soma ortogonal, e o primeiro

membro é uma soma direta, de modo que duas quantidades não são necessaria-

mente ortogonais. Isto implica que: ΓsX0 6= L22QT
2 e ΨkL11QT

1 6= L21QT
1 .

Pós multiplicando (3.5) por Q2 tem-se

ΓsX0Q2 = L22 (3.7)
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• Calcula-se os valores singulares de L22 para obter a matriz de observabilidade

estendida Γs e consequentemente a dimensão n, da seguinte forma:

L22 =
[

U1 U2

]
[

Σ1 0

0 0

][

V T
1

V T
2

]

=U1Σ1V T
1 (3.8)

Substituindo (3.8) em (3.7), tem-se

ΓsX0Q2 =U1Σ1V T
1

• Calcula-se a matriz de observabilidade estendida

Γs =U1Σ
1/2
1 (3.9)

e n = dimΣ1.

• As matrizes A e C são calculadas a partir da matriz de observabilidade estendida

como:

C = Γs(1 : p,1 : n) (3.10)

Γs(1 : p(s−1),1 : n)A = Γs(p+1 : sp,1 : n) (3.11)

• As matrizes B e D são calculadas pelo método de mínimos quadrados, sendo

UT
2 L22 = 0 e UT

2 Γs = 0; pré-multiplicando (3.6) por UT
2 ∈ R(sp−n)×sp em (3.8),

temos:

UT
2 ΨL11QT

1 =UT
2 L21QT

1 (3.12)

e pós multiplicando por Q1 tem-se

UT
2









D . . . 0

CB . . . 0
...

. . .
...

CAs−2B . . . D









=UT
2 L21L−1

11 (3.13)

Definindo

UT
2 :=

[

L1 L2 · · · Ls

]

,

UT
2 L21L−1

11 :=
[

M1 M2 · · · Ms

] (3.14)
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e

L̄i =
[

L1 . . . L1

]

(3.15)

∈ R(sp−n)×(s+1−i), i = 2, . . . ,s temos a seguinte equação superdeterminada:









L1 L̄2Γs−1

L2 L̄3Γs−2
...

...

Ls−1 L̄sΓ1









[

D

B

]

=









M1

M2
...

Ms−1









(3.16)

onde o bloco de coeficientes da matriz da equação (3.16) no primeiro membro

tem dimensão s(sp−n)×(p+n). Para obter solução única de mínimos quadrados

(D,B), a matriz bloco tem que ter posto coluna cheio, então s(sp− n) > (p+ n)

pode ser satisfeito; isto se cumpre se s > n.
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3.2.2 Modificações do Método MOESP

O método de identificação MOESP tem um conjunto de variações que preten-

dem lidar com as perturbações no sistema apresentado na figura 16.

xk+1 = Axk +Bũk + fk

ỹ =Cxk +Dũk

ũk

ukwk

fk

vk

ỹk yk

Figura 16 – Diagrama do Modelo de Erros em Variaveis.

Com dito propósito é reformulado o método MOESP para tratar o problema

de acordo com o tipo de perturbação. As perturbações na figura 16 são: wk o ruído de

medição da entrada, fk o ruído não mensurável associado ao modelo e vk o ruído aditivo

de saída. As variações do método são classificadas de acordo com a tabela 1.

Tabela 1 – Nomenclatura no Método MOESP.

Nomenclatura Significado Perturbações
PI Perturbação na entrada fk = 0, wk 6= 0, vk = 0
PO Perturbação na saída fk = 0, wk = 0, vk 6= 0
EIV Erros em Variáveis fk 6= 0, wk 6= 0, vk 6= 0

As principais diferenças entre as variações do método estão na decomposição

QR, onde as matrizes de dados são modificadas com o propósito de tratar cada per-

turbação. No caso das variações PI e PO, as estruturas dos dados com as quais são

calculadas as decomposições QR são dadas por:





U1,s,N

Y1,s,N

ΦN




=






R11 0 0 0

R21 R22 0 0

R31 R32 R33 0











QT
1

QT
2

QT
3






Com :

ΦN =







Us+1,s,N : PI −MOESP
[

Us+1,s,N

Ys+1,s,N

]

: PO−MOESP
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lim
N→∞

1√
N

[

R22 R′
32

]

= lim
N→∞

1√
N

ΓsXs+1,N

[

Q2 Q3

]T

O caso EIV é considerado mais complexo, e é apresentado na seção 3.2.3.

3.2.3 Problema de Erros em Variáveis (EIV)

O problema de erros em variáveis (EIV)2 considera as perturbações na medida

do sinal de entrada, assim como as perturbações próprias do sistema e as perturbações

aditivas na saída, como é mostrado na figura 16. O ruído medido na entrada pode ser

ruído branco ou ruído colorido. O sinal de saída é considerado poluído por uma pertur-

bação de tipo ruído branco a qual não é correlata com a perturbação medida na entrada.

Considere o sistema apresentado na Figura 16, que pode ser representado no

espaço de estado como:

xk+1 = Axk +Bũk + fk

yk = ỹk + vk

ỹk =Cxk +Dũk

ũk = uk −wk, k = 0,1, . . .

(3.17)

O modelo em (3.17) é conhecido como EIV e é considerado para um conjunto de

dados de entrada-saída {uk,yk, | k = 0,1 . . . ,N −1}, com N amostras. Nele xk é o vetor

de estado, uk o vetor de entrada medido (perturbado), yk o vetor de saída perturbado,

as perturbações fk, vk, são supostas como ruídos brancos de médias nulas e variâncias

unitárias, wk pode ser considerado como ruído branco de média zero ou como ruído

colorido; e A,B,C,D são matrizes constantes.

Múltiplas abordagens ao problema de identificação do modelo apresentado na

figura 16 são feitas. Em algumas das mais significativas [117, 118, 119, 120] o problema

de EIV é considerado um dos problemas mais difíceis de ser tratado. Na abordagem

polinomial apresentada em [120], a identificação do sistema EIV é possível com as

seguintes considerações:

• Todas perturbações e todos os sinais são de média zero.
2 do inglês: “Errors-In-Variables”
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• A ordem do sistema é conhecida.

• O sinal ũk livre de ruído é conhecido.

• As perturbações wk e vk são processos estacionários não correlatos com as entra-

das e saídas livres de ruído.

Outra abordagem é feita por Verhaegen [115], que trata o problema de identifi-

cação EIV usando análise por subespaços e Variável Instrumental (IV, está abordagem

será explicada na Seção 3.2.4). Algumas outras abordagens usando projeções ortogonais

são discutidas em [121].

3.2.4 Abordagem do problema EIV por Subespaços

Esta abordagem divide o problema em duas categorias, de acordo com as consi-

derações feitas sob o ruído. A primeira categoria supõe que tanto a entrada como a saída

são poluídas por processos de ruído branco. A segunda categoria é mais geral, e supõe

a entrada poluída seja por um processo de ruído branco ou por um processo de média

móvel, enquanto a saída é suposta como um ruído colorido [115, 2, 3].

Cada categoria tem um algoritmo associado, e os dois algoritmos podem ser

aplicados na identificação de sistemas de múltiplas entradas e múltiplas saídas MIMO3.

O problema foi descrito na Figura 16 e no modelo (3.17). Todos os processos wk,

fk, vk, são considerados ruídos brancos de médias zero e não correlatos com a entrada

ũk ou seja as correlações entre o passado da entrada livre de ruído ũk e os processos wk,

fk, vk são nulas :

E[ũkw j] = E[ũk f j] = E[ũkv j] = 0 para todo j ≥ k

onde E[.] é o operador esperança matemática.

Além disso, é suposto que wk e vk são independentes da sequência de estado xk,

e o processo de ruído fk (com k ≥ 1) é independente do estado inicial x1 [38].

A abordagem aqui apresentada está sendo tratada através da “família” de algorít-

mos MOESP [38, 109], (Seção 3.2.1), a qual está constituída de dois passos, o primeiro

3 do inglês “Multiple Input Multiple Output”
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é a estimação da matriz de observabilidade estendida Γ̂ e da ordem do sistema, com

o que podem ser estimadas as matrizes de estado (A,C). O segundo passo consiste na

estimação das matrizes de estado (B,D) a partir da estimação de (A,C) no passo um.

Para o desenvolvimento do passo um, é preciso construir as matrizes de dados

uk, ũk, yk, ỹ, wk, fk, wk no formato da matriz bloco de Hankel em (3.2). E através de:

Y j,s,N = ΓsX j,N +HsU j,s,N −HsW j,s,N +GsFj,s,N +V j,s,N (3.18)

obter a matriz de observabilidade estendida, em (3.18); Hs, Gs são matrizes bloco de

Toeplitz e X j,N é dada por:

X j,N =
[

x j . . . x j+N−1

]

e os blocos de Toeplitz:

Hs =









D . . . 0

CB . . . 0
...

. . .
...

CAs−2B . . . D









e

Gs =









D . . . 0

C . . . 0
...

. . .
...

CAs−2 . . . 0









onde j é o índice de tempo no qual é inicializada a variável, N o número de amostras, e

s o número de blocos.

O cálculo da matriz Γs, no sentido do problema de EIV, é feito de acordo com

as caraterísticas do sinal de entrada medida ũ. O primeiro é feito para ũk sendo ruído

branco de média zero (RBMZ). O segundo considera que ũk não é ruído branco de média

zero, e sim um sinal persistentemente excitante.

i) ũk sendo Ruído Branco de Média Zero

Em [115] é apresentado e provado o seguinte teorema
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Teorema 3.1 Dado o conjunto entrada-saída com ruído uk,yk que satisfaz o pro-

blema EIV, e supondo que a entrada livre de ruído de medição ũk é um ruído

branco de média zero, para o qual tem-se a fatoração QR dada por:









Us+1,s,N

U1,s,N

Y1,s,N

Ys+1,s,N









=









R11 0 0 0

R21 R22 0 0

R31 R32 R33 0

R41 R42 R43 R44

















QT
1

QT
2

QT
3

QT
4









(3.19)

então

lim
N→∞

1√
N

[

R42 R43

]

= lim
N→∞

1√
N

ΓsXs+1,N

[

Q2 Q3

]T

(3.20)

O Teorema 3.1, implica que quando ũ é uma entrada livre de perturbação do tipo

ruído branco de média zero, a matriz Γs pode ser estimada a partir de
[

R42 R43

]

.

ii) ũk não sendo Ruído Branco de Média Zero.

Nesta consideração são usadas as matrizes bloco de Hankel U1,s,N e Y1,s,N como

variáveis instrumentais (IV) com o fim de remover o ruído. Pós-multiplicando

(3.18) por

[

U1,s,N

Y1,s,N

]

tem-se

Y j,s,N

[

U1,s,N

Y1,s,N

]

= ΓsX j,N

[

U1,s,N

Y1,s,N

]

+HsU j,s,N

[

U1,s,N

Y1,s,N

]

(3.21)

quando N → ∞. Então com base em (3.21) [115] é apresentado o seguinte teo-

rema:

Teorema 3.2 Dado o conjunto de entrada-saída uk, yk (ver [115], Teorema 3), e

supondo que ũk não é uma sequência de ruído branco de média zero, a fatoração

QR é dada por:

[

Us+1,s,NUT
1,s,N Us+1,s,NY T

1,s,N

Ys+1,s,NUT
1,s,N Ys+1,s,NY T

1,s,N

]

=

[

R11 0

R21 R22

][

QT
1

QT
2

]

(3.22)

então

lim
N→∞

1√
N

R22 = lim
N→∞

1√
N

ΓsXs+1,N

[

UT
1,s,N Y T

1,s,N

]

QT
2 (3.23)

A prova do teorema 3.2, pode-se ver no apêndice A de [115].



Capítulo 3. Identificação no Espaço de Estado de Sistemas LTI em Malha Aberta 71

Em (3.23), mostra-se que a estimação de Γs pode ser feita a partir de R22 e das

discussões ao redor da estimação consistente da matriz Γs.

3.2.4.1 Estimação das Matrizes BT e D

Múltiplas abordagens para o cálculo das matrizes B e D têm sido apresentadas

na literatura. A mais comumente usada é a nomeada problema de estimação “linear-in-

parameter” que pode ser vista em [115, 38, 39] e nas referências usadas nesses artigos.

Uma das formas mais comuns do problema “linear-in-parameter” é o cálculo

por mínimos quadrados apresentado nas equações (3.12)- (3.16). Porém, dado que é

considerada a medida do sinal de entrada com ruído na medida, o uso de variáveis

instrumentais no processo de estimação destas matrizes é de muita utilidade. Com o

propósito de usar variáveis instrumentais é empregada a representação do modelo de

erro de saída, no qual ỹ no modelo apresentado em (3.17), é dado como:

ỹ =CAk− jx j +

(
k−1

∑
τ= j

ũT
τ ⊗CAk−1−τ

)

vec(B)+(ũ⊗ I)vec(D)+
τ= j

∑
k−1

CAk−1−τ fk (3.24)

onde vec(.) é o vetor coluna formado pelas colunas de (.) e ⊗ o produto de Kronecker.

Define-se as seguintes matrizes:

U j,N =









0 uT
j ⊗ I

uT
j ⊗ I uT

j+1 ⊗ I
...

...

∑
j+N−2
τ= j uT

τ ⊗CA j+N−2−τ uT
j+N−1 ⊗ I









(3.25)

F j,N =









0

CA f j

...

∑
j+N−2
τ= j CA j+N−2−τ fτ









(3.26)

W j,N =









0 wT
j ⊗ I

wT
j ⊗ I wT

j+1 ⊗ I
...

...

∑
j+N−2
τ= j wT

τ ⊗CA j+N−2−τ wT
j+N−1 ⊗ I









(3.27)
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P =

[

vec(B)

vec(D)

]

(3.28)

Levando em conta o ruído medido na entrada e fazendo conjuntos de vetores

coluna com as medidas da saída desde o instante j até o instante j +N − 1, pode-se

chegar a seguinte equação para o modelo de erro de saída:

Y j,N,1 = ΓNx j +U j,NP +F j,N +W j,NP −V j,N,1
︸ ︷︷ ︸

Erro de saída E j,N

(3.29)

Para calcular as matrizes (B,D) a partir de (3.29), é preciso calcular a matriz ΓN

a partir das matrizes A,B do modelo real. Porém, as matrizes reais são desconhecidas;

então o calculo da matriz ΓN é feito com as matrizes (A,C) estimadas no passo anterior.

Assim, ∆ΓN = ΓN − Γ̂N para efeitos do cálculo consistente da dupla (B,D). De forma

semelhante, as matrizes definidas em (3.25) até (3.27) são expressas em função das

matrizes (A,C).

Assim, (3.29) pode ser reescrita como:

Y j,N,1 = Γ̂Nx j + Û j,NP + F̂ j,N + Ŵ j,NP −V j,N,1 +∆N (3.30)

sendo

∆N = ∆NΓNx j +∆NU j,NP +∆NF j,N +∆NW j,NP −V j,N,1

Supondo a consistência na estimação de (A,C) temos:

lim
N→∞

∆N = 0

Escolhendo uma variável instrumental ZN como:

ZN =
[

Ys+1,s,N ⊗ I Us+1,s,N ⊗ I

]

(3.31)

a expressão em (3.30) pode ser dada como:

1
N

ZT
NY j,N,1 =

1
N

ZT
N Γ̂Nx j+

1
N

ZT
NÛ j,NP+

1
N

ZT
NF̂ j,N+

1
N

ZT
NŴ j,NP− 1

N
ZT

NV j,N,1+
1
N

ZT
N∆N

(3.32)

Se os seguintes requerimentos são cumpridos, então é possível ter uma estimação con-

sistente de (B,D) (ver [115] para o detalhamento dos requisitos).
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1. limN→∞
1
N

ZT
NF̂ j,N = 0

2. limN→∞
1
N

ZT
NŴ j,N = 0

3. limN→∞
1
N

ZT
NV j,N,1 = 0

4. limN→∞
1
N

ZT
N−̂ j,N = 0

5. limN→∞
1
N

ZT
N∆N = 0

6. A matriz limN→∞
1
N

ZT
NF̂ j,N tem posto completo.

Os algoritmos 1, 2 e 3 a seguir, constituem o método EIV-MOESP em sua

implementação algoritmica.

Entrada: Escolha as entradas de dados
Entrada: Escolha o método de calcular as Matrizes A e C

Entrada: Escolha o método de calcular as Matrizes A e D

inicio
1. Construa as matrizes de dados —–Algorithm 2—–
2. —– Algorithm 3 —–
3. if Escolheu o calculo de B e D usando minímos quadrados then

Faça [122]

Y0,N,1 =
[
Γ̂s Ỹ Ũ

]
[

B

D

]

.
else

Escolha o cálculo de B e D usando

ỹ=CAk− jx j+

(
k−1

∑
τ= j

ũT
τ ⊗CAk−1−τ

)

vec(B)+(ũ⊗ I)vec(D)+
τ= j

∑
k−1

CAk−1−τ fk

end
Calcule as matrizes U j,N , F j,N , W j,N e determine P usando a variável
instrumental

ZN =
[
Ys+1,s,N ⊗ I Us+1,s,N ⊗ I

]

fin
Saída: Matrizes de estado estimadas e figuras de polos e zeros

Algoritmo 1: Algoritmo de Identificação EIV
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inicio
construa as matrizes de dados ũ, ỹ, v, f , w com a forma:

U j,s,N =








u j · · · u+ j+N −1
u j+1 · · · u+ j+N

...
...

u j+s−1 · · · u j+N+s−2







∈ R

sm×N (3.33)

construa as matrizes Toepliz H G, ỹ com a forma:

Hs =








D . . . 0
CB . . . 0

...
. . .

...
CAs−2B . . . D








fin
Algoritmo 2: Algoritmo de Identificação EIV - Matrizes de Dados

if ũ é Ruído Branco de média zero (RBMZ) then
Use o Teorema 3.1, e determine a matriz de observabilidade estendida Γ̂s a
partir de

[
R42 R43

]
.

Com Γ̂s =








C

CA
...

CAs−1








E a ordem do sistema fazendo a decomposição em valores singulares de
[
R42 R43

]

else
Use o Teorema 3.2 e determine a matriz de observabilidade estendida Γ̂s a
partir de

lim
N→∞

1√
N

R22 = lim
N→∞

1√
N

ΓsXs+1,N
[
UT

1,s,N Y T
1,s,N

]
QT

2

E a ordem do sistema fazendo a decomposição em valores singulares de
[
R22
]

end
Com Γ̂s determine Â e Ĉ

Algoritmo 3: Algoritmo de Identificação EIV -Tipo de entrada
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3.3 Identificação Estocástica

Nesta seção apresenta-se um método de identificação estocástica que se benefi-

cia da teoria de realização estocástica desenvolvida por Akaike(1974, 1975, 1976)[87,

88, 89], para criar uma teoria de realização estocástica de sistemas estacionários line-

ares com entrada exógena, usando correlações canônicas condicionais entre o passado

e o futuro do conjunto de dados finitos de entrada e saída em um processo estocástico

estacionário [91], [123], [86],[112].

3.3.1 Problema de Identificação Estocástica com Entradas Exógenas

Considere um conjunto de dados finitos de entrada e saída de um processo.

O problema de realização estocástica é encontrar um modelo matemático no espaço

de estado que possa descrever adequadamente a dinâmica do sistema desconhecido. O

modelo inovativo no espaço de estado é dado por:

xk+1 = Axk +Buk +Kek

yk =Cxk +Duk + ek

(3.34)

onde, xk ∈ Rn é o vetor de estado, uk ∈ Rm é a entrada exógena e yk ∈ Rp é a saída do

processo, ek ∈ Rp é o processo estocástico de inovação, A ∈ Rn×n é a matriz de estado,

B ∈ Rn×m é a matriz de entradas , C ∈ Rp×m é a matriz de saída, D ∈ Rp×m é a matriz de

transmissão direta, K ∈ Rn×p é a matriz de ganho de Kalman.

Para a consideração estocástica do problema, são definidas as matrizes de cova-

riâncias do conjunto entrada-saída w como segue:

Λww(l) = E
{

wk+lw
T
k

}
=

[

Λyy(l) Λyu(l)

Λuy(l) Λuu(l)

]

, l = 0,±1, . . . . . . (3.35)

onde E{.} representa a esperança matemática e w ∈ Rd é definido por:

w :=

[

uk

yk

]

(3.36)

A matriz de densidade espectral é dada por:

Φww(z) =
∞

∑
l=−∞

Λww(l)z
−l =

[

Φyy(z) Φyu(z)

Φuy(z) Φuu(z)

]

(3.37)
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Para resolver este problema de realização estocástica com entradas exógenas, é

usado o método de análise de correlação canônica CCA, descrito na seguinte seção.

3.3.2 Identificação pelo Método CCA

Para um conjunto de dados finitos de entrada u e de saída y de um processo,

dados da forma:

{uk,yk com k = 0,1, . . .N +2s−2} (3.38)

onde N é o número de dados disponíveis para a identificação e s é o número de linhas

das matrizes bloco de Hankel (3.39) e (3.40) e de Toeplitz (3.41) de dados; s é escolhido

com o critério de s ≫ n, onde n é a ordem do sistema obtida na identificação. O valor

inicial de s é escolhido suficientemente grande e de forma arbitrária.

Com os vetores de entrada e saída são construídas as matrizes de Hankel de

dados, da seguinte forma:

Us|2s−1 =










u(s) · · · u(s+N −1)

u(s+1) · · · u(s+N)
...

...

u(2s−1) · · · u(N +2s−2)










∈ R
sm×N (3.39)

e

Ys|2s−1 =










y(s) · · · y(s+N −1)

y(s+1) · · · y(s+N)
...

...

y(2s−1) · · · y(N +2s−2)










∈ R
sp×N (3.40)

As notações Us|2s−1 e Ys|2s−1 representam os dados futuros de entrada e saída

respectivamente, começando desde o instante s até o instante 2s−1.

Com a matriz w de (3.36) é construída a matriz Toeplitz de dados de entrada-

saída, na forma:

W̌0|s−1 =









w(s−1) · · · w(s+N −2)

w(s−2) · · · w(s+N −3)
...

...

w(0) · · · w(N −1)









∈ R
sd×N (3.41)
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A notação W̌0|s−1 representa os dados do passado de entrada-saída, começando no ins-

tante 0 até s−1

A técnica CCA4 para identificação de sistemas estocásticos multivariáveis no

espaço de estado baseia-se na busca da correlação canônica condicional entre o futuro

e o passado dadas as entradas futuras, com a qual é possível obter as matrizes de obser-

vabilidade e controlabilidade estendidas, [90].

As matrizes de covariância entre futuro e passado são definidas por:






Σuu Σup Σu f

Σpu Σpp Σp f

Σ f u Σ f p Σ f f




=

1
N






Us|2s−1

W̌0|s−1

Ys|2s−1











Us|2s−1

W̌0|s−1

Ys|2s−1






T

= L̄L̄T (3.42)

onde L̄ representa a matriz bloco triangular inferior. A matriz é obtida através da de-

composição LQ da matriz conjunta das matrizes bloco de Hankel e Toeplitz, como é

mostrado na equação a seguir:

1√
N






Us|2s−1

W̌0|s−1

Ys|2s−1




=






L11 0 0

L21 L22 0

L31 L32 L33











QT
1

QT
2

QT
3




= L̄QT (3.43)

De acordo com a teoria da decomposição LQ, obtêm-se matrizes triangulares inferiores

L̄ com um bloco zero na parte superior direita, e matrizes Q ortogonais tais que QT
i Q j =

Iδi j.

Desta forma, substituindo a matriz L̄ em (3.43) na equação (3.42), obtêm-se:

Σ =






Σuu Σup Σu f

Σpu Σpp Σp f

Σ f u Σ f p Σ f f




=






L11 0 0

L21 L22 0

L31 L32 L33











LT
11 LT

21 LT
31

0 LT
22 LT

32

0 0 LT
33




 (3.44)

De (3.44), pode-se obter cada uma das matrizes de covariância de Σ, como:

Σuu = L11LT
11, Σpu = L21LT

11,

Σ f u = L31LT
11,Σpp = L21LT

21 +L22LT
22,

Σ f p = L31LT
21 +L32LT

22,

Σ f f = L31LT
31 +L32LT

32 +L33LT
33

(3.45)

4 Do inglês: “Correlation Canonical Analysis”



Capítulo 3. Identificação no Espaço de Estado de Sistemas LTI em Malha Aberta 78

Sejam

fk =









yk

yk+1
...

yk+s−1









∈ R
sp, uk+ =









uk

uk+1
...

uk+s−1









∈ R
sm (3.46)

respectivamente os vetores de saídas e entradas futuras5.

Para o passado os vetores de saídas e entradas de dimensão infinita são:

yk− =







yk−1

yk−2
...






, uk− =







uk−1

uk−2
...







(3.47)

Para o passado entrada-saída definimos os vetores de dimensão infinita:

pk =







wk−1

wk−2
...






, wk =

[

yk

uk

]

∈ R
d com d = p+m (3.48)

Usando os vetores (3.46), (3.47) e (3.48), define-se a correlação canônica con-

dicional das saídas futuras dadas as entradas futuras:

Σ f f |u := E
{

Ê( f |u⊥+)Ê( f |u⊥+)T
}

(3.49)

onde Ê( f |u⊥+) indica a projeção ortogonal do futuro sobre o complemento ortogonal de

u; a projeção ortogonal pode ser expressa mediante esperanças como:

Ê( f |u) = E
{

f uT
}

E
{

uuT
}†

u = Σ f uΣ†
uuu (3.50)

e

Ê( f |u⊥) = f − Ê( f |u) = f −Σ f uΣ†
uuu (3.51)

onde † é a pseudo-inversa.

5 fk aqui representa o futuro; não confundir com o ruído apresentado com nomenclatura semelhante no
método MOESP.
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Então, a covariância condicional do futuro dada a entrada futura é dada por:

Σ f f |u = E
{

Ê( f |u⊥+)Ê( f |u⊥+)T
}

= Σ f f −Σ f u(Σuu)
†Σu f (3.52)

Da mesma forma, são obtidas as matrizes de covariâncias condicionais Σpp|u e Σ f p|u.

Assim, usando as covariâncias de (3.45) e as definições anteriores, obtêm-se as

covariâncias condicionais como:

Σ f f |u = Σ f f −Σ f uΣ−1
uu Σu f = L32LT

32 +L33LT
33 (3.53)

Σpp|u = Σpp −ΣpuΣ−1
uu Σup = L22LT

22 (3.54)

Σ f p|u = Σ f p −Σ f uΣ−1
uu Σup = L32LT

22 (3.55)

As matrizes com os autovetores canônicos são obtidas mediante os cálculos das

raízes quadradas inversas das matrizes de covariâncias condicionais Σ f f |u e Σpp|u, da

forma:

Σ f f |u = LLT Σpp|u = MMT (3.56)

Mediante a decomposição em valores singulares das matrizes L e M e da matriz

de covariância condicional do futuro e do passado dadas as entradas futuras Σ f p|u, são

obtidas as matrizes de observabilidade e controlabilidade estendidas como:

L−1Σ f p|uM−T =UΣV T ,

O = LUΣ1/2
C = Σ1/2V T MT

(3.57)

As equações acima são obtidas pela decomposição em valores singulares da

matriz de Hankel normalizada, ver [89]:

L−1HM−T =UΣV T

H = LUΣV T MT

H = (LUΣ1/2)(Σ1/2V T MT = OC

(3.58)

A sequência de estado estimado X̂k é calculada usando a controlabilidade esten-

dida, da forma:

X̂k = CkΣ−1
pp|uW̌0|k−1 (3.59)
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A partir de (3.34) obtêm-se:
[

X̂k+1

Ŷk|k

]

=

[

A B

C D

][

X̂k

Uk|k

]

+

[

Ke

e

]

(3.60)

onde X̂k+1 é a sequência de estado estimada no instante k+1.

Resolvendo o sistema superdeterminado (3.60) e usando o método de regressão

linear, obtêm-se o conjunto de matrizes (A,B,C,D).

De aqui em diante, para facilitar a notação, Ke é chamado de ρ .

Para calcular o ganho de Kalman K e a solução P da equação algébrica de Riccati

(ARE) do filtro de Kalman, é necessário calcular as matrizes de covariâncias do erro de

predição, dadas por:
[

Q S

ST R

]

=
1

N −1

[

ρρT ρeT

eρT eeT

]

(3.61)

O ganho de Kalman é dado por:

K = (APCT +S)(CPCT +R)−1 (3.62)

onde a ARE do filtro de Kalman, é dada por:

P = APAT − (APCT +S)(CPCT +R)−1(APCT +S)T +Q (3.63)

Assim, encontrando as matrizes do sistema (A,B,C,D,K), chegamos no modelo inova-

tivo (3.34)

3.4 Aplicação

3.4.1 Método EIV

A implementação da identificação cobre as duas considerações sobre a entrada

ũ feitas na seção 3.2.3, para o cálculo das matrizes (A,C) e dois métodos para calcular

as matrizes de estado (B,D). A estrutura geral da implementação é mostrada no Algo-

ritmo 1
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3.4.1.1 Benchmark EIV de Sexta Ordem

A planta [115] é um sistema de ordem 6 com função de transferência dada por:

Pk = 0.01×
−4.1925×10−2z−6 −2.1995z−5 +48425z−4 −1.0271z−3 −3.5128z−2 +1.9922z−1 −5.3631×10−2

−7.9698×10−1z−6 +2.9386z−5 −5.4600z−4 +6.1217z−3 −4.4213z−2 +1.9260z−1 −4.2649×10−1

(3.64)

A seguir, é apresentada uma relação dos resultados que inclui o mapa de polos

e zeros em cada conjunto de opções para a identificação (de acordo com o apresentado

no Algoritmo 1). Em cada mapa de polos e zeros, é mostrado o resultado de 40 identi-

ficações com entrada aleatória ruído branco e média zero. Finalmente, em cada caso é

mostrado um conjunto de matrizes (A,B,C,D) estimadas (para exemplificar o resultado

obtido).

1. Cálculo das matrizes (A,C) considerando ũ como um sinal ruído branco de média

zero, e calculando (B,D) com o uso de variável instrumental (IV).
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Figura 17 – EIV com ũ RBMZ e uso de IV.
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Modelo estimado na iteração número 40:

A =














0.8182 0.5845 −0.08997 0.04577 −0.005063 −0.07964

−0.5852 0.8114 −0.05354 0.03321 0.008003 −0.04925

0.03325 0.07431 0.7585 −0.6548 0.1508 0.1285

0.01976 0.01086 0.6398 0.7641 0.04667 −0.05271

0.006739 −0.0008202 −0.1173 0.09808 0.7242 0.7374

0.01127 0.02606 0.03705 0.02728 −0.6658 0.7064














B =














−4.076

1.619

2.465

−1.274

−0.6925

1.535














, C =
[

4.618 29.95 35.03 −1.362 −30.29 30.52
]

D = 986.2

2. Cálculo das matrizes (A,C) considerando ũ como um sinal ruído branco de média

zero, e calculando (B,D) usando mínimos quadrados.

Modelo estimado na iteração 40:

A=














0.8295 −0.5736 −0.01602 −0.06852 −0.04084 −0.04557

0.5644 0.8228 0.005882 0.09929 −0.0003194 0.03232

0.01332 −0.05876 0.7862 0.6102 0.1557 0.09169

−0.007418 −0.06371 −0.6224 0.7771 0.1616 0.1057

0.01501 0.003931 −0.002926 −0.1736 0.7573 0.673

0.002608 −0.007529 0.009834 0.01149 −0.6065 0.7761














B =














−0.003887

−0.5537

2.512

−5.722

7.856

−6.95














, C =
[

−16.15−27.045.0940.67−41.932.74
]
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Figura 18 – EIV com ũ RBMZ e uso de Mínimos Quadrados.

D =
[

3.717
]

3. Cálculo das matrizes (A,C) considerando ũ como um sinal não ruído branco de

média zero, e calculando (B,D) com o uso de variável instrumental (IV).

Neste caso o sinal ũ é um ruído colorido. Isto é feito com a seguinte função de

transferência (a função de transferência do ruído é tomada de [90]):

Hk =
z−2 −0.2z−1 −0.48
z−2 +0.4z−1 +0.8

(3.65)

Modelo estimado na iteração 40:
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Figura 19 – EIV com ũ não sendo RBMZ e uso de IV.

A =














0.5969 0.2688 0.06887 0.002819 0.002236 −0.004585

−1.333 0.7515 −0.003198 0.01831 −0.005226 0.007379

0.1146 −0.548 0.4849 0.4044 −0.007844 0.02598

−0.1098 0.4229 −1.088 0.6094 0.07342 −0.116

0.00275 0.1008 0.3462 −0.2929 0.6428 −0.3396

−0.2265 0.2234 −0.191 0.07202 1.039 0.6371














B =














−31.5

77.11

−396.4

−37.41

121.6

−158.7














, C =
[

−371.3 −64.84 58.58 −3.454 3.216 −6.087
]

D =
[

460.9
]
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4. Cálculo das matrizes (A,C) considerando ũ como um sinal não ruído branco de

média zero, e calculando (B,D) com o uso mínimos quadrados.

Como no caso anterior a entrada é um ruído branco com função de transferên-

cia (3.65).
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Figura 20 – EIV com ũ não sendo RBMZ e uso de Mínimos Quadrados .

Modelo estimado na iteração 40:

A =














0.7241 0.1172 0.0245 0.002845 −0.001035 0.002013

−2.619 0.7021 0.04285 0.01392 −0.00244 0.005861

−1.259 −0.01791 0.562 −0.5044 0.02083 −0.05097

−1.934 −0.9335 0.7441 0.6896 0.04327 −0.08338

−0.1427 0.1992 0.04663 0.05306 0.6098 0.5733

−1.169 −0.3763 0.4006 0.2826 −0.7945 0.2797
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B =














0.3166

−1.515

3.28

−5.038

5.658

−4.942














, C =
[

−355.4 −220.7 46.6 −2.96 −3.15 8.921
]

D =
[

2.881
]

3.4.1.2 Conclusão do uso do algoritmo MOESP EIV

Nesta Seção, é apresentado o algoritmo de identificação por subespaços em ma-

lha aberta de erros em variáveis, com a implementação do cálculo das matrizes de estado

(A,C) a partir de dois algoritmos que dependem das caraterísticas da excitação. O cál-

culo das matrizes (B,D) é feito por mínimos quadrados e com o uso de variável instru-

mental. Este ultimo método, implica um tratamento das perturbações a fim de cancelar

o efeito destas na identificação.

O sistema apresentado para implementação é um problema que tem auto-valores

muito próximos entre eles e complexos conjugados perto do limite de estabilidade

(0.9970e± j0.1677, 0.9970e± j0.1679, 0.9891e± j0.9140, 0.9873e± j0.1.2784, 0.9872e± j1.2894)

o que o faz de difícil identificação. Ao aplicar o método com entrada sendo ruído branco

de média zero, na Figura 17 pode-se observar que das 40 identificações, aproximada-

mente a metade está dentro do circulo unitário e representa o comportamento do sistema

a identificar. Na Figura 18 são calculadas as matrizes com o uso da variável instrumental,

e os resultados são muito próximos dos do caso anterior, isto devido a que o tratamento

por IV pretende reduzir o efeito da perturbação, que no caso é pequeno, por tratar-se de

uma entrada ruído branco. Já nas identificações que inserem ruído colorido, nas Figu-

ras 18 e 19, encontra-se um melhor desempenho do algoritmo usando IV que apresenta

um maior número de estimações consistentes das matrizes de estado.

3.4.2 Aplicação do Método CCA

Nesta seção é apresentada uma aplicação a um sistema eletromecânico rota-

cional que será chamado de bancada de vibração torcional, a qual está composta de
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um servo motor, um acoplamento, um disco, um encoder e dois freios eletromagné-

ticos [116, 124]. Na Figura 21 é apresentada uma foto da bancada. Na figura pode-se

observar que o eixo do motor está ligado com um disco de 3 mm de espessura, através de

um acoplamento. O motor fornece um torque no eixo do disco e o torque aplicado gera

uma mudança na posição angular e na velocidade no disco. Para ampliar as informações

Figura 21 – Bancada de vibração torcional.

da bancada e da instrumentação usada para a aquisição de dados ver [124].

3.4.2.1 Modelo analítico.

Na Figura 22, apresenta-se a representação esquemática da bancada de vibração

torcional da Figura 21, considerando o acoplamento como um corpo rígido.

Acoplamento

DiscoServo Motor

Figura 22 – Representação esquemática do sistema eletromecânico de um grau de liber-
dade.

Na Figura 23, apresenta-se o diagrama de corpo livre [97, 98] do sistema da

Figura 22 considerando o acoplamento como um corpo com rigidez infinita, que para
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simplificar a notação será chamado de acoplamento rígido. No diagrama de corpo livre

da Figura 23, T (t) em Newtons-metro Nm representa o torque aplicado no eixo do

servo motor, Jeq em Kgm2 é a inércia equivalente; Td representa o atrito no disco e é

expresso como Td =Cθ̇(t), onde C em Nms/rad é o coeficiente de amortecimento.

T (t) Jeq Td

Figura 23 – Diagrama de corpo livre considerando que o acoplamento é um corpo rí-
gido.

3.4.2.2 Sinais de excitação e de saída

O sinal de excitação é um sinal seno-chirp [125, 124] de 320× 10−3 N.m de

amplitude e um período de 20s, na faixa de frequência de 500×10−3 Hz até 15 Hz. O

sinal de torque de referência é chamado de Tre f , e é adquirido com a placa de captura da

dSpace, modelo DS1104. O sinal de saída é um sinal de velocidade angular denominado

Venc1. Os sinais de entrada-saída têm frequência de amostragem de 1×103 Hz e sete

períodos de 20s de duração cada um.

3.4.2.3 Identificação pelo método CCA

Na identificação usando o método CCA, foi obtido um modelo no espaço de

estado discreto de primeira ordem, dado por:

x̂(t +1) = (0,99)x̂(t)−2,55×10−4u(t)−2,88×10−5e(t)

y(t) = (−3,10×103)x̂(t)+(3,32)u(k)+ e(t)
(3.66)

Na figura 24 é mostrada a comparação gráfica do sinal de velocidade medido na bancada

de vibração torcional com a velocidade estimada pelo método de identificação CCA.

3.4.2.4 Validações e comparação de resultados

Para o processo de validação de dados no tempo dividimos o vetor de dados

adquiridos em dois conjuntos, cada conjunto com 60000 amostras. O primeiro conjunto

é usado na identificação dos modelos e o segundo conjunto é usado na validação.
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Figura 24 – Comparações entre Velocidade Medida e Velocidade Estimada pelo Método
CCA.

A comparação entre os sinais de velocidade estimada e de velocidade medida é

feita com o cálculo do ajuste apresentado na Equação (3.67), onde ˆVenc1 é o sinal esti-

mado a partir de cada modelo identificado, Venc1 é o sinal medido experimentalmente

e Venc1 a média de Venc1

A juste = 100

(

1− ||(Venc1− ˆVenc1)||
||(Venc1−Venc1)||

)

(3.67)

No caso da identificação pelo método MOESP ordinário, o ajuste é de 60,0891%; no

caso da identificação usando o método CCA tem-se uma percentagem de ajuste de

81,3615%. Na Figura 25, apresenta-se a comparação gráfica destes ajustes com os dados

experimentais.

3.4.2.5 Conclusões

A partir de dados experimentais, obteve-se o modelo do sistema eletromecânico

usando o método de identificação em espaço de estado CCA; o modelo obtido, que inclui

uma estimação do ganho K permitiu determinar um modelo do ruído. Isto constituí uma

melhora em relação à modelagem dos dados obtida usando o método MOESP.

Também foram apresentadas breves revisões teóricas dos métodos CCA e MO-

ESP com o propósito de mostrar os problemas de identificação LTI determinístico e

estocástico.
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Parte II

Contribuições em Discretização e

Identificação LPV



92

4 Geração de Dados e Discretização de

Sistemas LPV

4.1 Introdução

Neste trabalho, dois tipos de dados são considerados como disponíveis para o

processo de identificação. O primeiro, é o conjunto de dados gerados através de um

“benchmark”1, e o segundo é o conjunto de dados medidos experimentalmente.

O primeiro conjunto está associado ao modelo empregado na geração de dados.

Neste trabalho, são usados o modelo LPV com dependência afim aos parâmetros e o

modelo LPV-LFT. O conjunto de benchmarks discretos aqui usados têm sido ampla-

mente testado por diferentes autores. Por outra parte, existem multiplas aplicações que

juntam sistemas discretos e contínuos, como no caso de controle na rede onde o con-

trolador é discreto enquanto a planta é contínua. Outro caso a considerar é quando o

modelo é obtido a partir das leis da fisica como um sistema contínuo; porém precisa-se

dele como um modelo discreto sob o qual deseja-se projetar um controlador discreto.

A transformação de processos contínuos para discretos é amplamente estudada

e desenvolvida quando trata-se de sistemas Lineares Invariantes no Tempo2 (LTI) . No

caso de sistemas LPV os métodos e procedimentos de transformação de sistemas contí-

nuos para discretos têm sido menos desenvolvidos [126], porque os sistemas LPV envol-

vem múltiplas características que tornam mais difícil a discretização. Algumas dessas

características advém da possibilidade de representar sistemas lineares e não lineares

em diversos pontos de operação ou de representar sistemas variantes no tempo ou da

própria variação dos parâmetros.

No caso da geração de dados a partir de benchmarks amplamente testados, te-

mos diferentes modelos na literatura; porém, nos casos associados à transformação de

modelos contínuos em discretos tem-se ainda uma limitante, já que a discretização de

1 Entenda-se “benchmark” como um sistema simulado que permite a aquisição de dados e teste de
algoritmos propostos.

2 “LTI” do inglês “Linear Time Invariant”
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sistemas LPV não é uma tarefa trivial [126, 127]. Neste tema usamos metodologias de

discretização de sistemas LPV baseadas na LFT e suas propriedades, explorando que

a LFT é uma transformação conforme que preserva as caraterísticas de estabilidade do

sistema contínuo original. A seguir, são apresentadas nossas propostas de discretização

baseadas na LFT para sistemas LPV [33, 128, 129, 130].

O modelo LPV-LFT contínuo a ser discretizado neste capítulo é representado

com a Transformada Fracionária Linear (LFT), e a forma básica é dada por:

ẋ(t) = A0x(t)+B0w(t)+B2u(t)

z(t) =C0x(t)+D00w(t)+D01u(t)

y(t) =C2x(t)+D10w(t)+D11u(t)

(4.1)

onde

w(t) =△ (t)z(t) (4.2)

sendo

△ (t) = diagonal(δ1,kIr1, . . . ,δs,kIrs) (4.3)

sendo ri o tamanho para cada δi,k (ver [104, 34]), com w(t) e z(t) ∈Rr, r = r1+ . . .+ rs.

Neste capítulo, abordamos o problema de discretização de modelos LPV-LFT3.

fazendo duas considerações em relação ao período de amostragem. Nesta primeira, con-

sideramos o período de amostragem fixo e apresentamos um procedimento de discre-

tização aproximada de sistemas contínuos LPV na forma LFT, estendendo o proce-

dimento de discretização via LFT de sistemas LTI em torno de múltiplos pontos de

operação, com o propósito de obter múltiplos modelos discretos afins ao modelo LPV

contínuo. Na segunda parte da primeira consideração é apresentado o procedimento de

discretização do sistema contínuo LPV-LFT e a relação com o modelo afim discreto.

Na segunda, a discretização é realizada para um período de amostragem depen-

dente de um parâmetro. Nesta consideração é proposto um procedimento de discretiza-

ção do sistema LPV-LFT contínuo, inserindo o parâmetro do qual depende o período de

amostragem, na representação geral do sistema LPV-LFT discreto.

Cabe salientar que as discretizações aqui tratadas supõem um processo de amos-

tragem ideal e um segurador de ordem zero. A amostragem dos dados é considerada
3 Sistema LPV na representação fracionária Linear
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perfeitamente sincronizada, como em [126], onde o segurador de ordem zero da entrada

e os parâmetros medidos são perfeitamente sincronizados e o amostrador é ideal.

4.2 Discretização LPV para Obtenção de Modelos LTI Locais

A ideia clássica de ganho escalonado como método de controle é baseada em

projetar controladores LTI para um conjunto de modelos LTI operando ao redor de um

número finito de pontos de operação; como foi exposto no capítulo 1. Como foi men-

cionado no capítulo 1, existem métodos de identificação baseados em algoritmos LTI

associadas com um determinado ponto de operação; o conjunto de modelos LTI iden-

tificados desta forma constitui um conjunto de modelos locais. Cabe salientar que o

propósito geral de nosso trabalho não abrange a identificação de sistemas LPV por inter-

polação dos modelos locais; porém reconhecemos que esta é uma importante atividade

de pesquisa [31, 43, 131].

4.2.1 Procedimento 1.

A seguir é ampliada a visão apresentada em [33] (que é baseada no traba-

lho [132]) onde é obtido um conjunto de modelos discretos ao redor do ponto de opera-

ção do sistema LPV-LFT, podendo-se considerar os modelos como afins aos parâmetros.

A partir do sistema LPV-LFT da Figura 26, é obtido o conjunto de matrizes Mδ

que contêm o parâmetro. Isto é conseguido por meio de uma LFT inferior:

Mδ = Fl

([

M11 M12

M21 0

]

,△

)

(4.4)

onde

M11 =

[

A0 B0

C0 D00

]

M12 =

[

B2

D01

]

M21 =
[

C2 D10

]

M22 =
[

D11

]

(4.5)
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Figura 26 – Diagrama da representação LPV-LFT.

Mδ é um conjunto de matrizes avaliadas para cada ponto de operação em função dos

parâmetros no instante de tempo k. Neste caso, Mδ pode ser expressa como:

Mδi,η

onde i representa os δi parâmetros contidos na matriz △ j da Figura 26 portanto i =

1,2, . . . , j e η = 1,2, . . . ,n corresponderá aos n pontos de operação avaliados.

A segunda parte do procedimento consiste em obter o modelo discreto afim

ao parâmetro no instante k. Com esse propósito pode-se substituir o bloco realimenta-

dor 1/s da Figura 26 de diferentes maneiras; algumas dessas formas são apresentadas

em [104], [133].

Nesta consideração temos o interesse de deixar em evidência o período de amos-

tragem; portanto o bloco 1/s é substituído por:

s ≈ 2
T d

(
z+1
z−1

)

(4.6)

onde a LFT inferior pode ser expressa como

1
s
≈ Fu(N,z−1I) (4.7)
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sendo

N =

[

−I −
√

2T d
2 I√

2I T d
2 I

]

, e △= z−1I

Para obter o modelo discreto afim ao parâmetro avaliado no instante de tempo

discreto k, a LFT é calculada como:

G̃ = Fu(Mδ ,Fl(N,z−1I)) = Fu(M̄,z−1I) (4.8)

onde M̄ é a matriz resultante do produto estrela entre N e Mδ

M̃ =

[

(I + T d
2 A)(I − T d

2 A)−1
√

2T d
2 (I − T d

2 A)−1B√
2C(I − T d

2 A)−1 C T d
2 (I − T d

2 A)−1B+D

]

(4.9)

A matriz M̃ contêm as matrizes de estado discretas do modelo afim ao parâmetro no

instante k.

4.2.2 Exemplo: “F-16 VISTA Flight Model”

A seguir, é apresentado o procedimento de discretização do modelo contínuo do

“F-16 VISTA Flight Model”, apresentado em [134]. O modelo considera somente a mo-

vimentação longitudinal do avião. As velocidades angulares de rolamento, de guinada

e o ângulo de deslocamento lateral do avião são supostos nulos. Assim, as equações

padrão de período curto são
[

α̇

q̇

]

=

[

Zα 1

Mα Mq

][

α

q

]

+

[

Zδe

Mδe

]

δe (4.10)

Em (4.10), α representa o angulo de ataque, q a taxa de arfagem, e δe a deflexão do

profundor. A nível ajustado de voo, os coeficientes Zα , Mα , Mq, Zδe
e Mδe

dependem

principalmente do número de Mach M e da altitude h.
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As expressões dos coeficientes em (4.10) são dadas como:

Zα = 2,2×10−1 − (4,10×10−7)h− (2,60)M+(5,15×10−5)Mh

Mα = 1,71×101 − (8,07×10−4)h− (6,84×101)M+(3,31×10−3)Mh

+(5,62×101)M2 − (2,92×10−3)M2h

Mq =−2,28×10−1 +(7,06×10−6)h− (2,12×100)M+(4,86×10−5)Mh

Zδe
=−1,38×10−3 − (8,75×10−8)h− (3,40×10−1)M+(7,98×10−6)Mh

Mδe
=−8,16×100 +(1.73×10−4)h+(4,06×101)M− (8,96×10−4)Mh

− (9,93×101)M2 +(2,42×10−3)M2h

As faixas de projeto incluem as condições de voo:

M ∈
[

0,4 0,8
]

, h ∈
[

5000 25000
]

normalizadas como:

δM ≡ M−0,6
0,2

∈
[

−1 1
]

, δh ≡ h−15000
10000

∈
[

−1 1
]

Informações do modelo podem ser ampliadas em [134, 135, 136].

Procedimento de discretização

a. Modelo LPV-LFT contínuo

A partir do modelo em (4.10) pode-se escrever o modelo LPV-LFT contínuo do
F-16 Vista como:

























0,2200 1,0000 −0,0014 −0,0000 −0,0001 −0,2312 −1,2723 −0,0008 −0,0046 0 0
17,1000 −0,2280 −8,1600 −0,0287 0,0000 −8,9187 0,0330 −0,0586 0,0001 −10,6818 0,0616
1,0000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1,0000 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0,0281 −0,0002 −0,0060 0 0 0 0 0 0 0 0
0,0000 0,0001 0,0000 0 0 0 0 0 0 0 0
7,6717 0,2375 −4,5482 0 0 0 0 0 0 0 0
0,6497 −0,0432 1,0936 0 0 0 0 0 0 0 0
−0,0565 −0,0008 0,0153 0 0 0 0 0 0 0 0
−0,0012 0,0001 −0,0044 0 0 0 0 0 0 0 0
−5,2613 0 9,2962 0 0 0 0 0 0 0 0
−0,0474 0 0,0393 0 0 0 0 0 0 0 0





(4.11)
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e

△δTC
=











hI 0 0 0 0

0 MI 0 0 0

0 0 MhI 0 0

0 0 0 M2I 0

0 0 0 0 M2hI











(4.12)

O modelo em (4.11), pode ser obtido de diferentes formas, aqui é obtido a partir

da representação afim aos parâmetros, apresentada em (4.10).

As matrizes contínuas do modelo afim em (4.10), são dadas como:

A =[A0 | A1 | A3 | A4 | A5 | A6]

[A0 | A1 | A3] =

[

0,2200 1,0000 −4.10×10−7 0 −2.6 0

17,1000 −0,2280 −8.07×10−4 7.06×10−6 −68.4 −2,12

]

[A4 | A5 | A6] =

[

5,15×10−5 0 0 0 0 0

3,31×10−3 4,86×10−5 56,2 0 −2,92×10−3 0

]

B =

[

−1.38×10−3 8.75×10−8 −0.34 7.89×10−6 0 0

−8.16 1.73×10−4 40.6 8.96×10−4 −99.3 2.42×10−3

]

C =

[

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

]

(4.13)

e o modelo afim é dado como:
[

ẋ

y

]

=

[

A0 +∑
j
i=1 δiAi B0 +∑

j
i=1 δiBi

C0 +∑
j
i=1 δiCi D0 +∑

j
i=1 δiDi

][

x

δe

]

(4.14)

Com

ẋ =

[

α̇

q̇

]

e x =

[

α

q

]

onde A = [A0 | A1 | . . . | A j], B = [B0 | B1 | . . . | B j] e de forma semelhante para

as outras matrizes, em (4.14) δi representa o conjunto de valores dos parâmetros

no i−ésimo instante.

Fazendo

m1 =

[

A1 B1

C1 D1

]

, . . . , mi =

[

Ai Bi

Ci Di

]
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a matriz mi pode ser decomposta por uma decomposição de posto cheio qi para

resultar:

δimi =

[

Li

Wi

]
[

δiIqi

]
[

Ri

Zi

]′

,

e o conjunto de matrizes:

MδTC
=

M11TC
︷ ︸︸ ︷[

A0 B0

C0 D0

]

+

M12TC
︷ ︸︸ ︷[

L1 . . .Li

W1 . . .Wi

]

△δTC
︷ ︸︸ ︷





δ1Iqi

. . .

δ jIqi







M21TC
︷ ︸︸ ︷
[

R1 . . .Ri

Z1 . . .Zi

]′
(4.15)

Com as matrizes em (4.32), podem ser calculadas as matrizes em (4.11) como:
[

L1 . . .Li

]

= B2
[

W1 . . .Wi

]

= D01
[

R1 . . .Ri

]′
=C2

[

Z1 . . .Zi

]′
= D10

0 = D11

(4.16)

Levando em conta que o termo D11 = 0 representa um sistema linear, e que se

D11 6= 0 é preciso um tratamento especial; ver [104].

O procedimento acima pode não ter (de acordo com o sistema) uma resolução

simples ou até não ter representação LFT-LPV a partir do modelo afim, por isso

outras formas de obter o modelo podem ser vistas em [134, 104] entre outros.

b. Obtenção das matrizes Mδi,ηT c
para discretizar

As matrizes contínuas calculadas em (4.16), são substituídas em (4.5) para se

obter a LFT em (4.4). Isto, produzirá para cada ponto de operação um conjunto

de matrizes Mδi,ηT c
.

Com uma amostragem ideal, pode-se supor que δi(t)≈ δik; onde δik corresponde

com o parâmetro {i = 1, . . .} amostrado no instante k. No caso do F-16 aqui apre-

sentado são considerados vinte e um pontos de operação contidos entre um espaço
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linear representado por: linesp(a;b), a= inicio, b= f im, para M = linesp(0,4; 0,6)

e h= linesp(5000; 25000) pés. Os modelos contínuos afins aos parâmetros são:

Mδ1,1T c
=









−0.7191 1.0000 −0.1212

−1.0190 −0.9435 −6.7990

1.0000 0 0

0 1.0000 0









...

Mδ21,21T c
=









−0.5778 1.0000 0.0848

−0.5130 −0.5945 −6.8830

1.0000 0 0

0 1.0000 0









a localização dos polos do modelo afim contínuo é mostrada na Figura 27.
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Figura 27 – Diagrama de polos do modelo afim contínuo.

c. Obtenção das matrizes discretas

Neste passo, são calculadas as ηT d matrizes de estado discretas que constituem

o sistema discreto afim aos parâmetros equivalente ao sistema contínuo afim aos

parâmetros em (4.14).
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Isto é feito obtendo a LFT em (4.8) e o produto estrela apresentado em (4.9) para

cada Mδi,ηT c
calculada no passo anterior.

Assim, o conjunto de matrizes discretas associadas ao modelo afim, será dado

por:

Mδ1,1T d
=









0.9635 0.0480 −0.0100

−0.0489 0.9527 −0.2346

1.3884 0.0339 −0.0070

−0.0346 1.3808 −0.1659









...

Mδ21,21T d
=









0.9709 0.0486 −0.0089

−0.0249 0.9701 −0.2397

1.3936 0.0343 −0.0063

−0.0176 1.3931 −0.1695









(4.17)

A resposta em frequência do modelo afim, é apresentada na Figura 28.
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Figura 28 – Resposta em frequência do modelo discreto Afim.

d. Comparação de resultados
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A seguir é apresentada uma comparação dos resultados obtidos na discretização

do “F16 VISTA”. A comparação é feita entre entre o procedimento aqui apresen-

tado e o exemplo 17 do toolbox “Predictor-based subspace identification toolbox

version 0.6” [76], implementado por Houtzager [137] (IDv06); onde é apresen-

tado o problema de discretização do “F16 VISTA”. No IDv06 é usado o método

de Euler e o método Tustin implementados em MATLAB para a discretização

para sistemas LTI com o propósito de discretizar o modelo afim aos parâmetros

do “F16 VISTA” contínuo.

Para comparar graficamente os vinte e um modelos discretizados é apresentada a

figura 29, na qual os polos marcados como “Tustin” e “Euler” correspondem com

os polos do modelo discretizado obtido com o toolbox IDv06. Os polos “LFT”

na figura 29, correspondem com o modelo discretizado através do procedimento

1 apresentado nesta seção.
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Figura 29 – Comparação dos resultados das discretizações.

A proximidade entre os resultados obtidos com o uso do método de Euler e o procedi-

mento 1, aqui tratado, mostra que o nosso procedimento é eficaz e que a representação

discreta obtida manteve a estabilidade do sistema contínuo.
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4.2.3 Exemplo: Sistema Massa Mola Amortecedor.

Seja um sistema massa-mola-amortecedor. Suponha um deslocamento x = x1,

uma velocidade x2 = ẋ1, uma entrada F , uma rigidez k, um coeficiente de amorteci-

mento c , e uma massa m.

Consideremos m como variante em dependência de um parâmetro δm no inter-

valo de [−1,1], da forma:
1
m

=
1

m̄(1+0.1δm)

onde m̄ é o valor nominal da massa. O sistema massa-mola-amortecedor com parâmetro

m variante pode ser representado pela Figura 30. O parâmetro variante 1/m pode ser

expresso como uma LFT inferior de acordo com a Figura 30 como:

1
m

= Fl(M,δm), com

M =

[
1
m̄

−−0.1
m̄

1 −0.1

]

y

F M

c

k

ẋ2 ẋ1 1
s

1
s

um ym

CD

δm

Figura 30 – Diagrama de blocos do sistema Massa-Mola-Amortecedor.

De acordo com a Figura 30, a LFT inferior relacionada ao parâmetro variante

m tem como entradas um e F (supondo todas as outras entradas como zero, ou seja

aplicando superposição), e como saídas ym e ẋ2. Assim, usando um, F , ym, ẋ2, M e δm

é possível construir o conjunto de equações da LFT inferior apresentado em (2.6) para

descrever o operador associado ao parâmetro variante m como:
[

ẋ2

ym

]

=

[
1
m̄

−−0.1
m̄

1 −0.1

][

F

um

]

, △= δm
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A construção do modelo afim apresentado na Figura 14, requer descrever conjuntos de

entradas e saídas tanto para o sistema “conhecido” (A,B,C,D) quanto para o sistema

afetado pelas variações dos parâmetros (Ai,Bi,Ci,Di). Assim, a entrada ao sistema é

dada por F e a realimentação ao sistema é dada por um = Fδm(1+ 0.1δm)
−1, Agora

suponhamos como saídas ẋ1, ẋ2, y1, y2 e ym; então usando a forma em (2.6) tem-se:











ẋ1

ẋ2

y1

y2

ym











= Q









x1

x2

F

um









,
[

um

]

=△

[

ym

]

(4.18)

Assim as matrizes Q e △ em Fl(Q,△), são dadas como:

Q =




















A0
︷ ︸︸ ︷

0 1

−k
m̄

− c
m̄

B0
︷︸︸︷

0
1
m̄

B1,
︷︸︸︷

0

−0.1
m̄

1 0

0 1

k c
︸︷︷︸

C0
C1

0

0

1
︸︷︷︸

D00
D10

0

0

−0.1
︸︷︷︸

D01
D11




















,

△= δm

(4.19)

que representa o sistema LPV-LFT,

G(△) = Fu

(

Fl(Q,△),
1
s

I

)

.

Usando o método de discretização da Seção 4.2, e o produto estrela em (2.31)

obtêm-se a discretização do sistema. Dando uma variação ao parâmetro δm como um

ruído branco de média 0 e variância 0,01, em torno do valor nominal m̄ = 0,0054, e

fazendo k= 1 e c = 0,0063 e um período de amostragem de 0,0105seg, temos os mo-

delos locais4 associados ao sistema LPV-LFT. Para exemplificar mostramos a seguir

4 Considere modelo local como uma realização (A,B,C,D) LTI em torno ao valor atual de δk
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dois conjuntos de realizações, em torno de dois valores de δm,k (Na Figura 31 é apresen-

tado o diagrama de Bode de um dos modelos locais discretizados): Para δm =−0,0076

temos:

A1 =

[

0,9770 −0,0107

1,9770 0,9893

]

, B1 =

[

1,4014

1,4014

]

C1 =

[

0,0163 0,0075

−1,3979 0,0075

]

, D1 =

[

−0,9909

−0,9909

]

...

e para δm =−0,0086 temos:

A2 =

[

0.9770 −0.0106

1.9770 0.9894

]

, B2 =

[

1.3956

1.3956

]

C2 =

[

0.0163 0.0075

−1.3980 0.0075

]

, D2 =

[

−0.9868

−0.9868

]
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Figura 31 – Diagrama de Bode Modelo Local Discretizado para δm =−0,0086 .
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Para múltiplos modelos locais discretizados em torno de cada δm, é apresentado

o diagrama de Bode da Figura 32. Aspectos relacionados ao período de amostragem e à

discretização exata podem ser vistos em [138], [132]
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Figura 32 – Diagrama de Bode do Modelo Local Discretizado .
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4.2.4 Procedimento 2.

Nesta seção, é apresentado o procedimento proposto para a discretização do

modelo LFT-LPV contínuo em (4.1), para obter um modelo LFT-LPV discreto na forma:

xk+1 = A0xk +B0wk +B2uk

zk =C0xk +D00wk +D01uk

yk =C2xk +D10wk +D11uk

(4.20)

onde

wk =△k zk (4.21)

sendo

△k= diagonal(δ1,kIr1 , . . . ,δs,kIrs) (4.22)

com wk e zk ∈ Rr, r = r1 + . . .+ rs.

A partir da matriz N e z−1 da LFT superior em (4.7) implementar o sistema

apresentado na Figura 33.

x

N

A0 B0

C0 D00

B2

D01

D11D10C2

ẋ

z−1

u

w

y

z

δ1I

δ jI

. . .

Figura 33 – Representação LPV-LFT a discretizar.



Capítulo 4. Geração de Dados e Discretização de Sistemas LPV 108

O sistema na Figura 33, pode ser expresso como se mostra na Figura 34. Na

Figura 34, apresenta-se a conexão entre a matriz N e as matrizes da representação de

estado da Figura 33.

b

+

+

+

+

+

A0

B0

C0

D00

B2

D01

D10

C2

u

u

uδ

uδ

uδ

y

yδ

x

xk+1−I

√
2

−
√

21
2Td

Figura 34 – Diagrama de blocos da representação LPV-LFT a discretizar.

Tendo a interconexão, pode-se aplicar o produto estrela entre as matrizes de

estado e a matriz N, para obter o sistema discreto apresentado na Figura 35, que pode
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A0d B0d

C0d D00d

B2d

D01d

D11dD10dC2d

xk+1

z−1

uk

uδ = wk

yk

yδ = zk

δ1I

δ jI

. . .

xk

Figura 35 – Diagrama da representação LPV-LFT discretizada.

ser expresso também como:

Fu







Fl







N ⋆






A0 B0 B2

C0 D00 D01

C2 D10 D11




 ,△







,z−1







onde N ⋆






A0 B0 B2

C0 D00 D01

C2 D10 D11




= M̃ é dado como:

M̃ =






(I + Td

2 A0)(I − Td

2 A0)
−1

√
2Td

2 (I −
Td

2 A0)
−1B0

√
2Td

2 (I −
Td

2 A0)
−1B2√

2C0(I − Td

2 A0)
−1 C0

Td

2 (I −
Td

2 A0)
−1B0 +D00 C0

Td

2 (I −
Td

2 A0)
−1B0 +D01√

2C2(I − Td

2 A0)
−1 C2

Td

2 (I −
Td

2 A0)
−1B2 +D10 C2

Td

2 (I −
Td

2 A0)
−1B2 +D11






(4.23)

portanto, Fu

{
Fl

{
M̃,△

}
,z−1

}
contêm as matrizes discretizadas do sistema LPV-LFT

contínuo. O sistema em (4.20), com o termo D11 = 0 representa um sistema linear,

porém, se D11 6= 0 o sistema representado terá uma dependência fracionária e pode

não ter associada uma representação afim. Se D11 6= 0, então o tratamento do termo

precisará linearizações ou aproximações lineares, assunto que não será tratado aqui;

portanto recomenda-se ver [104, 34], para o tratamento nessa condição.
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4.2.5 Exemplo: “F-16 VISTA Flight Model”

A seguir é retomado o modelo contínuo do F16 VISTA na Seção 4.2.2, e apli-

cado o procedimento 2 para o período de amostragem fixo. Os resultados deste proce-

dimento são equivalentes ao procedimento 1; porém neste procedimento é possível a

obtenção do modelo global afim aos parâmetros e posteriormente avaliar os pontos de

operação para obter os modelos locais LTI.

Fazendo o produto estrela entre as matrizes N e (4.11), são obtidas as matrizes

de estado LPV-LFT discretas:

A0d =

[

1,0328 0,0505

0,8641 1,0101

]

B2d =

[

−0,0002 −0,0000 −0,1029 −0,2890 −0,0005 −0,0010 −0,0603 0,0003

−0,0065 −0,0000 −2,0267 −0,1155 −0,0132 −0,0004 −2,4006 0,0138

]

C0d =

[

0,2273 0,0056

0,0966 0,2247

]

C2d =



















0,0064 0,0001

0,0000 0,0000

1,7665 0,0967

0,1435 −0,0060

−0,0129 −0,0005

−0,0003 0,0000

−1,1957 −0,0297

−0,0108 −0,0003



















D00d =

[

−0,0052

−0,2050

]

D01d =

[

−0,0000 −0,0000 −0,0115 −0,0323 −0,0001 −0,0001 −0,0067 0,0000

−0,0007 −0,0000 −0,2266 −0,0129 −0,0015 −0,0000 −0,2684 0,0015

]
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D10d =



















−0,0061

−0,0000

−4,6367

1,0991

0,0158

−0,0045

9,3235

0,0395



















com as quais pode-se construir o modelo como:

G̃δk
(z) = Fu







Fl












A0d B0d B2d

C0d D00d D01d

C2d D10d D11d




 ,△k







,z−1







(4.24)

4.2.6 Comparação de resultados

Nesta seção, usamos o exemplo de discretização do modelo LPV com depen-

dência afim aos parâmetros5 apresentado no toolbox IDv06 para comparar os resulta-

dos obtidos com a nossa proposta. Para tal fim, primeiramente expressamos o modelo

LPV-LFT discretizado em (4.24) como um modelo LPV com dependência afim aos

parâmetros.

O cálculo das matrizes afins aos parâmetros é desenvolvido realizando produtos

entre as matrizes da representação LPV-LFT, como:

Ad,i = B2d,iC2d,i Bd,i = B2d,iD10d,i

Cd,i = D01d,iC2d,i Dd,i = D01d,iD10d,i

(4.25)

sendo que o índice i indica o conjunto de matrizes associadas ao i-ésimo modelo afim

aos parâmetros e d a notação usada nesta seção para representar a matriz discretizada

•d . No caso aqui apresentado são contemplados cinco parâmetros, portanto Ad,i estará

composta pelas matrizes Ad,1, . . . ,Ad,5 e matrizes Bd,i, Cd,i, Dd,i, com i = 1, . . . ,5.

A comparação gráfica dos polos associados aos modelos discretizados é apre-

sentada na figura 36. Os polos marcados como “Tustin” e “Euler” correspondem com os
5 Exemplo 17 do toolbox “Predictor-based subspace identification toolbox version 0.6” [137]



Capítulo 4. Geração de Dados e Discretização de Sistemas LPV 112

polos dos modelos afim discretizados com o uso da ferramenta IDv06, e os polos mar-

cados como “LFT” corresponde com o modelo discretizado através do procedimento

2. Cabe mencionar que os polos devidos ao modelo discretizado em IDv06 marcados
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Figura 36 – Comparação dos resultados das discretizações em IDv06 vs Procedimento
2.

como “Tustin” e os polos devidos ao procedimento 26 coincidem, o que demostra que o

nosso procedimento fornece uma adequada discretização do modelo LPV.

4.2.7 Conclusões

A abordagem aqui apresentada tem uma interessante caraterística devido à forma

LPV-LFT em espaço de estado: as matrizes de estado (A,B,C,D) e (Ai,Bi,Ci,Di) no

modelo LPV-LFT contínuo são inicialmente independentes dos parâmetros; já que a

estrutura da LFT inclui os parâmetros como um ganho de realimentação. Dita carate-

rística do modelo, permite discretizar as realizações de forma aproximada, tendo por

suposto que os parâmetros ao redor de um ponto de operação não mudam as condições

de estabilidade dos modelos locais.

Outra vantagem do procedimento é que a discretização aproximada pode ser

aplicada a modelos com múltiplas entradas e múltiplas saídas.
6 a aproximação feita em (4.6) é conhecida como trapezoidal ou Tustin.
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4.3 Discretização via LFT para Obtenção de Modelos LPV

na Rede

Diferentes abordagens têm sido feitas para o problema de discretização de sis-

temas lineares com parâmetros variantes no tempo (LPV). Em [126, 133], são apresen-

tados diferentes métodos para a obtenção de um modelo discreto LPV na representação

LFT com período de amostragem constante. Em [33, 139], são apresentados procedi-

mentos para encontrar os modelos discretos afins aos parâmetros do sistema LPV contí-

nuo. Em [105, 140, 141], são tratados problemas com atrasos induzidos na rede. Nesses

últimos trabalhos mencionados, é apresentada a discretização e o projeto de controle

por realimentação de saída em tempo discreto de sistemas LPV na forma politópica.

Em [129], uma versão inicial que contempla a discretização de sistemas LPV na repre-

sentação LFT para períodos de amostragem fixo e variante no tempo é apresentada.

O sistema em (4.1), pode ser conectado para controle numa rede que atravessa

um meio que produz atrasos nos instantes de transferência de informação como é apre-

sentado na Figura 37

u∆(t) ∆(t) y∆(t)

u(t)
Sistema

y(t)

ZOH Segurador de ordem zero

Meio de Comunicação

A Amostrador

ũ(k) Controlador ỹ(k)

Figura 37 – Rede de Controle.

O projeto do sistema de controle baseado no modelo em (4.1), no contexto da

rede apresentada na Figura 37, precisa do modelo discretizado do sistema contínuo,

considerando as incertezas no período de discretização inseridas pelo meio.
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Para este problema, o período de amostragem para a discretização pode ser con-

siderado como variante em dependência de um parâmetro, e delimitado entre um tempo

mínimo Tmin e um tempo máximo Tmax. O período de amostragem pode ser modelado

por uma função variante no tempo dada por:

Td(δT (t)) = T̄d + T̄dδT (t)

onde T̄d é o período médio e δT (t) é um parâmetro mensuravel ∈ [−1,1].

Além das considerações anteriores podemos supor que o sistema é amostrado

por eventos ou por um tempo máximo de espera dado por Tmax, o qual pode ser ar-

bitrariamente escolhido pelo projetista; assim δT (t) e △ (t) podem ser considerados

constantes por partes ou constantes entre eventos.

4.3.1 Discretização dos Modelos LPV afins aos Parâmetros

Considere a solução da equação diferencial no modelo LPV-LFT em (4.1) dada

por:

x(t) = eA0tx(0)+ eA0tg1(t)+ eA0tg2(t) (4.26)

onde

g1(t) =
∫ t

0
e−A0τB0w(τ)dτ

e

g2(t) =
∫ t

0
e−A0τB2u(τ)dτ

Considerando:

τ = (k+1)T (δT (t))−λ ; λ ∈ [0,T (δT (t))]

e levando em consideração que δT (t)≈ δT (k) entre dois instantes de amostragem [kT (δT (k)),(k+

1)T (δT (k))], as matrizes do sistema discretizado, seguindo a linha de [105, 140, 141],

podem ser dadas por:

Ad(T (δT (k))) = eA0T (δT (k))

B0d(T (δT (k))) =
∫ T (δT (k))

0
eA0λ dλB0

B2d(T (δT (k))) =
∫ T (δT (k))

0
eA0λ dλB2

(4.27)
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As equações em (4.27) podem ser aproximadas como:

Ãd(T (δT (k))) = A(T̄d)A(T̄dδT )

= eA0T̄d

∞

∑
j=0

A
j
0T̄d

j!
δT (k)

j

B̃0d(T (δT (k))) = A(T̄d)B0(T̄dδT )+B0(T̄d)

= A(T̄d)
∞

∑
j=1

A
j−1
0 B0

j!
δT (k)

j +B0(T̄d)

B̃2d(T (δT (k))) = B2(T̄d)B2(T̄dδT )+B2(T̄d)

= A(T̄d)
∞

∑
j=1

A
j−1
0 B2

j!
δT (k)

j +B2(T̄d)

(4.28)

As equações em (4.28) podem configurar o modelo discreto afim ao sistema

LPV-LFT contínuo em (4.1), fazendo aproximações de ordem j, ou seja as equações

em (4.28), podem ser expressas também como:

Ãd(T (δT (k)))≈ Ad0 +
l

∑
j=1

Ad0 jδT (k)

B̃0d(T (δT (k)))≈ Bd0 +
l

∑
j=1

Bd0 jδT (k)

B̃2d(T (δT (k)))≈ Bd2 +
l

∑
j=1

Bd2 jδT (k)

(4.29)

onde l é um inteiro finito conhecido. Então, o modelo afim em (4.29), com l = 1, repre-

senta a discretização do modelo LFT-LPV contínuo com uma aproximação de primeira

ordem.

4.3.2 Representação LFT para Obter Modelos Locais Afins aos Parâ-

metros

O modelo afim em (4.29), com l = 1, também pode ser expresso como uma LFT

seguindo o procedimento de obtenção do modelo LPV apresentado em [33]. Portanto
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o modelo LPV-LFT afim ao parâmetro δT , que pode ser obtido de diferentes formas, é

aqui obtido como segue:

A matriz de transferência para representar o modelo afim em (4.29), pode ser

dada por:

G̃δT
= Fu{[Fl{

[

M11T
M12T

M21T
D̄22

]

,△δT
}],z−1} (4.30)

a partir do modelo discretizado na forma afim dado como:

xk+1 = Ad0xk +Bd0wk +Bd2uk

zk = Cd0xk +Dd00wk +Dd01uk

yk = Cd2xk +Dd10wk +Dd11uk

(4.31)

com

wk =△ (k)zk

onde Ad0 = [Ad0 | Ad1 | . . . | Adl], Bd0 = [Bd0 | Bd01 | . . . | Bd0l] e de forma semelhante

para as outras matrizes, em (4.31).

A representação LFT-LPV do sistema afim em (4.31), começa com a definição

das matrizes m• que permitirão o cálculo das matrizes M•T
em (4.30).

Primeiro definimos os l conjuntos de matrizes m• como:

m1 =






Ad1 Bd01 Bd21

C01 D001 D011

C21 D101 D111




 , . . . ,ml =






Adl Bd0l Bd2l

C0l D00l D01l

C2l D10l D11l






Depois, são feitas l decomposições de posto cheio das matrizes ml , com posto

ql para se obter:

δT ml =






Ll

W0l

W2l






[

δT Iql

]






Rl

Z0l

Z2l






′

,



Capítulo 4. Geração de Dados e Discretização de Sistemas LPV 117

Com as δT ml decomposições é descrito o conjunto de matrizes MδT
como:

MδT
=

M11T
︷ ︸︸ ︷





Ad0 Bd0 Bd2

Cd0 Dd00 Dd01

Cd2 Dd10 Dd11




+

M12T
︷ ︸︸ ︷





L1 . . .Ll

W01 . . .W0l

W21 . . .W2l






△δT
︷︸︸︷

δT Iql

M21T
︷ ︸︸ ︷





R1 . . .Rl

Z01 . . .Z0l

Z21 . . .Z2l






′ (4.32)

Com as matrizes em (4.32), a representação LFT do sistema LFT-afim pode ser calcu-

lada, com as matrizes:
[

L1 . . .Ll

]

= B̄2
[

W01 . . .W0l

]

= D̄01
[

W21 . . .W2l

]

= D̄11
[

R1 . . .R j

]′
= C̄2

[

Z01 . . .Z0l

]′
= D̄20

[

Z21 . . .Z2l

]′
= D̄21

0 = D̄22

(4.33)

e a matriz de transferência em (4.30) pode ser expressa em termos das entradas e saídas

como: 




xk+1

z1k

y1k




= M̃






xk

w1k

u1k




 , △= z−1 (4.34)

onde

M̃ =







Fl









Ad0 Bd0 Bd2

Cd0 Dd00 Dd01

Cd2 Dd10 Dd11

B̄2

D̄01

D̄11

C̄2 D̄20 D̄21 D̄22









,△δT







(4.35)

O procedimento acima pode não ter (de acordo com o sistema) uma resolução

simples, ou até não ter representação LFT-LPV a partir do modelo afim como é discutido

em [104, 34]
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O sistema LPV-LFT discretizado a partir das matrizes em (4.29), pode ser re-

presentado graficamente como na Figura 38.

LPV

xk
z−1

u1k

w1k z1k

y1k

△ (k)

δT (k)

xk+1

Figura 38 – Diagrama do modelo LPV-LFT a partir do modelo afim ao parâmetro δT (k).

4.3.3 Discretização para obter o Modelo Global LPV-LFT

Esta seção parte da descrição do modelo LPV-LFT dado na Figura 38, onde pode

ser visto que o bloco de parâmetros dependentes do período de amostragem T (δT (k))

pode ser separado do bloco diferenciador z−1.

Primeiramente obtemos um modelo LFT para o período de amostragem, como:

Fl(Ns,△Td
)

onde

Ns =









−I
√

2T̄d −
√

2/2 0√
2 1

2 T̄d 0 1
2

0 T̄d 0 0

0 T̄d 0 0









e △Td
= δT I2×2.

Posteriormente, estabelecemos a relação entre a frequência complexa s e a frequên-

cia complexa z através da relação bilinear apresentada em [33, 129] para definir o mo-
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delo LPV discreto que descreve a variação no período de amostragem do sistema LPV-

LFT a ser discretizado. Isto é apresentado na Figura 39.

s

δT (k)

Ns

ẋ x

z−1

Figura 39 – Representação LPV do período de amostragem variante.

Tendo o modelo LFT do período de amostragem, podemos conectá-lo ao sistema

em (4.1) como é apresentado na Figura 40.

δT

Ns

A0 B0

C0 D00

B2

D01

D11D10C2

ẋ x

z−1

u

w

y

z

△

Figura 40 – Modelo a Discretizar conectado com o Modelo LPV-LFT do Período de
Amostragem.

No esquema da Figura 40, pode-se ver que é possível usar uma propriedade da

LFT que permite criar um único conjunto de parâmetros para o sistema (ver [34]); assim

a matriz de parâmetros pode ser dada por:

△ (k,δT ) = diag{δ1, . . . ,δ j, . . . ,δT}
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ou

△ (k,δT ) =

[

△ (k) 0

0 δT (k)

]

mantendo as hipóteses de segurador de ordem zero (ZOH) e amostragem ideais, tratadas

na seção anterior.

Fazendo o produto estrela entre Ns e as matrizes de estado do sistema LPV-LFT

contínuo temos:

Fu







Fl







Ns ⋆






A0 B0 B2

C0 D00 D01

C2 D10 D11




 ,△(k,δT )







,z−1







(4.36)

que pode ser reescrita como:

Fu







Fl












A0d B0d B2d

C0d D00d D01d

C2d D10d D11d




 ,△(k,δT )







,z−1







ou

G̃δk
(z) = Fu

{
Fl

{
M̃1,△(k,δT )

}
,z−1} (4.37)

sendo M̃1 dado por:

M̃1 =

[

Ad Bd

Cd Dd

]

(4.38)

onde

R =

(

I − T̄d

2
A0

)−1

Ad = (I +
T̄d

2
A0)R, Cd =

[

C0d

C2d

]

com
[

C0d

C2d

]

=






√
2C0R√

2T̄dRA0√
2C2R




 e, Dd =

[

D00d D01d

D10d D11d

]

[

D00d D01d

D10d D11d

]

=






C0
T̄d

2 RB0 +D00
C0
2 R C0

T̄d

2 RB0 +D01

T̄dRB0
T̄d

2 RA0 T̄dRB2

C2
T̄d

2 RB2 +D10
C2
2 R C2

T̄d

2 RB2 +D11
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Bd =
[ √

2 T̄d

2 RB0

√
2

2 R
√

2 T̄d

2 RB2

]

Nas figuras 41, 42 são apresentados os resumos das nossas propostas de discre-

tização de sistemas contínuos LPV com período de amostragem variante.

Resolva a equação diferencial

para obter x(t)

com T (δT (k)), as matrizes

A(δT (t)), podem ser expressas como:

A(T̄d) e A(T̄dδT ) . . ..

Aproxime as matrizes A(T̄dδT ) . . .

com a série de Taylor

Calcule o modelo afim

Ãd(T (δT (k))) = Ad0 +∑l
j=1 Ad0 jδT (k)

B̃0d(T (δT (k))) = Bd0 +∑l
j=1 Bd0 jδT (k)

B̃2d(T (δT (k))) = Bd2 +∑l
j=1 Bd2 jδT (k)

Processo para obter o modelo LPV-LFT

Processo para obter o modelo LPV-LFT

associado ao parâmetro variante T (δT (k))

associado ao parâmetro variante T (δT (k))

Calcule a Decomposição de posto cheio

Calcule as Matrizes do sistema Discreto

com △ (k),δT (k) no k instante

Calcule o modelo local

G̃δT
= Fu

{

Fl

{[
M11 M12

M21 D̄22

]

,δT

}

],z−1

}

Figura 41 – Resumo da Proposta 1, para Período de Amostragem Variante.
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Implemente a matriz diagonal de parâmetros ∆̃ =△(δTC,δTd
)=

[
△δTC (k) 0

0 δTd
(k)

]

Calcule o produto: M̃1 =







−I
√

2T̄d −
√

2/2 0√
2 1

2 T̄d 0 1
2

0 T̄d 0 0
0 T̄d 0 0






⋆





A0 B0 B2

C0 D00 D01

C2 D10 D11





Calcule: Fl











A0d B0d B2d

C0d D00d D01d

C2d D10d D11d



 ,

[
△δTC

(k) 0
0 δTd

(k)

]






Calcule a matriz de transferência: Fu






Fl











A0d B0d B2d

C0d D00d D01d

C2d D10d D11d



 ,

[
△δTC

(k) 0
0 δTd

(k)

]





,z−1







Figura 42 – Resumo da Proposta 2 para Período de Amostragem Variante.
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4.3.4 Exemplo: “F-16 VISTA Flight Model” com Período de Amostra-

gem Incerto

Neste exemplo apresentamos a aplicação do procedimento em 4.3.3 para o mo-

delo F16 VISTA [134] da seção 4.2.2. O modelo aqui usado é apenas para o movimento

longitudinal do aeroplano; as velocidades rotacionais e os ângulos de deslocamento la-

teral são considerados nulos. O modelo em [134] é dado por:

G(s) = Fu

{
Fl

{
F16,△δTC

}
,s
}

A matriz de transferência contínua pode ser expressa como:

Fu







Fl







F16
︷ ︸︸ ︷





A0 B0 B2

C0 D00 D01

C2 D10 D11




,

△δTC
︷ ︸︸ ︷










hI 0 0 0 0

0 MI 0 0 0

0 0 MhI 0 0

0 0 0 M2I 0

0 0 0 0 M2hI

















,s







(4.39)

sendo

F16=


























0,2200 1,0000 −0,0014 −0,0000 −0,0001 −0,2312 −1,2723 −0,0008 −0,0046 0 0
17,1000 −0,2280 −8,1600 −0,0287 0,0000 −8,9187 0,0330 −0,0586 0,0001 −10,6818 0,0616
1,0000 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1,0000 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,0281 −0,0002 −0,0060 0 0 0 0 0 0 0 0
0,0000 0,0001 0,0000 0 0 0 0 0 0 0 0
7,6717 0,2375 −4,5482 0 0 0 0 0 0 0 0
0,6497 −0,0432 1,0936 0 0 0 0 0 0 0 0
−0,0565 −0,0008 0,0153 0 0 0 0 0 0 0 0
−0,0012 0,0001 −0,0044 0 0 0 0 0 0 0 0
−5,2613 0 9,2962 0 0 0 0 0 0 0 0
−0,0474 0 0,0393 0 0 0 0 0 0 0 0


























(4.40)

As condições de voo podem ser vistas em [134, 136].

Neste caso é suposto que o período de amostragem T (δTd
(t)) varia no intervalo

[

Tmin,Tmax

]

, e que a amostragem depende de um evento que é executado quando é atin-

gido um instante máximo Tmax de espera ou uma mudança significativa nos parâmetros
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△ (t) (mudança baseada no critério do projetista). Neste exemplo também considera-

mos a amostragem como ideal, ou seja: Td(t) ≈ Td(k). A notação é simplificada neste

exemplo para o período de amostragem usado T̄d como Td(k) = Td e como △ (t) ≈△k

os parâmetros associados com δTC,i,k no k− simo instante de tempo na matriz diagonal

△k.

A partir das equações (4.36), (4.37), (4.38), e das matrizes Ns e

△(δTC,δTd
)=














δTC,1,k 0 0 0 0 0

0 δTC,2,k 0 0 0 0

0 0 δTC,3,k 0 0 0

0 0 0 δTC,4,k 0 0

0 0 0 0 δTC,5,k 0

0 0 0 0 0 δTd














=














hI 0 0 0 0 0

0 MI 0 0 0 0

0 0 MhI 0 0 0

0 0 0 M2I 0 0

0 0 0 0 M2hI 0

0 0 0 0 0 δTd














obtemos a matriz

M̃1 = Ns ⋆






A0 B0 B2

C0 D00 D01

C2 D10 D11






e o sistema:

G̃δk
(z) =Fu

{

Fl

{

M̃,△(δTC,δTd )

}

,z−1
}

(4.41)

onde as matrizes de estado discretas do modelo LPV-LFT estão contidas na matriz

bloco:

M̃1 =









A0d B0d B0d1 B2d

C0d1 D00d1 D00d11 D01d1

C0d2 D00d2 D00d21 D01d2

C2d D10d1 D10d2 D11d









onde

A0d =

[

1.0385 0.0557

0.9526 1.0136

]

, B0d =

[

1.4415 0.0394

0.6736 1.4238

]

, B0d1 =

[

−0.0089

−0.3195

]

,

C0d1 =

[

1.4415 0.0394

0.6736 1.4238

]

, C0d2 =

[

0.0545 0.0788

1.3472 0.0192

]

, D00d1 =

[

−0.0063

−0.2259

]

,
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D00d011 =

[

0.5096 0.0139

0.2382 0.5034

]

, D00d2 =

[

−0.0126

−0.4519

]

, D00d21 =

[

0.0193 0.0279

0.4763 0.0068

]

, D11d = 08×8,

B2d =

[

−0.0000 −0.0000 −0.0188 −0.0504 −0.0001 −0.0002 −0.0116 0.0001

−0.0011 −0.0000 −0.3535 −0.0223 −0.0023 −0.0001 −0.4182 0.0024

]

C2d =

[

0.0403 0.0000 11.2184 0.9074 −0.0820 −0.0016 −7.5839 −0.0683

0.0008 0.0001 0.6404 −0.0359 −0.0034 0.0002 −0.2073 −0.0019

]T

D01d1 =

[

−0.0000 −0.0000 −0.0133 −0.0356 −0.0001 −0.0001 −0.0082 0.0000

−0.0008 −0.0000 −0.2500 −0.0158 −0.0016 −0.0001 −0.2957 0.0017

]

D01d2 =

[

−0.0000 −0.0000 −0.0266 −0.0713 −0.0001 −0.0003 −0.0164 0.0001

−0.0016 −0.0000 −0.4999 −0.0315 −0.0033 −0.0001 −0.5915 0.0034

]

D10d1 =
[

−0.0061 −0.0000 −4.6501 1.0992 0.0158 −0.0045 9.3293 0.0396
]T

D10d2 =

[

0.0143 0.0000 3.9663 0.3208 −0.0290 −0.0006 −2.6813 −0.0242

0.0003 0.0000 0.2264 −0.0127 −0.0012 0.0001 −0.0733 −0.0007

]T

(4.42)

4.3.5 Conclusão

Neste capítulo apresentamos duas novas propostas de discretização para sis-

temas LPV na forma LFT considerando o período de amostragem como variante no

tempo. Na primeira proposta é obtida uma representação afim ao parâmetro período de

amostragem que varia no tempo e sua respectiva transformação a um modelo LPV-LFT.

Na segunda proposta é obtido um modelo LPV-LFT com um único conjunto de parâme-

tros variantes no tempo, que contém tanto os parâmetros do sistema, quanto o período

de amostragem que também varia no tempo.
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5 Método de Identificação ICCALPV

5.1 Introdução

Neste capítulo apresentamos o algoritmo iterativo de identificação de sistemas

MIMO LPV por análise de correlações canônicas: ICCALPV1. O material contido neste

capítulo está baseado no artigo [10], no qual propomos a extensão do método de identifi-

cação estocástica de sistemas LTI por subespaços CCA2, para a identificação de sistemas

estocásticos LPV com dependência afim aos parâmetros variantes no tempo.

Nossa proposta de método de identificação ICCALPV baseia-se na teoria de re-

alização estocástica mínima proposta por Akaike [142], no método de correlação canô-

nica condicional CCA [90, 142, 91, 40, 6] e no método de aproximações sucessivas [62].

O método ICCALPV está dividido em:

i) reformulação do modelo LPV afim aos parâmetros como um modelo inicial LTI de

ruído não branco, ii) obtenção do preditor ótimo de saída e do vetor de estado x̂k associ-

ado ao modelo inicial usando unicamente o vetor de entradas uk, o vetor de saídas yk e o

vetor de parâmetros δi,k
3, iii) segunda reformulação do modelo LPV afim aos parâme-

tros como um modelo LTI de ruído não branco em dependência dos vetores uk, yk, δi,k,

x̂k; iv) Obtenção de uma nova estimativa do vetor de estado e aprimoramento da estima-

tiva do vetor de estado iterativamente; finalmente v) extração das matrizes de estado e

obtenção do modelo LPV na forma inovativa com dependência afim aos parâmetros.

Para a identificação dos modelos LTI com ruído não branco é necessário aumen-

tar o número de entradas do sistema e o número de informações do passado associadas

as medições das entradas, saídas, parâmetros, e estados estimados; para tanto, inserimos

o produto de Kathri-Rao e a estrutura da matriz de Hankel como alternativa ao cálculo

das matrizes de entrada aumentadas apresentado em [62], isto porque o uso do produto

de Khatri-Rao e da matriz bloco de Hankel permitem um processamento em batelada, e

1 Iterative Canonical Correlation LPV System Identification
2 Canonical Correlation Analysis
3 Com o propósito de facilitar a notação chamaremos o vetor de parâmetros variantes no tempo sim-

plesmente como parâmetros ou vetor de parâmetros
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maior eficácia computacional (em termos de tempo de processamento). O procedimento

aqui apresentado baseia-se na abordagem feita em [62], e se diferencia daquele traba-

lho por proceder em batelada e pelo uso do método CCA de identificação estocástica

que permite uma melhor representação do modelo de ruído não branco que aproxima o

sistema LPV.

O capítulo está organizado como segue: primeiro apresentamos brevemente o

modelo LPV com dependência afim aos parâmetros e o modelo LPV na forma inova-

tiva a ser identificado, posteriormente é mostrado como calcular o preditor ótimo das

saídas, o espaço de estado e o vetor de estado inicial. Neste capítulo também propomos

a alternativa de extensão das matrizes de entrada com o uso do produto de Khatri-Rao

e da matriz bloco de Hankel. Imediatamente após, apresentamos a nossa proposta de

estimação do modelo LPV em função da informação obtida na identificação inicial e no

aprimoramento do vetor de estado estimado de forma iterativa. Finalmente comparações

entre o método ICCALPV [10] e o método PSBID [48] são realizadas.

5.2 Modelo LPV

Considere o modelo LPV com dependência paramétrica dado por:

xk+1 =
[

A0 Ap

]
[

xk

δk ⊗ xk

]

+
[

B0 Bp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

+λk

yk =
[

C0 Cp

]
[

xk

δk ⊗ xk

]

+
[

D0 Dp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

+ζk

(5.1)

com

xk ∈ Rn estados, uk ∈ Rm entradas, yk ∈ R p saídas, δk ∈ Rs parâmetros variantes de-

pendentes do tempo,

[

xk

δk ⊗ xk

]

∈ Rn(s+1),

[

uk

δk ⊗uk

]

∈ Rm(s+1) vetores associados aos

parâmetros, λk ∈ Rn,ζk ∈ Rm ruídos brancos de média zero, e matrizes de estado ex-

pressas como:

A0 ∈ Rn×n, Ap =
[

A1 . . . As

]

∈ Rn×ns, B0 ∈ Rn×m, Bp =
[

B1 . . . Bs

]

∈ Rn×ms,

C0 ∈ R p×n, Cp =
[

C1 . . . Ds

]

∈ R p×ns, D0 ∈ R p×n, Dp =
[

D1 . . . Ds

]

∈ R p×ms.

Em (5.1), k = 1,2, . . . ,N representa o instante do tempo.
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O problema a ser aqui resolvido consiste em identificar o modelo inovativo equi-

valente com (5.1), a partir das entradas uk, das saídas yk e dos parâmetros δk medidos

em um único experimento. O modelo equivalente aqui considerado é dado por:

xk+1 =
[

A0 Ap

]
[

xk

δk ⊗ xk

]

+
[

B0 Bp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

+K0ek

yk =
[

C0 Cp

]
[

xk

δk ⊗ xk

]

+
[

D0 Dp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

+ ek

(5.2)

onde ek ∈ R p é o processo de inovação e K0 ∈ Rn×p o ganho estático de Kalman. Cabe

salientar que o ganho de Kalman em (5.2) é dependente exclusivamente do modelo

nominal do sistema LPV ou seja do conjunto de matrizes de estado ({A0,B0,C0,D0})

independentes dos parâmetros no modelo da Equação (5.1).

5.3 Método ICCALPV

Modelagem, identificação e controle de sistemas LTI são amplamente investi-

gadas e aplicadas há décadas em múltiplos trabalhos. A análise de correlação canônica

como método de identificação também tem sido extensamente usada, por isto e pelo

seu caráter estocástico, nesta proposta é usada para obter uma aproximação inicial do

sistema LPV.

Primeiramente a realização estocástica mínima proposta por Akaike é esten-

dida para calcular o vetor de estado inicial do sistema LPV. O modelo LPV afim aos

parâmetros é primeiramente reescrito como um modelo LTI com ruído não branco, pos-

teriormente o modelo LTI é identificado usando a correlação canônica condicional para

calcular o preditor ótimo das saídas, dadas as entradas do sistema e realizar a expansão

linear do preditor para obter o espaço de estado. O vetor de estado inicial é uma base

ortonormal do espaço de estado. Posteriormente com o vetor de estado inicial e os si-

nais medidos no experimento reformula-se novamente o modelo LPV como um novo

modelo LTI com ruído não branco. Este modelo corresponde a uma aproximação ao

modelo LPV, então, obtendo um novo conjunto: preditor ótimo das saídas e espaço de

estado, pode-se calcular um novo vetor de estado. O vetor de estado estimado é aprimo-

rado iterativamente e a melhor aproximação ao vetor de estado do sistema LPV é usada

para obter as matrizes do sistema LPV na forma inovativa.
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5.3.1 Vetor de Estado Inicial

Nossa proposta inicia com a reformulação do modelo na Equação (5.1) como

um modelo LTI com ruído não branco, isto é feito através da isolação do termo com

dependência bilinear Ap(δk ⊗ xk) e do ruído branco λk devido à perturbação na medida.

Então, os ruídos do sistema linear a reformular são dados como: λ 0
k = Âp(δk ⊗ xk)+λk

e ζ 0
k = Ĉp(δk ⊗ xk)+ζk.

Posteriormente, precisamos reformular as entradas exógenas do sistema LTI

(ue0|t,k) com as quais é feita a primeira aproximação ao sistema LPV, isto é:

ue0|t,k =

[

ut|t,k
δt|t,k ⊗ut−1|t−1,k

]

note que ue0|0,k ∈ Rm×s representa o vetor das entradas sem informação das medições

do passado e que

ue0|t (5.3)

representa a matriz que contêm medidas do passado, sendo que t = 1,2 . . . é o número

de informações do passado inseridas na matriz de entradas aumentada como se mostra

na seção 5.3.2.

A partir da vetor de entradas aumentado ue0|t,k o modelo LPV com dependência

afim aos parâmetros (5.1), pode ser reformulado como:

xk+1 = A0xk +
[

B0 Bp

]

ue0|t,k +

λ 0
k

︷ ︸︸ ︷

Ap(δk ⊗ xk)+λk

yk =C0xk +
[

D0 Dp

]

ue0|t,k +Cp(δk ⊗ xk)+ζk
︸ ︷︷ ︸

ζ 0
k

(5.4)

O modelo em (5.4), representa um sistema LTI com ruídos não brancos λ 0
k e ζ 0

k , e

configura a primeira aproximação ao modelo LPV; então, identificando o vetor de estado

estocástico associado ao modelo em (5.4) através da análise de correlação canônica

devida a Akaike pode ser obtida a estimativa inicial do vetor de estado xk.

A notação usada para a estimação do vetor de estado em (5.4) é conveniente-

mente mudada para: x̂0
k = x̂k. A seguir definimos o conjunto de matrizes e sub espaços

usados para calcular o vetor de estado inicial x̂k e apresentamos os cálculos via CCA.
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Sejam o vetor de entradas-saídas conjunto:

w−
k =

{[

ue0|t,k−l

yk−l

]

| l = 1,2, . . .

}

,

o vetor de saídas do futuro fk = {yk+l | l = 0,1,2, . . .}, o vetor das saídas do passado

y−k = {yk−l | l = 1,2, . . .}, o vetor de entradas futuras u+
e0|t,k = {ue0|t,k+l | l = 1,2, . . .}

o vetor do passado/presente u−
e0|t,k = {ue0|t,k−l | l = 0,1,2, . . .}; e finalmente sejam os

subespaços gerados pelos vetores ue0|t,k, yk, δk e wk, respectivamente Ue = span(ue0|t,k |
k = 1,2 . . .), Y = span(yk | k = 1,2 . . .), ∆ = span(δk | k = 1,2 . . .), W = span(wk | k =

1,2 . . .).

Para facilitar a notação, os subespaços gerados são representados por:

Ue =

[

U−
e

U+
e

]

, Y =

[

Y−

Y+

]

∆ =

[

∆−

∆+

]

W =









[

U−
e

Y−

]

[

U+
e

Y+

]









=

[

W−

W+

]

onde span(. . .) é um subespaço de Hilbert gerado pelo conjunto infinito de elementos

(. . .), os superindices •−, •+ denotam o passado e o futuro respectivamente.

Pela teoria da realização estocástica de Akaike, pode se afirmar que toda a in-

formação necessária para representar um sistema estocástico está contida no conjunto

das saídas futuras em relação às entradas passadas e presentes. A representação mate-

mática do conjunto de saídas futuras é definida por Akaike como o espaço preditor. O

subespaço fechado de Hilbert gerado pelos infinitos elementos do espaço preditor ótimo

é o espaço de estado da realização Markoviana miníma do sistema estocástico. Portanto,

qualquer base ortonormal do espaço de estado pode ser considerada o vetor de estado

x̂0
k da representação Markoviana. O espaço preditor pode ser calculado através da inter-

seção dos subespaços do passado e do futuro; interseção determinada com a correlação

canônica. O Preditor ótimo das saídas [142, 90, 9, 6] para a realização estocástica com

entradas exógenas é dado por:

f̂k = Ê{ fk |W−∨U+
e } (5.5)
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onde Ê{• | •} é o operador projeção ortogonal, ∨ é o operador união, e f̂k a projeção

ortogonal das saídas futuras no subespaço gerado pela união dos subespaços W− e U+
e .

Como é sabido, a projeção ortogonal de um vetor na união de dois subespaços é

dada como uma soma direta de duas projeções obliquas, dadas por:

f̂k = Ê{ fk |W−∨U+
e }= Ê||U+

e
{ fk |W−}+ Ê||We−{ fk |U+

e } (5.6)

onde Ê||U+
e
{ fk | W−} é a projeção oblíqua de fk em W− ao longo de U+

e e Ê||We−{ fk |
U+

e } é a projeção oblíqua de fk em U+
e ao longo de W−. Então, o espaço preditor pode

ser expresso em função do preditor ótimo das saídas como:

X f |W = span( f̂k+1 | l = 1,2, . . .) (5.7)

e qualquer base ortonormal de X f |W pode ser tomada como o vetor de estado inicial x̂0
k .

O processo de obtenção do espaço de estado é baseado na projeção ortogonal, e

pode ser calculado com o uso das matrizes de covariâncias e do vetor de saídas expresso

como:

yk = Okxk +Ψkue0|t,k (5.8)

onde Ok é a matriz de observabilidade estendida e Ψk é a matriz bloco de Toeplitz.

Então; o vetor de estado x̂0
k é calculado como:

Ê{ fk |W−∨U+
e }=E{ fk

[

w+′
k u+

′
e0|t,k

]

}E

{[

w+
k

u+
e0|t,k

]
[

w+′
k u+

′
e0|t,k

]
}−1[

w+
k

u+
e0|t,k

]

= Σ f w|ue
Σww|ue

wk +Σ f ue|wΣueue|wue0|t,k
(5.9)

sendo que Σ f w|ue
é a matriz de covariância condicional de f e w dado ue. Então, cada

parcela da Equação em (5.9), pode ser expressa em função das matrizes de covariâncias

como:

Σ f w|ue
Σ−1

ww|ue
wk = Okxk

Σ f ue|wΣ−1
ueue|wue0|t,k = Ψkue0|t,k

(5.10)

e o espaço preditor é calculado com as saídas futuras e o subespaço gerado por w−
k ,

como se mostra a seguir:

X f |w = Ê||U+
e
{Y+ |W−} (5.11)
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Então, pela obtenção de uma base ortonormal de X f |w obtemos o vetor de estado inicial

x0
k .

5.3.2 Matrizes de Entrada Aumentadas

Nesta seção propomos uma forma alternativa de inserir informações do passado

na matriz ue0|t com o propósito de melhorar a estimativa do vetor de estado inicial. Para

a inserção de uma informação do passado em (5.1), o vetor de estado no instante k−1
4, pode ser expresso como:

xk =A0xk−1 +
[

B0 Bp

]
[

uk−1

δk−1 ⊗uk−1

]

+Ap(δk−1 ⊗ xk−1)+λk−1 (5.12)

então, (δk ⊗ xk)
5 em (5.1) pode ser expressa como uma função de (5.12), e reescrita

como:

δk ⊗ xk = δk ⊗
(

A0xk−1 +
[

B0 Bp

]
[

uk−1

δk−1 ⊗uk−1

]

+Ap(δk−1 ⊗ xk−1)+λk−1

)

(5.13)

Os vetores de entrada aumentados podem ser calculados recursivamente6 como em [62]

ou em bloco com o uso do produto de Kathri-Rao

Produto Khatri-Rao dado por: A⊙B =







A11 ⊗B11 . . . A1n ⊗B1n

A21 ⊗B21
. . . A2n ⊗B2n

An1 ⊗Bn1 . . . Ann ⊗Bnn







como nós propomos a seguir.

Primeiro, construímos a matriz bloco finito de Hankel com j blocos, a partir do

vetor de entradas como:

U0|M =







u0 u1 · · · uN−M+1
...

...
...

...

uM uM+1 · · · uN







(5.14)

4 para simplificar a notação em (5.10) e (5.11), considere ue = ue0|t,k no subindice
5 a Equação (5.13) baseia-se em [62]
6 Sendo que o cálculo recursivo pode ter um custo computacional maior
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e as matrizes bloco de Hankel ∆0|M

∆0|M =







δ0 δ1 · · · δN−M+1
...

...
...

...

δM δM+1 · · · δN







(5.15)

posteriormente, definimos ρ0|0 = ∆0|0 ∈ Rs×(N−j∗i+1) e redefinimos (5.3) ue0|t com t =

0, como uma função de U0|M e ∆0|M, ou seja:

ua0|0 =

[

U0|0
ρ0|0 ⊙U0|0

]

∈ R
m(1+s)×(N−j∗i+1)

sendo j o número de blocos usados para construir as matrizes de dados U0|M e ∆0|M; i o

horizonte de dados e ⊙ é o produto Khatri-Rao. O vetor ue0|0,k pode ser substituído por

ua0|0,k, onde k é o tempo presente. Para a generalização do procedimento, a seguir apre-

sentamos um exemplo com uma informação do passado inserida na matriz de entrada

aumentada: Da Equação (5.14), podemos extrair uma informação do passado da entrada

como: U1|1 =
[

u1 u2 · · ·
]

, a informação do presente da entrada: U0|0 =
[

u0 u1 · · ·
]

,

uma informação do passado dos parâmetros ∆1|1 e do presente ∆0|0; para estender a

nossa matriz de entrada como:

ua0|1 =









[

U1|1
∆1|1 ⊙U1|1

]

[

∆1|1
∆1|1 ⊙∆0|0

]

⊙
[

U0|0
ρ0|0 ⊙U0|0

]









ou na forma compacta como:

ua0|1 =

[

ua1|1
ρ0|1 ⊙ua0|0

]

∈ R(m(1+s)+(s+s2)m(1+s))×(N−j∗i+1)

com

ρ0|1 =

[

∆1|1
∆1|1 ⊙∆0|0

]

∈ R
(s+s2)×(N−j∗i+1)

A matriz de entradas estendida com t = 1,2, . . . ,n informações do passado então pode

ser expressa de maneira geral como: ua0|t .
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5.3.3 Reformulação do Modelo

Com o uso da matriz estendida ua0|t podemos reformular o modelo em (5.4) com

informações do passado como:

xk+1 = A0xk +Ba,tua0|t,k +λ 1
a,t,k

yk =C0xk +Ca,tua0|t,k +ζ 1
a,t,k

(5.16)

onde o subindice a denota a matriz ou vetor estendido com t = 1,2, . . . informações

do passado, e k = 1,2 . . . o instante no tempo. Na Equação (5.16), ua0|t,k corresponde

à entrada estendida no instante de tempo k; As matrizes Ba,t , Ca,t , λ 1
a,t,k e ζ 1

a,t,k são

definidas por:

Ba,t =
[

Ba,t−1 Ap,t−1(Is,t−1 ⊗Ba,0)
]

com Ba,1 =
[

Ba,0 Ap(Is ⊗Ba,0)
]

, Ba,0 =
[

B0 Bp

]

, e Ap,1 =Ap

[

(Is ⊗A0) (Is ⊗Ap)
]

,e

de forma semelhante são definidas as matrizes Ca,t . Os ruídos são definidos como:

λ 1
a,t,k =

[

In Ap,t−1

]
[

λt−1,k

δt−1,k ⊗λ0,k−t

]

e ζ 1
a,k de forma semelhante com λ 1

a,t,k.

5.3.4 Vetor de Estado Calculado com Informações do Passado

A seguir listamos os passos para obter o vetor de estado a partir do modelo

em (5.16) :

1. Construa as matrizes bloco de Hankel das entradas aumentadas Ua0|M, Y0|M como

em (5.14).

Ua0|M =












ua0|t,0 ua0|t,1 · · · ua0|t,N−M+1

ua0|t,1 ua0|t,2 · · · ua0|t,N−M+2
...

...
...

...

ua0|t,M−1 ua0|t,M · · · ua0|t,N−1

ua0|t,M ua0|t,M+1 · · · ua0|t,N
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e

Y0|M =












y0 y1 · · · yN−M+1

y1 y2 · · · yN−M+2
...

...
...

...

yM−1 yM · · · yN−1

yM yM+1 · · · yN












2. Calcule os subespaços do passado U−
a , Y−

a e do futuro U+
a , Y+

a a partir das entra-

das estendidas e das saídas medidas para calcular o preditor ótimo das saídas.

3. Obtenha o espaço de estado X f |w gerado pelo preditor ótimo das saídas.

4. Calcule uma base ortonormal de X f |w para obter o vetor de estado inicial x̂0
k

5. inicialize i = 1

5.3.5 Estimação do Modelo MIMO LPV

Nesta seção apresentamos o processo para obter o modelo inovativo em (5.2) a

partir do conjunto de dados uk, yk, δk e x̂
(i−1)
k . Para isto inicialmente mostramos como

dividir o vetor de estado em (5.1), como vetor de estado estimado x̂k e vetor de erro

de estimação x̃k, posteriormente expressamos a equação iterativa usada para o cálculo

do vetor de estado. Mostra-se também, como usar a última estimativa do vetor de es-

tado iterado para aproximar um novo modelo LTI com ruído não branco. Finalmente

explicitamos os cálculos para obter as matrizes de estado do modelo MIMO LPV com

dependência afim aos parâmetros.

5.3.5.1 Vetor Estimado e Vetor de Erro de Estimação

Considere xk = x̂k + x̃k, Então, podemos expressar (5.1) como:

x̂k+1 + x̃k+1 =
[

A0 Ap

]
[

(x̂k + x̃k)

δk ⊗ (x̂k + x̃k)

]

+
[

B0 Bp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

+λk

yk =
[

C0 Cp

]
[

(x̂k + x̃k)

δk ⊗ (x̂k + x̃k)

]

+
[

D0 Dp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

+ζk

(5.17)
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se isolarmos x̂k, então a Equação (5.17) pode ser expressa como:

x̂k+1 = A0x̂k +
[

B0 Bp Ap

]






uk

δk ⊗uk

δk ⊗ x̂k




+

Kek
︷ ︸︸ ︷

[

A0 Ap

]
[

x̃k

δk ⊗ x̃k

]

+λk − x̃k+1

yk =C0x̂k +
[

D0 Dp Cp

]






uk

δk ⊗uk

δk ⊗ x̂k




+

[

C0 Cp

]
[

x̃k

δk ⊗ x̃k

]

+ζk

︸ ︷︷ ︸

ek

ek = yk −C0x̂k −
[

D0 Dp Cp

]






uk

δk ⊗uk

δk ⊗ x̂k






(5.18)

Portanto podemos expressar (5.18) como um modelo inovativo com ganho de Kalman

K e processo de inovação ek. O processo de inovação ek neste caso não corresponde

a um ruído branco, então, o ganho de Kalman calculado não é necessariamente ótimo.

Finalmente, o vetor de erro de estimação pode ser expresso em função da Equação (5.18)

como:

x̃k+1 = A0x̃k +

Λk
︷ ︸︸ ︷

Ap(δk ⊗ x̃k)+λk−K




yk −C0x̂k −

[

D0 Dp Cp

]






uk

δk ⊗uk

δk ⊗ x̂k









 (5.19)

Substituindo xk por xk = x̂k + x̃k na Equação (5.17), o modelo pode ser reformulado

como:

x̂k+1 =
[

A0 Ap

]
[

x̂k

δk ⊗ x̂k

]

+
[

B0 Bp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

+Kek (5.20)

5.3.5.2 Iteração da Estimação de Estado

Para deixar clara a equação iterativa associada ao vetor de estado estimado, con-

sidere o seguinte suposto:

Suposição 1: Para x
(i)
k = x̂

(i)
k + x̃

(i)
k com {i= 1,2, . . .Ni} iterações7. Suponha que quando

Ni for suficientemente grande, então x
(i)
k ≈ x̂

(Ni)
k e x̃

(Ni)
k ≈ 0.

7 sendo Ni a i-ésima iteração
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Pela Suposição 1 o erro de estimação na iteração i = Ni é considerado x̃
(Ni)
k ≈ 0,

então, a Equação (5.1) pode ser expressa como um modelo LTI de ruído não branco

dado como:

(

x̂
(i)
k+1 + x̃

(i)
k+1

)

=
[

A0 Ap

]





(

x̂
(i)
k+1 + x̃

(i)
k+1

)

δk ⊗
(

x̂
(i−1)
k + x̃

(i−1)
k

)



+
[

B0 Bp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

+λk

yk =
[

C0 Cp

]





(

x̂
(i)
k+1 + x̃

(i)
k+1

)

δk ⊗
(

x̂
(i−1)
k + x̃

(i−1)
k

)



+
[

D0 Dp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

+ζk

(5.21)

A equação (5.21) pode ser reformulada como:

x̂
(i)
k+1 =

[

A0 Ap

]




x̂
(i)
k

δk ⊗
(

x̂
(i−1)
k + x̃

(i−1)
k

)



+
[

B0 Bp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

+A0x̃
(i)
k +λk

yk =
[

C0 Cp

]




x̂
(i)
k

δk ⊗
(

x̂
(i−1)
k + x̃

(i−1)
k

)



+
[

D0 Dp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

+C0x̃
(i)
k +ζk

(5.22)

isolando x̃
(i)
k e x̃

(i−1)
k então (5.22) pode ser expressa como:

x̂
(i)
k+1 =

[

A0 Ap

]
[

x̂
(i)
k

δk ⊗ x̂
(i−1)
k

]

+
[

A0 Ap

]
[

x̃
(i)
k

δk ⊗ x̃
(i−1)
k

]

+
[

B0 Bp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

+λk

yk =
[

C0 Cp

]
[

x̂
(i)
k

δk ⊗ x̂
(i−1)
k

]

+
[

C0 Cp

]
[

x̃
(i)
k

δk ⊗ x̃
(i−1)
k

]

+
[

D0 Dp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

+ζk

(5.23)

e o modelo (5.23), pode ser reformulado como um modelo LTI com ruído não branco,
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dado por:

x
(i)
k+1 = A0x̂

(i)
k +

[

B0 Bp Ap

]

u
(i)
a0|t,k

︷ ︸︸ ︷





uk

δk ⊗uk

δk ⊗ x̂
(i−1)
k




+

λ
(i)
k

︷ ︸︸ ︷

[

A0 Ap

]
[

x̃
(i)
k

δk ⊗ x̃
(i−1)
k

]

+λk

yk =C0x̂
(i)
k +

[

D0 Dp Cp

]






uk

δk ⊗uk

δk ⊗ x̂
(i−1)
k






︸ ︷︷ ︸

u
(i)
a0|t,k

+
[

C0 Cp

]
[

x̃
(Ni)
k

δk ⊗ x̃
(i−1)
k

]

+ζk

︸ ︷︷ ︸

ζ
(i)
k

(5.24)

Então, para um i = Ni suficientemente grande xk ≈ x̂
(Ni)
k e o modelo em (5.24) pode ser

expresso como:

x
(Ni)
k+1 = A0x̂

(Ni)
k +

[

B0 Bp Ap

]

u
(Ni)
a0|t,k +λ

(Ni)
k

yk =C0x̂
(Ni)
k +

[

D0 Dp Cp

]

u
(Ni)
a0|t,k +ζ

(Ni)
k

(5.25)

Note que a matriz de entrada u
(Ni)
a0|t,k =






uk

δk ⊗uk

δk ⊗ x̂
(Ni−1)
k




 em (5.25), é uma matriz estendida

com a informação correspondente ao presente; porém, é possível inserir mais informa-

ção do passado como foi apresentado na Seção 5.3.4.

5.3.5.3 Processo para Obter as Matrizes de Estado

Na Equação (5.25), é considerado que em Ni iterações o estado estimado é equi-

valente ao vetor de estado do sistema, então, o modelo pode ser reformulado como:

xk+1 = A0xk +
[

B0 Bp Ap

]






uk

δk ⊗uk

δk ⊗ xk




+Kek

yk =C0xk +
[

D0 Dp Cp

]






uk

δk ⊗uk

δk ⊗ xk




+ ek

(5.26)
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O modelo (5.26), é o resultado do processo de identificação iterativa do modelo em (5.24).

Portanto para identificação em cada iteração primeiro calculamos os subespaços do fu-

turo e do passado como: Ua = span(ua,k | k = 1,2, . . .), Y = span(yk | k = 1,2, . . .) e Wa =

span(wa,k | k = 1,2, . . .) com ua0|t,k =
[

uk δk ⊗uk δk ⊗ x̂
(Ni)
k

]′
e wa =

[

ua0|t,k yk

]′
.

Assim, o preditor ótimo é calculado como:

X f |w = Ê||U+
a
{Y+ |W−

a } (5.27)

e o vetor de estado xk como uma base ortonormal de X f |w.

As matrizes de estado do modelo LTI com ruído não branco são obtidas a partir

da estimação do vetor de estado no modelo (5.26), como:
[

X̂k+1

Yk

]

=

[

A0 Ba

C0 Da

][

X̂k

Ua

]

+

[

KEk

Ek

]

(5.28)

onde X̂k+1 é a sequência de estado no instante k+1, Ek a sequência do vetor de inovação,

Ba =
[

B0 Bp Ap

]

e Da =
[

D0 Dp Cp

]

as matrizes de estado aumentadas.

Como passo final, as matrizes do modelo LPV (5.2) com dependência afim aos

parâmetros, podem ser extraídas da aproximação LTI em (6.7) como:

B0 = B(1 : n,1 : m), Bp = B(1 : m,1 : m+ms), Ap = B(1 : n,(m+ms)+1 : m+ms+ns),

D0 = D(1 : p,1 : m), Dp = (1 : p,m+1 : m+ms), Cp = D(1 : p,(m+ms)+1 : m+ms+

ns).

O ganho de Kalman do modelo MIMO LPV é dado por:

K0 = (A0PCT
0 +S)(C0PCT

0 +R)−1 (5.29)

e P é a solução da equação algébrica de Riccati:

P = A0PAT
0 − (A0PCT +S)(C0PCT

0 +R)−1(A0PCT +S)T +Q (5.30)

5.3.6 Algoritmo ICCALPV

1. faça i = 0 e ua0|t,k,{t = 0,1,2, . . .} para obter o vetor de estado inicial x
(0)
k a partir

do modelo em (5.16) (inclua informações na matriz estendida como apresentado

na Seção 5.3.2).

Os passos para a obtenção do vetor de estado são dados como:
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a) calcule as matrizes de dados e os subespaços do passado e futuro de acordo

com a Seção 5.3.4 (passos 1 e 2).

b) calcule a decomposição LQ de

φ =






Ua,j|2l−1

W0|j−1

Yj|2j−1






1√
N

φ =






L11 0 0

L21 L22 0

L31 L32 L33











QT
1

QT
2

QT
3




= L̄QT (5.31)

as matrizes L11 ∈ Rjm×jm, L22 ∈ Rjd×jd, L33 ∈ Rjp×jp são matrizes bloco

triangular, Qi são matrizes ortogonais, e QT
i Q j = Iϑi j, onde ϑi j é o delta

Kronecker definido por ϑi j =

{

1, i = j

0, i 6= j
.

c) calcule as matrizes de covariâncias a partir de (5.31), como:





Σuu Σup Σu f

Σpu Σpp Σp f

Σ f u Σ f p Σ f f




=

1
N

φφ T = L̄L̄T (5.32)

d) A partir da Equação (5.31) e (5.32)) calcule cada uma das matrizes de cova-

riâncias, como:

Σuu = L11LT
11

Σpu = L21LT
11, Σ f u = L31LT

11

(5.33)

e) assim, as matrizes de correlação condicional8 são dadas como:

Σ f f |u = Σ f f −Σ f uΣ−1
uu Σu f (5.34)

Σpp|u = Σpp −ΣpuΣ−1
uu Σup (5.35)

Σ f p|u = Σ f p −Σ f uΣ−1
uu Σup (5.36)

8 para reduzir a notação das matrizes de correlação e de correlação condicional usamos os subindices
f , p e u como: futuro, passado e entradas futuras, respectivamente.
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f) dadas as correlações canônicas condicionais, calcule (5.11) e sua base orto-

normal como vetor de estado x
(0)
k .

g) faça i = 1

2. Calcule o modelo MIMO LPV com dependência afim aos parâmetros usando o

vetor de estado estimado x
(i−1)
k , e as medidas de uk, yk e δk, como é apresentado a

seguir:

a) Calcule as as matrizes de dados e os subespaços do passado X̂−, U−, Y−,

∆− e do futuro X̂+, U+, Y+, ∆+ como na Seção 5.3.4 (passos 1 e 2) usando

span{x̂i−1}, span{ua,0|0,k | k = 1,2, . . .}, span{yk | k = 1,2, . . .} e

span{δk | k = 1,2, . . .}. perceba que a matriz ua,0|0 é dada por:

ua,0|0 =






U0|0
∆0|0 ⊙U0|0
∆0|0 ⊙ X̂0|0






onde ⊙ é o produto Khatri-Rao e u0|0,k é o vetor de entradas estendidas com

informação do presente de uk, yk, δk e x̂
(i−1)
k .

b) calcule o espaço preditor e o vetor de estado em (5.24) usando as Equa-

ções (5.31),(5.32), (5.33),(5.34),(5.35),(5.36); calcule x̂
(i)
k até x̂

(Ni)
k , com Ni

grande o suficiente.

c) faça xk ≈ x̂
(Ni)
k

d) tendo xk, calcule as matrizes de estado (A,B,C,D) usando o método de mi-

nímos quadrados como na na Equação (6.7) e extraia as matrizes de estado

do modelo MIMO LPV.

e) calcule o ganho de Kalman como na Equação (5.29) e a solução da ARE9

como apresentado na Equação (6.3).

9 Algebraic Riccati Equation
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5.4 Simulações e Comparações entre os Métodos ICCALPV

e PSBID

Está seção é dividida em duas sub seções, na primeira apresentamos dois exem-

plos com o propósito de avaliar o desempenho da nossa proposta ICCALPV. Nesta sub-

seção identificamos o modelo da dinâmica10 apresentada em [76]. O segundo exemplo

é a identificação de um benchmark MIMO LPV [75]. Para os dois exemplos são apre-

sentadas as melhores estimativas obtidas pelo método em termos da informação passada

(PI) e o número de iterações (IN), apresentados em [10].

Na segunda subseção é apresentada a comparação do desempenho do nosso al-

goritmo ICCALPV com o bem conhecido método PBSIDopt
11 [76]. As comparações

são feitas em termos da “Variance Accounted For” (VAF) e do tempo de execução do

algoritmo.

5.4.1 Exemplos

Para a avaliar qual é a melhor estimativa fornecida pelo algoritmo ICCALPV,

realizamos múltiplos testes com diferentes números de informações do passado na ma-

triz de entradas estendida e diferentes números de iterações para obter o modelo MIMO

LPV de acordo com:

VAF = max

(

1− var(yk − ŷk)

var(yk)
,0

)

100% (5.37)

onde var(.) denota a variância, yk e ŷk são as saídas medidas e as saídas estimadas,

respectivamente.

5.4.1.1 Modelo da Dinâmica Tremulante “Flapping”

O modelo “flapping dynamics”12 usado neste exemplo é o modelo “out-of-plane

dynamics” de um rotor de lâmina flexível de uma turbina eólica de velocidade fixa usada

por outros autores como em [144, 145]. A dinâmica do modelo é excitada usando vento

10 “flapping Dynamics”
11 PSBID 6.0 Toolbox [137]
12 Para uma descrição detalhada do modelo veja [143] e as suas referências
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de velocidade constante modelado como um ruído branco uk. O vetor de parâmetros de

escalonamento (GSV)13 é dado por:

δp = 0,4cos(2π/10)+0,2

E o modelo discreto LPV com dependência afim aos parâmetros é dado por:

xk+1 =
[

A0 A1

]
[

xk

δp ⊗ xk

]

+
[

B0 B1

]
[

uk

δp ⊗uk

]

yk =
[

C0 C1

]
[

xk

δp ⊗ xk

]

+
[

D0 D1

]
[

uk

δp ⊗uk

]

com matrizes de estado:

A0 =

[

0 0.0734

−6.5229 −0.4997

]

A1 =

[

−0.0021 0

−0.0138 0.5196

]

A0|1 =
[

A0 A1

]

B0|1 =

[

−0.7221 0

−9.6277 0

]

C0|1 =
[

1 0 0 0
]

D0|1 =
[

0 0
]

e período de amostragem Td = 1s.

Múltiplos testes foram desenvolvidos para determinar o melhor VAF alcançado

pelo método ICCALPV. Primeiramente, foi fixado o número de informações do passado

em um, e combinado com um número de iterações entre um e vinte sendo obtido um

VAF de 37%. Posteriormente, duas informações do passado foram usadas e realizou-

se uma nova corrida com números de iterações entre um e vinte, em média; para um

total de cem testes aleatórios obteve-se um VAF of 87.1270%, como é apresentado nas

Figuras 43 e 44.

Portanto, a melhor média é alcançada quando o algoritmo é configurado com

duas informações do passado e vinte iterações. Na Tabela 2 são apresentados o VAF

médio e os valores da melhor configuração para o ICCALPV.

13 conhecido em inglês como “Gain Scheduling Vector”
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Figura 43 – Média{VAF}=37% com PI:1 e IN:1-20.
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70
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80

85

Figura 44 – Média{VAF}=87% com PI:2 e IN:1-20.

Tabela 2 – VAF da Identificação do Modelo “Flapping Dynamics”

# PI # IN ¯VAF %
2 2 ŷ = 87.1270
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5.4.1.2 Sistema MIMO LPV

Neste exemplo o ICCALPV é aplicado num sistema com duas entradas, três

saídas e três parâmetros variantes no tempo [75]:

A0 =









−1.3 −0.6325 −0.1115 0.0596

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0









,

A2 =









0.2 0 0 0

0 0.4 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0









A1 =









−0.51 −0.1075 −0.007275 −0.0000625

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0









,

A3 =









0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0.3 0

0 0 0 0.3









B2 = B3 = B1 C0 = I3×4, D0 = 03×2

B0 =









0 1

1 0

1 0

0 1









,B1 =









0 0

0 0

0 0

0.3 0.3









(5.38)

O vetor de parâmetros de escalonamento é dado por:

δk =






δ1,k
1
2sen(2πt/100)δ1,k
1
2cos(2πt/100)δ1,k




 (5.39)
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onde δ1,k =
1
2sen(2πt/100)ψ , e ψ é uma sequência de ruído branco. As entradas uk são

dadas por: uk =
[

u1 ϕ2

]′
onde uk = Z−1{u1(z)}, u1(z)= (0.75+1.05z−1+0.15z−2)ϕ1(z),

e ϕ1, ϕ2 são sequências de ruído branco.

Como no exemplo anterior, múltiplos testes foram realizados para determinar a

melhor configuração do ICCALPV para obter o melhor VAF médio. Testes são apresen-

tados em [10] e na Tabela 3 são apresentados os resultados da análise feita em [10]

Tabela 3 – VAF Médio do Sistema MIMO LPV identificado via ICCALPV.

# of PI # IN Saída/VAF %

2 20
ŷ1 = 95.44
ŷ2 = 91.76
ŷ3 = 87.41

Neste exemplo é exposto um dos casos mais difíceis para o ICCALPV, devido à

forma senoidal das sequências de parâmetros, à inserção de ruído nas entradas e nas saí-

das; mesmo com estas condições o algoritmo alcança um desempenho adequado como

será mostrado na seguinte seção.

5.4.2 Comparação entre ICCALPV e PBSIDopt

Quando a partir das medidas de entradas e saídas de um sistema é calculado,

via análise de correlação canônica, o espaço de estado e o vetor de estado associados à

interseção dos subespaços do passado e do futuro, o conjunto de algoritmos que permite

a obtenção da informação é chamado CCA ou CVA padrão [112]. O uso da análise de

correlação canônica [146] para a identificação de sistemas é uma ideia originalmente

baseada na realização miníma devida a Akaike [87, 88, 89] e posteriormente refinada

por Larimore [147, 148].

Inspirado nos trabalhos de Akaike [87, 88, 89], Katayama [90, 40] desenvolve

o método CCA para séries temporais e sistemas com entradas exógenas. O ICCALPV

é uma extensão do método CCA baseado em [40] e na principal ideia de Akaike, e

permite tratar sistemas MIMO LPV com dependência afim aos parâmetros; portanto o
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método ICCALPV aqui proposto pode ser incluído dentro do conjunto de algoritmos

denominados CCA.

O PSBID é apresentado como uma “família” de algoritmos desenvolvidos por

Chiuso, Ljung and Jansson [112, 149, 150] (e suas referências). Inicialmente o PBSIDopt

para sistems lineares e sua relação com o CCA padrão é apresentada por [112]; poste-

riormente uma extensão do PBSIDopt para sistemas LPV foi feita por van Wingerden e

Verhaegen [76] e sua respectiva implementação no “PSBID Toolbox” do MATLAB foi

feita por Houtzager [137].

O PBSIDopt trabalha em tempo discreto e supõe dependência no vetor de pa-

râmetros. Este método como vários outros, incluindo o ICCALPV, sofre da chamada

maldição da dimensionalidade [144]. O ICCALPV apresentado ao longo desta seção e

o PBSIDopt (disponível em PSBID Toolbox [137]) são comparados em termos do VAF

e do tempo de processamento. Para o último critério é difícil concluir, já que este de-

pende em grande parte das caraterística da implementação do algoritmo e da capacidade

computacional com a qual se conta. Nos testes desenvolvidos nesta comparação é usado

um computador com processador intel core i7-4700MQ CPU2,4GHz X 8 e 7,7 GiB de

RAM e MATLAB 2017 sob Ubuntu 14.04; Do PSBID Toolbox 6.0 foram usados os

comandos “lordvarx” e “lx2abck” na identificação PBSIDopt , com janelas do passado e

do futuro de 5 e 3 respectivamente.

5.4.2.1 Comparação dos Métodos para Modelagem do “Flapping”

Na Tabela 4 apresentamos o VAF e o tempo de processamento resultante da

comparação entre os dois métodos; nela pode-se observar uma ligeira diferença entre

o VAF médio alcançado pelos dois métodos, isto em parte por que o modelo tem uma

única dependência nos parâmetros e porque corresponde com um modelo SISO (SISO).

A principal diferença presente neste caso é mostrada na Figura 46, onde o ICCALPV

tem um tempo de processamento menor que o PSBIDopt . Nos experimentos aqui apre-

sentados foram realizadas cem simulações Monte Carlo; No caso do VAF médio po-

demos constatar uma média similar entre os métodos ICCALPV and PSBIDopt , porém

o ICCALPV tem vários “outliers” que reduzem a acuidade em relação ao PSBIDopt .

No entanto, o ICCALPV tem uma melhor performance em tempo, portanto podemos

afirmar que o ICCALPV fornece um modelo inicial suficientemente adequado. Nosso
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ponto é evidenciado diretamente no segundo exemplo como veremos posteriormente.

Tabela 4 – Comparação das identificações do modelo de Flapping Dynamics.

Método # PI # IN Saídas/ ¯VAF % Tempo de Execução
ICCALPV 2 2 ŷ = 81.9262 0.0899 s

PSBIDopt
wp = 5
w f = 3

NA ŷ = 87.9856 0.0956 s

PSBID ICCALPV

65

70

75

VAF 80

85

90

Figura 45 – Média{VAF}

PSBID ICCALPV

0.072

0.074

0.076

0.078

0.08

tempo 0.082

0.084

0.086

0.088

0.09

0.092

Figura 46 – Média{Tempo}
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5.4.2.2 Comparação das Identificações do sistema MIMO LPV

Na Tabela 6, é apresentado o VAF e o tempo de processamento dos métodos.

O ICCALPV alcança uma performance adequadá em relação ao PSBIDopt Figura 49

e uma significativa diferença no tempo de processamento, figura 48. Esta diferença é

diretamente relacionada à quantidade de entradas, saídas e parâmetros que determinam o

tamanho das matrizes para calcular o espaço preditor ótimo de saída em cada algoritmo;

neste caso as matrizes associadas com o cálculo das decomposições LQ e SVD 14 no

ICCALPV crescem menos do que no PSBID.

Tabela 5 – Comparação dos Modelos MIMO LPV Identificados com ICCALPV e PS-
BID.

Método # PI # IN Saídas/ ¯VAF % Tempo de Execução

ICCALPV 2 20
ŷ1 = 95.3904
ŷ2 = 91.6051
ŷ3 = 87.5591

2.6243 s

PSBIDopt
wp = 5
w f = 3

NA
ŷ1 = 99.9415
ŷ2 = 99.9574
ŷ3 = 99.9733

132.5492 s

PSBID: y1 y2 y3 ICCALPV: y1 y2 y3

80

85

VAF 90

95

100

Figura 47 – Média {VAF}

14 do inglês:“Singular Value Decomposition”
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Figura 48 – Tempo transcorrido na execução do algoritmo

5.5 Conclusão

Neste capítulo foi proposto um novo método de identificação MIMO LPV usando

a análise de correlação canônica condicional (ICCALPV) e seu respectivo algoritmo. O

ICCALPV permite uma rápida e acurada identificação de sistemas MIMO LPV com

múltipla dependência afim aos parâmetros. No ICCALPV uma forma mais eficiente de

calcular as matrizes de entradas estendidas com o uso do produto Khatri-Rao e da ma-

triz bloco de Hankel são utilizados. Em cada identificação obtemos modelos não únicos,

portanto, a comparação com o modelo “real” não é uma tarefa trivial, que será tratada

em trabalhos futuros.
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6 Método de Identificação 3C2ILPV

6.1 Introdução

Neste capítulo é proposto um novo algoritmo iterativo de identificação de siste-

mas MIMO LPV por análise de correlação canônica condicional, baseado no ICCALPV,

que denominamos 3C2ILPV 1. O Método e o algoritmo aqui apresentados baseiam-se

em [151, 152]. O procedimento geral conserva a ideia do ICCALPV no sentido de en-

contrar um vetor de estado inicial e posteriormente usá-lo para aproximar iterativamente

o modelo MIMO LPV através de um modelo LTI de ruído não branco. Por outra parte,

no algoritmo 3C2ILPV é usado o filtro de Kalman para aprimorar os estados estimados

em cada iteração. Posteriormente formulamos uma alternativa ao método original para

calcular as matrizes de estado e o ganho de Kalman do modelo inovativo com depen-

dência paramétrica afim.

No capítulo anterior, na seção de aplicação do modelo ICCALPV pode-se apre-

ciar o potencial do método e sua eficiência para fornecer modelos LPV iniciais. Porém,

quando é preciso um modelo mais acurado, o 3C2ILPV é uma melhor alternativa, por-

que ele tem uma menor variância que o ICCALPV.

O método é descrito como segue: Primeiramente apresentamos o problema a

solucionar com a nossa proposta de algoritmo, a seguir mostramos como usar o filtro

de Kalman para aprimorar o vetor de estado em cada iteração; posteriormente o algo-

ritmo 3C2ILPV , e finalmente comparações entre os métodos 3C2ILPV , ICCALPV e

PSBIDopt .

1 Conditional Canonical Correlation Iterative Identification of MIMO Linear Parameter Varying Sys-
tems method
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6.2 Modelo MIMO LPV Inovativo com Dependência Afim aos

Parâmetros

A partir do modelo MIMO LPV com dependência afim aos parâmetros apresen-

tado na Equação (5.1) é obtido o modelo inovativo equivalente com dependência aos

parâmetros no ganho de Kalman dado como:

xk+1 =
[

A0 Ap

]
[

xk

δk ⊗ xk

]

+
[

B0 Bp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

+
[

K0 Kp

]
[

ek

δk ⊗ ek

]

yk =
[

C0 Cp

]
[

xk

δk ⊗ xk

]

+
[

D0 Dp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

+ ek

(6.1)

onde ek ∈ R p é o processo de inovação e K0 ∈ Rn×p, Kp =
[

K1 . . . Ks

]

∈ Rn×ps as

matrizes do ganho de Kalman. A diferença entre o modelo em (6.1) e o modelo em (5.2),

encontra-se no tratamento do ganho de Kalman associado à forma inovativa, já que no

modelo (5.2) o ganho depende exclusivamente do modelo inicial (A0,B0,C0,D0).

6.3 Método 3C2ILPV

Nesta abordagem o vetor de estado inicial é calculado como na seção 5.3.1, inse-

rindo informações do passado como na seção 5.3.2. Posteriormente é aprimorado o vetor

de estado estimado como na seção 6.3.1. Com o novo conjunto de dados uk,yk,δk, x̂
0
k é

calculado o novo vetor de estado iterativamente, como na seção 5.3.5 e as matrizes de

estado do modelo inovativo com dependência afim aos parâmetros como na seção 6.3.2.

6.3.1 Filtro de Kalman

Como é amplamente conhecido a realização estocástica mínima devida a Akaike,

trata o problema estocástico com ruído branco através da obtenção do espaço preditor

ótimo das saídas, com o qual é calculado o espaço de estado e posteriormente a base

ortonormal de dito espaço para obter o vetor de estado estimado. Como o modelo a
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estimar nesta abordagem é um modelo LTI com ruído colorido como é apresentado na

seção 5.3.3 e na seção 5.3.5.2 consideramos que a estimação do vetor de estado como

um vetor estocástico é melhor do que a estimação através de um vetor de estado deter-

minístico, pois o método de estimação estocástico multivariado, contínua nesta seção,

sendo o CCA.

O método CCA permite calcular as matrizes de covariâncias, a matriz de erro

de estimação e o ganho de Kalman, com os quais posteriormente é inicializado o filtro

de Kalman [116] usado no aprimoramento do vetor de estado em cada iteração. O filtro

então, pode ser usado como:

• No modelo em (5.16), λ 1
a|t,k pode ser considerado como:

λ 1
a|t,k = Kek

e

K = E{λ 1
a|t,kek}(cov{ek})−1

A prova pode ser vista em [40]. Portanto, as matrizes de covariância do erro de

predição podem ser computadas como:
[

Q S

S′ R

]

=

[

(Kek)(Kek)
′ (Kek)(ek)

′

(ek)(Kek)
′ (ek)(ek)

′

]

(6.2)

e resolvendo a equação algébrica de Riccati (ARE2), temos:

P =A0PAT
0 − (A0PCT

0 +S)(C0PCT
0 +R)−1(A0PCT

0 +S)T +Q (6.3)

• com R, S e Q em (6.2) e P em (6.3) como valores iniciais, podemos usar o filtro

de Kalman como:

Filtro de um passo a frente:

x̂0
k+1 = A0x̂0 +Ba,tua0|t,k +Kek

x̂0
k|k = x̂0

k +K f ek

ek = yk −C0xk −Da,tua0|t,k

(6.4)

2 do inglês: “Riccati algebraic equation”
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Ganho:

K = (A0PC′
0 +S)(C0PC′

0 +R)−1

K f = PC′
0(C0PC′

0 +R)−1
(6.5)

Matrizes de covariância do erro:

Pk = A0PkA′
0

−K(C0PkC
′
0 +R)K′+Q

Pk|k = Pk

−PkC
′
0[C0PkC

′
0 +R]−1C0Pk

(6.6)

e aprimorar a estimativa do vetor de estado x̂i
k onde i = 0,1,2, . . ..

6.3.2 Processo de Obtenção das Matrizes do Modelo LPV na Forma

Inovativa

Na equação (5.25) é adicionado o termo (δk ⊗ x̂(Ni)) como uma entrada exógena

do sistema em (5.26). Com o propósito de identificar o modelo em (5.26) criamos os

subespaços do passado e do futuro para obter o preditor ótimo como em (5.27) e o vetor

de estado xi
k.

Para aprimorar a estimativa do vetor de estado usamos o filtro de Kalman como

na seção 6.3.1 e para extrair as matrizes de estado do modelo LPV a partir da aproxima-

ção LTI com ruído não branco calculamos:

• As Matrizes de dados e a matriz de inovação como:

Xk|k =

[

Xk

∆k ⊙Xk

]

Uk|k =

[

Uk

∆k ⊙Uk

]

Vk|k =

[

Ek

∆k ⊙Ek

]

Ek = Yk −
[

C0 Cp

]
[

Xk

∆k ⊙Xk

]

−
[

D0 Dp

]
[

Uk

∆k ⊙Uk

]
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• A Matriz ABK, usando Quadrados Mínimos3:

[

ABK

]

= Xk+1

([

X ′
k|kU

′
k|kV

′
k|k

])











Xk|k
Uk|k
Vk|k






[

X ′
k|kU

′
k|kV

′
k|k

]






−1

(6.7)

• As matrizes associadas ao ganho de Kalman no modelo LPV em (5.2), como:

[

A0 Ap

]

= ABK(:,1 : n(s+1))

[

B0 Bp

]

= ABK(:,n(s+1)+1 : (n(s+1)+m)+(sm))

[

K0 Kp

]

= ABK(:,((n(s+1)+m)+ sm)+1 : end);

D0 = D(1 : p,1 : m), Dp = (1 : p,m+ 1 : m+ms), Cp = D(1 : p,(m+ms)+ 1 :

m+ms+ns).

6.3.3 Algoritmo 3C2ILPV

1. Faça i = 0 e ua0|t,k,{t = 0,1,2, . . .} na estimação do vetor de estado inicial x
(0)
k a

partir do modelo em (5.16) com o uso da informação do passado apresentado na

seção 5.3.2.

Os passos para obter o vetor de estado inicial são:

a) calcule as matrizes de dados e os subespaços do passado e futuro como na

seção 5.3.4 (passos 1 and 2).

b) calcule a decomposição LQ como em (5.31)

c) A partir da equação (5.31), calcule as matrizes de covariância como em (5.32)

d) com a equação (5.31) e a equação (5.32)) isole as matrizes de covariâncias

como em (5.33)

e) calcule as matrizes de covâriancia condicional como em (5.34)

f) calcule o preditor ótimo e o espaço de estado (5.11) e posteriormente deter-

mine uma base ortonormal como vetor de estado inicial x
(0)
k .

3 “Least squares”
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g) calcule o filtro de Kalman como na seção 6.3.1 e a solução da ARE.

h) faça i = 1

2. Calcule o sistema MIMO LPV com dependência afim aos parâmetros usando o

estado estimado x
(i−1)
k , e as medidas de uk, yk e δk como apresentado a seguir:

a) Calcule as matrizes de dados, os subespaços do passados X̂−, U−, Y−,

∆− e os subespaços do futuro X̂+, U+, Y+, ∆+ ,como na seção 5.3.4 use

span{x̂i−1}, span{ua,0|0,k | k = 1,2, . . .}, span{yk | k = 1,2, . . .} e

span{δk | k = 1,2, . . .}. Note que a matriz ua,0|0 é dada por:

ua,0|0 =






U0|0
∆0|0 ⊙U0|0
∆0|0 ⊙ X̂0|0






onde ⊙ é o produto Khatri-Rao e u0|0,k é o vetor de entradas estendido com

informação sobre uk, yk, δk e x̂
(i−1)
k .

b) calcule x̂
(i)
k em (5.20) até x̂

(Ni)
k , com Ni suficientemente grande.

c) calcule o espaço preditor e o vetor de espaço x̂k em (5.26) usando as equa-

ções (5.31),(5.32),(5.33),(5.34),(5.35),(5.36);

d) calcule o filtro de Kalman como é apresentado na seção 6.3.1 e a solução da

ARE.

e) dado x̂k, calcule as matrizes (A,B,C,D,K) usando quadrados mínimos como

apresentado na seção (6.7).

6.4 Simulação e comparação dos métodos 3C2ILPV , IC-

CALPV e PSBID

Nesta seção o desempenho do algoritmo é apresentado comparativamente usando

um benchmark MIMO LPV de [75]. As comparações entre o ICCALPV e PSBIDpt re-

alizadas na seção 5.4 são contrastadas com o algoritmo 3C2ILPV . As melhores iden-

tificações obtidas no ICCALPV e no 3C2ILPV em termos do tempo de processamento,

informação do passado inserida (PI) e número de iterações (IN) são comparadas com as
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Tabela 6 – Comparações dos Algoritmos.

Método # PI # IN Saídas/ ¯VAF % Tempo

ICCALPV 2 20
ŷ1 = 95.3904
ŷ2 = 91.6051
ŷ3 = 87.5591

2.7367 s

3C2ILPV 2 5
ŷ1 = 99.9792
ŷ2 = 99.9775
ŷ3 = 99.9790

4.2877 s

PSBIDopt
wp = 5
w f = 3

NA
ŷ1 = 99.9799
ŷ2 = 99.9797
ŷ3 = 99.9813

99.7209 s

identificações obtidas no método PSBIDopt
4 Para a avaliação do desempenho de cada

algoritmo é usado o VAF (5.37) em 50 simulações tipo Monte Carlo

O modelo a ser testado é apresentado na seção 5.4.1.2. As caratéristicas do com-

putador apresentadas na seção anterior são mantidas assim como o uso das funções

“lordvarx” e “lx2abck” do toolbox PBSIDopt [137] e a configuração de 5 janelas do

passado e 3 do futuro. As melhores identificações são obtidas com o ICCALPV [10].

Na tabela 6 e na figura 49 são apresentados os resultados comparativos en-

tre os três métodos. Nesta tabela pode-se apreciar numericamente o bom desempe-

nho do nosso método 3C2ILPV em relação ao PSBIDopt usando o critério VAF; além

disso o tempo de processamento é significativamente menor do que o apresentado pelo

PSBIDopt ; o tempo em relação ao ICCALPV é maior em razão dos processos de filtra-

gem e da inserção do critério de parada; ainda na tabela pode-se ver que o número de

iterações necessárias pelo 3C2ILPV é significativamente menor do que o do ICCALPV .

O tempo de processamento está relacionado com o tamanho das matrizes associadas

aos cálculos das decomposições SVD e LQ; isto é evidenciado pela proximidade das

medidas de tempo de processamento entre o ICCALPV e o 3C2ILPV , onde o aumento

de tempo de processamento no segundo algoritmo nomeado é causado pela recursão no

filtro de Kalman em cada iteração.

4 PSBID 6.0 Toolbox [137, 76]
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Figura 49 – Média{VAF}

6.5 Conclusão

Nesta seção propusemos um novo método para identificação de sistemas es-

tocásticos MIMO LPV, o 3C2ILPV e seu respetivo algoritmo. O 3C2ILPV pode ser

considerado como um ICCALPV modificado, dado que as bases destas propostas são

compartilhadas; porém, o 3C2ILPV representa uma identificação muito mais acurada

e com uma variância muito reduzida em relação ao algoritmo original. Além disto, o

3C2ILPV insere o cálculo do ganho de Kalman dependente dos parâmetros, o que per-

mite uma melhor representação do modelo inovativo.

A eficácia do método é confirmada via comparação com um dos algoritmos de

identificação LPV mais usados: o PSBID, apresentando uma clara vantagem no tempo

de processamento e uma margem de acuidade muito próxima à do PSBID.
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7 Realização e Métodos de Identificação

por KCCA

7.1 Introdução

O método de análise de correlação canônica (CCA) é amplamente usado em

diferentes áreas do conhecimento e amplamente empregado em análise de sinais e iden-

tificação de séries temporais; porém, muitas destas abordagens são limitadas a sistemas

lineares. Recentemente encontra-se na literatura o uso do CCA para sistemas não line-

ares através do uso do conhecido “Kernel trick”. Em análise de sistemas são resolvidos

diferentes problemas com análise de correlação canônica [153, 154, 155, 156, 157].

No entorno de nosso problema de identificação LPV, têm sido apresentados mé-

todos que usam kernel de diferentes formas; por exemplo em [158] é apresentado o uso

de Kernel para computar a SVD, para as matrizes de dados dos métodos de identificação

em [75], crescem exponencialmente e requerem tratar o problema de dimensão para que

haja menor tempo de processamento e melhor desempenho. Posteriormente e na mesma

linha de Verdult e Verhaegen, J. van Wingerden usa o kernel regularizado para viabi-

lizar o tratamento das matrizes de dados. Mais recentemente Tóth [159] usam o CCA

para estimar o vetor de estado de um sistema LPV a partir das medições das entradas e

saídas. Outros usos do método kernel em identificação por subespaços de sistemas são

associados à identificação de sistemas não lineares como os sistemas de Wiener e de

Hammerstein [160].

Neste capítulo apresentamos uma nova proposta que envolve o uso da análise de

correlação canônica, a análise de correlação canônica condicional e o truque de kernel

para a identificação de sistemas MIMO LPV estocástico.

A proposta aqui apresentada baseia-se na teoria estocástica da realização mí-

nima de Akaike para séries temporais [142], no método CCA [90, 6, 9, 116] e na decom-

posição incompleta de Cholesky [153] aplicada na resolução de problemas estocásticos

multivariados de correlação canônica [153].
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Semelhante com o ICCALPV I e o 3C2ILPV apresentados nos capítulos 5, 6 , o

propósito é encontrar um vetor de estado inicial e posteriormente refiná-lo para encon-

trar o modelo inovativo MIMO LPV com dependência afim aos parâmetros. Com este

propósito supomos que as saídas medidas contêm toda a informação das entradas, e dos

parâmetros, de forma que estimando o modelo de estado associado ao sinal de saída

medido obtemos uma estimativa inicial do estado. A estimativa, é obtida por meio da

análise por correlação canônica kernelizada, que será apresentada posteriormente neste

capítulo.

7.2 Análise de Correlação Canônica Kernelizada

O propósito nesta abordagem é o de maximizar a correlação canônica entre os

dados observados que são projetados no espaço característico F [153, 161, 162, 163].

Considere duas variáveis aleatórias v1 =
[

v1
1 . . . vN

1

]

, v2 =
[

v1
2 . . . vN

2

]

e suas res-

pectivas imagens no espaço característico dadas como: φ(v1) =
[

φ(v1
1) . . . φ(vN

1 )
]

,

φ(v2) =
[

φ(v2
2) . . . φ(vN

2 )
]

; sendo N o número de observações de v1 e v2.

O espaço característico F contém a expansão (span(.)) dos dados observados,

suponha dois valores fixos pertencentes ao espaço característico F dados pelas funções

f 1 e f 2:

f 1 =
N

∑
i=1

α i
1φ1(v

i
1)

e

f 2 =
N

∑
i=1

α i
2φ2(v

i
2)

onde α1 e α2 são os vetores de coeficientes associados a estas projeções.

Considere a propriedade de “kernel reprodutor”1(RKHS) [164, 165, 166] apli-

cada aos valores fixos f 1 e f 2 como:

f 1(v1) = 〈φ1(v1), f 1〉 , f 2(v2) = 〈φ2(v2), f 2〉

e a correlação entre f 1 e f 2 como:

corr{ f 1(v1), f 2(v2)}= corr{〈φ1(v1), f 1〉 ,〈φ2(v2), f 2〉} (7.1)
1 Reproducing Kernel Hilbert Space
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sendo 〈•1,•2〉 o produto interno entre •1 e •2.

Para resolver (7.1) é necessário calcular as matrizes de covariâncias (cov{•i,• j})

e auto-covariância (cov{•i,•i}) como:

cov(〈φ(v1), f 1〉〈φ(v2), f 2〉) = 1
N

N

∑
k=1

〈

φ(vk
1), f 1

〉〈

φ(vk
2), f 2

〉

(7.2)

aplicando a propriedade RKHS em (7.2) temos que:

cov(〈φ(v1), f 1〉〈φ(v2), f 2〉) = 1
N

N

∑
k=1

N

∑
i=1

N

∑
j=1

α i
1φ1(v

i
1)φ1(v

k
1)φ2(v

j
1)φ2(v

k
2)α

j
2 (7.3)

definindo

N

∑
i=1

α i
1k1(v

i
1,v

k
1) =

N

∑
i=1

α i
1

N

∑
k=1

φ1(v
i
1)φ1(v

k
1) e

N

∑
i=1

α i
2k2(v

i
2,v

k
2) =

N

∑
i=1

α i
2

N

∑
k=1

φ2(v
i
2)φ2(v

k
2)

(7.4)

então as matrizes de Gram podem ser dadas como:

K1 =







∑N
i=1 α i

1k1(v
i
1,v

1
1) . . . ∑N

i=1 α i
1k1(v

i
1,v

m
1 )

... . . .
...

∑N
i=1 α i

1k1(v
i
1,v

m
1 ) . . . ∑N

i=1 α i
1k1(v

i
1,v

m
1 )







(7.5)

e

K2 =









∑N
j=1 k2(v

j
2,v

1
2)α

j
2 . . . ∑N

j=1 α
j

2k1(v
j
1,v

m
1 )

... . . .
...

∑N
j=1 k2(v

j
2,v

m
2 )α

j
2 . . . ∑N

j=1 α
j

1k1(v
j
1,v

m
1 )









(7.6)

e a covariância kernelizada é dada como:

cov(〈φ(v1), f 1〉 ,〈φ(v2), f 2〉) = 1
N

αT
1 K1K2α2 (7.7)

sendo α1 =
[

α1
1 . . . αN

1

]

e α2 =
[

α1
2 . . . αN

2

]

.

Considerando as matrizes de variâncias iguais às matrizes de auto-covariâncias [153]

ou seja: cov{vi
1,v

i
1} = var{vi

1} e cov{v
j
2,v

j
2} = var{vi

2}, as variâncias kernelizadas em

termos das matrizes K1 e K2 podem ser expressas como:

var (〈φ(v1), f 1〉) = 1
N

αT
1 K1K1α1 (7.8)
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e

var (〈φ(v2), f 2〉) = 1
N

αT
2 K2K2α2 (7.9)

A partir das expressões em (7.7), (7.8) e (7.9) a correlação canônica entre f 1 e

f 2 pode ser formulada em termos das matrizes K1, K2 como:

ρF (K1,K2) =
αT

1 K1K2α2
√

αT
1 K2

1 α1

√

αT
2 K2

2 α2

(7.10)

e os valores ótimos de α1 e α2 que maximizam ρF podem ser calculados usando o

método de Lagrange [167]; isto é:

L = αT
1 K1K2α2 +

1
2

λ1(1−αT
1 K2

1 α1)+
1
2

λ2(1−αT
2 K2

2 α2) (7.11)

sendo que em (7.11), é considerada a variância como:

αT
1 K2

1 α1 = αT
2 K2

2 α2 = 1

as derivadas parciais de (7.11) são dadas como:

δL

δα1
= K1K2α2 −λ1K2

1 α1,
δL

δα2
= (K1K2)

T α1 −λ2K2
2 α2 (7.12)

igualando com zero as derivadas parciais em (7.12), supomos como satisfeitas as con-

dições de otimalidade. Pré-multiplicando à parte esquerda de (7.12) por αT
1 temos:

αT
1 K1K2α2 +λ1αT

1 K2
1 α1 = 0

e à parte direita por αT
2

αT
2 (K1K2)

T α1 +λ2αT
2 K2

2 α2 = 0

considerando a variância αT
1 K2

1 α1 = αT
2 K2

2 α2 = 1, então:

αT
1 K1K2α2 +λ1 = 0

e

αT
2 (K1K2)

T α1 +λ2 = 0

supondo que λ1 = λ2 = ρ temos que

αT
1 K1K2α2 = αT

2 (K1K2)
T α1 = ρ
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e (7.12) pode ser expressa como

K1K2α2 −ρK2
1 α1 = 0, (K1K2)

T α1 −ρK2
2 α2 = 0 (7.13)

o termo α2 à direita pode ser expresso como:

α2 = p−1(K2
2 )

−1(K1K2)
T α1

substituindo α2 à esquerda de (7.13) pode ser expressa equação em termos de α1 e ρ

como:

(K1K2(K
2
2 )

−1(K1K2)
T −ρ2K2

1 )α1 = 0, α1 6= 0 e (K2
2 )

−1 > 0

Sendo α1 uma solução não trivial, então:

det(K1K2(K
2
2 )

−1(K1K2)
T −ρ2K2

1 ) = 0 (7.14)

Substituindo as matrizes K2
1 e K2

2 em (7.14) pela raiz quadrada que satisfaz:

K2
1 = (K2

1 )
1/2(K2

1 )
T/2, (K2

2 ) = ((K2
2 ))

1/2((K2
1 ))

T/2

e definindo ϒ := ((K2
1 ))

−1/2((K2
1 ))

−T/2, temos:

det(ϒϒT −ρ2Ik) = 0 (7.15)

o qual implica que ρ2
i com i = 1,2, . . . são os autovalores de ϒϒT e que α i

1 os corres-

pondentes autovetores.

De forma semelhante são calculados os autovalores associados aos autovetores

α i
2. Os autovalores e autovetores encontrados correspondem com a maximização das

variáveis canônicas.

O problema de encontrar os α1,α2 que maximizem a correlação entre v1 e

v2 pode ser solucionado por diferentes abordagens; as mais usadas são: a de Hotel-

ling [146],a decomposição incompleta de Cholesky [153] e a de projeções ortogo-

nais [142, 91]. Neste capítulo usamos as últimas duas abordagens citadas, a primeira

para calcular a interseção entre os subespaços do passado e do futuro da série temporal;

e a segunda para determinar a correlação canônica condicional entre os subespaços do

passado e do futuro do sistema.
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7.2.1 Regularização

Em geral a equação (7.10) pode não fornece uma estimativa adequada das cor-

relações canônicas kernelizadas, isto devido a que as matrizes de Gram podem não ter

posto cheio o que faz que a correlação entre as variáveis seja sempre um. A solução a

este problema pode ser a inserção de um termo de regularização constante e positivo

κ [153]. Então a equação (7.10) pode ser regularizada como:

ρκ
F (K1,K2) = maxα1,α2

αT
1 K1K2α2

√

αT
1 (K1 +

Nκ
2 I)α1

√

αT
2 (K2 +

Nκ
2 I)α2

(7.16)

sendo que a variância pode ser expressa em termos de κ como:

var( f 1(v1))+κ || f 1 ||2F=
1
N

αT
1 K2

1 α1 +καT
1 K1α1 ≈ αT

1

(

K1 +
Nκ

2
I

)2

α1

7.2.2 Análise de Correlação Canônica Condicional Kernelizada

Nesta seção apresentamos definição da análise de correlação canônica condi-

cional a partir das matrizes de covariâncias condicionais. Isto devido a que o sistema

tratado é um sistema estocástico com entradas exógenas. Aqui realizamos uma exten-

são do método CCA [40, 6] LTI para tratar sistemas não lineares através da análise de

correlação canônica condicional kernelizada. Em princípio supomos que o sistema não

contêm realimentação entre as entradas e as saídas.

Definição: Para três vetores aleatórios a,b,c ∈ H é definida a matriz de cova-

riância condicional [40] como:

cov(ab | c) = E{Ê(a | b⊥)Ê(b | c⊥)T} (7.17)

que em termos das matrizes de covariâncias e autocovariâncias, pode ser expressa como:

cov(ab | c) = cov(a,b)− cov(a,c)(cov(c,c))−1cov(c,b) (7.18)

supondo que (cov(c,c))−1 existe. A prova pode ser vista em [40]. A partir de (7.17), as

matrizes de covariância condicional associadas às variáveis a,b,c podem ser expressas
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como:

cov(bb | c) = E{Ê(b | c⊥)Ê(b | c⊥)T}
cov(ab | c) = E{Ê(a | c⊥)Ê(b | c⊥)T}
cov(ac | b) = E{Ê(a | b⊥)Ê(c | b⊥)T}
cov(cc | b) = E{Ê(c | b⊥)Ê(c | b⊥)T}

(7.19)

A partir das matrizes de covariâncias para duas variáveis aleatórias em (7.7),(7.8)

e (7.9), podem ser expressadas as matrizes de covariâncias condicionais de três variá-

veis aleatórias; para isto primeiro definimos as matrizes de covariâncias kernelizadas de

a,b,c como:

cov(b,c) =
1
N

αT
1 K1K2α2

cov(b,b) =
1
N

αT
1 K2

1 α1

cov(c,c) =
1
N

αT
2 K2

2 α2

cov(b,a) =
1
N

αT
3 K3K4α4

cov(a,a) =
1
N

αT
4 K2

4 α4

cov(c,a) =
1
N

αT
5 K5K6α6

cov(c,b) = cov(b,c)T

cov(a,b) = cov(b,a)T

cov(a,c) = cov(c,a)T

(7.20)

sendo que as matrizes K1, . . . ,K6 representam as matrizes de Gram na forma apresen-

tada em (7.5) e α1, . . .α6 os coeficientes associados às expansões lineares das funções

f 1, . . . , f 6 na forma f l = ∑N
i=1 α i

l φ1(x
i
l) para l = 1, . . . ,6. Finalmente pela definição

em (7.18), as matrizes de covariâncias condicionais kernelizadas podem ser expressas

como em (7.19) com o uso de (7.20).

7.3 Identificação LPV via Correlação Canônica Kernelizada

Nesta seção apresentaremos duas novas propostas baseadas nos métodos IC-

CALPV e 3C2LPV para identificar sistemas LPV: i). Método de identificação de siste-
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mas MIMO LPV via correlação canônica kernelizada de dois passos-K2SIDLPV2 ii).

Método de identificação de sistemas MIMO LPV via correlação canônica condicional

kernelizada-3C2ILPV3. Nossa proposta consiste em dois passos, no primeiro é efetuada

a obtenção do vetor de estado inicial e no segundo o modelo LPV. No primeiro passo é

usada a teoria da realização estocástica mínima de Akaike (versão kernelizada-KCCA)

para obter uma primeira aproximação do vetor de estado; isto é alcançado supondo que

a saída yk do sistema LPV contém toda a informação dos estados, entradas e parâmetros

variantes no tempo. Isto permite obter uma primeira aproximação do vetor de estado

usando somente yk. Outra alternativa para determinar o vetor de estado inicial é usar a

correlação canônica condicional kernelizada (K3CA), inserindo as entradas exógenas na

identificação. Posteriormente no segundo passo é usada nossa proposta de kernelização

(K3CA) para obter uma nova estimativa do estado e identificar o sistema LPV.

7.3.1 Método K2SIDLPV

O método K2SIDLPV é dividido em dois passos, i). obtenção da estimação do

vetor de estado inicial x0
k a partir da saída yk, e ii) obtenção do modelo LPV a partir do

conjunto de dados {uk,yk,δk,x
0
k}.

7.3.2 Passo 1: Estimação do vetor de estado inicial via KCCA

A partir da teoria de realização mínima de Akaike [142],toda a informação ne-

cessária para representar um sistema estocástico está contida nas saídas futuras em re-

lação as entradas passadas e presentes do sistema. A representação matemática disto

é definida por Akaike como o espaço preditor; que por sua vez é gerado pelo preditor

ótimo das saídas. O espaço preditor pode ser calculado via correlação canônica, o que

em outras palavras corresponde ao cálculo da interseção entre os subespaços gerados

pelo passado e pelo futuro das saídas do sistema.

O sistema

xk+1 = A xk +Buk

yk = C xk +Duk

(7.21)

2 Kernel Canonical Correlation Two Steps System Identification of LPV Systems
3 Conditional Canonical Correlation Kernelized for MIMO LPV System Identification
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é expresso como uma somatória de matrizes dependentes do parâmetro no instante k,

como:

A =
s

∑
j=0

A jδk, j B =
s

∑
j=0

B jδk, j

C =
s

∑
j=0

C jδk, j D =
s

∑
j=0

D jδk, j

sendo δk,0 = 0. Supondo que a interface do sistema LPV afim aos parâmetros mantém a

estrutura de um sistema linear, a saída do sistema dependente do conjunto de entradas e

parâmetros pode ser expressa como:

yk = C xk +Duk xk+1 = A xk +Buk

yk+1 = C xk+1 +Duk+ xk+2 = A (A xk +Buk)+Buk+1
...

...

Assim, o vetor de saídas pode ser representado como:











yk

yk+1

yk+2

yk+3
...












=












C

C A

C A 2

C A 3

...












︸ ︷︷ ︸

O(δk)

xk +












D 0 0 0

C B D 0 0

C A B · · · D 0

C A 2B · · · · · · D

... · · · · · · · · ·












︸ ︷︷ ︸

Ψ(δk)












uk

uk+1

uk+2

uk+3
...












(7.22)

A equação em (7.22), representa as saídas do sistema a partir do modelo de estado afim

aos parâmetros, representações semelhantes podem ser vistas em [159, 29, 168].

O espaço preditor é o espaço gerado pelos preditores ótimos das saídas futuras

baseado nas saídas passadas yk−l . As saídas futuras yk+l são projetadas ortogonalmente

no espaço gerado pelas saídas do passado Y−
k . O erro de estimação ỹ f |p pode ser ex-

presso por meio do projetor ótimo ŷ f |p
4 como:

ỹ f |p = yk+l − ŷ f |p

o que permite especificar a condição de otimalidade para o preditor ótimo [1, 6] como:

J = E{|| ỹ f |p ||2} (7.23)
4 f , p, representam o futuro e o passado respectivamente
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o espaço preditor através da expansão linear do preditor ótimo é:

X = span{ŷ f |p,k+l | l = 1,2, . . .}

onde span{.} é um espaço fechado de Hilbert gerado pelos elementos finitos de {.}. Na

teoria desenvolvida por Akaike é possível determinar os espaços preditores do futuro

no passado X f |p e do passado no futuro Xp| f através da projeção ortogonal; cada um

destes espaços têm associadas bases ortogonais; no caso do preditor do futuro no pas-

sado a base é: x f = {x
f
1 ,x

f
2 ,x

f
3 , ...x

f
r } e no caso do preditor do passado no futuro a base

ortogonal é: xp = {x
p
1 ,x

p
2 ,x

p
3 , ...x

p
r }. Cabe salientar que cada uma destas bases leva a

uma realização diferente, isto pode ser aprofundado em [6, 169, 142]. No caso de nosso

interesse, pretendemos obter uma estimativa do vetor de estado e não a realização Mar-

koviana do sistema; portanto obter uma base ortonormal a partir do preditor do futuro

no passado das saídas é suficiente.

Como mencionado anteriormente, se o erro da predição for zero o estimador

ótimo das saídas ŷ f |p será equivalente às saídas futuras yk+l e então as matrizes de

correlação poderão ser calculadas através da covariância das saídas do passado com o

preditor ótimo do futuro dado o passado, ou seja:

Λl+m = E{ŷ f |p,K+lu
T
K+m} l,m = 0,1, . . .

então as matrizes de covariâncias entre o passado e o futuro das saídas [4, 6, 1], pode

ser expressa como:

Λ(l) =CAl−1(AE{xkxT
k }CT +E{λkσk})

e a matriz de Hankel, de forma similar com o caso determinístico, pode ser expressa

como:

H = E{ fk pT
k }=







Λ(0) Λ(1) . . .
...

...
...

Λ(M) Λ(M+1) . . .







(7.24)

Na matriz de Hankel em (7.24) estão contidas as matrizes de covariâncias do

futuro e do passado das saídas e nas matrizes bloco de Toeplitz estão contidas as auto-

covariâncias do futuro e do passado, isto é:

Ψ+ = E{ fk f T
k } Ψ− = E{pk pT

k } (7.25)
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As matrizes em (7.25) podem ser decompostas como:

Ψ+ = Ψ
1/2
+ Ψ

T/2
+ = LLT Ψ− = Ψ

1/2
− Ψ

T/2
− = MMT (7.26)

Neste passo em [40, 6, 4] e nas referências associadas a esses trabalhos calculam-

se as matrizes de covariâncias e de autocovariâncias via decomposição LQ, a qual tem-

se demostrado eficaz em numerosos trabalhos de identificação. Neste trabalho usamos

o cálculo de ditas matrizes de covariância kernelizadas como apresentado na seção 7.2,

isto porque partimos do suposto que o sistema LPV fornece uma saída não linear como

discutido anteriormente. Assim, as matrizes de Toeplitz e de Hankel são descritas como:

Ψ+ = (α1K2
1 α1)

1/2(α1K2
1 α1)

T/2 = LLT Ψ− = (α2K2
2 α2)

1/2(α2K2
2 α2)

T/2 = MMT

(7.27)

H = α1K1K2α2 (7.28)

e a decomposição em valores singulares é dada como:

L−1α1K1K2α2M−T =UΣV T

Resolvendo o problema de autovalor generalizado (GEP5) associado à análise de cor-

relação canônica kernelizada e regularizada são obtidos os autovetores α1 e α2 e os

respectivos autovalores com os quais podemos formular o vetor de estado inicial como:

x0
k =V T M−1α2 (7.29)

7.3.2.1 GEP Kernelizado e Regularização

Para duas variáveis, o GEP (Problema de Autovalor Generalizado) é:
[

0 K1K2

K2K1 0

]

︸ ︷︷ ︸

Kκ

[

α1

α2

]

︸ ︷︷ ︸

α

= λ

[

(K1 +
Nκ
2 I)2 0

0 (K2 +
Nκ
2 I)2

]

︸ ︷︷ ︸

Dκ

[

α1

α2

]

(7.30)

e para mais de duas variáveis vide [153]. O mínimo autovalor deste problema pode ser

denotado como

λ κ
F (K1, . . . ,Km)

5 do inglês: “Generalized Eigenvalue Problem”
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e pode ser referido como a primeira correlação canônica kernelizada. A resolução do

problema de autovalor generalizado pode ser expressa através da busca da matriz C tal

que Dκ =CTC onde β =Cα e posteriormente transformando-o em C−TKκC
−1β = λβ

o problema do KCCA se converte em buscar o menor autovalor da matriz:

K̃κ = D
−1/2
κ KκD

−1/2
κ =









I rκ(K1)rκ(K2) . . . rκ(K1)rκ(Km)

rκ(K2)rκ(K1) I . . . rκ(K2)rκ(Km)
...

...
...

...

rκ(Km)rκ(K1) rκ(Km)rκ(K2) . . . I









(7.31)

onde rκ(Ki) = Ki(Ki +
Nκ
2 I)−1 = (Ki +

Nκ
2 I)−1Ki; se temos o autovetor α̃ de K̃κ então

podemos calcular o autovetor generalizado como: αi = (Ki +
Nκ
2 I)−1α̃i. Decompondo

rκ(K1) como:

rκ(Ki) = (Ki +
Nκ

2
I)−1Ki =

[

Ui Vi

]
[

Rκ 0

0 0

]
[

Ui Vi

]T

=UiRκUT
i

então K̃= URκU
T +VVT =

[

U V

]
[

Rκ 0

0 0

]
[

U V

]T

, sendo

U=







U1 0 . . . 0
...

...
...

...

0 0 . . . Vm







V=







V1 0 . . . 0
...

...
...

...

0 0 . . . Um







Rκ =









I R1UT
1 U2R2 . . . R1UT

1 UmRm

R2UT
2 U1R1 I . . . R2UT

2 UmRm

...
...

...
...

RmUT
mU1R1 RmUT

mU2R2 . . . I









então o menor autovalor de K̃κ é igual ao menor autovalor de Rκ . O vetor de estado

inicial em (7.29), pode ser expresso como

x0
k = rκ(K2)

1/2α2 (7.32)

7.3.3 Passo 2: Estimação do Sistema LPV

Neste passo é estimado o vetor de estado a partir da mínima interface entre os su-

bespaços do passado e do futuro gerados pelas matrizes estendidas como na seção 5.3.2

e nas saídas do sistema. Para este propósito é usada a análise de correlação canônica

como na seção 7.3.2 para encontrar o vetor de estado a partir do novo conjunto de dados

yk,uk,x
0
k , seguindo os passos:
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1. Matrizes de Dados Os dados usados como entradas geram uma matriz estendida

ua0|t como a na seção 5.3.2 e sua respectiva expansão linear Ua0|M:

Ua0|M =









ua0|t,0 ua0|t,1 · · · ua0|t,N−M+1

ua0|t,1 ua0|t,2 · · · ua0|t,N−M+2
...

...
...

...

ua0|t,M ua0|t,M+1 · · · ua0|t,N









As saídas yk medidas geram sua respectiva expansão linear Y0|M como:

Y0|M =









y0 y1 · · · yN−M+1

y1 y2 · · · yN−M+2
...

...
...

...

yM yM+1 · · · yN









2. Determine os subespaços do passado U−
a , Y−

a e do futuro U+
a , Y+

a para calcular as

matrizes de Gram K1 e K2.

3. Obtenha a solução do problema em (7.16) e calcule o vetor de estado x
(∗)
k como

no passo1.

O modelo LPV identificado tem a estrutura:

xk+1 =
[

A0 Ap

]
[

xk

δk ⊗ xk

]

+
[

B0 Bp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

+K0ek

yk =
[

C0 Cp

]
[

xk

δk ⊗ xk

]

+
[

D0 Dp

]
[

uk

δk ⊗uk

]

+ ek

após os dois passos enumerados acima. O algoritmo associado ao método K2SIDLPV

é apresentado a seguir.

7.3.4 Algoritmo K2SIDLPV

Os estágios compreendidos no passo 1 são:

1. Obtenha a estimação do vetor de estado inicial x
(0)
k como no passo 1 da se-

ção 7.3.2. Calcule a interface mínima entre o subespaço do passado das saídas
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Y−
0|M e o subespaço do futuro das saídas Y+

0|M, usando a análise de correlação canô-

nica Kernelizada (KCCA6).

2. obtenha a estimação do vetor de estado x
(∗)
k como no passo 2 da seção 7.3.3.

Calcule a interface mínima entre o subespaço do passado W p =
[

U−
a0|M Y−

0|M

]T

e o subespaço do futuro W f =
[

U+
a0|M Y+

0|M

]T

, usando KCCA.

3. Calcule o sistema MIMO LPV com dependência afim aos parâmetros usando a

estimativa x
(∗)
k , e as medidas de uk, yk e δk, como segue:

a) Dado x̂k = x
(∗)
k , compute as matrizes (A,B,C,D) como em (6.7). Então, cal-

cule as matrizes do modelo MIMO LPV como: B0 = B(1 : n,1 : m), Bp =

B(1 : m,1 : m+ms), Ap = B(1 : n,(m+ms)+ 1 : m+ms+ ns), D0 = D(1 :

p,1 : m), Dp = (1 : p,m+1 : m+ms), Cp = D(1 : p,(m+ms)+1 : m+ms+

ns).

b) Finalmente determine o ganho de Kalman (5.29) e a solução da ARE7 como

em (6.3).

7.4 Método 3CKLPV

O método 3CKLPV usa a análise de correlação canônica condicional kerneli-

zada (K3CA) para calcular a mínima interface entre os subespaços do passado e do

futuro dos conjuntos de dados de entrada e saída. Neste caso diferentemente do método

K2SIDLPV, é considerado o sistema com entradas exógenas e calculadas as projeções

com as covariâncias condicionais kernelizadas. O método é dividido em dois passos, o

primeiro permite encontrar o vetor de estado inicial x0
k a partir do conjunto de dados

yk,uk,δk. No segundo passo usamos a estimativa do vetor de estado e os dados medidos

para estimar o novo vetor de estado e o modelo do sistema LPV.

6 do inglês: “Kernelized Canonical Correlation Analysis”
7 Algebraic Riccati Equation
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7.4.1 Passo 1: Vetor de Estado Inicial

A estimação do vetor de estado inicial nesta seção estende a sistemas não linea-

res os conceitos apresentados na seção 3.3.2.

7.4.1.1 Matrizes de Covariâncias Condicionais Kernelizadas

O propósito é calcular a interface mínima entre os subespaços do passado e do

futuro do sistema com entradas exógenas; para isto definimos os subespaços do passado

a partir do conjunto wk dado por: w =

[

uk

yk

]

como Wp = { ¯span(wk−l) | l = 1,2, . . .}, e

os subespaços do futuro das entradas U+ = { ¯span(uk+l) | l = 0,1,2, . . .} e do futuro das

saídas Y+ = { ¯span(yk+l) | l = 0,1,2, . . .} a partir da matriz de covariâncias dada como:

1
N






Us|2s−1

W̌0|s−1

Ys|2s−1











Us|2s−1

W̌0|s−1

Ys|2s−1






T

=






Σuu Σup Σu f

Σp,u Σpp Σp f

Σ f u Σ f p Σ f f




=






cov(u,u) cov(u, p) cov(u, f )

cov(p,u) cov(p, p) cov(p, f )

cov( f ,u) cov( f , p) cov( f , f )






(7.33)

As notações Us|2s−1, Ys|2s−1 e W̌0|s−1 em (7.33), correspondem as matrizes de Hankel

apresentadas nas equações (3.39), (3.40) e (3.41) é a matriz de Toeplitz. Para simplificar

a notação em (7.33), as matrizes de covariâncias Σ∗∗ = cov(∗,∗) contêm os sub índices

u, f ,p que representam os subespaços: U+ = u, Y+ = f e Wp = p.

As matrizes de covariâncias e autocovariâncias em (7.33), são calculadas atra-

vés do método kernelizado apresentado na seção 7.2, usando as equações em (7.16).

A correção canônica condicional baseia-se no cálculo da covariância condicional como

em (7.19), e (7.20). Então as matrizes de covariância condicionais para o sistema con-

templado nesta seção são dadas como em (7.18), isto é:

cov(up | f ) = cov(u, p)− cov(u, f )(cov( f , f ))−1cov( f , p)

e de forma similar para as covariâncias condicionais:

cov(pp | f ) = E{Ê(p | f⊥)Ê(p | f⊥)T}
cov(up | f ) = E{Ê(u | f⊥)Ê(p | f⊥)T}
cov(u f | p) = E{Ê(u | p⊥)Ê( f | p⊥)T}
cov( f f | p) = E{Ê( f | p⊥)Ê( f | p⊥)T}
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sendo

cov(p, f ) =
1
N

αT
1 K1K2α2

cov(p, p) =
1
N

αT
1 K2

1 α1

cov( f , f ) =
1
N

αT
2 K2

2 α2

cov(p,u) =
1
N

αT
3 K3K4α4

cov(u,u) =
1
N

αT
4 K2

4 α4

cov( f ,u) =
1
N

αT
5 K5K6α6

cov( f , p) = cov(b,c)T

cov(u, p) = cov(b,a)T

cov(u, f ) = cov(c,a)T

7.4.1.2 Matrizes de C , O Estendidas e Vetor de Estado

As matrizes de controlabilidade e observabilidade estendidas são calculadas

usando as decomposições em valores singulares dadas por:

cov( f f | u) =U f f |uΣ f f |uV T
f f |u e cov(pp | u) =Upp|uΣpp|uV T

pp|u

S f =
√

Σ f f |u e Sp =
√

Σpp|u

L f =V f f |uS−1
f UT

f f |u e Lp =V pp | uS−1
p UT

f f |u

O produto das matrizes de observabilidade e de controlabilidade é dado por:

OC = L−1
f cov( f p | u)L−T

p

sendo a observabilidade e a controlabilidade estendidas expressas como:

L−1
f cov( f p | u)L−T

p =UΣV T ,

O = L fUΣ1/2
C = Σ1/2V T LT

p

(7.34)

e a sequência de estado inicial pode ser calculado como:

X̂0
k = C cov(pp|u)−1Wp

A base de X̂0
k corresponde ao vetor de estado inicial x0

k .
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7.4.2 Passo 2: Modelo MIMO LPV

Neste passo, com o uso da análise de correlação canônica condicional kerneli-

zada é identificado o modelo dado por:

x
(Ni)
k+1 = A0x̂

(Ni)
k +

[

B0 Bp Ap

]

u
(Ni)
a0|t,k +λ

(Ni)
k

yk =C0x̂
(Ni)
k +

[

D0 Dp Cp

]

u
(Ni)
a0|t,k +ζ

(Ni)
k

(7.35)

Para isto, são definidos os subespaços do passado, e do futuro como: wk dado por:

wk =

[

u
(Ni)
a0|t,k
yk

]

como Wp = { ¯span(wk−l) | l = 1,2, . . .}, e os subespaços do futuro das en-

tradas U+ = { ¯span(u
(Ni)
a0|t,k+l

) | l = 0,1,2, . . .} e do futuro das saídas Y+ = { ¯span(yk+l) |
l = 0,1,2, . . .}; posteriormente são calculadas as matrizes de covariâncias condicionais

kernelizadas e o vetor de estado x
(Ni)
k+1.

As matrizes de estado do modelo em (7.35) com ruído não branco são obtidas a

partir da estimação do vetor de estado x
(Ni)
k+1, como:

[

X̂k+1

Yk

]

=

[

A0 Ba

C0 Da

][

X̂k

Ua

]

+

[

KEk

Ek

]

(7.36)

onde X̂k+1 é a sequência de estado no instante k+1, Ek a sequência do vetor de inovação,

Ba =
[

B0 Bp Ap

]

e Da =
[

D0 Dp Cp

]

as matrizes de estado aumentadas.

Como passo final as matrizes do modelo LPV (5.2) com dependência afim aos

parâmetros, podem ser extraídas da aproximação LTI em (7.36) como:

B0 = Ba(1 : n,1 : m), Bp = Ba(1 : m,1 : m+ms), Ap = Ba(1 : n,(m+ms)+1 : m+ms+

ns), D0 = Da(1 : p,1 : m), Dp = Da(1 : p,m+1 : m+ms), Cp = Da(1 : p,(m+ms)+1 :

m+ms+ns).

O ganho de Kalman do modelo MIMO LPV é dado por:

K0 = (A0PCT
0 +S)(C0PCT

0 +R)−1

onde P é a solução da equação algébrica de Riccati:

P = A0PAT
0 − (A0PCT +S)(C0PCT

0 +R)−1(A0PCT +S)T +Q
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7.4.3 Algoritmo 3CKLPV

1. Calcule o vetor de estado inicial a partir do conjunto de dados {yk,uk} usando

correlação canônica condicional kernelizada como no passo 1 seção 7.4.1.

2. Calcule o vetor de estado do modelo em (7.35), a partir do conjunto de da-

dos {yk,uk,δk,x
0
k} usando correlação canônica condicional kernelizada como no

passo 2 seção 7.4.2.

3. Determine as matrizes de estado do modelo em (7.35) e as matrizes de estado do

modelo MIMO LPV como na seção 7.4.2.

7.5 Aplicação

Nesta seção aplicamos os métodos K2SIDLPV e 3CKLPV para a identificação

do modelo em [62], dado por:

A0 =

[

0 1

−0.1 0.7

]

,

A1 =

[

0 0

0,4276 −0,51

]

B0 =

[

1

0,5

]

,

B1 =

[

1,073

1,075

]

C =
[

0,443 0,06 0 0
]

D =
[

0,5 0
]

O vetor de parâmetros de escalonamento é dado por:

δk =
1
2

sen(2πt/100) (7.37)

A entrada uk é um sinal periódico com perturbação aleatória ruído branco. O critério

de avaliação é o VAF em (5.37). Realizamos 100 testes Monte Carlo para determinar a

variância do método e sua eficâcia.
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7.5.1 K2SIDLPV

Nas figuras 50 e 51 são apresentadas as médias da VAF e do tempo de proces-

samento respectivamente. A configuração do algoritmo é dada na tabela 7.

Tabela 7 – Configuração do Algoritmo K2SIDLPV1

Tipo de Kernel κ # PI # IN ¯VAF % ¯Tempo %
Gaussiano 1×10−5 2 1 ŷ = 87 0.15 s

K2SIDLPV: y1
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92

94

V
A

F

Figura 50 – Média{VAF}

K2SIDLPV: y1

0.135

0.14

0.145

0.15

0.155

0.16

0.165

0.17

0.175

0.18

te
m

po

Figura 51 – Tempo transcorrido na execução do algoritmo

Pode se dizer que o desempenho do método é adequado e o tempo de processa-

mento é bem baixo, em média 0,15 segundos.
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Na figura 52, é apresentada uma comparação gráfica da saída do sistema LPV

com a de um dos modelos estimados (7.38) nas 100 simulações

0 50 100 150 200 250
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

ye
y

Figura 52 – Saída Comparada no Tempo.

A0 =

[

0.7493 0.0288

−0.0857 0.6535

]

(7.38)

A1 =

[

−0.0867 −0.1403

−0.0168 −0.2293

]

B0 =

[

−0.0220

−0.0055

]

, B1 =

[

−0.0403

−0.0231

]

C =
[

−5.5149 −1.6062 −6.0343 −8.4713
]

D0 =
[

0.9397 0.1691
]

K =

[

−0.0035 0

0.0059 0

]
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7.5.2 3CKLPV

Nas figuras 53 e 54 são apresentadas as médias da VAF e do tempo de proces-

samento respectivamente. A configuração do algoritmo é dada na tabela 8.

Tabela 8 – Configuração do Algoritmo 3CKLPV

Tipo de Kernel κ # PI # IN ¯VAF % ¯Tempo %
Gaussiano 1×10−5 0 1 ŷ = 89 0.92 s

3CKLPV: y1
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Figura 53 – Média{ VAF}

3CKLPV: y1

0.88

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

1.02

1.04

1.06

1.08

te
m

po

Figura 54 – Tempo transcorrido na execução do algoritmo

Pode se dizer que o desempenho do método é adequado e o tempo de processa-

mento em média é 0,92 segundos, devido ao cálculo das matrizes de covariância condi-
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cionais em função das matrizes de Gram.

7.6 Conclusão

Neste capítulo propomos duas nova abordagem para o problema de realização

estocástica não linear baseada na teoria de análise de correlação canônica kernelizada

aqui apresentada e fundamentada no trabalho de Akaike. Nossa primeira proposta usa

tal teoria de realização estocástica e a análise de correlação canônica kernelizada para

propor uma teoria de realização não linear de sistemas em espaço de estado. Esta pro-

posta permite que o método kernelizado de identificação de sistemas MIMO LPV de

dois passos K2SIDLPV seja por nós proposto. Ele usa a idéia básica de realização de

série temporal estocástica kernelizada para estimar um vetor de estado inicial do modelo

MIMO LPV. Posteriormente o vetor de estado inicial é refinado iterativamente para que

o modelo de estado MIMO LPV com dependência afim aos parâmetros seja obtido.

Nossa segunda proposta usa o conceito de correlação canônica condicional ker-

nelizada para desenvolver método e algoritmo para identificação de sistemas com en-

tradas exógenas, o que gera uma realização discreta de sistemas não lineares. Com esta

segunda proposta criamos o método de identificação estocástica MIMO LPV 3CKLPV,

o qual permite o uso das entradas exógenas para a estimação de um vetor de estado ini-

cial, e a estimação do modelo MIMO LPV com dependência afim aos parâmetros em

apenas dois passos.

A introdução do kernel nestes métodos permite tratar a não linearidade do sis-

tema LPV e permite uma redução no tamanho das matrizes associadas ao cálculo da

SVD. O uso da regularização do KCCA nos dois métodos reduz a variância nas identi-

ficações aumentando a confiabilidade do modelo, como se depreende dos exemplos.
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Conclusão

Neste trabalho propomos métodos e algoritmos de identificação de sistemas

LPV através de extensões da teoria de realização estocástica de Akaike. Também va-

lidamos e comparamos nossas propostas com método de identificação LPV existente,

obtendo resultados satisfatórios, tanto em tempos de processamento como em acuidade

do modelo identificado.

Nos capítulos 5 e 6 desenvolvemos nossas propostas de métodos e algoritmos

de identificação de sistemas dinâmicos multivariáveis estocásticos LPV inspirados no

método de identificação determinística por aproximações sucessivas.

No caso do método e algoritmo iterativo de identificação de sistemas MIMO

LPV por análise de correlações canônicas ICCALPV, o ganho de Kalman para o modelo

inovativo identificado depende exclusivamente do sistema nominal do modelo LPV com

dependência afim aos parâmetros.

No método e algoritmo iterativo de identificação de sistemas MIMO LPV por

análise de correlação canônica condicional 3C2ILPV, identificamos um modelo inova-

tivo com ganhos de Kalman com dependência afim aos parâmetros, o que melhora a

acuidade da identificação.

No capítulo 7, fundamentados em teoria de realização kernelizada que elabo-

ramos a partir da análise de correlação canônica kernelizada e regularizada, dois novos

métodos e algoritmos de identificação de sistemas dinâmicos multivariáveis estocásticos

LPV são propostos:

Método de identificação de sistemas MIMO LPV via correlação canônica ker-

nelizada de dois passos-K2SIDLPV e Método de identificação de sistemas MIMO LPV

via correlação canônica condicional kernelizada-3C2ILPV

O K2SIDLPV usa a análise de correlação canônica kernelizada e regularizada

para determinar o preditor ótimo das saídas e o vetor de estado.

O 3CKLPV usa nossa proposta de kernelização da análise de correlação canô-

nica condicional, para determinar o vetor de estado do sistema com entradas exógenas
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e o modelo LPV estocástico na forma inovativa.

Uma estrutura generalizada que permite a representação de diversos sistemas:

LTI, LVT, LPV e não lineares, é explicitada no capítulo 2 de forma que também consi-

deramos contribuição desta tese.

No capítulo 4 exploramos a estrutura generalizada do sistema dinâmico do capí-

tulo 2 e as propriedades da LFT, para propor procedimentos de discretização de sistemas

LPV contínuos, onde salientamos a discretização com periódos de amostragem varian-

tes ou incertos, acionados por eventos, no controle em rede.

7.7 Trabalhos Futuros

Consideramos importante para a continuação das pesquisas aqui realizadas e dos

resultados obtidos:

1. Estender para sistemas de malha fechada os métodos e algoritmos ICCALPV,

3CKLPV, K2SIDLPV e 3CKLPV aqui propostos para sistemas de malha aberta e

de certa forma já preparados implicitamente no capítulo 2, para tal fim.

2. Estender a análise de correlação canônica kernelizada elaborada neste trabalho à

identificação de outros tipos de sistemas não lineares.

3. Validar em sistemas reais experimentais os métodos ICCALPV, 3CKLPV, K2SIDLPV

e 3CKLPV, a fim de comprovar suas eficacias.

4. Aplicar aos modelos discretizados LPV, métodos de controle para avaliar seu

comportamento na rede. Idem em modelos LPV identificados.
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