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Resumo

Neste trabalho são propostos modelos matemáticos e técnicas de solução para resolver o problema
de planejamento da expansão de sistemas de transmissão através de três enfoques.

a) Usando o modelo de corrente alternada do sistema de transmissão e um algoritmo heurístico
construtivo especializado para resolver o problema de planejamento, e, ainda, realiza-se uma primeira
tentativa de alocação de fontes de potência reativas;

b) Usando o modelo de corrente contínua e técnicas de programação não-linear especializadas.
Nesse caso emprega-se uma versão relaxada do problema de planejamento da expansão de sistemas
de transmissão usando o modelo de corrente contínua, onde a integralidade das variáveis de investi-
mento é desprezada. Resolve-se o problema de programação não-linear, modelado de forma matricial
com um algoritmo de otimização especializado e, além disso, um algoritmo heurístico construtivo es-
pecializado é utilizado para resolver o problema de planejamento.

c) Usando o modelo de corrente contínua e um algoritmo Branch and Bound (B&B) sem em-
pregar técnicas de decomposição. Para isso foram redefinidos os chamados testes de sondagem no
algoritmo B&B e em cada nó da árvore de B&B tem-se um problema de programação não-linear que
são resolvidos usando a metodologia desenvolvida no item (b).

Os ítens (a), (b) e (c) requerem a solução de problemas de programação não-linear diferenciados.
Uma revisão das características principais da resolução iterativa dos métodos de pontos interiores
é apresentada. Foi desenvolvida uma técnica baseada em uma combinação de métodos de pontos
interiores de alta ordem (MPI-AO) para resolver os problemas de programação não-linear de forma
rápida, eficiente e robusta. Essa combinação dos MPI-AO tem como objetivo colocar num único mé-
todo as características particulares de cada um dos MPI-AO e melhorar o desempenho computacional
comparado com os MPI-AO de forma individual.

Palavras-chave: Planejamento da expansão da transmissão; modelo CA do sistema de transmis-
são; modelo CC do sistema de transmissão; algoritmos heurísticos construtivos; algoritmo Branch

and Bound; método de pontos interiores de alta ordem; programação não-linear inteira mista.
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Abstract

In this work mathematical models and solution techniques are proposed to solve the power system
transmission expansion planning problem through three approaches:

a) Using the nonlinear model of the transmission system (AC model) and a specialized construc-
tive heuristic algorithm to solve the problem and, yet, a first attempt to allocate reactive power sources
is also considered;

b) Using the direct-current (DC) model and specialized techniques of nonlinear programming.
In this case a version of the power system transmission expansion planning problem using the DC
model where the integrality of the investment variables is relaxed is used. The nonlinear programming
problem is solved with a specialized optimization algorithm and, moreover, a constructive heuristic
algorithm is employed to solve the planning problem.

c) Using the DC model and Branch and Bound (B&B) algorithm without the use of decomposition
techniques. The so called fathoming tests of the B&B were redefined and at each node of the tree a
nonlinear programming problem is solved using the method developed in b).

Items a), b) and c) require the solution of distinct problems of nonlinear programming. A revision
of the main characteristics of the iterative solution of the interior points methods is presented. An
optimization technique based on a combination of the higher order interior point methods (HO-IPM)
had been developed to solve the nonlinear programming problems in a fast, efficient and robust way.
This combination of the HO-IPM has as objective to explore the particular characteristics of each
method in a single one and to improve the comparative computational performance with the HO-IPM
of individual form.

Keywords: Power transmission planning; transmission system AC model; transmission system
DC model; constructive heuristic algorithms; Branch and Bound algorithm; higher order interior point
method; mixed integer nonlinear programming.
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Capítulo 1

Introdução

O problema de planejamento da expansão de redes de transmissão a longo prazo é um problema

clássico de sistemas de energia elétrica, e tem como objetivo encontrar o plano ótimo de expansão,

ou seja, especificar os circuitos (linhas e/ou transformadores) que devem ser instalados na rede para

permitir a operação viável num ano-horizonte pré-definido a um custo mínimo. Os dados desse

problema geralmente são: a topologia atual (ano base), os circuitos candidatos, a geração e a demanda

para o ano-horizonte, as restrições de investimento, etc. O plano ótimo de expansão deve definir onde,

quantos e quando os novos circuitos devem ser instalados.

Para resolver o problema de planejamento a longo prazo, técnicas de síntese de redes são usadas

de maneira geral. Modelos matemáticos relaxados do problema usando apenas a parte ativa (potência

ativa e ângulos das tensões complexas) são utilizados. O modelo de transportes, o modelo de corrente

contínua (CC), e um modelo híbrido são modelos simplificados usados para resolver o problema de

planejamento da expansão da transmissão a longo prazo. O modelo CC ainda é considerado o modelo

ideal para a área de planejamento da expansão da transmissão a longo prazo (Romero et al., 2002).

Quanto ao período de análise do problema de planejamento, o mesmo pode ser considerado como

sendo apenas de um estágio, denominado planejamento estático, ou o horizonte de planejamento

pode ser separado em vários estágios e, nesse caso, tem-se o problema de planejamento multiestágio

da expansão de sistemas de transmissão.

Para resolver o problema de planejamento a longo prazo podem ser utilizadas diferentes metodo-

logias (Latorre et al., 2003), e estas podem ser qualificadas em dois tipos: 1) métodos exatos (ME)

e 2) métodos aproximados (MA). Os do primeiro tipo possuem uma prova de convergência finita e

conseguem atingir soluções ótimas para sistemas de pequeno e médio porte, porém para sistemas

de maior porte apresentam problemas de convergência e elevado esforço computacional. Entre os

mais conhecidos tem-se: o algoritmo Branch and Bound (B&B) e o método de decomposição de

Benders. Os métodos aproximados têm como características utilizar conceitos heurísticos com o ob-

1
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jetivo de encontrar soluções de boa qualidade e sua convergência para uma solução ótima global não

pode ser provada. Entre os mais utilizados estão os algoritmos heurísticos construtivos (AHC) e as

metaheurísticas (algoritmos genéticos, busca tabu, simulated annealing entre outros).

Existem muitos AHC desenvolvidos com o objetivo de resolver o problema de planejamento

quando se emprega o modelo CC, cabendo destacar as metodologias de mínimo esforço (Monticelli

et al., 1982) e o método de mínimo corte de carga (Pereira and Pinto, 1985). Todos os AHC encontram

uma solução de boa qualidade e não necessariamente a configuração ótima, mas têm a vantagem de

ser de simples entendimento, robustos e muitos rápidos. Um AHC pode ser considerado uma procura

passo a passo de uma solução de boa qualidade para um problema complexo. Neste caso, em cada

passo do AHC um circuito é adicionado à rede. O circuito a ser adicionado é escolhido usando um

índice de sensibilidade. (Garver, 1970)

Os AHC acima mencionados não resolvem diretamente o problema de planejamento da expansão

de sistemas de transmissão usando modelo CC (que é um problema de programação não-linear inteiro

misto). Geralmente são feitas transformações e considerações com o objetivo de contornar a não

linearidade do problema e resolver apenas problemas de programação linear (PL) em cada passo

do AHC. Entretanto, é possível desenvolver um AHC que trabalhe diretamente com o problema de

planejamento da expansão de sistemas de transmissão usando modelo CC, mas para isso é necessário

a utilização de ferramentas de programação não-linear (PNL) para resolver os problemas de PNL

(resultantes após relaxar a integralidade das variáveis de investimento do problema de planejamento)

em cada passo do AHC. As técnicas de PNL permitem o tratamento de outras não linearidades no

problema de planejamento da expansão de sistemas de transmissão usando modelo CC, como por

exemplo a representação das perdas ativas da rede de transmissão. (de Oliveira et al., 2005; Sánchez

et al., 2005)

Dentre os métodos exatos desenvolvidos para resolver o problema de planejamento de sistemas de

transmissão, ainda não existe uma proposta de resolver diretamente o problema de planejamento com

o modelo CC usando um algoritmo Branch and Bound sem o uso da decomposição de Benders. Em

(Haffner et al., 2001) foi mostrado que um algoritmo B&B (utilizado para o modelo de transportes

sem o uso da decomposição de Benders) é muito superior a um algoritmo que usa a decomposição de

Benders para resolver o mesmo modelo, usando um algoritmo B&B apenas para resolver o subpro-

blema mestre. Essa comparação é importante porque são dois algoritmos para resolver um problema

de programação linear inteira mista com convergência garantida ao ótimo global para sistemas de

médio porte. Assim, existem evidências de um desempenho superior do algoritmo B&B comparado

com a decomposição de Benders para o problema de planejamento de sistemas de transmissão.

Um algoritmo B&B usado para resolver o problema de planejamento de sistemas de transmis-

são, usando diretamente o modelo CC, deve contornar três problemas cruciais: (1) a disponibilidade
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de um algoritmo de programação não-linear eficiente e robusto para resolver cada subproblema da

árvore de B&B; (2) o desenvolvimento de técnicas eficientes de escolha das variáveis para separa-

ção dos subproblemas e da ordem de escolha da resolução dos subproblemas da árvore de B&B e

(3) redefinir os chamados testes de sondagem para contornar problemas de aparecimento de míni-

mos locais na resolução de problemas de PNL, impondo uma margem adicional de segurança para

cada subproblema antes de serem sondados. O último ponto pode incrementar o número de PNLs

que o algoritmo de B&B resolve, mas pode evitar a convergência a ótimos locais. Contornando os

problemas mencionados acima, o algoritmo B&B para o problema de planejamento da expansão de

sistemas de transmissão usando modelo CC poderá identificar as melhores soluções dos sistemas tes-

tes (encontradas na literatura especializada) para o problema de planejamento de transmissão, com

um critério de parada claramente definida pelos testes de sondagem e a possibilidade de tratar outras

não linearidades no problema de planejamento da expansão de sistemas de transmissão.

Depois de resolver o problema de planejamento a longo prazo utilizando um modelo simplificado

(como o modelo CC), é resolvido o problema de planejamento de reativos, onde os planos de expansão

obtidos usando o modelo CC são avaliados quanto a restrições operativas. Nesta fase utilizam-se

programas como fluxo de potência não-linear, análise de curto-circuito, análise nodal, análise de

estabilidade transitória, entre outros. (Romero et al., 2002)

O uso do modelo não linear, ou de “corrente alternada” (CA) do sistema de transmissão para

realizar o planejamento da expansão de transmissão é incipiente e praticamente não existe literatura

especializada sobre o tema. Um planejamento integrado da expansão da transmissão usando o mo-

delo CA da rede de transmissão não foi estudado ainda. No modelo CA, devem ser obedecidas as

duas leis de Kirchhoff na forma exata, sem simplificações usadas para serem montados os modelos

linearizados. Também podem ser incorporadas outras restrições operacionais como limites de tensão.

Mais importante ainda, pode-se realizar o planejamento integrado de potência ativa e reativa, isto é,

pode-se integrar o planejamento da expansão de sistemas de transmissão e de alocação de fontes de

potência reativa. As perdas exatas do sistema são encontradas de forma trivial.

As metodologias utilizadas para resolver o problema de planejamento a longo prazo podem ser

adaptadas para resolver o problema de planejamento a curto prazo. É por isso que um AHC pode ser

utilizado para resolver o problema de planejamento usando o modelo de corrente alternada do sistema

de transmissão. Uma das dificuldades que aparece quando se trabalha com o planejamento usando o

modelo CA utilizando um AHC é a necessidade de tratar com problemas de programação não-linear.

(Rider et al., 2004c)

O método de pontos interiores (MPI), desenvolvido originalmente para resolver problemas de

programação linear (Karmarkar, 1984), pode ser reformulado e adaptado para resolver problemas

de programação não-linear como pode ser visto em (Quintana et al., 2000) onde é aplicado com
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sucesso na otimização da operação de sistemas de potência. Este método, ainda, tem sido utilizado

para resolver o problema de fluxo de potência ótimo de grande porte (Torres and Quintana, 1998;

Granville, 1996), estimação de estado (Wei et al., 1998), máximo carregamento do sistema (Irisarri

et al., 1997), mínimo corte de carga (Granville et al., 1996; Rider et al., 2004b), análise de estabilidade

de tensão (Wang et al., 1998), coordenação hidrotérmica (Medina et al., 1998) e despacho ótimo e

seguro (Yan and Quintana, 1997). Resultados mostram que o MPI tem grande potencial para resolver

problemas de sistemas de potência quando comparado com métodos tradicionais.

A idéia central dos métodos de pontos interiores de alta ordem (MPI-AO) é reduzir o número de

fatorações (a um mínimo necessário), que é a tarefa que exige maior esforço computacional. O MPI-

AO proposto em (Torres and Quintana, 1998), consegue melhores direções de busca pela solução de

dois sistemas de equações lineares. Estes dois sistemas definem os passos preditor e corretor, gerando

o MPI preditor - corretor (PC). Apesar da aceitação do MPI PC para o cálculo das direções de busca,

melhores resultados podem ser obtidos adicionando outra etapa do corretor. O método resultante é

chamado MPI preditor com múltiplas correções (PMC) (Torres and Quintana, 2000). Outro MPI-

AO é o MPI com múltiplas correções centralizadas (MCC) desenvolvida em (Torres and Quintana,

2001; Wu, 2001), observando que as grandes discrepâncias entre os produtos de complementaridade

reduzem em muito o desempenho do MPI por resultarem em tamanho de passo pequeno, resultando

em uma lenta convergência. Todos os MPI-AO anteriores melhoram o desempenho do método de

pontos interiores, resultando em um número menor de iterações e tempo de CPU (Torres et al., 2002).

Mas uma combinação destes métodos pode melhorar o desempenho computacional do MPI, como

foi sugerido na referência (Torres and Quintana, 2001) e uma primeira tentativa de implementação é

sugerido na referência (Rider et al., 2004a).

1.1 Objetivos

Neste trabalho são propostos modelos matemáticos e técnicas de solução para:

1. Resolver o problema do planejamento da expansão de sistemas de transmissão usando o mo-

delo CA do sistema de transmissão para o planejamento estático. Um algoritmo heurístico

construtivo especializado é utilizado para resolver o problema de planejamento. Um problema

de programação não-linear é resolvido em cada iteração do AHC. Uma primeira tentativa de

alocação de fontes de potência reativa também é considerada.

2. Resolver o problema do planejamento da expansão de transmissão usando o modelo CC para

o planejamento estático com técnicas de programação não-linear especializadas. O problema

do planejamento usando o modelo CC relaxado (desprezando a integralidade das variáveis de
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investimento) é um problema de programação não-linear, modelado de forma matricial, será

solucionado de forma eficiente com um algoritmo de otimização especializado. Um algoritmo

heurístico construtivo especializado é utilizado para resolver o problema de planejamento.

3. Resolver diretamente o problema de planejamento com o modelo CC para o planejamento

estático usando um algoritmo B&B sem o uso da decomposição de Benders. São redefinidos os

chamados testes de sondagem no algoritmo B&B, e é resolvido um problema de programação

não-linear em cada nó da árvore de B&B e, ainda, usam-se pseudocustos para gerenciar o

desenvolvimento da árvore de B&B. Os problemas de programação não-linear em cada nó da

árvore de B&B são resolvidos usando a metodologia desenvolvida no item (b) dos objetivos.

Os três objetivos requerem a solução de problemas de programação não-linear diferenciados. São

desenvolvidas técnicas de otimização com base em uma combinação de métodos de pontos interiores

de alta ordem para resolver os problemas de PNL de forma rápida, eficiente e robusta.

1.2 Estrutura do Trabalho

Este trabalho está organizado da forma descrita a seguir:

No Capítulo 2 é feita uma breve revisão bibliográfica sobre os modelos matemáticos, técnicas de

otimização e sistemas testes atualmente usados para resolver o problema de planejamento de sistemas

de transmissão a longo prazo. Outros aspectos relevantes referentes ao problema de planejamento de

transmissão também são comentados.

No Capítulo 3 apresenta-se um modelo matemático para o problema de planejamento da expansão

de transmissão usando o modelo de corrente alternada do sistema de transmissão para o planejamento

estático, assim como as vantagens e desvantagens de utilizar o modelo CA e metodologias possíveis

que podem ser utilizadas para resolvê-lo.

No Capítulo 4 apresenta-se uma breve revisão dos métodos de pontos interiores de alta ordem

existentes, assim como é apresentada uma possível combinação deste MPI-AO. A combinação dos

MPI-AO apresentada neste Capítulo será utilizada para resolver o problema de programação não-

linear que aparece quando se quer resolver o problema de planejamento de sistemas de transmissão

utilizando o modelo CA desprezando a integralidade das variáveis de investimento.

No Capítulo 5 apresenta-se um algoritmo heurístico construtivo especializado para resolver o

problema do planejamento da expansão de transmissão usando diretamente o modelo CA para o

planejamento estático. O índice de sensibilidade do AHC, assim como o problema de PNL, são

discutidos. Para resolver o problema de PNL é utilizada a metodologia apresentada no Capítulo 4.

Uma primeira tentativa de alocação de fontes de potência reativa também é considerada.
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No Capítulo 6 é apresentada a proposta de um AHC especializado para resolver o problema do

planejamento da expansão de transmissão usando diretamente o modelo CC para o planejamento

estático. Este algoritmo representa uma mudança significativa em relação aos outros AHC devido à

necessidade de resolver um problema de PNL em cada passo do AHC. O índice de sensibilidade do

AHC, assim como um modelamento matricial do problema de PNL são discutidos. Para resolver o

problema de PNL é utilizada a metodologia apresentada no Capítulo 4.

No Capítulo 7 apresenta-se um algoritmo B&B para resolver diretamente o problema de planeja-

mento da expansão de transmissão com o modelo CC para o planejamento estático. Uma análise dos

testes de sondagem no algoritmo B&B, dos pseudocustos para gerenciar o desenvolvimento da árvore

de B&B e do problema de PNL que tem que ser resolvido em cada nó da árvore de B&B é feita nesse

Capítulo. Os problemas de PNL são resolvidos usando à metodologia desenvolvida no Capítulo 4.

Finalmente, no Capítulo 8, são apresentadas algumas considerações finais e perspectivas de tra-

balhos futuros.



Capítulo 2

Modelos Matemáticos e Técnicas de

Otimização Usados em Planejamento de

Sistemas de Transmissão

O problema de planejamento da expansão de sistemas de transmissão é um problema cuja mode-

lagem matemática assume uma forma muito complexa e de difícil solução e cuja solução compreende

duas etapas consecutivas e claramente definidas: a modelagem matemática e a técnica de solução es-

colhida para resolver o modelo matemático. O problema também apresenta uma estrutura multimodal

com um número elevado de ótimos locais, o que leva a maioria dos métodos aproximados a fornecer

uma solução ótima local, às vezes de pobre qualidade.

Neste capítulo são apresentados os principais modelos utilizados no planejamento, assim como as

técnicas de solução e sistemas testes utilizados até o momento. Outros aspectos, também relevantes

ao problema de planejamento de transmissão, serão comentados.

2.1 Modelagem Matemática

A resolução de todo problema de engenharia compreende a implementação de dois processos

consecutivos: a modelagem matemática e a técnica de solução escolhida para resolver esse modelo

matemático. A modelagem matemática, além de representar adequadamente o problema real, deve

permitir sua resolução por meio de técnicas de solução disponíveis. Normalmente, à medida que se

implementam melhorias no modelo matemático do problema real, a técnica de solução se torna mais

complexa. Assim, deve existir um compromisso entre a modelagem matemática adotada e a técnica

de solução escolhida para que se possa utilizar recursos computacionais aceitáveis, isto é, dentro dos

limites da máquina (Romero, 1999).

7
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Transmissão

Com o desenvolvimento das pesquisas, das técnicas de solução e/ou computadores mais velozes

é provável que modelos atualmente considerados complexos se tornem adequados no futuro.

Com relação ao planejamento de sistemas de transmissão, no problema real tem-se um sistema

elétrico com uma topologia atual, para o qual busca-se encontrar o plano de expansão ótimo para um

horizonte de planejamento definido, isto é, onde e que tipos de circuitos devem ser construídos para

que o sistema opere adequadamente para um crescimento especificado da demanda. A modelagem

matemática ideal teria que utilizar o fluxo de carga CA para descrever a operação real do problema,

e atualmente são utilizados vários modelos matemáticos linearizados para realizar a modelagem do

problema de planejamento de sistema de transmissão (geralmente esses modelos são versões relaxa-

das do modelo de CA), dentre os quais destacam-se: modelo de fluxo de carga CC (ou modelo CC),

modelo de transportes e os modelos híbridos linear e não-linear.

No momento, o modelo CC é considerado ideal para representar o problema de planejamento da

expansão de sistemas de transmissão, e os principais motivos são :

• Testes experimentais exaustivos mostraram que os resultados obtidos usando o modelo CC

apresentam resultados muito próximos aos resultados obtidos usando o fluxo de carga CA em

relação à distribuição dos fluxos de potência ativa.

• Existem várias técnicas de otimização que resolvem de maneira adequada os problemas de

planejamento que usam o modelo CC. (Romero, 1999)

O modelo CC considera as duas Leis de Kirchhoff para realizar a modelagem matemática do

problema de planejamento. Neste contexto, os modelos de transportes e híbrido são versões relaxadas

(aproximadas) do modelo CC. A seguir são realizados comentários breves sobre os diferentes modelos

que podem ser usados, o aparecimento na bibliografia especializada, a importância do modelo no

contexto atual e as perspectivas para o futuro.

2.1.1 Modelo de Transportes

O modelo de transportes foi inicialmente apresentado por Garver (Garver, 1970) e representou

uma proposta fundamental na pesquisa em planejamento da expansão de sistemas de transmissão

porque era a única forma de otimizar o problema com as técnicas de otimização disponíveis na época.

Esses modelos relaxados, diferentes dos usados na análise de operação, foram chamados de modelos

de síntese de sistemas de transmissão. O modelo de transportes, assim como todos os modelos de

síntese, faz apenas o planejamento considerando o fluxo de potência ativa e, portanto, resolve apenas

o problema de capacidade de transmissão.
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No modelo de transportes é levada em conta apenas a Primeira Lei de Kirchhoff (PLK) e a capaci-

dade de operação de circuitos e geradores. Neste contexto, a modelagem matemática é um problema

de programação linear inteiro misto (PLIM). A modelagem matemática do problema de planejamento

de sistemas de transmissão usando o modelo de transportes assume a seguinte forma:

min v = cT
n n

s.a.

−ST f + p = d

|f| ≤ (N + N0)f

0 ≤ p ≤ p, 0 ≤ n ≤ n

n inteiro e f irrestrito

(2.1)

onde cn, n, f e f representam, respectivamente, o vetor de custos dos circuitos que podem ser adici-

onados ao sistema, o vetor de circuitos adicionados, o vetor de fluxos de potências e o vetor fluxos

de potências máximos permitidos nos ramos. N e N0 são matrizes diagonais contendo o vetor n e os

circuitos existentes na configuração base, respectivamente. v é o investimento devido às adições de

circuitos no sistemas. S é a matriz de incidência ramo-nó do sistema elétrico. p é o vetor de geração

com seu valor máximo p, n é o vetor contendo os números máximos de circuitos que podem ser

adicionados. d é o vetor de demanda.

Neste modelo, a restrição −ST f + p = d representa as equações correspondentes à primeira lei de

Kirchhoff, uma equação para o balanço de potência em cada barra do sistema; a restrição |f| ≤ (N +

N0)f representa os limites de capacidade de transmissão dos circuitos (linha e/ou transformadores);

o uso do valor absoluto é necessário posto que os fluxos podem fluir nos dois sentidos. As demais

restrições são triviais e representam apenas restrições de limite de geração e de circuitos adicionados

em cada caminho. Os elementos do vetor f são irrestritos em valor e os elementos do vetor n devem

ser inteiros representando a maior fonte de complexidade no problema.

A grande vantagem do modelo de transportes é a linearidade do modelo decorrente do fato de

eliminar as restrições não lineares da Segunda Lei de Kirchhoff (SLK). Essa característica fez com

que quase não exista diferença entre resolver problemas de sistemas conexos ou sistemas ilhados. A

desvantagem principal é que a solução apresentada pelo modelo de transportes pode estar distante da

solução correspondente ao modelo CC devido à não satisfação da segunda Lei de Kirchhoff.

O modelo de transportes, do ponto de vista de pesquisa operacional, é um problema de PLIM, cuja

resolução é complexa devido à restrição n inteiro, especialmente para sistemas elétricos de grande

porte. Se fossem permitidas adições fracionárias de circuitos (linhas de transmissão e/ou transforma-

dores), isto é, que os elementos do vetor n assumam valores reais, então o problema se transformaria

num simples problema de PL, fácil de resolver mesmo para o caso de sistemas de grande porte.
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2.1.2 Modelos Híbridos

O modelo híbrido foi apresentado por vários autores, sendo uma das mais importantes a proposta

apresentada em (Villasana et al., 1985). No modelo híbrido apenas uma parcela dos circuitos são

obrigados a obedecer a SLK. A idéia de usar este tipo de modelo é tentar encontrar soluções ótimas

que sejam mais próximas das soluções ótimas do modelo CC mas sem incrementar a complexidade

do problema na medida do possível. Os modelos híbridos podem ser divididos em modelo híbrido

não-linear e modelo híbrido linear.

Modelo Híbrido Não-Linear

Na formulação mais pura, a modelagem matemática do modelo híbrido não-linear especifica o

seguinte: a parcela do sistema elétrico correspondente aos caminhos nos quais já existem circuitos na

configuração base, assim como os que são adicionados em paralelo a esses circuitos devem satisfazer

as duas leis de Kirchhoff, e a outra parcela correspondente aos caminhos novos deve satisfazer unica-

mente a primeira lei de Kirchhoff. Logo o modelo híbrido não-linear é uma mistura entre o modelo

de transporte e o modelo CC.

O uso do modelo híbrido não-linear no problema de planejamento de sistemas de transmissão

serve para contornar alguns problemas apresentados pelos modelos de transportes e CC. O modelo

de transportes tem flexibilidade para trabalhar com redes não conexas, em contraposição as soluções

encontradas podem ficar muito afastadas da solução ótima do modelo CC. Por sua parte o modelo

CC tem problemas para trabalhar com redes não conexas. A modelagem matemática do problema

de planejamento de sistemas de transmissão usando o modelo híbrido não-linear assume a seguinte

forma:
min v = cT

n n

s.a.

−ST
2 f2 − ST

1 (N1 + N0
1)Υ1S1θ1 + p = d

Υ1|S1θ1| ≤ f1
|f2| ≤ N2f2
0 ≤ p ≤ p, 0 ≤ n ≤ n

n : n1 ∪ n2 inteiro, f2 irrestrito e θ1 irrestrito

(2.2)

em que n1 e f1 representam, respectivamente, o vetor de circuitos ampliados, o vetor de fluxos de

potência máximos permitidos nos ramos para o conjunto de circuitos existentes na configuração base.

N1 e N0
1 são matrizes diagonais contendo o vetor n1 e os circuitos existentes para o conjunto de

circuitos existentes na configuração base, respectivamente. S1 é a matriz de incidência ramo-nó do

conjunto de circuitos existentes na configuração base. Υ1 é uma matriz diagonal contendo os valores
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das susceptâncias dos circuitos existentes na configuração base. θ1 é o vetor de ângulo de fase do

conjunto de barras que fazem parte da configuração base. n2, f2 e f2 representam, respectivamente,

o vetor de circuitos adicionados, o vetor de fluxos de potência e o vetor de fluxos de potência máxi-

mas permitidas nos ramos do conjunto de circuitos correspondentes aos novos caminhos. N2 é uma

matriz diagonal contendo o vetor n2. S2 é a matriz de incidência ramo-nó do conjunto de circuitos

correspondentes aos novos caminhos.

Esse modelo corresponde a um problema de programação não-linear inteiro misto (PNLIM), de-

vido à não linearidade do problema além da integralidade nas variáveis n, e com uma complexidade

muito parecida com o modelo CC. Esse modelo foi pouco usado por pesquisadores em planejamento

de sistemas de transmissão porque devem ser usadas as mesmas técnicas usadas para o modelo CC e,

portanto, pode ser preferível trabalhar diretamente com o modelo CC, considerado ideal. Entretanto,

deve-se observar que o modelo híbrido não-linear deve ser mais fácil de resolver que o modelo CC.

Modelo Híbrido Linear

Há uma forma alternativa de considerar a modelagem híbrida que pode ser mais fácil de resolver

por que o problema resultante é um problema linear inteiro misto. Nesta modelagem, todas as novas

adições de circuitos devem respeitar somente a primeira lei de Kirchhoff, isto é, os circuitos adiciona-

dos em caminhos onde já existem circuitos e onde não existem devem satisfazer somente a primeira

lei de Kirchhoff. Esta modelagem é uma versão relaxada do modelo híbrido não-linear.

Esta formulação híbrida deve satisfazer a primeira lei de Kirchhoff em todas as barras do sistema

considerando todos os circuitos (existentes e adicionados) e deve respeitar a segunda lei de Kirchhoff

somente nos laços existentes na configuração base, considerando apenas os circuitos existentes nesta.

Então existem dois sistemas superpostos, a configuração base que deve satisfazer as duas leis de

Kirchhoff e uma rede completa formada pelos circuitos candidatos à adição que deve satisfazer apenas

a primeira lei de Kirchhoff. A modelagem matemática do problema de planejamento de sistemas de

transmissão usando o modelo híbrido linear assume a seguinte forma:

min v = cT
n n

s.a.

−ST f − ST
1 N0

1Υ1S1θ1 + p = d

Υ1|S1θ1| ≤ f1
|f| ≤ Nf

0 ≤ p ≤ p, 0 ≤ n ≤ n

n inteiro, f irrestrito e θ1 irrestrito

(2.3)
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Nesse contexto, o modelo híbrido linear ainda é um problema PLIM com complexidade próxima

do modelo de transportes e, portanto, ainda podem ser usadas as mesmas técnicas de otimização

usadas para o modelo de transportes.

2.1.3 Modelo CC

O modelo CC é uma generalização do modelo de fluxo de carga CC e é o modelo mais explorado

em planejamento da expansão de sistemas de transmissão. Nesse tipo de modelo, todos os circuitos

devem obedecer as duas leis de Kirchhoff. Assim, o modelo matemático é um problema de pro-

gramação não-linear inteiro misto de elevada complexidade, havendo muitas técnicas de otimização

propostas para resolvê-lo, sendo atualmente ainda objeto de estudos e publicações na área de pesquisa

operacional e de planejamento.

Esse modelo é considerado, no momento, o ideal a ser utilizado e a maioria das novas técnicas

de otimização são propostas para resolvê-lo. Entretanto, para sistemas complexos e de grande porte,

ainda hoje, todas as técnicas de otimização encontram apenas soluções de boa qualidade. Assim, o

desenvolvimento de técnicas de otimização eficientes para o modelo CC representa a parte mais ativa

de pesquisas no problema de planejamento da expansão de sistemas de transmissão. A modelagem

matemática do problema de planejamento de sistemas de transmissão usando o modelo CC assume a

seguinte forma:
min v = cT

n n

s.a.

−ST (N + N0)ΥSθ + p = d

(N + N0)(Υ|Sθ| − f) ≤ 0

0 ≤ p ≤ p, 0 ≤ n ≤ n

n inteiro e θ irrestrito

(2.4)

em que Υ é uma matriz diagonal contendo os valores de susceptância dos circuitos. θ é o vetor de

ângulo de fase.

2.1.4 Modelo Linear Disjuntivo

A modelagem matemática considerada como sendo ideal é o chamado modelo CC, que é um

problema de PNLIM. Entretanto, é possível transformar o modelo CC não-linear num problema equi-

valente cuja modelagem matemática corresponde a um “modelo linear”. Em geral, sempre é possível

transformar um problema não-linear quadrático com variáveis inteiras e reais num problema linear

com variáveis binárias e reais usando uma transformação que permite “separar” os termos quadráti-

cos em relações lineares. Este processo é obtido incorporando ao problema um parâmetro M de valor
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muito grande. A modelagem matemática de problema de planejamento de sistemas de transmissão

usando o modelo linear disjuntivo assume a seguinte forma:

min v = cT
n n

s.a.

−ST
b fb − ST

1 N0
1Υ1S1θ1 + p = d

Υ1|S1θ1| ≤ f1
|fb − ΥbSbθ| ≤ M(1 − y)

|fb| ≤ Yfb
0 ≤ p ≤ p

y binário, fb irrestrito e θ1 irrestrito

(2.5)

em que y representa um vetor com variáveis binárias iguais a 1 no caso de adição de um circuito e 0

no caso contrário. Sb é a matriz de incidência ramo-nó dos circuitos candidatos considerados como

variáveis binárias. fb e fb representam os vetores de fluxo de potência e seu respectivo valor máximo

permitido nos ramos para os circuitos candidatos considerados como variáveis binárias. Υb é uma

matriz diagonal contendo os valores das susceptâncias dos circuitos candidatos considerados como

variáveis binárias. Y e M são matrizes diagonais contendo o vetor y e o parâmetro M, respectiva-

mente.

O modelo linear disjuntivo apresenta algumas vantagens e desvantagens em relação ao modelo

CC. A principal desvantagem está relacionada com o aumento da dimensão do problema com a in-

trodução de variáveis binárias (no modelo CC são usadas as variáveis inteiras n) e, principalmente,

com a escolha ou determinação do parâmetro M grande para cada restrição que passa a representar

o fator complicante na solução do modelo linear disjuntivo. A principal vantagem está relacionada

com a modelagem linear e, eventualmente, podem ser desenvolvidos algoritmos adequados com pro-

priedades de convergência interessantes do ponto de vista teórico. Um análise detalhada da utilização

do modelo linear disjuntivo é apresentada em (Binato, 2000), onde foi empregada decomposição de

Benders para resolver problemas de complexidade média.

2.2 Técnicas de Otimização

O problema de planejamento de sistemas de transmissão a longo prazo tem sido intensamente

estudado nestes últimos anos. As técnicas de otimização usadas para resolver este tipo de problema

podem ser classificadas nos seguintes grupos: (1) algoritmos exatos ou de otimização clássica e (2)

algoritmos aproximados como as heurísticas e metaheurísticas.



14
Modelos Matemáticos e Técnicas de Otimização Usados em Planejamento de Sistemas de

Transmissão

2.2.1 Algoritmos heurísticos

O primeiro algoritmo heurístico importante usado em planejamento de sistemas de transmissão

foi o algoritmo heurístico construtivo de Garver para o modelo de transportes. Além de ter sido um

dos primeiros algoritmos apresentados em planejamento, a idéia básica do algoritmo apresentado por

Garver ainda é de grande valor. Garver sugere resolver o próprio modelo de transportes após relaxar

a integralidade, isto é, resolver o correspondente problema de programação linear para identificar

o circuito mais atraente e que deve ser adicionado ao sistema elétrico. Portanto, em cada passo, é

escolhido o novo circuito identificado pelo PL e que leva o maior fluxo de potência entre os circuitos

identificados pelo PL.

A idéia de Garver pode ser usada em todos os outros modelos e é também generalizada para o

planejamento multiestágio de sistemas de transmissão. Praticamente todos os algoritmos heurísticos

foram propostos apenas para o planejamento estático. Em (Romero et al., 2003) foi estendido o

algoritmo de Garver para o planejamento multiestágio de sistemas de transmissão. Essa linha de

pesquisa está sendo retomada por vários grupos de pesquisa sob diferentes formas.

Não existem algoritmos heurísticos para o modelo híbrido linear. Entretanto, em (Villasana et al.,

1985), os autores apresentam um algoritmo que usa o modelo híbrido linear para encontrar uma

solução final factível e de boa qualidade para o modelo CC. Esse resultado é possível porque em cada

passo se resolve o modelo híbrido linear com a integralidade relaxada para o topologia corrente para

identificar o circuito mais interessante e que deve ser adicionado ao sistema com a mesma lógica do

algoritmo de Garver. Entretanto, todo circuito adicionado ao sistema passa o obedecer a SLK junto

com os circuitos da topologia base no seguinte PL correspondente ao novo modelo híbrido linear

relaxado. Assim, a topologia final é viável para o modelo CC.

Existem muitos algoritmos heurísticos para o modelo CC como os apresentados em (Villasana

et al., 1985; Monticelli et al., 1982; Pereira and Pinto, 1985; Levi and Calovic, 1991; Dechamps and

Jamoulle, 1980; Latorre-Bayona and Perez-Arriaga, 1994; Baldwin et al., 1960; Levi and Popovic,

1996; de Oliveira et al., 2005; Sánchez et al., 2005). Três desses algoritmos foram desenvolvidos

por pesquisadores brasileiros. Em (Monticelli et al., 1982) foi apresentado o chamado algoritmo de

mínimo esforço. Nesse caso o indicador de sensibilidade identifica o circuito que, uma vez adicionado

ao sistema, produz uma maior redução de sobrecargas do sistema elétrico. A modelagem permite

que os circuitos sejam sobrecarregados. Em (Pereira and Pinto, 1985) é apresentado o algoritmo de

mínimo corte de carga. A filosofia é parecida com a apresentada em (Monticelli et al., 1982) mas neste

caso os circuitos não podem ser sobrecarregados e os problemas de infactibilidade são traduzidos em

cortes de carga. Assim, o indicador de sensibilidade identifica o circuito que, uma vez adicionado

ao sistema, produz uma maior redução no corte de carga no sistema elétrico. Em (de Oliveira et al.,

2005) foi utilizada função sigmóide para representar as variáveis de investimento inteiras do problema
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de planejamento. O algoritmo utiliza técnicas de programação não-linear permitindo a inclusão de

não linearidades no problema de planejamento, tais como as perdas ativas do sistema de transmissão.

Todos os algoritmos heurísticos encontram apenas soluções de boa qualidade para sistemas de

grande porte e a qualidade dessas soluções pode ficar muito distante da solução ótima ou mesmo

sub-ótimas. A vantagem dos algoritmos heurísticos é que são simples de entender, robustos e muito

rápidos. No momento, os algoritmos heurísticos ainda representam um campo de pesquisa muito in-

teressante e as soluções encontradas por esses algoritmos podem ser usadas como base para encontrar

soluções melhores usando algoritmos que demandam maior esforço computacional, como é o caso

das metaheurísticas.

2.2.2 Algoritmos de otimização clássica

A decomposição de Benders foi amplamente empregada para resolver o problema de planeja-

mento de sistemas de transmissão. As principais aplicações relacionadas com a utilização da de-

composição de Benders para o problema de planejamento de sistemas de transmissão podem ser

encontradas em (Binato, 2000; Romero and Monticelli, 1994; Granville and Pereira, 1985; Pereira

et al., 1985, 1987; Haffner et al., 2000). Em (Romero and Monticelli, 1994) foi proposto o planeja-

mento hierarquizado com decomposição de Benders para o modelo CC. O mérito desse trabalho foi

ter encontrado soluções ótimas para sistemas pequenos e de médio porte que não eram conhecidas na

literatura especializada.

Este fato gerou grandes expectativas com esse tipo de algoritmo, mas em sistemas de grande

complexidade se mostraram totalmente ineficientes. As mesmas conclusões foram obtidas com a

decomposição de Benders usada para o modelo de transportes apresentado em (Haffner et al., 2000).

Em (Binato, 2000) foi apresentado um algoritmo de decomposição de Benders para o modelo linear

disjuntivo que também encontrou as soluções ótimas encontradas para os sistemas elétricos analisados

em (Romero and Monticelli, 1994).

Os algoritmos Branch and Bound foram pouco usados em planejamento da expansão de sistemas

de transmissão, tendo sido empregados para resolver o problema mestre do método de decomposição

de Benders. As pesquisas mais relevantes do uso do algoritmo B&B no problema de planejamento

da transmissão foram apresentadas em (Haffner et al., 2001, 2000). Em ambos os casos foi usado o

modelo de transportes. Nessas publicações ficou evidente que o algoritmo Branch and Bound que

não usa a decomposição de Benders apresenta melhor desempenho. Outra aplicação de um algoritmo

B&B é apresentada em (Oliveira et al., 2004) onde é usado o modelo linear disjuntivo para resolver o

problema de planejamento de transmissão com aplicações a sistemas reais.
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2.2.3 Metaheurísticas

Na década de 90 apareceram novos algoritmos heurísticos, diferentes dos tradicionais, no geral

mais eficientes e com uma grande variedade de tempo de processamento que pode ser calibrado para

cada tipo de aplicação. Pertence a esse tipo de algoritmo técnicas de otimização como: simulated

annealing, algoritmos genéticos e evolutivos em geral, tabu search, GRASP, particle swarm, ant

colony, etc.

As metaheurísticas apresentam a grande vantagem de que o estilo de resolver um problema varia

muito pouco quando se altera a modelagem matemática do problema. Assim, por exemplo, em plane-

jamento de sistemas de transmissão, o estilo usado para resolver os modelos de transporte, híbridos e

o modelo CC é praticamente o mesmo. Em cada caso deve-se resolver apenas um problema de PL de

diferente forma. Esse não é o caso quando se usa, por exemplo, a decomposição de Benders e os algo-

ritmos Branch and Bound. Por esse motivo, todas as aplicações de metaheurísticas em planejamento

de sistemas de transmissão foram aplicadas diretamente no modelo CC. As principais aplicações de

metaheurísticas no problema de planejamento foram apresentadas em (Gallego et al., 2000, 1998a,

1997, 1998b; Romero et al., 1996; Silva et al., 2000, 2001; Binato et al., 2001; Silva et al., 2005a).

As pesquisas apresentadas usando metaheurísticas indicam que, no momento, esses algoritmos

são os mais competitivos para encontrar soluções de excelente qualidade de sistemas complexos.

Também não é fácil identificar o algoritmo mais competitivo da família das metaheurísticas para o

problema de planejamento de sistemas de transmissão. Existe a evidência de que todos esses algorit-

mos são realmente competitivos desde que sejam adequadamente implementados.

As metaheurísticas apresentam a vantagem de que são relativamente fáceis de implementar e ge-

ralmente apresentam excelente desempenho para todo tipo de sistema elétrico. Apresentam a grande

desvantagem de que geralmente requerem tempos de processamento elevados para encontrar soluções

de excelente qualidade. Nos próximos anos deve continuar muito ativa a pesquisa em metaheurísti-

cas aplicadas ao problema de planejamento de sistemas de transmissão, melhorando as existentes

e/ou implementando-se novas. Praticamente todas as propostas de metaheurísticas apresentadas na

literatura especializada foram aplicadas ao planejamento estático. Em (Escobar et al., 2004) foi apre-

sentada a primeira metaheurística aplicada ao planejamento multiestágio de sistemas de transmissão.

2.3 Sistemas Usados

A literatura especializada apresenta alguns sistemas muito usados por pesquisadores em planeja-

mento da expansão de sistemas de transmissão. Esses sistemas apresentam tamanho e complexidade

variados. São eles: (1) sistema de Garver de 6 barras e 15 circuitos, (2) sistema IEEE de 24 barras e

41 circuitos, (3) sistema Sul Brasileiro de 46 barras e 79 circuitos, (4) sistema Sudeste reduzido de
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79 barras e 145 circuitos, (5) sistema Colombiano de 78 barras e 155 circuitos e (6) sistema Norte-

Nordeste reduzido de 87 barras e 183 circuitos.

O sistema de Garver foi muito usado pelos pesquisadores em planejamento. Representa um sis-

tema para fins acadêmicos, mas a alternativa com reprogramação da geração é difícil de resolver, isto

é, não é fácil encontrar a solução ótima e muitos algoritmos não tem a capacidade de encontrar essa

solução ótima. O sistema Garver permite trabalhar com e sem reprogramação da geração. (Garver,

1970)

Outro sistema de pequeno porte para fins acadêmicos é o sistema IEEE de 24 barras, criado como

um sistema de teste para análise de confiabilidade, atualmente está sendo muito utilizado na área de

planejamento. O sistema só pode ser utilizado com reprogramação da geração e para o planejamento

estático. (Albrecht et al., 1979)

Os outros sistemas, exceto o sistema norte-nordeste brasileiro, apresentam complexidade média,

isto é, poucos circuitos devem ser adicionados para encontrar as soluções ótimas ou sub-ótimas. No

momento, muitos algoritmos trabalham adequadamente com esses sistemas. Os dados disponíveis

do sistema Sul Brasileiro permitem que se trabalhe com e sem reprogramação da geração (Pereira

et al., 1987). Por outro lado, os dados do sistema Colombiano permitem trabalhar também com o

planejamento multiestágio com 3 estágios e somente sem reprogramação da geração (Escobar et al.,

2004).

O sistema norte-nordeste brasileiro representa um verdadeiro sistema benchmark em planeja-

mento de sistemas de transmissão. Para o Plano P2 devem ser adicionados mais de 100 circuitos para

encontrar soluções de qualidade desse sistema, tornando esse sistema altamente complexo com um

número elevado de soluções de qualidade. Nesse contexto a maioria dos algoritmos converge para

ótimos locais e muitas vezes de pobre qualidade. Não se conhecem as soluções ótimas desse sistema.

(Romero et al., 2002)

2.4 Outros Aspectos Relevantes

Existem outros tópicos de pesquisa relacionados com o problema de planejamento da expansão

de sistemas de transmissão em que é possível realizar trabalhos de pesquisa relevante. Uma breve

análise desses tópicos é mostrada a seguir.

O planejamento da expansão usando dispositivos FACTS (Flexible AC Transmission Systems) é

um tópico relevante de pesquisa em planejamento de sistemas de transmissão. Nessa proposta de

planejamento, além de adicionar ao sistema apenas linhas de transmissão e transformadores conven-

cionais podem ser adicionados dispositivos FACTS.
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O planejamento da expansão de sistemas de transmissão considerando contingências é um tópico

de pesquisa que foi amplamente sugerido desde o aparecimento das primeiras técnicas de otimiza-

ção no problema de planejamento. Nesse tipo de planejamento, deve-se expandir de forma ótima o

sistema com a exigência de que quando é simulada a retirada de um circuito (da topologia base ou

adicionada no processo de planejamento) o sistema restante ainda opere adequadamente, isto é, sem

corte de carga. Aparentemente, o novo problema parece ser uma simples extensão do planejamento

convencional mas na verdade é muito mais complexo. Uma primeira proposta para resolver este tipo

de problema pode ser encontrada em (Seifu et al., 1989). Em (Silva et al., 2005a) foi apresentada uma

metaheurística com o objetivo de resolver este tipo de problema.

O planejamento da expansão de sistemas de transmissão em um ambiente de mercado elétrico

aberto é outro tópico de pesquisa que ainda não atingiu um nível relevante. Nesse novo tipo de

mercado de energia elétrica existem agentes diferentes na geração, na transmissão e na distribuição.

Existem também novas restrições como os contratos em pool, os contratos bilaterais e a necessi-

dade de que cada gerador tenha a possibilidade de gerar, a qualquer momento, a geração máxima do

centro gerador. Nesse novo contexto, a fato marcante é que o sistema deve ser planejado para que

seja possível sua operação com qualquer esquema de geração, isto é, a demanda pode ser satisfeita

com qualquer forma possível de programação dos diferentes geradores (Rider et al., 2005). Nesse

contexto, se for usada a estratégia de planejamento centralizado ou verticalizado considerando todo

o sistema como sendo de um único agente, logicamente devem aparecer problemas de congestiona-

mento e que nem todos os geradores possam gerar suas potências máximas por falta de linhas de

transmissão (Gross, 2004; Shrestha and Fonseka, 2004; Wu et al., 2005).

O problema de planejamento em mercado aberto ainda não atingiu a maturidade porque nos úl-

timos anos foram realizados muito discursos e poucas propostas consistentes. Assim, por exemplo,

ainda não existe uma proposta consistente de modelagem matemática para esse tipo de problema. En-

tretanto, uma proposta inicial consistente foi realizada em (Fang and Hill, 2003) e essa pesquisa deve

ser usada como base para caracterizar de forma adequada a modelagem matemática desse tipo de pro-

blema para depois identificar a proposta de otimização mais adequada. Esperam-se novas propostas

eficientes e adequadas nessa linha de pesquisa.

Considerar incertezas na demanda no problema de planejamento da expansão de sistemas de trans-

missão também é um tema que está sendo pesquisado nos últimos anos. Assim como no problema de

planejamento em mercado aberto, ainda não existe uma proposta consistente de modelagem matemá-

tica para o problema de planejamento da transmissão considerando incertezas na demanda, mas uma

primeira tentativa é analisada em (Silva et al., 2005b).

Em praticamente todas as técnicas de otimização usadas no problema de planejamento, o trabalho

pesado em relação ao esforço computacional de processamento está relacionado com as rotinas que
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devem resolver problemas de programação linear ou problemas de programação não-linear. Assim, é

crucial para reduzir tempo de processamento formular e implementar computacionalmente algoritmos

eficientes de PL e PNL. Para PL uma alternativa é desenvolver técnicas especializadas do Simplex

como é apresentada em (Hashimoto et al., 2003; Stott and Marinho, 1979) para um tipo de aplicação

do modelo CC. Outra alternativa para resolver problemas de PL e PNL é desenvolver algoritmos

eficientes e especializados usando o método de pontos interiores como é apresentada em (de Oliveira

et al., 2005; Sánchez et al., 2005).

Em (Latorre et al., 2003) pode-se encontrar uma bibliografia completa sobre o problema de pla-

nejamento da expansão de sistemas de transmissão e em (Romero et al., 2002) uma análise detalhada

de modelagem matemática. Finalmente, o desafio mais importante consiste em usar o modelo CA.



Capítulo 3

O Modelo CA no Planejamento de Sistemas

de Transmissão

O uso do modelo de corrente alternada do sistema de transmissão no problema de planejamento

da expansão de sistemas de transmissão é incipiente, isto é, praticamente não existem publicações na

literatura especializada em que seja usado esse modelo, que é usado em análise da operação de um

sistema elétrico. Na verdade, a separação de modelos para trabalhos de operação e de planejamento

de sistemas elétricos aconteceu na década de 1960 quando pesquisadores como L. L. Garver (Garver,

1970) verificaram que não era possível trabalhar com o modelo de corrente alternada em trabalhos de

planejamento da expansão de sistemas de transmissão. Assim, apareceram as técnicas de síntese de

sistemas de transmissão com o uso de modelos relaxados de rede, sendo Garver um dos idealizado-

res dessa proposta. Desde então foram usados modelos relaxados de representação da rede elétrica

(transportes, híbridos, CC, etc.) sendo finalmente o modelo CC considerado como modelo ideal para

trabalhos de planejamento da expansão de sistemas de transmissão. Assim, ainda hoje, a maioria dos

pesquisadores concordam que o modelo CC (ou o modelo alternativo chamado de linear disjuntivo) é

o modelo ideal para trabalhos de planejamento da expansão de sistemas de transmissão. O modelo de

corrente alternada ficou restrito para trabalhos de análise de operação de sistemas de energia elétrica.

O uso do modelo CC tem as seguintes desvantagens: (1) o problema de planejamento da expansão

da transmissão deve ser separado do problema da alocação de fontes de potência reativa; (2) freqüen-

temente é necessário implementar uma fase de reforço de um plano de expansão obtido usando o

modelo CC para que opere adequadamente com o modelo CA (devem ser adicionadas linhas); e (3)

a dificuldade de trabalhar com valores das perdas do sistema de transmissão na fase inicial do plane-

jamento. Entretanto é um modelo para o qual foram apresentadas muitas técnicas de otimização na

literatura especializada. O uso do modelo CA foi adiado porque não existiam técnicas de otimização

para trabalhar com esse modelo de forma eficiente. Adicionalmente, o fato de a topologia base ser

21
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desconexa e, às vezes, altamente ilhada, desestimulou a utilização do modelo CA. Assim como a

necessidade de considerar também o planejamento de reativos de forma simultânea com a expansão

de sistemas de transmissão.

Este trabalho pretende iniciar trabalhos de pesquisa que, no futuro, permitam o uso do modelo CA

em trabalhos de planejamento da mesma forma em que é usado em trabalhos de análise na operação

do sistema elétrico. Nesse contexto, os modelos relaxados seriam usados apenas como modelos

auxiliares no processo de planejamento e o modelo CA passaria a ser considerado o modelo ideal

para trabalhos de planejamento da mesma forma como acontece na análise da operação dos sistemas

de energia elétrica. Logicamente, a proposta também permitiria implementar de forma integrada o

trabalho de planejamento da expansão de sistemas de transmissão e de alocação ótima de fontes de

potência reativa, isto é, em um único processo de otimização encontram-se as linhas de transmissão

que devem ser construídas no sistema elétrico, assim como a alocação de fontes de potência reativa.

Atualmente, esses processos são realizados de forma separada, sendo que primeiro é realizado o

planejamento da expansão de sistemas de transmissão considerando apenas os fluxos de potência

ativa e, portanto, apenas valores de demanda ativa nas barras de demanda. Na seqüencia é realizada a

alocação ótima de fontes de reativos em que o sistema conexo deve alocar fontes de potência reativa

nas barras do sistema e apenas nessa fase de planejamento consideram-se a demanda ativa e reativa

em cada barra de demanda.

Neste capítulo apresenta-se um modelo matemático para o problema de planejamento estático da

expansão de transmissão usando o modelo de corrente alternada do sistema de transmissão. Tam-

bém são mostradas as vantagens e dificuldades de utilizar o modelo CA na fase atual de desenvolvi-

mento da pesquisa operacional, assim como as metodologias possíveis que podem ser utilizadas para

resolvê-lo.

3.1 Vantagens de Usar o Modelo CA

O uso do modelo CA no planejamento da expansão da transmissão pode trazer as seguintes van-

tagens:

• Realizar de forma eficiente a fase de reforços dos planos de expansão quando se utiliza um

modelo simplificado (por exemplo: o modelo de transporte, híbrido ou CC) no momento que é

feita a fase de planejamento de reativos (onde é usado o modelo CA);

• Pode-se usar um modelo matemático integrado que permita realizar o planejamento da expan-

são de sistemas de transmissão e a alocação ótima de fontes de potência reativa simultanea-

mente, isto é, em fase única, dispensando o uso de modelos simplificados;
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• Incorporar a determinação das perdas ativas exatas do sistema de transmissão de uma forma

trivial e como um subproduto do processo de otimização;

• Considerar outras restrições operacionais do sistema de energia elétrica no problema de plane-

jamento;

• Poder incorporar no processo de planejamento outros dispositivos com característica de opera-

ção não-linear, como por exemplo os controladores FACTS; e

• A possibilidade de fazer outros tipos de estudos como por exemplo: a estabilidade de tensão,

análise nodal, análise de estabilidade transitória, etc.

3.2 O Modelo Matemático

O modelo matemático para o planejamento da expansão de redes de transmissão usando o modelo

CA pode ser definido como uma extensão do modelo CC e pode ser escrito como:

min v = cT
n n (3.1)

s.a:

P(V, θ, n) − PG + PD = 0 (3.2)

Q(V, θ, n) − QG + QD = 0 (3.3)

(N + N0)Sde ≤ (N + N0)S (3.4)

(N + N0)Spara ≤ (N + N0)S (3.5)

PG ≤ PG ≤ PG (3.6)

Q
G
≤ QG ≤ QG (3.7)

V ≤ V ≤ V (3.8)

0 ≤ n ≤ n (3.9)

n inteiro e θ irrestrito

em que PG e QG são os vetores de geração de potência ativa e reativa. PD e QD são os vetores de

demandas de potência ativa e reativa; V é o vetor das magnitudes de tensão; PG, QG e V são os

vetores de limites máximo de geração de potência ativa, potência reativa e das magnitudes de tensões,

respectivamente; PG, Q
G

e V são os vetores de limites mínimo de geração de potência ativa, potência

reativa e das magnitudes de tensões, respectivamente; no caso dos limites máximo e mínimo das

tensões é usado 105% e 95% do valor nominal, respectivamente; Sde, Spara e S são os vetores de
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fluxos de potência aparente (MVA) nos ramos em ambos terminais e o seu limite.

Os limites de potência ativa e reativa nos geradores são representados por (3.6) e (3.7), respecti-

vamente; e os das magnitudes de tensão por (3.8). Os limites (MVA) nos fluxos por (3.4) e (3.5). A

restrição nas capacidades dos circuitos adicionados por (3.9).

As equações (3.2) e (3.3) representam as equações convencionais de fluxo de potência CA, con-

siderando n, o número de circuitos (linhas e transformadores), como variáveis. Os elementos dos

vetores P(V, θ, n) e Q(V, θ, n) são calculados por (3.10) e (3.11), respectivamente.

Pi(V, θ, n) = Vi

∑

j∈N

Vj [Gij(n) cos θij + Bij(n)sen θij ] (3.10)

Qi(V, θ, n) = Vi

∑

j∈N

Vj[Gij(n)sen θij − Bij(n) cos θij ] (3.11)

em que, i, j ∈ N representam barras e N é o conjunto de todas as barras, ij representa o circuito

entre as barras i e j. θij = θi − θj representa a diferencia de ângulo de fase entre as barras i e j. Os

elementos da matriz admitância (G e B) são dadas em (3.12):

G =







Gij(n) = −(nij gij + n0
ij g0

ij)

Gii(n) =
∑

j∈Ωi

(nij gij + n0
ij g0

ij)

B =







Bij(n) = −(nijbij + n0
ijb

0
ij)

Bii(n) = bsh
i +

∑

j∈Ωi

[nij(bij + bsh
ij ) + n0

ij(b
0
ij + (bsh

ij )0)]

(3.12)

em que, Ωi é o conjunto das barras vizinhas à barra i; gij, bij e bsh
ij representam a condutância, a

susceptância e a susceptância shunt da linha no ramo ij (se ij é um transformador bsh
ij = 0) e bsh

i

é a susceptância shunt na barra i. Note que em (3.12) existe a possibilidade de adicionar uma linha

ou um transformador em paralelo diferente com uma existente (no caso base), embora os parâmetros

do circuito equivalente possam ser diferentes. Deve-se notar que os taps fora do nominal dos trans-

formadores não foram considerados e, neste caso as linhas de transmissão e os transformadores tem

um mesmo circuito equivalente. As variáveis de decisão são as magnitudes e ângulos das tensões, o

número de circuitos adicionados e as potências ativa e reativa geradas nas barras de geração.

O problema formulado nas Eqs (3.1) - (3.9) é um problema não-linear inteiro misto com um

número grande de alternativas a serem analisadas. As metodologias utilizadas para resolver o pro-

blema de planejamento utilizando o modelo CC podem ser adaptadas para resolver o problema de

planejamento utilizando o modelo CA.
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3.3 Dificuldades de Usar o Modelo CA

As dificuldades que aparecem quando se trabalha com o planejamento usando o modelo CA são:

• Trabalhar com sistemas desconexos; uma situação comum na fase inicial do planejamento de

transmissão quando as fontes de geração e as cargas não foram ainda conectadas eletricamente

à rede. Este trabalho de pesquisa pretende desmistificar as dificuldades que aparecem em tra-

balhar com redes desconexas ou mesmo altamente ilhadas em planejamento da expansão de

sistemas de transmissão. Em um setor da comunidade de planejamento da expansão de siste-

mas de transmissão existe a certeza de que pode ser muito difícil ou até impossível trabalhar

com sistemas elétricos não conexos em planejamento. Essa dificuldade não existiria apenas

para o modelo de transportes. Assim, muitas propostas de otimização apresentadas na literatura

especializada reconhecem explicitamente que não podem trabalhar com sistemas não conexos

quando sugerem uma forma de eliminar esse problema. Assim, alguns trabalhos sugerem uma

fase inicial na qual, deve-se encontrar um sistema conexo adicionando linhas de transmissão

até que o sistema seja conexo, sendo que deve ser sugerida uma proposta, geralmente heurís-

tica, para encontrar um sistema conexo. Outras propostas sugerem usar uma rede fictícia que

trabalha superposta com a rede real ou com uma rede fictícia que permite conectar de forma

artificial o sistema elétrico originalmente desconexo.

Na verdade são as propostas de otimização apresentadas na literatura especializada que não

permitem trabalhar com sistemas desconexos, isto é, não é o modelo matemático que impede

trabalhar com sistemas desconexos. Neste trabalho apresenta-se uma técnica de otimização que

trabalha sem problemas com o modelo CA para sistemas conexos e desconexos, sem necessi-

dade de hipóteses ou simplificações adicionais em relação a sistemas desconexos. Este fato é

ilustrado através de exemplos em que se realiza o planejamento de sistemas elétricos totalmente

ilhados.

• Trabalhar com problemas de programação não-linear de grande porte. Considera-se que este

assunto é crucial na tentativa de usar de forma eficiente o modelo CA em trabalhos de planeja-

mento da expansão de sistemas de transmissão.

No passado sempre foi difícil encontrar um algoritmo de programação não-linear que apre-

sentasse um desempenho confiável na resolução de problemas de programação não-linear de

grande porte. Geralmente, muitos métodos não convergem para determinados problemas não

lineares e outros convergem para ótimos locais de pobre qualidade. Quando se pretende usar

o modelo CA no problema de planejamento deve-se resolver problemas de programação não-

linear em um número elevado de vezes. Em sistemas elétricos grandes e complexos e usando
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técnicas de otimização tais como as metaheurísticas pode ser necessário resolver dezenas ou

centenas de milhares de problemas de programação não-linear.

Os algoritmos de pontos interiores usados para resolver problemas de programação não-linear

estão mostrando um desempenho superior a outras técnicas de programação não-linear espe-

cialmente na resolução de problemas de otimização de sistemas de energia elétrica. Assim,

acredita-se que um algoritmo de pontos interiores de ordem superior seja a ferramenta esperada

para viabilizar o uso do modelo CA no problema de planejamento da expansão de sistemas de

transmissão. Neste trabalho foi desenvolvido um algoritmo desse tipo especializado em resol-

ver problemas de programação não-linear resultantes da aplicação de uma técnica de otimização

para o problema de planejamento usando modelo CA.

A proposta e o desenvolvimento de um algoritmo de pontos interiores para resolver problemas

de programação não-linear decorrentes da aplicação do modelo CA ao problema de planeja-

mento de transmissão é uma das principais contribuições deste trabalho. Logicamente, outras

técnicas eficientes de resolução de problemas de programação não-linear podem e devem ser

pesquisadas.

• Desenvolver uma técnica de otimização eficiente. Este tópico é fundamental na tentativa de

viabilizar o uso do modelo CA no planejamento da expansão de sistemas de transmissão. Existe

pouca informação sobre este assunto. Obviamente, podem ser viabilizadas as muitas técnicas

de otimização existentes na literatura especializada desde os algoritmos exatos até os algoritmos

aproximados.

Neste trabalho é apresentado um algoritmo heurístico construtivo para resolver o problema de

planejamento usando o modelo CA. O AHC representa uma proposta inicial para viabilizar

o uso do modelo CA em trabalhos de planejamento da expansão de sistemas de transmissão.

Entretanto, no futuro, pretende-se desenvolver algoritmos tais como o branch and bound, as-

sim como os algoritmos da família das metaheurísticas (genéticos, tabu search, híbridos, etc.).

Espera-se um desempenho superior com a utilização dessas técnicas mais poderosas e eficien-

tes.



Capítulo 4

Um Método de Pontos Interiores para

Resolver o Modelo CA

Os métodos de pontos interiores têm sido aplicados com sucesso na otimização da operação de

sistemas de potência (Quintana et al., 2000). Resultados mostram que o MPI tem grande potencial

para resolver problemas de sistemas de potência, quando comparado com os métodos tradicionais.

Uma revisão das características principais da resolução iterativa do método de pontos interiores

primal-dual (PD) é apresentada. O algoritmo geral para o PD será utilizado como base para as versões

do MPIAO: a) MPI preditor – corretor; b) MPI preditor com múltiplas correções; e c) MPI com

múltiplas correções centralizadas. Uma combinação dos MPIAO descritos acima será utilizada para

resolver o problema de programação não-linear do modelo AC.

4.1 O Problema Original

Se os elementos do vetor n forem considerados como variáveis contínuas, o problema (3.1) - (3.9)

se reduz a um problema de PNL, e pode ser formulado como um problema de programação não-linear

padrão dado pela expressão (4.1).
min cT x

s.a.

g(x) = 0

h(x) ≤ 0

xl ≤ Îx ≤ xu

(4.1)

em que x ∈ ℜnx representa as variáveis de decisão, c ∈ ℜnx é o gradiente da função objetivo, g(x) :

ℜnx → ℜndg são as restrições de igualdade, h(x) : ℜnx → ℜndh são as restrições de desigualdade,

Îx : ℜnx → ℜndx é um sub vetor de x com elementos de x que tem limites xu e xl, limites superiores

27
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e inferiores, respectivamente. g(x) e h(x) são funções convexas lisas. O primeiro passo do MPI

consiste em transformar todas as restrições de desigualdade de (4.1) em restrições de igualdade,

usando variáveis de folga não negativas sh, sl e su (ver (Torres and Quintana, 1998; Granville, 1996)),

apresentada na expressão (4.2).

min cT x

s.a.

g(x) = 0

−h(x) − sh = 0

−sl − su − xl + xu = 0

−Îx − su + xu = 0

sh, sl, su ≥ 0

(4.2)

A adição das variáveis de folga modifica a dimensão do problema de otimização incrementando o

número de variáveis. Entretanto, o problema original é transformado num problema de otimização

restrito exclusivamente a restrições de igualdade. Com esta metodologia, a utilização de funções de

penalidade e a determinação do conjunto de restrições de desigualdade ativas na solução deixam de

ser necessárias. As condições de não negatividade ( sh, sl, su ≥ 0 ) da expressão (4.2) podem ser

incorporadas na função objetivo original como termos de barreira logarítmica como é apresentado na

expressão (4.3).

min cT x − µk
ndh∑

j=1

ln shj − µk
ndx∑

j=1

(ln slj + ln suj)

s.a.

g(x) = 0

−h(x) − sh = 0

−sl − su − xl + xu = 0

−Îx − su + xu = 0

(4.3)

em que µk > 0 é o parâmetro de barreira que decresce em forma monotônica para zero no processo

iterativo. A seqüência de parâmetros {µk}∞k=0 gera uma seqüência de sub problemas dados por (4.3)

e baseado no teorema de Fiacco e McCormick (Fiacco and McCormick, 1968), se µk ↓ 0 a seqüência

{x(µk)}∞k=0 de soluções de (4.3) tende à x∗, um mínimo local de (4.2). A seqüência de subproblemas

dados por (4.3) descreve uma trajetória, nos espaços primal e dual, conhecida como Trajetória Central

ou Caminho Central.
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A função Lagrangeana lµ do problema de programação não-linear com restrições de igualdade

(4.3), é mostrada na expressão (4.4).

lµ = cT x − µk
ndh∑

j=1

ln shj − µk
ndx∑

j=1

(ln slj + ln suj) − λ
T g(x)

−π
T
h (−h(x) − sh) − π

T
l (−sl − su − xl + xu) − π

T
u (−Îx − su + xu)

(4.4)

em que λ ∈ ℜndg, πh ∈ ℜndh, πl ∈ ℜndx, πu ∈ ℜndx, são os vetores multiplicadores de Lagrange

e são chamadas variáveis duais. Um ponto mínimo local x∗ do problema (4.3) pode ser calculado

em termos do ponto estacionário da função Lagrangeana, no qual deve satisfazer as condições neces-

sárias de otimalidade de primeira ordem (CNOPO) de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), apresentada na

expressão (4.5).

∇xlµ = c − Jg(x)T
λ + Jh(x)T

πh + Î
T
πu = 0 (a)

∇λlµ = −g(x) = 0 (b)

∇πh
lµ = h(x) + sh = 0 (c)

∇πu
lµ = Îx + su − xu = 0 (d)

∇πl
lµ = sl + su + xl − xu = 0 (e)

∇su
lµ = −µke + Su(πl + πu) = 0 (f)

∇sl
lµ = −µke + Slπl = 0 (g)

∇sh
lµ = −µke + Shπh = 0 (h)

(4.5)

em que Jg(x) ∈ ℜndg×nx é o jacobiano da restrição de igualdade g(x); Jh(x) ∈ ℜndh×nx é o jacobiano

da restrição de desigualdade de h(x); Sh, Sl e Su são matrizes diagonais definidas pelas componentes

sh, sl e su, respectivamente. e é um vetor de uns (1’s) com dimensão apropriada. As equações (b)-(e)

da expressão (4.5) junto com as condições de não negatividade (sh, sl, su ≥ 0) assegura a factibilidade

primal. A equação (a) da expressão (4.5) junto com as condições de não negatividade (πh, πl,

(πl + πu) ≥ 0) assegura a factibilidade dual, enquanto as equações (f )-(h) da expressão (4.5) são as

perturbações (µk 6= 0) das condições de complementaridade (µk = 0).

O sistema de equações (4.5) é não-linear e de grande porte. Por conseguinte, é utilizado o método

de Newton de resolução de sistemas de equações não lineares para obter a sua solução. O método de

Newton necessita de alguns valores iniciais:

• Parâmetro de barreira inicial : µ0

• Ponto primal inicial : x0, s0
i ; i = h, l, u

• Ponto dual inicial : λ
0, π

0
i ; i = h, l, u
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O método de Newton consiste num processo iterativo no qual aproxima-se um ponto inicial (x0,

s0
i , λ

0, π
0
i ) ao ponto solução (x∗, s∗i , λ

∗, π
∗
i ) através de uma seqüencia de pontos (xk, sk

i , λ
k, π

k
i ). A

seqüência de pontos até a solução é a trajetória ou caminho percorrido durante o processo iterativo.

Em cada iteração k do método de Newton o ponto de solução tem que respeitar as condições de não

negatividade:

sk
h, sk

l , sk
u, π

k
h, π

k
l , (π

k
l + π

k
u) > 0

Por simplicidade na notação, sejam as equações a serem resolvidas (4.5) representadas como em

(4.6).

F(w) = G(w) − µku = 0 (4.6)

em que

G(w) =










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





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



c − Jg(x)T
λ + Jh(x)T

πh + Î
T
πu

−g(x)

h(x) + sh

Îx + su − xu

sl + su + xl − xu

Su(πl + πu)

Slπl

Shπh
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O método de Newton é um método de ascendência, com uma direção de busca (∆wk) desde um

ponto da trajetória wk definida pela equação (4.7).

∆wk = −[JF(wk)]−1(G(wk) − µku) (4.7)

em que JF(wk) é o jacobiano de F(wk) e ∆wk é o vetor de direções de busca na iteração k.

∆wk =
[

∆xk, ∆λ
k, ∆π

k
h, ∆π

k
u, ∆π

k
l , ∆sk

u, ∆sk
l , ∆sk

h

]T

A resolução explícita da inversa de uma matriz não é computacionalmente eficiente. Geralmente, a

direção de busca ∆wk é obtida pela resolução do sistema linear (4.8).

JF(wk)∆wk = −G(wk) + µku (4.8)
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Os elementos da matriz JF(wk) são formados pelas derivadas parciais de segunda ordem da expressão

(4.5). As condições necessárias para a utilização do método de Newton na solução de (4.5) são:

1. Existência de um ponto estacionario (x∗, s∗i , λ
∗, π

∗
i ) que seja solução do sistema de (4.5) e que

satisfaça as condições de KKT.

2. Existência e continuidade das segundas derivadas parciais locais no ponto estacionario.

3. O conjunto das restrições de igualdade e de desigualdade ativas no ponto estacionario devem

ser linearmente independente.

4. A matriz Hessiana reduzida da função Lagrangana (∇2
xlµ) deve ser definida positiva no ponto

estacionario, (N∗)T∇2
xlµN∗ > 0, em que N∗ é uma base no espaço nulo das jacobianas das

restrições de igualdade e de desigualdade, Jg(x) e Jh(x) respectivamente.

5. Existência da complementaridade estrita (sT
h πh, sT

l πl, sT
u (πl +πu) = 0) no ponto estacionario.

As condições teóricas para a utilização do método de Newton geralmente não são avaliadas nas apli-

cações reais para sistemas de potência de grande porte devido à complexidade de cálculo. Assim,

não é garantido que a solução obtida para (4.1) seja um ótimo global. Mesmo assim, o processo de

otimização fornece, em geral, soluções melhores que os métodos clássicos. A fim de dar continui-

dade à análise teórica do MPI, são consideradas satisfeitas as condições para a aplicação do método

de Newton para resolução iterativa de equações não lineares.

4.2 Método de Pontos Interiores Primal-Dual

Mesmo que o sistema de KKT (4.5) seja um sistema de equações não lineares, a sua solução é

geralmente aproximada por uma única iteração do método de Newton (a direção de Newton é somente

uma medida para seguir um trajeto de minimizar, parametrizada por µk). Aplicando o método de

Newton para resolver o sistema (4.5), o sistema de equações lineares (4.9) indefinido é obtido. (ver

(Wu et al., 1994))
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(4.9)

em que

∇2
xlµ = −

ndg
∑

j=1

λk
j Hgj(xk) +

ndh∑

j=1

πk
hjHhj

(xk) (4.10)

O cálculo de ∇2
xlµ precisa da Hessiana das restrições de igualdade Hg(xk) e a Hessiana das restrições

de desigualdade Hh(xk).

A matriz do sistema linear (4.9) tem as seguintes propriedades: a) dimensões elevadas, 10 a 12

vezes a ordem do sistema elétrico; b) alta esparsidade, não só pela existência de numerosas subma-

trizes nulas, mas também pela esparsidade própria das matrizes não-nulas; c) matriz simétrica, tanto

em estrutura como em elementos; e d) sistema indefinido.

Redução do sistema Linear

O sistema linear (4.9) pode ser reduzido em sua dimensão pela resolução externa de algumas das

suas equações. As expressões extraídas do sistema linear são conhecidas como equações auxiliares.
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O sistema linear reduzido é dado como (4.11) para calcular os vetores ∆xk e ∆λ
k.




Jr −JT

g
−Jg 0



×




∆xk

∆λ
k



 =




−r

g(xk)



 (4.11)

em que,

Jr = ∇2
xlµ + Jh(x)T (S−1

h Πh)Jh(x) + Î
T
(S−1

l Πl + S−1
u (Πl + Πu))Î

r = c − Jg(x)T
λ + Jh(x)T

πh + Î
T
πu + Jh(x)T (S−1

h Πhh(x) + µkS−1
h e) +

Î
T
(S−1

l Πl(Îx − xl) + S−1
u (Πl + Πu)(Îx − xu) − µk(S−1

l − S−1
u )e)

As equações auxiliares são:

∆sk
h = −sh − h(x) − Jh(x)∆xk

∆sk
l = −sl − xl + Îx + Î∆xk

∆sk
u = −sl − su + xu − xl − ∆sk

l

∆π
k
l = µkS−1

l e − S−1
l Πl(sl + ∆sk

l )

∆π
k
u = µkS−1

u e − S−1
u (Πl + Πu)(su + ∆sk

u) − ∆π
k
l

∆π
k
h = µkS−1

h e − S−1
h Πh(sh + ∆sk

h)

(4.12)

O sistema (4.11) é esparso, simétrico e indefinido, só tem (nx + ndg) variáveis e pode ser resolvido

diretamente utilizando a fatoração Bunch–Parlett. (Cheng and Higham, 1998; Bunch and Parlett,

1971; Arioli et al., 1989)

Em cada iteração k o sistema da equação (4.11) deve ser resolvido a fim de se obter o incre-

mento nas variáveis de otimização x e nos multiplicadores de Lagrange das restrições de igualdade λ.

Posteriormente, as equações auxiliares (4.12) são resolvidas para se determinar os incrementos nas

variáveis de folga si e nos multiplicadores de Lagrange das restrições de desigualdade πi.

Equação Normal

O sistema (4.11) pode ser reduzido mais um pouco para chegar na chamada Equação Normal.

(JgJ−1
r JT

g)∆λ
k = JgJ−1

r r − g(xk) (4.13)

A matriz do sistema normal A = (JgJ−1
r JT

g) é esparsa, simétrica e definida positiva. Tem somente

ndg variáveis e normalmente é resolvido usando a fatoração de Cholesky.
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Solução dos Sistemas Lineares

O maior esforço computacional dos MPI é a solução dos sistemas lineares (4.9), (4.11) ou (4.13)

em cada iteração k. A solução dos sistemas lineares podem tomar cerca de 70% a 90% do tempo

computacional total. A equação normal (4.13), em uma iteração k, pode ser re-escrita como :

Akxk = bk (4.14)

Ak = JgJ−1
r JT

g, xk = ∆λ
k, bk = JgJ−1

r r − g(xk)

A matriz A é quadrada (ndg×ndg), esparsa, simétrica e definida positiva. Também tem uma estrutura

fixa, mas os valores mudam em cada iteração. A dimensão de xk, bk é ndg (número de restrições de

igualdade), geralmente ndg é menor que nx.

A eficiência dos MPI depende da solução da Equação Normal. É recomendável usar um algoritmo

para resolver um sistema de equações lineares com esparsidade e realizar uma atualização seletiva dos

elementos de Jr, se um elemento de Jr é muito pequeno não deve ser atualizado, deve ser igual a zero.

Para resolver a Equação Normal (4.13) podem ser utilizados: a) Métodos Diretos ou Não-Iterativos;

b) Métodos Gradiente Conjugado ou Iterativos; ou c) uma combinação dos Métodos Diretos / Gradi-

ente Conjugado. Com o uso dos métodos acima mencionados, um processamento paralelo pode ser

utilizado. (Alves et al., 1999; Castronuovo, 2001)

Atualização das variáveis primais e duais

Depois de resolver a equação (4.9), em cada iteração k uma nova aproximação de todas as variá-

veis pode ser obtida como é mostrado em (4.15)

xk+1 = xk + γαk∆xk

λ
k+1 = λ

k + γαk∆λ
k

π
k+1
i = π

k
i + γαk∆π

k
i ; i = h, l, u

sk+1
i = sk

i + γαk∆sk
i ; i = h, l, u

(4.15)

em que αk ∈ (0, 1] é o máximo tamanho de passo em cada iteração k. O valor escalar γ ∈ (0,1) é um

fator de segurança (safety factor) para assegurar que o próximo ponto satisfaça as condições de não

negatividade; um valor típico é γ = 0,9995.
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Máximo tamanho de passo

O máximo tamanho de passo em cada iteração k no método de Newton é determinada pela ex-

pressão (4.16).

αp = min
i,j

{ 1, min
∆sk

hi
<0

(
−sk

hi

∆sk
hi

), min
∆sk

lj
<0

(
−sk

lj

∆sk
lj

), min
∆sk

uj
<0

(
−sk

uj

∆sk
uj

) }

αd = min
i,j

{ 1, min
∆πk

hi
<0

(
−πk

hi

∆πk
hi

), min
∆πk

lj
<0

(
−πk

lj

∆πk
lj

), min
∆πk

lj
+∆πk

uj
<0

(
−(πk

lj + πk
uj)

∆πk
lj + ∆πk

uj

) }

(4.16)

αk = min{αp, αd}

Redução do parâmetro de barreira

O valor residual da condição de complementaridade é chamado gap de complementaridade, e é

calculado em cada iteração k pela expressão (4.17):

ρk = (πk
h)

T sk
h + (πk

l )
T sk

l + (πk
l + π

k
u)

T sk
u (4.17)

A seqüência {ρk}∞k=0 deve convergir para zero, e a relação entre o ρk e µk, implícito nas condições (f )-

(h) da expressão (4.5), sugere que µk poderia ser reduzido em cada iteração k baseado no decréscimo

do gap de complementaridade, dada pela expressão (4.18).

µk+1 = βk ρk

2ndx + ndh
(4.18)

em que β ∈ (0, 1) é o decréscimo esperado de ρk, mas não necessariamente realizado, e é chamado

centering parameter e sua interpretação é: se βk = 1, o sistema KKT (4.5) define uma direção central,

um passo Newton para um ponto no trajeto da barreira. Caso contrário, se βk = 0, dá um passo

Newton puro, também conhecido como a direção affine–scaling. Para compensar os dois objetivos,

de reduzir µk e melhorar a direção central, βk é escolhido dinamicamente como foi proposto em

(Torres and Quintana, 1998), βk+1 = max{0, 95βk; 0, 1}, com β0 = 0,2.

Critérios de convergência

O processo do método de Newton é repetido até que os critérios de convergência, apresentados na

expressão (4.19) sejam atingidos.
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• Factibilidade Primal

max{‖g(xk)‖∞, max{xl − xk}, max{xk − xu}, max{h(xk)}} ≤ ǫf

• Factibilidade Dual

‖c − Jg(xk)T
λ

k + Jh(xk)T
π

k
h + Î

T
π

k
u‖∞

1 + ‖xk‖2

≤ ǫf

• Condição de Optimalidade

ρk

1 + ‖xk‖2

≤ ǫo

µk ≤ ǫµ

(4.19)

• Desvio da Função Objetivo

|cT (xk − xk−1)|

1 + |cT xk|
≤ ǫf

em que ǫf , ǫo e ǫµ são os erros das condições de factibilidade, otimalidade e parâmetro de barreira,

respectivamente. Tipicamente ǫf = ǫo = 10−5 e ǫµ = 10−8.

Algoritmo Geral

O Método de Pontos Interiores Primal - Dual pode ser sintetizado no seguinte algoritmo :

1. Inicializar µ0, β0 e obter um ponto inicial w0 que cumpra com as condições de não-negatividade.

2. Calcular g(x0), h(x0), Jg(x0) e Jh(x0).

3. Calcular o vetor da parte direita da expressão (4.9).

4. Fazer k = 0.

Repetir

6. Calcular matriz ∇2
xlµ usando (4.10).

7. Montar e resolver no ponto atual o sistema (4.9).

8. Obter o máximo tamanho de passo usando (4.16).
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9. Atualizar as variáveis usando (4.15).

10. Calcular g(xk+1), h(xk+1), Jg(xk+1) e Jh(xk+1).

11. Calcular µk+1 (4.18), ρk+1 (4.17) e βk+1.

12. Calcular o vetor da parte direita da expressão (4.9).

13. Fazer k = k + 1.

Até se obter a convergência.

As relações matemáticas do método de pontos interiores primal-dual, para resolver o problema

relaxado de planejamento utilizando o modelo CA, são dadas no Apêndice A.

Ponto inicial

A solução do problema de otimização deve encontrar-se no interior ou na fronteira da região de

convergência. O ponto inicial e a trajetória de convergência não possuem essa restrição. De fato,

as condições de otimalidade são referidas ao ponto candidato ao ótimo, não sendo necessariamente

satisfeitas durante o processo iterativo. A resolução iterativa determina uma seqüência de pontos

que aproximam o ponto inicial à solução. Em particular, as equações que determinam a inclusão

do ponto na região de convergência serão em geral satisfeitas apenas no final do processo iterativo.

Esta é uma importante vantagem na utilização das versões dos MPI para PNL. Os algoritmos dos

pontos interiores realizam uma trajetória interior à região formada pelas restrições de desigualdade.

Por conseguinte, esses algoritmos necessitam da determinação de um ponto inicial interior a esta

região (Castronuovo, 2001). Embora o ponto inicial somente precise manter as condições de não

negatividade, o processo de convergência é sensível ao ponto inicial e o desempenho dos MPI podem

melhorar se alguma iniciação heurística for usada (Torres and Quintana, 1998; Wu and Debs, 2001;

Ramos et al., 2005). Uma iniciação heurística é dada a seguir.

1. A estimação do x0 é dado usando o ponto médio entre os limites superior e inferior para as

variáveis com limites.

2. As variáveis de folga primais são logo inicializadas como

s0
hi = |hi(x

0)|

s0
l j = min{max{τx∆

j , x̂0
j − xl

j}, (1 − τ)x∆
j }

s0
uj = x∆

j − s0
l j

em que x∆ = xu − xl, tipicamente τ = 0, 25.
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3. As variáveis duais λ0
i são inicializados com −1 se é associada com a restrição (3.2), ou com 0

se é associada com a restrição (3.3).

4. As variáveis de folga duais são logo inicializadas como:

π
0
h = µ0(S0

h)
−1e

π
0
l = µ0(S0

l )
−1e

π
0
u = µ0(S0

u)
−1e − π

0
l

em que S0
h, S0

l e S0
u são matrizes diagonais definidas pelos componentes s0

h, s0
l e s0

u, respectiva-

mente. Tipicamente µ0 = {10; 1 ou 0, 1}.

Tempo de Execução

O tempo de execução dos métodos de pontos interiores depende de vários fatores, como por exem-

plo: as características do computador utilizado, ou o esquema de pré-processamento e ordenamento

utilizado. O número de iterações do MPI para conseguir a convergência depende principalmente de:

a) o tipo de método de pontos interiores utilizado; b) da natureza não-linear do problema por resolver;

c) do ponto e parâmetro de barreira inicial; d) da taxa de decrescimento esperado do parâmetro de

barreira; e) do tamanho de passo na direção de busca; f) do critério de parada. Em (Dai et al., 2000)

são analisados os fatores que influem na velocidade e convergência do MPI. O tempo de cálculo numa

iteração do método de pontos interiores depende principalmente de: a) o método numérico utilizado

para resolver (4.13); e b) da estrutura esparsa do problema.

4.3 Método de Pontos Interiores de Alta Ordem

O cálculo do ∆wk da equação (4.8) envolve a fatoração da matriz quadrada da equação (4.9) e

a solução de dois sistemas triangulares (forward / backward) que seguem depois da fatoração. Esta

é a tarefa mais custosa em cada iteração k do processo do MPI. Devido à fatoração ter maior custo

computacional que a solução dos dois sistemas triangulares, o processo do MPI pode ser melhorado

se o número de fatorações for reduzido ao mínimo necessário, assumindo o risco de um acréscimo

no custo computacional em uma iteração. Essa é a idéia central dos métodos de pontos interiores de

alta ordem: a) MPI preditor – corretor (Torres and Quintana, 1998; Wu et al., 1994); b) MPI preditor

com múltiplas correções (Torres and Quintana, 2000); c) MPI com múltiplas correções centralizadas

(Torres and Quintana, 2001; Wu, 2001); entre outros.
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4.3.1 Método de Pontos Interiores Preditor – Corretor

O MPI Predictor – Corrector é uma variante do MPI Primal – Dual melhorando o cálculo das

direções de busca para acelerar a convergência (Torres and Quintana, 1998; Wu et al., 1994). O

MPI PC soluciona dois sistemas de equações lineares em cada iteração k, usando a mesma matriz

quadrada de coeficientes de (4.8), apenas com dois diferentes vetores nos lados direitos da equação

(4.8). Esses dois sistemas de equações lineares definem os passos preditor e corretor, respectivamente.

Adicionando ao sistema Newton os termos de segunda ordem:

JF(wk)∆wk = −G(wk) + µku − ∆ (4.20)

em que, ∆ =
[

0, 0, 0, 0, 0, ∆Su(∆πl + ∆πu), ∆Sl∆πl, ∆Sh∆πh

]T
e assumindo o ve-

tor ∆ conhecido, a solução de (4.20) proporciona três componentes para a direção de busca:

∆wk = ∆wk
af + ∆wk

ce + ∆wk
co

• ∆wk
af é a direção preditor ou direção affine–scaling, é uma direção Newton pura obtido pela

solução de (4.20) só com o primeiro vetor do lado direito (µk = 0 e ∆ = 0).

• ∆wk
ce é a direção central obtida pela solução de (4.20) só com o segundo vetor do lado direito

(com um apropriado µk).

• ∆wk
co é a direção corretor e é obtida pela solução de (4.20) só com o terceiro vetor do lado

direito.

Para o MPI primal – dual a direção ∆wk = ∆wk
af + ∆wk

ce. No método de pontos interiores PC, a

equação de Newton (4.20) é solucionada em dois passos (Preditor e Corretor):

∆wk = ∆wk
af

︸ ︷︷ ︸

Preditor

+ ∆wk
ce + ∆wk

co
︸ ︷︷ ︸

Corretor
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Passo Preditor

A direção affine–scaling (∆waf ) é calculada solucionando (a partir de 4.9)

JF(wk) ×
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(4.21)

A direção affine–scaling é usada para aproximar os termos não–lineares ∆ da parte direita de (4.20)

e para estimar um valor do parâmetro de barreira µk, que serão usados no passo corretor. O máximo

tamanho de passo na direção affine–scaling, αaf é calculado usando (4.22).

αaf
p = min

i,j
{ 1, min

s
af

hi
<0

(
−shi

∆saf
hi

), min
s
af

lj
<0

(
−slj

∆saf
lj

), min
s
af
uj

<0

(
−suj

∆saf
uj

) }

αaf
d = min

i,j
{ 1, min

∆π
af

hi
<0

(
−πhi

∆πaf
hi

), min
∆π

af

lj
<0

(
−πlj

∆πaf
lj

), min
∆π

af

lj
+∆π

af
uj

<0

(
−(πlj + πuj)

∆πaf
lj + ∆πaf

uj

) }

(4.22)

αaf = min{αaf
p , αaf

d }

Uma estimativa para o gap de complementaridade (ρaf ) é dada em (4.23)

ρaf = (πh + γαaf∆π
af
h )T (sh + γαaf∆saf

h )+

(πl + γαaf∆π
af
l )T (sl + γαaf∆saf

l )+

(πl + πu + γαaf (∆π
af
l + ∆π

af
u ))T (su + γαaf∆saf

u )

(4.23)

Uma estimativa para µaf é obtida em (4.24)

µaf = min

{ (

ρaf

ρk

)2

; 0, 2

}

ρaf

2ndx + ndh
(4.24)

A estratégia escolhida é: µaf será pequeno quando a direção affine–scaling produz um grande decre-

mento no gap de complementaridade; o µaf será grande em caso contrário.
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Passo Corretor

Com os resultados do Passo Preditor pode-se calcular a direção ∆wk usando (4.25).

JF(wk) ×























∆xk

∆λ
k

∆π
k
h

∆π
k
u

∆π
k
l

∆sk
u

∆sk
l

∆sk
h























=























−c + Jg(x)T
λ − Jh(x)T

πh − Î
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(4.25)

O Passo Corrector calcula simultaneamente as direções ∆wk
ce e ∆wk

co. Os Passos Preditor e

Corretor estão baseados nos mesmos elementos da fatoração da matriz de (4.20). O esforço adicional

no MPI predictor – corretor é: a) a solução de um sistema linear para o cálculo de ∆wk
af ; e b) o

cálculo dos tamanhos de passos αaf
p e αaf

d , e estimar µaf . O MPI PC tem a vantagem de reduzir o

número de iterações e o tempo computacional (Torres and Quintana, 1998; Wu et al., 1994).

Algoritmo Geral

O Método de Pontos Interiores Preditor – Corretor pode ser sintetizado no seguinte algoritmo:

1. Escolher um ponto inicial w0 que cumpra com as condições de não-negatividade .

2. Calcular g(x0), h(x0), Jg(x0) e Jh(x0).

3. Calcular o vetor da parte direita da expressão (4.21).

4. Fazer k = 0.

Repetir

6. Calcular matriz ∇2
xlµ usando (4.10).

7. Montar e resolver no ponto atual o sistema (4.21).

8. Calcular αaf , ρaf , e µaf usando respectivamente (4.22), (4.23) e (4.24).

9. Montar e resolver no ponto atual o sistema (4.25).

10. Obter o máximo tamanho de passo usando (4.16).

11. Atualizar as variáveis usando (4.15).
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12. Calcular g(xk+1), h(xk+1), Jg(xk+1) e Jh(xk+1).

13. Calcular o vetor da parte direita da expressão (4.21).

14. Fazer k = k + 1.

Até se obter a convergência.

4.3.2 Método de Pontos Interiores Preditor com Múltiplas Correções

O método de pontos interiores PC é o método mais utilizado e aceito para o cálculo de melhores

direções de busca no MPI, mas o MPI PC pode ser melhorado incluindo-se outros passos de correção

no processo, o método resultante é chamado MPI preditor com múltiplas correções desenvolvido em

(Torres and Quintana, 2000). O método de pontos interiores PMC melhora o tempo computacional

diminuindo algumas iterações no processo de convergência. O cálculo do m-ésimo corretor é expressa

na equação (4.26), usando a mesma matriz quadrada da equação (4.21).

JF(wk) ×























∆xm+1

∆λ
m+1

∆π
m+1
h

∆π
m+1
u

∆π
m+1
l

∆sm+1
u

∆sm+1
l

∆sm+1
h























=























−c + Jg(x)T
λ − Jh(x)T

πh − Î
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(4.26)

em que, se m = 0, ∆w0 = ∆wk
af . Depois de fazer a última correção, a direção de busca é ∆wk =

∆wm. Logo um novo ponto é obtido calculando os tamanhos de passos primal e dual e atualizando

as variáveis primal e dual como no método de pontos interiores PD ou PC. O número de correções

m para cada iteração k varia. No caso de m = 1, o MPI PMC corresponde ao MPI PC convencional.

No caso em que m > 1 possa ter uma vantagem, dois casos podem ser considerados, ver (Torres and

Quintana, 2000).

1. Caso Factível, o seguinte passo de correção (m + 1) é efetuado:

• Se for possível obter uma redução do gap de complementaridade (ρm < ρm−1) na iteração

m;

• Se m for menor que um número máximo de passos de correção M (o que é tipicamente

igual a 5).
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Se ρm ≥ ρm−1 na iteração m, o processo é interrompido e a direção de busca ∆wk = ∆wm−1

é usada.

2. Caso Infactível, tenta reduzir o gap de complementaridade e os resíduos da infactibilidade. O

seguinte passo de correção (m + 1) é efetuado:

• Se for possível obter uma redução da infactibilidade (‖F(wm)‖ < ‖F(wm−1)‖) na iteração

m;

• Se m for menor que um número máximo de passos de correção M (o que é tipicamente

igual a 5).

Se ‖F(wm)‖ ≥ ‖F(wm−1)‖ na iteração m, o processo é interrompido e a direção de busca

∆wk = ∆wm−1 é usada.

Algoritmo Geral

O método de pontos interiores preditor com múltiplas correções pode ser sintetizado no seguinte

algoritmo:

1. Iniciar M e escolher um ponto inicial w0 que cumpra com as condições de não-negatividade.

2. Calcular g(x0), h(x0), Jg(x0) e Jh(x0).

3. Calcular o vetor da parte direita da expressão (4.21).

4. Fazer k = 0.

Repetir

6. Calcular matriz ∇2
xlµ usando (4.10).

7. Montar e resolver no ponto atual o sistema (4.21).

8. Calcular αaf , ρaf , e µaf usando respectivamente (4.22), (4.23) e (4.24).

9. Fazer m = 0.

Repetir

a) Montar e resolver no ponto atual o sistema (4.26).

b) Obter ρm+1. Fazer m = m + 1.

Até (ρm ≥ ρm−1 ou m > M).

10. Fazer ∆wk = ∆wm−1.
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11. Obter o máximo tamanho de passo usando (4.16).

12. Atualizar as variáveis usando (4.15).

13. Calcular g(xk+1), h(xk+1), Jg(xk+1) e Jh(xk+1).

14. Calcular o vetor da parte direita da expressão (4.21).

15. Fazer k = k + 1.

Até se obter a convergência.

4.3.3 Método de Pontos Interiores com Múltiplas Correções Centralizadas

A presença de grandes diferenças entre os produtos de complementaridade fazem que o desem-

penho do MPI seja afetado negativamente.

(πli + πui)sui <<<(πlj + πuj)suj,

πlisli <<<πljslj,

πhishi <<<πhjshj,

O método de Newton reduz os grandes produtos de complementaridade, mas devido aos menores

produtos, tamanhos de passos pequenos são calculados o que ocasiona um atraso na convergência. Os

produtos de complementaridade que são ou muitos pequenos ou muitos grandes, quando comparados

com o parâmetro de barreira µave = ρ/n, são indesejáveis e para isso ser corrigido são definidas as

correções centralizadas. (Torres and Quintana, 2001; Wu, 2001)

O primeiro passo do método de pontos interiores MCC é calcular a direção ∆wk
af , o máximo

tamanho de passo αaf ; e estimar µaf como no passo preditor do PC. O c-ésimo passo de correção

centralizada é obtido resolvendo-se (4.27).
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(4.27)
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Se c = 0, ∆w0 = ∆waf , usando a direção de busca ∆wc os passos primal e dual máximos (αc
p e αc

d)

são obtidos por (4.16) e fazendo-se αptrial = oαc
p e αdtrial = oαc

d onde o > 1, 0 (valor típico de 1,2).

Se αptrial > 1, 0 ou αdtrial > 1, 0 então αptrial = 1, 0 ou αdtrial = 1, 0, respectivamente. Os vetores

complementares são calculados por:

qc
u = (Su + αptrial∆Sc

u)(π
k
l + π

k
u + αdtrial(∆π

c
l + ∆π

c
u))

qc
l = (Sl + αptrial∆Sc

l )(π
k
l + αdtrial∆π

c
l )

qc
h = (Sh + αptrial∆Sc

h)(π
k
h + αdtrial∆π

c
h)

em que, ∆Sc
h, ∆Sc

l e ∆Sc
u são matrizes diagonais dadas pelos componentes ∆sc

h, ∆sc
l e ∆sc

u, res-

pectivamente. Cada elemento j dos vetores qc
i é comparado com o parâmetro de barreira (µaf ) para

calcular os elementos dos vetores dc
i , para i = h, l e u, como mostrado em (4.28).

dc
ij =







qc
ij − βmaxµ

af se qc
ij > βmaxµ

af ,

qc
ij − βminµaf se qc

ij < βminµ
af ,

−(βmin + βmin)µaf se qc
ij < −βmaxµ

af ,

0 caso contrário

(4.28)

em que, βmax e βmin são limiares relativos dados, com valores típicos de 10 e 0,1. O próximo passo

de correção centralizada (c + 1) é calculado somente se for possível obter um aumento no máximo

tamanho de passo na iteração c (αc > αc−1+∆c−1), onde ∆c = ζ(1−αc)/C, ζ tem como valor típico

0,1 e C é o número máximo de iterações (tipicamente igual a 5). No caso de não atender a condição

na iteração c, o processo é interrompido e a direção ∆wk = ∆wc−1 é utilizada.

As múltiplas correções centralizadas têm um interesse prático se a redução do número de iterações

se traduz num ganho no esforço computacional total. Um novo ponto é obtido calculando os tamanhos

de passo primal e dual e atualizando as variáveis primais e duais como no método de pontos interiores

PD ou PC.

Algoritmo Geral

O método de pontos interiores com múltiplas correções centralizadas pode ser sintetizado no

seguinte algoritmo:

1. Iniciar C e escolher um ponto inicial w0 que cumpra com as condições de não-negatividade.

2. Calcular g(x0), h(x0), Jg(x0) e Jh(x0).

3. Calcular o vetor da parte direita da expressão (4.21).
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4. Fazer k = 0.

Repetir

6. Calcular matriz ∇2
xlµ usando (4.10).

7. Montar e resolver no ponto atual o sistema (4.21).

8. Calcular αaf , ρaf , e µaf usando respectivamente (4.22), (4.23) e (4.24).

9. Fazer c = 0.

Repetir

a) Montar e resolver no ponto atual o sistema (4.27).

b) Obter αc+1. Fazer c = c + 1.

Até (αc ≤ αc−1 + ∆c−1 ou c > C).

10. Fazer ∆wk = ∆wc−1.

11. Obter o máximo tamanho de passo usando (4.16).

12. Atualizar as variáveis usando (4.15).

13. Calcular g(xk+1), h(xk+1), Jg(xk+1) e Jh(xk+1).

14. Calcular o vetor da parte direita da expressão (4.21).

15. Fazer k = k + 1.

Até se obter a convergência.

4.3.4 Método de Pontos Interiores Preditor com Múltiplas Correções e Múlti-

plas Correções Centralizadas

Todos os MPI-AO anteriores melhoram o desempenho do MPI, resultando em um número menor

de iterações e tempo computacional. Uma análise comparativa destes MPIAO é apresentada em

(Torres et al., 2002). Uma combinação destes MPI-AO com o objetivo de colocar num único método

todas as características particulares de cada um dos métodos e melhorar o desempenho computacional

comparado com os MPI-AO de forma individual, foi sugerido nas referências (Torres and Quintana,

2001; Torres et al., 2002). Uma primeira tentativa de implementação é sugerida na referência (Rider

et al., 2004a) e nesta subseção.

O primeiro passo é calcular o passo preditor do método de pontos interiores PC para estimar

ρaf e µaf ; Segundo, realizar múltiplas correções do MPI preditor com múltiplas correções, com o

objetivo de diminuir o gap de complementaridade com a ajuda das informações de segunda ordem; E
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terceiro, realizar múltiplas correções centralizadas do MPI MCC, para corrigir as grandes diferenças

que podem existir nos produtos de complementaridade comparados com o parâmetro de barreira. O

método resultante é um MPI preditor com múltiplas correções e múltiplas correções centralizadas

(PMCMCC).

Algoritmo Geral

O método de pontos interiores com múltiplas correções centralizadas pode ser sintetizado no

seguinte algoritmo:

1. Iniciar M , C e escolher um ponto inicial w0 que cumpra com as condições de não-negatividade.

2. Calcular g(x0), h(x0), Jg(x0) e Jh(x0).

3. Calcular o vetor da parte direita da expressão (4.21).

4. Fazer k = 0.

Repetir

6. Calcular matriz ∇2
xlµ usando (4.10).

7. Montar e resolver no ponto atual o sistema (4.21).

8. Calcular αaf , ρaf , e µaf usando respectivamente (4.22), (4.23) e (4.24).

9. Fazer m = 0.

Repetir

a) Montar e resolver no ponto atual o sistema (4.26).

b) Obter ρm+1. Fazer m = m + 1.

Até (ρm ≥ ρm−1 ou m > M).

Fazer ∆wm = ∆wm−1.

10. Fazer c = 0.

Repetir

a) Montar e resolver no ponto atual o sistema (4.29).

b) Obter αc+1. Fazer c = c + 1.

Até (αc ≤ αc−1 + ∆c−1 ou c > C).

11. Fazer ∆wk = ∆wc−1.

12. Obter o máximo tamanho de passo usando (4.16).
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13. Atualizar as variáveis usando (4.15).

14. Calcular g(xk+1), h(xk+1), Jg(xk+1) e Jh(xk+1).

15. Calcular o vetor da parte direita da expressão (4.21).

16. Fazer k = k + 1.

Até se obter a convergência.

No passo 10 do algoritmo geral, o c-ésimo passo de correção centralizada é obtido resolvendo-se

(4.29).
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(4.29)

em que as informações de segunda ordem obtidas do MPI preditor com múltiplas correções são

incluídas no MPI múltiplas correções centralizadas. Se c = 0 então ∆w0 = ∆wm. Os vetores

complementares são calculados usando (4.30).
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u = (Su + αptrial∆Sc

u)(π
k
l + π

k
u + αdtrial(∆π

c
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c
u)) + α2

m∆Sm
u (∆π

m
l + ∆π

m
u )

qc
l = (Sl + αptrial∆Sc

l )(π
k
l + αdtrial∆π

c
l ) + α2

m∆Sm
l ∆π

m
l

qc
h = (Sh + αptrial∆Sc

h)(π
k
h + αdtrial∆π

c
h) + α2

m∆Sm
h ∆π

m
h

(4.30)

Os elementos dos vetores dc
i , para i = h, l e u para o método de pontos interiores PMCMCC, são

calculados da mesma forma que no MPI múltiplas correções centralizadas usando (4.28).



Capítulo 5

Algoritmo Heurístico Construtivo para o

Modelo CA

Um algoritmo heurístico construtivo pode ser considerado como sendo uma procura passo a passo

de uma solução de boa qualidade para um problema complexo. Os AHC encontram apenas uma

solução de boa qualidade e não necessariamente a ótima, mas têm a vantagem de serem de simples

compreensão, robustos e muitos rápidos. No caso do problema de planejamento da expansão de redes

de transmissão, em cada passo do AHC um circuito, escolhido usando um índice de sensibilidade, é

adicionado à rede.

Um algoritmo heurístico construtivo para resolver o problema do planejamento da expansão de

transmissão usando diretamente o modelo CA para o planejamento estático é apresentado neste ca-

pítulo juntamente com uma discussão sobre índice de sensibilidade do AHC e sobre o problema de

PNL. Para resolver o problema de PNL é utilizada a metodologia apresentada no capítulo 4. Uma

primeira tentativa de alocação de fontes de potência reativa também é apresentada.

5.1 Algoritmo Heurístico Construtivo Para o Modelo CA

Um AHC é um conjunto de passos que de forma sistemática encontra uma boa proposta de ex-

pansão do sistema elétrico, o que significa que, a partir de uma configuração inicial ou base, a cada

passo é adicionado um ou vários circuitos até que o conjunto de adições realizadas faça com que o

sistema opere de forma adequada. Uma vez modificado o sistema, a nova configuração é chamada de

configuração corrente. O circuito mais atraente para ser adicionado na configuração corrente é deter-

minado pelo chamado critério de sensibilidade, indicador de sensibilidade ou índice de desempenho.

Baseado nos diferentes índices de sensibilidade, existem vários algoritmos heurísticos construtivos,

assim também, o modelo escolhido define algumas diferenças nos algoritmos heurísticos.

49
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Um indicador de sensibilidade é basicamente um parâmetro que de alguma maneira está rela-

cionado com a variação da função objetivo devido a alguma variação dos parâmetros do sistema,

considerando como sistema a configuração corrente. Este indicador possui as seguintes característi-

cas:

• Identifica os caminhos mais atraentes para realizar adição de circuitos.

• É um indicador de caráter local, isto é, identifica a melhor estratégia para a configuração cor-

rente em contraposição a um indicador de caráter global que identificaria a melhor estratégia

para a configuração do sistema.

• Como os indicadores locais nem sempre coincidem com os indicadores globais então os algo-

ritmos heurísticos construtivos, freqüentemente, não têm capacidade de encontrar as configura-

ções ótimas globais de sistemas reais.

Um algoritmo heurístico construtivo nem sempre encontra a configuração ótima da expansão de

um sistema elétrico. Na prática estes algoritmos encontram as soluções ótimas de sistema de pequeno

porte e apenas configurações boas para sistemas elétricos de médio e grande porte.

Para calcular um índice de sensibilidade (IS), é possível usar a solução do modelo CA (Eqs

(3.1) - (3.9)), após relaxar a integralidade das variáveis de investimento. Ou seja, caso se permita

que os valores do vetor n sejam variáveis reais no problema de planejamento usando o modelo CA,

este modelo se transforma num problema de PNL, conhecido como problema de programação não-

linear correspondente. Embora a solução do problema correspondente seja inaceitável como proposta

de solução para o problema do planejamento da expansão de sistemas de transmissão (número de

linhas e/ou transformadores com valores fracionários), pode ser utilizada como uma estratégia para

encontrar uma boa solução com variáveis de investimento inteiras. Este tipo de algoritmo foi usado

por Garver usando o modelo de transportes (Garver, 1970). O índice de sensibilidade encontrado

com a solução deste problema de PNL pode ser usado para identificar o circuito mais adequado que

pode ser adicionado ao sistema. Assim, o circuito que deve ser adicionado ao sistema é aquele que

tem o maior carregamento do fluxo de potência aparente entre as soluções do PNL. Então, o índice

de sensibilidade é dado por:

IS = max {NS} (5.1)

Em cada passo do AHC a topologia corrente deve ser atualizada. Os circuitos da topologia base,

assim como os circuitos adicionados no processo iterativo, formam a topologia corrente. Uma carac-

terística principal do AHC proposto é que a estratégia identifica o circuito mais importante nos termos

do investimento e de restrições operacionais e apenas a integralidade das propostas de expansão não é

mantida para identificar os circuitos promissores. Finalmente, é possível que existam alguns circuitos
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irrelevantes adicionados durante o processo anterior, devido a outras adições mais importantes rea-

lizadas posteriormente. Para poder saber que circuitos são irrelevantes, ordenam-se os circuitos em

ordem decrescente de seus custos e podem ser eliminados aqueles que, uma vez simulada sua saída,

produzem um investimento igual a zero (v = 0) e, caso contrário, o investimento for diferente de

zero, o circuito deve permanecer como parte da solução. Caso exista mais de um circuito adicionado

dentro em um ramo, procede-se a simular também sua saída.

5.1.1 Algoritmo Geral do AHC para o modelo CA

Desta maneira, pode-se usar a idéia proposta por Garver (Garver, 1970) para propor um algoritmo

heurístico construtivo para o problema de planejamento usando o modelo CA:

1. Assumir a configuração base como configuração corrente.

2. Resolver o problema de PNL para o problema de planejamento usando o modelo CA relaxado

e para a configuração corrente. Se a solução do problema de PNL indica que v = 0 ⇒ n = 0

(uma configuração factível para o modelo CA foi encontrada) passe ao passo 4. Caso contrário,

ir ao passo 3.

3. Usar o índice de sensibilidade (5.1) para identificar o circuito mais atraente. Atualizar a confi-

guração corrente adicionando o circuito escolhido. Voltar ao passo 2.

4. Ordenar os circuitos adicionados em ordem decrescente de seus custos. Usando o problema de

PNL, verificar se com a remoção de um circuito o sistema continua em condições operacionais

adequadas. Caso afirmativo, remover o circuito, caso contrário, deve ser mantido. Repetir o

processo simulando a remoção de cada circuito até analisar todos os circuitos. Os circuitos que

não foram removidos formam a solução para o AHC.

No AHC apresentado acima é importante observar que os problemas de PNL nas etapas 2 e 4 foram

resolvidos utilizando o PMCMCC apresentado no Capítulo 4.

5.2 Testes e Resultados

O algoritmo heurístico construtivo foi implementado em Matlab 6.0. Para os testes foram usados

quatro sistemas: o sistema Garver de 6 barras, sistema IEEE de 24 barras, o sistema Sul Brasileiro de

46 barras e o sistema Norte-Nordeste Brasileiro de 87 barras.

Os dados elétricos dos sistemas usados para resolver o problema do planejamento da expansão de

transmissão usando diretamente o modelo CA para o planejamento estático estão no Apêndice B.
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5.2.1 Sistema Garver de 06 barras

Caso 1: Considerando somente a demanda de potência ativa e sem restrições de tensão (despre-

zando a Eq. (3.8)

Considerando o sistema com a topologia base proposta por Garver, o AHC encontra um valor de

v = US$ 110 e uma topologia: n2−6 = 1, n3−5 = 1, n4−6 = 2. A solução para este caso é mostrada

na Fig. 5.1, onde as perdas de potência ativa e reativa do sistema são 12,57 MW e 125,69 Mvar,

respectivamente. A seqüência de adições encontrada pelo AHC é a seguinte: n4−6, n2−6, n3−5 e

n4−6, e encontrou a solução após resolver 8 problemas de PNL (sem a remoção de circuitos na fase

4 do AHC). O resultado obtido pelo AHC é resumido, passo a passo, na Tab. 5.1. Em que, IterIPM

é o número de iterações feita pelo método de pontos interiores PMCMCC, vNLP é o investimento

fornecido pelo problema de PNL e v é o investimento parcial.

1 1,079 6 0,00

80,0 MW
150,94 MW
17,64 Mvar

22,81 MW 5,82 MW

42,31 MW

5,88 Mvar 2,65 Mvar

9,11 Mvar

2 1,052 6 -4,50

240,0 MW

22,63 MW101,92 MW

13,83 MW

101,62 MW

3,97 Mvar-1,18 Mvar

0,77 Mvar

-3,56 Mvar

3 1,086 6 5,80

40,0 MW

345,32 MW
46,88 Mvar

103,80 MW

201,52 MW

17,62 Mvar

29,26 Mvar

4 1,061 6 -1,67

160,0 MW

5,80 MW
13,90 MW

168,10 MW

2,44 Mvar
1,46 Mvar

-0,98 Mvar

5 1,057 6 -4,17

240,0 MW

42,00 MW
198,00 MW

5,89 Mvar
-5,89 Mvar

6 1,109 6 10,71

276,30 MW
61,17 Mvar

104,43 MW

171,87 MW
24,49 Mvar

36,68 Mvar

Fig. 5.1: Solução do sistema Garver para o Caso 1, considerando a topologia base e usando o modelo
CA
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Iter Adição pelo PNL Iter vNLP v
IPM US$ US$

1 IS2−3 = 0, 1229; IS2−6 = 0, 9448; 6 76,99 0,00
IS3−5 = 0, 8087; IS4−6 = 1,5124.

2 IS2−3 = 0, 1233; IS2−6 = 0,9447; 8 46,96 30,00
IS3−5 = 0, 8088; IS4−6 = 0, 3121.

3 IS3−5 = 0,8294; IS4−6 = 0, 2277. 7 19,88 60,00
4 IS4−6 = 0,1784. 6 5,18 80,00
5 7 0,00 110,00

Tab. 5.1: Processo do AHC do sistema Garver para o Caso 1, considerando a topologia base e usando
o modelo CA

Considerando o caso em que todos os circuitos existentes na topologia base do sistema Garver são

removidos, o valor obtido pelo AHC para v é US$ 190 e a topologia encontrada é: n1−5 = 1, n2−3 = 2,

n2−6 = 1, n3−5 = 2, n4−6 = 2. Um resumo, passo a passo, do resultado obtido pelo AHC encontra-se

na Tab. 5.2.

Iter Adição pelo PNL Iter vNLP v
IPM US$ US$

1 IS1−5 = 0, 8107; IS2−3 = 1, 6936; 9 132,18 0,00
IS2−6 = 0, 8023; IS3−5 = 1, 6656;
IS4−6 = 1,6963.

2 IS1−5 = 0, 8108; IS2−3 = 1,6937; 10 102,12 30,00
IS2−6 = 0, 8021; IS3−5 = 1, 6654;
IS4−6 = 0, 4963.

3 IS1−5 = 0, 8109; IS2−3 = 0, 4938; 8 82,09 50,00
IS2−6 = 0, 8020; IS3−5 = 1,6653;
IS4−6 = 0, 4963.

4 IS1−5 = 0,8111; IS2−3 = 0, 4940; 11 62,03 70,00
IS2−6 = 0, 8018; IS3−5 = 0, 4650;
IS4−6 = 0, 4963.

5 IS2−3 = 0, 4980; IS2−6 = 0,7978; 9 48,26 90,00
IS3−5 = 0, 4512; IS4−6 = 0, 4963.

6 IS2−3 = 0, 1082; IS3−5 = 0, 4462; 9 21,63 120,00
IS4−6 = 0,4963.

7 IS2−3 = 0, 1124; IS3−5 = 0,4433. 10 9,28 150,00
8 IS2−3 = 0,1063. 8 1,78 170,00
9 11 0,00 190,00

Tab. 5.2: Processo do AHC do sistema Garver para o Caso 1, sem considerar a topologia base e
usando o modelo CA
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O AHC convergiu após resolver 14 problemas de PNL e sem a remoção de circuitos na fase 4

do AHC. A seqüência de adições do AHC foi a seguinte: n4−6, n2−3, n3−5, n1−5, n2−6, n4−6, n3−5

e n2−3. A solução do problema de planejamento é mostrada na Fig. 5.2 onde as perdas de potência

ativa e reativa do sistema são 11,24 MW e 112,41 Mvar, respectivamente. Notar que neste caso o

sistema inicial era totalmente desconexo. Portanto, a proposta apresentada trabalha sem problemas

com sistemas inicialmente desconexos e ainda pode trabalhar com um sistema totalmente ilhado,

como o exemplo apresentado.

1 1,040 6 0,00

80,0 MW
152,62 MW
0,26 Mvar

72,62 MW
0,26 Mvar

2 1,051 6 -6,73

240,0 MW

149,78 MW

90,22 MW

-2,23 Mvar

2,23 Mvar

3 1,073 6 0,92

40,0 MW

362,81 MW
54,12 Mvar

151,81 MW

171,00 MW

18,08 Mvar

36,04 Mvar

4 1,068 6 -5,03

160,0 MW

160,00 MW
0,00 Mvar

5 1,035 6 -7,75

240,0 MW

71,65 MW168,35 MW

-9,49 Mvar9,49 Mvar

6 1,113 6 6,62

255,80 MW
58,03 Mvar

92,43 MW

163,37 MW
24,35 Mvar

33,68 Mvar

Fig. 5.2: Solução do sistema Garver para o Caso 1, sem considerar a topologia base e usando o
modelo CA

Caso 2: Considerando somente a demanda de potência ativa

Assim como no Caso 1, considerando o sistema com a topologia base proposta por Garver, o valor

obtido para v é US$ 110 e a topologia encontrada é: n2−6 = 1, n3−5 = 1, n4−6 = 2. O resultado obtido

pelo AHC é resumido, passo a passo, na Tab. 5.3. O algoritmo convergiu após resolver 8 problemas

de PNL e sem a remoção de circuitos na fase 4 do AHC. A seqüência de adições foi a seguinte: n4−6,

n2−6, n3−5 e n4−6. A solução é mostrada na Fig. 5.3. As perdas de potência ativa e reativa são 14,53

MW e 145,33 Mvar, respectivamente.
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Iter Adição pelo PNL Iter vNLP v
IPM US$ US$

1 IS2−3 = 0, 1285; IS2−6 = 0, 9858; 6 79,66 0,00
IS3−5 = 0, 8330; IS4−6 = 1,5539.

2 IS2−3 = 0, 1283; IS2−6 = 0,9857; 8 49,57 30,00
IS3−5 = 0, 8329; IS4−6 = 0, 3540.

3 IS3−5 = 0,8459; IS4−6 = 0, 3000. 7 21,64 60,00
4 IS4−6 = 0,2454. 6 6,15 80,00
5 7 0,00 110,00

Tab. 5.3: Processo do AHC do sistema Garver para o Caso 2, considerando a topologia base e usando
o modelo CA

1 1,002 6 0,00

80,0 MW
152,43 MW
14,28 Mvar

23,34 MW 6,18 MW

42,91 MW

5,54 Mvar 2,96 Mvar

5,78 Mvar

2 0,975 6 -5,35

240,0 MW

23,11 MW101,78 MW

13,73 MW

101,38 MW

3,25 Mvar3,05 Mvar

-0,20 Mvar

-6,10 Mvar

3 1,024 6 6,38

40,0 MW

345,44 MW
62,92 Mvar

103,96 MW

201,48 MW

24,85 Mvar

38,07 Mvar

4 0,982 6 -2,06

160,0 MW

6,15 MW
13,80 MW

167,65 MW

2,68 Mvar
0,59 Mvar

-2,09 Mvar

5 0,986 6 -4,91

240,0 MW

42,53 MW
197,47 MW

2,05 Mvar
-2,05 Mvar

6 1,036 6 12,28

276,67 MW
68,12 Mvar

104,64 MW

172,03 MW
26,45 Mvar

41,67 Mvar

Fig. 5.3: Solução do sistema Garver para o Caso 2, considerando a topologia base e usando o modelo
CA
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Assim como no Caso 1, considerando que todos os circuitos existentes na topologia base são

removidos (sistema inicial desconexo), o valor obtido pelo AHC para v é US$ 190 e a topologia é:

n1−5 = 1, n2−3 = 2, n2−6 = 1, n3−5 = 2, n4−6 = 2. O resultado passo a passo do AHC é resumido na

Tab. 5.4. O AHC convergiu após resolver 14 problemas de PNL e sem a remoção de circuitos na fase

4 do AHC. A seqüência de adições foi a seguinte: n4−6, n2−3, n3−5, n2−6, n1−5, n4−6, n3−5 e n2−3. A

solução é mostrada na Fig. 5.4. As perdas de potência ativa e reativa são 12,80 MW e 127,99 Mvar,

respectivamente.

Iter Adição pelo PNL Iter vNLP v
IPM US$ US$

1 IS1−5 = 0, 8190; IS2−3 = 1, 7049; 9 135,49 0,00
IS2−6 = 0, 8437; IS3−5 = 1, 6965;
IS4−6 = 1,7534.

2 IS1−5 = 0, 8193; IS2−3 = 1,7051; 10 105,38 30,00
IS2−6 = 0, 8433; IS3−5 = 1, 6960;
IS4−6 = 0, 5534.

3 IS1−5 = 0, 8193; IS2−3 = 0, 5051; 8 85,38 50,00
IS2−6 = 0, 8433; IS3−5 = 1,6960;
IS4−6 = 0, 5534.

4 IS1−5 = 0, 8194; IS2−3 = 0, 5053; 11 65,32 70,00
IS2−6 = 0,8431; IS3−5 = 0, 4958;
IS4−6 = 0, 5534.

5 IS1−5 = 0,6964; IS2−3 = 0, 1636; 9 38,54 100,00
IS3−5 = 0, 6188; IS4−6 = 0, 5534.

6 IS2−3 = 0, 1670; IS3−5 = 0, 4708; 9 24,47 120,00
IS4−6 = 0,5534.

7 IS2−3 = 0, 1701; IS3−5 = 0,4685. 10 10,69 150,00
8 IS2−3 = 0,1636. 8 2,73 170,00
9 11 0,00 190,00

Tab. 5.4: Processo do AHC do sistema Garver para o Caso 2, sem considerar a topologia base e
usando o modelo CA
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1 0,994 6 0,00

80,0 MW
153,50 MW
4,04 Mvar

73,50 MW
4,04 Mvar

2 0,988 6 -7,58

240,0 MW

150,57 MW

89,43 MW

5,70 Mvar

-5,70 Mvar

3 1,020 6 0,97

40,0 MW

363,41 MW
65,06 Mvar

152,90 MW

170,51 MW

28,96 Mvar

36,10 Mvar

4 0,981 6 -5,95

160,0 MW

160,00 MW
0,00 Mvar

5 0,982 6 -8,61

240,0 MW

72,40 MW167,60 MW

-6,93 Mvar6,93 Mvar

6 1,035 6 7,73

255,89 MW
58,88 Mvar

91,90 MW

163,99 MW
18,97 Mvar

39,91 Mvar

Fig. 5.4: Solução do sistema Garver para o Caso 2, sem considerar a topologia base e usando o
modelo CA
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Caso 3: Sem Restrições de Tensão

Para o sistema com a topologia base proposta por Garver, o valor obtido para v é US$ 110 e a

topologia é: n2−6 = 1, n3−5 = 1, n4−6 = 2. O resultado obtido pelo AHC é resumido, passo a passo,

na Tab. 5.5 e a solução é mostrada na Fig. 5.5.

Iter Adição pelo PNL Iter vNLP v
IPM US$ US$

1 IS2−3 = 0, 1219; IS2−6 = 1, 0871; 6 85,16 0,00
IS3−5 = 0, 9088; IS4−6 = 1,6263.

2 IS2−3 = 0, 1220; IS2−6 = 1,0867; 8 55,06 30,00
IS3−5 = 0, 9086; IS4−6 = 0, 4263.

3 IS3−5 = 0,9065; IS4−6 = 0, 4223. 7 25,72 60,00
4 IS4−6 = 0,3717. 6 9,31 80,00
5 7 0,00 110,00

Tab. 5.5: Processo do AHC do sistema Garver para o Caso 3, considerando a topologia base e usando
o modelo CA

1 1,167 6 0,00

80,0 MW
16,0 Mvar

153,95 MW
41,60 Mvar

23,91 MW 7,49 MW

42,55 MW

6,32 Mvar -2,21 Mvar

21,49 Mvar

2 1,140 6 -4,01

240,0 MW
48,0 Mvar

23,73 MW104,85 MW

13,02 MW

98,40 MW

4,52 Mvar5,29 Mvar

8,53 Mvar

29,66 Mvar

3 1,182 6 4,89

40,0 MW
8,0 Mvar

347,49 MW
91,68 Mvar

106,55 MW

200,94 MW

22,24 Mvar

61,44 Mvar

4 1,175 6 -1,93

160,0 MW
32,0 Mvar

7,46 MW
13,09 MW

165,63 MW

-2,49 Mvar
9,27 Mvar

43,76 Mvar

5 1,125 6 -3,53

240,0 MW
48,0 Mvar

42,22 MW
197,78 MW

18,16 Mvar
29,84 Mvar

6 1,269 6 7,40

269,65 MW
129,65 Mvar

100,84 MW

168,81 MW
54,04 Mvar

75,61 Mvar

Fig. 5.5: Solução do sistema Garver para o Caso 3, considerando a topologia base e usando o modelo
CA
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O algoritmo AHC convergiu após resolver 8 problemas de PNL e sem a remoção de circuitos na

fase 4. A seqüência de adições foi a seguinte: n4−6, n2−6, n3−5 e n4−6. As perdas de potência ativa e

reativa são 11,09 MW e 110,93 Mvar, respectivamente.

Considerando que todos os circuitos existentes na topologia base foram removidos, o valor obtido

para v é US$ 190 e a topologia é: n1−5 = 1, n2−3 = 2, n2−6 = 1, n3−5 = 2, n4−6 = 2. O resultado obtido

pelo AHC é resumido, passo a passo, na Tab. 5.6. O algoritmo convergiu após resolver 14 problemas

de PNL e sem a remoção de circuitos na fase 4 do AHC. A seqüência de adições foi a seguinte: n3−5,

n4−6, n2−3, n2−6, n1−5, n4−6, n3−5 e n2−3. A solução é mostrada na Fig. 5.6. As perdas de potência

ativa e reativa são 9,57 MW e 95,69 Mvar, respectivamente.

Iter Adição pelo PNL Iter vNLP v
IPM US$ US$

1 IS1−5 = 0, 7809; IS2−3 = 1, 5057; 9 142,81 0,00
IS2−6 = 1, 1797; IS3−5 = 1,8321;
IS4−6 = 1, 7810.

2 IS1−5 = 0, 7808; IS2−3 = 1, 5054; 10 122,75 20,00
IS2−6 = 1, 1799; IS3−5 = 0, 6321;
IS4−6 = 1,7810.

3 IS1−5 = 0, 7806; IS2−3 = 1,5058; 8 92,79 50,00
IS2−6 = 1, 1797; IS3−5 = 0, 6324;
IS4−6 = 0, 5810.

4 IS1−5 = 0, 7806; IS2−3 = 0, 3059; 11 72,77 70,00
IS2−6 = 1,1795; IS3−5 = 0, 6323;
IS4−6 = 0, 5810.

5 IS1−5 = 0,7907; IS2−3 = 0, 2776; 9 42,72 100,00
IS3−5 = 0, 6198; IS4−6 = 0, 5810.

6 IS2−3 = 0, 2497; IS3−5 = 0, 5234; 9 27,47 120,00
IS4−6 = 0,5810.

7 IS2−3 = 0, 2497; IS3−5 = 0,5233. 10 12,90 150,00
8 IS2−3 = 0,2238. 8 3,74 170,00
9 11 0,00 190,00

Tab. 5.6: Processo do AHC do sistema Garver para o Caso 3, sem considerar a topologia base e
usando o modelo CA

Considerando os resultados obtidos para os Casos 1, 2 e 3 (com e sem a topologia base), os valores

de investimento (v) obtidos têm o mesmo valor para os três casos. Mas observando as Figuras 5.1,

5.2, 5.3, 5.4, 5.5 e 5.6 é possível ver que os pontos de operação de cada solução são diferentes.
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1 1,162 6 0,00

80,0 MW
16,0 Mvar

153,82 MW
43,73 Mvar

73,82 MW
27,73 Mvar

2 1,124 6 -5,59

240,0 MW
48,0 Mvar

151,37 MW

88,63 MW

16,04 Mvar

31,96 Mvar

3 1,160 6 1,00

40,0 MW
8,0 Mvar

362,64 MW
95,27 Mvar

153,20 MW

169,44 MW

34,37 Mvar

52,90 Mvar

4 1,177 6 -4,29

160,0 MW
32,0 Mvar

160,00 MW
32,00 Mvar

5 1,109 6 -6,33

240,0 MW
48,0 Mvar

72,90 MW167,10 MW

18,53 Mvar29,47 Mvar

6 1,254 6 4,88

253,62 MW
113,86 Mvar

90,74 MW

162,88 MW
53,03 Mvar

60,83 Mvar

Fig. 5.6: Solução do sistema Garver para o Caso 3, sem considerar a topologia base e usando o
modelo CA
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Caso 4: Completo

Para o sistema com a topologia base proposta por Garver, o valor obtido para v é US$ 160 e

a topologia é: n2−6 = 2, n3−5 = 2, n4−6 = 2. A solução é mostrada na Fig. 5.7. As perdas de

potência ativa e reativa são 12,17 MW e 121,68 Mvar, respectivamente. O resultado obtido pelo AHC

é resumido, passo a passo, na Tab. 5.7. A seqüência de adições foi a seguinte: n2−6, n4−6, n3−5,

n2−6, n4−6, e n3−5. O algoritmo convergiu após resolver 10 problemas de PNL e sem a remoção de

circuitos na fase 4 do AHC.

1 0,997 6 0,00

80,0 MW
16,0 Mvar

152,82 MW
46,40 Mvar

21,61 MW 14,57 MW

36,64 MW

8,89 Mvar 5,76 Mvar

15,75 Mvar

2 0,956 6 -4,99

240,0 MW
48,0 Mvar

21,38 MW74,22 MW

0,21 MW

144,61 MW

6,70 Mvar12,23 Mvar

-0,26 Mvar

28,81 Mvar

3 1,009 6 3,72

40,0 MW
8,0 Mvar

322,22 MW
98,95 Mvar

75,45 MW

206,77 MW

24,61 Mvar

66,34 Mvar

4 0,957 6 -5,05

160,0 MW
32,0 Mvar

14,42 MW
0,21 MW

145,37 MW

4,27 Mvar
-0,26 Mvar

27,99 Mvar

5 0,961 6 -4,20

240,0 MW
48,0 Mvar

36,32 MW
203,68 MW

12,55 Mvar
35,45 Mvar

6 1,048 6 7,26

297,13 MW
128,33 Mvar

148,18 MW

148,95 MW
64,47 Mvar

63,86 Mvar

Fig. 5.7: Solução do sistema Garver para o Caso 4, considerando a topologia base e usando o modelo
CA

Considerando que todos os circuitos existentes na topologia base são removidos, o valor obtido

para v é US$ 260 e a topologia é: n1−5 = 1, n2−3 = 1, n2−6 = 3, n3−5 = 2, n4−6 = 3. O resultado obtido

pelo AHC é resumido, passo a passo, na Tab. 5.8. O algoritmo convergiu após resolver 16 problemas

de PNL e sem a remoção de circuitos na fase 4 do AHC. A seqüência de adições foi a seguinte: n2−6,

n4−6, n2−6, n3−5, n4−6, n1−5, n3−5, n2−3, n4−6, e n2−6. A solução é mostrada na Fig. 5.8. As perdas

de potência ativa e reativa são 11,40 MW e 113,96 Mvar, respectivamente.
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Iter Adição pelo PNL Iter vNLP v
IPM US$ US$

1 IS2−6 = 2,2622; IS3−5 = 2, 0259; 6 146,25 0,00
IS4−6 = 2, 2372.

2 IS2−6 = 1, 0622; IS3−5 = 2, 0258; 8 116,23 30,00
IS4−6 = 2,2372.

3 IS2−6 = 1, 0622; IS3−5 = 2,0258; 7 86,23 60,00
IS4−6 = 1, 0373.

4 IS2−6 = 1,0622; IS3−5 = 0, 8258; 6 66,23 80,00
IS4−6 = 1, 0372.

5 IS3−5 = 0, 7020; IS4−6 = 0,9935. 7 36,54 110,00
6 IS3−5 = 0,5625. 11 9,37 140,00
7 6 0,00 160,00

Tab. 5.7: Processo do AHC do sistema Garver para o Caso 4, considerando a topologia base e usando
o modelo CA

1 1,021 6 0,00

80,0 MW
16,0 Mvar

146,16 MW
43,71 Mvar

66,16 MW
27,71 Mvar

2 0,974 6 -5,43

240,0 MW
48,0 Mvar

71,27 MW

168,73 MW

13,57 Mvar

34,43 Mvar

3 1,027 6 2,60

40,0 MW
8,0 Mvar

290,61 MW
96,84 Mvar

72,38 MW

178,23 MW

24,66 Mvar

64,18 Mvar

4 0,980 6 -4,90

160,0 MW
32,0 Mvar

160,00 MW
32,00 Mvar

5 0,962 6 -7,42

240,0 MW
48,0 Mvar

65,17 MW174,83 MW

17,84 Mvar30,16 Mvar

6 1,041 6 3,95

334,63 MW
125,40 Mvar

171,86 MW

162,77 MW
65,66 Mvar

59,74 Mvar

Fig. 5.8: Solução do sistema Garver para o Caso 4, sem considerar a topologia base e usando o
modelo CA
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Iter Adição pelo PNL Iter vNLP v
IPM US$ US$

1 IS1−5 = 0, 8062; IS2−3 = 0, 4376; 9 191,95 0,00
IS2−6 = 3,1005; IS3−5 = 1, 8721;
IS4−6 = 2, 5002.

2 IS1−5 = 0, 8062; IS2−3 = 0, 4376; 10 161,95 30,00
IS2−6 = 1, 9005; IS3−5 = 1, 8721;
IS4−6 = 2,5002.

3 IS1−5 = 0, 8062; IS2−3 = 0, 4376; 8 131,95 60,00
IS2−6 = 1,9005; IS3−5 = 1, 8721;
IS4−6 = 1, 3002.

4 IS1−5 = 0, 8062; IS2−3 = 0, 4376; 9 101,95 90,00
IS2−6 = 0, 7005; IS3−5 = 1,8721;
IS4−6 = 1, 3002.

5 IS1−5 = 0, 8062; IS2−3 = 0, 4376; 10 81,94 110,00
IS2−6 = 0, 7005; IS3−5 = 0, 6721;
IS4−6 = 1,3002.

6 IS1−5 = 0,8062; IS2−3 = 0, 4376; 9 51,95 140,00
IS2−6 = 0, 7005; IS3−5 = 0, 6721;
IS4−6 = 0, 1002.

7 IS2−3 = 0, 5601; IS2−6 = 0, 5184; 9 34,66 160,00
IS3−5 = 0,5914; IS4−6 = 0, 1002.

8 IS2−3 = 0,8987; IS2−6 = 0, 0839; 11 19,58 180,00
IS4−6 = 0, 1002.

9 IS2−6 = 0, 0297; IS4−6 = 0,1002. 12 3,25 200,00
10 IS2−6 = 0,0297. 13 0,74 230,00
11 8 0,00 260,00

Tab. 5.8: Processo do AHC do sistema Garver para o Caso 4, sem considerar a topologia base e
usando o modelo CA

Em todos os casos testados as perdas ativas e reativas dos sistemas Garver foram calculadas de

forma exata e os resultados mostram a capacidade do algoritmo para resolver sistemas isolados usando

o modelo CA. Nos últimos dois resultados alguns circuitos tem sido adicionados para aliviar as restri-

ções de limites de tensão nas barras. Fazendo uma análise superficial, ver Fig. 5.8, pode-se concluir

que nos ramos 4-6 e 2-6 somente dois circuitos são suficientes se forem desprezadas as restrições de

tensão, porque cada circuito tem um limite máximo de fluxo de potência de 120 MVA e o fluxo total

no ramos é aproximadamente 173 e 184 MVA, respectivamente. Também pode ser feita a mesma

análise no ramo 3-5 da Fig. 5.7, em que somente dois circuitos são suficientes porque cada circuito

tem um limite máximo de fluxo de potência de 120 MVA e o fluxo total no ramo é aproximadamente

217 MVA.
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Caso 5: Alocação de fontes de potência reativa

Para mostrar a vantagem de se usar o modelo CA, é possível construir um índice de sensibilidade

para alocar fontes de potência reativa (ID). Este índice é obtido das variáveis duais na solução

ótima dos problemas de PNL resolvidos no passo 4 do AHC (quando se tentou remover um circuito

adicionado da etapa 3 do AHC) e é a derivada parcial da função objetivo (v) com respeito à demanda

de potência reativa da barra, Eq. (5.2), como foi sugerido em (Almeida and Galiana, 1996).

IDj =
∂v

∂QDj

= λ
Q
j (5.2)

em que, λQ
j é o multiplicador de Lagrange da parte reativa das restrições de igualdade g(x) (λQ

j ⊂ λ),

e j representa a barra de carga. Matematicamente o índice IDj é uma sensibilidade que indica a

variação que deveria ocorrer na função objetivo quando é diminuída 1 Mvar de potência reativa de

demanda na barra j. Assim como o índice de sensibilidade (IS) no AHC, o índice ID possui as

seguintes características:

• Identifica as barras de carga mais atrativas para alocar fontes de potência reativa.

• É um indicador de caráter local e fortemente dependente das linhas previamente adicionadas

pelo AHC, isto é, identifica a barra onde se pode alocar uma fonte de potência reativa com o

objetivo de eliminar da solução final uma linha adicionada pelo AHC.

Para o sistema Garver considerando a topologia base, no passo 4 do AHC é simulada a saída das

linhas adicionadas durante o processo iterativo (ramos n2−6, n3−5 e n4−6, ver Caso 3) e é possível

calcular os valores de ID para as barras de carga 2, 4 e 5. Os resultados são mostrados na Tab. 5.9.

n2−6 n3−5 n4−6

ID2 -0,4363 -0,2879 -0,1901
ID4 -0,1736 -0,1526 -0,4347
ID5 -0,4445 -0,7110 -0,2562

Tab. 5.9: Índice de Sensibilidade para alocar fontes de potência reativa do sistema Garver, conside-
rando a topologia base e usando o modelo CA

Os ID mostrados na Tab. 5.9 encontram-se normalizados pelo valor da norma euclidiana do vetor de

custos das linhas. Os resultados mostram que todas as barras de carga do sistema Garver podem ser

candidatas para alocar fontes de potência reativa e eliminar uma linha nos ramos n2−6, n3−5 e n4−6,

mas considerando o maior ID para cada ramo, as barras 4 e 5 são as melhores barras candidatas para

alocar fontes de potência reativa. Instalando compensadores síncronos nas barras 4 e 5 com limites
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de potência reativa igual a -10.0 Mvar e 40.0 Mvar para a barra 4 e -10,0 Mvar e 50,0 Mvar para a

barra 5 e repetindo o AHC é encontrado um valor para v = US$ 110 com a seguinte topologia: n2−6

= 1, n3−5 = 1, n4−6 = 2. A solução é mostrada na Fig. 5.9. As perdas de potência ativa e reativa

são 14,74 MW e 147,43 Mvar, respectivamente. A seqüência de adições feita pelo AHC é a seguinte:

n4−6, n2−6, n3−5 e n4−6, e encontrou a solução após resolver 8 problemas de PNL (sem a remoção de

circuitos na fase 4 do AHC). O resultado obtido pelo AHC é resumido, passo a passo, na Tab. 5.10.

1 1,023 6 0,00

80,0 MW
16,0 Mvar

154,55 MW
43,80 Mvar

24,49 MW 6,24 MW

43,82 MW

16,54 Mvar 5,16 Mvar

6,10 Mvar

2 0,953 6 -5,38

240,0 MW
48,0 Mvar

24,15 MW100,22 MW

14,81 MW

100,82 MW

13,20 Mvar23,80 Mvar

6,85 Mvar

4,15 Mvar

3 1,044 6 5,97

40,0 MW
8,0 Mvar

342,93 MW
93,63 Mvar

102,56 MW

200,37 MW

47,17 Mvar

38,46 Mvar

4 0,990 6 -1,94

160,0 MW
32,0 Mvar35,45 Mvar

6,20 MW
14,92 MW

168,72 MW

4,78 Mvar
8,01 Mvar

-0,22 Mvar

5 1,006 6 -4,82

240,0 MW
48,0 Mvar45,35 Mvar

43,44 MW196,56 MW

2,36 Mvar0,29 Mvar

6 1,047 6 12,20

277,26 MW
81,19 Mvar

104,18 MW

173,08 MW
37,80 Mvar

43,39 Mvar

Fig. 5.9: Solução do sistema Garver para o Caso 5, considerando a topologia base e fontes de potência
reativa nas barras 4 e 5, e usando o modelo CA

Comparando a solução obtida, com a solução do Caso 4, duas linhas foram eliminadas, uma linha

entre as barras 3 − 5 e outra entre as barras 2 − 6. Apesar da instalação de duas fontes de potência

reativa nas barras 4 e 5, respectivamente, é possível que existam algumas fontes de potência reativa

que foram adicionadas de forma irrelevante, assim como no caso das linhas no passo 4 do AHC.

Para poder saber que fontes de potência reativa são irrelevantes deve-se ordenar as fontes de potência

reativa em forma decrescente de seus custos ou de seus ID e pode-se eliminar aquelas que, uma vez

simulada sua saída, produzem um investimento igual a zero (v = 0). Se, ao contrário, o investimento

é diferente de zero, a fonte de potência reativa deve permanecer dentro da solução.
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Iter Adição pelo PNL Iter vNLP v
IPM US$ US$

1 IS2−3 = 0, 1136; IS2−6 = 1, 1372; 6 83,62 0,00
IS3−5 = 0, 8308; IS4−6 = 1,5770.

2 IS2−3 = 0, 1135; IS2−6 = 1,1372; 8 53,61 30,00
IS3−5 = 0, 8308; IS4−6 = 0, 3770.

3 IS2−3 = 0, 0548; IS3−5 = 0,8279; 7 24,14 60,00
IS4−6 = 0, 3766.

4 IS2−3 = 0, 1411; IS4−6 = 0,2555. 6 8,74 80,00
5 7 0,00 110,00

Tab. 5.10: Processo do AHC do sistema Garver para o Caso 5, considerando a topologia base e fontes
de potência reativa nas barras 4 e 5, e usando o modelo CA

Considerando este último passo, o resultado final é mostrado na Fig. 5.10. As perdas de potência

ativa e reativa do sistema são 14,88 MW e 148,81 Mvar, respectivamente.

1 1,025 6 0,00

80,0 MW
16,0 Mvar

159,13 MW
47,79 Mvar

26,61 MW 9,20 MW

43,32 MW

17,72 Mvar 10,79 Mvar

3,28 Mvar

2 0,950 6 -5,86

240,0 MW
48,0 Mvar

26,22 MW104,52 MW

11,97 MW

97,29 MW

13,83 Mvar26,42 Mvar

0,21 Mvar

7,54 Mvar

3 1,050 6 5,93

40,0 MW
8,0 Mvar

347,92 MW
96,85 Mvar

107,10 MW

200,82 MW

52,17 Mvar

36,68 Mvar

4 0,957 6 -2,85

160,0 MW
32,0 Mvar

9,09 MW
12,03 MW

162,94 MW

9,65 Mvar
0,85 Mvar

23,20 Mvar

5 1,013 6 -4,75

240,0 MW
48,0 Mvar49,45 Mvar

42,96 MW197,04 MW

-0,32 Mvar-1,13 Mvar

6 1,050 6 11,02

267,83 MW
106,73 Mvar

100,46 MW

167,37 MW
39,19 Mvar

67,54 Mvar

Fig. 5.10: Solução final do sistema Garver para o Caso 5, considerando a topologia base e fontes de
potência reativa na barra 5, e usando o modelo CA
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Algoritmo geral do AHC considerando alocação de fontes de potência reativa para o modelo

CA

Adicionando os critérios mencionados acima para alocar fontes de potência reativa, a forma geral

do AHC assume a seguinte forma:

1. Assumir a configuração base como configuração corrente.

2. Resolver o problema de PNL para a configuração corrente. Se v = 0 ⇒ n = 0 (uma configu-

ração factível foi encontrada) passe ao passo 4. Em caso contrário, ir ao passo 3.

3. Usar o índice de sensibilidade (5.1) para identificar o circuito mais atraente. Atualizar a confi-

guração corrente adicionando o circuito escolhido. Voltar ao passo 2.

4. Ordenar os circuitos adicionados em ordem decrescente de seus custos e usando o problema de

PNL, verificar a possibilidade de remoção desses circuitos (similar ao já apresentado anterior-

mente). Após analisar todos os circuitos adicionados calcular os ID para as barras de carga e

ir ao passo 5.

5. Em função dos ID, identificar e instalar fontes de potência reativa nas barras de carga mais

atrativas e assumir a configuração base como configuração corrente e ir ao passo 6.

6. Resolver o problema de PNL para a configuração corrente. Se v = 0 ⇒ n = 0 (uma configu-

ração factível foi encontrada) passe ao passo 8. Em caso contrário, ir ao passo 7.

7. Usar o índice de sensibilidade (5.1) para identificar o circuito mais atrativo. Atualizar a confi-

guração corrente adicionando o circuito escolhido. Voltar ao passo 6.

8. Assim como no passo 4, verificar se a remoção de um circuito mantém o sistema em condições

operacionais adequadas (similar ao já apresentado anteriormente). Ir ao passo 9.

9. Ordenar as fontes de potência reativa adicionadas em ordem decrescente de seus custos ou ID.

Usando o problema de PNL, verifique, de maneira similar ao que foi feito com os circuitos,

a possibilidade de remoção de fontes reativas adicionadas e o sistema ainda permanecer ope-

rando adequadamente. Após analisar todas as fontes tem-se a solução do AHC (formada pelos

circuitos e fontes que foram mantidos).
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Continuando com a análise, para o sistema Garver sem a topologia base, os valores de ID para as

barras de carga 2, 4 e 5 são mostrados na Tab. 5.11.

n1−5 n2−3 n2−6 n3−5 n4−6

ID2 -0,0466 -0,1846 -0,4104 -0,0879 0,0000
ID4 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 -0,4154
ID5 -0,1791 0,0000 -0,5524 -0,3634 0,0000

Tab. 5.11: Índice de Sensibilidade para alocar as fontes de potência reativa do sistema Garver, sem
considerar a topologia base e usando o modelo CA

Assim como na Tab. 5.9, os ID mostrados na Tab. 5.11 encontram-se normalizados pelo valor da

norma euclidiana do vetor de custos das linhas. Os resultados mostram que todas as barras de carga

do sistema Garver podem ser candidatas para alocar fontes de potência reativa. Da Tab. 5.11, os

casos n2−3 e n4−6 merecem uma atenção particular. Os dados mostram que para retirar uma linha da

solução final no circuito 2 − 3 e 4 − 6 só é necessário alocar fontes de potência reativa nas barras 2 e

4, respectivamente, sem ter uma influência das outras barras. Como no caso anterior, considerando o

maior ID de cada circuito, as barras 2, 4 e 5 são as melhores candidatas para alocação de fontes de

potência reativa. Instalando compensadores síncronos com limites de potência reativa igual a -10,0

Mvar e 50,0 Mvar para a barra 2, -10,0 Mvar e 40,0 Mvar para a barra 4 e -10,0 Mvar e 50,0 Mvar

para a barra 5 e continuando com o AHC com fontes de potência reativa, o valor obtido para v é US$

190 e a topologia seguinte: n1−5 = 1, n2−3 = 2, n2−6 = 1, n3−5 = 2, n4−6 = 2. A solução é mostrada na

Fig. 5.11. As perdas de potência ativa e reativa são 12,86 MW e 128,56 Mvar, respectivamente. Um

resumo, passo a passo, do resultado obtido pelo AHC encontra-se na Tab. 5.12. O AHC convergiu

após resolver 14 problemas de PNL e sem a remoção de circuitos na fase 4 do AHC. A seqüência de

adições do AHC foi a seguinte: n4−6, n2−3, n3−5, n2−6, n1−5, n4−6, n3−5 e n2−3.

A fonte de potência reativa (inicialmente considerada) na barra 2 foi eliminada por ser irrelevante.

Comparando esta solução com a solução do Caso 4 três linhas foram eliminadas, duas linhas entre as

barras 2 − 6 e outra entre as barras 4 − 6, e foram adicionadas ao sistema elétrico uma linha entre as

barras 2 − 3 e duas fontes de potência reativa nas barras 4 e 5.
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1 1,035 6 0,00

80,0 MW
16,0 Mvar

157,17 MW
33,45 Mvar

77,17 MW
17,45 Mvar

2 0,953 6 -8,18

240,0 MW
48,0 Mvar

157,25 MW

82,75 MW

36,61 Mvar

11,39 Mvar

3 1,021 6 0,90

40,0 MW
8,0 Mvar

366,83 MW
94,61 Mvar

160,12 MW

166,71 MW

65,29 Mvar

21,32 Mvar

4 1,005 6 -7,22

160,0 MW
32,0 Mvar

38,68 Mvar

160,00 MW
6,68 Mvar

5 0,997 6 -8,41

240,0 MW
48,0 Mvar48,02 Mvar

76,00 MW164,00 MW

5,76 Mvar-5,78 Mvar

6 1,047 6 6,01

248,85 MW
65,80 Mvar

85,05 MW

163,80 MW
34,43 Mvar

31,37 Mvar

Fig. 5.11: Solução final do sistema Garver para o Caso 5, sem considerar a topologia base e conside-
rando fontes de potência reativa nas barras 4 e 5, usando o modelo CA
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Iter Adição pelo PNL Iter vNLP v
IPM US$ US$

1 IS1−5 = 0, 8181; IS2−3 = 1, 7013; 9 134,38 0,00
IS2−6 = 0, 8415; IS3−5 = 1, 6924;
IS4−6 = 1,7254.

2 IS1−5 = 0, 8182; IS2−3 = 1,7014; 10 104,37 30,00
IS2−6 = 0, 8414; IS3−5 = 1, 6923;
IS4−6 = 0, 5254.

3 IS1−5 = 0, 8182; IS2−3 = 0, 5013; 8 84,38 50,00
IS2−6 = 0, 8414; IS3−5 = 1,6923;
IS4−6 = 0, 5254.

4 IS1−5 = 0, 8182; IS2−3 = 0, 5014; 11 64,37 70,00
IS2−6 = 0,8414; IS3−5 = 0, 4923;
IS4−6 = 0, 5254.

5 IS1−5 = 0,7536; IS2−3 = 0, 1577; 9 37,61 100,00
IS3−5 = 0, 5569; IS4−6 = 0, 5254.

6 IS2−3 = 0, 1609; IS3−5 = 0, 4691; 9 23,64 120,00
IS4−6 = 0,5254.

7 IS2−3 = 0, 1561; IS3−5 = 0,4726. 10 10,48 150,00
8 IS2−3 = 0,1577. 8 2,63 170,00
9 11 0,00 190,00

Tab. 5.12: Processo do AHC do sistema Garver para o Caso 5, sem considerar a topologia base e
considerando fontes de potência reativa nas barras 2, 4 e 5, usando o modelo CA
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Caso 6: Sistema final desconexo

O último teste com o sistema Garver mostra a habilidade do algoritmo para tratar sistemas desco-

nexos. Como foi dito no caso anterior, alocar fontes de potência reativa somente nas barras 2 e 4 pode

ocasionar a saída de uma linha nos circuito 2−3 e 4−6, respectivamente. Instalando compensadores

síncronos com limites de potência reativa igual a -10,0 Mvar e 50,0 Mvar para a barra 2, -10,0 Mvar

e 40,0 Mvar para a barra 4, a solução encontrada pelo AHC é mostrada na Fig. 5.12. O custo total

é igual a US$ 210 e a topologia é a seguinte: n1−5 = 1, n2−6 = 3, n3−5 = 2, n4−6 = 2. A geração de

potência reativa nas barras 2 e 4 são 24,05 Mvar e 14,86 Mvar, respectivamente. As perdas ativas e

reativas do sistema são 14,78 MW e 147,87 Mvar.

1 1,010 6 0,00

80,0 MW
16,0 Mvar

147,88 MW
37,78 Mvar

67,88 MW
21,78 Mvar

2 0,966 6 -13,61

240,0 MW
48,0 Mvar

24,05 Mvar

240,00 MW
23,95 Mvar

3 1,033 6 2,05

40,0 MW
8,0 Mvar

216,49 MW
77,97 Mvar 176,49 MW

69,97 Mvar

4 0,964 6 -13,63

160,0 MW
32,0 Mvar

14,86 Mvar

160,00 MW
17,14 Mvar

5 0,962 6 -7,77

240,0 MW
48,0 Mvar

66,89 MW173,11 MW

11,81 Mvar36,19 Mvar

6 1,045 6 0,00

410,41 MW
145,22 Mvar

246,23 MW

164,18 MW
86,29 Mvar

58,93 Mvar

Fig. 5.12: Solução final do sistema Garver para o Caso 6, sem considerar a topologia base e conside-
rando fontes de potência reativa nas barras 2 e 4, usando o modelo CA

Comparando a solução obtida com a solução do Caso 4 duas linhas foram eliminadas, uma linha

entre as barras 2 − 3 e outra entre as barras 4 − 6 e foram instaladas duas fontes de potência reativa,

uma na barra 2 e outra na barra 4. O resultado final é um sistema desconexo.
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5.2.2 Sistema IEEE de 24 barras

Caso 1: Considerando somente a demanda de potência ativa e sem restrições de tensão (despre-

zando a Eq. (3.8))

O AHC encontrou um valor de v = US$ 86 ×106 e a topologia encontrada é a seguinte: n6−10 =

1, n7−8 = 1, n14−16 = 1. As perdas de potência ativa e reativa do sistema são 198,13 MW e 1015,53

Mvar, respectivamente. A seqüência de adições encontrada pelo AHC é a seguinte: n7−8, n6−10 e

n14−16. O AHC encontrou a solução do planejamento após resolver 7 problemas de PNL e sem a

remoção de circuitos na fase 4 do AHC.

Caso 2: Considerando somente a demanda de potência ativa

Para este caso o AHC encontrou um valor de v = US$ 230 ×106 e a topologia seguinte: n1−5 = 1,

n3−24 = 1, n6−10 = 1, n7−8 = 1, n14−16 = 1, n15−24 = 1. O AHC encontrou a solução do planejamento

após resolver 13 problemas de PNL e sem a remoção de circuitos na fase 4 do AHC. A seqüência de

adições encontrada pelo AHC é a seguinte: n3−24, n7−8, n6−10, n15−24, n14−16 e n1−5. As perdas de

potência ativa e reativa do sistema são 235,50 MW e 1369,73 Mvar, respectivamente.

Caso 3: Sem Restrições de Tensão

A topologia encontrada pelo AHC é a seguinte: n6−10 = 1, n7−8 = 1, n14−16 = 1, com um inves-

timento v = US$ 86 ×106. A seqüência de adições encontrada pelo AHC é a seguinte: n7−8, n6−10

e n14−16. O AHC encontrou a solução do planejamento após resolver 7 problemas de PNL e sem a

remoção de circuitos na fase 4 do AHC. As perdas de potência ativa e reativa do sistema são 223,38

MW e 1235,32 Mvar, respectivamente.

Caso 4: Completo

Partindo-se da topologia inicial, o AHC encontra um valor de v = US$ 515 ×106 e a topologia

encontrada é a seguinte: n1−3 = 2, n2−4 = 1, n3−24 = 1, n6−10 = 2, n7−8 = 1, n9−11 = 1, n11−13

= 1, n14−23 = 1, n15−24 = 1. As perdas de potência ativa e reativa do sistema são 188,63 MW e

646,30 Mvar, respectivamente. A seqüência de adições encontrada pelo AHC é a seguinte: n9−11,

n1−3, n3−24, n6−10, n1−3, n7−8, n15−24, n6−10, n11−13, n14−23, n2−4. O AHC encontrou a solução do

planejamento após resolver 21 problemas de PNL e sem a remoção de circuitos na fase 4 do AHC. O

resultado obtido pelo AHC é resumido, passo a passo, na Tab. 5.13.
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Iter Adição pelo PNL IterIPM vNLP v
1 IS01−03 = 6,1856; IS02−04 = 1,1024; IS03−24 = 4,6378; 19 392,77 0,00

IS06−10 = 4,0643; IS07−08 = 3,2874; IS09−11 = 7,0076;
IS09−12 = 0,2715; IS10−12 = 1,3428; IS11−13 = 1,7433;
IS14−16 = 0,3240; IS14−23 = 0,5718; IS15−24 = 2,2279.

2 IS01−03 = 6,1733; IS02−04 = 1,1034; IS03−24 = 4,6477; 23 342,99 50,00
IS06−10 = 4,0641; IS07−08 = 3,2874; IS09−11 = 1,0072;
IS09−12 = 0,2726; IS10−12 = 1,3400; IS11−13 = 1,7391;
IS14−16 = 0,3087; IS14−23 = 0,6041; IS15−24 = 2,2344.

3 IS01−03 = 4,0083; IS02−04 = 1,0983; IS03−24 = 4,6304; 17 287,71 105,00
IS06−10 = 4,0619; IS07−08 = 3,2875; IS09−11 = 0,9935;
IS09−12 = 0,2801; IS10−12 = 1,3430; IS11−13 = 1,7466;
IS14−16 = 0,1881; IS14−23 = 0,6318; IS15−24 = 2,2259.

4 IS01−03 = 3,4519; IS02−04 = 1,1066; IS06−10 = 4,0072; 15 238,06 155,00
IS07−08 = 3,2882; IS09−11 = 0,8289; IS09−12 = 0,3703;
IS10−12 = 1,1392; IS11−13 = 1,7330; IS14−16 = 0,2703;
IS14−23 = 0,5062; IS15−24 = 2,7878.

5 IS01−03 = 3,4473; IS02−04 = 1,1071; IS06−10 = 2,0074; 20 222,06 171,00
IS07−08 = 3,2882; IS09−11 = 0,8298; IS09−12 = 0,3700;
IS10−12 = 1,1387; IS11−13 = 1,7313; IS14−16 = 0,2638;
IS14−23 = 0,5210; IS15−24 = 2,7890.

6 IS01−03 = 1,2995; IS02−04 = 1,1016; IS06−10 = 2,0053; 18 166,65 226,00
IS07−08 = 3,2882; IS09−11 = 0,8201; IS09−12 = 0,3728;
IS10−12 = 1,1445; IS11−13 = 1,7495; IS14−16 = 0,3700;
IS14−23 = 0,3339; IS15−24 = 2,7744.

7 IS01−03 = 1,2464; IS02−04 = 1,1072; IS06−10 = 2,0074; 29 151,12 242,00
IS07−08 = 1,0882; IS09−11 = 0,8299; IS09−12 = 0,3700;
IS10−12 = 1,1386; IS11−13 = 1,7311; IS14−16 = 0,2616;
IS14−23 = 0,5243; IS15−24 = 2,7893.

8 IS02−04 = 1,1505; IS03−24 = 0,6805; IS06−10 = 1,9043; 28 85,82 314,00
IS07−08 = 1,0898; IS09−11 = 0,5278; IS09−12 = 0,5317;
IS10−12 = 0,6935; IS11−13 = 1,7386; IS14−16 = 0,1803;
IS14−23 = 0,3805.

9 IS02−04 = 1,1470; IS03−24 = 0,6966; IS07−08 = 1,0883; 22 69,77 330,00
IS09−11 = 0,4745; IS09−12 = 0,5549; IS10−12 = 0,7193;
IS11−13 = 1,6794; IS14−16 = 0,2663; IS14−23 = 0,3099.

10 IS01−05 = 0,0276; IS02−04 = 0,9217; IS07−08 = 1,0782; 21 45,73 396,00
IS14−23 = 1,7482.

11 IS02−04 = 1,0266; IS07−08 = 0,2659. 10 17,36 482,00
12 9 0,00 515,00

Tab. 5.13: Processo do AHC do sistema IEEE 24 barras para o Caso 4, usando o modelo CA. Os
custos são dados em ×106 US$



74 Algoritmo Heurístico Construtivo para o Modelo CA

Caso 5: Alocação de Fonte de Potência Reativa

De forma similar ao caso 5 para o sistema Garver, os índices ID são calculados para todas as

barras de carga do sistema IEEE-24 e são mostrados na Tab. 5.14.

n01−03 n02−04 n03−24 n06−10 n07−08 n09−11 n11−13 n14−23 n15−24

ID03 -0,2829 -0,0141 -0,1722 -0,0155 -0,0111 -0,0418 -0,0825 -0,1176 -0,2681
ID04 -0,0225 -0,0972 -0,0145 -0,0212 -0,0153 -0,0564 -0,0914 -0,0098 -0,0219
ID05 -0,0035 -0,0038 -0,0051 -0,0125 -0,0033 -0,0068 -0,0149 -0,0023 -0,0036
ID08 -0,0110 -0,0116 -0,0093 -0,0125 -0,0113 -0,0205 -0,0311 -0,0073 -0,0109
ID09 -0,0585 -0,0518 -0,0377 -0,0559 -0,0404 -0,1485 -0,2407 -0,0251 -0,0567
ID10 -0,0063 -0,0055 -0,0096 -0,0165 -0,0047 -0,0120 -0,0245 -0,0034 -0,0065
ID19 -0,0130 -0,0007 -0,0063 -0,0007 -0,0005 -0,0020 -0,0040 -0,0060 -0,0103
ID20 -0,0046 -0,0002 -0,0022 -0,0003 -0,0002 -0,0007 -0,0015 -0,0022 -0,0036

Tab. 5.14: Índice de Sensibilidade para alocar as fontes de potência reativa do sistema IEEE 24 Barras
usando o modelo CA

em que, os ID mostrados na Tab. 5.14 encontram-se normalizados pelo valor da norma dois do vetor

de custos das linhas. Os resultados mostram que o AHC não considera todas as barras de carga do

sistema IEEE-24 para serem candidatas para alocação de fontes de potência reativa. Considerando o

maior ID para cada ramo, as barras 3, 4 e 9 são as melhores barras candidatas para alocar fontes de

potência reativa. Instalando compensadores síncronos nas barras 3, 4 e 9 com capacidade ilimitada

de potência reativa e continuando com o AHC com fontes de potência reativa, o valor obtido para

v é US$ 86 ×106 e a topologia é: n6−10 = 1, n7−8 = 1, n14−16 = 1. Um resumo, passo a passo, do

resultado obtido pelo AHC encontra-se na Tab. 5.15. O AHC convergiu após resolver 7 problemas de

PNL e sem a remoção de circuitos na fase 4 do AHC. A seqüência de adições do AHC foi a seguinte:

n07−08, n06−10 e n14−16.

Iter Adição pelo PNL IterIPM vNLP v
1 IS01−05 = 0,1327; IS06−10 = 1,8258; IS07−08 = 2,6422; 16 49,53 0,00

IS14−16 = 1,5413; IS14−23 = 0,0773.
2 IS01−05 = 0,1327; IS06−10 = 1,8259; IS07−08 = 0,4414; 16 33,52 16,00

IS14−16 = 1,5422; IS14−23 = 0,0768.
3 IS01−05 = 0,1348; IS07−08 = 0,2135; IS14−16 = 1,5375; 14 18,76 32,00

IS14−23 = 0,1874.
4 13 0,00 86,00

Tab. 5.15: Processo do AHC do sistema IEEE 24 barras para o Caso 5 considerando fontes de potência
reativa nas barras 3, 4 e 9, usando o modelo CA. Os custos são dados em ×106 US$
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A fonte de potência reativa na barra 4 é irrelevante e foi eliminada, a geração de potência reativa

dos compensadores síncronos nas barras 3 e 9 são 348,67 e 500,31 Mvar, respectivamente. As perdas

de potência ativa e reativa são 272,90 MW e 1867,59 Mvar, respectivamente. A topologia inicial

do sistema IEEE de 24 barras e as adições feitas pelo algoritmo (apresentadas entre parênteses) são

mostradas na Fig. 5.13.

Fazendo um teste considerando compensadores síncronos em todas as barras do sistema, o re-

sultado final de planejamento foi o mesmo que o planejamento anterior. Com os resultados obtidos

observa-se que não é preciso alocar fontes de potência reativa em todas as barras do sistema, porém

somente em algumas barras identificadas pelo índice da ID.

5.2.3 Sistema Sul Brasileiro de 46 barras

Este sistema tem 46 barras, 79 ramos e uma demanda total de 6880 MW e 1032 Mvar. Realizando

um planejamento de linha e fontes de potência reativa, o custo obtido é v = US$ 102,58 ×106 e as

adições são as seguintes: n05−06 = 2, n19−25 = 1, n20−21 = 1, n24−25 = 1, n42−43 = 1, n42−44 =

1, n46−06 = 1. Instalando fontes de potência reativa nas barras 2, 20, 23, 42 e 45. As perdas ativas

e reativas do sistema são 310,62 MW e 2569,90 Mvar. A solução é mostrada na Fig. 5.14. O AHC

convergiu após resolver 59 problemas de PNL e sem a remoção de circuitos na fase 4 e 8 do AHC.

5.2.4 Sistema Norte-Nordeste Brasileiro de 87 barras

Este sistema tem 87 barras, 183 ramos e existem dois cenários de demanda. No primeiro cenário,

plano P1, a demanda total é de 20316 MW e 3049 Mvar. No segundo, plano P2, a demanda total é

de 29748 MW e 4466 Mvar.

Para o plano P1, realizando o planejamento de linhas e fontes de potência reativa, o custo obtido

é v = US$ 1211.631 ×106. Foram instaladas fontes de potência reativa nas barras 1, 21, 25, 44 e 50.

As perdas ativas e reativas do sistema são 993.12 MW e 9906.91 Mvar. No passo 4 do AHC as linhas

n18−74 e n11−53 foram removidas, e a solução final é a seguinte:

n05−56 = 1, n05−58 = 1, n12−84 = 4, n13−15 = 3, n13−17 = 1, n14−59 = 1, n15−16 = 2,

n15−45 = 1, n16−44 = 3, n16−61 = 2, n16−77 = 2, n18−50 = 6, n18−74 = 2, n20−56 = 1,

n21−57 = 1, n22−58 = 1, n24−43 = 1, n25−55 = 3, n30−31 = 1, n30−63 = 2, n36−46 = 1,

n39−42 = 1, n40−45 = 1, n41−64 = 2, n42−44 = 1, n43−55 = 1, n49−50 = 3, n52−59 = 1,

n53−54 = 2, n54−55 = 2, n54−63 = 1, n56−57 = 1, n61−64 = 1, n61−85 = 2, n74−84 = 1,

n77−84 = 1.
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Fig. 5.13: Solução final do sistema IEEE 24 barras para o Caso 5 considerando fontes de potência
reativa nas barras 3 e 9, usando o modelo CA. As linhas tracejadas representa circuitos candidatos
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Fig. 5.14: Solução final do sistema Brasileiro Sul de 46 barras considerando fontes de potência rea-
tiva nas barras 2, 20, 23, 42 e 45, usando o modelo CA. As linhas tracejadas representam circuitos
candidatos
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Para o plano P2, realizando o planejamento de linha e fontes de potência reativa, o custo obtido

é v = US$ 2635.343 ×106. Foram instalados fontes de potência reativa nas barras 1, 21, 25, 44 e 50.

As perdas ativas e reativas do sistema são 1593.69 MW e 15908.89 Mvar. No passo 4 do AHC as

linhas n25−55, n5−58 e n5−68 foram removidas. A solução é mostrada na Fig. 5.15 e a solução final é

a seguinte:

n01−02 = 1, n04−05 = 2, n05−56 = 1, n05−58 = 2, n05−80 = 1, n08−73 = 1, n12−17 = 3,

n12−84 = 2, n13−14 = 1, n13−15 = 5, n14−45 = 1, n14−59 = 1, n15−16 = 5, n15−45 = 1,

n16−44 = 7, n16−61 = 2, n17−18 = 3, n18−50 = 10, n18−74 = 3, n20−56 = 1, n21−57 = 2,

n22−58 = 2, n23−24 = 1, n24−43 = 2, n25−55 = 5, n30−31 = 3, n30−63 = 3, n35−51 = 1,

n36−46 = 2, n39−42 = 3, n40−45 = 2, n41−64 = 3, n42−44 = 4, n43−55 = 4, n43−58 = 3,

n49−50 = 5, n52−59 = 1, n53−54 = 1, n54−55 = 2, n54−63 = 2, n56−57 = 1, n58−78 = 1,

n61−64 = 2, n61−85 = 2, n67−71 = 2, n68−83 = 1, n71−72 = 1, n71−83 = 1, n72−73 = 1,

n73−74 = 1, n74−84 = 1, n78−80 = 1, n80−83 = 1.

5.3 Comentários dos Resultados

Um aspecto importante mostrado neste capítulo é a possibilidade de usar diretamente o modelo

CA em substituição aos modelos relaxados nos trabalhos de planejamento da expansão de sistemas

de transmissão. Deve-se observar que o modelo CA exato ainda não foi usado em trabalhos de

otimização do problema de planejamento da expansão de sistemas de transmissão quando são usadas

as técnicas de otimização formais. Acredita-se que o uso do modelo CA foi adiado por dois motivos

fundamentais: 1) a falta de um algoritmo eficiente e robusto para resolver os problemas de PNL

que aparecem no processo de otimização e 2) pela suposição, muito difundida entre engenheiros

eletricistas, de que não seria possível trabalhar com sistemas ilhados e usando o modelo CA. Portanto,

as dificuldades foram superadas com a implementação do algoritmo de pontos interiores para resolver

de forma eficiente problemas de PNL.

O trabalho também mostra que é possível otimizar sistemas cujas topologias ótimas sejam ilha-

das como foi mostrado na seção de testes. Do ponto de vista elétrico, significa que existem dois ou

mais sistemas isolados operando de forma independente. Do ponto de vista matemático, significa

que existem dois ou mais conjuntos de variáveis de decisão e de parâmetros relacionados de forma

independente, mas no processo de otimização essas variáveis foram otimizadas de forma integrada.

Generalizando essa idéia, pode-se concluir que é matematicamente possível realizar o trabalho de

otimizar a expansão de sistemas elétricos ilhados. Portanto, as dificuldades que aparecem em al-
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Fig. 5.15: Solução final do sistema Nordeste Brasileiro de 87 barras considerando fontes de potência
reativa nas barras 1, 21, 25, 44 e 50, usando o modelo CA. As linhas tracejadas representam circuitos
candidatos

gumas propostas de otimização do problema de planejamento de trabalhar com sistemas ilhados são

resultantes da lógica de otimização proposta (geralmente este problema aparece em alguns algoritmos

heurísticos construtivos) e não da natureza do problema (otimização da expansão da transmissão de

um sistema elétrico usando o modelo CA).

Neste capítulo também foi considerado o problema de alocação de fontes de potência reativa

de forma preliminar em todos os sistemas testes apresentados. O objetivo foi conseguir planos de

expansão usando o modelo CA, mas tentando minimizar a influência dos limites da tensão do sistema

nos planos da expansão. Portanto, uma evolução natural do trabalho apresentado consiste em formular

um modelo matemático que permita realizar de maneira formal o planejamento integrado da expansão

de sistemas de transmissão e da alocação de fontes de potência reativa. Os próximos trabalhos de
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pesquisa devem abordar esse assunto, assim como as técnicas de otimização.

Uma das possibilidades que a metodologia apresentada oferece é poder realizar de forma eficiente

a fase de reforços (se for necessário) dos planos de expansão quando é utilizado inicialmente um

modelo simplificado (por exemplo, o modelo CC), no momento que é feita a fase de planejamento de

reativos. Por exemplo, para o sistema Garver sem considerar a topologia base e com reprogramação

da geração (ver caso 5 para o sistema Garver), a solução ótima usando o modelo CC (Romero et al.,

2002), é a mesma solução encontrada pelo AHC com fontes de potência reativa para o modelo CA (ver

na Fig. 5.11), com a alocação de uma fonte de potência reativa nas barras 4 e 5, respectivamente. Para

este caso não foram necessários adicionar reforços. Para o sistema Garver considerando a topologia

base e com reprogramação da geração, a solução ótima usando o modelo CC tem um investimento

total v = US$ 110 e com as adições das seguintes linhas na topologia base: n3−5 = 1, e n4−6 = 3

(Romero et al., 2002). Assumindo que todas as barras de carga tem uma compensação infinita, a

solução ótima do modelo CC é infactível para o modelo CA, indicando que a solução ótima do modelo

CC requer reforços de linhas. Considerando a solução ótima do modelo CC junto com a topologia

base do sistema como topologia corrente, e executando o AHC com fontes de potência reativa para o

modelo CA, a solução encontrada pelo AHC é a mesma apresentada no caso 5 para o sistema Garver

mostrado na Fig. 5.10. Foi adicionada uma linha entre as barras 2-6, uma fonte de potência reativa

na barra 5 e retirada da solução ótima do modelo CC uma linha no circuito 4-6. A mesma análise foi

feita para os sistemas IEEE 24 barras e Sul Brasileiro 46 barras utilizando a solução ótima do modelo

CC junto com a topologia base do sistema como topologia corrente e executando o AHC com fontes

de potência reativa para o modelo CA, a solução encontrada pelo AHC é a mesma apresentada neste

capítulo.

Os resultados encontrados usando vários tipos de testes permitem verificar o desempenho efici-

ente e robusto da proposta de otimização apresentada para o modelo CA. Os resultados encontrados

também mostram que as topologias encontradas, assim como os valores de investimento, para os mo-

delos CC e CA são diferentes. Entre os especialistas de planejamento existe a suposição de que essa

diferença é pequena. Esta conclusão tem caráter preliminar porque as topologias conhecidas para o

modelo CA foram encontradas usando um AHC. Assim, esse assunto deve ser analisado em detalhe

quando forem encontradas topologias para o modelo CA usando algoritmos mais eficientes como as

metaheurísticas. Finalmente, deve-se observar que o módulo menos eficiente da proposta apresentada

é a técnica geral de otimização utilizada, isto é, o algoritmo heurístico construtivo usado para encon-

trar uma topologia de boa qualidade para o problema. Portanto, pretende-se desenvolver algoritmos

de otimização mais eficientes como os algoritmos Branch and Bound e as metaheurísticas que apro-

veitem a modelagem apresentada (modelo CA), assim como o módulo fundamental de otimização,

isto é, o algoritmo de pontos interiores para resolver um PNL.



Capítulo 6

Algoritmo Heurístico Construtivo para o

Modelo CC

Um algoritmo heurístico construtivo especializado para resolver o problema do planejamento es-

tático da expansão de sistemas de transmissão usando o modelo CC é apresentado. A idéia básica vem

da aplicação do trabalho de Garver para o modelo de transportes (Garver, 1970). O AHC proposto

representa uma mudança significativa em relação aos outros AHC devido à necessidade de resolver

um problema de PNL em cada passo do AHC. O índice de sensibilidade do AHC, assim como um

modelo matricial do problema de PNL são discutidos.

6.1 Algoritmo Heurístico Construtivo para o Modelo CC

Assim como o AHC para o problema de planejamento usando o modelo CA analisado no Capí-

tulo 5, é possível usar a solução do problema de planejamento usando o modelo CC, após relaxar a

integralidade das variáveis de investimento, para calcular um índice de sensibilidade. Ou seja, se os

elementos do vetor n forem considerados variáveis reais (não inteiras) no problema de planejamento

usando modelo CC (ver Capítulo 2), este modelo se transforma num problema de PNL, conhecido

como problema de programação não-linear correspondente. Tal como no modelo CA, a solução do

problema correspondente é inaceitável como proposta de solução para o problema do planejamento

da expansão de sistemas de transmissão (presença de linhas e/ou transformadores com valores fraci-

onários), mas pode ser utilizado como uma estratégia para encontrar uma boa solução com variáveis

de investimento inteiras. O índice de sensibilidade encontrado com a solução deste problema de PNL

pode ser usado para identificar o circuito mais adequado para ser adicionado ao sistema. Assim, o

circuito que deve ser adicionado ao sistema é aquele com o maior carregamento do fluxo de potência

entre as soluções de PNL. Logo o índice de sensibilidade é dado por:

81
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IS = max {Nf} (6.1)

Em cada passo do AHC a topologia corrente deve ser atualizada. Os circuitos da topologia base,

assim como os circuitos adicionados no processo iterativo, formam a topologia corrente. Uma carac-

terística importante do AHC é a identificação do circuito mais importante nos termos do investimento

e de restrições operacionais. Assim como o AHC para o problema de planejamento com o modelo

CA, é possível a existência de circuitos irrelevantes adicionados durante o processo anterior, devido

a adições realizadas posteriormente. Para verificar essa possibilidade, ordenam-se os circuitos em

forma decrescente de seus custos e eliminam-se aqueles que, uma vez simulada sua saída, produzem

um investimento igual a zero (v = 0). Caso exista mais de um circuito adicionado dentro em um

ramo, procede-se a simular também sua saída.

6.1.1 Algoritmo Geral do AHC para o modelo CC

Se for usada a idéia de Garver (Garver, 1970) para propor um algoritmo heurístico construtivo

para o problema de planejamento usando o modelo CC tem-se:

1. Assumir a configuração base como configuração corrente.

2. Resolver o problema de PNL para o problema de planejamento usando o modelo CC relaxado

para a configuração corrente. Se a solução do problema de PNL indicar que v = 0 ⇒ n = 0

(uma configuração viável para o modelo CC foi encontrada); ir ao passo 4. Caso contrário ir ao

passo 3.

3. Usar o índice de sensibilidade (6.1) para identificar o circuito mais promissor. Adicionar o

circuito à configuração corrente. Voltar ao passo 2.

4. Ordenar os circuitos adicionados em ordem decrescente de seus custos. Usando o problema

de PNL, remover os circuitos adicionados cuja retirada ainda permite que o sistema opere em

condições adequadas. A solução para o AHC é formada pelos circuitos que forem mantidos.

O problema de PNL que tem que ser resolvido na etapa 2 é mostrado em (6.2).

min v = cT
n n

s.a.

−ST (N + N0)ΥSθ + p = d

(N + N0)(Υ|Sθ| − f) ≤ 0

0 ≤ p ≤ p, 0 ≤ n ≤ n

θ irrestrito

(6.2)
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É importante observar que os problemas de PNL resolvidos no passo 2 do AHC apresentam a

mesma estrutura, variando somente os elementos de N0, que durante a processo iterativo são armaze-

nados os circuitos da configuração base e os circuitos adicionados no processo iterativo.

A verificação do passo 4 foi feita resolvendo o mesmo problema de PNL do passo 2. Mas esta

verificação pode ser feita facilmente e eficientemente resolvendo o seguinte problema de PL, como é

mostrado em (6.3).

min v = eT r

s.a.

−ST N0
ΥSθ + p + r = d

N0(Υ|Sθ| − f) ≤ 0

0 ≤ p ≤ p, 0 ≤ r ≤ d

θ irrestrito

(6.3)

em que, r representa o vetor de geração artificial e e é um vetor de uns (1’s) com dimensão apropriada.

6.2 MPI Aplicado na Resolução do Modelo CC Relaxado

O problema (6.2) pode ser escrito como um problema de PNL:

min v = cT x

s.a.

DXHx + Ax − b = 0

EXHx + Fx − g ≤ 0

(6.4)

em que:

x =








θ

n

p








; X =








Θ 0 0

0 N 0

0 0 P








; c =








0

cn

0








; H =








0 0 0

ΥS 0 0

0 0 0








;

D =
[

0 −ST 0
]

; A =
[

−ST N0
ΥS 0 I

]

; b =
[

d
]

;
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E =

















0 I 0

0 −I 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

















; F =

















N0
ΥS −[ f ] 0

−N0
ΥS −[ f ] 0

0 I 0

0 0 I

0 −I 0

0 0 −I

















; g =

















N0f

N0f

n

p

0

0

















;

em que x ∈ ℜnx representa as variáveis de decisão do problema de PNL e X é uma matriz diagonal

contendo x. [ f ] é um operador que representa uma matriz diagonal com elementos f. As matrizes

e vetores A e D ∈ ℜng×nx, b ∈ ℜng, c ∈ ℜnx, E e F ∈ ℜnh×nx, g ∈ ℜnh e H ∈ ℜnx×nx foram

formados em função dos dados de (6.2). Se x∗ é uma solução local do problema (6.4), logo existem

os multiplicadores de Lagrange, λ ∈ ℜng e π ∈ ℜndx, que satisfazem as condições de otimalidade

perturbadas de Karush-Kuhn-Tucker (Torres and Quintana, 1998).

c + (HT X + [ Hx ] )(ET
π − DT

λ) + FT
π − AT

λ= 0

−DXHx − Ax + b = 0

EXHx + Fx − g + s = 0

Sπ = µke

(6.5)

em que µk > 0 é o parâmetro de barreira que decresce em forma monotônica para zero (Fiacco and

McCormick, 1968). s ∈ ℜnh é um vetor de variáveis de folga que transformam as restrições de

desigualdade de (6.4) em restrições de igualdade; S é uma matriz diagonal contendo s. e é um vetor

de uns (1’s) com dimensão apropriada. A Eq. (6.5) pode ser escrita como:

F(w) = G(w) − µku = 0 (6.6)

em que w = (x, λ, π, s) é o vetor de todas as variáveis, e u é um vetor de uns (1’s) e zeros (0’s)

com dimensão apropriada. O sistema de equações não lineares (6.6) pode ser resolvido utilizando o

método de Newton, sendo necessária a solução de um sistema de equações lineares em cada iteração

k, como é mostrado na referência (Torres and Quintana, 1998), como é mostrado:

JF(wk)∆wk = −G(wk) + µku (6.7)

en que JF(wk) é o jacobiano de F(wk) mostrada em (6.8), e ∆wk = [∆xk, ∆λ
k, ∆π

k, ∆sk]T é o

vetor de direções do método de Newton.
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JF(w) =










HT [ET
π−DT

λ]+[ET
π−DT

λ]H −(HT X+[Hx])DT−AT (HT X+[Hx])ET+FT 0

−D(XH+[Hx])−A 0 0 0

E(XH+[Hx])+F 0 0 I

0 0 S Π











(6.8)

Depois de resolver (6.7) em cada iteração k, a atualização das variáveis é feita por (6.9)

xk+1 = xk + αk∆xk

λ
k+1 = λ

k + αk∆λ
k

π
k+1 = π

k + αk∆π
k

sk+1 = sk + αk∆sk

(6.9)

em que αk ∈ (0, 1] é o tamanho de passo em cada iteração k. A tamanho máximo de passo em cada

iteração k é determinado pela expressão

αk = min{γ min
∆sk

i
<0

(
−sk

i

∆sk
i

), γ min
∆πk

i
<0

(
−πk

i

∆πk
i

); 1, 0} (6.10)

O valor escalar γ ∈ (0; 1) é um fator de segurança para assegurar que o próximo ponto satisfaça

as condições de não negatividade; um valor típico é γ = 0,9995. O valor residual da condição de

complementaridade é calculado em cada iteração k pela expressão

ρk = (sk)T
π

k (6.11)

O critério de convergência do método Newton usado para esta implementação é a seguinte:

max{‖DXkHxk + Axk − b‖∞, ‖EXkHxk + Fxk − g‖∞} ≤ 10−4

‖c − (HT Xk + [ Hxk ])(DT
λ

k − ET
π

k) + FT
π

k − AT
λ

k‖∞
1 + ‖xk‖2

≤ 10−4

ρk

1 + ‖xk‖2

≤ 10−4

|cT (xk − xk−1)|

1 + |cT xk|
≤ 10−4
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O métodos de pontos interiores PMCMCC analisado no capítulo 4 é utilizado para resolver efici-

entemente à Eq. (6.7). O primeiro passo é calcular a direção affine-scaling ∆waf , como foi mostrado

em (Torres and Quintana, 1998).

JF(wk)∆waf = −G(wk) (6.12)

em que, ∆waf é usada para estimar o parâmetro de barreira µaf .

µaf = min{(
ρaf

ρk
)2; 0, 2}

ρaf

nh
(6.13)

em que ρaf = (πk +αaf∆π
af )T (sk +αaf∆saf ) é o gap de complementaridade e o tamanho de passo

na direção affine-scaling (αaf ) é calculado usando (6.10). A equação (6.12) é o passo preditor do PC

(Torres and Quintana, 1998). O m-ésimo passo corretor do método de pontos interiores PMC, como

foi proposto em (Torres and Quintana, 2000) consiste em resolver:

JF(wk)∆wm+1 = −G(wk) + µaf u−

α2
m











(HT ∆Xm + [ H∆xm ] )(ET ∆π
m − DT ∆λ

m)

−D∆XmH∆xm

E∆XmH∆xm

∆Sm∆π
m











(6.14)

em que, ∆wm é a m-ésima direção. ∆Sm e ∆Xm são matrizes diagonais contendo ∆sm e ∆xm,

respectivamente. Se m = 0, ∆w0 = ∆wk
af . Os termos de segunda ordem das equações quadráticas

de (6.5) foram incluídos no m-th passo corretor, como foi sugerido em (Torres and Quintana, 1998).

O número de correções m para cada iteração k varia; no caso de m = 1 o método de pontos interiores

PMC corresponde ao MPI preditor – corretor convencional. O próximo passo corretor (m + 1) é

calculado se for possível obter uma redução da infactibilidade (‖F(wm)‖ < ‖F(wm−1)‖) na iteração

m; e se m for menor que um número máximo de passos de correção M (o que é tipicamente igual a

5). Se ‖F(wm)‖ ≥ ‖F(wm−1)‖ na iteração m o processo é interrompido.

Baseado em (Torres and Quintana, 2001), os elementos do vetor Sπ que são demasiadamente

grandes ou pequenos quando comparados ao parâmetro da barreira µaf são indesejáveis, porque pro-

duzem convergência lenta. Este problema é resolvido usando correções de centralidade. O c-ésimo

passo de correção de centralidade, como é mostrado em (Torres and Quintana, 2001), é feito resol-

vendo (6.15).
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JF(wk)∆wc+1 = −G(wk) − ∆m −











0

0

0

dc











(6.15)

em que ∆wc é a c-ésima direção de correção de centralidade. ∆m é o vetor dos termos de correção na

última iteração do método de pontos interiores MPC. Se c = 0, ∆w0 = ∆wm−1. Usando a direção de

busca ∆wc, o passo máximo αc é obtido por (6.10) e fazendo-se αtrial = o αc, onde o > 1, 0 (valor

típico de 1,2). Se αtrial > 1, 0 então αtrial = 1, 0. O vetor complementar é calculado por:

qc = (Sk + αtrial∆Sc)(πk + αtrial∆π
c) + ∆Sm∆π

m (6.16)

em que ∆Sc é uma matriz diagonal contendo ∆sc. Cada elemento i do vetor qc é comparado com o

parâmetro de barreira (µaf ) para calcular os elementos do vetor dc, como é mostrado em (6.17).

dc
i =







qc
i − βmax µaf se qc

i > βmax µaf ,

qc
i − βmin µaf se qc

i < βmin µaf ,

−(βmax + βmin) µaf se qc
i < −βmax µaf ,

0 caso contrário.

(6.17)

em que, βmax e βmin são limiares relativos dados, com valores típicos de 10 e 0,1, respectivamente.

Como foi sugerido em (Torres and Quintana, 2001), o próximo passo de correção centralizada (c+1)

é calculado somente se for possível obter um aumento no máximo tamanho de passo na iteração c

(αc > αc−1 + ∆) e c é menor que um número máximo pre-definido de iterações C (tipicamente igual

a 5). Onde ∆ = ζ(1 − αc−1)/C, ζ tem como valor típico 0,1. No caso de não atender a condição na

iteração c, o processo é interrompido e a direção ∆wk = ∆wc−1 é utilizada.

6.2.1 Algoritmo Geral do MPI para o modelo CC

O método de pontos interiores pode ser sintetizado no seguinte algoritmo:

1. Iniciar M , C e escolher um ponto inicial w0 que cumpra com as condições de não-negatividade.

2. Calcular o vetor da parte direita da expressão (6.12).
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3. Fazer k = 0.

Repetir

4. Montar e resolver no ponto atual o sistema (6.12).

5. Calcular µaf usando (6.13).

6. Fazer m = 0,

Repetir

a) Montar e resolver no ponto atual o sistema (6.14).

b) Obter ρm+1. Fazer m = m + 1.

Até (‖F(wm)‖ ≥ ‖F(wm−1)‖ ou m > M).

Fazer ∆wm = ∆wm−1.

7. Fazer c = 0,

Repetir

a) Montar e resolver no ponto atual o sistema (6.15).

b) Obter αc+1. Fazer c = c + 1.

Até (αc ≤ αc−1 + ∆c−1 ou c > C).

8. Fazer ∆wk = ∆wc−1.

9. Obter o máximo tamanho de passo usando (6.10).

10. Atualizar as variáveis usando (6.9).

11. Calcular o vetor da parte direita da expressão (6.12).

12. Fazer k = k + 1.

Até se obter a convergência.

Ponto inicial

Assim como no Capítulo 4, o ponto inicial somente precisa manter as condições de não nega-

tividade. O processo de convergência é sensível ao ponto inicial e o desempenho dos MPI podem

melhorar se alguma iniciação heurística for usada. Uma iniciação heurística é dada a seguir.

1. A determinação de x0 é dado usando o ponto médio entre os limites superior é inferior para as

variáveis com limites.

x0 =








0

n/2

p/2







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2. As variáveis de folga primal são logo inicializadas como

s0 = |EX0Hx0 + Fx0 − g|

em que X0 é uma matriz diagonal contendo x0.

3. A variável dual λ
0 é inicializada com −1.

4. As variáveis de folga dual são logo inicializadas como:

π
0 = µ0(S0)−1e

em que S0 é uma matriz diagonal contendo s0. Tipicamente µ0 = {10; 1 ou 0, 1}.

6.3 Testes e Resultados

O algoritmo heurístico construtivo foi implementado em Matlab 6.0. Para os testes foram usados

quatro sistemas: o sistema Garver de 6 barras, sistema IEEE de 24 barras, o sistema Sul Brasileiro de

46 barras e o sistema Colombiano de 93 barras. Os dados elétricos dos sistemas usados para resolver

o problema do planejamento da expansão de transmissão usando diretamente o modelo CC, só para

o planejamento estático, estão no Apêndice C.

6.3.1 Sistema Garver de 06 barras

Caso 1: Considerando a topologia base e com reprogramação da geração

O AHC encontra um valor de v = US$ 130 e a topologia encontrada é a seguinte: n2−3 = 1, n2−6

= 1, n3−5 = 1, n4−6 = 2. O resultado obtido pelo AHC é resumido, passo a passo, na Tab. 6.1, onde

vNLP é o investimento fornecido pelo problema de PNL e v é o investimento parcial. A seqüência de

adições encontrada pelo AHC é a seguinte: n4−6, n2−6, n3−5 e n4−6. O AHC encontrou a solução do

planejamento após resolver 10 problemas de PNL e sem a remoção de circuitos na fase 4 do AHC. A

solução é mostrada na Fig. 6.1.

Caso 2: Considerando a topologia base e sem reprogramação da geração

O valor obtido pelo AHC para v é US$ 200 e a topologia é a seguinte: n2−6 = 4, n3−5 = 1, n4−6 =

2. O resultado obtido pelo AHC é resumido, passo a passo, na Tab. 6.2.
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Iter Adição pelo PNL vNLP v
US$ US$

1 IS2−3 = 0, 182; IS2−6 = 1, 027; 99,00 0,00
IS3−5 = 1, 018; IS4−6 = 1,473.

2 IS2−3 = 0, 182; IS2−6 = 1,027; 69,00 30,00
IS3−5 = 1, 018; IS4−6 = 0, 473.

3 IS2−3 = 0, 182; IS2−6 = 0, 027; 39,00 60,00
IS3−5 = 1,018; IS4−6 = 0, 473.

4 IS2−3 = 0, 182; IS2−6 = 0, 027; 19,00 80,00
IS3−5 = 0, 018; IS4−6 = 0,473.

5 IS2−3 = 0,058. 1,151 110,00
6 0,00 130,00

Tab. 6.1: Processo do AHC do sistema Garver considerando a topologia base e com reprogramação
da geração, usando o modelo CC
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Fig. 6.1: Solução do sistema Garver considerando a topologia base e com reprogramação da geração,
usando o modelo CC
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Iter Adição pelo PNL vNLP v
US$ US$

1 IS2−6 = 3,505; IS3−5 = 0, 841; 180,25 0,00
IS4−6 = 1, 943.

2 IS2−6 = 2,505; IS3−5 = 0, 841; 150,25 30,00
IS4−6 = 1, 943.

3 IS2−6 = 1, 505; IS3−5 = 0, 841; 120,25 60,00
IS4−6 = 1,943.

4 IS2−6 = 1,505; IS3−5 = 0, 841; 90,25 90,00
IS4−6 = 0, 943.

5 IS2−6 = 0, 505; IS3−5 = 0, 841; 60,25 120,00
IS4−6 = 0,943.

6 IS2−6 = 0, 484; IS3−5 = 0,837. 31,27 150,00
7 IS2−6 = 0,490. 14,69 170,00
8 0,00 200,00

Tab. 6.2: Processo do AHC do sistema Garver considerando a topologia base e sem reprogramação
da geração, usando o modelo CC
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O algoritmo convergiu após resolver 12 problemas de PNL e sem a remoção de circuitos na fase 4

do AHC. A seqüência de adições foi a seguinte: n2−6, n2−6, n4−6, n2−6, n4−6, n3−5 e n2−6. A solução

é mostrada na Fig. 6.2.
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Fig. 6.2: Solução do sistema Garver considerando a topologia base e sem reprogramação da geração,
usando o modelo CC

Caso 3: Sem considerar a topologia base e com reprogramação da geração

O valor obtido pelo AHC para v é US$ 190 e a topologia é a seguinte: n1−5 = 1, n2−3 = 2, n2−6

= 1, n3−5 = 2, n4−6 = 2. O resultado obtido pelo AHC é resumido, passo a passo, na Tab. 6.3. O

algoritmo convergiu após resolver 15 problemas de PNL e sem a remoção de circuitos na fase 4 do

AHC. A seqüência de adições foi a seguinte: n3−5, n4−6, n2−3, n2−6, n3−5, n4−6, n1−5 e n2−3. A

solução é mostrada na Fig. 6.3.
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Iter Adição pelo PNL vNLP v
US$ US$

1 IS1−5 = 0, 700; IS2−3 = 1, 500; 153,00 0,00
IS2−6 = 0, 900; IS3−5 = 1,700;
IS4−6 = 1, 600.

2 IS1−5 = 0, 700; IS2−3 = 1, 500; 133,00 20,00
IS2−6 = 0, 900; IS3−5 = 0, 700;
IS4−6 = 1,600.

3 IS1−5 = 0, 700; IS2−3 = 1,500; 103,00 50,00
IS2−6 = 0, 900; IS3−5 = 0, 700;
IS4−6 = 0, 600.

4 IS1−5 = 0, 700; IS2−3 = 0, 500; 83,00 70,00
IS2−6 = 0,900; IS3−5 = 0, 700;
IS4−6 = 0, 600.

5 IS1−5 = 0, 646; IS2−3 = 0, 400; 54,00 100,00
IS3−5 = 0,754; IS4−6 = 0, 600.

6 IS1−5 = 0, 400; IS2−3 = 0, 400; 36,00 120,00
IS2−6 = 0, 200; IS4−6 = 0,600.

7 IS1−5 = 0,400; IS2−3 = 0, 200; 18,00 150,00
IS2−6 = 0, 200.

8 IS2−3 = 0,400. 8,00 170,00
9 0,00 190,00

Tab. 6.3: Processo do AHC do sistema Garver sem considerar a topologia base e com reprogramação
da geração, usando o modelo CC
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Fig. 6.3: Solução do sistema Garver sem considerar a topologia base e com reprogramação da gera-
ção, usando o modelo CC
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6.3.2 Sistema IEEE de 24 barras

Partindo-se da topologia inicial, o AHC encontra um valor de v = US$ 152 ×106 e a topologia

encontrada é a seguinte: n6−10 = 1, n7−8 = 2, n10−12 = 1, n14−16 = 1. A seqüência de adições

encontrada pelo AHC é a seguinte: n7−8, n7−8, n14−16, n10−12, n6−10. O AHC encontrou a solução

do planejamento após resolver 12 problemas de PNL e sem a remoção de circuitos na fase 4 do AHC.

O resultado obtido pelo AHC é resumido, passo a passo, na Tab. 6.4. A topologia inicial do sistema

IEEE de 24 barras e as adições feitas pelo algoritmo (apresentadas entre parênteses) são mostradas

na figura 6.4.

Iter Adição pelo PNL vNLP v
US$ US$

1 IS01−05 = 0, 305; IS03−24 = 0, 412; 87,23 0,00
IS06−10 = 1, 031; IS07−08 = 3,500;
IS10−12 = 0, 684; IS11−13 = 1, 115;
IS13−14 = 0, 280; IS14−16 = 1, 380;
IS14−23 = 0, 045.

2 IS01−05 = 0, 305; IS03−24 = 0, 412; 76,91 16,00
IS06−10 = 1, 031; IS07−08 = 1,750;
IS10−12 = 0, 684; IS11−13 = 1, 115;
IS13−14 = 0, 280; IS14−16 = 1, 380;
IS14−23 = 0, 045.

3 IS01−05 = 0, 306; IS03−24 = 0, 416; 60,84 32,00
IS06−10 = 1, 031; IS10−12 = 0, 684;
IS11−13 = 1, 105; IS14−16 = 1,375;
IS13−14 = 0, 305.

4 IS01−05 = 0, 194; IS03−24 = 0, 080; 27,34 86,00
IS06−10 = 1, 080; IS10−12 = 1,120.

5 IS06−10 = 1,173. 10,72 136,00
6 0,00 152,00

Tab. 6.4: Processo do AHC do sistema IEEE 24 barras considerando a topologia base e com repro-
gramação da geração, usando o modelo CC

6.3.3 Sistema Sul Brasileiro de 46 barras

Caso 1: Com reprogramação da geração

Com redespacho da geração o custo obtido é v = US$ 102,82 ×106 e as adições são n05−06 = 2,

n19−25 = 1, n20−21 = 1, n24−25 = 2, n42−43 = 1, n46−06 = 1. A seqüência de adições encontrada

pelo AHC é a seguinte: n46−06, n05−06, n20−21, n42−43, n24−25, n19−25, n05−06, n24−25.
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Fig. 6.4: Solução do sistema IEEE 24 barras considerando a topologia da base e com reprogramação
da geração, e usando o modelo CC. As linhas tracejadas representam novos circuitos candidatos
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O AHC encontrou a solução do planejamento após resolver 18 problemas de PNL e sem a remoção

de circuitos na fase 4 do AHC. O resultado obtido pelo AHC é resumido, passo a passo, na Tab. 6.5.

Iter Adição pelo PNL vNLP v
×106 US$ ×106 US$

1 IS20−21 = 6, 342; IS42−43 = 4, 758; 47,45 0,00
IS05−11 = 0, 022; IS46−06 = 7,700;
IS19−25 = 3, 934; IS46−11 = 0, 024;
IS24−25 = 3, 942; IS05−06 = 7, 392.

2 IS20−21 = 6, 132; IS42−43 = 4, 626; 41,78 16,00
IS19−25 = 3, 836; IS24−25 = 3, 846;
IS05−06 = 8,424.

3 IS20−21 = 6,132; IS42−43 = 4, 632; 33,58 24,18
IS19−25 = 3, 850; IS24−25 = 3, 846;
IS05−06 = 2, 424.

4 IS20−21 = 0, 132; IS42−43 = 4,632; 25,41 32,36
IS19−25 = 3, 850; IS24−25 = 3, 846;
IS05−06 = 2, 430.

5 IS20−21 = 0, 132; IS19−25 = 3, 822; 19,01 40,54
IS24−25 = 3,828; IS05−06 = 2, 418.

6 IS19−25 = 4,102; IS05−06 = 2, 400. 14,35 48,72
7 IS24−25 = 0, 600; IS05−06 = 2,256. 3,90 86,47
8 IS24−25 = 0,510. 0,70 94,64
9 0,00 102,82

Tab. 6.5: Processo do AHC do sistema Sul Brasileiro de 46 barras considerando a topologia base e
com reprogramação da geração, usando o modelo CC

Caso 2: Sem reprogramação da geração

Sem reprogramação da geração o custo obtido é v = US$ 183,56 ×106 e as adições são as se-

guintes: n05−06 = 2, n14−15 = 1, n15−16 = 1, n19−25 = 1, n20−21 = 1, n24−25 = 2, n28−31 = 1,

n31−32 = 1, n31−41 = 1, n40−41 = 1, n40−45 = 1, n42−43 = 2, n46−06 = 1. A seqüência de adições

encontrada pelo AHC é a seguinte: n31−32, n42−43, n46−06, n05−06, n24−25, n19−25, n28−31, n20−21,

n05−06, n24−25, n42−43, n31−41, n40−41, n15−16, n14−15, n40−45. O AHC encontra a solução do planeja-

mento após resolver 30 problemas de PNL e sem a remoção de circuitos na fase 4 do AHC.
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6.3.4 Sistema Colombiano de 93 barras

Considerando o sistema com a topologia base, o AHC encontra um valor de v = US$ 739,99 ×106

e a topologia encontrada é a seguinte: n15−18 = 1, n19−82 = 2, n27−89 = 2, n43−88 = 1, n45−81 = 1,

n52−88 = 1, n55−57 = 1, n55−62 = 2, n55−84 = 1, n57−81 = 2, n62−73 = 1, n68−86 = 1, n73−74 = 1,

n74−89 = 2, n82−85 = 1. A seqüência de adições encontrada pelo AHC é a seguinte: n57−81, n55−62,

n62−73, n82−85, n19−82, n55−84, n74−89, n27−89, n68−86, n45−81, n55−57, n52−88, n57−81, n55−62, n73−74,

n27−89, n74−89, n43−88, n19−82 e n15−18. O AHC encontrou a solução do planejamento após resolver

36 problemas de PNL e sem a remoção de circuitos na fase 4 do AHC.

6.4 Comentários dos Resultados

Uma característica deste AHC é que segue as idéias do AHC de Garver usando o Modelo de

Transportes (Garver, 1970), onde se despreza a integralidade do vetor n diretamente do problema de

planejamento com o Modelo CC para identificar o circuito mais atraente, com informações técnicas

(respeitar as restrições operativas) e econômicas (mínimo investimento), que deve ser adicionado no

sistema corrente. Esta característica não aparece nos AHC propostos em (Monticelli et al., 1982; Pe-

reira and Pinto, 1985) onde o circuito mais promissor é calculado somente com informações técnicas

(minimizar o carregamento do sistema ou minimizar o corte de carga), as informações econômicas

são incluídas de forma separada e aproximada no cálculo do IS.

A melhor solução conhecida para o Caso 1 do Sistema Garver é de v = US$ 110 com uma

topologia: n3−5 = 1, n4−6 = 3 (Romero et al., 2002). Para este caso o AHC encontrou só uma boa

solução. Comparando as configurações finais do AHC com a melhor solução conhecida, pode-se

verificar que o AHC adicionou 3 linhas que também estão na melhor solução.

Para os Casos 2 e 3 do Sistema Garver e para o Sistema IEEE de 24 barras, as melhores soluções

conhecidas são: v = US$ 200,0, v = US$ 190,0 e v = US$ 152,0, respectivamente (Romero et al.,

2002). Neste caso o AHC encontrou as mesmas melhores soluções para os três casos.

A melhor solução conhecida para o Sistema Sul Brasileiro de 46 barras com reprogramação da

geração é de v = US$ 72,78 ×106 com uma topologia: n02−05 = 1, n05−06 = 2, n13−20 = 1, n20−21

= 2, n20−23 = 1, n42−43 = 1, n46−06 = 1 (Romero et al., 2002). Para este caso o AHC encontrou uma

solução pobre. Comparando as configurações finais do AHC com a melhor solução conhecida pode-

se verificar que o AHC adicionou 5 linhas que também estão na melhor solução, das quais 4 foram

adicionadas nas primeiras iterações do AHC (ver Tab. 6.5). Pode-se verificar que neste caso o grande

“desvio” do AHC acontece com a adição do circuito 24 − 25 na iteração 5 do AHC.

Para o Sistema Sul Brasileiro de 46 barras sem reprogramação da geração, a melhor solução

conhecida é de v = US$ 154,42 ×106 com a seguinte topologia: n05−06 = 2, n19−25 = 1, n20−21 =
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1, n24−25 = 2, n26−29 = 3, n28−30 = 1, n29−30 = 2, n31−32 = 1, n42−43 = 2, n46−06 = 1 (Romero et al.,

2002). Para a condição sem reprogramação o sistema sul brasileiro aumenta o valor da sua função

objetivo devido ao fato do problema tornar-se mais restrito. Comparando as configurações finais do

AHC com a melhor solução conhecida pode-se verificar que o AHC adicionou 10 linhas que também

estão na melhor solução.

A melhor solução conhecida para o Sistema Colombiano de 93 barras é de v = US$ 560,00 com

a seguinte topologia: n43−88 = 2, n15−18 = 1, n30−65 = 1, n30−72 = 1, n55−57 = 1, n55−84 = 1, n56−57

= 1, n55−62 = 1, n27−29 = 1, n29−64 = 1, n50−54 = 1, n62−73 = 1, n54−56 = 1, n72−73 = 1, n19−82 = 2,

n82−85 = 1, n68−86 = 1 (Romero et al., 2002). Para este caso o AHC encontrou uma pobre solução.

Comparando as configurações finais do AHC com a melhor solução conhecida pode-se verificar que

o AHC adicionou 11 linhas que também estão na melhor solução.

A utilização do AHC para a solução do problema mostrou ser eficiente, embora tenham algu-

mas desvantagens nas fases finais quando os valores dos n são pequenos. O índice de sensibilidade

utilizado apresenta um excelente desempenho nas primeiras iterações do algoritmo. Entretanto, nas

iterações finais do processo o índice fica menos eficaz na escolha dos circuitos a serem adicionados.

Assim como para o Capítulo 5, o módulo menos eficiente da proposta apresentada é a técnica geral

de otimização usada, isto é, o algoritmo heurístico construtivo usado para encontrar uma topologia de

boa qualidade para o problema. Portanto, desenvolveu-se um algoritmo de otimização mais eficiente

como o algoritmo Branch and Bound.



Capítulo 7

Algoritmo Branch and Bound para o Modelo

CC

O B&B é um algoritmo que usa a estratégia de relaxação e separação para resolver um problema

complexo e tem sido mais estudado e analisado para resolver problemas de programação linear inteiro

misto com espaço de busca geralmente muito grande.

Um algoritmo B&B para resolver diretamente o problema de planejamento estático da expansão

de transmissão com o modelo CC é apresentado neste capítulo. Uma análise dos testes de sondagem

no algoritmo B&B, dos pseudocustos para gerenciar o desenvolvimento da árvore de B&B e do pro-

blema de PNL resolvido em cada nó da árvore de B&B também são apresentados. Os problemas de

PNL são resolvidos usando a metodologia desenvolvida no Capítulo 6.

7.1 Características do Algoritmo Branch and Bound para Pro-

blemas de Programação Não-Linear Inteiro Misto

O algoritmo de Branch and Bound convencional tem a capacidade para encontrar o ótimo global

de um problema PLIM. Esse algoritmo é representado por uma árvore enumerada nos vértices de cada

ramo, e cada vértice pode ser subdividido em mais dois ramos, ou seja, subdividir o problema desse

vértice em dois novos subproblemas. Cada ramo representa possíveis decisões do vértice que gera, e

cada vértice é a solução de um PL. Quando são gerados dois nós, geralmente um deles é armazenado

na lista para posterior análise, e o outro é resolvido. O método é iniciado com o problema original

após relaxar a integralidade das variáveis inteiras, isto é, resolver o problema de programação linear

correspondente (PLC). Se a solução do problema PLC é inteiro então foi encontrado o ótimo global.

Caso contrário, é escolhida uma variável que é forçada a assumir seus valores inteiros mais próximos

101



102 Algoritmo Branch and Bound para o Modelo CC

da solução atual, assim têm-se dois ramos, correspondentes às decisões de a variável assumir o valor

de um de seus limites. Depende do método de solução escolher qual destas duas opções é analisada

primeiro, mas ambas possibilidades têm de ser avaliadas. Assim, a região factível do problema PLC

foi separada em duas parcelas independentes. O algoritmo é aplicado recursivamente aos subpro-

blemas gerando ramos e vértices para análise. A solução do problema termina após a sondagem de

todos os nós possíveis de serem gerados, isto é, quando todas as soluções do espaço de busca forem

analisadas, implicitamente ou explicitamente, e encontrada uma solução com todas as variáveis do

problema sendo inteiras, caso exista. A solução ótima global é a incumbente armazenada no final

do processo. Este algoritmo foi utilizado no problema do planejamento tendo bons resultados para

sistemas de médio e grande porte, para o modelo de transportes. (Haffner et al., 2001)

Pode-se verificar que o algoritmo B&B para problemas de tipo PLIM é conceitualmente muito

simples. Entretanto, um algoritmo B&B apresenta dificuldades na aplicação em problemas reais por

vários motivos tais como:

1. Se o problema for muito complexo o algoritmo B&B não converge por restrições de tempo de

processamento.

2. Problemas de memória para armazenar a informação dos subproblemas não sondados.

3. Exige um elevado nível de programação para implementar um software eficiente; e

4. Para o problema de planejamento da expansão de transmissão com o modelo CC, devem ser

resolvidos problemas de PNL em cada nó da árvore de B&B, gerando um fator complicante

adicional. O problema de PNL a ser resolvido é:

min v = cT
n n + α

T
r r

s.a.

−ST (N + N0)ΥSθ + p + r = d

(N + N0)(Υ|Sθ| − f) ≤ 0

0 ≤ p ≤ p, 0 ≤ r ≤ d

0 ≤ ninf ≤ n ≤ nsup ≤ n

θ irrestrito

(7.1)

em que, r representa o vetor de geração artificial e αr é um vetor de transformação (US$/MW )

com dimensão apropriada. ninf e nsup representam vetores limites inferiores e superiores nas

variáveis n que caracteriza ou identifica o nó da árvore de B&B. Deve-se observar que os

problemas de PNL em cada nó da árvore de B&B diferem apenas nas variáveis dos vetores

ninf e nsup, isto é, nos limitantes inferior e superior das variáveis n. As variáveis de decisão
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do problema (7.1) são os vetores de ângulos, de circuitos adicionados, de geração e de geração

artificial.

Existem quatro tópicos relacionados com os algoritmos B&B para problemas de programação

não-linear inteiro misto que devem ser analisados separadamente: (1) os testes de sondagem, (2) a

escolha da variável para separação dos subproblemas, (3) a escolha do próximo subproblema a ser

resolvido e (4) a forma de trabalhar com problemas de programação não-linear.

Os testes de sondagem permitem verificar que na região factível de um subproblema já não exis-

tem soluções melhores que as já conhecidas (a atual incumbente) e, portanto, devem ser eliminados

do processo de busca. No algoritmo Branch and Bound para problemas PLIM existem 3 testes de

sondagem, assim um subproblema é sondado nos seguintes casos: (1) se a solução do subproblema

é inteiro, indicando que essa solução inteira é a melhor dessa região factível, (2) se a solução do

subproblema é maior que a incumbente corrente, indicando que se na região factível existem solu-

ções inteiras, a melhor solução inteira deve ser maior que a incumbente corrente, e (3) se a solução

do subproblema é não factível, indicando que não existem soluções inteiras na região factível do

subproblema.

A escolha da variável para separação e o próximo subproblema que deve ser resolvido são estraté-

gias de decisão muito importantes porque determinam o tamanho da árvore de B&B, assim como do

esforço de processamento. Não existe uma forma exata para determinar a variável que deve ser usada

para separar um subproblema e o próximo subproblema que deve ser escolhido para análise. Entre-

tanto, a estratégia que se mostrou mais eficiente é usar pseudocustos para identificar a variável mais

promissora e encontrar a melhor estimativa (limitante inferior) de cada subproblema. Nesse caso, o

subproblema escolhido para análise é o subproblema que tem menor estimativa porque existe maior

probabilidade de encontrar excelentes soluções inteiras nessa região do espaço de busca (Haffner

et al., 2001).

7.2 Algoritmo Branch and Bound para o Modelo CC

Um algoritmo B&B básico para o problema de planejamento da transmissão usando o modelo

CC, que é uma adaptação da proposta apresentada em (Haffner et al., 2001) para levar em conta o

caráter não-linear do problema de planejamento, é apresentado a seguir:

1. Inicialização: Fazer k = 0 (número de subproblemas gerados), definir a incumbente inicial v∗

e inicializar a lista dos subproblemas candidatos com a solução do problema de PNL corres-

pondente (P ).
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2. Teste de convergência: Se a lista dos candidatos é vazia então o processo terminou e a solução

incumbente atual é a solução ótima do problema (P ). Caso contrário prossiga.

3. Seleção do subproblema candidato para ser examinado: Dentre os subproblemas candidatos da

lista ainda não sondados, escolher qual é o próximo a ser examinado, usando uma das estraté-

gias discutidas a seguir, e retirá-lo da lista. Resolver o problema de PNL relativo ao problema

selecionado relaxado (PCk
R) e armazenar a solução ótima como limitante inferior para todos os

seus descendentes, vk
inf = v∗

PCk
R

.

4. Testes de sondagem: O subproblema candidato (PCk) pode ser sondado se satisfizer uma das

seguintes condições:

(a) Se (PCk
R) não tem solução factível, existe corte de carga.

(b) Se vk
inf > v∗ + ǫ. Em que v∗ é o valor da incumbente atual.

(c) Se a solução ótima do problema relaxado (PCk
R) satisfizer as restrições de integralidade,

isto é, for uma solução viável do problema original, também em (PCk). Ainda, se o valor

ótimo obtido for menor do que a incumbente, então v∗ = vinf e deve-se aplicar o teste

(4b) para todos os subproblemas candidatos ainda não sondados.

Se o subproblema candidato (PCk) foi sondado, então retornar para o passo 2.

5. Seleção da variável de separação: A partir do subproblema (PCk), selecionar uma variável

para separação, dentre aquelas que são inteiras e ainda apresentam valor contínuo usando uma

das estratégias descritas a seguir. Para a variável escolhida nij , cujo valor atual é n∗
ij, gerar

dois novos subproblemas descendentes e adicioná-los à lista de candidatos. Os problemas são

gerados acrescentando-se as seguintes restrições

Primeiro descendente (PCk+1): =⇒ nij ≤ [n∗
ij ]

Segundo descendente (PCk+2): =⇒ nij ≥ [n∗
ij ] + 1

em que, [n∗
ij] é o maior inteiro de n∗

ij. Fazer k = k + 2 e retornar ao passo 3.

Em relação ao algoritmo apresentado em (Haffner et al., 2001) existem duas mudanças intro-

duzidas no algoritmo básico. A primeira mudança está relacionada com a necessidade de resolver

problemas de PNL no passo 1 e 3 do algoritmo B&B, e a segunda mudança está relacionada com o

teste de sondagem 4(b). Nesse caso foi introduzido o fator de segurança ǫ para contornar possíveis
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Fig. 7.1: Não-convexidade do problema de planejamento de transmissão

problemas com o aparecimento de ótimos locais na resolução dos problemas de PNL. Assim, para

que um subproblema seja sondado, deve ter um limite inferior maior que a incumbente acrescido de

um valor adicional de segurança. Deve-se observar que no algoritmo B&B para problemas de PLIM

a função objetivo de um subproblema sucessor sempre é maior ou igual a função objetivo do ante-

cessor. Entretanto, para modelos não lineares, como o problema de planejamento da expansão de

transmissão usando o modelo CC, essa propriedade não está garantida e o fator de segurança ǫ tenta

contornar esse problema.

A Fig. 7.1 pretende explicar melhor o significado do fator segurança ǫ. Pela característica não-

linear do problema, é possível que o mínimo local (nó l) possa fazer a sondagem (sem fator de

segurança ǫ) dos nós que possam ajudar a encontrar o mínimo global (nó g), como por exemplo o nó

k (vk > vl). O valor de segurança ǫ garante que o nó k não seja sondado (vk < ǫ + vl), e ajude ao

algoritmo B&B na convergência para o mínimo global.

Assim, a proposta apresentada aumenta a probabilidade de encontrar o mínimo global, mas é

possível resolver um número adicional de problemas de programação não-linear. Neste trabalho

assume-se um valor de ǫ igual a uma porcentagem do v∗ e é calculado de forma heurística a partir das

simulações dos sistemas testados.
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Uma questão de fundamental importância na eficiência do algoritmo branch and bound está rela-

cionada com duas decisões que são realizadas no decorrer do processo:

• Seleção do subproblema candidato: No passo 3, deve-se escolher, dentre uma lista de subpro-

blemas candidatos, o próximo a ser examinado.

• Seleção da variável de separação: No passo 5, deve-se escolher, dentre um grupo de variáveis

inteiras que possuem parte fracionária, qual será empregada para realizar a separação.

A maneira pela qual são realizadas estas escolhas influencia diretamente o número de nós a se-

rem examinados e, portanto, determina o esforço computacional que será empregado para resolver o

problema.

7.3 Uso de Pseudocustos no Algoritmo Branch and Bound

Várias estratégias podem ser adotadas para melhorar o desempenho de um algoritmo B&B. Neste

trabalho foram adotadas as estratégias propostas em (Haffner et al., 2001) com as adaptações neces-

sárias para levar em conta a não linearidade do problema. O tópico fundamental é a estratégia de

pseudocustos.

Os pseudocustos foram propostos em (Gauthier and Ribiere, 1977) e usados em (Linderoth and

Savelsbergh, 1999) para melhorar o desempenho dos algoritmos B&B. Assim, para cada variável,

deve-se calcular dois tipos de valores de pseudocustos. Portanto, associado a cada variável inteira

nij , devem ser armazenados os valores de pseudocustos definidos da seguinte forma:

P−
ij =

vk−
PNL − vk

PNL

fk
ij

e P+
ij =

vk+
PNL − vk

PNL

1 − fk
ij

(7.2)

em que vk
PNL é a função objetivo ótima do subproblema k, vk−

PNL é a função objetivo do subproblema

sucessor após impor a restrição nij ≤ [n∗
ij ], vk+

PNL é a função objetivo do subproblema sucessor após

impor a restrição nij ≥ [n∗
ij ] + 1 e fk

ij é a parcela fracionária de n∗
ij na solução do problema de PNL

do subproblema k. Devido à não linearidade do problema, podem aparecer pseudocustos negativos,

indicando que uma variável inteira com valor fracionário nij , quando é forçada a assumir um valor

inteiro, vai diminuir a função objetivo do subproblema k.

Os valores de pseudocustos devem ser calculados para todas as variáveis que tem valor não inteiro

na solução do primeiro problema correspondente (subproblema P ), assim como também de todas as

novas variáveis inteiras (que têm valor não inteiro) que aparecem na solução problema correspondente
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(PCk) no nó k. Para cada variável devem ser resolvidos dois problemas de PNL para encontrar

os dois pseudocustos associados com cada variável inteira. Esta estratégia melhora a convergência

do algoritmo B&B, ocasionando um aumento na solução de problemas de PNL. Neste trabalho, o

cálculo dos pseudocustos das novas variáveis inteiras que tem valor não inteiro é feito somente se a

função objetivo do nó descendente não for maior que 20 % da função objetivo do nó antecessor; caso

contrário, os pseudocustos são iguais ao valor de custo da linha correspondente, esta estratégia evita

o cálculo de pseudocustos não necessários e diminui o número de soluções de problemas de PNL. Se

no nó k existe um pseudocusto negativo, também tem que ser calculado novamente.

Os valores de pseudocustos são atualizados sempre que se resolve um subproblema da árvore de

B&B, geralmente calculando o valor médio de todos os valores de pseudocustos associados com cada

variável inteira. Esses valores de pseudocustos são usados para a escolha da variável para separação

e para a escolha do próximo subproblema que deve ser resolvido.

Escolha da variável para separação

Se um subproblema k não é sondado, então deve-se escolher uma variável para separação (variável

inteira que tem valor não inteiro). De acordo com a teoria de pseudocustos, a variável mais adequada

para separar um subproblema em dois subproblemas sucessores deve ser obtida usando a seguinte

relação:







max
ij

{min[P−
ij fk

ij ; P
+
ij (1 − fk

ij)]}

se min
ij

{min[P−
ij fk

ij ; P
+
ij (1 − fk

ij)]} ≥ 0 ;

min
ij

{min[P−
ij fk

ij ; P
+
ij (1 − fk

ij)]}

caso contrário.

(7.3)

O critério anterior escolhe uma variável que aumenta a probabilidade de que os dois subproblemas

sejam sondados. Caso contrário, escolhe a variável que consegue uma maior diminuição da função

objetivo do subproblema k.

Escolha do subproblema

Após analisar um subproblema, que pode ser sondado ou separado em dois novos subproblemas,

deve-se escolher o próximo subproblema para análise. A teoria de pseudocustos sugere escolher o

novo subproblema para análise usando o conceito de melhor valor estimado.

O valor estimado de um subproblema é uma medida aproximada da função objetivo da melhor

solução inteira que existe na região factível de um subproblema. Assim, o subproblema com menor

valor estimado é provavelmente o subproblema que tem a melhor solução inteira na sua região factível
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e, portanto, deve ser analisado primeiro com a pretensão de encontrar rapidamente uma excelente

incumbente. O valor estimado associado com cada subproblema assume a seguinte forma:

vk
est =







vk
PNL +

∑

ij∈I

min
[

P−
ij fk

ij ; P
+
ij (1 − fk

ij)
]

se min
ij

{min[P−
ij fk

ij ; P
+
ij (1 − fk

ij)]} ≥ 0 ;

vk
PNL + min

ij
{min[P−

ij fk
ij ; P

+
ij (1 − fk

ij)]}

caso contrário.

(7.4)

em que vk
est é uma limitante inferior de uma solução inteira contida na região factível do subpro-

blema k e vPNL é a solução do problema de PNL do subproblema k ou uma limitante inferior desse

subproblema obtida ao resolver o subproblema antecessor e I é o conjunto das variáveis inteiras do

problema P . Pode-se observar que os pseudocustos são usados para encontrar os valores estimados.

Também, na proposta anterior, deve-se resolver o subproblema antes de armazená-lo para que seja

possível calcular vk
est.

7.4 MPI Aplicado na Resolução do Modelo de Corrente Contí-

nua Relaxado

O problema (7.1) pode ser escrito como um problema de PNL:

min v = cT x

s.a.

DXHx + Ax − b = 0

EXHx + Fx − g ≤ 0

(7.5)

em que:

x =











θ

n

p

r











; X =











Θ 0 0 0

0 N 0 0

0 0 P 0

0 0 0 R











; c =











0

cn

0

αr











; H =











0 0 0 0

ΥS 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0











;
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D =
[

0 −ST 0 0
]

; A =
[

−ST N0
ΥS 0 I I

]

; b =
[

d
]

;

E =























0 I 0 0

0 −I 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0























; F =























N0
ΥS −[ f ] 0 0

−N0
ΥS −[ f ] 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I

0 −I 0 0

0 0 −I 0

0 0 0 −I























; g =























N0f

N0f

nsup

p

d

−ninf

0

0























;

em que x ∈ ℜnx representa as variáveis de decisão do problema de PNL e X é uma matriz diagonal

contendo x. As matrizes e vetores A e D ∈ ℜng×nx, b ∈ ℜng, c ∈ ℜnx, E e F ∈ ℜnh×nx, g ∈ ℜnh e

H ∈ ℜnx×nx foram formadas em função dos dados de (7.1). O método de pontos interiores PMCMCC

descrito na seção 6.2 é utilizado para resolver eficientemente o problema de programação não linear

(7.5).

Ponto inicial

Assim como no Capítulo 6, o ponto inicial somente precisa manter as condições de não negativi-

dade. O processo de convergência é sensível ao ponto inicial e o desempenho dos MPI pode melhorar

se alguma iniciação heurística for usada. Uma possível iniciação heurística é dada a seguir.

1. A estimação do x0 é dada usando o ponto médio entre os limites superior é inferior para as

variáveis com limites.

x0 =











0

ninf + τ(nsup − ninf)

p/2

d/2











em que, tipicamente τ = {0.25, 0.5 ou 0.75}.

2. As variáveis de folga primal são logo inicializadas como

s0 = |EX0Hx0 + Fx0 − g|

em que X0 é uma matriz diagonal contendo x0.
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3. A variável dual λ
0 é inicializada com −1.

4. As variáveis de folga dual são logo inicializadas como:

π
0 = µ0(S0)−1e

em que S0 é uma matriz diagonal contendo s0. Tipicamente µ0 = {10; 1 ou 0, 1}.

7.5 Testes e Resultados

O algoritmo Branch and Bound foi implementado em Matlab 6.0. Para os testes foram utilizados

quatro sistemas: o sistema Garver de 6 barras, sistema IEEE de 24 barras, o sistema Sul Brasileiro de

46 barras e o sistema Colombiano de 93 barras. Os dados elétricos dos sistemas usados para resolver

o problema do planejamento da expansão de transmissão usando diretamente o modelo CC, só para

o planejamento estático, estão no Apêndice C.

7.5.1 Sistema Garver de 06 barras

Caso 1: Considerando a topologia base e com reprogramação da geração

Para este caso foi considerado um valor de ǫ igual a 2% do v∗. O algoritmo B&B encontrou a

melhor solução do problema de planejamento com um investimento v = US $ 110 após resolver

25 problemas de PNL e a adição das seguintes linhas na topologia base: n3−5 = 1, e n4−6 = 3.

Na Fig. 7.2 é mostrada a árvore de B&B gerada pelo algoritmo para o sistema de Garver com esta

configuração. Na árvore pode-se observar que encontrou-se a solução no nó 14. Um resumo (passo a

passo) dos resultados é mostrado no Apêndice D.1. A solução é mostrada na Fig. 7.3.

Caso 2: Considerando a topologia base e sem reprogramação da geração

Para este caso foi considerado um valor de ǫ igual a 2% do v∗. A solução ótima encontrada tem um

investimento igual a v = US$ 200 e apresenta a seguinte topologia: n2−6 = 4, n3−5 = 1 e n4−6 = 2.

A solução ótima foi obtida resolvendo 19 problemas de PNL. Na Fig. 7.4 é mostrada a árvore de

B&B gerada onde pode-se observar que a a solução se deu no nó 8. Os resultados resumidos passo a

passo estão no Apêndice D.2. A solução é mostrada na Fig. 6.2.
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Fig. 7.2: Arvore Branch and Bound do sistema Garver considerando a topologia base e com repro-
gramação da geração, usando o modelo CC

Caso 3: Sem considerar a topologia base e com reprogramação da geração

Para este caso foi considerado um valor de ǫ igual a 2% do v∗. Neste caso considerou-se o sistema

de Garver ilhado, isto é, retirando todos os circuitos da topologia base. Foi testado apenas o caso com

reprogramação da geração. A solução ótima encontrada tem v =US$ 190 e com a seguinte topologia:

n1−5 = 1, n2−3 = 2, n2−6 = 1, n3−5 = 2, n4−6 = 2, após resolver 56 problemas de PNL. A árvore de

B&B gerada pela algoritmo tem um total de 30 nós e a solução é encontrada no nó 10. O algoritmo

também encontrou outras 5 soluções sub-ótimas. A solução é mostrada na Fig. 6.3.
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Fig. 7.3: Solução do sistema Garver considerando a topologia base e com reprogramação da geração,
usando o modelo CC

7.5.2 Sistema IEEE de 24 barras

Para este sistema foi considerado um valor de ǫ igual a 2% do v∗. O algoritmo B&B encontrou

um investimento necessário para o problema de planejamento de v = U$ 152.000.000, após resolver

76 problemas de PNL, com a seguinte topologia:

n06−10 = 1; n07−08 = 2; n10−12 = 1; n14−16 = 1.

A árvore de B&B para o sistema de IEEE-24 tem um total de 44 nós e a metodologia encontra a

melhor solução do sistema no nó 12. A topologia inicial do sistema IEEE de 24 barras e as adições

feitas pelo algoritmo (apresentadas entre parênteses) são mostradas na Fig. 6.4.
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Fig. 7.4: Arvore Branch and Bound do sistema Garver considerando a topologia base e sem reprogra-
mação da geração, usando o modelo CC

7.5.3 Sistema Sul Brasileiro de 46 barras

Caso 1: Com reprogramação da geração

Para este caso foi considerado um valor de ǫ igual a 2% do v∗. Após resolver 379 problemas de

PNL a solução encontrada teve investimento de v =US$ 72.870.000, com a seguinte topologia:

n02−05 = 1; n05−06 = 2; n13−20 = 1; n20−21 = 2;

n20−23 = 1; n42−43 = 1; n46−06 = 1.

A árvore de B&B para este caso tem um total de 268 nós e a metodologia encontra a melhor solução

do sistema no nó 76. O algoritmo também encontrou outras 29 soluções sub-ótimas.
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A topologia inicial do sistema Sul Brasileiro de 46 barras e as adições feitas pelo algoritmo (apre-

sentadas entre parênteses) são mostradas na Fig. 7.5.

Caso 2: Sem reprogramação da geração

Para este caso foi considerado um valor de ǫ igual a 2% do v∗. A solução ótima encontrada pelo

algoritmo B&B tem um investimento igual à v =US$ 154.420.000 e apresenta a seguinte topologia:

n05−06 = 2; n19−25 = 1; n20−21 = 1; n24−25 = 2;

n26−29 = 3; n28−30 = 1; n29−30 = 2; n31−32 = 1;

n42−43 = 2; n46−06 = 1.

O algoritmo encontrou a solução ótima após resolver 8081 problemas de PNL. A árvore de B&B

para este caso tem um total de 7484 nós e a metodologia encontra a melhor solução do sistema no nó

2375. O algoritmo também encontrou outras 15 soluções sub-ótimas. A topologia inicial do sistema

Sul Brasileiro de 46 barras e as adições feitas pelo algoritmo (apresentadas entre parênteses) são

mostradas na Fig. 7.6.

7.5.4 Sistema Colombiano de 93 barras

Para este sistema foi considerado um valor de ǫ igual a 1% do v∗. O algoritmo B&B encontrou

um investimento necessário para o problema de planejamento de v =US$ 560.002.000, após resolver

40797 problemas de PNL, com a seguinte topologia:

n15−18 = 1; n19−82 = 2; n27−29 = 1; n29−64 = 1;

n30−65 = 1; n30−72 = 1; n43−88 = 2; n50−54 = 1;

n54−56 = 1; n55−57 = 1; n55−62 = 1; n55−84 = 1;

n56−57 = 1; n62−73 = 1; n68−86 = 1; n72−73 = 1;

n82−85 = 1.

A árvore de B&B para este caso tem um total de 40432 nós e a metodologia encontra a melhor

solução do sistema no nó 25964. O algoritmo também encontrou outras 209 soluções sub-ótimas. A

topologia inicial do sistema Colombiano de 93 barras e as adições feitas pelo algoritmo (apresentadas

entre parênteses) são mostradas na Fig. 7.7.
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Fig. 7.5: Solução do sistema Sul Brasileiro de 46 barras considerando a topologia base e com repro-
gramação da geração, usando o modelo CC. As linhas tracejadas representam circuitos candidatos
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Fig. 7.6: Solução do sistema Sul Brasileiro de 46 barras considerando a topologia base e sem repro-
gramação da geração, usando o modelo CC. As linhas tracejadas representam circuitos candidatos



7.5 Testes e Resultados 117

50

81

45

54

48 63

47

53 46

5152

43

42

4140

38

57 84

49

39

88

688637

61

12

66

22

76

82

60

6216

20
23

21

15

55

75

34 70
69

13

14

74

64

30

73

27
89

32

65

36

35

19

2
9

4

5

77 79

93

67

87

786 10

1

92

11

85
83

25

28

8026

44

91
90

3
7

71

59

33

31

24

8

18

17

58

(1)

(1)

(2)

(2)

(1)

29
(1)

(1)

(1)

(1)
56

(1)

(1)

(1)

(1)

(1)

(1)

72
(1)

(1)

Fig. 7.7: Solução do sistema Colombiano de 93 barras considerando a topologia base e sem reprogra-
mação da geração, usando o modelo CC. As linhas tracejadas representam circuitos candidatos
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7.6 Comentários dos Resultados

O aspecto relevante do proposto neste capítulo é que foi resolvido diretamente o problema de

planejamento da expansão de transmissão com o modelo CC e para o planejamento estático usando

um algoritmo Branch and Bound sem o uso da decomposição de Benders. Acredita-se que o uso

do algoritmo B&B para resolver o problema do planejamento da expansão da rede da transmissão

usando diretamente o modelo CC foi adiado devido à falta de um algoritmo eficiente e robusto para

resolver problemas de programação não-linear, que deve ser usado no problema. Acredita-se que este

ponto foi superado com o uso do método de pontos interiores.

As soluções encontradas pelo algoritmo B&B para todos os sistemas testados são as mesmas en-

contradas na bibliografia especializada utilizando metaheurísticas, que são os métodos mas confiáveis

para encontrar excelentes soluções. A vantagem do algoritmo B&B, em relação as metaheurísticas,

é que converge com um esforço de processamento menor porque resolve um número reduzido de

problemas PNLs, no caso dos sistemas testados. O algoritmo também apresenta uma convergência

rápida depois de fazer a sondagem de todos os nós da árvore de B&B, garantindo que não existe

uma solução melhor que a incumbente. No caso das metaheurísticas, geralmente é mais complicado

especificar o critério de parada, e assim usa-se, normalmente, como critério de parada, um número

máximo de iterações, um número máximo de chamadas de PLs ou PNLs, ou um número especifi-

cado de iterações em que a melhor solução não muda. Nenhum dos critérios anteriores garante que a

solução encontrada seja a solução ótima.

Devido à não linearidade do problema de planejamento, o valor de investimento v na árvore B&B

não tem um comportamento sempre ascendente (como acontece na árvore B&B quando é resolvido

um PLIM), e isso pode ser observado nas Figuras 7.2 e 7.4. A presença desta não linearidade pode

afetar o desempenho do algoritmo B&B e é contornado pelo fator de segurança ǫ.

Na Fig. 7.8 é mostrado o valor de investimento v dos nós 3, 5, 6, 7, 8, 9 e 10, para o sistema

Garver com a configuração base e com reprogramação da geração. Assim, mostra-se a evolução do

valor de investimento a partir do nó 3 variando em forma contínua n5−6 no intervalo [0 a 1], fixando

os outros valores do vetor n no valor obtido no nó 3, para conseguir os nós 5 e 6. Também foi feito o

mesmo gráfico para os nós 5 e 8, variando de forma contínua n4−6 e n3−5 no intervalo [2 a 3] e [0 a

1], respectivamente.

O valor de ǫ foi calculado de forma empírica, depois da realização de testes. Com valores me-

nores de ǫ, o algoritmo B&B teria uma convergência muito mais rápida e com um menor esforço

computacional, mas com um alto risco de encontrar apenas uma solução ótima local, devido à não

linearidade do problema de planejamento. Valores maiores de ǫ teriam uma maior oportunidade de

encontrar uma excelente solução, assim como também a possibilidade de encontrar outras soluções

sub-ótimas, mas com um maior tempo e esforço computacional. Recomenda-se que o valor de ǫ fique
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Fig. 7.8: Não-convexidade do problema de planejamento de transmissão para o sistema Garver

entre [1 a 3]% do valor da solução incumbente (v∗) .

Recomenda-se o cálculo dos pseudocustos das novas variáveis inteiras (com valor não inteiro) que

aparecem em cada nó da árvore B&B e que não foram calculados anteriormente, assim como também

é importante calcular novamente os pseudocustos quando estes são negativos. Esta estratégia aumenta

a rapidez da convergência, mas aumenta o número de problemas de PNLs a serem resolvidos.

O esforço computacional do algoritmo Branch and Bound pode ser melhorado analisando a utili-

zação de outros pseudocustos que utilizem as informações obtidas das variáveis duais dos problemas

de PNL ou também com a ajuda de um algoritmo heurístico construtivo, com o propósito de encon-

trar de forma mais rápida uma solução incumbente inicial para realizar o processo de sondagem. Para

sistemas de grande porte seria recomendável a utilização de ferramentas de processamento paralelo.

O algoritmo B&B mostrou-se consistente, apresentando excelentes perspectivas de utilização em

aplicações mais complexas. Assim, por exemplo, no futuro pretende-se implementar algoritmos B&B

para resolver o problema de planejamento usando modelo CC considerando as perdas e dispositivos

com características não lineares como os controladores FACTS.



Capítulo 8

Considerações Finais

8.1 Conclusões

Como parte deste trabalho, foi apresentado um modelo matemático para resolver o problema de

planejamento estático da expansão de sistemas de transmissão usando o modelo de corrente alternada.

As principais vantagens de utilizar o modelo CA no problema de planejamento são: a) incorporar

o valor das perdas ativas do sistema de transmissão; b) realizar um planejamento da expansão de

sistemas de transmissão e a alocação ótima de fontes de potência reativa simultaneamente; c) realizar

de forma eficiente a fase de reforços dos planos de expansão quando se utiliza um modelo simplificado

e, d) a possibilidade da realização de outros tipos de estudos como por exemplo: a estabilidade de

tensão, análise nodal, análise de estabilidade transitória, etc. Entretanto, uma das maiores dificuldades

de se trabalhar com o problema de planejamento usando o modelo CA é a necessidade de tratar com

problemas de programação não-linear de grande porte.

Para viabilizar o uso do modelo CA no planejamento da expansão de sistemas de transmissão,

pode-se utilizar as muitas técnicas de otimização existentes na literatura especializada para o pro-

blema de planejamento usando o modelo CC, desde os algoritmos aproximados até os algoritmos

exatos. Entretanto, um algoritmo heurístico construtivo foi utilizado como uma proposta inicial de

técnica de solução para viabilizar o uso do modelo CA em trabalhos de planejamento da expansão de

sistemas de transmissão. Os resultados do AHC mostram que é possível usar diretamente o modelo

CA em substituição aos modelos relaxados nos trabalhos de planejamento da expansão de sistemas

de transmissão, assim como os resultados encontrados mostram que as topologias encontradas, bem

como os valores de investimento, para os modelos CC e CA, são diferentes.

Uma primeira tentativa de alocação de fontes de potência reativa também é considerada, utilizando

as informações obtidas pelo AHC e pelos problemas de PNL. O objetivo foi conseguir planos de

expansão usando o modelo CA tentando minimizar a influência dos limites da tensão do sistema nos
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planos da expansão. Portanto, uma evolução natural do trabalho apresentado consiste em formular um

modelo matemático que permita realizar de maneira formal o planejamento integrado da expansão de

sistemas de transmissão e a alocação de fontes de potência reativa. Uma análise e uma metodologia

para realizar a fase de reforços dos planos de expansão quando é utilizado inicialmente um modelo

simplificado também foi apresentado.

Um algoritmo heurístico construtivo especializado foi utilizado para resolver o problema do pla-

nejamento da expansão de sistemas de transmissão usando diretamente o modelo CC para o plane-

jamento estático. Este algoritmo representa uma mudança significativa em relação aos outros AHC

devido a necessidade de resolver um problema de PNL em cada passo do AHC, com o objetivo de

identificar o circuito mais promissor, com informações técnicas (respeitar as restrições operativas) e

econômicas (mínimo investimento) que devem ser adicionados ao sistema corrente.

A utilização do AHC para a solução do problema mostrou ser eficiente, embora existam algumas

desvantagens nas fases finais do algoritmo. O índice de sensibilidade utilizado apresenta um exce-

lente desempenho nas primeiras iterações do algoritmo ou ainda quando a topologia encontrada pelo

PNL apresenta propostas de investimento próximas a valores inteiros na expansão. Entretanto, nas

iterações finais e especialmente em sistemas grandes e complexos, geralmente aparecem propostas

de investimento com valores de nij muito pequenos e, nesse caso, o índice usado perde eficiência na

escolha dos circuitos a serem adicionados.

Deve-se observar que a qualidade da solução encontrada no problema de planejamento depende do

AHC usado e em menor medida do algoritmo para resolver o problema de PNL. Em outras palavras,

pode-se formular um AHC mais eficiente que melhore a qualidade da solução final e que ainda use

o algoritmo de MPI como módulo básico ou sub-rotina. Portanto, a responsabilidade do algoritmo

de MPI está apenas restrito a sua capacidade de encontrar um ótimo local ou global do PNL e sua

convergência adequada.

Um algoritmo B&B para resolver diretamente o problema de planejamento da expansão de trans-

missão com o modelo CC para o planejamento estático, sem o uso da decomposição de Benders, foi

apresentado. Foram redefinidos os chamados testes de sondagem no algoritmo B&B, assim como foi

usado pseudocustos para gerenciar o desenvolvimento da árvore de B&B. Os problemas de programa-

ção não-linear em cada nó da árvore de B&B foram resolvidos usando a metodologia desenvolvida

no AHC para o problem de planejamento usando o modelo CC. As soluções encontradas pelo al-

goritmo B&B para todos os sistemas testados são as mesmas soluções encontradas na bibliografia

especializada utilizando metaheurísticas, que são os métodos mais confiáveis para encontrar excelen-

tes soluções.

A vantagem do algoritmo B&B, em relação às metaheurísticas, é que converge com um esforço de

processamento menor porque resolve um número reduzido de problemas PNL no caso dos sistemas
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testados. O algoritmo também apresenta uma convergência rápida depois de fazer à sondagem de

todos os nós da árvore de B&B, garantindo que não existe uma melhor solução que a incumbente.

Para as metaheurísticas, geralmente é mais complicado especificar o critério de parada que garanta

que a solução encontrada seja a solução ótima.

A utilização de técnicas de programação não-linear dentro das metodologias para resolver o pro-

blema de planejamento de sistemas de transmissão usando o modelo CC traz como vantagem a pos-

sibilidade de inclusão de restrições ou dispositivos com características não–lineares, tais como as

perdas do sistema de transmissão ou os controladores FACTS. Estas características não são fáceis ou,

mais precisamente, não podem ser consideradas nas metodologias existentes na literatura especiali-

zada sem a necessidade de usar um algoritmo de programação não–linear.

O AHC utilizado para viabilizar o uso do modelo CA no planejamento da expansão de sistemas de

transmissão, assim como o AHC e o algoritmo B&B para o problema de planejamento da expansão

de sistemas de transmissão usando o modelo CC, requerem a solução de problemas de programação

não-lineares diferenciados. Uma técnica de otimização com base em uma combinação de métodos de

pontos interiores de alta ordem para resolver os problemas de PNL foi desenvolvida.

8.2 Trabalhos Futuros

Durante o desenvolvimento deste trabalho, foram feitas algumas anotações que seriam relevantes

se considerar em trabalhos futuros. Destacam-se, basicamente, as seguintes extensões futuras:

• Incluir no problema de planejamento da expansão de sistemas de transmissão usando o modelo

CC uma representação das perdas elétricas do sistema de transmissão e modelar dispositivos

com características não–lineares, como o compensador capacitivo série controlado por tiristores

(TCSC).

• Implementar um algoritmo B&B para o problema de planejamento da expansão de sistemas

de transmissão usando o modelo CC para representar o modelo de rede elétrica mas, adicio-

nalmente, considerar formas de operação mais próximas da realidade tais como incorporar o

modelo de expansão para planejamento multiestágio, o modelo de expansão para operação do

sistema elétrico em mercado competitivo e o modelo de operação com restrições de segurança.

• Modelar a integralidade das variáveis de investimento do problema de planejamento para os

modelos CC – CA usando funções não–lineares com o objetivo de melhorar o desempenho dos

algoritmos heurísticos construtivos.
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• Considerar o custo de instalação das fontes de potência reativa na função objetivo do problema

de PNL e desenvolver um AHC que permita realizar o planejamento integrado da expansão de

sistemas de transmissão e a alocação ótima de fontes de potência reativa.

• Desenvolver algoritmos de otimização mais eficientes como: os algoritmos Branch and Bound

e as Metaheurísticas para o problema de planejamento da expansão de transmissão usando o

modelo CA.

• Continuar desenvolvendo técnicas de otimização eficientes para resolver problemas de progra-

mação não-linear com o objetivo de aumentar a robustez na resolução de problemas de PNL

especialmente para resolver problemas mais complexos que o modelo CA do planejamento es-

tático. Deve-se observar que se se incorporam novas restrições, como as relacionadas com o

planejamento multiestágio e/ou o planejamento com restrições de segurança, o problema de

PNL a ser resolvido em cada passo do AHC se torna muito maior e mais complexo.
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Apêndice A

Relações matemáticas do MPI

No problema de planejamento da transmissão utilizando o modelo CA as funções g(x), h(x) e as

variáveis de decisão, assim como alguns vetores e matrizes constantes, são dadas por:

g(x) =




∆P

∆Q



 ; h(x) =
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;

en que os vetores ∆P, ∆Q, RF e RT são dados por:

∆P = P(V, θ, n) − IP PG + PD

∆Q = Q(V, θ, n) − IQQG + QD

RF = (N + N0)(Sde − S)

RT = (N + N0)(Spara − S)
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em que os elementos (ij) dos vetores Sde e Spara são calculados por:

Sde
ij =

√

(P de
ij )2 + (Qde

ij )2

P de
ij = V 2

i gij − ViVj(gij cos θij + bij sin θij)

Qde
ij = −V 2

i (bsh
ij + bij) − ViVj(gij sin θij − bij cos θij)

Spara
ij =

√

(P para
ij )2 + (Qpara

ij )2

P para
ij = V 2

j gij − ViVj(gij cos θij − bij sin θij)

Qpara
ij = −V 2

j (bsh
ij + bij) + ViVj(gij sin θij + bij cos θij)

A matriz Jacobiana das restrições de igualdade é calculada usando:

Jg(x) =








∂∆P
∂V

∂∆P
∂θ

∂∆P
∂n

IP 0

∂∆Q
∂V

∂∆Q
∂θ

∂∆Q
∂n

0 IQ








em que os elementos (i, j) de cada sub-matriz de Jg(x) são dadas pelas seguintes expressões:

∂∆P
∂V






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∂Vi
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Vi
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∂Vj
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∂n

{
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∂nij

= P de
ij

∂∆Q
∂V


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∂∆Qi

∂Vi

= −ViBii(n) +
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∂∆Qi

∂Vj

= Vi[Gij(n) sin θij − Bij(n) cos θij ]



135

∂∆Q
∂θ







∂∆Qi

∂θi

= −V 2
i Gii(n) + Pi(V, θ, n)

∂∆Qi

∂θj

= −ViVj[Gij(n) cos θij + Bij(n) sin θij ]

∂∆Q
∂n

{

∂∆Qi

∂nij

= Qde
ij

A matriz Hessiana da i-ésima restrição de igualdade do vetor ∆P é dada pela seguinte equação:
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∂2∆Pi

∂V∂θ

∂2∆Pi

∂V∂n
0 0

∂2∆Pi

∂θ∂V
∂2∆Pi

∂2θ

∂2∆Pi

∂θ∂n
0 0

∂2∆Pi

∂n∂V
∂2∆Pi

∂n∂θ
0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0





















em que os elementos (i, j) de cada sub-matriz de H
∆Pi

é dado por:

∂2∆Pi

∂2V







∂2∆Pi

∂2Vi

= 2Gii(n)

∂2∆Pi

∂Vi∂Vj

=
∂2∆Pi

∂Vj∂Vi

= Gij(n) cos θij + Bij(n) sin θij

∂2∆Pi

∂V∂θ







∂2∆Pi

∂Vi∂θi

= −ViBii(n) −
Qi(V, θ, n)

Vi

∂2∆Pi

∂Vj∂θi

= −Vi[Gij(n) sin θij − Bij(n) cos θij ] = −
∂2∆Pi

∂Vj∂θj

∂2∆Pi

∂Vi∂θj

= Vj[Gij(n) sin θij − Bij(n) cos θij ]
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∂2∆Pi

∂V∂n







∂2∆Pi

∂Vi∂nij

= 2Vigij − Vj(gij cos θij + bij sin θij)

∂2∆Pi

∂Vj∂nij

= −Vi(gij cos θij + bij sin θij)

∂2∆Pi

∂2θ







∂2∆Pi

∂2θi

= V 2
i Gii(n) − Pi(V, θ, n)

∂2∆Pi

∂θi∂θj

=
∂2∆Pi

∂θj∂θi

= ViVj [Gij(n) cos θij + Bij(n) sin θij ]

∂2∆Pi

∂2θj

= −ViVj[Gij(n) cos θij + Bij(n) sin θij ]

∂2∆Pi

∂θ∂n

{

∂2∆Pi

∂θi∂nij

= ViVj(gij sin θij − bij cos θij) = −
∂2∆Pi

∂θj∂nij

∂2∆Pi

∂θ∂V
=

∂2∆Pi

∂V∂θ

T

;
∂2∆Pi

∂n∂V
=

∂2∆Pi

∂V∂n

T

;
∂2∆Pi

∂n∂θ
=

∂2∆Pi

∂θ∂n

T

A matriz Hessiana da i-ésima restrição de igualdade do vetor ∆Q é dada pela seguinte equação:

H∆Qi
=





















∂2∆Qi

∂2V
∂2∆Qi

∂V∂θ

∂2∆Qi

∂V∂n
0 0

∂2∆Qi

∂θ∂V
∂2∆Qi

∂2θ

∂2∆Qi

∂θ∂n
0 0

∂2∆Qi

∂n∂V
∂2∆Qi

∂n∂θ
0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0




















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em que os elementos (i, j) de cada sub-matriz de H
∆Qi

é dado por:

∂2∆Qi

∂2V







∂2∆Qi

∂2Vi

= −2Bii(n)

∂2∆Qi

∂Vi∂Vj

=
∂2∆Qi

∂Vj∂Vi

= Gij(n) sin θij − Bij(n) cos θij

∂2∆Qi

∂V∂θ







∂2∆Qi

∂Vi∂θi

= −ViGii(n) +
Pi(V, θ, n)

Vi

∂2∆Qi

∂Vj∂θi

= Vi[Gij(n) cos θij + Bij(n) sin θij ] = −
∂2∆Qi

∂Vj∂θj

∂2∆Qi

∂Vi∂θj

= −Vj [Gij(n) cos θij + Bij(n) sin θij ]

∂2∆Qi

∂V∂n







∂2∆Qi

∂Vi∂nij

= −2Vi(bij + bsh
ij ) − Vj(gij sin θij − bij cos θij)

∂2∆Qi

∂Vj∂nij

= −Vi(gij sin θij − bij cos θij)

∂2∆Qi

∂2θ







∂2∆Qi

∂2θi

= −V 2
i Bii(n) − Qi(V, θ, n)

∂2∆Qi

∂θi∂θj

=
∂2∆Qi

∂θj∂θi

= ViVj [Gij(n) sin θij − Bij(n) cos θij ]

∂2∆Qi

∂2θj

= −ViVj [Gij(n) sin θij − Bij(n) cos θij ]

∂2∆Qi

∂θ∂n

{

∂2∆Qi

∂θi∂nij

= −ViVj(gij cos θij + bij sin θij) = −
∂2∆Qi

∂θj∂nij

∂2∆Qi

∂θ∂V
=

∂2∆Qi

∂V∂θ

T

;
∂2∆Qi

∂n∂V
=

∂2∆Qi

∂V∂n

T

;
∂2∆Qi

∂n∂θ
=

∂2∆Qi

∂θ∂n

T
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A matriz Jacobiana das restrições de desigualdade é calculada usando:

Jh(x) =








∂RF

∂V
∂RF

∂θ

∂RF

∂n
0 0

∂RT

∂V
∂RT

∂θ

∂RT

∂n
0 0








em que, os elementos (i, j) de cada sub-matriz de Jh(x) são dadas pelas seguintes expressões:

∂RF

∂V







∂RF

∂Vi

= (nij + n0
ij)

∂Sde
ij

∂Vi

∂RF

∂Vj

= (nij + n0
ij)

∂Sde
ij

∂Vj

∂RF

∂θ

{

∂RF

∂θi

= (nij + n0
ij)

∂Sde
ij

∂θi

= −
∂RF

∂θj

∂RF

∂n

{

∂RF

∂nij

= Sde
ij − Sij

∂RT

∂V







∂RT

∂Vi

= (nij + n0
ij)

∂Spara
ij

∂Vi

∂RT

∂Vj

= (nij + n0
ij)

∂Spara
ij

∂Vj

∂RT

∂θ

{

∂RT

∂θi

= (nij + n0
ij)

∂Spara
ij

∂θi

= −
∂RT

∂θj

∂RT

∂n

{

∂RT

∂nij

= Spara
ij − Sij
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em que,

∂Sde
ij

∂Vi

=
1

Sde
ij

[P de
ij

∂P de
ij

∂Vi

+ Qde
ij

∂Qde
ij

∂Vi

]

∂Sde
ij

∂Vj

=
1

Sde
ij

[P de
ij

∂P de
ij

∂Vj

+ Qde
ij

∂Qde
ij

∂Vj

]

∂Sde
ij

∂θi

=
1

Sde
ij

[P de
ij

∂P de
ij

∂θi

+ Qde
ij

∂Qde
ij

∂θi

] = −
∂Sde

ij

∂θj

∂P de
ij

∂Vi

= 2Vigij − Vj(gij cos θij + bij sin θij)

∂Qde
ij

∂Vi

= −2Vi(b
sh
ij + bij) − Vj(gij sin θij − bij cos θij)

∂P de
ij

∂θi

= ViVj(gij sin θij − bij cos θij) = −Vj

∂Qde
ij

∂Vj

= −
∂P de

ij

∂θj

∂Qde
ij

∂θi

= −ViVj(gij cos θij + bij sin θij) = Vj

∂P de
ij

∂Vj

= −
∂Qde

ij

∂θj

∂Spara
ij

∂Vi

=
1

Spara
ij

[P para
ij

∂P para
ij

∂Vi

+ Qpara
ij

∂Qpara
ij

∂Vi

]

∂Spara
ij

∂Vj

=
1

Spara
ij

[P para
ij

∂P para
ij

∂Vj

+ Qpara
ij

∂Qpara
ij

∂Vj

]

∂Spara
ij

∂θi

=
1

Spara
ij

[P para
ij

∂P para
ij

∂θi

+ Qpara
ij

∂Qpara
ij

∂θi

] = −
∂Spara

ij

∂θj

∂P para
ij

∂Vj

= 2Vjgij − Vi(gij cos θij − bij sin θij)

∂Qpara
ij

∂Vj

= −2Vj(b
sh
ij + bij) + Vi(gij sin θij + bij cos θij)

∂P para
ij

∂θi

= ViVj(gij sin θij + bij cos θij) = Vi

∂Qpara
ij

∂Vi

= −
∂P para

ij

∂θj

∂Qpara
ij

∂θi

= ViVj(gij cos θij − bij sin θij) = −Vi

∂P para
ij

∂Vi

= −
∂Qpara

ij

∂θj
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A matriz Hessiana da i-ésima restrição de desigualdade do vetor RF é dada pela seguinte equação:

HRF i
=


















∂2RF i

∂2V
∂2RF i

∂V∂θ

∂2RF i

∂V∂n
0 0

∂2RF i

∂θ∂V
∂2RF i

∂2θ

∂2RF i

∂θ∂n
0 0

∂2RF i

∂n∂V
∂2RF i

∂n∂θ
0 0 0

0 0 0 0 0


















em que os elementos (i, j) de cada sub-matriz de HRF i
é dado por:

∂2RF i

∂2V







∂2RF i

∂2Vi

=
(nij + n0

ij)

Sde
ij

[P de
ij

∂2P de
ij

∂2Vi

+ (
∂P de

ij

∂Vi

)2 + Qde
ij

∂2Qde
ij

∂2Vi

+ (
∂Qde

ij

∂Vi

)2 − (
∂Sde

ij

∂Vi

)2]

∂2RF i

∂Vi∂Vj

=
∂2RF i

∂Vj∂Vi

=
(nij + n0

ij)

Sde
ij

[P de
ij

∂2P de
ij

∂Vi∂Vj

+
∂P de

ij

∂Vi

∂P de
ij

∂Vj

+ Qde
ij

∂2Qde
ij

∂Vi∂Vj

+

∂Qde
ij

∂Vi

∂Qde
ij

∂Vj

−
∂Sde

ij

∂Vi

∂Sde
ij

∂Vj

]

∂2RF i

∂2Vj

=
(nij + n0

ij)

Sde
ij

[(
∂P de

ij

∂Vj

)2 + (
∂Qde

ij

∂Vj

)2 − (
∂Sde

ij

∂Vj

)2]

∂2RF i

∂V∂θ







∂2RF i

∂Vi∂θi

= −
∂2RF i

∂Vi∂θj

=
(nij + n0

ij)

Sde
ij

[P de
ij

∂2P de
ij

∂Vi∂θi

+
∂P de

ij

∂Vi

∂P de
ij

∂θi

+ Qde
ij

∂2Qde
ij

∂Vi∂θi

+

∂Qde
ij

∂Vi

∂Qde
ij

∂θi

−
∂Sde

ij

∂Vi

∂Sde
ij

∂θi

]

∂2RF i

∂Vj∂θj

= −
∂2RF i

∂Vj∂θi

=
(nij + n0

ij)

Sde
ij

[P de
ij

∂2P de
ij

∂Vj∂θj

+
∂P de

ij

∂Vj

∂P de
ij

∂θj

+ Qde
ij

∂2Qde
ij

∂Vj∂θj

+

∂Qde
ij

∂Vj

∂Qde
ij

∂θj

−
∂Sde

ij

∂Vj

∂Sde
ij

∂θj

]

∂2RF i

∂V∂n







∂2RF i

∂Vi∂nij

=
∂Sde

ij

∂Vi

∂2RF i

∂Vj∂nij

=
∂Sde

ij

∂Vj
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∂2RF i

∂2θ







∂2RF i

∂2θi

=
(nij + n0

ij)

Sde
ij

[P de
ij

∂2P de
ij

∂2θi

+ (
∂P de

ij

∂θi

)2 + Qde
ij

∂2Qde
ij

∂2θi

+ (
∂Qde

ij

∂θi

)2 − (
∂Sde

ij

∂θi

)2]

∂2RF i

∂θi∂θj

=
∂2RF i

∂θj∂θi

=
(nij + n0

ij)

Sde
ij

[P de
ij

∂2P de
ij

∂θi∂θj

+
∂P de

ij

∂θi

∂P de
ij

∂θj

+ Qde
ij

∂2Qde
ij

∂θi∂θj

+

∂Qde
ij

∂θi

∂Qde
ij

∂θj

−
∂Sde

ij

∂θi

∂Sde
ij

∂θj

]

∂2RF i

∂2θj

=
(nij + n0

ij)

Sde
ij

[P de
ij

∂2P de
ij

∂2θj

+ (
∂P de

ij

∂θj

)2 + Qde
ij

∂2Qde
ij

∂2θj

+ (
∂Qde

ij

∂θj

)2 − (
∂Sde

ij

∂θj

)2]

∂2RF i

∂θ∂n







∂2RF i

∂θi∂nij

=
∂Sde

ij

∂θi

∂2RF i

∂θj∂nij

=
∂Sde

ij

∂θj

∂2∆RF i

∂θ∂V
=

∂2∆RF i

∂V∂θ

T

;
∂2∆RF i

∂n∂V
=

∂2∆RF i

∂V∂n

T

;
∂2∆RF i

∂n∂θ
=

∂2∆RF i

∂θ∂n

T

em que,

∂2P de
ij

∂2Vi

= 2gij ;
∂2Qde

ij

∂2Vi

= −2(bsh
ij + bij) ;

∂2P de
ij

∂Vi∂Vj

=
1

Vi

∂P de
ij

∂Vj

∂2Qde
ij

∂Vi∂Vj

=
1

Vi

∂Qde
ij

∂Vj

;
∂2P de

ij

∂Vi∂θi

=
1

Vi

∂P de
ij

∂θi

;
∂2Qde

ij

∂Vi∂θi

=
1

Vi

∂Qde
ij

∂θi

∂2P de
ij

∂Vj∂θj

= −
1

Vj

∂P de
ij

∂θi

;
∂2Qde

ij

∂Vj∂θj

= −
1

Vj

∂Qde
ij

∂θi

∂2P de
ij

∂2θi

=
∂2P de

ij

∂2θj

= −
∂2P de

ij

∂θi∂θj

= −
∂Qde

ij

∂θi

∂2Qde
ij

∂2θi

=
∂2Qde

ij

∂2θj

= −
∂2Qde

ij

∂θi∂θj

=
∂P de

ij

∂θi



142 Relações matemáticas do MPI

A matriz Hessiana da i-ésima restrição de desigualdade do vetor RT é dada pela seguinte equação:

HRT i
=


















∂2RT i

∂2V
∂2RT i

∂V∂θ

∂2RT i

∂V∂n
0 0

∂2RT i

∂θ∂V
∂2RT i

∂2θ

∂2RT i

∂θ∂n
0 0

∂2RT i

∂n∂V
∂2RT i

∂n∂θ
0 0 0

0 0 0 0 0


















em que os elementos (i, j) de cada sub-matriz de HRTi
é dado por:

∂2RT i

∂2V







∂2RT i

∂2Vi

=
(nij + n0

ij)

Spara
ij

[(
∂P para

ij

∂Vi

)2 + (
∂Qpara

ij

∂Vi

)2 − (
∂Spara

ij

∂Vi

)2]

∂2RT i

∂Vi∂Vj

=
∂2RT

∂Vj∂Vi

=
(nij + n0

ij)

Spara
ij

[P para
ij

∂2P para
ij

∂Vi∂Vj

+
∂P para

ij

∂Vi

∂P para
ij

∂Vj

+ Qpara
ij

∂2Qpara
ij

∂Vi∂Vj

+

∂Qpara
ij

∂Vi

∂Qpara
ij

∂Vj

−
∂Spara

ij

∂Vi

∂Spara
ij

∂Vj

]

∂2RT i

∂2Vj

=
(nij + n0

ij)
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em que,
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Apêndice B

Dados dos Sistemas para o Modelo CA

B.1 Sistema Garver de 6 Barras

Dados de Barra
Barra Tipo PD QD P max

G P min
G Qmax

G Qmin
G

MW MVAr MW MW MVAr MVAr
1 Vθ 80 16 160 0 48 -10
2 PQ 240 48 – – – –
3 PV 40 8 370 0 101 -10
4 PQ 160 32 – – – –
5 PQ 240 48 – – – –
6 PV 0 0 610 0 183 -10
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Dados de Ramos
Barra Barra rij xij bsh

ij Smax
ij cij n0

ij nmax
ij

De Para pu pu pu MVA US$
1 2 0,040 0,400 0,00 120 40 1 5
1 3 0,038 0,380 0,00 120 38 0 5
1 4 0,060 0,600 0,00 100 60 1 5
1 5 0,020 0,200 0,00 120 20 1 5
1 6 0,068 0,680 0,00 90 68 0 5
2 3 0,020 0,200 0,00 120 20 1 5
2 4 0,040 0,400 0,00 120 40 1 5
2 5 0,031 0,310 0,00 120 31 0 5
2 6 0,030 0,300 0,00 120 30 0 5
3 4 0,059 0,590 0,00 102 59 0 5
3 5 0,020 0,200 0,00 120 20 1 5
3 6 0,048 0,480 0,00 120 48 0 5
4 5 0,063 0,630 0,00 95 63 0 5
4 6 0,030 0,300 0,00 120 30 0 5
5 6 0,061 0,610 0,00 98 61 0 5
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B.2 Sistema IEEE de 24 barras

Dados de Barra
Barra Tipo PD QD P max

G P min
G Qmax

G Qmin
G

MW MVAr MW MW MVAr MVAr
1 Vθ 324,0 66,0 576,0 0,0 240,0 -150,0
2 PV 291,0 60,0 576,0 0,0 240,0 -150,0
3 PQ 540,0 111,0 – – – –
4 PQ 222,0 45,0 – – – –
5 PQ 213,0 42,0 – – – –
6 PV 408,0 84,0 – – 0,0 -300,0
7 PV 375,0 75,0 900,0 0,0 540,0 0,0
8 PQ 513,0 105,0 – – – –
9 PQ 525,0 108,0 – – – –

10 PQ 585,0 120,0 – – – –
11 PQ 0,0 0,0 – – – –
12 PQ 0,0 0,0 – – – –
13 PV 795,0 162,0 1773,0 0,0 720,0 0,0
14 PV 582,0 117,0 – – 600,0 -150,0
15 PV 951,0 192,0 645,0 0,0 330,0 -150,0
16 PV 300,0 60,0 465,0 0,0 240,0 -150,0
17 PQ 0,0 0,0 – – – –
18 PV 999,0 204,0 1200,0 0,0 600,0 -150,0
19 PQ 543,0 111,0 – – – –
20 PQ 384,0 78,0 – – – –
21 PV 0,0 0,0 1200,0 0,0 600,0 -150,0
22 PV 0,0 0,0 900,0 0,0 288,0 -180,0
23 PV 0,0 0,0 1980,0 0,0 930,0 -375,0
24 PQ 0,0 0,0 – – – –
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Dados de Ramos
Barra Barra rij xij bsh

ij Smax
ij cij n0

ij nmax
ij

De Para pu pu pu MVA ×106US$
1 2 0,0026 0,0139 0,4611 200,0 3 1 3
1 3 0,0546 0,2112 0,0572 220,0 55 1 3
1 5 0,0218 0,0845 0,0229 220.0 22 1 3
1 8 0,0348 0,1344 0,0000 220,0 35 0 3
2 4 0,0328 0,1267 0,0343 220,0 33 1 3
2 6 0,0497 0,1920 0,0520 220,0 50 1 3
2 8 0,0328 0,1267 0,0000 220,0 33 0 3
3 9 0,0308 0,1190 0,0322 220,0 31 1 3
3 24 0,0023 0,0839 0,0000 600,0 50 1 3
4 9 0,0268 0,1037 0,0281 220,0 27 1 3
5 10 0,0228 0,0883 0,0239 220,0 23 1 3
6 7 0,0497 0,1920 0,0000 220,0 50 0 3
6 10 0,0139 0,0605 2,4590 200,0 16 1 3
7 8 0,0159 0,0614 0,0166 220,0 16 1 3
8 9 0,0427 0,1651 0,0447 220,0 43 1 3
8 10 0,0427 0,1651 0,0447 220,0 43 1 3
9 11 0,0023 0,0839 0,0000 600,0 50 1 3
9 12 0,0023 0,0839 0,0000 600,0 50 1 3

10 11 0,0023 0,0839 0,0000 600,0 50 1 3
10 12 0,0023 0,0839 0,0000 600,0 50 1 3
11 13 0,0061 0,0476 0,0999 625,0 66 1 3
11 14 0,0054 0,0418 0,0879 625,0 58 1 3
12 13 0,0061 0,0476 0,0999 625,0 66 1 3
12 23 0,0124 0,0966 0,2030 625,0 134 1 3
13 14 0,0057 0,0447 0,0000 625,0 62 0 3
13 23 0,0111 0,0865 0,1818 625,0 120 1 3
14 16 0,0050 0,0389 0,0818 625,0 54 1 3
14 23 0,0080 0,0620 0,0000 625,0 86 0 3
15 16 0,0022 0,0173 0,0364 625,0 24 1 3
15 21 0,0063 0,0490 0,1030 625,0 68 2 3
15 24 0,0067 0,0519 0,1091 625,0 72 1 3
16 17 0,0033 0,0259 0,0545 625,0 36 1 3
16 19 0,0030 0,0231 0,0485 625,0 32 1 3
16 23 0,0105 0,0822 0,0000 625,0 114 0 3
17 18 0,0018 0,0144 0,0303 625,0 20 1 3
17 22 0,0135 0,1053 0,2212 625,0 146 1 3
18 21 0,0033 0,0259 0,0545 625,0 36 2 3
19 20 0,0051 0,0396 0,0833 625,0 55 2 3
19 23 0,0078 0,0606 0,0000 625,0 84 0 3
20 23 0,0028 0,0216 0,0455 625,0 30 2 3
21 22 0,0087 0,0678 0,1424 625,0 94 1 3
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B.3 Sistema Brasileiro Sul de 46 barras

Dados de Barra
Barra Tipo PD QD P max

G P min
G Qmax

G Qmin
G

MW MVAr MW MW MVAr MVAr
1 PQ 0,0 0,0 – – – –
2 PQ 443,1 66,5 – – – –
3 PQ 0,0 0,0 – – – –
4 PQ 300,7 45,1 – – – –
5 PQ 238,0 35,7 – – – –
6 PQ 0,0 0,0 – – – –
7 PQ 0,0 0,0 – – – –
8 PQ 72,2 10,8 – – – –
9 PQ 0,0 0,0 – – – –

10 PQ 0,0 0,0 – – – –
11 PQ 0,0 0,0 – – – –
12 PQ 511,9 76,8 – – – –
13 PQ 185,8 27,9 – – – –
14 Vθ 0,0 0,0 2000,0 0,0 600,0 -200,0
15 PQ 0,0 0,0 – – – –
16 PV 0,0 0,0 2000,0 0,0 600,0 -200,0
17 PV 0,0 0,0 1050,0 0,0 315,0 -105,0
18 PQ 0,0 0,0 – – – –
19 PV 0,0 0,0 1670,0 0,0 501,0 -167,0
20 PQ 1091,2 163,7 – – – –
21 PQ 0,0 0,0 – – – –
22 PQ 81,9 12,3 – – – –
23 PQ 458,1 68,7 – – – –
24 PQ 478,2 71,7 – – – –
25 PQ 0,0 0,0 – – – –
26 PQ 231,9 34,8 – – – –
27 PV 0,0 0,0 220,0 0,0 66,0 -22,0
28 PV 0,0 0,0 800,0 0,0 240,0 -80,0
29 PQ 0,0 0,0 – – – –
30 PQ 0,0 0,0 – – – –
31 PV 0,0 0,0 700,0 0,0 210,0 -70,0
32 PV 0,0 0,0 500,0 0,0 150,0 -50,0
33 PQ 229,1 34,4 – – – –
34 PV 0,0 0,0 748,0 0,0 224,4 -74,8
35 PQ 216,0 32,4 – – – –
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Dados de Barra (continuação)
Barra Tipo PD QD P max

G P min
G Qmax

G Qmin
G

MW MVAr MW MW MVAr MVAr
36 PQ 90,1 13,5 – – – –
37 PV 0,0 0,0 300,0 0,0 90,0 -30,0
38 PQ 216,0 32,4 – – – –
39 PV 0,0 0,0 600,0 0,0 180,0 -60,0
40 PQ 262,1 39,3 – – – –
41 PQ 0,0 0,0 – – – –
42 PQ 1607,9 241,2 – – – –
43 PQ 0,0 0,0 – – – –
44 PQ 79,1 11,9 – – – –
45 PQ 86,7 13,0 – – – –
46 PV 0,0 0,0 700,0 0,0 210,0 -70,0

Dados de Ramos
Barra Barra rij xij bsh

ij Smax
ij cij n0

ij nmax
ij

De Para pu pu pu MVA US$
1 7 0,0060 0,0616 0,0006 324,0 4349,0 1 5
1 2 0,0104 0,1065 0,0011 324,0 7076,0 2 5
4 9 0,0091 0,0924 0,0009 324,0 6217,0 1 5
5 9 0,0115 0,1173 0,0012 324,0 7732,0 1 5
5 8 0,0111 0,1132 0,0011 324,0 7480,0 1 5
7 8 0,0100 0,1023 0,0010 324,0 6823,0 1 5
4 5 0,0056 0,0566 0,0006 324,0 4046,0 2 5
2 5 0,0032 0,0324 0,0003 324,0 2581,0 2 5
8 13 0,0132 0,1348 0,0013 288,0 8793,0 1 5
9 14 0,0172 0,1756 0,0018 264,0 11267,0 2 5

12 14 0,0072 0,0740 0,0007 324,0 5106,0 2 5
14 18 0,0149 0,1514 0,0015 288,0 9803,0 2 5
13 18 0,0177 0,1805 0,0018 264,0 11570,0 1 5
13 20 0,0105 0,1073 0,0011 324,0 7126,0 1 5
18 20 0,0196 0,1997 0,0020 240,0 12732,0 1 5
19 21 0,0010 0,0278 0,0003 1800,0 32632,0 1 5
16 17 0,0003 0,0078 0,0001 2400,0 10505,0 1 5
17 19 0,0002 0,0061 0,0001 2400,0 8715,0 1 5
14 26 0,0158 0,1614 0,0016 264,0 10409,0 1 5
14 22 0,0083 0,0840 0,0008 324,0 5712,0 1 5
22 26 0,0078 0,0790 0,0008 324,0 5409,0 1 5
20 23 0,0092 0,0932 0,0009 324,0 6268,0 2 5
23 24 0,0076 0,0774 0,0008 324,0 5308,0 2 5
26 27 0,0081 0,0832 0,0008 324,0 5662,0 2 5
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Dados de Ramos (continuação)
Barra Barra rij xij bsh

ij Smax
ij cij n0

ij nmax
ij

De Para pu pu pu MVA US$
24 34 0,0162 0,1647 0,0016 264,0 10611,0 1 5
24 33 0,0142 0,1448 0,0014 288,0 9399,0 1 5
33 34 0,0124 0,1265 0,0013 324,0 8288,0 1 5
27 36 0,0089 0,0915 0,0009 324,0 6167,0 1 5
27 38 0,0204 0,2080 0,0021 240,0 13237,0 2 5
36 37 0,0104 0,1057 0,0011 324,0 7025,0 1 5
34 35 0,0048 0,0491 0,0005 324,0 3591,0 2 5
35 38 0,0194 0,1980 0,0020 240,0 12631,0 1 5
37 39 0,0028 0,0283 0,0003 324,0 2329,0 1 5
37 40 0,0125 0,1281 0,0013 324,0 8389,0 1 5
37 42 0,0206 0,2105 0,0021 240,0 13388,0 1 5
39 42 0,0199 0,2030 0,0020 240,0 12934,0 3 5
40 42 0,0092 0,0932 0,0009 324,0 6268,0 1 5
38 42 0,0089 0,0907 0,0009 324,0 6116,0 3 5
32 43 0,0010 0,0309 0,0003 1680,0 35957,0 1 5
42 44 0,0118 0,1206 0,0012 324,0 7934,0 1 5
44 45 0,0182 0,1864 0,0019 240,0 11924,0 1 5
19 32 0,0007 0,0195 0,0002 2160,0 23423,0 1 5
46 19 0,0008 0,0222 0,0002 2160,0 26365,0 1 5
46 16 0,0007 0,0203 0,0002 2160,0 24319,0 1 5
18 19 0,0000 0,0125 0,0001 720,0 8178,0 1 5
20 21 0,0000 0,0125 0,0001 720,0 8178,0 1 5
42 43 0,0000 0,0125 0,0001 720,0 8178,0 1 5
2 4 0,0086 0,0882 0,0009 324,0 5965,0 0 5

14 15 0,0037 0,0374 0,0004 324,0 2884,0 0 5
46 10 0,0003 0,0081 0,0001 2400,0 10889,0 0 5
4 11 0,0220 0,2246 0,0022 288,0 14247,0 0 5
5 11 0,0089 0,0915 0,0009 324,0 6167,0 0 5

46 6 0,0004 0,0128 0,0001 2400,0 16005,0 0 5
46 3 0,0007 0,0203 0,0002 2160,0 24319,0 0 5
16 28 0,0008 0,0222 0,0002 2160,0 26365,0 0 5
16 32 0,0010 0,0311 0,0003 1680,0 36213,0 0 5
17 32 0,0008 0,0232 0,0002 2040,0 27516,0 0 5
19 25 0,0011 0,0325 0,0003 1680,0 37748,0 0 5
21 25 0,0006 0,0174 0,0002 2400,0 21121,0 0 5
25 32 0,0011 0,0319 0,0003 1680,0 37109,0 0 5
31 32 0,0001 0,0046 0,0000 2400,0 7052,0 0 5
28 31 0,0002 0,0053 0,0001 2400,0 7819,0 0 5
28 30 0,0002 0,0058 0,0001 2400,0 8331,0 0 5
27 29 0,0098 0,0998 0,0010 324,0 6672,0 0 5
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Dados de Ramos (continuação)
Barra Barra rij xij bsh

ij Smax
ij cij n0

ij nmax
ij

De Para pu pu pu MVA US$
26 29 0,0053 0,0541 0,0005 324,0 3894,0 0 5
28 41 0,0012 0,0339 0,0003 1560,0 39283,0 0 5
28 43 0,0014 0,0406 0,0004 1440,0 46701,0 0 5
31 41 0,0010 0,0278 0,0003 1800,0 32632,0 0 5
32 41 0,0010 0,0309 0,0003 1680,0 35957,0 0 5
41 43 0,0005 0,0139 0,0001 2400,0 17284,0 0 5
40 45 0,0216 0,2205 0,0022 216,0 13994,0 0 5
15 16 0,0000 0,0125 0,0001 720,0 8178,0 0 5
46 11 0,0000 0,0125 0,0001 720,0 8178,0 0 5
24 25 0,0000 0,0125 0,0001 720,0 8178,0 0 5
29 30 0,0000 0,0125 0,0001 720,0 8178,0 0 5
40 41 0,0000 0,0125 0,0001 720,0 8178,0 0 5
2 3 0,0000 0,0125 0,0001 720,0 8178,0 0 5
5 6 0,0000 0,0125 0,0001 720,0 8178,0 0 5
9 10 0,0000 0,0125 0,0001 720,0 8178,0 0 5
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B.4 Sistema Nordeste Brasileiro de 87 barras

Dados de Barra
Barra Tipo PD1 QD1 PD2 QD2 P max

G P min
G Qmax

G Qmin
G

MW MVAr MW MVAr MW MW MVAr MVAr
1 PQ 1857,0 279,0 2747,0 412,0 – – – –
2 Vθ 0,0 0,0 0,0 0,0 6478,0 0,0 1943,0 -648,0
3 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
4 PV 0,0 0,0 0,0 0,0 827,0 0,0 249,0 -83,0
5 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
6 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
7 PQ 31,0 5,0 31,0 5,0 – – – –
8 PV 0,0 0,0 0,0 0,0 645,0 0,0 193,0 -64,0
9 PV 0,0 0,0 0,0 0,0 745,0 0,0 224,0 -74,0

10 PV 0,0 0,0 0,0 0,0 862,0 0,0 259,0 -86,0
11 PV 0,0 0,0 0,0 0,0 3520,0 0,0 1056,0 -352,0
12 PV 0,0 0,0 0,0 0,0 3612,0 0,0 1084,0 -361,0
13 PV 0,0 0,0 0,0 0,0 7219,0 0,0 2166,0 -722,0
14 PV 0,0 0,0 0,0 0,0 868,0 0,0 261,0 -87,0
15 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
16 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
17 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
18 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
19 PQ 86,0 13,0 125,0 19,0 – – – –
20 PQ 125,0 19,0 181,0 27,0 – – – –
21 PQ 722,0 108,0 1044,0 157,0 – – – –
22 PQ 291,0 44,0 446,0 67,0 – – – –
23 PQ 58,0 9,0 84,0 13,0 – – – –
24 PQ 159,0 24,0 230,0 35,0 – – – –
25 PQ 1502,0 225,0 2273,0 341,0 – – – –
26 PQ 47,0 7,0 68,0 10,0 – – – –
27 PQ 378,0 57,0 546,0 82,0 – – – –
28 PQ 189,0 28,0 273,0 41,0 – – – –
29 PQ 47,0 7,0 68,0 10,0 – – – –
30 PQ 189,0 28,0 273,0 41,0 – – – –
31 PQ 110,0 17,0 225,0 34,0 – – – –
32 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
33 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
34 PQ 28,0 4,0 107,0 16,0 – – – –
35 PV 0,0 0,0 0,0 0,0 2622,0 0,0 788,0 -262,0
36 PQ 225,0 34,0 325,0 49,0 – – – –
37 PV 0,0 0,0 0,0 0,0 271,0 0,0 81,0 -27,0
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Dados de Barra (continuação)
Barra Tipo PD1 QD1 PD2 QD2 P max

G P min
G Qmax

G Qmin
G

MW MVAr MW MVAr MW MW MVAr MVAr
38 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
39 PQ 186,0 28,0 269,0 40,0 – – – –
40 PQ 1201,0 180,0 1738,0 261,0 – – – –
41 PQ 520,0 78,0 752,0 113,0 – – – –
42 PQ 341,0 51,0 494,0 74,0 – – – –
43 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
44 PQ 4022,0 603,0 5819,0 873,0 – – – –
45 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
46 PQ 205,0 31,0 297,0 45,0 – – – –
47 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
48 PQ 347,0 52,0 432,0 65,0 – – – –
49 PQ 777,0 117,0 1124,0 169,0 – – – –
50 PQ 5189,0 778,0 7628,0 1144,0 – – – –
51 PQ 290,0 44,0 420,0 63,0 – – – –
52 PQ 707,0 106,0 1024,0 154,0 – – – –
53 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
54 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
55 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
56 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
57 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
58 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
59 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
60 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
61 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
62 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
63 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
64 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
65 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
66 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
67 PV 0,0 0,0 0,0 0,0 1988,0 0,0 597,0 -199,0
68 PV 0,0 0,0 0,0 0,0 1422,0 0,0 427,0 -142,0
69 PV 0,0 0,0 0,0 0,0 1446,0 0,0 435,0 -145,0
70 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
71 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
72 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
73 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
74 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
75 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
76 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
77 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
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Dados de Barra (continuação)
Barra Tipo PD1 QD1 PD2 QD2 P max

G P min
G Qmax

G Qmin
G

MW MVAr MW MVAr MW MW MVAr MVAr
78 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
79 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
80 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
81 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
82 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
83 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
84 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
85 PQ 487,0 73,0 705,0 106,0 – – – –
86 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –
87 PQ 0,0 0,0 0,0 0,0 – – – –

Dados de Ramos
Barra Barra rij xij bsh

ij Smax
ij cij n0

ij nmax
ij

De Para pu pu pu MVA US$
1 2 0,0037 0,0374 0,0004 1500,0 44056,0 2 20
2 4 0,0041 0,0406 0,0004 1500,0 48880,0 0 20
2 60 0,0043 0,0435 0,0004 1500,0 52230,0 0 20
2 87 0,0026 0,0259 0,0003 1500,0 31192,0 1 20
3 71 0,0008 0,0078 0,0001 4800,0 92253,0 0 20
3 81 0,0005 0,0049 0,0000 4800,0 60153,0 0 20
3 83 0,0004 0,0043 0,0000 4800,0 53253,0 0 20
3 87 0,0006 0,0058 0,0001 1800,0 21232,0 0 20
4 5 0,0043 0,0435 0,0004 1500,0 52230,0 1 20
4 6 0,0049 0,0487 0,0005 1500,0 58260,0 0 20
4 32 0,0023 0,0233 0,0002 450,0 7510,0 0 20
4 60 0,0022 0,0215 0,0002 1500,0 26770,0 0 20
4 68 0,0007 0,0070 0,0001 1500,0 10020,0 0 20
4 69 0,0016 0,0162 0,0002 1500,0 20740,0 0 20
4 81 0,0006 0,0058 0,0001 1800,0 21232,0 0 20
4 87 0,0022 0,0218 0,0002 1500,0 26502,0 1 20
5 6 0,0024 0,0241 0,0002 1500,0 29852,0 1 20
5 38 0,0012 0,0117 0,0001 900,0 8926,0 2 20
5 56 0,0024 0,0235 0,0002 1500,0 29182,0 0 20
5 58 0,0022 0,0220 0,0002 1500,0 27440,0 0 20
5 60 0,0026 0,0261 0,0003 1500,0 32130,0 0 20
5 68 0,0041 0,0406 0,0004 1500,0 48880,0 0 20
5 70 0,0046 0,0464 0,0005 1500,0 55580,0 0 20
5 80 0,0006 0,0058 0,0001 1800,0 21232,0 0 20
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Dados de Ramos (continuação)
Barra Barra rij xij bsh

ij Smax
ij cij n0

ij nmax
ij

De Para pu pu pu MVA US$
6 7 0,0029 0,0288 0,0003 1500,0 35212,0 1 20
6 37 0,0023 0,0233 0,0002 450,0 7510,0 1 20
6 67 0,0046 0,0464 0,0005 1500,0 55580,0 0 20
6 68 0,0048 0,0476 0,0005 1500,0 56920,0 0 20
6 70 0,0037 0,0371 0,0004 1500,0 44860,0 0 20
6 75 0,0006 0,0058 0,0001 1800,0 21232,0 0 20
7 8 0,0023 0,0234 0,0002 1500,0 29048,0 1 20
7 53 0,0045 0,0452 0,0005 1500,0 54240,0 0 20
7 62 0,0026 0,0255 0,0003 1500,0 31460,0 0 20
8 9 0,0019 0,0186 0,0002 1500,0 23420,0 1 20
8 12 0,0039 0,0394 0,0004 1500,0 47540,0 0 20
8 17 0,0045 0,0447 0,0004 1500,0 53570,0 0 20
8 53 0,0037 0,0365 0,0004 1800,0 44190,0 1 20
8 62 0,0043 0,0429 0,0004 1500,0 51560,0 0 20
8 73 0,0006 0,0058 0,0001 1800,0 21232,0 0 20
9 10 0,0005 0,0046 0,0000 1500,0 7340,0 1 20

10 11 0,0013 0,0133 0,0001 1500,0 17390,0 1 20
11 12 0,0004 0,0041 0,0000 1800,0 6670,0 1 20
11 15 0,0030 0,0297 0,0003 1800,0 36284,0 1 20
11 17 0,0029 0,0286 0,0003 1800,0 35078,0 1 20
11 53 0,0025 0,0254 0,0003 1500,0 31326,0 1 20
12 13 0,0005 0,0046 0,0000 1800,0 7340,0 1 20
12 15 0,0026 0,0256 0,0003 1800,0 31594,0 1 20
12 17 0,0025 0,0246 0,0002 1800,0 30388,0 1 20
12 35 0,0012 0,0117 0,0001 900,0 8926,0 2 20
12 84 0,0006 0,0058 0,0001 1800,0 21232,0 0 20
13 14 0,0008 0,0075 0,0001 1800,0 10690,0 0 20
13 15 0,0022 0,0215 0,0002 1800,0 26770,0 0 20
13 17 0,0023 0,0232 0,0002 1800,0 28780,0 0 20
13 45 0,0029 0,0290 0,0003 1800,0 35480,0 1 20
13 59 0,0023 0,0232 0,0002 1800,0 28780,0 1 20
14 17 0,0023 0,0232 0,0002 1800,0 28780,0 0 20
14 45 0,0023 0,0232 0,0002 1800,0 28780,0 0 20
14 59 0,0016 0,0157 0,0002 1800,0 20070,0 0 20
15 16 0,0020 0,0197 0,0002 1800,0 24760,0 2 20
15 45 0,0010 0,0103 0,0001 1800,0 13906,0 0 20
15 46 0,0012 0,0117 0,0001 900,0 8926,0 1 20
15 53 0,0042 0,0423 0,0004 1500,0 50890,0 0 20
16 44 0,0012 0,0117 0,0001 900,0 8926,0 4 20
16 45 0,0022 0,0220 0,0002 1800,0 27440,0 0 20
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Dados de Ramos (continuação)
Barra Barra rij xij bsh

ij Smax
ij cij n0

ij nmax
ij

De Para pu pu pu MVA US$
16 61 0,0013 0,0128 0,0001 1500,0 16720,0 0 20
16 77 0,0006 0,0058 0,0001 1800,0 21232,0 0 20
17 18 0,0017 0,0170 0,0002 1800,0 21678,0 2 20
17 59 0,0017 0,0170 0,0002 1800,0 21678,0 0 20
18 50 0,0012 0,0117 0,0001 900,0 8926,0 4 20
18 59 0,0033 0,0331 0,0003 1800,0 40170,0 1 20
18 74 0,0006 0,0058 0,0001 1800,0 21232,0 0 20
19 20 0,0093 0,0934 0,0009 255,0 5885,0 1 20
19 22 0,0188 0,1877 0,0019 255,0 11165,0 1 20
20 21 0,0072 0,0715 0,0007 450,0 6960,0 1 20
20 21 0,0103 0,1032 0,0010 255,0 6435,0 1 20
20 38 0,0138 0,1382 0,0014 450,0 12840,0 2 20
20 56 0,0012 0,0117 0,0001 900,0 8926,0 0 20
20 66 0,0206 0,2064 0,0021 255,0 12210,0 0 20
21 57 0,0012 0,0117 0,0001 900,0 8926,0 0 20
22 23 0,0151 0,1514 0,0015 255,0 9130,0 1 20
22 37 0,0202 0,2015 0,0020 255,0 11935,0 2 20
22 58 0,0023 0,0233 0,0002 450,0 7510,0 0 20
23 24 0,0165 0,1651 0,0017 255,0 9900,0 1 20
24 25 0,0215 0,2153 0,0022 255,0 12705,0 1 20
24 43 0,0023 0,0233 0,0002 450,0 7510,0 0 20
25 26 0,0107 0,1073 0,0011 450,0 29636,0 2 20
25 26 0,0169 0,1691 0,0017 255,0 10120,0 3 20
25 55 0,0012 0,0117 0,0001 900,0 8926,0 0 20
26 27 0,0140 0,1404 0,0014 450,0 25500,0 2 20
26 27 0,0221 0,2212 0,0022 255,0 12760,0 3 20
26 29 0,0108 0,1081 0,0011 255,0 6710,0 1 20
26 54 0,0012 0,0117 0,0001 900,0 8926,0 0 20
27 28 0,0083 0,0826 0,0008 255,0 5335,0 3 20
27 35 0,0137 0,1367 0,0014 450,0 25000,0 2 20
27 53 0,0012 0,0117 0,0001 900,0 8926,0 1 20
28 35 0,0167 0,1671 0,0017 255,0 9900,0 3 20
29 30 0,0069 0,0688 0,0007 255,0 4510,0 1 20
30 31 0,0064 0,0639 0,0006 255,0 4235,0 1 20
30 63 0,0023 0,0233 0,0002 450,0 7510,0 0 20
31 34 0,0141 0,1406 0,0014 255,0 8525,0 1 20
32 33 0,0197 0,1966 0,0020 255,0 11660,0 0 20
33 67 0,0023 0,0233 0,0002 450,0 7510,0 0 20
34 39 0,0116 0,1160 0,0012 255,0 7150,0 2 20
34 39 0,0297 0,2968 0,0030 120,0 6335,0 2 20
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Dados de Ramos (continuação)
Barra Barra rij xij bsh

ij Smax
ij cij n0

ij nmax
ij

De Para pu pu pu MVA US$
34 41 0,0099 0,0993 0,0010 255,0 6215,0 2 20
35 46 0,0217 0,2172 0,0022 255,0 12705,0 4 20
35 47 0,0133 0,1327 0,0013 255,0 8085,0 2 20
35 51 0,0160 0,1602 0,0016 255,0 9625,0 3 20
36 39 0,0119 0,1189 0,0012 255,0 7315,0 2 20
36 46 0,0064 0,0639 0,0006 255,0 4235,0 2 20
39 42 0,0097 0,0973 0,0010 255,0 6105,0 1 20
39 86 0,0023 0,0233 0,0002 450,0 7510,0 0 20
40 45 0,0012 0,0117 0,0001 900,0 8926,0 1 20
40 46 0,0088 0,0875 0,0009 255,0 5500,0 3 20
41 64 0,0023 0,0233 0,0002 450,0 7510,0 0 20
42 44 0,0070 0,0698 0,0007 255,0 4565,0 2 20
42 85 0,0050 0,0501 0,0005 255,0 3465,0 2 20
43 55 0,0025 0,0254 0,0003 1500,0 31326,0 0 20
43 58 0,0031 0,0313 0,0003 1500,0 38160,0 0 20
44 46 0,0167 0,1671 0,0017 255,0 10010,0 3 20
47 48 0,0197 0,1966 0,0020 255,0 11660,0 2 20
48 49 0,0076 0,0757 0,0008 255,0 4895,0 1 20
48 50 0,0026 0,0256 0,0003 255,0 2090,0 2 20
48 51 0,0216 0,2163 0,0022 255,0 12760,0 2 20
49 50 0,0083 0,0835 0,0008 255,0 5335,0 1 20
51 52 0,0056 0,0560 0,0006 255,0 3795,0 2 20
52 59 0,0012 0,0117 0,0001 900,0 8926,0 1 20
53 54 0,0027 0,0270 0,0003 1500,0 32120,0 0 20
53 70 0,0037 0,0371 0,0004 1500,0 44860,0 0 20
53 76 0,0006 0,0058 0,0001 1800,0 21232,0 0 20
53 86 0,0039 0,0389 0,0004 1500,0 46870,0 0 20
54 55 0,0021 0,0206 0,0002 1500,0 25028,0 0 20
54 58 0,0051 0,0510 0,0005 1500,0 60940,0 0 20
54 63 0,0020 0,0203 0,0002 1500,0 25430,0 0 20
54 70 0,0036 0,0360 0,0004 1500,0 43520,0 0 20
54 79 0,0006 0,0058 0,0001 1800,0 21232,0 0 20
56 57 0,0012 0,0122 0,0001 1500,0 16050,0 0 20
58 78 0,0006 0,0058 0,0001 1800,0 21232,0 0 20
60 66 0,0023 0,0233 0,0002 450,0 7510,0 0 20
60 87 0,0038 0,0377 0,0004 1500,0 45530,0 0 20
61 64 0,0019 0,0186 0,0002 1500,0 23420,0 0 20
61 85 0,0023 0,0233 0,0002 450,0 7510,0 0 20
61 86 0,0014 0,0139 0,0001 1500,0 18060,0 0 20
62 67 0,0046 0,0464 0,0005 1500,0 55580,0 0 20
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Dados de Ramos (continuação)
Barra Barra rij xij bsh

ij Smax
ij cij n0

ij nmax
ij

De Para pu pu pu MVA US$
62 68 0,0056 0,0557 0,0006 1500,0 66300,0 0 20
62 72 0,0006 0,0058 0,0001 1800,0 21232,0 0 20
63 64 0,0029 0,0290 0,0003 1500,0 35480,0 0 20
65 66 0,0315 0,3146 0,0031 255,0 18260,0 0 20
65 87 0,0023 0,0233 0,0002 450,0 7510,0 0 20
67 68 0,0029 0,0290 0,0003 1500,0 35480,0 0 20
67 69 0,0021 0,0209 0,0002 1500,0 26100,0 0 20
67 71 0,0006 0,0058 0,0001 1800,0 21232,0 0 20
68 69 0,0014 0,0139 0,0001 1500,0 18060,0 0 20
68 83 0,0006 0,0058 0,0001 1800,0 21232,0 0 20
68 87 0,0019 0,0186 0,0002 1500,0 23240,0 0 20
69 87 0,0014 0,0139 0,0001 1500,0 18060,0 0 20
70 82 0,0006 0,0058 0,0001 1800,0 21232,0 0 20
71 72 0,0011 0,0108 0,0001 4800,0 125253,0 0 20
71 75 0,0011 0,0108 0,0001 4800,0 125253,0 0 20
71 83 0,0007 0,0067 0,0001 4800,0 80253,0 0 20
72 73 0,0010 0,0100 0,0001 4800,0 116253,0 0 20
72 83 0,0013 0,0130 0,0001 4800,0 149253,0 0 20
73 74 0,0013 0,0130 0,0001 4800,0 149253,0 0 20
73 75 0,0013 0,0130 0,0001 4800,0 149253,0 0 20
73 84 0,0009 0,0092 0,0001 4800,0 107253,0 0 20
74 84 0,0011 0,0108 0,0001 4800,0 125253,0 0 20
75 76 0,0016 0,0162 0,0002 4800,0 185253,0 0 20
75 81 0,0011 0,0113 0,0001 4800,0 131253,0 0 20
75 82 0,0009 0,0086 0,0001 4800,0 101253,0 0 20
75 83 0,0011 0,0111 0,0001 4800,0 128253,0 0 20
76 77 0,0013 0,0130 0,0001 4800,0 149253,0 0 20
76 82 0,0009 0,0086 0,0001 4800,0 101253,0 0 20
76 84 0,0006 0,0059 0,0001 4800,0 70953,0 0 20
77 79 0,0015 0,0151 0,0002 4800,0 173253,0 0 20
77 84 0,0012 0,0115 0,0001 4800,0 132753,0 0 20
78 79 0,0012 0,0119 0,0001 4800,0 137253,0 0 20
78 80 0,0005 0,0051 0,0001 4800,0 62253,0 0 20
79 82 0,0008 0,0084 0,0001 4800,0 98253,0 0 20
80 81 0,0010 0,0101 0,0001 4800,0 117753,0 0 20
80 82 0,0011 0,0108 0,0001 4800,0 125253,0 0 20
80 83 0,0009 0,0094 0,0001 4800,0 110253,0 0 20
81 83 0,0002 0,0016 0,0000 4800,0 23253,0 0 20
82 84 0,0014 0,0135 0,0001 4800,0 155253,0 0 20



Apêndice C

Dados dos Sistemas para o Modelo CC

C.1 Sistema Garver de 6 Barras

Dados de Barra
Barra Geração [MW] Carga Barra Geração [MW] Carga

# Máxima Nível Ger. [MW] # Máxima Nível Ger. [MW]
1 150 50 80 4 0 0 160
2 0 0 240 5 0 0 240
3 360 165 40 6 600 545 0

Dados de Ramos
De-Para n0 Reat. f Custo De-Para n0 Reat. f Custo

[pu] [MW] [103 US$] [pu] [MW] [103 US$]
1-2 1 0,40 100 40 2-6 0 0,30 100 30
1-3 0 0,38 100 38 3-4 0 0,59 82 59
1-4 1 0,60 80 60 3-5 1 0,20 100 20
1-5 1 0,20 100 20 3-6 0 0,48 100 48
1-6 0 0,68 70 68 4-5 0 0,63 75 63
2-3 1 0,20 100 20 4-6 0 0,30 100 30
2-4 1 0,40 100 40 5-6 0 0,61 78 61
2-5 0 0,31 100 31
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C.2 Sistema IEEE de 24 barras

Dados de Barra
Barra Geração Carga Barra Geração Carga

# Máxima [MW] [MW] # Máxima [MW] [MW]
01 576 324 13 1773 795
02 576 291 14 0 582
03 0 540 15 645 951
04 0 222 16 465 300
05 0 213 17 0 0
06 0 408 18 1200 999
07 900 375 19 0 543
08 0 523 20 0 384
09 0 525 21 1200 0
10 0 585 22 900 0
11 0 0 23 1980 0
12 0 0 24 0 0

Dados de Ramos
De-Para n0 Reat. f Custo De-Para n0 Reat. f Custo

[pu] [MW] [106 US$] [pu] [MW] [106 US$]
01-02 1 0,0139 175 3 13-23 1 0,0865 500 120
01-03 1 0,2112 175 55 14-16 1 0,0389 500 54
01-05 1 0,0845 175 22 15-16 1 0,0173 500 24
02-04 1 0,1267 175 33 15-21 2 0,0490 500 68
02-06 1 0,1920 175 50 15-24 1 0,0519 500 72
03-09 1 0,1190 175 31 16-17 1 0,0259 500 36
03-24 1 0,0839 400 50 16-19 1 0,0231 500 32
04-09 1 0,1037 175 27 17-18 1 0,0144 500 20
05-10 1 0,0883 175 23 17-22 1 0,1053 500 146
06-10 1 0,0605 175 16 18-21 2 0,0259 500 36
07-08 1 0,0614 175 16 19-20 2 0,0396 500 55
08-09 1 0,1651 175 43 20-23 2 0,0216 500 30
08-10 1 0,1651 175 43 21-22 1 0,0678 500 94
09-11 1 0,0839 400 50 01-08 0 0,1344 500 35
09-12 1 0,0839 400 50 02-08 0 0,1267 500 33
10-11 1 0,0839 400 50 06-07 0 0,1920 500 50
10-12 1 0,0839 400 50 13-14 0 0,0447 500 62
11-13 1 0,0476 500 66 14-23 0 0,0620 500 86
11-14 1 0,0418 500 58 16-23 0 0,0822 500 114
12-13 1 0,0476 500 66 19-23 0 0,0606 500 84
12-23 1 0,0966 500 134
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C.3 Sistema Brasileiro Sul de 46 barras

Dados de Barra
Barra Geração [MW] Carga Barra Geração [MW] Carga

# Máxima Nível Ger. [MW] # Máxima Nível Ger. [MW]
01 0,0 0,0 0,0 27 220,0 54,0 0,0
02 0,0 0,0 443,1 28 800,0 730,0 0,0
04 0,0 0,0 300,7 31 700,0 310,0 0,0
05 0,0 0,0 238,0 32 500,0 450,0 0,0
08 0,0 0,0 72,2 33 0,0 0,0 229,1
12 0,0 0,0 511,9 34 748,0 221,0 0,0
13 0,0 0,0 185,8 35 0,0 0,0 216,0
14 1257,0 944,0 0,0 36 0,0 0,0 90,1
16 2000,0 1366,0 0,0 37 300,0 212,0 0,0
17 1050,0 1000,0 0,0 38 0,0 0,0 216,0
19 1670,0 773,0 0,0 39 600,0 221,0 0,0
20 0,0 0,0 1091,2 40 0,0 0,0 262,1
22 0,0 0,0 81,9 42 0,0 0,0 1607,9
23 0,0 0,0 458,1 44 0,0 0,0 79,1
24 0,0 0,0 478,2 45 0,0 0,0 86,7
26 0,0 0,0 231,9 46 700,0 599,0 0,0
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Dados de Ramos
De-Para n0 Reat. f Custo De-Para n0 Reat. f Custo

[pu] [MW] [106 US$] [pu] [MW] [106 US$]
01-07 1 0,0616 270 4,349 44-45 1 0,1864 200 11,924
01-02 2 0,1065 270 7,076 19-32 1 0,0195 1800 23,423
04-09 1 0,0924 270 6,217 46-19 1 0,0222 1800 26,365
05-09 1 0,1173 270 7,732 46-16 1 0,0203 1800 24,319
05-08 1 0,1132 270 7,480 18-19 1 0,0125 600 8,178
07-08 1 0,1023 270 6,823 20-21 1 0,0125 600 8,178
04-05 2 0,0566 270 4,046 42-43 1 0,0125 600 8,178
02-05 2 0,0324 270 2,581 02-04 0 0,0882 270 5,965
08-13 1 0,1348 240 8,793 14-15 0 0,0374 270 2,884
09-14 2 0,1756 220 11,267 46-10 0 0,0081 2000 10,889
12-14 2 0,0740 270 5,106 04-11 0 0,2246 240 14,247
14-18 2 0,1514 240 9,803 05-11 0 0,0915 270 6,167
13-18 1 0,1805 220 11,570 46-06 0 0,0128 2000 16,005
13-20 1 0,1073 270 7,126 46-03 0 0,0203 1800 24,319
18-20 1 0,1997 200 12,732 16-28 0 0,0222 1800 26,365
19-21 1 0,0278 1500 32,632 16-32 0 0,0311 1400 36,213
16-17 1 0,0078 2000 10,505 17-32 0 0,0232 1700 27,516
17-19 1 0,0061 2000 8,715 19-25 0 0,0325 1400 37,748
14-26 1 0,1614 220 10,409 21-25 0 0,0174 2000 21,121
14-22 1 0,0840 270 5,712 25-32 0 0,0319 1400 37,109
22-26 1 0,0790 270 5,409 31-32 0 0,0046 2000 7,052
20-23 2 0,0932 270 6,268 28-31 0 0,0053 2000 7,819
23-24 2 0,0774 270 5,308 28-30 0 0,0058 2000 8,331
26-27 2 0,0832 270 5,662 27-29 0 0,0998 270 6,672
24-34 1 0,1647 220 10,611 26-29 0 0,0541 270 3,894
24-33 1 0,1448 240 9,399 28-41 0 0,0339 1300 39,283
33-34 1 0,1265 270 8,288 28-43 0 0,0406 1200 46,701
27-36 1 0,0915 270 6,167 31-41 0 0,0278 1500 32,632
27-38 2 0,2080 200 13,237 32-41 0 0,0309 1400 35,957
36-37 1 0,1057 270 7,025 41-43 0 0,0139 2000 17,284
34-35 2 0,0491 270 3,591 40-45 0 0,2205 180 13,994
35-38 1 0,1980 200 12,631 15-16 0 0,0125 600 8,178
37-39 1 0,0283 270 2,329 46-11 0 0,0125 600 8,178
37-40 1 0,1281 270 8,389 24-25 0 0,0125 600 8,178
37-42 1 0,2105 200 13,388 29-30 0 0,0125 600 8,178
39-42 3 0,2030 200 12,934 40-41 0 0,0125 600 8,178
40-42 1 0,0932 270 6,268 02-03 0 0,0125 600 8,178
38-42 3 0,0907 270 6,116 05-06 0 0,0125 600 8,178
32-43 1 0,0309 1400 35,957 09-10 0 0,0125 600 8,178
42-44 1 0,1206 270 7,934
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C.4 Sistema Colombiano de 93 barras

Dados de Barra
Barra Geração Carga Barra Geração Carga

# Máxima [MW] [MW] # Máxima [MW] [MW]
01 240 0 38 15 129,72
02 165 486,66 39 15 268,19
03 0 587,08 40 305 0
04 0 0 41 100 81,85
05 40 351,42 42 0 152,39
06 34 0 43 0 52,90
07 136 448,03 44 23 384,64
08 230 505,87 45 1208 0
09 0 519,69 46 150 181,62
10 0 88,84 47 0 61,60
11 108 220,15 48 885 896,26
12 47 0 49 0 193,27
13 0 260,08 50 240 632,75
14 0 0 51 0 190,45
15 0 562,84 52 0 55,60
16 0 351,90 53 320 0
17 35 203 54 0 114,19
18 540 54,10 55 40 333,59
19 1340 29,28 56 0 0
20 45 302,27 57 130 336,94
21 0 227,44 58 190 0
22 200 79,17 59 160 0
23 0 302,27 60 1216 0
24 150 0 61 155 0
25 86 0 62 0 0
26 70 0 63 1090 52,77
27 0 396,71 64 280 132,35
28 14 486,39 65 0 197,58
29 618 505,96 66 300 0
20 0 199,55 67 474 397,98
31 189 391,88 68 0 0
32 0 188,33 69 0 106,61
33 0 247,24 70 180 0
34 0 115,81 71 424 471,21
35 200 256,86 72 0 0
36 44 167,29 73 0 0
37 138 176,30 74 0 0
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Dados de Barra (Continuação)
Barra Geração Carga Barra Geração Carga

# Máxima [MW] [MW] # Máxima [MW] [MW]
75 0 0 85 0 0
76 40 0 86 850 0
77 0 82,85 87 0 0
78 0 54,07 88 300 0
79 300 146,87 89 0 0
80 0 88,34 90 0 0
81 0 0 91 0 0
82 0 0 92 0 0
83 0 0 93 0 0
84 500 0

Dados de Ramos
De-Para n0 Reat. f Custo De-Para n0 Reat. f Custo

[pu] [MW] [106 US$] [pu] [MW] [106 US$]
52-88 0 0,0980 300 34,190 31-34 1 0,0792 250 12,412
43-88 0 0,1816 250 39,560 31-33 2 0,0248 350 6,432
57-81 0 0,0219 550 58,890 31-60 2 0,1944 250 25,982
73-82 0 0,0374 550 97,960 31-72 2 0,0244 350 6,317
27-89 0 0,0267 450 13,270 47-54 2 0,1003 250 14,252
74-89 0 0,0034 550 14,570 47-49 2 0,0942 250 13,562
73-89 0 0,0246 550 66,650 18-58 2 0,0212 350 5,742
79-83 0 0,0457 350 15,400 18-20 1 0,0504 350 9,537
08-67 0 0,2240 250 29,200 18-66 2 0,0664 350 11,377
39-86 0 0,0545 350 9,880 18-21 1 0,0348 350 7,467
25-28 1 0,0565 320 9,767 18-22 1 0,0209 350 6,432
25-29 1 0,0570 320 9,882 19-22 1 0,0691 350 11,722
13-14 2 0,0009 350 3,902 04-05 3 0,0049 350 4,247
13-20 1 0,0178 350 5,742 05-06 2 0,0074 350 4,477
13-23 1 0,0277 350 7,007 17-23 1 0,0913 250 12,987
14-31 2 0,1307 250 18,662 17-76 1 0,0020 350 3,902
14-18 2 0,1494 250 20,232 12-17 1 0,0086 350 4,707
11-60 2 0,1067 300 15,977 01-71 2 0,0841 250 14,367
02-04 2 0,0271 350 6,662 01-08 1 0,0810 250 13,217
02-09 1 0,0122 350 5,282 01-11 1 0,0799 250 12,527
02-83 1 0,0200 570 5,972 04-36 2 0,0850 250 13,562
09-83 1 0,0200 400 5,972 19-58 1 0,0826 320 11,722
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Dados de Ramos (Continuação)
De-Para n0 Reat. f Custo De-Para n0 Reat. f Custo

[pu] [MW] [106 US$] [pu] [MW] [106 US$]
15-18 1 0,0365 450 7,927 27-64 1 0,0280 350 6,777
15-17 1 0,0483 320 9,422 27-28 1 0,0238 350 6,202
15-20 1 0,0513 320 9,652 27-44 1 0,0893 250 16,322
15-76 1 0,0414 320 9,882 26-27 1 0,0657 350 10,917
15-24 1 0,0145 350 5,282 27-29 1 0,0166 350 5,052
37-61 1 0,0139 350 4,937 19-66 1 0,0516 350 9,307
19-61 2 0,1105 250 16,092 74-74 1 0,0214 600 58,278
61-68 1 0,0789 250 12,412 64-65 1 0,0741 350 11,837
37-68 1 0,0544 320 9,652 29-64 1 0,0063 350 4,362
40-68 1 0,1320 320 18,162 04-34 2 0,1016 270 14,942
12-75 1 0,0641 320 11,492 34-70 2 0,0415 350 8,272
24-75 1 0,0161 350 5,512 33-34 1 0,1139 320 16,322
35-36 1 0,2074 250 27,362 08-71 1 0,0075 400 4,477
27-35 1 0,1498 250 22,072 54-63 3 0,0495 320 9,077
35-44 2 0,1358 250 20,347 48-63 1 0,0238 350 6,317
38-68 1 0,0389 350 7,927 67-68 2 0,1660 250 22,072
38-39 1 0,0300 350 6,317 39-68 1 0,0145 350 5,282
27-80 1 0,0242 350 7,007 08-09 1 0,0168 350 5,972
44-80 1 0,1014 250 17,587 79-87 1 0,0071 350 4,477
56-81 1 0,0114 550 32,858 08-87 1 0,0132 350 5,167
45-54 1 0,0946 320 13,562 39-43 1 0,1163 250 16,552
45-50 2 0,0070 350 4,362 41-43 1 0,1142 250 16,322
10-78 1 0,0102 350 4,937 23-24 1 0,0255 350 6,317
07-78 1 0,0043 350 4,132 21-22 1 0,0549 350 9,882
30-64 1 0,1533 250 20,577 26-28 1 0,0512 350 9,307
30-65 1 0,0910 250 13,677 28-29 1 0,0281 350 6,777
30-72 2 0,0173 350 5,512 06-10 1 0,0337 350 7,582
55-57 1 0,0174 600 46,808 33-72 1 0,0228 350 6,202
57-84 1 0,0087 600 26,658 39-40 2 0,1020 250 16,207
55-84 1 0,0087 600 26,658 12-76 1 0,0081 350 4,707
56-57 2 0,0240 600 62,618 48-54 3 0,0396 350 8,042
09-77 1 0,0190 350 5,857 50-54 2 0,0876 250 12,872
77-79 1 0,0097 350 5,167 62-73 1 0,0272 750 73,158
01-59 2 0,0232 350 6,202 49-53 2 0,1008 250 14,252
59-67 2 0,1180 250 16,667 40-41 1 0,0186 350 5,742
08-59 2 0,1056 250 15,402 45-81 1 0,0267 450 13,270
01-03 1 0,1040 250 15,862 64-74 1 0,0267 500 13,270
03-71 1 0,0136 450 5,167 54-56 3 0,0267 450 13,270
03-06 1 0,0497 350 9,422 60-62 3 0,0257 450 13,270
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Dados de Ramos (Continuação)
De-Para n0 Reat. f Custo De-Para n0 Reat. f Custo

[pu] [MW] [106 US$] [pu] [MW] [106 US$]
55-62 1 0,0281 550 70,988 72-73 2 0,0267 500 13,270
47-52 1 0,0644 350 10,572 19-82 1 0,0267 450 13,270
51-52 1 0,0859 250 12,872 55-82 1 0,0290 550 77,498
29-31 2 0,1042 250 32,981 62-82 1 0,0101 600 30,998
41-42 1 0,0094 350 4,707 83-85 2 0,0267 450 13,270
40-42 1 0,0153 350 5,167 82-85 1 0,0341 700 89,898
46-53 2 0,1041 250 14,597 19-86 1 0,1513 300 20,922
46-51 1 0,1141 250 16,322 68-86 1 0,0404 350 8,272
69-70 2 0,0228 350 6,202 07-90 2 0,0050 350 4,247
66-69 2 0,1217 250 17,127 03-90 1 0,0074 350 4,592
09-69 2 0,1098 350 15,747 90-91 1 0,0267 550 13,270
60-69 2 0,0906 350 13,677 85-91 1 0,0139 600 40,298
31-32 1 0,0259 350 6,547 11-92 1 0,0267 450 13,270
32-34 1 0,0540 350 9,767 01-93 1 0,0267 450 13,270
16-18 1 0,0625 350 10,917 92-93 1 0,0097 600 30,068
16-23 1 0,0238 350 6,892 91-92 1 0,0088 600 27,588
16-21 1 0,0282 350 6,892



Apêndice D

Resultados do Algoritmo B&B para o sistema

Garver usando o Modelo CC

D.1 Caso 1: Considerando a topologia da base e com reprogra-

mação da geração

**** INÍCIO DO ALGORITMO BRANCH AND BOUND ****

NÓ 0

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.6268E+000 9.3940E+001 0.0000E+000
1 1.00000 5.5710E-002 1.0907E-003 3.2549E+000 3.1039E-002
2 1.00000 1.9816E-001 3.2274E-003 2.0899E-001 4.0404E+000
3 1.00000 2.1789E-002 3.1794E-003 4.8717E-003 8.8573E-001
4 0.99636 8.6231E-005 1.1087E-005 3.9299E-005 2.3910E-002
5 0.95290 4.0616E-006 6.7195E-007 1.8666E-006 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v0 = 99.00$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−3 0.182 0.182 20.00 20.00
n2−6 1.027 0.027 30.00 30.00
n3−5 1.018 0.018 20.00 20.00
n4−6 1.473 0.473 30.00 30.00

Início do cálculo dos pseudocustos

Cálculo dos pseudocustos P+
2−3 e P−

2−3

169
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P−
2−3(n2−3 ≤ 0)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.6595E+000 9.3319E+001 0.0000E+000
1 1.00000 7.6513E-002 4.0099E-003 3.2910E+000 2.7464E-002
2 1.00000 1.2133E-001 4.0727E-003 2.2239E-001 3.7321E+000
3 1.00000 1.0795E-002 1.0302E-002 9.6832E-003 8.5564E-001
4 0.99522 5.1295E-005 4.6948E-005 5.8651E-005 5.0000E-002
5 0.96282 1.9071E-006 1.9628E-006 2.2191E-006 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v−
2−3 = 100.82$(cc = 0.00)

P−
2−3 = (100.82 − 99.00)/(0.182) = 10.000

P+
2−3(n2−3 ≥ 1)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.6025E+000 9.2540E+001 0.0000E+000
1 1.00000 5.5430E-002 1.2561E-003 3.2518E+000 2.9997E-002
2 1.00000 1.8846E-001 2.8050E-003 2.0724E-001 3.7452E+000
3 1.00000 8.6571E-004 1.3170E-004 6.4165E-003 7.8327E-001
4 0.99460 4.5828E-006 5.6990E-007 3.4670E-005 2.4396E-002
5 0.94302 2.6108E-007 2.2041E-007 1.9876E-006 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v+
2−3 = 112.34$(cc = 0.00)

P+
2−3 = (112.34 − 99.00)/(1− 0.182) = 16.308

Cálculo dos pseudocustos P+
2−6 e P−

2−6

P−
2−6(n2−6 ≤ 1)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 5.0111E+000 9.5623E+001 0.0000E+000
1 1.00000 6.4306E-002 3.6663E-003 4.4214E+000 6.6066E-002
2 1.00000 1.7762E-001 9.4801E-003 3.0573E-001 2.8988E+000
3 1.00000 3.2593E-002 1.6049E-003 1.2033E-002 1.3589E+000
4 1.00000 2.7929E-007 2.7293E-006 2.3646E-004 5.1355E-002
5 0.98799 2.5153E-009 1.2012E-007 2.8409E-006 1.9786E-004
6 1.00000 3.7415E-014 1.1406E-008 2.5465E-007 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v−
2−6 = 100.08$(cc = 0.00)

P−
2−6 = (100.08 − 99.00)/(0.027) = 40.000
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P+
2−6(n2−6 ≥ 2)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.5730E+000 9.0833E+001 0.0000E+000
1 1.00000 3.0320E-002 2.9091E-003 2.8085E+000 4.4427E-003
2 1.00000 1.5420E-001 5.4361E-003 2.0499E-001 3.6628E+000
3 1.00000 8.0788E-003 1.0459E-003 7.9668E-003 7.3057E-001
4 1.00000 5.0891E-004 7.8932E-005 9.4428E-004 2.5841E-002
5 0.99289 3.9028E-006 7.4774E-007 6.7245E-006 4.7485E-003
6 0.99684 1.2356E-008 4.2137E-007 1.6914E-007 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v+
2−6 = 116.51$(cc = 0.00)

P+
2−6 = (116.51 − 99.00)/(1 − 0.027) = 17.996

Cálculo dos pseudocustos P+
3−5 e P−

3−5

P−
3−5(n3−5 ≤ 1)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.6632E+000 9.5623E+001 0.0000E+000
1 1.00000 5.5902E-002 1.4167E-003 3.2649E+000 2.9738E-002
2 1.00000 1.0296E-001 8.5511E-003 2.2055E-001 3.6785E+000
3 1.00000 8.2661E-003 2.6447E-003 1.3152E-002 9.1490E-001
4 1.00000 1.8673E-003 2.9527E-003 1.8990E-003 4.2461E-002
5 0.99508 9.1537E-006 1.4354E-005 1.0539E-005 8.5050E-003
6 0.96102 3.5685E-007 6.6012E-007 4.8501E-007 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v−
3−5 = 100.00$(cc = 0.00)

P−
3−5 = (100.00 − 99.00)/(0.018) = 55.556

P+
3−5(n3−5 ≥ 2)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.5730E+000 9.0833E+001 0.0000E+000
1 1.00000 5.5761E-002 1.1056E-003 3.1922E+000 2.8156E-002
2 1.00000 1.3899E-001 4.4125E-003 1.9789E-001 3.6259E+000
3 1.00000 1.5799E-002 1.0418E-003 6.1398E-003 7.8944E-001
4 1.00000 2.0234E-004 2.7565E-004 7.9003E-004 1.9069E-002
5 0.99256 1.4401E-006 2.0281E-006 5.8829E-006 3.4768E-003
6 0.99732 3.8503E-009 5.3101E-008 1.7312E-007 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores
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v+
3−5 = 116.06$(cc = 0.00)

P+
3−5 = (116.06 − 99.00)/(1− 0.018) = 17.373

Cálculo dos pseudocustos P+
4−6 e P−

4−6

P−
4−6(n4−6 ≤ 1)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 5.0111E+000 9.5623E+001 0.0000E+000
1 1.00000 6.7818E-002 1.2368E-001 4.8612E+000 4.3270E-002
2 1.00000 1.5745E-001 3.1253E-002 3.6973E-001 2.0509E+000
3 1.00000 1.2371E-002 3.9485E-003 1.2880E-002 1.3158E+000
4 1.00000 3.1776E-004 6.3148E-004 1.4909E-003 3.0251E-002
5 0.99409 2.1453E-006 3.7701E-006 8.8182E-006 4.9981E-003
6 0.93495 1.3962E-007 2.4574E-007 5.9941E-007 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v−
4−6 = 129.45$(cc = 0.00)

P−
4−6 = (129.45 − 99.00)/(0.473) = 64.374

P+
4−6(n4−6 ≥ 2)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.5730E+000 9.0833E+001 0.0000E+000
1 1.00000 3.2584E-002 3.2281E-003 2.8817E+000 6.6533E-003
2 1.00000 1.7784E-001 3.2101E-003 2.0783E-001 3.7001E+000
3 1.00000 1.2398E-002 1.4677E-003 6.2034E-003 8.4433E-001
4 0.99561 5.5980E-005 6.6275E-006 3.8499E-005 2.7050E-002
5 0.95003 2.7973E-006 4.8409E-007 1.9418E-006 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v+
4−6 = 109.02$(cc = 0.00)

P+
4−6 = (109.02 − 99.00)/(1− 0.473) = 19.013

Fim do cálculo dos pseudocustos

nó 0

v0 = 99.00$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij ; P

+
ij (fij − 1)]

n2−3 0.182 0.182 10.00 16.31 1.82 13.34 1.82
n2−6 1.027 0.027 40.00 18.00 1.08 17.51 1.08
n3−5 1.018 0.018 55.56 17.37 1.00 17.06 1.00
n4−6 1.473 0.473 64.37 19.01 30.45 10.02 10.02

Variável de separação n4−6
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NÓ 1(n4−6 ≤ 1)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 5.0111E+000 9.5623E+001 0.0000E+000
1 1.00000 6.7818E-002 1.2368E-001 4.8612E+000 4.3270E-002
2 1.00000 1.5745E-001 3.1253E-002 3.6973E-001 2.0509E+000
3 1.00000 1.2371E-002 3.9485E-003 1.2880E-002 1.3158E+000
4 1.00000 3.1776E-004 6.3148E-004 1.4909E-003 3.0251E-002
5 0.99409 2.1453E-006 3.7701E-006 8.8182E-006 4.9981E-003
6 0.93495 1.3962E-007 2.4574E-007 5.9941E-007 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v1 = 129.45$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−3 0.034 0.034 10.00 16.31
n2−6 2.368 0.368 40.00 18.00
n3−4 0.091 0.091 59.00 59.00
n3−5 1.118 0.118 55.56 17.37
n4−6 1.000 −− −− −−

Sem cálculo de pseudocustos (v1 > 1.2 v0)

Novos pseudocustos iguais aos custos das linhas

nó 1

v1 = 129.45$(cc = 0.00)

v1
est = 129.45 + 23.64 = 153.09$

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij; P

+
ij (fij − 1)]

n2−3 0.034 0.034 10.00 16.31 0.34 15.75 0.34
n2−6 2.368 0.368 40.00 18.00 14.72 11.37 11.37
n3−4 0.091 0.091 59.00 59.00 5.37 53.63 5.37
n3−5 1.118 0.118 55.56 17.37 6.56 15.32 6.56
n4−6 1.000 −− −− −− −− −− −−

∑
23.64

Variável de separação n2−6
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NÓ 2(n4−6 ≥ 2)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 5.0111E+000 9.5623E+001 0.0000E+000
1 1.00000 6.7818E-002 1.2368E-001 4.8612E+000 4.3270E-002
2 1.00000 1.5745E-001 3.1253E-002 3.6973E-001 2.0509E+000
3 1.00000 1.2371E-002 3.9485E-003 1.2880E-002 1.3158E+000
4 1.00000 3.1776E-004 6.3148E-004 1.4909E-003 3.0251E-002
5 0.99409 2.1453E-006 3.7701E-006 8.8182E-006 4.9981E-003
6 0.93495 1.3962E-007 2.4574E-007 5.9941E-007 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v2 = 109.02$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−3 0.227 0.227 10.00 16.31
n2−6 0.834 0.834 40.00 18.00
n3−5 0.973 0.973 55.56 17.37
n4−6 2.000 −− −− −−

Sem cálculo de pseudocustos

nó 2

v2 = 109.02$(cc = 0.00)

v2
est = 109.02 + 5.73 = 114.75$

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij ; P

+
ij (fij − 1)]

n2−3 0.227 0.227 10.00 16.31 2.27 12.61 2.27
n2−6 0.834 0.834 40.00 18.00 33.36 2.99 2.99
n3−5 0.973 0.973 55.56 17.37 54.06 0.47 0.47
n4−6 2.000 −− −− −− −− −− −−

∑
5.73

Variável de separação n2−6

Escolha do próximo subproblema

k vk vk
est

1 129.45 153.09
2 109.02 114.75
Subproblema escolhido: nó 2
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NÓ 3(n2−6 ≤ 0)(n4−6 ≥ 2)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.6015E+000 8.7669E+001 0.0000E+000
1 1.00000 2.0078E-002 1.2723E-003 2.9666E+000 1.6070E-002
2 1.00000 1.7844E-001 1.3065E-002 2.0903E-001 3.7274E+000
3 1.00000 4.5315E-002 1.6237E-002 3.4517E-002 5.4355E-001
4 0.98815 9.6100E-003 2.9754E-002 1.3215E-003 1.0155E-001
5 0.99627 9.1125E-005 6.8369E-005 1.0572E-005 4.8901E-003
6 0.99690 2.7969E-007 4.9806E-007 2.0909E-007 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v3 = 115.77$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−3 0.690 0.690 10.00 16.31
n3−5 0.510 0.510 55.56 17.37
n4−6 2.152 0.152 64.37 19.01
n5−6 0.446 0.446 61.00 61.00

Início do cálculo dos pseudocustos

Cálculo dos pseudocustos P+
5−6 e P−

5−6

P−
5−6(n5−6 ≤ 0)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.6313E+000 8.4420E+001 0.0000E+000
1 1.00000 2.3089E-002 2.1691E-003 3.2366E+000 2.2017E-002
2 1.00000 1.6919E-001 1.2092E-002 2.0064E-001 3.5851E+000
3 1.00000 3.7712E-003 4.2696E-003 1.8289E-002 7.3557E-001
4 0.99875 7.7855E-006 1.8933E-005 2.5750E-004 7.4840E-002
5 0.96533 2.6946E-007 3.5059E-006 8.8885E-006 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v−
5−6 = 99.00$(cc = 0.00)

P−
5−6 = (99.00 − 115.77)/(0.446) = −37.592
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P+
5−6(n5−6 ≥ 1)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.5784E+000 8.6404E+001 0.0000E+000
1 1.00000 1.8145E-002 1.1743E-003 2.7265E+000 5.0717E-003
2 1.00000 1.5757E-001 1.0614E-002 1.9839E-001 3.2359E+000
3 1.00000 7.0052E-003 4.9122E-004 1.2772E-002 5.4959E-001
4 1.00000 6.6593E-005 4.9076E-005 2.2509E-004 3.5495E-002
5 0.99119 5.8944E-007 2.8999E-005 2.6808E-006 4.2349E-004
6 1.00000 5.6796E-011 2.7685E-006 3.1559E-007 1.4114E-004
7 1.00000 1.4433E-015 9.6364E-011 1.5725E-008 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v+
5−6 = 140.70$(cc = 0.00)

P+
5−6 = (140.70 − 115.77)/(1− 0.446) = 45.01

Fim do cálculo dos pseudocustos

nó 3

v3 = 115.77$(cc = 0.00)

v3
est = 115.77 − 16.77 = 99.00$

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij ; P

+
ij (fij − 1)]

n2−3 0.690 0.690 10.00 16.31 6.90 5.06 5.06
n3−5 0.510 0.510 55.56 17.37 28.33 8.51 8.51
n4−6 2.152 0.152 64.37 19.01 9.79 16.12 9.79
n5−6 0.446 0.446 −37.59 45.01 −16.77 24.93 -16.77

Variável de separação n5−6

NÓ 4(n2−6 ≥ 1)(n4−6 ≥ 2)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.5504E+000 8.9572E+001 0.0000E+000
1 1.00000 1.6518E-002 6.8354E-004 2.6105E+000 5.5243E-003
2 1.00000 1.4766E-001 3.8597E-003 2.0476E-001 3.6524E+000
3 1.00000 1.4877E-002 3.0292E-003 5.5186E-003 8.4641E-001
4 0.99693 4.5085E-005 8.0817E-006 4.8597E-005 2.4194E-002
5 0.95803 1.8923E-006 5.2430E-007 2.0558E-006 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores
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v4 = 110.68$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−3 0.061 0.061 10.00 16.31
n2−6 1.000 −− −− −−
n3−5 0.973 0.973 55.56 17.37
n4−6 2.000 −− −− −−

Sem cálculo de pseudocustos

nó 4

v4 = 110.68$(cc = 0.00)

v4
est = 110.68 + 1.08 = 111.76$

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij ; P

+
ij (fij − 1)]

n2−3 0.061 0.061 10.00 16.31 0.610 15.31 0.61
n2−6 1.000 −− −−− −− −− −− −−
n3−5 0.973 0.973 55.56 17.37 54.06 0.47 0.47
n4−6 2.000 −− −− −− −− −− −−

∑
1.08

Variável de separação n2−3

Escolha do próximo subproblema

k vk vk
est

1 129.45 153.09
3 115.77 99.00
4 110.68 111.76
Subproblema escolhido: nó 3

NÓ 5(n5−6 ≤ 0)(n2−6 ≤ 0)(n4−6 ≥ 2)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.6313E+000 8.4420E+001 0.0000E+000
1 1.00000 2.3089E-002 2.1691E-003 3.2366E+000 2.2017E-002
2 1.00000 1.6919E-001 1.2092E-002 2.0064E-001 3.5851E+000
3 1.00000 3.7712E-003 4.2696E-003 1.8289E-002 7.3557E-001
4 0.99875 7.7855E-006 1.8933E-005 2.5750E-004 7.4840E-002
5 0.96533 2.6946E-007 3.5059E-006 8.8885E-006 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores
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v5 = 99.00$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−3 0.424 0.424 10.00 16.31
n3−5 0.776 0.776 55.56 17.37
n4−6 2.500 0.500 64.37 19.01

Sem cálculo de pseudocustos

nó 5

v4 = 99.00$(cc = 0.00)

v4
est = 99.00 + 17.64 = 116.64$

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij ; P

+
ij (fij − 1)]

n2−3 0.424 0.424 10.00 16.31 4.24 9.39 4.24
n3−5 0.776 0.776 55.56 17.37 43.11 3.89 3.89
n4−6 2.500 0.500 64.37 19.01 32.19 9.51 9.51

∑
17.64

Variável de separação n4−6

NÓ 6(n5−6 ≥ 1)(n2−6 ≤ 0)(n4−6 ≥ 2)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.5784E+000 8.6404E+001 0.0000E+000
1 1.00000 1.8145E-002 1.1743E-003 2.7265E+000 5.0717E-003
2 1.00000 1.5757E-001 1.0614E-002 1.9839E-001 3.2359E+000
3 1.00000 7.0052E-003 4.9122E-004 1.2772E-002 5.4959E-001
4 1.00000 6.6593E-005 4.9076E-005 2.2509E-004 3.5495E-002
5 0.99119 5.8944E-007 2.8999E-005 2.6808E-006 4.2349E-004
6 1.00000 5.6796E-011 2.7685E-006 3.1559E-007 1.4114E-004
7 1.00000 1.4433E-015 9.6364E-011 1.5725E-008 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v6 = 140.70$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−3 0.806 0.806 10.00 16.31
n3−5 0.179 0.179 55.56 17.37
n4−6 2.000 −− −− −−
n5−6 1.000 −− −− −−

Sem cálculo de pseudocustos
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nó 6

v6 = 140.70$(cc = 0.00)

v6
est = 140.70 + 13.11 = 153.81$

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij; P

+
ij (fij − 1)]

n2−3 0.806 0.806 10.00 16.31 8.06 3.16 3.16
n3−5 0.179 0.179 55.56 17.37 9.94 14.26 9.94
n4−6 2.000 −− −− −− −− −− −−
n5−6 1.000 −− −− −− −− −− −−

∑
13.11

Variável de separação n3−5

Escolha do próximo subproblema

k vk vk
est

1 129.45 153.09
4 110.68 111.76
5 99.00 116.64
6 140.70 153.81

Subproblema escolhido: nó 5

NÓ 7(n4−6 ≤ 2)(n5−6 ≤ 0)(n2−6 ≤ 0)(n4−6 ≥ 2)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.7291E+000 8.6875E+001 0.0000E+000
1 1.00000 7.0831E-002 1.0054E-002 5.9100E+000 1.1677E-002
2 1.00000 3.6732E-002 4.0732E-003 5.0481E-001 1.3214E+000
3 1.00000 1.0456E-001 3.3428E-002 4.6560E-002 1.3655E+000
4 1.00000 4.4665E-004 5.4503E-004 1.0678E-003 5.0853E-002
5 0.99413 2.0765E-006 2.4551E-006 6.3604E-006 2.2474E-003
6 0.99721 5.6890E-009 1.4298E-007 1.2455E-007 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v7 = 142.72$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−3 0.806 0.806 10.00 16.31
n3−5 0.894 0.894 55.56 17.37
n3−6 1.015 0.015 48.00 48.00
n4−6 2.000 −− −− −−

Sem cálculo de pseudocustos (v7 > 1.2 v5)

Novos pseudocustos iguais aos custos das linhas
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nó 7

v7 = 142.72$(cc = 0.00)

v7
est = 142.72 + 5.73 = 148.45$

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij ; P

+
ij (fij − 1)]

n2−3 0.806 0.806 10.00 16.31 8.06 3.16 3.16
n3−5 0.894 0.894 55.56 17.37 49.67 1.84 1.84
n3−6 1.015 0.015 48.00 48.00 0.72 47.28 0.72
n4−6 2.000 −− −− −− −− −− −−

∑
5.73

Variável de separação n2−3

NÓ 8(n4−6 ≥ 3)(n5−6 ≤ 0)(n2−6 ≤ 0)(n4−6 ≥ 2)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.9607E+000 1.7926E+000 8.7220E+001 1.6369E-002
1 0.69644 8.8235E-001 5.8010E-001 3.4823E+001 3.4762E-002
2 0.70517 2.5797E-001 1.7550E-001 1.1462E+001 1.3594E-002
3 0.70365 7.6030E-002 5.2255E-002 3.6500E+000 5.0251E-003
4 0.69971 2.2688E-002 1.5712E-002 1.1842E+000 5.3395E-003
5 0.69852 4.3220E-003 4.8817E-003 3.9733E-001 6.9152E-002
6 0.69944 7.1412E-003 1.5840E-003 1.4126E-001 2.5668E-001
7 0.68386 3.7059E-002 5.1921E-004 5.6364E-002 3.8776E-001
8 0.70318 2.3217E-002 1.5404E-004 2.1904E-002 7.9053E-001
9 0.64330 1.8831E-002 1.4343E-004 9.2766E-003 4.9481E-001
10 0.63527 1.5372E-002 1.5566E-004 4.0926E-003 2.6931E-001
11 0.51591 1.2645E-002 4.2866E-004 2.3279E-003 1.3167E-001
12 0.68577 1.1923E-002 5.0644E-004 1.1441E-003 7.3849E-002
13 0.64166 5.0732E-003 2.1504E-004 4.9286E-004 5.0979E-002
14 0.68989 1.6278E-003 6.9557E-005 1.7658E-004 2.2869E-002
15 0.69155 5.1134E-004 2.0975E-005 6.1421E-005 7.7836E-003
16 0.68810 1.6033E-004 6.2242E-006 2.0839E-005 3.7016E-003
17 0.67765 5.1766E-005 1.8533E-006 7.1487E-006 6.5702E-004
18 0.65199 1.8023E-005 7.2932E-007 2.6378E-006 1.9048E-004
19 0.55712 7.9832E-006 2.7041E-007 1.2751E-006 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v8 = 104.00$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−3 0.041 0.041 10.00 16.31
n3−5 0.659 0.659 55.56 17.37
n4−6 3.000 −− −− −−

Sem cálculo de pseudocustos
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nó 8

v8 = 104.00$(cc = 0.00)

v8
est = 104.00 + 6.33 = 110.33$

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij; P

+
ij (fij − 1)]

n2−3 0.041 0.041 10.00 16.31 0.41 15.64 0.41
n3−5 0.659 0.659 55.56 17.37 36.61 5.92 5.92
n4−6 3.000 −− −− −− −− −− −−

∑
6.33

Variável de separação n3−5

Escolha do próximo subproblema

k vk vk
est

1 129.45 153.09
4 110.68 111.76
6 140.70 153.81
7 142.72 148.45
8 104.00 110.33

Subproblema escolhido: nó 8

NÓ 9(n3−5 ≤ 0)(n4−6 ≥ 3)(n5−6 ≤ 0)(n2−6 ≤ 0)(n4−6 ≥ 2)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.7691E+000 8.6203E+001 0.0000E+000
1 1.00000 1.6358E-002 5.4573E-003 3.0265E+000 7.2759E-003
2 0.99837 3.6063E-002 1.2955E-001 2.5823E-001 2.5314E+000
3 1.00000 8.1413E-002 5.7445E-002 4.4761E-002 1.8397E-001
4 0.99782 6.3742E-004 8.5753E-004 1.2300E-003 8.6010E-002
5 0.99184 3.1767E-005 3.7151E-005 1.1590E-005 2.0454E-003
6 0.63913 1.1427E-005 4.7828E-005 4.7966E-006 4.8361E-004
7 0.93505 7.2412E-007 7.1012E-005 1.1584E-006 3.4634E-004
8 0.99904 6.4850E-010 2.4124E-007 6.5539E-008 1.0994E-004
9 1.00000 1.1804E-012 6.5604E-009 6.9372E-009 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v9 = 180.92$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n1−5 0.510 0.510 20.00 20.00
n1−6 1.080 0.080 68.00 68.00
n2−3 0.364 0.364 10.00 16.31
n4−6 3.000 −− −− −−

Sem cálculo de pseudocustos (v9 > 1.2 v8)
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Novos pseudocustos iguais aos custos das linhas

nó 9

v9 = 180.92$(cc = 0.00)

v9
est = 180.92 + 18.88 = 199.80$

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij ; P

+
ij (fij − 1)]

n1−5 0.510 0.510 20.00 20.00 10.20 9.80 9.80
n1−6 1.080 0.080 68.00 68.00 5.44 62.56 5.44
n2−3 0.364 0.364 10.00 16.31 3.64 10.37 3.64
n4−6 3.000 −− −− −− −− −− −−

∑
18.88

Variável de separação n1−5

NÓ 10(n3−5 ≥ 1)(n4−6 ≥ 3)(n5−6 ≤ 0)(n2−6 ≤ 0)(n4−6 ≥ 2)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.9621E+000 1.7623E+000 8.5666E+001 1.6747E-002
1 0.69666 8.8185E-001 5.6898E-001 3.4177E+001 3.3128E-002
2 0.70510 2.5787E-001 1.7217E-001 1.1257E+001 1.3173E-002
3 0.70368 7.5989E-002 5.1264E-002 3.5855E+000 4.8288E-003
4 0.69965 2.2677E-002 1.5417E-002 1.1636E+000 5.3651E-003
5 0.69893 4.2760E-003 4.7810E-003 3.9007E-001 6.9383E-002
6 0.69929 7.1409E-003 1.5486E-003 1.3855E-001 2.5466E-001
7 0.68273 3.6243E-002 5.0870E-004 5.5243E-002 3.7911E-001
8 0.70591 2.2980E-002 1.5156E-004 2.1358E-002 7.7292E-001
9 0.64830 1.9697E-002 1.2118E-004 8.9514E-003 5.0130E-001
10 0.63755 1.6228E-002 9.9724E-005 3.9097E-003 2.5741E-001
11 0.64772 8.7288E-003 4.2617E-004 1.7268E-003 1.4873E-001
12 0.75034 6.9335E-003 3.1158E-004 7.0459E-004 6.7818E-002
13 0.62797 2.8307E-003 1.3621E-004 2.9609E-004 3.0607E-002
14 0.68485 9.1118E-004 4.2575E-005 1.1405E-004 1.2404E-002
15 0.68698 2.8953E-004 1.2354E-005 4.3157E-005 5.3507E-003
16 0.67961 9.3123E-005 3.5307E-006 1.5610E-005 3.3057E-003
17 0.66056 3.1640E-005 1.0679E-006 5.6827E-006 1.8018E-004
18 0.60387 1.2534E-005 3.7225E-007 2.4325E-006 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

**** SOLUÇÃO INTEIRA ENCONTRADA ****

v10 = 110.00$(cc = 0.00)

ramo nij

n3−5 1
n4−6 3



D.1 Caso 1: Considerando a topologia da base e com reprogramação da geração 183

Escolha do próximo subproblema

k vk vk
est

4 110.68 111.76
Subproblema escolhido: nó 4

NÓ 11(n2−3 ≤ 0)(n2−6 ≥ 1)(n4−6 ≥ 2)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.5786E+000 8.8804E+001 0.0000E+000
1 1.00000 1.5119E-002 1.7869E-003 2.4171E+000 1.3603E-002
2 1.00000 8.9304E-002 6.3127E-003 2.0871E-001 3.4509E+000
3 0.99972 4.4925E-003 4.9936E-003 7.3392E-003 8.4212E-001
4 1.00000 9.5121E-007 3.5693E-006 2.7955E-004 2.6574E-002
5 0.98707 1.2121E-008 1.7183E-007 3.6152E-006 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v11 = 111.29$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−6 1.061 0.061 24.04 14.00
n3−5 0.973 0.973 86.14 17.48
n4−6 2.000 −− −− −−

Sem cálculo de pseudocustos

nó 11

v11 = 111.29$(cc = 0.00)

v11
est = 111.29 + 1.94 = 113.23$

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij; P

+
ij (fij − 1)]

n2−6 1.061 0.061 24.04 14.00 1.47 13.14 1.467
n3−5 0.973 0.973 86.14 17.48 83.81 0.47 0.472
n4−6 2.000 −− −− −− −− −− −−

∑
1.94

Variável de separação n2−6
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NÓ 12(n2−3 ≥ 1)(n2−6 ≥ 1)(n4−6 ≥ 2)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.5295E+000 8.8364E+001 0.0000E+000
1 1.00000 1.5903E-002 7.1066E-004 2.6113E+000 5.4575E-003
2 1.00000 1.4152E-001 3.1552E-003 2.0309E-001 3.3900E+000
3 1.00000 6.0130E-003 1.5426E-003 7.8492E-003 7.3101E-001
4 0.99713 1.7074E-005 4.5505E-006 8.5854E-005 2.9291E-002
5 0.95557 7.5824E-007 6.0558E-007 3.8271E-006 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v12 = 125.90$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−3 1.000 −− −− −−
n2−6 1.000 −− −− −−
n3−5 0.795 0.795 86.14 17.48
n4−6 2.000 −− −− −−

- nó sondado

- v12 > 1.02 v∗

Escolha do próximo subproblema

k vk vk
est

11 111.29 113.23
Subproblema escolhido: nó 11

NÓ 13(n2−6 ≤ 1)(n2−3 ≤ 0)(n2−6 ≥ 1)(n4−6 ≥ 2)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.6327E+000 8.9386E+001 0.0000E+000
1 1.00000 2.2512E-002 3.5297E-003 3.0651E+000 6.9992E-003
2 1.00000 7.3801E-002 1.2336E-002 2.0653E-001 3.4888E+000
3 1.00000 8.2160E-003 1.4119E-002 1.2950E-002 6.7796E-001
4 1.00000 2.6867E-004 6.0139E-005 2.2050E-004 4.5987E-002
5 0.98401 4.9207E-006 1.8506E-006 3.5904E-006 2.5284E-004
6 1.00000 5.3269E-009 3.9920E-006 3.9761E-007 1.6859E-004
7 1.00000 1.0014E-011 1.4841E-008 3.5520E-008 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores
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v13 = 117.63$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−6 1.000 −− −− −−
n3−5 0.954 0.954 86.14 17.48
n4−6 2.285 0.285 75.91 14.51

- nó sondado

- v13 > 1.02 v∗

NÓ 14(n2−6 ≥ 2)(n2−3 ≤ 0)(n2−6 ≥ 1)(n4−6 ≥ 2)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 3.0000E+000 1.5503E+000 8.7215E+001 0.0000E+000
1 1.00000 1.2393E-002 1.5131E-003 2.1963E+000 2.2978E-002
2 1.00000 8.2581E-002 3.6633E-003 1.9103E-001 3.2414E+000
3 0.99927 3.1956E-002 5.8916E-003 8.9507E-003 5.8112E-001
4 1.00000 1.5618E-003 5.4688E-003 1.8252E-003 4.6244E-002
5 1.00000 5.0814E-004 4.4727E-003 6.4966E-004 8.0457E-003
6 0.96132 1.8501E-005 1.3088E-004 2.3567E-005 1.7953E-003
7 0.95818 7.7659E-007 9.9072E-006 9.4867E-007 1.4901E-004
8 1.00000 2.4299E-011 2.5511E-006 2.0519E-007 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v14 = 133.22$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−6 2.000 −− −− −−
n3−5 0.661 0.661 86.14 17.48
n4−6 2.000 −− −− −−

- nó sondado

- v14 > 1.02 v∗

Todos os nós foram sondados

**** FIM DO ALGORITMO BRANCH AND BOUND ****
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D.2 Caso 2: Considerando a topologia da base e sem reprogra-

mação da geração

**** INÍCIO DO ALGORITMO BRANCH AND BOUND ****

NÓ 0

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 3.1429E+000 3.6937E+001 0.0000E+000
1 1.00000 2.2666E-001 1.0271E-003 3.4432E+000 3.1210E-001
2 1.00000 3.3934E-001 2.4142E-003 6.4729E-001 2.5394E+000
3 1.00000 1.7982E-001 1.6106E-002 7.2305E-002 1.9358E+000
4 0.01487 1.7754E-001 1.5312E-002 6.8656E-002 4.7098E-002
5 0.92658 7.7168E-003 1.8525E-002 1.5874E-002 1.3812E-001
6 0.00187 7.9754E-003 2.5369E-002 1.5255E-002 1.7714E-002
7 0.00964 7.7455E-003 9.1440E-002 1.4183E-002 2.0015E-002
8 0.22319 2.1922E-001 7.8883E-002 1.4061E-002 2.6728E-002
9 0.99760 2.6821E-003 2.2106E-002 5.3564E-003 9.8638E-002
10 0.27509 1.3080E-003 2.1989E-002 2.5321E-003 2.1125E-002
11 0.99220 2.7712E-004 1.4085E-003 3.8078E-004 8.3483E-003
12 1.00000 8.7499E-008 1.1212E-005 6.4677E-007 8.7522E-004
13 1.00000 3.2725E-012 4.3514E-008 8.7922E-008 1.2463E-006

Solução do Método de Pontos Interiores

v0 = 180.26$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−6 3.505 0.505 30.00 30.00
n3−5 0.841 0.841 20.00 20.00
n4−6 1.943 0.943 30.00 30.00

Início do cálculo dos pseudocustos

Cálculo dos pseudocustos P+
2−6 e P−

2−6
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P−
2−6(n2−6 ≤ 3)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 3.2073E+000 3.7694E+001 0.0000E+000
1 1.00000 2.1688E-001 5.2844E-003 3.4594E+000 3.1153E-001
2 1.00000 2.7154E-001 3.3658E-003 6.6570E-001 2.4501E+000
3 1.00000 1.2542E-001 1.2935E-002 7.8143E-002 1.8737E+000
4 0.57416 4.1589E-002 8.5134E-003 3.7683E-002 2.3546E-002
5 0.01209 4.1377E-002 6.9877E-002 3.5304E-002 1.0486E-002
6 0.06658 3.8526E-002 6.6082E-002 3.3237E-002 2.6994E-003
7 0.59846 1.5307E-002 2.9863E-002 1.0599E-002 3.5138E-002
8 1.00000 2.6359E-003 2.1958E-003 1.8036E-003 1.4916E-002
9 1.00000 7.6111E-009 2.0662E-006 2.1114E-006 3.6157E-003
10 1.00000 6.1590E-013 1.1580E-008 1.4601E-007 3.5936E-006

Solução do Método de Pontos Interiores

v−
2−6 = 215.67$(cc = 0.00)

P−
2−6 = (215.67 − 180.26)/(0.505) = 70.12

P+
2−6(n2−6 ≥ 4)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300e + 000 3.1429e + 000 3.6937e + 001 0.0000E + 000
1 1.00000 1.4717e − 001 2.2397e − 002 3.3597e + 000 2.9788e − 001
2 1.00000 2.6819e − 001 5.6933e − 003 6.0990e − 001 2.4728e + 000
3 1.00000 1.2571e − 001 1.2855e − 002 6.4102e − 002 1.9245e + 000
4 0.23738 9.2626e − 002 8.4688e − 003 5.4367e − 002 6.7923e − 002
5 0.98292 3.6696e − 003 8.6184e − 003 8.9813e − 003 1.1683e − 001
6 0.91272 3.9616e − 003 7.3202e − 003 2.9527e − 003 1.8202e − 002
7 0.07368 1.3295e − 003 5.1683e − 002 1.8248e − 003 8.1286e − 003
8 0.02959 1.2522e − 003 2.9427e − 002 1.6776e − 003 2.9401e − 003
9 0.97791 7.5953e − 005 5.0317e − 002 3.5044e − 004 2.8507e − 003
10 0.68886 9.2271e − 005 3.1647e − 002 1.2247e − 004 1.3564e − 003
11 1.00000 1.2939e − 005 5.8210e − 002 8.2947e − 006 1.2547e − 003
12 1.00000 5.7249e − 007 2.4097e − 002 7.7248e − 007 4.7910e − 004
13 1.00000 1.0621e − 011 1.6118e − 008 8.0657e − 008 2.8751e − 005

Solução do Método de Pontos Interiores

v+
2−6 = 192.23$(cc = 0.00)

P+
2−6 = (192.23 − 180.26)/(1 − 0.505) = 24.18

Cálculo dos pseudocustos P+
3−5 e P−

3−5
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P−
3−5(n3−5 ≤ 0)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 3.2453E+000 3.7137E+001 0.0000E+000
1 1.00000 2.2583E-001 1.1417E-001 3.4539E+000 3.1181E-001
2 1.00000 3.4295E-001 6.2383E-003 6.5421E-001 2.5399E+000
3 0.80080 2.2078E-001 8.5576E-002 2.0620E-001 9.2152E-001
4 0.97154 6.3213E-003 4.9277E-003 1.0979E-002 4.5551E-001
5 1.00000 8.5802E-005 6.5729E-005 2.4020E-004 2.5028E-002
6 0.99010 7.9165E-007 1.3694E-006 2.3702E-006 4.1531E-004
7 1.00000 1.4672E-010 8.6458E-008 3.3205E-007 2.4591E-006

Solução do Método de Pontos Interiores

v−
3−5 = 227.39$(cc = 0.00)

P−
3−5 = (227.39 − 180.26)/(0.841) = 56.05

P+
3−5(n3−5 ≥ 1)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 3.1429E+000 3.6937E+001 0.0000E+000
1 1.00000 2.2666E-001 2.1967E-003 3.4164E+000 3.0982E-001
2 1.00000 3.3897E-001 2.6884E-003 6.3824E-001 2.5162E+000
3 1.00000 6.7612E-002 1.3346E-002 6.6160E-002 1.9585E+000
4 0.00146 6.9365E-002 1.3527E-002 6.4285E-002 4.6426E-002
5 0.09963 5.6838E-002 1.1378E-001 5.5179E-002 3.3039E-002
6 0.62460 4.9052E-001 5.7392E-002 2.8125E-002 1.1712E-001
7 0.50339 2.8251E-001 2.7717E-002 2.0058E-002 7.7066E-002
8 1.00000 1.8189E-003 4.4109E-004 4.4305E-004 1.2451E-001
9 1.00000 5.8454E-009 4.5041E-006 3.9489E-006 1.8321E-003
10 1.00000 4.0783E-011 2.2352E-007 4.7713E-007 8.9090E-006

Solução do Método de Pontos Interiores

v+
3−5 = 219.25$(cc = 0.00)

P+
3−5 = (219.25 − 180.26)/(1− 0.841) = 245.24

Cálculo dos pseudocustos P+
4−6 e P−

4−6
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P−
4−6(n4−6 ≤ 0)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 3.2410E+000 3.8090E+001 0.0000E+000
1 1.00000 1.9994E-001 5.2282E-002 3.4186E+000 3.1026E-001
2 1.00000 3.5654E-001 8.6240E-002 7.2557E-001 2.0573E+000
3 0.77617 4.5809E-001 4.7620E-002 2.1735E-001 7.1620E-001
4 1.00000 5.4378E-002 2.0530E-002 3.2216E-002 1.5657E-001
5 1.00000 5.3931E-003 1.9899E-003 3.0097E-003 5.3836E-002
6 1.00000 7.5591E-006 6.4598E-006 3.0600E-006 4.7661E-003
7 1.00000 6.2685E-012 3.5410E-008 2.5567E-007 3.9450E-006

Solução do Método de Pontos Interiores

v−
4−6 = 357.84$(cc = 0.00)

P−
4−6 = (357.84 − 180.26)/(0.943) = 188.31

P+
4−6(n4−6 ≥ 1)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 3.1429E+000 3.6937E+001 0.0000E+000
1 1.00000 1.9153E-001 5.3589E-003 3.3987E+000 3.0564E-001
2 1.00000 3.3096E-001 2.3788E-003 6.3610E-001 2.5140E+000
3 1.00000 2.1638E-001 1.7081E-002 7.1935E-002 1.9525E+000
4 0.01971 2.1428E-001 4.0595E-002 6.7952E-002 5.4947E-002
5 0.95809 6.4315E-003 2.2318E-002 1.2227E-002 1.4162E-001
6 0.03031 6.0288E-003 2.6318E-002 1.1501E-002 1.9076E-002
7 0.00002 6.0899E-003 9.1027E-002 1.0912E-002 1.2562E-002
8 0.14542 1.4562E-001 8.4163E-002 1.1882E-002 1.5756E-002
9 0.08820 1.1100E-001 7.8603E-002 1.3578E-002 6.8386E-002
10 0.79607 2.1671E-001 2.2115E-002 2.4682E-002 6.0075E-002
11 0.96548 7.9076E-004 4.6591E-003 7.0914E-004 2.5256E-001
12 0.93272 9.7731E-005 7.3272E-004 2.0167E-004 3.8220E-003
13 0.93318 6.3617E-006 5.6037E-005 1.4575E-005 7.3338E-004
14 0.03178 6.1609E-006 5.4053E-005 1.4202E-005 1.4017E-006

Solução do Método de Pontos Interiores

v+
4−6 = 181.26$(cc = 0.00)

P+
4−6 = (181.26 − 180.26)/(1 − 0.943) = 17.54

Fim do cálculo dos pseudocustos
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nó 0

v0 = 180.26$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij ; P

+
ij (fij − 1)]

n2−6 3.505 0.505 70.12 24.18 35.41 11.97 11.97
n3−5 0.841 0.841 56.05 245.24 47.13 38.99 38.99
n4−6 1.943 0.943 188.31 17.54 177.58 1.00 1.00

Variável de separação n3−5

NÓ 1(n3−5 ≤ 0)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 3.2453E+000 3.7137E+001 0.0000E+000
1 1.00000 2.2583E-001 1.1417E-001 3.4539E+000 3.1181E-001
2 1.00000 3.4295E-001 6.2383E-003 6.5421E-001 2.5399E+000
3 0.80080 2.2078E-001 8.5576E-002 2.0620E-001 9.2152E-001
4 0.97154 6.3213E-003 4.9277E-003 1.0979E-002 4.5551E-001
5 1.00000 8.5802E-005 6.5729E-005 2.4020E-004 2.5028E-002
6 0.99010 7.9165E-007 1.3694E-006 2.3702E-006 4.1531E-004
7 1.00000 1.4672E-010 8.6458E-008 3.3205E-007 2.4591E-006

Solução do Método de Pontos Interiores

v1 = 227.39$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n1−3 0.059 0.059 38.00 38.00
n2−6 2.475 0.475 70.12 24.18
n4−6 1.793 0.793 188.31 17.54
n5−6 1.592 0.592 61.00 61.00

Sem cálculo de pseudocustos (v1 > 1.2 v0)

Novos pseudocustos iguais aos custos das linhas

nó 1

v1 = 227.39$(cc = 0.00)

v1
est = 227.39 + 43.46 = 270.85$

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij; P

+
ij (fij − 1)]

n1−3 0.059 0.059 38.00 38.00 2.24 35.76 2.24
n2−6 2.475 0.475 70.12 24.18 33.31 12.70 12.70
n4−6 1.793 0.793 188.31 17.54 149.33 3.62 3.63
n5−6 1.592 0.592 61.00 61.00 36.11 24.89 24.89

∑
43.46

Variável de separação n5−6
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NÓ 2(n3−5 ≥ 1)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 3.1429E+000 3.6937E+001 0.0000E+000
1 1.00000 2.2666E-001 2.1967E-003 3.4164E+000 3.0982E-001
2 1.00000 3.3897E-001 2.6884E-003 6.3824E-001 2.5162E+000
3 1.00000 6.7612E-002 1.3346E-002 6.6160E-002 1.9585E+000
4 0.00146 6.9365E-002 1.3527E-002 6.4285E-002 4.6426E-002
5 0.09963 5.6838E-002 1.1378E-001 5.5179E-002 3.3039E-002
6 0.62460 4.9052E-001 5.7392E-002 2.8125E-002 1.1712E-001
7 0.50339 2.8251E-001 2.7717E-002 2.0058E-002 7.7066E-002
8 1.00000 1.8189E-003 4.4109E-004 4.4305E-004 1.2451E-001
9 1.00000 5.8454E-009 4.5041E-006 3.9489E-006 1.8321E-003
10 1.00000 4.0783E-011 2.2352E-007 4.7713E-007 8.9090E-006

Solução do Método de Pontos Interiores

v2 = 219.25$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−6 2.890 0.890 70.12 24.18
n3−5 1.000 −− −− −−
n4−6 1.814 0.814 188.31 17.54
n5−6 0.953 0.953 61.00 61.00

Sem cálculo de pseudocustos (v2 > 1.2 v0)

Novos pseudocustos iguais aos custos das linhas

nó 2

v2 = 219.25$(cc = 0.00)

v2
est = 219.25 + 8.79 = 228.04$

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij ; P

+
ij (fij − 1)]

n2−6 2.890 0.890 70.12 24.18 62.40 2.66 2.66
n3−5 1.000 −− −− −− −− −− −−
n4−6 1.814 0.814 188.31 17.54 153.28 3.26 3.26
n5−6 0.953 0.953 61.00 61.00 58.13 2.87 2.87

∑
8.79

Variável de separação n4−6

Escolha do próximo subproblema

k vk vk
est

1 227.39 270.85
2 219.25 228.04

Subproblema escolhido: nó 2
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NÓ 3(n4−6 ≤ 1)(n3−5 ≥ 1)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 3.3539E+000 3.8380E+001 0.0000E+000
1 1.00000 1.1703E-001 9.6430E-002 3.3881E+000 2.9563E-001
2 1.00000 2.3056E-001 7.2720E-002 6.4340E-001 2.3114E+000
3 0.91684 4.3245E-001 2.2968E-001 1.3249E-001 5.7959E-001
4 1.00000 5.1400E-002 9.4051E-003 1.6817E-002 1.6732E-001
5 1.00000 1.8310E-004 1.1057E-004 5.1493E-004 2.8303E-002
6 0.99689 4.6247E-007 3.0434E-007 1.5919E-006 6.9539E-004
7 1.00000 8.5850E-011 3.4026E-008 2.7119E-007 1.3462E-006

Solução do Método de Pontos Interiores

v3 = 373.74$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n1−6 0.076 0.076 68.00 68.00
n2−4 2.329 0.329 40.00 40.00
n2−6 5.000 −− −− −−
n3−5 1.000 −− −− −−
n3−6 0.169 0.169 48.00 48.00
n4−6 1.000 −− −− −−
n5−6 1.103 0.103 61.00 61.00

Sem cálculo de pseudocustos (v3 > 1.2 v2)

Novos pseudocustos iguais aos custos das linhas

nó 3

v3 = 373.74$(cc = 0.00)

v3
est = 373.74 + 32.72 = 406.46$

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij ; P

+
ij (fij − 1)]

n1−6 0.076 0.076 68.00 68.00 5.17 62.83 5.17
n2−4 2.329 0.329 40.00 40.00 13.16 26.84 13.16
n2−6 5.000 −− −− −− −− −− −−
n3−5 1.000 −− −− −− −− −− −−
n3−6 0.169 0.169 48.00 48.00 8.11 39.89 8.11
n4−6 1.000 −− −− −− −− −− −−
n5−6 1.103 0.103 61.00 61.00 6.28 54.72 6.28

∑
32.72

Variável de separação n2−4

NÓ 4(n4−6 ≥ 2)(n3−5 ≥ 1)
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Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 3.2453E+000 3.7137E+001 0.0000E+000
1 1.00000 1.1738E-001 9.7097E-002 3.3265E+000 2.9103E-001
2 1.00000 2.5400E-001 4.1388E-003 6.0317E-001 2.5090E+000
3 1.00000 1.0255E-001 1.4148E-002 6.4350E-002 1.7599E+000
4 0.37770 4.7160E-002 2.0731E-002 5.0197E-002 9.2315E-002
5 0.99235 2.5416E-003 9.4067E-003 6.4537E-003 9.4074E-002
6 0.93715 1.8504E-003 3.9680E-003 1.6031E-003 1.6963E-002
7 0.03400 5.3776E-004 5.8031E-002 9.9827E-004 5.8925E-003
8 0.01596 5.3175E-004 4.8006E-002 9.5345E-004 1.5964E-003
9 1.00000 1.2812E-003 5.8823E-002 2.1412E-004 5.2203E-003
10 1.00000 2.8905E-004 7.8359E-002 2.6098E-005 2.8330E-003
11 0.99468 3.7395E-005 6.5416E-002 5.7980E-006 1.0840E-003
12 0.83045 5.1439E-006 2.5636E-003 2.6253E-007 2.3618E-004
13 1.00000 9.1153E-011 2.2100E-009 6.7796E-009 5.5407E-005

Solução do Método de Pontos Interiores

v4 = 222.01$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−6 2.838 0.838 70.12 24.18
n3−5 1.000 −− −− −−
n4−6 2.000 −− −− −−
n5−6 0.932 0.932 61.00 61.00

Início do cálculo dos pseudocustos

Cálculo dos pseudocustos P+
5−6 e P−

5−6

P−
5−6(n5−6 ≤ 0)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 2.4507E-001 3.5957E+001 0.0000E+000
1 0.81191 4.3184E-001 5.5121E-002 8.2875E+000 2.1864E-001
2 0.78004 9.5194E-002 1.2601E-002 1.9563E+000 4.6965E-002
3 0.76028 3.3831E-002 3.1381E-003 5.3307E-001 7.2978E-002
4 0.77065 4.2506E-002 9.7444E-004 2.0769E-001 8.4785E-001
5 0.68207 1.5314E-001 4.3939E-004 9.3262E-002 8.1999E-001
6 0.66102 2.8079E-001 5.4891E-004 4.3304E-002 7.8552E-001
7 0.78432 2.0827E-002 2.9825E-004 1.2649E-002 4.6276E-001
8 0.71373 1.1254E-002 3.2978E-004 4.4918E-003 1.6433E-001
9 0.80478 5.2307E-003 1.0953E-004 1.1323E-003 6.5487E-002
10 0.68319 1.8110E-003 3.6500E-005 3.7663E-004 1.5268E-002
11 0.78700 3.9181E-004 5.8275E-006 9.3376E-005 6.4876E-003
12 0.77942 8.7056E-005 9.5296E-007 2.1657E-005 1.8686E-003
13 0.71797 2.4590E-005 1.9056E-007 6.4048E-006 0.0000E+000
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Solução do Método de Pontos Interiores

v−
5−6 = 184.70$(cc = 0.00)

P−
5−6 = (184.70 − 222.01)/(0.932) = −40.032

P+
5−6(n5−6 ≥ 1)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 2.3735E-001 3.6768E+001 0.0000E+000
1 0.81188 4.3321E-001 5.3288E-002 8.4592E+000 2.1480E-001
2 0.77993 9.5614E-002 1.2182E-002 1.9977E+000 4.5827E-002
3 0.76375 3.4216E-002 2.9859E-003 5.3662E-001 6.8180E-002
4 0.76620 2.8827E-002 9.5042E-004 2.1086E-001 8.0373E-001
5 0.68232 2.3382E-001 3.7091E-004 9.5822E-002 8.0713E-001
6 0.76042 1.1071E-001 2.5966E-004 3.6098E-002 8.3340E-001
7 0.74977 3.8641E-002 2.0137E-004 1.0774E-002 4.3036E-001
8 0.82070 9.0649E-003 3.1569E-005 2.3855E-003 1.4596E-001
9 0.76867 2.3844E-003 9.0850E-006 5.7351E-004 3.3234E-002
10 0.82895 4.1710E-004 2.1698E-006 1.2247E-004 8.9387E-003
11 0.80550 8.1815E-005 4.6396E-007 2.5520E-005 2.6276E-003
12 0.78230 1.7840E-005 9.9544E-008 5.7826E-006 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v+
5−6 = 225.06$(cc = 0.00)

P+
5−6 = (225.06 − 222.01)/(1− 0.932) = 44.85

Fim do cálculo dos pseudocustos

nó 4

v3 = 222.01$(cc = 0.00)

v3
est = 222.01 − 37.31 = 184.70$

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij ; P

+
ij (fij − 1)]

n2−6 2.838 0.838 70.11 24.18 58.75 3.92 3.92
n3−5 1.000 −− −− −− −− −− −−
n4−6 2.000 −− −− −− −− −− −−
n5−6 0.932 0.932 −40.03 44.85 −37.31 3.05 -37.31

Variável de separação n5−6

Escolha do próximo subproblema

k vk vk
est

1 227.39 270.85
3 373.74 406.46
4 222.01 184.70

Subproblema escolhido: nó 4
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NÓ 5(n5−6 ≤ 0)(n4−6 ≥ 2)(n3−5 ≥ 1)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 2.4507E-001 3.5957E+001 0.0000E+000
1 0.81191 4.3184E-001 5.5121E-002 8.2875E+000 2.1864E-001
2 0.78004 9.5194E-002 1.2601E-002 1.9563E+000 4.6965E-002
3 0.76028 3.3831E-002 3.1381E-003 5.3307E-001 7.2978E-002
4 0.77065 4.2506E-002 9.7444E-004 2.0769E-001 8.4785E-001
5 0.68207 1.5314E-001 4.3939E-004 9.3262E-002 8.1999E-001
6 0.66102 2.8079E-001 5.4891E-004 4.3304E-002 7.8552E-001
7 0.78432 2.0827E-002 2.9825E-004 1.2649E-002 4.6276E-001
8 0.71373 1.1254E-002 3.2978E-004 4.4918E-003 1.6433E-001
9 0.80478 5.2307E-003 1.0953E-004 1.1323E-003 6.5487E-002
10 0.68319 1.8110E-003 3.6500E-005 3.7663E-004 1.5268E-002
11 0.78700 3.9181E-004 5.8275E-006 9.3376E-005 6.4876E-003
12 0.77942 8.7056E-005 9.5296E-007 2.1657E-005 1.8686E-003
13 0.71797 2.4590E-005 1.9056E-007 6.4048E-006 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v5 = 184.70$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−6 3.490 0.490 70.12 24.18
n3−5 1.000 −− −− −−
n4−6 2.000 −− −− −−

Sem cálculo de pseudocustos

nó 5

v5 = 184.70$(cc = 0.00)

v5
est = 184.70 + 12.33 = 197.03$

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij; P

+
ij (fij − 1)]

n2−6 3.490 0.490 70.12 24.18 34.36 12.33 12.33
n3−5 1.000 −− −− −− −− −− −−
n4−6 2.000 −− −− −− −− −− −−

∑
12.33

Variável de separação n2−4
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NÓ 6(n5−6 ≥ 1)(n4−6 ≥ 2)(n3−5 ≥ 1)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 2.3735E-001 3.6768E+001 0.0000E+000
1 0.81188 4.3321E-001 5.3288E-002 8.4592E+000 2.1480E-001
2 0.77993 9.5614E-002 1.2182E-002 1.9977E+000 4.5827E-002
3 0.76375 3.4216E-002 2.9859E-003 5.3662E-001 6.8180E-002
4 0.76620 2.8827E-002 9.5042E-004 2.1086E-001 8.0373E-001
5 0.68232 2.3382E-001 3.7091E-004 9.5822E-002 8.0713E-001
6 0.76042 1.1071E-001 2.5966E-004 3.6098E-002 8.3340E-001
7 0.74977 3.8641E-002 2.0137E-004 1.0774E-002 4.3036E-001
8 0.82070 9.0649E-003 3.1569E-005 2.3855E-003 1.4596E-001
9 0.76867 2.3844E-003 9.0850E-006 5.7351E-004 3.3234E-002
10 0.82895 4.1710E-004 2.1698E-006 1.2247E-004 8.9387E-003
11 0.80550 8.1815E-005 4.6396E-007 2.5520E-005 2.6276E-003
12 0.78230 1.7840E-005 9.9544E-008 5.7826E-006 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v6 = 225.06$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−6 2.802 0.802 70.12 24.18
n3−5 1.000 −− −− −−
n4−6 2.000 −− −− −−
n5−6 1.000 −− −− −−

Sem cálculo de pseudocustos

nó 6

v6 = 225.06$(cc = 0.00)

v6
est = 225.06 + 4.79 = 229.85$

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij ; P

+
ij (fij − 1)]

n2−6 2.802 0.802 70.12 24.18 56.23 4.79 4.79
n3−5 1.000 −− −− −− −− −− −−
n4−6 2.000 −− −− −− −− −− −−
n5−6 1.000 −− −− −− −− −− −−

∑
4.79

Variável de separação n2−6
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Escolha do próximo subproblema

k vk vk
est

1 227.39 270.85
3 373.74 406.46
5 184.70 197.03
6 225.06 229.85
Subproblema escolhido: nó 5

NÓ 7(n2−6 ≤ 3)(n5−6 ≤ 0)(n4−6 ≥ 2)(n3−5 ≥ 1)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 3.2073E+000 3.7694E+001 0.0000E+000
1 1.00000 2.1688E-001 5.2844E-003 3.4594E+000 3.1153E-001
2 1.00000 2.7154E-001 3.3658E-003 6.6570E-001 2.4501E+000
3 1.00000 1.2542E-001 1.2935E-002 7.8143E-002 1.8737E+000
4 0.57416 4.1589E-002 8.5134E-003 3.7683E-002 2.3546E-002
5 0.01209 4.1377E-002 6.9877E-002 3.5304E-002 1.0486E-002
6 0.06658 3.8526E-002 6.6082E-002 3.3237E-002 2.6994E-003
7 0.59846 1.5307E-002 2.9863E-002 1.0599E-002 3.5138E-002
8 1.00000 2.6359E-003 2.1958E-003 1.8036E-003 1.4916E-002
9 1.00000 7.6111E-009 2.0662E-006 2.1114E-006 3.6157E-003
10 1.00000 6.1590E-013 1.1580E-008 1.4601E-007 3.5936E-006

Solução do Método de Pontos Interiores

v7 = 205.25$(cc = 0.00)

ramo nij fij P−
ij P+

ij

n2−6 3.000 −− −− −−
n3−5 1.000 −− −− −−
n3−6 0.733 0.733 48.00 48.00
n4−6 2.002 0.002 189.05 16.18

Início do cálculo dos pseudocustos

Cálculo dos pseudocustos P+
3−6 e P−

3−6
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P−
3−6(n3−6 ≤ 0)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 2.5950E-001 3.5952E+001 0.0000E+000
1 0.81693 4.1907E-001 5.7208E-002 8.3389E+000 2.2205E-001
2 0.78097 9.1653E-002 1.3042E-002 1.9545E+000 4.6035E-002
3 0.75750 2.9193E-002 3.2853E-003 5.3764E-001 7.5686E-002
4 0.77445 5.1735E-002 9.7884E-004 2.0467E-001 8.4324E-001
5 0.68342 1.3952E-001 2.7076E-003 8.8961E-002 7.2189E-001
6 0.64411 2.5654E-001 1.4636E-003 4.1766E-002 6.6964E-001
7 0.72164 2.1456E-002 3.9556E-004 1.4692E-002 2.7643E-001
8 0.84339 1.6468E-002 2.0227E-004 3.5658E-003 1.2701E-001
9 0.78099 4.3743E-003 9.1015E-005 8.7153E-004 3.5659E-002
10 0.79891 9.5046E-004 2.0586E-005 1.8512E-004 9.5465E-003
11 0.80183 1.9297E-004 4.1273E-006 3.8027E-005 2.3261E-003
12 0.79770 3.9258E-005 8.0880E-007 7.9563E-006 6.1548E-004
13 0.77943 8.6697E-006 1.5509E-007 1.8226E-006 1.6468E-004
14 0.70497 2.5585E-006 2.6931E-008 5.7213E-007 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v−
3−6 = 229.75$(cc = 0.00)

P−
3−6 = (229.75 − 205.25)/(0.733) = 33.43

P+
3−6(n3−6 ≥ 1)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 2.5039E-001 3.6737E+001 0.0000E+000
1 0.81335 4.3344E-001 5.6006E-002 8.4858E+000 2.1536E-001
2 0.78006 9.5339E-002 1.2801E-002 1.9977E+000 4.5640E-002
3 0.76030 3.1740E-002 3.1823E-003 5.4338E-001 7.0625E-002
4 0.77054 3.9376E-002 9.7349E-004 2.0935E-001 8.0528E-001
5 0.68343 1.1084E-001 1.1658E-003 9.3191E-002 7.6556E-001
6 0.67381 2.7900E-001 1.6776E-003 4.2249E-002 7.4882E-001
7 0.79777 1.7570E-002 2.1924E-004 1.1231E-002 4.3247E-001
8 0.74112 1.1144E-002 8.2107E-005 3.4007E-003 1.2367E-001
9 0.83293 2.0805E-003 2.7256E-005 8.5410E-004 3.7782E-002
10 0.70114 6.6963E-004 4.8355E-006 2.6757E-004 1.0556E-002
11 0.81100 1.3058E-004 6.5104E-007 5.8623E-005 4.0424E-003
12 0.78812 2.7802E-005 3.2202E-007 1.3013E-005 8.4345E-004
13 0.73179 7.4640E-006 2.2375E-007 3.6867E-006 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

v+
3−6 = 214.78$(cc = 0.00)

P+
3−6 = (214.78 − 205.25)/(1− 0.733) = 35.69
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Fim do cálculo dos pseudocustos

nó 7

v7 = 205.25$(cc = 0.00)

v7
est = 205.25 + 9.91 = 215.16$

ramo nij fij P−
ij P+

ij P−
ij fij P+

ij (1 − fij) min[P−
ij fij ; P

+
ij (fij − 1)]

n2−6 3.000 −− −− −− −− −− −−
n3−5 1.000 −− −− −− −− −− −−
n3−6 0.733 0.733 33.43 35.69 24.50 9.53 9.53
n4−6 2.002 0.002 189.05 16.18 0.38 16.15 0.38

∑
9.91

Variável de separação n3−6

NÓ 8(n2−6 ≥ 4)(n5−6 ≤ 0)(n4−6 ≥ 2)(n3−5 ≥ 1)

Iterações do Método de Pontos Interiores

Iter alpha Erro Primal Erro Dual Gap Comp. Diff. fobj

0 0.00000 2.7300E+000 1.1329E+000 3.5957E+001 0.0000E+000
1 0.81464 4.5144E-001 2.4876E-001 8.6669E+000 2.1036E-001
2 0.78106 9.8907E-002 5.6411E-002 2.0306E+000 4.4001E-002
3 0.76206 3.1313E-002 1.3888E-002 5.4573E-001 6.7855E-002
4 0.76861 3.4412E-002 4.2031E-003 2.0479E-001 7.7630E-001
5 0.67963 1.2276E-001 1.5992E-003 8.9261E-002 7.4760E-001
6 0.67235 2.9737E-001 6.0832E-004 4.0866E-002 8.3707E-001
7 0.77254 2.6253E-002 2.3050E-004 1.2814E-002 4.4260E-001
8 0.69859 1.2520E-002 2.4897E-004 4.8131E-003 1.5914E-001
9 0.82199 5.3299E-003 1.0534E-004 1.1913E-003 7.0974E-002
10 0.79889 1.1470E-003 2.3013E-005 2.6138E-004 1.8469E-002
11 0.79657 2.3839E-004 4.6124E-006 5.5459E-005 4.4041E-003
12 0.78018 5.2625E-005 9.0588E-007 1.2639E-005 8.8060E-004
13 0.70914 1.5321E-005 1.9604E-007 3.8759E-006 0.0000E+000

Solução do Método de Pontos Interiores

**** SOLUÇÃO INTEIRA ENCONTRADA ****

v8 = 200.00$(cc = 0.00)

ramo nij

n2−6 4
n3−5 1
n4−6 2

Todos os nós foram sondados

**** FIM DO ALGORITMO BRANCH AND BOUND ****



Apêndice E

Pesquisas Correlatas

Nesta seção são apresentadas pesquisas correlatas que foram desenvolvidas durante o trabalho de

doutorado e geraram publicações.

E.1 Fluxo de Potência Ótimo

O problema de fluxo de potência ótimo (FPO, proposto por Carpentier na década de 1960, baseado

em um problema de despacho econômico) tem como objetivo principal determinar o ponto ótimo de

operação de um sistema em regime permanente, e pode ser modelado como um problema de progra-

mação não linear onde se minimiza uma função objetivo, sujeita a restrições técnicas e econômicas

(Carpentier, 1962). Dentre as diversas abordagens clássicas propostas para resolver o FPO podem

ser citados o método do gradiente (Carpentier, 1962; Dommel and Tinney, 1968), a programação

quadrática sucessiva (Giras and Talukdar, 1981; Burchett et al., 1984), os métodos do tipo Newton

(Sun et al., 1984), a programação linear sucessiva (Stott and Marinho, 1979; Alsac et al., 1990) e,

mais recentemente, o método de pontos interiores (Quintana et al., 2000). Este último, desenvolvido

originalmente para resolver problemas de programação linear (Karmarkar, 1984), apresenta melhor

desempenho para problemas de grande porte quando comparado com métodos tradicionais, como o

simplex. Este método foi reformulado e adaptado para resolver problemas de programação não-linear,

como pode ser visto em (Torres and Quintana, 1998) onde é aplicado, com sucesso, na otimização

da operação de sistemas de potência. Ainda tem sido utilizado para resolver o problema de fluxo de

potência ótimo de grande porte (Torres and Quintana, 1998; Granville, 1996), estimação de estados

(Wei et al., 1998), máximo carregamento do sistema (Irisarri et al., 1997), mínimo corte de carga

(Granville et al., 1996; Rider et al., 2004b), análise de estabilidade de tensão (Wang et al., 1998), co-

ordenação hidrotérmica (Medina et al., 1998) e despacho ótimo e seguro (Yan and Quintana, 1997).

Resultados mostram que o MPI tem grande potencial para resolver problemas de sistemas de potên-

201



202 Pesquisas Correlatas

cia, quando comparado com métodos tradicionais. Os problemas de minimização das perdas ativas,

de mínimo corte de carga e de máximo carregamento serão formulados como um problema de FPO e

serão resolvidos utilizando os MPI-AO descritos no capítulo 4.

E.1.1 Minimização de Perdas Ativas

O problema de minimização de perdas ativas (PMPA) pode ser formulado como um FPO definido

por:

min Vns

∑

j∈N

VjYnsj cos(θij + δj − δns) + PDns (E.1)

s.a.:

Vi

∑

j∈N

VjYij cos(θij + δj − δi) − PGi + PDi = 0 (E.2)

Vi

∑

j∈N

VjYij sin(θij + δj − δi) − QGi + QDi = 0 (E.3)

Qmin
Gk ≤ QGk ≤ Qmax

Gk (E.4)

V min
i ≤ Vi ≤ V max

i (E.5)

QShmin
l ≤ QShl ≤ QShmax

l (E.6)

Tapmin
m ≤ Tapm ≤ Tapmax

m (E.7)

i ∈ N, k ∈ Γ, l ∈ Ψ, m ∈ Ω

em que ns é a barra de referência. PGi e QGi são as potências geradas ativa e reativa da barra i.

PDi e QDi são as demandas ativas e reativas da barra i. Vi e δi são a magnitude e ângulo da tensão

na barra i, respectivamente. Yij e θij são a magnitude e fase do elemento ij da matriz admitância,

respectivamente. Qmax
Gk e Qmin

Gk são a máxima e mínima capacidade de geração de potência reativa do

gerador k, respectivamente. V max
i , V min

i são a máxima e mínima tensão da barra i (usamos 105% e

95% do valor nominal), respectivamente; QShmax
l , QShl, QShmin

l são as máxima, atual e mínima

capacidade de potência reativa do compensador shunt l, respectivamente; Tapmax
m , Tapm, Tapmin

m

são a máxima, atual e mínimo valor do tap no transformador m. N é o conjunto de todas as barras

e Γ é o conjunto de barras de geração, Ψ é o conjunto das barras com compensadores shunt e Ω é o

conjunto de todos os transformadores.

As Eqs. (E.2) e (E.3) representam as equações de fluxo de carga. Os limites de potência reativa nos

geradores são representados por (E.4) e os das magnitudes de tensão por (E.5). O limite de potência

reativa dos compensadores estáticos são considerados em (E.6). A Eq. (E.7) representa o limite da

posição dos tap. A capacidade de geração de potência ativa dos geradores não foram incluídos na

formulação do problema (E.1) – (E.7)
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E.1.2 Máximo Carregamento do Sistema

O problema de máximo carregamento do sistema (PMCS) pode ser formulado como um FPO

definido por:

max λ (E.8)

s.a.:

Vi

∑

j∈N

VjYij cos(θij + δj − δi) − PGi + (1 + λ)PDi = 0

Vi

∑

j∈N

VjYij sin(θij + δj − δi) − QGi + (1 + λ)QDi = 0

Qmin
Gk ≤ QGk ≤ Qmax

Gk

V min
i ≤ Vi ≤ V max

i

QShmin
l ≤ QShl ≤ QShmax

l

Tapmin
m ≤ Tapm ≤ Tapmax

m

i ∈ N, k ∈ Γ, l ∈ Ψ, m ∈ Ω

em que, λ representa o fator de carga

E.1.3 Mínimo Corte de Carga

O problema de mínimo corte de carga (PMCC) pode ser formulado como um FPO definido por

(Granville, 1996):

min λ (E.9)

s.a.:

Vi

∑

j∈N

VjYij cos(θij + δj − δi) − PGi + (1 − λ)PDi = 0

Vi

∑

j∈N

VjYij sin(θij + δj − δi) − QGi + (1 − λ)QDi = 0

Qmin
Gk ≤ QGk ≤ Qmax

Gk

V min
i ≤ Vi ≤ V max

i

QShmin
l ≤ QShl ≤ QShmax

l

Tapmin
m ≤ Tapm ≤ Tapmax

m

i ∈ N, k ∈ Γ, l ∈ Ψ, m ∈ Ω



204 Pesquisas Correlatas

Para todos os FPO, as variáveis de decisão são a magnitude e ângulo das tensões, os taps dos

transformadores, a potência reativa dos compensadores shunt e o fator de carga.

E.1.4 Testes e Resultados

Os sistemas teste do IEEE de 30, 57, 118 e 300 barras, assim como dois sistemas reais, o sistema

interligado peruano de 464 barras e um sistema de 2256 barras que corresponde ao sistema interligado

Sul-Sudeste Brasileiro, foram usados nas simulações. As características dos sistemas usados estão na

Tabela E.1 onde nb é o número de barras, ng o número de geradores, nsh o de elementos shunt, nl

é o de linhas de transmissão, e nt é o de transformadores com controle da posição de taps. Ainda, a

demanda total ativa (P load) e reativa (Qload) em MW e MVAr, e o total de perdas (MW) iniciais são

também mostradas na tabela.

Data IEEE30 IEEE57 IEEE118 IEEE300 PE464 BR2256
nb 30 57 118 300 464 2256
ng 6 7 54 69 90 201
nsh 4 2 2 4 50 76
nl 41 80 186 411 565 3508
nt 4 15 9 50 118 490
P load 283,4 1250,8 3668,0 23247,1 2448,1 48055,4
Qload 126,2 336,4 1438,0 7788,0 999,6 15368,8
P loss 17,90 27,65 132,82 413,05 142,15 2543,34

Tab. E.1: Características dos sistemas testados.

Todos os MPI-AO foram escritos em C++ e todas as simulações feitas em um Pentium III 800

MHz com 128 Mbytes de RAM. Todos os sistemas lineares foram resolvidos usando o esquema de

esparsidade proposto por K. Zollenkopf (Zollenkopf, 1970).

Um resumo dos resultados para o problema de minimização de perdas, usando o PMCMMC, está

apresentado na Tabela E.2, onde x é o número de variáveis primais, xlu é o número de variáveis

primais como limites superiores e inferiores, g é o número de restrições de igualdade e h o de de-

sigualdade. São mostrados também o número de iterações e o tempo CPU (não inclui tempos de

entrada e saída de dados) e a perda mínima (P loss) em MW.

Para os problemas de mínimo corte de carga e de máximo carregamento do sistema, o número de

variáveis primais é acrescido de uma unidade devido a presença do fator de carga λ. As cargas foram

aumentadas em 50% para o primeiro problema (mantendo-se o fator de potência de cada barra) para

se obter uma situação de inviabilidade para todos os sistemas.

O número de iterações e o tempo CPU e o percentual de corte de carga (%ls) ou de carregamento
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Data IEEE30 IEEE57 IEEE118 IEEE300 PE464 BR2256
x 63 128 244 649 1045 5001
xlu 34 72 127 350 582 2746
g 49 104 179 526 787 4234
h 10 9 56 73 140 277
P loss 16,53 24,71 122,90 385,70 122,81 2248,02
niter 6 5 6 8 13 18
CPU 0,020 0,040 0,130 0,782 2,052 51,284

Tab. E.2: Resultados: minimização de perdas para os sistemas testados

(%la) em função da carga total do caso base, usando o PMCMMC, são mostrados nas Tabelas E.3

e E.4. Na Fig. E.1 a convergência obtida para os problemas tratados, usando-se os seis sistemas-

teste é apresentada. Na Tabela E.5 os tempos (CPU) gastos pelas principais tarefas do PMCMMC

é apresentado. Deve-se observar que a maior parte do tempo é gasto na montagem e fatoração da

matriz JF .

Data IEEE30 IEEE57 IEEE118 IEEE300 PE464 BR2256
%ls 24,4 59,3 34,0 52,8 12,9 26,9
niter 5 9 8 13 14 33
CPU 0,020 0,060 0,170 1,282 2,364 110,279

Tab. E.3: Mínimo corte de carga.

Data IEEE30 IEEE57 IEEE118 IEEE300 PE464 BR2256
%la 68,0 41,9 63,7 2,2 40,9 10,76
niter 6 8 9 15 7 30
CPU 0,020 0,070 0,190 1,432 1,142 102,448

Tab. E.4: Máximo carregamento.

Na tabela E.6 são mostrados o número de iterações e o tempo CPU (s) obtidos com cada MPI-AO

e sistema.
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Tarefas Tempo
Inicialização 0,00
Cálculo de f , ∇f , g, h, Jg e Jh 1,99
Formação sistema Newton 2,55
Fatoração de JF 78,67
Preditor – corretor múltiplo 9,69
Múltiplas correções centralizadas 4,98
Solução sistema Newton 1,99
Outras tarefas 0,13

Tab. E.5: CPU (% do tempo total) das tarefas principais.

Iterações/CPU(s)
IEEE30 IEEE57 IEEE118 IEEE300 PE464 BR2256

PC 8 7 10 13 15 23
0,02 0,04 0,17 0,88 1,95 73,68

P PMC 8 5 7 10 13 21
M 0,04 0,04 0,13 0,84 1,88 61,46
P MCC 7 6 7 10 14 24
A 0,03 0,05 0,13 0,87 1,97 62,08

PMCMCC 6 5 6 8 13 18
0,02 0,04 0,13 0,78 2,05 51,28

PC 8 10 13 NC 17 NC
0,03 0,07 0,22 NC 2,24 NC

P PMC 6 9 10 18 18 NC
M 0,02 0,06 0,19 1,46 2,65 NC
C MCC 7 9 11 16 15 NC
C 0,02 0,06 0,17 1,37 2,25 NC

PMCMCC 5 9 8 13 14 33
0,02 0,06 0,17 1,28 2,36 111,28

PC 9 9 15 23 8 NC
0,04 0,08 0,29 1,67 1,06 NC

P PMC 6 8 10 17 8 37
M 0,02 0,05 0,19 1,45 1,17 117,81
C MCC 7 8 11 16 8 NC
S 0,03 0,05 0,20 1,43 1,15 NC

PMCMCC 6 8 9 15 7 30
0,02 0,07 0,19 1,43 1,14 102,45

Tab. E.6: Iterações e tempo CPU (s) para os seis sistemas testados
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Fig. E.1: Convergência dos problemas de minimização de perdas ativas, minimização de corte de
carga e maximização do carregamento do sistema.
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E.2 Algoritmo Genético Especializado para o Planejamento da

Expansão de Transmissão

O Algoritmo Genético (AG) foi inicialmente formulado por Holland (Holland, 1975) baseado

no princípio de seleção natural que acontece na natureza, onde os indivíduos mais aptos têm maior

probabilidade de sobreviverem e conseqüentemente de transmitirem seu código genético aos seus

descendentes. Matematicamente, pode-se considerar o AG como sendo parte da família das metaheu-

rísticas que possui uma alta probabilidade de encontrar a solução ótima global de problemas grandes

e complexos que apresentam muitas soluções ótimas locais. A teoria básica de AG é apresentada em

(Goldberg, 1989; Michalewicz, 1996).

O AG proposto por Chu-Beasley (AGCB), inicialmente desenvolvido para resolver o problema

generalizado de atribuição (Chu and Beasley, 1997), é utilizado para resolver o problema de plane-

jamento da expansão de sistemas de transmissão com o modelo CC e para o planejamento estático.

O AGCB foi escolhido pelo fato do mesmo possuir em sua formulação básica algumas característi-

cas que se assemelham e se enquadram no problema da expansão da transmissão, e de fato, através

dele obteve-se bons resultados quando comparado com outras metaheurísticas que foram utilizadas

anteriormente para solucionar o mesmo problema.

De forma geral, as principais características do AGCB que o tornam apropriado para solucionar o

problema do planejamento da expansão da transmissão são:

• O uso de uma função fitness para identificar o valor da função objetivo (custo total da cons-

trução dos circuitos de uma proposta de expansão) e uma função unfitness que quantifica a

infactibilidade da solução testada (corte de carga provocado por uma proposta de expansão);

• Difere da maioria do AG’s pelo fato de substituir na população apenas um indivíduo em cada

iteração, e não toda ou quase toda a população;

• Armazena na população apenas indivíduos diferentes, o que corresponde a propostas de ex-

pansão diferentes. Isso mantém a diversidade genética da população e evita a convergência

prematura.

• Realiza uma estratégia eficiente de melhoria local para cada indivíduo testado.

A seguir são apresentadas em detalhes as alterações realizadas no AGCB apresentada em (Chu

and Beasley, 1997), para a sua adaptação ao problema da expansão de sistemas de transmissão, para

que este seja resolvido de forma mais eficiente através deste algoritmo.
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Codificação do Problema

A proposta de codificação (forma de representar uma proposta de solução) em geral é o aspecto

mais importante da estrutura de um AG. A codificação pode facilitar ou complicar a implementação

dos mecanismos de um AG. Neste trabalho é utilizada uma codificação decimal para uma proposta

de solução, ou seja, o número de linhas a serem construídas.

Para o problema estático da expansão de sistemas de transmissão, um indivíduo do AGCB (pro-

posta de solução) é representado por um vetor de tamanho nl (número de ramos candidatos nos quais

podem ser acrescentados novos circuitos), onde cada elemento deste vetor corresponde a um ramo do

sistema em análise onde podem ser construídas novas linhas. O valor de cada elemento pode variar de

0 até o número máximo de linhas que podem ser acrescentadas no respectivo ramo. Exemplificando,

na codificação mostrada na Fig. E.2, o ramo 2 − 3 tem 2 novas linhas, o ramo 4 − 7 tem 3 novas

linhas, etc.

0000 11 2 3

1 − 5 2 − 3 2 − 7 3 − 1 3 − 5 3 − 8 4 − 7 5 − 2

Fig. E.2: Proposta de Codificação

O número de indivíduos da população no AGCB para o problema de planejamento da expansão

de sistemas de transmissão varia em função da dimensão do sistema testado.

População Inicial

Se para resolver o problema de planejamento da expansão de sistemas de transmissão usando

AG, a população inicial for gerada aleatoriamente, pode ser necessário um maior esforço computa-

cional especialmente para sistemas de médio e grande porte. Portanto, uma forma de melhorar o

desempenho do AG é gerar de maneira eficiente esta população inicial (Gallego et al., 1998b). Sendo

assim, utiliza-se o AHC de VGS (Villasana-Garver-Salon) para se obter uma solução aproximada

do problema, circuitos a serem construídos (Villasana et al., 1985). E a partir desta solução aproxi-

mada faz-se "perturbações"aleatórias em sua vizinhança até que uma quantidade pré-determinada de

soluções aproximadas seja atingida, formando-se assim a população inicial do AG.

Também pode-se gerar a população inicial a partir de uma solução inicial obtida quando se resolve

de maneira aproximada uma versão relaxada do modelo DC, como o modelo de transportes (Garver,

1970).
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Função Objetivo e Infactibilidades

Para cada indivíduo da população tanto pode ser calculada a função objetivo (fitness), que repre-

senta o custo total do planejamento das linhas a serem construídas, como também pode ser calculada

a infactibilidade do indivíduo (unfitness) que representa o corte de carga provocado pelo indivíduo.

Na maioria dos AG’s aplicados a problemas restritos, as infactibilidades são penalizadas na fun-

ção objetivo ou as propostas de solução infactíveis são descartadas. No AGCB a função objetivo

e a infactibilidade de cada indivíduo da população são calculadas e armazenadas separadamente e

utilizadas para fins diferentes.

A função objetivo é usada para implementar a seleção e também na substituição de um elemento

na população quando todos os elementos da população são factíveis. A infactibilidade é usada para

substituir um elemento da população quando existem propostas de solução infactíveis na população.

Uma das vantagens do AGCB é que não precisa se ter a preocupação de escolher o valor de α por

que o custo da expansão
∑

cT
n n é armazenado separadamente do custo do corte de carga α

T
r r. Sendo

assim, αr pode ser eliminado por que aparece multiplicando apenas o corte de carga, e os valores de

corte de carga aparecem apenas no vetor do unfitness.

Seleção

A seleção usada é aquela baseada em torneio na qual, em cada jogo, participam dois ou três

indivíduos da população corrente. O processo se dá da seguinte forma: são sorteados aleatoriamente

dois ou três indivíduos da população e aquele que possuir melhor fitness será o pai número 1 e, após

isso o processo é realizado novamente para que seja determinado o pai número 2, sendo este diferente

do primeiro. Selecionados os dois pais, ambos passam para a fase de recombinação.

Para problemas de grande porte pode ser mais eficiente usar um tamanho de população maior, e

nesse caso uma população maior significa maior diversidade topológica. Entretanto, um incremento

na população deve ser acompanhado de um aumento de jogadores na seleção por torneio.

Recombinação

A troca de material genético ou recombinação usada é a de um ponto, na qual escolhe-se aleatori-

amente um ponto de recombinação e geram-se dois descendentes com uma parcela de cada uma das

topologias geradoras separadas pelo ponto de recombinação.

Enquanto no AG tradicional os dois descendentes gerados podem fazer parte da população na

próxima geração, no AGCB apenas um dos descendentes pode fazer parte da população. Assim,

aleatoriamente e com a mesma probabilidade é escolhido apenas um descendente, sendo o outro

eliminado.
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Na Fig. E.3 tem-se um exemplo de recombinação entre duas codificações estáticas, em que o

segundo descendente é eliminado.

0000

00000

0000

11

111

1

1

1

2

2 3

Ponto de Recombinação

Pai 1

Pai 2

Filho 1

Fig. E.3: Recombinação de um Ponto

Mutação

No processo de mutação toma-se o filho escolhido após o processo de recombinação; e é escolhido

de forma aleatória um ponto de mutação desse filho, a decisão para aumentar ou diminuir o número

de linhas em uma unidade deve ser feita também de forma aleatória com a mesma probabilidade. Se

o número de linhas do filho no ponto do mutação é igual a zero, então a decisão é de adicionar uma

linha, e se o número de linhas está no máximo permitido, então a decisão consiste em eliminar uma

linha. Na Fig. E.4 tem-se um exemplo de mutação.

000

0000

1

1

1

11

1 12

2

Pontos de Mutação

Filho 1

Filho

Fig. E.4: Mutação

Melhoria Local de um Indivíduo

A melhoria local de um indivíduo é uma das maiores contribuições do AGCB, e é composta por

dois tipos de melhorias: da infactibilidade e da função objetivo.

Eliminando a Infactibilidade

Se o descendente gerado é infactível, isto é, apresenta corte de carga, então elimina-se a infacti-

bilidade com o auxílio de um algoritmo heurístico construtivo proposto por Villasana-Garver-Salon

(Villasana et al., 1985).
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No algoritmo VGS dois conceitos fundamentais são considerados: 1) quando as restrições de

integralidade das variáveis de investimento no AHC são relaxadas, o modelo VGS transforma-se

em um problema de programação linear que é usado para identificar o circuito mais adequado a ser

adicionado ao sistema durante o processo iterativo do AHC; e 2) cada circuito adicionado cumpre

as duas leis de Kirchhoff, e assim a solução final é factível para o modelo DC, em comparação com

outros AHC que usam modelos relaxados (por exemplo o modelo de transportes) em que a solução

final só cumpre a primeira lei de Kirchhoff (Garver, 1970).

Considerando que o principal objetivo deste passo é eliminar a infactibilidade do indivíduo, o

AHC proposto por VGS acrescentará linhas ao indivíduo para eliminar a infactibilidade, resolvendo

apenas problemas de PL’s em cada passo do AHC, sendo o resultado factível para o modelo DC.

Melhorando a Função Objetivo

Após a execução do AHC de Villasana-Garver-Salon comentado anteriormente, algumas linhas

são acrescentadas ao indivíduo que está no processo de melhoria local. Sendo o AHC de VGS um

modelo aproximado, algumas linhas acrescentadas são desnecessárias e devem ser retiradas para que

o indivíduo (proposta de solução) não fique muito caro. Sendo assim, faz-se uma ordenação de todas

as linhas da proposta de solução por ordem decrescente de custos e faz-se a retirada uma a uma de

todas as linhas. Aquela que quando simulada sua retirada do indivíduo não apresenta corte de carga

é uma linha desnecessária e, conseqüentemente, é eliminada do mesmo. O processo é repetido para

todas as linhas até não haver mais linhas desnecessárias. Permanecerão no indivíduo aquelas linhas

que quando simulada a sua retirada, a proposta de solução resultante apresenta corte de carga.

Substituição da População

No AG implementado neste trabalho não existe a estratégia de substituição geracional da popu-

lação como acontece nos AG’s convencionais onde a cada iteração, toda ou quase toda a população

é substituída por uma outra. A proposta do AGCB consiste em substituir, em cada passo, apenas um

indivíduo da população. O descendente gerado e candidato a substituir um elemento da população é

incorporado na mesma seguindo o procedimento:

• O descendente deverá substituir o elemento da população de pior qualidade (maior custo) desde

que o descendente seja de melhor qualidade (menor custo).

• O descendente gerado deve ser diferente de todos os elementos da população para fazer parte

da mesma ou seja, deve apresentar uma configuração de construção de circuitos que não exista

na população. Se ele for igual a um membro pertencente à população automaticamente será

descartado.
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Esta proposta apresenta mudanças conceitualmente muito simples quando comparada com o AG

tradicional. O que torna tal proposta mais eficiente são os seguintes motivos:

• Todas as soluções armazenadas na população corrente são diferentes evitando assim a conver-

gência prematura muito comum em AG’s convencionais em que não se faz uma análise das

topologias geradas para evitar a repetição de topologias armazenadas.

• A fase de melhoria local, eliminação da infactibilidade do descendente gerado assim como da

qualidade da função objetivo, fornece uma estratégia interessante que permite uma evolução

mais eficiente do AG.

• A lógica de substituição da população corrente preserva as melhores topologias geradas, isto

é, a incumbente, assim como as melhores soluções existentes na população corrente não estão

sujeitas à eliminação por decisões de caráter aleatório como pode acontecer com o AG tradi-

cional. Portanto, melhores topologias somente são descartadas quando aparecem descendentes

de melhor qualidade. Essa estratégia é mais eficiente que a proposta de elitismo usada para

preservar as melhores topologias da população corrente.

E.2.1 Pseudo-Código do AG

O AG de Chu-Beasley é apresentado na Fig. E.5. O processo é interrompido se a incumbente

(melhor solução encontrada no processo) não melhora após um número especificado de iterações ou

se foi atingido um número máximo de PL’s. Para cada sistema analisado o primeiro critério escolhido

variou de 200 a 1000 iterações (descendentes gerados). O segundo critério é apresentado para cada

caso.

E.2.2 Testes e Resultados

O algoritmo genético proposto foi implementado em Matlab 6.0. Para os testes foram usados

quatro sistemas de prova: o sistema Garver de 6 barras, sistema IEEE de 24 barras e o sistema

Sul Brasileiro de 46 barras. Os dados elétricos dos sistemas usados para resolver o problema do

planejamento da expansão de transmissão usando diretamente o modelo CC, só para o planejamento

estático, estão no Apêndice C.



214 Pesquisas Correlatas

parada?

Gerar a

população

população
inicial

Seleção

Recombinação

Mutação

é
infactível?

Sim

Sim

Não

Não

Eliminar a
infactibilidade

Melhorar a
Função Objetivo

Substituição da

Cumpre
o critério de Planejamento da

transmissão

Fig. E.5: Pseudo-Código do AG de Chu-Beasley

Sistema Garver de 06 barras

Caso 1: Considerando a topologia base e com reprogramação da geração

Quando é possível reprogramar a geração, a melhor solução do problema de planejamento tem

um investimento de v = 110.000 US$ e apresenta a adição das seguintes linhas à topologia base:

n3−5 = 1 e n4−6 = 3. O AGCB encontrou a solução anterior depois de 117 execuções de PPL´s, em

média, com uma população de 30 indivíduos e seleção de pais por torneio com k = 2. Em uma das

inicializações, a solução ótima foi obtida com apenas 41 execuções de PL’s. A solução é mostrada na

Fig. 7.3.
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Caso 2: Considerando a topologia base e sem reprogramação da geração

A melhor solução para o problema de planejamento da expansão sem reprogramação da geração

é igual a v = 200.000 US$ e apresenta a adição das seguintes linhas: n2−6 = 4, n3−5 = 1 e n4−6 = 2.

O AGCB encontrou a solução anterior após 51 execuções de PL´s, em média, com uma população de

30 indivíduos e seleção de pais por torneio com k = 2. Em uma das inicializações, a solução ótima

foi obtida com apenas 47 execuções de PL’s. A solução é mostrada na Fig. 6.2.

Sistema IEEE de 24 barras

O investimento necessário para resolver o problema de planejamento para o sistema IEEE 24

barras é de v = 152.000 US$, com a adição das seguintes linhas à topologia base:

n06−10 = 1; n07−08 = 2; n10−12 = 1; n14−16 = 1.

O AGCB encontrou a solução anterior depois de 80 execuções de PL´s, em média, com uma

população de 50 indivíduos e seleção de pais por torneio com k = 2. Em uma das inicializações a

solução ótima foi obtida com apenas 59 execuções de PL’s. A topologia inicial do sistema IEEE de

24 barras e as adições feitas pelo algoritmo (apresentadas entre parênteses) são mostradas na Fig. 6.4.

Sistema Sul Brasileiro de 46 barras

Caso 1: Com reprogramação da geração

O investimento necessário para resolver o problema de planejamento para o Sistema Sul Brasileiro

é de v = 72.870.000 US$, com a adição das seguintes linhas:

n02−05 = 1; n05−06 = 2; n13−20 = 1; n20−21 = 2;

n20−23 = 1; n42−43 = 1; n46−06 = 1.

O AGCB encontrou a solução anterior depois de 900 execuções de PL´s, em média, com uma

população de 40 indivíduos e seleção de pais por torneio com k = 2. Em uma das inicializações a

solução ótima foi obtida com apenas 63 execuções de PL’s. A topologia inicial do sistema Sul Brasi-

leiro de 46 barras e as adições feitas pelo algoritmo (apresentadas entre parênteses) são mostradas na

Fig. 7.5.


