
 

Universidade Estadual de Campinas 

Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computação 

Departamento de Sistemas de Energia Elétrica 

 

 

Maximização da Margem de Estabilidade Sujeito à 

Minimização do Custo de Produção da Energia Elétrica 

utilizando Formulação em Dois Níveis 

 

                                      Autor:   David Arias Arias 

                            Orientador:    Prof. Dr. Carlos Alberto de Castro Junior 

                      Co-Orientador:    Prof.  Dr. Alexandre de Assis Mota 

                                                      

 

Trabalho apresentado à Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computação da UNICAMP como 

parte dos requisitos exigidos para obtenção do título de Mestre em Engenharia Elétrica. 

 

 

Comissão Examinadora 

Prof. Dr. Carlos Alberto de Castro Junior FEEC/UNICAMP 

Prof. Dr. José Carlos de Melo Vieira Júnior   EESC/USP 

Dr. Igor Kopcak FEEC/UNICAMP 

 



 

 ii

 
 
 
 
 
 

FICHA  CATALOGRÁFICA  ELABORADA  PELA  
  BIBLIOTECA  DA  ÁREA  DE  ENGENHARIA  E  ARQUITETURA  -  BAE  -  UNICAMP 

 
 

 
 
    Ar41 

 
Arias Arias, David 
     Maximização da margem de estabilidade sujeito à 
minimização do custo de produção da energia elétrica 
utilizando formulação em dois níveis  / David Arias Arias. --
Campinas, SP: [s.n.], 2008. 
 
     Orientadores: Carlos Alberto de Castro Junior, Alexandre 
de Assis Mota 
     Dissertação (Mestrado) - Universidade Estadual de 
Campinas, Faculdade de Engenharia Elétrica e de 
Computação. 
 
     1. Otimização matemática.  2. Sistemas de energia elétrica 
- Estabilidade.  3. Sistemas de segurança.  4. Controle em 
tempo real.  5. Programação não-linear.  I. Castro Junior, 
Carlos Alberto de.  II. Mota, Alexandre de Assis.  III. 
Universidade Estadual de Campinas. Faculdade de 
Engenharia Elétrica e de Computação.  IV. Título. 
 

 
Título em Inglês: Maximization of the stability margin subjected to electric power 

generation cost minimization using a bilevel programming approach 
Palavras-chave em Inglês: Bilevel programming problem (BLPP), Economic dispatch, 

maximum loading point, Voltage stability 
Área de concentração: Energia Elétrica  
Titulação: Mestre em Engenharia Elétrica 
Banca examinadora: Carlos Alberto de Castro Junior, José Carlos de Melo Vieira 

Júnior, Igor Kopcak 
Data da defesa: 29/08/2008 
Programa de Pós-Graduação: Engenharia Elétrica  
 
 



 

 iii

 

 



 

 v

 

 

Agradecimentos 
 

Ao professor Carlos Alberto de Castro Junior pela enorme paciência que teve ao longo deste 

tempo e pela excelente orientação, estímulo e amizade a mim. 

 

Aos professores Alexandre de Assis Mota e Lia Moreira Mota, pela excelente orientação, 

profissionalismo, amizade e paciência nas muitas conversas que tivemos e assim ter sucesso 

nesta dissertação. 

 

Ao Departamento de Sistemas de Energia Elétrica da UNICAMP, a cada um dos professores, 

especialmente ao professor Luis Carlos, pelas conversas que tivemos, as quais foram de muita 

ajuda na dissertação. 

  

A todos, em especial a meus colegas e amigos do DSEE pelo apoio, sugestões, comentários 

que ajudaram no desenvolvimento do trabalho. 

 

Ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Científico e Tecnológico (CNPq) pelo apoio 

financeiro, sem o qual não seria possível a realização desta pesquisa. 

 

 



 

 vii

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dedico este trabalho aos meus avós, Mariano e Sabina, Eduardo e Emilia os quais 

estão ao lado de Deus, especialmente à minha avó Sabina, por seus conselhos e 

ânimos para estudar e ter sempre presente a Deus em minha vida, a todos meus 

tios, especialmente a meu tio Emiliano, por cada palavra de alento para contínuar, 

ao meu pai Pedro que sempre me incentivou a estudar e especialmente a minha 

mãe Celestina, por animar-me a ir atrás de um sonho quase impossível para mim. 

Aos meus irmãos por todo o apoio incondicional que me deram até o final, à 

minha namorada por seu amor, sua compreensão, sua paciência e ânimos nos 

momentos mais difíceis e principalmente a Deus, por dar-me esta oportunidade, 

capacitando-me para concretizar um sonho que hoje se torna realidade. 

 

 



 

 ix

 

 

Resumo 
 

 O presente trabalho apresenta um modelo para o planejamento da operação de sistemas de 

potência visando maximizar a margem de estabilidade de tensão ao mesmo tempo em que 

minimizam-se os custos da produção da energia (despacho econômico). O objetivo é obter uma 

solução para o planejamento da operação da rede que leve em conta não só aspectos técnicos, 

mas também econômicos. Para que esse objetivo possa ser atingido, esse problema é formulado 

como um problema da programação bilevel (BLPP) ou em dois níveis. O modelo bilevel permite 

definir funções objetivo distintas para maximizar a margem da estabilidade de tensão e, ao 

mesmo tempo, conseguir um despacho econômico ótimo, permitindo a imposição de  diferentes 

restrições para as variáveis internas e externas do problema. Uma vez que o BLPP apresenta-se 

como um problema matemático complexo, ele é reduzido a um problema de otimização de um só 

nível (single-level), substituindo-se o problema de otimização interno pelas condições de 

ótimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Foram realizados testes e simulações em diferentes 

sistemas elétricos, sendo que os resultados obtidos atestam a validade da metodologia proposta. 

Além disso, a formulação e o método de solução do BLPP apresentados neste trabalho são mais 

simples que outros encontrados na literatura, tornando essa metodologia bastante flexível para a 

utilização e investigação de outras funções objetivo, variáveis e parâmetros de controle. 
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Abstract 
 

This work presents a model for power systems operation planning that aims to maximize 

the voltage stability margin and also the economic dispatch. The objective is to obtain a solution 

for the network operation planning that takes into account both technical and economical aspects. 

In order to reach this goal, this problem is formulated as a bilevel programming problem (BLPP). 

The bilevel model allows to define distinct objective functions for maximizing the voltage 

stability margin looking, simultaneously, for an optimum economic dispatch, and permitting the 

imposition of different constraints to the variables of the inner and outer problems. Since the 

BLPP is a complex mathematical problem, it is reduced to a single-level optimization problem by 

replacing the inner optimization problem by its Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions. 

Simulations and tests were carried out for different electric networks, and the results show that 

the proposed methodology is valid. Moreover, the BLPP formulation and its solution method are 

simpler than other formulations found in the literature, making the methodology very flexible to 

accommodate other objective functions, variables and control parameters. 
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Capítulo 1  
 
 

Introdução 

 

O consumo de energia global vem aumentando nos últimos anos devido, principalmente, ao 

crescimento da população e à industrialização dos países em desenvolvimento. Como 

conseqüência, os sistemas de potência de diversos países estão experimentando problemas de 

estabilidade e colapsos de tensão [1]-[4].  Nesse contexto, a reestruturação dos mercados de 

eletricidade tende a agravar os problemas de estabilidade, uma vez que este processo introduz o 

conceito da competição ao mercado de energia elétrica. Assim, contratos fundamentados 

especialmente em interesses econômicos e não tecnicos são usualmente estabelecidos, podendo 

gerar impactos negativos na segurança dos sistemas de potência [5]. 

Portanto, o planejamento da operação dos sistemas de potência desempenha um papel 

importante na atualidade, devendo considerar, além de aspectos econômicos, aspectos técnicos 

diretamente relacionados à segurança da operação da rede elétrica como, por exemplo, restrições 

de estabilidade, limites de diferentes elementos da rede, dentre outros, visando, justamente, 

garantir a segurança e adequação da operação do sistema sob condições normais e também na 

presença de distúrbios. 

O presente trabalho propõe um modelo para o planejamento da operação de sistemas de 

potência com o objetivo de maximizar a margem de estabilidade de tensão, ao mesmo tempo em 

que minimiza os custos da produção da energia (despacho ótimo).  Assim, tem-se por objetivo, 

obter uma solução para o planejamento da operação da rede que leve em conta tanto aspectos 

técnicos quanto econômicos.  Esse problema pode ser representado por duas funções objetivo 

(maximização da margem da estabilidade e minimização dos custos da geração de energia) e, 

conseqüentemente, conforme abordado posteriormente neste trabalho, pode ser formulado como 

um Problema de Programação Bilevel (BLPP) ou Problema de Programação em Dois Níveis,



 Introdução 

 2

que consiste em uma técnica de otimização que considera duas funções a serem otimizadas com 

diferentes objetivos, dentro de uma estrutura de níveis hierárquicos.  

O uso de técnicas de otimização é muito importante para o projeto e análise da maioria dos 

sistemas industriais e sócio-econômicos. Houve grandes progressos, recentemente, na solução de 

problemas de grande porte, utilizando essas técnicas, em áreas como planejamento da produção, 

programações aéreas, regulação governamental, projeto de engenharia, planejamento da operação 

de sistemas de energia, etc. Tem-se observado, no entanto, que modelos de programação 

matemática clássicos num só nível são freqüentemente inadequados nestas situações, porque, 

geralmente, estão envolvidas mais de uma função objetivo simples [6]. Assim, há mais de 30 

anos a pesquisa relacionada à teoria e metodologias de solução para a programação Bilevel vem 

crescendo, não somente devido ao interesse associado diretamente à sua aplicação a problemas 

complexos, mas também por sua aplicabilidade a muitas situações na vida real, e em diferentes 

áreas do conhecimento como engenharia [7],[8], economia [9], entre outras. 

Nos últimos anos, trabalhos que utilizam a formulação BLPP estão sendo aplicados na área 

de sistemas elétricos de potência como, por exemplo, um novo modelo de Programação Bilevel 

que combina a otimização da potência reativa ao problema da estabilidade de tensão, proposto em 

[10]. Essa formulação considera a minimização do desvio de tensão de cada barra do nível 

normal, sujeita à minimização das perdas de potência ativa. Este problema foi formulado como 

um BLPP e solucionado usando algoritmos genéticos. 

Nas referências [10]-[15], pode-se encontrar mais aplicações dos BLPPs com diferentes 

metodologias, técnicas e algoritmos de solução para esse tipo de problema, tais como lógica 

fuzzy, método dos pontos interiores, otimização por enxame de partículas, algoritmos Branch 

and Bound, algoritmos evolutivos, função de penalidade exata, etc.  

Dentre os principais métodos que podem ser usados para a solução dos BLPPs, este 

trabalho apresenta uma metodologia que substitui um dos problemas de otimização, por suas 

condições de ótimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), reduzindo a formulação Bilevel a uma 

formulação em um só nível (single-level) [16]-[20].  

Esta metodologia é similar à apresentada em [18], onde os autores tratam do problema de 

ataques terroristas nas redes elétricas. Nesse caso, a formulação Bilevel foi usada para determinar 

a solução para o problema no qual o objetivo do agente destruidor era minimizar o número dos 

componentes do sistema de potência a serem destruídos, visando a maximização da perda de 
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carga (cargas que deixariam de ser atendidas). Em [19], os autores apresentam uma abordagem 

para alocação de custos na rede de transmissão para controlar os preços nodais da eletricidade, 

utilizando uma formulação BLPP.  Em ambas as referências [18] e [19], o problema de 

otimização BLPP foi reduzido para um problema de otimização de um só nível, podendo ser 

resolvido com técnicas de otimização amplamente difundidas na literatura. Nessas referências, a 

técnica utilizada foi a programação inteira mista. 

Conforme citado anteriormente, este trabalho apresenta um modelo para a programação da 

operação da rede elétrica baseado em uma formulação do problema de otimização como um 

BLPP. Assim como no caso das referências [18],[19], esse problema foi simplificado de forma a 

obter-se um problema de otimização em um único nível. Contudo, como técnica de solução, não 

foi utilizada a programação inteira mista, uma vez que a formulação adotada neste trabalho 

considera o problema a ser resolvido como um Problema da Programação Bilevel Não Linear 

com restrições lineares e não lineares de igualdade e desigualdade. 

É importante salientar que as aplicações de BLPP encontradas na literatura são, geralmente, 

baseadas em formulações de Programação Bilevel Linear, sendo que formulações da 

Programação Bilevel Não Linear, como a adotada nesta dissertação, são mais difíceis de serem 

encontradas, já que sua solução está associada a um alto grau de complexidade. 

Este trabalho está organizado como segue. O Capítulo 2 conceitua o problema da 

estabilidade de tensão de sistemas de energia elétrica e descreve com maior detalhamento as 

principais técnicas utilizadas para a obtenção da margem de estabilidade de tensão. O Capítulo 3 

analisa detalhadamente o problema do despacho econômico clássico sem e com limites na 

geração de potência ativa, considerando e não considerando as perdas nas linhas de transmissão e 

finalmente se apresenta o modelo do despacho econômico ótimo como um fluxo de potência 

ótimo. No Capítulo 4 abordamos o problema de programação bilevel com definições, 

características, propriedades e diferentes métodos de resolução. Finalmente o Capítulo 5 

apresenta a formulação proposta, metodologia de resolução adotada e resultados das simulações 

aplicados ao sistema de 5 barras encontrado na literatura e ao sistema de 30 barras do IEEE. 
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Capítulo 2  
 

Estabilidade de Sistemas Elétricos de Potência 

 

2.1 Introdução 
 

Nos últimos anos, o consumo global de energia vem aumentando devido, principalmente, 

ao crescimento da população e à industrialização dos países em desenvolvimento. Hoje, o mundo 

consome perto de 13 TW de potência e existem projeções para o ano de 2050 de que esse 

consumo atinja 30 TW de potência [21].  

Nesse contexto, nos últimos tempos, os sistemas elétricos de potência de muitos países têm 

experimentado problemas de estabilidade e até mesmo de colapsos de tensão [1]-[4],[22].  

A estabilidade dos sistemas de energia elétrica tende a ser ainda mais comprometida pela 

reestruturação do setor elétrico, que faz com que os sistemas operem mais próximos de seus 

limites. Na reestruturação do setor elétrico surgiram os agentes produtores e agentes 

consumidores da energia elétrica, os quais podem fazer contratos econômicos diretamente entre 

si. Assim, supõe-se que o sistema esteja em condições de atenter e garantir todos esses contratos, 

que normalmente visam aspectos somente econômicos e não técnicos. Portanto, a reestruturação 

do setor elétrico pode levar  os componentes da rede a trabalharem mais próximos de seus 

limites, gerando problemas relacionados à estabilidade do sistema e principalmente à estabilidade 

de tensão. 

No caso do sistema elétrico brasileiro, caracterizado por um parque gerador 

predominantemente hidráulico e distante dos principais centros de carga, existe a necessidade de 

se utilizar a rede em toda a sua capacidade, ou seja, cada vez mais próxima de seus limites, e 

fazendo-se interconexões para as quais, muitas vezes, o sistema não foi projetado exigindo, 

portanto, a constituição de um sistema elétrico cada vez mais complexo, com longas linhas de 

transmissão, tornando a ocorrência de problemas de instabilidade de tensão mais propícia. 
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Essas interconexões na rede de energia elétrica entre áreas geograficamente distantes, 

muitas vezes importante para a garantia da estabilidade do sistema, podem ser limitadas por 

problemas de congestionamento na rede de transmissão, fazendo-se necessária a reprogramação 

da geração para a maximização da capacidade de transferência de potência entre áreas de 

interesse [23]. Todos esses aspectos evidenciam a atual necessidade da realização de estudos e 

pesquisas, visando garantir a estabilidade dos sistemas elétricos de potência. Os itens a seguir 

tratam de forma mais detalhada do problema da estabilidade de sistemas de energia elétrica.  

 

2.2 Classificação dos Problemas de Estabilidade 
 

Os problemas de estabilidade apresentam uma alta dimensionabilidade e complexidade 

[24]. Por essa razão, é de grande utilidade realizar simplificações, as quais devem permitir reduzir 

a magnitude do problema, levando-se em consideração somente fatores que influenciem o caso 

específico em estudo, além de optar por técnicas de análise convenientes que reunam as 

características necessárias para solucionar o problema em questão. Existem, assim, áreas de 

estudo e técnicas de análise específicas, dependendo do tipo de estabilidade que se pretende 

abordar. A Figura 2.1 mostra um panorama geral da classificação dos tipos de estabilidade 

encontrados, atualmente, nos sistemas elétricos de potência, identificando suas diferentes 

categorias e subcategorias [24]. 

 A partir dessa Figura, pode-se observar três principais tipos de estabilidade relacionadas ao 

sistema elétrico: a estabilidade de ângulo, a estabilidade de freqüência e a estabilidade de tensão. 

A estabilidade de ângulo (de rotor) corresponde à habilidade das máquinas síncronas do sistema 

interconectado, em permanecerem em sincronismo na presença de distúrbios. Esses distúrbios 

podem ser pequenos (análise de estabilidade a pequenos sinais), como variações pequenas de 

carga e geração, ou severos (análise de estabilidade transitória), como o curto-circuito em uma 

linha de transmissão. Um fator fundamental neste problema é a maneira pela qual as saídas de 

potência dos geradores síncronos variam enquanto os rotores oscilam. Já a estabilidade de 

freqüência está preocupada com a habilidade de um sistema de potência em manter a freqüência 

constante dentro de certo limite nominal, depois de um distúrbio severo no sistema, que resulta 

em um desequilíbrio significativo entre geração e carga. Ela depende da capacidade do sistema de 

restaurar o equilíbrio entre a geração e a carga com a mínima perda da carga. Finalmente, a 
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estabilidade de tensão corresponde à habilidade do sistema em manter magnitudes de tensão de 

regime permanente em valores aceitáveis sob condições normais de operação, e após a ocorrência 

de pequenos e grandes distúrbios como pequenas variações de carga ou perdas de unidades 

geradoras, respectivamente. Salienta-se o fato de que pequenos distúrbios geralmente são 

analisados em tempos curtos e os grandes distúrbios em tempos mais longos. Na Figura 2.1, 

destacam-se (os blocos sombreados), a estabilidade de tensão, que é o tema de interesse do 

presente trabalho. 

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig. 2.1: Classificação da estabilidade de sistemas de potência 

 

2.3 Estabilidade de Tensão 

 
Conforme citado anteriormente, a estabilidade de tensão pode ser definida como a 

capacidade do sistema de energia elétrica de manter as magnitudes das tensões nodais (em regime 

permanente) dentro de uma faixa de valores aceitáveis, tanto sob condições normais de operação 

quanto após a ocorrência de pequenas e grandes perturbações [25]-[27].  

Uma revisão dos eventos relacionados ao problema da instabilidade de tensão, ocorridos em 

diferentes sistemas elétricos de potência [1]-[4],[22], revela que se trata de um fenômeno 

complexo que pode envolver períodos de tempo e características de evolução muito distintos. 
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Além disso, seus efeitos dependem da natureza da perturbação e do ponto de operação do 

sistema, sendo que o principal fator responsável pela sua ocorrência é a incapacidade do sistema 

em atender a demanda de potência reativa [28]. 

O estudo da estabilidade de tensão pode ser realizado do ponto de vista estático e dinâmico 

[29]. O principal objetivo da análise dinâmica é esclarecer os mecanismos envolvidos no 

fenômeno de instabilidade de tensão, através do detalhamento dos efeitos de todos os 

equipamentos de controle. A análise dinâmica envolve simulações não-lineares no tempo, com 

maior detalhamento dos componentes presentes no sistema. Em comparação à análise estática, a 

análise dinâmica geralmente implica em um tempo computacional mais elevado e em uma 

resposta mais fiel do comportamento dinâmico do sistema após a ocorrência de qualquer tipo de 

perturbação, não fornecendo, entretanto, informações em relação à sensibilidade ou ao grau de 

estabilidade da rede. Essas características tornam o uso desta abordagem limitado tanto para o 

monitoramento em tempo real (“on-line”) do sistema quanto para a análise de grandes sistemas 

para os quais se necessita avaliar um grande número de condições e de contingências.  

Já a análise estática destina-se a avaliar a margem de estabilidade de tensão, que é o 

máximo acréscimo de carga que o sistema pode atender, a partir do caso base, até que seja 

atingido o limite de estabilidade de tensão. A análise estática baseia-se, fundamentalmente, nos 

modelos de fluxo de carga, exigindo pouca modelagem da rede e dos elementos conectados a ela. 

A intenção das análises estáticas é reproduzir as características mais importantes do fenômeno, 

sem recorrer a muita complexidade numérica e sem necessidade de ter simulações 

computacionais no domínio do tempo, fornecendo informações em relação à sensibilidade, 

índices e graus de estabilidade. Apesar do problema de instabilidade de tensão ser um fenômeno 

dinâmico, seu comportamento no tempo é relativamente lento, o que permite modelar o problema 

como um fenômeno estático. Nesse caso, as equações diferenciais que representam o modelo 

dinâmico podem ser reduzidas a um conjunto de equações puramente algébricas para cada ponto 

de equilíbrio, considerando-se apenas o modelo do sistema utilizado nos estudos de fluxo de 

potência. Isso torna essa abordagem adequada para monitoramento da estabilidade do sistema em 

tempo real (“on-line”), permitindo tomar decisões preventivas ou corretivas rápidas quando da 

presença de distúrbios no sistema [30].  

O tipo de análise a ser utilizado (estática ou dinâmica) depende do enfoque dado ao 

problema da estabilidade de tensão, por exemplo: 



 Estabilidade de Sistemas Elétricos de Potência 

 9

 

Do ponto de vista do planejamento, geralmente a causa do problema de estabilidade 

de tensão é basicamente um fornecimento insuficiente de potência reativa durante os 

períodos de picos da carga, envolvendo uma grande quantidade de perdas de 

potência reativa nas linhas de transmissão e baixos níveis de magnitude de tensão 

nas barras do sistema. 

 

Do ponto de vista da operação, o problema da estabilidade de tensão é usualmente 

caracterizado por incidentes registrados dentro dos sistemas elétricos de potência, 

como a saída de unidades geradoras, linhas de transmissão, transformadores, 

dispositivos de compensação reativa, etc., ou devido a um repentino incremento da 

carga durante os períodos de demanda máxima. 

 

O planejamento e a operação dos sistemas de energia elétrica têm por objetivo assegurar 

uma margem de estabilidade de tensão adequada e segura. Nesse sentido, as análises estáticas 

podem representar as bases do estudo de estabilidade de tensão e quando houver indicação de 

dificuldades no atendimento desta margem, ou uma antecipação da instabilidade de tensão, pode 

tornar-se necessária a realização de simulações no domínio do tempo (análises dinâmicas) com o 

intuito de confirmar as expectativas fornecidas pela análise estática. 

 

2.3.1 Margem de estabilidade de tensão 
 

A capacidade de transmissão de um sistema de energia elétrica depende de diversas 

grandezas, dentre elas: fluxos de potência ativa e reativa, níveis de tensão, topologia da rede, 

fluxos de intercâmbio, transações externas, cargas em barras internas, etc. Uma quantificação 

mais direta e explícita da capacidade de transmissão é a margem de estabilidade, que determina a 

que distância o sistema se encontra de sofrer uma instabilidade que leve ao sistema a um colapso 

de tensão. 

A determinação da margem de estabilidade depende da aplicação a que se destina [31],[32]. 

De uma forma geral, procura-se estabelecer a margem em função da diferença entre o valor de 

um parâmetro chave do sistema (PCS) no ponto atual de operação e no ponto crítico de 
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estabilidade. Dessa forma, dependendo da aplicação, a margem de estabilidade pode ser medida 

no espaço dos PCS com relação ao nível de carga, nível de transferência de potência, temperatura 

ou tempo [31].  A margem de estabilidade de tensão fornece uma medida da distância entre o 

ponto atual de operação do sistema, até o ponto em que ocorre o colapso de tensão1. Portanto, a 

margem de estabilidade é utilizada como um índice de proximidade ao colapso de tensão.  

Atualmente, a margem de estabilidade é a medida mais utilizada para avaliar a segurança do 

sistema, sendo usualmente medida em MW ou % [33].  

Como pode-se observar, existem diversas alternativas para escolher o PCS. Contudo, na 

prática, existem principalmente duas categorias estabelecidas para este propósito: 

 

Escolha do PCS com base no uso de curvas PV, tal como a carga total em uma área 

específica do sistema elétrico de potência (SEP) ou a transferência de potência 

através de uma linha de transmissão. 

 

Escolha do PCS com base no uso de curvas QV, tal como a potência reativa de 

compensação injetada em barras da rede elétrica. 

 

A Figura 2.2 mostra a margem da estabilidade de tensão a partir das curvas PV, 

considerando que o PCS é uma carga modelada como potência constante. A margem de 

estabilidade de tensão (∆P) é a distância entre o ponto atual estável de operação (ponto A) e o 

ponto onde o SEP torna-se instável (Ponto de Máximo Carregamento - PMC) que corresponde ao 

ponto de colapso de tensão. Nesse caso, a margem de estabilidade é também denominada de 

margem de carregamento. Essa Figura também ilustra as zonas estável e instável de operação do 

SEP. A zona estável de operação está associada a pontos de operação com tensões maiores que a 

tensão crítica (VCR) e a zona instável está relacionada a pontos de operação com tensões menores 

que a tensão crítica. 

 

                                                 
1 Tanto para o Cigré quanto para o IEEE, um Sistema Elétrico de Potência (SEP) sofre um colapso de tensão se, 

após um distúrbio ocorre um rápido e incontrolável declínio das magnitudes das tensões nodais, levando o sistema a 
um perfil de tensão abaixo dos valores aceitáveis, e podendo resultar em um blecaute total ou parcial, devido a 
desligamentos em cascata de transformadores, geradores e linhas de transmissão [24]. 
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Fig. 2.2:  Curva PV, margem de estabilidade de tensão e PMC 

 

A Figura 2.3 ilustra a margem de estabilidade de tensão antes e após a ocorrência de uma 

contingência (perturbação) no sistema elétrico. 

 

 
 

Fig. 2.3: Margem de estabilidade de tensão pré e pós-contingência. 
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Com base na Figura 2.3, observa-se que a margem pré-contingência corresponde a um caso 

no qual o sistema elétrico de potência (SEP) está operando sob condições normais. A margem 

referida como pós-contingência se relaciona a um estado de operação anormal do sistema, 

associado à ocorrência de alguma contingência, como a saída de um gerador, de uma linha de 

transmissão ou outro evento que modifique suas condições de operação. Pode-se observar que a 

ocorrência de contingências pode afetar e reduzir a margem de estabilidade de tensão, 

diminuindo a seguridade do sistema. 

Algumas das vantagens do uso da margem de carregamento como um índice de 

proximidade do colapso de tensão são [32] : 

 

• É direta e bem aceita, porque fornece uma medida que indica quão perto o SEP está  

de experimentar distúrbios devido a problemas relacionados com os níveis de tensão 

nas barras. 

• Não é baseada num modelo particular do sistema, requerendo apenas um modelo 

estático do sistema. 

• É um índice preciso que leva em conta as não-linearidades e limites dos diferentes 

componentes da rede conforme se incrementa a carga do sistema. 

• Uma vez obtida, é fácil calcular sua sensibilidade com relação a qualquer parâmetro 

ou controle do sistema de potência. 

 

Outra vantagem adicional que se obtém ao realizar o cálculo da margem, é que com base 

nessa grandeza pode-se definir um critério de estabilidade de tensão, por meio do qual tem-se a 

possibilidade de definir a margem considerada adequada para se ter um sistema elétrico operando 

de forma segura. De uma maneira geral, este critério pode ser definido da seguinte forma: um 

sistema elétrico de potência tem que ser capaz de operar de tal maneira que o valor da margem de 

estabilidade de tensão permaneça superior a certa porcentagem do PCS, para o ponto de operação 

atual e quando submetido às situações de contingência mais severas possíveis [31]. 

 

Dentre suas desvantagens, pode-se citar o fato de que a determinação da margem requer o 

cálculo de outros pontos, além do ponto de operação atual, e a definição de uma direção de 
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crescimento de carga. Essa direção de variação é caracterizada pelas barras que sofrem alteração 

na demanda, assim como pelo comportamento do fator de potência nessas barras.  

Com a crescente ocorrência de blecautes relacionados à instabilidade de tensão [1]-[4],[22], 

este problema tem sido visto com grande interesse tanto no meio acadêmico quanto industrial.  

Alguns critérios de estabilidade de tensão foram recentemente propostos, como por exemplo, a 

recomendação do WECC (Western Electricity Coordinating Council) que sugere o atendimento 

de uma margem de estabilidade mínima de 5% considerando a ocorrência de uma contingência 

simples, 2,5% para contingências duplas e maior do que zero para o caso de múltiplas 

contingências (perda simultânea de três ou mais equipamentos da rede e linhas de transmissão) 

[34]. No Brasil, de modo similar, o ONS (Operador Nacional do Sistema Elétrico) também 

iniciou estudos recomendando o atendimento de uma margem de estabilidade mínima de 6% para 

a ocorrência de contingências simples [35]. 

Portanto, a margem de estabilidade de tensão surge como um dos grandes limites para a 

operação do sistema, tornando importantes as metodologias de análise de estabilidade de tensão 

que indiquem qual é a distância de um determinado ponto de operação ao limite de estabilidade, 

além daquelas que forneçam indicativos das áreas críticas do sistema e, conseqüentemente, das 

possíveis medidas corretivas capazes de garantir um determinado nível de segurança [36]. 

 

2.3.2 Métodos Utilizados para a Obtenção da Margem de Estabilidade de 
Tensão 

 
Na atualidade, existem vários índices bem estabelecidos, que proporcionam uma boa 

estimativa de quão perto se está do ponto de operação crítico (ponto de máximo carregamento ou 

ponto de colapso de tensão).  A seguir, são descritos alguns dos métodos mais comumente 

utilizados para o cálculo de índices da estabilidade de tensão. Esses métodos foram divididos em 

dois blocos de acordo com suas características, conforme descrito a seguir. 

 

• Métodos que utilizam o cálculo de fluxo de carga: 

 

Análise de sensibilidades [37],[38],[39],[40]. 

Análise modal [41],[42]. 
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Decomposição de valores singulares [43]. 

Métodos da contínuação [44],[45],[46],[47]. 

Análises de curvas PV, QV e SV [48],[49].  

 

Esses métodos se baseiam principalmente no uso de programas de fluxo de carga para 

estimar o valor do índice.  De fato, os algoritmos relacionados a esses métodos são relativamente 

simples e o número de equações resultantes é quase o mesmo encontrado em algoritmos de fluxo 

de carga convencionais Newton e Desacoplado Rápido. Além disso, permitem um manejo 

relativamente simples dos limites de operação estabelecidos para os diferentes dispositivos de 

controle. Contudo, é importante salientar que o processo de cálculo pode ser seriamente afetado, 

tanto na velocidade de cálculo quanto na precisão dos resultados, quando ocorre a violação de 

muitos limites durante a execução do algoritmo.  

Outra vantagem da utilização desses métodos é que eles provêem a possibilidade de 

identificação das áreas mais fracas do sistema elétrico de potência, do ponto de vista da 

estabilidade de tensão. Esses resultados podem ser obtidos a partir da análise da matriz Jacobiana 

do sistema, ou por meio do cálculo das curvas PV, VQ e SV. Essas curvas ajudam na 

identificação do estado do sistema para determinado carregamento e são usadas por diferentes 

empresas do setor elétrico para avaliação da margem de estabilidade de tensão. 

 

• Métodos Diretos: 

Método do ponto de colapso de tensão [50],[51]. 

Métodos de otimização [25],[52],[53]. 

 

Esses métodos mencionados foram desenvolvidos para calcular pontos de bifurcação em 

sistemas não-lineares [54]. Também são conhecidos como métodos do ponto de colapso de 

tensão [55] e não requerem a solução prévia do problema de fluxo de carga.  Possuem como 

principal vantagem o fato de calcularem exatamente o ponto de colapso de tensão para uma 

condição especifica de operação e sem a determinação dos demais pontos existentes entre o caso 

base e o ponto de máximo carregamento.  

Contudo, esses métodos são fortemente dependentes de suas condições inicias, o que pode 

gerar problemas de convergência. Outra desvantagem dos métodos diretos é que pode não ser tão 



 Estabilidade de Sistemas Elétricos de Potência 

 15

fácil modelar os limites dos dispositivos de controle e, além disso, o número de equações 

resultantes dessas formulações pode ser muito grande, implicando em maior tempo 

computacional para a determinação do ponto de máximo carregamento. 

Neste trabalho, foram utilizados métodos de otimização para a determinação da margem de 

estabilidade do sistema elétrico. A formulação geral desse tipo de método encontra-se descrita a 

seguir. 

 

2.3.3 Métodos de Otimização 
 

A otimização pode ser considerada como a procura da melhor solução, dentre as possíveis, 

para um determinado problema. Assim, para determinar a solução ótima de um problema com um 

conjunto de restrições, pode-se formulá-lo matematicamente como se segue:  

                                                          )(min xf  

                                                                    s.a. 0)( =xg i   para i = 1, ... , m 

                                                                          0)( ≤xhi    para i = 1, ... , n 

                                                                          Xxi ∈       para i = 1, ... , t 

 

Onde: f, gi , hi,  são funções definidas em St, que  é o espaço euclidiano n-dimensional. X é 

um subconjunto de St, e x é um vetor de t componentes.  A função  f(x) é a função objetivo a ser 

minimizada com relação a  x;  gi(x) e hi(x)  são as funções de restrições lineares e não lineares de 

igualdade e desigualdade respectivamente. Assim m é o número de restrições de igualdade, n 

número de restrições de desigualdade e t  número de variáveis do problema 
A idéia é encontrar valores das variáveis xi, que satisfaçam as restrições gi(x) e hi(x) e 

minimizem a função f(x). Assim, é necessária a formação de uma função chamada de 

Lagrangeana, que representa o modelo matemático descrito acima. A função Lagrangeana do 

modelo apresentado é: 

∑∑
==

++=
n

i

tiiti

m

i

itiit xhxgxfxL
11

)()()(),,( µσµσ  (1)   

 



 Estabilidade de Sistemas Elétricos de Potência 

 16

onde: ),,( iitxL µσ  é a função Lagrangeana; xt
nxℜ∈  são as variáveis de decisão, também 

chamado de vetor variável primal; iσ ngℜ∈  é o vetor de Multiplicadores de Lagrange (ou dual) 

da restrição de igualdade; iµ ngℜ∈  é o vetor de Multiplidadores de Lagrange (ou dual) da 

restrição de desigualdade. A solução do modelo é obtida como um ponto ótimo da função 

Lagrangeana.  Para a resolução da função Lagrangeana foram desenvolvidas muitas técnicas 

chamadas de Técnicas de Otimização Linear e Não-Linear; muitas dessas técnicas se baseiam nas 

condições de ótimalidade de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Assim, para um ponto ótimo como 

x*, *σ , *µ , devem ser satisfeitas as seguintes condições necessárias: 

 

0
),,( ***

=
∂

∂

i

iii

x

xL µσ
     ki ,...,1=  (2)   

0)( * =ii xg                   mi ,...,1=  (3)   

0)( * ≤ii xh                   ni ,...,1=  (4)   

0)( * =iii xhu                ni ,...,1=     Condição de folga complementar (5)   

     0≥iµ                         ni ,...,1=     Condição de folga complementar (6)   

     0≥iσ                         mi ,...,1=    Condição de folga complementar (7)   
 

Outra maneira de cumprir todas estas condições é fazer com que, no ponto ótimo, as 

derivadas parciais da função Lagrangeana sejam iguais a zero e os multiplicadores da função 

Lagrangeana são definidos sempre positivos: 

 

0
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∂
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i

iii

x

xL µσ
     ki ,...,1=  (8)   

0
),,( ***

=
∂
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i

iiixL

σ

µσ
    mi ,...,1=  (9)   

0
),,( ***

=
∂

∂

i

iiixL

µ

µσ
    ni ,...,1=  (10) 

  0≥iµ                         ni ,...,1=     Condição de folga complementar (11) 

  0≥iσ                         mi ,...,1=    Condição de folga complementar (12) 
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Este ponto ótimo pode ser uma solução local ou global mínima ou máxima. Assim, o 

problema resume-se a determinar os mínimos e máximos locais e globais do problema. A 

referência [56] trata de forma mais aprofundada aspectos associados a esse tipo de formulação. 

As técnicas de otimização também têm sido propostas para obter diretamente a margem de 

carregamento [25].  Uma das vantagens desses métodos é que o ponto de máximo carregamento 

(PMC) pode ser precisamente calculado. O problema do cálculo da margem de carregamento 

pode ser transformado no seguinte problema de otimização: 

 

                                                      max    λ  

s.a..  ( ) 0, =λxGi  
(13) 

                           

em que λ  é o fator de carregamento e iG são as equações de fluxo de carga, que representam os 

balanços de potência ativa e reativa de um sistema elétrico. Com este modelo simples de 

otimização, pode-se calcular diretamente o PMC da Figura 2.2, sem calcular os outros pontos da 

curva, partindo do ponto atual de operação (caso base) e, assim, calcular a margem de 

estabilidade de tensão. A função Lagrangeana, associada ao problema (13) é dada por: 

 

( ) ( )λσλσλ ,*,, iiiii xGxL −=  (14) 
 

sendo xi o vetor das variáveis de decisão dependentes e independentes (potências geradas ativa e 

reativa, ângulos nas barras, etc) e σi o vetor de multiplicadores de Lagrange associado ao 

conjunto de restrições do balanço das potências Gi(x, λ ).  

As condições de ótimalidade de Karush-Khun-Tucker (KKT) associadas ao problema (13) 

são obtidas diretamente da Lagrangeana (14) da seguinte forma: 

( )
0

,,
=

∂

∂

i

ii

x

xL σλ
        ni ,...,1=  (15) 

                                          
( )

0
,,

=
∂

∂

λ

σλ iixL
 (16) 

( )
0

,,
=

∂

∂

i

iixL

σ

σλ
      mi ,...,1=  (17) 

0≥iσ                       mi ,...,1=  (18) 
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 A convergência da solução do problema dependerá de uma boa inicialização do multiplicador de 

Lagrange σi e do ponto inicial das variáveis xi. O modelo da formulação é mais complexo quando 

se acrescentam mais restrições de igualdade e desigualdade (como as equações de fluxo de carga 

reativa, etc.), limites das variáveis dependentes (magnitudes das tensões, ângulos de fase, etc.) e 

independentes (potências geradas e cargas ativas e reativas respectivamente, etc.).  

Os principais problemas com o método estão relacionados com a manipulação das 

restrições de desigualdade. Dependendo do modo como as restrições de desigualdade são 

consideradas, situações de infactibilidade física podem ocorrer, por exemplo, quando um gerador 

atinge seu limite máximo de potência reativa e a tensão do gerador sobe, ao invés de cair [25].  

Existem métodos de otimização especialmente atraentes nestes casos como o método de pontos 

interiores, devido à sua capacidade de manipulação de limites [57]-[59] e o método de 

programação quadrática seqüencial que é um método relativamente recente, sendo considerado 

por alguns autores, como o melhor dos métodos de otimização não-linear restrita [60]. 

2.3.4 Outras Abordagens 

 

Além do uso tradicional de métodos associados com análise modal [28],[48],[57],[61], 

alguns métodos têm sido propostos, nos quais se procura unir metodologias distintas, de forma a 

obter um melhor desempenho global, aproveitando-se para isso das vantagens inerentes de cada 

abordagem em particular. Dentre estas, pode-se citar a referência [62], que une as vantagens da 

rapidez de cálculo da técnica de sensibilidade com a alta precisão da técnica de otimização e a 

referência [63], que utiliza o método da contínuação como uma ferramenta plena para traçar o 

comportamento em regime do sistema de potência, devido às variações de carga e geração; a 

análise modal para as informações sobre o mecanismo da perda de estabilidade e a teoria da 

bifurcação para calcular a bifurcação Sela-nó mais próxima, que corresponde ao ponto de 

desaparecimento do equilíbrio estável do sistema. 

Diversos outros trabalhos foram realizados para eliminar a singularidade da matriz 

Jacobiana (característica inerente do PMC) através da modificação do método de fluxo de carga 

convencional [64]-[66]. Essa modificação é necessária já que o método de fluxo de carga 

convencional diverge quando se está próximo do PMC, e essa divergência se deve ao fato de que 

a matriz Jacobiana é singular (determinante nulo) perto do PMC. Contudo, essa divergência pode 

ser enganosa porque, embora a singularidade esteja relacionada ao fluxo de carga do método de 
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Newton, esta divergência também pode ocorrer como conseqüência de problemas numéricos 

devido ao algoritmo particular ou à própria condição de operação e limitações físicas da rede. 

Outros autores propõem a utilização de um parâmetro de carregamento diferente do parâmetro de 

carga [31],[67],[68]. Grande parte destas metodologias relacionadas ao problema da estabilidade 

de tensão pode ser encontrada na referência [69]. 
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Capítulo 3  
 

O Problema do Despacho Econômico 

 

3.1 Introdução 
 

A função básica dos sistemas elétricos de potência é suprir os consumidores com energia 

elétrica da forma mais econômica e confiável possível. Sistemas economicamente adaptados 

permitem o equilíbrio entre a oferta e a demanda da eletricidade, procurando o custo mínimo e 

mantendo a qualidade do suprimento [70]-[72]. 

No entanto, os recursos energéticos em sistemas elétricos são variáveis ao longo do tempo 

e, muitas vezes, limitados. Assim, faz-se necessário o planejamento desses recursos  sobre um 

horizonte de longo prazo, tendo como objetivo definir uma estratégia de operação dos sistemas 

elétricos, o que é conhecido como planejamento da operação de sistemas elétricos [73]. Em 

função deste longo período de planejamento e da própria complexidade do problema, uma cadeia 

de planejamento é estabelecida. Esta cadeia tem planejamentos de curto, médio e longo prazos.  

O planejamento da operação de longo prazo considera, em geral, uma discretização mensal 

que abrange o horizonte de até alguns anos à frente. O objetivo é obter uma política de geração 

para o período, levando em consideração as restrições operativas do sistema e a estocasticidade 

das vazões, e estabelecer custos para o médio prazo. 

O planejamento de médio prazo determina as metas semanais de operação de cada usina, de 

forma que o custo operacional do sistema ao longo do horizonte seja mínimo, respeitando as 

restrições operacionais e os requisitos do sistema, sendo compatível com os objetivos e metas do 

planejamento de longo prazo. 

Já o planejamento da operação de curto prazo determina as gerações das unidades térmicas 

e hidráulicas para o dia seguinte, com um horizonte de tempo semanal e discretização horária. 

Deve-se salientar que os resultados do curto prazo devem ser compatibilizados com a operação 

em tempo real (on-line), que requer respostas rápidas para que, em caso de necessidade, haja 
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tempo hábil para tomar as ações de controle necessárias para levar o sistema elétrico a um ponto 

de operação seguro.  

A operação em tempo real é realizada utilizando-se uma série de ferramentas 

computacionais, tais como o estimador de estado, fluxo de carga do operador, fluxo de potência 

ótimo, análise de segurança, etc [73],[74]. Quanto mais próxima a operação do sistema for do 

tempo real, mais detalhada deve ser a modelagem do sistema elétrico, representando de forma 

mais precisa o sistema de transmissão e as unidades geradoras. 

A seguir, é apresentada a cadeia de planejamentos dos sistemas de energia elétrica [75]: 

 

• Longo Prazo 

Planejamento dos recursos de geração térmica e hidráulica. 

Planejamento de manutenção. 

 

• Curto e Médio Prazos 

Planejamento de partidas e paradas de centrais térmicas (Unit Commitment). 

Coordenação hidrotérmica em curto prazo. 

Despacho econômico. 

 

Nesta classificação, o Despacho Econômico aparece como uma ferramenta básica que ajuda 

a analisar os demais planejamentos. Nesta dissertação, será abordado, com mais detalhe, o 

Despacho Econômico Clássico que é o problema interno do modelo proposto, conforme será 

descrito posteriormente. Usualmente, o planejamento da operação de curto e médio prazos é 

realizado visando garantir o despacho econômico das unidades geradoras, ou seja, de forma a 

minimizar os custos associados à produção de energia elétrica, mas não levando em conta 

aspectos relacionados à margem de estabilidade de tensão. Como mencionado anteriormente, este 

trabalho propõe a utilização de uma formulação para o planejamento da operação que permite a 

maximização da margem de estabilidade de tensão e a realização do despacho econômico das 

unidades geradoras. Dessa maneira, são apresentados, a seguir, os conceitos e formulações 

necessários ao entendimento do problema do despacho econômico em sistemas de energia 

elétrica. 
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3.2 O Despacho Econômico 

 
O problema do Despacho Econômico (DE) tem como objetivo principal a determinação dos 

níveis de geração de cada unidade geradora, de modo a suprir inteiramente a demanda da rede 

elétrica, da forma mais econômica possível e respeitando determinadas restrições físicas e 

operacionais pré-estabelecidas [70]. 

De forma geral, matematicamente, o problema do Despacho Econômico consiste em 

otimizar uma função escalar de custo, ou critério de custo, da forma: 

 

C = C (x,u,p) (19) 
 

Sendo que devem ser satisfeitas certas restrições de igualdade e desigualdade do tipo: 

h (x,u,p) = 0  (20) 
g (x,u,p) ≤ 0 (21) 

                                                  

O problema formulado nas equações (19)-(21) é dependente das variáveis x, u e p que são, 

respectivamente, as variáveis de estado, controle e perturbação do sistema em questão. As 

variáveis de controle, também denominadas variáveis independentes, podem ser escolhidas pelo 

operador dentro de certos limites práticos. Essa escolha determinará as variáveis dependentes ou 

de estado. As variáveis não controladas ou de perturbação estão fora da influência dos operadores 

do sistema. 

A função custo, para o  DE pode ser representada por )( kk PgC , que é o custo da geração da 

rede elétrica. Esse problema pode assumir várias formas, dependendo do tipo do gerador e do 

nível de representatividade que se deseja adotar. Para geradores térmicos, o custo de geração de 

cada unidade é descrito como uma função do tipo [76]: 

 

( )( )kkkk

ng

k

kkkkkkk PgPgfePgcPgbaPgC −+++=∑ min2 sen)(          (22) 

 

em que: k = 1, ... ng, sendo ng o número de geradores térmicos no sistema.  Pgk são as potências 

geradas;  ka , kb  e kc   são constantes de custo para a unidade de geração k ; ke  e kf  são as 

constantes relativas aos pontos de válvula.  
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Na prática, a função custo de cada unidade de geração térmica é obtida através dos estudos 

de exigências de calor e potência elétrica denominados testes de calor [76]. Quando se estudam 

detalhadamente as curvas de custo obtidas através dos testes de calor, é possível verificar que os 

efeitos de operação da válvula de admissão de vapor das turbinas produzem ondulações sobre a 

curva de custo de cada unidade de geração. Estes efeitos são denominados pontos de válvula e 

são considerados a partir do valor absoluto de uma função senoidal, como a função apresentada 

na equação (22). Como essa função apresenta características de não diferenciabilidade, em muitas 

abordagens o que se faz é simplesmente desprezar o ponto de válvula através da expressão de 

custo: 

 

∑ ++=
ng

k

kkkkkkk PgcPgbaPgC
2)(                          (23) 

 

A função de custo considerando os pontos de válvulas (22) e a função de custo sem 

considerar os pontos de válvulas (23), para uma unidade térmica, são mostradas na Figura 3.1, 

através das linhas descontínua e contínua respectivamente. Neste trabalho, será utilizada a função 

de custo definida pela equação (23), já que a consideração das características não-lineares e dos 

pontos de válvula apresentam dificuldades tais como as descontinuidades da derivada da função 

custo e vários pontos de ótimos locais [76]. 

O problema do despacho econômico é, essencialmente, um problema de otimização. Um 

DE é usualmente executado nos centros de operação e controle a cada 5 minutos e, assim, é muito 

importante que a solução do problema seja obtida de forma rápida e eficiente. Várias técnicas de 

otimização clássicas, tal como programação dinâmica [77], programação linear [78], 

programação não-linear  [79] e programação quadrática [80], foram usadas para resolver o 

problema do DE. Um resumo dos trabalhos que usaram métodos tradicionais para o problema do 

DE pode ser encontrado em [81]. 
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Fig. 3.1: Funções típicas de custo de geração para unidades térmicas. 

 
 

Contudo, esses algoritmos são aplicáveis para funções diferenciáveis contínuas.  Assim, em 

geral, as características dos geradores são aproximadas por funções lineares ou quadráticas que 

sempre causam alguns erros nos resultados, mas são toleráveis. 

Além dos métodos de otimização clássicos, o DE também pode ser solucionado através de 

Técnicas de Inteligência Artificial que não são métodos estritamente matemáticos. Esses métodos 

têm uma habilidade para se adaptar aos problemas não-lineares, não-convexos e descontínuos. De 

forma similar, os Algoritmos Genéticos (GA) [82] têm sido aplicados satisfatoriamente para 

resolver o problema do DE, levando em conta os pontos de válvula de calor. Na referência [83], 

foi desenvolvido um algoritmo de busca tabu para o DE com uma função de custo não-contínua e 

não-linear. Além disso, nos últimos anos foram apresentados trabalhos com algoritmos inspirados 

por observação de fenômenos naturais [84], com objetivo de resolver problemas combinacionais 

de grande interesse, incluindo o problema do DE [85]. 

  

3.3 O Problema do Despacho Econômico Clássico 

 

O problema do Despacho Econômico Clássico (DEC) lida com o custo mínimo para a 

geração de energia elétrica. Os modelos de DEC são limitados para problemas de otimização 

puramente ativos (consideram apenas a potência ativa), levando em conta as perdas nas linhas de 
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transmissão e os limites dos geradores, mas desprezando aspectos relacionados à representação 

da rede de transmissão. O DEC determina, para qualquer condição de carga específica, a potência 

ativa gerada de cada unidade geradora que minimizará o custo total de combustível necessário 

para alimentar a carga do sistema [86]. 

Nos itens a seguir será detalhado, inicialmente, um DEC desprezando as perdas nas linhas 

de transmissão e os limites nos geradores. Depois, será analisado um DEC desprezando as perdas 

nas linhas de transmissão e incluindo os limites dos geradores. Finalmente, será analisado um 

DEC considerando as perdas nas linhas de transmissão e os limites dos geradores. 

 

3.3.1 O Problema do Despacho Econômico Clássico sem Perdas nas Linhas 
e sem Limites na Geração 
 

O problema de DEC é formulado da seguinte forma: 

Min      ∑
=

=
ng

k

kkT PgCC
1

)(                    (a) 

                               s.a 

                                               0
1

=−∑
=

Total

C

ng

k

k PPg                  (b) 

(24) 

 

em que: 

kPg   :    potência ativa gerada pela unidade geradora k ; 

Total

CP :   é a demanda total do sistema; 

TC      :   é o custo total de produção de energia elétrica; 

ng      :   é o número de unidades geradoras térmicas; 

)( kk PgC :  é a função custo total de geração da unidade k ; 

 

A equação  (24) (b) representa o balanço estático de potência ativa total do sistema. Esta 

formulação é representada através da Figura 3.2. 
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Fig. 3.2: Representação da formulação que não considera a modelagem da rede de transmissão 

 

A função Lagrangeana associada ao problema representado pela equação (24) pode ser 

escrita como: 

( ) 0)(,
1

=







−−= ∑

=

Total
ng

k

kkkk PcPgPgCPgL σσ     (25) 

 

∑
=

++=
ng

k

kkkkkkk PgcPgbaPgC
1

2)(     (26) 

 

Onde:  σ  é o multiplicador de Lagrange. 

Aplicando as condições de ótimalidade de KKT, tem-se as seguintes condições: 

 

0=
∂

∂

kPg

L
   (27) 

   0=
∂

∂

σ

L
       (28) 

 

Assim, tem-se para a primeira condição: 
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 em que CIk  é o custo incremental do gerador k. 
 

                                    02
),(

=−+=
∂

∂
σ

σ
kkk

k

k Pgcb
Pg

PgL
    (31) 
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∂

∂
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k

k

k CI
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Se:             )(...)()( 2211 kkT PgCPgCPgCC +++=        (33) 
 

Então:                                σ==
∂

∂
=

∂

∂
k

k

kk

k

T CI
Pg

PgC

Pg

C )(
       (34) 

 

Dessa maneira,  a equação (34) será utilizada para encontrar o custo mínimo do DEC sem 

considerar as perdas nas linhas de transmissão, nem os limites na geração. Assim, nesse caso, 

para encontrar o mínimo custo de geração, os custos incrementais de todos os geradores do 

sistema devem ser iguais e o despacho ótimo deve satisfazer as seguintes equações: 

0=−σkCI    (35) 

σ=+ kkk Pgcb 2                 (36) 
 

Para a segunda condição de KKT (28), tem-se: 

 

( )
0

,

1

=−=
∂

∂
∑

=

Total
ng

k

k

k

kk PcPg
PgL

σ

σ
  (37) 

 

A equação (37) corresponde à restrição de igualdade do balanço de potência que foi imposta 

para a solução do problema. Em resumo, a partir das equações (35)-(37), pode-se concluir que, 

quando as perdas nas linhas de transmissão são desprezadas e não existe violação de limites de 

geração dos geradores (seja porque eles operam dentro de seus limites de geração, seja porque 

esses limites não foram considerados), o despacho ótimo é aquele onde todas as unidades 

geradoras operam a igual custo incremental, satisfazendo a restrição do balanço de potências. 

As não-linearidades dessas restrições obrigam a procura de uma metodologia iterativa para 

a solução desta formulação do DEC. Muitas metodologias de otimização iterativas podem ser 
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encontradas na literatura [77]-[85], mas para o presente trabalho, foi aplicado o método do 

gradiente reduzido [71],[72],[87]. A Figura 3.3 apresenta o algoritmo de resolução para esta 

formulação do DEC. Nessa Figura, εεεε representa a tolerância que define o erro máximo para 

convergência do algoritmo  

 

 

Fig. 3.3: Algoritmo de resolução para o DEC sem perdas nas linhas de transmissão e sem 
considerar os limites na geração  
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3.3.2 O Problema do Despacho Econômico Clássico sem Perdas nas Linhas 
e com Limites na Geração 
 

Este item apresenta a formulação do DEC, considerando, agora, limites de geração para as 

unidades geradoras. Nesse caso, o problema do DEC pode ser formulado da seguinte maneira: 

 

 

Min      ∑=
ng

k

kkT PgCC )(                      (a) 

                               s.a 

                                        0
1

=−∑
=

Total

C

ng

k

k PPg                  (b) 

                                                maxmin
kkk PgPgPg ≤≤              (c) 

(38) 

 

em que: 
min
kPg e

max
kPg : mínima e máxima capacidade de geração de potência ativa do gerador k, 

respectivamente.  

 

Conforme descrito no item anterior, o custo incremental (CI) é igual para todas as unidades 

que operam dentro de seus limites de geração. Assim, as condições de KKT resumidas para esta 

formulação do DEC sem perdas nas linhas e com limites na geração são: 
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(39) 
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A função Lagrangeana associada ao problema representado pelas equações (38) (a-c) pode 

ser escrita como: 

( ) ( ) ( )∑∑∑
===

−+−+
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1

minmax )(,,, µµσµµσ

  

em que minmax ,, kkk µµσ  são os multiplicadores de Lagrange. 

Aplicando-se as condições de KKT, tem-se: 
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∂
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µ
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Esta condição da equação (43)  significa que a potência gerada pelo gerador k atingiu seu 

limite superior ( max
kk PgPg ≥ ) portanto  o custo incremental do gerador k é menor que o custo 

incremental do sistema σ≤kCI , e os multiplicadores de Lagrange ficariam  0max >kµ  e 

0min =kµ . Assim  a equação (41) ficaria nestas condições: 
 

0max =+− kkkCI µσ    para  0max >kµ , σ≤kCI                                   (44) 
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0

,,, min

min
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∂

∂
kk
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kkkk PgPg
u

PgL µµσ
                           (45) 

 
Esta condição da equação (45) significa que a potência gerada pelo gerador k atingiu seu limite 

inferior ( min
kk PgPg ≤ ), portanto, o custo incremental do gerador k é maior que o custo 

incremental do sistema σ≥kCI , e os multiplicadores de Lagrange ficariam  0max =kµ  e 

0min >kµ . Assim  a equação (41) ficaria nestas condições: 

 
0min =−− kkkCI µσ    para   0min >kµ , σ≥kCI                       (46) 
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Então, pode-se reduzir as equações anteriores  (40)-(46) em duas equações: 

 

                 0=+− kkCI µσ     para +∞<<∞− kµ                                

                  (Despacho ótimo) 
(47) 

 

                 0
1

=−∑
=

Total
ng

k

k PcPg                                                                   

                  (Equações de balanço de potência) 

(48) 

 

em que +∞<<∞− kµ   representa os possíveis valores de  max
kµ  e min

kµ  para as condições de   

σ≤kCI  ou σ≥kCI . Assim, as equações  (47) e (48) garantem que os geradores sempre 

trabalhem dentro de seus limites e, caso um gerador atinja seu limite superior ou inferior, ele 

fixará sua potência gerada em um desses limites (
min
kPg ou

max
kPg ) , o multiplicador de Lagrange 

kµ  será diferente de zero, e a equação dos custos incrementais para o DEC se aplicará aos 

demais geradores que estão dentro de seus limites. Essa análise será de muita importância para a 

formulação proposta deste trabalho já que serão utilizadas as equações (47) e (48) ao invés das 

equações (39) (a-c). 

Novamente, como no caso anterior, precisa-se de uma metodologia iterativa para resolução 

desse problema devido às não-lineariadades das restrições da formulação do DEC, considerando 

os limites de geração. A Figura 3.4 apresenta o algoritmo de resolução usando a metodologia do 

gradiente reduzido. 
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Fig. 3.4: Algoritmo de resolução para o DEC sem perdas nas linhas de transmissão e 
considerarando os limites na geração 
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3.3.3 O Problema de Despacho Econômico Clássico com Perdas nas Linhas 
e com Limites na Geração 
 

Este item apresenta a formulação do DEC, considerando, agora, perdas nas linhas de 

transmissão e limites de geração para as unidades geradoras. Nesse caso, o problema do DEC 

pode ser formulado da seguinte maneira: 

                  Min      ∑=
ng

k

kkT PgCC )(                    (a)                        

                     s.a 

                           0
1

=−−∑
=

L

Total

C

ng

k

k PPPg         (b) 

                              maxmin
kkk PgPgPg ≤≤             (c) 

(49)   

 

em que    LP são perdas de potência ativa nas linhas de transmissão. 

 

Nesta formulação, são incluídas as perdas de potência nas linhas de transmissão, como é 

ilustrado na Figura 3.5. 

 

Fig. 3.5: Representação da formulação que considera a modelagem da rede de transmissão 

 
Uma prática comum utilizada para incluir os efeitos dessas perdas é expressar as perdas de 

transmissão totais como uma função quadrática da potência gerada pelos geradores [70]-[72]. 

A forma quadrática simples é: 
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∑∑
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                                             (50) 

  

E a fórmula mais geral (fórmula das perdas de Kron) contém um termo linear e um termo 

constante: 
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                  (51) 

 

em que: Pgk e Pgm são os geradores das barras k e m respectivamente. kmB , kB0 , e 00B  são 

coeficientes chamados de coeficientes de perdas ou B-coeficientes. Esses coeficientes podem ser 

obtidos a partir das equações de balaço de potência na rede, conforme amplamente difundido na 

literatura [70]-[72].  

Assim, para o presente modelo do DEC considerando as perdas nas linhas de transmissão 

(equação (49)), a função Lagrangeana pode ser escrita como: 
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 E as condições necessárias de KKT são: 
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Desenvolvendo cada uma destas condições e substituindo-se na equação (52), tem-se: 
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A condição (53) implica que: 
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Esta condição significa que a potência gerada pelo gerador k atingiu seu limite superior 

( max
kk PgPg ≥ ), portanto, o custo incremental do gerador k é menor que o custo incremental do 

sistema σ≤kCI , e os multiplicadores de Lagrange ficariam  0max >kµ  e 0min =kµ . Assim,  a 

equação (57) fica: 
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A condição (54) implica que: 
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Esta condição significa que a potência gerada pelo gerador k atingiu seu limite inferior 

( min
kk PgPg ≤ ), portanto, o custo incremental do gerador k é maior que o custo incremental do 
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sistema σ≥kCI , e os multiplicadores de Lagrange ficariam  0max =kµ  e 0min >kµ . Assim, a 

equação (57) fica: 
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  Da condição (55) tem-se: 
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Então, pode-se resumir as equações(56)-(62) em duas equações: 

 

                         01 =+








∂

∂
−− k

k

L

k
Pg

P
CI µσ     para +∞<<∞− kµ               

                              (Despacho ótimo) 

(63) 

 

                          0
1

=−−∑
=

ng

k

L

Total

k PPcPg                                                         

                              (Equações de balanço de potência) 

(64) 

 

sendo que +∞<<∞− kµ   representa os possíveis valores de  max
kµ  e min

kµ  para as condições de   

σ≤kCI  ou σ≥kCI .  

 

As equações (58) e (60) são condições que não permitem que kPg  ultrapasse os seus 

limites. Quando kPg  está dentro dos seu limites, 0min =kµ  e 0max =kµ , as condições de KKT 

para a função Lagrangeana são: 
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é conhecido como perda de transmissão incremental. A equação (67) pode 

ser rearranjada como: 
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Definindo-se LK como: 
 



















∂

∂
−

=

k

L

k

Pg

P
L

1

1  (69) 

 

tem-se: 

 

σ=kkCIL                      ngk ,...,1=  (70) 
  

em que kL  é o fator de penalidade de cada gerador k . 

A equação (70), demonstra que o custo mínimo é obtido quando o custo incremental de 

cada gerador multiplicado por seu fator de penalidade é o mesmo para todos os geradores. 

O custo incremental é obtido de: 
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 E as perdas de transmissão incremental são obtidas derivando-se a equação (51): 
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Substituindo as equações (71) e (72) na equação (67) tem-se:  
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 Arranjando a equação (73) tem-se: 
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 A equação (74) pode ser escrita matricialmente como: 
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 (75) 

 

ou    E P  =  (½)D. Onde E é uma matriz quadrada de dimensão ng x ng, P e D são vetores de 

dimensão (ng ×1).  

 

 Assim, pode-se determinar o despacho ótimo para um determinado custo incremental do 

sistema (σ ) resolvendo a equação (75), conjuntamente com a restrição do balanço de potência 

ativa e as restrições dos limites de geração. Além disso, as não-linearidades dessas restrições 

obrigam a procura de uma metodologia iterativa para esta formulação do DEC considerando as 

perdas nas linhas e considerando os limites das potências geradas. Outra vez se faz o uso do 

método do gradiente como ilustra a Figura 3.6. 
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Fig. 3.6: Algoritmo de resolução para do DEC com perdas nas linhas de transmissão e 
considerando os limites na geração 
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3.4 Problema de Despacho Econômico Formulado como um FPO 

 

A formulação do DEC não considera os aspectos relacionados à representação dos demais 

elementos e variáveis de controle da rede de transmissão. Com o intuito de obter uma melhor 

representação do sistema e, conseqüentemente, encontrar uma solução para o problema do 

despacho econômico que considere outras restrições de elementos da rede e variáveis de controle, 

além das potências ativas geradas, é apresentada, a seguir, outra modelagem para o DEC 

conhecida como fluxo de potência ótimo (FPO). O fluxo de potência ótimo determina valores de 

determinadas variáveis do sistema que otimizam uma função objetivo, satisfazendo um conjunto 

de restrições de desigualdade e igualdade não-lineares [74],[88]. As restrições de igualdade são as 

equações convencionais de fluxo de carga (considerando potências ativas e reativas); as restrições 

de desigualdade são os limites de controle e variáveis de operação do sistema. Matematicamente, 

o FPO pode ser formulado como um problema de otimização não-linear restrito. 

 

3.4.1 Formulação do Problema 
 

Para formular o despacho econômico com um modelo mais completo da rede do sistema 

são incluídas novas equações na formulação matemática, como as equações não-lineares de fluxo 

de carga das potências reativas, taps dos transformadores, capacitores shunts, entre outras. Além 

destas grandezas, consideram-se também as variáveis de controle do sistema como limites das 

potências ativa e reativa da geração e da carga e variáveis operacionais como os limites das 

tensões nas barras, limites nos fluxos de potência pelas linhas de transmissão, etc. A formulação 

do problema é apresentada como: 
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                   maxmin
kkk VVV ≤≤                                         (e) 

                  maxmin
kkk PgPgPg ≤≤                                   (f) 

                   maxmin
kkk QgQgQg ≤≤                                 (g) 

                  maxmin
kkk PcPcPc ≤≤                                    (h) 

                  maxmin
kkk QcQcQc ≤≤                                    (i) 

                  maxmin
kmkmkm TapTapTap ≤≤                              (j) 

                 maxmin
kkk QshQshQsh ≤≤                              (j) 

 

(76) 

em que: 

k                      = 1, …, nb. 

nb                     número de barras da rede. 

ng                     conjunto formado pelas barras de geração. 

κ                       conjunto formado pela barra k  mais todas as barras m  conectadas a ela. 

maxmin
kmkm eθθ          Máxima e mínima defasagem angular da tensão no ramo km, respectivamente.  

maxmin
kk eVV          Máxima e mínima tensão da barra k, respectivamente. 

maxmin
kk ePgPg   Máxima e mínima capacidade de geração de potência ativa do gerador k,   

respectivamente. 

maxmin
kk eQgQg   Máxima e mínima capacidade de geração de potência reativa do gerador k, 

respectivamente. 

maxmin
kk ePcPc       Máxima e mínima demanda de potência ativa na barra k, respectivamente. 

maxmin
kk eQcQc      Máxima e mínima demanda de potência reativa na barra k, respectivamente. 

maxmin
kmkm eTapTap    Máximo e mínimo valor do tap do transformador no ramo km,  respectivamente. 

min
kQsh  e max

kQsh  Máximo e mínimo valor do capacitor shunt na barra k, respectivamente. 
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Muitas metodologias de otimização encontradas na literatura [71]-[85], como por exemplo 

método da iteração Lambda, método do Gradiente, método de Newton, método de programação 

linear, método da programação não linar, método da programação inteira mista, método dos 

pontos interiores, método da programação quadrática, entre outras, podem ser usadas para 

resolver o FPO, por tratar-se de um problema de otimização linear e não-linear restrito. 
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Capítulo 4  
 

O Problema de Programação em Dois Níveis ou 

Bilevel 

 

4.1 Introdução 
 

O uso de técnicas de otimização é muito importante para o projeto e análise da maioria dos 

sistemas industriais e sócio-econômicos. Recentemente, houve grandes progressos na solução de 

problemas de grande porte em áreas como planejamento da produção, programações aéreas, 

regulação governamental, projeto de engenharia, planejamento da operação de sistemas de 

energia, entre outros.  

Contudo, tem-se observado que modelos de programação matemática clássicos são 

freqüentemente inadequados em situações onde mais de uma simples função objetivo está 

envolvida. Esse é justamente o caso do problema tratado neste trabalho, que visa a formulação de 

um modelo para o planejamento da operação de sistemas elétricos que maximize a margem de 

estabilidade de tensão minimizando também, os custos associados à produção de energia elétrica, 

ou seja, realizando o despacho econômico das unidades geradoras. Pretende-se, assim, considerar 

além do aspecto econômico relacionado ao problema, caracterizado pela formulação do DE 

usualmente empregada no planejamento da operação, um importante aspecto técnico que 

corresponde à otimização da margem de estabilidade de tensão. Trata-se, portanto de um 

problema de otimização multi-nível. Nesse caso específico, trata-se de um problema de 

programação em dois níveis ou bilevel. 

As programações multiobjetivo tratam desses problemas através de uma extensão de 

técnicas de otimização considerando várias funções objetivo, enquanto a teoria dos jogos trata 

desses problemas a partir da dinâmica inter-pessoal do conflito relacionado. Assim o problema da 

programação em dois níveis é uma combinação dos dois. 

A teoria dos jogos [89] é um ramo da matemática que analisa as situações de conflito de 

interesses entre dois ou mais agentes. Do ponto de vista estático, no modelo básico, o controle 
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das variáveis de decisão é distribuído entre os jogadores (ou agentes), os quais procuram otimizar 

suas funções objetivo. A informação perfeita entre os jogadores é assumida. Assim, todos os 

jogadores conhecem os objetivos e as escolhas factíveis disponíveis dos outros. O fato de que o 

jogo é estático implica que cada jogador tem somente um movimento. Supondo um jogo com 

apenas dois jogadores (com objetivos diferentes), primeiramente, o líder tenta minimizar sua 

função objetivo. De fato, ele poderia antecipar todas as possíveis respostas de seu oponente, 

chamado seguidor. O seguidor observa a decisão do líder e reage em um caminho que é 

pessoalmente ótimo para ele, sem considerar a influência que poderia ocasionar ao líder, isto 

porque o conjunto de escolhas factíveis disponíveis para cada jogador é interdependente. Assim, 

a decisão do líder afeta o resultado e ações disponíveis do seguidor e vice-versa.  A teoria pode 

ser aplicada em diversos casos, como disputas comerciais entre empresas e até conflitos militares 

entre Estados.  

De fato, os sistemas multi-nível são caracterizados por considerar várias funções objetivo e 

pelo fato de que a tomada de decisão de um nível pode influenciar o comportamento da tomada 

de decisão do outro nível, mas não controlar completamente suas ações. Além disso, as funções 

objetivo de cada nível podem, em parte, ser determinadas por variáveis de controle dos outros 

níveis, operando em paralelo ou em níveis subordinados. 

Atualmente, a teoria do desenho dos mecanismos2, a teoria dos jogos e a programação 

multi-objetivo dão um fundamento matemático sólido, no qual se desenvolve o problema da 

programação bilevel, que na atualidade já tem um papel central em muitas áreas da ciência. 

Assim, o BLPP pode ser definido como um problema de tomada de decisões em dois níveis, 

organizados de forma hierárquica, seqüencial e não-cooperativa.  A ação de um nível afeta a 

escolha e os resultados disponíveis do outro nível, mas nenhum dos dois pode dominar 

completamente o outro, somente influenciar. 

O modelo de programação bilevel é justificado pelo fato de que, na vida real, a tomada de 

decisão em grandes organizações que geralmente possuem uma estrutura hierárquica, raramente 

leva em conta um ponto de vista único, ou seja, uma tomada de decisão (no nível superior) se 

baseia em outras tomadas de decisões (em níveis inferiores), de tal modo que essas decisões 

                                                 
2 A teoria do desenho dos mecanismos (que é um desdobramento da teoria dos jogos), em geral permite identificar 

mecanismos eficientes, estratégias de regulação e procedimentos de escolha em situações de conflito. (Prêmio Nobel 

de Economia 2007). 
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sejam interdependentes, procurando o melhor benefício não só para uma tomada de decisão no 

nível superior, mas para toda a organização (todos os níveis, tanto superior como inferiores). 

Toda essa fundamentação matemática pode ser transportada para o problema da programação da 
operação de sistemas elétricos de potência, já que esse é um problema complexo que envolve 
diferentes tipos de problemas interdependentes. A Figura 4.1 apresenta uma classificação dos 
problemas de otimização, com o objetivo de apresentar as diferentes técnicas de otimização que 
existem na literatura, destacando a programação multinível (principal objeto de estudo deste 
trabalho). 
 

 
Fig. 4.1: Classificação dos Problemas de Otimização 

 
Assim, antes de aplicar a formulação bilevel ao problema tratado nesta dissertação, essa 

formulação será apresentada, primeiramente, do ponto de vista matemático, nos itens que se 

seguem. Primeiro abordaremos a formulação do BLPP e uma metodologia de resolução usando 

as condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT). Em seguida, damos uma pequena revisão 

bibliográfica das aplicações e problemas relacionados aos BLPPs. Também tentamos representar 

graficamente a definição de um BLPP. No item seguinte, conceitos são introduzidos para analisar 

algumas propriedades do problema interior, as quais asseguram a existência de possíveis soluções 

factíveis para o BLPP. Além disso, analisam-se quatro problemas simples visando encontrar 

mediante eles, algumas características das propriedades dos BLPPs. Na seção seguinte, algumas 

propriedades dos BLPPs são analisadas usando as condições de KKT e, finalmente, é apresentado 

um pequeno resumo das diferentes técnicas de solução dos BLPPs encontradas na literatura. 



O Problema de Programação em Dois Níveis ou Bilevel 

 48

4.2 Formulação do Problema de Programação Bilevel 

 
O BLPP pode ser considerado como um problema de otimização com suas respectivas 

restrições de igualdade e desigualdade, sendo que uma dessas restrições é outro problema de 

otimização com suas respectivas restrições de igualdade e desigualdade. Então, a formulação 

geral de um BLPP é [6],[16]: 

 

                           ),(min
,

yxF
yx

         Problema superior 

                   
                        0),( ≤yxG i  

                        ),(min yxf
y

     Problema inferior 

 
                                   , 0),( ≤yxg i    
 
   

 

Na qual nRx ∈ , m
Ry ∈ . Este problema corresponde a um problema de otimização que 

considera dois vetores desconhecidos: x e y. Nesta formulação, y poderia ser uma solução do 

problema inferior ( interno ou seguidor). Note que o problema superior (externo ou líder) 

considera x e y como variáveis, enquanto o problema inferior considera y como uma variável e x 

como um parâmetro. Assim, de forma simplificada, pode-se afirmar que um BLPP é um 

problema de otimização matemática que contém um problema de otimização nas suas restrições 

[90]. 

Existem muitas metodologias e técnicas para solucionar esse tipo de formulação [90]. Para 

este trabalho, serão utilizadas as condições de KKT. Este procedimento é sugerido em [91]. 

Assim, o BLPP pode ser reduzido substituindo o problema inferior pelas condições de KKT, o 

que reduz o problema bilevel para um problema de um só nível (ou single-level). Assim o BLPP é 

reduzido [6],[16],[20]: 

 

 

 

 

 

s.a 

s.a 



O Problema de Programação em Dois Níveis ou Bilevel 

 49

          ),(min
,

yxF
yXx∈

 

 

                              0),( ≤yxG i  

                             0),( ≤yxg i  

                                           0≥iσ                     2m1,...,i =  

                            0),( =yxg iiσ                 2m1,...,i =  

                           ,0),,( =∆ σyxLy  

 

sendo que iσ é o multiplicador de Lagrange e ),,( σyxL  é a função Lagrangeana:  

∑
=

+=
2

1

),(),(),,(
m

i

ii yxgyxfyxL σσ  

A maioria das pesquisas está concentrada nos problemas em dois níveis lineares, onde todas 

as funções são lineares em mn+ℜ .  Ainda assim, o problema é freqüentemente muito difícil de 

resolver devido à solução restrita e à região factível não-convexa [92]. A não linearidade das 

funções objetivo e das restrições complica sua resolução significativamente. Enquanto existem 

algoritmos para o caso não-linear da programação em dois níveis, até agora todas as técnicas para 

as quais extensos resultados numéricos foram apresentados na literatura, assumiram formas 

especiais para os problemas bilevel, porque isso depende muito se as funções objetivo são ou não 

lineares e se as restrições são ou não lineares, como apresentado na Tabela 4.1: 

 

TABELA 4.1: LINEARIDADE E NÃO-LINEARIDADE DAS FUNÇÕES OBJETIVO E DAS RESTRIÇÕES DOS BLPPS 
 

Função Objetivo BLPP 
Líder Seguidor 

Linear Linear 
De Igualdade 

Não Linear Não Linear 

Linear Linear 

R
es

tr
iç

õe
s 

De Desigualdade 
Não Linear Não Linear 

 

Alguns exemplos dessas combinações entre o líder e o seguidor são apresentados na Tabela 

4.2. Para cada uma dessas formas (T1-T4) de BLPP, as metodologias de resolução são diferentes 

e umas podem ser mais complexas do que outras. 

s.a 
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TABELA 4.2: EXEMPLOS DE ALGUNS BLPPS 
 

T1: Líder Linear  e Seguidor Linear 
L: byaxF

yx
+=

,
min  

S: qypxf
y

+=min  

T2: Líder Linear  e Seguidor Não-Linear 
L: byaxF

yx
+=

,
min  

S: syrxqypxf kj

y
+++=min  

T3: Líder Não-Linear  e Seguidor Linear 
L: dycxbyaxF mn

yx
+++=

,
min  

S: qypxf
y

+=min  

T4: Líder Não-Linear  e Seguidor Não-Linear 
L: dycxbyaxF mn

yx
+++=

,
min  

S: syrxqypxf kj

y
+++=min  

L: Líder, S: Seguidor 

 

4.3 Aplicações 
 

A primeira aplicação dos BLPPs data de 1977 [93].  Os autores usaram o BLPP linear para 

simular a relação entre as ações do governo e os agricultores no sistema de agricultura mexicano. 

As variáveis do nível superior modelam várias tomadas de decisão pelo governo: por exemplo, 

níveis de subsídio nos fertilizantes, preços para diferentes colheitas e taxas da água.  As variáveis 

do nível inferior correspondem às ações dos agricultores, incluindo a quantidade de fertilizantes e 

de água e a quantidade de lavouras plantadas. O governo tenta conseguir alguns objetivos (por 

exemplo, minimizar seus gastos ou maximizar a produção de várias lavouras). Ao mesmo tempo, 

os agricultores tentam maximizar seus próprios benefícios. 

Nos últimos anos, trabalhos recentes com a formulação BLPP estão sendo desenvolvidos na 

área de sistemas elétricos de potência. Conforme citado anteriormente, um novo modelo de 

programação bilevel que combina a otimização da potência reativa e o problema da estabilidade 

de tensão foi proposto em [10]. Em [18], os autores tratam do problema dos ataques terroristas 

nas redes elétricas utilizando uma formulação bilevel. Em [19], os autores apresentam uma 

abordagem para alocação de custos na rede de transmissão para controlar os preços da 

eletricidade nodal.  Além disso os BLPPs também têm sido usados para resolver problemas de 

projeto de redes [94]-[96], problemas de política ambiental [97],[98], dentre outros 

[97],[99],[100]. 
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4.4 Problemas relacionados 
 

Na literatura, pode-se, também, encontrar alguns problemas relacionados aos BLPPs, os 

quais correspondem a formulações similares ou a casos especiais dos BLPPs. 

A formulação max-min [101], é um caso especial do BLPP, no qual as funções objetivo do 

nível superior F(x,y) e inferior f(x,y) satisfazem a condição F(x,y) = -f(x,y). Este problema já foi 

estudado de muitas formas (linear e não linear, restrita e irrestrita) e as técnicas usadas para 

resolvê-lo não podem ser generalizadas para resolver problemas bilevel. 

Outro problema relacionado ao BLPP é o problema estático de Stackelberg restrito [89], o 

qual modela o jogo de duas pessoas como um problema de otimização. Grande parte da literatura 

relacionada aos BLPPs [102]-[104] faz referência ao problema de Stackelberg. 

Problemas lineares de grande escala são muitas vezes resolvidos usando as técnicas de 

decomposição [105]. Esses problemas são muito similares aos problemas em dois níveis: os 

problemas reduzidos (nível inferior) são resolvidos, e são então combinados dentro de uma só 

solução do problema original (nível superior). Porém, há várias diferenças importantes entre os 

problemas de decomposição e os BLPPs [97], [106]. Nos problemas de decomposição, todas as 

variáveis são controladas por uma entidade e nos BLPPs as variáveis só podem ser influenciadas 

de um nível para outro nível. Além disso, enquanto as funções objetivo em um BLPP podem ser 

conflitantes ou não-cooperativas, as funções objetivo nos problemas de decomposição são sempre 

cooperativas. Contudo, a relação existente entre as técnicas de decomposição e os BLPPs indica 

que uma técnica geral para o BLPP poderia ser usada para resolver alguns problemas de 

otimização não-linear de grande porte. A técnica de decomposição poderia servir, ainda, como 

motivação para a aplicação de novos algoritmos aos BLPPs [107],[108]. 

Outros problemas que estão estreitamente relacionados aos BLPPs são os problemas em 

dois níveis de valor ótimo (OVBP), e podem ser escritos como segue: 

 
 
                 OVBP :     min F(x,v(x))  sujeito a:  Gi (x, v(x)) ≥  0   ; i∈  T,  
                                                         x 

sendo que:  
                     v(x):      min f(x,y)) sujeito a  gi (x, y) ≥  0   ;  i∈  P. 
                                     y 
 

Note que o valor ótimo do problema do nível inferior é referênciado na função do nível 

superior, e não a solução do problema inferior.  Como resultado, o OVBP tem uma propriedade 
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significativa que o BLPP, em geral, não tem. Em [109], pode-se verificar que os problemas do 

nível superior e inferior são ambos convexos, então, o OVBP é também convexo. Portanto, os 

problemas em dois níveis de valor ótimo são usualmente de solução mais fácil que os BLPPs. 

Os Problemas em Dois Níveis Generalizados (GBP) [99] são uma extensão dos BLPPs, 

onde o problema interior é substituído por uma desigualdade variacional (que é um conjunto 

infinito de restrições), como segue: 

 

                 GBP :     min  F(x,y)  
                                                   x,y  
                                   s.a 

                                          x∈  X , y∈Y 

                                         f(x,y)(y’-y) ≥ 0, ∀  y’∈Y. 

 

Sob suposições apropriadas, a desigualdade variacional é equivalente a um programa 

matemático. Conseqüentemente, qualquer técnica utilizada para resolver um GBP pode também 

resolver um BLPP. Porém, como nem toda desigualdade variacional corresponde a um programa 

matemático, as técnicas empregadas para resolver um BLPP podem não ser apropriadas para 

resolver um GBP. O item a seguir descreve, graficamente, a idéia da formulação de um BLPP. 

 

4.5 Idéia da Formulação de um BLPP 
 

O BLPP é caracterizado por possuir duas funções objetivo com objetivos diferentes (F2 e 

f1)
3, como mostra a Figura 4.2 4. Essas funções encontram-se em uma situação de conflito de 

interesses ou de competição, onde F2 controla o eixo x, f1 controla o eixo y e S1 é a região de 

restrições do BLPP. 

 

 

 

 

 

 
                                                 

3 Considere-se para o exemplo que estas duas funções são lineares. 
4 Todas as Figuras desta seção foram extraídas da referência [110]. 
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Fig. 4.2: Problema matemático com duas tomadas de decisão. 

 
Nesta formulação, o problema superior ou externo (F2) é o primeiro quem otimiza sua 

função objetivo, encontrando um vetor X  independentemente do problema inferior, como 

apresenta a Figura. 4.3. Porém, ele poderia antecipar todas as possíveis reações do nível inferior 

(ou problema interno). 

 

s1

Min   F2(x,y)x

y

x | y

F2

X

Min   f1(x,y)
x | y

Problema 
Externo

X

 
Fig. 4.3: O Problema Superior é o primeiro que otimiza sua função objetivo. 

 

O nível inferior analisa essa decisão do nível superior e reage em um caminho que é 

individualmente ótimo para ele, encontrando um vetor Y  sem considerar a influência externa que 

s1

f1

Min   F2(x,y)x

y

x | y

Problema 
Interno

Problema 
Externo

Min   f1(x,y)
x | y

F2
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poderia ocasionar ao nível superior, conforme ilustra a Figura 4.4. Isto acontece porque o 

conjunto de disponíveis escolhas fatíveis para cada função objetivo é interdependente. 

 

s1

f1

Min   F2(x,y)x

y

x | y

X

Y

Problema 
Interno

Min   f1(x,y)
x | y

Y=ψ( x )

 

Fig. 4.4: O Problema Inferior analisa a decisão do Problema Superior e reage com Y  

 

Com a otimização do problema interno, a função do problema superior é atualizada (Figura 

4.4) e o problema superior analisa a escolha da estratégia do nível inferior e reage otimizando sua 

função objetivo (F2), encontrando um novo vetor X
*, mas levando em conta, desta vez, a 

possível influência do resultado da otimização do problema inferior.  Porém, ele poderia 

antecipar todas as novas possível reações do nível inferior, como apresenta a Figura 4.5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.5: O Problema Superior otimiza sua função objetivo atualizada 

 

s1

Min   F2(x,y)x

y

x | y

Min   f1(x,y)
x | y

Problema 
Externo

F2X*

X*

s2
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O nível inferior analisa a nova escolha do nível superior e reage com um vetor Y
*. Assim, 

na Figura 4.6, é apresentado um resumo da idéia da formulação bilevel e pode-se dizer que os 

BLPPs apresentam uma relação hierárquica, seqüencial e não-cooperativa entre as funções dos 

níveis superior e inferior. Além disso, pode-se concluir, também, que a otimização do nível 

superior afeta o resultado e ações do nível inferior e vice-versa [6],[16],[111],[112]. 

 
 

s 1 
s 2 

X* 

Y* 

f 1 

F 2 

Min   F 2 (x,y) 

O  Problema  
Externo  pode  
examinar a  
reação do  
Problema  
Interno para  
cada escolha  
factível de x 

x 

y 

x | y 

X* 
Min   f 1 (x,y) 
x | y 

Problema  
Externo 

Problema  
Interno 

...para encontrar o conjunto de  
“soluções possíveis” que é S 2 

Y*= ψ ( x* ) 

 
Fig. 4.6: Resumo da idéia da formulação Bilevel. 

Este processo contínua de forma seqüencial até encontrar uma solução ótima estável como 

mostra a Figura 4.7 

 

 

Fig. 4.7: Solução Ótima Estável. 
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A Figura 4.8 apresenta a Região Induzida (S2) e o domínio das factíveis melhores soluções 

factíveis para a solução estável. Salienta-se que estas soluções só são possíveis quando existem 

acordos ou contratos entre os “jogadores” [114]. Maiores detalhamentos sobre esse assunto 

podem ser encontrados em [110][113][114].  

 

 

 

                       

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.8: Região Induzida e Domínio das Soluções Factíveis 

 

O item a seguir trata de algumas propriedades dos BLPPs. 

 

4.6 Propriedades do Problema de Programação Bilevel 
 

4.6.1 Notações e Definições 
 

 Neste item, são introduzidos conceitos básicos do BLPP e são analisadas as propriedades 

do problema do seguidor que asseguram e a existência de uma solução para o BLPP.  Considere-

se um BLPP da seguinte forma geral [115]: 

 

 

 

 

 

s 1 

s 2 

f 1 F 2 

x 

y 
P* 

Domínio das soluções  
factíveis P* 

Região Induzida 
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BLPP-1:            ( ))(,min xyxF
Xx∈

         Problema superior                       (a) 

                   

                         ),(min yxf
Yy∈

     Problema inferior              (b) 

                                     , 0),( ≤yxg i    

                                      , 0),( =yxh i  
   

                   { }  0  ),(  , 0),(  :  y)(x, ),( =≤=∈ yxhyxgSyx ii      (c) 
 

(77) 

No BLPP-1, o líder escolhe um vetor, n
Xx ℜ⊂∈ , a fim de minimizar a função escalar 

))(,( xyxF .  A notação, F(x,y(x)), é usada para salientar o fato de que o problema do líder está 

implícito na variável y. O seguidor observa esta escolha e responde selecionando um vetor, 

mYy ℜ⊂∈ , a fim de minimizar a função escalar ),( yxf . Note que o seguidor resolve um 

problema de programação não-linear paramétrico, onde as variáveis do líder são tratadas como 

parâmetros fixos. Ambos os “jogadores” poderiam atuar dentro do conjunto S, definido pelas 

funções g e h. Para facilitar uma análise mais aprofundada das propriedades do problema BLPP-

1, são introduzidas as seguintes definições [115],[116].  

 

Região de restrição do BLPP: { }SyxYyXxyx ∈∈∈=Ω ),(,,:),(  ; 

A região de restrição do BLPP se refere a todas as possíveis combinações de escolha que o 

líder e o seguidor podem fazer. Isto é, a interseção dos conjuntos X, Y e S. 

 

Região Factível do Seguidor fixada em x: YSx ∩=Ω )( ; 

Um subconjunto de Y o qual é parametrizado no vetor x. A região factível do seguidor é 

afetada pela escolha do vetor x feita pelo líder. As escolhas permitidas para o seguidor são 

elementos do conjunto  )(xΩ . 

 

Conjunto de Reação Racional:  { })),(:),(min(:)( SyxyxfyxM ∈= ; 

O conjunto de reação racional se refere ao subconjunto de S que o seguidor seleciona para 

um dado vetor de variáveis x do líder. Note que o problema do seguidor pode ser infactível para 

certos valores assumidos para x. Assim, o conjunto de reação racional pode ser vazio para alguns 

s.a 

s.a 
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valores de x. Dessa maneira, assume-se que o líder não pode selecionar um valor de x que torne o 

problema do seguidor infactível. 

 

Região Induzida:  { })(,:),( xMyXxyxIR ∈∈=  ; 

É a união de todos os conjuntos de reação racional. O líder pode obter diferentes reações 

racionais do seguidor para vários valores do vetor x.  A união de todos os vetores x possíveis que 

o líder pode selecionar e as reações correspondentes y ∈  M(x) correspondem à região induzida.  

O problema do líder é maximizar F(x,y) sobre a região induzida. 

 

4.6.2 Propriedades da Região Induzida e o Conjunto de Reação Racional 
 

O problema de otimização do líder é minimizar a função F(x,y(x)) para escolher um Xx ∈ , 

onde )(xMy ∈ .  Para o procedimento de resolução do BLPP-1, a região induzida é conectada 

sob certas restrições com relação às funções f, g e h.  A conectividade da região induzida é uma 

condição necessária para a estabilidade da solução do seguidor sob perturbações nas variáveis do 

líder [117]. 

 

4.6.3 Problema Exemplo 

 

A seguir, são apresentados quatro problemas bilevel para ilustrar algumas das propriedades 

dos BLPPs e deixar mais claros os conceitos introduzidos5. Considere o seguinte problema: 

 
                            BLPP1 :         min (x+1)*y 
                                                                              x,y 

                                                                 0 ≤ x ≤ 2 
 
                                                                  min  x - y 
                                                                                                       y 
 
                                                                                x + y≤ 2 
 
                                                                               -1 ≤ y≤ 1 

 
 

                                                 
5 Esses problemas exemplos foram extraídos de [111]  e  [6]. 

s.a

s.a
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Esse problema pode ser escrito de outra maneira: 
 
        BLPP1 :     min (x+1)*y   sujeito a:  0 ≤ x ≤ 2  e  y ∈R1(x), 
                                          x,y 

sendo que 
                    R1(x) = { y ∈ ℜ : y resolve LLP1(x)}6, 
e 
                    LLP1(x): min x – y  sujeito a  x + y≤ 2 e -1 ≤ y≤ 1 
                              y 

 
Ou seja, o LLP1(x) representa o problema inferior. 

Para determinar a região induzida do BLPP1, examina-se atentamente o problema inferior. 

Seja 1ρ (x) a região factível do LLP1(x), para qualquer valor de x. O conjunto é ilustrado na 

Figura 4.9. Essa região fatível é descrita matematicamente como: 

 

 

Fig. 4.9: 1ρ (x) - Região factível (Região sombreada), para x∈ ℜ  

 

 
                                     [-1,1]      se        x ≤ 1 
 
                   1ρ (x) =      [-1,2-x]  se  1 < x ≤ 3 
 
                                      0            se        x >3 
 
 
 
                                                 

6 Algumas definições dos BLPP (por exemplo, [99],[115] e [118] ) incluem uma suposição que o problema interno 
LLP1(x) é convexo e tem uma única solução global para cada valor factível de x.  Mas a  possível não linearidade do 
LLP1(x) justifica a inclusão desta solução local em R1(x). 
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O problema inferior LLP1(x) é: 
 
                             min  – y  sujeito a  y ∈ 1ρ (x) . 
                                y 

  

A solução do mínimo argumento (argmin) deste problema é: 

 

                                     {1}      se        x ≤ 1 
 
                   R1(x) =     {2-x}   se  1 < x ≤ 3 
 
                                      0         caso contrário. 
 

R1(x) é o conjunto de reação racional do problema em dois níveis BLPP1, para x∈ ℜ , que é 

mostrado na Figura 4.10.   

 

Fig. 4.10: R1(x) (segmentos de linhas conectados), para x∈ ℜ  

 

Com esta simplificação, a região induzida do problema bilevel é: 

 I1 = {(x,y) ∈  2ℜ : 0 ≤ x ≤ 2  e  y ∈R1(x) }, como ilustrado pelos dois segmentos de linha 

conectados na Figura 4.11. 
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Fig. 4.11: Região Induzida I1 (segmentos de linhas conectados) de BLPP1 

 

Note que mesmo com uma só variável e problemas lineares convexos como o problema de 

nível inferior, a região induzida do BLPP1 é não-convexa.  Por isso, para o BLPP1, afirma-se 

que:   min (x+1)*y  sujeito a:  (x,y)∈  I1 é não-convexa e pode ter múltiplos mínimos locais.  A 

Figura 4.12 mostra as curvas de nível da função objetivo F junto com a região induzida I1.  Da 

análise dessa Figura, pode-se observar que tanto A como B são soluções locais de BLPP1, mas 

porque o valor da função objetivo é mais baixo em B do que em A, o ponto B é a solução global 

de BLPP1. 

 
Fig. 4.12: Curvas de nível da função objetivo F 
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Ao mover uma restrição do nível inferior para o nível superior do problema bilevel, a 

estrutura do problema bilevel se altera significativamente. Movendo-se a restrição do nível 

inferior x + y ≤ 2 para o nível superior, tem-se: 

 
BLPP2:                  min (x+1)*y 
                                               x,y 

 
                                            0 ≤ x ≤ 2 
                                            x + y ≤ 2 
 
                                            min  x - y 
                                                                    y 
 
                                                   -1 ≤ y≤ 1 
 
 
 
Escrito de outra maneira: 
 
        BLPP2 :     min (x+1)*y   sujeito a:  x + y≤ 2 ,  0 ≤ x ≤ 2 e  y ∈R2(x), 
                                          x,y 

 
na qual 

                R2(x) = { y ∈ ℜ : y resolve LLP2(x)}, 
 
e 
                LLP2(x): min x – y  sujeito a  -1 ≤ y≤ 1. 
 
                              Y 
 
 

Usando uma análise similar para BLPP2 como a usada para BLPP1, 2ρ (x) é a região 

factível de LLP2(x) e R2(x) é o conjunto de reação racional de LLP2(x) que satisfaz: 

 

2ρ (x) = { y ∈ ℜ : -1 ≤ y≤ 1 } 

R2(x) = {1}, para todo x ∈ ℜ .  

 
Esses conjuntos são ilustrados na Figura. 4.13. 
 
 

s.a 

s.a 
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Fig. 4.13: 2ρ (x) (região sombreada) e R2(x) (y =1), para x∈ ℜ  

 
 
A região induzida, I2, para BLPP2 como mostrado pelo segmento de linha sólido na Figura 

4.14, é significativamente diferente de I1. 

 

        I2 = {(x,y): 0 ≤ x ≤ 2,  x + y≤ 2 , e  y ∈R2(x) } 

        I2 = {(x,y): 0 ≤ x ≤ 2,  x + y≤ 2 , e  y  = 1 } 

        I2 = {(x,y): 0 ≤ x ≤ 1,  y  = 1  }. 

 

 
Fig. 4.14: Região Induzida I2 (segmento de linha sólido) de BLPP2 
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O conjunto I2 é convexo e BLPP2 é um problema bilevel convexo.  Note que a solução 

global de BLPP1, não está na região induzida de BLPP2 e por isso, nem é factível para BLPP2. 

Embora as mesmas funções sejam utilizadas para definir tanto BLPP1 como BLPP2, os 

problemas são significativamente diferentes e têm conjuntos de soluções diferentes. 

Passando-se agora à definição do terceiro problema exemplo, tem-se: 

 
 BLPP3:                min  F = 2x1y1 + 4x2y1 + 3x1y2 + x2y2 
                                               x 

 
                                            x1 ≥ 0 
                                            x2 ≥ 0 
                                            x1 + x2 = 1 
 
                                            min  f = -x1y1 - 3x2y1 - 4x1y2 - 2x2y2 
                                                                    y 
 
                                                       y1 ≥ 0 
                                                       y2 ≥ 0 
                                                       y1 + y2 = 1 
 
                                                     

A solução de y ao problema do seguidor como função de x é R3(x): 
 
 
 

                                            (1,0)               para   x1 + 3x2 > 4x1 + 2x2;  x1 < ¼ ; 
 
                          R3(x)            y1 + y2 = 1     para   x1 = ¼; 
 
                                            (0,1)               para    x1 > ¼; 
 
 
e substituindo R3(x) dentro do problema do líder: 
 
 
                                           2x1 + 4x2                              ; x1 < ¼ ; 
 
                       min  F =      2y1 + 3/2       ( 0 ≤ y≤ 1 )     ; x1 = ¼; 
                                       x          
 
                                           3x1 + x2                               ; x1 > ¼; 
 
                             s.a          x1 + x2 = 1; x1 ≥ 0; x2 ≥ 0 
  

 

s.a

s.a 
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Com esta simplificação, a região induzida do problema bilevel é: 

          I3 = {(x,y) ∈  2ℜ : x1 ≥ 0; x2 ≥ 0; x1 + x2 = 1  e  y ∈R3(x) }, como ilustrado pelos segmentos 

de linha conectados na Figura 4.15. 

 
Fig. 4.15: Solução Ótima do Líder na Região Induzida (I3) (segmentos de linhas conectados) 

 
Mudando a hierarquia do problema, isto é, movendo-se o nível inferior para o nível superior 

e o nível superior para o nível inferior do problema bilevel, tem-se um novo problema definido 

por BLPP4: 

 
BLPP4:                min  f = -x1y1 - 3x2y1 - 4x1y2 - 2x2y2 
                                               y 

 
                                            y1 ≥ 0 
                                            y2 ≥ 0 
                                            y1 + y2 = 1 
 
                                            min  F = 2x1y1 + 4x2y1 + 3x1y2 + x2y2 
                                                                    x 
 
                                                       x1 ≥ 0 
                                                       x2 ≥ 0 
                                                       x1 + x2 = 1 
 
 

 

s.a 

s.a
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A solução de x ao problema do seguidor como função de y é R4(x): 
 

 
                                            (1,0)               para   2y1 + 3y2 > 4y1 + y2;  y1 > ¼ ; 
 
                          R4(x)          x1 + x2 = 1     para   y1 = ½; 
 
                                            (0,1)               para    y1 < ½; 
 
 
e substituindo R4(x) dentro do problema do líder tem-se: 
 
 
                                           -y1 – 4y2                              ; y1 > ½; 
 
                       min  f =      -(3-2x1)y1-(2x1+2)y2           ; y1 = ½; 
                                       y          
 
                                           -3y1 – 2y2                           ; y1 < ½; 
 
                             s.a          y1 + y2 = 1; y1 ≥ 0; y2 ≥ 0 
  

Com esta simplificação, a região induzida do problema bilevel é: 

 

          I4 = {(x,y) ∈  2ℜ : y1 ≥ 0; y2 ≥ 0; y1 + y2 = 1  e  x ∈R4(y) }, como ilustrado pelos segmentos 

de linha conectados na Figura 4.16. 

 
Fig. 4.16: Solução Ótima do Líder na Região Induzida (I4) 
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Embora as mesmas funções sejam utilizadas para definir tanto BLPP3 como BLPP4, os 

problemas são significativamente diferentes e têm conjuntos de soluções diferentes como mostra 

a Tabela 4.3. 

 
TABELA 4.3: COMPARAÇÃO DE SOLUÇÕES DE BLPP3 E BLPP4 

 
 BLPP3 BLPP4 
Solução (x) (1/4,3/4) (1/4,3/4) 
Custo (F) 1,5 2,5 

Solução (y) (0,1) (1/2,1/2) 
Custo (f) -2,5 -2,5 

 
 

4.6.4 Características dos Problemas em Dois Níveis 

 
Algumas das propriedades exibidas pelos exemplos apresentados acima (BLPP1 até 

BLPP4) são características gerais dos problemas em dois níveis, enquanto outras não. Assim, 

tem-se que: 

 

BLPP1 não é convexo, apesar da convexidade de LLP1(x) para todos os valores factíveis 

de x, enquanto BLPP2 é um problema convexo. A maior parte dos problemas em dois 

níveis são não-convexos devido à solução restrita do LLP(x). 

 

A solução do BLPP1 e BLPP2 ocorre em vértices da região do problema reduzido. Todos 

os BLPPs lineares têm esta propriedade, porém, esta propriedade não está normalmente 

presente em problemas não-lineares, para os quais pode não haver vértice na região 

induzida. 

 

Os conjuntos de reações racionais LLP1 e LLP2, para valores factíveis de x, são 

singulares (ou únicos), correspondentes às soluções globais únicas dos problemas do nível 

inferior. Isto geralmente não é o caso para um problema não-linear do nível inferior como 

LLP3 e LLP4, que pode ter múltiplos mínimos globais e locais. Combinando este fato 

com a primeira propriedade anterior, soluções locais são possíveis para ambos os níveis 

do problema. 

 



O Problema de Programação em Dois Níveis ou Bilevel 

 68

A ordem na qual as decisões são tomadas (estruturas hierárquicas) é importante, como 

mostram os exemplos BLPP3 e BLPP4. Assim, para todos os BLPPs as hierarquias dos 

problemas superior e inferior não são intercambiáveis (o problema é não-simétrico). 

 

Embora não evidenciado pelos problemas exemplo, outro aspecto na solução de qualquer 

problema de otimização é a possibilidade de degeneração, assunto abordado em 

[111],[119]. 

4.6.5 Propriedades dos BLPPs usando as condições de KKT 

 
Neste trabalho, foi aplicada uma formulação para resolução dos BLPP substituindo o 

problema de otimização do seguidor (ou problema inferior) com as propriedades das condições 

de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).  Este procedimento é sugerido por Bard [120] e é ilustrado, a 

seguir, para o problema  BLPP-1 definido na seção 4.6.1. 

 

Substituindo o problema inferior desse problema pelas condições de KKT, tem-se um 

problema de otimização NLP-17  de um só nível da seguinte forma: 

 

  NLP-1 :       ),(min
,,,

yxF
yx λµ

                                                                                (a) 

                        0),(),(),( =∇+∇+∇ yxhyxguyxf iiyy σ                                     (b) 

                                                                       0),( ≤yxg i                                      (c) 

                                                                        0),( =yxhi                                     (d) 

                                                         0≥σ , 0≥µ                                     (e) 

                                                                  0),(* =yxg iµ                                    (f ) 

(78) 

 

Se a função objetivo do seguidor é estritamente convexa e a região do seguidor é um 

conjunto convexo compacto para todas as escolhas disponíveis das variáveis do líder, então a 

solução do NLP-1 é uma condição necessária e suficiente para a solução do BLPP-1. A referência 

[121] comprova essa afirmação.  

Em geral, este problema equivalente de um só nível é um problema não-convexo e um 

mínimo local pode existir. Algoritmos como o método do gradiente reduzido e programação 

                                                 
7 NLP: nonlinear programming 
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quadrática seqüencial encontram somente ótimos locais de NLP-1. Assim, existe a necessidade 

da aplicação de uma outra técnica para encontrar o ótimo global de NLP-1. 

Note que as restrições de complementaridade (78)f implicam que 0=iµ  ou 0),( =yxg i  

∀  i .  A literatura sugere o uso do procedimento Branch and Bound para satisfazer esta restrição 

de igualdade não-linear [120]. Se as condições de complementaridade são satisfeitas 

implicitamente usando o procedimento Branch and Bound e o ótimo global da relaxação 

resultante de NLP-1 pode ser encontrado, então a solução do BLPP-1 pode ser obtida. 

Neste trabalho, a metodologia Branch and Bound não foi utilizada por gerar algoritmos 

muito complexos para a resolução dos BLPPs. Nesse sentido, foi proposta outra metodologia 

relaxando as condições de KKT, especificamente relaxando as condições de complementaridade 

(78)e,(78)f. Assim, e com ajuda das técnicas de otimização de um só nível amplamente 

conhecidas na literatura, problemas  do tipo de NLP-1 podem ser resolvidos. 

As condições de Karush-Kuhn-Tucker de um problema de programação não-linear 

envolvendo uma função objetivo convexa, com restrições lineares e não-lineares, de igualdade e 

desigualdade que são entre quasiconvexas e quasicôncavas são necessárias e suficientes para 

determinar um ótimo global. Assim, qualquer ótimo local de NLP-1 é também o ótimo global. A 

referência [56] traz uma discussão mais aprofundada sobre quasiconvexidade e condições 

suficientes para um ótimo global. 

Em resumo, a solução de um BLPP-1 pode ser obtida se o conjunto de restrições do 

seguidor é linear ou não-linear convexo e a função objetivo do seguidor consiste de uma função 

quadrática convexa e convexa separável, respectivamente.  

 

4.6.6 Técnicas de solução 

 
Muitos algoritmos têm sido propostos para solucionar o problema da programação bilevel. 

A maioria destes algoritmos foi projetada para casos especiais do problema. Enquanto algumas 

técnicas usadas sejam dedicadas exclusivamente a problemas específicos, outras técnicas usam 

princípios que são aplicáveis a problemas em dois níveis mais gerais. Os vários algoritmos 

podem ser classificados, segundo a aproximação de solução usada, em um dos grupos seguintes. 
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• Procura do ponto extremo ou Algoritmos de enumeração do vértice. 

(Extreme point search or vertex enumeration algorithms) 

[122]-[125]. 

• Algoritmos de direção de descida. 

(Descent direction algorithms) 

[126],[127]. 

• Algoritmos de complementaridade linear. 

(Linear complementarity algorithms) 

[128]. 

• Algoritmos de função de penalidade. 

(Penalty function algorithm) 

[102][103][129]-[132]. 

• Algoritmos de Branch and Bound. 

(Branch and bound algorithms) 

[104],[115], [17], [133]-[135]. 

 

Todas estas técnicas somente são mencionadas com suas respectivas referências 

bibliográficas, já que não são de interesse para o presente trabalho. Cabe ressaltar que a maioria 

dessas técnicas foi inspirada na solução comum de reduzir o problema de dois níveis para um só 

nível, substituindo o problema inferior pelas condições de KKT.  Como resultado, tem-se um 

problema de otimização de um só nível não-linear e não-convexo, mesmo que o BLPP original 

seja linear. Isso se deve às condições estacionárias (78) e às condições de complementaridade 

(78),(78). Assim, a maioria dessas técnicas tenta, como artifício, relaxar as condições de KKT, 

principalmente as condições de complementaridade que são responsáveis pela não-convexidade, 

as quais fazem com que a resolução do BLPP seja muito difícil.  
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Capítulo 5  
 

Formulação Proposta, Metodologia de Resolução 

e Resultados Obtidos 

 

5.1 Introdução 
 

Este Capítulo aborda, de forma mais direta, o principal objetivo do trabalho, que é propor 

uma formulação bilevel para o Planejamento da Operação dos Sistemas Elétricos de Potência que 

leve em conta aspectos tanto técnicos como econômicos. Este tipo de formulação é resolvido 

geralmente reduzindo o problema bilevel a um problema de otimização de um só nível mediante a 

aplicação das condições de KKT ao problema inferior, tendo como resultado um problema de 

otimização não-convexo de difícil resolução.  A idéia comumente empregada para resolvê-lo é 

relaxar as condições de KKT (especificamente as restrições de complementaridade), fazendo uso 

de diversas metodologias como, por exemplo, algoritmos de função de penalidade, algoritmos 

Branch and Bound, entre outros, e finalmente resolver o problema de um só nível através de 

programação inteira mista, fazendo com que a resolução fique muito complexa. 

A metodologia proposta, também faz uso das condições de KKT para reduzir o problema 

bilevel a um problema de um único nível mas, posteriormente, as condições de KKT são 

relaxadas usando-se o artifício de fazer com que os multiplicadores de Lagrange fiquem 

irrestritos, ou seja, fazer com que tenham valores positivos e negativos. Este procedimento faz 

com que o problema seja de mais fácil solução a diferencia do adotado em outras metodologias 

que fazem com que todos os multiplicadores de Lagrange fiquem sempre positivos, fazendo com 

que o problema seja mais complexo de resolver . 

As seções seguintes tratam, primeiramente, de fornecer uma visão geral da formulação 

proposta. Posteriormente, trata-se de aspectos da Programação Quadrática Seqüencial empregada 

na solução do problema, bem como da ferramenta computacional utilizada nessa resolução: a 

função FMINCON, que é uma ferramenta do toolbox de otimização do MATLAB, a qual utiliza 
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a programação quadrática seqüencial para resolver problemas não-lineares com restrições de 

igualdade e desigualdade. Finalmente, são apresentados o algoritmo da metodologia proposta e os

resultados obtidos para testes e simulações realizados utilizando um sistema teste de 5 barras e o 

sistema IEEE de 30 barras.  

 

5.2 Formulação do BLPP para o Planejamento da Operação de 
Sistemas de Potência 

 
Na formulação proposta neste trabalho, serão considerados conjuntamente dois problemas 

bastante conhecidos na área de Operação de Sistemas Elétricos de Potência: a maximização da 

margem de estabilidade de tensão e o despacho econômico. Assim, tem-se como problema 

superior a maximização da Margem de Estabilidade de Tensão, que pode ser definida, conforme 

citado anteriormente, como o máximo acréscimo da carga que o sistema pode atender a partir do 

caso base, até que seja atingido o limite de estabilidade de tensão. E como problema inferior tem-

se o Despacho Econômico Ótimo, que lida com a minimização do custo de produção de potência 

ativa. Então, para qualquer condição de carga específica, o despacho econômico determina a 

potência ativa gerada de cada unidade geradora que minimizará o custo total de combustível 

necessário para alimentar a carga do sistema. Esses dois problemas já foram estudados e 

analisados nos Capítulos 2 e 3 e, como visto anteriormente, cada um deles tem suas próprias 

restrições lineares, não-lineares e limites técnicos. 

Usando a formulação BLPP e levando em conta aspectos técnicos e econômicos; o 

planejamento da operação dos sistemas elétricos de potência pode ser formulado da seguinte 

forma: 

 
                  Max (margem da estabilidade de tensão)            problema superior 
   
                               Equações de fluxo de potência 
                               Limites técnicos 
 
                               Min (custos da geração)                           problema inferior 
    
                                            Equações de fluxo de potência 
                                            Limites técnicos 

 

Então, o BLPP pode ser formulado matematicamente como: 

s.a 

s.a 
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                     Max  λ                                                                        problema superior 
 

                         ( ) ( ) 01sencos =++−+∑
∈

kk

m

kmkmkmkmmk PcPgBGVV λθθ
κ

 

                                        ( ) ( ) 01cossen =++−−∑
∈

kk

m

kmkmkmkmmk QcQgBGVV λθθ
κ

 

                         
maxmin
kmkmkm θθθ ≤≤  

                          
maxmin

kkk VVV ≤≤  

                         
maxmin
kkk PgPgPg ≤≤  

                         
maxmin
kkk QgQgQg ≤≤  

                         
maxmin
kkk PcPcPc ≤≤  

                         
maxmin
kkk QcQcQc ≤≤  

                         maxmin
kmkmkm TapTapTap ≤≤  

                          maxmin
kkk QshQshQsh ≤≤  

                        
maxmin λλλ ≤≤  

                                  Min  ∑
∈

++=
ngk

kkkkkkk PgcPgbaPgC
2)(         problema inferior 

                                              ( ) ( ) 01sencos =++−+∑
∈

kk

m

kmkmkmkmmk PcPgBGVV λθθ
κ

 

                                                            ( ) ( ) 01cossen =++−−∑
∈

kk

m

kmkmkmkmmk QcQgBGVV λθθ
κ

 

                                             
maxmin
kmkmkm θθθ ≤≤  

                                             
maxmin

kkk VVV ≤≤  

                                             
maxmin
kkk PgPgPg ≤≤  

                                             
maxmin
kkk QgQgQg ≤≤  

                                             
maxmin
kkk PcPcPc ≤≤  

                                             
maxmin
kkk QcQcQc ≤≤  

                                             maxmin
kmkmkm TapTapTap ≤≤  

                                             maxmin
kkk QshQshQsh ≤≤  

                                                           
maxmin λλλ ≤≤  

 
 

onde min
kθ e max

kθ são os limites inferior e superior dos ângulos  de tensão da barra k, 

respectivamente; min
kV  e max

kV  são os limites inferior e superior da magnitude de tensão da barra 

k, respectivamente; min
kPg  e max

kPg  são os limites inferior e superior da geração de potência ativa 

da barra k, respectivamente; min
kQg  e max

kQg  são os limites inferior e superior da geração de 

s.a

s.a
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potência reativa da barra k, respectivamente; min
kPc e min

kPc  são os limites inferior e superior da 

carga de potência ativa da barra k, respectivamente; min
kQc  e max

kQc  são os limites inferior e 

superior da carga de potência reativa da barra k, respectivamente; min
kmTap  e max

kmTap  são os limites 

inferior e superior dos taps dos transformadores no ramo  k-m, respectivamente; min
kQsh  e max

kQsh  

são os limites inferior e superior do capacitor shunt da barra k, respectivamente; minλ  e maxλ  são 

os limites inferior e superior do fator de máximo carregamento do sistema, respectivamente. 

 

Esta formulação bilevel é muito complexa de ser resolvida diretamente, mas pode-se 

reformular o problema de tal maneira que substituimos o problema inferior que é o despacho 

ótimo formulado como um FPO, por um despacho econômico clássico. Assim, apresentamos a 

seguinte formulação do BLPP para os sistemas elétricos de potência, que considera a margem de 

estabilidade e o despacho econômico clássico sem limites na geração de potência ativa, esta nova 

formulação é denominada, aqui, de Caso – 1: 

 

Caso – 1:           Max  λ                                                                        problema superior 
 

                              ( ) ( ) 01sencos =++−+∑
∈

kk

m

kmkmkmkmmk PcPgBGVV λθθ
κ

 

                                             ( ) ( ) 01cossen =++−−∑
∈

kk

m

kmkmkmkmmk QcQgBGVV λθθ
κ

 

                              
maxmin
kmkmkm θθθ ≤≤  

                               
maxmin

kkk VVV ≤≤  

                              
maxmin
kkk PgPgPg ≤≤  

                              
maxmin
kkk QgQgQg ≤≤  

                              
maxmin
kkk PcPcPc ≤≤  

                              
maxmin
kkk QcQcQc ≤≤  

                              maxmin
kmkmkm TapTapTap ≤≤  

                              maxmin
kkk QshQshQsh ≤≤  

                             
maxmin λλλ ≤≤  

                                       Min  ∑
∈

++=
ngk

kkkkkkk PgcPgbaPgC
2)(         problema inferior 

 

                                                            0=−∑
∈

Total

ngk

k PcPg  

 

s.a

s.a
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Na formulação do Caso-1, o problema inferior é um despacho econômico clássico, sem 

limites na geração ativa, em que todos os geradores do sistema em estudo sempre estão dentro de 

seus limites de potência ativa ou nunca atingem seus limites, como mostra a Figura 5.1.  Essa  

Figura apresenta as curvas dos custos incrementais para um sistema elétrico hipotético com 4 

geradores, sendo que, o custo incremental do sistema é igual ao custo incremental de todos os 

geradores, o que significa que as potências ativas geradas nunca atingem seus limites. 

 

 
Fig. 5.1: Custo Incremental sem Limites na Geração de Potência Ativa 

 
A partir desta formulação pode-se reduzir o problema Bilevel (Caso – 1) a um só nível, 

substituindo o problema inferior pelas suas condições de KKT: 
 
 
          Max (margem da estabilidade de tensão)        Single Level 
  
                         Equações de fluxo de potência 
                         Limites técnicos 
                         Condições de KKT do                         KKT 
                         Problema inferior 

 
 

Aplicando as condições de ótimalidade de KKT ao problema inferior do Caso – 1, tem-se 

as seguintes condições descritas na equação (82) [70]-[72]: 

( ) 0, 2
=










−−++= ∑∑

∈∈

Total

ngk

k

ngk

kkkkkk PcPgPgcPgbaPgL σσ  (79)   

s.a 
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02
),(

=−+=
∂

∂
σ

σ
kkk

k

k Pgcb
Pg

PgL
; (80)   

 
Custo Incremental = CI  = kkk Pgcb 2+  (81)   

 
( )

0
,

=−=
∂

∂
σ

σ
k

k

k CI
Pg

PgL
                  (a) 

( )
0

,
=−=

∂

∂
∑
∈

Total

ngk

k

k

kk PcPg
PgL

σ

σ
   (b) 

 0≥σ                                                     (c) 
 

(82)   

 
A condição de KKT (82) é o balanço das potências ativas geradas, que também já se 

encontra nas restrições de igualdade do problema superior, ou seja a primeira restrição de 

igualdade do problema superior do Caso – 1 é o balanço das potências ativas geradas para cada 

incremento de margem da estabilidade. Então a formulação reduzida em um só nível fica da 

seguinte maneira: 

 

                     Max  λ                                                                        Problema em um só nível 
 

                              ( ) ( ) 01sencos =++−+∑
∈

kk

m

kmkmkmkmmk PcPgBGVV λθθ
κ

 

                                             ( ) ( ) 01cossen =++−−∑
∈

kk

m

kmkmkmkmmk QcQgBGVV λθθ
κ

 

                     
 
   
 

                               
maxmin
kmkmkm θθθ ≤≤  

                               
maxmin

kkk VVV ≤≤  

                              
maxmin
kkk PgPgPg ≤≤  

                              
maxmin
kkk QgQgQg ≤≤  

                              
maxmin
kkk PcPcPc ≤≤  

                              
maxmin
kkk QcQcQc ≤≤  

                              maxmin
kmkmkm TapTapTap ≤≤  

                               maxmin
kkk QshQshQsh ≤≤  

                              
maxmin λλλ ≤≤  

                               
maxmin σσσ ≤≤  

 

 

 0=−σkCI  

s.a

KKT 

KKT 

KKT 

KKT 

 KKT 
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Esta formulação reduzida (Caso–1) pode ser resolvida pelas técnicas de otimização de um 

só nível amplamente conhecidas na literatura. A metodologia e a implementação do algoritmo 

serão tratadas na seção 5.3. 

Contudo, esta formulação só é válida para os casos onde todos o geradores têm suas 

potências ativas geradas dentro de seus limites (ver Figura 5.1). Na realidade isso nem sempre 

acontece. Então, deve-se utilizar um modelo que leve em conta todos os possíveis casos onde os 

limites mínimo e máximo das potências ativas geradas poderiam ser atingidos ou violados para 

alguns geradores e para outros geradores não. Assim, a seguinte formulação, denominada de 

Caso – 2, foi proposta: 

 

Caso – 2:              Max  λ                                                                          problema superior 
 

                                   ( ) ( ) 01sencos =++−+∑
∈

kk

m

kmkmkmkmmk PcPgBGVV λθθ
κ

 

                                                  ( ) ( ) 01cossen =++−−∑
∈

kk

m

kmkmkmkmmk QcQgBGVV λθθ
κ

 

                                   
maxmin
kmkmkm θθθ ≤≤  

                                    
maxmin

kkk VVV ≤≤  

                                   
maxmin
kkk PgPgPg ≤≤  

                                   
maxmin
kkk QgQgQg ≤≤  

                                   
maxmin
kkk PcPcPc ≤≤  

                                   
maxmin
kkk QcQcQc ≤≤  

                                   maxmin
kmkmkm TapTapTap ≤≤  

                                  
maxmin λλλ ≤≤  

                                            Min  ∑
∈

++=
ngk

kkkkkkk PgcPgbaPgC
2)(         problema inferior 

                                                                   0=−∑
∈

Total

ngk

k PcPg  

                                                        maxmin
kkk PgPgPg ≤≤  

 
 

Nesta formulação, o problema inferior corresponde ao despacho econômico clássico com 

limites na geração de potência ativa. Foi aplicada a mesma idéia de substituir o nível inferior 

pelas suas condições de KKT, assim temos que: 

 

s.a

s.a
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          Max (margem da estabilidade de tensão)        Single Level 
  
                         Equações de fluxo de potência 
                         Limites técnicos 
                         Condições de KKT do                         KKT 
                         Problema inferior 

 
 

Aplicando as condições de ótimalidade de KKT ao problema inferior [70]-[72], tem-se: 

( ) ( ) ( )kk

ngk

k

ngk

kkk

Total

ngk

kkkkkk PgPguPgPguPcPgPgCPgL −+−+
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minminmaxmaxminmax )(,,, σµµσ  
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∑
∈

=−+−+=
∂

∂

ngk

kkkkk

k
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Pg

PgL
02

,,, minmax
minmax

µµσ
µµσ  

(83)   

 

( )
0

,,, minmax
minmax

=−+−=
∂

∂
kkk

k

kkk CI
Pg

PgL
µµσ

µµσ  
(84)   

 

( )
0

,,, minmax

=−=
∂

∂
∑
∈

Total

ngk

k
kkk PcPg

PgL

σ

µµσ
 

(85)   

 

( )
0

,,, max

max

minmax

=−=
∂

∂
kk

k

kkk PgPg
u

PgL µµσ  
(86)   

 

( )
0

,,, min

min

minmax

=−=
∂

∂
kk

k

kkk PgPg
u

PgL µµσ  
(87)   

 

0max =+− kkCI µσ    0max >kµ , σ≤kCI  (88)   

0min =−− kkCI µσ     0min >kµ ,  σ≥kCI . (89)   

 

Então, pode-se simplificar todas estas equações como: 

0=+− kkCI µσ           Condição de KKT (Despacho Ótimo) 

0≥σ                             Condição de KKT (Multiplicador de Lagrange) 

+∞<<∞− kµ               Condição de KKT “Relaxada” (Vetor de Variáveis de Folga) 

0=−∑
∈

Total

ngk

k PcPg       Condição de KKT (Equações de Balanço de Potência Ativa) 

s.a
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Outra vez uma das condições de KKT é a equação de restrição do balanço de potências 

ativas, que já esta considerada no nível superior; portanto, somente é necessário adicionar as 

outras restrições (ou seja, o despacho ótimo e os multiplicadores de lagrange) ao problema do 

nível superior.  Então a formulação em um nível  para o Caso – 2 será: 

 
 

                             Max  λ  
                                   

                                         ( ) ( ) 01sencos =++−+∑
∈

kk

m

kmkmkmkmmk PcPgBGVV λθθ
κ

      

                 ( ) ( ) 01cossen =++−−∑
∈

kk

m

kmkmkmkmmk QcQgBGVV λθθ
κ

 

 
 
 

maxmin
kkk θθθ ≤≤  

maxmin
kkk VVV ≤≤  

maxmin
kkk PgPgPg ≤≤  

maxmin
kkk QgQgQg ≤≤  

maxmin
kkk PcPcPc ≤≤  

maxmin
kkk QcQcQc ≤≤  

   
maxmin
kmkmkm TapTapTap ≤≤  

maxmin
kkk QshQshQsh ≤≤  

                                                                  
maxmin λλλ ≤≤  

                                                                    maxmin σσσ ≤≤            

                                                                    
maxmin
kkk µµµ ≤≤            

 
sendo que: 

)( kk PgCI     É o custo incremental do despacho econômico, 

σ , kµ         são os multiplicadores de Lagrange, sendo que kµ é um vetor de variáveis de folga. 

 

Como estratégia do despacho econômico, o custo incremental é o mesmo para todos os 

geradores. kµ  é a variável de folga, a qual é diferente de zero para os geradores que atingem ou 

s.a

0=+− kkCI µσ  KKT 

KKT   Relaxada 

  KKT  Relaxada 

KKT 
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operam fora de seus limites de potência ativa, como mostra a Figura 5.2. Nessa Figura, os 

geradores G2 e G4 operam fora de seus limites. 

 
Fig. 5.2: Custo Incremental com Limites na Geração de Potência Ativa 

 
A formulação final obtida para o BLPP do Caso – 2 é um problema de otimização de um só 

nível não-convexo, com restrições lineares e não-lineares de igualdade e desigualdade, que pode 

ser solucionado por diferentes métodos encontrados na literatura. No entanto, é importante 

ressaltar que esta formulação BLPP proposta é simples, já que foi relaxada a condição de 

complementaridade, fazendo com que kµ  assuma valores positivos e negativos ( +∞<<∞− ku ). 

Assim, esta formulação quando comparada com outras formulações encontradas na literatura é 

mais simples, e é também muito flexível para manipular as variáveis e parâmetros de controle. 

 

5.3 Metodologia de Solução e Resultados 
 

A redução do problema BLPP a um problema de um nível descrito no item anterior será 

resolvida usando a função fmincon do ambiente MATLAB.  A formulação proposta neste 

trabalho foi aplicada para os sistemas teste de 5 Barras [71]  e de  30-Barras do IEEE.  É 

importante notar que nesta formulação a demanda total é igual ao total da carga mais as perdas 

das linhas de transmissão (PL) no ponto ótimo. Neste ponto ótimo, os resultados obtidos foram 

comparados com o método do gradiente [71], sem considerar a maximização da margem (ou seja, 

fazendo-se 0=λ ). 
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5.3.1 O MatLab 
 

O nome MatLab deriva do nome em inglês Matrix Laboratory. É um sistema interativo 

baseado na representação matricial para resolução de problemas no âmbito científico e de 

engenharia. De uma forma geral, o MatLab serve para o estudo de qualquer problema que precise 

de um trabalho computacional significativo, que envolva matrizes e precise de visualização 

gráfica. O MatLab possui um conjunto de “Toolboxes” (por exemplo: Sistema de Controle, 

Otimização, Redes Neurais Artificiais) que permitem resolver classes particulares de problemas. 

Além disso, tem a possibilidade de chamar rotinas desenvolvidas em C ou em Fortran. No caso 

particular do Toolbox de Otimização do MatLab, tem-se as seguintes funções: 

 

TABELA 5.1: FUNÇÕES DO TOOLBOX DE OTIMIZAÇÃO DO MATLAB 

 
Função Propósito  
fgoalattain Função Multiobjetivo 

fminbnd  Minimização escalar não linear com limites 

fmincon Minimização não linear com restrições 

fminimax Otimização Mini-max 

fminsearch,fminunc Minimização não linear irrestrita 

fseminf Minimização Semi-infinita 

linprog  Programação Linear 

quadprog Programação Quadrática 

 

Para resolver o problema reduzido (Casos – 1 e 2), será adotada a função fmincon do 

toolbox de otimização do MATLAB da Tabela 5.1. O fmincon aplica o método da Programação 

Quadrática Seqüencial (SQP), para a resolução de problemas de otimização não linear, com 

restrições lineares e não lineares, de igualdade e desigualdade [136]. Esses problemas são de 

difícil resolução e a SQP é em muitos casos, superior aos demais métodos de programação não-

linear para otimização com restrições, possuindo vantagens em termos de eficiência, precisão e 

sucesso na obtenção de soluções de um grande número de problemas teste disponíveis na 

literatura [137]-[140].  A seguir, serão abordados os aspectos básicos do Método da Programação 

Quadrática Seqüencial (SQP). 
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5.3.2 Método da Programação Quadrática Seqüencial (SQP) 
 

O método de programação quadrática seqüencial é relativamente recente, sendo 

considerado por alguns autores como o melhor dos métodos de otimização não linear com 

restrições [60]. 

A base do algoritmo SQP é a resolução das equações de KKT representadas nas equações 

(78)b,(78)e,(78)f, que implementam diretamente os Multiplicadores de Lagrange. 

Este método consiste na formulação de um subproblema quadrático para determinar a 

direção de procura, baseado numa aproximação quadrática da função Lagrangeana, isto é, a SQP 

aproxima a função objetivo f(x) por um modelo quadrático q(x), e aproxima as funções de 

restrições não lineares por funções lineares. Esta aproximação é simplificada assumindo que as 

restrições de fronteira das variáveis de decisão são expressas como restrições de desigualdade. 

Então, o subproblema quadrático surge na seguinte forma: 

 

                    Minimizar  dxfdHddq
T

tt

T )(
2
1

)( ∇+=  

                     Sujeita a: 

0)()( =+∇ ti

T

ti xhdxh      (i = 1, ..., m) 

0)()( ≤+∇ tj

T

tj xgdxg    (j = 1, ..., n) 

(90)   

 

Cuja solução é a direção de procura d, e Hk  é uma aproximação da matriz Hessiana (matriz 

das derivadas de segunda ordem) da função Lagrangeana definida positiva. 

Este problema de procura de direção é agora um problema de programação quadrática que 

pode ser resolvido através de qualquer algoritmo específico existente na literatura. A matriz Ht 

inicialmente é admitida como sendo a matriz identidade (I) e pode ser atualizada através dos 

métodos quasi-Newton, especificamente o método BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno), 

que é um dos mais conhecidos. Nota-se que neste subproblema de otimização, as funções e as 

suas derivadas são facilmente avaliadas, e nele estão incluídas todas as restrições do problema 

original. A solução do subproblema quadrático é então utilizada para formar uma nova iteração:   

        

                    tttt dxx α+=+1  (91)   
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Como a aproximação implementada só é válida numa pequena vizinhança de xt 

(aproximação à solução do problema original), só é possível garantir convergência do método se 

xt estiver numa vizinhança da solução (convergência local). Para que o método tenha 

convergência global – convergência partindo de “qualquer” aproximação inicial – é preciso 

introduzir um esquema que, com a ajuda de uma função mérito, possa forçar o progresso do 

algoritmo em direção à solução. 

A função mérito serve para medir o progresso do algoritmo e verificar se o ponto xt +1 é 

“melhor” que xt. Um ponto xt +1 é melhor que xk se, pelo menos, )()( 1 tt xMxM <+ , sendo M, a 

função mérito. Existem várias funções mérito, que normalmente dependem da função objetivo e 

das funções de restrição. 

O comprimento do passo, tα , é determinado utilizando um método de procura 

unidimensional conseguindo assim um decréscimo na função mérito. Um dos algoritmos para 

calcular tα  é o método das repetidas divisões por dois. 

Tem-se assim um processo iterativo que deve ser repetido, com base na nova aproximação 

xt +1, até se obter uma aproximação que esteja próxima da solução do problema original. O 

algoritmo SQP pode ser aplicado na resolução de problemas não lineares com ou sem restrições. 

 

O algoritmo evolui da seguinte forma: 

 

a)  Na iteração t = 0, são dados os valores inicias de  x0, e dos multiplicadores ( λ0 , µ0 ) e 

assume-se    H( x0 ) = I. 

b)  Para a iteração t = t+1, tem-se que: 

 

1. Calcular  as gradientes  )(),(),( ttt xgxhxf ∇∇∇  e a Hessiana )( txH .   

2. Resolver o problema quadrático. 

    Solução: vetor de direção de procura d e os vetores dos multiplicadores de Lagrange 

    do problema quadrático. 

    A resolução do problema quadrático é baseada nas condições de ótimalidade deste. 

3. Determinação do comprimento do passo tα , através de um método de procura 

    unidimensional que gere uma redução significativa na função mérito. 
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4. Atualizar a aproximação xt +1. 

5. Verificar convergência. 

 

5.3.3 Implementação do Método da Programação Quadrática Seqüencial 
(SQP) em Ambiente MatLab 

 

A implementação da SQP em MatLab consiste de três etapas [136]: 

 

• Atualização da matriz Hessiana da função Lagrangeana; 

• Solução do problema de programação quadrática; 

• Determinação da função mérito. 

 

5.3.3.1 Atualização da Matriz Hessiana da Função Lagrangeana 
 

Para a atualização da matriz Hessiana, garantindo que seja definida positiva, em cada 

iteração é feita uma aproximação utilizando o método Quasi-Newton, fórmula BFGS onde iσ é 

uma estimativa dos multiplicadores de Lagrange. 

 

tt

T

t

t

T

t

t

T

t

T

tt

tt
sHs

HH

sq

qq
HH −+=+1  (92)   

 

sendo que: 

ttt xxs −= +1  (93)   
e: 









∇+∇−∇+∇= ∑∑

==

++

n

i

tiit

n

i

tiitt xgxfxgxfq
11

11 )()()()( σσ  (94)   

 

Consegue-se ter uma Hessiana definida positiva quando se garante que t

T

t sq é positivo em 

cada atualização e H é inicializada com uma matriz definida positiva. Quando t

T

t sq  não é 

positivo, tq é modificado elemento a elemento até que t

T

t sq > 0 . O principal objetivo desta 
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modificação é fazer uma pequena distorção dos elementos de tq , que contribuem para que a 

matriz seja definida positiva. Se após desta distorção t

T

t sq contínuar negativo, tq  é modificado 

adicionando-lhe um vetor v multiplicado por um escalar w , isto é: 

wvqq tt +=  (95)   
Sendo que: 

)()()()( 11 titititii xgxgxgxgv ∇−∇= ++  (96)   
    Se 

                        0)( <wq it                                                (97)   
 e 

0)()( <itit sq                        (i = 1, ..., m) (98)   
 

0=iv  (99)   
                                                                                        

Então w é aumentado sistematicamente até t

T

t sq > 0. 

5.3.3.2 Solução do Problema da Programação Quadrática 
 

Em cada iteração do método SQP é resolvido um problema quadrático (QP) na forma: 

 

                                                                dcHdddq
TT +=

2
1

)(  

                                                                ii bdA =                 i = 1, ..., me 

                                                                ii bdA ≤                 i= me + 1,..., m 

(100)   

 

O método usado no “toolbox” de otimização do MatLab é uma estratégia conhecida como 

método de projeção, modificado para aplicação a problemas de programação linear e 

programação quadrática. A solução do processo envolve duas fases: a primeira fase consiste no 

cálculo de um ponto válido (se existir); a segunda fase consiste na geração iterativa de uma 

seqüência de pontos válidos que irá convergir para a solução. 

A solução obtida através do método de projeção, isto é, a direção de procura, é utilizada na 

determinação do novo vetor solução. O comprimento do passo a efetuar na direção dt é calculado 

de forma a proporcionar um decréscimo substancial na função mérito, com Ai dt maior que zero. 

Minimizar   

s.a 
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5.3.3.3 Determinação da Função Mérito 
 

A função mérito da SQP utilizada pelo MatLab é a seguinte: 

 

{ }∑∑
+==

++=
m
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ii

m

i
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e

e

xgrxgrxfx
11

)(,0max)()()(ψ  (102)   

                                                      

Em que r é o parâmetro de penalidade: 

 









+== + ))((
2
1

,max)( 1 iitiiti rrr λλ       (i = 1, ..., m)        (103)   

 

E, inicialmente, assume-se ri como sendo: 

)(

)(

xg

xf
r

i

i
∇

∇
=  (104)   

 

 

5.3.4 Função “fmincon” do Matlab 
 

A função do fmincon propõe a seguinte formulação [136]: 

 

                                                               )(min xf  

                                                                         0)( ≤xc  

                                                                         0)( =xceq  

                                                                        bAx ≤  

                                                                        eqeq bxA =  

                                                                         ubxlb ≤≤  

(i = 1, ... , m) 
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sendo que f(x) é a função a minimizar, e que devolve um escalar que representa o valor da 

solução ótima; c(x), ceq(x)  são as funções de restrições não lineares de desigualdade e igualdade 

respectivamente; Aeqx = beq e Ax ≤  b  são as funções de restrições lineares de igualdade e 

desigualdade, respectivamente, lb e ub são os limites inferior e superior das variáveis 

independentes, respectivamente. A sintaxe da função do fmincon no MatLab é a seguinte: 

 

>> [ x, fval, exitflag, output, lambda, grad, hessian ] = fmincon(fun, x0, A, b, Aeq, beq, lb, ub, 

nolcon, option, p1, p2, …, pn) 

Onde: 

• x é o vetor solução das variáveis independentes ou de decisão. 

 

• fval corresponde ao valor da função objetivo no ponto ótimo, 

 

• exitflag é uma condição de saída, que se for positiva indica que a função convergiu para a 

solução x, se for nula significa que o número máximo de iterações foi atingido, e se for 

negativa, indica que a função não convergiu para a solução. 

 

• output fornece informação relativa ao número de iterações efetuadas ao número de 

avaliações da função objetivo e o algoritmo usado. 

 

• lambda é uma estrutura contendo os multiplicadores de Lagrange da solução “x” (no 

ponto ótimo). 

 

• grad devolve o valor do gradiente da função objetivo f(x), para a solução “x” (no ponto 

ótimo). 

 

• hessian devolve o valor da Hessiana da função objetivo f(x,) para a solução “x” (no ponto 

ótimo). 

 

• fun é um arquivo que contém a função objetivo f(x), e que devolve um escalar que 

representa o valor da solução ótima “x”. 
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• x0, valor inicial das variáveis independentes, onde x0 pode ser escalar, vetor, o matriz. 

 

• A, b, são as desigualdades lineares ( bAx ≤ ), onde A é matriz e b é vetor. 

 

• Aeq, beq, são as igualdades lineares ( eqeq bxA = ), onde Aeq é matriz e beq é vetor. 

 

• lb, ub, conjunto dos limites inferior e superior, respectivamente, das variáveis 

independentes x ( ubxlb ≤≤ ). 

 

• nonlcon é o arquivo que contém c(x) e ceq(x), que são funções que definem as restrições 

não lineares de desigualdade e igualdade respectivamente, e que retorna os valores dos 

respectivos vetores; 

 

• options apresenta os diversos valores predeterminados dos parâmetros que ficam ao 

critério do programador, salientando-se principalmente a tolerância pretendida para 

critério de parada relativamente ao valor da função objetivo (TolFun), ao valor do ponto 

ótimo (TolX) e das restrições (TolCon), bem como o número máximo de iterações. Por 

padrão,  o MatLab assume  para as tolerâncias mencionadas o valor predeterminado de  

10-6 para todos eles. 

A seguir, é apresentado um exemplo simples, adequando-o à formulação utilizada pelo 

fmincon.  

 

Exemplo:                          ( )( )2
2

2
1 1

2
1

)(min
2

xxxf
x

+−=
ℜ∈

 

                                                    s.a       0
4
1 2

21 =+− xx  

                                                               05 2
2
1 ≥+− xx  

                                                                  0521 =−+ xx  

                                                                  01 ≥x  

                                                                  42 ≤x  

f(x) 

Ceq (x) = 0 

Aeqx = beq 

C (x) = 0 

lb ≤  x ≤  ub 
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A Figura 5.3 mostra os arquivos da função objetivo, das restrições de igualdade e 

desigualdade linear e não linear e a chamada da função fmincon; e a Figura 5.4, mostra a saída 

dos resultados da minimização da função objetivo f(x). 

 

 
 

Fig. 5.3: Arquivos da função Objetivo e das Restrições de Desigualdade chamando a função fmincon 
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Fig. 5.4: Saída de Resultados da função f(x) minimizada com a função fmincon 

 
 

Assim, para solucionar o problema abordado neste trabalho, deve-se adequar o problema 

reduzido do BLPP (a adequação é a mesma tanto para o Caso – 1 quanto para o Caso – 2) à 

formulação do fmincon: 
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          Max        λ  
                                   

             ( ) ( ) 01sencos =++−+∑
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m

kmkmkmkmmk PcPgBGVV λθθ
κ

 

             ( ) ( ) 01cossen =++−−∑
∈

kk

m

kmkmkmkmmk QcQgBGVV λθθ
κ

 

                

                                        0=+− kk uCI σ  
          

                                        
maxmin
kkmk θθθ ≤≤  

                                       
maxmin

kkk VVV ≤≤  

                                    
maxmin
kkk PgPgPg ≤≤  

                                    
maxmin
kkk QgQgQg ≤≤  

                                    
maxmin
kkk PcPcPc ≤≤  

                                    
maxmin
kkk QcQcQc ≤≤  

                                  
maxmin
kmkmkm TapTapTap ≤≤  

                                  maxmin
kkk QshQshQsh ≤≤  

                                       
maxmin λλλ ≤≤  

                                            maxmin σσσ ≤≤            

                                            
maxmin
kkk µµµ ≤≤            

 
 

5.3.5 Ponto de Inicialização e Algoritmo proposto 

 
Com a formulação do problema em um só nível, o algoritmo de solução do BLPP é 

inicializado com o ponto correspondente ao despacho econômico. Muitas metodologias 

encontradas na literatura podem ser usadas para encontrar este ponto de inicialização, mas para o 

presente trabalho encontra-se esse ponto inicial da seguinte maneira: 

 

1) Fixar o máximo carregamento igual a zero ( 0=λ ) o que equivale, na formulação 

proposta, a realizar um despacho econômico. 

2) Inicializar as variáveis do vetor x (x0), onde: 00 CI=σ  e 00 =kµ . 

s.a

Ceq (x) = 0 

Aeq*x = beq 

lb ≤  x ≤  ub 

f(x) 
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3) Fazer os limites dos multiplicadores de Lagrange irrestritos ( ∞≤≤∞− σ ) e 

( ∞≤≤∞− kµ ). 

4) Calcular o BLPP reduzido a um só nível. 

5) Se todas as variáveis de folga que são iguais a  zero ( 0=kµ ) tiverem as potências 

ativas geradas correspondentes dentro de seus limites ( maxmin
kkk PgPgPg ≤≤ ), e todas 

as variáveis de folga que são diferentes de zero ( 0≠kµ ) tiverem as potências ativas 

geradas correspondentes atingindo seus limites ( min
kk PgPg <  ou 

kk PgPg <max ), então 

parar. 

6) Caso contrário, se 0≠kµ , então: escolher a menor variável de folga em valor absoluto 

( kµ ) de todas as potências ativas geradas que estão dentro de seus limites, e fixar os 

limites dessa variável de folga em zero ( 00 ≤≤ kµ ), e voltar para o passo 4. 

7) Caso contrário, se 0=kµ , voltar para o passo 4. 

 

Durante o processo, tem-se a resolução de um despacho econômico  ( 0=−− kkCI µσ ) para 

uma determinada carga nominal tal que para qualquer ponto encontrado no processo iterativo, o 

custo incremental (
kCI ), o multiplicador de Lagrange (σ ) e as variáveis de folga (

kµ ) para o 

problema single-level possam ser: σ=kCI  para todos os geradores que operam dentro de seu 

limites de potência ativa, o que implica que 0=kµ ; ou σ≠kCI , para os geradores que operam 

atingindo seus limites de potência ativa. Neste último caso, 0≠kµ . 

Uma vez encontrado o ponto inicial, o algoritmo para a otimização do problema BLPP 

reduzido pode ser inicializado: 

 

1) Inicialmente, fazer com que o máximo carregamento seja igual a zero ( 00 =λ ), 

deixando seus limites restritos, por exemplo 05,00 ≤≤ λ . 

2) Todas as variáveis de folga das potências ativas geradas são feitas iguais a zero 

( 0=kµ ). 

3) Deixar irrestritos os limites do multiplicador de Lagrange do despacho econômico 

( ∞≤≤∞− σ ). 
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4) Deixar restritos a zero, todos os limites superior e inferior das variáveis de folga do 

despacho econômico ( 00 ≤≤ kµ ). 

5) Calcular o BLPP reduzido a um só nível. 

6) Se todas as potências ativas geradas que estão dentro de seus limites 

( maxmin
kkk PgPgPg ≤≤ ) tiverem suas variáveis de folga iguais a zero ( 0=kµ ), e se todas 

as potências ativas geradas que atingem seus limites ( min
kk PgPg <  ou 

kk PgPg <max ) 

tiverem suas variáveis de folga diferentes de zero ( 0≠kµ ), então parar. 

8) Caso contrário, se min
kk PgPg <  ou 

kk PgPg <max , então: os limites da variável de folga 

kµ correspondente  a kPg  serão irrestritos ( +∞<<∞− kµ ), voltar para o passo 5. 

7) Caso contrário, se as potências ativas geradas estão dentro de seus limites 

( maxmin
kkk PgPgPg ≤≤ ), então: 0=kµ  e  fazer com que os limites superior e inferior de 

kµ  sejam iguais a zero ( 00 ≤≤ kµ ), voltar para o passo 5. 

 

Assim, para cada incremento da carga, o BLPP reduzido a um só nível é recalculado e as 

variáveis de folga mudam dependendo dos níveis de potência dos geradores, usando a mesma 

lógica anterior. Então, é possível aplicar as condições de KKT relaxadas, que garantam o ótimo 

para cada adição de potência na carga.  Este processo contínua até que todas as restrições são 

satisfeitas (equações de fluxo de potência, despacho econômico, limites técnicos, etc). 

 

5.3.6 Resultados das simulações 

 
O modelo BLPP proposto para o planejamento da operação de sistemas elétricos de 

potência foi aplicado para dois sistemas teste, um de 5 barras encontrado na literatura [71] e outro 

de 30 barras do IEEE [141]. 

A idéia das simulações é avaliar os resultados da formulação bilevel proposta, 

confrontando-os com os resultados obtidos pelo método do gradiente (já descrito neste trabalho). 

Ou seja, a solução (despacho ótimo) obtida pelo BLPP é comparada ao despacho econômico 

obtido com o método do gradiente. 
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5.3.6.1 Sistema teste 5 de barras 
 

O ponto inicial nas simulações corresponde à carga nominal,  sem maximização da margem 

de estabilidade ( 0=λ ), ou seja, com a solução apenas de um despacho econômico, conforme 

descrito anteriormente. O diagrama unifilar do sistema de 5 barras é mostrado na Figura 5.5. As 

barras de geração de potência ativa são as barras 1, 2 e 3 e os dados iniciais desse sistema 

encontram-se na Tabela 5.2. 

 

 
Fig. 5.5: Sistema Teste 5 Barras 

 
 
 

TABELA 5.2 
DADOS INICIAIS DO SISTEMA DE 5 BARRAS 

 

Gerador Qsh Carga 
Barra 

Tipo 
Barra 

Nome 
Barra 

Tensão 
Magnitude 

pu 

Ângulo 
Graus MW Mvar Qmin Qmax Mvar MW Mvar 

1 
2 
3 
4 
5 

1 
2 
2 
0 
0 

Barra 1 
Barra 2 
Barra 3 
Barra 4 
Barra 5 

1,060 
1,045 
1,030 
1,000 
1,000 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
40 
30 
0 
0 

0 
30 
10 
0 
0 

10 
10 
10 
0 
0 

50 
50 
40 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
20 
20 
50 
60 

0 
10 
15 
30 
40 

 
 

Onde tipo de barra: 1 para barra de referência slack (Vθ); 2 para barra de geração e 

condensadores síncronos (PV) ; 0 para barra de carga (PQ).  
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A Tabela 5.3 apresenta os dados relacionados às linhas do sistema teste. 
TABELA 5.3 

 DADOS DAS LINHAS 
 

Barra 
De 

Barra 
Para 

R 
(pu) 

X 
(pu) 

½ B 
(pu) Tap 

1 
1 
2 
2 
2 
3 
4 

2 
3 
3 
4 
5 
4 
5 

2,0 
8,0 
6,0 
6,0 
4,0 
1,0 
8,0 

6,0 
24,0 
18,0 
18,0 
12,0 
3,0 

24,0 

6,0 
5,0 
4,0 
4,0 
3,0 
2,0 
5,0 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

 

A barra slack 1 tem a tensão fixada em 1,06 p.u. Todas as outras tensões das barras são 

restringidas entre 0,0 e 1,5 p.u. Os taps dos transformadores são fixados em 1 e os capacitores 

shunt (Qsh) são fixos ou iguais a zero p.u. Os limites e os coeficientes (associados ao custo de 

geração) dos geradores são mostrados na Tabela 5.4. A Tabela 5.5 mostra os resultados do 

despacho ótimo (sem a maximização da margem de estabilidade) para estas condições. Os 

mesmos resultados são obtidos com o método do gradiente. 

 

TABELA 5.4 
DADOS DOS GERADORES 

 

 
Limites da 

Geração (MW) 
Coeficientes dos 

Geradores 
Gerador Inferior Superior a b c 

1 
2 
3 

10 
10 
10 

85 
80 
70 

200 
180 
140 

7,0 
6,3 
6,8 

0,008 
0,009 
0,007 

 
 
 

TABELA 5.5 
NÍVEIS DE GERAÇÃO, PERDAS NA LINHA, CUSTO INCREMENTAL E TOTAL PARA O PONTO INICIAL 

 
Gerador de Potência Ativa k Geração (MW) 

Pg1 
Pg2 

Pg3 

32,6528 
67,9136 
51,6032 

Perdas na Linha (MW) 2,1697 
Custo Total de Geração ($/h) 1596,0000 

σ  ($/MWh) 7,5224 
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A Tabela 5.6 apresenta os resultados obtidos para o caso onde o fator de máximo 

carregamento ( λ ) de 5 %  é procurado [34].  Todas as tensões são variáveis na faixa de 0.9 – 1.1 

p.u e os taps ficam iguais à simulação anterior. O despacho apresentado na Tabela 5.5 também é 

mantido fixo nesta simulação. Salienta-se que, nesse caso (despacho fixo), considera-se o valor 

do multiplicador de lagrange σ  (que é o valor do custo incremental) constante. Todos os limites 

das variáveis desta simulação são mostrados na Tabela 5.7. Resultados bastante próximos 

(despacho) foram obtidos com o método do gradiente. 

 

TABELA 5.6 

RESULTADOS CONSIDERANDO OS TAPS FIXOS, PARA maxλ = 0,05 

Variáveis BLPP 
Método do 
Gradiente 

λ 0,0018 - 

�1 
�2 
�3 

0,0000 
0,0000 
0,0000 

- 
- 
- 

Pg1  (MW) 
Pg2   (MW) 

Pg3 (MW) 

32,6500 
67,9111 
51,6000 

32,6500 
67,9111 
51,6000 

Perdas na Linha (MW) 1,8860 1,8869 
Custo da Geração ($/h) 1595,9000 1595,9400 

σ  ($/MWh) 7,5224 7,5224 

 

 

TABELA 5.7 
 

LIMITES DAS VARIÁVEIS DO SISTEMA PARA A SIMULAÇÃO DA TABELA 5.6 
 

Variáveis Limite 
Superior 

Limite 
Inferior 

No. da 
Barra 

Para todas 
as Barras 

θ   (graus) -90 90 -  

V   (p.u) 0,9 1,1 -  
tap  (p.u) 1,0 1,0 -  
bsh  (p.u) 0,0 0,0 -  
σ  7,5224 7,5224 - - 
λ  0,0 0,05 - - 

 

A Tabela 5.8 apresenta os resultados do BLPP para o caso similar mostrado na Tabela 5.6, 

exceto que agora considera-se um capacitor shunt na barra 5 variável (Qsh5) na faixa de 0,0 – 0,5 

p.u. Todos os limites das variáveis desta simulação são mostrados na Tabela 5.9. 
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TABELA  5.8 

RESULTADOS CONSIDERANDO OS QSH VARIÁVEL, PARA maxλ = 0,05 

Variáveis BLPP 
Método do 
Gradiente 

λ 0,0043 - 

�1 
�2 
�3 

0,0000 
0,0000 
0,0000 

- 
- 
- 

Pg1  (MW) 
Pg2   (MW) 

Pg3  (MW) 

32,6500 
67,9111 
51,6000 

32,6500 
67,9111 
51,6000 

Qsh5  (MVar) 32,8291 32,8291 
Perdas na Linha (MW) 1,5197 1,52172 

Custos de Geração ($/h) 1595,9000 1595,9400 
σ  ($/MWh) 7,5224 7,5224 

 
 

TABELA 5.9 
 

LIMITES DAS VARIÁVEIS DO SISTEMA PARA A SIMULAÇÃO DA TABELA 5.8 
 

Variáveis Limite 
Superior 

Limite 
Inferior 

No. da 
Barra 

Para todas 
as Barras 

θ   (graus) -90 90 -  

V   (p.u) 0,9 1,1 -  
tap  (p.u) 1,0 1,0 -  
bsh  (p.u) 0,0 0,5 5 - 
σ  7,5224 7,5224 - - 
λ  0,0 0,05 - - 

 

Nota-se que o carregamento máximo das Tabelas 5.6 e 5.8 é bem baixo se comparado ao 

fator de carregamento máximo desejado. As variáveis de controle não foram efetivas para 

encontrar a margem mínima especificada. Além disso, salienta-se que a maior contribuição do 

Qsh como variável de controle para maximizar a margem da estabilidade foi a redução das perdas 

de potência ativa na linha, e esta potência reduzida é a que contribui para o aumento da margem. 

Resultados bastante próximos (despacho) foram obtidos com o método do gradiente. 

A Tabela 5.10 mostra os resultados usando as potências geradas como variáveis de controle, 

capacitor shunt fixo em zero p.u, considerando todas as outras variáveis de controle mencionadas 

anteriormente e taps fixos. Todos os limites das variáveis desta simulação são mostrados na 

Tabela 5.11. 
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TABELA 5.10 

RESUTLADOS DO BLPP CONSIDERANDO  POTÊNCIAS GERADAS COMO VARIÁVEIS DE CONTROLE, maxλ = 0,05 

Variáveis BPP 
Método do 
Gradiente 

λ 0,0500 - 

�1 
�2 
�3 

0,0000 
0,0000 
0,0000 

- 
- 
- 

Pg1  (MW) 
Pg2   (MW) 

Pg3  (MW) 

35,2011 
70,1788 
54,5156 

35,2011 
70,1788 
54,5156 

Qsh5  (MVar) 0,0000 0,0000 
Perdas na Linha (MW) 2,3955 2,39684 

Custos de Geração ($/h) 1654,3000 1654,2800 
σ  ($/MWh) 7,5632 7,563218 

 

 

TABELA 5.11 
 

LIMITES DAS VARIÁVEIS DO SISTEMA PARA A SIMULAÇÃO DA TABELA 5.10 
 

Variáveis Limite 
Superior 

Limite 
Inferior 

No. da 
Barra 

Para todas 
as Barras 

θ   (graus) -90 90 -  

V   (p.u) 0,9 1,1 -  
tap  (p.u) 1,0 1,0 -  
bsh  (p.u) 0,0 0,0 - - 
σ  0,0 inf - - 
λ  0,0 0,05 - - 

 

A Tabela 5.10 mostra que a meta da margem de estabilidade de tensão foi atingida, mas 

uma vez que os geradores são responsáveis pelo incremento da margem da estabilidade de tensão, 

os custos incrementais dos geradores são maiores que os obtidos somente com o despacho 

econômico fixo. Resultados bastante próximos (despacho) foram obtidos com o método do 

gradiente. 

A Tabela 5.12 mostra a mesma simulação que a Tabela 5.10, exceto que o limite de geração 

superior da barra 2 foi reduzido para 70 MW. A margem de estabilidade de tensão especificada 

foi encontrada, mas o gerador 2 alcançou este limite. Como resultado, a variável de folga �2 é 

diferente  e zero.  Isso significa que  embora o custo  incremental  do  gerador  2  seja  igual a 

(σ - 2µ ) (correspondente ao preço pelo qual a energia produzida por este gerador é vendida), a 

energia é negociada no mercado spot por (σ ), indicando que, de fato, a receita do gerador 2 é 
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menor, quando comparada com o preço spot que define o mercado de eletricidade. Resultados 

bastante próximos (despacho) foram obtidos com o método do gradiente. 

 
TABELA 5.12 

RESULTADOS CONSIDERANDO POTÊNCIAS GERADAS COMO VARIÁVEIS DE CONTROLE E GERADOR 2 ATINGINDO O 

LIMITE DE GERAÇÃO SUPERIOR, maxλ = 0,05 
 

Variáveis BPP 
Método do 
Gradiente 

λ 0,0500 - 

�1 
�2 
�3 

0,0000 
0,0023 
0,0000 

- 
- 
- 

Pg1  (MW) 
Pg2   (MW) 

Pg3  (MW) 

35,1417 
70,0000 
54,4476 

35,1417 
70,0000 
54,4476 

Qsh5  (MVar) 0,0000 0,0000 
Perdas na Linha (MW) 2,0893 2,09021 

Custos de Geração ($/h) 1652,0 1651,97 
σ  ($/MWh) 7,5623 7,5623 

 
 

Posteriormente, foi simulado um caso considerando os taps fixos, o capacitor shunt  

variável (outra vez na faixa de 0,0 – 0,5 p.u) , o fator de carregamento máximo ( maxλ ) irrestrito e 

as potências geradas como variáveis de controle. A Tabela 5.13 mostra os resultados para este 

caso e a Tabela 5.14 apresenta o resumo dos limites de todas as variáveis para esta simulação. 

Uma grande margem da estabilidade de tensão é obtida, mas os custos incrementais são também 

maiores. Resultados bastante próximos (despacho) foram obtidos com o método do gradiente. 

 

TABELA 5.13 

RESULTADOS CONSIDERANDO O QSH VARIÁVEL, maxλ IRRESTRITO 

Variáveis BPP 
Método do 
Gradiente 

λ 0,5385 - 

�1 
�2 
�3 

-0,0003 
0,6197 
0,5797 

- 
- 
- 

Pg1  (MW) 
Pg2   (MW) 

Pg3  (MW) 

85,0000 
80,0000 
70,0000 

85,0000 
80,0000 
70,0000 

Qsh5  (MVar) 54,7420 54,7420 
Perdas na Linha (MW) 4,2317 4,2381 

Custos de Geração ($/h) 2244,700 2244,7000 
σ  ($/MWh) 8,3597 8,3600 
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TABELA 5.14 
 

LIMITES DAS VARIÁVEIS DO SISTEMA PARA A SIMULAÇÃO DA TABELA 5.13 
 

Variáveis Limite 
Superior 

Limite 
Inferior 

No. da 
Barra 

Para todas 
as Barras 

θ   (graus) -90 90 -  

V   (p.u) 0,9 1,1 -  
tap  (p.u) 1,0 1,0 -  
bsh  (p.u) 0,0 0,5 - - 
σ  0,0 inf - - 
λ  0,0 inf - - 

 
 

A simulação da Tabela 5.6 foi repetida, com a diferença de que o custo incremental agora é 

irrestrito ( ∞≤≤∞− σ ), as potências geradas Pg2 e Pg3 são fixas no valor do despacho ótimo 

da Tabela 5.5 e deixa-se irrestrita a potência da barra slack Pg1 ( ∞≤≤∞− 1Pg ).  Com estas 

condições, a Tabela 5.15 apresenta os resultados para o caso onde não se  considera o capacitor 

shunt e o fator de máximo carregamento ( λ ) é irrestrito.  Todos os limites das variáveis desta 

simulação são mostrados na Tabela 5.16. 

 

TABELA 5.15 

RESULTADOS FIXANDO AS PG2  E  PG3 , maxλ IRRESTRITO 

Variáveis BPP 
Método do 
Gradiente 

λ 0,0019 - 

�1 
�2 
�3 

0,0000 
0,0000 
0,0000 

- 
- 
- 

Pg1  (MW) 
Pg2   (MW) 

Pg3  (MW) 

32,6528 
67,9136 
51,6032 

32,6528 
67,9136 
51,6032 

Qsh5  (MVar) 0,0000 0,0000 
Perdas na Linha (MW) 1,8862 1,8871 

Custos de Geração ($/h) 1596,0000 1596,0100 
σ  ($/MWh) 7,5224 7,522445 
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TABELA 5.16  
LIMITES DAS VARIÁVEIS DO SISTEMA PARA A SIMULAÇÃO DA TABELA 5.15 

 
Variáveis Limite 

Superior 
Limite 
Inferior 

No. da 
Barra 

Para todas 
as Barras 

θ   (graus) -90 90 -  

V   (p.u) 0,9 1,1 -  
tap  (p.u) 1,0 1,0 -  
bsh  (p.u) 0,0 0,0 - - 
σ  -inf inf - - 
λ  0,0 inf - - 

 

 

Observa-se que a margem da estabilidade é bem baixa como da Tabela 5.6. A Tabela 5.17 

apresenta os resultados obtidos ao fazer a mesma simulação da relacionada à Tabela 5.15, mas 

considerando o capacitor shunt variável na barra 5, na faixa de 0,0 – 0,5 p.u. Resultados bastante 

próximos (despacho) foram obtidos com o método do gradiente. Todos os limites das variáveis 

desta simulação são mostrados na Tabela 5.18. 

 

 
TABELA 5.17 

RESULTADOS FIXANDO AS PG2  E  PG3 CONSIDERANDO O QSH VARIÁVEL, maxλ IRRESTRITO 

Variáveis BPP 
Método do 
Gradiente 

λ 0,0043 - 

�1 
�2 
�3 

0,0000 
0,0000 
0,0000 

- 
- 
- 

Pg1  (MW) 
Pg2   (MW) 

Pg3  (MW) 

32,6528 
67,9136 
51,6032 

32,6528 
67,9136 
51,6032 

Qsh5  (MVar) 32,8264 32,8264 
Perdas na Linha (MW) 1,5198 1,52188 

Custos de Geração ($/h) 1596,0000 1596,0100 
σ  ($/MWh) 7,5224 7,5224 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



Formulação Proposta e Metodologia de Resolução 

 102

 
TABELA 5.18  

LIMITES DAS VARIÁVEIS DO SISTEMA PARA A SIMULAÇÃO DA TABELA 5.17 
 

Variáveis Limite 
Superior 

Limite 
Inferior 

No. da 
Barra 

Para todas 
as Barras 

θ   (graus) -90 90 -  

V   (p.u) 0,9 1,1 -  
tap  (p.u) 1,0 1,0 -  
bsh  (p.u) 0,0 0,5 - - 
σ  -inf inf - - 
λ   0,0 inf - - 

 
 

Novamente, pode-se observar que o capacitor shunt nestas condições atua como variável de 

controle, contribuindo para incrementar a margem de estabilidade, reduzindo as perdas nas linhas 

de transmissão. Porém este aumento da margem é pequeno, como mostra a Tabela 5.17. Salienta-

se que o gerador da barra slack não ajuda a incrementar a margem da estabilidade mesmo que ela 

esteja irrestrita. Isto se deve ao fato de que o algoritmo além de procurar maximizar a margem 

tem que cumprir o despacho ótimo, o que mostra que na formulação proposta, nestas condições, a 

única variável de controle seria o capacitor shunt. 

Finalmente, o problema foi resolvido considerando as mesmas condições da simulação 

anterior (Tabela 5.17 e Tabela 5.18).  Mas desta vez as variáveis de folga �2 e  �3 são irrestritas, 

já que as potências geradas Pg2 e Pg3 foram fixadas no valor do despacho ótimo da Tabela 5.5. A 

Tabela 5.19 mostra que o capacitor shunt atuando junto com os geradores aumenta 

significativamente a margem de estabilidade. Resultados bastante próximos (despacho) foram 

obtidos com o método do gradiente. 
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TABELA 5.19 

RESULTADOS FIXANDO AS PG2  E  PG3 , maxλ IRRESTRITO E VARIÁVEIS DE FOLGA IRRESTRITAS 

Variáveis BPP 
Método do 
Gradiente 

λ 0,9460 - 

�1 
�2 
�3 

0,0000 
2,4217 
2,4217 

- 
- 
- 

Pg1  (MW) 
Pg2   (MW) 

Pg3  (MW) 

184,0067 
67,9136 
51,6032 

184,0067 
67,9136 
51,6032 

Qsh5  (MVar) 48,3688 48,3688 
Perdas na Linha (MW) 11,6212 11,6213 

Custos de Geração ($/h) 2917,8000 2917,8200 
σ  ($/MWh) 9,9441 9,944108 

 
 
 

5.3.6.2 Sistema teste de 30 barras do IEEE 
 

O ponto inicial corresponde à carga nominal ( 0=λ ). O diagrama unifilar do sistema de 30 

barras do IEEE é mostrado na Figura. 5.6. Faz-se o despacho para o custo mínimo da geração 

considerando que as barras 1,2,5,8,11  e 13 são todas capazes de gerar potência ativa [141]. 

 

A barra slack 1 tem a tensão fixada em 1,06 p.u.. Todas as outras tensões das barras são 

restringidas entre 0,9 e 1,1 p.u. e os taps dos transformadores estão na faixa de 0,9 e 1,1. Os 

limites dos geradores são mostrados na Tabela 5.20. A Tabela 5.21 mostra os resultados do 

despacho ótimo para estas condições. Os mesmos resultados são obtidos com o método do 

gradiente. 
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Fig. 5.6: Sistema Teste IEEE30 Barras 

 
 

TABELA 5.20 
LIMITES DA GERAÇÃO PARA O SISTEMA DE 30 BARRAS DO IEEE 

 

Limites da Geração (MW)  
Gerador Inferior Superior 

1 
2 
5 
8 

11 
13 

50 
20 
15 
10 
9 
9 

250 
80 
50 
40 
30 
40 

 
 
 
 

TABELA 5.21 
NÍVEIS DE GERAÇÃO, PERDAS NA LINHA, CUSTO INCREMENTAL E TOTAL PARA O PONTO INCIAL. 

 
Gerador de Potência Ativa k Geração (MW) 

Pg1 
Pg2 

Pg5 

Pg8 

Pg11 

Pg13 

194,8118 
48,8882 
19,6887 
12,6552 
9,2218 
9,2218 

Perdas na Linha (MW) 11,0875 
Custo Total de Geração ($/h) 805,2871 

σ  ($/MWh) 3,4611 
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A Tabela 5.22 apresenta os resultados para o caso onde o fator de máximo carregamento 

( λ ) de 5 %  é desejado [34].  Todas as tensões (incluindo a barra slack) são restringidas entre 0,9 

e 1,1 p.u. e os taps dos transformadores foram fixos em 1 p.u. Além disso, o despacho 

apresentado na Tabela 5.21 é mantido fixo. Salienta-se, mais uma vez, que uma maneira de fixar 

o despacho é mantendo fixo o valor do custo incremental (σ ) da Tabela 5.21. Resultados 

bastante próximos (despacho) foram obtidos com o método do gradiente. Todos os limites das 

variáveis desta simulação são mostrados na Tabela 5.23. 

 
TABELA 5.22 

RESULTADOS CONSIDERANDO OS TAPS FIXOS, PARA maxλ = 0,05 
 

Variáveis BPP Método do 
Gradiente 

λ 0,0015 - 
�1 
�2 
�5 
�8 
�11 
�13 

0,0000 
0,0000 
-0,0000 
-0,0000 
-0,0000 
-0,0000 

- 
- 
- 
- 
- 
- 

Pg1  (MW) 
Pg2   (MW) 

Pg5   (MW) 

Pg8   (MW) 

Pg11 (MW) 

Pg13 (MW) 

194,8118 
48,8882 
19,6887 
12,6552 
9,2218 
9,2218 

194,8118 
48,8882 
19,6887 
12,6552 
9,2218 
9,2218 

Perdas na Linha (MW) 10,6654 10,6654 
Custo da Geração ($/h) 805,2871 805,2900 

σ  ($/MWh) 3,4611 3,461089 

 

 

TABELA 5.23 
 

LIMITES DAS VARIÁVEIS DO SISTEMA PARA A SIMULAÇÃO DA TABELA 5.22 
 

Variáveis Limite 
Superior 

Limite 
Inferior 

No. da 
Barra 

Para todas 
as Barras 

θ   (graus) -90 90 -  

V   (p.u) 0,9 1,1 -  
tap  (p.u) 1,0 1,0 -  
bsh  (p.u) 0,0 0,0 -  
σ  3,4611 3,4611 - - 
λ  0,0 0,05 - - 
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A Tabela 5.24 apresenta os resultados do BLPP para o caso similar mostrado na Tabela 

5.22, exceto que os taps dos transformadores agora são variáveis na faixa de 0,9-1,1 p.u. 

Resultados bastante próximos (despacho) foram obtidos com o método do gradiente. Todos os 

limites das variáveis desta simulação são mostrados na Tabela 5.25. 

 
 

TABELA  5.24 

RESULTADOS DO BLPP CONSIDERANDO OS TAPS VARIÁVEIS, PARA maxλ = 0,05 
 

Variáveis BPP Método do 
Gradiente 

λ 0,0031 - 
�1 
�2 
�5 
�8 
�11 
�13 

  0,0000 
  0,0000 
-0,0000 
-0,0000 
-0,0000 
-0,0000 

- 
- 
- 
- 
- 
- 

Pg1  (MW) 
Pg2   (MW) 

Pg5   (MW) 

Pg8   (MW) 

Pg11 (MW) 

Pg13 (MW) 

194,8118 
48,8882 
19,6887 
12,6552 
9,2218 
9,2218 

194,8118 
48,8882 
19,6887 
12,6552 
9,2218 
9,2218 

Perdas na Linha (MW) 10,2053 10,2053 
Custos de Geração ($/h) 805,2871 805,2900 

σ  ($/MWh) 3,4611 3,461089 

 
 
 

TABELA 5.25 
 

LIMITES DAS VARIÁVEIS DO SISTEMA PARA A SIMULAÇÃO DA TABELA 5.24 
 

Variáveis Limite 
Superior 

Limite 
Inferior 

No. da 
Barra 

Para todas 
as Barras 

θ   (graus) -90 90 -  

V   (p.u) 0,9 1,1 -  
tap  (p.u) 0,9 1,1 -  
bsh  (p.u) 0,0 0,0 -  
σ  3,4611 3,4611 - - 
λ  0,0 0,05 - - 

 

 

Nota-se que os carregamentos máximos das Tabelas 5.22 e 5.24 são bem menores que o 

fator de carregamento desejado. Ou seja, as variáveis de controle não foram efetivas para 

encontrar a margem especificada.  
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A Tabela 5.26 mostra os resultados usando as potências geradas como variáveis de controle, 

considerando todas as outras variáveis de controle mencionadas e com os taps fixos. Todos os 

limites das variáveis desta simulação são mostrados na Tabela 5.27. 

 

TABELA 5.26 

RESUTLADOS CONSIDERANDO  POTÊNCIAS GERADAS COMO VARIÁVEIS DE CONTROLE, maxλ = 0,05 

Variáveis BPP Método do 
Gradiente 

λ 0,0500 - 
�1 
�2 
�5 
�8 
�11 
�13 

0,0000 
0,0000 
-0,0000 
-0,0000 
-0,0000 
-0,0000 

- 
- 
- 
- 
- 
- 

Pg1  (MW) 
Pg2   (MW) 

Pg5   (MW) 

Pg8   (MW) 

Pg11 (MW) 

Pg13 (MW) 

202,0911 
50,4481 
20,1255 
15,9282 
10,3137 
10,3137 

202,0911 
50,4481 
20,1255 
15,9282 
10,3137 
10,3137 

Perdas na Linha (MW) 11,6501 11,6501 
Custos da Geração ($/h) 856,6802 856,6800 

σ  ($/MWh) 3,5157 3,5157 

 

 

TABELA 5.27 
 

LIMITES DAS VARIÁVEIS DO SISTEMA PARA A SIMULAÇÃO DA TABELA 5.26 
 

Variáveis Limite 
Superior 

Limite 
Inferior 

No. da 
Barra 

Para todas 
as Barras 

θ   (graus) -90 90 -  

V   (p.u) 0,9 1,1 -  
tap  (p.u) 1,0 1,0 -  
bsh  (p.u) 0,0 0,0 -  
σ  -inf inf - - 
λ   0,0 0,05 - - 

 

 

A Tabela 5.26 mostra que a meta da margem de estabilidade de tensão foi atingida, mas 

como os geradores são responsáveis pelo incremento da margem da estabilidade de tensão, os 

custos incrementais dos geradores são maiores que os obtidos somente com o despacho 

econômico fixo. Resultados bastante próximos (despacho) foram obtidos com o método do 

gradiente. 
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A Tabela 5.28 mostra a mesma simulação das Tabelas 5.26 e 5.27, exceto que o limite da 

geração superior da barra 8 foi alterado para 13 MW. A margem de estabilidade de tensão 

especificada foi encontrada, mas o gerador 8 alcançou este limite.  Como resultado, a variável  de 

folga �8 é diferente de zero. Isso significa que embora o preço incremental do gerador 8 seja 

igual a (σ - 8µ ) (correspondente ao preço pelo qual a energia produzida por este gerador é 

vendida), a energia é negociada no mercado spot por (σ ), indicando que, de fato, a receita do 

gerador 8 é menor, quando em comparação com o preço spot que define o mercado de 

eletricidade. Resultados bastante próximos (despacho) foram obtidos com o método do gradiente.  

 

 

TABELA 5.28 

RESULTADOS CONSIDERANDO POTÊNCIAS GERADAS COMO VARIÁVEIS DE CONTROLE, maxλ = 0,05 

Variáveis BPP Método do 
Gradiente 

λ 0,0500 - 
�1 
�2 
�5 
�8 
�11 
�13 

0,0000 
0,0000 
-0,0000 
0,0675 
-0,0000 
-0,0000 

- 
- 
- 
- 
- 
- 

Pg1  (MW) 
Pg2   (MW) 

Pg5   (MW) 

Pg8   (MW) 

Pg11 (MW) 

Pg13 (MW) 

204,5772 
50,9808 
20,2746 
13,0000 
10,6866 
10,6866 

204,5772 
50,9808 
20,2746 
13,0000 
10,6866 
10,6866 

Perdas na Linha (MW) 12,6359 12,6359 
Custo da Geração ($/h) 860,2538 860,2500 

σ  ($/MWh) 3,5343 3,5343 

 
 

Finalmente, o BLPP foi resolvido considerando os taps dos transformadores variáveis 

(outra vez na faixa de 0,9 – 1,1) e o fator de carregamento máximo ( maxλ ) irrestrito.  A Tabela 

5.29 mostra os resultados do BLPP para este caso.  Uma grande margem de estabilidade de 

tensão é obtida, mas os custos incrementais são também maiores. Resultados bastante próximos 

(despacho) foram obtidos com o método do gradiente. Todos os limites das variáveis desta 

simulação são mostrados na Tabela 5.30. 
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TABELA 5.29 

RESULTADOS DO BLPP CONSIDERANDO OS TAPS DOS TRANSFORMADORES VARIÁVEIS, maxλ IRRESTRITO 

Variáveis BPP Método do 
Gradiente 

λ 0,4098 - 
�1 
�2 
�5 
�8 
�11 
�13 

0,1501 
-0,0000 
-0,0000 
0,1079 
-0,0000 
0,0000 

- 
- 
- 
- 
- 
- 

Pg1  (MW) 
Pg2   (MW) 

Pg5   (MW) 

Pg8   (MW) 

Pg11 (MW) 

Pg13 (MW) 

250,0000 
65,0028 
24,2008 
40,0000 
20,5020 
20,5020 

250,0000 
65,0028 
24,2008 
40,0000 
20,5020 
20,5020 

Perdas na Linha (MW) 20,6687 20,6687 
Custo da Geração ($/h) 1270,3000 1270,2500 

σ  ($/MWh) 4,0251 4,0251 

 
 

TABELA 5.30 
 

LIMITES DAS VARIÁVEIS DO SISTEMA PARA A SIMULAÇÃO DA TABELA 5.29 
 

Variáveis Limite 
Superior 

Limite 
Inferior 

No. da 
Barra 

Para todas 
as Barras 

θ   (graus) -90 90 -  

V   (p.u) 0,9 1,1 -  
tap  (p.u) 0,9 1,1 -  
bsh  (p.u) 0,0 0,0 -  
σ  -inf inf - - 
λ  0,0 inf - - 

 

5.3.7 Alguns Comentários Finais 
 

A formulação proposta neste trabalho é muito flexível, permitindo a inclusão de diferentes 

variáveis de controle, restrições e objetivos. 

Além disso, é possível determinar variáveis de folga para cada gerador na rede. Estas 

variáveis podem ser entendidas como a diferença dos custos incrementais na rede (mercado spot) 

e os custos reais relacionados com o ponto de operação dos geradores (limites de potência).  

Assim, elas podem ser usadas para estimar os custos que potências adicionais nas cargas impõem 

ao sistema de geração. 
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Salienta-se que as simulações com a formulação proposta mostraram um fato já conhecido 

relacionado aos taps e aos capacitores shunt: sua capacidade de incrementar a margem de 

estabilidade de tensão ao reduzir as perdas nas linhas de transmissão. Além disso, a contribuição 

do capacitor shunt como única variável de controle incrementa muito pouco a margem de 

estabilidade, mas o capacitor shunt atuando juntamente com os geradores chega a uma margem 

de estabilidade muito mais alta do que quando somente os geradores atuam como variáveis de 

controle. 

Finalmente, pode-se observar que os resultados obtidos para o despacho econômico por 

ambos os métodos (formulação bilevel reduzida a um single-level e o método do gradiente) são 

bastante próximos. Este fato atesta a validade tanto da formulação bilevel quanto da metodologia 

proposta para sua resolução. 
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Capítulo 6  
 

Conclusões e Sugestões para Trabalhos Futuros 

 
Este trabalho apresentou uma formulação bilevel (ou em dois níveis) para o planejamento 

da operação de sistemas de potência com o objetivo de maximizar a margem de estabilidade de 

tensão, ao mesmo tempo em que os custos de geração da energia (despacho econômico) são 

minimizados.  A idéia, era a de determinar uma solução para o planejamento da operação que 

levasse em conta aspectos técnicos e econômicos. 

O método de solução proposto nesta dissertação consiste em formular o problema como um 

BLPP e reduzir o problema bilevel a um problema de otimização de um único nível (single-level), 

usando as condições de KKT para o problema inferior. Assim, o problema single-level pode ser 

resolvido pelas metodologias de otimização em um só nível amplamente conhecidas na literatura. 

A função de otimização fmincon do MATLAB (que usa a programação quadrática 

seqüencial como método de otimização) foi usada para resolver o problema single-level 

resultante.  Foi utilizada, ainda, uma estratégia de fazer as variáveis de folga dos geradores 

restritas e irrestritas de forma seqüencial, evitando o uso da programação inteira mista 

(usualmente empregada nesses casos) e de difícil solução. 

A formulação proposta mostra uma grande flexibilidade para inclusão de variáveis de 

controle, restrições e funções objetivo, podendo-se analisar o comportamento e a contribuição 

destas grandezas junto ao sistema elétrico de potência, como variáveis de controle únicas ou em 

conjunto com outras grandezas. 

Os resultados demonstram, ainda, que a metodologia proposta pode ser usada para analisar 

e resolver, ao mesmo tempo, duas funções com objetivos diferentes e conflitantes, com suas 

próprias restrições de igualdade e desigualdade, problema bastante complexo de se resolver de 

uma só vez com as metodologias de otimização em um só nível. 

Os resultados obtidos mostram a eficiência do método comparado com outros métodos 

encontrados na literatura, que resolvem os problemas separadamente. 
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Esta nova modelagem contribui para que o operador saiba quanto vai custar operar o 

sistema, trabalhando com uma determinada margem de segurança do ponto de vista da operação 

de curto prazo, ou seja, pode-se determinar quanto custa aumentar a margem de estabilidade de 

tensão. 

Os sistemas elétricos de potência requerem diferentes estudos para seu ótimo 

funcionamento, como por exemplo, estudos técnicos, estudos econômicos, estudos de impacto 

ambiental, entre outros, mas todos esses problemas precisam ser analisados de forma conjunta e 

não separadamente, conforme normalmente ocorre. As modelagens, formulações e metodologias 

convencionais analisam, modelam e formulam estes problemas separadamente.  

Na análise conjunta dos diferentes tipos de problemas que experimentam os sistemas 

elétricos de potência, permite-se que se tenha uma visão mais ampla do comportamento real da 

rede. Assim, modelos e análises como os deste trabalho que envolve mais de uma função e com 

objetivos diferentes podem ser aplicados ao estudo do mercado elétrico. Por exemplo, pode-se ter 

como objetivo minimizar o preço final pago pelo consumidor ao mesmo tempo em que o 

operador do sistema tenta melhorar a segurança do sistema elétrico. Pode-se também aplicar o 

modelo em um mercado spot,  tentando maximizar a exportação da energia ao menor preço; ou 

do ponto de vista do impacto ambiental, pode-se analisar a minimização da poluição do ar 

gerando mais energia,  

Além disso, a flexibilidade dos modelos bilevel como no presente trabalho permitem a 

inclusão de diferentes variáveis de controle, restrições e objetivos; e pode-se realizar estudos 

adicionais para investigar o impacto da reserva de potência reativa na margem de estabilidade, ou 

incluir como variável de controle a reserva girante, que é a capacidade não utilizada disponível 

dos geradores, ligados e sincronizados com a rede, para atender demanda adicional. Pode-se 

também interpretar os impactos técnicos ou econômicos dos diferentes elementos da rede, como 

por exemplo, taps dos transformadores, capacitores shunt, geradores, etc.  

O modelo adotado no presente trabalho considerou somente a presença de usinas térmicas, 

mas trabalhos futuros deverão incluir modelos de sistemas com usinas hidráulicas, constituindo 

sistemas hidrotérmicos. 
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